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Co-anillos y Categorias de Co-mddulos.

Laiachi EL Kaoutit

Resumen

. Esta Tesis pertenece al campo de teoria de anillos asociativos posiblemente con unidades
locales. Precisamente con el estudio de bimédulos unitarios que admiten ciertas estructuras
algebraicas externas (comultiplicacién y counidad), llamados coanillos. Los comddulos so-
bre un coanillo son médulos unitario junto con un morfismo de médulos (la coaccion) que
satisface cierta compatibilidad con la comultiplicacién y la counidad. Un morfismo entre dos
comédulos es un morfismo de médulos que es compatible con las coacciones de comddulos.
Los comédulos y sus morfismo forman un categoria llamada categoria de comédulos. Ejem-
plos de categoria de comdédulos son los médulos unitarios, los médulos graduados (por un
grupo o por un grupo-conjunto), los médulos de Hopf, los médulos de Yetter-Drinfeld, los
modulos de Doi-Koppinen y més general los médulos entrelazados de Tomasz Brzezinski.

En esta memoria ofrecemos, de una parte, varios nuevos ejemplos de coanillos ademés
de la definicién de un ideal y un sub-coanillo de un coanillo y el coanillo cociente. Tales
definiciones se adaptan perfectamente con la nocién de un morfismo de coanillos segin la
definicién de José Gémez Torrecillas. En el caso de que el coanillo forma parte de un par
racional sobre un anillo con unidades locales caracterizaremos la categoria de comodulos en
términos de moédulos racionales unitarios. Un resultado similar sobre bicomddulos es tam-
bién ofrecido. De otra parte estudiaremos algunas propiedades del coanillo (por ejemplo
como comédulo) que se reflejan sobre toda la categoria de comédulos. También, reciproca-
mente, caracterizaremos algunos coanillos a través de las propiedades de sus categorias de

comodulos.
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Convenciones y notaciones

Ab

A, B(A?, B°)
HomA(_r _)
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1d 4
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g, ... D9
Me(eM)

Py (Aar)

Home(M, N)

M¢ (CM)

ha(M, f) (ha(g, N))
he(M, f) (he(g, N))

la categoria de grupos abelianos

categorias aditivas (categorias duales)

el grupo abeliano de morfismos en A

el funtor F' es un adjunto por la izquierda de G

el funtor identidad sobre A

la categoria de funtores entre A y B

el morfismo (co)-nicleo de f, si existen en A

un anillo conmutativo con 1 (la categoria de K-mo6dulos unitarios)
un K-anillo con unidades locales o bien una K-dlgebra con unidad
el conjunto de todos los idempotentes de A

M es un A-mdédulo por la derecha (por la izquierda)

el sub-anillo de elementos invariante para un A-bimoédulo M

el dual por la derecha (por la izquierda) de My (4 M)

la categoria de todos los A-médulos por la derecha (por la izquierda)
la categoria de todos los (A, B)-bimddulos

la categoria de los A-modulos unitarios por la derecha (por la izquierda)
la categoria de (A, B)-bimo6dulos unitarios

el K-médulo de morfismos en M4, 4N

el K-médulo de morfismos en 49M1g

los inversibles en A, si A tiene unidad

un A-anillo, no necesariamente extensién de A

el radical de Jacobson de (el zocalo de) M 4

A, A'~coanillo, B, B'-coanillo

un ¢-comdédulo por la derecha (por la izquierda)

la coacciéon por la derecha (por la izquierda) de M

el K-mddulo de los morfismos €—colineales entre M y N

la categoria de €-comddulos por la derecha (por la izquierda)

la imagen de f (de g) por el funtor Hom4 (M, —) (Hom4(—, N))

la imagen de f (de g) por el funtor Home(M, —) (Home(—, V))
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Introduccion

Si entendemos por la dualizacién, volver a definir nociones u objetos en la categoria
dual, la definicién de una codlgebra es, entonces, una definicion dual de una algebra. Desde
este punto de vista, es 16gico pensar en dualizar las propiedades y los teoremas de estructura
conocidos para algunas algebras o quizas vice-versa. Este camino de investigacién consti-
tuye en gran parte la teoria moderna de coalgebras. Pero cuando uno trata las algebras
graduadas por un grupo, cae en el mismo pensamiento de ver cuales de las propiedades
de algebras pueden ser reflejadas en dlgebras graduadas; aqui, por supuesto, el problema
estd mucho mas lejos de ser un problema de dualizacién. Si esta vez trataremos con cat-
egorias de moédulos relativos (por ejemplo los médulos graduados, los médulos de Hopf,
de Yetter-Drinfeld, de Doi-Koppinen,...etc) o mucho més generalmente con los mddulos
entrelazados, las técnicas de comédulos sobre codlgebras y de modulos graduados sirven
de poca ayuda. Los coanillos y sus comédulos proporcionan un formalismo adecuado para
unificar la dualizacion, las generalizaciones de anillos y las estructuras entrelazantes.

Los coanillos han sido introducido por M. E. Sweedler en 1975 [95] para re-demostrar
el primer teorema de la correspondencia de Galois para anillos de divisién conocido por
el Teorema de Jacobson-Bourbaki-Hochschild, usando para ello nuevas estructuras; natu-
ralmente, la de coanillos extraidos de una extensién de anillos de divisién, conocidos hoy
en dia por el nombre de coanillos canénicos de Sweedler. Pero el origen de los coanillos
se traza en el afio 1968 y en los trabajos de Jonah sobre las cohomologias de codlgebras
en categorias monoidales [62], que aparece como referencia en el articulo de F. Guzman
[57]. Ademads de este trabajo de Guzman y los de A. Masuoka (73, 72] y de M. Kleiner
[66], en los afios 80 y 90, los coanillos se manifestaron bajo el nombre de BOCS en los
trabajos de A. V. Rojter [89] y R. Bautista et al [11]. El interés por los coanillos y sus
comodulos ha sido parcialmente recuperado, en estos cuatro ultimos anos, gracias a una
anterior observacién de M. Takeuchi indicando que nuevos ejemplos de coanillos pueden
construirse de las estructuras entrelazantes introducidas por T. Brzezinski y S. Majid en
[22], véase [17]. [17] ha sido el primero de una amplia serie de articulos ilustrando el interés
revelado por la teorfa de coanillo y sus comddulos, véase [14] y sus referencias.
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IX

En esta memoria introducimos varios nuevos ejemplos de coanillos, los méas importantes
son: Los coanillos de comatrices finitas y los coanillos de comatrices infinitas. El primer
ejemplo es crucial para una teoria del Descent Generalizado fielmente plano y para una
teoria de coanillos de Galois posiblemente sin elementos grouplike. El segundo ejemplo de
coanillo servird ademas de la reconstruccién de cualquier coanillo a partir de un conjunto de
comodulos por la derecha generadores finitamente generados y proyectivos como médulos;
de dar un Teorema de estructura de coanillos cosemisimples y de coanillo semiperfectos
(por la derecha). Esto ha sido en pocas palabras el contenido de esta memoria. Para més
precision y detalles, hemos dotado cada capitulo por una pequena introduccién, alli ex-
plicamos el objetivo del capitulo asi mismo las técnicas y las maneras ampliadas para
alcanzarlo. Falta indicar que aqui investigamos los coanillos y sus comoédulos usando anil-
los de escalares con unidades locales. En realidad la idea de utilizar un anillo con unidades
locales no es casual pero mas bien necesaria, dado que este tipo de anillo surge de manera
natural a la hora de definir un coanillo de comatrices infinitas. Hemos visto forzados de
completar la memoria por un capitulo de apéndices, donde exponemos todo el material
utilizado en resto de los otros capitulos y esencialmente relacionado con los anillos con
unidades locales.

Finalmente, querria mencionar que cualquier critica o pregunta sin resolver de parte de
cualquier lector, sera siempre bien recibida.

Nota: Cualquier referencia de cualquier resultado o ecuacion que empieza por la letra
A, se refiere a un resultado o ecuacién del Capitulo de apéndices.
Durante toda esta memoria utilizamos la siguiente notacién: Si X es un objeto en cualquier
categoria, denotemos por X el morfismo identidad de X.

COANILLOS Y CATEGORIAS DE COMODULOS.



Los resultados Originales de esta Tesis son:
En el capitulo 1:

Seccion 1.1: El Corolario 1.1.34. Las Definiciones 1.1.29, 1.1.35. Los Ejemplos 1.1.2(b)(c)(d),
1.1.5, 1.1.7, 1.1.8, 1.1.11, 1.1.14, 1.1.15, 1.1.18(3)(4), 1.1.33. Las Observaciones 1.1.3,
1.1.12, 1.1.19, 1.1.22, 1.1.24(a)(b)(d), 1.1.25, 1.1.26(c), 1.1.28, 1.1.32. Las Proposiciones
1.1.9, 1.1.10, 1.1.30. Los Lemmata 1.1.31, 1.1.36.

Seccién 1.2: El Corolario 1.2.14. Los Ejemplos 1.2.2(b), 1.2.3, 1.2.11, 1.2.21. Las Observa-
ciones 1.2.9, 1.2.17, 1.2.19, 1.2.20. Las Proposiciones 1.2.7(generalizacién de [18, Lemma
5.1]), 1.2.12, 1.2.18. Los Lemmata 1.2.5(generalizacién de [17, Example 2.1]), 1.2.10.

Toda la Seccién 1.3 (menos los enunciados de la Proposicion 1.3.1 y del Corolario 1.3.2)
es una extensiéon de la teoria de mddulos racionales para coalgebra sobre anillos con-
mutativos formalizada en [50], al caso de un anillo de escalares con unidades locales. El
resultado sobre bimédulos racionales es nuevo incluso para coalgebras.

Seccion 1.4 es una generalizacién trivial, al caso no-unitario, de diversos resultados cono-
cidos sobre el producto cotensor y esencialmente escogidos de [51, Section 2.5].

Todos los resultados de la Seccion 1.5.
Seccién 1.6 es una generalizacién trivial, al caso no-unitario, de [51, Section 3.
Todos los resultados de la Seccién 1.7 y que forman parte de una pré-publicacion.

En el Capitulo 2: Todas las Secciones menos la Seccion 2.1 que es una generalizacion
trivial, al caso no-unitario, de [51, Section 4]. Los resultados de la Seccién 2.6 forman parte
de una pré-publicacién.

En el Capitulo 3: Todos los resultados.

En el Capitulo 4: Todos los resultados forman una generalizacion, al caso de coanillos
sobre anillos QF, de los resultado [53] y [54] para codlgebras.

Los Capitulos 5 y 6: Todos los resultados forman parte de una pré-publicacién.

Algunos de los resultados arriba citados han sido publicados o van a serlo en las sigu-
ientes referencias [42, 41, 40, 39] (véase la Bibliografia).
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Capitulo 1

Coanillos, Comodédulos y Funtores.

Introduccion

En este capitulo unimos las nociones basicas sobre coanillos y sus comédulos, juntos con
algunos resultados y ejemplos nuevos. Los coanillos tratados aqui vienen definidos sobre
anillos de base no necesariamente unitarios; asi nos hemos visto forzados de re-demostrar
y ampliar las nociones clasicas y por supuesto anadir versiones y puntos de vista recientes.
La seccién 1.1 contiene una variedad de ejemplos de estos coanillos y sus morfismos y
también una definicién de "ideal en un coanillo” y su coanillo cociente. Tal definicién
generaliza la nocién clasica de un co-ideal [95] y se adapta mejor a los morfismos de
coanillos sobre distintos anillos de base [51]. Para cada ejemplo de coanillo citado en la
seccion 1.1, hemos intentado caracterizar su correspondiente categoria de comédulos en la
seccion 1.2. Las categorias de bicomédulos y bimodulos racionales se analizan en la seccion
1.3, donde nos hemos basado en las técnicas de [50] (compare con [3]). Las secciones 1.4 y
1.6 representan en parte la versién no-unitaria del material construido en [51, Sections 2,
3], lo cual servird para demostrar los resultados de los préximos capitulos. En la secciéon
1.5 caracterizamos la categoria de comédulos sobre el coanillo coproducto de una familia
de coanillos; para ello hemos utilizado ciertos resultado de la seccion 1.4. En la secciéon
1.7, presentaremos una nocién alternativa de coanillo y sus comodulos, usando la nocion
de cotriple y su cogenerador universal definidos en [37].

Las letras A, A, B, B', ... designan K-anillos (a veces K-dlgebras con 1) con unidades
locales: estos son K-bimodulos unitarios centrales, cuya multiplicacion es un morfismo K-
bilineal, K-equilibrado y que poseen unidades locales, es decir, para cualesquiera a;,ay € A,
existe un elemento idempotente e? = e € A, tal que a; = ea; = aje v ase = ase = ao,
i.e. e es una unidad del conjunto {ay,as}. Véase el capitulo de apéndices la section A.3
por mas detalles sobre estos anillos y sus (bi)-representaciones. Cada objeto o morfismo
en su correspondiente categoria es, por consideracion, K-mddulo o K-lineal. Los médulos
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bajo consideracién no son siempre unitarios al menos que se diga lo contrario; asi mismo
son todos los bimédulos. Un A-bimédulo unitario es un A-bimédulo que es unitario por la
derecha y por la izquierda. Sea M un A-bimédulo unitario y e € Idemp(A), denotaremos
por ¢M*® el K-sub-bimédulo de M generado por el conjunto {m € M| em = me = m}. Se
puede ver claramente que “M* es un eAe-bimddulo unitario, recuerde que eAe es un anillo
con 1 = e. El sub-anillo de invariantes asociado a M, es por definicién

M* = {a € A] am = ma, para todo m € M}.

Sea A un K-anillo con unidades locales, denotemos por A° su K-—anillo con unidades
locales opuesto, es decir con el producto (ajas)® = a$as, ay,as € A. En general, si M, es
cualquier médulo por la derecha, denotemos por M? el A°~mdédulo por la izquierda opuesto
de M4, con la acciéon a®.m® = (ma)?, para todo a® € A° y m® € M°. Por supuesto que
a cualquier morfismo A-lineal por la derecha f : M — N, le corresponde su morfismo
A%lineal por la izquierda opuesto, f° : M° — N° via m° — f°(m°) = (f(m))°. El
mismo procedimiento se aplica sobre los A-bimoédulos y las aplicaciones A-bilineales. Si
M es un A-médulo por la derecha y End(M4) su anillo de endomorfismos (el producto
es la composicién), entonces M es considerado, de manera natural, como (End(M4), A)-
bimédulo. El producto del anillo de endomorfismos End(4N) de un A-médulo por la
izquierda N, es por convencion el opuesto de la composicién; de esta manera se tiene
también una estructura de (A, End(4/N))-bimddulo sobre V.

Sea A un K-anillo con unidades locales y f,g: M — M’ son morfismos A-lineales por
la derecha y sea t : K — M el igualador de f y g (i.e. el nicleo del morfismo f — g).
Se dice que un A-mddulo por la izquierda N preserva el igualador de la pareja (f,qg),
Stt®s N : K@@y N — M ®4 N es el igualador de la pareja (f ®4 N,g ®4 N). Por
supuesto que cada modulo plano 4N preserva cualquier igualador. Si ahora f,g : M — M’
son morfismos (A’, A)-bilineales, A" es otro K-anillo con unidades locales. Se dice que la
pareja de médulos (X 4/, 4Y') preserva el igualador de (f, g), si X ® 4 E®4Y es el igualador
de (X ®4 fR®4Y,X ®a g®4Y). Por supuesto que cada pareja (X4/, 4Y) de médulos
planos preserva también cualquier igualador.

Un A-submédulo por la derecha N de M4, se dice que en puro, si N @4 X — M ®4 X
es un monomorfismo, para cualquier moédulo 4 X. La definicién de puro por la izquierda es
simétrica.

1.1. Coanillos y morfismos de coanillos.

La nocién de coanillo ha sido introducida por vez primera por M. Sweedler en [95],
alli los anillos de base son anillos con unidad. En los siguientes pasos, vamos a recordar
esta nocién modificando el anillo (unitario) de base por un K-anillo con unidades locales.
Fijamos pues A un K-anillo con unidades locales. Un Coanillo es una terna (€, A <) que
consiste en un A-bimdédulo unitario € y dos morfismos de A-bimoédulos

A:C**QZ@AQ:, e:C—=A

COANILLOS Y CATEGORIAS DE COMODULOS.



3 1.1. COANILLOS Y MORFISMOS DE COANILLOS.

tales que los diagramas

¢ C®qaC
Al [C@AA
CR C—222° e, C@4¢
v
cL-ec@.€ cL-ecesC
. lms g lem
C®s A A®pC

son conmutativos; se suele llamar a A la comultiplicacion y a € la counidad del coanillo €.
También llamaremos a € un A-coanillo, a fin de precisar el anillo de escalares sobre el cual
¢ esta definido. Para facilitar los calculos, vamos a utilizar la notacion de Sweedler por la
comultiplicacién, i.e.

Ac) = c1) ®a c),

con la suma implicitamente entendida.
Observacién 1.1.1. Sea A un K-anillo con unidades locales, consideramos A° el K-anillo

opuesto de A. Si € es un A-coanillo, entonces el A°~bimdédulo unitario opuesto €2 de €
admite una estructura de A°-coanillo, con comultiplicaciéon y counidad definidas por

b

A€ €’ ®40 €° 00— A°

@ —> ()’ ®ao (c(l))o c’—¢(c)°.

Ejemplo 1.1.2. (a) El coanillo trivial. Cada K-anillo con unidades locales A es trivial-
mente un A-coanillo con la comultiplicacion A = A ®4 A y la counidad la identidad;
A serd llamado el coanillo trivial.

(b) El coanillo idempotente. Sea ahora a un ideal idempotente (a? = a) de un K-anillo con
unidades locales A tales que a4 satisface las siguientes condiciones: (1) Va € a, existe
x € a tal que a = ax, (2) ay es un sub-mdédulo puro de A4. Recuerde que en el caso
unitario (1) y (2) son equivalente (véase [91, Chap.I, §11 | para mas caracterizaciones de
este tipo de ideales en’este caso). Se puede comprobar que el isomorfismo A : a = a® 4a
definido via @ +— a ®4 x con ax = a, y la inclusién a C A, inducen una estructura
de A-coanillo sobre a. Todo coanillo isomorfo, como A-coanillo (véase la Definicion
1.1.6), a este ultimo tipo sera referido como el coanillo idempotente.

(¢) El coanillo de involucion. Sea (A,o) un K-anillo con unidades locales e involucion,
esto es un K-anillo con unidades locales A y que tiene un anti-automorfismo (véase
el capitulo de apéndices secciéon A.2), o tal que 0® = 1. Consideramos € = (A, +) el
K-sub-bimédulo subyacente de A dotado de la siguiente estructura de A-bimddulo

a.(c.a’) = (a.c).a = o(d')co(a), a,a € A, c€C.

COANILLOS Y CATEGORIAS DE COMODULOS.
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Con esta A-biaccién, € se convierte en un A-bimédulo unitario. Consideramos las
siguiente aplicaciones K-lineales:

A:C—CRC :Cc—A
c————>c®ye c——=o(c),

donde ¢ = ce = ec, e € Idemp(A); A es bien definida porque si existe otro idempotente
¢/ € Idemp(A) tal que e'c = ce’ = ¢, escogiendo €’ € Idemp(A) una unidad del
conjunto {e, €'}, se tiene que c® e = c®4 € = cR4€”. La aplicacion € es por hipitesis
A-bilineal y A es claramente A-lineal por la izquierda; seaa € Ay ce €

A(ca) = (c.a)®ae, eesunaunidad de {c,o(a)}
c®a (a.e)

= c®a0(a)

(c®a€).a

= Ale)a

Las propiedades coasociativa y counitaria son faciles de comprobar. En resumen (€, A )
es un A-coanillo. Nos referimos a (A, o) como el coanillo de involucidn.

Supongamos ahora que A es una K-dlgebra y sea o un automorfismo interior de A
asociado a un elemento inversible u € U(A). Consideramos pues la extension de Ore
¢ = Alz; 0] este es un A-mé6dulo por la izquierda libre de base {z° z,z% --- 2", ---}
y al mismo tiempo un anillo que contiene A como sub-anillo cuyo producto esta deter-
minado por la formula za = o(a)z = uau 'z, para todo a € A. Es facil de ver que las
siguientes aplicaciones

A:C C®qC, e:C—=A

o -1 n
az"——=az" Q@ u "z AT au

son A-bilineales y que inducen una comultiplicacién y una counidad sobre €; por las
cuales € es un A-coanillo. La counidad es ahora un isomorfismo de anillos, véase las
propiedades de las extensiones de Ore [80].

Observacién 1.1.3. Realizamos las siguientes observaciones respecto de los ejemplos (b)

y (¢

') citados en el Ejemplo 1.1.2.

(1) Supongamos que A es una K-élgebra. Considere € un A-coanillo, ponga a = £¢(C).

(11

Esta claro que a es un ideal idempotente de A. Suponemos que 4a es puro en 4A y
que ¢ es un monomorfismo. Entonces € 2 a es un isomorfismo de A-coanillos (véase
la Definicién 1.1.6) y luego € es un coanillo idempotente.

) Consideramos (A,¢) una K-algebra con involucién, como en el Ejemplo 1.1.2(c).
Dando un elemento ( € U(Z(A)) (el grupo de unidades del centro de A) tal que

COANILLOS Y CATEGORIAS DE COMODULOS.
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¢o(¢) = 1, se puede obtener una estructura de A-coanillo sobre el A-bimédulo 4 A4,
cuyas comultiplicacion y counidad vienen dadas por

Ac:A—=A®4 A, e A A

ar——a ®4 ( ar——ao(().

(111) En el caso (d) del Ejemplo 1.1.2, supongamos ahora que o no es necesariamente
interior y consideramos la extensién de Ore € = A[z; o] asociada a este automorfismo.
Se puede ver que las siguientes aplicaciones A-bilineales

A:C C®4C, £: & A
T"——I" Qa1+ 1®42", sin#0 z"—=0, sin#0
at a®u1 1

dan una estructura de A—coanillo sobre €. M4s tarde veremos una clase de coanillos
que cubre este tipo de coanillos.

Vamos a seguir dando mas ejemplos de coanillos.

Ejemplo 1.1.4. (a) El coanillo de Sweedler. Este es el primer tipo de coanillos que ha
sido inventado y estudiado por M. Sweedler y que vamos a recordar. Sea ¢ : B — A
una extension de K-anillos con unidades locales, i.e. para todo a € A, existe e €
¢(Idemp(B)) tal que ea = ae = a (equivalente a que para todo f € Idemp(A) existe
e € p(Idemp(B)) tal que ef = fe = f), véase el capitulo de apéndices seccién A.2.
Consideramos A de manera natural como B-bimédulo (unitario por hipétesis). El pro-
ducto tensor A®p A es pues un A-bimddulo unitario; ademads existen dos aplicaciones
A-bilineales

A:Ax A—=(A®pA) @4 (AR A), e:AQpA——>4

(a,a’) >aQR®peRyeRp (L/, a®p CLIF—>(L(L/,

donde e € p(Idemp(B)) es una unidad de {a, a’}. Comprobemos si A’ esta bien defini-
da (& evidentemente lo es); supongamos que existe otro idempotente ¢’ € p(Idemp(B))
unidad de {a,a'}, sea pues €” € ¢(Idemp(B)) unidad de {e, ¢'}. Se puede ver entonces
que

a®pe®ie®pd = a®pee”" @ye’"eRpad
a®p e ®4 e" ®p a
= a®p e/e// ®A C//e/ ®B (L,
= a®Qpe i€ Rpa

Finalmente, sean b € B, a,a’ € Ay e € p(Idemp(B)) unidad del conjunto {¢(b),a,a’}.
Entonces
A'(ab,ad’) = ab®pe®jse®pa
a®p p(b)e ®ae®pa
a®pep(b) ®se®pa
a ®B e X4 (EQP(I)) ®B a’
= a®pe®ye®pba = A(a,ba)

I

Il
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luego A’ se extiende a

A:AQpA—ARp AR, AR A
a@pa'——a®pe®,ye®pa

donde a = ea = ae, a’ = a’e = ed’, para un cierto ¢ € p(Idemp(B)). A y ¢ inducen
sobre A ®p A una estructura de A-coanillo. Nos referimos a este coanillo como el
coanillo de Sweedler asociado a la extension de K-anillos con unidades locales .

El coanillo dual. Sea ¢ : A — B esta vez una extension de K-anillos con unidades lo-
cales, también se dice que B un A-anillo extensién de A véase el capitulo de apéndices
section A.1. Consideramos B* = Hom_4(B, A), el dual por la derecha de B4, de man-
era canonica como (A, B)-bimédulo, después como A-bimédulo por restriccion de es-
calares respecto de ¢ (estas bi-acciones no son necesariamente unitarias). Supongamos
ahora que B4 es finitamente generado y proyectivo. Segin el capitulo de apéndices sec-
cién A.2, existe una base dual por la derecha {b;, b} }1<i<n, i.e. para cualquier b € By,
b = >, b;bi(b) (el criterio de la base dual). Estd claro que 4B* es ahora un médulo
unitario finitamente generado y proyectivo, ademas cualquier x € B*, x = ), x(b;)b;,
usando las acciones canoénicas. Veamos si B es unitario, para ello sea e € Idemp(A)
una unidad de todos los b;. Entonces para cualquier z € B*, se tiene

F.6 = Z(az.e)(bi)b,f = Zx(ebi)bf = Zz(bi)b;‘ = %

§ i i
lo que implica que B es unitario. Utilizando el criterio de la base dual y la nocién de
una unidad local, se comprueba facilmente que las siguientes aplicaciones

A: B*——B*®,4 B, g:B*— A

x Yizhi @407 x.f =z—z(p(f))

donde f € Idemp(A), estan bien definidas y satisfacen las propiedades coasociativa y
counitaria. El A-bimédulo B* es un A-coanillo con la comultiplicacién y la counidad
arriba definidas. Notemos que esta comultiplicacion es independiente de la base dual
escogida. B* se le llama el A-coanillo dual del A-anillo B.

Ejemplo 1.1.5. Los coanillos de matrices generalizadas triviales. Presentamos aqui un
ejemplo muy conocido en teoria de anillos, las matrices generalizadas, al que vamos a
dotar de un estructura de coanillo, llamado trivial por que en el proceso de construccion
se utilizan coanillos triviales.

(1)

Sea A un K-anillo con unidades locales y M un A-bimddulo unitario. Considere el
A-bimoédulo unitario € := A & M junto con las siguientes aplicaciones A-bilineales

A€ C®sC e:€—A
(a,m)—(a,0) ®4 (e,0) + (0,m) ®4 (¢,0) (a,m)r—a
+(e,0) ®4 (0,m)

COANILLOS Y CATEGOR{AS DE COMODULOS.
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donde e € Idemp(A) es unidad de {a,m} (i.e. ea = ae = a 'y me = em = m). Se
puede comprobar facilmente que A y € induce sobre € una estructura de A-coanillo.

Sean Ay B dos K-anillos con unidades locales y A x B el K-anillo con unidades locales
producto de A y B, junto con un (A, B)-bimédulo unitario M. Consideramos pues el
K-anillo de matrices triangulares

A M

0 B

Esta claro que es un K-anillo con unidades locales y ademdas admite una (A x B)-
biaccién unitaria (con el producto matricial). Definamos

A M A M A M
> (3 5) = (0 5)ewn (3 5)
por

m 00 0 0
25 %)= (6 0)zn (5 8) + (0 7)ewn 5 3)
e 0 0 m 0 m 0 0 11
0 O ®(AXB) O 0 + 0 O ®(AXB) 0 f ( * )

donde e € Idemp(A) y f € Idemp(B), son tales que ea = ae = a, bf = fb = b,

em =mf = m. Sea
A M
€ (O B)—»AXB

f(fa m\ (a O

- (o b) B (o b)

A M
0 B
coanillo. Este Ejemplo es claramente un caso particular del Ejemplo citado en el item
(1), escogiendo adecuadamente la estructura de (A x B)-bimédulo sobre M.

definida por

Es facil de comprobar que A y € inducen sobre una estructura de (A x B)-

El (A x B)-coanillo (61 ]g> sera referido como el coanillo de matrices generalizadas

triviales.

Vamos a recordar de [51] la nocién de un morfismo de coanillos. Como se va observar,

esta nocién unifica todas la nociones clasicas, es decir la de K-anillos con unidades locales
y en particular la de K-dlgebras y también la de K—codlgebras.

Definicién 1.1.6. Sean A y B dos K-anillos con unidades locales. Consideramos € y 9,
respectivamente, un A—coanillo y un B-coanillo. Un morfismo de A — B-coanillos consiste

en

un par de morfismos (¢,¢) : (A, €) — (B,D) donde ¢ : A — B es un morfismo

COANILLOS Y CATEGORIAS DE COMODULOS.
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de K-anillos con unidades locales y ¢ : € — © un morfismo de A-bimdédulos (D es un
A-bimddulo por la restriccién de @), tales que los siguientes diagramas

Ee¢

¢ 2 LE@4C ¢ A
W
o] D@Ag, ¢ ”
WA B @ ED B,
D 22 DD

conmutan, donde wg g : D®4D — D®pD es la aplicacién obvia inducida por la extension
p, véase el capitulo de apéndices seccion A.2 por la definicién y por otras aplicaciones
similares.

Ejemplo 1.1.7. Sean (A,04) y (B,op) dos K-anillos con unidades locales y con involu-
cién. Segun [79], un morfismo de K-anillos con unidades locales ¢ : A — B, es un morfismo
de K-anillos con unidades locales y con involucién, denotemos ¢ : (A,04) — (B,0p) si
ooy = oo 4. Consideramos ahora las estructuras de coanillo sobre (A, 0) y (B,05) como
en el Ejemplo 1.1.4(b). Entonces, se puede comprobar sin dificultad que (¢, ¢) : (A4, A) —
(B, B) es un morfismo de A — B—coanillos si y sélo si ¢ : (A,04) — (B,0op) es un morfismo
de K-anillos con unidades locales y con involucion.

Ejemplo 1.1.8. Recuperamos la notacién del Ejemplo 1.1.5(1) i.e. A un K-anillo con
unidades locales, M un A-bimédulo unitario y el K-anillo con unidades locales extension
trivial A® M, via ¢ : A — A@® M, enviando a +— (a,0). Consideramos (A® M, A, e) como
A-—coanillo con A y ¢ del ejemplo referido. De otra parte consideramos el A @ M-coanillo
de Sweedler (A & M, A’ ¢’) asociado a la extension ¢. La siguiente aplicacion

p:ADM (A M)®s(A® M)
(a,0) ®4 (e,0) + (0,m) ®4 (e,0) — (e,0) ®4 (0,m),

(a,m)

donde e € Idemp(A) una unidad del conjunto {a, m}; es A-bilineal y claramente satisface
g'op=poe. Ademis A" 0 ¢ = wy agm © (¢ ®4P) 0 A, es decir que

(0,¢): (A, A®M) — (A M,(ADM)®4 (A M))
es un morfismo de A — (A @ M)-coanillos.

1.1.9. Fijamos {A, };c; una familia de K-anillos con unidades locales. Consideramos {&;}ic;
una familia de K-modulos donde €; es un A;—coanillo, para todo ¢ € I; denotaremos por 7; y
7;, respectivamente, las inyecciones y las proyecciones de la suma directa asociada @;c;€;
en Mg. De otra parte consideramos el K-anillo producto A := [[,.; A; junto con sus
proyecciones canénicas p; : A — A;. Estd claro que cualquier idempotente e; € Idemp(A;)
es la imagen por p; de un idempotente e € Idemp(A), lo que implica que los p; son
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9 1.1. COANILLOS Y MORFISMOS DE COANILLOS.

extensiones de K-anillos con unidades locales (véase el capitulo de apéndices seccion A.2).
Ahora cada uno de los €; es un A-bimdédulo por la restriccion de p;. Esta claro pues que
estas estructuras de A-bimddulo inducen una estructura de A-bimoédulo unitario sobre
D,c1€;, para la cual 7;, 7; siguen siendo los morfismos canénico de A-bimédulos unitarios.
Por lo tanto, se tiene

Proposicién. El A-bimddulo unitario € = @;c;€; admite una unica estructura de A-
coanillo para la cual cada pareja (pi,m;) : (A, €) — (Ai, &) es un morfismo de A — A;-
coanillos.

Demostracion. Denotaremos por A;, &; la comultiplicaciéon y la counidad de cada €;. La
comultiplicacién y la counidad de € = @;<;&;, vienen dadas por

A:C C®aC, e:C———A
(e)—: (@) ©am (cn)  H(E)—= (@her

donde a; = g;(c;), a; = 0; Vj # i y Ay(e;) = ((¢i)y) ®a, ((ci)2)). La propiedad counitaria
del morfismo (p;, 7;) es, por definicién, satisfecha. Sea ahora ¢ € €, denotaremos por Sop(c),
el soporte de ¢; entonces

wa,a; © (M ®ami) o Alc) = ZjESop(c) mii(mi(c) 1)) ®a, miTi(m;(c)(2))

= mi(c)) ®a, mi(c)(2) = A o mi(c).
La unicidad de esta estructura de coanillo, respecto de dicha A-biaccién, es evidente. [

En la definiciéon del morfismo de coanillos enunciada en 1.1.6, uno puede escoger dos
coanillos sobre el mismo anillo de base (i.e. A = B), en este caso ¢ puede tomar la identidad
y los morfismos de A — A—coanillos seran llamados simplemente morfismos de A-coanillos.
Para un A-coanillo €, denotaremos por

Endj_cor(€) = {f : € — €, morfismo de A — coanillos}.

su anillo de endomorfismos de A—coanillos.
El siguiente es el caso de un solo anillo de base, pero contiene un resultado distinto al
de la Proposicion 1.1.9.

Proposicién 1.1.10. Sea {€;}.c; una familia de A-coanillos, consideramos la suma directa
asociada ®;c;€; en A-bimddulos unitarios. Existe una unica estructura de A—coanillo sobre
Dicr€; por la cual cada inyeccion candnica se convierte en un morfismo de A—coanillos.

Demostracion. Denotemos por 7; las inyecciones candnica de ®;&; en A-bimddulos y por
A;, €; la comultiplicacion y la counidad de cada €;. La comultiplicacién y la counidad de
¢ = @;¢;, vienen dadas por

A€ C®aC, g:C—A

7i(e) — 7 () ®a7i ((@)@) 7ila)—eile),

donde A;(c;) = (¢i)1) ®a (ci)(2). El resto de la demostraciéon es un calculo inmediato.  [J

COANILLOS Y CATEGORfAS DE COMODULOS.
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Ejemplo 1.1.11. Sea {A; };c; una familia de K-anillos con unidades locales y A = []._, A,
el K—anillo producto cartesiano asociado. Si consideramos cada A; como A;—coanillo trivial-
mente; entonces, segin la Proposicion 1.1.9, @;crA; admite una estructura de A-coanillo,
por la cual cada proyeccién canénica se convierte en morfismo de A — A;—coanillos. De otra
parte la inyeccién de K-modulos

Dic) AL, A=A

identifica ®;c;A; con un ideal idempotente que satisface Ya € @1 A;, existe e € @ A; tal
que a = ae y que (B7A;)4 es puro en Ay. Por lo tanto @7 A; es un A-coanillo. Ademas la
estructura A-coanillo construida en la Proposicién 1.1.10 es isomorfa (véase la Definicion
1.1.6) al estructura de A-coanillo idempotente de @;c;A;. En conclusion @;c7A4; es un
A-coanillo idempotente.

Observacién 1.1.12. Para cada K-anillo con unidades locales A fijo se puede considerar
su categoria de A-coanillos, que denotemos aqui por A — coring, y que consiste en A-
coanillos y sus morfismos como han sido definidos en 1.1.6. Se sabe que la categoria de
K-anillos con unidades locales admite cualquier producto, la Proposicién 1.1.10 nos indica
pues el dual de este resultado respecto de la categoria A — coring.

Observacion 1.1.13. El coanillo extension de escalares. Sea ¢ : A — B una extension de
K-anillos con unidades locales junto con un A-coanillo €.

(a) Consideramos B ®4 € ®4 B de forma natural como B-bimédulo unitario. Se puede
comprobar sin dificultad que los siguientes morfismos de B-bimaddulos

A'":BR,C®, B BR,CR, B B®s1ECE®R4 B
bRac®ab ——=b®ac)®ap(e) ®p p(e) ®acp) ®al,

donde e € Idemp(A) tal que cqye = c(), ¢@2) = ec), para todos los c(1), ¢);

e B®,C®4B B
b®Rac®4b ——bp(e(c))V,

inducen una estructura de -B-coanillo sobre este B-bimdédulo. Con esta estructura
podemos ver, de una parte, que la aplicacién (p, ) : (A,€) — (B,B ®4 € ®4 B),
donde ¢ es definida via ¢ +— p(e) ® 4 c®4 ¢(e) con e € Idemp(A) tal que ec = ce = ¢;
es un morfismo de A — B-coanillos. Nos referimos a B ®4 € ®4 B como el coanillo
extension de escalares de €. De otra parte, el morfismo de B-bimddulos

E:BR;,CR,B—=B®yB
bRac®s b/ ——=b®ae(c)V

es claramente un morfismo de B-coanillos, donde el 1ltimo es el coanillo canénico de
Sweedler asociado a la extension ¢.

COANILLOS Y CATEGOR{AS DE COMODULOS.
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(b) Siguiendo las notaciones de (a), se puede ver ademds que a cada morfismo (¢, ¢) :
(A,€) — (B,D) de A — B—coanillos, definicién 1.1.6, se le asocia un morfismo

¢:BR,C®4B D
b®4c®4 b ————bp(c)

de B—coanillos tales que el diagrama de morfismos de coanillos

¢—*>B®,C®,sB—>B®,B (1.2)
D
es conmutativo.
(c) La construcciéon del coanillo de extensién de escalares de cualquier coanillo, es un

hecho funtorial. En efecto, utilizando la notacién de la Observacion 1.1.12, es facil de
comprobar que existe un funtor K-lineal

F,: A — coting—— B — coting
¢ B®aC®sB
0] B®ap®aB

Ejemplo 1.1.14. El coanillo de matrices M,(€). Sea A un K-anillo con unidades locales.
Consideramos, de manera canénica, A® el producto de A, 2-veces, como un K-anillo
con unidades locales. Esto nos proporciona la extensiéon de K-anillo con unidades locales
¢: A — AP via a s (a,a). Es evidente que A® @, ¢ @4 A® = €22 representando
ahora los elementos de este ultimo A-bimdédulo en forma de matrices 2 x 2, el citado
isomorfismo se traduce por el siguiente

A® R4C®a A®)

¢ (2x2) (1.3)
(l1Cb1 01Cb2>

(a1,a2) ®4 c®a (b, bo) (agcbl azchs

cuya aplicacion inversa es definida por

¢(2x2) x AV @, e, AD (1.4)

11 J2
(221 222) === (e, 0) ®A Cll ®A (ff, O) + (670) ®A 012 ®A (O, 6)
+(0,€) ®a c* ®a4 (e,0) + (0,¢) ®a ¢ ®4(0,¢)

donde e € Idemp(A) es una unidad de los ¢”. De otra parte si representamos los elementos
de A® en forma de matrices cuadradas diagonales 2 x 2, entonces la estructura de A®)-
bimddulo sobre €(2*2) se convierte en el producto matricial usual, es decir

a 0 C11 cl? B acll acl? 11 Cl2 a O _ Clla 012(1,/
0 a/ 621 022 a1621 alCQQ ) 021 622 0 (l, 621(1 022(1’ ¢

COANILLOS Y CATEGOR{AS DE COMODULOS.
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Utilizando estas notaciones, la comultiplicacién de €2*2) | tiene la siguiente forma

JRERRY gy el My 0

<c21 022> ( 0 0 )%, o) T
) P 0 cq)

( 0 0 ®A(2) 0 (312(2) +
0 0 g 0

® 42 : +
<621(1) 621(1>> A (C”(:z) 0
0 0 5 0 c*y
Py R, a® { g 2

donde A(c¥) = ¢ (1) ®4 ¢?(9). La counidad toma la siguiente forma

() = (5 o)

Por supuesto que la construccién de arriba se puede aplicarse sobre A™ | para 2 < n € N*.
El A™—coanillo €(™*™ se llama el coanillo de (n x n)-matrices de € y serad denotado por
M, (€).

Ejemplo 1.1.15. Sea A un K-anillo con unidades locales y J un ideal bilatero de A, con la
extensién de candnica de K-anillos con unidades locales 7 : A — A/J. Consideramos € un
A-—coanilloy (A/J) ®4C®4(A/J) el (A/J)-coanillo extensién de €, véase la Observacién
1.1.13, junto con el morfismo de extension de coanillos

(m,7) - (A,€) — (A/J,(A]J) ®a € @4 (A/J)),

donde
T:€—(A/J)®4C®4 (A/J)

c————>7m(e) ®ac®a (e),

y donde e € Idemp(A) tal que ec = ce = c. Sea ahora (¢, @) : (A, €) — (B,D) un morfismo
de coanillos tal que J C Ker(y) vy ¢' : A/J — B, la prolongacién de . Siguiendo la
notacién de la Observacion 1.1.13, se tiene el siguiente diagrama conmutativo de morfismos

de coanillos

¢ L D

| , P

(A)J)®4€Q4(A)]) —L—=BR,C®4 B

R

Vamos a comprobar que
Ker(7) = JC + CJ.

COANILLOS Y CATEGOR{AS DE COMODULOS.
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para ello vamos a utilizar implicitamente la versiéon no-unitaria de [91, Examples 1, p.30].
Se sabe pues que existe una sucesién exacta

CRuJ —=C—=C®a(A/J)—=0

luego €/€J = € ®4 (A/J), como A-mdbdulo por la izquierda. Por lo tanto, se tiene otra
sucesion exacta

J®4(C/CJ)—=>C€/C] —= (A)])®a (C/CT) —=0
donde la imagen de a es Im(a) = (€J + J€)/CJ, luego
C/(JC+CT)=(A)T)®as(€/CT) = (A)])®@4C R4 (A]])
la definicién de 7, implica ahora que Ker(7) = J&€ + &€J.

Ejemplo 1.1.16. [22]. Sea A una K-dlgebra con multiplicacién p y (C,A,e) una K-
codlgebra junto con un morfismo K-lineal ¢ : C®gx A — A®g C que satisface las siguientes
ecuaciones

Yo (CRkpu)=(n®kC)o(ARkY)o (¥ ®k A),
(A®k A)oyp = (9 ®k C) o (C ®k ¥) o (A ®k A), (1.5)

¢O(C®K1)=1®KC, (A®KE>O’¢:€®]KA.

La terna (A, C)y se le llama una estructura entrelazante. Segin una Observacion de M.
Takeuchi (véase [17, Section 2]) A ®g C admite una estructura de A-bimédulo que viene
dada por v y cuyo lado derecho es (a®g c)a’ = ap(c®ka’) y por la cual A®g C se convierte
en un A-—coanillo con las siguientes comultiplicacién y counidad

A" A C— ARk C®4 A®k C
a ®g c———— a Qg c1) ®4 1 ®k ¢(2)

S/:A®KC’ A

a @g c—— ag(c).

El ejemplo mas relevante de estructuras entrelazantes, viene en seguida. Sea H una K-
bidlgebra, eso es una K-dlgebra y una K-codlgebra al mismo tiempo tales que la comulti-
plicaciéon y la counidad son morfismos de K-dlgebras. Considere un H-comddulo algebra
por la derecha (A, pa) (i.e. pa: A — A®gH es un morfismo de dlgebras) y un H-mddulo
codlgebra por la derecha (C,uc) (i.e. pe : C ®g H — C es un morfismo de codlgebras).
Existe pues una aplicacién candnica

Y:C®k A AQkC

¢ @K a+——> a(0) K €a(1)

donde p4(a) = ay ®k a@y (la suma se entiende) y que satisface las ecuaciones de (1.5).
Por lo tanto (A, (), es una estructura entrelazante.
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Ejemplo 1.1.17. (1) Siguiendo las notaciones del Ejemplo 1.1.16, consideramos la apli-
cacion ¢ : €' — A®g C definida por ¢ — 1®g c. Es facil ver pues que (7, ¢) : (K, ') —
(A,A®k C), n: K — A la unidad de A, es un morfismo de K — A-coanillos (C' es
considerado como K-coanillo).

(2) Sean ahora (A,C)y y (A, C")y dos estructura entrelazadas. Segin [16] un morfismo
de estructuras entrelazantes entre (A,C')y vy (A, C')y es un par (p,¢’) de morfismos
de élgebras ¢ : A — A’ y de codlgebras ¢’ : C' — C’ tales que:

C ®x A ¥ A®g C

w’®x¢l lcp@xw’

C'®k A’ = A ®k C'.

Con un calculo inmediato, se pueda comprobar que (¢, ¢), donde ¢ = ¢ ®k ¢, es un
morfismo de A — A’ —coanillos entre A ®g C'y A’ ®x C', véase [51, 5.7).

Ejemplo 1.1.18. Basdndonos en las estructuras entrelazantes, vamos a relacionar la no-
cién de coanillo con los anillos graduados; asi también los morfismos de anillos graduados
y G—conjuntos. Fijamos A una K-édlgebra a lo largo de este ejemplo.

(1) Sea G un grupo multiplicativo con elemento neutro e. Supongamos que A es un anillo
G-graduado, es decir A = @®,eqA, suma directa de grupos (K-mdédulos) tales que
A,A, € Ay, para todo g, h € G, véase [75]. Sea ahora X un G-conjunto por la
derecha, esto es un conjunto X junto con una aplicaciéon

XxG—X

que verifica z(gh) = (xzg)h, zre = xz, para todo g, h € G y = € X. Consideramos
¢(X) = A[X] el A-mdbdulo libre por la izquierda de base X. La siguiente A-accién por
la derecha sobre €(X)

(az).ap, = (aay)(zh), donde a € A, ap, € Ap, h € G, z € X.

le convierte en un A-bimédulo. Con esta estructura de A-bimdédulo, €(X) es realmente
un A-coanillo con comultiplicacién y counidad dadas por

A C(X)—=C(X) @4 C(X), e:€(X)—>=A (1.6)

T——————ITQ®s L=,

De otra parte, sea C' el K-modulo libre de base el conjunto X dotado de la estructura
de K-codlgebra con comultiplicacién §(z) = x ®g = y counidad e(z) = 1, para todo
z € X. Ahora €(X) es claramente isomorfo, como A-mdédulo por la derecha, a A®g C;
ademads existe una aplicaciéon ¥ : C ®x A — A ®k C, enviando = ®x aj, +— a) @k Th,
ap € Ap, h € G, z € X y que satisface las ecuaciones (1.5) del Ejemplo 1.1.16. Por
lo tanto (A, C), es una estructura entrelazante cuyo coanillo asociado es isomorfo a

¢(X).

COANILLOS Y CATEGORIAS DE COMODULOS.
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(2) Fijamos p : G — G’ un morfismo de grupos. Consideramos X y Y, respectivamente, un
G-conjunto por la derecha y un G'-conjunto por la derecha. Un morfismo de conjuntos
de grupos (véase [81]) f : X — Y es una aplicacién que verifica

f(x.g) = f(x).0(g9), paratodoze X, yeY, geG.

Fijamos también f : X — Y un morfismo de conjuntos de grupos. Sean ahora A =
DgecAy y B = @yeer By dos anillos graduados juntos con un morfismo de anillos
graduados ¢ : A — B, esto es un morfismo de anillos que satisface ¢(A,) C B,(,, para
todo g € G, [75]. Finalmente consideramos €(X) y D(Y) los coanillos asociados a X
y a Y como en el apartado (1). Esta claro ahora que (p,¢) : (A,€(X)) — (B,D(Y)),
donde ¢(ax) = p(a)f(x), a € A, x € X, es un morfismo de A — B—coanillos.

(3) Ejemplos précticos de los morfismos citados en el punto anterior, son los siguientes:

Sea GG un grupo y considere el morfismo de grupos p : G — G x G, definido por
o(g) = (g,9), g € G. Para cada G—conjunto por la derecha X, es evidente que X x X
es un G x G-conjunto por la derecha, tal que f: X — X x X viaxz — (z,z), 2z € X es
un morfismo de conjuntos de grupos. Si A es un anillo G—graduado, entonces se puede
graduar el anillo tensor B = A ®k A por el grupo G’ = G x G de tal manera que
Bgn) = Ay ®k A, para (g, h) € G'. De esta manera ¢ : A — B, via a — a ®k a es un
morfismo de anillos graduados. En total (¢, ¢) : (A4,€(X)) — (B,D(X x X)), donde
#lax) = (a ®k a).(z,7), a € A, x € X, es un morfismo de coanillos.
Sea ahora H un subgrupo de G y consideramos G/H = {Hg| g € G} el conjunto de
clases de equivalencias respecto de la traslacion por la derecha. Se sabe que G actia
canonicamente por la derecha sobre G/H. Si p : G — G’ es un morfismo de grupos, tal
que p(H) C H’, para un cierto subgrupo H' de G', la prolongacién g : G/H — G'/H',
es claramente un morfismo de conjuntos de grupos. Por lo tanto cualquier morfismo de
anillos graduados ¢ : A = @yccAy — B = ®yeq By induce un morfismo de coanillos
entre €(G/H) y ©(G'/H").

Observacion 1.1.19. Coanillo de Semigrupo. En el Ejemplo 1.1.18(1), la estructura de
coanillo correspondiente a la comultiplicacion y la counidad de la ecuacién (1.6) esta bien
definida gracias a la hipdtesis de que la K-algebra de base A es graduada por un grupo.
En lo siguiente vamos a dar una hipdtesis alternativa bajo la cual existe una estructura
de coanillo diferente. Consideramos pues G un semigrupo con elemento neutral e (i.e. un
monoide) y supongamos que A es, esta vez, una K-dlgebra y un G-conjunto por la izquierda
Gx A — A, via(g,a) — g.a. Vamos a utilizar la siguiente notacién: g.a := a,, donde g € ¢
y a € A, con esta notacion la asociatividad toma la forma de a,y = (ay)g, para cualquier
ac Ay g,g € G. Supongamos ademas que (ab), = ayb,, para cualquier g € G, a,b € A
yquea,=a,Vae Ay 1, =1, Vg € G. Sea pues A©) el A-mddulo libre por la izquierda
de base G. Asociando a GG su K-codlgebra de semigrupo K[G] con la comultiplicacion y la
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counidad
A : K[G] K[G] ®k K[G], e : K[G] K
g——— gk 1+ 1®k g, sig#e g——0, sig #e
et e Rk e eb——————> 1.

Por hipétesis la aplicacion

¥ : K[G] ®x A— A ®k K[G]

g g a ———— a4 QK g,

satisface las ecuaciones de (1.6). Por lo tanto (A, K[G]), es una estructura entrelazante,
luego A[G] := A es un A-coanillo con las siguientes comultiplicacién y counidad

A’ : AG] A[G) ®4 AlG], e A|G] A
gr——>9g®41+1®49,sig#e g——0,sig#e
et e®ye €1,

De otra parte podemos observar que A[G] es un anillo unitario con la multiplicacién
(ag)(bh) = (aby)(gh), a,be A, g,h €G. (1.7)

El siguiente es un ejemplo concreto de esta situacion. Sea ¢ un endomorfismo de A, en-
tonces A es un N-conjunto por la izquierda cuya accién es (n,a) — o™(a) y que ademads
satisface las condiciones arriba citadas. Por lo tanto A[N] es un A—coanillo. Dada una in-
determinada X, se puede comprobar que A[N] = A[X; 0], como anillos unitarios, donde
el primer producto es (1.7) mientras el segundo es de la extensiéon de Ore asociada a o.
En conclusién hemos recuperado la estructura del A—coanillo A[X; o], definida antes en la
Observacién 1.1.3.

Se sabe que el producto tensor de dos algebras (resp. codlgebras) es también una dlgebra
(resp. coalgebra). En lo siguiente vamos a extender eso al caso de coanillos, escogiendo el
anillo tensorial el anillo de base K.

1.1.20. El coanillo producto tensor, [52]. Sean A y B dos K-dlgebras juntos con € y
D, respectivamente, un A—coanillo y un B-coanillo, consideramos los productos K-tensor
CRrD y ARk B, este ultimo como K-4lgebra de manera natural. Entonces € ®g D admite
un estructura de A ®x B-bimdodulo que viene dada por

(a ®k b).(c®x d).(a' Rk b') = aca’ Rk bdl'.

Con esta A ®g B-biaccion, se puede comprobar facilmente que las siguientes aplicaciones

A:CRkKD (C®k D) ®aen) (€ Ok D) e CRKD A®kg B
¢ ®@k d——— (c) ®x d(1)) ®(aexB) (¢2) Bk d(2)), a ®g d————=¢e(c) ®x e(d)

donde A¢(c) = ¢y ®ace) y Ap(d) = dy)®@p d), son A®g B-bilineales. Ademas se tiene
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Proposicién. Sean A y B dos K-dlgebras, € un A-coanillo y ® un B-coanillo. Entonces
(C®g D,Ae) es un A ®g B-coanillo. Ademds si ¢ : € — € es un morfismo A-coanillos
Yy : D — D es un morfismo de B—coanillos. Entonces ¢ Qx ¢ : €@k D — €' Rk D', es
un morfismo de A ®k B-coanillos. En particular, existe un bi-funtor

— ®g — : A — coring X B — coring— (A ®g B) — coting
(679) Q: ®]K @

Demostracion. Denotemos por € = € ®g © y por R = A ®g B. La comultiplicacién es
definida por A¢ = 7)(¢,,0,) © Ac ®k Ap, donde 7 _y es la transformacion natural del Lema
A.3.2 del capitulo de apéndices. Vamos a comprobar nada més que la coasociatividad
de Ag, porque el resto es facil de averiguar. Unidos todos los datos, se tiene el siguiente
diagrama

AQRkA (e,D)

¢ - €2 @g D? ¢ ®p €
1
A®|AA A®A(’Z®é(A®BD @ A@Ké@Re
A A n R
€2 Qg D? —ATKDIL 13 gy DI ——ATED) 62 @ D2 Qp €
Tl(cl,m) 3) U(@,@é@ne
ERRA®KA EDR(e,
CRp € —2R2%KE | e p €2 QgD — 2 L € Qp € ®p €,

donde hemos utilizado la siguiente notacion €" = C QR4 --- U Cy D" =D Rp--- D
(n veces). Ahora el rectangulo (1) es conmutativo a causa de la comultiplicacién de € y de
9. Usando la naturalidad de n(_ ), se tiene la conmutatividad de (2). Vamos a comprobar
que el rectangulo (3) lo es también. Sean pues ¢, € €y d,d € D

(NeD) ®r €) 0 Nep,ep250) TR ARk D ®p Alc®ac Ok d®p d')
= (N(e) ®r €) © N(ew e 0850)(C ®a () ®a Clpy Ok d ®p d{y) ®p diy))
= T(¢,0) ®r €(c ®a (1) O d ®p d(;) ®r (c(g) Ok d(y)))

= (c®k d) ®r (C'(I) ®K dl(l)) ®R (Cl(g) ®K dl(g))

y de otra parte

(CRkD ®rNEen) ° (COKD ®r (A Bk A))onen(c®acd Qxd®pd)
= (CRkD ®rNen)° (CRkD Qr (A ®k A))((c®k d) ®r (¢ ®k d'))
= C Rk D ®r Neo)((c Ok d) ®r (c(;) ®a ¢y)) Bk (dy) ®p diy)))

= (c®x d) ®r (c{y) ®x d(y)) ®r (¢z) Kk d(y))

lo que comprueba la primera asercion. Esta claro que ¢ ®g 1 es R-bilineal, ahora un célculo
directo demuestra que ¢ ®g ¥ es un morfismo de R—coanillos. El caso particular es una
consecuencia trivial de esta ultima asercion. tl

Nos referimos a € @g ® como el coanillo producto tensor de € con D.
Regresamos ahora al Ejemplo 1.1.16 y consideramos (A, C'),, una estructura entrelazante.
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En las notaciones de alli, C' ®g A es realmente un K ®x A = A-—coanillo por la estructura
construida en la Proposiciéon 1.1.20, considerando A como un A-coanillo trivialmente. En
este caso uno puede verificar sin dificultad que el morfismo entrelazante 1) se convierte en
morfismo de A-coanillos. Sin olvidar que hay también una estructura de A-coanillo sobre
A ®g C' como coanillo producto tensor de A con C.

Observacion 1.1.21. Sea A una K-dlgebra y € un A-coanillo. Aplicando el punto 1.1.20,
se tiene el (A" = A° @k A)—coanillo € := €° ®x € que se llama el coanillo envolvente
de €. Otra aplicacién nos lleva al coanillo producto tensor de € con si mismo € ®g € cuya
relacion es la siguiente: Consideramos el morfismo canénico de anillos ¢ : A — A @k A,
via a +— a ®g a; también el morfismo de A-bimoédulos ¢ : € — € Xk €, via ¢ +— ¢ ®4 ¢,
donde €®g € es considerado como A-bimddulo por restriccion de ¢. Se puede comprobar sin
dificultad que (¢, ¢) : (A,€) — (A®k A, C®x €) es un morfismo de A — (A ®k A)-coanillos.

Observacion 1.1.22. Sean A y B dos K-dlgebras. Consideramos € y D, respectivamente,
un A-coanillo y un B-coanillo.

(1) Consideramos las siguientes extensiones de anillos

(,OIZA——>A®]KB, (,OTZB—“>A®KB
a——a Qg 1 b—————1 ®k b.

Segiin la Observacién 1.1.13 y la Proposicion 1.1.20, se tiene los siguientes 4 @g B
coanillos: € ®kx B, A ®x D, como coanillos producto tensor, (A ®x B) ®4 (€ ®@x B),
(A®g D) ®p (A®k B), como coanillos extensiones de escalares respecto de ¢; y de ¢,.
Asociadas a estas estructuras existen los siguientes morfismos de coanillos

((101)- ®K 1) : (AaQ:)_;'(A ®]K Ba¢®KD)1
(or,1®k —) : (B,D) — (A®k B,C R D),
y también
p:(ARkB)®4€®4(A®k B) = (A®k B) ®4 (¢ ®k B) — € ®k B

uw(A®k B)®pD R (A®k B) = (AR D) ®p (A®k B) — A®k D,

donde p" (p') es la multiplicacién de escalares por la derecha (por la izquierda). Estos
morfismos de coanillos estan ligados por los siguientes diagrams conmutativos

¢~ (A®k B)®4(€®k B), D —">(A®D)®s (A& B) (1.8)
C®k B ARk D
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(2) Consideramos ahora el producto tensor € ®g © como A ®g B-coanillo. Supongamos
que existe un elemento g € D, tal que A(g) = g ® g y €(g) = 1. Entonces, es ficil de
comprobar que el morfismo

(o1, — ®k g) : (A,€) —= (A®g B,C @k D)

es un morfismo de A — (A ®g B)-coanillos; ademés el primer tridngulo en la ecuacién
(1.8), se convierte en un rectangulo conmutativo de morfismos de coanillos

¢ = (A®k B) ®4 (€ ®k B),
_®Kl
—®K9 [Ll
¢ @k D o ¢ @k B

En lo siguiente vamos a definir la nocién de elementos idempotente y grouplike de un
coanillo. Para algunos casos, esta nocién se relaciona fuertemente con los morfismos de
coanillos.

Definicién 1.1.23. Sean A un K-anillo con unidades locales y € un A-coanillo, un ele-
mento g € €, se dice que es idempotente si A(g) = g ®4 g, como se puede ver, usando la
propiedad counitaria, la counidad en este elemento e = £(g) es un elemento idempotente
de A. Si A tiene 1 y si e = 1, se dice que g es un elemento grouplike. Por ejemplo en un
coanillo de Sweedler de forma A ®p A, véase 1.1.4, estd claro que cualquier elemento de
forma e ®p e, e € Idemp(A), es un elemento idempotente de A ®p A. En el caso unitario
todo elemento de forma a ® a~!, donde a € U(A), es un elemento grouplike. En el Ejem-
plo 1.1.2(b), los elementos de forma v "z", n € N, forman un subconjunto (monoide en
este caso) del conjunto de todos los elementos grouplike. Mientras en el tiltimo coanillo del
Ejemplo 1.1.2 el elemento ( es el tnico elemento grouplike. En el coanillo de matrices gen-

eralizadas cualquier elemento de forma <E) (;
los K-—anillos de base, es un elemento idempotente. En el Ejemplo 1.1.18(1), el G-conjunto
X es un sub-conjunto del conjunto de todos los elementos grouplike de €(X).

Para cualquier coanillo €, vamos a denotar por Idemp(€) su conjunto de elementos idem-
potentes y en el caso unitario por G(€) su conjunto de elementos grouplike; implicitamente
G(C) = 0 significa que € no tiene ningin elemento grouplike.

), donde e, f son elementos idempotentes en

Observacién 1.1.24. (a) Sea A un K-anillo con unidades locales y M un A-bimddulo
con un morfismo de A-bimdédulos € : M — A. Supongamos que existe un elemento
mo € M tal que

e(mo)mo = mo = mpe(my), y que (mg) = e € Idemp(A).
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Consideramos el K-submédulo *M¢ = {m € M| me = em = m} de M, se tiene pues
que mgy € “M?¢; sea g, : “M*® — eAe la restriccion de . Entonces la aplicacion

CMC ®]K e]\/]e gMe

m Qg m’' ——e(m)m’ + me(m’) — e(m)moe(m),

induce una estructura de K-dlgebra sobre *M*® con unidad el elemento mg. Con esta
estructura €, es actualmente una extension de anillos unitarios. El caso unitario se
recupera mediante un morfismo de A-bimoddulos sobreyectivo.

Sea € un A-coanillo y ¢ € Idemp(€) con e = £(g). Aplicando (a), se tiene una
extension de anillos unitarios € : °€° — eAe

[18]. Sea A una K-dlgebra y € un A-coanillo tal que existe e € € con €(e) = 1, es
decir la counidad es sobreyectiva. Aplicando la versién unitaria de (a) a este coanillo, se
obtiene una estructura de anillo unitario sobre € y también sobre €® 4 €. En particular,
la comultiplicacion A : € — € ®4 € es una extension de anillos unitarios si y solo si e
es un elemento grouplike.

Sea A una K-algebra y € un A-coanillo con elemento grouplike g invariante i.e. g € €4
Entonces p : A — €, via a +— ga, es A-bilineal retraccion de £ en A-bimodulos
unitarios, es decir € o p = A. Por lo tanto existe un suma directa de A-bimddulos
¢ = A @ Ker(e). Consideramos A @ Ker(e) como anillo extensién trivial de A, cuyo
producto es definido por

(a,m).(a’;m’) = (aa’,am’ + ma'), para todo a,a’ € A, m,m’ € Ker(¢),

con la unidad (1,0) y la extensién ¢ : A — A @ Ker(e) la inyeccion candnica; véase
[91, p. 45]. El isomorfismo

¢:C A @ Ker(¢)

c——— (e(c), ¢ — pe(c))

es ahora un isomorfismo de K-algebras, donde € es dotado de la estructura de K-
algebra del apartado (1) de esta Observacién. En efecto, sean ¢, ¢’ € €

¢(cc’) = (e(ed), e’ — pe(ec’)) :
= (e(c)e ( ') e(e)c + ce(d) — e(c)p(1)e(c’) — ple(c)e(c)))
(e(c)e(c),e(c) (¢ = pe(c)) + (¢ = pe(c))

= (e(c),c— pe(c))(e(c), ¢ — pe(c))

= ¢(c)p(c)
y esté claro que ¢(1, g—pe(g)) = (1,0). Se sabe que 0Ker(e) es un ideal de AKer(¢)
que satisface (0 ® Ker(e))? = 0. Supongamos que la imagen de (0 ® Ker(g)) ®4 (0 ®
Ker(c)) en (A®Ker(e)) @4 (A® Ker(e)) es cero; entonces ¢ se convierte en morfismo
de A-coanillos, donde A & Ker(g) es un A-coanillo por la estructura del Ejemplo

1.1.5(1).

m
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Observacién 1.1.25. (a) Un anillo A (aqui una Z-élgebra) es SBN (”single basis num-

ber”) por la izquierda si todos los modulos libres no-nulos de rango finito son isomorfis-
mos a 4A. Segun [6, p. 113], A es SBN por la izquierda si y sélo si lo es por la derecha
si y solo si existen a,a’, b, € A tales que ab+d't/ =1, ba =bad =1y ba="ba=0.
Por lo tanto si A es un anillo SBN, entonces g = a®z b+ a ®z0 € A®z A es un
elemento grouplike.

Consideramos ahora un coanillo de Sweedler de forma A ®p Ay g € G(A ®p A),
motivados por la Observacién (a) vamos a llamar la longitud de un elemento grouplike,
el numero natural més pequeno n, tal que g = ), .., a; ®p a;. Por definicién se tiene
pues que » .., a;a; =1y o

Z a;®p1®pa; = Z ai®3a2aj®3a;..

1<i<n 1<ij<n

Con esta nueva definicion, un anillo A es SBN, implica que A ®z A tiene un elemento
grouplike de longitud dos.

Observacion 1.1.26. Sea ¢ : B — A una extension de K-dlgebras y consideramos el
A-—coanillo de Sweedler asociado A ®pg A.

(a)

Para cualquier A—coanillo € con G(€) # ), esté claro que la aplicacién

EndA—cor(Q:) X G(C) o G(Q:)

g

es bien definida, luego G(C) es un End 4.0 (€)-conjunto (End 4., (€) es considerado
como monoide multiplicativamente). Asi el conjunto G(€) se convierte en Aut 4_ .o (€)-
conjunto, donde Auts_..(€) es el grupo de automorfismos de A-coanillos de €.

[73]. Para el A—coanillo A®p A, se puede comprobar sin dificultad que la aplicacién

G(A®p A)N(A®p A)P —=Enda_cor(A ®p A) (1.9)
gt [l®p 1+ g]
H(l®p 1) X0

establece una biyeccion. De otra parte, como A ®p A esta generado como A-bimddulo
por el elemento 1 ®p 1, cada morfismo de A-bimdédulos esta integramente determinado
por la imagen de este iltimo y que es claramente un elemento invariante (i.e. pertenece
al sub-grupo (A ®p A)P). Por lo tanto existe una biyeccién

(A ®B A)B - EndAMA(A ®B A)

g——[1®p 1 g,

COANILLOS Y CATEGORIAS DE COMODULOS.
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nNo

que induce un estructura de anillo sobre (A ®p A)? cuyo producto es definido por

(Z a; dp a;) : (Z b; ®p b;) = Z bja; ®p agl);.
J 1]

i

este es el x g-producto de [94, Section 3]. Con esta tltima identificacién, la aplicacion
(1.9), se convierte en biyeccién de monoides; mientras que Auty .. (A ®p A) se iden-
tifica como grupo con U((A®p A)P) N G(A®p A).

Sea g € G(A®p A)N(A®p A)? fijo. Esta claro que el submddulo por la izquierda de
A®p A generado por g, Ag, admite una estructura de (A, B)-bimédulo. Consideramos,
pues el A-bimédulo Ag ®p A, junto con dos morfismos A-bilineales

A:Ag@BA——»Ag®BA®AAg®BA €:Ag®BA—\-A
ag ®pad'——ag Qp 1 ®4 g®p d ag ®p a' +——aad’,

estos inducen una estructura de A-coanillo sobre Ag®p A, ademas existe un morfismo
de A-coanillos

Ag®p A— A®p A

ag ®p a' ——aga'.
El elemento g®p 1 es un elemento generador y grouplike de € = Ag®p A, de este modo
se puede comprobar que los isomorfismo de monoides establecidos en los apartados (a)

y (b) para el coanillo de Sweedler, pasan de ser ciertos en este caso, es decir tenemos
G(®)NE? = Endy_cor(€) como monoides y U(€Z)NG(€) = Aut 4.0 (€) como grupos.

Lo que queda de esta seccion vamos a dedicarlo a las definiciones de sub-coanillos,

coideales y ideales de un coanillo.

Definicién 1.1.27. [95]. Consideramos € un A—coanillo, A es un K-anillo con unidades
locales, junto con J un A-sub-bimédulo mediante la inyeccién ¢ : J — € y la sobreyeccion
m:€— €/J. Se dice que J es un coideal de €, si

coideal 1) A(J) C Im(s ®a ¢)+Im(C®4¢)

coideal 2) (J) = 0.

Recuerde que

Ker(m®47) =Im(s®4 €) + Im(C®4¢).

Ejemplos de coideal son los niicleos de morfismos de A-coanillos.

Sean € y 7 como en la definicién anterior. Se puede pues construir un coanillo, llamado

el coanillo cociente de € por J, de la siguiente manera: Consideramos €/J como cociente

COANILLOS Y CATEGORIAS DE COMODULOS.
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de A-bimédulos con la proyeccién canénica 7 : € — €/ 7. Usando las hipétesis, esta claro
que
A:C/|T——C/TRaC/T £:C/J——A
7(c) ——m(cq)) ®a 7(c(2)) 7(c) —€(c)
donde A(c) = ¢(1) ®4a ¢(2) constituyen una comultiplicaciéon y una counidad para €/7.
Por supuesto que este A-—coanillo tiene una propiedad universal, es decir si ¢ : € — D es

cualquier morfismo de A-coanillos tal que J C Ker(¢), entonces ¢ se extiende a €/ 7 de
manera que el siguiente diagrama

Q:J__>.

| !
c/T

se convierte en diagrama conmutativo de morfismos de A-coanillos.

N\

Observacion 1.1.28. La nocién de coideal como viene dada en la definicion 1.1.27 no
permite dar una estructura de coideal sobre el niicleo de un morfismo de coanillos entre
dos coanillos con distintos anillos de base (definicién 1.1.6), porque puedan fallar las dos
condiciones en la misma definicién; por el momento no tenemos contra-ejemplos concretos.
Para evitar futuras ambigiiedades, vamos a analizar en lo siguiente esta situacion.

Definicion 1.1.29. Sea A un K-anillo con unidades locales y € un A—coanillo. Un ideal
de €, es un par (J, J) que consiste en un ideal bilatero J de A y un A-sub-bimédulo 7 de
¢ tales que

Id 1) A(J) C Ker(IT®4 1), donde IT: € — €/ F;
Id 2) ¢(J) C J;
Id 3) JC+C.JC J.

Esta claro que cualquier coideal en la definicién 1.1.27 es un ideal con J = 0. Las parejas
(A,€) y (0,0) son claramente ideales de €.

Proposicién 1.1.30. Sea (J,T) un ideal de un A-coanillo €. Eriste una tinica estructura
de (A/J)~coanillo sobre €/ T, para la cual (7,11) : (A, &) — (A/J,€/T) es un morfismo
de A —(A/J)~coanillos. Ademds, cualquier morfismo de coanillos (¢, ¢) : (A, €) — (B, D)
tales que J C Ker(p) y J C Ker(¢), se extiende tunicamente a un morfismo de coanillos

(®.9): (4/J,€/T) — (B, D).
Demostracion. La condicién Id 3) en la definicién 1.1.29, implica que €/7 admite un
estructura de (A/.J)-bimédulo unitario, ahora las condiciones Id 2) y Id 1) dan razén a
las siguientes comultiplicacion y counidad
Z:Q/j Q/J@(A/J)(’:/j e:¢/J——A/J
II(c) ———(cq)) ®aya) Mle)) II(¢c) ——m(g(c)),

COANILLOS Y CATEGOR{AS DE COMAODULOS.
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donde A(c) = ¢y ®a ¢z por las cuales (7, II) es claramente un morfismo de A — (A4/.J)
coanillos. Ademés Clldl(llllel estructura de (A/J)—coanillo sobre € que convierte esta pareja
en un morfismo de A — (A/J)-coanillos es de la forma anterior. El resto de la demostracién
es ahora facil de averiguar. O

Lema 1.1.31. Sean A y B dos K-anillos con unidades locales. Considere € y D, respec-
tivamente, un A-coanillo y un B-coanillo. Si (p,¢) : (A, &) — (B, D) es un morfismo de
coanillos, tales que (¢ ®4 ¢) o A(Ker(¢)) = 0. Entonces (Ker(p), Ker(¢)) es un ideal del
coanillo €.

Demostracién. Se denota por J, el nicleo de ¢ en A-bimédulos y por J, el nicleo de ¢.
Utilizando la propiedad counitaria del morfismo (¢, ¢), se tiene que e(J3) C J,. De otra
parte

P(Jo€ + CJp) = p(Jp)H(E) + ¢(T)p(J,) = 0,

se obtiene pues J,€ + €J, C J,. Falta comprobar la condicién Id 1). Segin la hipdtesis
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

¢k

Ker(¢) ¢

|

| \ /

' A

|

|

| A [

| Y

| ®A Im @@B

Y AB
Ker(q&’“@ (ﬁkc)éQ:@AQ: DRsLDO

(1.10)
Sabiendo que Im(¢) ®4 Im(¢) = Im(¢) @1m(p) Im()) mediante w4 1m(y) (véase el capitu-
lo de apéndices Proposicién A.2.1), como Im(p)-bimédulos y utilizando el isomorfismo
canénico €/ J, = Im(¢), tenemos una estructura de (A/J,)-coanillo sobre €/J; por la
cual la pareja (7w, II) : (A,€) — (A/J,,€/T,) es un morfismo de (A, A/J,)coanillos
(véase el trapecio (1) en el diagrama (1.10)). Segtin la Proposicion 1.1.30, esto significa que
(J,, Js) es ahora un ideal de €. ) O

Observacién 1.1.32. En el Lema 1.1.31, la hipétesis (¢ ®4 ¢) o A(Ker(¢)) = 0 es au-
tomaticamente satisfecha si el morfismo de anillos de escalares ¢ es sobreyectivo. Véase el
capitulo de apéndices Proposicién A.2.1.

Ejemplo 1.1.33. En este ejemplo comprobaremos, de una parte, que un ideal en un coanil-
lo (Definicién 1.1.29) contiene siempre un ideal que se convierte en cero en la extension
canénica de escalares. Eso nos conllevara a definir dos aplicaciones de reticulos. La primera
es definida del reticulo de ideales del anillo de base hacia al reticulo de los ideal del coanil-
lo. La segunda del reticulo de sub-bimédulos del coanillo hacia al reticulo de ideales del
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coanillo. De otra parte daremos ejemplo de la situacién del Lema 1.1.31. Fijamos pues €
un A-coanillo.

(a) Sea J un ideal bilatero de A, recuperamos la notacion del Ejemplo 1.1.15, se sabe pues
que Ker(7) = J€+€J,donde 7 : A — A/J, luego e(Ker(7)) = Je(€)+e(€)J C J. Es
facil de comprobar que A(Ker(7)) C Ker(II ®41T), donde I1 : € — €/Ker(7), lo que
completa las condiciones de la definicién 1.1.29. Por lo tanto (J, Ker(7)) es un ideal de
¢. Supongamos ahora dado (J, J) un ideal de €, segiin lo de antes, (J, Ker(7)) C (J, J)
es una inclusion de ideals en €. Sea ahora J un A-sub-bimdédulo de €, esta claro que
e(J) es un ideal bilatero de A, luego (e(J),e(J)C + €&(J)) es un ideal de €. Todo
esto establece dos aplicaciones de reticulos:

Ta Le Big I¢
J—(J,JC+J) J——(e(T),e(T)€+ €e(T)),

donde Z(_y es el reticulo de ideales de (—), mientras Big es el reticulo de todos los
A-sub-bimoédulos de €.

(b) Consideramos ahora ¢ : A — B una extensiéon de K-dlgebras, sea pues B ®, € @4 B
el B-—coanillo extensiéon de escalares de € junto con el morfismo asociado (¢, ) :
(A,€) — (B,B®4 € ®,4 B). Sea ¢ € Ker(p), entonces 1 ®4 c ®4 1 = 0, luego
1®4ca)®acpe) ®al=0,loqueimplica que  ®4 $(A(c)) = 0. Segin el Lema 1.1.31,
(Ker(y), Ker(¢)) es un ideal de €.

La aplicacion de la Proposicién 1.1.30 al Ejemplo 1.1.33, nos lleva al siguiente corolario.

Corolario 1.1.34. Sea A un K-anillo con unidades locales, € un A—coanillo y (J, J) un
ideal de €. Consideramos los (A/J)—coanillo candnicos (A J)®@aC€®a(A/JT) y €/ T juntos
con sus morfismos de coanillos

(m,7) : (A, €) —=(A/J,(A/]) @1 € ®4 (A/J))

(m, 10) - (A, ) (A/J,€/T).
Se tiene pues un diagrama conmutativo
0 4 ¢ . ¢/
[
| 5 H
y _

Ker(II)

(A/J) ®4€®4 (A)]) ——€/ 7,

0

donde T1 es un morfismo de (A/J)—coanillos definido por: II(m(a)®@sc®@am(a’)) = aca’ + 7,

cona,d € A, ¢ € €; tales que 7(J) = Ker(II).

Definiciéon 1.1.35. Sea A un K-anillo con unidades locales y € un A-coanillo. Un sub-
coanillo de €, es un par (A’,€’) que consiste en un K-sub-anillo con unidades locales A’
de A (véase el capitulo de apéndices seccion A.2) y un A’—coanillo €', tales que €' sea un
A’~sub-bimdédulo de €, por restriccién, y que la inyeccién canoénica (4,6) : (A", &) — (A, )
sea un morfismo de coanillos.
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Lema 1.1.36. Sean A y B dos K-anillos con unidades locales y €, ©, respectivamente,
un A-coanillo y un B-coanillo. Si (¢, ¢) : (A, €) — (B, D) un morfismo de coanillos, tales
que ¢ @4 ¢ o A(Ker(¢)) = 0. Entonces (Im(p), Im(¢)) es un sub-coanillo de D.

Demostracion. Inmediata, aplicando el diagrama (1.10) de la demostracion del Lema 1.1.31.
OJ

La nocién de un ideal por la derecha o por la izquierda, puede ser proporcionada
adaptando un formalismo adecuado. Aqui nos limitamos al contenido anterior.

1.2. Comoddulos y morfismos de comoédulos
Definiciéon 1.2.1. Sea A un K-anillo con unidades locales y € un A-coanillo. Un comddulo

por la derecha es un par (M, py) donde M es un A-médulo unitario por la derecha y
pm: M — M ®4 € un morfismo A-lineal por la derecha, tales que

M ol M®4C M- M®,¢
P}Wl lAJ@AA ~ lNI@AE
M@, ¢—221C M @,C0,¢ M®4A

sean diagramas conmutativos. Para especificar la coaccion, llamaremos a M un €-comodulo
por la derecha y denotaremos por M. Los €-comddulos por la izquierda son igualmente
definidos, utilizaremos la notacién Ay : N — € ®4 N para la €-coaccion por la izquierda
sobre N. Por el momento (€, A) es un €-comddulo por la izquierda y por la derecha.
Sean (M, pa) y (M, parr) dos €-comdédulos por la derecha, un morfismo de comddulos de
Mg a Mg es un morfismo f : M — M', A-lineal tal que

f

M M’
le 1/’,\1'
M c—I22° e,

es un diagrama conmutativo. El K-médulo de todos los morfismos de €-comodulos entre M
y M, sera denotado por Home(M, M’). Los morfismos de €-comédulos por la izquierda son
igualmente definidos. Los €-comddulos por la derecha y sus morfismos forman la categoria
de ¢-comédulos por la derecha ME. Utilizaremos la notacién *M para la categoria de
¢-comddulos por la izquierda.

En los siguientes pasos vamos a dar ejemplos de categorias de comédulos correspondi-
entes a la serie de ejemplos de coanillos citados en la seccion anterior.

Ejemplo 1.2.2. Fijamos A un K-anillo con unidades locales.
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(a) Si A es considerado trivialmente como un A-coanillo, entonces su categoria de A-
comddulos (por derecha) coincide con su categoria de A-moddulos unitarios (por la
derecha).

(b) Para el caso del coanillo idempotente a C A, los a-comédulos (por la derecha) corre-
sponden a los A-mddulos unitarios (por la derecha) M tales que pyr : M — M ® 4 a sea
un isomorfismo de A-maédulos, es decir la clase de A-mddulos unitarios por la derecha
que satisfacen M = Ma.

Ejemplo 1.2.3. Sean A y B dos K-anillos con unidades locales y M un (A, B)-bimd6dulo

unitario. Denotemos por R el K—anillo con unidades locales producto cartesiano R = Ax B
ypor € = <f)1 B) el K—anillo con unidades locales de matrices generalizadas. En este caso
M es considerado como R-bimédulo unitario, via las acciones (a,b)m = am y m(a,b) = mb,
(a,b) € R, m € M. La representaciéon de M en la categoria My x Mp = Mp, viene
dada por Mg = (0, Mpg), mientras en la categoria 4M x pM = pM, viene dada por
rM = (4M,0). Se sabe de [91, p. 47] (similar al caso de anillos con unidades locales), que
cualquier €-médulo unitario por la derecha es un triple Z = (X4, Yp, 0z), donde

es B-lineal. Los morfismos €-lineales son de forma (g,¢') : (Xa,Yn,0z) — (2/s,Y5, 02/)
tales que pz 0 (g®4 M) = ¢’ 0 pz. Cambiando el sentido de la flecha en la ecuacién (1.11),
se puede considerar la siguiente categoria: los objetos son ternas Z = (X4, Yz, pz), donde

pz: Y —>=X @4 M

es B-lineal y cuyos morfismos son (g,9") : Z — Z’, tal que (g®4 M)opz = pzpog'. Enlo
siguiente vamos a tratar de identificar esta categoria.

Considere € como R-—coanillo con la estructura del Ejemplo 1.1.5. Sea (Z, pz) un €~
comodulo por la derecha. EI R—mddulo por la derecha sub-yacente de Z es por definicién
dela forma Z = (X4,Yg) y pz : Z — Z®grC€ es R-lineal por la derecha. Es facil de ver que
pz induce un morfismo B-lineal p), : Y — X ®4 M; de tal modo que cualquier morfismo
C-colineal por la derecha (f, f') : Z — Z' satisface (f ®4 M) o p',, = p', o f. Entonces la
categoria de €-comodulos por la derecha forma parte de la categoria arriba cuestionada.
Reciprocamente, sea Z = (X 4, Yp, pz) una terna, donde pz : Y — X ®4 M es un morfismo
B-lineal por la derecha i.e. un objeto de la categoria en cuestion. Representando Z como

0 N 2
0 v) se define la siguiente coaccion

S (X 0 X 0 A M
pZ'(o Y) (OY®R 0 B
z 0 z 0 e 0\ (00 0 0
0 y 00®R(00+0y®R0f+
Tl() Omi
(5 o) en(o ¥)
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donde e € Idemp(A), tal que ze = z, f € Idemp(B) tal que yf =y y pz(y) = >, 2, 04
m;. Un calculo rutinario, demuestra que (Z, p'y) es realmente un €-comaodulo por la derecha.
Ahora cualquier morfismo (g, ¢') : Z — Z' tal que (9®4 M)opz = pz og’ es por definicion
compatible con esta nueva €-coacciéon. En conclusion la categoria en cuestion corresponde
a la categoria de €-comddulos por la derecha.

Observamos pues que la categoria de €-modulos unitarios por la derecha Mg se identifi-
ca con la categoria de diagramas conmutativos por la izquierda {{1,2}, M 4, — ®4 M, Mp}.
Mientras que la categoria de €-comddulos por la derecha M¢ se identifica con la categoria
de diagramas conmutativos por la derecha {{1,2}, Mp, M4, — ®4 M}. Véase [84] por la
definicién de una categoria de diagramas conmutativos; alli estas categorias estan definidas
siempre por la izquierda, como hemos visto la categoria de €—coméddulos por la derecha,
también la de la izquierda, representan ejemplos de categorias de diagramas conmutativos
por la derecha. Dados estos nuevos ejemplos y por razones logicas es normal ahora en
adelante diferenciar una categoria de diagramas conmutativos si es por la derecha 6 por la
izquierda.

Ejemplo 1.2.4. (a) Sea G un grupo con elemento neutro e y sea A = @ e A, una K-
algebra G-graduada junto con un G-conjunto por la derecha X. Segun [76], [77],
consideramos la categoria de A-mddulos por la derecha X-graduados grsety — A. Los
objetos de esta son A-mddulos por la derecha M tales que M = @, x M, (suma
directa de K-modulos) con M, A, C M,, para todo z € X y g € G; sus morfismos
son A-lineales f : M — M’ tal que f(M,) C M.. Consideramos ahora el A-coanillo
¢(X) := A[X] del Ejemplo 1.1.18(1). Se puede verificar sin dificultad que el siguiente
funtor

MEUX) ——grsety — A
(Mv pM) — @xGXA{z;

donde M, = {m € M|pp(m) = m ®4 x}; tiene como inverso el funtor

grsety — A MEX)

esxe){ A/Il — (M = GazEXM:L'a ,()M),

donde ppr(m,) = m, ® 4 z, para todo m, € M,. El mismo isomorfismo es valido por la
izquierda. En el caso X = G, se tiene un isomorfismo entre la categoria de A-modulos
(por la derecha) graduados y la categoria de €(G)—comddulos (por la derecha).

(b) En general dada una estructura entrelazante (A, C),, la categoria de modulos entre-
lazados por la derecha (estos son A-moédulos por la derecha y C-comddulos por la
derecha con cierta compatibilidad, véase [17]); es isomorfa a la categoria de A ®@x C-
com6dulos por la derecha, [17, Proposition2.2]. Este isomorfismo se aplica pues sobre la
mayoria de las categorias de médulos relativos, como los médulos de Hopf, de Doi-Hopf,
de Doi-Koppinen, etc, véase [35], [68] y [27].

1.2.5. Sea ¢ : B — A una extensiéon de K-anillos con unidades locales. Siguiendo a [79],
la categoria del "descent data” por la derecha asociada a la extensién ¢ es definida como
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sigue. Sea M € M 4 y consideramos su B-modulo subyacente por la restriccion de ¢. Para
cada aplicacion B-lineal por la derecha o : M — M ®p A, usando la notacién de Cipolla
[30], se definen tres aplicaciones B-lineales de M ®p A en M ®p A®p A

dg)(m ®pa) = m®pa®pe, donde a = ae = ea,e € Idemp(B).

dE,Q)(m ®pa) = m®pe®pa, e¢€ldemp(B), m =me, a = ae = ea.

(1(93)(m ®pa) = p(m) ®p a.

La aplicacién p se dice que es un descent datum sobre M si satisface las dos siguientes
condiciones:

(1) p es A-lineal seccion de e : A®p A — A enviado a ®p a’ — aa’ (p es "gluing datum”
sobre M).

(2) dﬁf) 0op= d(;) o o (p verifica la condicion "cocycle”).

Los objetos de la categoria Desc,, son pares (M, p), donde M es un A-médulo y o es
un descent datum sobre M. Un morfismo de esta categoria, ¢ : (M, p) — (M’, ¢') es una
aplicacién A-lineal ¢ de M sobre M’ verificando la regla conmutativa:

(p®pA)op=0o¢.

El siguiente lema es una generalizacién de la observacién de T. Brzezinski [17, Example
2.1]

Lema. La categoria de descent data Desc, asociada a cualquier extension de K-anillos
con unidades locales ¢ : B — A es isomorfa a la categoria de A @ A-comddulos por la
derecha, donde A ®4 A es el A—coanillo candnico de Sweedler asociado a ¢.

Demostracion. Resulta inmediata utilizando las dos condiciones de un descent datum jun-
tos con los isomorfismos canénicos para obtener las propiedades coasociativa, counitaria y
vice-versa. U

Ejemplo 1.2.6. Sea A y (C,4,¢€), respectivamente, una K-dlgebra y una K-codlgebra.
Considere A como A-coanillo trivialmente, segin el Ejemplo 1.1.20, A ®g C es el A @ K-
coanillo producto tensor de A con C' cuya A-accién por la derecha es (a ®k ¢)a’ = aa’ ®k ¢,
para todo a,a’ € Ay ¢ € C, la comultiplicacién es A ®k § y la counidad es A @k ec.

Sea M un A-moddulo por la derecha que es también un C-comddulo por la derecha
(M, par), tales que

pum(ma) = mya ®k mqy, para todom € M, y a € A (1.12)

Un morfismos f : (M,pm) — (M',pa) entre dos objetos de este mismo tipo, es un
morfismo C-colineal y A-lineal por la derecha. Claramente py : M — M Qg C =2 M ®4
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(A ®g C), induce sobre M un estructura de A ®x C-—comddulo por la derecha por la
cual cualquier morfismo C'—colineal y A-lineal por la derecha es (A ®g C')-colineal por la
derecha. Reciprocamente, cualquier A ®x C-comédulo por la derecha (M, pys) es un C
comoddulo por la derecha que satisface la ecuacién (1.12) y por supuesto cualquier morfismo
(A ®g C)-—colineal por la derecha es un morfismo C-colineal y A-lineal por la derecha.
Notemos que este tipo de comédulos ha sido estudiado por F. W. Long en [70, Section 3]
bajo el nombre de Dimddulos, pero para el caso A = C' = H una K-dlgebra de Hopf.

1.2.7. En la Observacién 1.1.24(b),(c), se ha visto que un coanillo sobre una K-dlgebra A
y con elemento grouplike se convierten en anillo unitario cuya counidad es una extension
de anillos, lo que es equivalente, segiin [18, Lemma 5.1], a que A sea un comddulo por la
derecha 6 por la izquierda. El caso de A un K-anillo con unidades locales, este resultado
tiene su version como sigue.

Proposiciéon. Sea A un K-anillo con unidades locales y € un A-coanillo. Supongamos
que (A, pa) (0 (A, A4)) es un €—comddulo por la derecha (o por la izquierda) y supongamos
ademds que, para cualquier ¢, € €, existe una unidad e € Idemp(A), ec = ce = ¢,
ec =cde=1C, tal que epa(e) = pa(e) (6 Aa(e) = Aa(e)e). Entonces, € es un K-anillo con
unidades locales, cuya multiplicacion convierte € : € — A en una extension de K-anillos
con unidades locales.

Demostracion. La multiplicacion de €, viene dada por

Cek< &
c®g ¢ —ce(d) + e(c)d —e(c)pa(e(c)).

Si A es un €-comédulo por la izquierda, se define la multiplicacién por c.c = ce(¢/) +
e(c)d — Aa(e(e))e(d). Es facil de comprobar que es asociativa. Sean ¢, ¢’ € €, por hipotesis
existe e € Idemp(A) tales que ec = ce = ¢, ed = e = ¢ y que epa(e) = pale) = g, se
tiene pues £(g) = ey

c.g =¢€(c)g+ ce —e(c)pale) =ce=c

lo mismo pasa con ¢ i.e. ¢’.g = ¢’; de otra parte

g.c = ec+ge(c) —epale(c))
¢+ ge(c) — epa(ee(c))

¢+ ge(c) — epale)e(c)

= c+ge(c ) gele) =¢

Il

I

y lo mismo pasa con ¢ i.e. g.c = ¢. Por lo tanto € es un K-anillo con unidades locales.

Falta ver que £ es morfismo de K-anillos con unidades locales; pero esto es inmediato
usando la propiedad counitaria de p4. O

Ejemplo concreto de la Proposicién 1.2.7 lo proporcionan los coanillos de Sweedler. En
efecto sea ¢ : B — A una extensién de K-anillos con unidades locales y A®pg A el coanillo
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asociado. La coaccion de A viene dada por

pra:A——= AR A
a———p(e) ®p a

donde ¢(e) € p(Idemp(B)) es una unidad de a. Estd claro que p(e)pa(p(e)) = palo(e)).
Por lo tanto, segiin la Proposicion 1.2.7 A ®p A es un K-anillo con unidades locales cuya
multiplicacion A ®p A — A es una extension de K-anillos con unidades locales.

1.2.8. Sea A un K-anillo con unidades locales, € un A-coanillo. Consideramos (M, py)
un (A’, €)-comédulo, para un cierto K-anillo con unidades locales A’. Eso es un (A’, A)-
bimoédulo con una €-—coaccién por la derecha pps que es A'-lineal por la izquierda. Sea X
cualquier A’-médulo por la derecha, entonces Pxe M =XQapy: XQaM — XQ4 M4
¢, induce una estructura de €-comoédulos por la derecha sobre X ® 4 M. Esta claro que,
para cualquier morfismo de A’-mdédulos por la derecha f : X — X’ se tiene un morfismo
de €-comddulos por la derecha f ® 4 M. Esto determina el funtor — ® 4+ M : M 4 — M.
De otra parte, para cada €-comédulo (Y, py), el K-médulo Home(M,Y)A” admite una
A'-accién por la derecha, lo que da razén al funtor Homg(M, —)A’ : M% — M 4. Estos
funtores inducen la siguiente adjuncién

HOIHA(X ®a M, Y) HOHIA/(X, HOIIIA(M, Y)Al)

véase el capitulo de apéndices seccién A.2, para la adjuncion de la primera fila. De esta
manera Home(€, —)A es un adjunto por la derecha de — ®4 €. De otra parte el funtor
del olvido (olvidando la estructura de comédulo) Uy : M% — M4 es un adjunto por la
izquierda de — ®4 €, via el isomorfismo natural

, adjx‘xl " ;
HomA(X} X ) Homg(X, X ®a C) (113)
Fie (f®a€)opy
(X ®a€)og +9g

para cualquier pareja (X, X)) formada por un comédulo y un médulo, denotaremos Uy
— ®4 €, véase [57].

Observacién 1.2.9. La categoria M tiene coniticleos y coproducto y que pueden calcu-
larse en la categoria M. Asi M® admite cualquier limite inductivo. Andlogamente, las

mismas observaciones tienen lugar en M.

Lema 1.2.10. Sea A un K-anillo con unidades locales y € un A-coanillo. Si 4€ es plano,
entonces MY es una categoria abeliana.
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Demostracion. Segin la Observacion 1.2.9, basta comprobar la existencia de nicleos,
porque el isomorfismo nticleo-contcleo y conticleo-niicleo se hace en M 4. Sea f : (M, pps) —
(M, parr) un morfismo de €-comédulos por la derecha, consideramos la siguiente sucesion
exacta en M4

 —= Ker(f)—= M ~—= Af

haciendo actuar el funtor exacto — ®4 €, se tiene, por la propiedad universal del niicleo,
el siguiente diagrama conmutativo en M4

0 — Ker(f) M M’

|
| PKer(f) lPM lPM/
Y

0—=Ker(f) @, C€C— M1 C— M ®,C.

Luego Ker( f) admite un estructura de €-comodulo por la derecha, por el cual se convierte
en el nicleo de f en la categoria ME. O

Ejemplo 1.2.11. Sea A una K-dlgebra e € A un idempotente, f = 1 — e. Supongamos
que fAe = 0; en este caso se tiene ae = eae, para cualquier a € A. Consideramos [ =
eA, entonces I es un ideal bilatero con la multiplicacién por la izquierda viene dada por
a'(ea) = e(d'ea), para cualquier a,a’ € A. El A-bimédulo I es en realidad un A-coanillo
idempotente. Considere los siguientes funtores

F = _®8A€ eA:McAe MI, G=—®A Ae:MI > Mef\ca
esta claro que las transformaciones naturales

FG(M) M, GF(N) N

m ®4 ae @epe @’ —=mlaea’) 1 Qea. €a ®'y aet—=n(ead’e),

donde M € M!y N € M, 4., son isomorfismos naturales. Por lo tanto M es una categoria
de Grothendieck. Mientras que 2 no es plano excepto si .4./ lo es.

El siguiente resultado es para clarificar la situacién creada por el Ejemplo 1.2.11.

Proposicién 1.2.12. Sea A un K-anillo con unidades locales y € un A-coanillo. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) A€ es un mddulo plano;
(ii) MC es una categoria abeliana y Uy : M® — My es exacto por la izquierda;

(iii) M® es una categoria de Grothendieck y Uy : M® — My es exacto por la izquierda.
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Demostracion. (i) = (i1i) La exactitud del funtor — ®4 € : My — M, implica que
los nticleos en M® pueden ser calculados ya en M, como hemos comprobado en Lema
1.2.10. Esto da que M es una categoria abeliana co-completa con el limite directos exactos.
Necesitaremos pues de encontrar un generador para M. Por esto, vamos a proceder como
en la demostracion de [99, 13.13]. Sea (M, ppr) € M®y (M, ppr) es A-médulo unitario por
la derecha sub-yacente de M. Existe K!) — M — 0 una representacién libre de M en
Mk, esto implica una representacion de forma

AD S MexkA—>M—0

luego se tiene
e AD g, ¢—1-M®4¢—=0
M

g (M) 0

esta claro ahora que
g = @{L| L es un subcomédulo de €*, k € N}

es un generador de M%. Claramente, el funtor del olvido Uy : ME — M, es exacto en
este caso.

(7i7) = (i1) Esto es evidente.

(7i) = (i) Recuerde que U4 es un adjunto por la izquierda de — ® 4 €, entonces, segun [87,
Corollary 3.2.3], — ®4 € : My — M?E es exacto por la izquierda, luego Uy o (— ®4 €) :
My — M, es exacto también. Por lo tanto, 4& es plano. |

Observacién 1.2.13. Sea € un A-coanillo. El Ejemplo 1.2.11 nos dice que si MY es
una categoria de Grothendieck, entonces 4€ no debe de ser necesariamente plano. Esto
demuestra que la conjetura de M. Wischnewsky [102, Conjecture 14] es falsa, si la codlgebra
de alli se reemplaza por un coanillo con anillo de escalares cualquiera, véase [3].

Como consecuencia de la demostracion de la Proposicién 1.2.12; se tiene

Corolario 1.2.14. Si 4€ es un modulo plano, entonces cada €—-comaodulo por la derecha
es isomorfo a un subcomddule de un comodulo €-generado (se dice sub-generado por €).

En lo siguiente vamos a recordar de [95] el producto convolucién sobre los duales
(izquierda, derecha) y el bi-dual de un coanillo. Asi sus relaciones con los anillos de endo-
morfismos colineales y el anillo de escalares de base.

Proposicion 1.2.15. Sea A un K-anillo con unidades locales y € un A—coanillo.

(a) El dual por la derecha €* es una K-dlgebra con la unidad €, donde para o, o’ € €*, ¢l
producto o'o es la composicion

A o'®aC

CRAz2e —2 A;

¢ C®sC
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(b)

(c)

es decir que
o'o=0c0(c'®4€)0A,

y C* es ti-extension de A, via

P

A iz
ar———s [c— ag(c)],

de esta manera la estructura de A-bimddulo sobre €* inducida por p coincide con la
A-biaccion canonica de Hom4(C4, A). Ademds existe un anti-isomorfismo de anillos

End(€¢) (o
f———cof
(9®a &) 0 A<~——rig

El dual por la izquierda *C es una K-dlgebra con la unidad €, donde para 9, §' € *€, el
producto 6’8 es la composicion

A a6

C@AAgQ: al Aa

¢ CRaC

es decir

0'6=060(C€®0)0A
y *€ es una anti-extension de A, via

A

A <

ar——s[c— g(c)al.

de esta manera la estructura de A-bimddulo sobre *€ inducida por \ coincide con la
A-biaccion candnica de Homy(4€, A). Ademds existe un tsomorfismo de anillos

El bi-dual *€* es una K-dlgebra con la unidad €, donde para f, g € *€*, el producto

gf es la composicion

gf €—2 e, e840, 4

y *C* es una extension de €4, via

Q:A ¢ *Q:*

ar——— [c— e(c)a = ag(c)].

COANILLOS Y CATEGORIAS DE COMODULOS.



35 1.2. COMODULOS Y MORFISMOS DE COMODULOS

Demostracion. Véase [95, Proposition 3.2]. O

Ejemplo 1.2.16. Presentamos aqui ejemplos de K-algebras duales de algunos caso de
coanillos.

(1) Sea A un K-anillo con unidades locales considerado como A-coanillo trivialmente. En-
tonces A* = End(A4) y *A = End(4A4), que son canénicamente K-algebras extensiones
de A.

(2) [95]. Sea ¢ : B — A una extensién de K-anillos con unidades locales A-coanillo de
Sweedler asociado a ¢. Consideramos las siguientes aplicaciones A-bilineales

(A XpB A)* End(AB)
P [a— f(a®p ¢(e)), ae = ea = a, e € Idemp(B)]
[a®p ' — g(a)a] Y 9.

Es facil de comprobar que ® y W establecen un anti-isomorfismo de K-algebras.
Analogamente, existe anti-isomorfismo de K-dlgebras (A ®p A)* = End(pA). Final-
mente, si A y B son dos K-algebras, entonces *(A ®p A)* = AP donde AP es el sub-
anillo de A de los elementos invariantes respeto a la accién de B (o el centralizador de
w(B) en A).

(3) Sea A una K-algebra y C' una K-coélgebra. Consideramos pues el A—coanillo producto
tensor de C'y A: C®g A. El opuesto del dual por la derecha (C®g A)* es canénicamente
isomorfo al K-mo6dulo Homg(C, A), asi el producto de convolucién de este dual se
trasforma al siguiente producto

(f*9)(c) =Y flea)glew), c € C, f,g € Homg(C, A),
muy conocido en la teoria de codlgebras, véase [93].

Observacién 1.2.17. Sea A un K-anillo con unidades locales y € un A—coanillo. Cada
¢-—comddulo por la derecha (M, pyps), admite un accion por la izquierda del anillo dual *¢
dada por
dm = (M ®49)o ppy(m), paratodo d € "€y m e M. (1.14)

Sea ahora f : (M, pr) — (M’ par) un morfismo €—colineal, sean § € *€, m € M, se tiene
pues .
§f(m) = (M'®40)o0pp(f(m))

= (M'®ad)o(f®a€)opp(m), (f es € — colineal)

= fo(M®jd)opu(m), (f es A— lineal)

= f(ém).
Esto define el funtor w” : M® — .e M. Por simetria se tiene el funtor w': *M — M-, la
accion del dual por la derecha sobre los comodulos por la izquierda, viene dada por: Para
cada €-comddulo por la izquierda (N, Ay)

n.o = (o0 ®4 N)oAy(n), para todoo € € yn € N. (1.15)

Finalmente, aplicando eso al propio coanillo €, observamos que € es un (*€, €*)-bimdédulo.
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Proposicion 1.2.18. Sea A un K-anillo con unidades locales y € un A-coanillo.

(a)

(b)

El dual M* de cualquier €-comddulo por la derecha M tiene una estructura de €* -
modulo por la derecha que viene dada por

z.o=c00(x®,&)opy, paratodoxr € M* yo € C*.

De esta manera, el funtor dual (—=)* : Ma — 49N se extiende al funtor (—)* : M® —
M+ tal que el diagrama
MC—(_—);'M@
UAl lU*
(=)
My—— M

conmutativo, donde U™ : Mg — 49N es el funtor restriccion de escalares asociado al
anti-morfismo candnico p : A — €*, enviando p, : ¢ — ae(c), a € A.

El dual *N de cualquier €~comddulo por la izquierda N tiene una estructura de *€-
modulo por la i1zquierda que viene dada por

dy=00(C®ay)o Ay, paratodoy € *N ydeC.

De esta manera, el funtor dual *(=) : oAM — M4 se extiende al funtor *(—) : *M —
«eM tal que el diagrama
GM .LL *QM

AUl lUl
*{=)

AaM— I,

conmutativo, donde U' : «eM — M4 es el funtor restriccion de escalares asociado al
anti-morfismo candnico X : A — *€, enviando A, : ¢ — £(c)a, a € A.

Demostracion. Basta comprobar (a), porque (b) es una versién simétrica. Sea M € M% y
xr € M* o, o € €*; es suficiente comprobar que (z.0).0" = z.(0.0"), pues

(z.0).0) = o' o((x.0)®4C)0py
do((cox®sCopy)®sC€)opy
0’o(0®aC)0(r®aC€®sC)0 (py ®4 €)oo py
0'o(c®a€)o(z®4A)o0pu;

Il

y de otra parte

z.(0.0') = (0.0')o(z®4€)0py
= o0'o(0®s4€)0Ao(x®4C)0py
= 0'0(0®aC)o(z®4C)o0py,
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porque A es A-lineal por la izquierda, lo que nos da la igualdad deseada. Ahora consider-
amos un morfismo €-colineal por la derecha f : M — Ly f*: L* — M* su dual por la
derecha. Sea y € L*, x € M* y 0 € €*, entonces

f*yo) = oo(y®s€)opyof
= o00o(y®a€)o(f®aC€)opp, [ escolineal
= o0o((yof)®a€)opu
= f'(y)o.
Por lo tanto (—)* : M® — M, es un funtor bien definido. Finalmente, sea x € M*, a € A
y m € M, entonces

(a.2)(m) = (.p)(m) = pao (z®4€) o0 par(m)

= Zi pa(a:(mi)c,-), ,OM(m) = Zi m; @a c;
>_i ac(z(m)c;i)
= ) ax(ms)e(ci)

= ax(m),

Il

entonces el citado diagrama es conmutativo. a

Observacién 1.2.19. Sea A un K-anillo con unidades locales y € un A-coanillo. Una
demostracion alternativa de la Proposicion 1.2.18 se puede dar, como sigue. Para todo €-
comoédulo por la derecha M, el K-médulo Home(M, €) se convierte canénicamente en un
End(€¢)-mdédulo por la izquierda. Ahora utilizaremos el isomorfismo de anillos End(€¢)? =
¢* y el isomorfismo Homg(M, €) = M*, para trasladar esta accién por la izquierda a una
estructura de €*-modulo por la derecha. Unos célculos triviales muestran que esta accion
por la derecha coincide con la accién citada en la Proposicién 1.2.18. Como el isomorfismo
Home(—,€) = (—)* es natural, se tiene que cada morfismo f en la categoria M® da el
morfismo f* en la categoria M. Por lo tanto, se tiene el funtor (—)* : M% — & M.
Finalmente la conmutatividad del citado diagrama, viene del efecto de que el isomorfismo
End(C¢)? = €* actua como identidad sobre A°. El siguiente diagrama (no-conmutativo),

resume la situacién hasta hora:
-)

M¢C Me- (1.16)
/
—~®aC y —® g0 & ur
(—)*
My N
—®ao0*C| | Ut Ra—||alU
M 4 AM

*i-)
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donde cada pareja de flechas de va y viene, representa una adjuncién canénica.

Observacion 1.2.20. En la Proposicion 1.2.18 no se consigue dar una estructura de
comddulo sobre el dual de un comédulo. Pero existen casos, donde el dual si hereda una
coacciéon. Sea pues A un K-anillo con unidades locales y € un A-coanillo. Adaptamos
la siguiente notacion, para cualquier (M, py) €—comédulo por la derecha, definimos la
siguiente transformacion natural

§M M= H()mA(IVI, A) ———>H0mA(]W, Q:)

Tt (.’II®A C)O[)M,

que es ademas un morfismo A-lineal por la izquierda.

(1) Consideramos (P, pp) un €—comodulo por la derecha tal que P4 sea un médulo finita-
mente generado y proyectivo; considere {p!,p;} € £* x ¥ un base dual finita por la
derecha, es decir, la siguiente igualdad

= Zpip;‘(u), Yu € Py (1.17)

es satisfecha. Primero, se sabe del capitulo de apéndices seccién A.2, que P* es un A
modulo unitario finitamente generado y proyectivo. Es facil comprobar que la aplicacion
A-lineal por la izquierda
/\P‘ 3 ¢ XA P*
z——>3((z ®4 €)pp)(p:) ®a pi = 2_; EP(x)(pi) ®a D

induce sobre P* un estructura de ¢-comddulo por la izquierda. Observe que Ap- es
independiente de la base dual escogida. En efecto, dada otra base dual finita por la
derecha {g;,q}} de Py, utilizando el isomorfismo de la ecuacién (A.5) (véase el capitulo
de apéndices), se tiene el isomorfismo

£:P®y P End(Py) (1.18)

u @4 pr——=[v — up(v)]

2 9(pi) ®ap; <—9
y luego

(r®4C€)opp)®a P*(sz ®ap;) = ((2®a€)opp)®aP Z(b ®aq;)

(2) Como en el caso unitario, para cualquier Q4 un médulo plano, M4 un médulo finita-
mente presentado y 4N 4, existe un isomorfismo

VM,Q,N . Q ®A HomA(M’, N) et S HOITIA(M, Q ®A N)
q®a ft [m— q®a f(m)],
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natural sobre (Q,N). Ademas si () es un A-bimédulos unitario, entonces vy o N es
A-lineal por la izquierda.

Supongamos ahora que €4 es un médulo plano y consideramos (M, ppr) un €-comédulo
por la derecha tal que M, es un médulo finitamente presentado. El dual M* se injecta
en un A-modulo por la izquierda unitario, luego 4 M* el mismo es unitario. Definimos

EMm V;ll,c,A
A+ : M* ——=Homuy(M,€) 2 Homy(M,C R4 A) —>C R4 M*.

Vamos a comprobar que (M*, Ay-) es un €-comddulo por la izquierda. Como com-
posicion de aplicaciones A-lineales, A\j+ es A-lineal por la izquierda. La propiedad
counitaria viene del siguiente diagrama

-1
YM,e,A

Hom 4 (M, €) C®s M*
hA(A[,e)l e@AM*
-
Hom, (M, A) —22- A ® 4 M*
que es conmutativo gracia a la naturalidad de I/;]%_’_. Consideramos ahora el siguiente
diagrama
.
M* L Hom (M, €) ol CQ4M*
&M F @)
Hom (M, €) ’ Home(M,€ ®,4 € @4 €) A®AM*
(1)
”Xrl,c,.q G
" CRaéMm CRAVpL e, A .
CRaM ¢ ®4 Homu (M, C) CRACR4 M

— 7 — -1 -—1 s - Y .
donde F' = .er(zM, C®a A) cadjpey G = z/Mjccoad]A,,’C@AC, véase la ecuacion (1.13) y
las convenciones y notaciones de esta memoria. El rectangulo (1) es facil de comprobar
que es conmutativo. Por la conmutatividad de (2), se utilisa la siguiente composicién
UM ¢4 = VM e © (€ ®a Vnea)
de isomorfismos naturales. Asi tendremos la conmutatividad del diagrama total.

Ejemplo 1.2.21. En general los duales (i.e. izquierda, derecha) de un coanillo son dos
anillos distintos. El siguiente ejemplo confirma este hecho. Considere D una K-algebra

de divisién. Considere el anillo de matrices generalizadas , donde V' es un doble-

DV
0 D
espacio vectorial sobre D cuya dimension por la izquierda dim(pV') > 1, denotemos por

(3 s (0
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Esté claro que fAe = 0y que eAe = D. Consideramos 4 = eA el A-coanillo idempotente
como en el Ejemplo 1.2.11. Se puede comprobar entonces que

¢* = D, mientras que "€ = End(p(D @ V)).

1.3. (Bi)-comddulos y (Bi)-mdédulos (Bi)-racionales

Consideramos A y B dos K-anillos con unidades locales. Sean € y D, respectivamente,
un A-coanillo y un B-coanillo. Consideramos M un (A, B)-bimédulo tal que (M, pyy) €
M® y (M, Ay) € *M. Un calculo trivial demuestra que

pm s (M Ay) — (M @D, A\ ®p D)
es un morfismo de €-comddulos por la izquierda si y sélo si
A s (M py) = (C®@a M, E®4 pum)

es un morfismo de D-comddulos por la derecha. Si el bimédulo M satisface una de las
condiciones equivalentes de antes, se le llama un (&€, D)-bicomddulo. Un morfismo de (€, D)-
bicomddulos f : M — M’ es un morfismo €—colineal por la derecha y ®-colineal por la
izquierda. Los (€, ®)-bicomédulos y sus morfismos forman la categoria *M™.

Como en el caso de médulos sobre anillos unitarios, los bicomédulos cuyos anillos de
escalares son K-algebras, son también comédulos (por la derecha), véase [52]. Ahora en
adelante utilizaremos la siguiente notacién: Para cualquier n € N*, .S un K-anillo con
unidades locales y V' un S-bimédulo unitario, denotemos

V=V ®sV ®s---®sV, el producto tensor n veces.

Proposicién 1.3.1. Sean A, B dos K-dlgebras y €, D, respectivamente, un A-coanillo,
un B-coanillo. Entonces existe un isomorfismo de categorias *M® = ME®® que hace el
siquiente diagrama conmutativo

1R

M® MEex®

AUp . UA"®KB

aMp = M segyB

Demostracion. Denotemos por R = A° ®g B y por € = €° @g D el R-coanillo producto
tensor de €° y ®, con la comultiplicacién y la counidad de la Proposicién 1.1.20. Sea
(M, par, Ayr) € SM® | como bimédulo esté claro que M € Mp, consideramos

Phy i M =22 s M @pe—22 e @, M®pD e M &g €

m +———s M) Xp M(1) — T(-1) ®a m(0) Xp m(1) —— M) QR (771'(().1) Rk 771,(1)),

(1.19)
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donde &_ es la transformacién natural del Lema A.3.1 del capitulo apéndices. Comprobare-
mos pues si pj,; induce sobre Mg una estructura de €-comodulo por la derecha. Esta claro
que p)y es R-lineal por la derecha y que

(M ®r €e) 0 phy(m) = my(e(m(-1))° ®k e(m))) = e(m—1))m)e(mq)) = m.

lo que nos da la propiedad counitaria. Por la coasociatividad, se considera el siguiente
diagrama

M 2 Meg®—2222 ¢, M®5D —Y ~M®rCQxD
(1) (2)
p M®gpA RAMRBA
D A pD?
M 8D 22 e Mgeh 222 s¢e,Magnt U
®) i @) )
A®pD ARpD ARAMRpD M@prAe
D A®pD?
C®4sMQp @%03@,4 M ®p 5228 (o ®a M ®@p D?
1371 ® EM®BD © @, MepD

EM®@RE
—

MRRE—22 M @pD @ CE22E e 0, M @5 D Qp € M ®p €2

ahora los rectdngulos (1), (2), (3) y (4) son conmutativos por hip6tesis. La transformacién
natural £_, implica la conmutatividad de (5) y (6). Falta comprobar si el rectangulo (7) es
conmutativo, para ello, sean c€ €, m € M, d € D.

(Emr R €) 0 (EepMepn) 0 (ARAM D D)o C 4 M Q5 Alc®4m pd)
= (€M Q®R QE) © (£Q‘®AM®B’D) 0cAR®sMRpD Rp @(C XamRp (l(l) Xp d(g))

= (Em Or €) 0 €eg mapn(c(1) ®a C2) ®am ®p d1)y ®p d(z))

= & Qr E(c2) ®am @p di1y ®r ((c1))’ Ok d2)))

= m®r ((c))° ®k dy) ®r ((ca))’ @ d))

= m ®g () B d1)) Or () @k d(2))

=m ®r Ae¢(c® ®k d)

(M ®p A¢) o ép(c®am ®p d),

entonces (7) es conmutativo. Por lo tanto el diagrama entero lo es, lo que implica que
(Mg, phyy) € M® Sea f : M — N en la categoria *M® y consideramos (Mg, piy;) vy
(Ng, ply) como objetos de M con la coaccién de la ecuacién (1.19). El morfismo f es
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R-lineal y por definicién se tiene

Pnof = Eno(An®pD)opyof

Eno(An®p D)o (f®pD)opy, fesD — colineal
Eno((C®a folu)®sD)opy, fes€— colineal
Eno(€®4 fR®pD)o (A ®8D)opy
(fRrE)o&p o (A ®B D) o par, € es natural

= (f®r€)oply

Il

es decir que f es E—colineal por la derecha. Esto nos da el primer funtor del citado isomor-
fismo. Consideramos esta vez cualquier comédulo (M, py,;) € ME junto con su estructura
canénica de (A, B)-bimddulo. Se puede considerar los siguientes morfismos de (A, B)-
bimdédulos

’ -1

A M —M Mg —M e, MeyD 2R o M (1.20)
’ -1
pm M . M®gr€ Su €®AM®B@MM®B©.

Vamos a comprobar que (4 M, A\ys) € ©M. Antes de nada, notemos que X ®g € es implicita-
mente considerado como (A, B)-bimédulo, para cualquier R—médulo por la derecha (o un
(A, B)-bimédulo), usando la estructura de R—médulo por la derecha de €. Por definicién,
se tiene el siguiente diagrama

] M R A4 M®pe
e

¢
M = M ®p ¢ = CRuM®pD C®s M
PJ W MSImA
1 Pu®rE ' e (1)
M Qpr € M ®p €
| 2 I
%’1 & Evepe AQuM

APMOB

® D N
CRQIMRIP[D——CR4(MOr€E)®@pD

| (3) |
CR A M®pe ¢®A(M8+>R€)®BE

AP

C® /
COAM ——Y =~CQ4 (M Qg €)

@Ay, 2@ A M®pe

o4 MegD 212520, M

los rectangulos (1), (2) y (3) son claramente conmutativos, la conmutatividad de (4), se
deduce después de comparar la siguiente ecuacién

(A®aM)o (€4 M ®pe)o byt (m®r (¢ ® d))
= (A®AsM)o€C®s M ®pe(c®4m ®p d)
= (1) ®a C2) Ba me(d)
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con esta otra

(C®ACRIM®pe)o(C@aly)o(C®a(MOrE) Bpe)o (Emare) oM ®r A(m ®r (c° ®k d))
= (CRUCRAM Rpe)o(€®a&) 0 (C®a (M Qr€E)®pe)
o(Emere)(m ®r ((c@)” @k d1)) ®r ((c1))® ®k d(2)))
= (CR1CR®1 M ®pe)o(C®4&7)
o(C€®a (M ®r €) ®p €)(ca) ®a (m®r ((c2))’ ®k d1))) ®5B d(2))
(C®4C®A M ®pe)oC®4 &y (cay®a(mer ((c2)° ®x duy))e(d)))
= CR4C®4 M Qpe(cu) ®ac) ®am®p daye(de)))
= c(1) ®a c(2) ®4 me(d)

lo que implica la conmutatividad de todo el diagrama y por consecuencia (4M,\y) €
€ M. Escogiendo esta vez el objeto (Mg, pyr) con ppr definida como en la ecuacién (1.20),
podemos comprobar de la misma manera que (Mg, pp) es un ®—comdbdulo por la derecha.
Ahora es facil de comprobar que cada morfismo R-colineal por la derecha f : (Mg, p},) —
(Ng, ply), induce un morfismo €—colineal por la izquierda f : (4M,A\y) — (4N, Ay) v
un morfismo D—colineal por la derecha f : (Mp,pm) — (Np,pn). Falta comprobar la
compatibilidad entre estas dos estructuras, es decir la igualdad (€ ®4 pp) 0o Ay = (A ®p
D) o pur, para cada (Mg, pj,) € M. Para ello

(CRapm)ody = (CR1Le@4 M®pD)o(C®4ts)
o(€®4 phy) 0 (E®a M ®pe) 0 &y 0 ply
= (CR4e®sM®pD)o(CR4&y) 0 (CRa (MR E) p¢)
o(€®4 ply ®5 D) 0 &y © Py
= (CRIeRAMRpD)o(CR41ERM D Rpe)o (R4 ®pD)
o(C®4 piy ®8 D)0 &y 0 ply
= (C®1e®1MRpD)o(CRIERIM @D Rpe)o(CR®R4&;, @5 D)
o(éxrgre) © (P ®r €) 0 ply
de otra parte es facil de comprobar que

(A®aM®pA)o &y ophy = (€@a&y ®8E&gpe) © (P ®r €) 0 Py (1.21)
Entonces
(CRapm)odn = (CRIERIMRpD)o(CRICRs M D ®pe¢)
o(A®a M ®p Aoty op,
= & 0 Py
Ahora la parte derecha de la igualdad deseada
(A ®D)opy = (€®4MRpe®pD)o (6 ®pD)
o(phyy ®pDe ®4 M ®p D) 0 &)y 0 ply
= (CRAMRpe®pD)o (&) ®pD) o (e @4 (M ®r €) @p D)
o(€ ®a Py ®5 D) 0 &y © Py
= (@M @pe®pD)o(eR1CERIM D D)o (C®4E&y ®pD)
o(C®a4 phy ®B D) 0 &yt © par
= (CR, 1 MRpeRpD)o(eRACR4 M R5D R D)
o(€®a &y ®8D) 0 (Enfone) © P
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utilizando la ecuacién (1.21) y la propiedad counitaria de las dos deltas, se tiene
(Am ®5 D) 0 pr = &y © ply
lo que termina la demostracién O

Corolario 1.3.2. Sea A un K-dlgebra y € un A-coanillo. Entonces la categoria de €
bicomddulos es isomorfa a la categoria de los €™ ~comddulos por la derecha, donde € =
C° Rk € es el (A = A° @k A)-coanillo envolvente de €.

Observaciéon 1.3.3. Sean A y B dos K-édlgebras y ® un B-—coanillo. Consideramos M
un (A, ®)-bicomdédulo, es decir un D—comddulo por la derecha (M, pps) con la coaccién
pum, A-lineal por la izquierda. Es facil de averiguar que el morfismo canoénico de anillos
A : A — End(M3g) tiene su imagen en End(Mzp). Sea ahora € un A—coanillo y supongamos
que M € EM? se tiene pues dos diagramas conmutativos el primero en ;M 4 y el segundo
en gMp

A—>>End(Mp) B —2+End(4M)

N
e A~ End(M@) ) - End(CM),

donde A y p completan la conmutatividad del diagrama correspondiente. Se puede observar,
usando la Observacién 1.1.24(b), que si uno de los coanillos considerados tiene un elemento
grouplike, el diagrama correspondiente se convierte en diagrama de morfismos de anillos
unitarios. Por supuesto, que en este mismo caso, cualquier (€, ®)-bicomdédulo se convierte
en un (€, ®)-bimoédulo.

En lo que queda de esta seccién vamos a dedicarlo al estudio de médulos racionales
y bimédulos biracionales. Nuestro anélisis utiliza las mismas técnicas y sigue la misma
trayectoria de [50], donde se estudian los mddulos racionales respecto de una K-dlgebra.
Fijamos A un K-anillo con unidades locales y sean P, dos A-bimddulos, no nece-
sariamente unitarios por el momento. Supongamos que existe una forma A-bilineal y A-
equilibrada
(=, =) PxQ— A

Los datos 7 = (P, @, (—, —)) inducen dos transformaciones naturales, a_ y (_:
,BN v Q®A N — HOmA(AP,AN)
g®an+— [p (p,q)n]
ay : M ®4 P — Homy(Qa, Ma)
m®apr— [g— m(p,q)].

Ademsas si M es un (A’, A)-bimédulo (A’ otro K-anillo con unidades locales), entonces
ayy es un morfismo A’-lineal por la izquierda; y si (—, —) es equilibrada, entonces as es
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A’ — A-bilineal. Argumentos simétricos tiene lugar para [y, si N es un (A, A’)-bimédulo.
Los isomorfismos canénicos nos dan dos aplicaciones A-bilineales:
ﬁ . Q — HomA(AP,AA) = *P

g+ [p (p,9)]
a: P — Homy(Qa,As) = Q"

pr— g~ (p,9)].

(1.22)
(1.23)

Se puede pues recuperar de nuevo la forma bilineal dada una de esas transformaciones
naturales.

Lema 1.3.4. Sea (P,Q,(—,—)) como antes, M4, AN dos médulos.
1. Los siguientes son equivalentes

(a) BN es inyectiva;
(b) Sid g ®an; € Q®a N, entonces > q; ®an; = 0 si y sélo si para todo p € P,
Z(pvqi>ni = 0.

2. Los siguientes son equivalentes

(a) aym es inyectiva;
(b) Sid.m; ®ap; € M ®4 P, entonces Y m; ®4p; = 0 si y sdlo st para todo q € Q,
> mi(pi,q) = 0.

Demostracion. Inmediata. O

Definicién 1.3.5. El data (P, Q, (—, —)) es llamado un sistema racional por la derecha si
P es un A-bimédulo unitario y si ap es inyectiva para todo A-modulo por la derecha M.
Se dice que es un sistema racional por la izquierda si (Q es un A-bimoédulo unitario y si By
es inyectiva para todo A-mddulo por la izquierda N.

Observacién 1.3.6. ([4, Remark 2.3]). Sea (P,Q,(—,—)) un sistema racional por la
derecha. Consideramos M € M, y M’ un submédulo de M con la inyeccién candnica
t. Consideramos el siguiente diagrama

M’ @, P> Homa(Q, M")
L®AP1 i
M ®4 P<*>Homx(Q, M).
Lo que implica que ¢t ® 4 P es inyectiva. Como M ha sido escogido arbitrariamente en M 4,

se deduce que 4P es un A-médulo plano. Ahora si (P,Q, (—,—)) es un sistema racional
por la izquierda. Se tiene de la misma manera, que Q4 es un A-modulo plano.

COANILLOS Y CATEGORfAS DE COMODULOS.



0000000000600 000000000000000000000000000000%0CONOKIBDOINOIONOCQROIONOCIINTOTS

Capitulo.1. COANILLOS, COMODULOS Y FUNTORES. 46

Ejemplo 1.3.7. Sea A un K-anillo con unidades locales y L un A-bimédulo unitario junto
con su dual por la izquierda *L = Homy4(L, A). La forma bilineal candnica

L x*L A
(l,z)—— (I, z) = z(l)

induce la siguiente transformacién natural apy : M ® 4 L — Homa(*L, M), via m @4 | —
[z — m(l, z)]. Supongamos que para cada [ € L, existe un conjunto finito de pardmetros
{li,z;} € L x *L, tales que | = > (I, z;)l;; dicha propiedad puede expresase de la siguiente
manera: para cualquier [ € L, se tiene | € *L(l)L. Sea M un A-modulo unitario por la
derecha, si ap (), mr ®4 lx) = 0, entonces ), my(ly,z) = 0 para todo = € *L. Por lo

tanto
ka ®alr = Z ka ®4 (e, )l
k ki
= ka(lk,a:) ®al;
ki

= Z (Z mk(lk,x)> ®A li = 0,
i k

Entonces aj; es inyectiva para todo A-mddulo unitario por la derecha M, es decir que
(L,*L,(—,—)) es un sistema racional por la derecha. Por lo tanto 4L debe se ser un
médulo plano, segin la Observacién 1.3.6. En el caso unitario (i.e. A es una K-algebra con
1), el médulo 4L que satisface dicha condicién, se le llama un médulo localmente proyectivo,
véase [55], [103], [3], [101]. No hay que confundir los médulos localmente proyectivos sobre
un anillo unitario, con los médulos unitarios ”localmente proyectivos”sobre anillos con
unidades locales, definidos por G. Abrams en [1].

Lema 1.3.8. Sea A un K-anillo con unidades locales. Consideramos los data (P, Q, (—, —)),
(P',Q,[—,—]), donde P,Q, P',Q son A-bimddulos y

(= =):PxQ—-Ay[-,—-]:PPxQ —A

son formas A-bilineales; juntos con las transformaciones naturales asociadas, o, &'y
B_, B.. Supongamos que existe un morfismo (f,g) : (Q',P) — (Q,P’) en la categoria
AM 4 X s9My, que satisface '

(p, f(d)) = 9(p),q], para todo p € Pyq € Q'

Entonces el siguiente diagrama

M ®4 P' —> Homu(Q', M)
M®AQI Ih(ﬂM)
M ®4 j L HOITIA(Q,M)

es conmutativo para cualquier A-mddulo por la derecha M.
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Demostracion. Inmediata. O
La siguiente es una propiedad muy 1til de un sistema racional por la derecha.

Proposicién 1.3.9. Sea (P,Q,{(—,—)) un sistema racional por la derecha y M € My,
M'" un A-submdédulo de M y ) . m; ®4pi € M @4 P. Entonces

Zmi QAP EM @4 P & Zmi(pi,q) € M', para todo q € Q.

Demostracion. Es consecuencia del Lema 1.3.4 y de la Observacién 1.3.6. a

En el capitulo de apéndices, seccién A.1, se analizan los A-anillos como K-bimdédulos
centrales, A-bimédulos y cuyos producto es A-bilineal y A-equilibrado. En la siguiente
definicién, vamos a restringirnos al caso donde B es un A-anillo por extension, es decir
existe ¢ : A — B un morfismo K-lineal que respeta el producto y donde la estructura
de A-bimédulo de B viene dada por este ¢; ademads exigimos que la multiplicacién de B
debe de tener unidades locales, sin que haya compatibilidad con las de A via ¢ (i.e. ¢ no
es necesariamente un morfismo de K-anillos con unidades locales); por lo tanto B no es
necesariamente un A-bimdédulo unitario. Ejemplo de este tipo de A—anillos son los anillos

de endomorfismos End(4A) y End(A4) con las extensiones canénicas A — End(4A) y
A — End(Aj,).

Definicién 1.3.10. Sea A un K-anillo con unidades locales. Un par racional por la derecha
sobre A es un sistema racional (&, B, (—, —)), donde

rPRac.1) € es un A-coanillo;
rPRac.2) B es un A-anillo extensién de A y que posee unidades locales;

rPRac.3) :B — *€ es un anti-morfismo de A-anillos extensiones de A, es decir

B—L g
P /

p
A

es un diagrama conmutativo;
rPRac.4) *C es, por restriccién de 3, un B-mddulo unitario por la izquierda i.e B*€ = *C.
En este caso, si A(c) = 3, ca) ®a d(z), entonces
(e, bb') = (cqy{eq), b), b), para todo b, V' € B. (1.24)
()

Andalogamente, un par racional por la izquierda sobre A es un sistema racional por la
izquierda (B, €, [—, —]), donde
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IPRac.1) € es un A—coanillo;
IPRac.2) B’ es un A-anillo extensién de A y que posee unidades locales;
IPRac.3) o : B' — €* es un anti-morfismo de A-anillos extensiones de A, es decir

B’ e =~ @+

1A

A

es un diagrama conmutativo;
IPRac.4) €* es, por restricciéon de a, un B’-médulo unitario por la derecha €*B’ = €*.

En este caso
b, c] = [b, [V, cryle), para todo b, b’ € B,
©)

Ejemplo 1.3.11. Sea A un K-anillo con unidades locales y € un A-coanillo, tal que
(€,*€, (—, —)) es un sistema racional, por ejemplo que sea 4€ un médulo de la clase que se
indica en la Observacién 1.3.7. Entonces (€, (*€)°, (—, —)) es un par racional por la derecha.
Es fécil de comprobar, utilizando la Proposicién 1.2.15 y escogiendo el producto en End(¢€)
el opuesto de la composicién, que (€, End(¢), (—,—)) es también un par racional por la
derecha. Si ahora €4 satisface la version por la izquierda de la Observacién 1.3.7, entonces
(€*°, €, [—, —]) (o equivalentemente (End(&¢), €, [—, —])) sera par racional por la izquierda.

Ahora en adelante fijamos 7 = (€, B, (—, —)) un par racional por la derecha sobre A.
Para la definicién de la categoria de B-moddulos unitarios por la derecha Mg, enviamos el
lector al capitulo de apéndices seccién A.1. Sea M un B-moddulo unitario por la derecha, un
elemento m € M es llamado elemento racional, si existe un conjunto finito de pardmetros
racionales por la derecha {(c;,m;)} C € x M, tal que mb = ), m;(c;,b), para todo b € B.
estd claro que el conjunto de todos los elementos racional de M es, por ahora, un K-
submédulo, le denotaremos por Rac? (M). Sea a € A y m € Rac” (M), entonces

(ma)b = m(ab) = Z m;(c;, ab) = Z m;(c;a, b), (1.25)

donde hemos utilizado el efecto de que la forma A-bilineal (—, —) es equilibrada, recuerde
que 3 es un morfismo de A-anillos. Entonces {(c;a,m;)} son parametros racionales por la
derecha para ma. Por lo tanto Rac” (M) pasa de ser un A-submédulo de M. esta claro que
Rac” (M) C M A, luego Rac” (M) es un A-médulo unitario por la derecha. Por el momento
¢ es un B-moddulo unitario por la derecha, por restriccién de 3. En efecto

¢B = B(B)C = B(B)(*CC) = (B(B)"¢)C = "€ = ¢,

donde hemos utilizado la condicién rPRac.4). Ademas es facil de averiguar que {c(1), c2)},
donde A(c) = ¢() ®4 ¢(2), forman un conjunto de pardmetros por la derecha para c.
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Proposicién 1.3.12. Sea 7 = (€, B, (—, —)) un par racional por la derecha y M un B-
modulo unitario por la derecha tal que el A-mddulo subyacente My, sea un mdédulo unitario
también. Entonces

(1) Rac” (M) es B-submddulo de My.
(2) Rac?(N) = Rac” (M) N N para todo B-submddulo N < M.
(3) Rac” (Rac” (M)) = Rac” (M).

(4) f(Rac”(M)) C Rac”(N) para cualquier morfismo de B-mddulos por la derecha f :
M — N.

Demostracion. (1) Si m € Rac” (M) con pardmetros racionales {(c;,m;)} y b € B, en-
tonces la ecuacién (1.24) implica que {(3_ ., ci(1)(ci2), b), m:)} es un conjunto de pardmet-
ros racionales de mb. En particular Rac” (M) es un B-submédulo unitario por la derecha
de M.

(2) Esta claro que Rac” (N) C Rac”(M)NN. Sean € N NRac? (M), existe Ymi®ac €
M ®4 € tal que ). m;(c;,b) = nb para todo b € B, la Proposicién 1.3.9 implica pues que
So.mi®ac € N ®y € luego n € Rac? (N).

(3) Es una consecuencia de (1) y de (2).

(4) Es facil de ver que {(c;, f(m;))} son pardmetros racionales por la derecha de f(m)
cuando {(c;, m;)} son parametros racionales de m. O

Esté claro que la Proposicién 1.3.12 nos indica que el funtor que asigna M — Rac” (M)
definido sobre Mg es un preradical exacto por la izquierda. Llamaremos a este funtor el
funtor racional por la derecha y le denotamos por

RacT(—) Mgy — Mg,

Definicién 1.3.13. Se dice que un B-médulo unitario por la derecha M, es racional, si
Rac” (M) = M. La sub-categoria plena de Mg cuyos objetos son todos los B-médulos
racionales serd denotada por Rac” (Mg).

Recuerde de [45, p. 395] que un sub-categoria plena B de una categoria de Grothendieck
G es cerrada si lo es bajo los sub-objetos, objetos cocientes y sumas directas. En particular
cualquier sub-categoria cerrada de G es de Grothendieck. La sub-categoria B es llamada

una sub-categoria coreflexiva de G si el funtor de inclusiéon B — G tiene un adjunto por la
derecha [91, p. 213].

Teorema 1.3.14. Sea 7 = (€, B, (—,—)) un par racional por la derecha. Entonces la
categoria Rac” (M) es una sub-categoria de Mg cerrada (en particular de Grothendieck)
y coreflexiva.

Demostracion. Hemos observado de la Proposicién 1.3.12 que RacT(—) es un preradical
exacto por la izquierda sobre M. Esto implica que RacT(Mg) es un sub-categoria cerrada
de Mp. Ademés es facil de averiguar que el funtor Rac” (—) es un adjunto por la derecha
del funtor inclusién Rac” (M3z) C M. O
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Si 7" = (B',€,[—,—]) es un par racional por la izquierda, los pardmetros racionales de
un elemento m de un B’~mddulo unitario por la izquierda M es un conjunto {(m;,¢;)} C
M x € tal que b'm = ) .[V/, ¢;|m; para todo b’ € B'. El funtor racional es andlogamente
definido. tenemos pues

Teorema (1. 3.14°). Sea T' = (B, &, [, —]) un par racional por la izquierda. Entonces la
categoria RacT (qu) es una sub-categoria de w M cerrada (en particular de Grothendieck)
y coreflexiva.

Observacion 1.3.15. Sea 7 = (€, B, (—, —)) un par racional por la derecha y o : € —
Hom4(B, A) = B*. Se pueden observar las siguientes propiedades.

(a) B es un A-anillo extensién de A via ¢ : A — B (recuerde que aqui la estructura
de A-bimoédulo de B es por restriccién y no es necesariamente unitario). Entonces
a(€) C Rac? ((B*B)g) y Rac? (Bg) es un B-sub-bimédulo de B. En efecto, sea ¢ € €
y e € Idemp(B), tal que ce = c. Entonces, para cualquier b € B, se tiene

(afc)e)(b) = a(c)(eb)
= (c,eb)
= Y (ewlee,e)b)
(c)

= (ce,b)

= a(c)(b)
luego a(c)e = a(c), es decir que a(€) C B*B. De otra parte, para cualquier b,b’ € B y
c € €, tenemos (a(c)b)(V) = afc)(bb') = (c,bb') = a (D cy(c), b)) (V'), luego a(c)b =
> alcmy){cw), b), por que a es A-lineal. Por lo tanto «(c) es racional por la derecha

con parametros {a(c(1)), ¢2)}, lo que implica la primera asercién. La segunda es una
averiguacién inmediata.

(b) Si A es una K-dlgebra y B es un A-anillo unitario, via la extensién de anillos unitarios
¢ : A — B. Entonces a(€) = Rac’ (B%) y Rac” (Bsg) es un ideal bildtero de B. Basta
comprobar la inclusién Rac” (B%) € a(€) ya que el resto es facil de averiguar. Sea pues
f € Rac” (B%) con parametros {fi, c;}, entonces, para cualquier b € B, tenemos

f(1) = f(b1) = (Fb)(1) = Z(fz ci, b)) Zfl Z(ﬂ( )ci, b),

esto implica que f = a(d_; fi(1)c;) € a(C€), luego a(€) = Rac” (B%), segtin el item (a).

Proposicién 1.3.16. Sea 7 = (€, B, (—, —)) un par racional por la derecha sobre A y M
un B-mddulo racional por la derecha. Define

MM —M®sC

m'—-*Zmi B s (1.26)
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donde {(ci;,m;)} es un conjunto de pardmetros racionales por la derecha de m € M. La apli-
cacion py define una €-coaccion coasociativa sobre M. En particular M tiene una estruc-
tura de *C-modulo por la izquierda. Ademds cualquier morfismo en la categoria RacT(Mg)
es *€-lineal por la izquierda.

Demostracion. La aplicacién pys estd bien definida gracias a la inyectividad de ayy, y es
A-lineal por la derecha, porque los parametros racionales de ma, m € M, a € A, son
{m;a,c;}, donde {m;,c;} es el conjunto de pardmetros de m. Vamos a comprobar ahora
que pys es coasociativa, para ello, consideramos la siguiente forma A-bilineal

CRACXBRsB A
(c®a, 0 @ab)—{c®4,b ®4b} = (c,(c,b)b) = (c(c,V),b)

La ecuacién (1.24) se traduce ahora por
{Ace(c), b ®4b} = (c,un(b' ®a b))

lo que implica que el morfismo (us,A¢) : (B ®4 B,C) — (B, € ®,4 €), satisface las condi-
ciones del Lema 1.3.8. Por lo tanto

Hom (g, M) o ay = (M ®4 A¢) o &)y, (1.27)

donde o’ es la transformacién natural asociada a la forma bilineal {—, —}. Como M es un
B-modulo unitario por la derecha, vamos a utilizar la notacién del capitulo de apéndices
secciéon A.1, es decir considerando la B—accién como la aplicacién A-lineal oy : M —
Hom 4(B, M), enviando m + [b +— mb]. Se tiene pues el siguiente diagrama

M et M®yC (1.28)
\ /
M = Hom4(B, M)
M eml lh(y,M) M®aA
Hom (B, M) =24 Homu (B ®4 B, M)

M®4¢ puRad M@iC®4C

El rectangulo del fondo y los trapecios de arriba y de la izquierda, son todos conmutativos
por definicién. Usando la ecuacién (1.27), se tiene la conmutatividad del trapecio de la
derecha y por ultimo:

ap 0 pm ®aL(Mm®ac)(' ®ab) = Y ,mi{ci®ac,t/ ®4b}

2 mifci(e, b'), b)
= m(<cv b/>b)
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de otra parte

(Zoom)oam(m®ac)() ®ab) = om(am(m®ac))(b')(d)
= om(m{c,b))(b) = (m{c,b))b

lo que nos da la conmutatividad del trapecio de abajo. Por lo tanto la coasociatividad
de la "coaccion” pys. La estructura de *€-médulo por la izquierda viene dada como en la
Observacién 1.2.17, ecuacion (1.14) i.e.

vy M Hom(*€, M) (1.29)
m———[§ — Y. m;d(c;) = dm]

y que hace el siguiente diagrama conmutativo

M

M ........................................... >M®A¢

fvm

Y
Homy(*€, M) Hom (B, M)

h(B8,M)

Notemos que esta accidén no es necesariamente unitaria. Es facil de averiguar que cualquier
morfismo de B-mddulos racionales por la derecha es *€-lineal por la izquierda, por la
accion (1.29). d

La Proposicién 1.3.16, nos indica que hay un funtor fiel
F : RacT (M3) — M.

Denotemos pues por Rac? . (Mg) la subcategoria plena de todos los B-médulo racionales
por la derecha con una estructura de *€-mddulo por la izquierda unitaria, es decir respecto
de la unidad ¢ de *€. Est4 claro ahora que cualquier objeto en la categoria RacZ ; (Mgp)
admite un estructura de €-comdédulo por la derecha, con la coacciéon de la Proposicion
1.3.16. Ademas se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Rac (M'B) M

RacZ (Mg) —— +eM

unit
Proposicién 1.3.17. Sean M, M’ dos objetos en la categoria Racl (M3) y f : M — M’
un morfismo A-lineal por la derecha. Entonces f es un morfismo de B-mddulos por la
derecha si y sélo si f es €—colineal por la derecha. En particular, si N es cualquier A-
submddulo por la derecha de M ; entonces N es un B-submddulo por la derecha de M siy
sdlo si N es un €-sub-comddulo por la derecha de M.
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Demostracién. Vamos a usar la notacién de la demostracién de la Proposicién 1.3.16. En
el siguiente diagrama

M -
oM
\ QM’
- Homa(B, M) —29) . Hom (B, M") o
anm
. a7
M®@sC - M ®4¢

estd claro que el rectangulo es conmutativo si y sélo si el trapecio de arriba lo es; lo que
implica la primera equivalencia deseada. El caso particular es ahora una consecuencia de
esta ultima equivalencia. O

De la Proposiciéon 1.3.17, se tiene pues el funtor
(—)¢ : Rac(Mz) — ME
y que completa el siguiente diagrama conmutativo

(1.30)

Mg;) — «eM

Rac” (Mp) —5 eI,

Proposicién 1.3.18. Si (M, py) es un €—comddulo por la derecha. Entonces (M, op)
admite una estructura de B-mddulo racional por la derecha con la accion

M ®4 €2~ Homu(B, M)

T
PM
eeM

En particular (M, o) € RacI ((Mg) y (M)E = (M, prr).

Demostracion. Antes de todo es importante observar, utilizando la Observacién 1.2.17
ecuacion (1.14), que la accién gy, tal como es definida viene dada por la restriccién del
anti-morfismo de A-anillos § : B — *€. La asociatividad de p,s, viene de la coasociatividad
de ppr, como en en la demostracién de la Proposicion 1.3.16 diagrama (1.28). La propiedad
counitaria de pys implica que (M, gpr) es un objeto de Rac? ;,(M3). La tltima asercién es
inmediata. O
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Utilizando las Proposiciones 1.3.17 y 1.3.18, se tiene el funtor
(=)z : M — Racy,; (Ms).

que actia como identidad sobre el A-mddulos sub-yacente de cualquier €-comédulo por
la derecha.

Teorema 1.3.19. Sea A un K-anillo con unidades locales y T = (€, B, (—,—)) un par
racional por la derecha sobre A. El funtor (—)¢ : Racl ;,(M3p) — M establece un iso-
morfismo de categorias. Ademds, €z es un sub-generador de la categoria Racl . (Mag), es
decir oam, [€] = Racl (M) (véase [14] por esta notacion).

Demostracidn. De una parte la identificacién (—)%(—)g = idase viene dada por la Proposi-
cién 1.3.18. De otra parte la Proposicién 1.3.17 y la definiciéon de un B-méddulo racional
por la derecha, implican la identidad (—)g o ()¢ = idRacT  (My)- L@ tltima igualdad es
facil de averiguar. O

El Teorema 1.3.19 tiene su versién analoga por la izquierda. Si 7' = (B’, €, [—, —]) es un
para racional por la izquierda, se puede entonces definir los funtores ¢(—) : RacZ . (g M) —

My (=) : *M — Racl (3 M), asi se obtiene el siguiente teorema

Teorema (1.3.19%). Sea A un K-anillo con unidades locales y T' = (B, &, [—,—]) un
par racional por la izquierda sobre A. El funtor (=) : Rac? , (g M) — M establece un
isomorfismo de categorias. Ademds, € es un sub-generador de la categoria Rac:{mt(qy/\/l),

es decir o, m[€] = Racl (wM).

Uno de los resultados mas ttiles sobre comddulos proporcionado por el Teorema 1.3.19,
esta citado en lo siguiente.

Proposicién 1.3.20. Sea A un K-anillo con unidades locales y T = (B, €, (—,—)) (resp.
7' = (B,¢€,[—,—])) un par racional por la derecha (resp. por la izquierda) sobre A. Sea
M € MEC (resp. M € ®*M). Entonces M es finitamente generado como €—comddulo si y
solo si M es finitamente generado como A-mddulo.

Demostracion. Esta claro que si M¢ es finitamente como A-mdédulo, entonces lo es co-
mo comédulo. Reciprocamente, supongamos que Mg es un comoédulo finitamente gener-
ado; segtn el Teorema 1.3.19, My € Rac? , (Ms) es finitamente generado. Sin perder
generalidad, podemos suponer que Mg = m(eB), para un cierto m € M con py =
2 (m)™(0) ®a M@y y un cierto e € Idemp(B) tal que me = m. Para cualquier b € B,

tenemos
mb = Z m(o) (m(l), b) = Z TTl(O)A
(m) (m)

como m = Z(m) mo)e(m(1)), esto implica que M = Z(m) m)A. U
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En lo que sigue un K-anillo con unidades locales A, se dice que es noetheriano por
la derecha (resp. por la izquierda) si su categoria de A-mddulos unitarios por la derecha
(resp. por la izquierda M4 (4M) es localmente noetheriana, véase [87].

La condicién de cadenas sobre la categoria de mddulos sobre el anillo de escalares de
base A, induce condiciones locales de cadenas sobre la categoria de €-comdédulos. Por la
definiciones categoricas, enviamos a [87, p. 371].

Corolario 1.3.21. Sea A un K-anillo con unidades locales y T = (B, €, (—,—)) un par
racional por la derecha sobre A. Si el anillo de base A es noetheriano (resp. artiniano) por la
derecha, entonces Rac’ ;,(Mg) es una categoria localmente noetheriana (resp. artiniana).
Ademds, si K es un cuerpo y A es una K—dlgebra finito dimensional, entonces Rac’ (M)
es una categoria localmente finita.

La versién analoga por la izquierda del corolario anterior es

Corolario (1.3.21’). Sea A un K-anillo con unidades locales yT' = (B', €, [—, —]) un para
racional por la izquierda sobre A. Si el anillo de base A es noetheriano (resp. artiniano)
por la izquierda, entonces Racl (M) es una categoria localmente noetheriana (resp.
artiniana). Ademds, si K es un cuerpo y A es una K-dlgebra finito dimensional, entonces
Rac” (g M) es una categoria localmente finita.

Observacion 1.3.22. Sea A un K-anillo con unidades locales. Dado un par racional por
la derecha 7 = (€, B, (—, —)). El Teorema 1.3.19, sirve de gran ayuda a la hora de estudiar
la categoria de comédulos ME. Otra utilidad, que proporciona este teorema, es la siguiente.
Sea B un A-anillo con unidades locales, definicién de capitulo apéndices. Considere M un
B-modulo unitario. En general el A-sub-médulo sub-yacente de M no es necesariamente
unitario. De alli uno intenta caracterizar los B-moddulos unitarios cuyos A-sub-médulos
son también unitarios. Una respuesta parcial la proporciona el Teorema 1.3.19, que nos
dice ademés que los objetos en cuestion forman entre ellos una categoria de Grothendieck.

Ahora vamos a pasar al estudio de bimédulos biracionales, es decir caracterizar, en caso
de dos pares racionales uno por cada lado, los médulos del coanillo producto tensor lo que
es equivalente, segin la Proposicién 1.3.1, a caracterizar los bicomédulos correspondientes
a dichos pares.

Asi, fijamos A y B dos K-dlgebras. Sean (P,Q,[—,—]) un sistema racional por la
izquierda sobre Ay (7', S, (—, —)) un sistema racional por la derecha sobre B. Por definicién
se tiene las siguientes transformaciones naturales

Brn: Q ®4 N —Homy(P,aN) n:S® N—Homp(T,pN)

q®an+——->[p+— [p,qln], 5 ®@p ni———[t — (t,s)n],
apy - M @y P—*HOH]A(Q,MA) o M ®p TQHOII}B(S, ]WB)
m®Ap’—-q[qu[paq]]7 m®3t+——>[st——>m(t,s>],

donde B(_y y &) son inyecciones naturales. Denotemos por R := A° @k B la K-dlgebra
producto tensor y consideramos Q° ®x 7" (también a P° ®k S) como R-bimédulo con la
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siguiente R-biaccion
(a° @k b) (¢° @k t((a)° ®k V) = (a'qa)’ ®x btb' = ((a” @k b)¢” ®x t) ((a)° @K V)
para todo a,a’ € A, b)) e B qeQyteT.

Proposicién 1.3.23. Sean A y B dos K-dlgebras. Consideramos (P, Q,[—,—]) y (T, S, (-, —))

respectivamente, un sistema racional por la wzquierda sobre A y un sistema racional por
la derecha sobre B. Entonces (Q° ®x T, P° ®k S,{—,—}) es un sistema racional por la
derecha sobre la K-dlgebra producto tensor R = A° ®k B, donde {—,—} es la siguiente
forma R-bilineal

{—=-}: (@& T) x (P°® S) R
(¢° ®x t,p° ®k 5) ——— [P, q]° ®k (t, 5).

Demostracion. Sea M un R-médulo por la derecha lo que equivale a un (A, B)-bimdédulo.
Existe pues una trasformaciéon natural

QAIMAZNMRT-~---- L Sppe Hom,_p(P ®k S, aAMp)

|

Homp(Sp, Homa(4 P, AMp))

SHom 4 (P,M)

HOIHA(P, AMB) ®pT

donde d; es el isomorfismo natural de la adjuncién canénica. Modulo los siguientes isomor-
fismos naturales (véase el capitulo de apéndices, seccién A.3)

Q®AMepT=M®gp(Q°®T)y Homs_p(P ® S, AMp) = Homg(P’ ®x S, MR)
la transformacién V(_) se traduce por la siguiente

Vm: M Qg (QO Rk T) HOIIIR(PO ®K S, MR)
m ®r (¢° @k t) —— [(p° ®x s) — m ([p, q]° @k (¢, )]

que es inyectiva por definicién y por la Observacién 1.3.6. De la misma manera se obtiene
la otra transformacién natural, que es

Spn: (PP®k S)®r N Homp((Q° ®x T'), rN)
- (p°®k s) @r n— [(¢° @k t) — ([p, q]° Ok (t,8))n] .

O

Teorema 1.3.24. Sean A y B dos K-dlgebras. Consideramos T' = (A, &, [—,—]) y 7T =
(D, B, (—,—)), respectivamente, un par racional por la izquierda sobre A y un par racional
por la derecha sobre B. Entonces T' ®x T = (C°®x D, A°®k B, {—, —}) es un par racional
por la derecha sobre R = A° ®k B con la siguiente forma R-bilineal

{—,—}2¢0®K®X.AO®K'B A° @k B
(c° ®k d, u® @k v) —— [u, c|° ®k (d, v)
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Demostracion. Seguin la Proposicién 1.3.23 (€° ®k ©,A° ®k B,{—,—}) es un sistema
racional por la derecha. La Proposicion 1.1.20 y la seccién A.1 del capitulo de apéndices,
implican, respectivamente, que €° ®g ® es un R—coanillo y A° ®k B es un R-anillo ex-
tensién de R y con unidades locales. Sean o : A — €* y v : B — *® los anti-morfismo
de A-anillos extensiones de A y de B-anillos extensiones de B, correspondientes a 7" y
a 7. Esta claro que a° ®g v : A° @k B — (€*)° ®g *D es un anti-morfismo de R-anillos
extensiones de R. Componiendo este anti-morfismo con el siguiente morfismo de R-anillos
unitarios

P : (Q:*)O Rk *@-—**(Q:O Rk D) = HOIHR(Q:O Rk @,RR) (1.31)

§° @k o > [¢* ®k d — (6(c))° ®x o(d)],

se tiene pues el anti-morfismo ¥ : A° @ B — *(€° ®k D) de R-anillos extensiones de
R. Falta comprobar que *(€° ®k D) es un A° ®g B-mdbdulo por la izquierda unitario,

via el anti-morfismo X. Sea pues F' € *(€° ®k D), se sabe que existen ¢ € Idemp(A) y
f € Idemp(B) tales que

eea(e) =€cy 1(flen = eo.

Por lo tanto

(el Rk ep)F = F
= ®(afe)’ @k (f))P(ez ®x €9)F
= ®(a(e)° ®k V(f))-EecoggnF
= ®(afe)” ®x v(f))F
= (e ®k f)F,
lo que termina la demostracion. O

Ejemplo 1.3.25. Sean A y B dos K-dlgebras, € y ® un A-coanillo y un B-coanillo.
Supongamos que (€*°, € [—,—]) es un sistema racional por la izquierda sobre A y que
(D,*D,(—,—)) es un sistema racional por la derecha sobre B. Entonces, segiin el Ejemplo
1.3.11 y el Teorema 1.3.24, (€°®gD, (€*)°®k *D, {—, —}) es un par racional por la derecha
sobre el K—algebra tensorial A° ®xk B.

Lema 1.3.26. Sean 7 y 7' como en el Teorema 1.3.24 y M un (A, B)-bimddulo con
estructura de €-comdodulo por la izquierda A\pp - M — € R4 M y una estructura de D—
comodulo por la derecha ppy - M — M ®p D. Entonces M es un (€, D)-bicomddulo si y
s6lo si M es un (A, B)-bimddulo si y sdlo st M es un €° @k D -comddulo por la derecha.

Demostracion. Segun los Teoremas 1.3.19 y 1.3.19’, M es un A-mddulo racional por la
izquierda y un B-modulo racional por la derecha. Vamos a comprobar primero que \j;
es B-lineal por la derecha si y sélo si M es un (A, B)-bim6dulo como sigue: para todo
m € M, escribimos A\y(m) = >, ¢; ®4 m; para un conjunto de pardmetros racionales por
la izquierda {(c;,m;)}. Luego Ay es B-lineal si y sélo si {(c;,m;b)} es un conjunto de
parametros racionales por la izquierda de mb, para todo b € B. Esta tltima condicién es
equivalente a que M sea un (A, B)-bimdédulo. Desde luego, pys es A-lineal por la izquierda
siy sélosi M esun (A, B)-bimédulo. Por lo tanto, para terminar la demostracién, podemos
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suponer que M es un (A, B)-bimédulo y un (A, B)-bimédulo. Bajo esta condicion M es
un (€, D)-bicomdédulo si y sélo si

Z ci ®a mi; @p dij = Z Cij ®a mj; ®p dj,

donde {(mj,d;;)} es un conjunto de pardmetros racionales por la derecha de cada m;,
{(m;,d;)} es un conjunto de pardmetros racionales por la derecha de m, y {(c;i, m;:)} es un
conjunto de parametros racionales por la izquierda de cada m;; recuerda de la proposicién
1.3.16 que estos parametros estdn determinados por Ay (m) = > ¢ ®4 my, py(m) =
Y om;®pd; y Am(my) =3 ¢ji ®amji, pu(m;) = mij ®p di;. Un calculo inmediato nos da

(um)v = > [u,c|mii(dij,v), y
u.(mv) = Y [u,cjilmyi(d;,v), para cualquier (u,v) € A x B.

Luego M es un (A, B)-bimédulo si y sélo si
Z[u,ci]mij(dij,v) = Z[u, ci;lm;i(d;, v), para cualquier (u,v) € A x B.
Segun la Observacién 1.3.6, la siguiente aplicacion es inyectiva

BHompg (B,M)

Co4M@p D—24M ¢ @, Homp(B, M¥ Hom (A, Homp(B, M))
u+— :Bp— M

\
cR®amRg d———c Q4 5M(m ®B d/}\—-—.> vV — [u,c]m(d,v)

Por lo tanto M es un (€, D)-bicomédulo si y sélo si es un (A, B)-bimédulo. Ahora, supong-
amos que M es un (A, B)-bimédulo, lo que implica que M es un A° ®g B-mddulo por la
derecha, usando la notacién de arriba

m(u® @k v) = Y [u,cijlmyi(d;j, v) = Y [u, cilmi;(di;, v)
=Y m;i([u, ¢;i]® ®k (dj,v)) = 3°mi;([u, ¢i]” ®x (dij, v))
= Z mij{cg ®K dij: u’ ®k 'U},

para todo m € M, u € A, v € B; es decir {m;;,c ®k di;} es un conjunto de parametros
para m. Luego M es un (A° ®g B)-mdbdulo racional por la derecha. Como estos conjuntos
de pardmetros racionales vienen de las estructuras Ay y par, el Teorema 1.3.24, implica
que M es un objeto de la categoria RacZ,ii’KT(M AcexB), 10 que es equivalente a M es un
(€° @k D)-comdbdulo por la derecha, segin el Teorema 1.3.19. Reciprocamente, si ahora
M es un €° ®g D—comdbdulo por la derecha, entonces, segin el Teorema 1.3.19°, Ay y pm
proporcionan dos conjuntos distintos de pardmetros racionales por la derecha para cada
m € M, respecto del par racional 7’ ®k 7. En efecto uno de ellos es {(m;,cf ®x dij)},
donde Ayr(m) = 3_¢; ®4my, pu(mi) = Y, mij ®p dij, el otro es {(mji, cji ®x d;)}, donde
pu(m) =Y m; ®p dj, Au(m;) = 3 ¢ji ®a myi. Por definicién de un sistema racional, se
tiene
Zci ®ami; Op dij = Z cij ®4 mj; @p dj,

es decir (€ ®4 par) 0 A (m) = (A ® D) 0 ppr(m), para cualquier m € M, lo que implica
que M es un (€, D)-bicombdulo, lo que termina la demostracion. O
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Teorema 1.3.27. Sean A y B dos K-dlgebras, A y B, respectivamente, un A-anillo ex-
tension de A y un B-anillo extension de B, los dos con unidades locales; sean € y D,
respectivamente, un A-coanillo y un B-coanillo. Supongamos que 7' = (A,C,[—,—]) es
un par racional por la izquierda sobre A y que T = (D, B, (—,—)) es un par racional por la
derecha sobre B. Conszdere T'®x 7T el par racional por la derecha sobre A° @k B como en
el Teorema 1.3.24 y Ratcm)lt (aMp) la sub categoria plena de 4 Mz cuyos objetos son ob-
jetos en la categoria Rac’ . (4M) y objetos en la categoria Rac® ;,(Ms). Evisten entonces
isomorfismos de categorias
EM® =~ RacuTI:;z'(,qug) = Racl T (M pog, ) = MEEKD,

unit

Demostracion. El primer y el tercer isomorfismos son consecuencia del Lema 1.3.26, de su
demostracién y de los Teoremas 1.3.19, 1.3.24. Sea M € Racﬂff"T(M Ac@xB), por definicién
M es un A° ®g B-maddulo unitario por la derecha y por restriccion es desde luego un R =
A° ®g B-mdédulo (unitario) por la derecha, asi un (A, B)-bimédulo. Segin la Proposicién
1.3.16, M es un *(€° @k ®)-mddulo unitario por la izquierda, utilizando las siguientes
extensiones de anillos

Ae (Q:*)o __:?ZEE‘_J__:_ (C*)O QK *D *(Q:a ®K @)
B R ) Ee®K— (Q:*)o ®K *) *(Q:o ®K D)

donde @ es el morfismo (1.31); se tiene pues que M es un (A, B)-bimédulo unitario
(recuerde que €*A = €* y B*D = *D). Estas acciones tienen la siguiente forma: sea
{(my;, ¢}; ®k dij)} un conjunto de pardmetros racionales por la derecha de m € M respecto
del par racional 7' ®g 7, entonces

my = X eelog)mislds,v), vEB
um = Y [u,cilmijen(dij), ueA
m = ) ee(ci)mijen(di;)

lo que implica que M es un objeto de la categoria Rac .. (M) y de la categoria Racumt( AM).
Reciprocamente, sea M un (A, B) —~bimédulo tal que es un objeto en la categoria Racumt( aM)
y un objeto en la categoria Racl , (Mg). Segiin los Teoremas 1.3.19 y 1.3.19’, M es un
¢-comdbdulo por la izquierda y un D—comddulo por la derecha. Como M es un (A, B)-
bimdédulo, el Lema 1.3.26 implica que M es un €° ®k D-comoddulo por la derecha y por lo

tanto M € RacZ ®¥7 (M AswxB), 10 que establece el teorema. O
Corolario 1.3.28. Sean 7' = (A,C,[—,—]| y T = (€, A, (—, —)), respectivamente, un par

racional por la zzquzerda Y un par mczonal por la derecha, los dos sobre una K—dlgebra A.
Considere Racl}mt (aMar) la sub-categoria plena de AMA/ cuyos objetos son objetos en la
categoria Racl (4 M) y objetos en la categoria Racl ,(Ma). Existen entonces isomorfis-
mos de categorias

~ T nv
cMc = R'aCunit (AMA') R’a’CT il (M.A"@]KA') = M@e )

unit

donde € = €° @k €, es el coanillo envolvente de €.
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Corolario 1.3.29. Sea A un K—-dlgebra y € un A-coanillo. Supongamos que ezisten dos A—
anillos extensiones de A y que tienen unidades locales, A y A’, tales que T' = (A, €, [—, —])
y7T = (C,A" (—,—)) forman, respectivamente, un par racional por la izquierda y un par
ractonal por la derecha los dos sobre A. Considere J un A-sub-bimodulo de €.

1. T es un sub-bicomddulo de € si y sélo si I es un (A, A’)-sub-bimddulo de €.

2. S17J es puro como A-submddulo por la izquierda y como A-submddulo por la derecha
de €, entonces J es un sub-coanillo de € si y sdlo si es un (A, A’)-sub-bimddulo de

C.

Supongamos por el momento que A es una K-dlgebra. Para un €-comdédulo por la
derecha M definimos C(M) como la suma de las imagenes de todos los morfismos de
comédulos de Mg en €¢. En la presencia de dos pares racionales 7 = (€, A, (—, —)),
por la derecha y 7" = (A, €, [—,—]), por la izquierda, es facil de ver que C(M) es un
sub-bicomédulo de €: por definicién es ahora un A’-submédulo por la derecha del (A, A")-
bimédulo €. Siv € Ay ¢ = f(m), para un cierto morfismo de comédulos por la derecha
f: M — €y un cierto m € M, entonces ve = (A, 0 f)(m), donde A, : € — € es el morfismo
de comédulos por la derecha inducido por la multiplicacién por la izquierda por el elemento
v. Por lo tanto C(M) es un (A, A’)-sub-bimédulo de €, y luego es un sub-bicomédulo de
¢, aplicando el Corolario 1.3.29; lo que llamaremos el bicomddulo de coeficientes de M.

Proposicién 1.3.30. Sea A una K-dlgebra y € un A-coanillo. Sea (M, par) un €-comdédulo
por la derecha supongamos que ezisten dos pares racionales T = (€, A’ (—,—)) y T’ =
(A, €, [—, —]), respectivamente por la derecha y por la izquierda sobre A.

(1) Si T : J — € es un monomorfismo de €-bicomddulos, tal que py(M) C (M ®4
7) (M ®4 J), entonces C(M) C 7.

(2) Si N es un subcomddulo de M, entonces C(N) C C(M) y C(M/N) € C(M).
(3) Si N = M es un isomorfismo de comddulos, entonces C(N) = C(M).

Demostracién. Sea ¢ = f(m) € C(M), donde f : M — € es un morfismo de comédulos

- por la derecha, escribimos ppr(m) = 3 m; ® 4¢;, para-unos ciertos ¢; € J y m; € M. Puesto

que f es colineal, tenemos

Afe) = A(f(m)) = (f ®a ©)(pa)(m) =) _ f(mi) ® s,

luego, usando la propiedad counitaria, ¢ = > e¢(f(m;))c; € J. Lo que demuestra la asercion
(1). Las aserciones (2) y (3) son consecuencias triviales de la definicién del bicomédulo de
coeficientes. O

En el resto de esta memoria adoptamos las siguientes notaciones. Sea A un K-anillo
con unidades locales y € un A—coanillo. Considere (M, pys) € MY; supongamos que M es
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un (A’, A)-bimédulo (A’ es otro K-anillo con unidades locales) y que pps es A’-lineal por
la izquierda. Esta claro que se tiene un diagrama

A’ —> Hom (M, M) (1.32)

£
Home(M, M)

De otra parte si consideramos A’ como A’—coanillo trivialmente, los (A’, A)-bimddulos
unitarios que son €-comddulos por la derecha con una coaccién A’-lineal por la izquierda,
forman la categoria de (A’, €)-bicomédulos la que denotemos por 4’ M%. Mismos argumen-
tos validos cambiando derecha por izquierda.

1.4. El producto cotensor de bicomdédulos.

El nombre de producto cotensor aparecié en vez primera en [38], [83]. Después ha
sido utilizado en [96] para caracterizar equivalencias entre categorias de comdédulos sobre
coalgebras sobre cuerpos, y en [5] para el mismo problema pero por codlgebras sobre anillos
conmutativos y finalmente para caracterizar los coanillos coseparables en [57]. Para definir
el producto cotensor en coanillos vamos a seguir la versién moderna de [51] y [14]. Sean €,
¢’ y €” respectivamente, un A—coanillo, A’—coanillo y A”—coanillo, donde A, A" y A” son
K-anillos con unidades locales. Sean M € C*M%y N € *M%. Consideramos M ®4 N y
M ®sC®4 N como (€, €")-bicomddulos de manera candnica i.e. con las coacciones

PM@AN = M Q®apN
/\M®AN = AM ®AN (133)
pPMeseaN = M ®4C€R4pN

AMseeaN = M P®4aCR4 N

Si (f,9) : (M,N) — (M',N) es un morfismo en la categoria © M% x *M%"| es facil de
averiguar usando las coacciones (1.33) que f®19 - M Q4N - M Q4 N'y fR4CRa9:
MRACRAN — M' ®2E® 4 N’ son ahora morfismos €’ — €”—bi-colineales. De esta manera,
se definen los siguientes funtores

._®AH’_®A¢®A_:C'M¢XCM¢”_>C’M€“

Para cualquier pareja (M, N) en la categoria producto € M x M’ considere la siguiente
aplicacion A" — A”-bilineal

ey i M@y N LHEANHMOON | hr o e@a N (1.34)
con las coacciones de (1.33), eqys v es ahora € — €”-bi-colineal. Ademas
eq_)_ 3 _®A“‘—4~——®AQ:®A_
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establece una transformacién natural. Denotemos por MUOe¢N el nicleo de (1.34) en 4 M 4,
se tiene pues una sucesion exacta

k
eqyy

——'N——>M®AN

edp

— 2 M®iC®1N (1.35)

0 MOeN

Dado (f,g) : (M,N) — (M’, N') un morfismo en la categoria ¥ M% x *M%'| se tiene el
siguiente diagrama con el rectangulo de la derecha conmutativo

k

ear, N eqp, N

0 MOeN M®4 N M®4C€®a N
wa% f®ag f®AC®4g
‘Ef eqk N [4 7 N7
0 M/DQ:N/ _ﬁ;N_> M/ ®A N/ M’ N M/ ®A ¢ ®A N/

luego existe una unica aplicacién fleg : MOeN — M'O¢N’ que convierte el diagrama
total conmutativo. Esto implica que —[J¢— es un sub-objeto de — ®4 — en la categoria de
funtores Funt(4' M% x *MA”| 4 M 4+). En particular —(J4— = — ®4 —, considerando A
como un A-—coanillo trivialmente.

Lema 1.4.1. Sean €, €' y €&", respectivamente, un A—coanillo, A’'—coanillo y A”-coanillo.

(1) Para cualquier M € ME, eq’f\,,,@ : MOe€ — M ®4 € escinde por la tzquierda en M 4.
Por lo tanto M€ admite una estructura de €—comddulo por la derecha para la cual
MOeC = M como €—comdédulos. En particular —Og¢ = 1d pqe .

2) Sean M € CME y N € MY, Si &, y 4" preservan el igualador eqy y 6 el
Yy A p ;
morfismo eq’fw,N escinde por la izquierda. Entonces MUO¢N es un €' -comddulo por la
izquierda y un €"—comddulo por la derecha.

(3) Supongamos que para cada M € M® y N € M, los médulos €, 4n€" y la pareja
de médulos (€', 4n€") preservan cada uno ellos el igualador eqy . Entonces existe
un funtor aditivo

N x ¢’M¢ % CMC”_>C’M¢”
En particular el bifuntor producto cotensor —Oe— es definido si &'y, y 4#&" son médulos
planos. '

Demostracion. (1). Tenemos el siguiente diagrama en M 4

14 k L
00— MOL ML M@, CME M R,CR4C
e o
PMm e

M

Como eqyy 0 pn = 0, existe una tinica aplicacién A-lineal py, : M — MUC tal que eq’,‘;,,@o
P = pm- Usando la propiedad counitaria, se tiene la inclusion Im(eq’fule) C Im(pyp). Por
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lo tanto Im(eqf; ) = Im(pr) y luego eqfy ¢ escinde por la izquierda. Esto implica que
cualquier A-médulo 4X preserva el igualador eq, ¢, en particular 4€. Resumiendo, se
tiene usando la coasociatividad de A que el siguiente diagrama es conmutativo

k
¢aM e edp,e

0 MUeC ' M®sC : MRs1C€Q®4s¢C

PMOgeE M®aA M®ACR 4 A

eq’]i,{,g ®a

.8
——————M®4CR4¢C

eqre®A

(4
> MRCR4C

Y
0 (MOeC) ®4 €

ot

donde pp0, e induce una €—coaccién. Ahora esté claro que el isomorfismo M = Im(pyy)
MOe€ es de €—comoddulos.

(2). Bajo la hipétesis 4#€” preserva el igualador eq,, 5 o el morfismo eq’fwy ~ escinde por
la izquierda, se tiene una tnica aplicacién A" — A”-bilineal pym, v que hace el siguiente
diagrama conmutativo

k [4
0 MON —— = M @4 N—— = M @4 € @4 N
pMEE]zN M®’ PN M®A%®APN
¥ [ k R an €’ ® ne’
0 (MON) @ar € 22 S M @4 N @ar € 22242 M @4 € R4 N @ €

la conmutatividad del rectangulo de la derecha es facil de averiguar. Ahora la hipdtesis
'y preserva el igualador eq), y o el morfismo eq’fw’N escinde por la izquierda, implica el
siguiente diagrama conmutativo

e k
0 MOeN e M@AN—2 M@, Ce4N
A’”ée” /\M%AN )\M®Ai¢®AN
Y 'R 4reqt TR 4re
0 ¢ @p (MON) ML @/ @0 M@ N —L ¢ @y M @4 C R4 N

Las coacciones pyo, N ¥ Amon inducen estructuras de €”—comdédulo por la derecha y de
¢’—comddulo por la izquierda sobre MOgN.
(3). Usando las coacciones de (2), se tiene ahora un diagrama

M ®a N sl M®sN ®q0 "
‘qﬁl,N ’\"’Q‘MN /eq’fwyN®An€”
MOeN PMON_ (MOeN) ® 4 € A @AN® 41 €
AMOeN)®an e’
AMOg N C'Ra M@y N Toar VB urn C @y MsN®a T
T aredyy ﬂ&t"q’fuw@,«w@”
‘
€ @4 (MOeN) il € ®x (MON) @0 €
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cuyos rectangulos laterales, del techo y del suelo son conmutativos. Como €'® 4reqk, y® 40"
es inyectivo, por hipétesis, se tiene la conmutatividad del rectangulo del frente y luego el
final de la demostracién. 0

La compatibilidad entre el producto tensor y el producto cotensor viene como sigue.
Sea M € “M%y N € *M® dos bicombdulos. Para cualquier A’~médulo unitario por la
derecha X, consideramos el siguiente diagrama conmutativo

X®reafy X®arean, N
_—

X ®a (M ®4N) X®4y (M®1C€®4N)

Tx,M,c®Ang
(X Qa4 M)®4C€®s N
(1.36)

donde %" viene dada por la propiedad universal del nicleo de la segunda fila en M 4.
Notemos que, para cualquier X € My, M € € ME, se tiene los siguientes funtores

X ®@a (MUeN)
;’/’R,M,N TX,M,NlE

Y eq’c M,
(X @4 M)OeN —A2 (X @40 M) @4 N

eC|X®A,IM,N

0

(X ® 47 M)DQ_, X ®a (MD@—) : Q':./\/1 — Mk,

es facil de comprobar que " induce una transformacién natural ¥% 5, : X® 4 (MUe—) —
(X ® 4 M)Oeg—. La aplicacién ", implica también el siguiente lema

Lema 1.4.2. El diagrama (1.36), implica que X o preserva el igualador eqy, n si y sélo si
P X @4 (MOeN) = (X ®4 M)OeN. En particular, 1" es un isomorfismo si X es
modulo plano.

Ansalogamente, si consideramos L € €M%, se tiene para cualquier médulo 4Y un
morfismo ¥}, p,y : (LOeM) ®4Y — LOg(M ®4Y) y como en el Lema 1.4.2, ¢! es un
isomorfismo si y sélo si 1Y preserva el igualador eqy, 5.

El problema de la asociatividad del producto cotensor, viene parcialmente resuelto por
la siguiente proposicion

Proposicién 1.4.3. Sean L € “"M%, M € “M® y N € *M%'. Supongamos que
(H1) los objetos €'y, an€", (€4, 4n€"), Lo y (L ®a T') 4 preservan el igualador eqyy v -
(H2) los objetos €4, a€, (€, 4C€), aN y a(€®4 N) preservan el igualador eqy, 5.
Entonces existe un isomorfismo de (€",&")-bicomédulos

LOw(MOeN) = (LOgM)OeN.

Demostracién. La hipétesis (H1) implica la siguiente sucesién exacta de (€”, €”)-bicomédu-
los

LDC’eq’I‘\:/I,N LDg’qul,N
—_—

LD@I(M ®A Q: ®A N)

0 LOg(MOeN) LOg(M ®4 N)
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Mientras que la hip6tesis (H2) implica la siguiente sucesién exacta, también de (€”, &)~
bicomédulos

k
L0/ MN edL0,, M,N

0 (LD@/M)D@N (LD@/M) ®a N (LD@]\/[) RaC®Ra N

Consideramos ahora el diagrama

L0, M, L0, M,
0 (LOe M)OeN —<2 % (LOeM) ®4 N —=% (LOe M) ®4 € ®4 N
¥ l‘/’lL,M,N 1¢’[L,M,C®AN
Y LD 1€ k LD re
0 LOe(MOeN) —% [0 (M ®4 N) —2% [0 (M ®4 € @4 N)

componiendo con la inyeccién zq’z, Me e, Obtenemos la conmutatividad de este diagra-
ma. La aplicacién 1}, viene dada por la propiedad universal del nicleo. Como z/;lL‘ M.€% 4 N
y Y\ n son isomorfismos, segin el Lema 1.4.2; se tiene el isomorfismo LOg (MOeN) =
. . . : P l '
(LOeM)OeN en amM 40 que sigue siendo un isomorfismo en la categoria ' MY O

Observacién 1.4.4. (1.) Si € es A-—coanillo coseparable i.e. existe un morfismo de €-
bicomédulos 7y : €®4 € — € tal que yo A = €, véase [57] y [52]. Entonces, MOeN es
un (€, €”)-bicomédulo, para cualquier pareja de bicomédulos (M, N) € ¥ MExEM®".
Ademas, eqf, v es un morfismo que escinde por la izquierda en la categoria € M=,
[57, Proposition 1.2]. Asi las hipétesis del Lema 1.4.1 y de la Proposicién 1.4.3, son
satisfechas por este tipo de coanillos.

(2.) Sea € cualquier A—coanillo y M un (€, B)-bicomédulo, B otro K-anillo con unidades
locales. Se puede comprobar sin dificultad que —O¢M : M — Mg, es un funtor que
preserva la suma directa, incluso el limite directo.

Sea A un K-anillo con unidades locales y € un A—coanillo tal que 4€ es médulo plano.
Para un ¢-comédulo por la izquierda M, el funtor cotensor —dgM : M% — Mg no es en
general exacto ni por la izquierda ni por la derecha. Pero se puede comprobar como en el
caso de comoddulos sobre coalgebras que

Lema 1.4.5. Sean A y B dos K-anillos con unidades locales, € un A-coanillo tal que 4C
es un modulo plano y M un (€, B)-bicomdédulo. Entonces

1. El funtor —OeM : M% — Mgpg es relativamente exacto por la izquierda i.e. exacto
¢ B 4
por la izquierda respecto a sucesiones exactas en M y que son puras en M.

2. Si AM es un mddulo plano, entonces —LeM es exacto por la izquierda.

Definicién 1.4.6. Sean A y B dos K-anillos con unidades locales, € un A-coanillo con
4€ un moédulo plano y M un (€, B)-bicomddulo. Se dice que M es un €-comédulo coplano
si el funtor cotensor —[eM : M% — Mp es exacto.

COANILLOS Y CATEGORfAS DE COMODULOS.



Capitulo.1. COANILLOS, COMODULOS Y FUNTORES. 66

1.5. El coproducto de coanillos y sus comddulos.

En esta seccién vamos a ver ciertas aplicaciones del producto cotensor ademas de dar
algunos ejemplos de comddulos coplanos.

Fijamos A un K-anillo con unidades locales. Considere ¢ : € — ® un morfismo de
A—coanillos. A cualquier €-comdédulo por la derecha M, el A-moédulo subyacente admite
claramente una estructura de D-comddulo por la derecha (M, pys, ), via la coaccién

pm, M2 M, ¢ M8y ®aD,

y cualquier morfismo de €-comdédulos por la derecha f : M — M’ induce un morfismo
de ©-comddulos fs : My — M. Simétricamente, cualquier €-comédulo por la izquierda
admite una ®-coaccién por la izquierda. En particular € es ahora un ®-comoddulo por
la izquierda y por la derecha, lo que convierte a ¢ en un morfismo ®-—colineal por la
izquierda y por la derecha. Ain mas, usando la coasociatividad de Ag, se tiene que € con
las estructuras arriba inducidas, es un (€, D)-bicomédulo y un (D, €)-bicomdédulo. De esta
manera si (M, py) es un €-comddulo por la derecha, es facil de ver que eqpy, ¢ © pu = 0,
luego se tiene que la siguiente composicion de aplicaciones D—colineales

M PM M¢D@Q: MyUp ¢

MO0 = M,

es la identidad, esto quiere decir que M, es un sumando directo de My[p€ como D—
comodulo. El morfismo de A—coanillos ¢ induce funtores entre categorias de comoédulos.
En efecto (—)4 establece el funtor

(<)g 1 ME—sp(®

conocido por el nombre del funtor de induccién (6 funtor de corestriccion en [14, 22.11]).
Usando la estructura de (€, D)-bicomédulo sobre €, esté claro que MUOe€ es un D—comddu-
lo por la derecha, para todo M € M?% y ademaés el funtor induccién es isomorfo al funtor
—0e€ : M% — M?. Usando el bicomédulo simétrico p€¢, podemos formar el A-médulo
por la derecha M€, para cualquier ®—coméddulo por la derecha M. Segiin el Lema 1.4.1,
M€ es un €-comddulo por la derecha si 4€ es un médulo plano. Esto nos conlleva pues
a definir el funtor ad-induccién (u el funtor coinduccidn en [14, 22.11])

—0p€ : M® —> M®
El siguiente lema es un resultado particular de [51], véase también [14, 22.11].

Lema 1.5.1. Sea A un K-anillo con unidades locales, ¢ : € — D un morfismo de A-
coanillos. Si € es un mddulo plano, entonces, par cualquier M € M® y N € M?,

HOII]@(M, ND@Q:) — Hom@(M¢, N)
fr—"—"—(MDOs¢) o f

(g ®4€)o pyy~—9
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es un isomorfismo natural es decir (—)4 es un funtor adjunto por la izquierda de —UpC,
i.€. (—)¢ = —D@Q:.

Lema 1.5.2. Sean A, A" y A” K-anillos con unidades locales y ¢ : € — D un morfismo de
A-coanillos. Para cualquier X € M yY € MY, donde &' y &" son respectivamente, un
A’ —coanillo y un A”—coanillo tales que €'y, y 4»€" son médulos planos, existe un morfismo
(natural sobre las dos componentes) de (€', &")~bicomddulos

wXxy - XDQ;Y A X¢D@Y¢

Si supongamos que X ®4p®4Y es inyectivo, entonces wxy es un isomorfismo natural de
(€, ") ~bicomddulos. En particular si ¢ escinde por la izquierda en sM 4. Entonces w_ _
es un isomorfismo natural.

Demostracién. Por hipétesis y Lema 1.4.1, se tiene el siguiente diagrama en ¢ M’

k

tax.y eqx,y

0 XOeY X®4Y X®4C®aY
|
wX,Y | ” 1X®A¢®AY
¥ ‘q’)c(d,, 4 X y,Y,
0 XOnYy X®aY X®1DR®sY

cuyo rectangulo de la derecha es facil de comprobar que es conmutativo y donde wy y
viene dada por la propiedad universal del nicleo y que convierte el total del diagrama
conmutativo. Por lo tanto, si X ®4 ¢ ®4Y es inyectivo wy y serd un isomorfismo. El caso
particular es ahora inmediato. 1

Sea A un K-anillo con unidades locales y {€,;}:c; una familia A—coanillos; denotemos
como usual por 7; y 7; las inyecciones y las proyecciones canénicas. Supongamos que cada
uno de los 2€; es un moédulo plano. Sea sabe de la Proposicién 1.1.10 que @&;€; es un
A-—coanillo y que cada 7; : €, — D = @;¢; es un morfismo de A—coanillos. Sea M un
®-comodulo por la derecha, entonces cada producto tensor MUp€; es un €;—comddulo
por la derecha, recuerde del Lema 1.4.1; existe pues un objeto

(MOp€;),.; en la categoria producto H ME
el

Cada morfismo ®—colineal por la derecha f : M — M’  induce la familia de morfismos
¢;—colineales por la derecha fl15C;, ¢ € I. Esto establece el funtor

M+——- (MDDQ:i)iE[

Si consideramos ahora (M;); un objeto de la categoria producto [T, M%, entonces @& (M;)-,
es un D-comodulo por la derecha. Para no complicar la notacién, no vamos a disponer
siempre de la notacién del funtor de induccién (—),,. Con esta nueva notacion si (f;); es un
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morfismo en la categoria [, M%, entonces @ f; es un morfismo D—colineal por la derecha.
Se tiene pues el funtor

T [[[ME—— M (1.38)
(M) —— @1 M;

Proposicién 1.5.3. Sea A un K-anillo con unidades locales y {C;}ic; una familia de A-
coanillos tales que cada médulo 4o€; es plano. Los funtores F y 71 de las ecuaciones (1.37)
y (1.38), establecen una equivalencia de categorias entre la categoria producto [[; M% vy
la categoria de comddulos M®1%

Demostracién. Sea M € M®, donde ® = &;C;, F (M) = (MOp<;),, luego
IF (Mp) = &5 (MUp€;) = MUy (0:€:) = Mo

Por lo tanto T1F = idyo es un isomorfismo natural. Ahora si (M;);e; es un objeto en la
categorfa producto [ [, M%, T ((M;)1) = ®&1M; como D-comédulo por induccién. Entonces

F((M;)r) = (©1M;)00C:),c; = (®jer(M;00%:)) ¢
Sean i # j en I y consideramos la composicién

eq(Mj)Tj N

M; ®4¢; M; 49 ®4¢; = ®rer(M; ®4 € ®4 &)

Esta claro que la imagen de M;0pC;, por esta composicién estd dentro de la interseccion
(M; @4 € @4 )N (M; ®4€;®4€;) =0en M; ®4 D ®4 &;, recuerde que los morfismos
canénicos 7; escinde por la izquierda en la categoria 4 M 4. Por lo tanto M;Us€; = 0, para
todo i # j en I. Asi

(®jerM;)05¢; = @;(M;05¢;) = M;05C;, para cualquier : € I.
Usando el Lema 1.5.2, recuerda que 7; es un morfismo de A—coanillos, se tiene
(Mi)T,‘DDQ:’I: = MiDQ‘iQi = Mi

como €;—comédulo por la derecha. Lo que implica que F1((M;)r) = (M;)r ie. F1 =
idpq, pme: un isomorfismo natural. ' O

Proposicién 1.5.4. Sea A un K-anillo con unidades locales y {€;}icr una familia de A-
coanillos tal que cada uno de los 4€; es un médulo plano. Considere ® = ®;€; el A—coanillo
suma directa junto con los morfismos candnicos de A—coanillos 7; : €; — D, como en la
Proposicién 1.1.10. Entonces, para cada i € I, 5€; es un comddulo coplano.

Demostracidn. Segin la notacién del apartado 1.5.3 los funtores F y 71 en las ecuaciones
(1.37) y (1.38), establecen una equivalencia de categorias. Entonces f es un funtor exacto,
lo que implica que cada funtor —Op€; : M® — M es exacto. Como cada uno de los €,
es plano el funtor del olvido U} : M% — M, es exacto, segin le Proposicién 1.2.12, para
cualquier 7 € I. Por lo tanto cada funtor —UpC; : M?® — M, es exacto. U
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1.6. Funtores entre categorias de comdédulos.

Nuestro objetivo en esta seccién consiste en caracterizar ciertos funtores entre cate-
gorfas de comédulos. Este problema ha sido inspirado del trabajo de C. E. Watts en [97],
sobre los funtores aditivos. Aqui vamos adaptar la versién de [51], aunque usando K-anillos
con unidades locales, como anillos de escalares.

Todos los coanillos bajo consideracion en esta seccion deben de tener la categoria de
comdédulos por la derecha una categoria abeliana.

Sean A y B dos K-anillos con unidades locales, € un A—coanillo y ©® un B-—coanillo.
consideramos un funtor K-lineal

F: M&¢—> M?

Sea T otro K-anillo con unidades locales. Para cualquier (M, py) € TME® (i.e. ppr es T—
lineal por la izquierda), considere el morfismo de K-anillos (que no conserva las unidades
locales)

T —2> Home(M, M) £~ Homg(F(M), F(M)) (1.39)
donde la primera flecha viene de la ecuacién (1.32). Asi el morfismo (1.39), induce una

estructura de (7', B)-bimédulo sobre F(M) con una D-coaccién T-lineal por la izquierda.
Denotaremos por ¢p(pr) esta nueva T—accion, es decir

srvmy - T ®p F(M) F(M)

t @r ——m— F(N\)(2) =tz

observe que 7F (M) no es por el momento un médulo unitario. Con esta accién se tienen
pues dos funtores

—®7 F(-), F(—®r =) : Mp x TM®— M2,
Fijamos, por el momento M € " M®. Vamos a intentar definir una trasformacién natural
Y_m:—Qpr F(M) — F(—®r M) (1.40)

Sea X € My, supongamos que existe e € Idemp(T') tal que eT" = X7, sea pues

el @r F(M)-----= ——->F(eT'®r M) (1.41)
m %"/m;)
F(M)

donde vep : P — eI ®r P, viap— eQ@rpy Tep : €I @ P — P, via et @7 p — etp,
para cualquier T-mdédulo por la izquierda P, son las aplicaciones canénicas, en efecto
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transformaciones naturales, definidas en el capitulo de apéndices, véase la ecuacién (A.3)
de alli. Observe que en este caso 7, gy es D-colineal; mientras que 7, es €-colineal. Para
comprobar que Y_ js es natural sobre los T-médulos de forma e7" con e en Idemp(7'),
considere f : eI" — €T, un morfismo en My y Ag) : M — M, via m + f(e)m, para
todo m € M. Como M € "M, Ay es €—colineal y luego F(As()) : F(M) — F(M), via
z +— F(Ape))(z) = f(e).z es D-colineal. Se tiene pues el siguiente diagram en M?®

ferF(M) F(M) F(forM)

e!T\M

T
¢T @ F(M)=™'~ ~ - — — —|- = =~ - - - ~ F(e'T ®r M)

m m’

F(M)

Utilizando las ecuaciones (A.4) del capitulo de apéndices, se tiene la conmutatividad de los
dos paralelogramos, y luego la del rectangulo del fondo. Si suponemos ahora que F' preserva
coproductos y que X = @;cre;T, donde e; € Idemp(T), para todo i € I. Entonces,
definimos Y x »s como el morfismo que hace el siguiente diagrama conmutativo

(@®re:T) ®r F(M)---=~=->F ((®1e:T) @ M)

. ]

52) Te- ¥
®1(e;T ® F(M)) ——" > @ (F(e;T ®1 M))

Siguiendo los pasos del Teorema de Mitchell [84, Theorem 4.5.2] 6 [87, Theorem 3.6.5]
(recuerde que M% y M® son supuestas abelianas), y usando representaciones libres de
forma ®;(e;T) — @®r(e;T) — X, si F preserva coproductos, entonces existe una tnica
transformacién natural

TX,MX®TF(M)—>F(X®TM)

cuya restriccién a {€7 }ecrdemp(r) coincide con la transformacién (1.41).
Si ahora movemos la segunda componente, es decir si A : M — N es un morfismo en la
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categoria T M® y e € Idemp(T) entonces

T
el @ F(M)~~~~~-~--~ S > F(eT ®r M)
eT®rF(h) F(M) F(eT®Th)
F(Afe))
Te
eT® F(N)-------~|-=---ZT2>F(eT ® N)

F(N)

donde los paralelogramos son conmutativos porque 7. _ y 7. — son naturales. De alli la nat-
uralidad de Yer,—. Si F' preserva coproductos, se tiene también la naturalidad de Y, (,7),—,
luego se utiliza una presentacién libre ®(e;T") — X, para obtener la naturalidad sobre
X7. En conclusiéon tenemos

Lema 1.6.1. Sean F : M® — M® un funtor K-lineal y M € T M.
(a) YTerm es un isomorfismo de ®-comddulos para cualquier e € Idemp(T).

(b) Si F' preserva coproductos, entonces T_ _ es una transformacién natural y Tx _ es un
isomorfismo natural para cualquier médulo proyectivo Xr.

(c) Si F' preserva limites directos, entonces (M) es un T-mddulo unitario por la izquierda
ie. F(M) e TM?® y Yo es en este caso un isomorfismo de ®—-comddulos. Ademds
Tx _ es un isomorfismo natural para cualquier médulo unitario Xr limite directo de
T-mddulos unitarios proyectivos.

Demostracién. (a). Consideramos Ocrpr @ F(eT @r M) — T ®r F(M) la composicién
Ot M = Ve, (M) © F(Tenr), que es D—colineal. De una parte tenemos

Yerm 0Ot = F(Yem) © Te,p(a) © Ye,p(ar) © F(Te,nr)
' F(Yem) © F(Ae) 0 F(7e,nm)

(

(

I
T

Ye,M © Ae O Te M)
F€T®T )

y de otra parte

Ocrm o Term = Yermy © F(Tenm) © F(Yer) © Te p(a)
= Ye,r(M) © F(Ter © Ye,m) © Te p(M)
= Ye,rm) © F'(Ae) © Te Fary
= T ®p F(M)
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Por lo tanto YTer ar es un isomorfismo de ®—comodulos por la derecha.

(b). Observe que en este caso, es facil de comprobar, de la misma manera que para el
caso de T_ p, que ©_ y puede ser extendida a una transformacién natural sobre toda la
categoria de médulos unitarios Mp. Luego concluimos, usando (a).

(c). Vamos a comprobar solamente la primera asercién porque el resto es consecuencia
de resultados anteriores o de esta misma asercién. Fijamos e € Idemp(7'), se sabe que
eF(M) es un B-submddulo unitario sumando directo de F(M)p, como ppary es T-lineal
por la izquierda, e '(M) hereda un estructura de ®—-comddulo por la derecha. Por lo tanto
eTRrF(M) = eF (M), mediante 7. g(ar), es un isomorfismo de D—comédulos por la derecha.
Se tiene pues el siguiente diagrama conmutativo

Yer,M

eT @7 F(M) F(eT ®7 M) (1.42)

M’M %;)

IR
e
L

IR

Lo que implica que eF (M) = F(eM) en M®. Recuerde ahora del capitulo de apéndices
seccién A.2 elorden e < €' & e = ee’ = e'e sobre Idemp(7'), se sabe de alli que en cualquier
T—médulo unitario por la izquierda X, la familia {€X }ccidemp(r) forma un sistema dirigido
de K-submédulos con las inyecciones canénicas . : eX — €'X, para e < € y que
X = lim(eX). Por lo tanto, aplicando esto a pF(M), se tiene

lirll(eF(M)) = liT(F(eM)) o F(li_n}(eM)) = F(M)

en M®, donde el segundo isomorfismo es por hipétesis y el dltimo porque M es unitario.
De esta manera

T @ F(M) = (IE(GT)) ®r F(M) = lim(eT @ F(M)) = lim(eF(M)) = F(M)

se tiene entonces una aplicacién inversa de p(ar) y luego F(M) es un T-médulo unitario
por la izquierda. O

Baséandose sobre el Lema 1.6.1 y su demostracién, se puede extender los resultados [51,
lemmata 3.2, 3.3, proposition 3.4] al caso de K-anillos con unidades locales. Por lo tanto
podemos enunciar el siguiente teorema andlogo de [51, Theorem 3.5] por el caso unitario.

Teorema 1.6.2. Sean A, B dos K-anillos con unidades locales y €, ®, respectivamente,
un A-coanillo, un B—coanillo. Considere F : M® — M® un funtor exacto y que preser-
va limites directos (e.g. F es una equivalencia de categorias). Si €4 es limite directo de
mddulos unitarios proyectivos, entonces F = —¢F(C€) un isomorfismo natural.
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Sean A y B dos K-anillos con unidades locales y (¢, ¢) : (A,€) — (B, D) un morfismo
de A — B-coanillos. Vamos a definir, andlogamente a [51, Proposition 5.4], los funtores
induccién y ad-induccién respecto al morfismo de A — B-coanillos (¢, ¢). Para ello hacia
falta traducir el material técnico del apartado [51, 5.1], al caso de anillos con unidades
locales. Considere pues los siguientes funtores

B®p —, —®4B: pMp—pMsp

Para cada X un B-bimddulo unitario, definimos el morfismo de B-bimédulos, o' : X ® 4
B —- B®p X, viaz®4 b+ e®pzb, donde e € Idemp(A) tal que p(e) es una unidad
del conjunto {z,b}. Dado un morfismo de B-bimédulos unitarios f : X — Y, se puede
comprobar sin dificultad que el diagrama

r

X@u B—2X ~B®X
f@ABl B®Bfl
Y B—Y ~B®gY

es conmutativo. Es decir que
ol :—®1B—=B®p —
es un morfismo natural. De la misma manera, definimos la transformacién natural
o' :BQs———@®pB
De otra parte, sean X y Y dos B-bimddulos, se puede comprobar que el siguiente diagrama

X®AU§,

X®1Y ®aB

WX,Y@ABl

X®1B®aY

lo‘&@AY
GTX®BY

XY@ B—BRpX®4Y

es conmutativo, donde wyy : X ®4Y — X ®p Y es la aplicaciéon obvia. Ahora, segin [51,
Proposition 5.2], estamos en condiciones de definir el funtor de induccién por la derecha

— ®aB: M® ' M?
(X, px)—— (X ®a B, pxe,B)

donde pxg, B = (X ®40%) 0 (X ®4 ¢ ®a B) o (px ®a B) y el funtor de induccién por la
izquierda

B®4—: *M 2 M
(Y, A\y) ——— (B ®aY,Apg,v)

donde A\gg,y = (05 ®4Y) 0o (B®4dp®4Y) o0 (B®4Ay). Observe que B ®4 € es ahora
un (D, €)-bicomddulo. La siguiente proposicién es la version no-unitaria del resultado [51,
Proposition 5.4].
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Proposicién 1.6.3. Sean A, B dos K-anillos con unidades locales y (¢,¢) : (A,€) —
(B,®) un morfismo de A—B—-coanillos. Si € preserva el igualador eqy Bg ¢, Para cualquier
comddulo Y. Entonces el funtor ad-induccién

—Op(B®4 €) : MP — Mm©
es un adjunto por la derecha del funtor induccion
- ®4B: M*—— M?
La siguiente proposicién es una generalizacién del Lema 1.5.2.

Proposicién 1.6.4. Sean A, B dos K-anillos con unidades locales y (p,¢) : (A,&) —
(B,®) un morfismo de A — B-coanillos.

(1) Considere (X, px) € M® y (Y, \y) € *M. Entonces existe una aplicacién candnica y
K-lineal
WXy - XOgY —— (X ®a B)D@(B XA Y)

(2) Si &, € son, respectivamente un A’'—coanillo y un A”-coanillo, tales que €, y 4nC"
son modulos planos. Entonces

w__: —O¢= — (- ®4 B)Op(B ®4 —)
establece una transformacion natural de (€', &")~bicomddulos.

Demostracion. (1). Definimos la siguiente aplicacién K-lineal

Xxy : X @Y ——=(X®4B)®p (B®sY) (1.43)
T®ay——(z®4¢(e)) ®B (v(e) ®ay)

donde e € Idemp(A), es una unidad del conjunto {z, y}. Se tiene pues el siguiente diagrama

e k
XOeY Ty X®4Y - i X®aC®4Y
| .
| X@A%@AY

w):(,Y XX,Y X®1DRY
|

o

k
¢9X® 4 B.B® ®4B.B®

(X ®4 B)Oa(B ©4 VWAZ2K @4 B) 05 (B ®4 V222K 04 B) 05 D ®5 (B®4Y)

cuyo rectangulo de la derecha es facil de comprobar que es conmutativo y wxy viene
dada entonces por la propiedad universal del nicleo y que convierte el total del diagrama

conmutativo.
(2). Viene del Lema 1.4.1 y del apartado (1). O
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1.7. Cotriples sobre médulos y la nocién de coanillo.

Los (co)-triples y sus generadores universales, sobre categorias aditivas, han sido detal-
ladamente investigados por S. Eilenberg y J. C. Moore en [37]. La relacién entre (co)-triples
y funtores adjuntos, ha sido también observada por H. Kleisli en [67], donde se encuentra un
generador de cualquier (co)-triple y su correspondiente categoria, conocida por la categoria
de Kleisli, véase también [11]. En esta seccién, vamos a dar una equivalencia de categorias
entre la categoria de A—coanillos (A es un K-anillo con unidades locales) y la categoria de
los cotriples exactos por la derecha y que preservan coproductos, definidos sobre M 4. Los
morfismos de esta tltima categoria, viene definidos en [11] (véase el capitulo de apéndices).
Un tal resultado ha sido afirmado en [37, p. 398], para el caso de codlgebras sobre anillos
conmutativos; pero sin demostracién concreta.

Fijamos durante los siguientes pasos, A un K-anillo con unidades locales y

F: My My

un funtor covariante exacto por la derecha y que preserva coproductos. Vamos a comprobar
como en el caso unitario [97], que F' es naturalmente isomorfo al funtor tensor. La estructura
de A-bimédulo de F(A), viene dada por la siguiente composicién

A—2 >Homa(Ax, Ax) —— Hom4(F(A), F(A))

donde A\, : A — A, envia a’ — ad’, para cualquier a € A. Asi también podemos definir
una A-accién por la izquierda sobre F?(A) = FF(A). Se puede pues considerar el funtor
— ®a4 F(A) : M4y — My, observe que 4F(A) no es necesariamente unitario. Se trata
entonces de construir un isomorfismo natural T_ : F(—) — — ®4 F(A). Para ello sea

e € Idemp(A) y

FleA)- - - - — > cA®4 F(A)

)
Ye,F(A)
F

(re)
F(A)

donde 7, : eA — A es la inyeccién canénica y 7. p(a) es la transformacion natural del
capitulo de apéndices ecuacién (A.4). Si ahora escogemos f : eA — €A un morfismo
A-lineal, donde ¢’ € Idemp(A) es otro idempotente de A. Entonces

FeA)- - - - — > eA®4 F(A)

[(Te) A‘;
F(f) F(A) f®AF(A)

F(Xfey)
) ), ,

F(A)----%~-->A®4 F(A)

Fmg A:)

F(A)
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es un diagrama cuyos paralelogramos del pico es facil de comprobar que son conmuta-
tivos, lo que implica la conmutatividad del rectangulo del fondo. Asi T _ es natural sobre
{eA}ccrdemp(a)- De la misma manera, se puede considerar

eA®4 F(A) - - -2 -~ » F(eA)
m F(?l’e)
F(A)

donde 7, : A — €A es la proyeccién canénica y 7. p(a) es la transformaciéon natural del
capitulo de apéndices ecuacién (A.4). Un cédlculo rutinario comprueba que ©.4 es efectiva-
mente el morfismo inverso de T4, para cada e € Idemp(A). Como F preserva coproductos,
Tg,e,4 €s también un isomorfismo para cualquier conjunto de idempotentes {e;};c; de A.
Usando las representaciones libres en M4 y el efecto de que F' es exacto por la derecha
junto con el Teorema de Mitchell [84, Theorem 4.5.2], [87, Theorem 3.6.5], deducimos que
F = — ®,4 F(A) mediante una tnica extensiéon de T_. Denotemos pues este isomorfismo
natural por

YT_: F(=) —> — ®4 F(A) (1.44)

Hemos visto que eF(A) = F(eA), via Y4, para cualquier e € Idemp(A). Ahora usando
el isomorfismo natural F = — ®4 F(A), se ve que F' preserva limites directos. Entonces
lim(eF(A)) = F(lim(eA)) =& F(A), lo que implica que 4F(A) es unitario y luego F'(A) es

un A-bimdédulo unitario.

Lema 1.7.1. Sea A un K-anillo con unidades locales y Fy, Fy : M4 — My dos funtores
ezxactos por la derecha y que preservan coproductos. Supongamos que existe x : Fy — I
una transformacion natural. Entonces

(1) El morfismo xa : Fi(A) — Fy(A) es A-bilineal.
(2) Para cualquier mddulo unitario X 4, el siguiente diagrama es conmutativo

131
Tx

Fi(X) X ®4 F1(A)

xxl 1X®AXA
T2

F2(X) ! X®AF2(X)

donde YT es el isomorfismo natural (1.44) asociado al funtor F;, i =1,2.
Demostracién. (1). Para cualquier a € A, se tiene x4 0 Fi(\,) = Fa(A,) © x4, porque x es

natural y A\, A-lineal por la derecha. Luego x es A-bilineal.
(2). Supongamos que X es de forma X = eA, para un cierto idempotente e de A. Denotemos
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por T! : F; — — ®4 Fi(A), i = 1,2, el isomorfismo natural (1.44) asociado al funtor Fj,
tenemos pues

Y2,0Xea = Yers(a) © Fa(Te) 0 Xea
Ye,F5(4) © X4 © F1(7e), x— es natural
= (eA®a Xa)© Ve, (a) © Fi(Te), Ve~ €s natural
= (eA®axa)oTey

lo que implica la conmutatividad del citado diagrama para X = eA. Para el resto de
moédulos unitarios, utilizaremos las representaciones libres @e;A — X, donde {e; }ic; son
conjuntosw de idempotentes de A. O

Para cualquier consulta sobre las siguiente definiciones, enviamos al lector al capitulo
de apéndices. De ahora en adelante consideramos (F,d,£) un cotriple sobre M 4 tal que el
funtor F : M, — M4 sea exacto por la derecha y que preserva coproductos. Nuestro ob-
jetivo en los siguientes pasos es montar sobre el A-bimédulo unitario F/(A), una estructura
de A-coanillo. Considere pues la aplicaciones A-lineales por la derecha

Tra)
—_—

A F(A) —4 - F2(4) F(A) ®4 F(A)

e: F(A)—A 54

donde Y _ es isomorfismo natural de (1.44). Primero vamos a comprobar que A y € son A-
lineales por la izquierda. Para cualquier @ € A y en la notacién de arriba A, : A — A designa
la multiplicacién por a por la izquierda. Como £ es natural, se tiene £4 0 F(\,) = A, 04,
para cualquier a € A. Lo que implica que € es A-lineal por la izquierda. La A-linealidad
de A viene del siguiente diagrama conmutativo
T
F(A) 4+ F2(4) 222 F(A) @4 F(A)
F\)| F2(0\)| . |Fowara)

F(A) =2~ F2(4) 222 P(A) ® 4 F(A)

donde se ve que 4 es A-bilineal.

Denotemos por Y2 : F? — — ®, F?(A) el isomorfismo natural asociado el funtor F2.
La coasociatividad de A, viene dada por el siguiente diagrama

F(A) b F2(A) L F(A) ®4 F(A)
A (1) F(54) 2) AR AF(A)
FY(A4) — 20 psa) —— O p2(4) 0, F(A)
Tr(a) (3) Th(ay (4) Tra)®aF(A)
F(A) @4 F(A) 2024 by o p2(4) 224050 b4y @, F(A) @4 F(A)
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recordar que 04 es A-bilineal. El rectdngulo (1) en este diagram es conmutativo porque
(F,6,€) es un cotriple. La naturalidad de T_ implica la conmutatividad del recténgulo (2).
Aplicando el Lema 1.7.1, con la siguiente transformacién natural x = 4§ : F — F? se tiene
la conmutatividad del rectangulo (3). Para el rectangulo (4), se aplica el mismo Lema; pero
esta vez con los datos Fy = F?, Fy = F(—) ®4 F(A) y x = YTp(-y. Por lo tanto el total
del diagrama es conmutativo y luego A es coasociativa. Falta de comprobar la propiedad
counitaria. Para ello es facil de ver que la naturalidad de T _, y la propiedad counitaria del
cotriple, implican que el diagrama

F(A) 24 F2(4) T2 F(4) @4 F(A)

\ lF(sA) leA®AF<A)

F(A) —4 > A®4 F(A)

es conmutativo y luego (¢ ®4 F(A)) o A = F(A). La otra igualdad, viene del siguiente
diagrama cuyo triangulo es conmutativo por la propiedad counitaria del cotriple y cuyo
rectdngulo es conmutativo por el Lema 1.7.1, escogiendo los datos F} = F'| Fy = idp, ¥
X = ¢

da F(A)

F(A) =2~ F2(4) 229 F(A) @4 F(A)

\ lﬁF(A) lF(A)@’AfA
T

0
F(A)

F(A) ——= A®4 F(A)
donde Y° : idp, — — ®4 A es el isomorfismo natural asociado al funtor ida,. En con-

clusion estamos en posicion de enunciar

Proposicién 1.7.2. Sea A un K-anillo con unidades locales y (F,0,€) un cotriple sobre
My tal que F : My — My sea un funtor exacto por la derecha y preserva coproductos.
SiY_: F — —®4F(A) es el isomorfismo natural asociado a F. Entonces (F(A), T pa o
04,€4) €s un A-coanillo.

En consiguiente vamos a caracterizar el cogenerador universal del cotriple (F, 9, £) sobre
M. Segun la Proposicién 1.7.2, F/(A) es un A—coanillo, sea pues

Ug: MFD == M, : — ®4 F(4)
la adjuncién entre médulos y comddulos.

Proposicién 1.7.3. Sea A un K-anillo con unidades locales y (F,9,&) un cotriple sobre
My tal que F' 2 My — My sea un funtor exacto por la derecha y preserva coproductos,
con el cogenerador universal (MK, ST 4TF) (véase el capitulo de apéndices). Entonces
existe un isomorfismo de categorias

ME = ME@,
modulo el cual, se tiene los isomorfismos naturales

SF=Uy, y —®4F(A) =T".
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Demostracion. Usando la notacién de la seccion A 4, el isomorfismo de categorias viene
dado por

ME MF@) (1.45)
(X, dX) ———(8"(X) = X, px = Tx 0 d¥)
(X,d* =Ty opx) (X, px)

Primero comprobaremos que la flecha M — MF(4) es un funtor bien definido. Sea pues
(X, dX) un objeto en la categoria MY, se tiene el diagrama

dX Tx

X F(X) X ®4 F(A)
dxl (1) l5x (2) leaA
F(X) il F(X) b X @4 F2(X)
Txl (3) lT (4) 1X®ATF(A)
X @4 F(X) 2245 p(X) @4 F(A) X225 x @, F(A) @4 F(A)

(1) es conmutativo por definicién de los objetos de M. El rectdngulo (2) resulta conmuta-
tivo si aplicamos el Lema 1.7.1 con la transformacién natural Y = § : F' — F?2. La conmuta-
tividad de (3) viene por la naturalidad de Y_. Por tltimo (4) resulta conmutativo después
de aplicar el Lema 1.7.1 con la transformacién natural x = Tp—) : F?(=) — F(—)®4F(A),
aqui hay que observar que el isomorfismo natural asociado al funtor F(—) ® 4 F(A) es
T_®4 F(A) ie. YFORAFA) _ v o F(A). En conclusién el diagrama total es conmuta-
tivo lo que nos da la coasociatividad de esta nueva coaccién. La propiedad counitaria viene
del siguiente diagrama conmutativo

s PIX) B X @y FUA)
lﬁx lX®A£A
TO TO -1
D% X X ®4A (rx) X

En resumen el citado funtor esta bien definido. sobre los objetos. Falta ver si lo es sobre
los morfismos. Para ello sea f : (X,d*X) — (X’,d*") un morfismo en la categoria M,
entonces

X -5 X)X X @, F(A)
fL F () lfmm)

4 T s
X' L5 F(X') X~ X' @4 F(A)
que es un diagrama conmutativo y luego f es F(A)-colineal por la derecha. De la misma
manera y usando los isomorfismos naturales (T:) - y su version correspondiente del Lema

1.7.1, comprobaremos que (X, px) — (X,d*¥ = T} o px) es un funtor bien definido.
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Esta claro ahora que (1.45), establece un isomorfismo de categorias. El isomorfismo natural
SF =2 U, es evidente. Sea ahora X € My, se sabe que TF(X) = (F(X),dF™®) = §x), luego

F(X) —% P(X) —— % F(X) ®4 F(4)
TF(X)l (1) 1T3( 2 lTX®AF(A)
X®aAT
X @4 F(A) 2224, ¥ @, F2(A) 2D x @, F(A) @4 F(A)

donde (1) es conmutativo, por la aplicacién del Lema 1.7.1 con x = § : F — F?. (2)
lo es también aplicando el mismo Lema pero utilizando la transformacién natural y =
YTry: F? — F(—) ®4 F(A). Médulo el isomorfismo de categorfas (1.45), T_ es ahora un
isomorfismo natural de F'(A)-comédulos por la derecha. Por lo tanto TF = — ®4 F(A),
mediante este mismo isomorfismo natural. a

Sea A un K-anillo con unidades locales. Denotemos por €4 la categoria de cotriples
sobre M4, cuyos funtores son exactos por la derecha y que preservan coproductos. El
resultado principal de esta seccién se resume en el siguiente teorema.

Teorema 1.7.4. Sea A un K-anillo con unidades locales junto con sus correspondientes
categorias A — coting y C4. Entonces existe una equivalencia de categorias

Ca A — coring
(F? 5)5)}—_————> (F(A))TA o 6A1£A)
[@: F - F|——[®4: F(A) — F'(A)]

cuyo funtor inverso es

A — coting Ca
(€,A,e)———>(Uao(—®4%),—®14,—®,¢)
P:CoCl———[-®4¢: —®4C— — Q]

Demostracién. Vamos a comprobar solamente que dichos funtores son bien definidos; el
resto es evidente. Sea @ : (F,§,&) — (F’,§,&') un morfismo de cotriples sobre M 4. El
morfismo ® 4 es A-bilineal, segiin el Lema 1.7.1. La propiedad counitaria, {4 0 ®4 = &4,
viene dada por definicién de ®. Denotemos por T”_ la transformacién natural asociada a F".
Aplicando el Lema 1.7.1 con la trasformacién natural ® : F' — F” y usando la naturalidad
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de T_, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

B Al T rr(a) ’ /
F'F'(A) F'(A) ®4 F'(A)
F'(®4) 24@aF'(A)
TI
F'F(A) —2 > F(A) ®4 F'(A)
Pr(a)
(A)®a®a
FF(A) F(A) ®4 F(A)

Tra)
Por lo tanto, se tiene

(Pa®a F'(A)) o (F(A) ®4 Pa) o Tray
= (Pa®aPa)o Y

I

lo que implica que el diagrama

F(A) = F'(A)
! ’
F'(®4)0®p(a)=
2 /2
F (A) (I)F’(A)OF(q)A) F (A)

TF(A)l lT'p/(m

F(A) @4 F(A) 248424, pr(4) @ 4 F'(A)

es conmutativo y luego ®4 : F(A) — F’'(A) es un morfismo de A-coanillos. Sea ahora
¢ :(€,Ae) - (€ A" ¢) un morfismo de A-coanillos. Consideramos los cotriples corre-
spondientes y definimos la transformacién natural

- @UC—22 s,
Es evidente que
Pxg e 0 (Px ®aC) = X®10pR4¢
= (Px ®aT)oPxg,c
para cualquier médulo X 4. Luego

X®ad

X®4C X4
X@AAl lX@AA’
4) /0((1) ® ¢)=
X®4C@aC o X @€ @4

(Px®aT)oPxg ¢
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lo que implica la coasociatividad de la transformacién natural ®_. La propiedad counitaria
de ¢ implica que el diagrama:

b x

X®4C X®s4C
\ lX@AEEI
X®se¢
X
es conmutativo y luego ®_ : — ®4 € — — ®4 € es un morfismo de cotriples. O

Observacién 1.7.5. Los funtores Frobenius entre categorias de médulos unitarios sobre
anillos unitarios han sido investigados en [29]. Véase también, [85], [74], [26], por el his-
torial de este tipo de funtores. Un par de Frobenius, consiste en una pareja de funtores
(F,G), tales que G es adjunto por la derecha y por la izquierda de F. Un funtor F' es un
funtor de Frobenius, si existe G tal que (F,G) forman un par de Frobenius. Segin [29,
Theorem 2.1], los pares de Frobenius, vienen inducidos por bimédulos finitamente gener-
ados y proyectivos por la derecha y por la izquierda. Con esta caracterizacion, se puede
comprobar que los cotriples asociados a un par de Frobenius, entre categorias de médu-
los, corresponden a coanillos de coendomorfismos de médulos quasi-finitos i.e. finitamente
generados y proyectivos, considerados en el Ejemplo 2.1.5.
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Capitulo 2

Reconstruccion, Coanillos de
Comatrices y la Teoria del Descent.

Introduccion

En este capitulo caracterizaremos primero los coanillos (sobre anillos con unidades
locales) cuya categoria de comd6dulos (por la derecha) posee un generador finitamente
generado y proyectivo. La estructura de esta clase de coanillos la proporcionan los coanillos
de comatrices finitas. A cada bimédulo finitamente generado y proyectivo por un lado, se le
asocia su coanillo de comatrices finitas. Si el bimédulo es un anillo extensién (de anillos con
unidades locales) de otro anillo, entonces el coanillo correspondiente coincide con el coanillo
canonico de Sweedler. Nuestros métodos se basan sobre la equivalencia de categorias entre
comoédulos y médulos sobre el anillo de endomorfismos de este generador (Teorema de
Gabriel-Popescu). Lo que nos ha permitido ofrecer un Teorema del Descent generalizado
para modulos, lo cual en caso de extensiones de anillos, implica el Descent clasico.

En segundo lugar caracterizaremos los coanillos sobre anillos unitarios y cuya cate-
goria de comddulos posee un conjunto de generadores pequenos y proyectivos. Esta vez son
los coanillos de comatrices infinitas, quien nos proporciona la estructura de esta clase de
coanillos. A cada categoria aditiva pequena y un funtor fiel entre esta y la sub-categoria
de modulos finitamente generados y proyectivos (sobre anillo unitario), se le asocian su
coanillo de comatrices infinitas. Si hay un sélo objeto, entonces el coanillo de comatrices
correspondiente coincide con el coanillo de comatrices finitas (definido sobre anillo uni-
tario). La caracterizacién de esta parte se basa sobre el Teorema de Freyd [43, p. 120] en
combinacién con el Teorema Gabriel [45, Proposition I12] (véase también [59]).

Aparentemente los coanillos de comatrices finitas son caso particular de los coanillos
de comatrices infinitas. Esto es el caso cuando el anillo de escalares es un anillo unitario.
Notemos que todavia no existe una definicién concreta de comatrices infinitas con escalares
en un anillo sin unidad (o con unidades locales). Asi, en nuestro procedimiento, vamos a
analizar aisladamente cada caso del otro.
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2.1. Comoédulos quasi-finitos y coanillo de coendomor-
fismos.

Los comdédulos quasi-finitos y sus codlgebras de coendomorfismos en el caso de codlge-
bras sobre cuerpos pueden encontrarse en [96], el caso de coalgebras sobre anillos conmuta-
tivos lo describe [5]. Para coanillos sobre anillos unitarios, los comédulos quasi-finitos han
sido redefinidos en [51], véase también [14]. Aqui nosotros vamos a adaptar la versién de
[61, Section 4] al caso de coanillos sobre K-anillos con unidades locales.

Sean A, B dos K-anillos con unidades locales, € y D, respectivamente, un A-coanillo
y un B—coanillo.

Definicién 2.1.1. Un (€, D)-bicomdédulo N, se dice que es quasi-finito como D-comédulo
por la derecha, si el funtor — ®,4 N : M4 — M® tiene un adjunto por la izquierda
ho(N,—) : M® — M. Este ltimo funtor es llamado el funtor co-hom asociado a N. A
veces es conveniente decir que N es (A, ®)—quasi-finito para concretar el anillo de escalar
del lado izquierdo.

El siguiente isomorfismo natural sera el asociado a esta adjuncién
(IDX,y :HomA(hD(N,X),Y)—>Homg(X,Y ®4 N) (21)

para cualquier X € M®|Y € My. Sea 0_ : idpyo — ho(N,—) ®4 N la unidad de la
adjuncién (2.1). Segun las notaciones de la seccién A.4 del capitulo de apéndices, sabemos
que

Oxy(f) = (f ®a N)Ox, para cualquier f : hp(N,X) — Y.

En lo siguiente vamos a dotar ho(NV, X) de una €—coaccién por la derecha, para cualquier
comddulo Xg. Considere pues la composicién de aplicaciones

X Ox h@(N,X) ®. N ho (N,X)®sAN

ho(N,X)®4C€®4 N
luego existe un tinico morfismo A-lineal pp (v, x) : ho(N,X) — ho(N, X) ®4 € tal que
(Pho(v,x) ®a N) o Ox = (hp(N,X) ®4 An) 0 Ox

Para comprobar la coasociatividad de pp,(n,x) basta, segin la seccién A.4 del capitulo de
apéndices, comprobar que el siguiente diagrama es conmutativo

X

0x

Phey (N, X)®AN

h@(N,X)@AN h;{)(N,X)@AQ:@AN

Phoy (N, X)®AN hp (N,X)®4A®aN

hp (N, X)®ATRAN
_

ho(N,X) @4 €4 N ho(N,X) ®4C€®4C®4 N
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Se tiene pues

(ho(N,X)®4 A ®a N) o (pryv,x) ®a N) o Ox
= (ho(N,X)®4A®4 N)o (ho(N,X) ®4 An) 0 0x
= (hp(N,X)®4 (A®s Noly))obx
= (ho(N,X) ®4 AN ®4 €) o (ho(N,X) ®4 An) 0 Ox
= (ho(N,X) ®4 An) © (Pro(v,x) ®a N) 0 Ox
= (Pho(v,x) ®4 € ®4 N) 0 (pry(v,x) ®4 N) 0 Ox

la propiedad counitaria viene dada por

(ho(N, X)® 4@ 4N )o(pry (N, x)®aN)obx = (ho(N, X)R4e®aN )o(ho(N, X)®sAn)obx
= (ha(N,X)®4(e®4a NoAy))obx =0x

Sea ahora f : X — X’ un morfismo ®—colineal, entonces

(ho(N, £)®4C@4N)o(phy v, x)®aN)obx = (ho(N, f)@aCRaN)o(hp(N, X)®4An)00x
= (ho(N, X") ®4 An) o (ho(N, f) ®a N) 0 x
= (ho(N,X")®a An)0bx:0 f
= (Pho(v,x1) ®a N)obx/ 0 f
= (Pro(v,x") ®a N) o (hp(N, f) ®4 N) 0 Ox

lo que implica que el morfismo hg(N, f) : ho(N,X) — hp(N,X’) es €—colineal por la
derecha. Lo que establece el funtor
ho(N,—=) : M® — M¢C

Proposiciéon 2.1.2. Sean A y B dos K-anillos con unidades locales y €, ®, respectiva-
mente, un A-coanillo y un B-coanillo. Sea N un (€,D)-bicomddulo. Supongamos que g®
preserva el igualador eqy y para cualquier comdédulo Ye.

(1) Si N es (A, D)—quasi-finito, entonces el isomorfismo natural (2.1) se restringe a un
isomorfismo natural Home(ho(N, X),Y) = Homp (X, YOeN). Por lo tanto ho(N, —)
es un adjunto por la izquierda de —UgN. :

(2) Reciprocamente, si —OeN : M® — M? tiene un adjunto por la izquierda, entonces N
es (A, D)—quasi-finito.

Demostracion. (1). Basta comprobar que si f : ho(N, X) — Y es un morfismo €—colineal,
entonces la imagen de (f ®4 V) o fx esta dentro de YgN. Para ello

eqy’No(f®AN)o«9X = (f®AQ:®AN)O(phg(N,X)®AN)09X_(Y®A)\N)O(f®AN)09X
=(f®aC€®aN)o (hp(N,X)®aAn)obx — (Y ®aAn)o (f®4N)obx
=0

COANILLOS Y CATEGOR{AS DE COMODULOS.
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(2). Como €N C € ®4 N escinde, el Lema 1.4.2, implica que (— ®4 €)deN = — @4
(COeN) = —®4 N isomorfismos naturales. Pero U, es adjunto por la izquierda de — ® 4 €
y por hipétesis Uy o hp(N, —) es adjunto de — ®4 N. a

En lo que sigue vamos a definir el coanillo de coendomorfismos asociado a un (€, D)~
bicomédulo N que es (A, D)-quasi-finito; asi como el morfismo canénico de A-coanillos
correspondiente. Sea N (A,D)-quasi-finito, utilizando la aplicacién (1.32) junto con la
notacién de esta misma seccién, considere

A—2~Homg(N, N) 2%

Home(ho(N,N), ho(N,N))

lo que implica que hgp(N, N) es un A-bimédulo. De la misma manera, componiendo esta
vez con el funtor —® 4 N, se tiene una estructura de (A, B)-bimdédulo sobre hn(N, N)® 4 N.
Observe que estas nuevas acciones por la izquierda no son por el momento unitarias.

Proposicion 2.1.3. Sean A y B dos K-anillos con unidades locales y €, D, respecti-
vamente, un A-coanillo y un B-coanillo. Sea (N,pn,An) un (€, D)-bicomddulo que es
(A, D)—quasi-finito. Denotemos por ho(N,N) := en(N) y por € : hp(N,—) o —OeN —
tdpe la counidad asociada a la adjuncion de la Proposicion 2.1.2(2). Entonces

(1) en(N) es un A-bimddulo unitario que admite una estructura de A-coanillo. En par-
ticular N se convierte en un ep(N)-comddulo por la izquierda.

(2) La aplicacion cany : ep(ny — € definida por cany = Eeoho(N, Ay), es un morfismo de
A-coanillos. Ademds la estructura inducida de comddulo por la izquierda de cany (N)
comncide con la estructura inicial de ¢N.

Demostracion. Primero vamos a comprobar que 6y : N — ep(N)®4 N es A-bilineal. Sea
a € Ay A, : N — N la multiplicacién por la izquierda por a. Como A, es ®-colineal,
usando la naturalidad de 6_, se tiene (hp(N,A\,) ®4 N) o0y = Ox o A,, lo que quiere decir
que Oy es A-lineal por la izquierda.

(1). Consideramos ahora la composicién

N LN A®4N A®AON

A®a GQ(N) ®a N

donde ¢y es el isomorfismo candnico, via z +— e ®4 x con ex = x y e € Idemp(A). Existe
pues un tinico morfismo ay : ep(N) — AR en(N) tal que (an®@s4N)oly = (A®40N)0LyN.
De otra parte considere la siguiente aplicaciéon A-lineal por la derecha

Kep(N) : A®ap 6D(N) en(N)
a®ay———hp(N,A)(y) = ay

Es facil de comprobar que (Key(v)®aN)o(A®a0n)oty = On. Por lo tanto (Ke, vy ®@a N)o
(any ®4 N) oy = On, lo que implica que k., (n) © any = ep(N), entonces ay es inyectiva
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y en(N) es un A-mddulo unitario por la izquierda y luego un A-bimédulo unitario. La
comultiplicacién de ep(NN), viene dada por la siguiente composicién

ep (N)®abN
—_—

N

eg(N) ®a N CQ(N) ®A63)(N) ®a N
existe pues un unico morfismo A-lineal por la derecha

JAE CQ(N)

en(N) ®4 en(N)
tal que (A'®aN)oby = (ep(N)®40n)00y. Ahora A’ es A-lineal por la izquierda porque
(ho(N,Xa)®aen(N)®aN)o(en(N)®40n) 00N = (en(N)®a0n) 0 (ho(N,A) @4 N)oby,

para cualquier a € A. Vamos a comprobar que A’ es coasociativa, por ello se tiene de una
parte

(ea(N) ®aA'®@4N)o (A’ @1 N)oby = (en(N)®1A'"®4N)o (en(N)®40n)00x
(en(N) ®a (A" ®a N)oby))oby

= (en(N) ®4 ((en(N) ®a0n)o0by)) 0Oy

= (en(

en(N) ®aen(N)®46n)0 (en(N)®46x) 00y

de otra parte

(A" ®aen(N)@aN)o(A' @1 N)oby = (A'®asen(N)R®4N)o (en(N)®40xn)00y
= (en(N)®aen(N)®a0n)o (A ®abn)obn
= (en(N)®aen(N)®40n)o (en(N)®40n) 06y

lo que implica que (A’'® 4 ep(N))o A’ = (ep(N)®4A’)o A’. La counidad viene dada por el
isomorfismo ty : N — A ®4 N; es decir existe un dnico morfismo A-lineal por la derecha
e 1 ep(N) — A, tal que (¢ ®4 N)ofOy =1y. Seaa € Ay )\, : A — A la multiplicacién
por a por la izquierda, entonces

(€' ®aN)o(ho(N,\o))oby = (6 ®4N)obyo, O_ esnatural
= LNO /\a
= Ma®aN)ou
= (Xa ®aN)o(e'®4N)oby
luego oo =¢o ho(N,\,), para cualquier a € A; lo que significa que ¢ es A-lineal
por la izquierda. En la propiedad counitaria de A’ con €', utilizaremos el efecto de que
ep(N) es unitario por la izquierda. Finalmente, la aplicacién A-lineal por la izquierda
On : N — ep(N)®4 N satisface, por definicién,
(A'®aN)oby = (ep®aby)oby
(6’®AN)09N = LN

COANILLOS Y CATEGORfAS DE COMODULOS.
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lo que son las propiedades de una en(/N)-coaccién por la izquierda sobre 4N.

(2). El morfismo de A—coanillos cany : ep(N) — €, viene por la ecuacién (cany® 4 N)ofy =
An. Vamos a comprobar que cany es A-lineal por la izquierda, para ello sea a € A y
Ao : € — € la multiplicacion por a por la izquierda. Utilizando la A-linealidad de la
coaccion Ay y de Oy, se tiene

(/)‘\a Xa N)o(canN ®a N)OGN = (canN Xa N)O(h;D(N,)\a) ®a N)OQN

y luego Xa ocany = cany o hp(N, \,). Ahora la coasociatividad y la propiedad counitaria
de Ay, implican la compatibilidad de cany con A’ y €. Finalmente, A, ~ = (cany ®4
N)ofy = Ay, lo que termina la demostracion. O

Definicién 2.1.4. El A—coanillo ep(N) asociado a un (€, D)-bicomédulo, (A, D)-quasi-
finito N y con la comultiplicaciéon y la counidad de la Proposiciéon 2.1.3, se le llama el
coanillo de coendomorfismos de N.

Ejemplo 2.1.5. [51, 41]. Sea A un K-anillo con unidades locales y € un A-coanillo.
Considera N € *M# donde B es otro K-anillo con unidades locales considerado como B—
coanillo trivialmente. Supongamos que 4N es un médulo finitamente generado y proyectivo,
entonces — ®4 N : M4 — Mgp tiene un adjunto por la izquierda que es el funtor — ®p
*N : Mp — My, véase el capitulo de apéndices seccién A.2. Entonces N es (A, B)-
quasi-finito y segin la Proposicién 2.1.2(1), el funtor — ®p *N : Mp — M es bien
definido. De alli se obtiene la estructura de €—comédulo por la derecha sobre *NV; es facil
de ver que esta coaccién coincide con aquella en la Observacién 1.2.20(1). E1 A—coanillo de
coendomorfismos de N, es entonces de la forma eg(N) = N ®p *N cuya comultiplicacién
es

A:ep(N) — ep(N)®aep(N), (p®pur— ) ¢ ®pp;®ap] ®pp;pj(u)

4]

=Y 0 ®ppi ®ap} @pu),

y la counidad es la aplicacién de evaluacién € : eg(N) — A, via ¢ ®p u — ¢(u). Como
en la Observacién 1.2.20(1), A es independiente de la base dual escogida. El morfismo
canénico, en este caso, es cany : eg(N) — € enviando ¢ ®4 u — (¢ ®4 €) o py(u), véase
[41, Examples 5.1, 5.3]. '

Observacién 2.1.6. Sean A y B dos K-anillos con unidades locales juntos con un (A, B)-
bimédulo N. Supongamos que N es un bicomédulo (A, B)—quasi-finito (A y B son consid-
erados como coanillos triviales). Entonces — ® 4 N : M4 — Mg tiene un adjunto por la
izquierda que es — ®p*N : Mp — M. Por lo tanto (— @ *N)o(—®4N) : My — My
es un cotriple que es claramente exacto por la derecha y preserva coproductos. Segun la
Proposicién 1.7.3, A4 N ®g*N = N ®g *N es un A—coanillo. Ahora es facil de compro-
bar que esta nueva estructura y la estructura del Ejemplo 2.1.5 coinciden (compare con la
Observacién 1.7.5). Finalmente, observe que el morfismo de coanillos canénico del Ejemplo
2.1.5 coincide, en este caso, con la counidad i.e. cany = ¢ : eg(N) — A.
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2.2. Coanillos de comatrices finitas.

En esta seccién procederemos a la definicién de coanillos de comatrices finitas, asi como
el morfismo canénico. Para més informacién reciente sobre los coanillos de comatrices finitas
véase [20], [23], [13] y [24].

Sean Ay B dos K-anillos con unidades locales, considere gp¥ 4 un (B, A)-bimédulo uni-
tario, luego X* = Hom4(X, A) canénicamente como (A, B)-bimédulo y finalmente £* @ %
un A-bimoédulo de manera natural. Notemos que ninguna de estas ultimas acciones es uni-
taria. Supongamos que %4 es un médulo finitamente generado y proyectivo y consideremos
{pi,p{} una base dual finita. Recuerde que, en este caso, 4X} es un bimédulo unitario,
véase el capitulo del apéndices secciéon A.2. Por lo tanto X* ®p ¥ es, por hipdtesis, un
A-bimoédulo unitario.

Proposicién 2.2.1. El A-bimddulo ¥* ®g ¥ es un A—coanillo con la comultiplicacién
A:Y"Q@pY — X' QpX®42" Qp X
definida por A(p ®pu) =), ¢ ®p p; @4 p; ®p u, y la counidad
e X' — A

viene dada por €(p ®@p u) = p(u). Ademds, eziste un anti-isomorfismo de K-dlgebras
*(2* ®p X) = End(gXY), donde el primero de ellos es el anillo dual por la izquierda de
T*®p L.

Demostracion. Para comprobar que (X* ®p 3, A, e) es un A-—coanillos, existen distintas
maneras de hacerlo. En esta demostracion adaptamos la siguiente. Considere B, A como
coanillos triviales y 4X% como bicomédulo (A, B)-quasi-finito. Segun el Ejemplo 2.1.5 el
coanillo de coendomorfismos asociado es e (4X5) = L*®p *(X*). Al trasladar esta estruc-
tura al A-bimédulo X* ® g 2, mediante el isomorfismo canénico ¥ = *(X*), encontraremos
la estructura deseada. Finalmente, averiguamos el citado isomorfismo de anillos. A nivel
de K-moédulos, este isomorfismo viene dado por la siguiente composicion:

“(2* ®p %) = Homa(E* ®p 5, 44) = Homp(Z, *(2*)) = Homp (S, X),

donde hemos utilizado el isomorfismo de la adjuncién canénica y el isomorfismo natural
¥ = *(3*). Explicitamente esta composicién es definida por f + f, donde f : ¥ — ¥ viene
dado por

f(u) = "pif(p; ®pu), para todo f € *(S* ®p ). (2.2)

—_—

Estamos ahora en la altura de comprobar que (—) es un anti-morfismo de anillos. Primero,
tenemos €(u) = ) . pie(pf ®pu) = Y. pipi(u) = u, para cualquier u € ¥. Dados f,g €
*(E* ®p X), el producto convolucién f * g es definido por

(f*9)(p®pu)=fo(X ®pL®s9)A(p ®pu)= Zf(w ®p pig(p; ®p u)).
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Por lo tanto,

Frgu)=>"pi(f*9) @] ®su) = pif (0} ®5 pig(p} ®©pu)) =

J 4,3

Zpl 9(p; ®p ) = f(4(u)),

se tiene pues f*xg = f o g. Sabiendo que el producto en End(gX) es el opuesto de la
composicién, hemos comprobado que nuestra aplicaciéon ya es un anti-morfismo de anillos.
O

Definicién 2.2.2. Sean A, B dos K-anillos con unidades locales y ¥ un (B, A)-bimédulo
unitario tal que X4 es finitamente generado y proyectivo. El A—coanillo ¥* ®p ¥, de la
Proposicién 2.2.1, se llama el coanillo de comatrices finitas asociado al bimédulo ¥ 4.
Ejemplos de este tipo de coanillos son los coanillos canénicos de Sweedler y los coanillos
finitamente generados y proyectivos i.e. los coanillos duales definidos en el Ejemplo 1.1.4(b).

Observacion 2.2.3. Sean A, B dos K-anillos con unidades locales y I' un (A, B)-bimédulo
unitario tal que 4I" es un médulo finitamente generado y proyectivo. Como antes podemos
definir el A-coanillo de comatrices finitas '®p*T", donde *I" = Hom 4(I", A). Pero si ponemos
paa = *I', sabemos que ¥ es un (B, A)-bimddulo unitario tal que ¥4 es un moédulo
finitamente generado y proyectivo; luego tenemos el A—coanillo ¥* ®p X. Sabemos que

(=): T —3%% (y—lu—u(y)])
es un isomorfismo de (A, B)-bimddulos, lo que implica que
() ®T:T®R'T — T @p %

es un isomorfismo de A-bimdédulos. Un calculo rutinario demuestra que este isomorfismo
es en realidad un isomorfismo de A—coanillos. En conclusién la definicién del coanillo de
comatrices finitas usando bimdédulos finitamente generados y proyectivos por la izquierda
o por la derecha llevan, salvo isomorfismos de coanillos, al mismo coanillo.

Una propiedad revelante del A—coanillo £* ® g ¥ es que X se convierte en un * ®@p X
comodulo de manera candnica. Su coaccion es definida por

I - PO Sl =T P (u—= >, pi ®4 p; ®p u) ,

que es claramente B-lineal por la izquierda, en otras palabras, ¥ es un (B, (X* ®p X))
bicomédulo. Este comédulo juega un papel relevante.

Proposicién 2.2.4. El coanillo ¥*®p 3 estd, como comddulo por la derecha, generado por
Y. Por lo tanto, cualquier ©* ® g X—comddulo por la derecha es isomorfo a un sub-comddulo
de un cociente de ¥, para un conjunto de indices adecuado I. Ademds,

End(Zs-gys) = {f € End(Z4)| f ®pz =1®p f(z), para cualquier x € ¥}

y, en particular, el morfismo canénico B — End(X,4) se factoriza a través de End(EXyx-g,5).
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Demostracion. Para la primera asercion, es suficiente comprobar que cada elemento gen-
erador ¢ ®p u € X* ®p X pertenece a la imagen de un morfismo de £* ® g Y—comddu-
los por la derecha f : ¥ — X* ®p ¥. Esto viene escogiendo la aplicacién definida por
f(u) = ¢ ®p u, que es facil de comprobar que es colineal. Para la segunda asercién, sea
v M — M ®4 £* ®p X un comddulo por la derecha. La misma estructura pys es un
morfismo de comddulos que escinde en A-moédulos. Por lo tanto, M es isomorfo a un sub-
comodulo de M ®4¥*®p3, que es facilmente comprobado ser un cociente de un coproducto
de copias de X. La ultima asercién es un resultado de comprobaciones rutinarias. O

Observacién 2.2.5. Por supuesto ¥* es un £* ® g L—coméddulo por la izquierda con una
coaccién B-lineal por la derecha

Age
-3 Qp L @4 IF, (pr—=2 9o ®Bp: ®ap}).

Ademas, 5-g,52" satisface la versién izquierda de la Proposicién 2.2.4 y el anillo dual de
convolucién por la derecha (£* ®p £)* es anti-isomorfo a End(X%}).

Ahora vamos a considerar cualquier A—coanillo € y vamos a suponer que X es un ¢—
comodulo por la derecha con la coaccién py, : ¥ — X®4€. Utilizaremos en todo lo que sigue
la siguiente notacién: S = End(X4) y 7' = End(2Z¢). Entonces ¥ es un (S, A)-bimédulo
unitario y px es un morfismo de (7', A)-bimédulos, recuerde que T' es un sub-anillo de S.
De esta manera ¥ es un (7, €)-bicomédulo, luego £* es un (€, T')-bicomédulo, donde la €
coaccion por la izquierda viene dada por la Observacién 1.2.20(1), mientras que la T—accién
por la derecha viene canénicamente dada por la T-accién por la izquierda de . Est4 claro
que — @p X : Mp — My es un adjunto por la izquierda de — ® 4 £* : M4 — M. Por
lo tanto, segun la Definicién 2.1.1, £* es un (€, 7)-bicomédulo (A, T)-quasi-finito (7" es
considerado como T—coanillo trivialmente). La siguiente proposicién es ahora consecuencia
de la Proposicién 2.1.3(2) y el Ejemplo 2.1.5.

Proposicién 2.2.6. Sean A un K-anillo con unidades locales y € un A-coanillo. Si X¢ es
un comodulo tal que ¥ 4 es finitamente generado y proyectivo, entonces can : X* @7 ¥ — €
definida por la composicion

e®4C

T Q@ BT s @ R @, € A, C2¢E

es un morfismo de A—coanillos.

Los siguientes ejemplos indican el interesante papel del morfismo de coanillos can
definido en la Proposicién 2.2.6, en la investigacion; ya que es una generalizacién de morfis-
mo anteriormente considerados en la teoria de médulos de Hopf y las extensiones de Galois
no-conmutativas.

Ejemplo 2.2.7. Supongamos que A es una K-dlgebra y que nuestro A-coanillo € tiene
un elemento grouplike g, lo que es equivalente, segin [17, Lemma 5.1], a que A admite una
estructura de comédulo por la derecha sobre €, notemos este comédulo por [g]A. En este
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caso T = End([g]A¢) es nada més que el sub-anillo de coinvariantes [17, Proposition 2.2
de A (o invariante de g), i.e. T'= {a € A|ag = ga}. La aplicacién can : A®; A — €, en
este caso, estd determinada por la condicién can(1 @7 1) = g, véase [95, Proposition 1.9].
Por lo tanto, el coanillo € es Galois en el sentido de [17, Definition 5.3] si y sélo si can es
un isomorfismo. Es conveniente apuntar aqui que el morfismo can generaliza la aplicacién
canodnica original considerada en [90] y, por supuesto, la aplicacién can definida en [15,
Definition 2.1].

Ejemplo 2.2.8. Sea A es una K-dlgebra. Considere G un grupo finito del grupo de auto-
morfismos de anillos de A y considere R = G * A el anillo asociado del producto cruzado. El
anillo A se injecta canénicamente en R y, por construccion, R4 es un médulo libre de base
Gy podemos pues considerar su correspondiente coanillo de comatrices R* ®p R = R*.
Vamos a comprobar que “la traza” g : R — A definida por ¢(}_ .;00,) = D, cc a0 (ev-
identemente A-lineal por la derecha) es un elemento grouplike de R*. Coordinadamente
con [66, Theorem 3|, se necesita ver de una parte que g actiia como la identidad sobre A,
lo que es claro, y de otra que Ker(g) es un ideal por la derecha de R. Vamos a comprobar
esta tltima condicién, sea pues r = ) _.or, € Ker(g), es decir ) ., 7, = 0 y considere
va, v € G, a € A una componente (homogénea) en R, entonces

oeG

= S y(r)a

oceG

= 'Y(Z To)a

oeG

g(r(vay)) = 9(2(07)(7(7“0)&))

= 0,

lo que implica que g € R* es un elemento grouplike. Por lo tanto A es un R*-comdédulo
por la derecha. El morfismo de A-coanillos can : A ® A — R* es determinado por
can(l®y 1) = g, donde T es el sub-anillo de los elementos g-coinvariantes de A. Un calculo
facil, demuestra que T es el sub-anillo de los G-invariantes de A. Ahora, la composicién
de morfismos de anillos

Rg*(R*) *can *(A®T A) %End(TA)
es precisamente la aplicacién ¢ definida en [65] (o j en [33]). Alli, la extension se anillos
T C A es llamada G-Galois cuando § es un isomorfismo y rA es finitamente generado y
proyectivo. Por supuesto que § es un isomorfismo si y sélo si can es un isomorfismo.
El morfismo de A—coanillos can : ¥* ®¢ ¥ — € induce el funtor

CAN : M¥®T% - M®
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que envia cada comédulo py: M — M ® 4 2* ®7 £ a un €-comddulo

M ®can
A

MM, ®r L M®sC
Este es un ejemplo del funtor induccion.

Proposicién 2.2.9. Si 3¢ es un comddulo tal que ¥ 4 es finitamente generado y proyectivo,
entonces T' = End(Es-g,x) y tenemos el siguiente diagrama conmutativo de funtores

M2'®TZ CAN

MC
i?\ /?;
Mr

Demostracion. Segun la Proposicién 2.2.4, T' C End(Xs-g,5). Reciprocamente, sea f €
End(Xs5-g,x); €l siguiente diagrama es claramente conmutativo

Y ®can
b3 £ T®4Z Qr T Y ®4C
f fesrers fee
Y ®can
3 L YRS ®r % Y ®4C.

Ahora, es facil comprobar que (X ®4 can)ps es justamente la coaccién de Y¢. Luego f
es C—colineal por la derecha, es decir, f € T. Observar que hemos ya comprobado que
CAN (Eg-grx) = Le. Esto implica que CAN ((X ®r Z)s-g,5) = (X @1 X)e para cualquier
X € Mrp. Lo que termina la demostracion. O

2.3. Coanillos con generador f-generado y proyectivo.

En esta seccién ofrecemos una descripcién completa en términos de coanillos de comatri-
ces de todos los coanillos, sobre anillos con unidades locales, cuya categoria de comddulos
por la derecha posee un generador finitamente generado y proyectivo. El resultado pre-
visto, generaliza los resultados [17, Theorem 5.6], [90, Theorem 1] y [30, Teorema]. Un
tratamiento cercano respect del caso de anillo de base unitario y el coanillo tiene un el-
emento grouplike ademés de ser un médulo localmente proyectivo, se puede encontrar en
[28, Proposition 1.1], [2, Theorems 2.2, 2.4] y [98, 3.8.(1)].

Sea A un K-anillo con unidades locales y € un A-coanillo junto con ¥ un €-comddulo;
T = End(X¢) es su anillo de endomorfismos. La coaccién de ¥ es evidentemente T-lineal
y luego existe un funtor — ®7 £ : My — M% Recuerde que Home(2, —) : M® — My es
un adjunto de — ®¢ 3. Sea x : Home(X, —) ®1 X — id e la counidad de esta adjuncién.

COANILLOS Y CATEGOR{AS DE COMODULOS.

0000000000 00000000006000000950000000000000000000000%0000000000



00000000000 000000000000%0000000000000°00000C00O0OCKOKOCKOOOOGONOONIOGININOTS

Capitulo.2. RECONSTRUCCION Y COANILLOS DE COMATRICES. 94

Lema 2.3.1. Sea X un C-comddulo por la derecha tal que ¥4 es finitamente generado
y proyectivo. La counidad x¢ en el objeto € es un isomorfismo si y sélo si can es un
isomorfismo de coanillos.

Demostracion. Utilizando el isomorfismo Home (2, €) = 3% se tiene que can : *®7Y — €
puede verse como la composicién

2* @r L = Home(Z, €) @1 & =5~ ¢.

O

Un objeto X de una categoria de Grothendieck A se dice que es finitamente generado
si y sélo si cualquier cadena de sub-objetos propios {X;} de X, su union | J X; es también
un sub-objeto propio de X (véase [86, Section 4.10]). Segiin (86, Section 4.11, Lemma 1],
un objeto proyectivo P € A es finitamente generado si y sélo si Hom 4(P, —) preserva el
coproducto.

Teorema 2.3.2. Sea A un K-anillo con unidades locales y € un A-coanillo, X¢ un
comddulo por la derecha. Considere la extension de anillos T'C S, donde T = End(3¢) y
S = End(X4). Las siguientes aserciones son equivalentes

(i) A€ es un mddulo plano y L¢ es un generador finitamente generado y proyectivo de

MC;

(17) A€ es un mddulo plano, ¥4 es un mddulo finitamente generado y proyectivo, can :
Y* ®@r Y — € es un isomorfismo de A-coanillos, y — @1 X : Mp — ME®T% es una
equivalencia de categorias;

(iir) ¥4 es mddulo finitamente generado y proyectivo, can : X* @7 X — € es un isomor-
fismo de A—coanillos y 7% es un mddulo fielmente plano.

(i) A€ es un mddulo plano, ¥4 es un mddulo finitamente generado y proyectivo, can :
Y*®r X — € es un isomorfismo de A-coanillos y 1S es un mddulo fielmente plano;

(v) A€ es un mddulo plano y — @r X : My — MT es una equivalencia de categorias.

Demostracion. (i) < (v) Como 4€ es plano M es una categoria de Grothendieck (Proposi-
cién 1.2.12). Se sabe que el funtor Home(%, —) : M® — Mo es un adjunto por la derecha
de —®¢ . Por lo tanto, segiin el Teorema de Gabriel-Popescu, — ®r X es una equivalencia
si y s6lo si Homg(E, —) es una equivalencia si y sélo si X¢ es un generador finitamente
generado y proyectivo.

(i) = (i1) Como 4€ es plano, se deduce de la Proposicién 1.2.12 que M® es una categorfa
de Grothendieck y el funtor del olvido Uy : M® — My es exacto. Ademads, tiene un ad-
junto por la derecha — ®4 €. Esto implica que ¥4 es finitamente generado y proyectivo.
Recuerde que Home(X, —) : M® — Moy es un adjunto por la derecha de —®¢3 y como 2¢
es un generador finitamente generado y proyectivo, esta adjuncién es ya una equivalencia
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de categorias. En particular, la counidad x : Home(2, —) ®r ¥ — idae es un isomor-
fismo natural. Segin el Lema 2.3.1, CAN : M*®% — M es ahora una equivalencia
de categorias. Segtin la Proposicién 2.2.9, se tiene que — ®7 X : Mgy — ME"®1% ¢5 una
equivalencia de categorias.

(1) = (iii). El funtor — @7 ¥ : My — MZ®TE es obviamente exacto y fiel. Como
¥ ®@r X = € es plano como A-méddulo por la izquierda, se tiene de la Proposicion 1.2.12,
que el funtor del olvido Uy : M¥®% _ A, es fiel y exacto. Por lo tanto, el funtor
— @7 2 Mp — My es fiel y exacto, es decir que 72 es fielmente plano.

(732) = (7). Denotemos por Q := ¥* ®r X, que es plano como A-médulo por la izquier-
da porque 7% es plano. El isomorfismo de A—coanillos can : = €, implica que 4C es
plano. Considere sobre ¥* la estructura de (2-comédulo por la izquierda que viene dada
por la Observacién 2.2.5. Se sabe que £* es en realidad un (€2, 7")-bicomédulo, donde T'
actua canoénicamente sobre ¥*. El funtor — ®4 X* : My — My es un adjunto por la
derecha de — ®7 X : My — M 4. Segun la Proposicién 2.1.2, el funtor producto cotensor
—0p%* : M® — Mgy es un adjunto por la derecha de — @7 £ : My — M. Con-
sidere {p;, p;} una base dual finita por la derecha de ¥, esta adjuncién viene dada por las
siguientes counidad y unidad

fyn . (YDQE*) K7 by }/, NXxr - X—- (X R E)DQE*
(y ®a @) ®r u——>yp(u) T3 ,(z ®api) ®a P}

En la notacién de la seccién 1.4, tenemos el diagrama conmutativo

¢4}, 5. ®TE eqy, 5+ ®T
—_—

b
Y ®4Z)®r L Y 104 2*) @7 5

& [d)ﬁ,’z*,z = o

k
¢y o eqy,0

(YOREY) ®r &

!

Y= - YTR(2 @r X) Y ®4 (5" @7 %) Y ®40®4 (5" ®r %)
(2.3)
donde p’ es el isomorfismo natural del Lema 1.4.1(1) que satisface eqf“_'_ op. = p_y

W—,z',z es la transformacién natural de la versiéon por la izquierda del Lema.1.4.2. Como
T3 es plano, tenemos ahora que ! »+y €s isomorfismo natural y luego la conmutatividad
del diagrama (2.3), implica que £_ es también un isomorfismo natural. Sea ahora X € My
y consideramos Y := X ®¢ ¥ como {2-comddulo por la derecha de manera canénica, es
facil comprobar que &y o (nx ®r X) =Y. De otra parte

eqlscf,sz o ¢§f,z*,2 o(nx ®rX)oly = pyoly

_ k 1
= eqyq O Yy 5,

implica que
(nx ®r ) oéxere = (X ®rX)0eZ") ®@r Z.
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Es decir que - ®7 ¥ es un isomorfismo natural, y como — ®¢ ¥ es un funtor fiel, se
tiene que 7_ es también un isomorfismo natural. Luego — ®@¢ ¥ : Mp — M es una
equivalencia de categorias cuyo inverso es —[n¥*. Lo que implica, segin la Proposicién
2.2.9, que — @7 : My — MFC es una equivalencia, porque can : £ — € es un isomorfismo.
Por lo tanto, £¢ es un generador finitamente generado y proyectivo de M%.

(742) = (iv). Primero, observe que el isomorfismo £ ®4 ¥* = S implica que X es fiel.
Dando un monomorfismo f : X — Y en My, se tiene el diagrama conmutativo

(f@s)gx
(X ®rS)®s XL (Y®rS)®s X
X @p % i Y @p %

Como 7 es plano, deducimos que (f ®7.5) ®s X es un monomorfismo y luego f @7 .S es un
monomorfismo. Por lo tanto, 7S es plano. Finalmente, si X € My es tal que X ®p 5 = 0,
entonces 0 = (X ®7 5) ®s £ = X ®r X, lo que implica X = 0. Luego, 7S es fielmente
plano.

(v) = (dit). Es suficiente comprobar que 7% es fielmente plano. Considere una sucesién
exacta corta en Mrp,

0—>Yy Loy -2

Yy 0 ,

considere Z el nicleo del morfismo f ®7 ¥ en la categoria M* ®7%  Dado que el funtor
del olvido M*"®T* _ M, es exacto, este nicleo coincide con el niicleo calculado en M 4.
Tenemos pues un diagrama conmutativo con filas exactas

O——>Z®A2*—>Y®TE®AE*—>YI®TE®AZ*

T

Y®rS Y'®r S.

0

Por lo tanto, Z ®4 X* = 0, lo que implica que Z ®4 2* @7 2 = 0 y luego Z = 0, porque
Z € M*¥®rE_ Por lo tanto, 7 es plano. Ahora, para cualquier T-mdédulo por la derecha

YtallqueY ®r L =0,setieneY @r L ®45* =Y @S =0, luego Y = 0. Es decir, 7

es fielmente plano, lo que termina la demostracion. O

Observacién 2.3.3. La condicién de que 4€ sea plano no se puede quitar de las aserciones
(22) y (vi). Contra-ejemplo viene en seguida. Sea A una K-dlgebra e € A un idempotente,
f = 1 —e. Supongamos que fAe = 0 y sea I = eA. Segin el Ejemplo 1.2.11 I es un
A-coanillo idempotente tal que — ®c4e I : Mese — MU es una equivalencia de categorias.
Ahora es facil comprobar que I es isomorfismo al coanillo de comatrices finitas I*®¢a.f = 1,
que End(I;) = End(l4) = eAe y luego T' = S. Mientras que 4/ nos es plano excepto si
eAed 10 es.
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Ejemplo 2.3.4. Supongamos que A = @,ccA, es una K-dlgebra G-graduada (G es un
grupo multiplicativo con elemento neutro e). Consideramos €(G) el A—coanillo del Ejemp-
lo 1.2.4(a). Ahora consideramos [e]A el €(G)-comddulo por la derecha correspondiente al
modulo A4 y al elemento grouplike e. El sub-anillo de coinvariantes en este caso es justa-
mente el sub-anillo A.. Por lo tanto [e]A es un generador finitamente generado y proyectivo
de M) siysblosi —®a, [e]A : M4, — gr—A = MHUE) es una equivalencia de categorias
si y sblo si A es fuertemente graduado (el Teorema de E. C. Dade [32], véase también [75,
Theorem 1.3.4]).

En lo que queda de esta seccién vamos a colocar el Teorema 2.3.2 en el reciente desarrollo
de los coanillos con elemento grouplike. En el contexto del mismo teorema, se tiene por el
Lema 2.3.1 que si — ®7 ¥ es una equivalencia de My en M%, entonces can : 2*®7 L — €
es un isomorfismo. Lo que motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.3.5. Sea A un K-anillo con unidades locales y € un A—coanillo con un ¢-
comodulo por la derecha ¥ tales que X4 es finitamente generado y proyectivo. El coanillo
¢ se dice que es de Galois si can : £¥* ®p ¥ — € es un isomorfismo, donde 7' = End(X¢),
también se ha dicho recientemente que X es un €—coméddulo de Galois [14], [13]. Cuando A
es una K-algebra y ¥ = A, esta definicién coincide con la de T. Brzezinski por los coanillos
con elemento grouplike [17, Definition 5.3]. En vista del Teorema 2.3.2, una extensién de
forma T" — End(X4) puede ser llamada una eztension de anillos €-Galois siempre cuando
3 sea un €-comddulo por la derecha tal que ¥4 sea finitamente generado y proyectivo,
T = End(X¢) y € es Galois. Las extensiones de anillos €-Galois en [17] 6 en [28] son
obtenidos cuando A sea una K-algebra y con ¥ = A.

Del Teorema 2.3.2, se tiene pues

Corolario 2.3.6. [17, Theorem 5.6] Sea A una K-dlgebra y € un A-coanillo con elemento
grouplike y T' el sub-anillo de coinvariantes de A. Si € es Galois y 1A es fielmente plano,
entonces — @p A 1 My — M es una equivalencia de categorias. Reciprocamente, si
— ®@7r A es una equivalencia de categorias, entonces € es Galois. En este caso si o€ es
plano, entonces 1A es fielmente plano.

Demostracion. Pongamos ¥ = A. El corolario viene de Ejemplo 2.2.7, Proposicién 2.2.9,
Lema 2.3.1 y , esencialmente, Teorema 2.3.2. a

Ejemplo 2.3.7. Sean H una K-bidlgebra y A un H-comddulo algebra con la coaccién py :
A — A®gH (que es un morfismo de K-dalgebras). Siguiendo [90] y [79, 4.2], consideramos
M(H)% la categoria de los médulos (A, H)-bidlgebra por la derecha. Los objetos son
K-médulos M con una estructura de A-moédulo por la derecha y una estructura de H-
comodulo por la derecha tal que la coaccion es A-lineal por la derecha, es decir

pM(ma) = Z m(0)a() @k M(1)a(1), VYm € M, a € A. (2.4)
(m),(a)
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Los morfismos en M(H)’ son A-lineales y H-colineales. Se sabe de [15, Example 3.1] que
la categoria M(H)% es isomorfa a la categoria de A ®x H-comddulos, donde A ®@x H es
el A-coanillo asociado a la estructura entrelazante (A, H)y, ¥ : H®x A — A ®g H, via
h®gar— Y, a(o) ®k ha(1). Denotemos por € este A—coanillo. Estd claro que p, satisface -
la ecuacién (2.4), luego A admite un estructura de €-comdédulo. De otra parte g = 1 ®g 1
es claramente un elemento grouplike de €, y luego [g]A es un €-comddulo con la coaccién
pgla : A — € via a — ga. Recuerde que la estructura de A-médulo por la derecha de €
viene dada por la ecuacién

(' ®k h)a = a'(h®xka)
= Z a'aq) ®k hagy,

lo que implica que
pgala) = (1®k1l)a
= a0 ®xaq
= pa(a).

Por lo tanto las dos coacciones coinciden y el morfismo canénico definido en [90], coincide
también con el morfismo de la Proposicién 2.2.6, que en este caso es definido por

can: A®p A — A®k H, (d ®k a Za'a(o) ®k a(1)),

donde B = A" = {a € A|pa(a) = a ®x 1}. Luego si can es biyectivo, entonces B — A
es una extensiéon A ®g H—Galois en el sentido de la Definicién 2.3.5. Si ademés B — A
es una extension fielmente plana (i.e. gA es fielmente plano), entonces esta extension es
H-Galois en el sentido de P. Nuss [79, Definition 4.1].

El siguiente ejemplo analiza la situacién en los médulos entrelazantes.

Ejemplo 2.3.8. Sea (A, C)y una estructura entrelazante (A aqui es una K-dalgebra) sobre
K y supongamos que existe un médulo entrelazado X tal que X 4 es finitamente generado y
proyectivo. Se tiene la aplicacién canodnica can : ¥* ®7 3 — A® C, donde T es el anillo de
endomorfismos de ¥ como un médulo entrelazado. Si can es biyectivo, entonces podemos
recuperar el morfismos entrelazante v; en efecto es facil comprobar que 1 es la siguiente
composicién ' '

C@KA E*®TE®KA E*®TZ A@KC
¢ ®x at—can~ (1 ®k c) ®k a+—> can~ (1 ®k c)a+———> can (can~}(1 ®k c)a)
= (1®kc)a=19P(c®ka)

Reciprocamente, empezando por una codlgebra (C, A, e) y un médulo por la derecha fini-
tamente generado y proyectivo ¥ sobre una K-algebra (A, i, ) con una base dual finita
{p:,p:}. Considere py : & — ¥ ®g C una C—coaccién por la derecha sobre 3 y define

T = {t € End(Z4)|p(tu) = tp(u) para cualquier u € £}
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es decir 7" es el anillo de endomorfismos de ¥ que son A-lineales y C—colineales. Entonces
define can(cp X7 u) = E (,O(U(o)) @A U1), donde p € ¥*,ue Xy pg(u) = Z U(0) ®K U(1)- El
morfismo can es claramente A-lineal por la izquierda.

Si este can es biyectivo (lo que puede ser una nueva definicién general de una extensién
C-Galois: T C End(X24) en la teoria de codlgebras), entonces existe una unica estructura
entrelazante (A, C)y que convierte a ¥ en un médulo entrelazante. En efecto, la unicidad
viene de la primera asercién de arriba y para completar la demostracién, define

Y:CRkgA rRrE®k A QR X ARk C

¢ ®k a——>can~ (1 ® ¢) ®k a— can~!(1 ®k ¢)a+—>can (can"}(1 ®k c)a)

Segtn [17, Proposition 2.2] (A4, C')y es una estructura entrelazante si y sélo si (A®gC, A®xk
A, A ®k €) es un A-coanillo cuya A-accién por la derecha viene dada por (a ®k c)a’ =
a(c ®k a), a,a’ € Ay ¢ € C. Para comprobar que esta A-accién es bien definida,
basta comprobar su asociatividad porque el resto de las condiciones es evidente. Ahora la
asociatividad nos la propone el siguiente diagrama conmutativo

TRARA ®A can®A
K

CRARA_XK X I*"RYLQA®RA__K YRY®A ARC®A
K K T K K T K K K
C’(lgu ARTRA

i( K K
C®A E‘®Z®;L A®E*®E®A
K T K K T K

TleA Aé?u
¥ /
'QRY®A L Y'Y ARY*®X
T K T K T
can A®can
K
neC ¥
ARC K ARAR®C
K K K

donde 7 : C — ¥* ®7 ¥ es definido por ¢ — can (1 ®x ¢) y ¢ es la multiplicacién
por la derecha por escalares. Con esta nueva estructura de A-bimédulo el isomorfismo
de A-bimédulo can induce sobre A ®x C una estructura de A—coanillo con la counidad
g/ = exegry 0can~! y la comultiplicacién la siguiente composicién

can

Asx
SR D T R N Q4 T @ T
N lcan@Acan

“so. (A®kC@iA®C

~
~
5
= =3
~

ARk C Rk C

Ak C

~
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Como (A ®k €) o can = ex-g,x, se tiene A ®g € = ¢'. De otra parte, denotemos por
can!a®k ¢) = Y., Pa @4 U, para ciertos a € A, ¢ € C, entonces

A'la®gc) = = o(can ®4can)o Asg-g,x 0can '(a ®k c)

= = o(can ®4 can) <Z Vo ®T Pi ®a P; T Ua)

= Z (((Pa(pi(())) XK Pi(l))P:(Ua(O))) QK Ua(1)
1,04(pi),(ua)

= Y ¢alpio)can (can™! (1 ®k pi1))P; (Ua(0))) @x aq)
t,0,(pi),(ua)

= > can(can (palpi()) ®x Pi(1))P} (a(0)) ®K Ua()
iral(pi)v(ua)

= Z can (cpa QK ua(O)) QK Ua(1)

a,(u,,)

= (can®k C) o L* @ pz(z Pa ®K Ua)

= (A®gA)ocan(can™(a ®k c))
= A Rk A(a ®]K C)

donde hemos utilizando la ecuacién
(can®kx C) o (Z* @7 px) = (A®gA)ocan
Escogiendo ¥ = A, se obtiene [21, Theorem 2.7].

La relacién entre la Teoria del Descent No-conmutativa y los coanillos de Galois con
elemento grouplike es muy conocida (véase [17] y [28]). Vamos a derivar de nuestro andlisis
sobre los coanillos de Galois sin elemento grouplike una teoria del Descent para extensiones
de anillos de forma B — End(X,4), donde X4 es finitamente generado y proyectivo. Por
supuesto, que nuestras suficientes condiciones para obtener un teorema del Descent, vienen
dadas sobre el bimédulo . Otra vez el caso en que A es una K-algebra con ¥ = A coincide
con la teoria clésica.

Lema 2.3.9. Sean A y B dos K-anillo con unidades locales. Considere p¥4 un (B, A)-
bimddulo unitario tal que ¥4 es finitamente generado y proyectivo, y T = End(Es-g,x).
Entonces el morfismo candénico can : * @73 — L*®pgY es un isomorfismo de A—coanillos.

Demostracién. Sea B — T el morfismo que viene de la Proposiciéon 2.2.4. Denote por
wpr: L*®p L — X*®7 X la aplicacién obvia: ¢ ®p z +— ¢ ®p x. Vamos a comprobar que
wp.r es inversa de can. Dadas p € £* y z € %, se tiene can(wp r(p®px)) = >, ¢(pi)p; ®B
T = p®pz,y wpr(can(p®rz)) = wp (2, ¢(pi)p; ®p ) = wpr(P®pT) = 7. Luego,
can es un isomorfismo de A—coanillos (notemos que wpr es obviamente un morfismo de
coanillos). O
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Teorema 2.3.10 (Descent Generalizado para Mdédulos). Sean A un K-anillo con
unidades locales y B una K-dlgebra. Considere g¥s4 un (B, A)-bimddulo unitario tal
que X4 es finitamente generado y proyectivo junto con los anillos S = End(34), T =
End(Es-g,5) y la extension candnica X : B — T. Las siguientes aserciones son equiva-
lentes.

(1) a(X* ®p X) es un mddulo plano, Ls-g,s es un generador finitamente generado y
proyectivo de M*>®8% y X: B — T es un isomorfismo;

(i) a(X* ®p X) es un mddulo plano y — ®p L : Mp — M ®8% es una equivalencia de
categorias;

(i11) p¥ es un mddulo fielmente plano;
(iv) A(X* @p L) (0 pX) es un mddulo plano y S es fielmente plano.

Demostracion. Primero, recuerde que Lema 2.3.9 nos dice que el coanillo de comatrices
¥* ®p 2 es de Galois.

(z) = (i1). Viene del Teorema 2.3.2.

(22) = (742) y (7). Sisuponemos dicha equivalencia de categorias, entonces ¥ es un generador
finitamente generado y proyectivo de M¥ ®8E Deducimos pues del Teorema 2.3.2 que
— ®r X Mgy — M¥ @Y es una equivalencia de categorias y v es fielmente plano. Por
lo tanto, en el diagrama conmutativo de funtores

>
Mp ME®BZ
TF TCAN
s>
Mr MEorE

donde F' : My — Mp es la restriccién de escalares asociado a A : B — T, los otro
tres funtores son equivalencias de categorias. Luego F el también es una equivalencia de
categorias, ahora [6, Exercise 12.10(4), p.260], implica que A es un isomorfismo, lo que
prueba (7) y (4i1).

(731) = (71). Segin la Proposicién 2.2.4, tenemos

T = End(Zs-gpy) = {f € End(X4)| f ®p 2 = 1®g f(z), para cualquier x € X},

lo que implica que la aplicacién canénica B®p> — T®pX. es un isomorfismo. Por lo tanto,
cuando g es supuestamente plano, uno deduce que Ker(\) ® g © = coKer(\) ®p ¥ = 0.
Luego, si X es fielmente plano, entonces A es un isomorfismo de anillos, luego podamos
aplicar el Lema 2.3.9 y el Teorema 2.3.2 para poder obtener que — ®p % : Mg — M ®52
es una equivalencia de categorias.

(#44) = (iv). Basta comprobar que pS es fielmente plano. Utilizando el isomorfismo de
B-bimédulos ¥ ®4 X* = S, esta claro que gS es un médulo plano. Sea ahora X € Mp tal
que X ®p S =0, entonces 0 = (X ®p 5) ®s X = X ®p X, implica que X = 0.
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(iv) = (i17). Sea X € Mp tal que X ®p 2 =0, entonces 0 = X ®pL @4 X" = X ®p S,
implica que X = 0 y luego — ®p 2 es un funtor fiel. Si g¥ es plano no queda nada que
demostrar. Si 4(X* ®p X) es un médulo plano, entonces Uy : ME®BE A 4 es un funtor
exacto y fiel, segun la Proposicion 1.2.12. Considere ahora

g9

0 Y Y’

g9

Y” 0

una sucesion exacta corta en Mg, considere también Z el nicleo de f ®@p ¥ en la categoria
de comddulo M* ®8% recuerde que esta categoria es en realidad de Grothendieck y que Z
coincide con el nucleo de f ®p ¥ calculado en M 4. Se tiene pues un diagrama conmutativo
con filas exactas

0—Z @42 —Y ®BE@L —Y' ®EX®,4 2"

T

Y®pS Y'®p S.

0

Por lo tanto Z ®4 2* = 0, luego Z ®,4 (X* ®p ) = 0, lo que implica que Z = 0, porque Z
es un ¥* ®p L-comddulo. Finalmente, — @ ¥ : Mg — ME"®B% es un funtor exacto por
la izquierda, ahora componiendo con el funtor del olvido Uy, se tiene que g es un moédulo
plano. O

M. Cipolla [30] a dado un teorema del Descent para extensiones de anillos unitarios
no-conmutativos B — A. Como ya se sabe T. Brzeziriski apuntado [17], que la categoria
de descent data [79], es precisamente la categoria MA®54 de comédulos sobre A ®p A,
véase el apartado 1.2.5 del capitulo 1. Como consecuencia del Teorema 2.3.10, se obtiene
el resultado principal de Cipolla [30, Teorema] (véase también [79, Theorem 3.8]).

Corolario 2.3.11 (Descent para Mdédulos). Sea B — A una extension de K-dlgebras.
Si pA es fielmente plano, entonces el funtor — ®p A : Mp — MA®BA establece una
equivalencia de categorias. El reciproco es cierto si 4(A ®p A) es un médulo plano.

Demostracion. Ponte ¥ = A en el Teorema 2.3.10. O

El siguiente ejemplo relaciona el contexto de coanillos de comatrices sobre anillos con
unidades locales, con los anillos de matrices de Rees utilizados en la teoria de anillos con
unidades locales y que han sido estudiados por P. N. Anh y L. Marki en (8], [7].

Ejemplo 2.3.12. Sea A un K-anillo con unidades locales y e € Idemp(A). Considere el
A-médulo unitario ¥ = eA junto con S = eAe su anillo de endomorfismos A-lineales. Se
puede pues construir el A-coanillo de comatrices £* ®g X = Ae ®.4. ¢A. Ademds, en este
caso T = S. Por las definiciones que vienen en resto de este ejemplo, véase [8, Example
2] v [7]. Sea R un anillo con unidad y supongamos que A es el anillo de matrices de Rees
sobre R, con la siguiente descomposicién canénica A = Ae ®.4e €A, e? = e € Idemp(A),
R = eAe. Si A es finitamente ortogonal respeto de e ([7, Definition 4.2]), entonces A es
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obviamente un anillo con unidades. Considere (4.24 = €A, entonces la comultiplicacion del
A-coanillo de comatrices ¥* ®, 4. 2 es transferida a Ae®,.4. €A mediante A : Ae ®, 4.4 —
Ae Rcpe €A R4 Ae Repe €A enviando (ae @ese €a') — a€ Pepe € @4 € Rese €a', a,a’ € A,
mientras la counidad serd € : Ae ®.4. €A — A enviando ae ®.4. ea’ +— aea’ que es el
isomorfismo de arriba citado i.e. A = Ae ®.4.eA. Esta claro que la categoria de comddulos
MAeBeaced o5 jsomorfa a la categoria de médulos unitarios My, via el isomorfismo de la
counidad. De otra parte ¥ is a generator de M4, lo que implica, segin el Teorema de
Popescu-Gabriel [46], que 4.2 es fielmente plano, luego — ®.4e & : Moo — MA®Beaced og
una equivalencia de categorias. Luego, eAe es Morita equivalente a A, y A es pues Morita
equivalente a R.

2.4. Reconstruccion y coanillos de comatrices infini-
tas.

En esta seccién vamos a escoger un anillo de escalares una K-algebra con unidad A.
Nuestro objetivo es reconstruir cada A-coanillo a partir de un conjunto de generadores
finitamente generados y proyectivos de la categoria de comédulos por la derecha. Un tal
conjunto, cuando existe, puede ser considerado como una sub-categoria pequena de la cate-
goria de comoddulos junto con un funtor fiel que olvida las coacciones (restriccién del funtor
del olvido). Desde este punto vista, a cada categoria aditiva pequena A (véase [10], para
categorias mucho mas generales) y un funtor fiel w : A — add(A,), donde add(A,) es la
sub-categoria de A—mddulos por la derecha finitamente generados y proyectivos, se le aso-
cia un A-coanillo llamado coanillo de comatrices infinitas. Nuestra reconstruccién, consiste
pues en comprobar que cada coanillo cuya categoria de comédulos posee un conjunto de
generadores finitamente generados y proyectivos como moédulos, es isomorfo al coanillo de
comatrices infinitas asociado a este tultimo conjunto.

Si A tiene un solo objeto B cuya imagen (por w) coincide con A 4; estamos re-definiendo
el A—coanillo de Sweedler A ®p A. Pero si esta imagen es cualquier A-médulo finitamente
generado y proyectivo ¥, estamos re-definiendo esta vez el A—coanillo de comatrices finitas
Y*®p ¥ (A aqui es una K-dlgebra). Cabe notar que las construcciones abajo detalladas,
tienen su fuente de inspiracién en la reconstruccién de [63, Section 4] (véase [39]).

La definicion de los coanillos de comatrices infinitas en el caso de K—anillos con unidades
locales, puede plantearse de la misma manera, aunque hay que considerar categoria pequenas
con el anillo de endomorfismos de cada objeto, un anillo con unidades locales. Estas cate-
gorias han sido definidas por G. Abrams [1].

Fijamos durante esta seccion A una K-dlgebra. Todos los A-mddulos son unitarios.
Denotemos por add(A,) la categoria de todos los A-médulos por la derecha finitamente
generados y proyectivos. Sea w : A — add(A4) un funtor, donde A es una categoria
aditiva pequena. La imagen de un objeto P € A por w, serd denotada por “P, a veces
por P si mismo, cuando no hay confusiéon que se produzca. Para cualquier objeto P € A,
denotaremos por Tp = End4(P) su K-algebra de endomorfismos junto con su extension
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la K-édlgebra S = End(“Pj4), que envia t a w(t). El médulo “P es ahora un (Tp, A)-
bimédulo. Si P, @ son dos objetos de A, entonces los elementos del (T, 7Tp)-bimédulo
Tpg = Homy(P, Q) actiian canénicamente sobre “P. Esta accién puede ser interpretada
como la aplicacién Ty — A-bilineal

Tpq @1, “P wp
t ®rp p———tp := w(t)(p),

que satisfacen la siguiente asociatividad
t/(tp) = (t’ o t)p, te TLQ, t e TPQ, pE “P.

Los A-médulos duales por la derecha “ P* = Hom4(“ P, A), son entonces de manera natural
(A, Tp)-bimédulos y los correspondientes pares duales, vienen dados por

wQ* ®TQ TPQ wP*
® 1y t——— pt := p o w(t)

La compatibilidad entre estos pares, viene dada

p(tp) = (pot)(p), ¢€“Q,t€Tpg, pE“P. (2.5)

De ahora en adelante vamos a denotar “P por P. Segun la secciéon 2.2, cada objeto
P € A, se le asocia su A-coanillo de comatrices P* ®7,, P. Escogemos {pap, P, } una base
dual finita por la derecha de P. Consideramos el coproducto de A—coanillos

B(A) = P P @, P (2.6)
pPeA

Cualquier objeto P € A es, por induccién, un B(.A)-comddulo por la derecha, cuya coac-
cién es definida por pp : P — P ®4 B(A) definida por pp(p) = 3_,, P ®4 Pap ®Tp Dip-
El asignar P +— (P, pp), no define un funtor de la categoria A a la categoria de comédulos
MBA)  porque no esta en general bien definido sobre los morfismos. Para remediar eso
habrd que factorizar B(.A) por un coideal. El siguiente lema nos va ser muy 1til en la
demostracién de siguientes resultados.

Lema 2.4.1. Sea t € Tpq. Entonces

D Gag @A Gt = D tPap ®a P, € Q@4 P

agQ ap

Demostracién. Recuerde el isomorfismo natural g p de la ecuacién (A.5) del capitulo de
apéndices £o p 1 Q ®4 P* — Homu(P,Q) via g ®4 ¢ — [p— qp(p)]. Sea pues p € P un
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elemento arbitrario, usando la ecuacién (2.5) y el criterio de la base dual, se tiene
gQ,P Z an ®A q;Qt (p) = Z an quQt(p)
aQ

aQ
= ) Gagli(tp)
aq

=1 (Zpapp;p(p)>
= Y tpappi, (D)

q.p (Z tPap ®a pf;,,) (p)

ap

Il

lo que termina la demostracion. |

Lema 2.4.2. El K-submddulo J de B(A) generado por el conjunto
{e®r,tp— vt @, p: p€Q",p€ Pt Trg, P,Q € A}
es un coideal de B(A).

Demostracién. Es facil de ver que J es un A-sub-bimédulo de B(A). Comprobamos que
£(J) = 0, en efecto

e(p ®1y tp — pt @1, p) = ¢(tp) — ¢t(p)
= pt(p) — pt(p) =0

Ahora usando el Lema 2.4.1, se tiene

A(p ®14 tp — ¢t ®15 P)
= Z 2 ®TQ Qon ®A QZQ ®TQ tp - Z SOt ®Tp Pap ®A p;P ®Tp p

aQ ap
= Z © BTy Gag ®A Yo, BTy tP — Z P O1q Gag B4 ot ®1p P
aQ aQ A
. Z ¥ ®TQ tpap XA pl*lp ®Tp P — Z pt ®Tp Pap B4 p;p ®1p P
ap ap
= Z @ BT, Gag ®a (Gag BTg tP — 4oyt BTp P)
aqQ

+ Z(‘P ®TQ tPap — Pt O1p paP) X4 p;P XTp P

ap
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Lo que comprueba que A(J) € Ker(r®47), donde 7 : B(A) — B(A)/J es el epimorfismo
canonico. Por lo tanto, J es un coideal. |

Como hemos comentado antes cada objeto P € A admite una 8(.A)—coaccién, definida
segin la seccién 2.2, por pp : P — PR4B(A) viap — > pa®a(Py, ®1pPp), componiendo
con el morfismo canénico de A—coanillos 7 : B(A) — B(A)/J = F(A), se tiene una nueva
coaccion

plp - P P®, P Q1p P P®a S(A) (27)
p}—>2ap pO‘P ®A ((p;p ®TP p)) }_———)Zap pO‘P ®A ((p;p ®TP p) + 3)

Proposicién 2.4.3. Sea B(A) = ®peaP* @1, P y define el A—coanillo cociente §(A) =
B(A)/3J, usando el Lema 2.4.2. Existe un funtor F(A,w) : A — M3 que asigna a cada
P € A la estructura de F(A)—comddulo por la derecha (P, pp) de la ecuacion (2.7), y que
hace el diagrama

A = add(Ay)
3(w) i

Y
MEA) ————= M4

conmutativo.

Demostracion. Sean t € Hom4(P,Q) y p € P elementos arbitrarios. Segin el Lema 2.4.1,
tenemos

Gog ®a (q;z t®TP p) = tpap ®a (p:xp T1p p)!
Q

aQ ap

como componente homogénea del médulo Q® 4B(.A). Aplicando ahora el morfismo Q® 4,
se obtiene

D g ®a (q;Qt ®1p P + 3‘) = ) tPap ®a (Php O1, P+3J) (2.8)
agQ ap
Utilizando la definicién de J (Lema 2.4.2) y la ecuacién (2.8), se tiene

anq ®a (qf;Q ®1, tp-{-:() = anQ XA <(];Qt®Tpp+3)

@Q aQ

> thap ®a (php @1, P +3)

ap

Lo que significa que
po(tp) = (t®aF(A)opp(p), VpeP teTpq.

En conclusién §(w) es bien definido. La conmutatividad del citado diagrama es evidente.
O
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Denotemos por V4 : M4 — Mk el funtor del olvido. Sea W = VoUy : MSA) Mk,
utilizando la transformacién natural (1.40) de la seccién 1.6, esta claro que — @, W (F(A)) =
W(— ®4 §(A)). Teniendo en cuenta esta identificacion, vamos a relacionar la K-algebra
dual por la izquierda *(F(A)) con la K-élgebra de transformaciones naturales Nat(W, W)
(como en el caso de codlgebras).

Lema 2.4.4. Si 6 € Nat(W, W), entonces 634y es morfismo F(.A)-colineal por la izquier-
da.

Demostracion. Primero, comprobaremos la A-linealidad por la izquierda. Sea pues a € A
y considere A, : §(A) — F(A), enviando ¢ — ac. Como la comultiplicacién A de F(A) es
A-bilineal, A\, es F(A)—colineal por la derecha; esto para cualquier a € A. Por lo tanto,
d3(4) © Aa = Aq 003(4), Para cualquier a € A, es decir que dz(4) es A-lineal por la izquierda.
Como W : M¥A) — My preserva el limites directos, se tiene segiin el Lema 1.6.1, que
Ox@.5(4) = X ®4 034 (recuerde que W es el funtor del olvido), para cualquier X 4. Como
delta A es §(A)—colineal por la derecha, se tiene A o dz4) = Oz4)e.54) © A y luego
Ao bz = (S(A) ®a 054)) 0 A, es decir que x4y es F(A)—colineal por la izquierda. [

Considere §(A) junto con el funtor del olvido W : M¥A) — My y definew4 : A — Mg
como la composicién de w y la restricciéon de V4 a la sub-categoria add(A,). El diagrama
de la Proposicion 2.4.3; se completa ahora en el siguiente diagrama conmutativo

A > add(Ay) (2.9)

&(Aml l - Mk
MEA) —— M, T

Proposicién 2.4.5. En la notacion anterior, existe una extension de K-dlgebras v :
*(F(A)) = Nat(wa,wa). Si suponemos que M3A) es abeliana y que tiene como conjunto
de generadores proyectivos A. Entonces vy es un isomorfismo.

Demostracion. Esta claro que existe una extensiéon Nat(W, W) — Nat(wa,w,), por que
W o F(A,w) = wy. Para la primera asercién, basta comprobar usando la Proposicion
1.2.15, que Nat(W, W) = End(34)8(A)) como élgebras. Segiin el Lema 2.4.4, la siguiente
aplicacion

(—)sca) : Nat(W, W) End(z.4)5(A))
St O3(A)

es un morfismo de anillos unitarios. Vamos a definir un morfismo inverso de (—)z(4). Con-
sideramos f € End(z4)F(A)) y cualquier §(A)-comédulo por la derecha X. La siguiente
composicion

X®af X®ac

n(f)x: W(X)—2—=X@4C X®4C X ®4 A2 W(X)
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es morfismo natural. En efecto, considere una aplicacién §(.A)-colineal por la derecha
g: X — Y se tiene pues el diagrama

W(g)

W(X) w(Y)
PX pY
3(A
X @4 §(A) —— 250~ ¥ @4 5(A)
u(f)x XQ@af Y®af w(f)y
I®a(A)
X ®a35(A) Y ®45(A)
X® e Y®ae
W(X) Vo) W(Y)

que es claramente conmutativo, lo que implica que u(f)_ es natural. De otra parte,

p(fzy = (B(A)®ae)o (F(A) ®af)oA
= (3(A)®ae)oAof
= f
esto para cualquier f € End(z4)§(.A)). Ahora, como en la demostracién del Lema 2.4.4,
para cualquier § € Nat(W, W)y X € M3 se tiene dxg,54) = X ®4054). Por lo tanto,

10z)x = (X ®ac)o (X ®adzu)opx
= (X ®4¢)00xeis4) © Px
= (X ®a¢)o0 5X®A3(A) o Wi(px)
= (X ®a¢e)oW(px)odx
= Jx.

Finalmente, la compatibilidad de p(—) con la suma y el producto son inmediatos. En
conclusién End(z4)F(A)) = Nat(W, W) como anillos unitarios, via p(—) y (—)g). La
segunda asercién, es una consecuencia del Teorema de Mitchell [87, Theorem 3.6.5], usando
la composiciéon W o F(A,w) = w4. : O

Ahora vamos a dar una descripcién alternativa del A-coanillo §(.A). Supongamos que
A es una sub-categoria de una categoria aditiva C, y que existe el coproducto @pe 4P en la
categoria C. Supongamos ademés que el funtor w : A — add(A,) es una restriccion de un
funtor U : C — M 4 que conmuta con el coproducto @pe 4 P. La existencia de la categoria C
y el funtor U, es garantizada por la siguiente construccién. La clase de objetos de C es con-
stituida por la clase de objetos de A y un nuevo objeto, denotado X. Par construir la clase
de flechas en C, basta completar la familia de conjuntos Hom 4( P, Q) = Hom¢(P, Q), anadi-
endo los siguientes: Home (P, 2) = ®xe4Home (P, X) (coproducto de grupos abelianos, re-
cuerde que A es pequeiia), Hom4(2, Q) = lxe4Home(X, Q) y finalmente Home (%, ¥) =
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I xe4Home (X, X) (producto de grupos abelianos, existe también porque A es pequena);
para cualquier P,@Q € A. Las aplicaciones de la composicion restantes son

Home (P, X) x Home (X, Q) — Home (P, Q),

((®xeatrx), (tyQ)yea) —= D _xeatxotrx

Home(X, P) x Home(P, X) Hom¢ (%, %)

((typ)vea, ®xeatpx) — (®xea(trxtyp))yea

Home(%, P) x Home(P, Q) —— Home (%, Q),

(tPQtYP)YeA

((typ)yea, trq)

Home (P, Q) x Home(Q, X) —— Home (P, X),
(tpo , Bxeatox)

Dxealtoxtro)
Hom¢ (P, E) x Home (X, ¥) —— Home (P, X),
(®xeatrx , (9y)yea) ——= D xeca(9x o tpx)
Hom¢ (X, X) x Home (2, Q) —— Home (X, Q),
((9v)vea, (txQ)xea) ——(txq © 9@)xea

(las que quedan se deducen trivialmente de estas). La definicién de U sobre los objetos,
viene dada por

U:C My
P——“P, VPeA,
x Dxea”X

y sobre las flechas

Home(P, Q) —4= Hom(“P,“Q), Home(E, Q) —L=Homa(®xc”X, Q)

t w(t) (fx)xear———®xecaw(fx)

Home (P, £) —> Homs(“P, ®xc4“X), Home(Z,E) —L> Homu(®xea” X, Dyes”Y)

> xeaw(fx) (fx)xear———®xecaU(fx)

DOxeafx

Esta claro ahora que el funtor U : C — M4 es bien definido y conmuta con el coproducto
®pecaP que es en realidad el nuevo objeto ¥. En efecto ¥ es el coproducto de {P}pc4
en la categoria C con las siguientes inyecciones y proyecciones candnica: Para cada P,
tp 1 P — ¥ es la imagen de morfismo identidad de P en la suma directa Hom 4(P, X)) =
®©xeaHome(P, X) y mp : £ — P es el morfismo 7p = (fx)xea tal que fx = 0, para
cualquier X # Py fp = P la identidad de P. Finalmente, w es claramente una restriccién
de U a la sub-categoria A.
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Consideramos el anillo de endomorfismos 7' = End¢(X). Se tiene pues una estructura de
(T, A)-bimé6dulo sobre U (), que induce una estructura de (A, T")-bimédulo sobre U (X)* =
Hom4(U(X), A). Vamos a utilizar la notacién ¥ por U(X). Para cada objeto P € A, sea
wp : & — P (resp. tp : P — ¥) la proyeccién canénica (resp. la inyeccién candnica), es
decir tp = U(tp) y mp = U(7p), donde ¢p y 7p han sido arriba definidas.

Proposicién 2.4.6. Existe un morfismo sobreyectivo de A-bimédulos
I': ®pecaP* Qrp P—s3Y"®r 2

cuya restriccion U'p a cada P*®7, P viene dada por Up(p®r1,.p) = @mp@rip(p). El nicleo
de I es el coideal J y por tanto, £* @1 ¥ puede ser dotado de una estructura de A-coanillo
con la cual ' es un morfismo de A—coanillos. Este morfismo I' induce pues un isomorfismo

de A—coanillos F(A) = £* @r .

Demostracién. Vamos a averiguar primero que I'p esta bien definida. Para todo ¢ € P,
p€ PyteTp, tenemos

Tp(pt @1, p) = (pt)mp ®r Lp(P)

= @mpiptmp ®r Lp(p)
emp ®7 tptrpLp(p)
©mp ®r Lpt(p)
= Tp(p ®1; tp)

Para comprobar que I' es sobreyectiva, observe que si ¢ ®r u € X* ®r 2, entonces existe
un conjunto finito F de objetos de A tal que u = (3 pcx tpmp)(u). Por lo tanto

p®ru = Z<P®T tpp(u)
PeF

= Z oLpmp @7 Lpmp(u)
PeF

= F(Z pLp ®TP 7l'p(u)) (210)
PeF

Ahora comprobemos que J C Ker(I'). Dado un generador ¢ ®7, tp — ¢t @7, p en J, donde
p€eQ*, pe P, teTpg,y P,Q € A, aplicando T, se tiene

T(p @y tp— 9t @1 p) = 7Q ®r t(tp) — wimp Or Lp(p)

pmq ®r L(tp) — wrqLetTe @1 Lp(P)
= mg ®r tg(tp) — g ®1 LotmpLp(p)
= @7 ®r to(tp) — pmq ®r L(tp)
=0
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Finalmente, hay que averiguar la inclusién reciproca. Se sabe que cada elemento de @ pe 4 P*® 7,

P es una suma finita = 377, 3" 5. 4 @a p ®1p Pa,p, Para un cierto g, p € P*y P,p € P
con casi todos los pa,p = 0. Este elemento pertenece a Ker(I') si y sélo si ), p ¢a pmp ®1,
tp(pa,p) = 0. Como los elementos tp(p) generan X, existen segin [91, Proposition 1.8.8]
un conjunto finito {v;}rer € E* y un conjunto {g, px} C T, tales que

)

1. gopr = 0 para casi todo (a, P, k),

2. 3 a.p 9apktp(Pap) =0, para todo k € I,

3. QapTP =Y 1 Vk9aprk, Paratodoa=1,--- ny P€ A.
Se deduce directamente de la tercera condicién que

Pap = PapTPLP
= Znga,P,kLP (2.11)
%

Como cada P es un A-mddulo finitamente generado y proyectivo, se tiene que g, pitp :
P — ¥ se factoriza a través de una suma directa finita @ger@. Dado que los g, pi # 0
son en numero finito, podemos pues suponer que el conjunto finito F es independiente de
a y de P. Por lo tanto

Ja,Pklp = (ZLQWQ) Ja,PklP

QeF
= Z LQTQYa,PklP (2.12)
QeF
En vista de la ecuacién (2.11), se tiene
Pap = Z Vk,tQ.a, Pk (2.13)
k,Q

donde vt @ = voLg € Q" Y tQ.a,pk = TQYap,ktp € Tpg. De otra parte, la segunda condicién
arriba implica que para cada Q, k

Z tQa,PkPap = Z TQYa,PktP(Pa,P)
a,P a,P

= TQ (Z ga,P,kLP(Pa,P)> =0 (2.14)

a,P
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Finalmente,
Z Pa,p Tp Pap = Z (Z l/k,QtQ,a‘p‘k) RTp Pa,P
a,P a,P \ kQ
= Z Vk,QtQ,a,Pk ®Tp Pa,p — Z Vk,Q O1q (Z tQ,a,P,kpa,P>
a,Pk,Q £Q wb
=3 Z (Z Vk.QtQ,a,Pk @Tp Pap — Z Vk,Q Ot tQ’a,p,kpa1P>
a,k PQ PQ

donde la primera igualdad viene de la ecuacién (2.13), mientras que la segunda, viene de
(2.14). Vamos a definir la estructura de A-coanillo sobre ¥* ®¢ ¥ inducida por I', con
ello habremos acabado la demostracién, porque la ultima asercién serd evidente. Segin la
ecuaciéon (2.10), existe una aplicacién

A x Y YR L RaXT R X
((pv u) e ZPE]‘-,GP ¢ ®r Lp(pap) ®a p:!Pﬂ-P % u')

donde p € £* yu =) p.rtpmp(u) € X. Sea t € T, entonces
A(pt,u) = Z (tep)mp @1 Lp(Pap) ®A PapTp OT U
PeF,ap

como tip : P — X se factoriza a través de una suma finita @ xcr, X, podemos considerar
F' la union de todos los Fp, P € F, asi tenemos ttp = (D x5 tx7x)(ttp), para cualquier
P € F. Por lo tanto

Al(pt,u) = Z pLxTxtipTp T Lp(Pap) ®4 PopTp T U
PeF,ap,XeF'

= Z Y2 ®T LXTrXtLP(pOtp) ®A p;pﬂp ®T u
PeF,ap,XeF'

aplicando el Lema 2.4.1 junto con las aplicaciones
X ®a P Y®4 2"

T®ap—1x(T) ®a p7p.

obtenemos

A(pt,u) = Z @ @7 txTxtp(Pap) ®a Pop TP O U
Pef,ap,Xef’

- Z @ ®r tx(Tax) ®a Ty, Tx QT (Z tLPWP(U)>
XeF ax PeF

= Y 0O ix(Tux) ®aTh, Tx Ortu
XeF ax
= A(p,tu)
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porque tu tiene el soporte en F. Luego A’ se extiende a la aplicacién

A:X*Q@p 2 YR LR 2R 2 (215)
Sa ®T U b ZPE}-,QP SO ®T I’P(paP) ®A p;pﬂp ®T u

que es la comultiplicacién deseada. La counidad es simplemente la evaluaciéon e : ©*®@p Y —
A, via ¢ @ u — (u). O

Definicién 2.4.7. El A-—coanillo £* ®¢ X, se llama el coanillo de comatrices infinitas
asociado a la categoria A y el funtor w : A — add(A4). Su comultiplicacion A viene
dada explicitamente como sigue: una vez elegida una base dual finita {p,,, pX P}, para cada
P € A, se tiene, de la ecuacién (2.15)

Alp®@ru) = Z Z oLpTp @ Lp(Pap) ®a PopTp @1 LpTp (1) (2.16)
PeF ap

para ¢ @r u € X" ®r X, donde F es un conjunto finito de objetos de A tal que u =
> per tpmp(u). La counidad € de X* ®7 X es simplemente la evaluacién ¢ ®r u +— o(u).

Observacién 2.4.8. Si gP4 es bimédulo, con P, finitamente generado y proyectivo i.e.
P € add(A,), entonces el coanillo de comatrices P* ®p P de la definicién 2.2.2, es simple-
mente el coanillo de comatrices infinitas asociado al funtor canénico de la categoria aditiva
B a add(A,) qui designa al tinico objeto B el objeto P.

Supongamos ahora que A es un sub-categoria pequena de la categoria de comédulos
por la derecha M? sobre un A-coanillo €, y el funtor w : A — add(A,) es la restriccion
del funtor del olvido Uy : M% — My, es decir escogiendo C = M%. Sea & = @pecsP
y T = End(X¢). Consideramos pues la adjuncién canénica Homg(X, —) 4 — ®7 2, entre
las categorias Mz y M®. La counidad de esta adjuncién evaluada en € es el morfismo de
A-bimédulos

Home(%,€) @r X —¢ (f ®r ur— f(u)), (2.17)

que, en conjugacion con el isomorfismo canénico X* = Home(X, €), se tiene el morfismo
de A-bimédulos
can : ¥* ®7 £ = Home(X,€) @r X —— ¢ (2.18)

Lema 2.4.9. El morfismo can : £* @7 X — €, ezplz’citamenté definido por can(yp @7 u) =
(p ®4 C)ps(u), es un morfismo de A—coanillos.

Demostracion. Segun la Proposicion 2.4.6, existe un morfismo de A—coanillos sobreyectivo
I': @pealP” @1, P — ¥* ®@p X. Claramente, es suficiente de comprobar que can o I' es
un morfismo de A-coanillos. Su restricciéon canp al coanillo P* @, P es un morfismo de
A-coanillos para cualquier P, donde canp : P* ®p, P — € es exactamente el morfismo de
la Proposicién 2.2.6. O

Estamos ahora preparados para enunciar el teorema de reconstruccién para coanillos,
aplicando el Teorema de Gabriel-Popescu.
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Teorema 2.4.10 (Reconstruccién). Sea A una K-dlgebra y € un A-coanillo, supong-
amos que la categoria MY es abeliana, y que existe un conjunto de generadores A de € -
comodulos por la derecha, tales que Py es finitamente generado y proyectivo, para cualquier
Pe A Si ¥ = ®peaP yT = End(Z¢), entonces can : £* @7 X — € es un isomorfismo
de A-coanillos.

Demostracién. Si M es abeliana, entonces es una categoria de Grothendieck, segtin la
demostracién de la Proposicién 1.2.12. Claramente, ¥ es un generador de M%. El Teorema
de Gabriel-Popescu [46], implica que al morfismo canénico (2.17), es ahora un isomorfismo.
Por lo tanto can es un isomorfismo de A-coanillos. O

Observacién 2.4.11. Los comédulos de Galois (véase la Definicién 2.3.5) juegan un pa-
pel esencial en la caracterizacién de coanillos con un generador finitamente generado y
proyectivo Teorema 2.3.2. El Teorema 2.4.10 sugiere dar sentido al considerar comddulo de
Galois, sin condiciones de finitud; el importante aqui es que la estructura de coanillo de
>*®7 % anticipa la suposicion de que can sea un isomorfismo. Otra posibilidad es de llamar
a A un subcategoria de Galois de MY, siempre cuando el morfismo can : £* @73 — € sea
un isomorfismo de A-coanillos.

Corolario 2.4.12. Sea € un coanillo sobre un anillo semi-simple artiniano A. Sea A
un conjunto de €—comddulos generadores finitamente generados. St ¥ = @peaP y 1T =
End(X¢), entonces can : £* @1 X — € es un wsomorfismo de A-coanillos.

Demostracion. Como 4€ es obviamente plano, se tiene que M es abeliana. Ademas, cada
comddulo finitamente generado, es finitamente generado como A-mdédulo por la derecha.
Por lo tanto, nuestro coanillo satisface las hipétesis del Teorema 2.4.10. a

Corolario 2.4.13. Supongamos que K es un cuerpo. Considere C' una K-codlgebra junto
con ¥ el coproducto de un conjunto de generadores finito-dimensional en la categoria de
C'~comddulos por la derecha y T = End(X¢). Entonces

can : Homg (%, K) @1 2 c

¢ @r u————> (¢ ®k C) 0 p(u)

es un isomorfismo de K-codlgebras.

Corolario 2.4.14. Considere B una K-dlgebra y ¥ es el coproducto del conjunto de repre-
sentativos de todos los B-mddulos finito-dimensional. Denote por B® la K-codlgebra dual
finito de B (esta constituida de aquellos p € B* tal que Ker(y) contiene un ideal I tal que
B/I es de dimension finita sobre K). Entonces

can : Homg (2, K) ®p & B®

Y ®r u————— (p ®k B°) 0 px(u),

donde T = End(pX), es un isomorfismo de K—codlgebra.
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2.5. Coanillos con generadores proyectivos y pequenos.

En esta seccién vamos a caracterizar los coanillos (con anillo de escalares una K-alge-

bra) cuyas categorias de comoédulos por la derecha poseen un conjunto de generadores
proyectivos y pequenos. Vuelvo a repetir que el caso de un solo generados estudiado en la
seccién 2.6 no es un caso particular del resultado abajo desarrollado, porque las condiciones
del anillo de base son distintas.
Ademaés de esta caracterizacién, ofreceremos un Teorema del Descent fielmente plano so-
bre extensiones de anillos con suficiente idempotentes ortogonales. Finalmente, aplicamos
los resultados obtenidos al caso de coanillo con un conjunto de elementos grouplike y en
particular a la categoria de moédulos graduados.

Fijamos A una K—-dlgebra con unidad. Todos los A-mddulos son unitarios. Regresamos
al funtor w : A — add(A4). Supongamos que A se mete en una categoria aditiva C
y que existe el coproducto ¥ = @pc4P en la categoria C. Supongamos ademés que el
funtor w es una restriccién de un funtor U : C — M4 que conmuta con el coproducto
@®peaP. Recuerde de la seccién anterior que tal categoria y tal funtor, siempre pueden
ser construidos. Denotemos por T' = End¢(X) y por R = ®pgealpg, donde Tpg =
Home (P, Q) = Hom4(P, Q).

Lema 2.5.1. SeanC, A, £, T y R como antes.

(1) R admite una estructura de anillo con unidades locales, precisamente con suficientes
idempotentes ortogonales: {1p : P € A}, donde 1p es el elemento de R imagen de la
unidad de Tp = End 4(P) en la suma directa R.

(2) ¥ es un (R, A)-bimdédulo unitario, mientras que ©F = @ pe 4 P* se convierte en (A, R)-
bimodulo unitario. Estas R—acciones vienen dada como sigue. Parar € R con soporte

=ty L S S

— LQl(TPle)+'.'+LQ1(TPQ1p)a SiPE{Ph'" ,Pk}
T‘LP(p) 0, sz‘Pg {Pl,"‘ 7Pk-}

o )T:{ pp(porpQ) + - +ip(porpg), stQe{Q,--,Qi}
¥ ® 07 SiQ¢{Q17"')Ql}

Demostracion. (1). Segun [45, p. 346] R es un anillo cuyo producto es definido por: Si
t € Tpo = Homu(P,Q) y s € Trx = Homy(L, K), entonces

sot, siQ=1L
St"{ 0, siQ#L (2.19)

ahora esta claro que los 1p, P € A, forman un conjunto de idempotentes ortogonales.
(2). Es inmediata usando el producto (2.19). O
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Considere el A-bimédulo o ®p ¥, resultante del Lema 2.5.1.

Lema 2.5.2. Existe un diagrama conmutativo de morfismos sobreyectivos de A-bimddulos:

Ppcs P O P> 5t @p T (2.20)

|

YrRr 2

Demostracién. Para cada P € A, sean tp- : P* — Xl y 1, : P — ¥, las inyecciones
canénicas. Por 7p. : ©f — P*y mp : ¥ — P, denotemos las proyecciones canénicas.
Fijamos P € A, la aplicacién

v : P* ®1p P — Y @r T (¢ ®1p p— tp-(¢) ®r tp(p))

es bien definida. En efecto, sea tp € Tp y r € R con el soporte P x P y la componente
homogénea rpp = tp. Entonces

p(ptp @1, p) = tp-(ptp) ®r Lp(p)
tp-()r ®r tp(p)
tp-(p) ®r TLp(p)
tp+() ®r tp(tpp)

donde hemos utilizado las R-acciones del Lema 2.5.1(2). Esté claro ahora que vp es un
morfismo de A-bimédulos. La familia {yp : P € A}, determina pues de manera tnica un
morfismo de A-bimédulos I';. En vista de cada elemento de £f @z ¥ es suma finita de
elementos de forma ¢p-(p) ®r tg(q), para ciertos ¢ € P*, ¢ € Q y que si Q # P, entonces
tp (@) ®rto(q) = tp+()tpmp®rio(q) = 0; se tiene que I'y es sobreyectivo. Ahora considere
la aplicacion

FQ : Et Rr Y — ¥ & )3 (LP~(QO) Xr LQ(q) — QT p Q7 LQ(q), p e P*,(] = Q)
Para ver que I'y es bien definida, considere t € Thyy = Hom (M, N), y calcula

(prpentma) ®7 tq(q) = (pmpintmar) ®r tmoie(q)
= (pmpintmriqmg) ®r to(q)

_ omp @ ipt(q) siP=N=M=@Q
B 0 sl no

Finalmente en el caso P = Q = M = N, se tiene
ptrp @7 tp(q) = prpiptmp @1 tp(q) = ¢mp @1 tptrpip(q) = prp @1 Lpt(q)

El diagrama (2.20) es claramente conmutativo. Segin la Proposicién 2.4.3, I' es sobreyectivo
y luego I'; lo es también. O
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Recuerde del Lema 2.4.2 que el K-submédulo J de @pecaP* ®1, P generado por el
conjunto {¢ @1, tP — ot @, p: ¢ € Q*,p € P,t € Tpg, P,Q € A}, es un coideal. El
coanillo cociente es denotado F(.A).

Proposicién 2.5.3. El nicleo de I'y es el coideal J vy, asi, ©T ®@r ¥ puede ser dotado de
un estructura de A-coanillo tal que I'y es un morfismo de A-coanillos. De esta manera, el
diagrama conmutativo (2.20) induce pues un diagrama de isomorfismos de A-—coanillos

F(A) ——=3t Rz

| <

YrRr X
Demostracion. Como J es ya el ntcleo de I', por la Proposicién 2.4.6, y I'; es sobreyectivo,
es suficiente de comprobar que J C Ker(I'1). Pero eso es inmediato. a

Proposicién 2.5.4. Cada P € A es un St @z S -comddulo por la derecha con la estructura

ep: P — P@,X'@r % (p — Zpap ®4 tp(Pop) OR LP(P)> )

ap

y (3, ps = ®pop) es un (R, X ®p T)-bicomddulo (i.e. py es R-lineal por la izquierda).
Considere S = ®pgeaHom4(P,Q) como K-anillo con suficientes idempotentes ortogo-
nales. Entonces

Homgtg,5(P,Q) = {f € Homu(P, Q)| f ®r tp(p) = lo ®r to(f(p)) para cualquier p € P}
Por lo tanto, la extension de K—anillos con unidades locales R — S factoriza a través de
@®peaHomsig,5(P, Q).

Demostracion. Las citadas 2! ®r Y—coacciones son bien definidas. Vamos a comprobar
que la coaccién py, = @pc0p es R lineal por la izquierda. Para ello, considere p € Py
r=>,Trq, € Rtal que P € {P};. Por definicién (véase el Lema 2.5.1(2)), tenemos

ps(rep(p)) = Z LQj(CIan) X4 LQ]‘.(C]:;QJ_) ®r tQ,(TPQ;P)
haQ;
= Z LQj (anj )®A [’P* (q:xQJ o TPQJ) ®R LP(p)
JQ;
Componemos ahora las aplicaciones (g, ®4 tp- con las ecuaciones del Lema 2.4.1, se llega

a

ps(rep(p)) = Z Z 1@, (TPQ;Pap) ®a tp+(Py,) ®r tp(p)

Jj ap

- Z (Z LQ; (TPijaP)> ®a LP'(p(YP) ®r Lp(p)

ap J

= z rtp(Pap) ®a tp+(Pap) ®r Lp(P)

ap
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lo que implica que py, es R-lineal.
Un morfismo A-lineal por la derecha f : P — @ pertenece a Homyytg 5 (P, Q) si y sélo
si
> Pap ®ato-(Pey) ®r 1o(F(P) = D f(Pap) ®a tp+(PL,.) ©r tp(p) (2.21)
ap ap

para cualquier p € P. Ahora se sabe que
Q4L =Q®4 (BpeaP’) = ®pesQ ®a P* = ®pesHoma(P, Q)

donde el tltimo es considerado como un ideal por la derecha de S. Por lo tanto, Q@ L @Y
se identifica con un K-submédulo de S ® g%, para cualquier @ € A. Con esta identificacion
la ecuacién (2.21) es equivalente a f @g tp(p) = 1o ®r to(f(p)), para cualquier p € P. O

Vamos a regresar al caso de un A—coanillo €, es decir C = M% y A es una sub-categoria
pequeinia cuyos objetos son €—comddulos por la derecha que son finitamente generados y
proyectivos sobre A. De esta manera el funtor w : A — add(A,4) es la restriccion del funtor
del olvido Uy : M® — M 4. El diagrama de la Proposicién 2.5.3, puede ser completado al
diagrama

FA) ——Tt®rT (2.22)

":’l - canl
=~

)y oy by can <

donde el can horizontal es definido en (2.18) y el vertical es la composiciéon que convierte
el diagrama conmutativo. Cuando ¥ es un generador de M€ los dos son isomorfismos, y
asi los cuatro son isomorfismos de A—coanillos, segtin el Teorema 2.4.10.

El funtor — @z T : Mg — My tiene un adjunto por la derecha .R : My — Mp que
envia cada Xt a XR = {)_ z;r;| suma finita, z; € X,r € R}, véase el capitulo de apéndices
seccion A.2. Considere el diagrama de funtores

-®aC Homg (2,-)

My M My (2.23)

Ua -7

- —=®grT||.R

Mg

donde F = Hom¢(E, —)Ry —®r X = — ®p T ®r X. Luego — ®g X es un adjunto por la
izquierda de F

Lema 2.5.5. Existen isomorfismos naturales

Home(E, - ®4 )R = — ®4 oty Fe @ Home(P, —).
PeA
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Demostracion. El isomorfismo natural Home(3, — ®4 €) = Homy4 (3, —) compuesto con el
funtor . R, inducen el isomorfismo natural Home(X, —®4€)R = Hom4 (X, —)R. Se necesita
un isomorfismo natural de — ®4 X' en Hom4(X, —)R. Considere un médulo X 4, entonces
la siguiente composicion de isomorfismos naturales

X ®4 (BpecaP’) = ®pea(X ®4 P*) = ®pcsHomy (P, X),

implica que —® 45" = ®pe 4Hom 4(P, —). Ahora el isomorfismo natural @ pe 4Hom 4( P, —)
Hom 4(%, —)R lo proporcionan las transformaciones naturales

Il

D pey Homa(P, X) —X = Hom,(, X)R
fpr (fpomp)lp

@©pesop(e) ((fe) 0 tp) <—— fe

donde e € Idemp(R) y Sop(e) su soporte. Esté claro que si X € M, entonces
CUA(X) (@PEAHomC(P, X)) = H0m6(2> X)R
Lo que implica que (_ induce un isomorfismo natural ®pe sHome(P, —) = Home(Z, —)R =

¥ -

Cada A-médulo P*, P € A, es considerado como €-comédulo por la izquierda, uti-
lizando para ello la Observacion 1.2.20. Esto induce de manera canénica una estructura de
¢-comddulo por la izquierda sobre Lt = ®pc4P*. En realidad esta coaccién es R-lineal
por la derecha. En efecto, Axi es definida por

A+ (#)) = ) (P ®4 €) 0 po(dag)) ®ate-(ah,), 9 €Q
aq
Considere 7 € R = @p preaAHome(P, P') con soporte {Py,---, P} X {Q1, -+, @} tal que
Q € {Q1, - ,Q:}. Entonces

Ast(tg-(p)r) = Z Ast(tps (porpq))

= ) ((p®a€)o(rpe®s€)opp)@a L) (Papl ®a tp; (PZP,.)>

l,api

= Z (((p®a€) 0 pgorpg) ®a X (papi ®4 LP; (P;pl))

i, ap;

= > (((¢®a€)0pg) ®4 T <"‘PiQPap,. ®a tp; (Pa;)i)>

i,api
= > (¢ ®1) 0 Q) ©4T") (dag @1 t0- (62 0 TR) )
i,aQ

= ) (¢ ®a€)0pg) ®4ZH) (an ®4 LQ*(QZQ)T>

aQ

= Ast(tq-(p))r,
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donde hemos utilizado el Lema 2.4.1. Lo que implica que Ay;i es R-lineal por la derecha y,
asi, 1 es un (€, R)-bicomédulo, lo que va ser utilizado en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.5.6. El funtor — @p ¥ : Mg — My es adjunto por la izquierda del
funtor — @4 X1 : My — Mg, y esta adjuncion induce otra sobre €—comddulos por la
derecha, es decir que, el funtor — @p ¥ : Mp — M?C es adjunto por la izquierda del funtor
—OeXt : M® — Mp. En particular, F = —O¢Xt.

Demostracién. La primera adjuncién viene del Lema 2.5.5 y el diagrama (2.23). Para la
segunda, consideramos R como R-coanillo trivialmente. Segun la Proposicién 2.1.2; el
(€, R)-bicomédulo ©f es (A, R)-quasi-finito y luego — ®p ¥ es adjunto por la izquierda de
—0¢Xf, en realidad lo que se tiene es que — ®g L es isomorfo al funtor co-hom hg(3f, —).

O

El morfismo de A—coanillos can : £t ®z ¥ — € da un funtor
CAN : M>'8r% __, MC

Proposicién 2.5.7. Sea A un conjunto de €—comddulos por la derecha tal que cada
comddulo en A es finitamente generado y proyectivo como A-mddulo por la derecha. St
R = ®pgeaHome(P,Q), entonces R = @pgeaHomgig (P, Q). Ademds, se tiene un dia-
grama conmutativo de funtores

MEters —— 28— pqe (2.24)
—& ARE
Mp

Demostracién. Se tiene del Lema 2.4.9 y la ecuacién (2.22), que la estructura de €-comaédu-
lo pp: P — P ®,4 € factoriza por

P®yC

PP
P
\ %

PRsXI®rX

donde la ©f ® X-coaccién pp es definida en la Proposicién 2.5.4. Esto implica, de una
parte, que CAN(Eg1g,5) = Z¢, y de otra parte, que Homyig . 5(P, Q) € Home(F, Q), para
cualquier P,Q € A. La inclusién Home(P, Q) C Homgig (P, @Q), viene de la Proposicion
2.5.4. Finalmente, CAN(Y ®g Esigrs) = Y ®r ¢, para cualquier Y € Mp, luego la
conmutatividad de (2.24). O

Un conjunto de objetos A de una categoria de Grothendieck C se dice que es un con-
junto de generadores proyectivos pequerios si cada objeto de A es pequeno y ®peal’ es un
generador proyectivo de C. Antes de enunciar nuestro teorema que caracteriza los coanillos
con categorfa de comédulos posee un conjunto de generadores proyectivos pequenos, nece-
sitamos recordar el siguiente resultado que ha sido observado por M. Harada [59] y debido
a P. Freyd [43, p. 120] y P. Gabriel [45, Proposition II.2].
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Teorema 2.5.8 (Gabriel-Freyd-Harada). Sea C una categoria de Grothendieck con un
conjunto A de objetos. Consideramos A la sub-categoria plena de C cuyos objetos son A y
R = ®pgeaHom4(P, Q) el anillo inducido por A; existe pues un diagram de funtores

o= desossammx > Mp

Funt(.A°, Ab),

donde F1(X) = Home(—,X), X € C y Fo(F) = ®pcaF(P), F € Funt(A°, Ab) y F =
FaoFy ve. F(X) = @peaHome(P, X). Ademds F es una equivalencia de categorias si y
solo s1 A es un conjunto de generadores proyectivos pequernios.

El siguiente teorema generaliza [90, Theorem 3.7], [17, Theorem 5.6] y [41, Theorem
3.2].

Teorema 2.5.9. Sean A una K-dlgebra, € un A—coanillo y A un conjunto de €—comddulos
por la derecha. Considere & = ®pcaP, L1 = ®pcaP* y la extension de K—anillos con
unidades locales

R= P Home(P,Q) € S= (P Homu(P,Q).

PQeA PReA
Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) A€ es un mdodulo plano y A es un conjunto de generadores pequerios proyectivos de

MC’.

(11) A€ es un mddulo plano, cada comddulo en A es finitamente generado y proyectivo
como A-mddulo por la derecha, can : ST @p ¥ — € es un isomorfismo, y — @ X :
Mp — ME®E g5 yng equivalencia de categorias;

(117) cada comddulo en A es finitamente generado y proyectivo como A-mddulo por la
derecha, can : 1 ®@p 3 — € es un isomorfismo, y g es un mddulo fielmente plano;

() cada comddulo en A es finitamente generado y proyectivo como A-mddulo por la
derecha, can : 1 @p ¥ — € es un isomorfismo, y pS es un mddulo fielmente plano;

(v) A€ es un mddulo plano y — ®r ¥ : Mp — M es una equivalencia de categorias.

Demostracion. (i) < (v). Como 4€ es plano, la Proposicién 1.2.12 implica que M? es una
categoria de Grothendieck. Segiin la Proposicién 2.5.6 — ®g 3 es adjunto por la izquierda
de F : M® — Mgp. Segin, esta vez, el Lema 2.5.5, podemos aplicar el Teorema 2.5.8,
para obtener que F es un equivalencia de categorias si y sélo si A es un conjunto de
generadores pequenos proyectivos de M®. Por lo tanto, — ®p £ : Mp — M el mismo
es una equivalencia de categorias si y sélo si A es un conjunto de generadores pequenos
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S
o

proyectivos.

(i) = (27). Como 4€ es plano, M® es una categoria de Grothendieck y el funtor del olvido
Ua : M® — My, es exacto, Proposicién 1.2.12. Ademsds, tiene un adjunto exacto por
la derecha — ®4 €. Si A es un conjunto de generadores pequenos proyectivos, entonces
cada comddulo en A es finitamente generado y proyectivo como A-mddulo por la derecha.
Segun [86, Section 4.11, Lemma 1], cada P € A es finitamente generado y proyectivo.
De otra parte el Teorema 2.4.10 y el diagrama (2.22), implican que can : ¥ @z ¥ — ¢
es un isomorfismo de A-coanillos y luego CAN : ME®RE _, ¢ es ya una equivalencia
de categoria. Segtin la Proposicién 2.5.7 y la equivalencia (i) < (v), se tiene pues que
— ®pr Y : Mr — ME'®RE ¢5 también una equivalencia de categorias.

(ii) = (i1i). El funtor — ®z & : Mp — M>'®S es obviamente exacto y fiel. Como
ST®p Y = € es un A-médulo plano por la izquierda, se tiene segiin la Proposicién 1.2.12,
que el funtor del olvido ME'®RE A, es exacto y fiel. Por lo tanto el funtor — ®pz X :
Mp — M4 es exacto y fiel, es decir que gX es fielmente plano.

(711) = (v). Como can es un isomorfismo de A—coanillos, 4€ es plano. Segin la Proposicién
2.5.7, podemos aplicar la Proposicién 2.5.6 al coanillo de comatrices infinitas £ @z 3 para
obtener que el funtor producto cotensor —‘DET®R22T : ME'®RE , Mp es adjunto por la
derecha del funtor — ®p ¥ : Mp — MZ'®RE L3 counidad y la unidad de esta adjunc<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>