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Capitulo 1

Introduccion

La Teoria de los Procesos Estocésticos se define generalmente como la parte dinamica
de la Teoria de las Probabilidades, en la que se estudia un conjunto de variables aleatorias
desde el punto de vista de su interdependencia y su comportamiento limite. Se observa
un proceso estocastico siempre que se examina un proceso que se desarrolla en el tiempo,
de manera controlada por las leyes probabilisticas. Si un cientifico tiene en cuenta la
naturaleza probabilistica de los fendmenos con los que trata, sin ninguna duda ha de

hacer uso de la Teoria de los Procesos Estocasticos.

Son ejemplos de Procesos Estocasticos el recorrido de una particula en movimiento
browniano, el crecimiento de una poblaciéon como una colonia de bacterias, el niimero
fluctuante de particulas emitidas por una fuente radiactiva y la cantidad fluctuante de
gasolina de suministros sucesivos de una refineria de petréleos. Los Procesos Estocasticos
o aleatorios abundan en la naturaleza. Se presentan en Medicina, Biologia, Fisica, Ocea-

nografia, Economia y Psicologia, por citar sélo unas pocas disciplinas cientificas. Son de



10 Introduccion

especial interés los trabajos de Bharucha-Reid [12], Baley [9], Takacs [125] y Gardiner
136].

1.1. Antecedentes del tema

1.1.1. Sobre los modelos deterministicos

Como es sabido, el estudio del crecimiento se aplicé en primer lugar a poblaciones
humanas, aunque actualmente son muchas las ramas cientificas que utilizan modelos de
crecimiento para reflejar el comportamiento de diversos fenémenos. Los modelos mas co-
nocidos son el propuesto por Malthus [97], que supone un crecimiento de la poblacién de
tipo exponencial sin considerar ningin freno a su crecimiento, y el modelo de Verhulst
[136], que modifica el modelo de Malthus al establecer una cota, surgiendo asi el modelo
logistico de poblacién en el que se presupone que cualquier poblacion tiende a un esta-
do de equilibrio. Estos modelos deterministicos no son de facil aplicacién en poblaciones
reales, ya que el volumen de una poblaciéon humana depende de muchas variables de indole
socioecondmica, ya sea por el cambio en los habitos de fecundidad, por la mejora en las
condiciones de vida relativas a la salud de los individuos, por la bondad en las condiciones
econdmicas, sin olvidar la importancia del fenémeno migratorio. Es por ello que surge
la necesidad de utilizar otros modelos para el ajuste del volumen poblacional, como son
los procesos de difusion, ampliamente aplicados en la modelizacion del crecimiento. La
inclusion de factores exdgenos en dichos modelos es una gran ventaja, ya que permiten
incluir en la tendencia variables que influyen en el crecimiento, lo cual permitira una clara
mejora en la modelizacién del fenémeno. Huete [83] estudié los procesos de difusién Log-

normal y Gompertz como herramientas para la modelizacion y prediccion del crecimiento
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Introduccién 11

poblacional, aplicando los modelos estocasticos a los datos observados de poblacién en
Andalucia, considerando ademas, la desagregacion por sexo y por provincias. Resulto ser
una novedosa forma de establecer o ajustar el crecimiento poblacional, ya que normal-
mente se utilizan modelos deterministicos de crecimiento dependientes de una tasa de

crecimiento poblacional.

Volviendo al campo de las aplicaciones, se puede observar como las variables objeto de
interés no son estaticas, sino dinamicas, en el sentido de que evolucionan segiin un indice
(habitualmente el tiempo), mostrando un comportamiento de tipo exponencial (como,
por ejemplo, el Producto Interior Bruto). Por esta razén, la obtencién de modelos que
expliquen este tipo de comportamiento ha sido objeto de amplio estudio. En este sentido,
Malthus [97], propuso a finales del siglo XVIII un modelo deterministico de crecimiento
para la poblacién humana que corresponde a una curva de crecimiento de tipo exponencial.
Se ha comprobado a lo largo de los dos siglos siguientes a Malthus que su teoria no es
aplicable a poblaciones humanas, y que el modelo que se deriva de su teoria se puede
aplicar, en general, al crecimiento de especies que se reproducen en un entorno donde no

existen depredadores y hay exceso de alimentos.

El problema que se plantea a la hora de utilizar modelos deterministicos para modelizar
cualquier fenémeno es la complejidad propia del fenémeno, implicando la especificacion
de multiples factores que no siempre son conocidos o cuantificables. Este inconveniente
se puede evitar mediante la utilizacion de modelos estocéasticos como los procesos de
nacimiento y muerte, o los procesos de difusién, los cuales han sido extensamente usados
para la modelizacién y estudio de determinados fenémenos dindmicos en diversos campos

de aplicacién dentro del ambito del crecimiento.
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12 Introduccién

1.1.2. Sobre el proceso Lognormal

La distribucion lognormal se define como la distribucion de una variable cuyo logaritmo
sigue una ley normal, por lo que, obviamente, es una variable positiva. Esta distribuciéon ha
sido ampliamente estudiada, sobre todo desde el punto de vista aplicado para ajustar datos
reales, ya que hay muchas variables en el mundo real que son inherentemente positivas,
tales como la cantidad de precipitaciones en meteorologia, la edad media de la mujer al

tener su primer hijo, variables en economia, etc.

Aunque los ejemplos de aplicacién ya justifican la necesidad de estudiar esta dis-
tribucion, también hay aportaciones, desde el punto de vista tedrico, que confirman su
importancia. Asi, podemos citar la obtencién de la ley por parte de Gibrat [38] mediante
lo que él llamé la “ley de los efectos proporcionales”, o bien la obtencion por parte de
Kolmogorov [86], mediante la “ley de las particiones sucesivas”. Més tarde, Aitchison y
Brown [2] publicaron en 1957 una monografia en la que aparece unificada toda la teoria
hasta entonces existente sobre esta distribucion, comenzado con la génesis de la ley y
abordando los problemas de estimaciéon puntual y por intervalo, terminando con una vi-
sién sobre campos de aplicacién. Johnson y Kotz [84] en 1970 actualizan y amplian este
estudio, al incluir el caso triparametrico. Desde la publicacion de esas dos monografias
se ha producido un gran avance en lo que se refiere a la teoria sobre esta distribucion,
asi como en el campo de las aplicaciones, lo cual fue advertido por Johnson y Kotz, en
1970, cuando afirmaron que “es muy probable que la distribucién lognormal sea una de
las distribuciones méas ampliamente usadas en los trabajos estadisticos aplicados en los
proximos anos”. En esta linea, Crow y Shimizu [23] publican una nueva monografia en

1988 donde se vuelven a compendiar todos los conocimientos sobre la distribucion, asi co-
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mo los avances obtenidos hasta esa fecha, destacando la estimacion insesgada de ciertas
funciones paramétricas, Shimizu e Iwase [120], los contrastes de hipdtesis que permiten la
construccion de intervalos de confianza exactos para ciertas combinaciones lineales de los
pardmetros, Land [90], la estimacién mediante muestreo censurado, estimacién bayesiana,

asi como la revision de los campos de aplicacién de la distribucion.

Con respecto al estudio inferencial sobre la media de la distribucién lognormal, hay
que destacar los trabajos de Land [91], Angus [6] y [7], Zhou y Gao [140] y Lefante y
Shah [93] sobre la obtencién y comparacién de intervalos de confianza aproximados vy,
més recientemente, el de Krishnamoorthy y Mathew [87] sobre intervalos de confianza
generalizados. Estos trabajos surgen motivados por las dificultades computacionales que

presenta el calculo de los intervalos exactos de Land en la préctica.

La consideracion de modelos aleatorios para modelizar fenémenos en los cuales estén
implicadas variables aleatorias que evolucionan en el tiempo y que exhiban tendencias de
tipo exponencial, asi como el que la media de una distribucion lognormal venga expresada
de forma exponencial, nos hace pensar en la relaciéon que esta distribucion debe tener con

las variables involucradas en tales modelos.

Este proceso ha sido estudiado en muy distintos campos cientificos, como la ecologia,
pudiendo citar a Capocelli y Ricciardi [16], quienes lo estudian como modelo de creci-
miento de poblaciones. Asi, consideran la ecuacién diferencial deterministica del modelo
malthusiano y la modifican reemplazando la tasa de crecimiento por la suma de un término
constante y un proceso Gaussiano delta-correlado de media cero, con densidad espectral

2

o* (ruido blanco). De esta forma se obtiene una ecuacién diferencial estocdstica cuya

soluciéon, bajo condiciones iniciales adecuadas, es un proceso de difusion cuyas distribu-
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14 Introduccién

ciones finito-dimensionales y transiciones siguen leyes lognormales, cuya funcién media es
exponencial y que se conoce como proceso de difusién lognormal. No obstante, ésta no
es la tnica forma de introducir dicho proceso. Por ejemplo, Ricciardi [114] parte de la
discretizacion del modelo deterministico malthusiano y, aleatorizandolo, obtiene un mo-
delo estocastico discreto de crecimiento de poblaciones cuyo limite, cuando el intervalo
de tiempo entre las sucesivas generaciones se hace tender cero, es el proceso de difusion

lognormal.

El proceso logaritmico normal encuentra en la economia uno de sus principales campos
de aplicacién (Tintner y Gémez [131], Tintner y Narayanan [132] y Tintner y Sengupta
[133]), siendo de especial interés este proceso en predicciéon debido a su tendencia expo-
nencial y a la facilidad que muestra a la hora de introducir factores exégenos que afecten
a la tendencia. El uso de los procesos de difusion en éstos y otros campos de aplicacion ha

llevado consigo el desarrollo de diversos aspectos concernientes, sobre todo, a la inferencia.

Las aplicaciones del proceso de difusién lognormal en economia y marketing son tam-
bién numerosas. Asi, Cox y Ross [21] y Merton [105] han realizado importantes contribu-
ciones en este sentido y atribuyen al proceso de difusion lognormal el papel de “workhorse”
en la literatura sobre la opcién de fijacion de precios. Por ejemplo, el proceso aparece aso-
ciado al modelo de Black y Scholes [13]. Asimismo, ha sido extensamente utilizado en
este &mbito por Tintner y Sengupta [133], quienes ponen de relieve su adecuacién para
la modelizacion en economia, asi como el interés especial que despierta este proceso para
realizar predicciones. Recientemente Basel y et al. [11] han estudiado la serie del Indice
de Precios al Consumo (IPC) en Estados Unidos, obteniendo que el proceso de difusién
lognormal es, frente a otro tipo de modelos como los autorregresivos, preferible a la hora

de obtener mejores predicciones de forma sencilla. Cabe también destacar los estudios de
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Marcus y Shaked [98], que confirman la importancia del modelo de difusién lognormal en

el campo de la economia y las finanzas.

No obstante, hay que notar que en estos estudios, el proceso se considera homogéneo,
es decir, sus momentos infinitesimales dependen sélo del espacio de estados, lo que signifi-
ca que las posibles influencias existentes sobre la variable objeto de estudio son funciones
de ella misma. Este hecho restringe el ambito de aplicacién, asi como la posibilidad de
introducir informacién ajena a la variable de interés, lo cual se pone de manifiesto en
multiples aplicaciones donde se observan desviaciones de los datos en estudio respecto de
la tendencia del proceso homogéneo. Se consideran influencias ajenas (factores exdgenos)
a la variable modelizada por el proceso (variable enddgena) y cuya evolucién en el tiempo
es conocida. De esta forma, la inclusion de estas funciones temporales en la media infinite-
simal del proceso permite, por una parte, un mejor ajuste y, por otra, un control externo
sobre el comportamiento de la variable regida por el proceso. El empleo de factores exdge-
nos en el ambito de los procesos de difusién fue propuesto por Tintner y Sengupta [133],
aplicandolo a la descripcion, prediccién y andlisis de politicas de crecimiento en materias

econdmicas.

Una de las cuestiones de interés acerca del proceso de difusién lognormal con factores
ex6genos, que ha sido objeto de numerosos estudios en los tultimos anos, es la inferen-
cia, cuestién que puede ser abordada empleando tanto muestreo continuo, Basawa y Rao
[10] y Gutiérrez y et al. [47], considerando la difusién como solucién de ciertas ecuacio-
nes diferenciales estocasticas, como muestreo discreto de las trayectorias, basandose en
la funcién de verosimilitud de la muestra construida a partir de la densidad de transi-
cién de la difusién. La inferencia por muestreo discreto fue tratada por Tintner y Gémez

[131], abordando el caso unidimensional y con la introducccién de dos factores. La gene-
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ralizacién, tanto a mas factores como al caso de la difusiéon en su versién multivariante,
tratando la estimacién maximo-verosimil de los parametros y contrastes de significacion
de los factores exégenos, ha sido considerada por Gutiérrez y et al. [45] y [65] y Torres
[134]. Otras cuestiones de interés han sido el estudio tedrico de la distribucién de la ten-
dencia y funciéon de covarianza estimada del proceso en su version univariante, tanto en
el caso de la estimacion maximo-verosimil como en el caso de la estimacion insesgada de
minima varianza y su aplicacién en el campo econémico (Gutiérrez y et al. [75]). El in-
terés por la estimacion de estas funciones, asi como por las funciones moda y de cuantiles,
y sus versiones condicionadas, viene justificado por su utilidad en prediccién, lo que ha
conducido a la construccién de bandas de confianza exactas para las funciones media y
moda Gutiérrez y et al. [47], extendiendo los trabajos de Land [90] y [92] en el ambito de
la distribucion lognormal. No obstante, el empleo de este tipo de bandas implica, como
ocurre en el caso de la distribucién, el calculo de valores criticos dificiles de obtener, por

lo que se hace necesario profundizar en la obtencién de procedimientos aproximados.

Por otra parte, es importante notar que para la estimacion de los parametros del mode-
lo, asi como de las funciones paramétricas citadas anteriormente, no es necesario disponer
de la forma funcional exacta de los factores exdgenos, sino que basta con disponer del
valor de sus integrales entre dos instantes de tiempo consecutivos. Sin embargo, hay otras
situaciones en las que si es fundamental tener dicha forma funcional, como ocurre cuando
se consideran problemas de tiempo de primer paso. Por lo tanto es necesario disponer de
procedimientos que puedan permitir aproximar la forma de los factores exégenos para lo
cual se debe disponer de algiin tipo de informacion sobre ellos. Ese es el caso del ejemplo
tratado por Gutiérrez y et al [73] , donde se considera el estudio del Producto Interior

Bruto en Espana, tanto desde el punto de vista de la estimacién del modelo como del
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calculo de tiempos de primer paso por barreras constantes. La solucion en dicho caso la
proporciona la propia naturaleza de la variable, buscando posibles influencias externas
entre las componentes de la Demanda Nacional y construyendo, a partir de ellas, fun-
ciones poligonales que constituiran los factores exégenos al proceso. Sin embargo, pueden
presentarse situaciones en las que se sospeche que existen influencias externas a la variable
endogena y no se disponga de ninguna informacion sobre ellas. Desde el punto de vista
de las aplicaciones a datos reales, Gutiérrez y et al [73] consideraron problemas de des-
cripcién y prediccion de distintas variables macroeconémicas como el Producto Interior
Bruto en Espana, o estudios sobre la evolucién de consumos energéticos (gasolinas, gas
natural, etc.) en Espana, conseguiéndose buenas predicciones a corto y medio plazo de las
variables consideradas, utilizando las tendencias estimadas de los procesos lognormales

ajustados.

Los procesos de difusién Lognormal univariante y multivariante y sus extensiones no
homogéneas obtenidas introduciendo factores exégenos, han sido estudiados y aplicados
ampliamente en los ultimos anos. La investigacién de estos modelos, desde los puntos de
vista de las ecuaciones adelantadas y atrasadas de Kolmogorov y de las EDE de It6 han
sido establecidas en Gutiérrez et al. [64], Gutiérrez, Gonzalez y Torres [45] y Torres [134].
También han sido investigados distintos problemas de indoles probabilistica y estadistica.
Por ejemplo, el problema de tiempo de primer paso por determinados tipos de barreras,
fue abordado en Gutiérrez, Juan y Roman [64], Gutiérrez, Romén y Torres [73] y [72] y
Gutiérrez et al. [65]. Y problemas relativos a la inferencia estadistica (estimacién y con-
trastes de hipdtesis, bandas de confianza, etc.) son abordados, por ejemplo, por Gutiérrez,

Romén y Torres[75], y Rico [116].

El proceso lognormal es especialmente interesante en prediccion, debido a su tendencia
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de tipo exponencial y a la facilidad de introducir en él factores exégenos que afecten a dicha
tendencia, ya que se puede influir sobre las variables endégenas modelizadas por el proceso
a través de variables exdgenas elegidas de forma adecuada al problema considerado y al
tipo de tratamiento matematico a realizar con posterioridad. En el caso de los procesos
logaritmico normal con factores exdgenos, la estimacién ha sido estudiada por Molina
[106], Hermoso [81] y por Garcia, Gutiérrez y Hermoso [37]. Han obtenido los resultados,
considerando los procesos de difusiéon como solucién de una ecuaciéon diferencial estocastica
de Ito y haciendo uso de muestreo continuo, obteniendo la estimacion maximo-verosimil
del vector asociado con los factores exdgenos, y probando, bajo ciertas condiciones sobre

dichos factores, su consistencia y normalidad asintotica.

Asimismo, la aplicacion del método de méxima verosimilitud para estimar los parame-
tros del proceso y los coeficientes que afectan a los factores exdgenos, han ayudado a

resaltar la importancia de este proceso.

Asimismo Hermoso [81], costruyé contrastes basados en la razén de verosimilitudes so-
bre los parametros del coeficiente tendencia. Posteriormente, Gutiérrez, Angulo, Génzalez
y Pérez [44] trataron el problema de la estimacién de los pardmetros a partir de las ecua-
ciones de Kolmogorov. Concretamente, usando muestreo discreto, obtuvieron en el caso de
dos factores exdgenos la estimaciéon de los parametros del modelo por méxima verosimi-
litud, método ya iniciado por Tintner y Sengupta [133] y por Gutiérrez [43], extendiendo
los resultados de Tintner y Sengupta y obteniendo expresiones para la estimacion de la
tendencia y la matriz de covarianzas del proceso. Fue Torres [134] quien generalizé los
resultados anteriormente citados, basados en muestreo discreto, al caso de ¢ > 2 factores

exégenos, calculando ademaés la matriz de informacion de Fisher y la Cota de Cramer-Rao.
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Los trabajos mencionados hasta ahora, se refieren al estudio del proceso lognormal
con dos parametros. Posteriormente, Arabi [8] centra su estudio en el proceso lognormal
multidimensional de tres pardmetros con factores exdégenos que afectan a su tendencia.
Aborda el problema de la estimacién de los parametros utilizando el método de méxima
verosimilitud local, determina la matriz de informacién de Fisher y estudia el problema
de la resolucién numérica de las ecuaciones de verosimilitud. Ademads, estudia los posi-
bles contrastes de hipotesis sobre los parametros del proceso, anadiendo el contraste de
hipdtesis sobre el tercer pardmetro. Ramos [110] estudié también las difusiones lognor-
males triparamétricas multivariantes con factores exégenos. Posteriormente, El Merouani
[29] ha aplicado los resultados obtenidos para el proceso de difusién lognormal, con y sin
factores exdgenos, a un conjunto de datos macroeconémicos de Marruecos. Con posteriori-
dad, el caso multidimensional ha sido tratado por Tintner y Narayanan[132], aplicindolo
al campo de la economia. Tintner y Gémez [131] iniciaron el estudio de este proceso desde
el punto de vista de las ecuaciones diferenciales estocasticas, lo cual hizo posible el uso de

métodos de la teoria de sistemas estocésticos.

En todos los estudios anteriores se ha partido del hecho de que los factores exdgenos
que afectan a cada variable enddgena son los mismos. Por eso, el siguiente paso fue estudiar
el proceso de difusién lognormal Multidimensional en el que para cada variable endégena
se considera un conjunto distinto de factores exdgenos. También se han estudiado el caso
de campos aleatorios lognormales (Gutiérrez et al. [68]) o triparamétricos donde existe un

parametro umbral (Gutiérrez et al. [61]).
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1.1.3. Sobre el proceso Gompertz

1.1.4. Sobre otros procesos de difusion

En los ultimos anos han logrado grandes avances en el estudio de los procesos de di-
fusién, tanto en el caso del modelo lognormal y Gompertz como en otros modelos. En
todos los casos ademas de avanzar de forma consistente en el desarrollo su inferencia pro-
babilistica y estadistica, se han aplicado, con gran éxito, a la modelizaciéon de fenémenos
de muy diferente indole. Por ejemplo, Gutiérrez et al. [50] aplicaron el proceso de Ray-
leigh al estudio de la esperanza de vida en Andalucia y Espana. Este mismo proceso fue
usado por los mismo autores para estudiar la produccién eléctrica en Marruecos [55]. En
[60], Gutiérrez et al. modelizaron las emisiones de CO2 en Espana utilizando el Producto
Interior Bruto como factor exégeno. El inverso del modelo CIR (Cox Ingersoll Ross) [54]
se usé para modelizar las emisiones de CO2 teniendo en cuenta el transporte terrestre en
Espana y el proceso de Gamma (Gutiérrez et al. [56]) para estudiar el stock de vehiculos
en Espana, variables muy influyentes en las emisiones de gases de efecto invernadero a
la atmoésfera. La potencia de este modelo se usé para estudiar en Gutiérrez et al. [62] el
consumo de gas natural en Espafnia. Las emisiones de CO2 también fueron modelizadas

en Gutiérrez et al. [58] mediante el proceso de Vasicek.

1.2. Organizacién de esta memoria de Tesis Doctoral
y principales aportaciones

Esta tesis tiene como objetivo proponer y estudiar los procesos estocasticos de difusién

Gompertz, homogéneos y no homogéneos, en sus aspectos probabilistico y estadistico. Y,
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también, pretende probar la capacidad que dichos procesos tienen para la modelizacion,
ajuste y prediccion de fendmenos estocdsticos reales de muy distintos campos cientificos
(Economia, Energia, Demografia Estadistica, Crecimiento de Poblaciones, Fisica Tedrica,
etc. ). Se introduce y estudia un nuevo proceso de difusiéon Gompertz para modelizar
fenémenos asociados a variables que muestran un comportamiento sigmoidal y acotado
en el tiempo, con cota dependiente del valor inicial. Es una novedosa forma de establecer
el crecimiento poblacional, ya que normalmente se utilizan los modelos deterministicos de

crecimiento, dependientes de una tasa de crecimiento poblacional.

En general, la estimacién de la tendencia en procesos de difusion ha sido muy estudia-
da en los ultimos anos, en particular, los modelos cuya tendencia depende linealmente de
los parametros. Esta situacion ha sido estudiada para procesos homogéneos por Brown y
Hewitt [10] en el caso unidimensional, mientras que el caso de difusiones multidimensiona-
les ha sido abordado, entre otros, por Taraskin [98] y por Basawa y Rao [6]. Estos autores
han hecho uso de muestro continuo, considerando una trayectoria del proceso hasta un
tiempo de parada y, por medio de maxima verosimilitud, han obtenido los estimadores

correspondientes, probando su consistencia y normalidad asintética.

En la Bibliografia existen pocos casos de aplicaciéon de procesos de difusién a datos
reales experimentales, siendo lo usual utilizarlos para modelizacién tedrica, por ejemplo,
en Neurociencias. Gutiérrez-Sanchez. [58] aplica los modelos estudiados al andlisis de la
evolucion y prediccion en casos reales concretos de interés en diversos campos cientificos:
el estudio bivariante del “PIB y Precio de Vivienda nueva en Espana”. En estos ejemplos
de aplicacion se ajustan estadisticamente los procesos estudiados a los correspondien-
tes datos reales, de modo que no son, solamente, nuevos casos de modelizacién tedrica,

sino que son también una muestra de cémo estos procesos constituyen una importante
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herramienta de modelizacién, alternativa y complementaria, a otros métodos de modeli-
zacion, deterministicos o estadisticos (curvas de crecimiento, series cronoldgicas, métodos

econométricos, etc.).

Los objetivos de esta Tesis se inscriben en los de la Linea de Investigacion que, sobre
Procesos Estocasticos de Difusion, se desarrolla en el Departamento de Estadistica e 1.
O. de la Universidad de Granada desde 1987 (Grupo FQM-147 del Plan Andaluz de In-
vestigacién), y dichos objetivos estdn estrechamente relacionados con objetivos y resulta-
dos de los Proyectos Nacionales de Investigacién PB94-1041, PB97-0855, BFM2000-0602,
BFM2002-03636, MTM2005-09209, P06-FQM-2271, MTM2008-05785 y MTM2011-28962

desarrollados por miembros del mencionado Grupo.

A continuacién resumiremos el contenido de cada Capitulo.

i) En el Capitulo 1 se presenta una introduccién que trata sobre los antecedentes
del tema, a saber, los modelos deterministicos, el proceso Lognormal, el proceso
Gompertz y otros nuevos procesos de difusién que se estan desarrollando en estos
ultimos anos. El capitulo contintia con la organizacién de la memoria, asi como con

el desarrollo de las futuras lineas de investigacién.

ii) En el Capitulo 2 se ofrece una revisién de algunos de los modelos de crecimien-
to utilizados para poblaciones humanas. Se comienza con una descripcién de las
curvas de crecimiento, para seguir con los modelos deterministicos asociados a ellas,
contemplado los modelos en los que no se establece una cota al crecimiento (se presu-
pone crecimiento ilimitado) y los modelos en los que si hay una cota al crecimiento.
Para terminar, se presentan las metodologias que han dado lugar a cada uno de los

modelos estocasticos asociados a los anteriores modelos deterministicos, haciendo
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iii)

iv)

hincapié en las caracteristicas del proceso Gompertz, materia fundamental de esta
memoria. Asi, se hace un breve recorrido por las curvas de crecimiento exponencial,
logistica y Gompertz, modelos deterministicos asociados, asi como los modelos es-
tocésticos correspondientes, de los que ampliaremos en los capitulos sucesivos los

proceso Lognormal y Gompertz.

En el Capitulo 3 se introducen los Procesos de Difusiéon Gompertz Univariante Ho-
mogéneo y No Homogéneo a través de las ecuaciones de Kolmogorov y como solucién
de una ecuacion diferencial estocastica (EDE). Se desarrolla la teoria probabilistica
y estadistica asociada al mismo, obteniendo las probabilidades de transicion, sus

funciones momento y los estimadores de los parametros del proceso.

En el Capitulo 4 se presentan diversos casos particulares del Proceso de Difusion
Gompertz Univariante No Homogéno, todos ellos aportaciones originales. Al
igual que en los capitulos anteriores, a través de las ecuaciones de Kolmogorov y
como solucién de una ecuacién diferencial estocastica. Ademas, se desarrolla la teoria
probabilistica y estadistica asociada al mismo, obteniendo las probabilidades de

transicion, sus funciones momento y los estimadores de los pardmetros del proceso.

En el Capitulo 5 se presenta el Proceso de Gompertz Multivariante Homogéneo,
considerando muestreo discreto. Se introduce el proceso multivariante a través de las
ecuaciones de Kolmogorov y como solucién de una ecuacién diferencial estocastica
(EDE). A continuaciéon se desarrolla la teorfa probabilistica y estadistica asociada
al mismo, obteniendo las probabilidades de transicion, sus funciones momento y los

estimadores de los parametros del proceso.
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1.3. Lineas futuras de investigacion

Senialamos a continuacién algunos problemas abiertos inmediatos de desarrollar y apli-

car, en base a los resultados obtenidos en esta Tesis.

Como ya hemos comentado, en las ultimas décadas, se ha avanzado en la modeliza-
cién de crecimientos de células tumorales. Tradicionalmente, las funciones que describen
este tipo de crecimiento se obtienen como solucién de crecimientos deterministicos bajo
hipotesis de crecimiento basadas en una ecuacién en incrementos que bajo su paso al
limite, generan una o varias ecuaciones diferenciales deterministicas, cuya solucién, bajo

determinadas condiciones, proporciona el tamano de la poblacién.

Estas curvas de crecimiento tienen un cierto nimero de parametros que pueden tomar
valores en determinados rangos o conjunto de ntimeros reales. La obtencién de los valores
adecuados de dichos parametros para la modelizacion de un fenémeno concreto constituye
el proceso de ajuste del modelo a dicho fenémeno. Este proceso de ajuste se basa en
la observacién del fenémeno considerado, bien en un intervalo continuo del tiempo o
bien en instantes de tiempo en sujeto discreto. Uno de estos modelos bien conocidos
y ampliamente utilizados en muchos campos cientificos es el modelo de crecimiento de
Gompertz (curva de Gompertz) que parte de otro tipo de crecimiento como el logistico o
el exponencial, y que constituyen una amplia y variada familia de modelos validos para
la modelizacién de fenémenos de campos cientificos de una variada indole (como hemos
descrito anteriormente). Tomando como modelo deterministico de crecimiento un modelo
Gompertz a su vez, sobre él se han investigado versiones estocasticas que originan el
modelo Gompertz estocdstico que se deriva de forma andloga al modelo deterministico

pero basandose en la ecuacién diferencial estocéastica tipo Ito6 generada bajo hipdtesis

Tesis Doctoral Maria de la Cruz Melchor Ferrer



Introduccién 25

de crecimiento estocdastico bien conocidas. Se considera que el modelo de Gompertz es el
modelo que mejor se ajusta a ciertos tipos de tumores, como puede verse en Gutiérrez et al.
[46]. Cacace et al. [15] consideraron un modelo matemético deterministico de Gompertz
al que se le aplica una funcion terapéutica de tipo dicotémico; los autores introducen
técnicas matematicas en la discretizacion del modelo y describen algunos métodos basados
en la observacion, para estimar los parametros desconocidos del modelo. En su trabajo
consideran que el método usado es una alternativa prometedora a los métodos estadisticos

tradicionales, como por ejemplo, los métodos de los minimos-cuadrados.

También presentan una aplicacion del método en el andlisis del crecimiento de un
tumor sélido y la estimacion de los parametros en la presencia de una quimioterapia.
Entre las conclusiones proponen extender el caso a un modelo estocastico. D’Onofrio et
al. [25] optaron por una extensién nueva, de tipo potencial, al modelo deterministico de
Gompertz. Una extension a la que llamaron ”log-power-gompertz”, la cual consideran
una nueva generalizacion que completa de algiin modo los escenarios alcanzados por los
modelos Gompertz. En su trabajo estudian las propiedades cualitativas y analiticas del
modelo considerado; entre dichas propiedades, esta que se adapta facilmente a la aplicacion
de una terapia constante en el tiempo. Para un ajuste de los pardmetros utilizan el método

MSE(log) sugerido por Marusic.

Por otro lado, las versiones estocéasticas adaptan una metodologia general que se basa
en procesos de difusion. Estos modelos estocasticos, comparandolos con los modelos deter-
ministicos correspondientes, aparte de que son mas reales, hacen que sea posible proponer
y resolver problemas de gran interés préactico. Sahoo et al. [126] desarrollaron un modelo
estocastico andlogo al de Gompertz, incorporando las fluctuaciones aleatorias causadas

por efectos ambientales (exteriores). Dichas fluctuaciones se atribuyen a la aplicacién de
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la terapia en el tratamiento anti-tumoral: Una hipodtesis que incita a optar por una mode-
lizacién estocéastica en vez de una deterministica, ya que la respuesta inmunolégica es la
propia reaccion del sistema afectado. El objetivo de su trabajo ha sido analizar la distri-
bucién de probabilidad de la dindmica del tumor. Albano et al. [3] a su vez consideran el
modelo de difusién de Gompertz sugerido por Gutiérrez et al. [?] al que le introducen en
el término drift una funcién del tiempo (llamada terapia). Su trabajo consiste en evaluar
las propiedades estadisticas del modelo obtenido y estudiar el efecto de la terapia en el
tiempo de primer paso. Para ello consideran un caso donde la terapia aplicada es constan-
te y otro donde es una logaritmica. Albano et al. [4] consideran la extensién presentada
por d’Onofrio et al. [25] la cual es compatible con un modelo de doble compartimiento.
Este incorpora varios elementos clave en la dinamica del tumor, dando lugar a un proceso
de difusién bidimensional, generalmente no homogéneo en el tiempo. Los autores enfocan
un estudio inferencial de los parametros, entre ellos la estimacion de la funcién terapia
considerada a priori en el drift del modelo. También discuten las caracteristicas del pro-
ceso de difusion representando la poblacién tumoral. Los mismos autores consideran un
proceso de difusion tipo Gompertz con factores exégenos en el drift. Dicho proceso puede
describir la dindmica de poblaciones en las cuales las tasas intrinsecas (tasa de crecimiento
del tumor y la tasa del decaimiento del mismo) son funciones del tiempo. Para cuantificar
el efecto de éstas funciones se hace la evaluacién de una entropia relativa. También en este
trabajo se estudia el problema del tiempo del primer paso mediante fronteras adecuadas.
Finalmente muestran unos resultados simulados para captar esa dependencia del tiempo

en los pardmetros en cuestién y su aplicacion al crecimiento tumoral.

Partiendo del modelo de Stepanova [124]para la respuesta inmunolégica, el cual se

considera como completo para la descripcion de las caracteristicas relevantes en el creci-
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miento tumoral bajo actividad inmunoldgica, De Vladar y Gonzélez [26], establecen que el
flujo de las células tumorales en un entorno inicial no puede suprimirse por cualquier flujo
de células antitumorales (o los que se llaman inmunocomponentes). Con sélo la accién
del sistema inmunoldgico no se puede conseguir una regresiéon completa del crecimiento
del tumor. Por tanto un mecanismo externo, una terapia, es necesaria. En una presen-
tacion por un modelo de Gompertz deterministico, el efecto de un tratamiento externo
retardado (por ejemplo una terapia del tipo logaritmico) sobreinfluye cualquier actividad
de las células inmunoldgicas en el proceso de regresion del tumor; lo que significa una
desconexién de las células antitumorales del sistema inmunolégico. Por tanto segin ellos,
el esquema del efecto de un tratamiento aplicado al crecimiento de un tumor puede ser
modelizado y evaluado con sélo la ecuacién de Gompertz con una terapia (funcién externa
del tiempo que destruye las células tumorales), presentando un modelo de Gompertz con
doble terapia, una interna que explica la reaccién del sistema en si y otra externa aplicada
desde fuera al mismo. Una reaccién interna del tipo exponencial como funcién decreciente
del tiempo es, por una parte, compatible en torno al punto silla, con las ecuaciones ligadas
por Stepanova [124]; De Vladar y Gonzdlez [26] y Albano et al.[5]; y por otra, verifica
las proposiciones respecto al desvanecimiento de la actividad inmunolégica con el tiem-
po. El modelo estocastico resultante constituye un nuevo modelo de crecimiento tumoral
que auna las ventajas de ambos modelos. Gutiérrez et al. [?] y Gutiérrez-Sanchez et al.
[79] han estudiado un modelo estocastico de Gompertz no homogéneo con dos factores

exdgenos, uno interno y otro externo.

En los campos cientificos que tratan con el tema que tenemos de antemano, el creci-
miento de las células tumorales, uno de los puntos mas importantes sin duda ninguna es

la consideracion de la respuesta inmunolégica. Hoy en dia, la inmunoterapia se considera
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que es la estrategia méas prometedora contra el cancer, especialmente para algunos de
los tipos mas graves. El tema Cancer Immunotherapy”ha sido declarado el tema del ano
por los editores de Science [19] [107] y ha sido el tema central de discusién en muchos
congresos internacionales sobre oncologia (por ejemplo, en el 50 Congreso de la Sociedad
Americana de Oncologia Clinica, con la asistencia de mas de 30.000 médicos celebrado en
Chicago en el 2014). En este sentido, una de las areas de investigacion que despiertan més
interés actual es el ensayo de nuevos farmacos que estimulan el organismo para combatir

el cancer.

1.3.1. Lineas futuras de investigacién concretas

Las lineas futuras de investigacién concretas seran:

Siguiendo la linea de los trabajos de Gutiérrez et al. [79]y Gutiérrez-Sanchez et al. [?]
junto con las hipotesis respecto al modelo del sistema inmunoldgico considerado por los
autores De Vladar y Gonzélez [26] y Albano et al. [4] y anteriormente el modelo presentado
por Stepanova [124], podemos plantear nuevos modelos estocasticos de Gompertz para el
crecimiento tumoral. Bajo efectos terapéuticos, éstos reflejaran las distintas maneras con
que la respuesta terapéutica interviene en el crecimiento tumoral. Dicho de otra forma,
cémo actta la terapia suministrada desde fuera del sistema afectado y cémo interactiia con
la respuesta inmunlédgica interna del mismo, especificamente, si consideramos la ecuacion

diferencial estocastica de Ito, para el crecimiento tumoral.

Planteamos los posibles, nuevos, modelos estocasticos de Gompertz como sigue: El

modelo Interactivo Completo de Primer orden (MIIP). El modelo Interactivo incompleto
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de primer orden Tipo I (MIIPI). El modelo Interactivo incompleto de primer orden tipo

1T (MIIPII)

1. El modelo MIIP es una consecuencia directa de los trabajos anteriormente publica-
dos, rige entre los principios jerarquicos de los criterios generales, en el desarrollo de los
modelos estadisticos. En este caso nos referimos al modelo deterministico cuya ecuacién
diferencial es el drift de su versién estocastica y tiene como caracteristica la consideracion
de (posible correlacion) la colinealidad entre las ponderaciones ligadas a ambas terapias,
la terapia externa, en este caso la logaritmica, y la respuesta inmunoldgica, en este caso

la exponencial.

2. El modelo MIIPI es una generalizacion de los modelo considerados por De Vladar
y Gonzélez [26] y Albano et al.[4], y tiene la particularidad de describir a la respuesta
inmunolégica entorno al momento de la produccion del tumor; y al mismo tiempo re-
fleja el efecto de la terapia suministrada (la terapia externa), en dos sentidos, su efecto
directo (efecto principal) y su efecto implica (interactivo, interaccién con la respuesta
inmunoldgica). Este modelo considera el resultado de De Vladar y Gonzélez [5] respecto
al crecimiento tumoral y el desvanecimiento de la respuesta inmunoldgica, en la presencia
de una terapia externa como la logaritmica. Dicho resultado se basaba en el hecho de que

las terapias aplicadas sélo actian de un modo independiente y incorrelado.

3. El modelo MIIPII refleja solo el efecto implicito de la terapia aplicada, la logaritmi-
ca, en version interactiva con el sistema inmunolégico. Tiene como caracteristica la des-
cripcién de la respuesta inmunolégica entorno al tiempo inicial respecto a la variacion

tumoral.
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Todos estos modelos tienen en comun la consideracién de la respuesta inmunolégica
y su posible interaccién con la terapia externa suministrada (al paciente), sin embargo el
modelo MIIPT tiene la ventaja de describir, en torno a la iniciacion del tumor, modelo
estocasticos de crecimiento tumoral con terapias externa constante, ya considerado por va-
rios autores, con la ventaja de hacer presente el término ligado a la reaccién inmunolégica

que no se ha considerado.
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Capitulo 2

Modelos de crecimiento de
poblaciones

El fenémeno del crecimiento es una caracteristica ampliamente estudiada en diversos
campos de aplicacién. Su estudio se origing asociado al analisis de evolucion de las pobla-
ciones, y hoy dia son multiples los ambitos en los que se considera, como la Biologia, la
Economia y la Ecologia, provocando multitud de estudios dirigidos a explicar fenémenos
de crecimiento mediante su modelizacién. Al ajustar un modelo matematico al crecimiento
estudiado han surgido diversas representaciones, originando las curvas de crecimiento que
representan al fenémeno estudiado. Existen diferentes opciones para clasificar estas curvas
atendiendo a sus propiedades y centrarse en el valor limite o cota que alcanza la curva.
Si nos limitamos a curvas crecientes, se pueden clasificar en curvas de crecimiento no

acotado y curvas de crecimiento acotado.

De entre las curvas de crecimiento no acotado, la primera que surge es la exponencial,
siendo ademas la mas estudiada ya que se asocia al analisis de poblaciones humanas,

siendo su caracteristica mas destacable la ausencia de cota.
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Entre las curvas de crecimiento acotado las més destacadas son las de crecimiento
logistico, en las que existe una cota independiente del valor inicial, siendo de forma sig-
moidal, y las de crecimiento Gompertz, que cronolégicamente son previas a la logistica, y
surgen asociadas al estudio de la ley de mortalidad humana, presentando un crecimiento
acotado y de tipo sigmoidal, aunque con caracteristicas propias que las diferencian de la
logistica. A lo largo de los anos la curva Gompertz ha sufrido reescrituras para adaptarse
al estudio de fenémenos en muy diversos campos. En cada reescritura se recoge alguna ca-
racteristica propia del fenémeno estudiado, como la dependencia o no de la cota alcanzada

con respecto al valor inicial de partida.

Asociados a estas curvas de crecimiento existen modelos deterministicos que rigen

el tipo de comportamiento que exhibe cada una de ellas.

Posteriormente se veran los modelos estocasticos asociados a los crecimientos an-
tes mencionados y que, por tanto, pueden ser utilizados para modelizar fenémenos cuyo
comportamiento (crecimiento) viene representado por tales curvas. Asi, para modelizar
situaciones regidas por variables de naturaleza continua que evolucionen continuamente
en el tiempo y con tendencia exponencial, el proceso lognormal puede ser adecuado. Si,
por el contrario, las series de datos asociados a las variables muestran un comportamiento
de tipo sigmoidal acotado con cota independiente del valor inicial, se pueden usar los
procesos logistico o Gompertz, segun las particularidades propias que exhiban los datos,

como la velocidad de crecimiento hasta el punto de inflexion.

Sin embargo, en la practica pueden aparecer situaciones en las que el tipo de creci-
miento acotado anterior muestre una dependencia de la cota respecto al valor inicial, en

tal caso se podria pensar en el modelo introducido por Tan, ya que su curva asociada

Tesis Doctoral Maria de la Cruz Melchor Ferrer



Modelos de crecimiento de poblaciones 33

obedece a este comportamiento, aunque su campo de actuacion no contemple variables de
naturaleza continua. Esto justificaria el interés en obtener un modelo estocastico continuo

y, en particular, un proceso de difusién que permita modelizar este tipo de situaciones.

2.1. Curvas de crecimiento

Las curvas de crecimiento surgen al intentar modelizar fenémenos de crecimiento, y
van asociadas a modelos deterministicos de crecimiento. Se exponen a continuacién, de
forma breve, las caracteristicas fundamentales de estas curvas, con especial énfasis en la

curva Gompertz, ya que es la asociada al modelo que sera objeto de estudio en esta Tesis.

2.1.1. Curva exponencial

La curva de crecimiento exponencial es la primera que surge en la historia, siendo
ademas la mas estudiada dentro de las curvas de crecimiento, ya que esta asociada al
analisis de poblaciones humanas. Una caracteristica importante a destacar de esta curva

es la ausencia de cota.

La expresién genérica de esta curva es
f(t)=ce™, teR

con ¢y r nimeros reales, siendo r la razén de crecimiento (determina dentro de la curva
la rapidez de crecimiento, es decir, cuanto mayor sea la razén, més réapido crece la curva).
Dada la naturaleza de los fenémenos tratados mediante esta curva, se restringe su estudio

en el tiempo a valores superiores a un instante inicial 5 > 0, y con ¢ > 0. Imponiendo
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que la curva toma el valor o = f(ty) > 0 en el instante inicial ¢y, la expresion de la curva

€S

f(t) = moe™ 70t > ¢,

siendo una curva mondétona (creciente si r > 0 y decreciente si r < 0), convexa y no

acotada.

2.1.2. Curva logistica

Seguimos con la curva logistica, aunque cronolégicamente fue la tercera en aparecer.
Fué introducida en 1838 por Pierre Verhulst [136] como solucién de un modelo deter-
ministico propuesto por él. Estd asociada al estudio de crecimiento de poblaciones, pero
con ciertas limitaciones sobre la poblacion, ya que su crecimiento no puede ser ilimitado,
al menos considerando un periodo amplio. Dichas limitaciones se traducen en la existencia

de una cota independiente del valor inicial, y una forma sigmoidal.

La expresién mas utilizada de esta curva es

k

t) = ——— teR
f() 1+ea—rt ) €

con k > 0y r > 0, siendo k el valor limite de la curva cuando ¢t tiende a infinito, r el

valor que determina la rapidez con que la curva crece hacia su cota, y verificindose que

f&) <k, VteR.

Restringiéndonos a valores t > tg > 0, y siendo xy = f(fy) > 0, la expresién de la

curva es

k
— >
S0 =7 + (k/xg — 1)e—r(t—to) b2t
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conr >0y k>uxy> 0. Esta curva es mono6tona, creciente, acotada y con un punto de
inflexion. Es de destacar que el valor de la cota k es constante e independiente del valor

g en el instante inicial.

2.1.3. Curva Gompertz

La curva de crecimiento Gompertz surge asociada al estudio de la mortalidad humana,
y presenta un crecimiento acotado y de tipo sigmoidal, pero con caracteristicas propias
que la diferencian de la logistica. Debe su nombre al matematico Benjamin Gompertz.
En junio de 1825 Gompertz [42] escribié al matematico Francis Baily ofreciéndole un
articulo para la Real Sociedad de Matematicos de Londres. Se trataba sobre la naturaleza
de la expresion de la funcion de la ley de la mortalidad humana y sobre una forma de
determinar el valor de lo que él denominaba “Life contingences” (imprevistos de la vida).

En dicho articulo Gompertz introdujo la funcién

mq—®

1—q"

con log g = q=p'" m=InL,~InL,,, d= % ylne = %q,., y siendo L, el tamano
de la poblacién en el instante z, a el instante inicial, » la unidad de salto considerada en
el tiempo, y p la razoén de la progresion geométrica que hay entre el niimero de personas
vivas en el tiempo. Gompertz demostro que la tasa de mortalidad aumenta siguiendo una
progresion geométrica. A esta ley de crecimiento se la denomina Ley de Mortalidad de
Gompertz. Las curvas logistica y Gompertz tienen un crecimiento similar, residiendo su

principal diferencia en el porcentaje de crecimiento (en relacién con la cota) cuando se

alcanza el punto de inflexion.

A la hora de dar la expresion de la curva Gompertz nos encontramos con distintas
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opciones. Esto es debido a que histéricamente se ha asignado ese nombre a una gran
variedad de curvas, todas ellas dobles exponenciales, a pesar de que Gompertz introdujo
su curva como una doble potencial. Cabe destacar las expresiones de la curva de Gompertz
debidas a Winsor [138], Capocelli y Ricciardi [17], Skiadas y et al. [123] y Tan [128], y

que vemos a continuacion.
Expresion de la curva de Gompertz debida a Winsor

Winsor [138] reescribié la curva originaria de Gompertz, L, = dg? , transforméndola

en una doble exponencial. Para ello considerd

La expresiéon genérica de la curva es, entonces,

_eafbt

f(t) = ke , teR

con k, by t nimeros reales positivos, siendo k el valor limite de la curva cuando t tiende

a infinito, verificindose f(t) <k, Vt e R.

Dada la naturaleza de los fenémenos tratados mediante esta curva, se restringe su
estudio en el tiempo a valores superiores a un instante inicial ¢ > t; > 0. Imponiendo que
la curva toma el valor x en el instante inicial ¢y, zo = f(o), con k > xo > 0 la expresién

de la curva es
x
f(t) =kexp {ln (f) e_b(t_tO)} , L=t
siendo una curva monétona (creciente si 7 > 0 y decreciente si r < 0), acotada, con

un punto de inflexion donde pasa de ser convexa a concava, siendo, por tanto, una curva

sigmoidal. Al igual que ocurre con la curva logistica, la cota k es constante e independiente
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del valor inicial. Nétese que el parametro b influye en la rapidez con que la curva alcanza
la cota, lo que parece indicar cierta similitud entre este parametro y el parametro r de las

curvas exponencial y logistica.

Expresion de la curva de Gompertz debida a Capocelli y Ricciardi

En la literatura sobre el estudio de modelos de crecimiento han surgido otras expre-

siones de la curva Gompertz. Asi, Capocelli y Ricciardi [17], usaron

(07

1) = exp { :

(1 — e_ﬂ(t_t(’)) + lnxoe_ﬁ(t_t‘))} , t>2ty =0

siendo > 0y k = e*? > 2y > 0. Esta expresion surge de la anterior haciendo k = e®/#

yb=p.

Esta curva es sigmoidal, con cota k independiente del valor inicial y presenta un punto

de inflexién.

Expresion de la curva de Gompertz debida a Skiadas

Por otro lado, Skiadas [123] consideré la expresién
f(t) =exp {lnxoe_ﬁ(t_t())} , t>t>=0
siendoa> >0y 0<zy<1=k.

Vemos que es una particularizacion de la curva anterior propuesta por Capocelli y

Ricciardi [17] en el caso a = 0.
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Expresion de la curva de Gompertz debida a Tan

Por tltimo, Tan [128] considerd la expresién

ft) = xoexp{% (1- e_ﬁ(t_t(’))}, 1>t >0

siendoa > >0y k> xy > 0.

Esta curva es sigmoidal con un punto de inflexion, pero la principal diferencia de esta
ultima expresion de la curva Gompertz con las anteriores y con la curva logistica es que

la cota k = z9e®/? depende del valor inicial.

2.2. Modelos deterministicos de crecimiento

Las curvas de crecimiento estan asociadas a una serie de modelos deterministicos.
Por ello, una vez que se han estudiado las curvas, una revision de los modelos asociados
a ellas puede ayudarnos a la hora de interpretarlas, estudiarlas mas profundamente y

compararlas.

2.2.1. Modelo malthusiano

En primer lugar aparece el modelo malthusiano, asociado a la curva exponencial
y propuesto por Thomas R. Malthus [97], como un modelo matematico para el crecimiento
de poblaciones humanas. Segiin Malthus este crecimiento no es acotado (supone que la
poblacién aumenta ilimitadamente), lo cual justifica el uso de la curva exponencial carente

de cota. En este modelo matematico se propone que el tamano de la poblacién para una
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generacién depende del tamano de la generacién anterior de forma multiplicativa
z(t+1) —z(t) = ra(t)

donde z(t) es el tamafio de la poblacién en el instante ¢, y r > 0, factor Malthusiano, es

el multiplo que determina la tasa de crecimiento.

La soluciéon de la ecuacion de crecimiento Malthusiano, en forma diferencial,

dx(t)
dt

= rz(t),
con condicién inicial z(tg) = xg, es la curva exponencial.

El modelo Malthusiano puede usarse para estudiar el crecimiento de una nueva especie
que llega a un lugar donde hay una gran cantidad de comida, condiciones perfectas para la
reproduccién y no hay depredadores, o cuando se comienza un estudio de laboratorio bajo
condiciones perfectas. Pero este modelo solo es adecuado bajo condiciones perfectas, lo que
McArthur y Wilson [102] llamaron el “equilibrio natural”: “La naturaleza tiene tendencia
a equilibrar las cosas y alcanzar un equilibrio armonico. St se dejara a la naturaleza sola
existiria el equilibrio y las poblaciones permanecerian cerca de él”. Esto motiva el estudio

de los siguientes modelos deterministicos asociados a las curvas de crecimiento acotado.

2.2.2. Modelo logistico

El modelo logistico, asociado a la curva logistica, fue propuesto por Pierre F.
Verhulst [136] como una modificacién del malthusiano, basado en la suposicién de que
el crecimiento de la poblaciéon no sélo depende del tamano de ésta, sino de la distancia

de dicho tamano a su limite superior. Por tanto, este modelo es adecuado para el ajuste
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de datos que muestren un crecimiento acotado cuya cota no dependa del valor en el
instante inicial. Si denotamos por k al tamano maximo de la poblacién que un habitat
puede soportar, la poblacion crecera rapidamente si estd muy por debajo de k, pero
conforme se aproxima a k el crecimiento ird decayendo. Verhulst modificé la ecuacion del
modelo Malthusiano haciendo que el tamano de la poblacion fuera proporcional tanto a

la poblacién previa como al término (k — z(t))/k, proporcionando el modelo

z(t+1) —z(t) = ra(t) (1 - %) ., r>0,

que también se puede reescribir como

r(t+1) —2(t) = ax(t) — Bz(t)*>, «a,B>0.

La solucion de la ecuacién logistica en diferencias, en forma diferencial,

PO _ ot (1 - %) ,

con condicién inicial x(ty) = ¢, es la curva logistica.

Este modelo es adecuado para ajustar datos que muestren crecimiento acotado, y cuya
cota no dependa del valor en el instante inicial, asi como para mostrar los efectos de los
mecanismos dependientes de la densidad en el crecimiento de la poblacion. Sin embargo,
su utilidad en las poblaciones reales es limitada debido a que las dindmicas de crecimiento

de éstas son complejas y es dificil obtener un valor real para k en un hébitat dado.

Cabe destacar que autores como May [99], [100] y May y Oster [101] realizaron un
estudio del modelo asociado a la curva exponencial y a la curva logistica para describir el
crecimiento de poblaciones, entre otros modelos. Feller [32], en 1939, realizé un profundo

estudio de la ley de crecimiento logistico.
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2.2.3. Modelo de crecimiento Gompertz

El proceso logistico presenta el inconveniente de no disponer de una solucién exacta
para las ecuaciones de difusién, lo cual condujo a Capocelli y Ricciardi [17] a la intro-
duccion de un nuevo proceso, el asociado a la curva Gompertz, que modeliza un tipo
de comportamiento similar al logistico, y cuya cota puede depender del valor inicial, sin
presentar el inconveniente anterior. Asociado a la curva Gompertz no existe un unico
modelo deterministico, ya que existe una gran variedad de curvas con dicho nombre y con
la caracteristica comin de ser dobles exponenciales. Tan [128] introduce un proceso de
nacimiento y muerte Gompertz mediante la condicién de que su funcién media coincida
con dicha curva, cuya cota si depende del valor inicial. Cabe destacar el modelo asociado
a la curva Gompertz estudiado por Winsor [138], ya que fue la primera expresién de la
curva, asi como la mas ampliamente estudiada, presentado su modelo cierta similitud con

el logistico.
El modelo deterministico asociado a la curva Gompertz que traté Winsor es
z(t+1)—z(t) =bx(t)(Ink —Inx(t)), b>0,

que también se puede reescribir como

ot +1) — a(t) = ra(t) <1 - hijg”)

conr =blnk.

Observando este modelo y el anterior asociado a la curva logistica se aprecia una fuerte
similitud, influyendo los parametros r y b en la rapidez con que las curvas alcanzan su

cota.
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La solucion de la ecuacién diferencial

dx(t)
dt

= ba(t)(Ink — Inx(t)),

con condicién inicial z(tg) = w0, es la curva Gompertz.

Debido al creciente interés en el uso de la curva de Gompertz como curva de creci-
miento para el estudio de fenémenos en la Biologia y en la Economia, en 1932 Charles
P. Winsor [138] publicé un articulo donde realizé un estudio matemadtico de la curva
de Gompertz como curva de crecimiento, indicando su utilidad y sus limitaciones en el
campo de los seguros. Anos més tarde, Laird[88] y [89], tras estudiar algunos tumores
durante un periodo de tiempo amplio, concluyé que el modelo exponencial no era to-
talmente adecuado para la descripcién del crecimiento de los mismos, y que el modelo
exponencial modificado podria explicar mejor el crecimiento tumoral, por lo que propuso
el modelo Gompertz. El modelo Gompertz también se usé para describir el crecimiento
de fetos humanos (McCredie [103]), de peces (Silliman [119]) y de tumores experimentales

(Simpson-Herren y Lloyd [121]).

El modelo deterministico asociado a la curva Gompertz tratada por Capocelli y Ric-
ciardi puede obtenerse como caso particular del modelo asociado a la curva Gompertz de
Winsor. Para ello, basta utilizar la reescritura de los parametros (k = e®/# b = B) en el

modelo deterministico, obteniéndose x(t+1) —x(t) = fx(t) (% —1In x(t)) ,cona > 5> 0.

Se puede encontrar un estudio de este modelo y del logistico, basado en sus ecuaciones

diferenciales de primer orden, en Nobile et al. [109].
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2.2.4. Otros modelos

En la introduccion de esta memoria ya se citaron algunos otros modelos utilizados
como los modelos de Rayleigh, cubico, ICIR, Vasicek o Gamma entre otros que han sido
utilizados para modelizar diferentes variables con o sin factores exégenos como son las
emisiones de gases de efecto invernadero, el stock de vehiculos, la producciéon de energia
térmica o el consumo de gas natural. Aunque el objetivo de esta tesis no es el estudio de
estos modelos, se presentan, a modo de resumen, las ecuaciones diferenciales de cada uno

de ellos

Proceso de Rayleigh:
dX, = (i + bmt) dt + odW,

Ty

Modelo cubico:

dX; = (ax} + bx,)dt + cxidW,

Modelo ICIR:

dX, = (amt - bxf) dt + ax;?/Q

Modelo de Vasicek:

dX, = (h(t) — aX,) dt + odW, con h(t) = By + Y _ Big(t)

Modelo Gamma:

dX; = (% - 5) Ty + vy dW;

Potencia del Gamma:

X, =z; con =z, el modelo gamma
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con W, el proceso de Wiener y 0 > 0 y el resto de pardmetros reales.

2.3. Modelos estocasticos asociados a los crecimien-
tos exponencial, logistico y Gompertz

El problema que se plantea a la hora de utilizar modelos deterministicos para modelizar
un fenémeno de crecimiento es la complejidad propia del fenémeno, ya que su descripcion
cuantitativa puede requerir la especificacién detallada de multiples factores que no siempre
son perfectamente conocidos o cuantificables. Este inconveniente se puede evitar mediante
la utilizacion de modelos estocasticos, como los procesos de nacimiento y muerte o
procesos de difusion, los cuales han sido ampliamente estudiados para la modelizacion
y estudio de determinados fenémenos dinamicos en diversos campos de aplicacién en el
ambito del crecimiento. Asi, para modelizar situaciones regidas por variables de naturaleza
continua que evolucionan continuamente en el tiempo y con tendencia exponencial, es
adecuado el proceso lognormal. En el caso de que las series de datos asociados a las
variables en estudio muestren un comportamiento de tipo sigmoidal acotado con cota
independiente del valor inicial, pueden utilizarse los procesos logistico o Gompertz, segin
las particularidades de los datos (por ejemplo, la velocidad de crecimiento hasta el punto
de inflexién). En el caso de que el crecimiento acotado muestre dependencia de la cota
respecto del valor inicial, se podria usar el modelo de Tan, en el que su curva asociada
obedece al comportamiento de varias trayectorias de datos partiendo cada una de ellas
de un valor inicial distinto. Sin embargo, este modelo de Tan no contempla variables de
naturaleza continua. Esto justifica el interés en obtener un modelo estocéstico continuo

y, en particular, un proceso de difusiéon que permita modelizar este tipo de situaciones.
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Una forma habitual de obtener modelos estocasticos es introducir una fluctuacion
aleatoria en los modelos deterministicos. En el caso de los modelos de crecimiento se
reemplaza la tasa de crecimiento por la suma de un término constante y un proceso Gaus-
siano delta-correlado, obteniéndose un modelo estocastico cuya solucion, en ausencia de
ruido, es la curva del modelo deterministico de partida. Este procedimiento es equiva-
lente a la introduccién de una funcion de regulacion aleatoria en el modelo malthusiano.
Un planteamiento alternativo consiste en buscar modelos estocéasticos cuya funcién media

coincida con la curva del modelo deterministico de partida.

Presentamos a continuacién algunos modelos estocésticos asociados a las curvas de

crecimiento y modelos deterministicos vistos antes.

2.3.1. Proceso de Difusiéon Lognormal

Asociado al modelo deterministico malthusiano surge el Proceso de Difusiéon Lognor-
mal. Este proceso ha sido aplicado en campos cientificos como la Ecologia, la Economia
o el Marketing. En Ecologia, Capocelli y Ricciardi [16], [17] y Ricciardi [114], [115] lo es-
tudian como modelo de crecimiento de poblaciones, incluyendo mecanismos de regulacion
aleatoria a partir del modelo de crecimiento malthusiano. En Economia, Cox y Ross [21]
y Merton [104], [105] mostraron su importancia tedrica y practica, al igual que Marcus y
Shaked [98]. Por otro lado, Tintner y Sengupta [133] lo han utilizado incluyendo el caso
de factores exdgenos y aplicandolo a la descripcion, prediccion y analisis de politicas de
crecimiento en materias economicas, poniendo de relieve su interés al realizar predicciones

debido a su tendencia exponencial.

Con respecto a la curva exponencial, aunque diversos autores como Lewontin y Cohen
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[95] han estudiado procesos discretos, nos centramos en el proceso de difusién lognormal,
asociado al modelo de crecimiento no acotado malthusiano, como el mas representativo

dentro de los modelos continuos.

Para obtener el proceso lognormal, Capocelli y Ricciardi desarrollaron una metodologia
partiendo de la ecuacion diferencial deterministica del modelo malthusiano

—dzgf) =rz(t), r>0

donde x(t) es el tamano de la poblacién en el instante ¢, r es la tasa de crecimiento (o

fertilidad) intrinseca y xo = x(to) es el tamano inicial de la poblacién.

Después transformaron la ley deterministica en un modelo estocastico, reemplazando
la tasa de crecimiento r por o + A(t), donde a es una constante positiva y A(t) es un
proceso Gaussiano delta-correlado de media cero, con densidad espectral (o ruido blanco)
o? y tal que

E[A()] =0

CovA(t:), A(ts)] = E[A(), A(ta)] = 026 (ts — t).

Asi, la ecuacion diferencial deterministica anterior queda de la forma

dx(t) B
T ax(t) = z(1)A(t),

0, como es habitual en la notaciéon de ecuaciones diferenciales estocasticas,
dX(t) = aX(t)dt + o X (t)dW (1),

donde o > 0 y W(t) representa el proceso Wiener estandar. Con esto se supone que el
crecimiento exponencial se ve perturbado por factores de cambio que representan el efecto

del ambiente en el crecimiento de la poblacién.
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La solucién de esta ecuacién es un proceso de difusion {X (¢); t >ty = 0} que toma

valores en R™ y con momentos infinitesimales

. 2 , . ., .,
siendo m = a 0 m = a + % segun se haya considerado en la resolucién de la ecuacion, la

integral estocéstica de Itd o de Stratonovic, respectivamente.

Este modelo es apropiado para describir, por ejemplo, situaciones como las del creci-
miento de bacterias en un entorno no restringido, teniendo cada individuo igual probabi-

lidad de morir o reproducirse en cualquier instante.

La funcién de densidad de transicién del proceso obtenido, f(x,t | zo, o), satisface la

ecuacién de Fokker-Planck (o adelantada)

of 0 o? 9%
E——%(mxf)—l—?w(a: 1), 0<x<o

y la ecuacién de Kolmogorov (o atrasada)

of f L, 232f
— + —_— 4 — —= =0 0
o meo : 20 x; x% , < To < 00

con la condicién inicial limy_, f(x,t | xo,t9) = é(x — ), que determina de forma tnica
la funciéon de densidad del proceso. En ausencia de ruido, la ecuacion de Fokker-Planck
coincide con la curva solucién del modelo deterministico de partida, o sea, la poblacion

crece seguin una curva exponencial.

En los ultimos anos se ha producido un importante avance en el estudio de este proce-

so, centrandose fundamentalmente en la inferencia, que ha sido tratada empleando tanto
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muestreo continuo, Basawa y Rao [10], como muestreo discreto. El caso de factores exdge-
nos basado en muestreo discreto ha sido tratado por Tintner y Gémez [131] y generalizado
al caso de la difusién en su version multivariante, tratando la estimacion maximo verosimil
de los pardmetros y contrastes de significacién de los factores exégenos por Gutiérrez et
al. [75] y [45]. Otras cuestiones de interés han sido el estudio de tiempos de primer paso
(Gutiérrez et al. [65], [72] y [73]) asi como el estudio tedrico de la distribucién de la ten-
dencia y funcién de covarianza estimada del proceso (en su versién univariante), tanto en
el caso de la estimacién maximo verosimil como la estimacion insesgada de minima va-
rianza (UMVUE) y su aplicacién en el campo econémico (Gutiérrez et al. [73]), asi como

la obtencion de bandas de confianza para la tendencia.

Mas recientemente se han estudiado métodos alternativos para la obtencion del proceso
lognormal con factores exdgenos como caso particular de técnicas generales de obtencion
de procesos de difusiéon no homogéneos (Gutiérrez et al. [77]). Ademads, se ha estudiado
el proceso lognormal con factores exdgenos en el campo de la prediccion (Gutiérrez et
al. [70]) y se ha aplicado un caso particular de dicho proceso, en concreto el proceso de
difusion lognormal con factores exdgenos polindmicos, para la prediccion en ausencia de
informacién externa (Gutiérrez et al. [71]). Las 1dltimas lineas de investigacién avanzan
por la modelizaciéon de fenémenos via procesos de difusion lognormales con un tercer
pardametro (triparamétricos), donde este tercer pardmetro ejerce de cota o de pardametro

umbral (Gutiérrez et al. [61]).
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2.3.2. Proceso de Difusion Logistico

El modelo estocastico asociado al modelo deterministico logistico es el Proceso de
Difusién Logistico. Tiene utilidad a la hora de tratar con situaciones més realistas don-
de se tenga en cuenta la existencia de una serie de factores que regulan o restringen el
crecimiento de la poblacién. Dicha regulacién puede ser debida a diversos factores como
la limitacion de comida o espacio disponible, la acumulacion de productos téxicos o el
comportamiento territorial de los parientes (Crow y Kimura [22]). Este proceso ha sido
estudiado en Biologia, destacando los estudios de los problemas de crecimiento de pobla-
ciones de Ricciardi [115] y Nobile et al. [109]. Ademds, Tan y Piantadosi [129] lo estudian
como limite de un proceso de nacimiento y muerte no homogéno, y Giovanis y Skiadas
[40] estudian una particularizacién del proceso de difusién lognormal mediante la teoria
de reduccion de ecuaciones diferenciales estocasticas, aplicando dicho modelo a datos de

consumo de electricidad en Grecia y Estados Unidos.

Siguiendo a Capocelli y Ricciardi [17], si se conocen los mecanismos de regulacién
debidos a dichos factores, se puede escribir una ecuaciéon de crecimiento que puede ser
representada por la ecuacién de Langevin

dx(t)
dt

= ax(t)[l — p(x(t),t)],

donde ¢(x(t),t) es la funcién de regulaciéon que implica algunos cambios en la tasa de

crecimiento con el tamano de la poblacién y con el tiempo.

Desde este punto de vista, el proceso logistico puede obtenerse considerando la funcion

(z,t) particular

o(x,t) = é — xlA(t), a,B>0

(0% (0%
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donde A(t) es el ruido Gaussiano.

Se considera la ecuacién deterministica de crecimiento logistico

dx(t)

- = ax(t) = B2°(1),

con ay [ pardmetros positivos, siendo z(t) el tamano de la poblacién en el instante ¢,
x(tg) = x¢ el tamano inicial de la poblacién, « la tasa de crecimiento, y k = a/3 > zq el

tamano maximo que puede alcanzar la poblacion.

Cambiando la tasa de crecimiento o por av + A(t), siendo A(t) un proceso Gaussiano
delta-correlado de media cero y densidad espectral o2, obtenemos la ecuacién diferencial
estocéstica

dX(t) = aX(t)dt — BX*(t)dt + o X (t)dW (t).

La interpretacion de este procedimiento es la consideracién de poblaciones caracteri-
zadas por el mismo numero inicial de individuos, cuyo crecimiento esta aleatoriamente
alterado por la presencia de factores de cambio y que, a su vez, tienen una restriccion o

regulacién en el crecimiento.

La solucién de la ecuacién anterior es un proceso de difusién que toma valores en R,

{X(t); t >ty >0}, y con momentos infinitesimales
a(x) = mzx — Ba?

b(z) = o?x?

. 2 , . ., .,
siendo m = a 0 m = a + % segun se haya considerado en la resoluciéon de la ecuacion, la

integral estocastica de Ito o de Stratonovic, respectivamente.
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La funcién de densidad de transicién del proceso obtenido, f(x,t | zo,to), satisface la
ecuacion de Fokker-Planck (o adelantada)

af B

02
% =~ 32 a—(a:f) 0<z<oo

(m - o)ef) + 5

y la ecuacién de Kolmogorov (o atrasada)

2
gt]; + (m — 5$0)950L+1 ? 28 !

=0 0< <
dzq T2 T T = 00

con la condicién inicial limy; ., f(x,t | xo,to) = 6(x — o), que determina de forma tunica

la funcién de densidad del proceso.

En ausencia de ruido, la ecuacién de Fokker-Planck coincide con la curva solucion
del modelo deterministico de partida, o sea, la poblacién crece segin una curva logistica
con valor asintético k = m/[. Sin embargo, cuando la intensidad del ruido no se anula,
no se conoce una solucion exacta para las ecuaciones atrasada y adelantada, a pesar de
los esfuerzos de diversos autores como Levins [94], motivados por la importancia de este

modelo dentro del campo del crecimiento de poblaciones.

El problema de desconocer la solucion exacta para las ecuaciones de difusion del pro-
ceso logistico impulsé a Capocelli y Ricciardi [17] a introducir un nuevo modelo para el
crecimiento de poblaciones en entornos aleatorios cuyo interés reside en que, por un lado,
el modelo retiene las principales caracteristicas de las ecuaciones adelantada y atrasada en
el sentido en que en ausencia de ruido se reduce a una ley de crecimiento muy similar a la
ley logistica y, por otro lado, en esta ocasion el modelo puede ser obtenido de forma exacta
para valores arbitrarios de la intensidad de ruido o2. Este nuevo modelo estocéstico es
el que surgira asociado al modelo deterministico de la curva Gompertz que introdujeron

Capocelli y Ricciardi y que se estudiara en la siguiente seccién.
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2.3.3. Proceso de Difusion Gompertz

Con respecto a la curva Gompertz, objeto fundamental de nuestro estudio, no existe
una lnica expresion de la misma, existiendo diversos modelos estocasticos asociados a ella,
entre los que destacaremos el proceso Gompertz propuesto por Capocelli y Ricciardi y el
proceso de nacimiento y muerte Gompertz, obtenido por Tan [128] en 1986 al imponer que
la funciéon media de dicho proceso sea la curva Gompertz considerada por él. Las curvas
Gompertz consideradas por Capocelli y Ricciardi y Tan tienen propiedades y aplicaciones

distintas.
Proceso propuesto por Capocelli y Ricciardi

Debido a la imposibilidad de obtener solucién exacta para las ecuaciones de difusion del
proceso logistico, Capocelli y Ricciardi introdujeron un nuevo modelo para el crecimiento
de poblaciones en entornos aleatorios con caracteristicas similares al crecimiento logistico
y con la particularidad de su obtencién de forma explicita. Asi, partieron del proceso
lognormal y modificaron su media infinitesimal, incluyendo un término proporcional a
xlog z y mantuvieron igual su varianza infinitesimal, obteniendo la ecuacién de Fokker-

Planck

%:—%((a—ﬁlogw)xf)ﬂL;aa—;(ng), 0<z<oo

cuya solucién, en ausencia de ruido, es
f(z, t|zo, to) = 0 (x — exp (%(1 — e Pl=t)) 4 1og xoeﬁ(tt(’))) ,

siendo la condicién inicial limy,, f(z,t | zo,to) = d(z — x¢), lo que implica

x(t) = exp (%(1 _ efﬁ(tfto)) + log xoeﬁ(tt0)> )
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Es decir, el tamano de la poblacién esta especificado de forma tnica en cualquier
tiempo dado por la curva de crecimiento Gompertz introducida por Capocelli y Ricciardi,
cuyo comportamiento es muy similar al de la curva logistica. La principal diferencia entre
ambos modelos es la sustitucién en la media infinitesimal del término proporcional a 2
por un término proporcional a xlogx, lo cual se traduce en un crecimiento méas rapido

para valores grandes de x.

Se puede escribir una ecuacion de crecimiento que puede ser representada por la ecua-

ciéon de Langevin
dx(t)
dt

donde ¢(x(t),t) es la funcién de regulaciéon que implica algunos cambios en la tasa de

= ar(t)[1 - o(x(t),1)],

crecimiento con el tamano de la poblacién y con el tiempo.

Desde este punto de vista, el proceso Gompertz puede obtenerse considerando la fun-

cién ¢(x,t) particular
I6] 1
o(z,1) = Zlogz — TA(), a,f>0
o a

donde A(t) es el ruido Gaussiano.

De forma equivalente, se puede considerar la ecuacién deterministica de crecimiento

Gompertz
dx(t)
dt

con ay [§ pardmetros positivos, siendo z(t) el tamano de la poblacién en el instante ¢,

= ax(t) — fa(t) log (),

x(tg) = xo el tamano inicial de la poblacién y « la tasa de crecimiento.

Cambiando la tasa de crecimiento « por v + A(t), siendo A(t) un proceso Gaussiano

delta-correlado de media cero y densidad espectral o2, obtenemos la ecuacién diferencial
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estocastica

dX(t) = (o — Blog X (1)) X ()dt + o X (£)dW (¢).

La solucién de la ecuacién anterior es un proceso de difusién que toma valores en R,

{X(t); t >ty > 0}, y con momentos infinitesimales
a(x) = mx — frlogx
b(x) = o’
sietndom=aom=a+ %2 seguin se haya considerado en la resolucién de la ecuacion, la

integral estocastica de [t0 o de Stratonovic, respectivamente. A este proceso se le denomina

proceso de difusién Gompertz (propuesto por Capocelli y Ricciardi).

Este proceso ha sido objeto de estudio por diversos autores, asi Nafidi [108] obtuvo
resultados sobre inferencia, extendiéndolos al caso multivariante y considerando una ver-
sion no homogénea a partir de la introduccion de funciones dependientes del tiempo en los
momentos infinitesimales del proceso. Gémez y Buendia [41] estudiaron la versién de It6
destacando que el proceso lognormal puede obtenerse como un caso particular del proceso
Gompertz. Gutiérrez et al. ([57], [51] y [53]) propusieron métodos alternativos para la
obtencién de la version no homogénea del proceso Gompertz introducido por Capocelli y
Ricciardi, ademés de estudiar la inferencia en procesos Gompertz de tipo no homogéneo

mediante muestreo discreto.
Proceso propuesto por Tan

Tan [128] justifica la introduccién del proceso estocastico Gompertz de nacimiento

y muerte como una extension del modelo de crecimiento deterministico Gompertz, au-
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mentando asi el potencial de sus aplicaciones. Consider6 un proceso no homogéneo de
nacimiento y muerte con tasa de nacimiento b(¢) y tasa de muerte d(t), siendo b(t) y d(t)

funciones continuas no negativas, esto es, para 7 =0,1,...
P[X(t+ At) =5+ 11X () = j] = jb(t) At + o(At)

PIX(t+ At) =5 — 11X () = j] = jd(t) At + o(At)
P[X(t+ At) =j|X(t) = 7] =1—j(b(t) + d(t)) At + o(At),
donde

o(At)
Aglo At

=0,

y definio el proceso de Gompertz de nacimiento y muerte como aquel que verifica

E[X(t)| X (to) = zo] = woexp <%(1 — e_ﬁ(t_m))) ,

es decir, la funcién esperanza condicionada de X (t), dado X (tg) = x, es la curva Gom-
pertz (segin Tan) con pardametros « y . Esta propiedad es interesante para fines predic-
tivos, y no la cumple el proceso de Capocelli y Ricciardi. Ademas, Tan dio una condicién
necesaria y suficiente para que este hecho se verifique: El proceso estocastico definido
anteriormente es un proceso estocdstico Gompertz de nacimiento y muerte con tasa de
nacimiento b(t), tasa de muerte d(t) y pardmetros a y f3, si y sélo si y(t) = b(t) — d(t)

satisface la ecuacion

Sy = —(t), o) = bltg) — dlt0) = o

Como ya se comentd anteriormente, ésta es una de las posibilidades para obtener pro-
cesos de difusién asociados a modelos deterministicos. A diferencia de lo desarrollado para

los modelos anteriores, cuyas soluciones de las ecuaciones de Fokker-Planck en ausencia
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de ruido son las curvas deterministicas correspondientes, ahora se busca un proceso cuya
funcién media sea la curva. Esto tiene especial sentido si se buscan modelos estocasti-
cos con fines predictivos, ya que la funciéon media suele ser la funcion mas utilizada a la
hora de predecir. Las dos alternativas no son excluyentes, sino que parten de objetivos
completamente distintos, pero no incompatibles. Esto hace pensar que la combinacion de
ambas opciones puede originar procesos estocésticos asociados a modelos deterministicos
“mejores”, y que permita encontrar procesos aleatorios con espacio de estados continuos

(en particular difusiones) cuya funcién media coincida con una curva concreta.
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Capitulo 3

Proceso Gompertz univariante
homogéneo y no homogéneo

3.1. Proceso de difusiéon Gompertz univariante ho-
mogéneo

3.1.1. Definicion del modelo

Sea {X(t); to <t < T} un proceso de difusién R-valuado con funcién de densidad de

transicién fdt dada por:
Ply.t|2,5) = PIX(t) = y | X(s) =]
y con coeficientes de tendencia y de difusién de la forma:
a(xz,t) = g(t)xr — h(t)zlog(x) = ax — fzlog(x)

b(z,t) = o*z?

27
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con 0 > 0, a y § parametros constantes. El Proceso de difusiéon univariante homogéneo
asi definido se denomina proceso de difusiéon de Gompertz. Si § = 0, tenemos el Proceso

de Difusion lognormal univariante homogéneo.

Las ecuaciones adelantada y atrasada de Kolmogorov verificadas por la fdt correspon-

diente al proceso asi definido tienen la forma:

» Ecuacién adelantada:

OP B 0 10 2.9
- oy {(ay — Bylog(y)) P} + >3y 2{cf y°P}
s Ecuacién atrasada:
OP B 1 o2 282
55 = —law — frloglz )}— - 52

siendo P = P(y,t | x,s), con la condicién inicial P(y,t | z,t) = d(y — z).

3.1.2. Densidad de transicion

Para determinar la fdt del proceso, P, vamos a aplicar el teorema de transformacién de
Ricciardi, que permite obtener la probabilidad de transicién del proceso Y (t) = lg X (t)
mediante una transformacién al proceso Wiener. El proceso Gompertz antes definido
verifica la condicién necesaria y suficiente de este teorema con las funciones ¢; y ¢o dadas

por:
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y, por lo tanto, la transformacion adecuada es:

1 —
W, 1) = B s 2 e
o2t8
23

por lo que se puede obtener la fdt del proceso a partir de la fdt del proceso Wiener, sin

o(t) =

mas que aplicar el teorema de Ricciardi junto con la transformacién anterior.

A partir de las ecuaciones de Kolmogorov se obtiene, como solucién, la densidad de

transicion condicionadas:

o2 2
: o {k’g@) — e =) log(x) — “SE(1 - eﬂ(ts))}
%_0[1 ¢ 260) 1 B )
25 e exp - —
! 235(1 —e )
11 1 [log(y) — m(s,t)]2
2 )2 — __
{(2m)v(s, 1)} e eXp{ 5 ex) ’
siendo: 2
m(s,t) = e 20 log(z) + « —ﬁT(l e~B(t=9))
2
(s, t) = L (1 — e 289y,

Por lo tanto, la fdt del proceso Gompertz univariante { X (t); to < t < T} se corres-

ponde con la densidad de una distribucién lognormal univariante Ay (m(s,t), v(s,t)).

3.1.3. Momentos del proceso

Como la variable aleatoria X (t) | X (s) = z sigue una distribucién lognormal Ay (m(s,t), v(s,t)),

entonces aplicando resultados conocidos de dicha distribucion, podemos obtener los mo-
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mentos condicionados de orden r de la siguiente forma:

2

BLX(0) | X(5) = a] = exp {rn(s.0) + o) | =

t 2 2 t
exp{rlog(x)e_ J; h(@)do + 7"/ F(u)e™ IUOL + _r20 / e2)u h(e)dgdu} =

exp {Te—ﬂ(t—s) log(z) + TOé ; (1 _ e_B(t—s)) + 7“4_; (1 . €—2B(t—s))} _

exp {re"g(tfs) log(af)} exp {% (1 — e’ﬂ(t’S)) } exp {% (1 — e’ﬁ(t’s)) [7“ (1 + e’ﬁ(t’s)) — 2] } .

Tendencia

El momento de primer orden, r = 1, tiene la expresion:
E[X(t) [ X(s) =] =

exp {e_ﬁ(t_s) log(x)} exp {% (1 — e_ﬁ(t_s)) } exp { g

4
exp {e‘ﬂ(t_s) log(x)} exp {% (1 — @—B(t—s))} exp {_0_2 (1 _ e—ﬂ(t—S))Q} _

exp {e 7" log(x) } exp {% (1—e ) } exp {+% (1 — e 280-9)) } exp {—4—; (1- eﬁ“S))} .

Utilizando la expresion anterior, la funcién tendencia condicionada para una realiza-

cion del proceso es:

EIX() | X(ti) =2ia] =

exp {e*ﬁ(tiftifl) log(xiil)} exp {% (1 _ e*ﬁ(tiftiq)) } exp {_U_ (1 . eﬁ(titil))2} ’
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y, considerando que P(X(0) = () = 1, la funcién tendencia condicionada es:

exp {e~# log(z0) } exp {% (1) } exp {+% (1 e2) } exp {_24;‘; (1- e—ﬁt)} |

Varianza

La varianza condicionada del proceso se expresa de la forma:
Var[X(t) | X(s) = z] = exp{2m(s,t) + 2v(s,t)} — exp{2m(s,t) + v(s,t)} =

exp {2m(s,t) + v(s,t)} x (exp{v(s,t)} — 1) =

2
exp {26_B(t_s) log() } exp {?a (1- e‘ﬁ(t_s))} X
o2 2 o? 9
exp {—% (1 - e’ﬁ(t’S)) } (exp {% (1 —e B(ts))} - 1> .
3.1.4. Estimacion de los parametros
A continuacién se trata de estimar los parametros del proceso Gompertz con fac-

tores exogenos por el método de maxima verosimilitud. Para determinar la funcién de

verosimilitud condicionada, realizamos observaciones discretas del proceso, considerando

el muestreo discreto(X (tg) = xg, X (t1) = z1,..., X (t,) = x,), realizado en los instantes
(to,t1,...,tn). Ademéds, suponemos la condicién inicial P(X (ty) = x¢) = 1 y notamos
2
rj =1t —tj-1, ’VIO‘_% 0;=e""
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con lo que la funcién de verosimilitud asociada vendra dada por la siguiente expresion, en

la que se utiliza la funcién de densidad de probabilidad del proceso Gompertz:

}L(Qio,xb...,l’n ’77&7 LU(),tO HP x])tj |xj717tj71):
7j=1
1 _ RE
i o TN 1 [IOg(xj) — e Pilog(zj1) — F(1 - e‘ﬁ”)]
H 2r |— (1 —e J) T expy —5 — i .
= ﬂ %(1 — e=20mi)

Teniendo en cuenta que los valores que maximizan dicha funcién también maximizan

su logaritmo, tomando logaritmos, se tiene:
n n o? & L1 )
— § - E —20r;
10g(L) = —5 10g(27T) — § 10g (%) + 2 log(x] ) - 5 < log(l — e J)_

5 & [oata) — e log(a,) — 31— )]

S j=1 (1 —e20m) -

:—§lg(27r)—§loga —|——log 26) — Zlog ;) ——Zlog 1—92

112
[log xj) — 0;log(xj_1) — %}

8
_0_2:: (1-62%)

Para obtener los estimadores de maxima verosimilitud de los pardmetros v, o vy 2,

calculamos las derivadas parciales respecto a cada uno de ellos, e igualamos a cero.

Para el parametro « tenemos que:

Dlog(L) 2 = log(z;) — 6;log(w; 1) — 252
8’7 - 0'2 = 1 —+ 0]‘
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Igualando a cero dicha derivada parcial,

i log(x]) — 0]' 10g(3§']’_1) _ 1 Z 1-— 9]' —0
1+0, 3 :

J=1

con lo que se obtiene el estimador:

Para el pardmetro o2 seguiremos el mismo proceso:

2
1-6;
Ologl)  _n 8 » [10g($j) — 0;log(xj-1) — %}
oo 2% oty 1— 02
j=1 7
con lo que:
112
n 15} " [1Og(xj) —0;log(zj_1) — %}

3t 2 e =0

de manera que el estimador queda:

I 5 5(1-0,)12
228 [10g(fﬂj) — 0;log(z;—1) — VT]
A 1- 6}

Para el parametro 3:

2
6’73

0 log(L -
TR S

log(x;) — 0;log(z;—1) — @ Gir;  1—06;
Z 11— 9]2 X |i6j7“j 10g($j71> - (% — ﬁ2 j>‘| +

25 & [log(xj) — 0, log(z;_1) — %] > [log(xj) —0;log(zj_1) — 7(1663)}

0.7 =
7 (1-67) 0% & 1— 62
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Denotando B; = log(x;) — 0;log(z;_1) — %(1 — 0;), queda:

05r; " B?

810g -
86 21—92_2 1-62
]_ j

Qﬁ n Bj |:Tj9j IOg(ij_l) - ( 5 gzj
e

02 4
Jj=1
Utilizando la expresién del estimador 62, tenemos que:

n
07r; 1 no

0log(LL
65 25 21—92_3%_

25 n Bj [Tjej 10g<1'j_1) - (ejﬁrj - 1;29]>i| (]. — 02) — .827”]9]2

— 2
o2 P (1-— (9]-)2
0;r; —0,
n 927“3 Bj |:T‘j6)j log(xj_l) - < 6J - 152 )} (1 - 9]2) — B]2TJ9J2
— —_ — 2 =
j:l (1-— Qj)Q
z”: 827“3 Z B, rﬂ log 93] 1)
j=1 : =1

97"]_ —0;

y
Z e

26 Z BQTJ

Igualando a cero en la expresion anterior y sustituyendo los estimadores de v y o

obtenemos una ecuacion no lineal que puede ser resuelta por métodos numéricos. Cuan-

do se hace tender 3 a cero en las expresiones de 4 y de 62, aparecen precisamente los

estimadores de los parametros del Proceso Lognormal Univariante

n

LS (log () — log(z; 1))

ty —to

2>
I

— [log(z;) — log(x;_1) — (t; — t;-1)3)?

5_2
tj — tj—l

1
n
1

J
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Caso particular: intervalos de amplitud 1

Un caso particular, de gran interés en relacion a su utilidad practica, es aquel en el
que las observaciones estdn hechas en intervalos igualmente espaciados y con r; = 1 para
7 =1,2,...,n, es decir, los incrementos entre cada uno de los instantes de tiempo en el

que se realizan las observaciones son iguales a la unidad.

En este caso, aparece una expresion explicita para todos los estimadores de los parame-
tros, lo que conlleva la gran ventaja de que no hay que resolver ninguna ecuacién lineal.

Bajo esta consideracion los estimadores antes calculados serian:

A

¥= ﬁ Z (log(%‘) —e log(xj,1)>
&Q—Q—Bn . ol S 2
(1 — e ) ; (1 gle;) — e log(x;1) - 6(1 )) .

Nétese que 0; = e P para j =1,2,...,n
A fin de obtener la expresion del estimador del pardmetro 3, denotemos:
B; =log(z;) — e P log(w;_1) — %(1 —e )
La log-verosimilitud queda entonces:

dlog(L)  nb? 236 2B (---) L
08 1-0 o216 ZB log (@ )+ ==y ZB+ 1—92) 525

Puede comprobarse que Z;;l B; = 0, por lo que utilizando la expresiéon anterior de
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62, tenemos que:

dlog(L)  n#? 230 =
51— 20— ;BJ log(z;-1)+

230 no?(1 — 6?) 230 n B
2(1—622 26  o2(1—62) JZI Bjlog(zj-1) = 0.

Reemplazando B; y 6 por su valor, y utilizando la expresién anterior de 4, tenemos:

n

3 (1og<xj> ~ o Plog(a;r) -

J=1

(1 —e” )) log(zj_1) =0 =

mw

2 log(w;-1) log(x;) — ey log? (1)

ﬁ (1—e" Zlog Tj_1 ; <log(xj) —e P log(xj_1)> =0=

n 2
Zlog z_1)log(x;)— 5210g xi_1) iZlog (21 Zlog ;) ——e (Zlog T 1) .

7j=1

Con todo lo anterior, se obtiene el estimador del pardmetro [3:

> i1 log(wi1) X5 log(wy) — n 37, log(w;-1) log(z;)
(Z}; 10%(%‘—1)) —n Y7 log®(x;1)

3 =log

3.2. Proceso de difusion Gompertz univariante no
homogéneo

El Proceso de Gompertz se puede mejorar introduciendo en él algunas variables ex-

ternas que puedan ayudar a explicar su comportamiento, incluyendo en la tendencia del
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proceso univariante ciertos factores exdgenos que afecten al comportamiento de la variable
endogena. En principio estos factores seran funciones continuas que dependeran de ciertos

pardmetros. Consideraremos la inferencia mediante muestreo discreto.

Introduciremos el proceso no homogéneo, via sus ecuaciones de difusion, y se plan-

teard la dificultad de la obtencién de los estimadores de los parametros.

3.2.1. Definicion del modelo

Sea {X(t); to <t < T} un proceso de difusién R-valuado con funcién de densidad de

transiciéon dada por:
P(y,t|z,s) = P[X(t) =y | X(s) = ]
y con los momentos infinitesimales, coeficientes de tendencia y de difusiéon, respectiva-
mente:
a(x,t) = g(t)x — h(t)zlog(x)
b(x,t) = o*z?

con g y h dos funciones continuas paramétricas, que dependen de cierto nimero de parame-
tros, y 0 > 0 parametro constante. El proceso de difusion asi definido se denomina Proceso

de difusion Gompertz univariante no homogéneo o con factores exdgenos.

Si g(t) = ay h(t) = B, siendo « y [ pardmetros constantes, tenemos el proceso de
difusién Gompertz univariante homogéneo visto antes. Si h(t) = 0, tenemos el proceso de

difusion Lognormal univariante no homogéneo.

Las ecuaciones de difusion, adelantada y atrasada de Kolmogorov, verificadas por la

fdt correspondiente al proceso asi definido, tienen la forma:
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s BEcuacién adelantada:

oP 0 10*
% oy {(g(t)y — h(t)ylog(y)) P} + §a—y2{0 y-P}
» Ecuacién atrasada:
oP oP 1 9 2@

e —{g(s)x — h(s)a:log(x)}% - 20 € 972

donde P = P(y,t | x,s) es la funcién de densidad de transicién, con la condicién

inicial P(y,t | z,t) = §(y — x).

3.2.2. Densidad de transicion

Tiene un gran interés estudiar las transformaciones de los procesos de difusion, via
ecuaciones de Kolmogorov o via ecuaciones de It6, con su calculo estocastico asociado.
Una de las transformaciones més interesantes de los procesos de difusiéon es la transfor-
macién al proceso de Wiener, aunque no es obvio que cualquier proceso de difusion se
pueda transformar al proceso de Wiener, ni tampoco sea facil encontrar, en su caso, las
funciones adecuadas para realizar dicha transformacion. El siguiente teorema de Ricciardi
[114] nos da la condicién necesaria y suficiente para que un proceso de difusién se pueda
transformar al proceso de Wiener, y ademas proporciona las funciones que aseguran dicha

transformacion.

Para determinar la fdt del proceso, P, vamos a aplicar el teorema de transformacién de
Ricciardi, que permite obtener la probabilidad de transicién del proceso Y (t) = log X (t)

mediante una transformacién al proceso Wiener.

Teorema 1. Sea un proceso de difusion unidimensional {X (t); to < t}, en general no
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homogéneo, con funcion de densidad de transicion (fdt) P(y,t | x,s) = P[X(t) = y |

X(s) = x|, definido en un intervalo I, y con momentos infinitesimales a(x,s) y b(x, s).

Consideremos un proceso de Wiener {W(t'); t. < t'}, con fdt P'(y',t' | 2',s'), defi-
nido en el intervalo I' = (—o0,4+00). Y, utilizando la transformacion que relaciona las

ecuaciones de Kolmogorov de ambos procesos:

oP opP 0*P

s + a(z, S)a_x + b(z, S)W =0
oF PP _
s’ 0x?

La condicion necesaria vy suficiente para que exista la transformacion del proceso
{X(t);to <t} al proceso de Wiener {W (t');t) < t'}, es que existan dos funciones ci(t) y

co(t) dadas por:

Q
—~
8

~
S~—

Il

| —
Q
SN
Yoy
8
~
N—
<o
—
8
~
N——
[SI
—_——
@)
AR
—~
~
S~—
+
8
Q
[\e)
—~
~
N—
>
~—~
<
~
~ |~
+
Q
[
Pl
SN
<
—

La transformacién adecuada de esta difusion al Wiener viene dada en funcién de las

funciones:

U(x,t) =

exp{—%/t(:g(@)dﬁ} /x[z)(y,t)]%dy_ % </tcl(s) exp{—%/s@(@)de} ds) _
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e —l/t—zh(e)de /gc[ 2224 1 /tzk( )e —1/8—2h(9)d9 ds | =
Xp 5 ooy Y 5 - s)exp 5 s| =
oJ h(6)do / Tdy 1 / t (Q(S) _ ‘7_2) oS g 108(2) rtnoar 1 / t (g(s) _ ‘7_2) oI )8 g
oy o 2 o o 2

y
q)(t):/texp{—/SCQ(Q)dG}ds:/texp{—/S—Qh(G)dH}dSZ/te2fsh(9)d9ds,

de manera que ambas funciones estan relacionadas por la siguiente expresion:

Ply.t | ,5) = Pt | o) 22D pray ), 000) | Wi, 5), (s))

oV (y,1)
dy ’

dy

Sabiendo que la funciéon de densidad de un proceso de Wiener es la de una distribucion
Normal, tenemos que se puede obtener la funcién de densidad de transicién (fdt) del

proceso

P(y,t | z,s) = (2x[®(t) — ®(s)]) "2 exp {_[‘I’ ?[/ t)) (( )])] } OV (y,t)

(v,
2[D(t oy
a partir de la fdt del proceso Wiener, sin mas que aplicar el teorema de Ricciardi junto

con la transformacion anterior y teniendo en cuenta que:

t s .
O(t) — P(s) = / 2 h(O)d0 g, / G2 hO)d0 g, / G2 o) g,

log(y) rin@as L [ oJ " h(6)do log(x) ron@an, L [° o’ oJ h(0)do
—e —= g(u) — ? du————=e +— g(u) — — du =
g

o o o 2
" h(6)do \ * h(6)do t 2 ¢ u

L (togty) — log()e S Houe) - ([ (ot =G ) tmomsersomna,) -
g o s

[t h(6)do t . ) t
e (1°g<y> ~log(ae 00— | (g(u> - %) o1 hw)d@du)
g S
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junto con que

oV (y,t) _ ieﬁ h(o)ds
dy yo

de manera que

¢ _
(27r / o2/ h(a)dedu> ieﬁ h(6)do
s yo

1,/ h(6)do (4 1 —[Th(o)ds _ [t _ ) e LunO)do g 2

ze og(y) — log(z)e - Jo lgw) =% ) et u

exp { — — =
2fs e2 [* h(0)d0 gy,

. _
<27r02 / o2 /" h(0)do ,—2 It h(e)dé?du) 1
s Y

¢ 2 t 2
o) b £ 0 ) 0%

[N

N

X

o 202 fst e2 " h(0)do o—2 [* h(6)d0 ]y,
t , —% 1
(27“72 / o2 I h(&)d@du> Sy
s Yy
t t 2
e L
exp

252 f: o2 [y h(O)do g,

Por lo tanto, la fdt del proceso univariante Y (¢) = log X (¢) es la densidad de una

distribucién normal univariante N (m(s,t), v(s,t)), siendo:

t t t t t 2 t
m(s,t) = log(z)e™ /s h(e)d(’Jr/ k(u)e™ Ju MO gy, — log(x)e s h((’)d0+/ <g(U) - %) e L PO gy

S S

¢
v(s,t) = 02/ =2/ kO gy,
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con lo que se deduce que la distribuciéon de X (t) es lognormal A (m(s,t), v(s,t)), con

funcién de densidad de transicién:

1 [log(y) — m(s, 1))

P(y,tlx,s) = (27?@(5,15))_% y~lexp {—5 o) } -

t
(27?02/ e—2f5h(9)d9du) y—1><

¢ 2 t 2
1 [1og(y) — log(z)e™ J« MO0 _ fst <g(u) _ %> et h(e)dedu]

e _——
P 2 o2 fst o2, h(0)d0 g,

N

3.2.3. Momentos del proceso

Como la variable aleatoria X (t) | X (s) = x sigue una distribucién lognormal Ay (m(s,t), v(s,t)),
entonces aplicando resultados conocidos de dicha distribucién, podemos obtener los mo-

mentos condicionados de orden r de la siguiente forma:

B0 X(6) = o] = exp {mn(os0) + Sulsin) =

2

t 2 t
exp{rlog($)6_ J; h(@)do + 7“/ k(u)e” Juh(©)dd gy, + r2a / e2) h(e)dedu}

S S

2

siendo k(u) = (g(u) — %)
Tendencia
El momento de primer orden, » = 1, tendencia condicionada, tiene la expresion:

t t t 2 t t
EX(t)| X(s) =] = exp{log(:c)e Js h((’)dzeJr/ k(u)e Ju hw)d@dw%/ e 2l h((’)dadu}.

s

Tesis Doctoral Maria de la Cruz Melchor Ferrer



Proceso Gompertz homogéneo y no homogéneo 73

Varianza

La varianza condicionada del proceso se expresa de la forma:
Var[X(t) | X(s) =] = exp{2m(s,t) +2v(s,t)} —exp{2m(s,t) + v(s,t)} =

exp {2m(s,t) + v(s,t)} x (exp{v(s,t)} — 1) =

t t
exp{Q log(x)e™Js MO0 4 2/ k(u)e™ Fu MO gy 4+ 52 / e 2l h(e)dadu} X

t
(exp {02/ e2l hw)dadu} — 1) .

3.2.4. Estimacion de los parametros

A continuacién se trata de estimar los parametros del proceso Gompertz con fac-
tores exdgenos por el método de maxima verosimilitud. Para determinar la funcién de
verosimilitud condicionada, realizamos observaciones discretas del proceso, considerando
el muestreo discreto(X (tg) = xg, X (t1) = z1,..., X (t,) = x,), realizado en los instantes

(to,t1,- .-, tn). Ademds, suponemos la condicién inicial P(X (¢y) = x¢) = 1.

Si tenemos en cuenta que

tj t tj
/ k(0)e= I POy — / k(0)e
ti t

j—1 j—1

— fti_l h(z)dz

do

notaremos por:

'3 ti -0 z)dz
mj =m(t;_1,t;) = log(z;_1)e Je]_y h(z)dz +/ k(0)e Ji;_, hz)d do

ti—1

ti o0 s
vj = v(tj_1,t;) = 02/ ¢ 2 M= g

ti—1
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La funcion de verosimilitud asociada al proceso vendra dada por la siguiente expresion,

en la que se utiliza la funcién de densidad de probabilidad del Proceso Gompertz:

L(zo, z1, ..., 2s) = P(z0,%0) HP(x],t | zj_1,tj1) = H {27rvj}_% ;' xexp {— [log(xé)v‘
j=1 j=1 J
n t; 7%
H {27T0' / - ft 1 M) dzdé’} xj_lx
7j=1 tj—1
tj 9 2
[log(xj) — log(xj_l)e_f' h(z)dz ft Jij s h(z)dzdﬁ}

eXp § — 952 ftj 6_2 ftjfl h(z)dzde
tj—1

Teniendo en cuenta que los valores que maximizan dicha funcién también maximizan

su logaritmo, tomando logaritmos, se tiene:

log(L)(xg, 1, ...,2,) =

-3 log(27r) - = log Zlog xj) — = Zlog (20 /J

672 fti‘—l h(z)dzd9> _

1

' j e z)dz 2
1 (log(xﬂ—bg(wj—l)eftwh(z)dz—ﬁ?_l k()e o M d9)

20'2 t; —2 9, (2)dz
j=1 . e J ) do
i

Para poder maximizar esta funcién respecto a los pardametros desconocidos necesitamos
conocer la forma de las funciones h y g, y esto no es siempre posible, ya que implicaria
conocer la funcién que mejor se ajusta a los factores exdgenos introducidos en el proceso
y que, a su vez, tenga una integral que pueda ser resuelta. A pesar de la simplicidad
de tomar como factores exdgenos, por ejemplo, h(t) = (1_9%)%7l y g(t) = § + h(t), se

obtienen ecuaciones que deben ser resueltas mediante métodos numéricos.
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Por este motivo, en los siguientes capitulos se plantea la posibilidad de rea-
lizar inferencia considerando casos particulares, en los que las funciones h y
g sean de tal forma que sea posible trabajar analiticamente con la funcion de

verosimilitud asociada, siendo este el objetivo fundamental de esta tesis.

Tesis Doctoral Maria de la Cruz Melchor Ferrer






Capitulo 4

Casos particulares del proceso de
difusiéon Gompertz univariante no
homogéneo

4.1. Caso 1: g(t)=a—c(t) y h(t)=p
4.1.1. Definicién del modelo

Sea {X(t); to <t < T} un proceso de difusién R-valuado con funcién de densidad de

transicién (fdt) dada por:
Py, t|x,s) = PIX(t) =y | X(s) = x]

y con los momentos infinitesimales, coeficientes de tendencia y de difusién, respectiva-

mente:

a(xz,t) = g(t)xr — h(t)zlog(x) = (a — c(t)) x — Bxlog(x)
b(x,t) = o*z?

7
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con a 'y (3 pardmetros, ¢(t) una funcién, y o > 0 pardmetro constante. Si g(t) = « , siendo

« pardmetro constante, tenemos el proceso de difusion Gompertz univariante homogéneo.

Las ecuaciones de difusion, adelantada y atrasada de Kolmogorov, verificadas por la

fdt correspondiente al proceso asi definido tienen la forma:

s Fcuacién adelantada:

oP 0

O = (= clt)y — By log) P} + 3 2 o%P)

2 0y?

s Fcuacién atrasada:

oP L 5 20°P
2 = (o cls)w — prloga)} .~ 300

donde P es la funcién de densidad de transicién.

4.1.2. Densidad de transicién

Para determinar la fdt del proceso, P, vamos a aplicar el teorema de transformacién de
Ricciardi, que permite obtener la probabilidad de transicién del proceso Y (t) = log X (t)
mediante una transformacién al proceso Wiener. Las funciones buscadas para que se
verifique la condicién necesaria y suficiente de este teorema (existencia de las mismas)

son c¢; y cg dadas por:

ca(s) = —2h(s) = -2

y, por lo tanto, la transformacion adecuada es:

U(z,t) =
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exp {—%/t CQ(Q)de} /z[b@,y)]—édy _ % (/t ¢1(s) exp {—% / CQ<9)d9} ds) _
exp {—% /t —2h(9)d9} /xwy?]édy -3 (/t Zk(s) exp {—% / —zh(e)de} ds) _
o h0)a0 / fdy 1 / t (Q(S) _ %2) oI no)i g 108() oy L / t (g(s) _ %2> oI O g

oy o o o

t
CCITRRE PR W

o o

t s t s
<I>(t):/ exp{—/ 02(9)d0}d3:/ eXp{—/ —2h(9)d9}ds:
t t
/62fsh(t9)d0d82/62f56d(9d87

por lo que se puede obtener la fdt del proceso a partir de la fdt del proceso Wiener, sin

mas que aplicar el teorema de Ricciardi junto con la transformacién anterior:

W(y,t) - ‘I’(I,S)]Q} OV (y,t)
2[0(t) — (s)] oy

P(y.t | z.5) = (2m[®(t) — B(s)])F exp {—

Por lo tanto, la fdt del proceso Gompertz Univariante Y (¢) es la densidad de una

distribucién normal univariante N (m(s,t), v(s,t)), siendo:

¢
m(s,t) = log(x)e Js 2% 4 / k(0)e Jo M=)z g —

t t 2 t t
log(z)e s 5‘12—1—/ (g(@) - %) e Jo Bdzgp — log(x)e_ﬂ(t_s)—i—/ (a —c(0) — U—) e P9 4dp =

2
t 0_2

log(x)e =) + / (o — () e P dp — %(1_55@,3)) -

Blt—s) a o B(t—s) ' B(t—0)
log(z)e™" +(———) 1—e P —/ c(0)e™ "7 dh =

(@) 37 35) ( )= | <o)
t
log(x)e‘ﬁ(t—s) + %(1 _ e—ﬁ(t—s)) _/ C(@)e—ﬁ(t—e)d97
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siendo v = a — —"227 y
t . t .

2 [* —20-9) o? 26(t-5)
U/Se Sﬁdé’:%(l—e S).

A partir de lo anterior, tenemos que la distribucién de X (¢) es lognormal A (m(s, t), v(s,t)),

con funcién de densidad de transicién:

P(y,tlx,s) = (27Tv(s7t))_% y~Lexp {_1 log(y) — m(s, )] } _

o’ 28(t—s) ~2 1
2r— (1 — e 2P\ % X
(255 0 e)

, 2
1 [log(y) — log(z)e Plt=s) — (% — g—ﬁ) (1—e =) 4 [! 0(9)6_6(t_9)d9]
2 a? (1— 6—26(t—s)>

4.1.3. Momentos del proceso

Como la variable aleatoria X (t) | X (s) = z sigue una distribucién lognormal Ay (m(s,t), v(s,t)),
aplicando resultados conocidos de dicha distribucion, podemos obtener los momentos con-

dicionados de orden r de la siguiente forma:

E[X"(t) | X(s) =x] = exp {T.m(s,t) + %v(s,t)} =

t
eXp{rlog@)eﬁ(”’ +r (% — 5_6> (1—e Pty —p / c(0)e P do+
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Tendencia

El momento de primer orden, » = 1, tendencia condicionada, tiene la expresion:

EX() | X(s) = 2] =

expy log(x)e Pt 4 (g - U—2> (1—ePU=9) — /t c(0)e P94 + 0—2 (1- e‘25(t—5)) :
g 26 s 4p

Varianza

La varianza condicionada del proceso se expresa de la forma:
VarX(t) | X(s) = z] = exp{2m(s,t) + 2v(s,t)} —exp{2m(s,t) +v(s,t)} =

exp {2m(s,t) + v(s,t)} x (exp{v(s,t)} — 1) =

t
exp{zlog@)e‘ﬁ“‘s) i (% ) ;_ﬁ) (1—e ) 2 / (B0 dg+

0% (1 _ai-s) o’ asuay |
%(1 e )}X(exp{%(l e ) 1.

4.1.4. Estimacion de los parametros

A continuacién se trata de estimar los parametros del Proceso Gompertz con factores
exdégenos por el método de maxima verosimilitud. Para determinar la funciéon de vero-
similitud condicionada, realizamos observaciones discretas del proceso, considerando el
muestreo discreto (X (tg) = xo, X(t1) = z1,...,X(t,) = z,), realizado en los instantes

(to,t1,...,tn). Ademéds, suponemos la condicién inicial P(X (tg) = x¢) = 1.
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Si denotamos por r; = t; —t;_; tendremos:
t

j tj t;
m; = log(xj_l)e_ftj—l Moy / k(0)e™ Jo” M@z g —

ti—1

a 0.2 t;
1Og<xj71)€fﬂ(tj7tj71) + (_ _ _) (1 _ efﬁ(tjftjfl)) _/ c(@)e’ﬁ(tﬂ'*@)de _
t

g 28 i1
B a o B v Blt;—0)
l . — T’j 1 - 7']' - I —
og(z;_1)e + ( 5 ) (1 —e7m) /tj_1 c(f)e do

ty
log(xj_l)e—/o’rj + %(1 _ e—Brj) _ / C(@)e—ﬂ(tj—e)de
tj—1

t 2 2
v = o / i e_zfti'*l h()dz 4o ;T_ﬁ (1- 6_25(tj_tj_1)) _ ;T_ﬁ (1- 6—2&]-) 7

con lo que la funcién de verosimilitud asociada al Proceso Gompertz seré:

” 1 1 [log(z;) — m;]?
L(mo’xh L 7'1:71) = Hp(xj’t] | xj—latj—l) = H(Q?TU]) 2 l’j 1X€Xp {_5[ g( ]3}' J] }
X . J

tj—1

Teniendo en cuenta que los valores que maximizan dicha funcién también maximizan

su logaritmo, tomando logaritmos, se tiene:

log(L)(zo, 1, ..., 2,) =

_E 10g(27‘r) — E log 0-_2 _ ilog(iU) _ lilog (1 - €—2Brj) o
2 2 23 — J 9 <
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2
B [log(fvj) —log(;1)e™" — (% - —) (1—ePr)+ f 5<tj—9>d9}
o2 p 1—e —2pr; :

Llamando v = a — notaremos por:

2 9

B; =

J

a o? L
log(z;) — log(z;_1)e "7 — (— — —) (1 —e i) +/ c(0)e Pti=9dp| =
ti_1

tj
[1%(%) — log(z;1)e ™ - <1> (L—e)+ / c<e>e—ﬂ<tj—e>d9]
tj—1
y tenemos que

log(L)(zo, 1, ..., 2,) =

2,87"] o ﬁ -
) log(27r) - = log ( ) Zlog xj) — = Zlog 2 ; 1 — _257«1

Para obtener los estimadores de maxima verosimilitud de los pardmetros v, o vy 2,

calculamos las derivadas parciales respecto a cada uno de ellos, e igualamos a cero.

= Para el parametro ~ tenemos que:

dlog(L) 2~ B
oy o2 = 1+ e Pri

Igualando a cero dicha derivada parcial
n lOg([L']> — efﬁrj log(xj_l) + j::_l C(Q)@fﬁ(tjfo)de ~y n 1— e—ﬂrj

= 14+ e Fri ﬂjzll—i-e i

se obtiene el estimador:

_ h i 1 —e b\ i log(z;) — e 7" log(z;_1) + ﬁj;l c(0)e B0 g9
/y = - _
j=1 14 e 1+ e b7

Jj=1
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» Para el pardmetro o2 seguiremos el mismo proceso:

dlog(L)
80'2 N Z _257"3

e igualando a cero
n B B
"t L O
J:

el estimador queda:
BQ

R 25
o= Zl—e 2Br;

= Para el parametro 3:

rie 20" 1 & B?

(9log :
8ﬁ Z 1—e 28 g2 Z 1-— e]_%rj N

J=1

-eiﬁrj —e P . .
28 <~ Bi [rje_ﬁ’"ﬂ' log(zj-1) — 7 (” 5 - %Qﬁ j) + C'J} (1—e ) — Birje20m
o2 4 (1— 2512 ’

j=1
9, ttj_f;l c(0)e Pt=9qg
C, = 5 .

Utilizando la expresién del estimador 62, tenemos que:

siendo

810g Z rie 2P 1 no?
86 26 1—e 20 o2 23

BT —Br.
28 <~ Bi [Ta " log(zj-1) — 7 (”eﬁ - — 1_%2%) +Cg} (1— e ) — Birje 20
= (1 —e20m)2 B
_Z e ZBTJ 7 log(z;-)
1— e 28 1—e 20
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Brj ey 7, o—287;

(= _
Z = —2573 Z —25rj - Z —2,87"]

Igualando a cero en la expresién anterior y sustituyendo los estimadores de v y o2,

obtenemos una ecuacién no lineal que puede ser resuelta por métodos numéricos.

Caso particular: intervalos de amplitud 1

Un caso particular, de gran interés en relacion a su utilidad practica, es aquel en el
que las observaciones estdn hechas en intervalos igualmente espaciados y con r; = 1 para
7 =1,2,...,n, es decir, los incrementos entre cada uno de los instantes de tiempo en el

que se realizan las observaciones son iguales a la unidad.

En este caso, aparece una expresion explicita para todos los estimadores de los parame-
tros, lo que conlleva la gran ventaja de que no hay que resolver ninguna ecuacién lineal.
Bajo esta consideracion los estimadores antes calculados serian:

ﬁ Z <log(xj) — P log(zj_1) + /t ’

j=1 j—1

2>
Il

c(e)e—mtr")de)

n

26
G?=—"" B2
n(l —e=28) Z I

j=1

La log-verosimilitud queda entonces:

dlog(LL) ne=2° 266
98 1—eP  o2(l—e25) ZBIOM !

2Bv(d—1 eﬁ)

25 28 u
T ZB+ i 232 1_6_26 ZBC-.
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Puede comprobarse que Z?Zl B; = 0, por lo que utilizando la expresiéon anterior de

62, tenemos que:

8log(]L) . ne—25 2/86_6 n
B 1-e P o%(1 —e28) ; B;log(zj-1)+
256725 TLO'2(1 — 672ﬁ) B 26 iBC B
2(1—e ) 28 o(1—e %) &7

Reemplazando B; y C; por su valor, y utilizando las expresiones anteriores de 4 y 62,

~

podemos obtener el estimador del parametro 3, 5.

4.2. Caso 2: g(t) = a —cilog(e + &it) y h(t) =
4.2.1. Definicién del modelo

Sea {X(t); to <t < T} un proceso de difusién R-valuado con funcién de densidad de

transicién (fdt) dada por:
Plyt]zs)=PX({) =y | X(s) =]

y con los momentos infinitesimales, coeficientes de tendencia y de difusion, respectiva-

mente:

a(z,t) = g(t)x — h(t)xlog(z) = (a — ¢1log(e + &1t)) © — B log(x)

b(x,t) = o*z?

Tesis Doctoral Maria de la Cruz Melchor Ferrer



Casos particulares del proceso de difusién Gompertz univariante no homogéneo 87

con c1, &, a'y f pardmetros y o > 0 pardmetro constante. Si g(t) = « , siendo « pardmetro

constante, tenemos el proceso de difusion Gompertz univariante homogéneo.

Las ecuaciones de difusion, adelantada y atrasada de Kolmogorov, verificadas por la

fdt correspondiente al proceso asi definido tienen la forma:

» FEcuacién adelantada:

8 8 82
” ((a = crlog(e + 610)y — By los() P} + 52

2 9

- )2
5 o { {o*y" P}
s Fcuacién atrasada:

oP opP 1, ,0*°P
55 = —{(av — c11log(e + &15)) v — ﬁxlog(x)}a—x — 50 5

donde P es la funcién de densidad de transicién.

4.2.2. Densidad de transicion

Para determinar la fdt del proceso, P, vamos a aplicar el teorema de transformacion de
Ricciardi, que permite obtener la probabilidad de transicién del proceso Y (t) = log X (¢)
mediante una transformacion al proceso Wiener. Notando por k(s) = g(s) — "72, las fun-
ciones buscadas para que se verifique la condicion necesaria y suficiente de este teorema
(existencia de las mismas) son ¢; y ¢z dadas por:

2 2 o?
p <a —cilog(e +&s) — ?>

ca(s) = —2h(s) = —2p.

)
—
—
»
S~—
I
I
™
—
»
~—
I

La transformacién adecuada es:

U(z,t) =
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exp{—%/t@(e)de} /m[b@,t)]—édy— : (/tcl(s) exp{—%/SCQ(H)dQ} ds) _
exp{—%/t—%(@)d@} /z[(f?y?]‘idy— % (/tgk(s) exp{—%/s—Qh(H)dH}ds) —

x t t
o h(Q)dG/ d_y_l/ <g(s) _ %2> ol hO)d0 g log(x) efth(e)de_l/ (g(s) _ %2> ol o) g

oy o o o

1 . 1 t 2 s
Og('r)ef Bde__/ (@—CllOg<€+§15)_%> e.f ,Bdﬁds

(2 g

t s t s
<I>(t):/ exp{—/ cQ(9>d9}ds=/ eXp{—/ —2h(9)d9}ds:
t t
/62fsh(0)d9d82/62f8’3d9d8,

por lo que se puede obtener la fdt del proceso a partir de la fdt del proceso Wiener, sin

mas que aplicar el teorema de Ricciardi junto con la transformacién anterior:

(W(y,t) - ‘P(%S)]Q} OV (y,t)
2[0(t) — (s)] Oy

Py, | z.s) = (2m[®(t) — B(s))) " xp {—

Por lo tanto, la fdt del proceso Gompertz univariante Y'(¢) es la densidad de una

distribucién normal univariante N (m(s, t), v(s,t)), siendo:

t
m(s,t) = log(x)e™ Js M=)z 4 / k(0)e™ Jo M= qp —

g [ TN o Ji pie
log(z)e™Js 7% + g(é))—; e JoPdl =

s

t 2
log(z)e =% 4 / (oz — ¢y log(e + &10) — %) e Pt=0qg =

t

log(gj)e—ﬁ(t—s) +/ (o — ¢; log(e + &0)) e B=0)gp _

s

2

o

Z (1 — e Bl=9)y =
T e

2 t
log(x)e =) 4 <% — ;—B) (1 —ePl=9)) / ¢ log(e + &,0)e P =0q9 =
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t
log(x)e_ﬂ(t—s) + %(1 _ e—B(t—s)) _ / ¢y log(e + 519)6—6(15—0)6097

. 2
siendoy =a — %,y

t ¢
v(s,t) = 02/ e~2Ji h2)dzgpy — 02/ e Pz —

> [ 26(6—s) o’ 26(t—s)
—2800=9) 340 = 1 — e 2BU=9))
’ / D = g5 (1= )

A partir de lo anterior, tenemos que la distribucién de X (¢) es lognormal A (m(s,t), v(s,t)),

con funcién de densidad de transicién:

P(y, tjz,s) = (2mo(s,1)) "2y exp {_l[log(y) —m(s, t)] } _

2 v(s,t)

9 2
1 [log(y) — log(z)e Blt=s) — (% — g—ﬁ) (1—ePt=)) + [¢ilog(e + 519)6_5(’5_9)%’]

o2 — —s
35 (1 —e 28(t ))

4.2.3. Momentos del proceso

Como la variable aleatoria X (¢) | X (s) = z sigue una distribucién lognormal Ay (m(s,t), v(s,t)),
aplicando resultados conocidos de dicha distribucion, podemos obtener los momentos con-

dicionados de orden r de la siguiente forma:

E[X"(t) | X(s) =x] =exp {r.m(s,t) + %U(s,t)} —

2 ¢
exp{rlog(m)eﬁ(ts) +r (% — ;—) (1 —e P9y r/ ¢ log(e 4+ &0)e =0 ag+
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Tendencia

El momento de primer orden, r = 1, tendencia condicionada, tiene la expresion:

E[X(1) | X(s) =] =

t
exp{log(x)e_ﬂ(t—S) i (2 _ 0_) (1— e Bt=9)) _ / e log(e + &0)e Dy
o? (s
E(l—e 28(t ))}

Varianza

La varianza condicionada del proceso se expresa de la forma:
VarX(t) | X(s) = z] = exp{2m(s,t) + 2v(s,t)} —exp{2m(s,t) +v(s,t)} =

exp {2m(s,t) + v(s,t)} x (exp{v(s,t)} —1) =

(0% O'2

t
eXP{Qlog(x)eﬁ(ts) +2 (E - %> (1 — e Blt=)y - 2/ cilog(e + &0)e P9 do+

25 (1—e B(t_s)) X | exp 2 (1—e B(t_s)) —-1).
4.2.4. Estimacion de los parametros
A continuacién se trata de estimar los pardmetros del proceso Gompertz con factores

ex6genos por el método de maxima verosimilitud. Para determinar la funcién de vero-

similitud condicionada, realizamos observaciones discretas del proceso, considerando el
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muestreo discreto (X(tg) = xo, X(t1) = z1,...,X(t,) = z,), realizado en los instantes

(to,t1,...,t,). Ademds, suponemos la condicién inicial P(X (tg) = x¢) = 1.

Si denotamos por r; = t; —t;_; tendremos:

tj tj tj
mj = log(xj_l)e_fﬂ ) MRz +/ k(9)e™Jo W2z g —
ti 1
2

tj
log(xj,l)e’ﬁ(tj*tﬂ'*l) + <% — ;_ﬁ) (1 _ e*ﬂ(trtjﬂ)) _ / ¢y log(e + glg)efﬁ(tr@)dg =
tj—

a  o?

ty
log(z;-1)e” " + <B — %) (1—ePri) — /t ¢ log(e 4 &0)e P9 dp =

7j—1

tj
log(xj,l)e*ﬁrj + %(1 _ e*ﬁﬁ') _ / c1 10g<€ + fl ) B(t; —G)de
t

Jj—1

_ 6—2:37“1')

)

tj ) o2
_ 2 -2 P —28(tj—t;_1)y _ 7
Vi =0 e i-1 dQ— 1—e it = — (1

con lo que la funcién de verosimilitud asociada al proceso Gompertz sera:

n

]L(xo,l'l, . ,an) = Hp(l'j,tj | mjfl,tjfl) =

j=1

- 1 [log(z;) — m;]?
H 27v;) 3 j_l X exp{——[Og(a:J) m;] } —
j=1 J

2 U
n 0_2 o —% -
H{Zﬁﬁ(l—e Qﬁﬂ)} x5 ' X

. 2
1 [log(a;) — log(a;1)e s — (§ = %) (L= ™) + [ exlog(e +&i6)e™~0dd
exp{ ——
2

Teniendo en cuenta que los valores que maximizan dicha funcién también maximizan

su logaritmo, tomando logaritmos, se tiene:

log(L)(xo, x1,...,2,) =
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——log(27r) - —log ( ) Zlog ;) — = Zlog e 2Pr) —

2
n [log z;) — log(zj_1)e Pri — (% - Lﬁ) (1—ePri) + f cp log(e + fle)e_ﬂ(tf_(’)de]

s
o? ; 1—e 20

2
Llamando v = o — %, notaremos por:

« O'2

B; =

523

llog(%’) —log(z;1)e 7" — (%) (1—e Py + /tj c1 log(e + 519)6_B(tj_9)d9]

j—

y tenemos que

log(L)(SL’o, Tiyenn,Tn) =
—2pr; B - BJ2
—§log(27r)——10g Zlog ;) ——Zlog DD D et
j=1

Para obtener los estimadores de méxima verosimilitud de los pardmetros c¢1, 7, 02 y 3,

calculamos las derivadas parciales respecto a cada uno de ellos, e igualamos a cero.

» Para el parametro ~ tenemos que:

n

dlog(L) 2 B;
oy o2 s 1+e P
Igualando a cero dicha derivada parcial
2": log(z;) — e~ log(wj-1) + f;s?_l c1log(e + &0)e =0 dg Z 1—e b
1+ e b 1+eBri

J=1

se obtiene el estimador:

tj
log(z;) — log(a;—1)e "7 — <— — —) (1 —e i) +/ c1log(e + 519)6_5(t7'_9)d0] =
ti—1

9do

-1
Z 1+ eJ*B”J'

J=1

1_63’”)_1 " log(x;) — e P log(w; 1) + [, | 1 log(e + & 0)e Pt

7:/6(‘7211_{_637']
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» Para el pardmetro o2 seguiremos el mismo proceso:

Jlog(L) &
902 2 T o4 Z 26r]

e igualando a cero

el estimador queda:

= Para el parametro 3:

dlog(L) n = rje 20 1 & B?

— _ _J- .y
o 203 s 1—e26r g2 ; 1— e 267
. rje P —e P 928y 98
26 n Bj [Tje_ﬁ’"ﬂlog(acj_l) —’7< z 3 21 32 J) +CJ] (1 — € 2’87) —szrje 2Br;
o2 i (1 — e=285)2 )
siendo

9p

Utilizando la expresién del estimador 62, tenemos que:

8]; c1 log(e + &0)e P04
C, = .

dlog(L) rie 2P 1 no?

86 26 Zl—e—%m 0?28

i rje P —e P —20r; —20r;
25 n Bj [Tj@iﬁleog(IEj_l)—’)/(J 3 - _1 32 J>+OJ] (1—6 25])—B?Tj€ 2Br;

o? =1 (1 —e20mi)2 -
_2": re —20r; B Z B. e —pBr; log(a:] 1)+
1—e¢ 2,87‘J 1—e —2pr;
J 1— *57

’}/ o BZT —2pr;
Z ] 1—6_25TJ Z 1—]6 257*1 - 21—6 2Br; "
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Igualando a cero en la expresién anterior y sustituyendo los estimadores de v y o2,

obtenemos una ecuacién no lineal que puede ser resuelta por métodos numeéricos.

= Para el parametro c;:

B, ij_l log(e + &0)e A0 dp
1—e 28 ’

0log(L) 20 i

Jcy o2
e igualando a cero tenemos

v [log(z;) —1og(; 1)e ¥ = 3(1 = e74r0)| 17 log(e + &18)e#6-0dg

1—e 26 N
j=1

2
7 log(e + &160)e (tfg)d@

" (
t]'_l
—a Z 1 _ 6_25Tj )

j=1

con lo que el estimador queda:

v [log(w;) — log(a; 1)e™ = 3(1 = o) [ log(e + E10)e P00 d

1—e 28 .

1T = —
Jj=1

-1

2
v (J17 toa(e + E0)7=0dp)

Z = 1 — e 20

Jj=1

Caso particular: intervalos de amplitud 1

Un caso particular, de gran interés en relacion a su utilidad practica, es aquel en el
que las observaciones estdn hechas en intervalos igualmente espaciados y con r; = 1 para
7 =1,2,...,n, es decir, los incrementos entre cada uno de los instantes de tiempo en el

que se realizan las observaciones son iguales a la unidad.
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En este caso, aparece una expresion explicita para todos los estimadores de los parame-
tros, lo que conlleva la gran ventaja de que no hay que resolver ninguna ecuacién lineal.

Bajo esta consideracion los estimadores antes calculados serian:

R . A . A
= __s - Z log(z;) — e P log(z;_1) +/ c1 log(e 4 &0)e P9 qp
n(l —e"P) = b
23 &
62=—"" N B2
n(l — e=28) ]:Zl /
- [log(:vj) —log(z;—1)e™” — (1 - e_ﬂ)} 1 log(e + &0)ePt=dg
G =— - §

1—e 28
j=1

-1

3

2
(J2 ogte + &u0)e--0a)

1 —e 28
j=1
La log-verosimilitud queda entonces:
dlog(LL) ne=28 256
98 1-e2  g2(1_ e ) ZBIOg“T“

26 (— -5 n

23 283 "
>ZB+ A B ey LB
]:

Puede comprobarse que Z?Zl B; = 0, por lo que utilizando la expresiéon anterior de

62, tenemos que:

dlog(LL) ne=28 2Be~" =
__ _ 3" Bylog(a;-
op 1—e2  o%(l—e%) =1 lostes-t

287 no?(1 — e %) 203 = B
o%(1 — e=28)2 203 B 0%(1 —e28) ]21 B;C; =
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2ﬁe 20 -
1= 25 ZBlogx] 1 —2(1_€2B)Z;Bj0j:0.
j:

Reemplazando B; y C; por su valor, y utilizando las expresiones anteriores de 4 y 62,

podemos obtener el estimador del pardmetro 3, §3.

4.3. Caso 3: g(t) = a —cilogle + &it) — cop(t) v h(t) =
4.3.1. Definicién del modelo

Sea {X(t); to <t < T} un proceso de difusién R-valuado con funcién de densidad de

transicién (fdt) dada por:

Py, t|x,s)=PX(t) =y| X(s) =]

y con los momentos infinitesimales, coeficientes de tendencia y de difusion, respectiva-

mente:
a(xz,t) = g(t)xr — h(t)zlog(x) = (v — ¢y log(e + &1t) — cop(t)) x — Balog(x)
siendo p(t) = at? + bt + ¢ polinomio de grado 2, y
b(x,t) = o*z?

con «, 3, ¢y, ¢y, pardmetros, y o > 0 pardmetro constante. Si g(t) = «, siendo « pardmetro

constante, tenemos el proceso de difusién Gompertz univariante homogéneo.

Las ecuaciones de difusion, adelantada y atrasada de Kolmogorov, verificadas por la

fdt correspondiente al proceso asi definido tienen la forma:
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s BEcuacién adelantada:
oP 0 10 2 9
T _8_y{ ((a — ¢y log(e + &it) — Czp(t))y — By log(y)> P} + 58—y2{0 y“ P}

s Fcuacién atrasada:

or P 1, ,0°P
5 = —{ (04 — ¢y log(e +&s) — @p(s))x — px log(x)}% 50T

donde P es la funcién de densidad de transicion.

4.3.2. Densidad de transicion

Para determinar la fdt del proceso, P, vamos a aplicar el teorema de transformacién de
Ricciardi, que permite obtener la probabilidad de transicién del proceso Y (t) = log X ()
mediante una transformacion al proceso Wiener. Notando por k(s) = g(s) — "7 las fun-
ciones buscadas para que se verifique la condicion necesaria y suficiente de este teorema
(existencia de las mismas) son ¢; y ¢z dadas por:

als) = %MS) - ; (a — i log(e + &) — cap(s) — ";)

ca(s) = —2h(s) = -2

La transformacién adecuada es:

exp{—%/t@(e)de} /l’[b( ( exp{—%/s@(@)d(‘)} ds) _
exp{—%/t—Qh(Q)dQ} /z[ 22~ —%(/ ; exp{ 2/8—2h(9)d0}d3) =
eJ 1Oy / jz_é/ (g(s)_%> o) g

Tesis Doctoral Maria de la Cruz Melchor Ferrer

M\H

[\Dlr—l H_

—_




98 Casos particulares del proceso de difusién Gompertz univariante no homogéneo

t
log(x) _seneyas _ 1 / (g(s) _ ‘7_2> oS nO)d0 g
o o 2

log(a:)eft san 1

t 02 S
o - ;/ <a — ¢y log(e + &15) — cop(s) — ?) el Bdd g g

t s t s
CD(t):/ exp{—/ 02(9)d9}ds:/ exp{—/ —2h(9)d0}d5:
t t
/62f5h(¢9)dé)dS:/62j55deds7

por lo que se puede obtener la fdt del proceso a partir de la fdt del proceso Wiener, sin

mas que aplicar el teorema de Ricciardi junto con la transformacién anterior

Pl 0= ) o0 o S0 L) o)

Por lo tanto, la fdt del proceso Gompertz univariante Y (¢) es la densidad de una

distribucién normal univariante N (m(s, t), v(s,t)), siendo:

¢
m(s,t) = log(x)e Js 2% 4 / k(0)e Jo M=)z g —

t t 2 t
log(z)e™ Js Ad= +/ <9(9) - %) e~ JoBdzqp —
t o2
log(z)e A=) —i—/ <a — ¢y log(e + &10) — cap(0) — ?) e P9 qp =
¢ 52
(z)e At +/ (o — c11og(e + &10) — cop(6)) e P dg — —(1 e Pl=9)) =
2

t
log(az)eﬁ(t“’)—i—(% - ;_5> (1—eﬁ(t8))—/ c1 log(e4&0)e P9 d0— / cop(0)e P9 dh =

t
(1 — e Pt=9) — / ¢ log(e + £,0)e P9 ap — / cop(8)e P9 ap,

o @[

. 2
siendo v = a — %,

t t t 2
U(S,t) — 0,2/ 6—2]‘59 h(z)dzde _ 0_2/ 6_2 fs9 dedg _ 0_2/ 6—2ﬂ(6‘—s)ﬂd0 _ ;_B (1 . 6—2B(t—s)) )
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A partir de lo anterior, tenemos que la distribucién de X (¢) es lognormal A (m(s, t), v(s,t)),

con funcién de densidad de transicién:

Py, tlz,s) = (2rv(s, 1)) 2y~ exp {_%[log(y)vérg(s,t)] } _

1
2 —3 1 B2
o (1 — 6_26(t_s)) ylexp{ —=— ,
20 22 (1— e 200-2)

t t
B = log(y)—log(x)e5“3)—%(1—6B(ts))—l—/ 1 log(e—l—fﬁ)eﬁ(t‘))d@—l—/ cop(0)e P04,

siendo

4.3.3. Momentos del proceso

Como la variable aleatoria X (¢) | X (s) = z sigue una distribucién lognormal A; (m(s,t), v(s,t)),
aplicando resultados conocidos de dicha distribucion, podemos obtener los momentos con-

dicionados de orden r de la siguiente forma:
2
E[X"(t) | X(s) =x] =exp {r.m(s,t) + %v(s,t)} =

2

t
eXP{HOg(SU)eﬁ(tS) +r (% - ;_ﬁ> (1—e?t79) - T/ c1log(e + £,0)e P dg—

t 252
r/ CQp(O)e_ﬁ(t_g)dé’ + — (1 — 6_2B(t_s)) i
s 43
Tendencia

El momento de primer orden, r = 1, tendencia condicionada, tiene la expresion:

EX() | X(s) = 2] =
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B 28

¢ 2
/ cap(0)e™ P9 d0 + Z_ﬁ (1 — e=20t=9)) }

Varianza

La varianza condicionada del proceso se expresa de la forma:
Var(X(t) | X(s) = z] = exp{2m(s,t) + 2v(s,t)} —exp{2m(s,t) +v(s,t)} =

exp {2m(s,t) + v(s,t)} x (exp{v(s,t)} — 1) =

2 t
eXP{Qlog(f)e_ﬁ(t_s) + 2 (% - ;—5) (1 —ePlt=s)y — 2/ ¢ log(e 4 &0)e P90 —

' —B(t—0) o’ —2B(t—s) o’ —2B(t—s)
_2/3 cap(f)e d9+ﬁ(1—e S) x(exp{%(l—e S)}—l).

4.3.4. Estimacion de los parametros

A continuacién se trata de estimar los pardmetros del proceso Gompertz con factores
ex6genos por el método de maxima verosimilitud. Para determinar la funcién de vero-
similitud condicionada, realizamos observaciones discretas del proceso, considerando el
muestreo discreto (X (ty) = xg, X(t1) = z1,...,X(t,) = ), realizado en los instantes

(to,t1,...,t,). Ademéds, suponemos la condicién inicial P(X (tg) = x¢) = 1.

Si denotamos por r; = t; — t;_; tendremos:

tj 2 t;
m; = log(z;_1)e Sy M@= / k(0)e Jo” W@z g —

ti—1
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2
log(xj_l)e_ﬂ(tf_tj‘l) + <g _ g_) (1 _ e—ﬂ(tj—tj—l)) _

B 28
/.

j—1

tj
¢ log(e + €,0)e A= qg — / cop(0)ePli=0dh =
ti—1

0_2

tj tj
5 B) (1—ePri)— / c1 log(e4£0)e Pt dh— / cop(B)e Pli=dh =
ti_1 ti—1

= Jj=

) (67
I

tj t;
log(x;—1)e™"" + %(1 — e Py — / ¢ log(e 4 &6)e Pli=9q0 — / cop(B)e Pl qp
ti_1 ti 1

- -
y

t 0 2 2
_ 2 =2, h(x)dz ,, O —2B(t;—t;_1) o —28r;
v =0 e h-1 dd = —(1—e ikt 1—e 27
’ /t . 20 ( )= 28 ( )

con lo que la funcién de verosimilitud asociada al proceso Gompertz sera:

j—

n

n 1 12
L(x(]u-rl,-..,l'n) :HP(.Tj7t |I'J 17 G— 1 H 27‘(‘1}] 237 XeXp{ Q[Og(x]> m]] }:
J

/l) .
j=1 7=1

1
- o? T2 1 B?
| | o2m— (1 — e 20 } z; exp{ —= 4 ;
! { 26( ) J p 2%(1—6725”)

J=1

siendo

tj ty
B; = log(xj)—log(xj_l)e_BTf—(%) (1—6_’8Tj)+/ ¢ log(e+§10)6_ﬂ(tﬂ'_9)d9+/ cop(0)e Pti=9dp.
ti_1 ti_1

J Jj—

Teniendo en cuenta que los valores que maximizan dicha funcién también maximizan

su logaritmo, tomando logaritmos, se tiene:

log(L)(xo, 1, ..., 2,) =

o’ —2 B < B
_ _ - _Z Briy _ 3
5 log(27r) log (Qﬁ) JE_ log(z;) E log ) o2 ; 1 _ g-2Br;°
con
o2
=a— —.
7 2
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Para obtener los estimadores de maxima verosimilitud de los pardmetros ¢y, ¢y, 02 y 3,

calculamos las derivadas parciales respecto a cada uno de ellos, e igualamos a cero.

» Para el parametro ~ tenemos que:

dlog(L) 2 Z”: B;

vy 2Ll 4efn
Igualando a cero dicha derivada parcial
" log(z;) — e Prilog(w;—1) + fttj c1log(e 4 €,0)e™Pti=0qd0 ft cop(B)e P9 dg

Z = 1+ ehri

=1

1—ePri

v
Z 1+ e b

se obtiene el estimador:

n 1 3 -1
~ 3 —e 7
y=pY ——] x
(J.le—l—eﬂTj)

" log(z;) — e P log(z,_1) + fti-j_l e log(e + &0)eP=0dg + f cap(f)e

~B(t—0) 79

2

j=1 1+ efn

» Para el parametro o2 seguiremos el mismo proceso:

Jlog(L) n B < B
do2 202 + ot ; 1—e 267

e igualando a cero

el estimador queda:
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= Para el parametro 3:

rie —2fr; 1 & B?

8log
85 21—6—% EZTJ—W%_

i rje P —e P —20r; —20r;
2/8 n Bj [rje*mﬂlog(xj_l)—'y<] 3 L1 32 J)"’CJ} (1—6 253>—B?Tj€ 2Br;

> =1 (1 —e20r)? ’

siendo

0 (ff_ cilog(e + &0)e=L-0do + 7 @p(@)e*ﬂ(trG)Cm)

C; = 5

Utilizando la expresién del estimador 62, tenemos que:

dlog(LL) Z rie 2P 1 no?
8,6 25 [ —c 2 o2 23

—Br. rjefﬂrj —ePrj 928, 98
28 <~ Bi [rje Bﬂlog(xj,l)—’y( T~ j)—l—C’]} (1—e ) — Birje20n

o2 po (1— e 20m)2
rie 20 Bjrie Prilog(x; 1)
o Z 1 —e 2187“3 o Z 1 — 6_267’] -
T]e j - 1— *BT BZTJ Zﬁ’l”]

i
Z J 1 —e 2,81"] Z 2/3’r] - Z 1—e 257“J

Igualando a cero en la expresién anterior y sustituyendo los estimadores de v y o2,

obtenemos una ecuacién no lineal que puede ser resuelta por métodos numéricos.

= Para el paradmetro c;:

8log Z B; ft log(e + &0)ePti=0dp
1 —e 287 ’
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e igualando a cero tenemos

; 2
}n A; [}, log(e + &)~ 0df " <ft§l1 log(e + fle)e—ﬁ<tj—9>d9)
1—e —2Br; =a Z 1 — 67267"1' s
Jj=1 =
siendo

7j—1

t
Aj = |log(x;) — log(z;_1)e " — %(1 —e ) / cop(B)e™” (tj_e)d9]
t
con lo que el estimador queda:

. 2
n A f1 logle + 60)e A 0dg [ o ([ 0g(e + &0)e A0 a)

cL = — E X
1 ‘ 1—e —2pr; ‘ 1— e—Qﬁrj
J=1 J=1

Para el parametro c,:

6log B; ft e—Bi—9) 10
Z 1—e 267"]‘ ’
e igualando a cero tenemos
2
, o t; —B(ti—
© A fY pO)e P 0ap o ([ plo)e )
Z 1— 6—267"]- =" Z 1 — 6—2,3rj ’
j=1 j=1

siendo

tj
Ay = log(ay) ~oglay-a)e ™ = T =) 4 [ erlog(e + gi0)e
tj—1

j7
con lo que el estimador queda:

-1

' 2
A O 0de [ (f p(B)e P dp)

Gy = — X E
? 1—e 20 1—e 20
=1 i=1
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Caso particular: intervalos de amplitud 1

Un caso particular, de gran interés en relaciéon a su utilidad préctica, es aquel en el
que las observaciones estdn hechas en intervalos igualmente espaciados y con r; = 1 para
7 =1,2,...,n, es decir, los incrementos entre cada uno de los instantes de tiempo en el

que se realizan las observaciones son iguales a la unidad.

En este caso, aparece una expresion explicita para todos los estimadores de los parame-
tros, lo que conlleva la gran ventaja de que no hay que resolver ninguna ecuacién lineal.

Bajo esta consideracion los estimadores antes calculados serian:

A

B

V= X
! n(l—e"P)

i . t . tj .
<log(xj) — e Plog(z; 1) + / ¢ log(e + £,0)e P99 + / p(@)e‘ﬂ(tf_e)cw)
1 t t

j= i-1 i1

ey 1—6 Qﬁ ZB2

2\ —1
n_ A ft log(e + &6)e —6(tj—9)d9 log(e + &16)e™ (tj—e)dg)

(5
G == 1— 28 Z 1 — 28

7j=1 7j=1

~1
(0)6—/3('51'_9) Q ( . lp(ﬁ) B(t; 9)d6>

Z 1 —e 28 g 1—e28

La log-verosimilitud queda entonces:

0log(L) ne=2 2/86
08 1—eB  o2(l—c ) ZB log(w;-1)
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26 (—— =

), 28
021—6—25 ZB 1—66—25 ZB2 1—6—25 ZBO

Puede comprobarse que " ;=1 Bj = 0, por lo que utilizando la expresién anterior de 62,

tenemos que:

dlog(LL) ne=28 2Be~" =
S - 3" B, log(x;
op 1—e2  og2(1—e2P) = sloglei)¥

—283 2(1 _ —28 n
2pe no*(l—e*") 23 ZBjCj _
o%(1 — e28)2 203 o%(1 —e28) i

Zﬁe 25 -
— 1 — 6_25 ZB log .CCJ 1 —2(1 — 6_26) z; BJC] = 0.
j:

Reemplazando B; y C; por su valor, y utilizando las expresiones anteriores de 4 y 62,

podemos obtener el estimador del pardametro [, B .

4.4. Caso 4: g(t) =ap+ > L agi(t) y h(t) =0
4.4.1. Definicién del modelo

Un caso importante en la practica es el Proceso de Gompertz definido cuando las

funciones h(t) y g(t) tienen la forma:
q
h(t)=5  g(t)=ao+ Z @;gi(t)
i=1
donde las variables exdgenas g;(t) son funciones continuas en [tg, 7.

Sea {X(t); to <t < T} un proceso de difusién R-valuado con funcién de densidad de
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transicién (fdt) dada por:

Py,t|z,s) = PX(t) =y | X(s) = «]

y con los momentos infinitesimales, coeficientes de tendencia y de difusiéon, respectiva-

mente:
a(x,t) = g(t)x — h(t)zlog(z) = (ao + Zazgz ) z — B log(x)
b(x,t) = o*z?
con o;,i = 0,...,q y [ parametros, las variables exdgenas g;(t),i = 1,...,q funciones

continuas en [tg,T] , y ¢ > 0 pardmetro constante, de forma que tendremos que estimar
q + 3 parametros: 3,0, g, 0y, . .., 4. Si g(t) = «, siendo a pardmetro constante, tenemos
el proceso de difusion Gompertz univariante homogéneo, y si § = 0 tenemos el proceso

de difusién Lognormal univariante no homogéneo.

Las ecuaciones de difusion, adelantada y atrasada de Kolmogorov, verificadas por la

fdt correspondiente al proceso asi definido tienen la forma:

s Fcuacién adelantada:

P 0 10?
ST { ((ao +) gt > y— ﬁylog(y)> P} + §a—y2{02y2P}

s BEcuacién atrasada:

orP or 1, ,0°P
55 = {(aoqLZazg, )x—ﬁxlog(x)}%—ﬁaxw

donde P es la funcién de densidad de transicion (fdt).
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4.4.2. Densidad de transicion

Para determinar la fdt del proceso, P, vamos a aplicar el teorema de transformacién de
Ricciardi, que permite obtener la probabilidad de transicion del proceso Y (t) = log X (t)
mediante una transformacién al proceso Wiener. Las funciones buscadas para que se
verifique la condicién necesaria y suficiente de este teorema (existencia de las mismas)
son ¢ y co dadas por:

2 q 2
i) =2k =2 (96 - G ) =2 <@o #mle) - %)

ca(s) = —2h(s) = -2

y, por lo tanto, la transformaciéon adecuada es:

exp{—%/t@(@)(w} /x[b(y,t)]édy _ % </tcl(8) exp {_
1

oy o
t 2
log(x)efth(e)da l/ (9(8) _ U_) ol 1©0)d0 g
o o 2
q
e - [ (a0 i) = 5 ) el s
g g i—1

t s t s
<I>(t):/ exp{—/ 02(9)d9}ds:/ exp{—/ —2h(9)d9}d$=
t t
/62fsh(0)d0d82/62f5”8d0d8,
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por lo que se puede obtener la fdt del proceso a partir de la fdt del proceso Wiener, sin

mas que aplicar el teorema de Ricciardi junto con la transformacién anterior:

[\Ij<y7 t) B \I/(l’, 8)]2 } a\IJ(y, t)
2[P(t) — ©(s)] 0y

Py.t | .s) = (2m[®(t) — B(s)]) " exp {—

Por lo tanto, la fdt del proceso Gompertz univariante Y (¢) es la densidad de una

distribucién normal univariante N (m(s, t), v(s,t)), siendo:

t
m(s,t) = log(x)e™ Js % / k(9)e™ Jo h)d= g —
t t 0’2 t
oga)e 15+ [ <g<e> - 7) o Itz gg

t q 2
o
log(z)e Pt=9 +/ (ao + ;:1 a;g:(0) — ?) e P9 qp =

S

t q 2
| —B(t—) / i(0) | e=8t0gp — T (1 _ o~Bl=s)y _
og(x)e + S ozo—l—izlozg( ) e 25( e )

2 q t
log(a)e™ "7 + (% - g_@) (1= )4 Y a [ ao)e s =
i=1 $

q ¢
log(z)e =% 4 E(l — e Pl=9)) 4 Z ai/ g:(0)e P =N dp,
5 2. ),

0.2
con vy =&y — 5,Y¥

t ¢
v(s,t) = 02/ g2 =gy — 02/ e=2 ) Pz —

t 0.2
0_2/ 6—2,3(0—s)ﬁd9 _ % (1 o e—?ﬁ(t—s)) )

A partir de lo anterior, tenemos que la distribucién de X (¢) es lognormal A (m(s,t), v(s,t)),

con funcién de densidad de transicidén:

Py, t|z, s) = (27v(s,t)) "2 y L exp {_%[log(y) —m(s,1)] } _

v(s,t)
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N|=

27r0—2 (1 — e_QB(t_s)) i Yyt x
20

2 2
1 [103;(?;) — log(z)e =) — (% - g—ﬂ) (1—eBt=9) =50 [*gi(6)ePt0dp
exp{ —— -
2 & (1 — e—28(t=9))

4.4.3. Momentos del proceso

Como la variable aleatoria X (t) | X (s) = z sigue una distribucién lognormal A; (m(s,t), v(s,t)),
entonces aplicando resultados conocidos de dicha distribucién, podemos obtener los mo-

mentos condicionados de orden r de la siguiente forma:

E[X"(t) | X(s) = x] =exp {Tm(s,t) + %U(S,t)}

2 d t
exp{rlog(m)e‘ﬁ(t_s) +7r (% — (27_»3> (1—e P9y 4y Z ai/ 9i(0)e P d0+
i=1 s

2.2

T4; (1 _ 672,8(1675)) }

Tendencia

El momento de primer orden, r = 1, tendencia condicionada, tiene la expresion:

BIX(t) | X(s) = ] =

2 q ¢
~Blt=s) 4 (L0 _ T ) (] _ g=B0-s) ()
exp{log(z)e + ( 5 25) (1—e )+ ;al/s gi(0)e do+

Z—B (1 — e’Zﬁ(t’S)) }
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Varianza

La varianza condicionada del proceso se expresa de la forma:
VarX(t) | X(s) = z] = exp{2m(s,t) + 2v(s,t)} —exp{2m(s,t) +v(s,t)} =

exp {2m(s,t) + v(s,t)} x (exp{v(s,t)} —1) =

2 q ¢
exp{Qlog(x)e_B(t_s) +2 (% — ;_ﬁ) (1 —e P9y 12 Z ai/ 9i(0)e P =0 dg+
i=1 §

% (1 — e_QB(t_S))} X (exp {% (1 — e_zﬁ(t_s))} — 1) )

4.4.4. Estimacion de los parametros

A continuacién se trata de estimar los parametros del proceso Gompertz con factores
ex6genos por el método de maxima verosimilitud. Para determinar la funciéon de vero-
similitud condicionada, realizamos observaciones discretas del proceso, considerando el
muestreo discreto (X (tg) = xg, X (t1) = z1,...,X(t,) = x,), realizado en los instantes

(to,t1,...,t,). Ademéds, suponemos la condicién inicial P(X (ty) = x¢) = 1.

Si denotamos por r; = t; — t;_; tendremos:

tj 2 tj
m; = log(x;_1)e Jiga Mz / k(f)eJo’ MRz qh —
¢

j—1

2 q ts
log(;_)e Pti~ti-1) ¢ <@ — U—) (1 — e Pty 4 Z o / J gi(0)e Pl qp =
i=1 tj—1

2 q tj
log(w;—1)e "7 4 (% - g_ﬂ) (1—ePri) 4 Z Ozi/ gi(0)e Pli=94dp =
i=1 tj—1
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q t;
IOg(ZEj_l)e_/BTj + %(1 _ 6—[3rj) + Z 041'/ giw)e—ﬂ(tj—e)de
=1

t]'_l

t; 0 2 2
_ 2 -2, h(x)dz ,, O —2B(t;—t;_1) o —28r;
v =0 e -1 dd = —(1—e ik 1—e 27
! /t . 20 ( )= 28 ( )

con lo que la funciéon de verosimilitud asociada al proceso vendra dada por la siguiente

j—

expresion, en la que se utiliza la funciéon de densidad de probabilidad del Proceso Gom-

pertz:
- - . 1 [log(a;) —my)* | _
L(:Uo,xl,...,xn):HP(xj,t | z;-1,t-1) H 2mv;) Lexp —5 o =
Jj=1 j=1
n -3
H {2#— — 625”)} z; X
7j=1
2
1 [log(a:j) — log(z;_1)e P — (%) (1—eP) =37 o ft?;l gi(G)e_B(tj—g)dQ}
eXpy§ 75 o —28r;
2 % (1 —e20m)

Teniendo en cuenta que los valores que maximizan dicha funcién también maximizan

su logaritmo, tomando logaritmos, se tiene:
log(L)(xo, x1,...,2,) =
——log(27r) — —log ( ) Zlog x;) — = Zlog 25”) -

2
n |:].Og .:CJ ].Og(ﬂjjfl)e_ﬁrj — %(1 — e_/BTj) — ;'1:1 «; j;tjj;l gl(e)e_ﬁ(tj_e)de}

B
o? g 1—e 207

2
Llamando vy = ag — %, notaremos por:

lOg(:Ej) — log(inj—l)e_ﬁrj — (E — %) 1 — € ’BTJ Zaz/ gz e)del =

J

B, —
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llog(wj) —log(z;_1)e” " — (%) (1—e 7)) — 2; o /t Jl gi(Q)e_ﬂ(t]’_Q)dGI

con lo que:

log(]L)(:cO, T1yeny Ty) =
B2

__1og(27r) - —1og( ) Zlog (xj) — —Zlog 2/3r] — UEZ o281

Para obtener los estimadores de maxima verosimilitud de los pardmetros a, . .., oy, 70, 0% y 5,

calculamos las derivadas parciales respecto a cada uno de ellos, e igualamos a cero.

= Para el parametro ~, tenemos que:

dlog(L) 2 Z”: B;

(ol 21l +e
[gualando a cero dicha derivada parcial, tenemos que:

" log(z;) — e Prilog(zj_1) — >0 a tjj;l gi(0)e=Pti=0)qp Y Z 1—e P 0
1+ e Bri Bj 14+eBri

j=1

con lo que se obtiene el estimador:

1— e B > o log(x;) —e —Br; log(w;-1) ft e—Bti=0) g

n
Wi () (D
7=1 7=1
» Para el pardmetro o2 seguiremos el mismo proceso:

0log(LL)
Oc? - Z —2,37"]

e igualando a cero
g
—@ oy Z =25, = 0

el estimador queda:

SR S
n j:11—6‘257"j
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= Para el parametro 3:

Ologl) _ n 5~ me ™ 15~ B
)] 203 e 1—e26m o2 e 1—e 267
o~ BT T
28 <~ Bi [r]e rilog(xi—1) — Yo (Tjeﬁ S, %Qﬁ ]) - C’j} (1 — e 20m) — B2r;e=20"
= ey |
siendo

9B

Utilizando la expresién del estimador 62, tenemos que:
dlog(LL) Z rie=20ri 1 no?
66 QB 1—e205 42 28
o~ BT —Br;
26 n Bj |:Tj6_’8rj log(xj_l) — Y (Tjeﬁ ’ — li%gﬁ J) — Cji| (1 — 6_2/Brj> — B?T’je_zgrj

=) j (1 — e 2m5)2

rje —20r;

Bjrje —Br; log(z;-1)
_21_62&]_ Z 1 — o287, +

—Br —,Br
j€e 3 1—
< 7’ e20m

,-)/ _
Z j - —2B'r’] - Z —Qﬁfrj Z —2[31"]

Igualando a cero en la expresién anterior y sustituyendo los estimadores de 7y y 02,

obtenemos una ecuacién no lineal que puede ser resuelta por métodos numéricos.

» Para los parametros o,/ =1,...,¢:

Olog(L) 28 2": B; L’;f_l gi(0)e=P=9dp
day o2 1 — e267 ’

igualando a cero
a1(0)e P9 qdp

Z 1—625’"3 =0
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tenemos

2
: L t; _ .
" B[ ) o (f, a0 o 0a)
. 1 _ 6_25Tj - 2 1 _ 6—257”j ’
7=1 7j=1

siendo

B, = {log(e,) —log(e, e ~ B —em) = 3 o [

1=1,i7#l tj—

g:(0 —B(t;—0) d@]
1

con lo que

2 -1
(g)efﬁ(tjfa)de n (fttf ) gl(g)efﬂ(tr@dg))

1 —e —28r; X Z 1 — 6—2,Brj

HM

Caso particular: intervalos de amplitud 1

Un caso particular, de gran interés en relaciéon a su utilidad préctica, es aquel en el
que las observaciones estdn hechas en intervalos igualmente espaciados y con r; = 1 para
J=1,2,...,n, es decir, los incrementos entre cada uno de los instantes de tiempo en el

que se realizan las observaciones son iguales a la unidad.

En este caso, aparece una expresion explicita para todos los estimadores de los parame-
tros, lo que conlleva la gran ventaja de que no hay que resolver ninguna ecuacién lineal.

Bajo esta consideracion los estimadores antes calculados serian:

o B - 4 1 /tj Cae
= — log(x;) — e P log(x;_1) — a; ()P0 4
Yo n(l—e—ﬁ)z g(z;) g(zj-1) ; tjilg( )

Jj=1

9 A n
PR > Bl
n(l—e %) ‘=
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- _ 2\ !
© B 0 g o0ds [ (1 a0)e 0 dp)

G=7 Hl — 25 <D 1 — 25

J=1 J=1

Derivando la log-verosimilitud respecto de 5 tenemos:

dlog(L) ne=2° 2Be=#

08 1—e2B  o2(l—c ) ZBIO”J !
2/8,.)/0 (% _ 1—/352*£> n 2ﬁ€_25 n 26 n
2
o2(1 — e2P) Z B+ 02(1 — e~26)2 Z By + 02(1 — e~28) Z BiC;-
7=1 7=1 7j=1

Puede comprobarse que Z;L:1 B; = 0, por lo que utilizando la expresiéon anterior de

62, tenemos que:

dlog(LL) ne=2° 2Be="#
08 1—eB  o2(l—c ) ZB log(w-1)

2B8e=F  no*(l — e ?9) 2/ =
B.C. —
21— )2 28 ol ; iCi

2Be P 20 -
T2l — e %) ZB og(-1) + S — oo ;Bjcj -

Reemplazando B; y C; por su valor, y utilizando la expresién anterior de vy y de 62,

podemos obtener el estimador del parametro £, B .

Consideremos un muestreo discreto del proceso considerando los instantes tg < t; <

. < t,, por lo que tendremos las mediciones:

X(tg) = Xy, X(t1> = X1y, X(tn> = Tn
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con la condicién inicial P(X (tg) = x¢) = 1 y suponiendo que la amplitud de los intervalos

es constante e igual a la unidad, t; —t,_1 =1, Vo =1,...,n.

En tal muestreo discreto estimaremos los parametros 5, o, «;,7i =1,...,q, del modelo
por el método de méaxima verosimilitud. Con objeto de expresar esta verosimilitud de

forma condensada, introduciremos las reparametrizaciones y vectores siguientes:

(1—e™?)

=

T8 =

vg = %(1 — e 28)

/

0.2
a=|ay— %,q1,...,04
(g+1)x1

Vg = Vgl(log(xi) —ePlog(ziy)), i=1,...,n
— ti _ . t; _ .
U3 = Vg 1(757 ‘ftifl gr(€)e PE=0de, .. 7fti71 9q(&)e Bl g)df)/(q+1)x1

Vﬁ = (Ulﬂ, Ce 7Un75):z><1

Ug = (w1, ... 7umﬁ)(q+1)m ,matriz de rango g + 1.

La funcién de verosimilitud que utilizaremos para realizar inferencia sobre los parame-

tros desconocidos es, considerando las reparametrizaciones anteriores:
n

2\ _

]L’(xO; Liyenny xn‘aa Ba o ) - H P(.Z'], tj|xj_17 tj_l) -

Jj=1

_n 1
(2mo”v) 2 exp {—QT‘Q(VQ — Uja)'(vs — Ullga)} :

Diferenciando la log-verosimilitud respecto de a, o2 y 3, aparecen las ecuaciones:

UﬁVﬂ = UBU’Ba
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no® = (vg — Uja)'(vg — Uja)

-1 _—By/ /aU !
(Vﬁle ﬂlx—aa—ﬁﬁ) (vs—Uja) =0

siendo 1), = (log(xy),...,log(z,) v 88% la matriz formada por las derivadas de los ele-
mentos de Ug respecto de 8. De esta forma, se obtienen los estimadores de méxima
verosimilitud de a y de o
a=(UsU}) 'Upvy
né? = V/IéHU,BVB
siendo:
Hy; =1, - U(U,U;) U,

matriz simétrica e idempotente.

2

El estimador de (8 se obtiene sustituyendo las expresiones de & y né” en la tercera

ecuacion de verosimilitud, quedando la siguiente expresion:

. 00U,
(Vﬁ 16 ’Bl; _VBU/B(UBU%) 1%) HU,BVB'

Debido a que en la ecuacién anterior aparecen las funciones g;(t), no es posible una
expresion explicita del estimador de (3, ya que dichas funciones solamente pueden ser

conocidas a partir de las observaciones discretas de las variables exégenas:
Yij i1=1,....n j=1,...,q.

Por esta razén, normalmente se construyen los factores exégenos a partir de los valores

observados de las variables a través de funciones poligonales:

gi(t) = Yi-1,; T (yzj - yi—l,j)(t - ti—l)
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por lo que si denotamos:
B—1+eP
2ij(B) = Yi1j + (Yij — yi—l,j)m

queda:
t;
| 9020 P = 0256).
ti—1

4.5. Caso 5: g(t) =ap+ >, a;g:i(t) y h(t) =0
4.5.1. Definicién del modelo

Otro caso importante es el Proceso de Gompertz definido cuando las funciones h(t) y

g(t) tienen la forma:
q
h(t) =0 g(t) = ap + Y cnigi(t)
i=1

donde las variables exdgenas g;(t) son funciones continuas en [to, 7.

Sea {X(t); to <t < T} un proceso de difusién R-valuado con funcién de densidad de

transicién (fdt) dada por:
Py,t|z,s) = PIX(t) =y | X(s) = ]

y con los momentos infinitesimales, coeficientes de tendencia y de difusion, respectiva-

mente:
q
a(e,) = g(t)e — h(t)rlog(x) = <@o 5 aigios)) :
i=1
b(x,t) = o*z?
con ;1 = 0,...,q pardmetros, las variables exdgenas g;(t),i = 1,...,q, que representan

las influencias externas del proceso, funciones continuas en [ty,T] , y o > 0 pardmetro
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constante, de forma que tendremos que estimar ¢+ 2 pardmetros: o, ag, a4, . . ., 4. El pro-
ceso asi definido es el proceso de difusién Lognormal univariante no homogéneo. Ademas,
si g(t) = «, siendo « pardmetro constante, tenemos el difusién Lognormal univariante

homogéneo.
Las ecuaciones de difusion, adelantada y atrasada de Kolmogorov, verificadas por la

fdt correspondiente al proceso asi definido tienen la forma:

» Ecuacién adelantada:
6?P 1 9 o
8t = {<a0+zazgz >yP}+§m{ayP}

s BEcuacién atrasada:

or or 1, ,0°P
I {(aojtZaZgl ) }%_20368%

donde P es la funcién de densidad de transicién (fdt).

4.5.2. Densidad de transicion

Para determinar la fdt del proceso, P, vamos a aplicar el teorema de transformacién de
Ricciardi, que permite obtener la probabilidad de transicién del proceso Y (t) = log X (t)
mediante una transformaciéon al proceso Wiener. Las funciones buscadas para que se
verifique la condicién necesaria y suficiente de este teorema (existencia de las mismas)

son ¢ y co dadas por:

cr(s) = Zh(s) = (g<s> - %) -2 <ao +3aigi(s) - %)
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ca(s) = —2h(s) =0

siendo la transformacién adecuada:

t
e {3 [ oo} [0 a3 ([ e {-
1 1

o) [ {- [ o) o -
/t exp {— / —2h(0)d0} ds = /t 27O g — ¢

por lo que se puede obtener la fdt del proceso a partir de la fdt del proceso Wiener, sin

mas que aplicar el teorema de Ricciardi junto con la transformacién anterior:

W(y,t) - ‘1’(5678)]2} OV (y,t)
2[0(t) — (s)] oy

Plot ,5) = (2alo(0) - 2] exp { -

Por lo tanto, la fdt del proceso Gompertz univariante Y'(¢) es la densidad de una

distribucién normal univariante N (m(s,t), v(s,t)), siendo:

t
m(s,t) = log(x)e Js 2% / k(0)e™ Jo M=)z g —

log(z) + /St <g(9) — %2> df = log(z) + /: (ao + iaigi(ﬁ) — %2> do =

log(z) + (ao - %2) (t—s)+ ZZ: Q; /St g:(0)do =
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q t
log(x) +v(t —s) + Z ozi/ g:(0)do,
i=1 §
siendo vy = ag — "72, y

t
v(s,t) = 02/ g2 n@dzgy — o(t — s).

A partir de lo anterior, tenemos que la distribucién de X (¢) es lognormal A (m(s,t), v(s,t)),

con funcién de densidad de transicién:

1 [log(y) — m(s, 1))

P(y, |z, s) = (2mv(s,t)) "2 y L exp {__ } _

2 v(s,t)

o 1 [lo8(0) —tog(e) ~ 7u(t = 9) ~ L e [ g(0)a]
(2mo*(t —s)) 2y ' x exp —5 )

4.5.3. Momentos del proceso

Como la variable aleatoria X (t) | X (s) = z sigue una distribucién lognormal Ay (m(s,t), v(s,t)),
aplicando resultados conocidos de dicha distribucion, podemos obtener los momentos con-

dicionados de orden r de la siguiente forma:

EIX7 () | X(s) = o] = exp {rm@,t) i %U<s,t>} _

q t 2 2
exp{rlog(.r) + ry(t —s) + TZCYZ‘/ 9:(0)do + r 20 (t— s)}
i=1 s

Tendencia

El momento de primer orden, r = 1, tendencia condicionada, tiene la expresion:

EX() | X(s) = 2] =
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=1

exp{log(x) +y0(t — s) + Z%‘/ 9:(0)do + %2(75 - s)}

Varianza

La varianza condicionada del proceso se expresa de la forma:
Var(X(t) | X(s) = z] = exp{2m(s,t) + 2v(s,t)} —exp{2m(s,t) +v(s,t)} =
exp {2m(s,t) + v(s,t)} x (exp{v(s,t)} —1) =

exp{210g(x) + 27 (t — s) + 220%/ g:(0)d0 + o (t — s)} x (exp {o*(t—s)} —1) =

=1

q t
exp{Zlog(a:) + 27 (t — 5) +2 Z Ozi/ 9:(0)d + o*(t — 3)} X (6‘72('5_5) — 1) .
i=1 s

4.5.4. Estimacién de los parametros

A continuacién se trata de estimar los parametros del proceso Gompertz con factores
exdgenos por el método de maxima verosimilitud. Para determinar la funciéon de vero-
similitud condicionada, realizamos observaciones discretas del proceso, considerando el
muestreo discreto (X(tg) = xg, X(t1) = z1,...,X(t,) = z,), realizado en los instantes

(to,t1,...,t,). Ademds, suponemos la condicién inicial P(X (tg) = x¢) = 1.

Si denotamos por r; = t; —t;_; tendremos:

i b 4
m; = log(z;_1)e Ji_y h@= / k(0)e™ Jo” M)z g —
t

Jj—1

a tj q t;
log(:nj_l) + ’Yo(tj - tj_l) + Z Oéi/ g,(@)de = log(:vj_l) + YoT'; + Z Oéi/ g,(@)d@
i=1 tj—1 i=1 tj—1
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2 0
- h(z)d
vj = 02/ ¢ 2y MO gy o (t; —tj1) = o’ry,
¢

j—1

con lo que la funcién de verosimilitud asociada al proceso vendra dada por la siguiente
expresion, en la que se utiliza la funciéon de densidad de probabilidad del proceso Gom-

pertz:

n

- 1 [log(x m;]?
L<x075€1,~--,l’n):HP($j,t |ZC] 17 G— 1 H 27‘(1}] QSC Xexp{ 2[ g( ]) J] }:
J

J=1 Jj=1

) 2
1 [log(2;) ~ Tog(a; 1) = qors = Sy i [} gi(0)at]

n

HQ?T(TTJ “ag -1><exp —— 5 ,
2 o°r;

J=1 J

2
donde v = g — 5.

Teniendo en cuenta que los valores que maximizan dicha funcién también maximizan

su logaritmo, tomando logaritmos, se tiene:

log(L)(zg, 21, ..., 2,) = —§log(27r) — —log Zlog T;) — = Zlog ri)—

_ 2
1 & [log z;) —log(xj—1) — Yorj — Db, v ﬁ?—l gi(Q)dQ}

20’2 T'j
Jj=1

Y notando por:

B; = |log(z;) — log(xj_1) — yorj — Z az/ 9i( d9]
tenemos que:
log(L)(xg, 1, ..., 2,) =
n n 2 " 1 & ]‘ - B]2
) log(27m) — B log (O‘ ) — jzllog(xj) ~5 jzllog(rj) ~ 5.2 2. Z
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Para obtener los estimadores de maxima verosimilitud de los pardmetros ay, . . ., @y, Y0, ¥ 02,

calculamos las derivadas parciales respecto a cada uno de ellos, e igualamos a cero

= Para el parametro ~, tenemos que:

alog
== Z B,
[gualando a cero dicha derivada parcial, tenemos que:

Z (log(xj) log(zj_1) Zaz/ gi( dG) —7027“] =0

Jj=1 tj—

con lo que se obtiene el estimador:

Yo = (Z Tj) Z <log(xj) —log(z;—1) — ZO@ /t‘j gz‘(e)de) :

» Para el pardmetro o2 seguiremos el mismo proceso

8log(]L):_n N 1 < B_j2
Jo? 202 204 &~ 7,
7=1
e igualando a cero
n 1 B _0
202 20% = N
el estimador queda
n 2
R
n = ]

= Para los parametros oy, =1,...,¢:

dlog(L) 1 =B, ti
__202227 —/tjlgl(é’)dﬁ

80[[ = j

Z% <— /ttj gl(e)de) =0

J=1

e igualando a cero
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con lo que
- / 91(0)do | (log(x;) — log(z;—1) — o) =
j=1 J ti—1
n 1 q tj tj
> = a / :(0)db / 91(0)do
=1 9= tj-1
y

Z% ((/m‘ gl(e)d9> (log(x;) — log(x;—1) — vor;) — Z o /ta g,-(@)d&) _

j=1 tj—1 i=1,i#l tj—1
2
n 1 t;
DI ( / glw)de)
Jj=1 =1
y el estimador queda
n 1 t; q t;
& = Z; / qi(0)do | (log(x;) — log(xj—1) — Yorj) — Z ai/ 9:(0)do | x
= ti—1 i=1,il tj—1

-1
n

Z% (/ttj 91(9)d9>2

j=1 i-1
Caso particular: intervalos de amplitud 1

Un caso particular, de gran interés en relacion a su utilidad préctica, es aquel en el
que las observaciones estdn hechas en intervalos igualmente espaciados y con r; = 1 para
7 =1,2,...,n, es decir, los incrementos entre cada uno de los instantes de tiempo en el

que se realizan las observaciones son iguales a la unidad.

En este caso, aparece una expresion explicita para todos los estimadores de los parame-

tros, lo que conlleva la gran ventaja de que no hay que resolver ninguna ecuacién lineal.
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Bajo esta consideracion los estimadores antes calculados serian:

A 1 n q tj
=23 <1og<asj> ~tog(a;1) = Yo [ 9f<9>d9>
I i=1 tj-1

j:
n
1
5t =— E BJZ.
n <
J=1

a=3" (( / glw)de) (og(a;) ~logas) = 20) = > ai [ gi<9>d0) x

=t i=li#l Yt
n t; 2
Z (/ gl<9)d9>
ti—1

J=1

-1

Consideremos un muestreo discreto del proceso considerando los instantes to < t; <

... < ty, por lo que tendremos las mediciones:
X(tg) = Xy, X(t1> = X1y, X(tn> = Tn

con la condicién inicial P(X (tg) = x¢) = 1 y suponiendo que la amplitud de los intervalos

es constante e igual a la unidad, t; —t,_1 =1, Vi =1,...,n.

En tal muestreo discreto estimaremos los parametros 5, o, «;,7i =1,...,q, del modelo
por el método de méaxima verosimilitud. Con objeto de expresar esta verosimilitud de

forma condensada, introduciremos las reparametrizaciones y vectores siguientes:

=31 —e)

vg = %(1 — e 28)

2 !/

a= <a0 — %,al,...,aq>
(g+1)x1
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Vg = Vgl(log(xi) —ePlog(z;q)), i=1,...,n

— ti _ . t; _ .
;5 = Vg 1(757 ftFl g1(E)ePt=0de, ., ftFl 94(&)e Bl g)d§>/(q+1)><1
Vﬁ = (Ulﬁ, Ce 7U"75)/n><1

Us = (uy3,... ’uan)(q—i-l)Xn ,matriz de rango ¢ + 1.

La funcion de verosimilitud que utilizaremos para realizar inferencia sobre los parame-

tros desconocidos es, considerando las reparametrizaciones anteriores:

n

L(;Uo,.iljl, c. ,xn\a,ﬁ,az) = Hp(l’j,tj|$j,1,tj,1> =

j=1

n 1
(2m0®v3) "2 exp {—T‘_z(vg — Uja)'(vg — U’ﬁa)} :

Diferenciando la log-verosimilitud respecto de a, o2 y 3, aparecen las ecuaciones:

UﬁVB = UBU’Ba

no® = (vg — Uja)'(vg — Uja)

-1, -8By /aUﬁ /
(yﬁle ﬁlx—aw) (VB—UBa) =0

siendo I, = (log(zy),...,log(x,)" y 86% la matriz formada por las derivadas de los ele-
mentos de Up respecto de 5. De esta forma, se obtienen los estimadores de méxima
verosimilitud de a y de o
A TUNI7T o~
a= <U,8UB) Usvy
~2 .
no” = VBHUﬁVﬁ
siendo:

— 1771
Hy; =1, - U%(UBU’B) U;
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matriz simétrica e idempotente.

El estimador de /3 se obtiene sustituyendo las expresiones de 4 y né? en la tercera

ecuacion de verosimilitud, quedando la siguiente expresion:

. ,0Ug
<uﬁle T, — v, U5 (U,UY) 1%) Hy ;v

Debido a que en la ecuacién anterior aparecen las funciones g;(t), no es posible una
expresion explicita del estimador de (3, ya que dichas funciones solamente pueden ser

conocidas a partir de las observaciones discretas de las variables exdgenas:

Yij 1=1,....n j7=1...,q.

Por esta razon, normalmente se construyen los factores exégenos a partir de los valores

observados de las variables a través de funciones poligonales:

9i(t) = Yic1j + Wij — Y1)t — ti1)

por lo que si denotamos:

-1 B
25 (B) = yic1; + (Yiy — yil,j)%(l_—_;_eﬁ)

queda:

/ | 9;(©)e PP dg = y5245(8).

i—1
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4.6. Caso 6: g(t) = aqlog(e + &it) + aslog(e + &t) + o y
h(t) = p

4.6.1. Definicion del modelo

Consideraremos un modelo estocéstico Gompertz con dos funciones terapia logaritmi-
cas, siendo el objetivo estimar los pardmetros de interés del proceso (coeficientes de ten-

dencia y de difusién).

Sea {X(t), t € [0,T); T € R*} un proceso estocdstico Gompertz univariante no

homogéneo con la ecuacién diferencial estocéstica (SDE) de Ito:

dX (t) = a(t, X (£))dt + \/b(t, X (£))dw,, t >0,

siendo w; el proceso Wiener. El coeficiente de tendencia a(t, X(t)) y el coeficiente de

difusién b(t, X (t)) tienen la siguiente forma:
alt, X(t)) = g(t) X (t) — BX (t)log(x) X(t)

con

g(t) = aqlog(x)(e + &1t) + aslog(x) (e + &at) + ag

b(t, X(t)) = o? X3(t),

donde a; >0, ©=0,1,2, & >0,1=1,2, >0y o>0.
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4.6.2. Densidad de transicion

Las soluciones, usando la formula de Ito, vienen dadas por

2

t t
X(t) | X(s) =exp{e?"log X(s) +/ (g(1) — %)e‘ﬂ(t_T)dT + a/ e P dw, b,

La variable aleatoria

t

sigue una distribuciéon Normal N (0, f; e~28(t=7)dr) ([74]), con lo que la variable condicio-

nada X (t) | X(s) = xs es una lognormal A (u(s,t, ), 0%v%(s,t)), donde

2 t
p(s,t,xs) = e log x, — 2%(1 — e 2Py / g(P)e =7 dr

1
v3(s,t) = %(1 — 289y,

Por lo tanto, la funciéon de densidad de transicion viene dada por

f%y,tlzwﬂ==(QWU%F(&tD‘éy‘leXp{——

(log y — p(s, t,x,))? }

20%02(s,t)

4.6.3. Momentos del proceso

Una vez que se ha obtenido la funcién de densidad condicionada, los momentos del

proceso, y por tanto la funcion tendencia condicionada, se obtienen directamente.
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Tendencia

El momento condicional de orden r = 1 viene dado por

EX(t)| X(s) =4 = exp{,u(s,t,xs) + %azvz(s,t)} =

2 2 ¢
exp{e‘ﬁ(t_s) log x5+ Z_,B(l — e 2By ;—6(1 — e PU=9)) ¢ /S g(T)e_B(t_T)dT}.
Por lo tanto, si consideramos la condicién inicial P(X(¢y) = xo) = 1, obtenemos la
tendencia no condicionada
2 2

E[X(t) | X(0) =z = exp{e‘ﬁt log x0+2—5(1—6_26t)—;—B(l—e_ﬁ(t_s))+/tg(T)e_B(t_T)dT}.
0

4.6.4. Estimacion de los parametros

En lo que sigue, consideraremos que los parametros &; y & son conocidos. Para estimar
los parametros ag, a1, as, 3, y o2 del modelo, realizamos observaciones discretas del pro-
ceso, considerando el muestreo discreto (X (tg) = xg, X (t1) = z1,..., X (t,) = x,,) realiza-

do en los instantes (tg, t1, . .., t,). Ademds, suponemos la condicién inicial P(X (¢y) = zo) = 1.

La funcién de verosimilitud asociada al proceso vendra dada por la siguiente expresion:

n

L(wo, 21, ..., ania, 8,0) = [[P(X () = 5 | X(tj-1) = 2j-0),

J=1

que podemos escribir, usando las reparametrizaciones usadas anteriormente, como

-5 1
L(vo, v1, ..., vn50a,3,0) = {27m2112(s,t)} exp{—ﬁ(VB — Uga)' (Vs — Uéa)}
o
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donde
2
o
a = (050 - 77 aq, a?)/3><17
V/g = (Ul, Vo, ... 7/Un)/n><17
Up = (u1g, zg; - - -, Unp )3
con
/
1 t; t;
uig = — | s, / log(e + &xt)e P tat, / log(e + &t)e™ 1 Vdt
Vg tio1 ti—1 3%1
y
v; = —(log x; — e Plog x;_y), i=1,...,n,
Vg
donde
1—e %
vg= ———
ﬂ 2/8 )
1—e?
B = .
T8
Derivando el logaritmo de la funcién de verosimilitud L(vg, v1, . .., v,; a, B, 0) respecto

de los tres parametros, obtenemos las siguientes ecuaciones

OloglL 1 ,
9a — ;Uﬁ(Vﬁ—U/B(Z),
Jlog L I ,0U3 ,
8ﬁ = (VB 1936 ’B—a%) <V5—Uﬁa>,

dlog L n 1 /
80' = —;+;<V5—Uéa> (Vg—Ué@),

donde

1, = (log x1,log xs, ..., log x,)".
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Por lo tanto, los estimadores por maxima verosimilitud se pueden obtener igualando las

derivadas anteriores a cero, con lo que obtenemos el siguiente Sistema Normal Principal:

Ung = UgU,éCL
_ ou,
i@ ol — a’8—6‘3> (VB — Uéa) =0

no® = (V3 — Upa)' (Vs — Uja)

La segunda de las ecuaciones puede ser reescrita como
~ oU, ~
<6_61fp - VEUB(UﬂUé)_I—a;> H,5Vs =0,

donde

‘75 = (log x; — e log Ti1)i=1,..n

Hyp =1, — Uy(UsUp) "' Us,
con la propiedad de idempotencia
H3=Hy,g.

Como las ecuaciones anteriores contienen “(g;(t) = log(e + &;t));”, con el fin de estimar el
)
parametro (3, sélo se han hecho aproximaciones basadas en observaciones discretas de las

variables exdgenas.

4.6.5. Metodologia Computacional

Desarrollamos ahora una aproximacién computacional para calcular los estimadores

del modelo propuesto. Esta metodologia no requiere la solucién numérica del Sistema
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Normal Principal (las tres ecuaciones dadas en la seccién anterior) que, como se co-
mento anteriormente, presenta considerables dificultades que surgen de la dependencia

implicita de las funciones terapia del modelo.

La metodologia computacional seguida presenta los siguientes pasos:

1. Comenzamos por la segunda ecuacién del Sistema Normal Principal de maxima
verosimilitud y, por medio de calculos adicionales y de resultados generales de op-
timizacion funcional, obtenemos un estimador del pardmetro 3, a partir de una
expresion explicita de la solucién en [, que es valida para todos los valores del

parametro a.

2. Una vez obtenido el estimador de (3, 3, consideramos la primera ecuacién del Sistema

Normal Principal, y obtenemos el estimador de maxima verosimilitud de a, a.

2 usando la terce-

3. Una vez concocidos B y a, podemos obtener el estimador de o
ra ecuacién delSistema Normal Principal. Y de la solucién para a y 62, podemos

obtener los estimadores individuales para el resto de los parametros.

Para una posible expresion explicita del estimador de 3, podemos tomar diferentes

enfoques, como una alternativa para la ecuacion

- ouU ~
—B1/ n—-1YY8 _
e "1, —VaUs(UgUp) —= | H,3Vs = 0.
< = — VaUp(UsUp) 85) 8Vs
Consideremos P, como el proyector definido por la matriz H, g, y sus espacios respectivos
para ser el nicleo M (Up) de P, y la imagen Im(P,). Una de las propiedades vectoriales

de estos espacios es que M (Up) se genera por las columnas de la matriz Uz y que el

Tesis Doctoral Maria de la Cruz Melchor Ferrer



136 Casos particulares del proceso de difusién Gompertz univariante no homogéneo

espacio principal (que en este caso es R™) es la suma directa de los dos. En otras palabras,

R" = M(Uy) @ Im(P,).

Por lo tanto, podemos escribir Vj, que representa la solucién de la ecuacién anterior,

en la forma

Vs=Vi+Vy; con Vi€ M(Ug) y Vi Im(P,)
y deducir que la ecuacion

_ ~ _,0Ug ~
(6 °1;, — VsUs(UsUp) 1@) HypVs =0,

es equivalente al sistema
e P Vy — N2V, =0
Vi= )\/Ug; )\ € R3.

En consecuencia, si V" es solucion de este sistema, entonces una solucién del sistema

anterior sera

Vi=Vi+Vy; para Vi € M(Up).

Ademas de las caracteristicas de los espacios M(Ug) y Im(Py,), tenemos que UV, = 0,

con lo que el sistema anterior se puede escribir como

e PV, = NUs%2 =0
Vi=XNUs; XeR3,

Si ademas reemplazamos A'Ug por (‘75 — V4) obtenemos una ecuacién diferencial del tipo

V(B)dV () +d' (B)V(B) = b(B),
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donde
V(B) = Vi=V3—Vy nx1,
a(f) = eﬁlx+%—‘;ﬂ; nxl1,
b(B) = e P1Vs 1x1.

Aparentemente, la resolucion de la principal ecuacién del sistema normal se reduce a la

ecuacion diferencial
V(B)'dV(B) + d(B)V(8) = b(B).
Se puede ver ademéds que la norma del vector V'(/3) se minimiza (Teorema de la Proyeccién

Ortogonal), con lo que el término V’'dV es nulo. Asi esta ecuacion se reduce a la siguiente

ecuacion en f3

Notese que la dependencia de [ via V' es desconocida. Para este tipo de problemas,
son posibles varias aproximaciones basadas en la resolucién numérica (método secante,
método de Newton, método de biseccién, ver [31]). En esta tltima ecuacién V(.) es una
funcién desconocida de (3, lo que complica la tarea. Una posible alternativa seria utilizar la
propiedad mencionada anteriormente de la proyeccion ortogonal, y encontrar una solucion

minimizando la norma del vector V().

Minimizacién de la norma del vector V (5)

Consideremos el conjunto

Fs={V eR" [ d(B)V = b(B)}
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segin la norma Euclidea en R". Procederemos como sigue:

1. Buscaremos el infimo del conjunto normado Fj3, para cualquier valor de 3, en el
siguiente sentido: Un elemento V* de Fj se dice infimo si ||V*|| < ||V]| para cualquier

V en Fp.

2. Minimizaremos el infimo encontrado con respecto al valor de 5.

Por lo tanto, segun la condicién necesaria de primer orden (ver el teorema 10.3, de la
pégina 300 de [96]) tenemos que si V* es un infimo de Fjp, entonces existe un escalar A

tal que
VIV = Ad(8)(8) =0

donde V||V*|| representa el gradiente, con respecto de V', de la norma en el vector V*.

Por lo tanto, tenemos

V*
—Xd'(B) =0
1V
de lo cual
V*
A (B) = —.
V=l

Reemplazando V* por Ad’(B)[|V*|| en la ecuacién o' (5)V () = b(S) obtendremos la ex-

presion del parametro A. De hecho, tenemos

AV |la’(B)a(B) = b(B),

lo que significa que
NG
la(B)IZ IVl

y asi tendremos

V=l =
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Se puede concluir que el principal problema se reduce al de minimizar el cociente HZ’((E)'”.

En primer lugar demostraremos que

15(57)
la(B%)]

donde * es el valor 6ptimo con el que se soluciona el problema. En primer lugar, deter-

= [IV(5)Il = min [V(B)]]

minaremos J* y entonces consideraremos el problema de optimizacion

Pr: min{ZV(5)/Z € M(Uy), a(5°)'Z = b(5")}.

De las propiedades del proyector H,, g, una solucién éptima serd

lo cual significa que

Z V() = IV
Si consideramos el problema dual de P; definido en [13] por

D+ méx{yb(67)/y € R, a(87)y < V(67)},

se obtiene la solucién por medio de restricciones de igualdad, debido a que el problema es
convexo (Teorema 3, pagina 181, de [96]). La interpretacién de “ <7 es la desigualdad de

. OVgs oV,
los componentes, tomados uno a uno, mientras que % se refiere al valor en 8* de 8—;,

oV, . e
o sea, 8—;\ s=g+. Por lo tanto, si y* es una solucién éptima a este problema dual, entonces

con

_ VeI

ly"]

la(B)
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que significa que
HV(

BIINP )
y por lo tanto

AT — v (s

la(B4)]]

Finalmente, deduciremos que el valor de § que minimiza el cociente % también

minimiza la norma ||V (5)]|, y esto, a su vez, es igual a
le=P"1", Vﬁ* |Zz Llog?z; — e PN log wilog @i 1\

1
. OV 2
[ S

En consecuencia, tenemos

/6* _ lOg Z?:l l:g leog Ti—1 .
Zi:1 log®x;

Estimacién de (ag — &, ay, az)

2 Y

Para hacer esto, utilizaremos las funciones poligonales

g;(t) = gj(tic1) + (g5(t:) — g5 (tio1))(t — tic1)

como una aproximacion lineal de la funcién “g;(t) = log(e+¢&;t)” en el intervalo “[t;_1,t;]”

con una amplitud de “1”. Por lo tanto, escribiendo

6*—1+65'

—* :172’ 7::1,2,...,71,
prl—e )’

Zijg+y = gi(tic1) + (g;(t:) — g;(ti-1))

obtendremos

/_Z 9;(©)e P 0de = vg. Z,;(6Y).
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De la primera ecuacion UV = UgUga  del sistema normal principal, concluimos que

-1

~ 52 ! / ! ! V,
(){0—? ulB*U/lﬁ* ulﬁ*’UQﬁ* um*u;),g* ulﬁ* B*
a1 = | Upg-Urge Upg.lpge Upg.Usg: U Ve
oD Uzgellipr  UggeUgge  UzgeUzgpe Uy g Vg
donde
/ / / -1
Upp=Urps  UpgsUzps  Ujp«Uzp+
UpgelUipr  UhgeUgge  UbgeUzge =
UzgelUipe  UsgeUpge  UsggeUszge
1 Cn Cou Oy
Cra Cyp Oz
/ / /
uw*ulﬁ*Cn+u15*u25*012+u15*u35*013 013 023 033
y donde

/ / / /
Cy = FUggUgpr Uggs Uggs — Uggs Uzps UngsUspe
/ / / /
Cipy = —Uggs U1 g Ugge Uspr F Usggs U1 g UngeUspe,
Clz = FUhgetlygeUngellogs — Unaell]geUngel
13 28+ 1B H3pgx 125" 3p+ 15* Yopgx 25,
/ / / !/
Cy = — Uy ge U UggeUspr + Usggs UngsUg ge Uspe,
C - 4+ / / / /
22 = uw*uw*u%*u%* - u36*u15*u16*u35*,
/ / / /
Coz = —UjgiUip-Uszp.Uaps + Uzpely ety geUape,
C o / / / /
31 = UG« Ugp+logsU3gs — Upg«UpgsUig«U3B,
/ / / /
Csp = —UjgiliprUng.Usps + Ungslypetly g Usp,
C _ / / o / /
33 — -I—um*uw*uw*ugg* U2B*U16*U1ﬂ*U2lg*.
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Consecuentemente, los estimadores son:

~ 3 /
@0 . O'_2 _ ijl leujﬁ*V5*
2 u’w*um*Cn + UIIB*UQg*ClQ + ullﬁ*UQ,g*Clg’
3
Z . C'QU/- Vi
R j=1-32%jp* VB
a1 =
u’w*uw*Cn + U&B*UQB*CQ + U/w*u?)g*clgg,
3 /
. B Zj:l ngujﬁ* V,B*
Qg =

u’w*uw*(]n + Ullﬁ*UQB*ClQ + u’w*ugg*(}lg,'

En este caso, la funcién Z;; es

B*—1+e#

Zij(B) = log(e+ &tizq) + <log(e +&t;) — log(e + §jti1)) m.

4.6.6. Caso especial de una tnica funcion terapia

Ahora consideramos el caso particular del modelo anterior, en el que sdlo existe una
funcién terapia logaritmica. Por lo tanto, la funcién g(t) sélo tiene los pardmetros ag y o
y la tendencia tiene los pardmetros ayg, a1, 8y & . Consideramos este caso particular por
dos razones: se ha abordado en articulos previos y existen programas de calculo y estudios
de simulaciones para su analisis y aplicacion. Aqui ofreceremos expresiones completas de
los estimadores presentados anteriormente, en términos del proceso muestral considerando
el muestreo discreto (X (tg) = xo, X (t1) = 1, ..., X (t,) = x,), realizado en los instantes
(to,t1,...,t,). Por lo tanto, hemos preparado las expresiones que se calculan en estudios
posteriores, a fin de comparar los estimadores obtenidos del estudio computacional teérico
con los valores obtenidos para estos parametros usando una resolucién numérica directa

del Sistema Normal Principal visto antes.
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Consideremos el caso en que la tendencia del proceso depende de una unica funcién

terapia, como se describe a continuacion:
a(t, X (t)) = (o + ag log(e + &1t)) X (t) — BX () log X (t)

b(t, X (1) = o* X2(t).

Entonces, la funcién g(.) en el proceso X (t) | X(s) sera
g(t) = ap + oy log(e + &1t).

Ademas, el momento condicional de orden r = 1 serd

E[X(t) | X(s) =] = exp{,u(s,t,xs) + %0202(3,15)} =

2 2 t
exp{e_ﬁ(t_s) log =5+ Z_ﬁ(l — e 2=9)) g_ﬁ(l — e Pl=9)) 4 /S g(T)e_fB(t_T)dT} =

0,2

2
exp { e P79 Jog x5+a—(1—6_2ﬂ(t_5) )—=—

3 26(1—e_ﬁ(t_5))+/s (cvg+aq log(e+§17'))e_ﬁ(t_7)dr}.

Por lo tanto, para un &; conocido, el problema se reduce a estimar «g, a1, 5y 0. Para

hacer esto, consideremos

, o? , 1—e 28
VﬁZ(U1702,~--,Un)nx17 a:(ao—?>a1)2xp VﬁzT,
1—e?
Ug = (um,um, e ,un5>, s ’)/B = B s

con

1 b , '
Uip = (vﬂ, / log(e + flt)e_ﬁ(tz_t)dt)
t;

Vg i1 2x1

v; = —(log z; — e ?log 1), i=1,...,n.
Vs
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De las tres igualdades del Sistema Normal Principal, obtenemos las soluciones como

Z?:1 log z;log $i—1)
Yoy log? z;

A2 _1
z ) _ ( Uy geUige U gtinge ) ( ) g Ve )
! Ungelipe  Upgalngs Uy Vg

/ / -1
U}B*UL/J’* u/lﬁ*/U/Qﬁ* _
Ugp=Urps  Ugp«U2p

5= log(

.

joN

donde tenemos

1 < UIQﬁ*Ugﬁ* —u’w*um* )
i /
“/1,3*“16*“/25*“26* - “/1,3*“2,3*14/25*“1,8* TUppxUzpx UjgxUige

log :vj> .
j=1,...n

y
Ve =
2 {105-’;(2?:1 log x;log x;1) —log(D_, log? xl)} S log
L i
2 (log a:j_zn 1(; 22 log
1 >on log a2 i=1108 I 108 Ti—1
- w1 log x;log xi—
En consecuencia, los estimadores de ag, a1 y 0 se obtienen usando las siguientes igualdades
. 2
a0 > i1 Cintgp Ve
0— — =
2 u'm*um*u'%*uw* — u’w*u%*u’w*uw*
o Choujg Vi
. Zj:l j2Ujp Vg
ar = / o / )
Uy g U1pxUggsUzpx — Uy g UzpxUsgs Ut
donde
011 = U,QB*Ugﬁ*, 021 = —uéﬁ*ulg*, 012 = —U;B*Uzﬁ*, 022 = u'w*um*,
con

Up = (’75*’ s 7’75*),1><n7

1 t1 . tn i
Uzpr = Vo </t log(e + &t)e P M=Yqt ,/ log(e + & t)e # =Dt
0

tn—1

|
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y
n(l —eP")?
! 1 - *
Uy getinge = VB*ZW* (67,
i—1
! 1 - *
UQﬁ*u25* = Vo ZZZI(B ),
i=1
en los que
V/B* =
1 {1 ( > log? ; )2}
no ;1 i ’
2|log(>"1  log x;log ;1) —log(>1, log? xz)} 2 iz log wilog iy
Yo =

S log zilog g — > log”
Yo, log z;log x4 (log(zyl log x;log z;_1) —log(Y_1, log® x,,))

)

Zy =

Yo log z;log x4 }

log(e + &1ti_q) + (10g(6+§1ti)—10g(6+§1ti—1>) [Zn log z;log S log? 1)
i—1 i i—1 = 2i=1 i

4.6.7. Conclusiones

Obteniendo una expresion explicita para el parametro 3, el factor de desaceleracién del
tumor, se podran estudiar sus propiedades estadisticas, asi como las de los otros parame-
tros, en especial la tasa de crecimiento intrinseco del tumor ¢&g. Obtener los resultados

explicitos de los estimadores de maxima verosimilitud de los parametros del modelo, y en
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especial para los coeficientes peso ag, a1 y ay de los factores logaritmicos exégenos que
definen la funcién g(t) en el coeficiente tendencia, es de fundamental importancia para
establecer futuras hipdtesis que nos permitan rechazar hipdtesis nulas del tipo a; = 0
frente a alternativas del tipo a; # 0, que es equivalente a contrastar la influencia signifi-
cativa del la i-ésima componente exdgena (i-ésima funcién terapia). Para ello, se precisan
datos sobre la distribucién del muestreo de estos estimadores, de ahi la importancia del
analisis computacional realizado antes. Este tipo de andlisis estadistico no es posible si
los estimadores se obtienen sélo mediante métodos numéricos (resolucién por el sistema

de ecuaciones normales).

También queda abierta la posibilidad de suponer funciones g(t) que no sean simple-
mente una combinacion lineal de funciones terapia logaritmicas, sino que tengan términos

mixtos que dependan de mas de una funcién terapia (el efecto multiplicativo de las tera-

pias).

4.7. Caso 7: g(t) = aylog(e + &it) + ane ™ + g y h(t) =
4.7.1. Definicién del modelo

Consideramos un modelo estocdstico Gompertz no homogéneo con una mezcla de
funciones terapia logaritmica y exponencial, con el objetivo de estimar los parametros de

interés en los coeficientes de tendencia y de difusion, respectivamente.

Sea {X(t), t € [0,T]; T € R} un proceso estocastico Gompertz univariante no
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homogéneo con el siguiente modelo dindmico:

dX (t) = a(t, X (t))dt + \/b(t, X (t))dw;, t >0,

siendo w; el proceso Wiener. El coeficiente de tendencia a(t, X (t)) y el coeficiente de

difusién b(t, X (t)) tienen la siguiente forma:
at, X (1)) = g(1) X (t) — BX(t)log X(1)

con

g(t) = ajlog(e + &it) + ase™ + ag

b(t, X(t)) = o? X?(t),

donde o; € R, i =0,1,2, #>0, >0,& >0y o>0.

4.7.2. Densidad de transicion

Las soluciones, usando la formula de Ito, vienen dadas por

0_2

¢ t
X(t) ] X(s) = exp{e"Ilog X(s) +/ (g(T) — 7) e P dr + cr/ e P dw, }.

La variable aleatoria

t
/ =8 gy

sigue una distribucién Normal N (0, fst e~2=7)dr) (Gardiner [3]), con lo que la variable

condicionada X (t) | X (s) = x, es una lognormal Ay (u(s,t,x,), o?v?(s,t)), donde

o2

Q0= F (1 g9y

2
,Uz(S,t,{ES> - B_B(t_s)log Tg — 0_—(]_ — e_ﬁ(t_S)) + ﬁ

26

Tesis Doctoral Maria de la Cruz Melchor Ferrer



148 Casos particulares del proceso de difusién Gompertz univariante no homogéneo

t
90425 [e7 @R — = O=F)] 4 oy / log(e + &17)e Pt dr

1
2 —2B(t—s)
t) = —(1— .
ve(s,t) 25( e )

Por lo tanto, la funcion de densidad de transicion viene dada por

(log Yy — :u(sv l, xs>>2 }

202v2(s, t)

Pyt | z,5) = (2r0™%(s, 1)) 2y~ exp{—

Una vez que se ha obtenido la funcién de densidad condicionada, los momentos del

proceso y, por tanto, la funcién tendencia condicionada, se obtienen directamente.

El momento condicional de orden r = 1 viene dado por

E[X(t)| X(s) =z = exp{,u(s,t,xs) + %0202(8,75)} =

2

t
0_(1 — e Alt=9)) +/ g(T)e—ﬁ(t—T)dT} =

2
exp{e_ﬁ(t_s) log =5+ 0—(1 — e 2B=9)) 2

46

2
eXP{e_B(t_S)log Ts + Z_ﬁ<1 — e72B0=e)) ¢ %(1 — e_ﬁ(t_s))} X

t
exp{—e(i—Qﬁ [e7 =Rt — o= O=F)] 4 oy / log(e + flr)dTeB(tT)dT}.

Por lo tanto, si consideramos la condicién inicial P(X (t9) = zp) = 1, obtenemos la

tendencia no condicionada

o2 o2 t
EIX(t) | X(0) = x| = exp{e‘ﬁtlog ﬂﬁ—ﬁ(l—e_ﬂt)—%(l—e_&)—k/ g(T)e_B(t_T)dT} =
0

o2

2 an— 2 t
exp{eﬁtlogx(ﬁ—z—ﬁ(l—eQBt)—l-u(l—eﬁt)—ie(95)t+0z1/ log(e—i-flT)eﬁ(tT)dT}.

B 0—p 0
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4.7.3. Estimaciéon de los parametros

En lo que sigue, consideraremos que el parametro & es conocido. Para estimar los
parametros g, a1, o, 3, 0, y 0? del modelo, realizamos observaciones discretas del pro-
ceso, considerando el muestreo discreto (X (tg) = zo, X (t1) = x1, ..., X(t,) = x,), realiza-

do en los instantes (to, t1, . .., t,). Ademds, suponemos la condicién inicial P(X (¢y) = zo) = 1.

La funcién de verosimilitud asociada al proceso vendra dada por la siguiente expresion:

L(zo, 21, ., 2 a, 8,0,0) = [ [ P(X(1;) = 25 | X(t;-1) = 2;1),

j=1

que podemos escribir, usando las reparametrizaciones usadas anteriormente, como

= 1 '
L(vg, v, ... ,vp50a,8,0,0) = {2%02112(5, t)} exp{—ﬁ <V5—Ué(6)a> (Vg—Ué(H)@) }
o
donde
a = (040 - _7(117042);,X17

Vg = (Ul,’UQ, PN 7Un)n><l7

Us(0) = (u1p(0),u25(0), ... uns(0))350,

con /

1 ti t;

uw(@) _ (767/ log(e + flt)e_ﬁ(“_t)dt,/ e—ete—ﬁ(ti—t)dt)
Vs ti—1 ti—1
3x1

con

t; e—Bti

/ efetefﬁ(tft)dt _ (eti(eﬁ) - €t¢1(9ﬁ))

ti—1 5_6

y
v; = —(log 2; — e Plog x;_y), i=1,...,n,
Vs
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donde
1—e 28
e
1—e”
B = .
B
Derivando el logaritmo de la funcién de verosimilitud L(vg, vy, ..., v, a, 3,0,0) res-

pecto de los cuatros parametros, obtenemos las siguientes ecuaciones

Jlog L 1 ,
g ;Uﬁw)(vﬂ—%w)a)

JdlogLL I ,0U3(0 ,

;é = (Vﬁllxe f—a ;ﬁ( )) (Vg—UAQ)@)
81 L 1 / / !

gf - —E+—<vﬁ—Uﬁ(9)a) (vﬂ—UB(e)a>

"auU (8
Odlog L _ i(Vg-Ué(@)CL) ﬁ( )a

00 o2

donde

1, = (log x1,log 3, ..., log z,)".

Por lo tanto, los estimadores por maxima verosimilitud se pueden obtener igualando las

derivadas anteriores a cero, con lo que obtenemos el siguiente Sistema Normal Principal:

(Us(0)Vs = Us(0)Uj(0)a
ie_ﬁlg — a’%ﬁ) (Vs = Us(0)a) =0
(Vs — Us(0)a)' (Vs — Ug(6)a) = no?

ouL (6
(& (Vs — Us(0)a) 5% = 0
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4.7.4. Metodologia Computacional

Desarrollamos ahora una aproximaciéon computacional para calcular los estimadores
del modelo propuesto, siguiendo la metodologia computacional desarrollada por Moum-
mou et al. [111]. Su enfoque no requiere la soluciéon numérica directa del Sistema Normal
Principal que, como se comentd anteriormente, presenta considerables dificultades que

surgen de la dependencia implicita de las funciones terapia del modelo.

La metodologia computacional seguida presenta los siguientes pasos:

1. Se comienza por la segunda ecuacién del Sistema Normal Principal de maxi-
ma verosimilitud y, por medio de calculos adicionales y de resultados generales de
optimizacién funcional, se obtiene un estimador del parametro 3, a partir de una
expresion explicita de la solucion en 3, que es valida para todos los valores del

parametro a.

2. Una vez obtenido el estimador de 3, ,3 , se considera la cuarta ecuacién del Sistema

Normal Principal y se obtiene el estimador de maxima verosimilitud de 6, 6.

3. Una vez concocidos 3y 6, se obtiene el estimador de a, usando la primera ecuacion
del Sistema Normal Principal. Para estimar o se desarrolla la tercera ecuacion.
Y de la solucién para @ y &2, se obtienen los estimadores individuales para el

resto de los parametros.
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Primer paso computacional: estimador del parametro

Para estimar el parametro (3, consideraremos una serie de herramientas matematicas
necesarias para solucionar la segunda ecuacién del Sistema Normal Principal, que puede

ser reescrita como

-1
~ oU;z(0 ~
G#%—%%@OMW%@)-j%gHm%ZQ
donde
‘7/3 = (log z; — e Plog Tio1)i=1,..n
y

Hmzh—%wwwm%wﬂ_%w,

con la propiedad de idempotencia
H3,5 = HU,67
y siendo su norma (la norma Frobenius) igual a
T'I’(H;ﬁHu,ﬁ) =0.

—1

La expresién (U 3(0)U, é(Q)) describe la inversa generalizada de la matriz entre parénte-
sis. Por lo tanto, podemos definir un proyector ortogonal, P, definido por la matriz H, g,
y sus espacios respectivos para ser el niicleo M(Ug) de Py, y la imagen Im(Py,). Una de
las propiedades vectoriales de estos espacios es que M (Uz) se genera por las columnas de
la matriz Us y que el espacio principal (que en este caso es R") es la suma directa de los
dos. En otras palabras, R" = M (Ug) @ I'm(Py,). Por lo tanto, podemos escribir ‘N/g* en
la forma

‘N/ﬂ*:\/2+V1; con Vi € M(Ug) y Vo€ Im(P,)
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y deducir que la ecuacion, cuya solucién es V-,

_,0U3(8)
9p

(6_[31; — VaUs(8)(Us(6)U5(6)) )Hu,ﬁ% =0,

es equivalente al sistema
e 1V — NG2V, =0
Vi=MNUs; XeR3

En consecuencia, si V5" es solucion de este sistema, entonces una solucién del sistema

anterior serd

‘75 =V +Vy; para Vi € M(Us).
Ademas de las caracteristicas de los espacios M(Ug) y Im(Py,), tenemos que UgVs = 0,
con lo que el sistema anterior se puede escribir como

B

e PV, — NU %2 =
Vi=\NUs; AERS

Si ademds reemplazamos \'Ug por (IN/ﬁ — V4) obtenemos (ver Moummou et al. [111]) una

ecuacion diferencial del tipo V(5)'dV (B) + a'(5)V (8) = b(), ecuacién en S, donde

V(p) = Vﬁ_%; nx 1,
a(f) = 6_61x+%_‘;8; nx1,
b(B) = e 1.V 1x 1.

Aparentemente, la resoluciéon de la principal ecuacién del sistema normal se reduce a la

ecuacién diferencial

V(B)'dV(B) +d'(B)V(B) = b(B).
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Se puede ver ademéds que la norma del vector V'(/3) se minimiza (Teorema de la Proyeccién
Ortogonal), con lo que el término V’'dV es nulo. Asi esta ecuacion se reduce a la siguiente

ecuacion en 3

Notese que la dependencia de 3 via V' es desconocida. Para este tipo de problemas, son
posibles varias aproximaciones basadas en resoluciéon numérica (método secante, método
e Newton, método de biseccion, ver erson . En esta ultima ecuacion V' (.) es una
de Newt todo de b E 31]). En esta ult V
funcién desconocida de (3, lo que complica la tarea. Una posible alternativa seria utilizar la
propiedad mencionada anteriormente de la proyeccion ortogonal, y encontrar una solucion

minimizando la norma del vector V().

Segiin Moummou et al. [111], y remitiéndonos al apartado anterior Minimizacién de

la norma del vector V(f3), la solucién se alcanza en el punto

o log zlog iy
2?21 logzxi

f* = log

Debido a la gran importancia en este estudio, el desarrollo de los pasos anteriores,

foind

-, o, (p) y 07, se tratard a

con el objeto de la estimacién de los pardmetros a = (o —

continuacion.

Segundo paso computacional: estimador del parametro 6

Una vez resuelta la segunda ecuacién

1 . ,0U3(6 ,
(V—Beﬁlm —a %) <Vg - Uﬂ(ﬁ)a) =0,
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consideraremos la cuarta ecuacién del Sistema Normal Principal

1 , ,0UL(0)
Vs = U0)ay =2 =a =0,

vinculada al parametro 6. Notemos que
(Vs — Up(0)a) = Hup(0)Vs.

Por lo tanto, la ecuacién en cuestién se puede escribir como

H,50)V, 9U5(0) 0
u,ﬁ( ) B 90 a="u.
. U (0) . .
El cociente gg representa la matriz de orden 3 x n, definida como

azggée) B (auéﬁe(e))pl

.....

donde
Ol 5(0) 0Bt
8 . (ﬁ*@)ti (ﬁ*@)tifl
—=10,0, ——— 1—(B—=0)t;] — 1—(B—-0)t; .
22— (00 g { o= - o = e = (- 0l
En el punto B = [*, que es la solucion 6ptima del problema de optimizacion planteado
en el apartado anterior, tenemos que Vg« = V|*, donde V) es la proyeccion de Vg en el
espacio Im(Py,), imagen de la aplicacién definida por la matriz H, g (Moummou et al.

[111]). Es decir,
Hyp-Vge = V7.

Por lo tanto, la cuarta ecuacion del Sistema Normal Principal se reduce a

UL (9) .
08

por lo que la ecuacién que tenemos que solucionar es

. ! Ous,. (0)
s log z; — e 7 tlog xi_l) (L) =0
( i=1,..,n a0 i=1,...,n

.....
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donde (uf’ﬁ* (9)> es la tercera columna de la matriz Ug«(#). Finalmente, tenemos la
i=1,...,n
siguiente ecuacion en ¢

t.
* * * a
E e P t(log z; — e Plog xil) / — eB=Ntgr — (.
i ti-1 90

Desarrollando la integral en la ecuacién anterior obtenemos
*
e Bt

2. o (log 2 — e "log x) fi(0) =0

con

fi(6) = {e“*‘”“[l — (8" = O)t,) — O — (5 — em-ﬂ}'

La ecuacién en 6 es del tipo

donde F'(.) es una fucnién continua y linealmente asintética en R*. Consideremos las

funciones definidas por las siguientes integrales
t;
Fi(0) = / teP =0t . i=1,2,...,n,
ti—1

funciones continuas en RT. Ahora consideremos la sucesién de funciones medibles (h,),

en L'(R") definidas como

ha(t) = tel#=0)t
donde (6,), es una sucesién convergente a 3 y L'(R™") representa el conjunto de las
funciones que se pueden integrar en RT. Segtin el teorema de convergencia dominada de
Lebesgue, tenemos que

t; t;
lim / o (0)dt — / lim by, (6) .
S, L n

i —1
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Habiendo demostrado la continuidad en el punto 8 = 3, también se ha demostrado la
continuidad de las funciones F;(.) en el conjunto R*. Por lo tanto, la funcién F'(.), a su

vez, es continua en RT. Por otra parte, tenemos

Por lo tanto, a la ecuacion
Z i (log z; — e P log x-_l) fi(6) =0

e\ o)
se le puede aplicar el resultado, en la versién general, dada por el Teorema 2.3. propuesto
por Feckan [6], segin el cual existe una solucién. Tras haber demostrado la existencia
de una solucién, es decir, la existencia del estimador de 6, entonces se puede calcular
mediante resoluciéon numérica de la ecuacion.

o2

Tercer paso computacional: estimadores de los pardmetros a = (g — %, 1, a2)

y o. Efecto Terapia

Como se observd anteriormente, el paso final en la estimacién del parametro 5 nos
lleva a la primera ecuacion del Sistema Normal Principal, para estimar a. El hecho de que

V- pertenezca al espacio Im(Py,) significa que
Ug«(0)V« = 0.
Por lo tanto, en lugar de la primera ecuacién del Sistema Normal Principal,
Us(0)Vs = Us(0)Us(0)a,
tendremos la siguiente ecuacion

Us-(0)U%. (0)a = 0.
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Nétese que la matriz Ug«(f) es de orden n x 3 y que a es un vector 3 x 1. Por lo tanto,

la estimacion de los parametros ag, a1 y as depende del rango de la matriz en el lado

izquierdo de la ecuacion anterior.
Consideremos a continuacion dos casos
Caso 1: La matriz Us-(f) tiene rango completo.
En este caso, la matriz Us-(0)Uj-(6) no es singular, con lo que la ecuacién
Us-(0)Uj.(8)a =0

tiene como unica solucién a = 0. Por lo tanto,

2

. o
oy = —
2
021 - O
022 = 0

Para estimar el término de la difusion, o, desarrollaremos la tercera ecuacién del Sistema
Normal Principal,

no® = (Vg — U/é(@)a)’(‘/g — Ué(@)a).
Por célculo directo, y teniendo en cuenta las propiedades del vector Vjz«, obtenemos la

siguiente ecuacion

1

~2 /

0° = —V5 Vg
n PP

Caso 2: La matriz Us-(f) tiene rango incompleto.
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En este caso, la matriz Ug«(0)Uj. (0) es singular, lo que significa que las soluciones de

la ecuacién en cuestion presentan colinealidad. Entonces, para solucionar la ecuacién
Us+(0)Us-(0)a = 0

necesitaremos solo resolver el siguiente sistema compatible indeterminado

W g (G — Z) + W gtingby + U puzgeda = 0
15+ #1107 3 15+ U2p* Q1 18+ U3pxQ2 =
Lot stinp (o — T) 4 thgtiog Gy + Ugtizgeds = 0
n 228+ U18* {0 22 23+ U251 93+ U3g* (V2 =
/ A g Aoyl A / A _
ugﬁ*um*(ao—7) + Qougg.Uugpe iy + Uggatzg=Ga = 0

Varios métodos, tanto directos como iterativos, se pueden aplicar para resolver sistemas
de ecuaciones simultaneas, pero todos ellos tienen por objeto triangular y/o diagonalizar
la matriz del sistema en cuestion; en el presente caso, ésta es la matriz Ug-(0)Uj.(0).
Una de las técnicas mas comunmente aplicadas en este contexto es la de la factorizacion
“QR”, o simplemente triangulacion ortogonal. El sistema de ecuaciones en cuestion, o sea,
la ecuacion

Up-(0)Up.(8)a = 0,
puede ser escrita de la siguiente manera

Uy (0)U%.(0)a = QRa = 0

donde () es una matriz ortogonal y R es una matriz triangular superior. Esta factorizacion
se puede lograr mediante la aplicacion del método Gram-Smith, el método de refleccion

de Householder o el método de rotacién de Givens. La ecuacién anterior es equivalente a
Ra =0

y tenemos que ||Up-(0)Up. (0)] = |Q||[[R]| donde .|| es el determinante de la matriz.
Entonces, obtenemos ||R|| = 0 y, por lo tanto, el rango de R es incompleto, y es igual al

de Us-(0)U}. (6).
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Esto significa que
min |r;| =0,
(3
donde r;;; 4,7 = 1,2,3, describe los elementos de la matriz R. Consideremos ahora el

siguiente sistema de ecuaciones

. 52 ~ ~
r11(Go — %) + ri2dn +ri3dp =0
7”22d1 + 7”23@2 =0

7"33(3(2 =0
Para resolver este sistema, segun el rango de la matriz R, consideremos diferentes casos

y veremos a qué se queda reducido el sistema anterior.
Caso a: El Rango de R es 2

Este caso plantea las siguientes posibilidades

1. Sirgg =0, 7199 #0, 113 #0, el sistema queda reducido a

~ 52 ~ A
7“11(&0 — ?) -+ 1201 -+ T1309 = 0

T22@1 + 7”236[2 =0

En este caso, si r33 = 0 y re3 = 0, tenemos la ecuacion

~

~ g ~ ~
r11 (G — 7) + ri3dn = 0, ya que &; = 0.

2. Sirs3#0, re=0, r;;#0, elsistema queda reducido a

~ 52 ~ A
7"11(@0 — ?) -+ 1201 + T1309 = 0
dg = O

, ., N 52 ~ . ~
Aqui la ecuacion resultante es r11(¢y — &) + ri2¢; = 0 debido a que &y = 0.
0 2

Tesis Doctoral Maria de la Cruz Melchor Ferrer



Casos particulares del proceso de difusién Gompertz univariante no homogéneo 161

3. Sirg3#0, re#0, ri; =0, elsistema queda reducido a

~ 52 .
(& — %) no se puede estimar
o)

Aqui el parametro &g se puede obtener del modelo con ninguna terapia, y soélo
después de haber sido estimado &g se pueden aplicar las terapias. Por lo tanto, los

efectos son irrelevantes.

Caso b: El Rango de Res 1

Este caso surge cuando dos de los r;;, 7+ =1,2,3 son nulos. Veamos los casos posibles.

1. Sirzg3 =0, ry =0, r;;#0, elsistema queda reducido a

L a2 . .
{7‘11(040 — %) + 11201 + 11302 =0
7’23@2 =0

En este caso, si ro3 # 0 tenemos la ecuacion

. 52 .
r11(Go — 7) + 1207 = 0,

ya que &y = 0. En otro caso, los &;, ¢ = 1,2,3, presentan colinealidad segin la
ecuacion
.00 . .
11 (Ao — ?) + 1120 + 1136002 = 0.

2. Sirs3#0, rye=0, ri; =0, elsistema queda reducido a
T‘lgdl =0
as =10

Esto significa que si r15 # 0, tenemos que &; = 0, ya que en otro caso no se puede

estimar &;.
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3. Sirg3=0, re#0, r;;=0, elsistema queda reducido a

7“12641 + T13@2 =0

7’22(341 + 7’23(3./2 =0

Asi que aqui tenemos que

~ a3 . T12
g =——day y que — —1r13=0.
T'22 22

Nota Las siguientes ecuaciones presentan colinealidad entre los coeficientes de las te-

rapias aplicadas (factores ex6genos) y el término o de la difusién, cuando estos coeficientes
son significativos.
La ecuaciéon

. o .
11 (& — 7) + ri2aq =0

presenta colinealidad cuando la terapia significativa es logaritmica.

La ecuacién

A

~ o ~
r11(Go — ?) + i3t =0

presenta colinealidad cuando la terapia significativa es exponencial.

La ecuacién
. 52 . .
TH(OéO — 7) +7’12041 +7’13062 =0

presenta colinealidad cuando ambas terapias son significativas.
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4.7.5. Funcion tendencia estimada

La funcién tendencia sin restricciones del modelo comprende el instrumento basico
para la utilizacién del modelo para describir algunos fenémenos especificos del crecimiento
tumoral afectados por las dos terapias, que a su vez son modelizadas por las funciones
terapia interna (exponencial negativa) y externa (logaritmica). Habiendo obtenido los
estimadores de maxima verosimilitud de los parametros senalados por la metodologia
computacional descritos previamente, el paso final necesario en la estimacién de la funcion

tendencia, teniendo en cuenta el teorema de invarianza de Zhena [139], es expresarla como

sigue:
* 6_2 * t *
E[X(t) | X(0) = 2] = exps e " 'log zo + v (1—e 277 —I—/ g(m)e P dr b =
0
* 5-2 * C/\ko - &_2 * dz n * t *
expl e log x0+4 *(1—6_26 t)—i——* 2 (1—6_’8 t)——A e (0= )t+d1/ log(e—i—fﬁ)e_ﬁ E=dar %,
B B 0 — p* 0

Sobre la base de esta funcion tendencia estimada, como una funcién del tiempo, po-
demos obtener predicciones para valores futuros de tendencia y, en un paso posterior,
construir una inferencia estadistica asintdtica (bandas de confianza) para los valores esti-
mados, y asi desarrollar una metodologia similar a la descrita anteriormente desarrollada

por Gutiérrez et al. [56] para otro modelo de difusién.

4.7.6. Conclusiones finales y problemas abiertos

El objetivo principal de este estudio es proponer un modelo que integre el crecimiento
estocastico de una poblacién de células tumorales y el efecto sobre este crecimiento de dos

terapias, una de ellas produciendo un efecto inmunolégico interno, y la otra con efectos
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externos (terapia, en el estricto sentido de la palabra) que sea controlable desde fuera de

la poblacién celular.

Desde un punto de vista técnico, esta integracién poblacién-terapia se estructura como
un modelo de crecimiento en el cual la variacién infinitesimal del tamano poblacional
(dX}), o sea, el crecimiento poblacional durante un intervalo de tiempo At, con At — 0,
viene dada por la ecuacion diferencial estocastica de [to. Un aspecto de particular interés
en este estudio es que sigue un modelo tal que la soluciéon de la anterior ecuacién es una
difusién del tipo Gompertz, que define una curva de crecimiento poblacional bien conocida

y que se aplica para modelizar crecimiento poblacional.

Ademas, este estudio, mediante la ecuacién

dX (t) = a(t, X (£))dt + \/b(t, X (£))dw,, t >0,

siendo w; el proceso Wiener, sigue una difusién Gompertz cuya tendencia esta afectada
por dos funciones del tiempo (las terapias enddgena y exégena) que, técnicamente, hacen
que la difusiéon sea una solucion de la ecuacién diferencial de Ito; en otras palabras, por
una parte, es una distribucion no homogénea, y por otra parte, mantiene el coeficiente
de difusién (el coeficiente del término Browniano W (t) en la ecuacién) independiente del
tiempo. La consecuencia de utilizar esta modelizacién es que la funcion tendencia, la he-
rramienta fundamental que modeliza el “crecimiento medio” a lo largo del tiempo, E[X],
ya sea condicionado o no condicionado, depende de las funciones terapia interna y exter-
na, y estd integrada en una funcién caracteristica del tiempo asociada con el crecimiento

Gompertz.

Esta funcién (tendencia) global es la que se ha estimado en la estimacién previa de

los parametros abordados en el modelo. Sin embargo, en el proceso de la estimacién de
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estos parametros, estimamos todos los parametros estructurales excepto el “interno” del
factor terapia externa. Por lo tanto, la estimacion final de la tendencia (o sea, la funcién
tendencia estimada, ETF) depende del valor del pardmetro & ligado al factor o terapia
externa. Por tanto, de ello se desprende que es de gran interés en nuestro analisis del
modelo y, especialmente a la hora del ajuste estadistico a los datos reales observados,
analizar (o simular, si procediera) el comportamiento que las variaciones en el pardmetro
& de la terapia externa producird sobre el tamano medio de la poblacién E[X;] en un
instante de tiempo t. Esta variacién en torno a &; definiria una estrategia terapéutica que
harfa posible controlar el tamano poblacional en términos de la forma explicita del factor

ex6geno logaritmico en cuestion.

Otra consideracion final tiene que ver con la estimacion de los parametros del modelo.
Tal y como se mostré antes, la estimacién (o ajuste estadistico de los parametros) es
tratada en este estudio usando el método de méaxima verosimilitud, bien conocido en
la inferencia estadistica en los procesos de difusién estocasticos (Prakasa-Rao [113]). Una
meta importante del presente estudio a este respecto es la de establecer la correspondiente
metodologia computacional, a la vez que se evita en la medida de lo posible considerar la
solucion del Sistema Normal Principal construyendo, en efecto, soluciones explicitas para

los pardmetros bésicos (por ejemplo, el 8 asociado con el efecto de terapia interna).

Existe una manera alternativa de estimar los parametros, que buscaria la solucién
numérica a las ecuaciones obtenidas por el método de maxima verosimilud, usando méto-
dos computacionales o, incluso, analizando el modelo usando métodos de simulacion, por
ejemplo, simulaciones basadas en esquemas discretos relacionados con la ecuacion SDE de
[t6 (siguiendo el método Platen-Kloeden [85]). Recientemente, Roman et al. [117] consi-

deraron un modelo Gompertz, que puede obtenerse como un caso particular del estudiado
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aqui, considerando en lugar de un modelo Gompertz un modelo exponencial de Stepanova
[124]. Diversos aspectos relacionados con este modelo en particular han sido analizados por
estos autores, como ruta alternativa al enfoque de la inferencia estadistica, encaminado
a lograr un ajuste estadistico para el proceso y sus funciones del tiempo (principalmente,

las funciones tendencia y varianza).

De las consideraciones expuestas, se puede concluir que la principal contribucién técni-
ca de esta memoria es proporcionar una metodologia de calculo estadistico-computacional
para ajustar estadisticamente el modelo propuesto a ciertas situaciones reales de creci-
miento poblacional estocastico. Otro resultado importante es la discusion y el andlisis
procedente de la relacién estructural entre la difusion estocéastica basica del modelo y
las funciones terapéuticas modelizadas por los dos factores exdgenos considerados. Este
debate y las conclusiones extraidas de él se pueden resumir, como conclusion final, de la

siguiente forma:

Los efectos de la terapia aplicada en un modelo estocastico Gompertz, o bien no son
importantes (significativos) o presentan algun tipo de correlacién en su conjunto, espe-
cialmente con el término difusién del proceso estocastico. Esta correlacion se manifiesta a
través de la colinealidad entre sus coeficientes y el de la difusion. Esta conclusion se ajusta
a la hipétesis propuesta por Sahoo et al. [126], con respecto a las fluctuaciones aleatorias
en el modelo estocastico Gompertz. En otras palabras, la aleatoriedad de las observa-
ciones se debe a ciertos efectos externos (en general, que podrian derivarse no sélo de
factores externos, sino también de ciertos factores internos). En el caso que examinamos,
estas fluctuaciones se atribuyen a las terapias aplicadas. El hecho de que estas terapias

no sean significativas puede dar lugar a una difusién no significativa. Este efecto inducido
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estd asociado con los elementos Ugs(#) de la matriz, que dependen de las observaciones

x4, que dependen a su vez de los tratamientos (terapias) aplicados.
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Capitulo 5

Proceso Gompertz multivariante
homogéneo

5.1. Definicion del modelo

Introduciremos el proceso de difusion Gompertz multivariante homogéneo a través de

las ecuaciones adelantada y atrasada de Kolmogorov.

Sea {X(t); to <t < T} un proceso de difusién definido en (0, +00)¥, con trayectorias

continuas casi seguro y con probabilidad de transicién:
Py,t|z,s) = PIX(t) =y | X(s) = «]

siendo:

y x,y vectores k-dimensionales.

169



170 Proceso gompertz multivariante homogéneo

Si los momentos infinitesimales del proceso son:

a1 — i1 log(xl)

A(:c, t) _ QT — 52'562 log(:cg)

apTr — Prag log(xy)

B(x,t) = (bijrivj)i<ij<k

siendo B = (b;;)1<ij<r una matriz simétrica definida positiva con elementos b; > 0,

tenemos el proceso de difusion Gompertz multivariante homogéneo, sin factores exdgenos.

Si notamos:

a = (Oél,OCQ,...,Oék)/

ar = (oqx1, s, . . ., k)
zlog(x) = (z1log(z1), 22 log(z2), . . ., xx log(zk))’

entonces se puede expresar la tendencia del proceso en funcién de los vectores anteriores
como:

A(z,t) = ax + Hzlog(x)

siendo H la matriz diagonal e inversible:

B8 0 ... O
a—| Y P oY
0 0 o/

kxk

Bajo ciertas condiciones de diferenciabilidad de la distribuciéon de probabilidad de
transicion P(y,t | x,s), este proceso queda caracterizado por las ecuaciones de difusion

de Kolmogorov:
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s BEcuacién adelantada:

0P _ _ 5~ Ollaiw: = funlog(@))P) | L s~ 0P
ot Yi 2 Y

i=1 ij=1

s Fcuacién atrasada:

k

. P 1<
N Z(Oﬂxi — Bizilog(;)) or; 2 Z; bijwiz;

=1

o _
s

0?P
8;1:1-8:1:]-

siendo P = P(y,t | x,s), con la condicién inicial P(y,t | z,t) = §(y — x).

5.2. Densidad de transicion

A partir de las ecuaciones adelantada y atrasada se obtiene la siguiente solucién, que

es la densidad de transicion condicionadas:

Plyt]z,5) = {(%)’5 [ s, 1) |4 Hy@} exp{_;@},

i=1

donde @ es la forma cuadratica:
Q = (log(y) —m(s, 1))@ (s, t)(log(y) — m(s, 1))
siendo m(s,t) el vector:
m(s,t) = e (t=s) log(x) — (I — eH(t_S)) H™ 'y

y ®(s,t) la matriz:
t—s
(s, 1) :/ " Be’M dp
0

con v = a — 3diag(B).
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Ademas, como la matriz H es diagonal, se pueden poner los elementos de la matriz ®

de la forma:
1 — e~ (BitB))(t—s) 1—6,0;
Byj(s.t) = byj—— =byj———"
Bi + B Bi + B;

siendo 0; = e Bilt=s)
Segun lo anterior, la distribucién de transicion condicionada es lognormal:

X(t) | X(8) = x5~ Ap(m(s,t); D(s,t))

5.3. Momentos del proceso

Ya que

X(8) [ X(s) = @5 ~ Ap(m(s,1); ®(s,1))

tenemos que la variable aleatoria Z(t) = log(X(t) | X(s) = z,) sigue una distribucién

normal:
Z(t) ~ Ni(m(s,t); ®(s,t)),
por lo que si denotamos por u' = (1, pia, - - -, fix), la funcién generatriz de momentos sera:
'Z(t) / L,
E [e“ ] = exp 4 u'm(s,t) + oH D(s,t)p
Tendencia

Utilizando la expresion de E [e“’Z (t)] se pueden determinar los momentos no centrados

de cualquier orden r, tomando y' = (0,...,0, 72;, 0,...,0).
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Obtengamos, en primer lugar, la esperanza de la variable X;(¢)selecionando y' =

0,...,0,1,0,...,0):

E [eu’z(t)} = F[X;(t) | Xi(s) = xis] = exp {mi(s’t) + %(I)ii(s,t)} _

exp {HZ- log(z;s) + (1 — Gi)% — f;l(l — 91-)2} = xfs exp {(1 — 01)% — j;l (1-— 902} ’

por lo que:

EIX,(t)] = 2% exp {(1 - 9)%} exp {—f;iu - ei)Q} .

Varianza y covarianza

A continuacién obtendremos la covarianza entre las variables X;(t) y X;(¢), tomando
7 J ’
@ =1(0,...,0,1,0,...,0,1,0,,...,0) en la expresién de F [e“ Z(t)] , con lo que la esperanza

condicionada conjunta es:

E [e“lz(t)} = E[X(O)X;(t) | X(s) = a,] =
1
exp {mi(s, t) +m;(s,t) + 5((1%'@'(8, t)+ ®;(s,t) +2P;5(s, t))} =

ddiexp { (1= 005 e { (1= )% |
i j

bii b — 0,0,
exp{_wz-(l - Qi)z}exp{ 1,00 }exp{ Y51 5, }

por lo que la covarianza entre la i-ésima y j-ésima (i,j = 1,2,...,k) componentes del

Proceso es:

Cov X (0,00 X(0)] = ity { (1~ 005 besw {12 0)% }

b bjj 00,
ool 0w} o) (12 )
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y, por tanto, la varianza de la ¢-ésima componente es:
o b 1— 62
Var X exp{? 1—-0,; —Z}exp{— “(1—6; 2} (exp{bii—l}—l).
X0 | X(s)] = (1-6)5 5 (1= 6) i

5.4. Estimacion de los parametros

Consideremos un muestreo discreto del proceso, en los instantes (tg, t1, ..., %), (X(ty) =
xo, X (t1) = x1,..., X (t,) = x,), siendo X (¢;) = (Xi1(¢j), ..., Xk(t;)) vector k-dimensional,

de forma que para simplificar la notacién escribimos X (j) = (X1(j), ..., Xx(j)) y 2, = ;.

La distribucién condicionada
X ()| X(s) = xs ~ A (m(s,t); (s,t)),

por lo que la funcién de verosimilitud, a través de la cual estimaremos los parametros

tomando como condicidn inicial P(X (ty) = zo) = 1, es:

]L(.To,.ﬁl?l,.. [L’n”}/,H B l'o,to HP :U];tj’mj—htj—l) =
7=1

n k
) 11 <|‘I’j|_é Hf’fi—jl exp {—%Qg}) ,

]:1 =1

donde la forma cuadratica (); y la matriz ®; tienen la forma:
Q; = m; qu—lm

donde
m; = log(z;) — log(z;_1)e" " — (I — """)H 'y

CIDj:/ P BefH do
0
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siendo r; = t; —t;_1.
Si consideramos el cambio:
Fj — eer
v; = log(z;) —log(x; 1)T; — (I — T, )H 'y

la funcién de verosimilitud queda:
_nk a _1 1 / —1
L(vy,... o]y, H, B) 2 H |D;| 72 exp —3Y; S v ),
7j=1

y la log-verosimilitud:

nk 1 ¢ I~ , -
log L(vy,. .., valy, H, B) = =~ log(2m) - 5 2;1og<<1>j> -3 Z@ v
J: =

Diferenciando la expresién anterior:

1 n . n
d log L = —§Ztr{<bj1d¢j} =) tr{vj@; dv;} - Ztr{ HdD;) P} =
j=1 j=1

1 n B B n B
St {Z O (0] — D)) ®; 1d<1>j} —tr {ngcbj 1dvj} :
j=1 j=1

Para obtener la diferencial anterior se usan las propiedades del algebra matricial.

Definamos en primer lugar las matrices:

M; = <I>]71(vjv’

J

—®;); !

J
T
N; = ue™ BeH dy.
0

Calculemos en primer lugar d®;:

d<1>j:/ (dH)ue“HBe“Hdu—i—/ ue“HB(dH)e“Hdu—i—/ e“?(dB)e"! du =
0 0 0
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(dH) / " e BerH gy 4 / " e Ben qu(dH) + / " e (dB) e H dy —
0 0 0

(dH)N; + N;(dH) + / " et (dB)e ™ du.
0

El primer término de d log IL queda:

1 - -1 —1 1 -
tr {Z O (vv) — ;) ®; dcpj} = 3tr {]21 deq’j} =

J=1

1L LIS [ “
Str {Z M;(dH)N; + Mij(dH)} +gtr {;/0 Mje"" (dB)e Hd“} =

j=1

n 1 n 7
tr {ZM]N](dH)}+§tT{Z/O GUHMjGUHdU(dB)},
7=1

i=1

y el segundo término:

tr {Zv;@j_ldvj} = tr {Z Vi [—r; (dH)T;(log (1) + H'v) —

j=1 j=1

(I =T H (dH)H ™ + (T - Fj)H‘l(dv)]} -

v {i vy [y (dH)T (log(aj1) + H ') + (I =Ty H J(dH)H*ﬂ} 4

tr {i 0PI — Fj)Hl(d'y)} =

—tr { ri(log(axj—1) + H™'y)v;®; 'T;(dH) + 0@ H ' (I — I‘j)H_l(dH)} +

i=1

tr {iv}q)jl(f — I‘j)H_l(dy)} =

J=1
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—tr {Z[rj (log(xj—1) + H 'y )@ 'T; + v @; ' H (I — Fj)H_l](dH)} +

=1

tr {zn: Ve (I — Fj)H_l(dv)} .

J=1

Uniendo ambos términos, la expresion de d log L es:

n

d log L = tr {Z[szvj — r;(log(x;—1) + H™'y)v;®; 'T';+

=1

' H— — - 1 - " u u
Wi® T H (I~ T)H 1](dH)} + 5t {Z/O e Me Hdu(dB)} +
j=1
tr {Z V(T - Fj)H_l(dv)} .
j=1

Para solucionar el problema de estimar la matriz H, usaremos el que H es diagonal,

ya que se reduce a la estimacion del vector formado por su diagonal.

Si tomamos:

k
H = Z ElBeE
=1
siendo:

Bxy = diag(H) = (=p1, ..., —b)

I(kxk) . .o
Eyijy =0 Vi, j#1

e;(lxk) :(O,...,O,l,O,...,O)

tenemos que:

k
dH =) " E(dB)e},

=1
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con lo que la expresion obtenida para d log L queda:

dlog L= tr{ Z[Mj]\fj — rj(log(j—1) + H™'y)v;®; 'T';+

J=1

fyvq)lH NI - (ZEde )}
{Z/ e M e“Hdu(dB)} +tr {Z V0T — Fj)H_l(dy)} =

7=1

Z Vec{ (Z M;N; —rj(log(zj_1) + H 'y)vj®; T+
J=1

/ /
Y@ H (I — Fj)H_l]Elel> } dVec(B)+

1vec{z / e e“Hdu} (dVec(B))—l—Vec{Zv](ID (I-T,; )Hl} dVec(y).

7j=1

Si igualamos a cero, se obtienen las ecuaciones de verosimilitud:

k n

0=""N{MN; — ;15 vy (log(a;-1) + H'7)'+
=1 j=1

o~

f[‘lcbjfl(l — fj)f[_lvﬁ’}Ezel =

Z{i{ﬂw r, T8 0, (log (1) + H™ >}Elel:
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k
D =) DEe,
=1

habiendo notado

D = (M;N; —r;T;®; v, (log(x;1) + H'3)
j=1

0, lo que es lo mismo:

En definitiva, se obtiene un sistema de k ecuaciones no lineales, con k incégnitas

b1, ..., Bk, que debe resolverse usando procedimientos numéricos:

(" Ty wHAL ulH _
> e Jo e Mjetdu =0

~

S WO (I =T, )H =0

Jj=1"37%J

Caso particular:

Consideremos el caso en que la matriz Hyy, diagonal, formada por los elementos

—Bi, 1 =1,...,k, y la matriz By, de elementos b;; conmutan, es decir:

bij(ﬁi - By) =0, Vi 7é J-

Para que lo anterior se verifique, ha de cumplirse que:

bij =0 6 Bi=p;, Vi#j.
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El primer caso no tiene interés practico, ya que la matriz B seria diagonal, por lo que

no considerariamos las covarianzas entre las distintas componentes.

A continuacién, centramos nuestro estudio en el caso de que

Como la matriz H es diagonal, en la que todos sus elementos son iguales, dicha matriz
se puede expresar de la forma H = —(1, por lo que la estimacion de los k elementos de

la matriz H se reduce a la estimacién de un sélo parametro .

Si tenemos en cuenta todo lo anterior, tendremos que la expresion de d log L es:

d log L =

n

—d(ﬁ)tr{ [M;N; — r;(log(wj—1) + H 'y)vi®;'T; + i@ " H (I —T;)H '] }+

=1

n

1 T u B B
5157“ Z/o e“HMje“Hdu(dB)} +tr {Z v; ®; "I -T,)H 1(dfy)} =
=1 j=1

—d(ﬁ)tr{ > [M;N; = rj(log(wj1) + H 'y)vj@; T + i@ ' H (I = T;) H '] }+

Jj=1

n

/ /
1 —~ [T _ _
§VBC{Z/O e“HMje“Hdu} dVec(B) + Vec{z Ve (I —T)H 1} dVec(v).
j=1

J=1

Igualando a cero la anterior diferencial, se obtienen las ecuaciones de verosimilitud
siguientes:
N -1
Sy (1 + 6_”5) v; =0
PN N -1 .
2B~ 1 (Z;;l (1 — 6_2’“16> vjvg.) B'—nB'=0
tr{D} =0
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siendo:

~— n ~ N\ 2
D =28B7! ere_%’ﬁ (1 — 6_2’75) vjv;»—

=1

PO 5 ~N !
28B7! ere_’"jﬁ (1 — 6—27~j5> v <log(xj_1) - %) +
j=1

n . -1
ere’%ﬂ (1 — e’%ﬂ> I.
j=1

De las dos primeras ecuaciones de verosimilitud se extraen los estimadores 7 y B, que

vienen expresados en funcion de :

o lt+eif o 1+e P

n 23 - —2r~§ -1 /
Bt (1)
]:

quedando la tercera ecuacién, de la que extraemos el estimador 3, una vez resuelta me-

diante métodos numeéricos:
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Resumen de la tesis

La Teoria de los Procesos Estocasticos se define generalmente como la parte dinamica
de la Teoria de las Probabilidades, en la que se estudia un conjunto de variables aleatorias
desde el punto de vista de su interdependencia y su comportamiento limite. Se observa
un proceso estocastico siempre que se examina un proceso que se desarrolla en el tiempo,
de manera controlada por las leyes probabilisticas. Si un cientifico tiene en cuenta la
naturaleza probabilistica de los fenémenos con los que trata, sin ninguna duda ha de

hacer uso de la Teoria de los Procesos Estocasticos.

Son ejemplos de Procesos Estocasticos el recorrido de una particula en movimiento
browniano, el crecimiento de una poblaciéon como una colonia de bacterias, el niimero
fluctuante de particulas emitidas por una fuente radiactiva y la cantidad fluctuante de
gasolina de suministros sucesivos de una refineria de petréleos. Los Procesos Estocasti-
cos o aleatorios abundan en la naturaleza. Se presentan en Medicina, Biologia, Fisica,

Oceanografia, Economia y Psicologia, por citar sélo unas pocas disciplinas cientificas.

el estudio del crecimiento se aplic en primer lugar a poblaciones humanas, aunque
actualmente son muchas las ramas cientificas que utilizan modelos de crecimiento para

reflejar el comportamiento de diversos fenémenos. Los modelos més conocidos son el
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Resumen

propuesto por Malthus, que supone un crecimiento de la poblacién de tipo exponencial
sin considerar ningin freno a su crecimiento, y el modelo de Verhulst, que modifica el
modelo de Malthus al establecer una cota, surgiendo asi el modelo logistico de poblacion
en el que se presupone que cualquier poblacion tiende a un estado de equilibrio. Estos
modelos deterministicos no son de facil aplicacion en poblaciones reales, ya que el volumen
de una poblacién humana depende de muchas variables de indole socioeconémica, ya sea
por el cambio en los habitos de fecundidad, por la mejora en las condiciones de vida
relativas a la salud de los individuos, por la bondad en las condiciones econdémicas, sin
olvidar la importancia del fenémeno migratorio. Es por ello que surge la necesidad de
utilizar otros modelos para el ajuste del volumen poblacional, como son los procesos
de difusién, ampliamente aplicados en la modelizacion del crecimiento. La inclusion de
factores exdgenos en dichos modelos es una gran ventaja, ya que permiten incluir en la
tendencia variables que influyen en el crecimiento, lo cual permitird una clara mejora en

la modelizacion del fenémeno.

Volviendo al campo de las aplicaciones, se puede observar cémo las variables objeto de
interés no son estaticas, sino dinamicas, en el sentido de que evolucionan segiin un indice
(habitualmente el tiempo), mostrando un comportamiento de tipo exponencial (como,
por ejemplo, el Producto Interior Bruto). Por esta razon, la obtencién de modelos que
expliquen este tipo de comportamiento ha sido objeto de amplio estudio. En este sentido,
Malthus propuso a finales del siglo XVIII un modelo deterministico de crecimiento para
la poblacién humana que corresponde a una curva de crecimiento de tipo exponencial.
Se ha comprobado a lo largo de los dos siglos siguientes a Malthus que su teoria no es

aplicable a poblaciones humanas, y que el modelo que se deriva de su teoria se puede
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aplicar, en general, al crecimiento de especies que se reproducen en un entorno donde no

existen depredadores y hay exceso de alimentos.

El problema que se plantea a la hora de utilizar modelos deterministicos para modelizar
cualquier fenémeno es la complejidad propia del fenémeno, implicando la especificacion
de multiples factores que no siempre son conocidos o cuantificables. Este inconveniente
se puede evitar mediante la utilizacién de modelos estocasticos como los procesos de
nacimiento y muerte, o los procesos de difusién, los cuales han sido extensamente usados
para la modelizacién y estudio de determinados fenémenos dindmicos en diversos campos

de aplicacion dentro del ambito del crecimiento.

En las tltimas décadas se han desarrollado modelos deterministicos de difusion (“S-
shaped curved”) que han sido aplicados con éxito para el ajuste de fenémenos de crecimien-
to en muchos campos cientificos y en particular al estudio de la difusién de innovaciones
técnicas o de nuevos productos comerciales. Por ejemplo, modelos de crecimiento deter-
ministicos tales como el Logistico, Bass, Richard o Gompertz, entre otros, estan basados
sobre hipotesis de crecimiento que, en principio, son validas para modelizar la evolucion
de ciertos fenémenos reales. En particular, el modelo de crecimiento Gompertz, ha si-
do aplicado con éxito para describir el crecimiento de poblaciones animales o celulares,
asi como para estudiar niveles de stocks de productos manufacturados. Estos modelos
deterministicos han sido extendidos a sus respectivas versiones estocasticas que recogen

las respectivas hipétesis de crecimiento en términos aleatorios.

En particular, un proceso estocéastico de Gompertz ha sido estudiado como modelo
teodrico y aplicado al crecimiento celular tumoral utilizando muestreo continuo. Otros pro-

cesos de tipo Gompertz también han sido introducidos, por ejemplo, el modelo de Tan,
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construido a partir de un proceso de nacimiento y muerte, y aplicado a datos reales.
En referencia al proceso de Gompertz introducido por Ricciardi y aplicado también por
Capocelli y Ricciardi, cabe indicar que se trata de un proceso Gompertz homogéneo y
univariante y que su utilizacién es fundamentalmente a nivel de modelizacién tedrica, no
realizandose inferencia estadistica alguna. Lo mismo cabe decir de las recientes aplicacio-
nes del proceso Gompertz aplicado a la Fisica Tedrica, en la teoria de sistemas estocasticos

con retraso.

El estudio del proceso Gompertz no homogéneo, segtin la definicién de Ricciardi, fue
abordado inicialmente por Nafidi mediante la consideracion de variables exégenas en el
proceso. Una aplicacion real ha sido realizada por Gutiérrez et al., modelizando el consu-
mo de electricidad en Marruecos. También se ha considerado la inferencia de tipo continuo
sobre el proceso Gompertz, por Gutiérrez, Gutiérrez Sanchez y Nafidi, metodologia que
ha sido utilizada con éxito en la modelizacién y andlisis del consumo de gas natural en
Espana, linea de trabajo dedicada al estudio de problemas de inferencia estadistica ba-
sada en muestro discreto. Ademas, Romero estudié un nuevo proceso de difusién tipo
Gompertz para modelizar fendmenos asociados a variables que muestran un comporta-
miento sigmoidal y acotado en el tiempo, con cota dependiente del valor inicial. En los
ultimos anos, se ha estudiado la inferencia en el proceso Gompertz no homogéneo con
muestreo discreto en Gutiérrez et al., que aplicaron con éxito este proceso para modelizar
el comportamiento del consumo de electricidad en Marruecos con tres factores exdgenos
de tipo macroeconémico ([51]) y compararon el proceso de Gompertz y el lognormal a la
hora de estimar el stock de vehiculos en Espana en el caso homogéneo. El mismo proceso

de Gompertz se ha extendido al caso de campos aleatorios. Otra linea de investigacion es
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el proceso Gompertz triparamétrico, aplicado para la modelizacion del salario en Espana

por Gutiérrez et al.

Por lo tanto, el modelo estocastico Gompertz necesita ser completado en dos aspec-
tos, uno obtener versiones no homogéneas del mismo, y otro, construir una inferencia

estadistica basada en muestreo discreto en el tiempo.

En los ultimos anos han logrado grandes avances en el estudio de los procesos de di-
fusién, tanto en el caso del modelo lognormal y Gompertz como en otros modelos. En
todos los casos ademas de avanzar de forma consistente en el desarrollo su inferencia pro-
babilistica y estadistica, se han aplicado, con gran éxito, a la modelizaciéon de fenémenos
de muy diferente indole. Por ejemplo, Gutiérrez et al. aplicaron el proceso de Rayleigh al
estudio de la esperanza de vida en Andalucia y Espana. Este mismo proceso fue usado
por los mismo autores para estudiar la produccion eléctrica en Marruecos. Gutiérrez et al.
modelizaron las emisiones de CO2 en Espana utilizando el Producto Interior Bruto como
factor exégeno. El inverso del modelo CIR (Cox Ingersoll Ross) se usé para modelizar las
emisiones de CO2 teniendo en cuenta el transporte terrestre en Espana y el proceso de
Gamma (Gutiérrez et al.) para estudiar el stock de vehiculos en Espana, variables muy
influyentes en las emisiones de gases de efecto invernadero a la atmosfera. La potencia
de este modelo se us6 para que Gutiérrez et al. estudiaran el consumo de gas natural en
Espana. Las emisiones de CO2 también fueron modelizadas en Gutiérrez et al. mediante

el proceso de Vasicek.

Esta tesis tiene como objetivo proponer y estudiar los procesos estocasticos de difusién
Gompertz, homogéneos y no homogéneos, en sus aspectos probabilistico y estadistico. Y,

también, pretende probar la capacidad que dichos procesos tienen para la modelizacion,
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ajuste y prediccién de fenémenos estocasticos reales de muy distintos campos cientificos
(Economia, Energia, Demografia Estadistica, Crecimiento de Poblaciones, Fisica Tedrica,
etc. ). Se introduce y estudia un nuevo proceso de difusién Gompertz para modelizar
fenomenos asociados a variables que muestran un comportamiento sigmoidal y acotado
en el tiempo, con cota dependiente del valor inicial. Es una novedosa forma de establecer
el crecimiento poblacional, ya que normalmente se utilizan los modelos deterministicos de

crecimiento, dependientes de una tasa de crecimiento poblacional.

En general, la estimacion de la tendencia en procesos de difusion ha sido muy estudiada
en los dltimos anos, en particular, los modelos cuya tendencia depende linealmente de
los parametros. Esta situacién ha sido estudiada para procesos homogéneos por Brown y
Hewitt en el caso unidimensional, mientras que el caso de difusiones multidimensionales ha
sido abordado, entre otros, por Taraskin y por Basawa y Rao. Estos autores han hecho uso
de muestro continuo, considerando una trayectoria del proceso hasta un tiempo de parada
y, por medio de maxima verosimilitud, han obtenido los estimadores correspondientes,

probando su consistencia y normalidad asintotica.

En la Bibliografia existen pocos casos de aplicacién de procesos de difusion a datos
reales experimentales, siendo lo usual utilizarlos para modelizacién tedrica, por ejemplo,
en Neurociencias. Gutiérrez-Sanchez aplica los modelos estudiados al andlisis de la evo-
lucién y prediccion en casos reales concretos de interés en diversos campos cientificos: el
estudio bivariante del “PIB y Precio de Vivienda nueva en Espana”. En estos ejemplos
de aplicacion se ajustan estadisticamente los procesos estudiados a los correspondien-
tes datos reales, de modo que no son, solamente, nuevos casos de modelizacién tedrica,
sino que son también una muestra de como estos procesos constituyen una importante

herramienta de modelizacién, alternativa y complementaria, a otros métodos de modeli-
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zacién, deterministicos o estadisticos (curvas de crecimiento, series cronolégicas, métodos

econométricos, etc.).

Los objetivos de esta Tesis se inscriben en los de la Linea de Investigacion que, sobre
Procesos Estocasticos de Difusion, se desarrolla en el Departamento de Estadistica e 1.
O. de la Universidad de Granada desde 1987 (Grupo FQM-147 del Plan Andaluz de In-
vestigacion), y dichos objetivos estan estrechamente relacionados con objetivos y resulta-
dos de los Proyectos Nacionales de Investigaciéon PB94-1041, PB97-0855, BFM2000-0602,
BFM2002-03636, MTM2005-09209, P06-FQM-2271, MTM2008-05785 y MTM2011-28962

desarrollados por miembros del mencionado Grupo.
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