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A mi madrne y a La memoria de mi padre



INTROCDUCCTION

Sea M una variedad casi-hermitica (AH-variedad); esto es,
uné variedad casi-compleja con un producto interior <,> J-inva-
riante. Se representari por V la @inica conexidn riemanniana com
patible con <,> y por R su tensor curvatura. En esta memoria se
trabajar& con las siguientes familias de variedades casi-hermi-

ticas: K, NK, AK, QK, H y SK.

B 3 W T = 0
NK : (VXJ)X =
AK : dF = 0
QK : (VXJ)Y + (VJXJ)JY = 0
H : (VXJ)Y - (VJXJ)JY =0
n
SK : T {(V. J)E. + ¥ JIE...E = O
=1 Ej i JE; i

- para todo X,YeX(M); donde X (M) representa el 4lgebra de campos

de vectores sobre M; F la 2-forma de Kaehler definida por:
%) = <JX,Y¥Y>
b {Ei,JEi}, 1<i<n, una referencia local ortonormal.

Un instrumento fundamental para comprender la geometria de

estas familias de variedades casi-hermiticas es su operador cur



vatura riemanniana. Para cada una de dichas familias (excepto SK)
existe una identidad curvatura {13}.
Se representaré por L; la familia de variedades casi-hermi

ticas cuyo operador curvatura riemanniano verifica la condicidn

()3

(1) = Ryyyz = Buxgvaz
(2) = Ryyys = Ryxgvaz * Bugxovz * Rwoxvosz

(3) = Ryxyz = Ryugxavaz

Se prueba ficilmente que (1) implica (2) y (2) implica (3).

Entonces L; ¢ L, C Ly. Asimismo {13}

K = Nch:NK2 = NK3 = NKC:QKZ

K = AK

1 € AR, C OK,.

Todos los objetos geométricos utilizados en esta memoria
se consideran de clase C .

Es bien sabido que en Geometria Diferencial uno de los pro
blemas m&s interesantes es el de poder deducir propiedades topo-
l8gicas de las variedades a partir de propiedades diferenciales
locales. En {14}, A. Gray, a partir del signo de las curvaturas
seccional riemanniana K y biseccional holomorfa B deduce propie
dades sobre algunas clases y algunos nmeros de Chern de las K-
-variedades. Puesto que las NK-variedades forman la familia de
AH-variedades m&s semejantes a las kaehlerianas en sus propieda

des geométricas y topoldgicas; {11}, {15}; parecia interesante



plantearse el problema de estudiar la influencia del signo de
las curvaturas K y B sobre sus clases de Chern. Dicho problema
se resuelve para algunas clases en el Capitulo I, siendo nece-
sario acotar inferiormente la curvatura seccional K y la bisec-
cional holomorfa B cuando estas son no negativas. Los métodos
utilizados no parecen dar informacién sobre las clases y nfimeros
de Chern, cuando dichas curvaturas no negativas son inferiores

a dichas cotas.

Los resultados que se consideran mfs importantes se encuen
tran en el §5, en los lemas 2), 4), los teoremas 1), 6), 8), en
los corolarios 5), 7), 9) y en el'§6, en los teoremas 4), 6) y
corolarios 5) v 7).

Es bien sabido, {9}, que s® admite una estructura de NK-va-
riedad. Otro ejemplo de variedad casi-hermitica 6-dimensional
no difeomorfa a 86, que admite una estructura de NK-variedad es
el espacio homogéneo reductivo M = U(3) / U(1)xU(1)xU(1l), donde
U representa el grupo unitario.

En el Capitulo II, se estudian algunas propiedades geométri
cas y topoldgicas de dicha variedad y se comprueban algunos teo-
remas del Capitulo I. Se comienza estudiando ias distintas estruc
turas casi-complejas invariantes que es posible definir y se
encuentran ademds de la NK, citada anteriormente, tres hermiti-
cas y ninguna kaehleriana. Se prueba que todas estas estructuras
son SK, (§3).

Para una AH-variedad M, en un punto meM, es posible definir

los subespacios del espacio tangente Kd(m) y Ké(m) por



Kd(m) { XsTm(M) 7 (VXJ)Y 0 para todo YeTm(M) }

Ka(m) { XaTm(M) / (V)X 0 para todo YeT_ (M) }

Asi, se tienen definidas dos distribuciones. En el §4, se
.studian ambas, asi como su integrabilidad. En el §5 se analizan
1 tipo y algunas formaé holomorfas bigraduadas de M, {11}. Se
rueba que la NK-estructura es de tipo constante 1/2 y Einstein.
smo una consecuencia topoldgica, cabe seflalar que para dicha
structura, Hp’O(M) = Ho’p(M) = 0 para todo p. Finalmente, en
1 §7, se di un ejemplo de subvariedad llana para la estructura
2 NK.

En {11} y {15}, A. Gray, estudia la Geometria Diferencial

la Topologia de las NK-variedades. Puesto que dicha familia
std estrictamente contenida en las QKZ’ parece natural extender
icho estudio a esta familia, mds general. Sin embargo los cdl-
1los se convierten inmediatamente en formidables y a veces se
ierde el aspecto geométrico. Puesto que las AK2-Variedades tam
ien estén inclﬁidas'en las QK, ¥ las AK, vy NK son familias no
smparables, se considerd interesante estudiar la Geometria Di-
erencial de las AKZ—variedades y cuando ello era posible de las
K,. Este estudio fué hecho en los Capitulos III y IV.

En el Capitulo III, §2, se comienzan estudiando las identi-
ades curvatura para las AK, y QKz-variedades. Merece especial
tencidn la proposicién III.2.6: S{ M es una AKz—van{edad, enton
25

7

Ryxyz - Ruxgyyz = 7 <KW, X),K(Z,V)>



donde, K(W,X) = (V)X - (v, T)w.

Expresidén, que recuerda formalmente la correspondiente pa-
ra las NK-variedades {9}.

Una férmula de gran importancia por sus aplicaciones poste-
rioreé es la (2.23) que nos permite expresar de una manera sim-
ple el tensor (V2J), como suma de términos del tipo <(VJ), (VJ)>.
En las QK,, no es posible encontrar una expresidn de dicho tipo.
En el §3, se estudian las curvaturas de Ricci, asi como las pro-
piedades analiticas del operador fR—R*), el cual desempefiaré un
papel fundamental en la teoria de descomposicibn (§2 del Capitu
1o LV) s

Una conexién particularmente interesante en las AH-varieda-
des (en particular en las AKz—variedades) es la conexibn de Her-
mite D {11}. Representando por S, su operador curvatura, en ei
§4, se relacionan S y R y entre otras propiedades se estudian
las identidades de Bianchi para S (corolario III.4.2 y teorema
TIT.4.11) .

En el Capitulo IV, §1, se define la distribucibn Rd como
Kq(m) = { XeT M) / K(X,¥) = 0 para todo YeT (M) }

para todo meM. En el teorema IV.l.1 se prueba como dicha distri
bucidn, es integrakle en las QKz—variedades y como las hojas re-
sultan ser sukvariedades kaehlerianas. Se prueba asi mismo que
" A" X_ = K* v K¥
si M es una AK2 variedad, Kd Kd vy Kd Kd.
Este ltimo resultado, resuelve para esta familia de varie

dades un problema propuesto por el Prof. A. Gray al Prof. A.M.

Naveira.



En el §2, se comienza dando la definicidén de AKz—variedad
estricta: Se dice que M es una AKZ-vahiedad estrnicta, s4 para

todo meM y XeTm(M) con X # 0,
(VyJ) - (VI]X # 0.

Utilizando las expresiones obtenidas en el §3 del Capitulo
III, para el operador R-R*, se prueba la integrabilidad de la
distribucidn Ker (R-R*) y como las hojas resultan asi mismo sub-
variedades kaehlerianas. Segfin (3.12), 2), la hipdtesis que el
operador R-R* es paralelo, resulta bastante razonable. Después
de probar diversos lemas auxiliares bajo la hipbtesis anterior,
y teniendo en cuenta el teorema de descomponibilidad de De Rham,
se prueba como toda AKz—variedad es el producto de una K-varie-

dad por otra AK2—estricta.

Deseo hacer constar mi m&s sinceéro agradecimiento al Direc-
tor de esta memoria, Prof. A.M. Naveira, por su gran estimulo y
ejemplo; sin sus seminarios y ensefianzas, no habria sido posible
la realizacidn de la misma.

A los profesores, A. Gray de la Universidad de Maryland y
L. Vanhecke de la Universidad de Lovaina, por sus interesantes
discusiones y consejos, sobre los resultados de esta memoria.

Al Brof. L. Esteban Carrasco, Director del Departamento de
Geometrfa y Topologia de la Universidad de Granada.

No quisiera olvidar a mis amigos y comparieros del Departa--

mento de Geometria y Topologia de la Universidad de Granada, ni



a mis compafieros del Departamento de Geometria y Topologia de
la Universidad de Valencia, en particular al Prof. A. Ramirez
por su gran ayuda en la elaboracidn de esta memoria.

Tengo que agradecer a la Srta. Amparo Giménez su pacien-
cia y buen hacer en la escritura de esta memoria.

Finalmente, esta memoria fué realizada con la ayuda de
una beca de Formacidn del Personal Investigador del Ministerio

de Educacibn y Ciencia.



CAPITULO I

CURVATURA Y NUMEROS DE CHERN DE LAS NK-VARIEDADES.

§1.- Preliminahres.
Si M es una variedad de Riemann con métrica < , > y opera-
dor curvatura de R, se utilizari el convenio de

WXYZ w,X

donde W,X,Y,Z, son campos de vectores arbitrarios sobre M.

R = <(v[ 1= (9] ) 22>
Se representard por Rijkl las componentes con respecto a
una base ortonormal del espacio tangente M., en un punto meM.

Ademis se representari por K,;. = R, (i#j) las curvaturas sec-

J ij4i3
cionales correspondiente a dicha base ortonormal. Si w,X,y,2Z,

son vectores que pertenecen a Mm’ R representa el valor

WXYZ
del tensor curvatura para estos vectores.
Se representarén por Qij las formas curvatura riemanianas
las cuales esté&n definidas por
35 ®e¥) = Ryjuy
Se considera ahora que M es una variedad casi hermitica
2n-dimensional, con una estructura casi compleja J. Una J-base

de Mm para cada meM es de la forma (ei,Jei) 1<i<n. Es bien sa-

bido que el operador curvatura de una NK-variedad verifica {11}
Ruxyz = Rwxgyaz * < (Vg X, (VyJ) 2>

Ruxvz = Rowoxavaz (1.1)

En {22} se define

MW, X,Y,2) = Ruvys ~ Ryxgvaz



un tensor cuatro veces covariante que en el caso de las varie-
dades Kaehlerianas es trivial. Para una NK-variedad, este ten-

sor verifica las siguientes propiedades

(1) Ax{w,X,¥,2) = - MX,W,Y,2Z) = - AW,X,2,Y) = MY,Z,W,X).
(2) Mw,X,Y,2) = A(JW,JX,JY,JZ).
(3) AMw,X,JY,J2) = - XW,X,Y,Z) = XJW,JX,Y,2Z).
(4) M\wW,JX,Y,J2) = XW,JX,JY,2) = XJW,X,Y,JZ) =
= MW,X,Y,Z).
(5) A(JW,X,Y,Z) = XW,JX,Y,2) = -AW,X,JY,2) =

= MW, X, ¥ ,IZT) .

En {11} A. Gray define sobre una variedad casi hermitica
M, con estructura casi compleja J y conexidn de Riemann V, una
conexién D por

DXY = % (VXY = JVXJY)

para todo X, Yex (M), la cual hace J y < , > paralelos.

Representandoc por S al operador curvatura de la conexidn
D, entonces las 2-formas curvatura asociadas a S se representa-
ré&n por eij y estén dadas por~
eij(x,y) = Sijxy

Observacdidn 1

La expresién de la conexidn hermitica D corresponde en la
familia de las NK-variedades a la segunda conexibn {17} (p.143).

De {11} se deduce f&cilmente que

= -1
Swxvz = Ruxyz -~ 7 A (W.X,¥,2) +
+ % A(W,Y,X,2) - % A(W,2,%,Y) (1.2)

Se define



\ = 3
T (W, X:¥,2) Swxyz ~ Fuxvz

para todo W,X,Y,Zex(M)

Y T es nuevamente un tensor cuatro veces covariante.

LEMA. T.t.l.

EL tensoh T vendgica

(1) TlW,X,¥,2) = -T(X,u,Y,2) = -T(0,X,Z,Y] =
= T {V,Z,0,X)

(2) t(Jw,JX,3v,327) = T(W,X,Y,2)

(3] TlW,X,Y,3Y) = oA (0,Y,X,3Y)

(4) T(W,X,Y,2) - TlW,X,JV,3Z) = -A(6,X,¥,2)

(5) t(W,X,¥,2) - t(w,X,Jv,JZ)

T (W, JX, Y, 2] #

+

T(W,JX,Y,J32).

Demostracidn.-
(1), (2) y (3) son inmediatas, se prokardn (4) y (5).

T(W,X’Y,Z) =

Loowx,x,m) + w,Y,x,2) -

= %X {WIZ IXIY)

oW,X,3¥,32) = - SNW,X,J¥,32) + pAW,I¥,X,32) -
1 _

- —4—)\(W,JZ,X,JY) =

1 b

= —2->\(W,X,Y,Z) + ZX(W,Y,X,Z) =

- :—‘LI-)\(W,Z,X,Y)
Restando se obtiene (4).

para demostrar (5) se tiene

_



T W, X, Y57) .= TUW X, d¥;dZ) = = k(WX ,¥,;7)

T W, IX,3¥,%) + T (W, JXz¥ ,J2)

= = %),(W,JX,JY,Z) £ %)\(W,JX,Y,JZ) + %).(W,JY,JX,Z) 4
gL i et 1 i
+ 1w, ¥,0%,32) - $AW,2,3X,3Y) - TA(W,J2,3%,¥) =
A S 1., . 1 i
= - (W,;IJX;0Y¥;Z) + Z)\(V\,X,X’Z) - Z-}\(W,Y,X,Z) +
S| T o
+ ZA(h’Z'X’Y) = ZA(W,Z,X,Y) = —A(W,X,Y,Z).

Utilizando la formula (1.2) se obtiene la relacibn entre
Qij ¥ eij en funcidn de :. En efecto, puesto que
Sl = R.. + L¢3
ijxy Fljyy T, 3o Y)
para x,yeMm, se tiene

eij(x,y) = Qij(x,y) + T (L] rX,Y) {18

6 abreviadamente 0.. = Q.. + T..
1] 1] 1

Okservacibn 2.-

Frecuentemente, por comocdidad de notacidn se representaré

k(ei,ej,x,y) = _)\(iljlxl}’)

se utilizard asf mismo el mismo convenio para tensores andlogos.

§2.- Primena clase de Chenn de fLas NK-varniedades.
Es bien cornocido un teorema de Chern que afirma que si

) es la matriz de las dos formas curvatura complejas de una

(Qij

variedad kaehleriana, M entonces

5 : 1
3 & = e Gy
c_et(v.j T E.j)

es la suma de formas diferenciales gque representan, via el teo-

rema de De Rham, las clases de Chern cde M.



En {11}, A. Gray ha demostrado los resultados siguientes:
TEOREMA. -

Sea M una vaniedad casi-heamitica, compacta, con conexién
nimaniana V y operador curvatura RXV (X,Yex(M)) y sea S el cam-
po tensonial de tipo (0,4) defindido poxn

1 1

wxyz = 7 Ruxyz * 7 Ruxgysz *
1

S

+

v Y, (v, 312> -
1
- <V, 312, (V,T)Y>

W,X,Y,Zex (M)&C. Sea (Ei,Ef = JE;) 1<i<n una referencda Local

A
s0bre M y
Eghd) = SXVE/;Ej - /T SXVELE;
X,Yex (M) &C.

Entonces det(éij = 7;%77 Eij) estd defindida globalmente

y utilizando el teornema de De Rham, representa La clase total
de Chenn de M.

En la demostracién del teorema, se construye la conexidn
D, anteriormente citada, y se representa por S su operador cur-

vatura.
COROLARIO a) .-

Si M es una NK-varniedad, compacta entonces La clase total

de Chean estd dada ponr
1 =
donde ELJ(X,V) = eij(X,V) - /TTeij,(X,V)

Y eij son Las dos formas curvatura asociadas a S, donde

- 12 =



Suxyz * Rgwyz * TIR.X,Y,Z]

w,X,Y,Zex (M)eC.

Es interesante también observar que en el caso qgue M sea
una variedad kaehleriana, se tiene el resultado de Chern citado
anteriormente.

COROLARIO b).-
S4L M es una NK-variedad compacta, entonces La primera cla-

se de Chenn Y1 (M) estd dada pon

I - 1 .
Yl(X,V) b i=7{nyE¢Ez - 7A4VXJ)EL,J(VVJ)E{>} t2z.1)

Asi mismo en {11} se demuestra que la curvatura biseccional

holomorfa BYY y la curvatura Ricci pXY de una NK-variedad M es-

t&n dadas por

= _ 2
Bxy = ¥xy * ¥xgy 2“(VXJ)Y”
N )
Pxy = 2 {Bygyp gp.t 25 (Vxd) By, (VI E>) ' b2..29
i=1 i"71i
donde X,Yex (M), [|X|| = ||¥]] =1, <x,¥> =0y (E; ,JE;) es una

referencia de campos sobre un abierto de M.

§3.- Segunda clase de Chern de Las NK-variedades.
Utilizande La expresdidn del detemminante, La cual dd La

clase total de Chenn, para La segunda clase se obtiene

Yo (W,X,Y,2) =

/—T 2
(—) £ {2, A8B.. - BE...8..}(W,X,Y,2) =
AL 1 44 44

- AUF =



- igj {(-7=1 05,20~ 0- /:Iejj*) -

- (0,. - /-1 eij,),\(eji - /-1 eji*)}(W,X,Y,Z) =

= = EefEg o AP0y $99% sog
aTZ B *
4t i<j i 35 ij

+ /-1 eijhe + /—leij*Ae.. + 6 }(W,X,Y,2) =

ja ij’""e

gt ji*
1 a2 e i
InT ifj{eii*,\ejj* eij eij*ﬂeji*

- /:I(eijAe + Gij*aeji)}(W,X,Y,Z)

ji*

para todo W,X,Y,ZeX (M)eC.

LEMA 1.3.1.

Sea M una NK-variedad con 2-forma curvatura, asociadas a

s,eij, entonces
eLjAej‘:* + e‘(:j.p\ej‘é = 0 (3-’)
Demostracibn. -
SijAeji* + eij*l\eji = eij/\(eji* - Gij*)

para todo W,XeX(M)&C, por (1.3) se tiene

818 (WrX) = 8450 (W,X) + T4, (W,X) =

= 050 (,X) = FAW,X,3,1%) +

+

%‘A(WIjlxli*) = %‘)\(Wri*rxlj)

analogamente,

= 055x (WoX) = =R, 40 (W,X) = 7,4, (W,X)

- 34 =



= -0, (W,X) + FAW,X,1,35%) - FAW,1,X,3%) +

+ MW, 3%,X,1)
sumando
eji* (W,X) = eij*(W,X) = waji* = waij. — X(W,X,j,i*)

por (1.1) se sigue el lema.

De la misma forma se prueba que eji* = 613*

ast eij*aeji* = B;j*, de donde, se tiene demostrada la siguiente

PROPOSTIETON 1.3.72.
La segunda clase de Chean de una NK-variedad compacta estd
dada ponr

Yo (W,X,Y,2) =

y Z%r .f,{eiéahejj. - 6%y T opeleX,y,Z)  (3.1)
£44

Utilizando (1.3) la segunda clase de Chern se puede escribir

“en funcibn de T como

4m%Y, (W,X,Y,2)

ERALC TR & R

(Q + 1

13 % Tig? " T g+ Ty P HEXY,E) .

Se sabe, {23}, que dada la matriz Q = (Qij) se obtiene su
Pfaffiano de orden cuatro como la rafz cuadrada de su determi-

nante, el cufl resulta ser

= P5 =



R12 "2 Ras = Qasz »~ Was + Qi ~ R23

Analogamente, para la matriz 6 = (Gij), su Pfaffiano de orden

cuatro seria

Ol o et g
13123 31L%
= By « Baw — B1y & Uza F Ban x Opp
de donde la expresibén (3.1) se puede escribir de una manera

equivalente

4%%Y s (WyX,Y,2) = £ @

! - j*(WIXIYIZ)
i<j

ii*j

de una manera mis general se puede considerar asi mismo el Pfa-

ffiano de orden 2k 0. . , de la matriz 6 = (6..), 1<i,j<2k,

fIRRE T | ij — —

1 2k

entonces

1

0. 1 = b e(p) O, .
ll"'12k 2k k! pe‘;Zk 10(1)10(2) Ame BA
o0 oA ei i =
p (2k-1) "p (2k)
="RVelto) "0

i i Ao o oA e- T
(1) p(2) 1o (2k-1) Tp (2k)

donde I' estd extendida a las peG%k que verifican
p(1) = 1
p(3) < pld);...:p(2k=-1) < p(2k)
p(l) < p(3) < ... < p2k-1)

y donde(SZk representa el grupo simétrico de grado 2k, con lo

que

= 16 =



2k o
TR "ol e T TR R TR
P P 20 e lgedoye

§4.- K-6sima clase de Chean de una NK-variedad

A B 2
Se sabe que Pf ( ) = (V—l)k det (A-v-1B) donde A y B
’ =B A

son kxk matrices cuyos elementos pertenecen a un anillo conmu-

tativo sobre los nimeros complejos tales que tA = -Ay tB = B.

LEMA T1.4.1

Sea M una NK-variedad, compacta entonces La k-Esima clase

de Chenn estd dada por

(2alfr, = X b3 )

dopde TR o g e~ 5 y £ Byt L
Demostracidn
Puesto que ‘ L
Slodise wsee Bar v
11 1,1
en*Y, = "DF 1 det |..... e el iy
11<..<1k - ; ...... ...é....
ipiqece.e i1,
considerando A = (ei i ) vy B = (Gi i*) que evidentemente veri-
P g e
fican tA = -A, tB = B se tiene

= 17 =



2 (0 5) (038
il PR e R S - -
: P i
i k
P g P g
1
= feapsE L B ki =
11<..<lk 1 k™1 k
= z Qe 2
: " b, [ SRR, BN 8.
11<..<1k 154 k7k
siendo g2k - n? + Tz)k se tiene
k = 2 21k -
i Yk i <2 <i s )ilii”ikii B
1 o '
kK k o
- 5 (3 (r) sz 2% AT2r) '
. . - =95 L
iy<..<ip r=o ii%.. . dpif

En {24} se define el 2k-&simo operador curvatura de una

variedad rimaniana por

2k
R " 3 = Q. ;
190015039730k 10003,

y se demuestra que este operador satisface la primera identidad

(jll""jzk)

de Bianchi generalizada. En {10} se prueba que dicho operador
curvatura también verifica la segunda identidad de Bianchi ge-

neralizada.

A diferencia de lo que sucede en las variedades kaehleria-

nas, para las NK-variedades
2k 2k
: c  aw aw P R o BT
2y sdapdy-+305 tg-+diogdy=sdog

La curvatura seccional rimaniana de orden superior esté

definida por

- §8 =



B © B0 e iid oo
1°° "2k 1 2k 1 2k
Para las NK-variedades se tienen las generalizaciones si-
guientes. De (1.2) se tiene:
G

S =S

WXY*Z* WEX*Y?7 WEX*Y*Z* ~ PWXyZ
Definiendo
2k : .
s s ; = 6. . K peeidon)
igeedinpFq-T0x 1001 1 2k
se tiene
Szk n SZk

3 . - . * = 0 - 3 .
lg=-Topdf==3%%  Li-=ix;di--Iox
Aunque S no verifica las identidades de Bianchi, en {15}

se prueban las siguientes expresiones

& P

XYz Swxyz xvz < (Vyd) X, (Vyd) 2> (4.1)

S (V..8) = -1 ww.mnz, .S (v, 3) (V.3 % (4.2)
VWX vowWxyz 2 Y VWX 'V W .

Ahora, en funcidn del operador Szk, se puede reformular

el lema 4.1 de la forma siguiente

LEMA T.4.2.

S{i M es una NK-varniedad, entonces

k X . 2k
b = S L X
(2m) k(‘l""LZh) . Sj,j?..jkjELI..Lzh

J1%e < ap

- 19 -



COROLARIO 1.4.53.
Si M es una NK-varniedad, entonces

. . = .* :*
Yk(LI""’LZh) = Yh(LI,...,LZh)

§5.- Canactendizacién de algunas formas de Chern sobre Las sec-

ciones holomorfas

Es bien sabido que para una variedad casi hermftica, dado

o - =k

un punto meM, el tangente Mm y una J-base local {ll"lnll"ln}
entonces una seccidn holomorfa de M en el punto m, es un sub-

espacio H de Mm engendrado por una base de la forma {iliI...

"'ikii} con 1<k<n (es decir, H es cerrado para J).

Se representard por CHERN (M) el anillo de las formas que
son combinaciones lineales constantes de las potencias de las
formas de Chern Yl""’Yk" y también de las dos formas de
Kaehler F sobre M. Los nfimeros de Chern usuales son los elemen-

tos del subanillo engendrado por Yl,...,Yk.

TEOREMA 1.5.1.
Sea M una NK-variedad, entonces:
a) 44 La primera clase de Chenn Y, (M) es no:negativa sobre
Las secciones holomorfas, entonces Y? es no negativa sobre

Las 2k-dimensionales secciones holomornfas.

- 200 =



b) 54 M posee tensor de Riced p no positivo, entonces

(-1)k Y? es no negativa sobre Las Zk-dimensionales seccdo=
nes holomongas y estrnictamente positivas para Las NK-va-

niedades no kaehfernianas.

Demostracién.-
Por (2.2)
< {
pi(X;¥) = iil {<Ry; E; JE;> + 2<(VXJ)Ei,(VYJ)Ei>}

para todo X,YeX (M) siendo {El""En'JEl""JEn} una base en meM.

Por (2.1)
= 1
2y, (X,¥) = izl{<RXYEi,JEi> - §<(VXJ)Ei,J(VYJ)Ei>}
de donde
¥ = {
piX,Y) = 21V, (X,JY) = & R - R o
! jo1  XJYE,JE, XJYEJE,

1 .
+ 2<(V I)E;, (VGI)E > - 7<(VXJ)Ei,J(vJYJ)Ei>} =

5
5 <(VXJ)Ei,(VYJ)Ei> (51)

Se ve que.'Y1 es invariante por J. En efecto de la expresibn

de Yl y utilizando la tercera condicibén de curvatura, se tiene

. A% 4
Y, &, Y) =57 iil {RXYEiJEi < (Vg E; ,J(VyI)E; >}

{

1 _
. - §<(VJXJ)E1'J(VJYJ)E1>} -

[ =)

A |
¥, (3X,JY) = 5% RIxJYE.JE.
1 3 1

= 2 s



4t 1
= 77 iil {RXYEiJEi 7< (Vg3 E; T (VyI) E;>}

de donde Yl(x,Y) = Y, (J%X,3Y).

Asi mismo, de la antisimetria de Yl' Yl(x,JY) = Yl(Y,JX).

Se define ahora ?I(X,Y) = Yl(X,JY) entonces, ?I(Y,X) =

Yl(Y,JX) de donde teniendo en cuenta las anteriores propieda-

des
Y, (%, =Y, (0,%).
Adems, ¥, (JX,3Y) = - Y; (3K, ¥) = Y, (X,39) = ¥  (X,¥)
asi, ?1 es una forma bilineal, simétrica e invariante por J.

Se considera la base {1,1*,...,n,n*} que diagonaliza a Yl,

de modo que respecto a ella las componentes no nulas son:

¥1(1,1) = v4(1,1%)
Y (k,k) = ¥4 (k,k¥)

Vo (1%,1%) = ¥, (1,3%)

¥p (k*,k*) = Y, (k,k*)
de donde
WK (108 pne galo®) = b ¥y 01, 15Y Yy KN (5.2)
asf, se sigue la primera parte del teorema.

Para probar la segunda parte se toma en (5.1) ¥ =X

n 27
217, (X,3%) = p(X,X) - % g HCGIE

i=1

— DD} =



entonces bajo las hipdtesis de b), :se. tiene que Yl(X,JX)iO

para todo XeX (M) y Yl(X,JX)<O en las NK-variedades no kaehleria
nas; asi, teniendo en cuenta (6.2) se sigue la segunda parte del

teorema.

LEMA T1.5.2.
Sea M una NK-variedad, con curvatura seccional no negativa

(no positiva), entonces R* es no negativa sobre Las secciones
P g

holomonrnfas.

Demostracibén.-

Por definicién se tiene

L £
Rijagyexke1rr = ©

ii*jj*(klk*llll*) =

= (@p5a ~ Qe m 050 Dy

o2 Qij* ~ Qi*j) (k,k*,1,1%)
para cualquier ocho dimensional seccién holomorfa (i,i*,j,j¥*,
ki k¥, 1,.1%),

De {10} se tiene

@) (R & 844 (kK4 1,1%) =

Q5 (k%) Q0 (1,1%) = 0,0 (k1) 24, (k*,1%)

+

+

Ry5a (0 1%) 0 0 (k1) + 0,4, (k%,1) 845, (k,1%)

= Qe (k%10 00, (k1) + 055, (1,1%) 20, (K k*)

= D



= RyjeppsRygr11r ~ RigwaRygeeenr ¥

R;jap1#Rigers1 T Rigaxx1Ryjenar ~

4

= Ryjeps1#Rygekl T Rizw11#Rjgennc-
B) = (R4 ~ Ryuge) (KK*,1,1%) =

e 2 2
Rijxk#Rixg*11% + Rijka * Rigxix ©

2 2 ot
+ Riger1r T Rigerx T RijrasRisgeiss
o) (Ryga ~ Rpug) (kok*,1,1%) =

= 2 2
= RyjuppaRing11s T Rigax1 + Rigegax ©

2 2
+ Rixgry ¥ Riger1sRisgrrr ¥ Rijegsl

Ssumando y teniendo en cuenta la tercera condicibn de cur-

vatura se tiene

L3 o
RYjwigakk*11% = Riivkk*Rige11x ¥ Rige11#8jjekks i

2 2 2 2

+ {Rijx1 * Rigee1x * Rigxax * Rigesr *
2 2 2 2

+ Rijugp + Ringir * Rigwkis + Rigwie!)

- 2{Ryup Rygek1 ¥ RizrkasRigex1s *

* RygppeRigiie ¥ RigagaRigerne’ 152
Evidentemente, los términos que aparecen en (5.2) no depen

den individualmente de ningfin vector sino de los espacios

_724_



W= <k, k%, 1,1%> § ¥ & Si;0%,5,3%
asi se es liﬁre, de tomar estos vectores de la forma m&s conve-
niente.

Se definen las formas bilineales y simétricas ® sobre W y

Y sobre V de la forma siguiente

4
oiw,x) = I { - <(V.J)e_, (V. d)e >}
p=1 RWerep W jo) X P
4 :
Y(L,Z) = I 1Ry, oo = <O 3)E (W 3} >}
Eeil g A o

para todo W,XeU, y para todo Y,ZeV donde {ep}({fp}), es una ba-

se de V(U).
Es ficil ver que ¢ y ¥ son simétricas e invariantes por J.

Teniendo en cuenta que {ep} y {fp} son J-bases
o(W,X) = &(X,W)
® (JW,JdX) = & (W,X)
Y(¥,Z) =¥%UZ,Y)
¥ (JY,J2) ; ¥(Y,2)

Se considera que {k,k*,1,1*} es la base de U que diagona-
liza ¢, asi mismo que {i,i*,j,j*} es la base de V que diagona-
liza Y.

Utilizando estas dos bases en las expresiones de ¢ y ¥, y

la primera identidad de Bianchi se tiene

8= 900 = Bygns T Bginas T Bgay T Bpgeage
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|

<(VkJ)i,(VlJ)i> = <(VkJ)i*,(VlJ)i*> =

V33, (V13) 3> = <(V, ) 3%, (V3)3*> =

= Brsng ¥ Bregwiae ¥ Bgag * Brgegge

2<(VkJ)i,(VlJ)i> - 2<(VkJ)j,(V1J)j>
por (1.1)

Ryiiwis * Regwgie © Brgrwge ¥ Rpgugrn

T Rypixixg T Riiwqsy

de donde, elevando al cuadrado

- 2 Riixk1#Byxk1% T Rigrgax * Rijupqe 2 0
An&logamente de
"0 = 9%(k,1*) se tiene - ZRii*klej*klio
0 = ¥(i,j) se tiene - 2Rij*kk*Rij*ll*io
yde 0 =VY¥(i,j*) se tiene - ZRijkk*Rijll*;o'

Para demostrar el lema, teniendo en cuenta la expresidn
(5.2) y lo anteriormente demostrado, es suficiente probar que
los dos primeros sumandos son no negativos, cualquiera que sea
el signo de la curvatura seccional.

Se estudian todos los posibles casos, teniendo en cuenta
el hecho fundamental de la eleccidn de la base.

1) si la curvatura seccional K es no positiva, teniendo
en cuenta la expresidn que relaciona la curvatura seccional y

biseccional holomorfa en las NK-variedades

— _ 2
Byy = Kyy + Kygy 2] (VXJ)YH

- 26 -



se tiene

R = K.q +.K

ik - 2] (k|2

Ti*kk* ik*

S Kuw 4 Ko

i 2
j1* Kype - 2l

Ryge11s
ambos té&rminos serfan no positivos .y su producto, no negativo.
Para el otro sumando se procede de manera an&loga.

2) Se considera que la curvatura seccional es estrictamen-
te positiva.
a) Puede suceder que tanto ¢ como Y sean definidas posi-

tivas o negativas, en este caso por la anterior eleccibén de la

base se tiene

o bien

¥{d 1)

¢(k,k) = ¢(1,1) Y330 =

Teniendo en cuenta que

?(k,k) + &(1,1) = ¥(i,1) + ¥(3,3)

ya que
o (k,k) = K;p + Kipy - 2[|(\7iJ)k|(2 +
* Ky + Kypw - 2| (ij)kll2
@(1,1) = Ryy + K = 2[[ (V1|2 +
+ Kjl + Kjl* - 2][(ij)11|2
Y(1,4) = Bop + Kype - 2|[(7,00%]]2 +
+ By ¥ Egqp - 2| (\7iJ)1[|2

- DiTE



+ K=

- 2]] ¢ ij)kll2 +

jk Fk*
* Ky + Ky - 2][(Vj\:r)1||2

o bien , de un modo simplificado

d(k,k) = A+ B

0(1,1) = € ¥ P

Y(i,i) = 'A + €

¥43:;7J) = B + Db
entonces @(k[k) - ¥(i,i) = 0 = B - C, de donde B.C>0
De &(k,k) - ¥(j,j) = 0 =A - D, se tiene A.D>0
Asi, se sigue el resultado.

o]

b) Para el caso en que

ni negativas de:

®(k,k) + ¢(1,1)

y ¥ no sean definidas positivas,

Vi g) + ¥ (J.3)

se sigue que pueden ocurrir dos subcasos:

b,1) o(k,k) = A
®(1,1) =C
Y(i,i) = A
¥€j.3) = B

b,2) ¢(k,k) = A
¢(1,1) = €
¥(i,i) = A
¥(j,3) = B

28
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B=1
D= -1
gist=i
D=4
B =1
D =-1
& & i
D = -1



Se analizar& el primer caso, puesto gue el segundo es an&logo

®(k,k) — ¥(3,jJ) = 0 =2A - D de donde A = D y A.D>0
Y(3,3) - ¥(i;i) =2 = B - C de donde B = € + 2
Y(i,i) = -1 = A + C de donde A = -1 - C

A8 =8 .= 1.+ 2€ 25€8° ¥ Boe.= €° ¢ 2€

Asi A.D = 1 + B.C y A.D>B.C de donde A.D + B.C>0 lo cual termi-

na la demostracidn.

COROLARIO T.545+
Sea M una NK-variedad compacta, con curvatura biseccional
hotoémonfa no negativa (no positiva), entonces R* es no negativa

s0bre Las ccho dimensdionales secciones holomonrngfas.

La demostracidn es inmediata a partir del lema anterior,

teniendo en cuenta la f6rmula (5.2)

Observacibn 3.-

Con la hipbtesis del corolario I.5.3 las bases {k,k*,1,1*}
y {i,i*,j,j*} es suficiente tomarlas de manera que diagonalicen

respectivamente a Y y ¢.

LEMA T1.5.4.

Sea M una NK-variedad compacta con cuavatura seccional no
negativa (no positiva), entonces S*es no negativa sobre Las ocho

dimensionales secciones hofLomorngas.

= 29 =



Demostracidén. -

Para cualquier ocho dimensional seccidn holomorfa {i,ix*,

j,i*,k,k*,1,1*} se tiene

b = * *
Siirjirkkx11% = Oyjagqe (Kok*,1,1%)

{0 8 - 62 82,3} (k,k*,1,1%)

1i%® = T g ij s

Obsérvese, que se utilizé el hecho que S =S

WXY*Z* WXYZ®

Por un desarrollo anflogo al del lema I.5.2,se tiene:

4 -
S1i*ji*kk*11% = SiiskkaSjia11r T Sigw11xSyyekps t
2 2 2 2
* 20Si5x1 * Siqkax * Sijar1 * Sijekawl
= 2085 5up1S gax1 * Sigan1#Siqexie *
T Sigkk*Sig1ax t SigepaaSigeige’ L
De (1.2)
_ 1 . o
Sijij = Rijig — 7 (V3N 3, (V;3) 3>
- 1wy, a1
7 <(V;3) 3,V
de donde
_ .3 . .
Sij19 = Rigiq = § <VD3, (9,9)3> (5.4)
De (4.1)
o ole ™I 5 ~
Siivkk* = “Sigeiwx T Sipywix

= <AV YT T -

= <(VyT)k, (VW J) i%>
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de donde

S 2||(ViJ)k||2 (5.5)

ii*kk* © Sikik t Sik*ik* T
Evidentemente (5.3) no depende individualmente de ningln vector,
inicamente de los subespacios

V= {i,i*,5,3*%} y U = {k,k*,1,1*%}

.

Se define las formas bilineales y simétricas

®(W,X) - <(VWJ)ep,(vXJ)ep>}

|

o]

I ™
A
wn

4
¥(y,z) = I {SYf 7 £

= (O TVE = (V. TVE =}
by Z
1 p?tp p P

Para todo W,XeU y para todo Y,ZeV, donde {ep}({fp}) es una ba-

se de V(U).

. Evidentemente ambas formas son invariantes por J. Se eld-
gen las bases de la siguiente forma {k,k*,1,1*} es la base de
U que reduce a ¢ a su forma canbnica y {i,i*,j,j*} la base de
V que reduce a ¥ a su forma candnica. De esta forma se hace
una discusibn anfloga a la del lema I.5.2.

Se ve primeramente que los dos primeros sumandos son no
negativos; en efecto

1) Si la curvatura seccional K es no positiva por (5.4)

se tiene gue S <0 para todo i,j y por (5.5) Si <0 para

ijij— i%jj%
todo-i,j asi, los dos primeros sumandos son no negativos ya que

son productos de dos curvaturas biseccionales de S.

2) Se considera ahora el caso para el que la curvatura sec

cional K es estrictamente positiva
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®(k,k) = Sjpip * Sigkik* 2||(viJ)k||2 -
=" 2
* Spax * sjk*jk* 2H(ij)kH
®(1,1) = S;q47 + Sj1#i1% 2}|(viJ)1]|2 +
o 2
+ 55141 * Sy1xy1% 2H(VjJ)lH
¥(i,1) = Sypqp * Sigwik* 2|[(viJ)k||2 +
- 2
+ 83741 * Sppegax — 2I1 Tyl

L e i _ 5
¥ (Jedd = Bk * Sik*jk* ZH(VjJ)kH +

* 85041 F Sj1%g1% - 2| (VjJ)1|]2
o también
d(k,k) = A' + B'
&(1,1) =¢c* + B’
Y(i;i) = BRY + ¢!
¥(3.3) = 8" * p'

ahora se tiene

®(k,k) + @(1,1) = ¥(i,1) + ¥(3,3)
a) Si ¢ y Y son definidas positivas o negativas

¢(k,k) - ¥(i,i) = 0 = B' - C' de donde B' = Ch

B'.C'_>_0 N

I
o

o(k,k) - ¥(j,3) = 0 = A' - D' de donde A'

A'.D'20.



b) Si ¢ y ¥ no son definidas positiﬁas ni negativas pue

den suceder dos casos
b,1) ¢(k,k) =1
¢(1,1) = -1
Yi(ii) = #1
P3N =<1

b,2) ¢(k,k) =1

o(1,1) = -1
Y(i,i) = -1
W(JIJ) =1

Se analiza el segundo caso

®(k,k) - ¥(j,j) = 0 = A' - D' de donde A'.D'>0
¥(j,j) - ¥(i,i) = 2 = B' - C' de donde B' = C' + 2
Yl d) = ~L=A' + €. A =s=1=g

EUE = 128" + Y B'.GM = 20t Wil

Siendo (A')ziB'.C' se sigue que los dos primeros sumandos

son no negativos.
Para probar que los filtimos cuatro sumandos de (5.3) son

no negativos se utilizan las diagonalizaciones de ¢ y Y. Asi,

+

0 =0(k,1) = Spy135 * Skix1ix ¥ Skg15 * Skgr1ge

= 2<(VkJ)i,(VlJ)i> = 2<(VkJ)j,(VlJ)j>

Utilizando de nuevo la invariancia de S por dos J se tiene:
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Sgitwix * Spiwira - 2 <V, 01, (V,9)1> +

Sgi1wgx * Spgugra - 2 <V, 37, (V,3) 3>
Por (4.1)

O = Spawgis * Spiugqys

= 2 2
S11%k1%5j5ak1% = Sisaxix * SSjuprs

De ¢ (k,1%*)

0; ¥(i,j) = 0 y ¥(j,j) = 0 por un razonamiento
andlogo se deduce que los otros tres sumandos son no negativos

y asi se sigue el resultado.

COROLARIO 1.5.5,
Sea M una NK-variedad entonces:
a) S& La curvatura biseccional holomorga es no positiva,
entonces S* es no negativa sobre Las ocho dimensionales seccio-
nes holomonrfas. En particular S* es estrictamente positiva, 44

M es una NK-uanéedad no kaehferiana.
. . 1 2
b) Si para todo X,YeX (M) se tiene Reixyiy > 7 H(VXJ)VH/

entonces S* es no negativa sobre Las ocho dimensionales seccio-

nes holomongas.

La demostracidn es inmediata a partir de (5.3) y de (1.2)

haciendo w = X, X = JX, Y=Yy 2 = JY.

- 1 _
Sxaxvsy = Bxgxvgy * T <(VxI) Y, (V;,J)Jv>

= 34 -



1
S <(VXJ)JY,(VJXJ)Y>

entonces

S =

o &
XJIXYJIY Ryaxvay 2 I (VXJ)Y”

TEOREMA T1.5.6.

Sea M una NK-variedad con curvatura seccional no negativa
(no positiva), entonces La segunda clase de Chean Y2 (M) es no

negativa sobre Las seccdiones holomonrnfas.

La demostracibn es inmediata a partir de los lemas I.4.2

v T 5uds,

COROLARIO I1.5.7.

Sea M una NK-variedad entonces:
a) S4 su curvatura biseccional holomorfa es no positiva,
La segunda clase de Chern Yz (M) es no negativa sobre Las seccdo
-nes holomornfas. En particularn, es estrictamente positiva para

Las NK-variedades no kaehlerianas.
b) Si La curvatura biseccional holomorfa verdifica

By > 1A H(VXJ)VH2 para todo X,YeX (M), entonces Y, (M) es no

Xy

negativa sobre Las secciones holomonrnfas.

La demostracidn es ‘inmediata a partir del lema I.4.2 y del

corolario T.5.5:.
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TEOREMA T1.5.58.

Sea M una NK-variedad con curvatura seccional no negativa
(no positiva). Entonces Y3 (M) es no negativa sobre Las ocho d4L

mensionales secciones holomongas.

Demostracibn. -

Sea U una ocho dimensional seccién holomorfa. Se define

J: AZ(U) — A2(U) por J(x A~ y) = x* . y* y, evidentemente,

Sobre A% (U) se define L(E,n) = Y2 (£,Jn) para todo &,neh? (U)
Y, por la naturaleza de Y2, L eé una forma bilineal y simétrica.
-Se considera
S = 1w ~ x/w,xeU  ||w|| = ||| =1 y <w,x> = 0}

y se define f: S —> R por

W A %) =" LW ~ X,W o X) = = Yolw a X, w* o x*) =

Yo (w,w*,x,x*).

Siendo S compacto y f continua, f alcanza un m&ximo sobre
S que supondremos es sobre y . 2eS entonces <y,z> = 0. (y,z)
se pueden considerar como parte de una base ortonormal de U,

z* pertenecerd también a dicha base y en consecuencia <y,z*> = 0.

LEMA (4} .
Sean X ;s Xj’
siderna que La seccidn (xé,xj) es un punto critico para La fun-

eibn K, curvatura seccional, restrhingida a La sub-varniedad de

X, parte de una base ontonormal de M . Se con

gunciones {(xi,xjc05(x+ Xp,seno ), entonces Las componentes de



La curvatura de La forma R... Aon cero.
: Lfik

Siendo y ~ z un mdximo de f, se construye la funcidn
fla) = £y ~ (cos az + sen au)). Teniendo un punto critico pa-

ra o =0 E£%(@) 4 o = s 0

f(a) = - L(y ~ (cos az + sen au);y ~ (cos oz + sen ou)) =
= - cos? aL(y ~ z,¥ ~ 2) - sen® aL(y ~ u,y ~ u) -
- sen 2aL(y ~ 2,y ~ u).
f'(a) = 2 sen.a cos @& L(y ~ 2,¥ ~ 2) =

- 2 sen a cos o L(y ~ u,y ~ u) -
- 2 cos 20 Ly ~ 2,y ~ u)

£ () /a=0 = —2L{(Y ~ 2,Y ~u) = 0

de donde L(y ~ 2,y ~ Uu) 0 es decir Ya2(y,z,y*,u*) =0

donde u es tal que <u,y> = 0 ?u,z> = 0.

Cambiando la orientacidn del planodeterminado por (y,z),
también se tiene Y2(z,y,z*,u*) = 0.

Teniendo en cuenta que f depende solamente del espacio cua
tro dimensional engendrado por {y,y*,z,2*}, asi se es libre de
elegir la seccibn holomorfa m&s conveniente. Tomando en la ba-
se de U y = l; z = 2, los términos de la forma Yl ,1%,2,0) = 0

para todo u ortogonal a 1 y 2.



Por el mismo motivo Y(2,2%,1,u) = 0. Se elige ahora 3,3*% .

con lo que se completarfa la base.

Se toma 3 de manera que la seccidn 3 . 1 sea miximo para

f en las secciones de la forma 3 . (1 cos o + v sen a) con v

ortogonal a 3 y 1.

Asf f(a) = £(3 ~ 1 cos a + 2 sen &) Ve (3,3% . v) = 0

¥2(1,1*,3,v) = 0.

Elegida la base, la expresidn de Y3 respecto a ella es:

Y8(1,1%,2,2%,3,3%,4,4%) =

=2 Yz (1,1%,4,4%) Y2(2,2%,3,3%) +
+ 2 Y2(1,2,3,4) Ya(1%,2%,3%,4%)
=2 Y2(1,2,3,4%) Ya(1%,2%,3%,4)
=2 Y2(1,2,3*%,4) Y, (1%,2%,3,4%)
+ 2 Y2(1,2,3%,4%) Y2 (1%,2%,3,4)
-2 Y2(1,2%,3,4) Yo (1%,2,3%,4%)
+ 2 Y2(1,2%,3,4%) Y, (1%,2,3%,4)
+ 2 Y2(1,2%,3%,4) Yo (1*%,2,3,4%)
-2 Y2(1%,2,3,4) Y2(1,2%,3%,4%)

Por el corolario I.4.3 los sumandos de (5.
drados salvo el primero que es no negativo por

De donde se sigue el resultado.
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COROLARIO I.5.9.

Sea M una NK-variedad compacta con curvatura biseccional

oy 1
holomonfa no positiva (Rysyugy > 7 [I(VXJ)VH2 para todo X,YeX (M))

entonces Y3 es no negativa sobre Las ocho dimensionales seccio-

nes holomonfas. En parnticular s4 By, < 0 entonces Yi es estrdc-

tamente positiva sobre Las NK-variedades no kaehfernianas.

Demostracién.-

Utilizando el razbnamiento del.teorema I.5.8, se obtiene
la expresibn (5.4). Por el corolario I.4.3, loé sumandos de es
ta exprésién son todos cuadrados salvo el primero que es no ne-

gativo por el corolario I.5.7.

§6.- Algunos nameros de Chean de Las NK-variedades.

En esta seccidn se representar8 por F(X,Y) = <JX,Y> para

todo X,YeX (M) la dos-forma de Kaehler de la variedad casi com

pleja M.

TEOREMA T.6.1.
Sea M una NK-vardiedad

a) Si La curvatura seccdional verifica Kyy> %H(VXJ)VHf

entonces se verndfica:

k n-k

(™ & ¥ 1% s ne i, 8% = 8

n-k-2

(F™ . 1 a Va1, 1% 00 0m,0%) = @

= 3G



(PR L TR g [0, Ry s

b) Si La curvatura seccional KXV es no posLtiva entonces

1% i Lt L g T 70 L SRR PP

e B Pl o3 B i S Y 2 d

5 et L R DR A LSRR R
Demostracidn. -

Se representard por {1,1%*,...,n,n*} la base que diagonali-

za Y3 (X,Y) asi Lo

™2 Ha) 11,19, 4 oo or i, =

= by YZ(ili*ljlj*).Yl(lll*”"’Yl(ili*)"'
i<y )

soe Yild,;3%) ee.¥i(n,nk*) (7.2

Teniendo en cuenta que en las NK-variedades

[ R}

1
{RrR - 5 |l {2 321 *}

_ A
Y1(x,9%) = == XJXE;JE;

i=1

Por el teorema I.5.6 Y2(i,i*,j,j*) es no negativo y por la ex-

presién de Y; (X,JX), teniendo en cuenta la hipétesis del teore-

ma y (6.1) se sigue que
(Yln_2 ~ Yz)(lll*l"'lnln*) i 0

M&s generalmente

= 40 =



F° A YPR2 vy @a,1%,...,m,0%) >0

si i # j entonces F(i,j) = 0 ; F(i,i) = 0 y F(i,i¥) = 1.

COROLARIO 1.6.2.

Sea M una NK-variedad

a) Si La curvatura biseccional holomorfa vernifica

1

Byy 2 7 H(VXJ)VII2 entonéeé
(FR . vk 0%, o) > 0
FE YRR ) 1,1k, n®) 2 0
(FE L TR v, ) 2 0
b) S4i La curvatura biseccional holLomorfa es no positiva
entonces

R LAt LNl N IR L IS
R TLALIT LT Sl N P T I LIy WS RN
(CfpRebiphs Jopprkadoc gy g 00, supmputhon e

En particularn, estas expresiones son estnictamente positivas

84 M es una NK-variedad no kaehlferiana.

La demostracibn es an8loga a la del teorema (T 18

- #3 =



LEMA T1.6.3.{14}.
Sea Y € CHERN (M) una forma de grado Zn, se considera que

para cualqudier meM existe una base holomornfa de Mm tal que

Y(1,1*,...,n,n*) es no negativa (no positiva). Entonces el nd-

mero de Chean {y} (M) es no negativo (no positivo)

TEOREMA T1.6.4.

Sea M una NK-variedad compacta de dimensién neal 2n.. SL

La cunrvatura secclonal venrnifica:

5
ny = 7 ”(VXJ)VHZ

sentonces Los ndmeros de Chenn c?(M) . c?'zcz(M) y c?'4cg(M) son

no negativos. De una manera més general Los ndmercs de Chenn

genernalizados
{F}k c?-k_zz cg(M)

don no negativos para £ = 1,2,

Demostracibn.-

Es inmediata ya que con las hipbtesis consideradas, se tie-

ne

YT (1,1%,...,n,n*%) > 0
(Y872 . Y;)(1,1%,...,n,n%) > 0
24 L YH 1%, ,n,mn%) > 0

Por el lema I.6.3, integrando estas formas, los nfimeros

o



c?(M) = IM Y¥(1,1*%,...,n,n*)0w

Crll—zcz(M) = jM (Y?-z ~ YZ) (lll*l°"lnln*)w
c?-4c§(M) = 8% L v3)a,1*,...,n,n%0

son no negativos, de donde se sigue la primera parte del teore
ma.
Para demostrar la segunda parte, se utiliza un razonamien-

to anflogo. Por la primera parte del teorema I.6.1 se tiene que
(Fk A Yl;,l_k) (1,1*,...,.1'1,11*) i 0

(FX . YRK"2 v,y (1,1*,...,n,n%) > 0

7k . YRR v3y@a,1%,...nm% > 0

La segunda parte se sigue ahora del lema I.6.3.

COROLARIO 1.6.5.
Sea M una NK-variedad compacta de dimensién real 2n. S4L

La curvatura biseccional hoLomorfa verifica

; _
Byy > 7 v, J1¥]l*

entonces, Los ndmenos de Chean c?(M) , c?_zcz(M) y c?'4c§(M)

40n no negatdivas.
De una manera mds general, Los nidmeros de Chern generali-

zados ' s
n-k-22£
{18 ¢y Ly
s0n no negativos para £ = 1,2.
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La demostracién del corolario y de los resultados siguien- N

tes son andlogas a las del teorema I.6.4.

TEOREMA 1.6.6.
Sea M una NK-variedad compacta de dimensibn neal 2n. S4i

La curvatura secclonal es no positiva, entonces Los ndmeros de
Chenn (-l)nc?(M) g (-I)nc?_zcz(M) y (-1)”c?~4c§(M) s0n no ne-

gativos. De una manera mds general, Los ndmeros de Chean gene-
nalizados

(-1} (FYR ofko2l Loy -
don no negativos para £ = 1,2. En particular, ellos son estnic-

Zamente positivos para Las NK-vardiedades no kaehlenianas.

COROLARIO 1.6.7.
Sea M una NK-variedad compacta de dimensibn nreal Zn. S&
La curvatunra biseccional hoLomornga es no positiva, entonces Los

ndmenos de Chexrn
1)), (-1 e M) g (-1 4 d )
1 1 2 1 2
don no negatdivos. De una manera mds genernal, Los nidmernos de

.Chenn generalizados

(-1)" (FYR (MRo2E £y

sdon no negativos para £ = 1,2, En particulan ellLos son esdtrnic-

Zamente positivos para Las NK-varndiedades no kaehlenianas.
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CEPLTRLY 11

- ’ u(s
ESTUDTO DEL ESPACIO HOMOGENEO REDUCTIVO M = gryrsud

§1.- Preliminares.

Sea U(n) el grupo unitario de orden n. Entonces
donde G = U(3) y K = U(1)x U(1)x U(l), es un espacio
reductivo. Si g y k son respectivamente las &lgebras

G y K, se tiene

g={a/a+%R=0=
ity 359 313
= { —ag, ity ajy / QijEC, tieR}
-a;3 "a53 ity
1t1 0 0
k= 4 0 it, 0 7 tieR}
0 0 1t32

12 213
m = {{-a;, 0 ays / aijec}
-a;3 a3 0

= 45 =
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M = G/X,

homogé&neo

de Lie de



La finica métrica rimmaniana bi-invariante sobre U(n) esti

dada por {20}.

= *) = B
<A,B> Re traza (A.B¥*) Re .Z.AijBij
153
para todo A,Beg donde B* representa la traspuesta de la conju-
gada de B.

Entonces m puede ser definida de la siguiente forma
m = { Aeg / <A,B> = 0 para todo Bek}

Se tiene que g = m#k, donde @ indica la suma directa orto-
gonal.

Notando por

0 a12 0
m, { -aq, 0 0 7 alzec}
0 0 0

y definiendo de una manéra an&loga M5 y mMy3 se tiene

& m

= By @ By © B9
PROPOSICION T1.7.1.
(1) [k,méj] c m
(2) Imypomygl < myg
[mygomgsl € myg
[myzomyg]l c myy

=i A6 =



(3) [m o

s oy M
L4 A
La demostracidn es inmediata teniendo en cuenta la defini- -

cibén del producto corchete de matrices.

Representando por

( 0 a O it1 0 0
(a12) -a 0 O y (tl’tz'tB) = 0 it, 0
0 0 O 0 0 it3
se puede escribir
[(tyrtget) s (ap )] = Gle, - tda )
la conexién de Riemann esti dada por
1
VX = 5 [%.¥],
para todo X,Yem. Asi mismo se demuestra gque {12}
i
<R(X,Y)Y,X> = r[x,Y_lm,[x,Y]m> +
+ <[X,Y]h,[X,Y]h> (1.1)

para todo X,Yem . Donde <;> indica al mismo tiempo la métrica
inducida sobre m y k.
Ademés,

(x,[v,2],], - 7 [¥.[x2],], -

)=

R(X,Y)Z =

|
|-

[[XrY]er]m = [[X,Y]k,z]

para todo X,Y,Zem . De donde,multiplicando escalarmente por Wem

= A =



<R(X,Y)Z,W> =

T <wlx vzl - Wy (x2],],> -
—»-21- <w,[[x,¥],,2],> - <w, [[x,¥],,2]> =
= - % <[x,w], .[Y,2] > + % <[v,w], . [x,2],> -
= % <[z,w], . [%,¥],> - <w,[[x,Y],.2]> 8k

§2,- Estructunas casi-complejas sobre M.

Se definen las aplicaciones lineales J__: m — m
Pg pq Pg

por Jpq(apq) = (iapq). Evidentemente, J;q = -1, ademé&s

)]

[(tqrtprtq) T

i (tgstp0t3) s (apy)]

=J
pq[

En efecto

)]

[y stnita) oT,, ¢

pq °pg (i(ty - tgliagy) =

Pq

e

= Jpq(i(tp = tq)a_p ¥ =

g = Tpgl (t1rtarty)s(ag

q

Adem8s J = a12J12 + al3J13 + a23J23 es una estructura ca-

si-compleja si y solamente si aij = Eij’ donde eij = 1

Ademis todas estas estructuras son casi hermiticas. En

efecto:
0 R4y B3 8 15185 S131%5
X = —512 0 253 JX = 5121512 0 €,31a,4
-a;3 33 O e13idyy  £53id,, ¢

= 48 =



Y = -b12 0 b23 JY = elzib12 0 523ib23
~by3 ~Byy O e15iby3 €531Py3 0
& =Byy “Pyg |0 -ep,iby, —e13ibyg
y* = 512 0 =-b,, (JY)* = -e121512 0 —€,41by3
Byy FBggl €° | ~e31b;3 ~€531Py3 °

aj,bip + 31P15 + 213P13

<X, ¥> = <3X,J¥>

+ a;3by3 * ay3Pp3 * 35305

Al conjunto de estas estructuras casi-hermiticas se le re-

presentari por J = {J(eij)} .

§3.- Estudio de Las estructuras casi-henmiticas.

TEOREMA TII.3.1.

J no contiene estructurasd kaehlferianas.

Demostracibn.-

1
(V)Y = Vo JY = JV,Y = 3 ([x,3¢], - J[x.,¥],)
M es kaehleriana si y sb6lo si para todo X,Yem se verifica
[x,3v],, = 3[x.¥],

tomando -

=549 .=



b12+

bzt -gpyla,,

- P e
te 3lay3b, 3 teyjia; by,
|, %], K

ia. b, .+ —el3ia12 13~
ia, .b -e,.1a 0
a 12%%13°12

“€121ay3

0
+€1p1853by,  -ej3iangby,
. ~€p3ia;,b 4

~

De aqui, M seria kaehleriana sf y sdlo si

- 50 -
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1.2 231 T3 125N egilc3 23 ¢ T2 23
lo cual demuestra el teorema.
TEOREMA. 11.3.2,
Las estructuras J(-;+;-) y J(+;-;+) son nearly-kaehlerianas.

Demostracidn. -

(Vo TJ% = ¥ IX = IV X = [x,9x], - 3[x,x],

asf M seri nearly-kaehleriana si y solamente si para todo Xem
[x,0%], =0

es decir
Llegg + Byglag38sg =

i(eyg = €45)a533y, =

i(-eq3 ~ €9p)2815373 =

Puesto que estas ecuaciones se han de verificar para todo aij

de donde se sigue el teorema.

TEOREMA T171.3.3.

Los elementos de J que no son nearly-kaehlenianas son her-

miticas.

Demostracidn. -

M serd hermitica si y s6lo si
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VXJY = JVXY + VJXY + JVJXJY =0
O equivalentemente

[x,3¢] - glx,¥],, + [ox,¥],, + glox,ay], = o0

tomando
s Bt 9 f12T%55  B451954
X = —512 0 a23 JX = slzial2 0 5231a23
;aj3 "ayy 0 ei3iagy ey3iay, ¢
0 Byg By 9 €991055 Ey51Py 4
Y = —512 0 b23 JY = 8121512 0 5231b23
by3 hy3 O €133P13 £53ibyg I
Considerando, [X,JY] = (ey5) » J[x,y], = (@;4) - [9%,¥] =

= (e;) » [ox,0v], = (£,5) v glox,07] = (g;4)

Con esta notacibén M serd hermiftica si y s8lo si para todo

i,3ef1,2,3) i#j

cij = dij + eij + gij =0
de donde
15 = €13ia 3byy - £y31a,50,
€13 = 6127815053 = By3ia, by,
33 = €1p181,by3 + €13ia,5B),

andlogamente,

— 159 =



£12 = = £13%33213P23 ¥ ©13%53353P13
ti3 = = By3553515509 F BG5S PS
f,3 = = £12°13%12P13 * £1213%13P12
915 = T £12°1383 1313F,3 * €158138,53 1853b15
933 = = £93%13533 L8y Rsa * 84585803 1553P10
9y3 = = €1,6138p3 135P13 + €1,813855 a53by
Por las expresiones de cij y dij del teorema II.3.1
Eay ¥ Byp ~ Ei3 T F10813%3, 50
€ + 0

Bia 5 Sg2 o i Fgafqiafas 5

SEjy F B13 - Eg3 F E1of 4Euy =0
€93 ~ B3 * B2 T €12%13%28 T
asi, se obtienen seis ecuaciones repetidas, gque evidentemente

las verifican todos los elementos de J excepto la estructura

nearly-kaehleriana.

TEOREMA 11.3.4.

Todos Los elementos de J pentenecen a AH,.

Demostracidn. -
Es suficiente demostrar que los elementos pertenecen a

AH {13} y para ello es suficiente gue la curvatura seccional

3!
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sea J-invariante, es decir que
<R(X,Y)Y,X> = <R(JX,JY)JY,TxX>
para todo X, ‘Yem y para todo JeJ. En efecto:

X=X + X + X

12 13 23 ¢
Y = le + Y13 + Y23
asi,
[x,¥], = ifj[xij’Yij]

[x,¥], = [X50¥03] + [x5.%,5] + [%13:¥;,] +

+

[x137¥53] + [X55,%,,] + [x53,¥,5]

pues [X,Y]m = 0 si X,Ysmij y [x,Y]k = 0 si X e ¥ no pertenecen

a la misma componente ortogonal.
Ahora, el teorema es inmediato utilizando la formula (1.1)
En efecto

JX JX 4 WX + JX

12 13

23

JY = JY12 * JY13 ® JY23

Es suficiente demostrar que

<[x,¥],,[%,¥],> = <[3x,5v] ,[3x,3v]

>
m

<[x,¥],, [%,¥] > <[JX,JY]k,[JX,JY]h>
Pero

<[x,¥]pa[x0¥ly> = <[x1507 3]0 %507 50> +
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+ 29[y, ¥ 5] [y 501 ]> 4
+<[x30¥ ][R 30Y ] 4
+<[xp 3] h[X 0¥ 50> +
+2< X 50¥ 3]0 [Xp30¥ 5> #

+ <[x 1> +

23+ Y12 1 [¥p3:¥y,
* <[X13'X23]'[’(12}"‘23]> ”
+2<[x50%55] 1 [Xp30¥ 5> +
+ <[%y30713] F[Xp30¥45]>-

Procediendo de manera anfloga para <[JX,JY]m,[JX,JY]M> se prue-

ba de manera inmediata que se verifica la igualdad.

Asi, si
0 a 0 0 0 c
Ryg. = -2 0 @0 Xyy = 0o 0 O
0 o6 o -c 0 0
0o 4 o0 g ‘@ b
T, ¥ -4 0 o0 ¥yg = 0o 0 O
0 0 0 -b 0 0

<[X12’3{13]'[X13'Y12]> =

= 85 =



—Traza 0 0 -ab 0 0 -cd =

= - abcd - abed.

0 élzia 0
JX12 = slzla 0 0
0 0 0
Calculando anélogamente,'JXl3, JY12 y JY13, se tiene
<[JX12,JY13],[JXlB,JY12]> =
0 0 0 0 0 0
= Traza 0 0 —612€l3ab 0 0 —812513cd
0 812€l3ab 0 / 0 612813Cd 0

-abcd - abcd.
De manera andloga se procede para los otros sumandos y pa-

ra la segunda igualdad.

TEOREMA 11.3.5.

Las estructuras J(e..) son SK,.
Aiq 2

Demostracidn.-

Se considera la base ortonormal de m {El,Ez,E3,JEl,JE2,JE3}
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V2 V2 :
= e— - = * = —_ "3
E; 5 i 0 o} JE, = Ef = ie;,7 S
R T 1035 B, @
0 0 1 0 0 1
=42 2 2t i
E2 = —2— 0 0 0 JE2 = E2 = 71513 0 0 0
-1 0 0 i 0 0
0 0 0 0 0 0
_ /2 . /I
E3 = _i— 0 0 il JE3 = E3 = 71623 0 0 1
0 =i 0 / 0 il 0

(Ve, J)E, = V. JE
E1 1y El 1

|
[
<
o]
e}
[
]
—
&)
[
g
e}
[N
(-
=3
(]
=
H
[y
=
=
—_
B3
|
o

An&logamente,

(VB J)Ei = (VE*J)E; =0 para i =1,2,3
3 3t

con lo que

3 .
.2 {<(VE_J)Ei,x> + <(VJE'J)JEi,X>} = 0
i=1 ;i i

para todo XeX (M) & equivalentemente §F = 0.

§4.- Distnibucién de Kaehlen.

Se considera la distribucibén de Kaehler, definida en {11}

del siguiente modo:

Si M es una variedad casi-hermftica para todo peM se defi-

ne

=S =



Ky(p) = { xan(M) o (VI)Y = 0 para todo YeTp(M) }

En {11} se prueba que si M es una variedad nearly-kaehle-

riana, entonces la distribucién
p —> K(p)

es integrable, sobre cualquier subconjunto abierto de M donde
dim K(p) sea constante. Adem&s las subvariedades integrales son
kaehlerianas.

Este teorema es generalizado en {13} para una QK-variedad
verificando la segunda identidad de curvatura Y para una varie-
dad casi-hermftica verificando la primera identidad de curvatu-

ra; en particular para las Hl'

TEOREMA 11.4.1,
Sea M = U(3) / U(T)x U(1)x U(1), entonces en cualquien

punto p de M

(1) Ky = {0} para J(+;+;+) y J(+;-;+)

(2) Kd = myg g m,s para J(+;+;5-)

(3) Ky = my, & mys pana J(-;+;+)

(4) Kqy no es integrable en Los casos (2) y (3).

Demostracién. -

U(3)

Si M = ey Ui % (1)

se tiene que para todo X,Yem
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@Y = [Xe07], - I[x.2],

05 "ragor a4
X = —a12 0 a23 Y =
=Aygr=agy 0

Utilizando, las expresiones de [X,JY]m

IT.3.1 y teniendo en cuenta que (VXJ)Y

s8lo si [X,JY]m = J[X,Y]m para todo Yem

(1) si g =23 + J13 + J23

12
ia;3b,yy + i3,3by3 = ~ia; by
~fayghy, o dagabog = daggkgs -

-1a;,byq - iay3by, = -idp5byg

Puesto que estas ecuaciones deben verificarse para todo'bi.

gy5 = R34°% 833 =

de donde X = 0 y Ky = {0}.
Si J = -le + Jl3 - Jé3
-ia3B,y + 13,303 = da 3by5 -
iaygby, = iayyby3 = 1350y,
~iaj,byy + fa;3by; = 135,by 5

y, de un modo anflogo al anterior,

= 59 -

+ ia

= 1al3

12 P13
=bj; 0 by
=by3 “hyy O

y J[X,Y]m del teorema

0 para todo Yem si y

entonces

b

1253014

b

e b

b

Y3712

J

i8530 3

= ia,3by,

b2



a12 =>a13 = a =0

de donde, X 0y Ky = 10}

(2) si g = le T J13 = J23
“ia;3by3 + 13y3by3 = ~da;3B,; + 13)3b,
1a33P1p T 1355P)3 = dajobyy - daygh,
mia;5b13 = day3By, = 43 ,byg - dag5B),
y de uﬁ modo an&logo al anterior a;, = 0 con lo que se tiene
Xe m, 5 ® m,3 ¥ Kd =my, & m,3e.
(3) 5. T = J1p = J13 = Ty
~ia;3by3 - iay3byg3 = -da;3B,, + i3, 3b, .
1231y T 1815P)3 = -dagpbyy + daygh,
iajpbyg - ia3b;, = i3,k - 1255,
Procediendo de una manera aniloga se deduce que a,, = 0 asi,
Xe m; 5 ® m13 y Kd = m12 ® m13
(4) Se deduce inmediatamente de (2) y (3), teniendo en cuen
ta que

[mlé'm23] cmy, v [m,ma] e Boa

Puesto que la distribucidn de Kaehler es siempre integra-

ble sobre todo abierto donde dim Kd(p) €s constante para las
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variedades AHl,{l3}, se obtienen aqui ejemplos que demuestran
que esta propiedad no es vélida para las variedades H2 y SKZ'
Adem4s se dan dos ejemplos donde la distribucidn es trivial.

Se considera ahora la distribucibén p —> Ka(p) sobre M
definida por |

Ka(p) = {XETP(M) / (VYJ)X = 0 para todo YeTp(M)}

TEOREMA 11.4.2.
Sea M = U(3) / u(t)x u(1)x ul1)

=
*
n

(1) q {0} pana J(+;+;+) y J(+;-;5+)

(2) Ka = m;, para J(+;+;-)

(3) KZ = para J(-;+;+)

Ploz

(4) La distrnibucidn es 4integrable en todos Los casos.

La demostracién es anfloga a la anterior, obteniendose las

mismas ecuaciones, y considerando los aij arbitrarios se dedu-

cen ahora los valores de los bij’

§5.- Tipo y formas holomorfas s0brne M.

En lo que sigue se considera la variedad nearly-kaehleria-

na M donde J es igual a J(=;+;:-) .
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Definiciones.-

Sea M una variedad casi-hermitica; se dice que posee tipo

constante en peM si para todo XeTp(M) se tiene que
17 ]l = || (72|

 siempre que <X,Y> = <JX,Y> = <X,Z> = <JX,Z> = 0 y ¥l = llz]l.
Si esto ocurre para todo peM, se dice que M tiene tipo constan-
te puntualmente.

Finalmente si M tiene tipo constante puntualmente y para
todo X,YeX (M) con <X,Y> = <JX,Y> = 0 la funcidn |](VXJ)Y|| es
constante siempre que [|X|| = ||¥Y|| = 1, entonces se dice que M

tiene tipo constante globalmente ,{11}.

Asi mismo en {11} se prueba que si M es una variedad near-
ly-kaehleriana entonces M tiene tipo constante puntualmente sfi

y sb6lo si existe aeF (M) tal que
I (Ve x[|2 = al[|W][2[|x]|* - <w,x>2 - <W,J%>?}

para todo W,XeX(M). Ademds, M tiene tipo constante globalmente
sf y s6lo si la anterior relacibn se verifica como una funcidn

constante a.

Observacidén 1.-

Este resultado ha sido generalizado para las QKZ—varieda-

des por L. Vanhecke,{27}.
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PROPOSICION II.5.1.
La variedad nearly-kaehleriana M con J(-;+;-) posee Zipo

consdtante a = %.

Demostracibn.-

En efecto, para todo X,Y¥em se tiene

0 a b 0 d 2
X = -a 0 ¢ ¥ = = AR A -
B -6 - 0 -e -F o/
calculando
(VDY = [x,0Y] - J(x,y], .=
/ 0 -ibf+iec;-iaf+icd
= -ibf+iec 0 -iea+ibd
-iaf+icd;-iea+ibd 0
de donde

I (v Y]] ® = 2 {|-bE + ec|? + |-af + cd|? + |-ea + bd|?}
andlogamente ‘

<x,x> = 2 {|a]? + |E]|% + |c|?}

2 {|d]? + |e|? + |£]?}

<Y,¥Y>
<X,Y> = ad + ad + be + be + cf + cf
<X,JY> = iad - iad + ibe - ibe + icf - icf
entonces se comprueba fdcilmente que

1D Y[|2 = 3 {<X,X><¥,¥> = <X,¥>? - <X,J¥>2)

de donde se sigue el resultado.
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Es bien sabido que para una variedad casi-compleja M de

dimensién real 2n, el tensor de Ricci viene dado por

2n
S(X,Y) = <RX,Y¥> = 2

X Ryp yE,
i=1 SRR

para todo X,YeX (M) donde {El""’EZn} es una J-base local de

campos.
En {15}, A. Gray demuestra que toda NK-variedad de dimen-
sién 6, no kaehleriana posee tipo constante y ademds es Einstein,

verificandose que R = 50I donde & es el tipo de la variedad.

U(3)

Asft, T (0% (D) con la estructura de NK-variedad

J(-;+;-) es Einstein y verifica R = % T

de donde para todo Xem se tiene que

S(X,X) = 2 <X,X> (5.1)

2

TEOREMA {6}.-

Sea M una NK-variedad, compacta de tipo constante puntual-

mente, cuya curvatura de Rieed S verdigica

(p-11 11 (VyI1V]|*

| —

SiX, X} >

para X,YeM, con | X|| |Vl = 1 y <X,¥> = <JX,¥> = 0 para todo

meM. Entonces
WP 0wy = H9eP(M) = 0

para p > 0.

B



; 4 5 U(3)
Si se considera M = T % T(L)x U con la estructura

de NK-variedad, utilizando (5.1), es evidente que se verifica

s(x,v) > = (-1 || (7D ¥l?

para todo p > 0. Se deduce asf el siguiente resultado.

TEOREMA 11.5.2.
wPr Oy = uOPM) = 0 |
para todo p > 0 donde M = U(3) / u(1)x u(1)x uf1) con La estruc

tura de NK-varniedad.

§6.- Ndmenos de Chean.

i * * *
Se considera la base ortonormal {El’EZ'E3'E1’E2’E3} que
se representaré por {1,2,3,1%,2%,3%},
Respecto a ella se calculan las componentes de la curvatu-

ra seccional. Teniendo en cuenta la f8rmula (1.1) se tiene

Kyge = Rpawgas = «[1,1%],[1,1%]> =

-i 0 0 / i 0 0
= Traza 0 i 0 \ 0 -i 0 = 2
0 0 0 0 0 0

De un modo anélogo se ve que K22* = K33* = 2. Ademés

e



I

o -

1
K12 = Rygqp = 7 <[2,2].[1,2]>

Yy, del mismo modo K13 = K23 = K12* = K13* = K23* = %
Por la férmula (3.2) del Capitulo I se tiene
Bip =Ky + Kppw — 2 [0 02)1* =g+ 5 -1=-3
An8logamente
B,, = B,, =B = B = B = -3
13 23 12%* 13%* 23* 4

A

Se calcula ahora respecto a esta base Y; (X,Y) Y1 (X,JTY) .

Para que quede perfectamente determinado y teniendo en cuenta

las propiedades de bilinealidad; simetrfa e invariancia por J

A

de Y, basta calcular
Yi11,1 , Tutz,z L Ta03,3)
T2 8,20 o ¥l . T10203)
Vi1,2%) , ¥,(1,3%) , ¥,(2,3%)
Por la férmula (3.1) del Capftulo I se tiene
F101,2) = Y1(1,2%) = Ryjuggs * Rygugge + Riow3zs ~

1 i1 1
= §<(V1J)l,(V2J)1> = 5<(V1J)2,(V2J)2> = 7<(V1J)3,(V2J)3>

Utilizando la fdrmula (1.2) y la proposicidn II.1.1 se ve

f4cilmente que

Ri2#11% = Riowxoo% = Rijuz3s =
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Asi mismo con la proposicibén II.1.1 y el hecho de ser M
una NK-variedad, se prueba gue los otros tres sumandos que apa-.
recen en la expresidn de Yi1(1,2) son nulos.

De un modo an&logo se demuestra que
Ty (e 3y = Ny 2,30 = Yi(1,2%) = ¥1(1,3%) = ¥1(2,3%) =0

con lo que, en principio, respecto a la base considerada la for
ma bilineal ?1 queda diagonalizada.
Se ve inmediatamente, que

~

Y1(1,1) = ¥1(2,2) = Y1(3,3) =0

en efecto
A

Yi(1,1) = Y1 (1,1*) = + + R

Rigwr1x ¥ Rygeoon 11%33% ~

1 i . 1 - .
= §<(V1J)1,(V1J)l> = 5<(V1J)2,(V1J)2> = §<(VlJ)3,(V1J)3> =

donde se han tenido en cuenta las expresiones para las componen-
tes de las curvaturas seccional y biseccional calculadas ante-
riormente. |

De un modo an&logo se pruéba que “§1(2,2) = ?1(3,3) =0y
,asi, Y es nula.

Utilizando la f86rmula (6.2) del Capitulo I se obtiene que

3

.Yl

y Yi son nulas sobre las secciones holomorfas. Adem&s los
n@imeros de Chern ci(M) = c e, (M) = 0.

Por filtimo utilizando el teorema 6.6 del Capitulo I se tie

~UeT =



ne que Y2 (M) es no negativa sobre las secciones holomorfas.

Nota.-

El hecho de ser Y1 = 0 para la NK-variedad que se est& con-

siderando esti de acuerdo con un teorema de {15}, donde se prue

ba para cualquier NK-variedad seis dimensional no kaehleriana.

§7.- Ejemplo de una subvariedad LLana sobre {M,(-;+;-)}.

A partir de la férmula (1.1) tomando

0 a b 9 Eygla  €43ib
A = -a 0 c JA = elzia 0 623ic
-b -¢ © o e
6131b 6231c 0
se tiene
RAJAAJA _
SRR 2
2 = & . A= s g =
K 1 {(812+€l3) aabb + (823 812) aacc + (513+€23' bbcc .
¥ taa+bb+cc) 2
= =9 - = =0 = =i 2
B (elzaa+el3bb) + elzaa+823cc) + (sl3bb+823cc) .

(aa+bb+cc) 2

Si, en particular, se considera la J-estructura de NK-variedad

Rajaaga _ (-aa+bb)? + (aa-cc)? + (bb-cc)? (7.1)

{aa+bb+cc) 2
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Sobre M, se define ahora la siguiente distribucidn

0 1 1
Sy e = =1 0 1 em
=1 =1 0

para todo peM se define

H(p) = Ker(V J) = {nem / (VeJ)A =0

PROPOSICION II.7.1.

(1) S4 J = (+;+;+]) entonces Hip) = m;s
g L@ g
(2) Si J = (+#;-5+) entonces H(p) = { -a 0 a { /] aeC}
-a -a 0 [
(3) S4 J = (+3+;-) entonces Hip)l = mqy
(4) S4 J = (-;+;+) entonces Hip) = My 3

Demostracidn.-

Para la demostracibn se considera

0 a b
A = -a 0 c
-5 - - 0 ]

Entonces (V J)A = [e,JA]m - 3[e,n],, asf, (V J)A es cero sty

s6lo si [e,Ja] = Jle.n],

y ello es equivalente a
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o

(ey3 + ggp)c + (55 = €9,)b =

)b - (e + €

(€33 = €43 12 23)a =

De donde se sigue el resultado.

COROLARIO 11.7.2.

La distribucién p —> H(p) es integrable en Los cuatro
casos consddiderados anterniormente. Las subvariedades iniegrales
son kaehlenianas. Ademds en el caso parnticular de J = (+;-;+)

Las subvariedades integrales son LLanas.

Demostracidn. -

La primera parte es inmediata. La segunda, se sigue del
hecho de ser las subvariedades integrales de dimensién dos y
J-invariantes. La tercera parte se sigue de la proposicidn

ITI.7.1 y de la férmula (7.1).
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CA&PITULE " JII

GEOMETRIA DE LAS AKZ—VARIEDADES

§1.- Preliminanes.

Se recuerdan las definiciones de las familias AK-varieda-

des y QK-variedades.

Definiciones. -

a) Una variedad casi-hermitica M es una AK-variedad si

& =
X,¥.2 <(VXJ)Y,Z> 0

dF = 0 b equivalentemente
para todo X,Y,ZeX(M) y donde F es la 2-forma de Kaehler.

b) Una variedad casi-hermitica M es una QK-variedad si
(VXJ)Y + (VJXJ)JY =0 (1«1)

para todo X,YeX (M)
c) Una AH-variedad es AHi si su operador curvatura riema-
niano verifica la condicidén (i) de curvatura.

Para una clase dada L de variedades casi-hermiticas, sea

Li la sub-clase para la cual, su operador curvatura satisface

la condicibén (i). Se muestra fdcilmente,{15}

=
]

NKlC NK2 = NK3 = NK C QK2
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asi, las clases NK y AK2 no son comparables.

Observacidén 1.-

Es un problema abierto encontrar un ejemplo de AK2-varie—

dad, que no sea AKl-Variedad.

Es bien sabido, que toda AH-variedad verifica
(VgI)IY = -J (Ved) ¥ (1.2)

Fundamentalmente, en este capitulo, se trabajar§ con las

familias AK2 y QK2.
§2.- Identidades curvatura para Las AKz-vaniedadeé.

PROPOSICION T111.2.1.
Una QKz-vanLedad, vernifica en su operadorn curvatura La re-

Lacibn

1

- Ryxgygz = 7 <

J1Y,Z> (2.1)

Ruxyz VK (w,X)

donde K(W,X) = (V,J)X - (VyIlu.

L.a demostracidn es inmediata utilizando {15}.

PROPOSICION 111.2.2.

EL tenson K(X,Y) de una QK-variedad verifica
(1) K(X,Y) = -K(Y,X)

(2) K{IX,I¥) = -Ki(X,¥)

S o



(35 K1I%, 9] = -FKL{X, Y] = KI(X,JY)

T 2
(4) (T K)IX,Y) = (T )Y = [Ty TIX

ST (X, ¥) - KETIIX TV -

(5) (VK (IX,3Y)

(6) (VWK)(JX,V) = -J(VwK)(X,V) - (VwJ)K(X,V) -
- K((VwJ)X,V) {(2.2)
Demostracidn.-
Para probar

Las cuatro primeras relaciones son inmediatas.
(5) sé deriva en (2).
(VWK)(JX,JY) + K(JVWX,JY) + K(JX,JVWY) i

+ K((VWJ)X,JY) + K(JX,(VWJ)Y) =

= - (VWK)(X,Y) = K(VWX,Y) —‘K(X,VWY)

Utilizando nuevamente (2)

= K(JX,(VWJ)Y) (2.3)

(VWK)(JX,JY) = —(VWK)(X,Y) = K((VWJ)X,JY)

Para'probar (6) se deriva en (3)

(VWK)(JX,Y) + K(JVWX,Y).+ K(JX,VWY) #+ K((VWJ)X,¥) =

= (VWJ)K(X,Y)_— J(VWK)(X,Y) = JK(VWX,Y) = JK(X,VWY)

Utilizando. (3) se sigue el resultado.
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Si F es la 2-forma de-Kaehler, se definen VF,VZF y (RWXF)

por
VF(X,Y,2) = XF(Y,Z) - F(VXY,Z) - F(Y,VXZ)
VZF(W,X,Y,Z) = WWF(X,Y,2) -'VF(VWX,Y,Z) -
= VF(X,V,Y,2) - VF(X,Y,VWZ)
y

(RyyF) (¥,2) = -F(Ryy¥,2) = F(Y,RyyZ)

para todo W,X,Y,ZeX (M).

Se prueba {9}, que

(R F) (¥,2) = = (V°F) (W,X,¥,2) + (V2F) (X,W,¥,2)

| (W@ ¥]|? = (v?F) (x,%,7,3Y).

COROLARIO 111.2.3.

(VF)(X,¥,2) = <(V,3)V,2>

n

2 2
(VoF) (W, X,Y,2) <(VwXJ)V,Z>

Demostracién.-

Identificando (VF) (X,Y,Z)

(2.4)

(V¢F) (Y,Z) y derivando la f6r-

mula de definicibn de F, se sigue la primeré parte del corola-

rio.

Para demostrar la segunda parte, se deriva en la primera,

e identificando (V,(VF)) (X,Y,2) = (V2F) (W,X,Y,%) se tiene

L= W =



(VW(VF))(X,YjZ) + (VF)(VWXIYIZ) =g
+ (VF)(X,VWY,Z) + (VF)(X,Y,VWZ) =

- <(V§XJ)Y,Z> + <(Vo J)Y,2> +

VWX
+ <(VXJ)VWY,Z> + <(VXJ)Y,VWZ>

de donde se sigue la segunda parte del corolario

Observacibn 2.-

Se identifica tambidn (V2J) (W,X,Y,Z) = <(V§XJ)Y,Z>.

Recordando que toda variedad casi-hermitica verifica

(1) (v23) (W,X,¥,2) - (V23) (X,W,¥,2) = -Rgyovs = Ryyegs
(ii) (V23) (W,X,2,Z) = 0 (2.5)
toda QKz-variedad verifica
2 ) 2
(V°J) (X,W,Y,JZ) - (V.J)(W,X,Y,JZ) +
+ (v37) (IX,W,Y,2) - (V23) (W,JX,¥,2Z) = 0O (2.6)

PROPOSICION 1I11.2.4.

Sea M una QKz-vanLedad, entonces
1) (vi1)w,x,v,2) + (9F)(w,3X,3Y,2) =

=, -g(¥ J)JV,Z>i- <(VJXJ)(VwJ)V,Z>

(VwJ)X
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2y (v23) (w,%,v,3Y) =< (V, I, (9, T >
3) (v25)(w,%,3v,32) + (vE0)(W,X,Y,2) = - <[V, J)V,T(V,J)Z> -

- <V, IV, T2 (2.7)

Observacibn 3.-

a) La f6rmula 1) es verificada para cualquier QK-variedad.

b) La férmula 3), formalmente, es idéntica a la correspondien-

te para las NK-variedades {15}.

Demostracién de la proposicidn.-

Siendo M una QK-variedad
(VF) (X,Y,Z) + (VF) (JX,JY,Z2) =0

Derivando

«v23) (W,X,¥,2) + (V23) (W,JX,JY,2) =

wW(VJ) (X,Y,2) + W(VJ) (JX,JY,Z2) -

(VJ)(VWX,Y,Z) (VJ)(JVWX,JY,Z) =

(VJ)(X,VWY,Z) . (VJ)(JX,JVWY,Z)

(VJ)(X,Y,VWZ) (VJ)(JX,JY,VWZ) =

(¥J) ((VWJ)X,JY,Z) - (VJ) (JX,(VWJ)Y,Z).

Asf se sigue 1). Haciendo en (2.6) Z = Y, los dos Gltimos términos

son nulos por (2.5). Asi, se tiene
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(VzJ)(X,W,Y,JY) - (V23) (W, %, ¥,3%) =

Como, {9} - (V2J)(X,X,Y,JY) = <(VXJ)Y,(VXJ)Y>

tomando X + Y por X, se tiene

2< (T )Y, (V) ¥> = - v23) (X,W,¥,TY) - (V23) (W,X,¥,JY)

Sumando (2.8) y (2.9) se sigue el resultado.

Para probar 3) se toma en 2) Y + Z por Y y se obtiene

(V23) (W,X,Y,32) + (V23) (W,X,%Z,JY)

Tomando ahora JY por Y

(v23) (W,X,JY,3Z) + (V23) (W,X,¥,2)

lo que denuestra la proposicidn.

<(VXJ)Y,(VWJ)Z> =

<(VXJ)Z,(VWJ)Y>

<(VXJ)Y,J(VWJ)Z>

<J(VXJ)Z,(VWJ)Y>

(2.8)

(2.9)

Multiplicando escalarmente por Z en 4) de (2.2), se tiene

<(VK) (X,¥),2> = (V20) (W,X,¥,2) - (V2J) (W,Y,X,2)

PROPOSICION 11T.2.5.

S4L M es una AKz-uanzedad, entonces

(9230 (W, X, ¥,2) = H<(v k) (Z,0),% + < (V,K)(Z,X),6> -

a <(va)(y,X);2> - <[V, K) (Y,W0),25) +
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» H<akiw, x),k1y, 205+ <IK(0,¥),KIX,2)> +

r <JK(W,Z),K(Y,X)>} (2.11)

Demostracidn. -

Utilizando sucesivamente 2) de (2.7), (2.10), 3) de (2:7) &

(2.1) vy (2.5) se tiene

(VD Y, (VD) Y> = (V23) (W,X,Y,3Y)

(v23) (W,Y,X,JY) + <(V.K) (X,¥) ,J¥>

= - (V20) (W,Y,3Y,%) + <(V.K) (X,¥),3v> =

= - (V%3) (W,¥,Y,3%) - T, (VL)X -

<(VYJ)Y,(VWJ)X> + <(VWK)(X,Y),JY> =

l<(V

2 .
= - (V') (Y, w,Y,JX) - % JNY,X> = <(V3)Y, (V,3)%> -

K(W,Y)

- <(VYJ)Y, (VWJ)X> + <(VWK) (X,Y),JY> =

= - (V20 (¥,%,W,3%) = <(VyK) (W,¥),3%> + <(V,K) (X,¥),30> -

1
= 5<(VK(W,Y)J)Y'X> < <(VWJ)Y,(VYJ)X> = <(VYJ)Y,(VWJ)X>

de donde
(VZJ)(Y,Y,W,JX) = <(VWK)(X,Y),JY> — <(VYK)(W,Y),JX> =
i

= i<(VK(w,Y)J)Y,X> - <(VWJ)Y,(VYJ)X> =

= <(VYJ)Y,(VWJ)X> + <(VXJ)Y,(VWJ)Y> (2.12)
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Tomando ahora en (2.12) Y + Z por Y
2 2
(V- I) (Y, %, WedX) + LV JY (Z ;YW adX) =

= <(VWK)(X,Y),JZ> + <(VWK)(X,Z),JY> = <(VYK)(W,Z),JX> =

A l<(v

= <(V,K) (W,Y) ,JX> 5

J)z,%> - %<(v

K(W,Y) K(W,2)

= <(VWJ)Y,(VZJ)X> = <(VWJ)Z,(VYJ)X> - <(VYJ)Z,(VWJ)X> =
- <(VZJ)Y,(VWJ)X> + <(VXJ)Y,(VWJ)Z> + <(VXJ)Z,(VWJ)Y>

Puesto que

(sz) (WIXIYIZ) = (sz) (X,W,Y,Z) = - £< (V

5 J)JYy,z>

K(W,X)

de (2.13) se sigue
2(v23) (Y,2,W,X) = <(V.K) (X,Y) ,32> + <(V,.K) (X,2) ,J¥> -

_];< (V

= <(VYK)(W,Z),JX> = <(VZK)(W,Y),JX> )

K(W,Y)J

1
7 Vg (w,z)”

- <(VYJ)Z,(VWJ)X> - <(VZJ)Y,(VWJ)X> ¥ <(VXJ)Y,(VWJ)z> +

4 <(VXJ)Z,(VWJ)Y> + J)W,X>.

1
7 Vg (y,2)

Cambiando Y por W, Z por X, W por Y y JX por Z se obtiene

2(v%3) (W,X,Y,2) = <(VK) (Z,W),X> + <(V,D)K(Z,W),Tx> +

+ <K((VYJ)Z,W),JX> + <(VYK)(Z,X),W> + <(VYJ)K(Z,X),JW> +

L g s

J)Y ,X> =

)Z,X> -

)Y, X> - <(VWJ)Y,(VZJ)X> - <(VWJ)Z,(VYJ)X> -

(2.13)

(2.14)



+ <K((VYJ)Z,X),JW> - <(VWK)(Y,X),Z> = <(VXK)(Y,W),Z> +

J)X,JZ> + l-<(VK

i
- 2

J)YW,JZ> + <(VYJ)W,(VXJ)JZ> +

VR (Y, W) (Y,X)

+ <(VYJ)X,(VWJ)JZ> + <KVWJ)X,(VYJ)JZ> + <(VXJ)W,(VYJ)JZ> +

= l<(v

+ <J(VZJ)W,(VYJ)X> + <J(VZJ)X,(VYJ)W> 5

K(W,X)J)Y'JZ> (2.15)

Observese que (2.15) se verifica para una QKz—variedad. En particu-

lar, si M es una AKZ—variedad,

(V23) (W,X,¥,2) = 3<(V,K) (2,W) ,X> + 3<(V K) (Z,%) ,W> -

1

1
- F<(VK) (Y,X),2> - 5

< (V4K) (Y, W) ,2> + %{<J(VWJ)X,(VYJ)2> -
- <J(VXJ)W,(VYJ)Z> = <J(VWJ)X,(VZJ)Y> + <J(VXJ)W,(VZJ)Y> +
+ <J(VWJ)Y,(VXJ)z> - <J(VYJ)W,(VXJ)Z> _'<J(VWJ)Y’(VZJ)X> +
+ <J(VYJ)W,(VZJ)X> - <J(VWJ)Z,(VXJ)Y> + <J(VZJ)W,(VXJ)Y> +

+ <J(V3)Z, (VI)X> - <J(VZJ)W,(VYJ)X>}

Utilizando la fdrmula de definicidn de K, esta @iltima expresidn pue

de escribirse

(V23) (W,%,Y,2) = 2{<(T4K) (2,W),X> + <(V,K) (Z,X),W> -
- <(VK) (¥,X),Z> - <(VK) (Y,W),2>} +

+ %{<JK(W,X),K(Y,Z)> + <JK(W,Y) ,K(X,Z2)> +

- <JK(W,Z),K(Y,X)>} (2.16)
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PROPOSICION T111.Z.6.

SL M es una AKz—vanLedad entonces para todo WX, Y, ZeX{M] ;

R Tekw,x),K(Z,Y)> (2.17)

wxvz - Ruxgviz 7 7

Demostracidn. -
Segfin (2.1)

P - R = £<(V

WXYZ WXJYJZ 2 Ll

K (W,X)

siendo M una AKz-variedad,

- -1 ~ . N
Ruxyz ~ TwxJvdz ~ 5< (VI KW, X) ,X> 5< (VyJ) 2, K(W,X)> =

3 i
7<(VZJ)Y,K(W,X)> = §<(VYJ)Z,K(W,X)>

En {13} se prueba que el tensor de Nijenhuis de una QK-varie-

dad es

N(X,Y) = 2JK(X,Y¥) (2.18)

PROPOSICION I1I1.2.7.

Sea M una QKz-vanLedad. Entonces panra tcdo Ww,X,Y,ZeX (M) se ZdLe-
ne

2(v23) (W,X,¥,2) = <(V,K)I(X,¥),2> +
+ <(VwK)(Z,X),V> + <(VwK)(Z,V),X> (2:.19)

Demostracidn.-

Segﬁﬁ {81},

2(VF) (X,¥;8) = 2(VE) (%, 9% ;8) =



= <N (X,JY),2> - <N(X,2),JY> - <N(JY,Z2),X>
con la ayuda de (2.18) esta expresidn puede escribirse

(VF) (X;Y;2) = (VF) (JX,JY,2) =

<JK (X,JY) ,Z2> - <JK(X,Z),JY> - <JK(JY,2) ,X> =

<K(X;¥),2> + <K(Z;X);¥> + <K(Z;Y),X>
Derivando
(v23) (W,X,Y,2) - (V23) (W,JX,3Y,2) -
- (VF)((VWJ)X,JY,Z) - (VF) (3%, (V,,9)Y,2) =
= < (TR (X,Y) 2> + <(V.K) (2,X),¥> + <(V,.K) (Z,¥),X>
Haciendo ahora la suma de esta expresidn con (2.7), 1)

2(V23) (W,X,Y,2) =

<(VK) (2,X),¥> + <(V.K) (2,Y),X> + <(V.K)(X,¥),2> +

+ <(V(VWJ)XJ)JY,Z> Sy <(VJXJ)(VWJ)Y,Z> -

- <(V(VWJ)XJ)JY,Z>'— <(VJXJ)(VWJ)Y,Z}

PROPOSICION I111.2.8.

Sea M una AK-vandiedad, entonces para todo W,X,Y,ZeX (M)

=

7
X,V,1 (VeI)(w,X,Y,Z) = 0 (2.20)
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v23) (W,X,¥,2) - (V23) (W,Y,X,2) =

W(VF) (X,Y,Z) + W(VF) (Y¥,Z,X) -

(VF)(VWX,Y,Z) + (VF)(Y,Z,VWX)

(VF)(X,VWY,Z) + (VF)(VWY,Z,X)

(VF) (X,Y,V,2Z) + (VF) (Y, V2 ,X)

= W((VF) (ZIXIY)) %+ (VF) (erstY) 7
+ (VF)(Z,X,VWY) + (VF)(VWZ,X,Y)

- (V%3) (W,Z,X,Y)

PROPOSICION T11.2.9.

Sea M una AKZ-uanéedad,-entonceé para todo W,X,Y,ZeX (M) se Zdie-

ne que

(vi1)(w,Xx,v,7) - <(va)(z,V),x> (2.21)

Demostracidn. -

Utilizando (2.19) y (2.20)

<(VWK)(X,Y),Z> + <(VWK)(Z,X),Y> + <(VWK)(Z,Y),X> +

+ < (VK) (2,X),¥> + <(VK) (Y,2),X> + <(VuK) (¥,X),2> +

+ <(VWK)(Y,Z),X> + <(VWK)(X,Y),Z> + <(VWK)(x,Y),z> =0

Es decir
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< (VK (Z2,X),Y> + < (VK (Y,2),X> + < (VK (X,Y),2> = 0

El resultado se sigue ahora de (2.19).

COROLARIO I111.2.10.

Con Las mismas hipotesis de La proposdcedén 111.2.9 se verndpdica.
<(TLKI(Z,¥),0> = <[V K)(Z,V),%> + F<K(0,X),TK(Z,V)> (2.27)

Demostracidn.-

Cambiando (2.21) W por X y restando
(V23) (W,X,¥,2) - (V23) (X,W,¥,2) = <(VyK) (2,Y¥) ,X> -
= K (VXK) (ZIY) Iw>

Utilizando (2.5) y (2.17) se sigue el resultado.

TEOREMA T111.2.10.

Sea M una AKz-uanLedad. Entonces panra todo W,X,Y,ZeX (M)
2 r 1 ;
(voJ)lw,X,Y,2) = - ?{<J(VwJ)Z,(VXJ)V> - <J(VwJ)V,(VXJ)Z> -
- <J(VwJ)X,(VyJ)Z> + <J(VwJ)X,(VZJ)V>} (2.23)

Demostracibn.-

Se conoce el valor particular de (VZJ)(W,X,Y,JY) (2:.7) 4 2)s
Asf se esecribird (V2J)(W,X,Y,Z) como una combinacidn lineal con

coeficientes constantes de todas las maneras posibles con produc

Eiled —



tos de la forma <J(V.J)+,(V.J)*> y <(V.J)*,(V.J)">

En general, se podr& escribir

(V23) (W,X,Y,32)

a1<(VWJ)Z,(VXJ)Y> + a,< (VI Y, (VeJ) 2> +
+ a3<(VWJ)X,(VYJ)z> + a4<(VXJ)W,(VYJ)Z> +
+ ag< (VI X, (VJ) 2> + a6<(VYJ)W,(VXJ)z> +

+ a,<(V,3) Y, (V J)X> + ag< (V,J)X, (Vi J)Y> +

- a9<(VZJ)W,(VXJ)Y> + alo<(VXJ)W,(VZJ)Y> +

é11<(VYJ)X,(VzJ)W> + a12<(VYJ)W,(VZJ)X> +

+ bl<J(VWJ)Z,(VXJ)Y> + b2<J(VWJ)Y,(VXJ)z> +

+ b3<J(VwJ)X,(VYJ)Z> + b4<J(VXJ)W,(VYJ)Z> +

-+

+ b5<J(VYJ)X,(VWJ)Z> b6<J(VYJ)W,(VXJ)Z> +

4

+ b <J(V J)Y,(VWJ)X>

7 - b8<J(VZJ)X,(VWJ)Y> +

+ b9<J(VZJ)w,(VXJ)Y> + blo<J(VXJ)W,(VZJ)Y> +

+ bll<J(vYJ)X,(VZJ)W> + k <J(VYJ)W,(VZJ)X> (2.24)

12

Puesto que (2.24) debe verificar (2.7) s 2)q
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Asi, (2.24) puede escribirse

(V23) (W,X,Y,J2)

a1<(VWJ)Z,(VxJ)Y> = (l+a1)<(VWJ)Y,(VxJ)Z> +

+ a3{<(VWJ)X,(VYJ)Z> <(VZJ)Y,(VWJ)X>} +

+ a4{<(VXJ)W,(VYJ)Z> <(VXJ)W,(VZJ)Y>} +

+ a5{<(VYJ)X,(VWJ)Z> <(VZJ)X,(VWJ)Y>} +

+ a6{<(VYJ)W,(VxJ)Z> - <(VZJ)W,(VXJ)Y>} +

+ all{<(VYJ)X,(VZJ)W> <(VYJ)W,(VZJ)X>} +

+ by {<3(V,3)Z, (VgT)Y> - <T (VA Y, (V) z2>) +
+ ba{<3(V, 3)X, (V,I) 2> + <J(VZJ)Y,(VWJ)X>} +
+ b, (<3 (V,)W, (V) 2> - <T(V )W, (V,T)¥Y>) +

+

+ b5{<J(VYJ)X,(VWJ)Z> - <J(VZJ)X,(VWJ)Y>}
- b6{<J(VYJ)W,(VXJ)Z> - <J(VZJ)W,(VXJ)Y>} +
+ b11{<J(VYJ)X,(VZJ)W> - <J(VYJ)W,(VZJ)X>} (2.25)

Puesto que (V2J) es antisimétrico en los dos Gltimos argumentos,

tomando en (2.25) JZ por Y se tiene
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De dondel(2.25) se puede escribir

2 i 1 i
(V) (W,X,Y,J2) E<(VWJ)Z,(VXJ)Y> - 5<(VWJ)Y,(vXq)z> +
+ a3{<(VwJ)X,(VYJ)Z> - <(VWJ)X,(VZJ)Y>} +

+ a4{<(VXJ)W,(VYJ)Z> - <(V*J)W,(VZJ)Y>} +

+ b3{<J(VWJ)X,(VYJ)Z> + <J(VZJ)Y,(VWJ)X>} -

b4{<J(VXJ)W,(VZJ)Y> = <J(VXJ)W,(VYJ)Z>} -

b5{<J(VZJ)X,(VWJ)Y> - <J(VYJ)X,(VWJ)Z>} (2.26)
Por (2.4), 1) y {2.17)
2 2
(V°I) (W,X,Y,J2Z) - (V°J) (X,w,Y,JZ) =
= lov %, (V.0 Y> - < (VLW (V,I)Y> -
2 W AN 2 X €087
1) il
- §<(VWJ)X,(VYJ)Z> + §<(VXJ)W,(VYJ)Z> (2.27)
Combinando (2.26) con (2.27)
a3{<(VWJ)X,(VYJ)Z> - <(VWJ)X,(VZJ)¥> -
- <(VXJ)W,(VYJ)Z> + <(VXJ)W,(VZJ)Y>} +
+ a,{<(V W, (V,3) 2> = <(V )W, (V,I)Y> =

- <(VWJ)X,(VYJ)Z> + <(VWJ)X,(VZJ)Y>} +

- (b3-b4){<J(VWJ)X,(VYJ)Z> + <J(VZJ)Y,(VWJ)X> -

= QT



- <J(VXJ)W,(VYJ)Z> - <J(VZJ)Y,(VXJ)W>} -
+ b5{<J(VYJ)X,(VWJ)Z> - <J(VNX, (VI Y> -
- <J(V,IIW, (V,T) 2> + <J(VZJ)W,(VXJ)Y>} =
= (VDK (V0> = <(V D)W, (V,3)¥> -
- <V DX, (VyI) 2> + <(VXJ)W,(VYJ)Z>}

Identificando coeficientes

(VZJ)(W,X,Y,Z) = - %{<J(VWJ)Z,(VXJ)Y> - <V Y, (V) 2>) +
+ a3{<J(VWJ)X,(VZJ)Y> - <J(VWJ)X,(VYJ)Z>} -
+ (a3+%){<J(VXJ)W,(VZJ)Y> - <J(V W, (V,a) 2>} +
+ b3{<(VWJ)X,(VYJ)Z> - <V Y, (V) X> +
+ <(VO)W, (V,3)2> - <(VXJ)W,(VZJ)Y>} (2.28)

férmula que se obtiene tomando en (2.26) -JZ por Z.

Haciendo la permutacidn ciclica sobre X,Y,Z en (2.28), su-
mando, identificando los coeficientes correspondientes y tenien-

do en cuenta que (V2J) debe verificar (2.20), se sigue

de donde se sigue el resultado
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Observacidn 4.-

a) Es inmediato probar que la expresidn (2.23) verifica

las condiciones 1) y 2) de (2.7).

b) La solucidn que se ha construido para (VZJ) no es nece-
sariamente @inica, pero satisface todas las condiciones que es
preciso imponerle a partir de la estructura de AK y de las pro-

piedades de la curvatura.

c) Siguiendo un razonamiento andlogo al de la demostracidn
"del teorema III.2.11, se prueba que el tensor (V2J) en las QK2-
-variedades no es posible expresarlo como combinacibén lineal con

coeficientes constantes de términos de la forma
<J(V.J)-,(V.J)'>; SATT) e (VuT)>3 <J(V(v J).J)-,(\7.J)-> y

<AV (g gy 9T (VT) 0>

COROLARIO 111.2.12.

Sea M una AKz-vaniedad. Entonces para todo W,Y,ZeX(M)
2 _ 1
(9*7){w,W,¥,2) = -~ <J(va)z,(va)V> + 7-<J(va)w,K(v,2)> (2.29)

Para la demostracién basta tomar en (2.23) W por X.

PROPOSICION 1I1.2.13.

Para Las AKz-vanLedadeé no es posible expresarn el Zenson

(VZJ) como combinacibn Lineal con coeficientes constantes de ten

sones del tipo A
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donde A(W,X,Y,Z) = Ryyys = Ryyxjyyyz
para todo W,X,Y,ZeX(M).

Demostracidén.-

Si se pudiese encontrar una tal combinacidn, (VZJ) seria
combinacién lineal de té&rminos del tipo A(:,-,*,J) pero jamés
del tipo A(¢,*,*,*). Entonces por (2.17), existirian coeficien-

tes a,b,ceR tales que el sistema
(v23) (W,X,Y,2) = a<JK(W,X),K(Y,Z)> +
+ b<JK(W,2) ,K(X,Y)> +
+ c<JK(W,Y) ,K(Z,X)>

fuera compatible. Identificando coeficientes se sigue la incom-

patibilidad.

PROPOSICION 111.2.14.
Sea M una AKz-vaniedad. Entonces para todo V,W,X,Y,ZeX (M),

(VR uxyz * (VR 3u3xavsz = WvRluxavsz * VR sugxyz (z.30)
Demostracidn.-
Derivando en (2.17)
(VR uxyz = vR yxavaz ~ Rwxv,avoz ~ Rwxay (Va2 ~
= 2<(V,K) (W,X) ,K(2,Y)> + Z<K(W,X), (VyK) (2,7)> (2.31)

Cambiando en (2.31) W,X,Y,Z por JW,JX,JY,JZ respectivamente
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+ R

(VgR) = JWIXY (V,,T) IZ 3

(VoR) swaxavaz ~ JWIXYZ RJWJX(VVJ)JYZ

= %<(VVK)(JW,JX),K(JZ,JY)> + %<K(JW,JX),(VVK)(JZ,JZ)>

(2.32)

Sumando (2.31) y (2.32) y utilizando (2.2, 5)

+ (V_.R)

VR yuxyz vR swoxaygz = (W) * (VR

WXJYJZ JWJIXYZ *

+ <(VVK) (W,X) ,K(Z,Y)> + <K(W,X),(VVK) (z,Y)> +
+ %-{<K((VVJ)W,JX) ,K(Z,Y)> + <K(JW, (VVJ)X) ,K(Z,Y)> +
+ <K((VVJ)Z,JY),K(W,X)> + <K(JZ,(\7VJ)Y) ,RK(W,X)>}(2.33)

Por (2.21) y -(2.23),

<(V K) (W,X) ,K(2,¥)> = (V23) (V,K(Z,Y) ,X,W) =

J)X> +

1
—2-{<J(VVJ)X, (v JYw> - <J(VVJ)W, (Vv

K{Z,Y) K(Z,Y)
+ <T (VI K(Z,Y), (V4T W> - <J (V) K(Z,Y) ,(VWJ)X>}‘
(2.34)
Y

(VZJ)(VIK(WIX)IYIZ) =

< (VyK) (2,Y) ,K(W,X)>

_ X .
= f{<J(VVJ)Y,(V J)z> <J(VVJ)Z,(V J)Y> +

K(W,X) K(W,X)
+ <J(VVJ)K(WIX)I(VYJ)Z> 4 <J(VVJ)K(W,X),(VZJ)Y>}
(2.35)

Utilizando la definicibn de K, se sigue que los filtimos cua-

tro términos del segundo miembro en (2.33) pueden escribirse
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: |
7{<(v J)JX - (VJXJ)(VVJ)W,K(Z,Y)> 5

(VVJ)W

- < (V J)JIW + (VJWJ)(VVJ)X,K(Z,Y)> -

(VyI) X
+ <(V(VVJ)ZJ)JY - (VJYJ)(VVJ)Z,K(W,X)> -
- <(V(VVJ)YJ)JZ + (VJZJ)(VVJ)Y,K(W,X)>}

Puesto que M es una AK-variedad

1 g+ ol
- FTEDX, T (Vg oy TNIW> = = S<K(Z,Y) 5 (V 3003) (T X> +

1
+ 7<K(Z’Y)’(V(VVJ)XJ)JW>

y procediendo de la misma manera sobre los términos

) 1 1 ‘
= §<J(VVJ)W,(V J)X>; - §<J(VVJ)Z'(VK(W,X)J)Y> y

K(Z,Y)

<J(VVJ)Y’(VK(W,X)J)Z>’ (2.33) puede escribirse

(VoR) yoxeyz * (R guaxavaz = vRlwxavoz * (VgR) gwaxyz *

1
+ §{<J(VVJ)K(Z,Y),(VXJ)W> - <J(VVJ)K(Z,Y),(VWJ)X> +
- <J(VVJ)K(W,X),(VYJ)Z> - <J(VVJ)K(W,X),(VZJ)Y>} =

= (VVR) + (VVR)

WXJYJZ JWIXYZ E

+ %{<J(VVJ)K(Z,Y),K(X,W)> + <J(vVJ)K(w,X),K(Y,z)>}
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§3.- Cunvaturas de Riced en Las AKz-uaniedadeb

Para las variedades casi-hermiticas, existen dos contraccio

nes Gtiles del tensor curvatura. Sea {El""'EZn} una referencia

local. Se definen las transformaciones lineales R y R* por
2n

1) <RX,¥> = I

io1 XESYE;

n

2
1
* = —
2) <R*X,¥> 5 El Ry JvE.JE. (3.1)
= iF

i

para todo X,YeX(M).

Obsérvese que <RX,Y> es la curvatura de Ricci ordinaria de

M, se define R* como la * curvatura de Ricci.

PROPOSICION 111.3.1.

Sea M una AH3-vaaiedad entonces

1) R-J = J.R

z} RE.T = J.R*

Demostracidn.-

2n n

BT = B e, T L, Boxe e, * Baxam vog,) ~
n
- iil(RJXEiYEi RXEiJYEi)
por otra parte
2n
<JRX,Y> = - <RX,JY> = - =
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( ¥ =

1

1

Il
i)

R + R
XEiJYEi XJEiJYJEi

+ )

1

I
I~ 3

1(_RXE.JYE. Ryxe.vE.
> L4 5 I 1 ;8

De manera andloga, se demuestra 2).

PROPOSICION I11.3.Z.

Sea M una QKZ-vahLadad. Entonces para todo X,YeX (M),

In
<[R-R*)X,V> = % I <(Vyqog ) IVoER (3.3)
A=1 2T
Demostracidn.-
Se sabe que
2n
<RX,Y> = I Ryp yg
i=1 I==1
1 2n
<R*X,Y> = 5 I Rygvp JE, °
i=1 C aar
1 2n
° = = Z (_ + R ) =
2 i=1 RXJEiJYEi XEiJYJEi
2n
= I Ryp JyiE,
i=1 3 i

La proposicidn se sigue ahora de manera inmediata.

COROLARIO I1I.3.3.

Con Las mismas hipbtesis de La proposdicién IT11.3.2Z. SL M

es una AKz—vaniedad, se Ziene
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1

* = =
<(R-R*IX,V> = 3 <KIX,E,),KIE;,Y)> (3.4)

n Ms

£=1
La demostracidn es inmediata a partir de (2.17) y (3.3).

La curvatura de Ricci y la % curvatura de Ricci, permiten

definir dos 2-formas del tipo (1,1) las cuales se representarén

por

2n

1) a(X,Y) = <RJX,¥Y> = I R

jo1 JXE;YE,
1 2n 2n
- * = R
2) B(X,Y) = <R*X,Y> =5 I Ryyp gp = I BRyp ygg_
i=1 ¢ R i=1 i i

PROPOSICION 111.3.4.

Sea M una AKz-uaaLedad, 54 YeX (M) entonces

Zn 9 n
T (Vv J)Y = 2(R-R*)Jy + I {(J(v, J)(V_. J)V +
halid - iy E. E.
£=1 £ L £=1 £ L
+ J(VK(V,E.)J)EL} (3.86)
L
Demostracidn.-
Por (2.23)
2n 2 1 2n
T <(V J)Y,Z> = = I {-<3(v_ J3)Z,(V_ J)Y> +
i B.E. 7 E. E.
i=1 ii i=1 i 3.

* <J(VEiJ)Yi(VEiJ)Z> +

+ <J(VEiJ)Ei,(VYJ)Z> -

- <J(VEiJ)Ei,(VZJ)Y>}
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Utilizando el hecho que {E;} es una J-base, los dos filtimos

términos son nulos. Asi,

2n 2 2n
X <(VE E J)Y,z> = % <J(VE J)Y,(VE J)Z> =
i=1 ii i=1 i i
n
= 2 £k <J(VE J)Y,(VE J)z> (3.7)
i=1 i 1
Por (3.4)
i 2 -
-R%* = — s
<(R-R*)JY,Z> 3 _E {<(VJYJ)Ei,(VE_J)Z>
i=1 i
= <(VJYJ)Ei,(VZJ)Ei> f
+ <(VEiJ)JY,(VzJ)Ei> -
- <(VE_J)JY,(VE_J)Z>} =
1, 1
1n
=3 .z {—<J(VYJ)Ei,(VE-J)Z> +
i=1 i

+ <JK(Y’Ei)'(VZJ)Ei> +

+ <J(VE J)Y,(VE J)z>} (3.8)
i i
Combinando (3.7) con (3.8)
g 2B 5
<(R-R*)JY,2> = 5 I <(Vp o J)Y,Z> -
i=1 i L
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= <JK(Y,Ei),(VZJ)Ei> =
J)Y, 8> =

n
il{<J(VEiJ)(VYq)Ei,z> +

+ <Z,(VEiJ)JK(Y,Ei)> +

+ <Ei’( Iy =

v
JK(Y,Ei)

2n

- % 5 <7 Y,2> -

2
E.E.
Al

1 n
-3 il<J(VEiJ)(VYJ)Ei,Z> =

+ <J(VEiJ)(VEiJ)Y,Z> +

+ <J( J)Ei,Z>}

v
K(Y,Ei)

PROPOSICION III1.3.5.

Sea M una AKz—uanzedad. Entonces para todo W,X,YeX(M),

1

2 :
(v2,31Y = L IRV 1Y+ (TN T )Y

SF

(9 g, 1% (5.9)

= 97 =



Demostracibn.-

Por (2.23), para todo zZeX (M),
<(v2 JVY,2> = l{<J(v IVYY, (Vo J)E> = <T(VeT)Z, (VI)Y> +
WX ’ 2 W r W PR
+ <J(VWJ)X,(VYJ)Z> + <(VYJ)J(VWJ)X,Z> +

+ < (V JYZ:¥>}

J(VWJ)X

de donde se sigue el resultado.

COROLARIO 1I1I.3.6.

Con Las hipbtesis de La proposicién 111.3.5, 44 {EL} es una

neferencia Local, para todo YeX (M),

n
z (VE’E'J)V =92 Z J(VE‘J)(VE‘J)V (3.10)
£=1 L L £=1 £ £

La demostracidén es inmediata a partir de (3.9) y utilizando el

hecho de que'{Ei} es una. J-base.

PROPOSICION I11.3.7.
Sea M una AKz-uanLedad. Entonces para todo XeX (M),
;"

(R-R*)X = 7 Lfr(vK(Ez'x’J)E‘

(3.171)

La demostracidn se sigue de (3.4).

= 0ig =



TEOREMA TT11.3.38.

Sea M una AKZ—va&{edad, entonces para todo X,Y,UeX (M),
_D¥* = _D*
1) 2<VU(R R*¥}) X, ¥> <(R-R )x,(VJuJ)V> +
+ <(R-R*)Y, [V, T)X>

2) VU(R-R*)X + V.. .(R-R*)IX = 0 (3.12)

Ju

Demostracidn. -

Tomando en (3.3) Y por X

2n
L <(V
i=1

2< (R=R*) X, X>

K(X,Ei)J)X'Ei>

Operando

2n
- I {<(V; IK(X,E;),X> +
i=1 -] -

2< (R-R*)X,X>

+ <(VXJ)Ei,K(X,Ei)>}

2n )
= I {<(V. J)X,K(X,E.)> -
i=1 Fi &

- <(VXJ)E1'K(X’Ei)>}

2n
= .Z <K(Ei,X),K(X,Ei)>
i=1

de donde

2n
- & |I[R&x,Ep | (3.13)
i=1

2< (R-R*)X,X>
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Derivando ahora en (3.13),

2n
<V (R-R¥)X,X> = - I <(V,K)(X,E;),K(X,;E4)>
i=1
Por (2.21) 7
2n 2
<V_(R-R*)X,X> = L (V J) (U;R(XGEL) 7 XiBy)
U i I 1
i=1
y por (2.23)
2n
=R* = -
2<VU(R R*)X,X> -E {<J(VUJ)X,(VK(X,E.)J)Ei>
i=1 1
- <J(VUJ)Ei’(VK(X,Ei)J)X> =+
+ <J(VUJ)K(X,Ei),(VXJ)Ei> -
- <J(VUJ)K(X,Ei),(VEiJ)X>} =
2n ’
= I {<J((V. .J)X,(V J)E.> -
i=1 U K(X,E;)" 71
- <J(VUJ)Ei,(VK(X,Ei)J)X>}
Es preciso ver que
2n
- I <J(V_J)E., (V J)X> =0
Pl U 3 K(X,E;)
en efecto
2n
= ¥ «J((V..O)E., (¥ J)X> =
i=1 U i T R(X,E))
2n
= E <{V J)(V, J)E.; %> =
i=1 K(X,Ei) Ju gl
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2n
= = i£l<K(X,Ei),Ek><(VBkJ)(VJUJ)Ei,X>

Pero

<K(X’Ei)’Ek> = <(VXJ)Ei,Ek> <(VE.J)X,E > =

k
i

=f-<(VEkJ)X,Ei> <(VEiJ)Ek,X> =

- <(VE.J)X’Ek> = <(VE
i k

J)E, ,X>
y al sumar en la J-base, dicha expresidén es nula. Asi,

2n
2<V (R-R¥*)X,X> = I <(

J)(V_,. J)X,E.>
i=1 JU i1

%
K(X,Ei)
y: por (3.3)

<VU(R—R*)X,X> = <(R—R*)X,(VJUJ)X>

Tomando ahora X + Y por X, se sigue 1).

Sustituyendo-en 1) JU por U y JX por X,

2<VJU(R—R*)JX,Y> = - <(R—R*)JX,(VUJ)Y> -
= <(R-R*)Y,(VUJ)JX>

Sumando con 1) se sigue 2).

= 10X =



§4,- Tenson curvatura caractenistico en Las AKz-vanéedadeA.

Una conexidn particularmente interesante en las AH-varieda-

des estd8 definida por

=1 -
Dy¥ = 5 (V¥ - IV, JY)

para todo X,YeX(M). Se prueba ficilmente que (DXJ)Y = 0. Sean

Swx = Dw,x] ~ [PwPx] ¥ Syxyz = <Syx¥:%>
Segfin {131},

L 1
Swxyz = 7 Ruxvz * 7 Ruxovoz t

+ i-< (T, 3) Y, (V) 2> -

1
o Z<(VWJ)Z’(VXJ)Y> (4.1)

Para todo W,X,Y¥,ZeX(M).

Siendo M una QKz—variedad, por (2.1), (4.1) puede escribir-

se
Swxyz = Ruxyz ~ 705 Vg, x) P ¥r2> -

- VDY, (VD) 2> + <2, (DY) (4.2)

y cuando M es una AKz—variedad, (4.2) puede escribirse

1 N
Suxyz = Buxyz ~— Tt <K(W.X),K(Z,Y)> -

= <(VWJ)Y,(VXJ)Z> + <(VWJ)Z,(VXJ)Y>}
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LEMA TII.4.1.

Sea M una QKz-uaniedad. Entonces para todo W,X,Y,ZeX (M),

" Syxyz 7 7 Sxwyz T 7 Swxzy T Svzux
2) Syxyz = Swuxzviz = Sywixvz * Swixiyviz
3) wfﬁ%v Suxyz - 7 wf%iv AV, x)I1Y.2>
r<K(W,X), (7,3125) (4.4)

Demostracidn.-

(4.4), 1) es inmediata a partir de la definicidn de S. °(4.4),
2) se sigue del hecho que R es un tensor J-invariante. Para pro-

bar (4.4), 3) se permuta ciclicamente en (4.2), obteniéndose.

S ’
W,X,Y Suxyz = 4{<(VK(W,X)J)Y'Z> i <(VK(Y,W)J)X'Z> &
+ <(\7K()~('Y)J)w,z> - <(Vyd)Z,K(W,Y)> -

- <(V 3 Z,K(Y,X)> - <(VYJ)Z,K(X.W)>}

(4.4), 3) se sigue ahora de manera inmediata.

COROLARIO 111.4.2.
Sea M una AKz-vaniedad. Para todo W,X,Y,ZeX(M),

= xa thsts '
oy Suxvz T T T ux,y <KULX), (7,0)y> (4.5)

La demostracién es inmediata a partir de (4.4) y del hechc

gue es una AKz—variedad.
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PROPOSICION 11I71.4.3.
Sea M una AKz-vanéedad. Entonces para todo W,X,Y,ZeX (M),

1
Suxyz = 7-U3Ryxyz * Ryxgysz * Ryyszix * Ruwzgxay! *
1 ,
+ <V INZ, (V T)Y> - <V IV, (VyI)Z> -
" %<K(W,V),K(X,Z)> A %<K(w,2),K(V,X)>} (4.6)

Demostracidn.-

Por (2.17),

a8 s
TRy * Ryuxgvaz + Ruyozox T Rwzoxay! =

1 N . Ba
= 703Ruyvs * Ryxvz * Ruxvz * Ruvzx * Ruzxy - <K(W.X),K(Z,¥5>

- %<K(W,Y),K(X,Z)> - %<K(W,X),K(Y,X)>} =

- e g
= Ryxvz Z{<K(Wrx),K(z,y)> 3

+ Z<K(W,Y),K(X,2)> + 2<K(W,2) ,K(Y,X)>} =

1
wxyz = TS (Vd) ¥, (Ved) 2> - (V3N Z, (Tgd) ¥> +

+ 3<K(W,¥) ,K(X,2)> + 2<K(W,2) ,K(Y,X)>)

PROPOSICION 111.4.4.

Sea M una AK,-variedad. {EL} una referencia Local de campos.

Entonces para todo W,XeX (M),
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Zn
: B * -
1) z SwE.XE, = ?{<Rw,x> + <R*W, x>
= £ L
n
- I <V INE, (V. )%}
L= %
Zn ° 1 4
2) I Sy xg. © 2{3<Rw,x> + <R*W,X> -
=1 £ A
n
- 2’2 (<(va)EL’(VE.J)X> -
i1 L
- <K(w,Ei),K(Ei,X)>)} (4.7)
Demostracidn. -
Por (4.3)
2n 2n 1 2n
I S = ¥ - = I A<V IYE.,{(V_ I)X> +
o, Swexe, T Lt Rupgxe; Tz 2 VU B ey
+ <K(W,Ei),K(Ei,x)>}
Por (3.1),

2n i
<RW,X> + <R*W,X> = I {Roo yp + % Rygxe.JE.] =

2n
1
= I{ + S > )} =
§=i RWEiXEi 2 RWEiJXJEi RWJEiJXEi
2n
= E (B, + )
i RWE  XE RWEiJXJEi
@
Por (2.17)
= A 2n 1
<RW,X> + <R*W,X> = I (2RWE XE. " §<K(W'Ei)'K(Ei’X)>)
. =1 e §

i
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de donde se sigué (4 T 2)

PROPOSICION T111.4.5.

Sea M una AKz—vaniedad, {Ei} una referencia Local de campos.

Entonces para todo W,XeX (M),

Zn
. * e
I Syyxg g, © gIFRTELXE - <RELX> 4
L=1 L4
] n
o ’§ {<K(w,Ei),K(EL,X)> -
L=
- <(va)Ei’(VXJ)EL>} (4.58)
Demostracidn. -
Seglin (4.3)
2n 2n 1 2n
I S = ¥ R - = I {<KW,JX),K(JE,,E.)> -
jop WIXE,JE, ~ .-, TWIXE,JE, = 4 .C, R |

<(VWJ)Ei,(VJXJ)JEi> + <(VWJ)JEi,(VJXJ)Ei>} =

n

2 =
1 RWEiJXJEi

1

< (V) E s (V) E> (4.9)

ISl S ]

n
2%
i=1
Utilizando (3.1);

2n

5
* - - 2 . _
5<R*W,X> <RW,X> .E (2 Re3XE .JE. RWE.XE.) _
l—l i 1 A b i &
2n
= ¥ (5 - )y =
=4 RWEiJXJEi RWEiXEi~
2n 3
= i51(4RWEiJXJEi = §<K(W,Ei),K(Ei,X)>) (4.10)
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El resultado se sigue de (4.9) y €4.10) -

TEOREMA T111.4.6.

Sea M una AKz—uaniedad. Entonces para todo W,V,X,Y,ZeX (M),

&

v,uw,X

.
(7y8) guyz = F v T x CTKIVUD, 1Ty g ) T1X) (4.11)

Demostracidn.-
Derivando respecto a V en (4.3), combinando con (2.21) ¥y

teniendo en cuenta la definicibn de K,

1
(V4S) (T4R) - F{< (V4K (W,X) ,K(Z,¥)> +

WXYZ WXY?Z

+ <K(W,X),(VVK)(Z,Y)> =

2 .
- <(VVWJ)Y,(VXJ)Z> =

2

- < Vyx

J)Z,(VWJ)Y> +:

2
<(VVWJ)Z,(VXJ)Y> +

+

2
VX

+

<(V J)Y,(VWJ)Z>} =

i 2
(T R) ygyz ~ LV °9) (V, (7,3)¥,%,W) -

- (V23) (v, (9, 3)2,X,W) +

+ (V20) (V, (V)X Y,2) -

i
.
D
-~

]



(VZJ)(V,(VXJ)W,Y,Z)

(v23) (V,X,2, (V,3) ¥)

+

(v23) (V,W,¥, (7,3) 2)

+ (723) (V,W,2, (T,0)Y)

+

+

" ,
(V J)(V,X,Y,(VWJ)Z)}
Teniendo en cuenta (2.23),

(Vy,S) =

v luxyz = (VR *

VI WXYZ

1
+ §{<J(VVJ)W,(V(VZJ)YJ)X> - <J(VVJ)X,(V(VZJ)YJ)W>

J)W> +

= <J(VVJ)W,(V

(VYJ)Z

T (VD 2, (¥ 3y

(VWJ)X

<J(VVJ)Z,(V J)Y>

(VXJ)W
<J(VVJ)Y,(VWJ)(VXJ)Z>
<J(VVJ)W,(VYJ)(VXJ)Z>

<J(VVJ)W,(VZJ)(VXJ)Y>

<J(VVJ)Z,(VXJ)(VWJ)Y>
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J)X> + <T (DX, (V

(VYJ)Z

<J(VVJ)Y,(V J)%>

(VI ) X

<J(VVJ)Y,(V J)z>

(VXJ)W :

<J(VVJ)Z,(VWJ)(VXJ)Y>

<J(VVJ)W,( J)y>

v
(VXJ)Z

<J(VVJ)W,(V J)z>

(VXJ)Y

<J(VVJ)Y,(VXJ)(VWJ)Z>



+ <J(VVJ)X,(VZJ)(VWJ)Y> = <J(VVJ)X,(V J)z>

(V)Y

(= <T(VGI)X, (V) (V,3) 2> + <T(V D)X, (7 J)Y>}  (4.12).

(VWJ)Z

Haciendo la permutacidn ciclica en (4.12) sobre V,W,X, teniendo
en cuenta que <(VJ)-,x> = - <(VJ)x,-> y la segunda identidad de

Bianchi para la conexidn métrica, se deduce

& R~
8 V,W,X (Vvs)wxyz - V,W,X {<JK(V'W)’(VK(Z,Y)J)X> o
+ <J(VXJ)Z,(VK(V,W)J)Y> - <J(VXJ)Y,(VK(V’W)J)Z> =

- <JR(V,W), (( Y # (VZJ)(VXJ)Y =

v(vXJ)zJ

(v, 3)¥?) 2 = (Ty?) (Ty)2)>]

Teniendo en cuenta que M es una AK-variedad, se sigue (4.11).

COROLARIO I11.4.7.

Con Las mismas hipGtesdis del Zeorema 111.4.6,

(VVS) =0 (4.13)

&
v, W, X WXyJy

Para la demostracidn, basta tomar en (4.11) JY por Z.

COROLARIO T111.4.8.

Con Las mismas hipbtesdis del teorema I111.4.6,
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(VVS) + (vvs)

wxyz JWwIX3ivyiz

(V)R yyyz * (TyR) (4.14)

wXyz JWIXIYIZ

Para su demostracidn, basta tomar en (4.12) JW,JX,JY,JZ por W,

X,Y,Z respectivamente, y combinar con (4.12).

'Observacién 5.-

Las expresiones (4.13) y (4.14) son formalmente idé&nticas

a las obtenidas por A. Gray para las NK-variedades {15}.
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CAPITULO IV

DESCOMPOSICION DE LAS AKZ-VARIEDADES

§1.- Teoremas de Integrabifidad en Las AKz—vaaiedadeb

Se definen las distribuciones Kd'Ké y Rd sobre una variedad

casi-hermftica M. Para todo peM, se definen los subespacios Kd(p),

K%(p) ¥y Rd(p) del siguiente modo

Kd(p) = 1 XeTp(M) / (Vgd)Y = 0 para todo YsTp(M) }
K3 (p) = { Xe'rp (M) / (V,J)X = 0 para todo YETp(M) }
Rd(p) = XETP(M) / K(X,Y) = 0 para todo YeTp(M) }

Es sabido que la distribucidén p —= Kd(p) se conoce con el nom-

bre de distribucibn de Kaehler.

TEOREMA TV.1.1.

Sea M una QK,-variedad, entonces La distribucibn Rd(p) es
integnable, sobre cualquier abiernto donde dim Ed(p) sea constan

te. Ademds todas Las subvariedades integhales son kaehlenianas.

Demostracidn.-

Para todo W,Xeid

=dldis=



(VYJ)W

(VWJ)Y

(VXJ)Y (VYJ)X

Se deriva (1.1) respecto a X y

2
(waJ)Y + (VVXWJ)Y +

2
XY

(Vo J)W + (VVXYJ)W +

2
(VWXJ)Y + (V J)Y +

Ty

2
(VWYJ)X + (VVWYJ)X -

Restando de (1.4), (1.3)

V1w, x]

= (VyJ) [W,X] + (VéYJ)X =

2
J)Y + (VWXJ)Y -

(1.2) respecto a W.

(VWJ)VXY

(VYJ)VXW

(VXJ)VWY

(VYJ)VWX

2 =
(Ve Y =

2
(VXYJ)W

Por (2.5); (i) y (2.1) del capituleo III

v23) (W,X,¥,2) - (V23) (X,W,Y,2) = 0

para todo Z. An&logamente

(V23) (W,Y,X,2)

(v23) (X,Y,W,2)

(V23) (¥, W,X,2)

(v23) (¥,X,W,2)

= 2 =

(1.1)

(1.2}

(1.3)

(1.4)

(1.5)



para todo Z. Ademés,
V2 )% - (V2.I)W = (V K) (W,X) =
v’ YX y '
= VY(K(W’X)) - K(VYW,X)‘- K(W,VYX) =0

Entonces de (1.5) se sigue la primera parte del teorema. Para
la segunda se considera W,Xeid y entonces para todo Y, es ficil
demostrar que

<(VWJ)X,Y> = 0

LEMA 1V.1.2.

Sea M una AK-vaniedad, entonces para todo w,XeEd
<(VwJ)V,(VXJ)Z> = 0 (1.%)
para todo Y,ZeX(M).

Demostracibn.-

Por ser W,Xeid

(VYJ)W

(VWJ)Y

(VXJ)Y

(VYJ)X

para todo YeX(M).

Asi, teniendo en cuenta que M es una AK-variedad, se tiene

<vaJ)Y,(va)z> =

=33 =



Il

- 2 (¥

]

(vXJ)zJ)W'Y> - <(V,J) (V) 27, W>

= - <(VWJ)(VXJ)Z,Y> = <(VYJ)(VXJ)Z,W>

<(VWJ)Y,(VXJ)Z> + <(VWJ)Y,(VXJ)Z>

de donde se sigue el resultado.

COROLARIO 1IV.T1.3,

Sea M una AK-variedad, entonces Edc Ky

La demostracibn se sigue inmediatamente de la fb6rmula (1.6) ha-

ciendo X =Wy Z2 =Y.

PROPOSICION IV.T1.4.

Sea M una AK-variedad, entonces Kd 5 KZ

Demostracién.-

Es f8cil ver en primer lugar que Rd = KdrﬁKa ; en efecto,

si XedeWKa, es inmediato que Xsﬁd. Reciprocamente, si Xeﬁd,

por el corolario IV.1.3, XSKd y por tanto XeKa.

Asi, ahora es suficiente demostrar que Kac Kd

Si XeK%

3 <(VYJ)X,Z> = 0 para todo Y,ZeX(M). Pero por ser

M una AK-variedad

<(VZJ)X,Y> + <(VXJ)Y,Z> =0
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de donde <(VXJ)Y,Z> = 0 y se sigﬁe el resultado.

§2.- Descomposicibn de una AKz—va&iedad.

Sea M una AKZ—variedad. Se dice gue es una AKz—variedad es-

tricta si para todo meM y para todo XeMm con X # 0, se tiene
(VXJ) - (V)X # 0

El proposito de este epigrafe, es el de descomponer toda
AKz—variedad, como producto de una K-variedad y una AKz-variedad

estricta.

TEOREMA TV.Z.1.

Sea M una AKz-vaniadad y meM. Se nepresentardn por S,(m),...

e, S, (m) kos subespacios propios de R-R¥, connespondientes a

8

Los auto-vectores no nulos de R-R* y por H(m) el nidcleo de R-R*.
Entonces H(m) coincdide con Kylm). La distnibucibn Him) es

integrable sobre cuafquiern abiento de M, donde dim H(m) sea cond

tante. Las subvariedades integrales s0n kaehlenianas. Ademds,

el tangente Mm a M en m se puede desdcomponeir Mm = H(im) @ S,(m) @ ..

ses B Sé(m).

Demostracién.—

La primera parte del teorema, se sigue inmediatamente de
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lé férmula (3.4) del Capitulo III tomando Y = X.

La segunda y tercera, se siguen de la primera y del teore-
ma IV.1l.1.

La filtima parte, es un hecho bien conocido del &lgebra li-

neal.

Se considera ahora que M es una AKz-variedad simplemente

conexa. Sea M = M0 X M1 XeowsX Ml la descomposicidn de De Rham

de M, donde M0 representa un espacio euclideo y Ml,...,Ml son
variedades riemanianas irreducibles.
Partiendo de dicha descomposicibn se construye una nueva

M= Mk X Ms, donde Mk representa el producto de todos los facto-

res M con la propiedad (VXJ) - (VJ)X = 0 para todos los XeX(Mi).

Entonces M° es el producto de los restantes factores.

Se hace la hipbtesis adicional (*): "R-R* es paralelo sobre

M". Puesto que las AKz—variedades verifican
—R* —R* =
(VU(R R*))X + (VJU(R R¥*))JX 0

para todo U,XeX (M), (%) es bastante razonable.

LEMA 1V.2.2.
Sobre cada gacton ML de La descomposicidén de De Rham de M,

existe una constante A, tal que (R-R*)X = X X paza todo XeX (M) .

= 116 =



Demostracidn.-
El grupo de holonomia de M actua irreduciblemente sobre ca-
da espacio tangente M;. Por ser la imagen de un homomorfismo de

grupos, es un subgrupo normal y conmuta con R-R*. Asf%,
R-R* = X i 5 Mi — Mi
; (P) b b

al ser R-R*, paralelo y por el lema de Schur se sigue que Xi es

constante, de donde se sigue el resultado.

LEMA 1V.Z.3.

Mt c Mh 84 y solamente 84 AL = 0.
Demostracidn.-
si m*c Mk, entonces para todo xeX (M1) (VXJ) - (VoO)x =0

y por la férmula (3.11) del Capitulo III se sigue que (R-R*)X = 0.

Reciprocamente, si (R-R*)X = 0, entonces por la férmula

(3.13) del Capitulo III, se sigue que K(X,Ej) =0y MlCIMk.

LEMA 1IV.2.4.

Sea meMk. Entonces Mﬁ = H(m).

Demostracién.-

1 y
Sea X = I X donde Xi es la componente de X en M;.

S XaMi, entonces
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(VXJ) - (Vo)X = . z {(VX_J) ~ (VJ)Xi} =0
Mlc Mk i

de donde XeH(m).

Reciprocamente, si XeH(m), se tiene

= -R* =
0 (R-R*)X ’ z : XiXi
M™C M

y por la independencia lineal Ai = 0 para MiC:MS.

LEMA TV.2.5,

uk k

Y Mic M™ son subvariedades haehlLernianas de M y M es una

AK-subvariedad estricta.

Demostracidn.-

k

Es inmediato, que tanto M, Mic Mk

vy M® son subvariedades
casi-complejas de M, ya que (R-R*).J = J.(R-R*) (Proposicién
TIT.3:1). |

| Entonces todas ellas son autom&ticamente AK-variedades; en

k k

particular M" y M*c M® son kaehlerianas.

Que Ms es estricta se sigue del lema IV.2.3.
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