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INTRODUCCION

Histdoricamente podemos considerar como punto
de partida de la'"Teoria de Invariantes de Baer" [1]
el descubrimiento por Hopf en "Fundamentalgruppe
und zweite Bettische Gruppe" publicado en Comment.
Math.Helv.14 (257-309) 1942, de que si Kt—>F—G
es una presentacion libre de un grupo G, entonces
los grupos [F,F]/[F,K] y [F,F]nK/[F,K] son inde-
pendientes de la presentacion.Hopf demuestra que
[F,FInK/[F,K] = Hz(G,Z).

En 1963, Frohlich [13 ] formula la teoria en
algebras asociativas sobre anillos conmutativos.
Definé al mismo tiempo los invariantes relativos
considerando pares de variedades de algebras.

Los invariantes de Baer han sido obtenidos
utilizando la técnica dé funtores derivados por Froh-
lich {12 ] y MacDonald [41].E1 trabajo de Frohlich ha
sido generalizado a una categoria de Héfmann por Le-
couturier[33]. T

En el afio 1975, Modi en su Tesis Doctoral,"Sim—
plicial Methods and the Homology of Groupé” sobre una
categoria de Rinehart obtiene los invariantes de Baer
en el caso de grupos.

Furtado, en su Tesis Doctoral [14 ],aefiné los

invariantes en @Q-grupos, siguiendo la linea de Froh-
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lich [13], y obtiene como caso particular los de Mac-
Donald,sin utilizar la teoria de funtores derivados.

R-Grandjean y Franco en [50),introducen un fun-
tor con valorés en Q-grupos que generaliza el segun-
do funtor de homologia varietal de Stammbach [53].

- El objetivo de esta memoria es definir los in-
variantes de Baer en uné categoria, relacionar 1los
introducidos por los diversos autores, y aplicarlos
"al estudio de seﬁieé y extensiones en variedades.

La memoria consta de cinco capitulos.Hemos plan-
’teado el trabajo en una categoria de Kurosh [30]
categoria que incluye todas las estructuras donde han
sido estudiados los invariantes.En el primer capitu-
lo se dan una serierde resultados necesarios para el
desarrollo del tema.Se demuestran lGnicamente aquellos
que no aparecen en la literartura.

Introducimos en el capitulo segundo un funtor
Vl que llamaremos marginador,‘a partif del cual se puede
obtener el V-centro, que generaliza el.concqéio de
subgrupo marginal de Hall [19 ].En (2.1.19) se demues-
tra que si se toma la variedad de objetos abelianos
entonces el funtor V1 da el conmutador de Livsicha—
lenko-Sulgeifer [36] .Este resultado permite genera-
lizar el concepto de morfismo central, tanto de Huq
1241, como de Livsic-Sulgeifer-Calenko [36] ,para

una variedad arbitraria.En 2.2 se dan los invarian-




tes de Baer absolutos, utilizando las propiedades
del funtor marginador, y se termina el capitulo ob-
teniendo una sucesién exacta decinco términos a
partir de una sucesidén exacta corta.

El tercer capitulo se dedica a los invarian-
tes de Baer relativos y al estudio de las relaciones
existentes entre ellos.En 3.3 siguiendo la linea dé
[50] se define un funtor que generaliza al Segundo
funtor de homologia vérietal y a partir del cual se
obtiene en 3.4 una sucesidén exacta de cinco términos
para dos variedades.Este invariante relativo es el
que se utilizara en el resto de la memoria.

En el capitulo cuatro se da el concepto de
V-centro (que en el caso de tomar la variedad de ob-
jetos abelianos se obtiené el centro de Hugq [25])
lo que permite definir las series V-centrales y 1la
V-nilpotencia.Quiero destacar que el resultado funda-
mental de Stallings [52] , y las generalizaciones da-
dasrbor Sp;ﬁmbach[53]y[54] para una;variédad arbitraj
ria de grupos, por Tarazona[58]para una variedad dq
algebras de Lie, por Furtado [14], [15]y {17] para una
vériedad de  Q-grupos,y por R-Grandjean y Franco[50]
para dos variedades de Q-grupos, sén casos particu-
lares de 4.2 Teorema de seriesyV-cedtrales.

En el dltimo capitulo se examina la relacidn

entre las extensiones en una variedad V y las exten-
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siones V-centrales.Si C eV,entonces se demuestra en
5.1 que si A es un objeto de la variedad, l1la clase

de las extensiones de C porA en la variedad se con-
vierte en un subconjunto de la clase de las extensio-
nes V-centrales.Se obtiene que si el invariante AV(A)
- €s cero entonces los dos conjuntos coinciden.Utili-
zando la sucesion de cinco términos de 2.3 y 3.4 se
definen extensiones "stem" , "stem cover" y "margi-
nales", estudiandose sus propiedades, en particular
en el caso de objetos V-perfectos.

Los resultados dé este Gltimo capitulo han si-
do obtenidos partiendo fundamentalmente de los tra-
bajos de Frohlich [13], Lue [37],(38]y [39] sobre alge-
bras asociativas,Stammbach[5ﬂ[54]y[55}, Leedham-Green
(33 y [34]y Johnson[26] sobre grupos,Knopmacher [27]y[28]
y Tarazonal[ 58] sobre algebras no asociativas.

Se termina dando ﬁna bibliografia con los 1i-
bros y trabajos maAs importantes sobre el tema, bien
desde el punto de vista histérico o bien para el de-
sarrollo‘de_esta memoria.

La notacion y técnica es la de [45].

Quiero expresar finalmente mi agradecimiento
al Prof.R-Grandjean por su orientacidn y ayuda para
la realizaciéon de esta memoria,al manifestar éste
lo:hago extensivo a todos los Pofesores del Departa-
mento de Algebra y Fundamentos de la Universidad de

Granada.



1.CATEGORIAS DE KUROSH.

1.17. LEMAS CLASICOS.

(1.1.1) Una categoria de Kurosh es una categoria que ve-
rifica los siguientes axiomas:
A.1. Existe objeto cero.

A.2. Todo morfismo admite una factorizacion:

A.3. Para toda familia de objetos existe producto
y coproducto.
A.4. Los subobjetos y los cocientes conormales
forman un conjunto.
A.5. Sea m:A’+—4A un monomorfismo y e:A—ypB
un.epimorfismo conormal,entonces:
i)Si m es normal entonces (em)l es normal.

.. . ! k
ii)Si (em) es normal y e <m,entonces m es

normal.

(1.1.2) De estos axiomas se deducen las siguientes con-

secuencias:

i) Los subobjetos de todo objeto forman un reticulo com-
pleto.( [30] 12.6,p.33).

ii). Todo morfismo tiene nucleo.( [6 ] p.47).



iii) Los subobjetos normales de todo objeto forman un
reticulo completo. ( [57]p.183). 7

iv) Todo morfismo tiene conucleo. ( [24] p.365).

v) El morfismo canbnico x:A¥B——AxB es un epirr;orfis—
mo conormal.( (24 1p.367). |

vi) Si f = vu es un ‘monomor*fismo normal y v un mono-
morfismo entonces u es un monomoffismo,norma|.( [30])
8.3,p.20).

Si f = vu es un epimorfismo conormal y u un epimor-
fismo entonces v es un epimorfismo conormal.([30] 8.3,
p.21). y

El producto de dos epimorfismos conormales es epi-
morfismo conormal.( [56] 2.2,p.158).

vii) Existen cuadrados cartesianos.( [43] 17.3,p.27).

(1.1.3) Una sucesion vu de dos morfismos

: ‘ ] ] k
se llama exacta, si- u =v .
Si ues normal vy v conormal la sucesion exacta
: . c
vu se dice exacta corta.En este caso, u=v y v=u .

(1.1.4) v0 exacta si y solo si v es un monomorfismo.
Ou exacta si y solo si u es un epimorfismo co-
normal.

Ou0 exacta si y solo si u=I.



(1.1.5) Una sucesibn

i+1 i i-1
eoe P —> o —Ps s 00
se llama exacta si para todo i, u.u. 1 es exacta y se lla-
. ii+
cerosucesion si para todo i, u.u. ]=O.
: i+

(1.1.6) En un cuadrado conmutativo f]g =f_g

T 272
ck I
g g
» 1 ) o 1 —> ¢
ck ck
.f‘
92 I 171 1
T R R
+ "'T 74L
I fI
95 111 v 1
lr N L 4
L] Wy > o
ck I
£ £
2 2
las paralelas medias tienen como punto medio,el punto
medio de la diagonal.El cuadrado | es el cuadrado co-
normal,lV el cuadrado monico,! |l y 11l los cuadrados

mixtos.( [45](1.0.8) p.16).

(1.1.7) Un diagrama

h 4
.

w2

N
T r 2

.
|
|
|
|
1
|
l

Y

»

puede completqhse a un cuadrado cartesiano si y solo si




10
c k ‘
91=(f2f1) . [43] 13.2,p.15).

(1.1.8) Sea f1g1=f292 un cuadrado cartesiano}

— .
a
f
92 1
) 2
i)Sif2 es normal entonces lo es g, -

ii)Si ademds f, es conormal entonces lo es 9,

1
({47] p.231).

(1.1.9) Existe cuadrado cartesiano de dos epimorfismos

conormales con el mismo dominio.( [9] (1.1.11),p.11).

(1.1.10) LEMA DE LA CRUZ.
Sean u y v dos subobjetos normales de un objeto.

La cruz construida con ellos

puede encerrarse en un cuadrado de sucesiones exactas

cortas:
ck
“(v u) (viu)
"- (4 1= 7
c kc
(u v) I u b (v u)
+ c
v s e \ o
7 L4
) ok C c . C
(u v) 171 u IV (v u)
A 4 .
i N :L\



El cuadrado | es el cartesiano de uy v.El IV es el co-
) C c . .
cartesiano de u vy v .EIl Il y I'll tas factorizaciones de

c c )
V Uy u v respectivamente.

El vértice inferior izquierdo del cuadrado de la
cruz se llama homologia de u vy v.

( [46] 1.2,p.16).

(1.17.11) Dado un epimorfismo conormal A——u—)B'/,existe u -
na correspondencia biyectiva entre los subobjetos de A
que contienen al nucleo de f yv los subobjetos de B.Ade-
mads conserva el orden en los dos sentidos.Los subobje-

tos normales corresponden a subobjetos normales.

¢ 0l (1.1.14),p.12).

(1.1.12) Si en el diagrama conmutativo:

¢ —y- — -
S
v L 4
LA RN P8 = — o , .

las columnas y la primera y segunda filas son exactas

entonces la tercera fila también es exacta.
Dividiendo los cuadrados por sus paralelas medias

y aplicando (1.1.10),se sigue el resultado.

n
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(1.1.13) Si en el diagrama conmutativo:

8 e ):.: ______ _)-
v ¥ .
v y: ye
(3
las columnas v la segunda. y tercera filas son exactas

entonces la primera fila también es exacta.

(1.17.14) Sean A_ y A_ dos subobjetos normales de A,‘ta -

1 2

les que A <A].Entonces:

2

Es una consecuencia inmediata de (1.1.10).

(1.1.15) Sean .i«] y A2 subobjetos de A,A] subobjeto nor-
mal de A.Entonces:
A U A A
2 ___2__
A AN A
i 1 2

(191 (1.2.5),p.20).

(1.1.16) Sean U y V dos subobjetos de un objeto y sean

U” v V' subobjetos normales de U y V respectivamente.
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Entonces:
U'V(UNV’) es normal en UV (UNV)
y (U'NV) UV’ es normal en (Uh V) YVv©
y los objetos cocientes son isomorfos.

( 191 (1.2.10),p.25).

(1.1.17) Sean U,VyW subobjetos de un objeto,U subobje-
to normal de V.Se verifica:

VA (UUVW) = (VA U)UW
(9] (1.2.11),p.26).

(1.1.18) En el diagrama conmutativo de sucesiones exac-

tas cortas:

ey eV,
f £ £
| 1

. H- o =) ¢ » i o
se verifica:
i) Existe f, si y solo si existe f3.
ii) | es car:esiano si y solo si f3 es mdnica.
iii) Il es cocartesiano si y solo si f] es épica.
iv) 1’1 y f3 monicas —> f2 mdnica.
v) fi y f3 épicas conormales =—=> f2 épica conormal.
vi) f‘Ay f3 isomorfismos => f2 isomorfismo. |
vii) f3 mdonica (f] épica) vy fz isomorfismo =—> f1 isomor—

fismo (f3 isomorfismo).

viii)f3 mdnica y f2 mdnica normal => f] mdnica normal
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ix) f1 isomorfismo y f

(normal).

([9)(1.1.15),p.13).

5 mdénica {(normal) => f3 mdnica

(1.1.19) LEMA DE LOS CUATRO.
En el diagr‘am'a conmutativo:

u \ w

,
4
b

,
+
~

. - -

u \" w

con las filas exactas,se verifica:

i) fz mdénica ﬁf:; mdnica

ii)f3 épica conormal —» fz épica conormal.

Demostracidn: i) Se dividen los tres cuadrados por sus

paralelas medias:

ck T & ck I k ck I
Y e H = Te Y. PO THR VAN W . IR T K R M4
£ 1 n { IT £ IIT h_ | Iv f vV h VI f
1 1 2 2 3 3 4
. TR TR R T ek , ’
i u =V Vv =W . w W

Ahora bien, f4 mdnica =—> l"u3 mdénica.Ademas f1 épica co-
normal = h] épica conormal vy 'FZ mdnica == h] ménica
juego h} es un isomorfismo.Ahora bien, por (1.1.18)ix)

h, es mdnica vy asf por (1.1.18)iv) f_, es mdnica.

< 3
ii) En el diagrama:
u 4y - 4+ u_=v — v MY X :ITLV =W 47 . w ) ._*__\Al___,.
! or ‘!T‘l* rd . . A
f it ki I f IIT - Iy f v h VI f
Tk Tk ek LT Lk Lck 1
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f4 mdnica =h3 ménica vy f3 épica conor‘ma*l==}h3 épi-
ca conormal, luego h3 es un isomorfismo.Por (1.1.18)ii)
el cuadrado |V es cartesiano,luego por (1.1.8) h2 es

épica conormal.Ademds f1 épica conormal=——>h1 épi-
ca conormal por (1.1.2)vii).Ahora por (1.1.18)v) f2 es

épica conormal.

(1.1.20) LEMA DE LOS CINCO.

En el diagrama conmutativo:

4

—y Y
K4

con las filas exactas, se verifca:

. . . . f
i) Si 1’],f2,f4,i’5 son isomorfismos entonces 3 es

isomorfismo.

i) Si f1 es épica conormal vy 1‘2,f4 mdnicas —‘———::>f3

mdénica.
, f

iii) Si f. es mdénica y f épicas conormales ==

5

f_ épica conormal.

3

274

La demostracidn es inmediata a partir de (1.1.19).

(1.1.21) Sea el cuadrado conmutativo A: f]g1 = f292

Consideremos el cuadrado conormal |,(1.1.6), construi-

k k
mos el cuadrado cocartesiano de gc y g; (1.1.9) obte-

I

niendo un morfismo conormal u (1.1.2)vi).
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ck
g

o

92

~.____._1._—"+-). .
k
ImA. /
) l%
E|l dominio del nucleo de u es por definicidn el nucleo

del cuadrado A (KerA).

Consideremos ahora, el cuadrado mdénico 1V,
|
(1.1.6), entonces el cuadrado cartesiano de f1 y fz

(1.1.2)vii) nos da un monomorfismo v:
o . I
f‘
. |5

.f‘
._‘___.2—-——'—-)-.
E!l rango del conucleo de v es por definicidn la imagen

de!l cuadrado A (ImA).

(1.1.22) En un diagrama conmutativo:

f g

1y 1 5.
7 7
h h h
1 2\
F A’., 4).
2 9, |
con filas exactas, se verifica timA = KerB.

En efecto, dividiendo los cuadrados por sus para-

lelas medias obtenemos: .
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ck P K , ck 1
- 1 [TRY at -9.1 S e g1 [TRY 4 91 a
A SR 13 Al Lo A —
ck KerB / ck
1 C\‘. u 3

v JP N L
ck ', TFI_ k ' ck e I ’
2 279 9 92
k ' |

con t:(th g )l = (th gk)kc por A.5.1) vy

2 1 2 1

ck | . ck . ck k.ck ck l.ck ck k

s—(92 h2) .Ast, st(h2 g]) _(h3 g]) g, 9, = 0

Teniendo en cuenta (1.1.10) obtenemos que la homo-

iogia de la cero sucesidn P S _4s. es

ImA = KerB

(1.1.23) LEMA DEL KER-COKER.

Dado e! diagrama conmutativo con filas exactas:

existe un morfismo de conexidédn d:Ker h3———> Coker h]

tal que la siguiente sucesidn es exacta:
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Ker hfes Ker h,~%sKer h_-43Coker h £y Coker h_-9%Coker h,

3 1 2

Ademds, si f es un monomorfismo,fambién lo es fir
y si g°” es un epimorfismo conormal,también lo es o, . |
Demostracidn: Por (1.1.13) yk(1.1.12) las sucesiones

fu .
Ker hrﬁ'—-)Ker h,2e>Ker hy v Coker h,=Coker hz—giﬁCoker‘ hy

son exactas.
EXISTENCIA DEL MORF |SMO DE CONE X ION:
Consideremos el siguiente diagrama con filas y

columnas exactas:’

. gl- ‘A . g'c Y
k k
h I h
2
f R4 g R
h ITTI h 11 h
1 3
J,L £° v g7 v
C o}
h IV 'h
1
‘*-‘r—)‘r——“q“'
Y i , v
Si dividimos el cuadrado | por sus paralelas medias,ob-

tenemos el siguiente diagrama:

ck I
Ju doe s Je

>, b
T

N
hkv . t &&ImI h;

v

N
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i
Por el axioma A.5.i) t es normal y por (1.1.2) vi) gq«

P c

es normal.Ademiés R(g,) = Im I|.
Andlogamente, si dividimos el cuadrado IV por"
sus paralelas medias, obtenemos el siguiente diagrama

conmutativo:

E 3
~+

c ) c
h Kerly\h/s h
1 2
N

N

~

3
}
\’

Por (1.1.2) vi) s es conormal.Ademdés, D(f;K) = Ker V.
Asi mediante una aplicacidn reiterada de (1.1.22) obte-

nemos:

K
R(g) = Im | = Ker 11 = 1Im 11l =Ker IV = D()

y por tanto un morfismo B
C ) WK
d:Ker h3—%+» R(g°) = D) #£55 Coker h,

EXACTITUD EN Ker h3:

k kc | . |

d = g, = g, ya que g, es normal
EXACTITUD EN Coker h1:

lk l ’
e = d por construccion.

M DE g7
K‘S’ t/;/é‘t""\

" BIBLeTEey ¢\

QRANA95
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1.2. MORFISMOS CENTRALES,CONMUTADOR Y CENTRO. -

(1.2.1) Dos morfismos fi:A;——-;A (i=1,2) se dicen que
i
conmutan, si existe un morfismo f].fzzA]xA»z—-—-)A

haciendo conmutativo el diagrama:

u 7]

A]»1—> A1xA2(——2—uA2
f."
;

Existe, a lo sumo,uno de tales morfismos.

(1.2.2) Un morfismo f:B —— A se dice central si 1A con-

muta con f.

En este caso denotaremos f.lArpor* Vf’

epimorfismo.Diremos también que v. es el morfismo que

f

que es un
hace central a f.

(1.2.3) Si 1A es c‘.entral, diremos que A es un objeto abe-

liano y entonces el morfismo que hace central a ]A es el

- codiagonal de A.

(1.2.4) Un morfismo f:B——A es centra!l si y solo si
conmuta con todo morfismo de rango A.( [24](3.1.2),p.

369).
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(1.2.5) Si f:B—— A es central y g:C——3B es un morfis-
mo cualquiera, entonces fg:C ——A es central. [24] (3.1.
2),p.369).

(1.2.6) Si el compuesto de dos morfismos g:C— B vy
f:B——=A es central, siendo g un epimorfismo conormal

entonces f es también central.( [24] (3.1.4),p.369).

(1.2.7) El morfismo nulo OA 5 €S central. ( [24] (3.1.7),
p.371).

(1.2.8) Si gf es central y g es un monomorfismo, enton-

ces f es central. ([24] (3.1.8),p.372).

(1.2.9) Si hi:Bi*-)Ai (iel) es central, entonces tam-

bidn lo es Th: 18— 1A . ([241(3.1.9),p.374).

(1.2.10) Si’ m:B +—— A e‘s un monomorfismo central, enton-

ces es normal. ( [24] (3.1.10),p.374).

(1.2.11) ST f:B—— A es un morfismo centr\alb y g:A—mC
un epimorfismo cohormal, entonces gf es central.( [24]

(3.1.11)’,p.374).

(1.2.12) Si m es un monomorfismo central y e un epimor-
fismo conormal, entonces (em) es central.([24] (3.1.11)

p.374).



(1.2.

([ 24] (3.1.13),p.376).
(1.2.14) Sean
V Vl
P——-) ¥
A]*‘TA1 AzTZ‘HAz

los diagramas coproducto y producto de A1

<U11U2 >={q1,q2 }:

nico,

A XA — A,

1

con nucleo r:Ker XIF——+A1*/A

(mr)l

22

13) Los subobjetos centrales, forman un reticulo.

tA +—— A dos subobJetos de ug objeto A,

A *’AZ——-#}A1XA el

2.Si m

1

2

llamado el

A

1 5 .entonces es
de m,o,m, vy es denotado [m 2]
En particular D((mr) J:=[A :
ck
Ker x (mr) [A yA ]
] 1, 2
A \fA [ mr) = [m ,m_]
q//aa fkm\“
A % A A
1 m
xl
A xA
(136] (4.1),p.47).
(1.2.15) [A1,A2]es un subobjeto normal

"En efecto,

"y por el

axioma A.5.

i)

ya que (mr)

m,

| !
<m

- ’
existe m

es normal.

y A

2 ’

de A1k/A

X =

morfismo cand-

conmutador
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(1.2.16) Sean mi:A?———éA dos monomorfismos en C.

Entonces [m1,m2] =0 siy solosim

y m, conmutan.

1 2

Demostracion: —=) Si [m1,m2] =0 entonces mr =0 y ya

c
que x=r , existe un morfismo h:A xA_ ——— A tal que

1 2
m=h x .Entonces mi =mv_.=hxv .=hu_ luego h=m1'm2.
i i i
&) si m,y m, conmutan, entonces exis-

t . = . Asi
e m,'m, tal que m. (m1 mz)ui s T

mvizmi=(m1'm2)ui=(m1'mz)xv_[ implica m=(m1'm2)x

|
Por tanto mr‘z(m]'mz)xr‘:O y asi (mr) = [ml’mZ] =0.

(1.2.17) Sean m.:A +—A i=1,2,3,4 subobjetos de
} |

A T

A.Si A. <A_,A_<A entonces [A_,A_J<[A 4

1 SR RS Ay 1772 3
( (36 (4.6),p.48).

(1.2.18) E! conmutador [1A,1A] : [A,A] +——A, es lla-
mado el derivado del objeto A.
Por (1 .:2.15) el derivado de un objeto A es un sub-

objeto normal del objeto A (36) (4.7),p.48).

(1.2.19) Sean m.:Ai+————)A, i=1,2 subobjetos de A,en-
i .
tonces [A‘1,A2]<[ A,A1.(C [36] (4.8),p.49).
(1.2.20) Sean mi:Aﬁ———vA,'i:1,2 subobjetos de A yf:A—nB
o i v : , .
un epimorfismo conormal .Entonces f([A1,A2]) =[f(/-\1'),f('A2)}'
Ademids, [f(A_),f(A_ )] =0 siy soto si [A ,A2]< Kerf.

R 2 1
( [36] (4.9),p.49).
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(1.2.21) Sea f:A—w,B un epimorfismo conormal.Enton-
ces, [B,B]l =0 siy solo si [A,Al< Kerf.En par'ticula.r‘
[a/[A, AL A/[A,Al]=0
( [36] (4.110,p.49).

(1.2.22) Sea m:B+—3A un subobjeto de A,
B, A ‘= y 7 |
( ] D([m 1A])
Por (1.2.15), [B,A] es un suobjeto normal de A.

( [36] (4.18,p.50).

(1.2.23) Si m:B+——>3A es un subobjeto de A, entonces

es normal si vy solo si B,Al<B.( [36] (4.16)y(4.29),p.
50 y 55). ' '

(1.2.24) Un subobjeto m:B4+—— A es central. si y solo si
(B,A 1=0.
Un objeto A es abeliano si y solo si [A,A] =0
La comprobacidn es inmediata a partir de la defi-

cidn y de (1.2.16).

(1.2.25) Supondremos ahora que nuestra categoria c,
verifica ademds el siguiente axioma:
A.6. La unidn de una familia arbitraria de sub-

objetos centrales es central.

(1.2.26) EIl centro de un objeto es definido como la unidn

de todos sus suobjetos'centrales.( 25] p.209).
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(1.2.27) Para dos objetos A y B de C, definimos una su-
ma parcial en el conjunto de morfirmos Hom(B,A) de la

siguiente manera: Si f],fZ:B——-)A son dos morfismos
que conmutan,

f]+f =(f1‘f2)A

2 B

donde A es el diagonal de B,dado por AB={],'I}:B BxB.

B
En particular, si gB#—— A es central y por tanto

conmuta con cualquier otro morfismo f:B—— A, tenemos
la ley de adicidn:

frg = (feg)a= 9V (fx1) = v {1,1}
g g

donde Vg es el morfismo que hace central aag.

( [24)(3.2),p.376).

(1.2.28) Si a:C#—3A es un morfismo central, mientras
que ah,f son dos morf_ismos de B en A, ah+f estd siem~-
pre definido. |

En efecto, sea a:CH——A un morfismo central, y
h:B*——)C un morfismo cualquiera, entonces por (1.2.5)
‘ha:B——3 A es central vy bér (1.2.27) .ah+f~ estd siempre

definido.

(1.2.29) Sea F:C——C’ wun funtor,que preserva preser- -
‘ va productos, entre dos categorias de Kurosh, entonces

-si f,f :B-—23A conmutan, también F(f1),F(f ) conmu-

1 2
tan.

2

En efecto, si f] y fz conmutan entonces existe un

rﬁor‘fismo f1‘f2 tal que (‘f]'-Fz)u_:fi.Ya que F es un fun-
, i ) -



tor preservando productos tenemos que

“F(B)

=F(u2) y por tanto

26

Ve a)=Flu)y

F(fi)zF((f"fz)ui)=F(f1'fz)F(ui)=F(f1'F )ui

donde u3=

“Fea)

y

.
u

27 YF(B)

2
y asi F(f]°f2)=F(f1)'F(f2).
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1.3. VARIEDADES.:

(1.3.1) Sea C una categoria de Kurosh.Observese que si

X es una clase de objetos de C, puede ser-considerada

como una subcategoria plena de C.En consecuencia se

tiene un funtor inclusidn E: X—— C.

Supondremos que X es no vacia.

{(1.3.2) Se lilama variedad de la categoria 9 a una clase

V de objetos de C

Vi, v
V.2, Vv
V.3. V

verificando:
cerrada para subobjetos.
cerrada para cocientes conormales.

cerrada para productos.

(1.3.3) Sea X una clase de objetos de C y A un objeto de

C.Se llama X-réplica de A a un morfismo universal de A

al funtor E:X—C ([42]1p.55).

‘Esto es, a un cbjeto RAe X junto con un morfismo

-

A
A —— RA X

con la propiedad universal inicial:

tal que B IT

o)
>
m
i <

i ‘ V
. A . -
_._.—_.__ﬁ .
\$E\\\\s 318 o ]
a . o I ]
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Se dird que Z("es reflexiva si todo objeto AeC
posee Z(-r‘éplica.En lenguage funtorial esto se expresa
diciendo que el funtor E:X —>C admite adjunto a la iz~

quierda R:C——X.( [42]p.78-81).
(1.3.4) Toda variedad es una clase reflexiva.( [51])]p.71).

(1.3.5) Si y es una variedad en C, A—— RA es un co-

ciente conormal.( [51]1p.71).

(1.3.6) Si __\_/ es una variedad, bar‘a cada objeto A se tie-
ne una sucesidn exacta corta:

VAgp—3A —wRA
( [51] p.73).

(1.3.7)Sea V una variedad en C.Existe una sucesidn
exacta corta funtorial:

Vﬂ—-—HC——HR

donde V es un subfuntor normal de la identidad en la ca=- ——

tegoria _C_Z y R es un funtor cociente conormal de la iden-

tidad en C .( [51] p.73).

) . a
(1.3.8) Si V es una variedad y tenemos A ——B mor-
fismo en V, entonces a es monomorfismo(monomorfismo
normal,epimorfismo conormal) en V si y solo si lo es

en C.( (511 p.74).
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(1.3.9) Una var‘ie'dad V de una categoria de Kurosh es,
a su vez una categoria de Kurosh.Una variedad V! de ura

variedad V de C es una variedad de C.( [36] (3.13),p.41).

(1.3.10) Un objeto P de la categoria C se dice que es

proyectivo en C si dado el diagrama

en C con e epimorfismo conormal existe g tal que eg=f.

(1.3.11) Sea F:C~——D y F—G.Si G conserva epimor-
fismos conormales entonces F conserva proyectivos.

( [22](10.2),p.82).

(1.3.12) Sea V una variedad en C.Entonces si RP es
una \i-vréplica de un objeto proyectivo P,el objeto RP

es proyectivo en V.

En efecto, yvya que el funtor inclusidn E:V——C
conserva epimorfismos conormales y R——E,entonces

por (1.3.11) R conserva proyectivos.

(1.3.13) Sea C una categoria de Kurosh,provista de un
funtor de olvido a conjuntos U:C —Set y sea F—IU'
Entonces para cada conjunto X,F(X) se denomina objeto

libre sobre X (relative a U).
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(1.3.14) Si el funtor de olvido U:(_:_——7§_e_t transforma
epimorfismos conorhales en aplicaciones sobre, enton-
ces cada objeto libre en C es pr‘oyec‘tivo.( [22] (10.3),
p.82). '

(1.3.15) Se tlama funtor variedad en la categoria C, a
un funtor V:Q——)(_: verificando:

F.V.1. V es un subfuntor normal de 1C

F.V.2. V conserva epimorfismos conormales.

Trivialmente, conserva monomorfismos.

(1.3.16) Un fﬁntor‘ variedad V induce candnicamente una
variedad \1 en la forma:

V=1{AeC | VA=0 }

(151] p.80).

(1.3.17) EIl funtor V asociado a una variedad V de C es:

un funtor variedad.(| 517] p.79).

(1.3.18) Las correspondencias entre las variedades y
funtores variedad descritas anteriormente son inversas .

( (511 p.81).

(1.3.19) Sea R un cociente conormal de 1C.Ehtonces son

equivalentes:
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(1.3.20) La interseccién de dos variedades de C es una

variedad de C.Si R. y R, son los funtores correspon-

1 2

dientes a las variedades V y V. ,entonces el funtor co-

=1

rrespondiente a la variedad V1f\V2 es RzR].En parti-

cular R2R1 y R1R2 son naturalmente isomorfos y exac-

tos a la derecha.( [51]) p.83).

(1.3.21) La clase de los objetos abelianos es una varie-
dad cuyo funtor variedad es (-,-1.

([51] p.89).
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2.INVARIANTES DE BAER ABSOLUTOS.

2.1, EL FUNTOR MARGINADOR.

(2.1.1) Se designard por C a la categoria cuyos objetos
=p

son los monomorfismos normales a:A1—-—-)AO

seran denotados (A1|AO) y cuyos morfismos son pares

de morfismos (f]lf ) de C tales que el diagrama:

de C vy que

0
A] f 81
1
aI ]b
Ao_T(')‘_’Bo

es conmutativo.

(2.1.2) Cp es una categoria de Kurosh.
En efecto, el objeto cero es el morfismo 1O.Ade—
mds todo morfismo (f1lf0) se factoriza en la forma:

i | ck .ck
A =
\f]lfo) (f1|f2)(f1 |f2 )

Para toda famitia (a.). de objetos de Cp existe produc-
. . | I =

e |
to-y coproducto, viniendo estos dados por T lai y _l._Lai

respectivamente.

El axioma A.4. es inmediato.El axioma A.5 es consecuen-

. Kk ‘
cia inmediata-de que (f1lf0)k = '(f1 I_fo) y de que un mor=-

fismo (fllf ) es normal si y solo si 171 ygfo son normales

0

en & e bfffo

a es cartesiano en C.
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(2.1.3) Los morfismos centrales forman una variedad yc
en la categoria C

En efecto:
V.l. V

es cerrada para subobjetos.
=cC

Supongamos que a

vV
=c
Por (1.2.5)

f:
af, =f

y que b es un subobjeto de a

0

b es central y por (1.2.8) b yc
V.2.

V es cerrada para cocientes conormales
=C -

de b.Por (1.2.11) f b =b f
(1.2.6) a V

:C..

Supongamos que b V vy que a es un cocliente co-
normal

: es central y por

V.3. V

es cerrada para productos.

Es inmediato a partir de (1.2.9).

(2.1.4) EIl funtor variedad V

asociado a la variedad V
de morfismos centrales viene definido por

C
V (a)
C

[a,1]

En efecto, por (1.2.24) sabemos que el morfismo
~a es central si y solo si [a,1] =0

—

2 l ) A . A A —‘——?
C

n morfismo en
p’ entonceslel siguiente diagrama
[A1,AO]%~———+[AO,AO]
>
[81,801 [BQ,B&

es conmutativo.

J— |
TR0 DE ()
6§ﬁaj QM@

7
BiBLIGTECA ¢

Cnsinap2
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En efecto, en el cubo de la figura:

[A ;

ﬁ/////

, B

/
/ /

B

la cara inferior es conmutativa trivialmente, las caras
laterales por la funtorialidad de V 'y asi por ( (43] 11,
: .c

1.1.dual,p.43) la cara superior es conmutativa.

(2.1.6) Cada morfismo ”1”0) en C_Zp induce de forma na-

tural un morfismo f:AO/A1———)BO/BT en C:

C
- a a .
AL Al > A /A
- l
\r
B.4+—> B — B /B
1T b 0 bc 0 1

(2.1.7) Eil par (A] ) se dice que es una presentacidn

A
, 0
de un objeto A en C si A = AO/A1 .La presentacidn serad

flamada proyectiva si A_ es proyectivo.

0

(2.1.8) El dominioc D'y el rango R son funtores de (Ep a

Ve

D(A, 1A ) = A » ROATAL) = A
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(2.1.9) Cada subfuntor L del funtor identidad en C, in-

duce un funtor L _:C ——C, mediante LO=LR,esto es,

O :p :’
L. (A _TA = = .
0( ] O) L(AO) y Lo(f1lf0) L(fo)
(2.1.10) Denotaremos por FL el conjunto de funtores
S.C_lp—-)(_:

tales que:

i) S es un subfuntor de Lo,que es un funtor normal

en R y por (1.1.2)vi) normal en LO.

ii) Si en el diagrama

-

A]ﬂ; AO———i—ﬂ-) AO/A1

. se verifica a f = a g, entonces en el diagrama

L(X)

L(f)lLL(g)

S(AllAO) -\*—0;——>L(A05—;ZHL(AO)/S(A1IAO)
’ a

se verifica OCL(f) = oCL(g).
a a

(2.17.11) A1f\L(AO)eF

Claramente, (A

L* :
1|AO)I——9A]r\L(AO) es un fuvhtor

de Cp a C,que verifica la condicidn i) por (1.1.8)i),
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Veamos que verifica ii).

Si en el diagrama

X
fl{la
ac
A],*—a——)AO———H—) Ag/A,
] c c - . ]
se tiene a f = a g, entonces el diagrama
c
T T
] a a
. L (A
A1/\ L(AO)#————» (_,(AO) ———n-)L(AO)/AJI/\v( o)
1 7GR T
L{X) :
s I _\ t
% Hla |
X 0] (
|
\L’ \N _L Y
Ay » Ao c W AGTA
a a
verifica:
c C c c c .
Pra M= L e S PN

t 1C L(g) = € L(f) = 1t L(g)
a ~ a a

ya que t existe y es mdnica por (1.1.18).

(2.1.12) Para todo subfuntor L del funtor identidad en

C, I:L tiene un elemento minimal:

L :f\Si' con SIeF

1 £
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Evidentemente,rL1 es un funtor de 9p a C que ve-

rifica la condicién i) por (1.1.2)iii).

Ademas, si en el diagrama:

X
f g
a aC
A w——> — A
1 : AO O/A1
) c c
se tiene a f =a g entonces para todo Si EFL se
tiene O_C L(f) = U,C L(g)
i i
L(X)
L(f) L(g)
: c
a. o
S(A )-\+——yL(A ) ——————H-)'
S(A 1A,) \
C c
Ahora bien, ya que g.<o entonces 0i > a
c c . !
esto es, 6 =s.0 Yy asi tenemos

o L) = s c(; L(f) = s of L(g) = o L{g)

J1.13) L L )
(2 13)‘ (A])< 1(A'IIAO)

En efecto, consideremos el par de morfismos:

a,O:A1————3AO

Ya que a a-2a®0=0 entonces ¢ L(a) = o L(0) =

¢ .0 =0 y por tanto existe un morfismo mdnico
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P :L(A])J;————»L](A]IAO)

verificando o p=L(a).

(2.1.14) L (A]IA )(}A1

1 0

En efecto, consideremos el siguiente diagrama:

Ll(A1IA0)

0 I 0
~
H— ———23
AT AO
Ya que h3 es normal, por (1.1.2)vi) también lo son h1,h2
h .
YNy

(2.1.15) Un par ideal (A1IAO) se dice V-central para

una cierta variedad V, si para todo par de morfismos

f,g:X—-__ﬁ’AO para los que a f=a® g se verifica V(f)=

Vig).

(2.1.16) El par ideal (A}IAO) es V-central si y solo si

V1(A]IAO)=O siendo V1 el funtor minimal de FV.

—)) Demostremos que O« FV .

i) Es inmediata.

ii} Si en el diagrama
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se verifica que ac f = a g entonces ya que OC =1y
V{f) = V(g) se tiene 0 V() = 0° V(g) luego O eFV y
asi V](A]lAO) = O "p‘or‘r minimalidad.

) ‘SI V1(A1‘AO) =0 vy f,g:X"“__‘:,’AO son .un
par de mosrfismos cualesquiera, entonces ya que OC = 1

y 0° V(f) = 0° V(ig) se tiene VI(f) = V(g), luego el par

Al ; - .
( ! AO) es V-central |

(2.1.17) Inpongamos a nuestra categoria C un nuevo

axioma:

A.7. S a:A]ﬂ———-)AO es un monomorfismo central

tal que para todo par de morfismos f,g:X :_,\AO con

a f =.a . g existe un morfismo h:X—— A verificando

1

(2.1.18) Si V = Ab la variedad de objetos abelianos,

un par ideal (A1|AO) es central si y solo si es V-cen-
|-

tral.

0

\ c c . ,
morfismos f,g:XT—"/3 A_ tales que -a f=a g existe por

== ) Si (A_IA_) es central, entonces para todo par de
: |
(2.1.17) un morfismo h:X——-—-)A] verificando g=f+ah,
“pero por {(1.3.23) V es aditivo, asi

Vig) = V(ah+f) = V(ah) + V(f) = V(a)V(h) + V(f) =0+V(f1=V(f).

La razdn de que V(a):[A],-A1]——7[AO,AO] sea el morfismo
cero se sigue de r(rque '[A] ,AO] = 0 , por hipotesis y de
que \«-’(a‘)‘s-e factoriza a traves de {’A],AO] |

-:v) Supongamos que (A1|AO) es V-central y tomemos
X:,A1*AO yf:po':<0,1~>y g =<a, 1 >Asi tenemos
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que tanto f como g son epimorfismos conormales, ya que

N . ' b4 . .
son retracciones.Ademas se verifica que

a’f = ac <0,1 >=<O,ac>: a® <a,1>b= acg
Asi por (2.1.14) los dos morfismos inducidos [X,X ]——-)[AO,AO]'
soh_iguales.
Ahora aplicando (2.1.5) a los pares de morfismos
’ —_
, (11 : * |
(11f),(11g) (A]IA1 AO)—s(A1 AO)
tenemos el siguiente diagrama conmutativo
A]DV(V a (A xA A %A ]
A Al 1m0
: DV (g g)
AL A U !
[ : o] 1
iF
A % A . A
0
5 - [ 2
AO ' A :
Iuego‘si los dos morfismés de la derecha son iguales en

lavcara’super‘ior‘ del cubo, son iguales también los de la
izquierda en dicha cara. |

Y a due f-y g son epimQArfismos conormales, también
lo son al aplicarle el funtor asociado a la variedad yc y
tomar el dominio

Veamos que el producto

tA. * , A
[A1,A‘*”Ao]ﬁ——‘>LA1*'AO,A1 AO‘]-——*H[AO 0]

es el morfismo cero. : -
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En efecto,

DV (flf) DV (v_11) = DV (fv_If) = DV (p.v_If) =DV (011) =0
e c 1 c 1 c 01 c

donde v1:A]+~——)A1* AO es la inyeccidn candnica.

Por tanto el epimorfismo conormal

DV (11f): [A.,A % A yA ]
c 1 1

] —m» [ A 0

0 1

es cero 'y asi (A ,A ]1=o0.

(2.1.19) Si V es la variedad de objetos abelianos enton-

ces V1(A1|AO)=[A1’A-O]'

En efecto, por (2.1.18), (1.2.23) v (2.1.14) se

tiene que V](A1IAO) =0 si y solo si [A1’AO] =0y asi

(2.1.18) da el resultado.
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2.2. INVARIANTES DE BAER ABSOLUTOS.

(2.2.1) Si (A1IFAO) y (ATJA”) son dos presentaciones pro-

1 0
yectivas de A y si SeFL entonces:
LMl A BolilAg)
S(A1|AO) S(A]|AO)

Dado un morfismo f:A———B y presentaciones pro-
yectivas (A]IAO‘) y (B1|BO) respectivamente de A y B,

existe un morfismo fO:AO—;BO no necesariamente dnico

y un morfismo f1:A]—) B] gue hace conmutativo el si-

guiente diagrama:

0 e&E—1
o
© —— 3>
-

0

luego tenemos un morfismo (f1|fo):(A1|Ao)—7(B1)B )y

asi existe un morfismo

fO:LO(A]\ AO)/S(A1| AO) —-——)LO(B” BO)/S(B]I BO)

haciendo conmutativo el siguiente diagrama:

c
8] o
S(A_IA L (A JA ) —2 L (A A
A 2 ol A 1Ay —2—w oA

0
S(f‘_‘lf‘O)J' ) 11_0(1’1}?0) l f‘o

S(B {B H——> | (B |B —> L (B |B )/S(B 1B )
( ‘l‘ O) S O( 1I O) o© O( ‘I’ O ( 1 0
b . .

)/S(A LA
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fO no es necesariamente Unico pero la condicidn i1)(2.1.10) "

asegura que si g_. es otro de tales morfismos, entonces

0
c Cc e C (e C * %
b f = L = = = ’
0 b go=)cb (fo) = o L(QO):fO o =949, @fo 9
Asi f; eés independiente de la eleccidn de fO y lo denota-

remos. f

Si ahora (CHC ) es una presentacidn proyectiva

0
de C y g:B——>C un morfismo, entonces (gf)‘t - g" £

En efecto, sean

C
a a-
. ;AO A
f £ f
1 0
d C
b b i
81-7*——-—) BO-————-H-?B
9.l 95 g
! Lo
C y—C #
1 0

presentaciones proyectivas de A,B,C respectivamente y

seada

g:L*O(B’]i BO)/S(B]I BO)"'—?LO(C1I CO)/S(CllCO)

el morfismo inducido, que es independiente a su vez de

la eleccién de g..Ahora bien

f
0 °" 900
gf:A——C y da fugar al morfismo

:AO—-——-)CO induce

. ;
: : A )/ ’ C sS(C . 1C

(g f) LO(A] O) S(A]\AO)——)LO(C]S O_)/ ( ]l O)

Entonces - (g f). = g ¥

Tomemos ahora A=B y f:]A.Veamos gue  es

un isomorfismo.Para ello sean



44

o
a a
AL —— A ———y A
f f f=g=1
1ﬂg1 Oﬂ’gO 9 A
AT ey AT ———3 A
1 a 0 .C
a

dos presentaciones proyectivas diferentes para A y f=g=1_.

_ A
Ya que (gf)‘r es independiente de la eleccidn de gofO po-
demos tomar gof0=1A y asi 5ff=(gff = 1.Andlogamen-
* " * ° % N -
te f g =(fg) = 1.Por todo esto f es un isomorfismo.

(2.2.2) Liamaremos invariante de Baer absoluto a todo
funtor T:Q — C que sea independiente de la presen-

tacidn proyectiva de cualquier objeto.

(2.2.3)L(AO)/A]HLKAO) es un invariante de Baer abso-
luto.
Inmediato a partir de (2.2.1) y (2.1.11).

(2.2.4) L(AO)/L1(A]IA ) es un invariante de Baer abso-

0

Inmediato a partir de (2.2.2) vy (2.1.12)

(2.2.5) Alr\L(AO)/LW(A1)AO) es un invariante de Baer ab-

soluto.

La demostracidn es totalmente andloga a la efec-

tuada en (2.2.1).
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(2.2.6) Tambidn son invariantes de Baer absolutos:

AO/A1 y L(AO/A1)'

(2.2.7) Si L conserva epimorfismos conormales
LA /A )=m—s——"———
( O/ ])

En efecto, sea (A1)AO) una presentacidn br‘oyecti—
va de A.Ya que L conserva epimorfismos conormales,
L(ac):L(AO)——ﬂs L(AO/A1) es un epimorfismo conormal.
Aplicando (1.1.10) obtenemos que L(A'O/A1)=L(AO)/A]f’\L(AO).-

(2.2.8) Resumiendo los resultados anteriores tenemos

los siguientes invariantes absolutos:

L(AO)
DL(A)= ——==————

L (AN AD

L1(A'1'\A )

(2.2.9) Si L es un funtor variedad entonces M(A)=L(A).
‘ lknmediato,.por (2.2.7) y (1.3.15).
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(2.2.10) Para un funtor variedad V la siguiente sucesidn
AV(A) #—s DV(A) — V(A)
es exacta y natural..

En efecto, consideremos el siguiente diagrama

ViICATAD g—— v (A1 A ) — 0

- i L

| vt
Apiva) —— V(A R AR
VA R o viay
V1(A1'AO) | V1(A71AO) A] V(AO)

Entonces por (1.1.10) la sucesidn inferior es exacta.

La naturalidad es inmediata.

(2.2.11) Si A es proyectivo, entonces AV(A)Y=0 vy por
tanto DV(A) = V(A).
En efecto, si A es proyvectivo entonces (0lA) es

Una presentacién proyectiva de A vy

y asi DV(A) = V(A).
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2.3. SUCESION EXACTA DE CINCO TERMINOS.

(2.3.1) Consideremos la siguiente sucesidn exacta corta
i
Cw—B 2 A

Elijamos presentaciones proyectivas (A]iAO) de Ay

BB _ ) de B tal A =B
( ) By e ales que 0 0
C
Ii
i’ p’
B+ > B Hy B
1 "0 4
i7” lp
A ¢ - > A P Hy A
1 0]
o
C

El dominio del nucleo de p v el rango de! conucleo
de i”" coinciden por (1.1.23).
La funtorialidad de V1(—,—) nos da el siguiente

diagrama conmutativo:
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del que se obtiene la sucesidn exacta:

Vi(AJAY : V(A ) . VA
Kero= ——————#— DV(B) = —————— —®» DV(A) = ————
V](B1I AO) V](B]|AO) V](A]IAO)

A_sf el - diagrama:
T o
Ker.o 49— DV(B) ———3 DV(A)
yl | BJ 11 \[a
C -H‘ﬁ)B -———p——n—) A
tiene filas exactas.E| morfismo o es el producto:
DV(A) —» V(A) +— A
y andlogamente B es el producto :
| DV(B) —h V(B) +— B

El cuadrado Il es conmutativo por funtorialidad de DV.

La existencia de y y la conmutatividad de | se sigue de

(1.1.18)i).

(2.3.2) Dada la sucesidn exacta corta |
C it B —Pisa
se tiene la siguiente sucesidn exacta:
AV(B) —— AV(A) ——)C/V](CIB) —B/V(B) —WA/V(A)
Aplicando (1.1.23) al diagrama de (2.3.1) se tie—-

ne la sucesvién exacta:
. ——— AV (B) —— AV(A) —C/Im v —»B/V(B) —+#3 A/V(A)

Veamos que Imy =V (CIB).
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En primer lugar probemos que

V](CIB) = V1(A1|AO)/V1(A1IAO)(\B1

Por la funtorialidad de V1, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo con filas exactas:
—— % DVI(A)

V1(A]|AO) L V(AO'.)

q l I V(p")l [

V1(A1/Bl‘AO/Bl)HV(AO/B}) —i» DV(A)

Ahora bien,ya que V conserva epimorfismos conormales
V(p’) es un epimorfismo conormal,y como por (1.1.18)i)
el cuadrado | es cartesiano, entonces por (1.1.8)ii) q
es un epimorfismo conormal.

Consideremos ahora el siguiente diagrama:

| n % > >
V](A]IAO) B] - B1 { B1/V](A1|AO)/\B1
[ ] ‘ I _
I TA | 1 -
\ e O N S
J](A IAO) H o . (ﬁo "'AO/V1(A1IAO)

q i . | Mp’l, ° %

0

, N . y
V‘(A1|AO) V](A1IAO)I\B1+|————-> AO/B1——H->A /V1(A1|AC) B1

.o
A a

,A !// A )

Ya que

se verifica que t_ g (p“t. ) =p T, (p T ) =0
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ck

luego existe un morfismo q” tal que q’(p’ o ) = q
0
y asi q° es un epimorfismo conormal por (1.1.2)vi). .
ck | ck
Ademias g (p’T. ) =1 _q=p’1 =(p’t, ) (p’1, )
A A A
8 AO, B 0 0 0
| . .
de donde TBq'z(p'TA ) luego g” es un monomorfismo nor-
0
mal por (1.1.2)vi) yv por tanto un isomorfismo.
Pasemos ahora a comprobar que Imy = V1(C|B).
Consideremos e! siguiente diagrama:
A 4 5 A
: B
' C
Ker o
- En dicho diagrama se verifica:
V(A TA ) — Ker o __ﬂ_;v]<C|.B)ﬂ-——>c —B =
\/](AfIAO) ——H-)V1(C|B)~N—)C +—B =
VL (ALTA ) —m V (CIB) #— B
e



V1(A]|AO)-——%9 Kerog —— C —B =

V (A1IA

: ) —» Kero 49— DV(B) —p» V(B) 4——B =

0
\/1(A1IAO)»¢——> V(AO)——H DV(B) —#> V(B) P—m> B =

. B -
V1(A11AO)H V(Ao)h————-v AO——-ﬂy

V(ALIA ) p—s Ay —m B =

V](A]IAO)-——+9 VT(ClB) w— B

de donde se deduce la igualdad

v1(A1uO)—u-> Kerc'_mv'(cxa)q__-) C 49— B =

le———-)B

V](A1!.AO)——+|-> Ker g

y por tanto Kero-—-ﬁ»V1(C|B)W——>C=Kero’~Y—9C, esto es

Imy .= \/](CIB)
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3. INVARIANTES DE BAER RELATIVOS.
3.1. CASO VCW.

(3.1.1) Sea W una variedad de la categoria C vy V. una

subvariedad de W, entonces W_ es un subfuntor de V].

1

En efecto, probemos para ello que

w](A1|AO)§W(AO)AV1(A1IAO)

La demostracidén la efectuaremos, probando que si defi-

ni = F .
nimos S(A1|AO) W(AO)/\V (AllAO) entonces S ¢

1 w

i) Claramente S es un funtor de _Cp a C verifican-

. )
do que S(A1|AO)<W(AO' y S(A1|AO)Q.AO'

ii) Consideremos ahora el diagrama

verifcando a f =a g.

De la conmutatividad del diagrama

W(X)

XA ‘ LW(Q)
V(X) N c

V (A 1A JAW(A ) b Uwea ) —2 us WA )/V_(A_TA INAW(A )
AR o' Tl 0 o/ Vit 0 0

V](A]IAO)a———T—-»\/(«AO) "dc \/(AO‘)/Vl(Al‘,AO)

T



53

d°V(g)
s b" W(f) = d° T W(E) = d5 V() ty, = d

y de dSV(f) = se sigue que

C V(g) Tx =

= d° 1 W(g) = s b W(g)

0

C

de donde bS W(f) = b W(g).

Asi por la minimalidad de W1 tenemos que

A
Wl(A1lAO)<W(AO) V](AT|A0)

‘ | )
y por tanto que W1(A1',AO) Vl(A1|AO)'

(3.1.2) El siguiente diagrama

BW(A)——— DW(A) ——» W(A)
S
AV (A) ——DV(A) ——p V(A)

es conmutativo con filas exactas.
En efecto, la conmutatividad y exactitud se siguen

de considerar el siguiente diagrama:

W (A TA) — N

W](A1IAO)\ | ;; o\ T\
V1(A1‘AO) ~ v (A1|A ) l e 0
i 1} T T
- — s WA
A]f\vW(AO) W(AO) ! (A) |
)s\ » v ) - \L l é\’ \L’
ANVIA ) l > V(A ) —#> V(A)
AW(AY  H— 5> Dw(a 1y W(A) l
\\\ \\ l
N, F SN \
A V(A # — UV(A) H-> V(A)
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(3.1.3) Consideremos los diagramas conmutativos con

filas exactas:

W(A) p—————s A ——p A/W(A)

J L

V(A pe—-o A —— 1 A/V(A)

AW(A) p—— DW(A) ——> W(A)

T

AV(A) —— DV(A) —— V(A)

Aplicando (1.1.23) al primer’diagrama obtenemos el iso-
morfismo | '
Ker(A/W(A)—u» A/V(A))=Coker(W(A) +—>3 V(A))
y en el segundo diagrama obtenemos el isomorfismo
Ker(AW(A) —3AV(A) = Ker( DW(A) —— DV(A))
junto con una sucesidn exacta corta

Coker( AW(A) —— AV(A))w—> Coker(DW(A)— DV(A)) —» Coker(W(A) r—a V(A))

(3.1.4) Los nucleos y conucleos de a, 8 y y en (3.1.2)
son fLmt-ores de Ca C vy no depenaen de la ‘presentaci-én
proyeétiva y serdn llamados inva‘r‘iant_es relativos de Baer-
Frohlich.

En efecto, cléramente son funtor‘rgs de 9 en 9
)y (A'1|A'5 son dos presentaciones pro-

0 0
yectivas de A, como O6V(A) y AW(‘A) "no dependen de la

Ademds si '(A‘1 PA

presentacidn proyectiva de A, tampoco dependerd de la
“presentacidn proyectiva de A, Coker(aW(A)—— AVIA))

Andlogamente para los-demds.
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| (3.1.5) Calculemos dichos invariantes en términos de

una presentacidn proyectiva (A IAO) de A:

; 1

Del diagrama (3.1.2) se deduce que

1 Ima = A1AW(AO-)
|
W(Ao)f\V](A‘IAO)
W(AO)
Im B = )

W(Aof)f\V1(A1 IA0

W(A)

3
<
1]

de donde se sigue que

W(Ao)f\V1(A]IAO) :

KerB = Ker(DW(A)f—-H-?'mB) = W, (A 1A )

Cokera = Coker(ima 4 AV(A)) =

A{\V(AO)
_i ) V1(‘A1IAO) . A(\V(AO) _
(A ]’\ W(AO))VV](A1IAO) (A1"\ W(A-O))UV1(A]IAO)
Vl(A1'AO)
W(AO)U(A1I\V(AO))

V)
W(AO) V1(A1|AO)
siendo los isomorfismos consecuencia de (1.1.14) y (1.1.16).

I 7*“1,,,(:0"(7&]"78: Coker(lmB8 ¥=—— DV(A)) =

e .
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V(Ay) _
] V1(A1IAO) i V(AO)
= " 5 =
(AO) V1(A1IAO) W(AO)UV](A]IAO)
A
V]( 1|A0)
siendo el isomorfismo consecuencia de (1.1.14)
A
V(AO)V 1
V
o A1 V(AO) A1
er y = =
Vv
W(,AO)\/A1 W(AO) A1
A
]
siendo el isomorfismo consecuencia de (1.1.14}).

(3.1.6) En el caso de que A eW y la presentacidén (A_I1A )

de A sea W-proyectiva, los invariantes (3.1.5)
las siguientes expresiones:

= /'\ / )
Coker a A] V(AO)/\1(A1\AO)

t

/
Coker g = V(AO)/V1(A1|AO)
Coker y = V(AO VA1/A1

‘Ker B =0

1 0
adoptan

La demostﬁacién se sigue de (3..1.5) teniendo en

cuenta que en este caso W{(A ) = 0.

0
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(3.1.7) Si W = C, los invariantes de Baer-Frdhlich coin-

ciden con los invariantes abso|utos definidos en (2.2).

Inmediatoa partir de (3.1.6).

(3.1.8) Las imdgenes de a , 8 yy definidas en (3.1.5)
son funtores de C en‘SZ y no dependen de la presentacidn
proyectiva y serdn ilamados invariantes de Baer-Furta-

do.

La demostracidn es andloga a la efectuada en (3.1.4).
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(3.2.5) Si (A]IAO) es una presentacidn proyectiva de

A€W, entonces (Al/W(AO)IAO/W(AO)) es una presenta-

cidn W-proyectiva de A.

En efecto, si (A]IAO) es una presentacidn proyec-

tiva de A, entonces tenemos el siguiente diagramaz:

W(AO)xW(AO)————-’H W(A)=0

Por (1.1.10) la fila inferior es exacta y asf por (1.3.12)
(A1/W(AO)/AO/W(AO)) es una presentiacio'n W-proyectiva
de A.

(3.2.6) Por (3.2.5)si (A] IAO) es una pr‘ééentacién proyec-
tiva de A€ W, (A1/W(AO)|AO/W(AO)) es una ﬁresentacién
W-proyectiva de A, de donde, podemos calcular los in-

variantes de Baer relativos definidos en (3.2.2) en ter-

minos de dicha presentacidn

v A
o A " A W(AO) V(AO)A |
WA ) WA ) W(A ) W(A )
LV, W)(A) = S 9 . Q v, 9 -
Al Aq V1(A1|AO) W(AO)

I )

V., (
1 W(AO) W(AO) W(AO)
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(W(AO)VV(AO))f\A1
) W(AO) i (W(AO)UV(AO))/\A] ] (A1AV(AO))UW(AO)
v1(A1IAO)uW(AO) V1(A]IAO)VW(AO) V1(A1|AO)V W(AO)
w(Ao) '

El primer isomorfismo es consecuencia de (2.2.9) y (2.3.2)

el segundo por (1.1.11), el tercero por (1.1.14) y el

cuarto por {(1.1.17).

W(AO) W(Ao)
DV, W)(A) = AL Ay V(AIADUWA)
Vv ( A )
1WA ) WA ) WA )

i W(AO)\/ V(AO)
B v
V1(A]IAO) W(AO)

Los isomorfismos son por (2.2.9),(2.3.2) y (1.1.14).

” AO ) W(AO)UV(AO)
W(A ) ’ W(AO)
VIV, WiA) = A A T WA )UV(A)) A -
v—2 A 1 0 0]
W(AO), W(AO) WA ) W(A )
W(AO)UV(AO) ,
WA WAV V(A )

(W(AO)\/V(AO))/\ A] (W(AO)V V(AO))’\A

W(AO) -

.

Los isomorfismos son por (2.2.9),(1.1.11) y (1.1.14),



61

(3.2.7) si ch, los invariantes de Baer relativos defini-
dos en (3.2.2) coinciden.con los invariantes de Baer re-
lativos definidos en (3.1.5). |

La comprobacidn es inmedfata, ya que en este caso

W(AO)VV(AO) = W(AO).
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3.3. EL SEGUNDO FUNTOR DE HOMOLOGIA VARIETAL.

(3.3.1) Sea C una categoria de Kurosh vy V y W subva-

riedades de 9 Utilizando el tercer invariante de Baer

absoluto AV, definimos para A€EW:
AV, W)(A) = Cokker‘(AV(Ao)——)AV(A))

siendo (A1'AO) una presentacién W-proyectiva de A.

(3.3.2) La definicidn de A(V,W)(A) no depende de la
presentacién W-proyectiva de A.Ademas
A(V,W) : W——C
es un funtor.
Sean (A lAO) y (A]IAb)'dos presentaciones W-pro-

1
yevtivas de A.Se obtiene el siguiente diagrama conmuta-

AO<__—'3—____——?A
h’
N‘ p
A‘ )

y utilizando la funtorialidad de AV (2.2.5), también

tivo:

es conmutativo el siguiente diagrama:

AV (A . )———————-.) AV (

AP

AV (A)
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Entonces p‘c = (p, hr)'c> p;C.Anélogamente p"c< pf.
En consecuencia A(V,W)(A) es independiente de la pre-
sentacidn W-proyectiva de A,

Sea f:A ———A° un morfismo en;Vl y (A]IAO) Y
(A;IAE))‘ presentaciones W-proyectivas de A 'y A" respec-
tivamente.Entonces se obtiene el siguiente diagrama con-

mutativo:

fO f
v
AE)————HA’
pl
del cual se deduce:
i C L
AV(A ) By oava) — Py AV, WXA)
foi f, AV, W)(F)
AV(Ab)————) AV(AT ————E—WA(V,W)(A’)
Pe Py

y por tanto la funtorialidad de - A(V,W).

(3.3.3) De (3.3.2) deducimos que el funtor definido en

(3.3.1) es un invariante de Baer relativo.

(3.3.4) Si W =2C , entonces A(V,W) = AV,

En efecto, sea (A_IA.) una presentacidn W-pro-

1 0

yectiva de A.Por la hipdtesis A_ es proyectiva, y asi,

0
teniendo en cuenta (2.2.11) AV(AO) = 0.Por tanto

A(V,WI(A) = AVIA).
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(3.3.5) Si A es W-proyectivo entonces A(V,W)(A) = 0.
Se considera la presentacidn W-proyectiva (0lA)

de A, de donde se deduce que A(V,W)(A) = 0.

(3.3.6) Si (A]IAO) es una presentacidén proyectiva de
A€W, por (3.2.5),(A1/W/AO)|A0/W(AO)) es una presen-
tacién W-proyectiva de A, de donde el funtor A&(V,W)

calculado en A, adopta la siguiente expresidn:

N
A1 V(AO)

V1(A] !AO)

(W(AO)’\ V(AO)) v V1(A] IA_O)
V](A1 !AO)

AV, W)(A)

1

(A1 nv(AO))
(W(AO)’\V(AO)) v v] (A1 lAO)

(A1/\V(AO))U W(AO) - (A1r\V(AO))\J W(AO)

)f\A1) : W(AO)U V1(A1lf~0)

W(AO)U (V](A1IAO

Los isomorfismos son consecuencia de (1.1 .1A4)-,(1.1.16)

y (1.1.17).

(3.3.7) Comparando la expresidn obtenida para A(V,W)

~en (3.3.6) con la obtenida para L(V,W) en (3.2.6), com-

probamos que ambas coinciden y que por tanto

A(V,W) = L(V,W)
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(3.3.8) Si C es la categoria de grupos y V ta variedad
de grupos abelianos .de exponente g eentonces el funtor

O (V,W) coincide con el w9 introducido por Stammbach
((54),p.42). |

En efecto,sea A un grupo en.la variedad W,(RIF)

una presentacidn W-libre de A yv (R’IF’) una presenta-
cidn libre de F.Sea N el nucleo de F’'#+—F —m A, enton-
ces (NIF") es una présentacién libre de A.Teniendo en
cuenta que si V(F7) = F'#qF' entonces \/1(NIF') = N#qF'
y andlogamente V1(R'IF') = R'#qF" ([50}), y que

HZ(A,-Zq) = F',t}’qF'ﬂ N/N#qF-" ({547 ,p.17), se obtiene

AV(F) = HZ(F’Zq) y AV(A) = HZ(A‘,Zq)

Por tianto AV, WIAY = W‘q(A).
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3.4 (V,W)-SUCESION EXACTA DE CINCO TERMINOS.
(3.4.1) Sea C una categoria de Kurosh, vy Vy _\_’V dos va-
riedades de (_3

Si CH———I——)B——H-»A es una su‘cesio'n exacta cor-

ta en W, entonces se tiene una sucesidn exacta y natural
AV, W)(B) — AV, W)(A) —5 C/V_(CIB) — B/V(B) —m A/V(A)

En efecto, sean (A_IA_ ) vy (B IBO) dos presenta-

1 0 1 ;
ciones W-proyectivas de A y B respectivamente con Aoz
B .
0 ] ,

Utilizando (2.3.2) se tiene el siguiente diagrama

conmutativo:

AV ( AO) == AV(AO)
R P,
. ¢ - . -
AV (B) R AV(A) — By s C/V, (CIB)—>B/V(B) —mA/V(A)
.C : -C ‘ |
™ . i AV, W)
A(V;W)(B) m AV ,W)(-A)

donde el cuadrado inferior es . cocartesiano y por tanto

los cdnucleo's‘-de P, VY AV, W)(p) tienen el mismo rango

(¢ [45] yP.28 y 32). Se deduce asila exactitud de la suce -

,

sion.
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(3.4.2) Si W = c ., entonces por (3.3.7) a(V,W) =av ,
luego la sucesidn que aparece en (2.3.2) es un caso

particular de la obtenida en (3.4.1).
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4. SERIES V-CENTRALES.

4.1. V-CENTRO.

(4.1.1) Impondremos, en este apartado, que la categoria
C verifique el siguiente axioma:

* Il -
A.6 . La unidn de subobjetos V-centrales es V-cen-

tral, para toda variedad V de C

(4.1.2) Llamaremos V-centro del objeto A al par ideal
(B1A) que es maximal respecto de la condicion V1(BlA)=O.

*
Denotaremos por V (A) al dominio del V-centro de

(4.1.'3)‘V1(B'lA) es el menor ideal J de A,‘con' J<B tal
aue B/J <V (A/D) |

En efecto: |

V (B/JIA/I) <V (V (A/IIA/Y) = 0 |
pero ya que V](B/JIA/J) = V](BIA)‘JJ-/J (2'3'2) se si-
gue que V](BIA)<J

(4.1.4) VIVT(A)) = 0
Er efecto, se tiene que V(A) = V1(A.IA), por‘v tanto
VIV (A)) = v](v*(A>|v*<A>>< V1(V*(A)IA) -0.
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(4.1.5) V(A)e v par*ab todo A €C..

Es consecuencia inmediata de (4.1.4).

(4.1.6) A eV siy solo si Vi(A) = A.

o En efecto:

A eV = V(A)=0 == V (ATA)=V(A)=0 == A <V (A)

-y como V' (A)<A se tiene Izs igualdad.

La implicacidn reciproca se sigue de (4.‘14.5).

(4.1.7) Si B<9A y BNV(A) = 0 entonces B<V (A).
En efecto: » |

V (BIA)<BAV(A) = 0 = B<V (A).

(4.1.8) VvV (vS(A)) = viiA).
En efecto: :
0 - V(V*(A))z\/](vf(A)IV‘-(A)) = viar<vivian

y como V*(V‘(A)) <V (A) se sigue la igualdad.

(4.1.9) Sean W y V subfuntores variedad.Si W<V
entonces \/‘<W* ‘
En efecto, si W<V entonces W. <V por (3.7.1)

157
* P ,
luego W (V' (A11A) <V (VI(A)IA) = 0y asT V (A) <W (A).

(4.1.10) Se ltama serie normal de subobjetos de A a una
serie del'tipo

A: > >.'. .>A >-
AO A1‘ n

donde cada A eé normal en Ai e
; _
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Se |llama serie invariante de subobjetos de A a
una serie del tipo

A = AO> A1>; . . >An>.
tal que Ai es normal en A para todp i

Toda serie invariante es normal.

Una serie V-central de subobjetos de A es una se-
rie invariante tal‘ que

AL /A SV(A/AD

(4.1.11) Como sabemos para todo Ae€C , V(A) es normal
en A, luego (V(A)IA) es un par ideal.Asi .podemos consi-
derar V1-(V(A)lA).Por definicidn V](V(A)IA) A,

Ademids V1_(V(—)I—)b es un subfuntor del funtor

~identidad en C que conserva conormales (ya que V lo

hace), por tanto es un funtor variedad.
Escr‘i'bamo-s:
vOa) = a, vi(a)y =veay, ..., vt Ay - \/](Vn(A)le)
Denotaremos por V (A) =: "V (A).
Ya que por‘v(2.1.l3) VI(B) <’V1(BlA) par‘é todo par
ideal (BIlA) tenehos la serie invariante

a=vPiarsvicar so L ey o

(4.1.12) Para todo A eC se verifica
vl /vt o) «vreav™thy oy

N+ 1

A\
O‘

En efecto:

1 1

v v eov T oaiasv ™ oan) - v v Ay = o

) i 1
fuego \/n(A")'/' n¥

vt Ay < Viavtt Ay ol
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La serie definida en (4.1.11) es V-central y la

llamaremos la serie V-central inferior de A.

(4.1.13) va)y/vT Ay ev n 0.

Eh efecto, para n=0 es cierto trivialmente.
‘Supongamos el enunciado cierto para Vn(A)/Vn+1(A) con
n >0. .

Sabemos pues, que Vn(A)/Vn’L}(A)e\L, pero
vivttlay) - V1(Vn+1(.A)IVn+1(A))<'V1(Vn+](A)IA)‘=Vn+2v(A) |

luego V" (A /v R (A) e

(4.1.14) Un objeto A

e

se dice V-nilpotente de clase n

o

si Vn(A) = 0.
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4.2. TEOREMA DE SERIES V-CENTRALES.

(4.2.1) Sea f:A——B un morfismo en W.Supongamos que

f induce un isomorfismo A/V(A) = B/V(B) y un epimor- i
fismo conormal AV, W)(A) ——a(V,W)(B).Si f induce un
isomorfismo A/Vn(A) = B/Vn(B) entonces f induce

isomorfismos Vn(A)/Vn+](A) = Vn(B)'/Vn+](B) y

a/v? Ay = B/vT (B).
Aplfcando (3.4.1) a las sucesio‘nes exactas cor-
tas: _ |
VI(A) =3 A — A/V(A) y V(B) 4B —hB/V"(B)
se obtiene el siguiente diagrama conmutativo con filas

exactas:

A
. n T
A V(A) A Vo (A)
V,WIAY —> AV, W - — -4
a( J(A) A )(Vn(A)) Vn+I(A) V(A) Wy A )
: VvV (A)
% % % % }( %
v v \1;1 B
: B VvV (B) B VvV (B)
V,WiB)— | — —H
X )(B) NV W)(\/”(B)) Vrrv“(B) V(B) V(_rB1_
V@)
Por Hipétésié o es un epimorfismo conormal
y o es un isomo‘r‘fsim‘o.Ademés a4 y’ a1 son isomor-
fismos y utilizando (1.1.20) se deduce que a es un

3
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isomorfismo, esto prueba la primera parte; la segunda
parte se deduce de considerar el siguiente diagrama con-

mutativo con filas exactas:

VA VT A s AV (A) e AV (A

y J |,

v )/ vt (B) +— /v (B) —m B/V"(B)

Y a qu <13 y fn son isomorfismos se deduce por (1.1.18)

vi) que fn¥.1 es urw isomorfismo.
(4.2.2) Sea f:A——B un morfismo en W.si f indﬁce un
isomorfismo A/Vn(A) = B/Vn(B) para todo n>0, entonces
f induce un monomorfismo A/V (A)4+—»B/V (B).

Para probar que fmes un monomorfismo, basta
considerar el siguiente diagrama conmutativo con filas

exactas:

. >'<\\\h\4
hy o\ B2 VT(A)
% \ 2 ~
~
BN n
(A) — YA w3 A/V (A)
h\ an
Tyl -/
ks ‘ £ -
n - vis) A/VT(A) n
b’
w\ .
viB) # B W B/V"(B)

" \l/’

B/V (B)
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Por (1.1.18) fm es un monomorfismo si y solo si el cua-
drado f a = b g 'es cartesiano. '

Asi pues sean h1 y h2 dos morfismos tales que

bh, =fh_, peroyaque fa =b g es cartesiano por

1 2 n n n :
(1.1.18) yv fh, =bh, =b b” h,, existe h_ tal que
: 2 i n n 1 . 3 R

h, = h = b’ : V (A) =MV (A
a_ h, 2 Y 9. h3 bn h] y ya que (A) (A)
existe h4 verificando . a 4= hZ.F’or tanto b gmh4 =
f = = ’ = | d

a h4 f h2 b h17 g g, h4 h1 y e cgadr‘a 0 

es cartesiano.

(4.2.3) Sea f:A—QB un epimorfismo conormal en w.
Si f induce un isomérfi‘smo A/VT(A) = B/V(B) para
todo n >0, entonces f induce un isomorfismo A/V °(’(A) =
B/V (B).

En efécto, f induce un morfismo fm quer hace con-.

mutativo el siguiente diagrama:

|

A/VT(A) B/V7(B)

@

Asi f es un isomorfismo por (1.1.2)vi) vy (4.2.2).

(4.2.4) Sea f:A——B un morfismo en W que induce un

isomorfismo A/V(A) = B/V(B) y un epimorfismo conor-

mal AV, W)(A) — A(V,W)(B).Entonces f induce un

isomorfismo f :Aﬁ/\‘/.n(A)%‘B/Vn(B) para todo n >0,tam-
n .

bién induce un monomorfismo f :A/\/’m(A)'?——)B‘/Vm(B)‘.
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Si ademas f es un epimorfismo conormal, entonces f es
un isomorfismo.
La demostracion se realiza por induccidén sobre n

teniendo en cuenta los resultados de (4.2.1) ,(4.2.2)y

(4.2.3).

(4.2.5) Sea f:A——B un morfismo en W de objetos

V—rﬁi\potentes,que induce un isomorfismo A/V(A) = B/V(B)

y un epimorfismo conormal AV, WI(A)—w A (V,W)(B).
Entonces f es un isomorfismo.

Ya que A y B son V-nilpotentes, existe un n tal

_que \/n(A) = Vn(B) = 0.Basta pues aplicar (4.2.4) para

obtener el resultado.

(4.2.6) Supongamos que A,B W son objetos’V—nilpoter\—?

tes.Si A(V,W)(A) = 0 entonces un morfismo f:A —> B es

un isomorfismo si y solo si lo es A/VIiA)—s B/VI(B).

En particu'ar esto es asi, si B es W—-proyectivo.

El resultado se deduce de (4.2.5).

Resaltemos que si A,B¢W y B es W-proyectivo, entonces

AV, W)(B) =0 por (3.3.5).

(4.2.7) Sea A€W tal que A(\/,W)CA) = 0.S1 A/V(A) es
de 'a forma (1/VI(1/WI(FE") pafa un provectivo F7 |

entonce’s existe un objetfq’;v W-proyectivo F y un morfismo
f induciendo un iso‘morﬁfisr‘no fn£F>;?'\/'n(F) = A/\/n(A) para

todo n> 90 vy un monomorfismo Too ! F/VT(F)+— A/VT(A).
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Por hipbtesis existe un proyectivo F’ tal que

A/V(A) = (B/VDO/WHFET) = Q/VIF/WFT) = F7/VIF) VW(F?)
Ltamemos F a F'/W(_F").F: es pues W-proyectivo y consi-

derando el diagrama:

VIF)INWF" # YW(F") > WIF)/VIF) W(ED

V(F)UW(FE")

&
A
P
b3

VIFT)  # y F7 # F/V(F)
3 | ' 3 | >
VIF U/ VFOINWE) ————— F ' > A/V(A)
\)A\

Ya que A€W y A/V(A)€ VAW , existe f:F——>A ha-
ciendo e! triangulo inferior del diagrama conmutativo.

Comc ademas

F/VIF) = F/WIF NV F /WIED) = F/WE )V UNE Y/ WIF) = F7/VIFIVUWF )

= ASV(A)

v A(V,W)(A) = 0, de {(4.2.4) se sigue el resultado.

" (4.2.8) Suporgamos que \zy es una variedad V-nilpotente.
Sea A€W tal que A(V,W)(A) = 0.Si A/V(A) es de la
forma ”,-’\")f‘z;"W)(F'*_ para un proyectivo F’, entonces

A es W-provectivo.’
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Por (4.2.7), existe un objeto W-proyectivo F tal

que fn: F/Vn(?) = A/Vn(A) para todo n»0.Ya que W

es V-nilpotente, existe un n tal que viA) = vi(F) = 0,

juego A = F .
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4.3, V-NILPOTENCIA RESIDUAL.

(4.3.1) Un objeto A€W, se dice residualmente V-nilpoten-

te si V (A) = 0.

(4.3.2) Seba W una variedad tal que los objetos W-proyec-
tivos Sor:residuarlment;a V-nilpotentes y ACW con
A(V,W)(A) = 0.Si A/V(A) es de la forma (1/V)(1/W)(F")
para unm proyectivo F; entonces ex.iste un honomorfismo
fo F+)‘A con F, Weproyectivo.

Por (4;2.7.) existe un objeto W-proyectivo F. vy

un morfismo f:F——3A, tal que induce un monomorfismo

péteéis, del diagrama:

fopot F/\/”(F)-*——)A/V“(A).Perd ya que V7 (F) = 0, por hi-
Fo >

]

S, ® - Lo,
F/VAF) ————— A VvV (A)

se deduce que f es un - monomorfismao.

(4.3.3) Sea W wuna variedad tal que jos objetos W-proyec—-
tives son residualmente \V’-ni'lpoten,tesy A un objeto W-

provectivo.Si A/V(AI es de la forma (1/V)(T/WH(F )

para un proyectivo F’, entonces existe un monomorfismo

f @ F —2A con F, W—provectivo.
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El resultado se sigue trivialmente de (4.3.2), va

que en este caso A€W, vy AV ,W)(A) = 0.
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4.4, OBJETOS W-PARAPROYECTIVOS.

(4.4.1) Diremos que dos objetos Ay B tienen la misma
serie V-central inferior si existen isomorfismos
FrA/V(A) = B/V(B) - n»0
n

tal que para todo n»0 el cuadrado

IVAVHAREON : w AV (A
f ' f
n=+1 - n
N
n+1

B/v™T (B wB/v (B)

es.conmutativo.
(4.4.2) Un objeto W-paraproyectivo es un objeto A tal

il AEW

i) A es residualimente V-nilpotente
.

iiil A tiene la misma serie V-centra! inferior que

un objeto W-provectivo.

(4.4.3) ST W es una variedad tal que !os objetos W-pro-
yectivos son residualmente V-nilpotentes, entonces todo
objeto W-proyectivo es W-paraprovectivao.

Es evidente por definicion.
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(4.4.4) Supongamos que A tiene la misma serie V-central
inferior que algln objeto W=proyectivo y sea

g i A—wmA/V(A)  nyl
n .

Entonces (g )i AV, WI(A)— AV, W(A/VT(A)) es el

morfismo cero.
Por hipotesis, existe un objeto W-proyectivo F e
isomorfismos
n ,on
f « F/V (F) = A/V (A) ny» 0
N

tal que para todo n%»0, el cuadrado
T ' ;
F/VTT R ——— F/VT(F)
f : f
n+1 n

AV A ——m A/ (A)

es conmutativo.

Ene! diagrama conmutativo con filas exactas

VOE VT R e v (R — v (R
l -

h R f L £

n €L n+1 n

',.'"\/n+1

viia) (A) AV A — s AV (A

se verifica que h es un isomorfismo (1.1.18)vii).
n

Consideremos a continuacion e}l diagrama

n,_. o0
0 F oV (F) - F o, F/V (F)

) -
V(R [(F ,
, | Ve Y vEAE)
f) ' h § £
( L | " f | ( n)*

” A va) : A /:i-”(A)

A(V,W)(A)( ——vA(\/,wxm)—» ~1 ﬁ\/(A) — DL ~
9 ‘ v Ay VIA/VT(A)
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que es conmutativo por (4.2.1).Ya que f es un isomor-
n
fismo, (f ), también lo es.El hecho de que hn es un iso-
n'*

morfismo - entonces establece que (g )y es el morfismo
T n

cero.

(4.4.5) Sea f:A——B wun morfismo en W, tal que f indu-
ce un isomorfismo A/V(A) = B/V(B).Supongamos también
que (g ), AV, WI(B)— A(V,W)(B/V(B)) es el morfis-
mo cero para tobdo ny»l.Entonces f induce isomorfismos
fn: /VT(A) = B/v (B) para todo n>»0 y un monomor‘fisvmo
fo: A/VT(A)+—sB/V (B).

La demostracién es la misma que la de|rteorema
(4.2.4), la Unica diferencia es que Xy en el diagrama
(4.2.1) no.es necesariamente un epimorfismo conormal.

Sin embargo en nuestro caso (g ). es el morfismo cero
n

v podemos reemplazar en dicho diagrama el objeto

A(V,W) (B} por el objeto cero.

‘(4.4.6) Supongamos que (gn)¥:A(\/,W)(A)—-—)A(V,W)(A/Vn(/\))

es el morfismo cero para nz1.Entonces si A/V(A) es de
la forma (1/V)(1/W)(F’) para algln proyectivo F’,enton-

ces existe un objeto W-proyectivo F y un morfismo

f:F———>A tal que f induce isomorfismos

£ r/viE) = A/VT(A) ny 0
n :
De forma analoga a (4.2.7), existe un objeto W-
proyectivo F y un morfismo f:F——A tal que A/V(A)=F /V(F)

El resto se deduce de (4.4.5). . .
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(4.4.7) Sea A¢W.Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
i) A tiene la misma serie V-central inferior que

algln objeto W-proyectivo.

iiY A/V(A) es de la forma (1/V)(1/W)(F') para un
objeto proyectivo F’, y (gﬂ),:A(\/,W)(A)——)A(V,W)(A/Vn(A)) es
el morfismo cero para todo n>» 1.

iii) existe un objeto W—proyéctivo F, un morfismo
fiF——A tal que fn:F/\/n(F) - A/VT(A) n3o0.

Se deduce inmediatamente de (4.4.4) y (4.4.6).

(4.4.8) Sea AEW residualemente V-nilpotente con

A/V(A) de la forma (1/V)(1/W)(F") para un proyectivo Foo

ry AV ,W)(A) = 0.Entonces A es W-paraproyectivo.

Es consecuencia inmediata de (4.4.2) y (4.4.7).

(4.4.9) Sea W una variedad tal que los objetos W-pro-

yectivos son residualmente V-nilpotentes.Si A es W-

paraproyectivo, entonces existe un objeto-W-proyectivo
F y un monomorfismo f:F+—A induciendo isomorfismos
L,on, .., N : :
f :F/V (F) = A/V (A) n»0
n

De (4.4.5) v (4.4.6) se deduce que existe un mor-

fismo f:F —A con F, W-provectivo induciendo un mo-

nomorfismo fu tF/V(F)4+—aA/V (A}.Ya gue VIIF) = 0

7 : , F ‘
el morfismo f, se factoriza como F— A———**—)A/Vv(A),
por tanto f es un monomorfismo verificando las propieda-—

des requeridas.
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(4.4.10) Sea f:A——>B Vun morfismo en W.Supongamos que
B es W—paraproyectivo y que B es residualmente V-nilpo-
tente.Si A/V(A)Y = B/V(B) entonces A es W-paraproyecti-
.vo y f es un monomorfismo.

Es consecuencia inmediata de (4.4.5).
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5. EXTENSIONES V-CENTRALES.
5.1. EXTENSIONES EN UNA VARIEDAD V

(5.1.1) La sucesidn exacta corta
E:CH——B —rA
es llamada una extensidn en V, si Be V.
Resaltemos que entonces A,Ce V.
(5.1.2) La sucesidn exacta corta
E:C+——a8B ——A

es ltamada una extensidn V-central si V](CIB) = 0.

{(5.1.3) Si E:iCH———-——)B—-—H—»IA es una extensidn V-central
entonces Ce\j. 7
Er efecto, por {2.1.13) tenemos que V(C)<l\f’](ClB),

“luego si E es V—-central entances V(C) = 0, esto es, C eV.

(5.1.4) Toda extensidn en V, es Vocentral.
Si E:CH—B—mA es una extensidn en V, enton -
ces V(B) = 0.Peroc va que \/](C!B)<\/(B) = 0 tenemoa
que \v’w(CIB) = 0y po.r'vtanto F. es V-central.
(5.1.5) meongamc\s a nuestra categoria C_: Un nuevo axioma:
AL 3. En un'cuadrado cartes?'ano- f}g]:fzgz,' s i f2 es

un epimorfismo conormal, entonces g también lo es.

1
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(5.1.6) Sea E:C t— 5 B P

H>»A una sucesidn exacta cor-

ta.Dado cualquier morfismo h:A"—— A, formamos el cua-

drado cartesiano (5.1.5)

h o
h h

y por tanto una sucesidn exacta corta inducida

- bil h rd ’
C B —P A
| 1"
1 ‘ : h’ h

junto con un morfismo (1,h",h) de sucesiones exactas cor-

tas.

(5.177) Si f{g:Xi:::3Bh es un pér de morfismos para los
que p’f = p'g ,entonces V(f) = Vig) si y solo si
\w’(fh’) = Vigh'). | ‘ |
== si V(i) = V(g) entonces V(fh') = V(f)V(h") =
= V(g) V(R = Vigh”) ’
&) Dei diagrama conmutativo
u

\(
VIX) = X

V(F) [l Vig) o f
: h

VBT ,B —
| *
L
B

9

" h
, . 8
V(h )l

(B) +———
"B P Fam

I
rPe——P
T




se deduce que

pu_. V(h'f) = p u

B

fuego

B

= ‘f
h p My
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g h VI(f) = g h V(g) vy por tanto VI(f) = V(g).

(5.1.8) Si E:C#+——B ——hA

7 h

es una extensidn V-central

’

D

- h . : .
también lo es E :CH—B ——HA para todo morfismo

h: A —3 A7

En efcto, sean f g: X

9
h

|
K

C%—-—q

C-*———ﬁ

o
——>

'_H'>
p

h . .
B tales que p’'f = p'g
I,
A

sz

entonces hp'f=hp'g implica p h'f = p h’g luego

VIh'f )

= V(h'g) y por (5.1.7)

se sigue de (2.1.16:

(5.1.9) Si E:C H+—B —Pps A

dida entonces también lo es

todo morfismo h:A—m—s3 A’

de por

St A — B ‘tal que ps =1

h
E,

V(f) = V(g).El resultado

es una extension escin-

:C # >B7 A" para

En efecto,supongamos que lta extensidn E escin-

la derecha, esto es, que existe un morfismo

A
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I

Ya que h p’ p hY es un cuadrado cartesiano

ypsh=1h=h=h1 existe un morfismo s :A'——B" ,

con p's’= 1,

Si ia extensidn E escinde por la izuierdqg, esto es,
existe un morfismo q:B——C tal que q i = 1C, enton-
ces q h’i’=.q i = ]C’ luego E escinde también por |a

izquierda.

(5.1.10) Si E:CH—I—’B -—L);HéA es una extensidon V-cen-

tral, obtenemos por (2.3.2) teniendoc en cuenta gque en
este caso. V}(C‘HB) = 0 una sucesidon exacta
AVIB) Py AV(A) 8%y ¢ — 4, B/u(B) —Pras A V(A)
(5.1.11) La extensidn V-central E:C-H——-X——HB —P A es
_ e ‘ ,
llamada marginal si §, = 0.

Para una exferv-sién V-central E las siguientes con-
diciones son equivalentes: V
i) J*E = 0 »
i) CH—3B/VI(B)—H#> A/V(A) es exacta corta
iy viB) = V(A)
iv) CNvViB) = 0



La equivalencia de i) y ii) es inmediata a partir de (5.1.10).
'ij):iii)zﬁiv):?ii).Se sigue de considerar el siguiente
diagrama k

CNV(B) +#—V(B) —i> V(A)

I'

C ﬂ > B 14

v

®
C/CNV(B)—= B/V(B)—A/V(A)

7
>

(5.1.12) Para todo objeto A y para todo Cé\[,'denotamos

por ExtV(A,{‘\/(A),C) ei_éonjunto de todas las clases de

equivalencia de extensiones en V de C por A/V(A).Dicho

S conjunto nc es vacio ya que la extensidn producto |
| C——>CxA/ViA) —A/V(A)

es una extensidn en V.

En efecto, VI(CxA/V(A)) = VI(C)xVIA/V(A)) = 0x0 = 0.

(5.1.13) Denotamos por V-Ext(A,C) el conjunto de todas
las clases de .equivalencia de extensiones V-centrales

de A por C. Dxcho conJunto no es vacio.

, 3

En efecto,b! C-H———-) B’ —D—-ﬁ#A \’(A) es una ex-—

tensidn en V. de C por A/V(A), por (5.1.4) es V-central

y asi C
N
E . Cw— - B P A
I ‘ uC
Lo
£ Co# > B’ W A/ V(A




S0

E ¢ es V-central (5.1.8).Por tanto V-Ext(A,C) no es

vacio ya que ExtV/\/V(A),C) no lo es.

(5.1.14)En virtud de (5.1.12) v (5.1.13) tenemos defini-

da una aplicacidn de conjuntos

I: Extv(A/V(A),C)——4$V—Ext(A,C)

C

YA

E F > E

(5.1.15) La aplicacidn definida en (5.1.14) es una apli-
cacidén de conjuntos punteados.

Ya que por (5.1.12) la extensidn producto de A/V(A)
"por C es una extensidon en v, ésta nos da un elemento dis-
tihguido en ExtV(A/V(A),C).AdeméS por £5.1.13) propqr—
ciona una extensién V.~central que por (5.1.9) es equi-
valente a ta extensidn producto de A por C y por consi-
guiente un elemento distinguido de V-Ext(A,C).

(5.1.15) La extensidn V~central G:C-*—fﬁé —> A estd

en la imagen de I si vy solo si es marginal.
En este caso,si G:C #——B ——wA es la imagen de
E:C#+——aB"~ w A/V(A) mediante 2 ,entonces E es equiva-

lente a la extension CH——~?B/V(B§-——+;A/V(A).

Por (5.1.%1) la sucesidn C¥—B/V(B) —w»A/V(A)
es exacta coria si.y sb!o s? C#——%B—f—HA es marginal
en cuyo caso és evidente due Cﬁ—“9B/VfB)——4HA/V(A)

se aplica.en CH+——rB —wA.
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Solo queda probar que cualquier otra extension
C+H—— B —mwA/V(A) que se aplica en CH—>B —mA es
equivalente a CH+—B/V(B)—RA/V(A)

Supongamos pues, que CW——*B'—ﬁﬁA/V(B) se apli-

ca en C#+——B—A.Consideremos el siguiente diagrama

C —s B H#) A

Y

/

Ya que V(B’) = 0, existe (1/V)(h’) verificando

h”

H—h3——B/V(B) —F+——*A/V(A)

7 .
z\\/u/v)(h'__ /

-

N > A/VI(A)

&

c

h” = (1/V)(h") h"°

E! morfismo (1/V)(h’) establece la equivalencia deseada.

(5.1.16) La aplicacién I definida en (5.1.4) es una apli-
cacion inyectiva de conjuntos punteados.
Es inmediato por (5.1.15) que la aplicacidén I es

una aplicacidon inyectiva de conjuntos punteados.

(5.1.17) Asociando a la extension V-central E:CHB —A
E .« &

el morfismo 8 ,(5.1.10) obtenemos una aplicacion de

conjuntos punteados:

I :V-Ext (A,C) — Hom( AV (A),C)
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(5.1.18) La sucesion
Zv i
ExtV(A/\/(A),C)———s V-Ext(A,C)— Hom( 4V(A),C) -

es exacta.

En efecto, por (5.1.16) la aplicacion I es inyec-
tiir\/a.Ademés por (5.1.15), la extension V-central
E:CHB —+C esta ebn la imagen de I si y solo si es
marginal y por (5.1.171) .Ia extension E es marginal si

y solo si § = 0, esto es, § esta en el nucleo de 1.

(5.1.19) AV(A) = o si y solo si para todo C eV , la
aplicacidon I es sobreyectiva.

=) Si 4V(A) = 0, entonces Hom( AV(A),C) = 0.

) Sea (A1|AO) una presentacibn proyectiva de A.

C :;*'iA ‘ I } = 8
Sea 1/V1(A] AO) y _B AO/V1(A]!AO), entonces
la sucesion Ch—aB — A es exacta corta y V-cen-

tral.Ya que Cp—s B—m3 A esta en la imagen de I, por
(5.1.15) sera marginal, esto es, CN V(B) =0 (5.1.11).

Asi

il

cnAvVB) = A_/V (A le)f\\/(A

A ) =
V(A V(A LTA D)

0

it

= ) N ' =
A1/\/1(A1]'AO)A_V(AO)/V(AO' V](A1IAO)>

it

/ N } / -
A1/V](A11AO) V(AO'/\/l(AllAO)

N AV =
A] V(AO)/V1\A1|AO )

= AVIA)
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(5.1.20) Si A€V, entonces AV(A) = 0 siy solo si pa-
ra todo Ce V
Ext (A, C) = V-Ext(A,C)

Es inmediato por‘(5.1.16)y(5.1.19);
(5.1.21) La extensidn V-central
E:CH—B —w A
es llamada:
i) V-stem si § es un epimorfismo conormal.

.. . E . )
i) V-stem cover si 8 es un isomorfismo.

(5.1.22) Para una extensidén V-central E:CH— B —#A
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) E es V-stem ’

ii) i, :C—2B/V(B) es el morfismo cero

iii) p, :B/VI(B) = A/V(A)

iv) C<cviB)

En efecto:ri)gEiil § = SCk & 1= 5I ]*<—_—_:)]": 0

ii):iif):} iv) == ii) Se deducen de considerar el dia-

grama de 5.1.111.

(5.1.23) Para una éxtensién V-central E:CH#—B—A
-las sirg‘uientes afirmaciones son equivalentes:

i) E es V-stem cover )

i) B/VIB) = A/VIA) y‘ AV(B) ——AV(A) esrrel

morfismo cero.

La demostracion es inmediata a partir de (5.1.10).
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5.2. OBJETOS V-PERFECTOS.

(5.2.1) Un objeto A diremos que es V—per‘fkecto si A=V(A).

(5.2.2) Si B es V-perfecto, toda extension V-central
Cp—s B —» A es una extesnion V-stem.
lnmediato, ya que en este c€aso c——B/V(B)=0

es el morfismo cero.

(5.2.3) Si A es V-perfecto, entonces CH—aB —HA
es una extension V-stem si vy solo si B es V-perfecto.
En efecto, A/V(A) = B/V(B) si y solo si B es

V-perfecto.

(5.2.4) Sea

c* i o p A
&t T‘l/
'l., .
C ——-"B —> A

i p
un<mor‘fismo de extensiones en donde B’ es V-perfecto
y Cr—B —A es V-central.Entonces T esta deter-—
minado de forma Gnica por o
En efecto, sean T Y " dos morfismos haciendo
el diag‘rama conmutativo.Ya que p1=p = pt’ v -
Cp——>B —A es V-central se verifica que V(t)=Vv( t7).

A<t la funtorialidad de V nos da el siguiente diagrama
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conmutativo u

B B V(B”)
T l/{ Vit) vit’)
B ¢ # V(B)
"B

de donde t = u. V(t) = p. V(7)) =1

(5.2.5) Si B es V-perfecto, .diremos que el epimorfismo

p

conormal B—2wA es un morfismo V-cover (0 bien que
pk p

B es un V-cover ) de A si C#—— B——m=A es una
extension V-central.
Ya que V conserva ep morfismo conormales,enton-

ces A es tambien V-perfecto.

(5.2.6) Si A es V-perfecto, entonces existe un morfismo
V-cover de A universal.

Sea Bf—HA un morfismo V-cover de A y sea el
par ideal (AT‘AO) una presentacion proyectivé de A.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con fi-

las exactas:

V(A 0 A V(A )
’\/‘(AOlA ) Lo ),V (AOIA ) Y
V10 1O
A A
1 0

g
>

F (A A ] ~~ VA 1A )
Vit e 1M
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Las filas de dicho diagrama son trivialmente V-centrales,

asi para demostrar que V(AO)/V1(AiIAO) es un V-cover

de A, habra que probar que V(AO)/V1(A1|AO) es V-perfec-

to.
Completemos para ello el diagrama anterior
A A
VAN A, . VA V(A)
7
V. (ALIA ) IAO)r '
(p")
\
3 V(A) ’
: | 1‘
| .
| |
v ) l' r
A " N "0 n | w A
A | =
V(A 1A) Vi Ag). IE
, a l o’
, |
' A
0
Ya que AO es proyectivo, existe r tal qué Vip)r = p° vy

ya que s y q tienen el mismo conucleo existe B tal que

sr = B8 Q.
Asi tfqg =¢gs r = V(p’) r=p’=nq de donde gz B8 =
y por tanto n=¢R=nasi Y. ¢ =na =1¢gB8a . De

estas igualdades y de la V-centralidad de las filas del
diagrama se deduce que V(ag) = V(1) =1 y analogamen-

{aq) = V(1) = ' ) v AV = A
te V(g al ViI{1) 1, de donde J(AO/\/TA\‘AO) V{ V(AO)/V1( 1lAO)
D‘ero.ya‘que \/(AO/Vf(AlLAO):V(AO>'/V1(A1|AO) tenemos que

\"(AO),/\/]QA1IAo) es V-perfecto.
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Es universal en el siguiente sentido:
Dada cua|duier, extension V-central E:Cp—oB——ynA
tal que T(E) =38 » existe, por (5.2.4) , un Unico mor-

fismo T:V(AO)/\/1(A]|AO)—-,B tal que el diagrama

BV, W) (A)=V(A ) A]/YV](AIIAO)ﬁ——»V(AO)/V (A 1A ) ———m A

TR

e - B ~— +> A

es conmutativo.

oA
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5.3. EXTENSIONES V-CENTRALES EN UNA VARIEDAD W.

(5.3.1) Para una extension Cﬂ-i—-—)B-—PHA las siguientes
afirmaciones son equivalerjtes:

i) C<v(B)

ii) iy: C=—>B/V(B) es el morfismo cefo

i) AV ,W)ICA)

C/V](ClB) para toda variedad W
conteniendo a A,B y C.

A/VIA)

iv) p,: B/VI(B)
v) la extensidon V-central C/V](CIB)*‘—)B/V](CIB)%A
asociada es una extension V-stem.
| N =i =i) An'a»blogamentke a (5.1.21).
=Sv) CCVI(B) & C/V1(CIB)<V(B)/'V1(CIB) =
- \;’(B)Uvi(CIB)/,V1CIB) = V(B/v_ (CIB)
ya que \/1(CIB)<V(B).
iii)¢iv) Se deduce de considerar la (V,W)-sucesion
exacta ce cinco términos |

AV, W(B)— AV, W)(A) —> C/V_(CIB) —> B/V(B) —®A/V(A)

(5.3.2) Una extensidon verificando una de las condiciones
equivalentes de (5.3.1) es llamada una extension pseudo-

V~-stem.

(5.3.3) Para una extension C#—B—mA en W, las'si-
guientes afirmaciones son -equivalentes: v

i) ALy, wWA) = C/vo(ciB) o

) B/V(B) = AJVIA) y  AN,WIB) — ANV, WHA) s ¢ -

el morfismo cero.
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" La demostracidon es analoga a (5.1.21).

(5.3.4) Una extensibon en w ve‘rifcando una de las condi-
ciones equivalentes de (5.3.3) es llamada una extension
pseudo Vv—stem cover en W
(5.3.5) Sea C-h———»B——#—)A una extension en W .Entonces
es una extensidbn pseudo V-stem (V—StAem cover) | en‘!‘l s i
y solo’'si la extensién V-central asociada |
C/V. (CIB)#—>8/V (CIB)—=A

es una extension V-stem (V-stem cover ) en W.

‘De la naturalidad de la (V,W)—suc’esiéﬁ exacta
de cinco terminos se deduce que el diagramaA

. ' C B A
/ AV . W) -
ANV, W)(B)—> (V,M(A)——»\/( AV TP )

. B

v | Cl : AI
1AV, WA T T e RS

‘:\»’/‘ 7 —_—
At ’W)(v'}(cxagr

es conmutativo, de donde se sigue el enunciado.

(5.3.67 Un objeto A, W-paraproyectivo es un pseudo V-

- ) ) - ’ - n
stem cover en W de sus cocientes por los téerminos V (A)
nyt, de la serie V-central inferior.

Dado 'ny/'1, existe f:F——A con F, W-parapro-
n

yectivo induciendo f F/SVO(F) = A/VI(A) n0 (4.4.7)
n
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n+1

vIENV T E) s F V™ (F) — e V()

g fo ' f
n n+ 1 n

1 1

VA, VT HA) —— AV

(A) —HSA/V (A)

entonces g es un isomorfismo.Considerando el diagra-
n

ma de sucesiones exactas

n
0 ——— AWV, W) (——) —> ¥ §F> ﬁv(i) o _F/V(F)
! vTE) e
. (fn); gn f] . | O(fn)‘v
, o |
AN WA — AV, W)(——) — = (]A/‘ , V(’AA)_% A/:/(A)
‘ vita) T v ‘ VAU

Ya que fn es un isomorfismo y A(V,W) es un ‘funtor ’(fn)”
es un isomorfismo 'tam‘bién.El hecho de que gn es un iso-
morfismo establece qu‘e

DV, W) (A)——s AV, WI(A/V(A))
es el morfismo cero.Finalmente 7

A/VT(A) +—A/V(A) nyl
Asi  — VT(A)#4——s A —10 A/V (A) es un -bseudo V-stem

cover en W.

(5.3.7) Sea A un pseudo V-stem cover-en W de sus co-
cientes A/V (A) n%»1.Si A/V(A} es de la forma

(1/VY(1/W)X(F’) para algun proyectivo F” ,entonces exis-

te un objeto W-proyectivo F y un morfismo f:F —A tal

- =3
T t-
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f induce isomorfismos F/Vn(F) = A/Vn(A) ny 0.

lnmediato a partir de (4.4.7).

(5.3.8) Ef objeto A es W-paraproyectivo si vy solo si

i) AEW

ii) A es residualmente V-nilpotente

iii) A/V(A) es de la forma (1/V)Y(1/W)(F") para algln
oroyectivo F’, y A es un pseudo V-stem cover en W de
sus cocientes A/VTEAY nyl. '

Es consecuencia de’ (4.4.7).

(5.3.9) Sea A un pseudo V-stem cover en W de A/VT(A)
nyl vy sea A/V(A)Y de la forma (1/V)Y(1/W)(F’) para al-

glin proyectivo F .Entonces A/Vw(A) es W-paraproyec-

tivo.

Se deduce del diagrama

AV, W) (A) —Po AV, W(A/VT (A viiay /vt A

AV, WA/ Y ~(A))—DT AV, WI(A/VT(A)) VoA /v A

Si en el-diagrama p, superior es el morfismo cero enton-

ces B, inferior es el morfsimo cero.
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