PROLONGACION DE UN FUNCIONAL DE LOOMIS NO NEGATIVO
Y MEDIDAS FINITAMENTE ADITIVAS

Manuel Diaz Cari:illo

TESIS DOCTORALES DE LA
UNIVERSIDAD DE GRANADA 370



.62 224

o

-

FACULTAD DE CIENCIAS

DEPARTAMENTO DE TEORIA DE FUNCIONES

PROLONGACION DE UN FUNCIONAL DE LOOMIS NO NEGATIVO
Y MEDIDAS FINITAMENTE ADITIVAS

MANUEL DIAZ CARRILLO

Tesis Doctoral

BIBLIOTECA UNIVERSITARIA
GRANADA

N® Documento bﬁ/{%ﬂl ?.QL/Z_

\e Copia 1ASSFHIC 3

UNIVERSIDAD DE GRANADA
1981



Depbsito legal Gr.420.1982.
Imprenta de la Universidad de Granada.Hospital Real.



Tesis doctoral, dirigida por el prof. Dr. D. Pablo Bobillo Guerrero, Agregado
de Andlisis Matemdtico II de la Universidad de Granada. Fue leida el dia 30
de mayo de 1981, ante el tribunal formado por los profesores: Batle Nicolau,
Aguilb Fuster, Fuentes Miras, Bobillo Guerrero y Vinuesa Tejedor. Obtuvo

la calificacién de sobresaliente “cum laude”.



INTRODUCCION

En la teoria cldsica de construccidn de la integral a
partir de una medida, una vez que se han establecido los resulta-
dos relativos a las propiedades de las medidas, se introducen los
conceptos de funcidn simple y de su integral elemental, y a con-
tinuacidn los de funcidn integrable y de integral de una funcidn
integrable (vedse , por ejemplo, Berberian, ref.2).

Salvo el caso infrecuente de que el @nico conjunto de medi-
da nula sea el vacio, el conjunto de las funciones numéricas inte
grables, con la suma y el producto por un escalar naturales, no
tiene estructura de espacio vectorial. Por el conocido paso al co
ciente del espacio de funciones integrables, modulo la relacidn
que llama equivalentes a dos funciones iguales c.p.d., se obtiene

un espacio vectorial L de clases de funciones integrables.
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Puede afirmarse que el proceso de construccidn de la inte-
gral consiste en la prolongacidn de una aplicacidn lineal -la in-
tegral elemental- del espacio vectorial de las funciones simples
(identificado con un subespacio vectorial de L) al espacio L. Y
ese proceso se considera satisfactoriamente concluido atendiendo
a que L tiene estructura de espacio de Banach, en el cual es den
so el subespacio de las funciones simples.

Si en lugar de partir de una medida, se considera una me-
dida finitamente aditiva no necesariamente c-aditiva, hay un pro
ceso anilogo de construccidn de una integral (llamada abstracta
de Riemann) con relacidn a dicha medida finitamente éditiva, pe—
ro hay que sefialar dos diferencias esenciales: en primer lugar,
los teoremas fuertes de convergencia de la integracidn de Lebes;
gue quedan considerablemente disminuidos, y en segundo lugar, las
t&cnicas de demostracidn son distintas. Algunas propiedades se
conservan, como la propiedad de densidad (Teorema 1.6.6), aunque
se demuestran de modo muy distinto en uno y otro caso. Y hay pro
piedades, como el teorema de la convergencia monStona que dejan

de ser ciertos.

Modernamente, segiin es sabido, es mayoritaria la opinidn de
que "debe'" construirse la integral por t&cnicas funcionales, y
no por métodos conjuntistas. Sin entrar en la polémica, lo cierto
es que abundan mds los trabajos de investigacidn con t&cnicas

funcionales que con t&cnicas conjuntistas.
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Los procesos de construccidn de la integral por t&cnicas
funcionales pueden clasificarse en dos tipos: los que siguen el

método de Radon, y los que siguen el método de Daniell (este Glti

mo, a su vez, para funcionales de Daniell o de Daniell-Bourbaki).
Uno y otro tienen en comfin que parten, como datos iniciales, de
un espacio vectorial real de‘funciones reales acotadas en un con-
junto (llamado espacio de funciones elementales), y de una forma
lineal I(llamada integral elemental) definida en dicho espacio,
que se desea prolongar a un espacio L conservando la linealidad,
de manera que, simplificando, los subconjuntos de X cuyas funcio
nes caracteristicas pertenezcan a L constituyan un 0-3lgebra A,
y ademas, de modo que la aplicacidn que a cada AEA le asigna
I(XA) sea una medida.

Vamos a precisar la nomenclatura que utilizamos en lo rela-
tivo al método de Daniell:

Un funcional no negativo definido en un reticulo vectorial
de funciones reales acotadas sobre un conjunto X, se dir3 que es
de Daniell, si para cada sucesidn monbtona decreciente hacia cero
de funciones del reticulo, la correspondiente sucesidn de valores
del funcional tiende a cero.

Por otra parte, se dird que el funcional es de Daniell-Bour
baki, siparacada familia D filtrante inferiormente de funciones

del reticulo convergente hacia cero, es 4nf {I({); €D} =0.
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Un funcional de Daniell o de Daniell-Bourbaki, se dir3 indis

tintamente que es un funcional de Daniell si no hay lugar a confu-

sidn. Y esto, que es usual, se debe a que los métodos de cons—
truccidn de una teoria de la integral para uno y otro tipo de fun
cionales son muy parecidos, razén por la que suelen venir unifica
dos en la bibliografia. Evidentemente todo funcional de Daniell-
Bourbaki es de Daniell, aunque no al contrario.

No vamos a detallar los métodos de Radon y de Daniell, su-
ficientemente conocidos, pero si llamar la atencidn de que los
funcionales no negativos juegan en las dos teorfas un papel fun-
damental, principalmente debido a que un funcional de Radon o un
funcional de Daniell se expresan como diferencia de dos funcioqa—
les no negativos (Munster, ref.45, p.546). Por ello, es habitual
en la bibliografia, presentar la teoria en principio para funcio-
nales no negativos, y posteriormente considerar el caso de funcio

nales de signo cualquiera.

Un funcional de Radon es continuo en sentido propio, para
una cierta topologia definida en el espacio de las funciones elemen
tales; topologia que a su vez se define a partir de una topologia
sobre X (Segal, ref.l4, p.56). Por otro lado, un funcional de Da-
niell se dice, como es conocido, que es "mondtonamente continuo",
sin duda porque subyace la idea de que se precisa de "continuidad"
para prolongar un funcional, de modo que se llegue a una clase de

10
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funciones integrables que conserve las propiedades formales de la
integracidn de Lebesgue.

Pero cabe preguntarse qué resultados se conservan sin exi-
gir condicifn de continuidad para el funcional-integral elemental.
Y con el objetivo de obtener una prolongacidn que conserve el ma-
yor niimero de propiedades formalmente coincidentes con las obte-
nidas por los métodos funcionales citados.

El hecho de que exista una gran analogia entre la teoria de
la integral abstracta de Riemann respecto de una medida finitamen
te aditiva, con la teoria de la integral respecto de una medida,
con las diferencias ya sefialadas —que surgen del hecho de que los
teoremas fuertes de convergencia (Levi, Fatou, Lebesgue,...)pre-
cisan de la g-aditividad para su demostracidn (Segal, ref.l4,p.31)
-, permite sospechar que hay un proceso de prolongacidn de un fun
cional no negativo, con gran paralelismo con el proceso de Dani-
ell, y con teoremas de convergencia dé&biles desde luego.

Pasamos a resumir nuestro trabajo.

En el capitulo primero partimos de un sistema de Loomis, es
to es, una terna (X,B,¢) donde X es un conjunto no vacio,B un re-
ticulo vectorial de funciones reales definidas en X, v  ina for-
ma lineal en B no negativa, que llamamos integral elemental. No
se exige que los elementos de B sean funciones reales acotadas,

ni que B sea stoniano, ni que ¢ cumpla el axioma de Daniell.
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Se define B = {567?)( 5 §=48up g, g€B, g<4 1,

y se prolonga ¢ a Bt definiendo $+: B - R por

gﬁzﬂ =sup ¢ (g); g€EB, g<{4}.

+ ~ 3 5 o s
Desde luego, BCB', y ¢+ restringido a B coincide con ¢.
+ g R i
Aunque B es estable por la suma, ¢+ no es aditivo en B',
pero sI positivamente homog&neo y superaditivo.

Por ello, se introduce

B, = {6€B+;‘ $+(6+Fl<$+h§)+$+(ﬂ, para toda FEB'}.

+

Con ello, a+ es aditivo en B+.

Introduciendo B = -B' y a_:B- -~ R que verifica
$_(6) :—5;(-6), se tiene que 5; v a_ no coinciden necesariamen
te en B+r18—; y si se define dualmente B , se tieme que B = —B+ 3

y sobre todo, 5; y g;coinciden en B+f7B_,
Entonces, se define B = B+LJB_ , v 5?% > R por medio

de A
)

$_(§) si §€B.

La primera dificultad que hemos encontrado, siguiendo el pa
ralelismo con el método de Daniell, para una primera extensidn de
la integral elemental, es que la clase B+, que es satisfactoria
en el caso de Daniell-Bourbaki, no lo es en nuestra situacidn. La
clase B+(y la B ) permiten introducir integrales de oscilacidn que
que cumplen las propiedades formales exigibles para darles tal

12
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nombre. Es de hacer notar que si ¢ es un funcional de Daniell-
- - . + -
Bourbaki, la clase B+ coincide con la clase B'. Y si ¢ es un fun-
- 3 + - - -
cional de Daniell, entonces la clase L de las funciones numdricas
que son limite de sucesiones crecientes de elementos de B, esti in
. + . "
cluida en B, y naturalmente, incluye a B. Puede pues decirse que
- .o - - - +
la condicidn de Daniell permite seleccionar la clase L , como sub
+ ' L. i
clase de B a la que se puede prolongar aditivamente el funcional.
En nuestro trabajo, la seleccidn de la clase B+ se hace por con-
sideraciones puramente algebraicas, como hemos expuesto m3s arri-
ba.

A partir de aqui, se introduce la clase de las funciones su
mables ﬁ)y la clase de las funciones integrables B*, en total pa-
ralelismo con el caso de Daniell.

Tenemos que seflalar que hemos transcrito con minuciosidad
todas las demostraciones, para poner de manifiesto que no se ha
empleado un axioma de Daniell. Particularmente, el teorema de adi-
tividad para funciones integrables (Teorema I.8.7), y en menor gra
do los resultados relativos a propiedades de funciones sumables
—en especial el teorema de densidad (Teorema I.6.6)—, son resulta—

dos que destacamos por una mayor dificultad.

Hemos incluido una presentacidn lo mis reducida posible de
la integral de Riemann respecto de un sistema de Loomis (cap.I,
apartado 2), no tanto para demostrar que una funcidn R-integra-

13
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ble es sumable (Proposicidn I.6.1), como para recalcar que tal in
tegracidn sugiere el modo de prolongar ¢ tal y como nosotros lo
pPresentamos.

Este primer capitulo, pone de manifiesto pues, que la simple
exigencia de la nonegatividad de ¢ permite una extensidn, construc
tiva, que conserva propiedades importantes que se verifican en el
método de Daniell. En el trébajo de Loomis (ref.38) se hacen un
par de extensiones (que llama completaciones unilaterales y bila-
terales respectivamente), menos amplias que la nuestra. Y demostra
mos en el primer capitulo y en el segundo (Teorema II.3.1), respec
tivamente, que una y otra extensién estdn incluidas én la nuestra.

La prolongacidn que hemos hecho del funcional ¢ de un siste-
ma de Loomis, como ya hemos indicado, es constructiva (es decir,
no se hace uso del axioma de laelecddn), y es lo mds amplia posi-
ble respecto de la técnica de empleo de integrales de oscilacidn.

Como en el caso de que ¢ sea de Daniell, el proceso de cons-
truceidn de integrales de oscilacidn queda cerrado al llegar a la
clase B*(Nota I.7.4), y &ste es un paralelismo que debemos resal-
tar. Tambi&n, como en el caso de Daniell, el proceso de extensidn

no es cerrado, en cambio, respecto de tomar supremos (Nota I.7:5)s

Hemos rechazado el t&rmino de "prolongacidn mixima posible",
a pesar de que en la literatura (por ejemplo, Segal), se emplean
sindnimos como "maximal", por la remota ambigiedad que podria pre

14



PROLONGACION DE UN FUNCIONAL DE LOOMIS NO NEGATIVO

sentarse, a pesar de que queda claro lo que entendemos por prolon
gacidn mis amplia posible.

Debemos advertir, en lo que se refiere a la originalidad de
nuestro trabajo, que posteriormente a Loomis se han considerado
sus extensiones, junto con la integral abstracta de Riemann, como
herramientas para teoremas de representacidn. Pensamos que no se
han agotado todas las posibilidades de la té&cnica que hemos segui
do, sino que los trabajos que hemos consultado, se inclinan, en
buena parte, por obtener condiciones para que el funcional ¢ de
un sistema de Loomis (X,B,$), sea representable en B mediante
una integral abstracta de Riemann, relativa a una medida finita-
mente aditiva definida en una clase de subconjuntos de X (vedse,
por ejemplo,Flachsmeyer,ref.26; Loomis, ref.38,...).

Precisamente, la lectura de esos trabajos nos ha hecho ob-
servar la comodidad de las hip8tesis para la obtencidn de teore—
mas de representacidn: se supone que B es stoniano y/o que sus
elementos son funciones acotadas. Por &sta razdn, hemos conside-
rado en el segundo capitulo, qué nuevas propiedades se obtienen,

al suponer que una o las dos condiciones citadas se cumplen.

En el segundo capitulo, ademds, hemos estudiado una medida
finitamente aditiva asociada a un sistema de Loomis. En dicho ca—
pitulo exponemos con concisidn la integral abstracta de Riemann
respecto de un funcional de Loomis; sefialaremos como limitaciones,

15
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el hecho de que la clase de las funciones integrables en ese sen—
tido son de By, y el hecho de que el contenido de Jordan es res—
triccidn de la medida finitamente aditiva asociada por nosotros.

Aparte, indiquemos como resultados originales que el resul-
tado de Loomis acerca de imdgenes inversas de semirectas por fun-
ciones medibles (ref.38), se conserva en nuestra prolongacidn
(Teorema 1I1.2.16), asi comovel teorema de continuidad para la in-
tegral (Teorema II.7.1).

Incluimos por Gltimo, dos apartados obligados acerca de fun
ciones y conjuntos nulos.

El capitulo tercero comienza con una presentaciﬁn de la in-
tegracidn abstracta de Riemann respecto de una medida finitamente
aditiva (apartado 1). Hemos seguido preferentemente la exposicidn
de Dunford-Schwartz (ref. 7), y presentamos, adaptidndolos a nues-—
tro planteamiento y de la forma mis breve posible, los aspectos

mis destacados de la teoria.

En los siguientes apartados, nos ocupamos de la construccidn

de un adecuado sistema de Loomis (X,B,$) a partir del dato de un

espacio (X,A,u) de medida finitamente aditiva (apartado 2), y de
comparar la clase de las funciones ¢-integrables con la clase de
las funciones u-integrables (apartado 3).

Dicho capitulo nos parece obligado, para dar un ejemplo no
trivial de aplicacidn de nuestro método, y para comparar con los

resultados existentes.

16
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El resultado mds importante es que toda funcidn u-integra
ble es también ¢-sumable. Ademis, toda funcién wH-medible es
también ¢-medible. Asi pues, nuestro método funcional de cons-
truccidn de una integral a partir de una medida finitamente aditi
va, di lugar a una extensifn m&s amplia que la usual. Y probamos
con un ejemplo (p. 151 ) que puede ser estrictamente mis amplia.

Seflalemos tambi&n un punto especial de este capitulo: la
justificacidn del nombre de conjunto de ¢-medida nula, como conse
cuencia de un teorema de cierta dificultad (Teorema II.2.9), y no
s6lo sugerido como una mera analogia formal con el caso de que ¢
sea de Daniell.

Finalizamos el capitulo con unos comentarios acerca de cues
tiones abiertas y de temas complementarios sugeridos por nuestro

trabajo.

II

Pasamos a ocuparnos del material bibliografico emplea-
do, sin perjuicio de referirnosen el apartado siguiente a otros
trabajos que tocan aspectos relacionados con esta memoria.

Por lo que se refiere a la prolongacidn de un funcional

por el método de Daniell, los textos de Shilov y Weir (ref.l5 y

17
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18) constituyen conjuntamente una completa fuente de informacidn.
Dichas obras desarrollan extensamente la teoria de Daniell (ref.
24) y Stone (ref.47), fuentes originales de la teoria. La obra

de Weir es particularmente interesante porque no utiliza el axio
ma fuerte de Stone exclusivamente, como hacen la mayoria de los
textos. Sin embargo, es el texto de Pfeffer (ref.l3), que se acu-
pa de la prolongacidn por ei método de Daniell de dos tipos de
funcionales distintos -de Daniell propiamente dicho y de Bourbaki-,
quien nos ha sugerido huestro método. Se puede decir que el méto-
do de Pfeffer, para un‘funcional de Bourbaki, en el que hay que
manejar sistemas dirigidos de funciones reales, tiené como obliga
da y constante preocupacidn procurar que las distintas definicio-
nes que se introduzcan sean independientes del particular sisteﬁa,
dirigido empleado. Lo mismo podria decirse respecto de las sucesio

nes puntualmente monStonas empleadas. En nuestro trabajo hemos se

leccionado unas veces expresamente, otras tdcitamente, un Gnico
sistema dirigido de funciones, por lo que esa preocupacidn no se

da.

En este momento vale la pena senalar que, coﬁo tal vez
se le haya ocurrido al lector, es muy rara una teoria de la inte-
gral sin pasos al limite. Efectivamente, en nuestro trabajo, a
pesar de no imponer inicialmente condiciones de continuidad para
el funcional elemental no negativo, y no manejar sucesiones con

18
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tanta frecuencia como es usual en los textos sobre la integral
de Daniell, el empleo de supremos (o Infimos) expuesto tal cual,
por razones de claridad, se corresponde con un paso al limite se-
glin una adecuada red.

Vamos a referirnos a dos trabajos que nos han servido bas-
tante para tener una panoramica del problema estudiado.

El de Flachsmeyer y Torpe (ref. 26) se ocupa (entre otros
temas que no nos afectan) de la integral abstracta de Riemann, a
partir de un funcional o a partir de una medida finitamente aditi
va, y de representaciones integrales; pero hay que destacar que
sdlo se emplea una medida finitamente aditiva pero fiﬁita. Ello
s6lo ya es una limitacidn puesto que se emplea una medida que le
es Gtil para sus resultados, pero que, desde nuestro objetivo ofpg

ce dos objecciones importantes: a) Se puede asociar una medida no

necesariamente finita, como nosotros hacemos, al reticulo vecto-
rial elemental de que se parte y a su correspondiente funcional

elemental. b) Las funciones reales del reticulo citado no tienen
por qué ser acotadas, con lo cual,8stas quedan excluidas del espacio
de funciones acotadas que se construye para obtener una representa-
cidn integral. De esta manera, la prolongacidn no es tal, puesto
que ni se prolonga ni representa a partir de un espacio inicial,

sino a partir de un subespacio de funciones acotadas del mismo.

Y efectivamente se cita un trabajo de Bauer (ref.22) en que

19
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"without loss of generality", segiin Flachsmeyer, se puede suponer
que todas las funciones del reticulo inicial son acotadas, que se
paran puntos, y que en ningln punto se anulan simultineamente to-
das las funciones del reticulo. Claro estd, para la obtencibn de
teoremas de representacidn ( que es de lo que se ocupa Bauer),
puede aceptarse el entrecomillado, pero no para el proceso de ex-
tensidn.

Precisamente en nuestro trabajo nos hemos ocupado de anali
zar a fondo estas exigencias adicionales, atendiendo puramente al
proceso de prolongacidn (p.e. el estudio del espacio i), ya que
Bauer se detiene fundamentalmente en la representacién integral
del funcional de partida con una té@cnica que recurre, tdcitamente,

al método de Radon, al construir un espacio compacto adecuado pa-

ra sus fines. Tal mé&todo estd en la linea perfectamente trazada

por Gillman y Jerison en su "Rings of continuons functions".

Loomis (ref.38) estudia la prolongacidn de un funcional no
negativo, prescindiendo de un axioma de continuidad tipo Daniell
o Bourbaki, pero tanto en el planteamiento como en los resultados,
hay diferencias esenciales con nuestro trabajo: en primer lugar,
las definiciones que da de integral superior e integral inferior
son restringidas, y las funciones a las que asigna integral su-
perior e integral inferior tienen dichas integrales finitas, y
adem3s dichas funciones son reales. En nuestro trabajo, no tienen

20
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por qué ser finitas esas integrales, ni las funciones reales, si-

no que se presentan valores infinitos. Y es que Loomis no se ocu
pa de la prolongacidn mis amplia posible del funcional elemental,
sino de la relacidn entre funcionales lineales y medidas finita-
mente aditivas, con lo que en el fondo estd en la situacidn de
Flachsmeyer.

Por lo que se refiere a las medidas finitamente aditivas,
la obra de Dunford-Schwartz (ref. 7) nos parece el texto mas com-
pleto sobre el tema, y en todo caso, a su planteamiento nos hemos
adaptado para utilizarlo en nuestro trabajo. Hay que citar el tra

bajo de Yosida-Hewitt (ref.50) como fuente original. Mas adelante

nos referiremos a su limitacidn frente al texto de Dunford-Schwartz.

Tanto la integral abstracta de Lebesgue como la convergen-
cia en medida, a que nos referimos en nuestro trabajo, vienentra
tadas para el caso c-aditivo, con vagas alusiones al caso finita
mente aditivo, en Hewitt-Stromberg (ref.9), Loeve (ref.ll), vy
tambi&n en Munroe (ref.12). Como comentamos al final del trabajo,
una teoria satisfactoria de las funciones medibles es diffcil de
obtener partiendo de una integral abstracta de Lebesgue para me-
didas finitamente aditivas. Por citar un solo ejemplo, vedse Loo

“"mis y Taylor (ref.38 y 16), para ver lo escasamente dicho sobre
el tema, y las diferencias que se presentan. La raiz de la cues-

tidn se encuentra en la definicidn que se d& de funcidn medible
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para una medida finitamente aditiva, y asi, no es nada fdcil ge-
néralizar la demostracidn de que la suma de funciones medibles es
medible.

Para nuestros objetivos Dunford-Schwartz da una definicidn
satisfactoria de funcidn medible (ref.7, p.106), aunque no estu-
dia la relacidn entre su definicidn y la que dan otros autores,
de los que el paradigma es Loomis (ref. 38, p.179)). Lo mismo po-

dria decirse de la obra de Bichteler (ref. 3).

ITI

Vamos a hacer un bosquejo histdrico de la evolucidn y
rumbo que han tomado los trabajos relacionados con nuestra memo-
ria, con la intencidn de marcar los perfiles en los que se inser-
ta este trabajo.

El método de Daniell (ref.24), mejorado por Stone (ref.47)
fundamentalmente, pero también por otros como Kakutani y Arens
(refs.36 y 20) en menor grado, sugirid abundantes generalizaciones
de la teoria (en el sentido, sobre todo, de utilizar un axioma mis
débil que el de continuidad mondtona, o mads fuerte, como el de
Bourbaki) y también refinamientos de la misma (en el sentido de

considerar topologia en el espacio base).
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Otro tipo de generalizaciones de la teoria de Daniell apare
ce de manera natural: las funciones que se manejan en la teoria
de Daniell son funciones numéricas; cabe pensar en una teoria pa-
ra funciones con valores en un conjunto con una estructura de or-—
den y con una estructura algebraica compatible con la anterior.
Como la cuestidn es tangencial citaremos como dos precedentes im—
portantes los trabajos de Mecgill y Wright (refs.4l y 49) y mis re
cientemente, un tratado muy completo, el de Cristescu (ref.5).

En esta linea es interesante senalar dos trabajos de Metz-

ler (refs.42 y 43) y a Brooks (ref.23), por la originalidad que'
supone el empleo de teoria de la aproximacidn para abérdar algu-
nas generalizaciones.

Puesto que el axioma de continuidad de Daniell se refiere
a sucesiones de funciones, es natural pensar en una generaliza-
cidn empleando redes, y asi ha sido estudiado. Citemos a Knowles

(ref. 37), por ejemplo.

Es inevitable volvernos a referir al importante trabajo de
Loomis (ref.38). Ya hemos indicado algunas de sus caracteristicas,
pero destaquemos que se ocupa fundamentalmente de generalizar la
teoria de la integral abstracta de Riemann a una teoria de inte-
gracidén impropia, y de lo que llama completacidn ("unilateral"” y
"bilateral") del espacio vectorial inicial (p.170). Su inter&s fun
damental reside en los teoremas de representacidn. A pesar de un
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cierto desorden, se puede decir que los trabajos posteriores sobre
representacidn de funcionales estdn basados en las ideas expues-
tas por Loomis es este trabajo. Ya hemos dicho que el axioma de
continuidad débil aparece en él, aunque no lo desarrolla a fondo.
Tampoco desarrolla con profundidad una teoria de la medibilidad y
se limita a afirmar con vaguedad que parece ser la adecuada para
medidas finitamente aditivas (p.l71). Dos precedentes destacados
de este trabajo son los de Fréchet y Hewitt (refs.27 y 35).

El axioma de continuidad d&bil para un sistema de Loomis pue
de enunciarse asi:

n 7
Para cada g€B, {MQAZ“nEN

= ",

(Hay pequefias variantes que no hacen al caso).

Como ya hemos indicado, con posterioridad a Loomis,se ha
puesto el acento en las condiciones que debe satisfacer un fun-
cional definido en un reticulo vectorial stoniano de funciones
reales acotadas, para que sea representable por una integral abs-
tracta de Riemann respecto de una medida finitamente aditiva.

En este ambiente vamos a citar algunos trabajos muy significati-
vos.

Gould (ref.30) se ocupa con mds detalle que Loomis de la
extensidn del espacio inicial. Pero no de la extensién mixima po
sible, sino de la mis adecuada para sus fines: un teorema de re-
presentacidn del tipo de Riesz (p.305). Pero es importante sefia-
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lar el hecho de que en lugar de topologizar el espacio base de las
funciones reales del reticulo vectorial, se ocupa de considerar un
sistema de partes de dicho espatio base con estructura de dlgebra
u otra mas débil.

En Gunzler no se exige que las funciones del reticulo vecto-
rial sean acotadas. En su primer trabajo (ref.32) se ocupa de fun
ciones escalares, y en el segundo (ref.33) generaliza sus resulta-
dos a funciones con valores en un conjunto con estructurasde or-
den y algebraica compatihle, con una atencidn especial a las cues
tiones de medibilidad.

Un trabajo no muy extenso pero importante, por la sintesis
que hace, es el de Heiden (ref.34). Desarrolla un estudio completo
sobre el axioma d&bil de continuidad para los teoremas de represen
tacidn (p.211), y una exposicidn equivalente, aunque distinta, a
la de Dunford-Schwartz para la integral abstracta de Riemann res
pecto de una medida finitamente aditiva.

Nos hemos referido a autores significativos posteriores a
Loomis, y a sus contribucicnes; y en resumen, queda claro que no
se ocupan del problema de prolongacidn de esta memoria, que no ha

sido tratado sistemidticamente desde Loomis.

Vamos a sefialar un trabajo de Malone (ref.40) especialmente
por la utilizacidn que nosotros hacemos -como oportunamente consig
namos mis adelante (p. 3D )-de su definicidn de funcidn medible.
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Indiquemos, por iltimo, algunas cuestiones que juzgmos de
gran inter@s, y que estdn ligadas de una u otra forma al ambiente
en el que se desarrolla nuestro trabajo.

Un aspecto importante del trabajo de Loomis se refiere al ca
so particular en que se considere un dlgebra de funciones. En Se—
gal (ref.l4) puede verse una reciente recopilacidn de resultados
(Capitulo VIII. Teoria algebraica de la integracidn).

Por supuesto, abundan los artficulos sobre el proceso de ex-
tensidn de una medida, muy bien tratado en Jacobs (ref.10) siguien
do t&cnicas de Caratheodory, y en el trabajo de Eos y Marczewski
(ref.39). Seria interesante abordar la generalizacién.de esas téc-
nicas de extensifn partiendo de medidas finitamente aditivas.

Finalmente, por lo que se refiere a los espacios de Riesz;
muy relacionados al planteamiento de esta memoria, también se ocu
pan s6lo del caso o-aditivo. A la citada obra de Bichtler, habria
que afadir la de Bourbaki (ref.4) y otros textos (como el exhaus-
tivo "Topological Riesz spaces and measure theory" de Fremlin, con

una bibliografia muy completa).

Quiero, por Gltimo, expresar mi agradecimiento al Dr. D. Pa-
blo Bobillo Guerrero por la continua direccidn y ayuda que de &1
he tenido desde hace tiempo, y gracias a la cual ha sido posible
la realizacidn de este trabajo.
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CAPITULO I

SISTEMAS DE LOOMIS. INTEGRAL ASOCIADA

1. SISTEMAS DE LOOMIS.

Sea B un reticulo vectorial de funciones
reales definidas en un conjunto X. Esto es, por una parte, B tie-
ne estructura de espacio vectorial real, con la suma y producto
por escalares ordinarios para funciones de B.

Por atra parte, si definimos para cada par [g] ,-gz) de fun-

2 =X . 5
ciones de R las aplicaciones:

glvgz Yy X ma_x{g‘(x),g2(X)}

g hg, x> mw{gl(x),gz(x)}

se verifica que B cumple g, Vg, €EBvY g Mg, €B, para toda g, ,9263 .
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Si ¢ es una aplicacidn lineal de B en R, diremos que es un

funcional no negativo en B si cumple:
§ >0 implica ¢(§)>0.

Por supuesto, el orden (no total) considerado en B es el in-

ducido en B por el orden usual en I-QX ®

Como es sabido, B es reticulo vectorial si y sdlo si B es
un espacio vectorial modular; es decir, que para cada funcidn §
de B se verifica que /{/€B.

Llamaremos g+= gvo v g": -(g A0), ©para cada geB.

Y se tiene que:

i = X . - 5
Una funcidén g€R” , pertenece a Bsi y s6lo si g €B y

g~€B , en virtud de que
+ -— -
g=g-g4 vy /a/ =g +g°.

Notese que g+>0 y g =0.

1}
o
+
&
»n
1
)
w
S

glvg

2

Ag = g - )t
91 g, ° 9 9,-9,' -

1.1. DEFINICION.- Si B es un reticulo vectorial de funciones
reales en un conjunto X, v ¢ es un funcional lineal positivo en B,
a la terna (X,B,¢) la llamaremos un 4L{8%fema de Loomis en X.
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En el caso de que un subconjunto C de ﬁx verifique la si-
guiente propiedad:'para cada g€C, 1A gEC, siendo 1 la funcidn
constantemente igual a | en X", se dice que C es sfoniano. Por ex—
tensidn,se dird que (X,B,$) es stoniano si y sdlo si B 1o es.

Conviene senalar que si B es stoniano no necesita contener
a las funciones constantes; pero que si B contiene a las funcio-
nes constantes, automdticamente es stoniano.

Observemos tambin que los elementos de B no tienen por qué

ser funciones reales acotadas. Tampoco B tiene por qué separar pun
tos en X; recordemos que se dice que B separa puntos en X si para

cada x;,% €X, tales que X # X, existe gEB tal que g (¥ ) # glxa).

Hacemos notar que en todo este trabajo, si tenemos

P g . 5 =X
una familia {{,}. de funciones de. un cierto subconjunto B deR ,

L4Lel
se definird sup 61‘ como la aplicacidn que a cada x€X le asigna co
L1 _

mo imagen Aup 6/:()() €R . Y hay que advertir que tal funcidn sup 6&"
LET

que recibe el nombre de supremo puntual no coincide en general con

la funcidn que designamos por Asup {64; LE€T}, que seria el supre-

mo de una familia para el orden (no total) natural a que nos hemos

referido en B. Desde luego si B es reticulo superior e I es finito,
dicho supremo funcional existe y coincide con el supremo puntual.

Si I no es fiaito, ese resultado no es cierto en general. Veamos

dos resultados que concretan estas cuestiones:

l1.- Sea {64}461 una familia de funciones de BCRX , desig-
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namos por sup §, al supremo puntual. Y por sup {64; LET}al su-
LE€1
premo funcional en B. Entonces, dada una funcidn § €B, si es

£

§ = sup
LE

En efecto, tenemosen primer lugar que, para cada (€],

§,,también § = sup {§.; LET}.
14 £
64:()() <{(x) para todo x€EX,implica 5é<6.

Por otra parte, si FEB es cota superior del conjunto
{61 ;AET} se tieme que F(x) >5i(x) » para todo £E€1 y para todo
XEX; por tanto, F(x)>{(x), para todo XEX. Con ello, resulta
que 4 es cota superior del conjunto {6,{; LET1}y ademds es el mi-
nimo de las cotas superiores, por lo cual, § = dup {61; LEI}, co-

mo queriamos.

NOTA.- El reciproco del resultado anterior no es cierto.

En efecto, consideremos el contraejemplo siguiente:
Sea X=[0,7] vy B el conjunto de las funciones continuas en

[0,1], esto es, C([0,71). Para cada n€N, definimos:

nx, 0<x<T/n

én(x) =
1, 1/n<x<1,

Evidentemente 6;'1 es continua en [0,7]
Sea ¢ la funcidn constante igual a la unidad en [0,1]; es

evidente que § = Sup {5n; nEN},y en cambio, § # sup 6;1 5
nEeN
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PROLONGACION DE UN FUNCIONAL DE LOOMIS NO NEGATIVO

En cuanto a lo primero, 6n<6 para todo n€N. Y si F es una
funcidn continua en [0,7] tal que F?ﬁn para todo n€N, debe ser
F={, sin m3s que tomar limite por la derecha en cero. Asi pues,
4 es cota superior minima del conjunto {6n; nEN L Sin embargo,

el supremo puntual de la sucesidn {6n}n€5N seria la funcidn:

I, x#0

que no es continua, y por tanto, no puede pertenecer a B.

.

Los anteriores hechos nos han destacado las diferencias en-
tre lo que entendemos por supremo puntual y el supremo funcional.
Este hecho serid importante tenerlo en cuenta a lo largo de todo
el trabajo, por lo que sefialamos que, en todo lo que sigue, el su-
premo de una familia serZ siempre el supremo puntual,y se repre-
sentard por los simbolos sup 61, empleado hasta ahora, y también

LET
. i p . pE
por los mis ambiguos, sup {6L}LEEI 6 sup {61’ LE€T}, u otros. No

hay peligro de confusidn si se recuerda que siempre se consideran

supremos puntuales de familias de funciones.

Se plantea la cuestidn de extender ¢ a un espacio vectorial
que contenga a By sea lo mds amplio posible. Naturalmente, intere-
san prolongaciones de ¢ de manera que el nuevo funcional sea adi-
tivo, homogéneo, o las dos cosas. Analicemos en primer lugar, la
llamada extensidon de Riemann de un sistema de Loomis.,
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2. INTEGRAL DE RIEMANN DE UN SISTEMA DE LOOMIS.

2.1, DEFINICION.- Sea (X,B,$) un sistema de Loomis.

Llamamos:

= {{: X R ; para cada e €R”, existen

B
g>h€EB, tales que: g<f<h y ¢lh-g)<el.

Estudiemos ahora la estructura de reticulo vectorial de B y

la prolongacidn de ¢ a esta nueva clase.

Evidentemente BCB.

2.2. PROPOSICION.- B es un retfeulo vectorial.

DEMOSTRACION:

a) Veamos que B es espacio vectorial.
Si 51 ,'62 €B entonces 61 +62 €B.
Elegimos g,-9, ,hl ,'h2 tal que
< -g }< = Lell.
g <¢ <h , g <f<h ,y olh-g<e/Z, ¢lh-g)<e/
Evidentemente se cumple que:
= <
g9, +g, <51 +52 <h1 +h2 y o[ (h1 +h2) (g1 +92)] €.

An3logamente, si {€B y AER entonces AfEB.
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Si A=(Q es trivial.

S1 A >0, para cada €>(0, tomamos €/ Ay g,h tales que
g<f<h y ¢lh-gl< e,
con lo cual:
Ag<Af<Mh gy olin-gll<e.
Si A< 0,se toma &/(-A) , y existen g,h tales que
g<f<h y ¢ (g-h) <e/l-\],
con lo que

ALAE<Ag y o[A(g-h)] <€,

b) B es reticulo.
Veamos que es reticulo inferior,
En efecto, si § ,§ €B y existen gl,gz,hl,hz, tales que
12
Y ¢(h-1_gl)<€/z » ¢(h2_gz)<€/zy

tenemos que

(glAgz)<(6lA1§2)<(hlAh2).

Y para que 61A 62 pertenezca a B deber3 ser

¢llh ah)-(g 1g,)I<e.

por lo que basta probar que:

¢llh n h))-(g ng,)1<(h-g ) +(h-g,].
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Distinguimos los siguientes casos:
a) b (x)<h, (x) y g, (x)<g,(x). Trivial
b) hy (x)<h (x) y g,(x)<g, (x). Trivial

c) h (X)<h2 (x) y g, (x)<g1 (x). En este caso el primer
miembro serd h (x)-g, (x), pero como h (x)<h, (x) y g, <h, ,

se dard que
hy 1x)-g, (x) <h, (x)-g, (x) < (h, -g, ) (x)+(h, -g, } (x).
d) h, (x)<h [x) y g, (x)<g, (x). EL primer miembro seri
hy (x) - g, (x) <h (x)-g, (x) < (h =g, )} (x)+@,-g,) (1),
ya que
h, (x)<h (x) g g, (x) <h, (x).

Y por dltimo, debido a que 4,V s = ~[H, IH (-6,11 ,

B es reticulo superior.

2.3. PROPOSICION.- Si B es stoniano, entonces B también Lo

DEMOSTRACION:
Dada §E€B, deberd ser 1A §EB.Para ello, dado

€ >0, tendremos g,hE€B tales que

g<4<h Y o(h-g)< €.
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Tomando Infimos, (] Ag)<<(Tp 4)<<(7ph),
y como (1 Ag) y (1 Ah) pertenecen a Bpor hipbtesis, se tiene

TAR - 10g = 1-(1-h)*- [1-11-g)"] =

T-g+/1-g/ _ 1-h+/1-h/

= (1-g)"-(1-n)" =
2 2

- hg | [1-g/-/1-h/ _ h-g | /(1-g)-(1-h)/
? /4 2 2

= h-_g-{.ﬂ: h-—g.
? 2

AsT pues, ¢(Irh-TrAgl<olh-g)< e,

Una vez construida la extensidn B de la clase B, y estudia-
das sus propiedades, pasamos a analizar la prolongacidn del fun-~

cional ¢ a B.
2.4. DEFINICION.- Si € B, consideremos ho,go tales que:

9, <f<h g @lh-g)<c;

0
ello indica que el conjunto {¢(g) ; g€B, g<{ }estd acotado supe-
riormente por ¢(h,),ya que ¢ es mondtono en B.

Andlogamente el conjunto {@(h) ; h€EB, {<h}esti acotado in
feriormente por ¢(g,).

Pues bien, el supremo del primer conjunto se llama &(6)

Esto es:

9: B > R , ®(§) = sup {¢(g) ; 9€B, a<f }.
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Veamos que 5(6) es igual al infimo del segundo conjunto.

2.5. PROPOSICION.- Para cada §EB, es
B(4) = inf {6(h); hEB, f<h }.
DEMOSTRACION:

Para cada gE€B tal que g<4 y para cada nEB tal
que {<h, se tiene que g<h implica ¢(g)<¢(h); sea h fija aunque
arbitraria de B, con §<h. Puesto que ¢ (h) es cota inferior del
conjunto {¢(g); g€B, g<ft }, se tieme:

sup 1#lg) ; g€B, g<b 1< ¢(hl.
Es decir, tal supremo es cota inferior del conjunto

{¢(h) ; hEB, §<h },
vy ya que el infimo es el mayor de las cotas inferiores, queda que

sup (dlg); 9EB, g<f }< 4nf {olh); hEB, <h 3 .
Por otra parte, dado e>0, existen he’ge tales que
g€<5<h€ y ¢(h€-g€)<e H
o sea: ¢(h€)—¢(g€)< € implica
0<inf {¢(h); hEB, §<h} - sup {¢lg)l; gEB, g<f} <
<) - ¢(g€)< £ .

Concluimos entonces que:

$4) = sup {0(g); g€B, g<f 1 =inf {olhl; heB, §<h }.
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Trivialmente @ es lineal: la demostracidn es formalmente
idéntica a la que se hace para la integral de Riemann habitual.

Tambi&n obviamente ¢ es no negativo, y en consecuencia mondtono.

Y trivialmente extiende a ¢.

El sistema (X,B,¢) se llama la extensidn de Riemann del s4s-

tema de Loomis (X,B,¢).

La clase B puede introducirse de manera distinta a como se
ha hecho, empleando los conceptos de integral superior e inferior.

Una funcidn § real definida en X se dice que tiene [-infte-
gral superfon respecto de (X,B,9) si y sblo si, estd mayorada por
alguna funcidn de B. En tal caso, se define L-integral superior de

6 como

L-T(§) = 4nf {olg); §<g, gEB1}.

Andlogamente se dice que una funcidn real { definida en X po-

see L-Antegral ingeriotr respecto de (X,B,¢) si y sGlo si, estd mi-

norada por alguna funcidn de B . Y en este caso, se define L-4infe-

ghal ingerior de § como
L-1(4) = sup {0(g); g<4, g€B I.

Es facil ver que B es precisamente el conjunto de las funcio
nes reales en X que poseen integral superior e integral inferior,
y que son iguales. Pues si 5655, al estar mayorada y minorada por
funciones de B, § posee L-integral superior y L-integral inferior,

que coinciden con ¢(4) segln la proposicita 2.5.
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Y si § posee L-integral superior y L-integral inferior igua

les, se tiene:
Para cada ¢€R’ , existe h€B tal que {<h y que
o(h)-L-T(§)<e/2 ;
y existe g€B tal que g<§ y que
L-1(§)-¢(g) <e/2.
Con ello, ¢(h)-¢(g)<e , gsS{<h.
Es decir,

§EB y of) = L-1(4) = L-1(§) ‘evidentemen-

te.

Es de notar que si una funcidn poseel-integral superior, és—
ta es un elemento de R distinto de +%; y que si una func¢idn po-
seelintegral inferior, 8sta es un elemento de R distinto de = oo,
Si una funcin real { definida en X no esta mayorada (resp. minora-
da) por alguna funcién de B » ¢Cabe asignarle una integral superior
(resp. ipferior)? Consideremos un caso particular: si una funcidn
f{ posee |-integral inferior igual a +o,y no posee L-integral supe-
rior (o sea, no est3 mayorada por ninguna funcidn de B), parece que

puede asignirsele, por extensibn, una integral superior igual a + o,

Igualmente la intuicidn sugiere que si una funcidn. real { de-
finida en X no estd mayorada por ninguna funcidn g de B ,al menos,
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relativamente al sistema de Loomis, es "demasiado grande'", por lo
que parece natural definir su integral superior como + % .

Ahora bien, con ello sdlo se llegaria a la consideracidn de
funciones con unas integrales superior e inferior no finitas e
iguales. Es mds interesante, siguiendo el paralelismo con la teoria
de Daniell-Stone, considerar una extensién de ¢ a un campo de fun-

ciones mds amplio que B, de modo que tales funciones tengan asigna-

da una integral finita.

A continuacidn probamos que, en el proceso de extensidn que
estamos analizando, la ampliacién de la clase B a una nueva cla-
se § > nos conduce a ella misma.

Diremos que una funcidn F pertenece a la clase % si y so-

lamente si, se verifica que:

Para cada e€>0, existen 61;62653 tales que
§<FSE, y lg-41<c.
Evidentemente se da la relacidn: E(:g.

2.6. PROPOSICION.- B = B.

DEMOSTRACION:
Dada una funcidn F de B s por definicidn

se cumplir3d que:
Para cada e >0, existen 8,54, €B tales que:

§SF<E, g blg,-6,0<e/5
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ademis, : or ser funciones de B cumplen a su vez que
1 2 ’

existen g ,h ,g,,h, €B tales que:

g, <§,<h , g,<¢,<h, y olh-g )1<e/3, ¢lh -g )<e/3.

1
Veamos que FEB,

En efecto, siendo g, <F<h2, se tiene que
¢lh,-g ) = &l§,-g ) = &lh,-g,) +8(g,~ h ) +é(h ~g )<
< ¢lh,-g,) +6(4,-4, ) +(h ~g, ),

ya que g,-h <f,-f , vy slends ¢ es no negativo.

. -
Con lo cual, ¢(hz—g1 »<e, Esto es, FEB.

Asi pues, B = B , como queriamos demostrar.

2.7. TEOREMA.- S{ Los elementos de B son funciones acotadas
y 54 B es un dlgebra para el producto natural de funciones reales,

B es un dlgebra.

DEMOSTRACION:
Si {€B, también /4/EB . Existirdn por tanto
Go2hyg €B » tales que g, </f/ <h, y ¢(h-9,)<! . Como 62 = /6/2,
no es restrictivo que §=0.

Sea MER” una cota de h, - Dado €’ existen g,hEB tales que
g<g<h y olh-g)l<e/ium.

No es restrictivo suponer h<ho (de no ser asi, en lugar de /i con
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siderariamos h A ;). Tampoco es restrictivo suponer g=0 (si no se

tomaria gv0).

Pues bien, 92<62<h2, siendo gz,hZEB. Y ademis

6(h%-g%) = ¢llh-g) (h+g)] < [2M(h-g)] <& .
Asi pues, queda probado que para cada 6673 es 6268. Y en
virtud de la identidad

§,-6, = 1/4 UG, +6,)°-(4,-6,)°1,

resulta que el producto natural es operacifn interna en B.

2.8. NOTA.- Hemos expuesto sucintamente el concepto de in-
tegral de Riemann relativa a uﬁ sistema de Loomis, insistiendo en
las dos definiciones equivalentes de la clase B , ¥ no entrando.
en detalle ecerca de propiedades fundamentales (pero de f3cil de-
mostracidn) como son la linealidad y no negatividad y monotonia
de ¢. Ello estd en la 1fnea ([38],[9]) habitual. Pero queremos ob
servar que la consideracidn de esa integral, a partir de la defini
cidn directa de B, no sugiere una generalizacidn. La definicidn
equivalente, mediante el uso de integrales de bscilacidn, si; co-

mo se verid mads adelante.
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3. PRIMERAS EXTENSIONES DE UN SISTEMA DE LOOMIS.

Consideremos un sistema de Loomis (X,B,$#), no necesariamen

te stoniano.

3.1. DEFINICION.- Llamamos:

+ -

B = {4§: X>R; 4

n

sup g, g<§, g€B 1,

y B = {§: X>R; §

ing h, §4<h h€EB?}.

Evidentemente: BCB NB” ’ B=-B.

Definimos entonces:

por medio de las expresiones:

si §€B", & (4 = sup (#lg); g€B, g<f},

1]

sif€B, ¢(§) = inflolh); hEB §<h}.

Notese que si {€ B", entonces §>-2; v si {€B se tiene

§<+e. Por tanto, no hay dificultad en definir la suma de dos
: + . -
funciones de B o de dos funciones de B .

Obsérvese tambi&n que si € 87, es -4€B vy a_(-{f) = -&Z(ﬁ).

3.2. PROPIEDADES.-
Evidentemente ¢ restringido a Bcoincide

con ¢ y ¢ restringido a B coincide con ¢.
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L) o,y ¢_son monbtonos y no negatlvos.

En efecto, para dos funciones cualesquiera 61 ,52 de B+ se
deberda cumplir que si 61 <62 entonces ¢+(61 ) <¢+(62) . Y ésto es
inmediato considerando la relacidn:

tolg, }; 9§t < {olg,); 94,1

Para las funcionesde B se tiene:

b6, ® 6,36, = &1-§ 1> 80-6) 514 )>

>-9 H,) > o6 1<d(f).

. +
Por otra parte, si 4€EB y es 20, en particular la fun-

. _— s +
cidn cero cumple la condicidn de pertenencia a B y se tiene que
6;(6)?0.

- -
También trivialmente ¢_es no negativo para funciones de B .

LL) Parna cualquien 6EB+ y )\ER: se tiene que N{eB’.
En efecto, si A=0, es obvio; y si A#0, se tiene que
f=sup{g; g€B, g<§ } si y sélo si,
A§=sup {Ag; gE€B, g<f} = sup {go; go/y <6, 9,EB} ;
entonces,

N§= sup {go; 9, €B, g, <M{}, ¥ por tanto A{€B’, como

queriamos.

Andlogamente se prueba que
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Para cada §€B y )\ER:, VA=

= + =
En consecuencia, se tiene que A{EB si 4€B y AER .

i) SEneR y 4B, es F,4) = Agl6).
En efecto, ¢,\§) = sup {olg); g€EB, g<A\ } =
= sup {¢(gl; g€B, %ggé } = sup {6(Ag,) 5 9EB, g, <} *
Nsup {(g,) 5 9, €B, g, <6} =Ag,§),siA>0.

Y si A=0 el resultado es inmediato.
Esta propiedad se expresa diciendo que ’5+ es positivamente

”
homogeéeneo.

~

Andlogamente se prueba que ¢_es positivamente homogéneo.

iv) Para cada §€B, $,1§) >-00 y para cada §€ B, o.lf) <+,

Trivial.

vl o, es superaditivo en 8" y ¢_es subaditivo en B .
Veamos previamente que
Si §,,4, €8, entonces § +4,€8.
En efecto, para cada XEX, es f (x) = sup {g, (x); g€ 8, g6}
y 6, (x) = sup {g,(x]; g,€B, g,<4,}

Probemos que 61 (X)+62 (x) = sup {hix) ; heB, h<61 +62 }e
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Designaremos, para abreviar, como

a
|

={g, x); g,<6,9 €B}

C, ={g,x); g,<§, g,€B}

(@]
]

, = lh (x)s h<f +4,, h€B }.

a) En primer lugar, 61 (x) +4, (x) es cota superior del con-
junto C,.

b) Si M es cota superior del conjunto C3, hay que probar que
M>¢, (x) +4, (x). Si el primer miembro es +%, vale la desigualdad.
Si MER , se tiene MZ>g (x) +g, (x), para todo g, €B tal que g, <61,
y para toda g, €B tal que g, <62; con ello, (obsérvese
que la desigualdad es entre niimeros reales), M-g, (x) es cota supe-
rior del conjunto C,, por lo cual 62 ()()<M-—g1 (x). Evidentemente
62 (x) es real; por tanto,V g, €B, 94 <61 s> e g, (x) <M—62 (x), con
lo que el segundo miembro es cota superior de Cl, y por consiguien

te, 4, (x) <M-62 (x). Entonces, 61 (x) es real y ademé&s

§, (x) +4, (x) <M; es decir, 61 (x) +62 (x) es el supremo del conjunto

€,

Veamos ahora la superaditividad de $+ en B,
Para cada 4,4, €8’ se cumple que B4, +4,)> $+( 6,1+ $+(52 ).
En efecto, en primer lugar, si g, EB vy g, €B cumplen
8, <6, 'y 9,<6,, ello implica g, +g,<f§; +4, .

¢lg, +3,) = olg, ) +olg,) <$+(61 +6,05
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y de aqui se deduce facilmente que:

B8+ 8,16, <B4 46, ).
Puesto que si
a) El segundo miembro es +%, es cierto.
b) $+(61 +62) es finito, entonces se tiene que

¢(91 )<?6+(61 +62 )—¢(92) =’ $+(61)<$+(61 +62)'¢(92)’

y todos los términos son reales.

Poniendo
oo, ) <F, 16, +6,)F, (6,0 = Tl6,)<F (4 +6,)-F,06,).
Luego, en todo caso tendremos que:
B4, +6,)38, (4, +8,(6,).
Es evidente que si ¢,(§,) 8 64(4,) valen +o°, se da el sig-
no igual.

Analicemos qué sucede con el otro sentido de la desigualdad.

Para ello demos una importante proposicidn.

3.3 PROPOSICION.- S{ §, 0 ¢, peitenece a B, 4e tiene
3,06 +6) = 8,16, 1 +0,16,).

DEMOSTRACION:
+
Supongamos que § €B, §, €B , y sea h<f, +4,-
Con ello, h-4, <§, dimplica
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olh=6,} = ¢(h)- ¢4 ) <3, 14, ),

entonces 6 (h) < (§,)+8 (6,) = &4 (§,)+84 4,
y por tanto, $+(61 +4,) <Z,-.(él )‘+a+(62)'
Asi pues, S48, +6,) = 6pl4, ) +o1(4,)

cuando algiin 5/;(/L= 1,2) pertenece a B,

Por supuesto, estas propiedades se extienden dualmente aR:

Para cada §,,6, €87, $.{f, +4,)<6.6,)+b.(4,).
Y 84, ademds, alguna 5&,63 (4=1,2), entonces

61§, +4,) = 6-(4,) +6-14,).
3.4. PROPOSICION.- B es retleulo.

DEMOSTRACION:
1) Veamos que es reticulo superior.
& :
Sean { ,4,€B’; por lo tanto, 5&, = sup {g/;eB’ 9L<54} 5
para todo £ = 1,2,

Tenemos que probar que 61 V5268+. Esto es,

6,V 6, = sup {g€B; g<lf, vh,) 1.
a) Para cada x€X, evidentemente (61 véz)(x) es cota supe-

rior del conjunto {g(x); g€B, g<f,v§,} =C,.

b) Sea X€X y M una cota superior del conjunto C, ; entonces,

si M<(§ v § ) (x) =mix {§ (x),4,(x)}, serd M<6L(X)’ @=1,2);
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luego, existira gL.EB tal que

M<gjc(x) <6£(x) s g&,gﬁ, para todo £=1,2,

/(— >
Por consiguiente, M<g/(:(x)< (g,Vg,)x) , con g,vg,<§,V§,,
y llegamos a una contradiccidn; luego (f§,V{§,)(x) es la minima

de las cotas superiores del conjunto C1 .

2) Veamos ahora que es reticulo inferior.
+ . +
Sean §,,§,€B . Tenemos que probar que f{, 1 4,€B .

Esto es,

6,06, = dup {GEB; g<f,Arf,1}-

a) Evidentemente, para cada Xx€X, (61/\ §,) (x] es cota supe-
rior del conjunto {gl(x); g€B, g<f§,Af,} = GC,

b) Sea M una cota superior del conjunto C,. Por reduccidn
al absurdo: supongamos que M<(61A §,) (x); con ello, M<6/C(X) 2

(L=1,2). Entonces, existen gi(x), WE=1,2), tales que

M<g (x)<f (x) , g,<b.

lo que implica que

M<(g ag,){x] y g rg,€B, g rg, < AS,,

con lo que obtenemos una contradiccidn.

Trivialmente se deduce que B tambidn es reticulo.
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+
3.5. PROPOSICION.- B es cerrado tomando supremos (Lo que

equivale a que B es cerrado tomando Zngimos).

DEMOSTRACION:
Sea {: X >R tal que { = sup{F; FEB’, {>F!}

Tenemos que probar que 6EB+ , es decir:

§=38up {g; gE€EB, g<f }.

En primer lugar, se tiene

{9; g€B, g<§} <C {F; FEB’, F<4f}.

Por lo tanto, para cada X€X se cumple que

o

sup {F(x); FEB', F<4§}
es cota superior del conjunto
{glx); g€B, g<§}
Pues bien, sea M<sup {F(x] ; F€B+, F<{§ }; entonces, exis-
tird FOEB+ s Fo<§ v tal que
M<F, (x) <sup {F(x); FEB+, F<{§ 3};

+
pero como F, €B , existird g, €B tal que M<g, (x) <F,(x]; y como

F<{, tenemos, en resumen, que existiri 9,56 tal que
9,€8 y gy lxl>mn

Por tanto,
+

sup{glx); g€B, g<§} = sup {F(x); FEB", FK{} = {lx).
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3.6. COROLARIO.- S{ consideramos una familia {4 .

4 }/LE 1 de ele-

mentos de B+, se cumple que

§ = dup {6/{:}1:61684'-

Trivial.

3.7. COROLARIO.- S {5n Ley @ wna sucesidn crecdlente de

gunciones de B Yy es § = Lim § se tiene que 5€B+.
n

n t4
; ; s oF .
3.8. PROPOSICION.- S{ B es stoniano, también B.es stoniano.

DEMOSTRACION:
Si §€B’, serd § = sup {g; g€B, g<4}.
Veamos que | A 6€B+. Para esto habri que probar que dado
XE€X, y dado #ER tal que £< (I A§)(x), existe hEB tal que

h<l pg y a<lhix) <(TA4)(x).

. + )
Pues bien, como 4E€ B , existe gEB tal que g<f y 1<glx)<§(x],
con lo que basta tomar h = TAgEB, pues h <RI A§ y 2<] implica

a<(TAaglix) = h{x)<<[TA£)(x), ¥y se concluye la demostracidn.
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4. PROLONGACION ADITIVA DE UN FUNCIONAL DE LOOMIS.

$
Si (X,B,®) es un sistema de Loomis, hemos definido B y

hemos prolongado la aplicacidn ¢: B >R a una aplicacidn

-~

+ = 5 i P—
¢+: B = R-{-o} . Hemos visto también que ¢+ es positivamente

homogéneo y superaditivo. Se plantea la cuestidn de si 5# es adi=
tivo en B’ . En algunos casos, cuando ¢ es de Daniell-Bourbaki

por ejemplo (puede verse en [13], propos.4.23),s1 1o es. Pero pue-
de ocurrir que para algunos sistemas de Loomis falle la aditividad

de ¢, . Demos un ejemplo.

+

Consideremos X = N'y B igual al conjunto de las sucesiones
reales casiconstantes, que evidentemente es reticulo vectorial.

Definamos ¢ : B > R por medio de¢({an}n€N) = (’,;Lm a,-

Sea f 'la sucesidn 1,0,1,0,...7,0,... y F,la sucesién 0,7,

- +
0s15.0.,0,],...5 es facil ver que F, v F, pertenecen a B . Por
ejemplo, si xE€N, dado SER+ se verifica que la sucesidn S defi-

nida por ge(n) = JVL X
2

9.<F, ¢ g lx=Fx > Flx-c.

[F, (n)] cumple 9. B,

L +
Por consiguiente, F, €B .

Veamos que $+ (F,) es igual a cero.
Si gE€B, g<F1 » al ser g casiconstante deberd ser cero a

partir de un término. Por tanto, ¢(g)<0. Asi pues,

#,(F 1 = sup {olg) ; g€B, g<F, } <.
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Pero por otra parte, como F, >0 es ¢+(F1 )>=0, por lo que ¢+(F1 J=0

An3logamente, $+(F2) = 0, y sin embargo,
8, (F +F,) =0, (U}, o) = 1.

Es decir, $+(Fl +F2)>$+(F1 )+¢+(F2)o

Obsérvese que se deduce,indirectamente, que el funcional del
ejemplo no es un funcional de Daniell-Bourbaki. Tambign puede
comprobarse directamente que ¢ no es de Daniell.

Sea SnEB definido asi:

1, A4 Ai>=n
Sn(/i) =
0, 84 Ai<n
n
Es decir, los términos de Sn son 0,0,0,...,1,7,...,1,...

es decreciente y de limite cero

Evidentemente, {Sn}n enN

(puntualmente en N , claro). Sin embargo, ¢(Sn) =] , para todo xu.

Como ¢ no es de Daniell, no es de Daniell-Bourbaki.

Asi pues, ¢ no cumple la condicidn de Daniell.

Aparece de manera natural la cuestidn de encontrar un sub
conjunto de B+ tal que 5; restringido a dicho subconjunto sea adi-
tivo. Obviamente, tal subconjunto debe ser estable por la suma, y
debe contener a B. Puesto que, como es usual, se procura ampliar ¢
al campo mds amplio posible, B es insuficiente. Pero hay mis razo-
nes: en primer lugar, los elementos de B+ son funciones no necesa-
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riamente finitas, y el subconjunto buscado no tiene por qué ser, a
priori, de funciones reales. En segundo lugar, aunque nos adelan-
temos a las consideraciones que se daran sobre integrales de osci-
laciofi asociadas a un sistema de Loomis, interesan que se asignen
integrales superior y/o inferior a funciones numéricas no necesa-
riamente finitas, lo que requiere un subconjunto mis amplio que B.
Por otra parte, debemos de estudiar, en el subconjunto que
tratamos de hallar, qué otras propiedades formales de13+se conser-
van, aparte de la estabilidad por la suma: la estructura de reti-

culo, por ejemplo. Como veremos, no todas se conservan.

En nuestro trabajo, hemos seguido una linea sugerida por el
concepto conjuntista de medibilidad. Si u* es una medida exterior
definida en el conjunto de partes de wun conjunto X, un subconjun-

to A de X se llama medible, si y sbdlo si, para cada YCX se cumple

uF V) = u¥MANY) 4+ pHY-A)

Pues bien, cabe pensar en la siguiente

4.1, DEFINICION.- Llamamos:

[on]
"

(4€B”; 3, (§+F) = 8,(§) +0, (F), para toda FEB' }=

(§€B"; 3, (§+F) <9,(§) +0,(F), para toda FEB' 3.

]

Hagamos notar que esta definicibn, aparte de su coherencia
y el paralelismo formal que permite, no es singular en la biblio-
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grafia sobre el tema (vedse [40] , p.428, definicién 2.6.).

+
Evidentemente BC B+ CcB .

4.2. TEOREMA.- B _ es estable porn La suma g5+ es aditivo

en B+.

DEMOSTRACION:
Observemos en primer lugar que si 151 ,‘62 €B+;

desde luego, § +¢ €B' , y para cada FEB" se tiene:
G, 6+ 6, +F) = G, 06, )+, (6,+F) = F, 16,1+, (6,) +&,(F] =
=G, 16, +6,) +8, (F).
Con lo cual, ¢ +4, €B+ . Asi, B+ es estable por la suma.

Y eligiendo F=(, se obtiene la aditividad enunciada.

Por supuesto, 25; es positivamente homogéneo en B+, por ser-
lo en B+D B+, y por ser B+ estable por la multiplicacidn por es-
calares no negativos. Trivialmente, si € B+s7\€R ’ , se tiene

B INHFI A3, (§+ L F) =x 13,0043, 1 Lrn -
$+ (7\6)+$+(F), para toda F€& B'. Es decir, A{E B+.

Anilogamente se define:

~

B. = {§€B ; $_(§+F) =$_(§)+3_F), para toda FEB } =

{6€8"; $_(§+F)> ¢_(4§)+8_(F), para toda FEB™ }.
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4.3. LEMA.- §E€B_ 8L y 40Lo 44 -4€B,.

DEMOSTRACION:
si €8, -4€B". Y si FEB’, se tiene
S, (~4+F) = 8, (-[ 4+ (-F)) = b_(4+ (-F)) =
- -1 (§1+F (-F]] = &, (-4nEF). Es decir, -{<B,.
Y si -{€B,, §€B . Para cada FEB , se tiene
B_+F) = F, L4+ (-F)] = -[84-4) +8, (-F)] =

= $_(5)+$,(F) . Es decir, §€B_, como queria-

mos.

4.4, TEOREMA.- S{ §€B,NB_, se cumple 8; (§) =¢_(4).

DEMOSTRACION:
Seglin el lema 4.3, se tieme -4€B _NB_,
entonces
¢, (§+(-4)) =0 =9,(§) +o, (-4 =0,(4]-0_(4).
Notese que todos los té&rminos son reales.

~

4.5, NOTA.- Si definimos B = B+UB_, puede extenderse
¢ : B—>R a una aplicacidn q?: B - R, definiendo:
$,14) 54 {€B,
¢ (8 = | . ,
6_(§) a4 §EB_.
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No hay problema si 4€& B.N B .

Obsérvese que si ¢ no es la forma lineal nula en B , ello
implica que B #<(0 >. Tdcitamente se ha supuesto hasta ahora, y
se supondrd en lo sucesivo, que asi es, ya que prolongar una apli-

cacidn lineal nula es trivial.

~

Sea X={xEX ; existe gEB tal que glx) # 0 } =

={XEX ; existe gEB tal que glx) >0 } =

= X - {x€EX ; para cada gE€B, glx)=0 }.

Sea )’2 la funcidn caracteristica de 3{ Evidentemente la fun-
cidén numérica (+w).)2€B+. Si g€B es tal que ¢(g)# 0, se tiene

que: o(/g/)=/p(g)/>0 . Y para cada nEN, se tiene:
(+ °°J.)z/> n/g/ lo que implica

Gl (+o0) X126, (n/g/) = ¢(n/g/) = ndl/g/).

~

Por tanto, @[ (+0o0), ;E] =+ oo, de donde (+°°).>2 €B,.

Asi pues, B estd incluido estrictamente en B+_

La aplicacion ’q\; definida mis arriba, es positivamente homo-
génea y tambi&n homogénea. Es aditiva la resctriccidn a B+ y
también lo es la restriccidn a B . Ademis, a es mondtona en B+y
en B_.

~

- - - . -~
Analicemos si ¢ es aditiva en B.
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Sea § s, €B. No puede asegurarse que 61 +4, esté definida
para todo punto de X, pues si 61 EB+ vy 62 EB_, puede suceder que
en algunos puntos de X, 61 ‘tome el valor +oo, y 62 tome el valor
- co(tales puntos se llamardn criticos). Pero aun en el caso de
que 61 +62 esté definida en todo punto de X, 51 +62 no tiene por
qué pertenecer a B+ ni a B (este hecho puede ocurrir incluso en
el caso de que el funcional sea de Daniell-Bourbaki).

B no es, pues, estable por la suma (y por consiguiénte, no

es espacio vectorial).

4.6. TEOREMA.- S{ f ,§, €B se verdgica que 4 V §, €B, .

+ 2

DEMOSTRACION:

Basta comprobar que

(8 v g +FI<B, 16 v4) +$, (F), para toda FEB’,
Desde luego, como § V 4,24 v £, V4, >4, » la desigualdad es
cierta si $+(61 ) 8 $+ (4, wvalen +oo .
Supongamos que ;54_(61 )y Eﬁ; (§,) son reales. Dado ¢ ER+, sean
g,,9, €B tales que 9, <t ,» 9,6, vy

8,06 -9 )=0,(6 18, (g1<e/2 y &,(6-9)=0,(§)0,g)<ec/2.

1
Observemos que 4 V4 - g Vg, < (61 =g, ) +(§,-9, ),

pues si 61 (x) <62 ), se tiene que
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(61 v 62 ) (x)—(g1 vg ) (x) = 52 (x)—(g1 vg, ) (x)<52 (x)-g2 (x) <
< (62 (x)—g2 (x))+ (61 (x)—g1 (x));
por simetria, si f§ (x)?éz (x); se tiene que
(4, v4,) (x)-1g, v,g,) (x)<(§ (x)-g (x]]+(§,(x)-g, (]].

Por tanto, 61V62<glVg2+(61“91)+(152'92);

y para cada FEB', se tiene
6, v 4, +F<g va,+ (4 -9 I+(4-g,)+F.
Por la monotonia de 5;_ , se cumple que
3, (8,76, +FI<d,[lg, va,)+ (4 -g 1+4-g,)+F] =
=5, 10, v9, 1 +5, (§,-9,1+8, (4,-9,) +&, (F),
puesto que las funciones g, Vg,, §,-9,, 8,-9, » pertenecen a B«
Ast pues, g, [§, v §, +FI<3, (g, vg,)+e+g, (FI<
<¢, (4, vE,)+e, (Fl +e, dado que g, Vg, <§ V4, -
Al ser € arbitrario, nos queda:
5; (61 v 4, +Fl é$+ (61 v 4, ) +$+ (F), como queriamos.
4.7. NOTA: Si &, (4 ), &, (§,) ER, veamos que
G, 1§, 06 +F) <3, (4 0§ )+8,(F, para toda FEB'.
Dado € €R’, elegimos g ,g, €B tales que g <f{, , 9,<6, ¥

¢.(4,=g )<e/2 , &,(§,-g,1<e/2 .
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Observemos que 61 A 62— g, A g, < (61 g )+ (62 -g, ).
En efecto, si g (x)<g, (x), es (§ A §,)(x)-(g ng,)Ix] =

= (4, A6, (x)-g, [x) <g [x)-g, (x]<
<[4, (x)-g, (x)] + [4, (x)-g, (x)]

si g, (X)>g2 (x), por simetria se da
(4, n4,) (x)-(g Ag)IxXI< (4, (x)-g, tx]) + (4 (x)-g, (x)).

Como antes, 61 A 62 +F<gl Ag, + (61 -9, - (62 -9, ) +F para cada res’,
Por 4ltimo, aplicando $+ a los dos miembros, se concluye lo

enunciado. Por tanto, deducimos que 61 A 62 €B,.

Ahora bien, si $+ (g, )=+ 5 bien $+ (4, )=+ , no podemos con

cluir que 61 A 62 €B,.

4,8. EJEMPLO:

Sea B el conjunto de las sucesiones cuasibicons
tantes de nimeros reales. Es decir, {an}nENEB si y sdlo si, exis
te ny €N tal que n=>n, y n par implica an=a’ . Y n=n, y n impar
implica an=a".

Evidentemente, con la suma y el producto por escalares ordi
narios, B es espacio vectorial real. Ademis, B es reticulo.

. . . _ a'+ a”
Definamos ¢:B >R por medio de ¢({an}nEN) = —

Es ficil ver que ¢ es lineal y no negativo. También es evidente
que el espacio de las sucesiones reales cuasiconstantes es subes-

59



MANUEL DIAZ CARRILLO

pacio vectorial de B, y que el funcional que definimos (ejemplo

p.27 ) es precisamente la restriccidn de ¢ a tal subespacio.

Pues bien, sea 61 la sucesién -1,2,0,4,1,6,-1,8,0,10,1,12,-1,
-1,14,0,16,1,18,... , y sea §, la sucesién 1,0,1,0,1,0,1,0,...
Es fécil comprobar que 4,€B, y $,€BCB,.
Por otra parte, se tiene que 61 A 62es la sucesidbn -1,0,0,0,1,0,-1,
0,0,0,1,0,..., que pertenece a :e): 3 y ademis 5;(61 Ag,)= -1/2,

Se tiene entonces que

Bl n6,)+ Gl -6, 0 6,01 = -1/2+(-1/2) = -1 <
< B 06,0 +1-6, 06,01 = 0. |

No puede pensarse pues en la validez de la propiedad sefiala

da mis arriba. Ni aun exigiendo que una §, B, y que la otra 4, B.

Ni por tanto que 51,'62€B+ y alguna $+(61;) €R.
Sefialemos que puede ser [5;(61)=+m,$+(62)=+w,$+(61 Aﬂz) ER.

Como ejemplo demos el siguiente:

Sea 61 1a sucesidén -1,3,1,5,0,7,-1,9,1,11,0,13,-1,.., ¥y
sea §, la sucesién 2,0,4,-1,6,1,8,0,10,-1,12,1,14,0,...
Es fdcil comprobar que § ,§, pertenecen a B" y que ¢,(4,) =
= ¢+(62)=+°°, por lo que 61,52 pertenecen a B_.

En cambio, 61 A62 es la sucesidn -1,0,1,-1,0,1,-1,0,1,...,
que petenece a B+QB-, y sin embargo no pertenece a B+ sin mds que
considerar la sucesién 1,0,-1,1,0,-1,1,0,-1,..., que tambi&n per-

¥ -
tenece a B NB .
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Se tiene entonces
Py e A = [=1i+ -1} = =2 <
B,06 861+ -4 ng )] = (-1)+(-1)

< ¢+[51A62+(—51A62)] = .

4.9. TEOREMA.- No puede asegurarse que B, sea cerrado por

supremos.

En efecto, consideremos el ejemplo de las sucesiones reales

casiconstantes. Hemos visto que la sucesidn

{J:llzril—}nEEN no pertenece a la clase B . Sin embargo,
n
{(_'_lzi }nEN = Aup {SL. ; LENT , siendo
11" 41 :
SL= {{an,-L—%——}neN €BCB, s para todo LEN .,

+
Hemos considerado las estructuras de que estdn dotadas B y
: . +
B, , y hemos analizado las que se pierden al pasar de B a B+.
Pero lo realmente importante son las estructuras de que estdn do-
tadas la clase de las funciones sumables y la clase de las funcio

nes integrables a que nos referiremos posteriormente.
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5. INTEGRAL SUPERIOR E INTEGRAL INFERIOR.

Sea (X,B,¢) un sistema de Loomis. Designamos por ¥ el conjun
to de las funciones numéricas § definidas en X tales que §(X-X) =

A -
={0}. Si X = X, se tomarid F = RX.

5.1. DEFINICION.- Para cada §E€F definimos la {ntegral supe-

"Lor de § como
1(4§) = inf {8(F); FEB, , F>4}.
Andlogamente se define la Lnfegral Linferior de § como
1(§) = sup {6(F); FEB_, F<{}.

Ninguno de esos dos conjuntos es vacio, ya que, para el pri
R A
mer conjunto (+ %).X es mayorante de cualquier {EF, y (+ ®).X
R
pertenece a B+. De igual manera, la consideracidn de (-*°).X nos
hace ver que el segundo conjunto tampoco es vacio.
Nétese que para una misma funcidn numérica §, su integral

superior y su integral inferior varian de un sistema de Loomis a

otro, por lo que, en caso de confusidn, escribiremos 7¢(6) y I¢(ﬁ).

Cabe considerar, como hace Loomis ([38], p.169), otras inte

grales de oscilacidn:
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Se definieron:

L-T(4)

ing{dlg) ; g€B, 4<g} Yy

L-1(4) = sup{dlg) ; g€B, g<{§ }.

Claro es que { debe estar mayorada por alguna funcidn de B,
y minorada por alguna funcidn de B, para que puedan definirse las
integrales anteriores. Con lo cual, § debe ser real, y sus integra
les de oscilacidn niimeros reales. Tal definicibn presenta el incon
veniente de que el conjunto de funciones empleado es "pequefio", y
sobre todo, que las funciones que se manejan no pueden tomar valo-
res infinitos. No obstante, como puede verse en [38], son muy Gti-
les para el estudio de las integrales impropias de Riemann y pa-
ra la integral de Riemann abstracta. Sin embargo, es claro que son
insuficientes para el problema de la extensidn mds amplia posi-
ble del sistema inicial.

También podria definirse, como hace Pfeffer ([13], p.56),

P-1(4) = inf(dlg) ; 9€B , §<g} v

n

P-1(4) = supldlg) 5 g€B , g<§} ,

para funciones { pertenecientes a la clase F.

En todo caso se verifican:

L-T14)=>T(4)=P-T114) ¢ L-I(§1<I(§)<P-I(§), para cual-
quier funcidn 4 mayorada y minorada por funciones de B.
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Basta observar:
(61g); gE€B, g>§IC(F(F); FEB,, F=4IC{BI(F); regt, F=41-

16(g); gEB, g<4}CIB(F); FEB_, F<{ICIB(F); FEB, F<4).

5.2. OBSERVACION:

Las ventajas de las integrales de oscila-
cidn definidas a partir de las clases B+ y B_, respecto de las
[-integrales de oscilacidn, es que permiten considerar funciones
numdricas no necesariamente reales. Su ventaja frente a las P-in

tegrales, es que para estas Gltimas "no hay semiaditividad" (en
el sentido que despuds Veremos), y para las primeras si. Queda
justificado, pues, por qué hemos elegido, de entre los tres tipos
de integrales de oscilacidn, uno de ellos para el desarrollo pos
terior.
Llegados a este punto, queremos comentar el hecho de que

la asignacidn de una integral de oscilacidén mno finita a una fun-
cidn dada es una cuestidn delicada, que puede llegar a extender
groseramente la aplicacién ¢ inicial. Como ejemplo, consideremos
una aplicacidn numérica 6220 no perteneciente a la clase F; es
obvio que {FEEB+; F>41=9. Y si 4 fuése menor o igual que ce-
ro, seria {(FEB ; F<{1}=?, La intuicibn sugiere que.en el pri
mer caso, puede asignarse a §como integral superior +o0; en el se-
gundo, puede asignarse a { como integral inferior - oo.
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En algunos textos de integracidn se hace esa asignacidn me-
cénicamehte, en virtud de la suposicidn (l8gicamente correcta) de
que inf(¢) = -sup(d) =+ oo, Aunque extrafie,intuitivamente, que
in§(¢) >supl9) . En el ejemplo que hemos expuesto, ia aplicacidn
de una regla 18gica concuerda con lo que podia hacerse directamen
te.

Pero en cambio, consideremos otro ejemplo:

Sea X la recta real, B el conjunto de las funciones conti-
nuas en R con soporte compacto, y ¢ la integral de Riemann ordina
ria. Una funcidn real absolutamente integrable Riemann en sentido
impropio y cuyo soporte sea R (v.e.: e'x ), no estd mayorada por
ninguna funcidn de B , por lo que, segiin los comentarios dados al
tratar de las L-integrales de oscilacidn y, segin la regla 16giéa
citada, se le asignarfa una L-integral superior igual a +o°."En
cambio la integral superior, que coincide con la P-integral supe-
rior de tal funcidn,es finifa. Ciertamente, asignar a e_xz inte-
gral superior + o, e integral inferior finita, indica el cuidado
con que hay que aplicar una regla formal o unas consideraciones in
tuitivas.

Por estas razones, hemos creido mis natural considerar sGlo

las funciones de ¥ , que asignar integrales de oscilacién infini-

. X )
tas a funciones de R* cualesquiera.
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5.3. PROPIEDADES.-
1) Pana cada §EF, I1(4) <I(4).

2y BETF:
Pues si 6€EB+, por pertenecer a B+tiene que anularse en
X-X. Y si §EB_, por pertenecer a B , también debe anularse en
X-X.
3) Para cada EF, T4 =-1(-4).

Trivial.

Nétese que si {E€F, { puede alcanzar cualquier valor de R,
a diferencia de lo que sucedia en B: una funcibn de B+ no toma el

valor — %, y una funcibén de B_ no toma el valor +oo.

4) La clase T es estable porn La multiplicacién por ndmeros
neales. No puede decirse que sea estable por la suma, ya que la
suma de dos funciones de ¥ puede no estar definida en puntos en
los que un sumando valga +®y el otro -, Ahora bien, es impor-
tante sefialar que si la suma de dos elementos de ¥ estd bien defi

nida, la funcidn suma pertenece a F .Y si como sucede a menudo,

se adopta alglin convenio para los puntos (que hemos llamado criti-

cos), en que un sumando vale+ ®y el otro -, para definir la fun
oo scom

cidn suma en esos pnuntos, tal funcion suma pertenece a F. Recalque

mos que aunque haya muchas posibilidades de definicidn de la fun-

cidn suma, seglin sean los puntos criticos, cualquera que sea la de
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terminacidn que se tome, la funcidn resultante siempre perteneceri

a¥.

5) 1 e I son crecientes en ¥.

Trivial.

6) T e I son positivamente homgéneas; pero en general, no
son homogéneas. Trivial.

7) Para cada 5G§, 1(4) = 1(4) = 64,

En efecto: Si {E€B, , inf (8(F); FEB, , F=41 = dlf).

Por tanto, 1(4)<I(§)-9(f) =sup{elg) ; gEB, g<f} <

<{sup {#(F); FEB, , F<§1} = I(f].

Luego, _1_(6)=7(6)=$(6), para toda §€B_.

Y si §E€B_ , es T(§) =-1(-§) = -Tl-§) =-6(-4) =o14) , ya

que -4€B_ .

8) ¢ es creclente en B.
Es consecuencia inmediata de la propiedad anterior.

En efecto:

Sean { ,f§, B , tales que §; <{,. Se cumple que

Bl =T04)= 18 )1<Il6,) =T(4,) =014,

~

Recordemos que se ha mencionado ya el hecho de que ® es cre-

ciente en B y también en B , lo cual asegura el crecimiento de I

e I.

67



MANUEL DIAZ CARRILLO
9) Si 4,6, €F, entonces
T(§, +4,)<Tlg,)+1(4,) Y

10§, +4,)>1061+1(4,),

siempre y cuando los dos segundos miembros tengan sentido en R.

DEMOSTRACION:

Hemos escrito la propiedad de la forma en que
suele hacerse habitualmente, aunque puede resultar imprecisa si no
se aclara lo que quiere expresar: Propiamente habria que decir que
si h es una funcién de F que coincide con ¢, +4, salvo en los pun-
tos criticos, es T(h)gi(ﬁl )'+7(62], y andlogamente I(h)>I(§ )+
+Z(62), exigiendo siempre que los segundos miembros tengan senti-
do.

En virtud de que I(§)=-I(-§) basta demostrar la primera de
las dos desigualdades del enunciado.

a) Si 7(61 )6 7(52) son iguales a+ oo, es evidente.

b) Supongamos que 7(/31 )= 1(62) = =B

Dado KER, existen F,,F, €B, tales que F, >4 , F,>4,, v
sIFI<w2 ,  $F,)<we2.

Con ello, I(f, +4,)<@IF +F,)= ¢(F1+8(F,)<K.

Es decir, I(§ +4)=- .

c) I(4.,)=-o, I(4.)=n , ER , siendo {L,f1}={1,21}.
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En este caso, dado KER existen F,é’ Fj € B+ , tales que

-3 B, BIF.)<KR-n- @
FiZbe s Fj>{)j y  OIF )<R-x-1, ¢(Fj.)<n+1,

Gon elie, T(5L+5j.)<$(F&.+Fj) = $(F,) *olF <K,
y por tanto, i(ﬁé“l"ﬁj) = e

-

d) I(4,) & 1I(4,) son nimeros reales.
Hacemos la demostracidn por reduccidn al absurdo. Suponga

mos que
T, ) +T(4)1<Tlg, +4,)-

si e€R’ , existen F,,F,€B, , tales que

F,>4, y  SIF)<IlgI+e/2, $(F,)<T(4,)+e/2.

con lo que @I(F, +F, ) <Tlf,) +T(g)+e<Il4, +4,),

si se ha elegido ¢ suficientemente pequefio, y tanto si la Ultima

integral es real , como si es +.

Por otra parte, se tiene que:

FoIx)+F, (x)= 4 (x) +4, (x) = (4 +4,)(x],

si 61 (x) +ﬁ2 (x) tiene sentido en R.

+4, ) (x],

Y F (x) +F, (x) = +eo=(§ +§,

si 61 (x) +62 [x) no tiene sentido en R.

En todo caso, es Fl +F2 261 +62 , cualquiera que sea la de-
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.terminacidn § +4,, de donde resulta que
- o7
¢ (F, +F2)/I(61 +4 )
lo que nos lleva a una contradiccidn.

10) Sean §,9E€F. Supongamos que T(§)< 4o, y §(x) =glx) en

Los puntos tales que §(x)< +oo. Entonces
1(4) =1lg).

En efecto:
Puesto que I(f§)<+oo, se cumplird que para cada

e>0, existird FEB,, tal que F>4 y T(4) <P (FI<TIf) +e<doo.

Definamos hix) = 0 si §(x)<+oe,y hlxX) =+ o si K(X) = 4oo.
En todo caso, h>0. Si F(x) es finito, también 4 (x) <+oo, pues
F>4; luego hix) = F(x)-F(x) cuando F(x)<+oo; y puesto que Flx) -
siempre es mayor que —°°, se puede afirmar que hlx) = F(x)+(-F(x])
cuando el segundo meimbro tiene sentido.

AsT pues T(h)=0.

Por otro lado, observemos que §(x)=g(x}+h(x) cuando el se-
gundo miembro tiene sentido. Efectivamente, si f§(x) =+o° , vale la
igualdad trivialmente, a menos que g(x) valga —oo. Y si f§(x)<+ee,
tendremos que h(x) =0, y la igualdad se cumple por hipStesis y
por definicidn de h. Pues bien, I(g)+71(h) tiene sentido, ya que
I(h) =0; y como g<4{ , se tiene finalmente que

T1(g)<T(4)<Tlg)+1(h)=1(g).
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Es decir, 7(g)= 1(4) , como queriamos probar.

NOTA: Se obtiene un resultado andlogo para integrales infe-

riores.

6. FUNCIONES SUMABLES.

Llamamos:

B=1{4: x> R; 4EF, Tl4)=1(4)€ER}.

0

Y para cada funcibn 4€ BOLJEK, definimos:

1(4) =114) = 1(4).
6.1. PROPOSICION.- BC B, y para cada $EB es d(§) =1(§).

DEMOSTRACION:
Como L-I(4)=T(§)=1(4)=L-1(§), al ser

L—T(5)= L—1(6)==$(6) para toda § €B, se obtiene que

§ €8y y 1(4) =9(4).

En general no se puede asegurar que BOCiB, pero el resulta-
do siguiente nos evidencia un importante paralelismo entre la cla-

se Bo y la clase B.
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6.2. LEMA.- S{ 4 EF, entonces §EB sL y s6Lo 84 para cada

e >0, existen FLEB_y FLEB_ , Zales que

FLe¢>F g SIFL-0(FI <€,

DEMOSTRACION:
a) Veamos que la condicidn es necesaria.

En efecto, supongamos que § B, , entonces

1(4) = 1(§) = in§ {&(F) 5 FEB,, F={1}.

Como 1(f) es finita, dado €>0, existird FLEB, tal que

§<F. e Il =T(§ <o (FI<T4) +=/2,
pero también, I({)= I(§)= sup{@(F); FEB, F<{},
y como I(§) es finita, existird F'E'EB' tal que

g=F o T(4)= 1(§)ZE(FL) >I(§)-%/2.

Se tiene entonces:

Ti4)+ 2 >BIF) e () +e/2>B(R),

sumando nos queda que: € >-§ (F!) +6(FL).

0 sea: $(FL)-6(FII< e, siendo FI < 4<F,

b) La condicidn es suficiente.

En efecto, para cada funcidn §EF, que cumpla la condi-
cidn citada, se tiene
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SF) <T(4)<T(§)<G(FL).
Es decir, 0<I(§)-1(4)< €, de donde 1(4)=1(4)=1(4),
y por tanto §€B, .

\
6.3. TEOREMA.- I: B0 - R es Lineal.

DEMOSTRACION:
a) Sea AER. Si A=0 , para cualquier funcidn
de B se tiene obviamente que T(A§) =AI(4)=0.

Si A>0, se cumple que A{EF y
T(ng) =AT(4) =nL(4) = I(x§),

luego, ANfEB, y I(Ag) =AL(f]).

Si A<0, se tiene que
T(A§) = -1(- Af) = -(-A)T(§) = - (N T(4) = -T(-ag) = T(N§) ,
y en suma, MEB, vy TMA§) =AT({).

b) Si §,9€B,, se define la suma hix) = 4(x) +g(x) cuando el
segundo miembro tiene sentido, y h(x) arbitrariamente en los de-

mids casos. No puede decirse que Bo sea un espacio vectorial, pero

si es cierto que
-°°<I(6)+I(g)=l(6)+ng)<Z(h)<7(h)<7(6)+7(9) =

= 1(4) +1(g) <+oo,

73



MANUEL DIAZ CARRILLO

por consiguiente, hEBO e I(h)=1(4)+1I(g].

6.4. NOTA: Si §E€B y g X - R verifica que glx) = §(x) , en

los puntos XEX tales que {(x) sea finito, se puede asegurar que

P geB, y I(g)=1(4).

La demo/straci6n es elemental en virtud de lo que se vid pa-

ra integrales superiores e inferiores.

Se puede decir que B es densa en By, en el sentido de que
cada funcidn de B, se puede aproximar en media integral por funcio
nes de B ; pero por cuestiones de técnica de demostracibén se prue-

ba primero el lema siguiente:

6.5. LEMA .- S{ {€B,, para cada >0, existe g€B, tal que

1(/§-g/)<e.
DEMOSTRACION:
Ante todo, es facil probar que /{-g/€¥F, ya que

§€F, por ser §€B,, y tambign gEF. Ademds Vg y §A g pertenecen
a T

Elijamos ahora FEB, tal que §<F e I(F)<I(4)+e/Z,
y ademds, existe g€B tal que g<F e I(g)>I(F)-€/2.

Notese que al ser I(4) finita también I(F) es finita, con
lo que FEBO.
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Pues bien, para cada X€X llamemos h(x) =F(x)-§(x) cuando

esta expresidn tiene sentido, y h(x) = + *® en caso contrario; con
lo cual se exige que h sea no negativa (h=0) y pertenezca a la

clase B,
Asi, I(h)=T1(F)-1(§)<e/2.
Por otra parte, se verifica que
/4-g/ </F-§/+/F-g/ = [(F-§)+(F-g),

y esta desig ualdad es cierta si tienme sentido F-§, ya que F-g no
ofrece dificultades. Y en todo caso se da que /6-9/<;+””, por lo

cual podemos escribir que
/§-g/<h +(F-g).
Tomando integrales superiores queda que
1(/4-g/)<I(h) +1(F-g) = I(h)+I(F-g) =

= I(h) +1(F)-T(g)<e.

Al referirnos a este lema, asi como al teorema que sigue ha

blaremos coloquialmente de la "densidad" de B en Bj.

6.6. TEOREMA DE CARACTERIZACION.- Condicion necesaria y
suficlente para que una funcién §EF pertenezea a B,, e5 que exis

fa{ gn}nEN , sucesion de funciones de B, tal que

{T(/ﬁ-gn/)}nEN - 0.
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DEMOSTRACION:
Obviamente, $E¥F equivale a que cada /5—gn/
pertenezca a F.
La condicidon es necesaria segiin el lema 6.5,
Veamos la suficiencia.
Se tiene elementalmente, supuesto que se verifica la condi-

cidn del teorema, que
-/§-9,/+8,<§<g,+/4-9,/ ;

por tanto, 7(6)<7(gn) +7(/6-gn/)

y Z(ﬁ)?l(gn)+1(-/6-gnﬂ=I(gn)—7(/6—gn/).

0 sea: -I(/§-g,/) +1(g,)<T(§)<I(§)<I(g,)+1(/§-g,/).

Ahora bien, puesto que
/gn+ h'gn/g/6~9n+h/+/6_gn/ e
/I(9n+h)'”9n)/ = /I(gn+h~gn)/<I(/gn+h—gn/) = I(/gn+h—gn/) <
< I(/é-gn_l_h/) +I(/ﬁ-gn/),

queda demostrado que la sucesidn ! I(gn) }ne y es de Cauchy, y por

tanto convergente hacia un cierto nfimero real. Finalmente, hacien-

do tender na infinito se obtiene que
T(6) =104 =£im{Tlg )}y »

con lo cual §< B,
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La propiedad de densidad estudiada precisa del caricter modu

lar de le clase B); y esto es un hecho que prueba el siguiente

6.7. LEMA.— S{ {€B,, entonces /4/€B,.

DEMOSTRACION:
En primer lugar, es trivial que /4/EF .

Pues bien, dada una funcién { de Bjtomemos € >0 y elijamos
geB tal que 1(/4-g/) <e/2.

Como B es reticulo vectorial se tiene que /g/€B , y es
cierto que:

/a/-16-g/ </§/</a/+/§-a/.
Por una parte,

T1/4/)<1(/g/) +1l/§-g/) =1l/g/) +1(/§-g/) <Il/g/) + e,

y por otra parte, I(/§/)=>1(-/4-g/) +1(/g/]) =

= -1(/4-g/)+1(/g/)>1l/g/)-¢.
Con ello, tanto I(/§/) como I(/§/) son finitos, luego
0<T(/4/)-1(/§/1<e ,
y dada la arbitrariedad del €, se deduce que
I(/4/)=11/4/) , y por tanto /4/€B,.
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6.8. TEOREMA.- S{ §E€B,, para cada eer’ existe gEB tak
que

I1(/4-g/)<¢.

La demostracidn es inmediata en virtud de los dos Gltimos

lemas.

6.9. COROLARIO.- S{ §,9€B, , es §Vg , §Ag€B, .

En efecto, basta tener en cuenta las dos desigualdades si-

guientes:
§lx) vglx)=1/20 §ix) +g(x) +/§(x)-g(x)/]
Y §lx)aglx) =1/21 §(x) +g(x) -/4(x)-g(x)/1 ,

cuando los dos segundos miembros tienen sentido

6.10. COROLARIO.- §EB, 4L y 46L0 84 4,4 €B,.

B3 L

Es trivial, dado que §=4 -4 .
Llegados a este punto, damos una importante nota que, pensa-
mos, clarifica tanto el sentido como el alcance de nuestro proce-

SO.

6.11. NOTA: Si (X,B,) es un sistema de Loomis, se define:

DT ={4€8B,; I(§)<+=1l.
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Por definicién, D={{ER%, €07 -D" } se 11lama 1a clase de Da

nlell asociada al sistema. Y se define también

I D >R,

D¢
por medio de Ip(§) = T(g)-I(h), siendo §€D, §=g-h, g,heD’.

Es trivial que ID no depende de la descomposicidn particular
de § empleada; que DCB ; y que 10(6)= I1(4) , para toda §€0D.

Si ¢ es de Daniell-Bourbaki, entonces es ByCD , pero
es preciso el teorema de Levi (vid. [15] pp.29-31 y I[18] pp.l0-11)
para demostrarlo.

Queda claro, en nuestro caso, que se ha elegido By, vy no D,
como clse mds amplia para prolongar ¢ ; y que, en general, si¢ no
es de Daniell-Bno podemos asegurar que By CD.

Fn este ambiente, nuestro proceso de construccidn tiene co-

mo Giltima etapa la definicidn de una nueva clase, cuyo significado

viene indicado en el partado que sigue.
7. FUNCIONES INTEGRABLES.
7.1. DEFINICION.- Llamamos:
B* = {4EF; §Arg€B,, para cada gEB},
anidlogamente:
B* = {{€EF; {VgEB,, para cada gEB}.

Y, designamos por: B¥ = BjLJBf.
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7.2. PROPIEDADES.-
£) §E€B* 84 y 8080 54 -fEBE.
Se concluye trivialmente de la definicidn.
£L) BY y B* son retlculos.

En efecto, veamos que B: es reticulo superior e inferior.
Basta tener en cuenta que, dadas las funciones §; 5§, EB:,pa—
ra cualquier funcibdn gE€B, se tiene:

(61" 62)/\9: (§, A gV (62«4\9)630
y §nb)1ng=1643) a(4 g €8

An3dlogamente para Bf .

s g . + : -
L) Si §EBY , entonces § €B* y § €B;-
Es consecuencia inmediata de las expresiones:

+
§ =gvoest

Y 4 =-14Ar0) €B, , esto Gltimo se obtiene elementalmen-

te del hecho de ser, por definicidn, §A0€E Bo ,
Av) SL B, es netlculo inferion, entonces B, CBS.

En efecto, si {€B,, para cada g€EB es §AgEB,.

Pero - <I(§A g)<T(g)<+oe. Por tanto, fA gE€B,.

Pero en general, sdlo puede asegurarse que las funciones de
B+ con integral finita pertenecen aBy(y por tanto a B: y Bf)-
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NOTA: Si el sistema de Loomis cumple las condiciones de
Daniell-Bourbaki , se tieme que B_ = B" es reticulo inferior.

Por consiguiente, B+CB:.

v) By = B:ﬁBf "

Evidentemente B,C B: ﬂBf.

Sea 663: ﬂBf, por definicibn, para cada gE€B se tiene que
§AMg€By, vy 4 VgEB,, o sea, tomando g=0 , resulta que 5+,6-€Bo,
lo que equivale a que §€B,.

vi) Sea §EF, §20 y supongamos que §AgEB,, para toda
g€B, g=>0. Entonces, §EB}.

Es trivial, por ser fAg= (fA g+)-—g- , para toda g €B.

Obsérvese que la propiedad v) nos sugiere de modo muy claro,

cémo debemos definir el funcional ] sobre los elementos de la nue-

va clase.

7.3. DEFINICION.- Si §EB¥, se define:
1(4) =1(4).
Y si 6€B’f, se define:

1(4) =1(4).
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Es importante preguntarse el alcance de esta nueva exten-—
sidn, con la correspondiente prolongacidn del funcional, y cufndo
deja de tener sentido continuar con la ampliacidn, porque hemos

llegado al final de un proceso que debe ser cerrado. Estas cues-—

tiones son las que desarrollamos a continuacidn.

7.4. NOTA: Cabe pensar en definir integrales de oscilacidn

a partir de B: y Bf, en lugar de B, y B_ respectivamente.
Definimos 1I'({§)=4nf {1(F); FGB: , F=4 1, siendo §E¥F.
Ahora bien, coma para cada FE Bi, F=4{, es

1(F) = I(F) =1(4),
resultari que I'(4§)=T1(4).
Por otra parte, veamos que 1I'(§)<I({).

Si I(§) es +o , evidentemente es cierto.

Y si T(4) < +oo entonces
T(§) =4nf11(g) ;9€B,, g=4 1 =
=inf{1lg);9€B,, g=>4, I(glER .
Pero {1(g);g€B,, g=4, IlglerR }C

c{I(g);geB,, g=§tcillg);geBt, g=41}.

Por Gltimo, tomando Infimos queda

I'(4)<I(§).
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COMENTARIO: Por consiguiente, el proceso de definicidn de
integrales superiores queda cerrado al llegar a la clase B: (Pue-

de razonarse anidlogamente para integrales inferiores).

7.5. NOTA: Hay que sefialar que B: y Bf no son cerrados to-
mando supremos, como prueba el siguiente
EJEMPLO 1l.-

Consideremos la integrél de Lebesgue ordinaria
en R construida por el procedimiento de Daniell (que evidentemen-
te es un caso particular de nuestro proceso de prolongacidn). Sea
ECR un conjunto acotado no medible Lebesgue, y para cada X€E,
sea X, la funcidn caracteristica de {&}.

Evidentemente X o =4up {Xx, X€E }. Todos los X, son de Bj_

(pertenecen a B;), y en cambio, XE no es de B: .

La frecuencia con que se exige la pertenencia a F nos

obliga a dar un ejemplo de que féx puede ser distinto de F.

EJEMPLO 2.-
Tomemos como X=[0,2]CR , y como B el conjun-
to de las funciones reales continuas en [9,2] y nulas en [0,7].
Evidentemente B es un sistema stoniano, y ademis cumple, aunque
esto no interesa a nuestro objetivos, las condiciones de Daniell

y de Bourbaki. Pues bien, la funcidn constantemente igual a +oo,
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no estd mayorada por ninguna funcidn de By, ya que cualquier fun

cidn de B+ tiene que ser cero en [0,]1].

OBSERVACION:

En tratados elementales de andlisis, en que no
se considera la integral de Lebesgue en R, a veces se define una
integral para funciones no acotadas por el procedimiento de trun-
car funciones. Un ejemplo frecuente se tiene cuando se desea una
rapida introduccibn a las series de Fourier. Por el teorema fun-
damental de integrabilidad-Lebesgue (ref.Titchmarsh®)para funcio-
nes localmente integrables Lebesgue, sabemos que el procedimiento
de truncar una funcidn es algo mids que una simple argﬁcia para ga
nar tiempo. Ahora bien, si partiendo de un sistema de Loomis se
intenta truncar funciones, obviamente no puede truncarse por fun-
ciones constantes,puesto que &stas no tiemen por qué pertenecer
al retfculo vectorial B. Si cabe truncar funciones numéricas me-
diante funciones de B 6 B. En este sentido, se da una explicacidn
intuitiva a la introduccidn de la clase Bt; sin precisidn, viene
a ser la clase que se obtiene truncando funciones numéricas medi-
ante funciones de B, en lugar de mediante funciones constantes.

(* Titchmarsh, "The theory of functions', Oxford 1964].

Cabe recordar: no sBlo las constantes no tienen por qué pertene—
cer a B, sino que los elementos de B no tienen por qué ser funcio
nes reales acotadas.
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8. TEOREMA DE ADITIVIDAD PARA FUNCIONES INTEGRA-

BLES.

8.1. LEMA.- En virtud de la "densidad" de B en B, , puede

sospecharse que sea cierta la propiedad:
§EBY implica 41 hEB, , para toda hEB,.

Efectivamente, vamos a probar este hecho, pero sefialemos an
tes la originalidad de la técnica empleada en la demostracibn, y
la dificultad que nos ha supuesto encontrar una demostracidn que
soslayase teoremas de convergencia que, como sabemos, no se veri-
fican debido a la debilidad de nuestras condiciones frente a las

de Daniell o de Bourbaki.

Indiquemos los pasos de la demostracidn:

Se tiene que
§(x) AR(x) =1/2 [§(x) +hix)-/§(x)-h(x)/]

cuando el segundo miembro tiene sentido.

De manera puramente formal, sin entrar en la precaucidn de

cuando tienen o no sentido las expresiones que siguen, se tendria:

Para cada g€B, {(x)h hix) =1/2 [ §(x)+glx) +(n(x)-glx])-
-/4(x)-g(x) +g(x)-h(x)/] .

AsT, 4(x)Ah(xX)<T/2[4(x)+glx)-/§(x)-g(x)/+ (h(x)-g(x)]

/g(x)-h(x) /1 =4(x) +g(x)+[ hix)-g(x)] =,
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anilogamente: §IxX)ARIx)=T/2[ §(x)+glx)-/§(x)-g(x])/+

+ (hix)-glx))-/g(x)-h(x)/1 = §(x)A glx)-[ hix)-g(x]] .

- (1) (2)
0 sea, -[hixl-g(x) ] +4(x)Aglx) < §(x)Ah(x) <

< §1x) Aglx)+[ hix)-glx) 17 .

Pues bien, vamos a comprobar directamente esta Gltima expre
sidn, teniendo ahora en cuenta cuando tienen sentido las expresio
nes que aparecen.

En cuanto a la desigualdad (1), su primer miembro tiene sen
tido por ser §(x) Ag(x) real.

Para probar la desigualdad (2) obsé&rvese que si hlx)<glx)
la desigualdad es cierta evidentemente.

Si h(x) >g(x) se presentan los tres casos siguientes:
§ix)=h(x) >glx), hix)>§(x)>glx), hix)>glx)=4(x],

en cada uno de los cuales es facil comprobar que la desigualdad
tratada se cumple.

En cuanto a la desigualdad (1), es evidentemente cierta si
glx)<h(x) en todo caso.

Si gl(x) >h(x) se dan los tres casos siguientes:
§(x)=glx) >hix), glx) >4(x)>hix), glx)>h(x)=4(x),

y también, en cada uno de ellos, se comprueba trivialemente la va

lidez de la desigualdad.
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Pues bien, si 6€Bj se tiene
T{4ah) <I(fnrg)+1(/h-g/) = I(4nrg)+1(/h-g/),

ya que gEB, h€Bjy 663:; con lo cual §AgEB;.
Y de aqui se deduce que T(4Ag) <t

Andlogamente:

1(6Ah)>1(61\g)+1(-[h-g]') =
= I(ﬁAg)—I([h—g]_)>1(6Ag)-I(/h—g/).

Con ello, resulta que I(4 Ag) >-oe.

Tenemos pues
T(ﬁAh)<1(6A9)+I(/h—g/), ‘I(ﬁAg)<—I(6Ag)+I(/h-g/).
Si sumamos estas desigualdades, ¥y elegimos g tal que
1{/h-g/) <e/2, se sigue que 0<T(4Ag)-T(§AR)<e,

Con lo cual T(4ah)=1(g MR}, ¥ queda demostrado que

§ A hE By, como queriamos.

8.2. LEMA.- S{ $EB}, entonces T{gt > ;

DEMOSTRACION:

Si tenenemos en cuenta, haciendo uso de la pro

+ =
piedad L{{), 7.2., que 4 EBt y § €B,, se obtiene que

10§) = 10§41 211471 +1(-§7) - 104°)-1167) >-=.
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8.3. LEMA.- S{ §EBY y I(§)<+ <, entonces {E€B,.

DEMOSTRACION:

Eligiendo g€ B tal que §<g e Ilg) <+o0, resul-
ta que I(g) #to , puesto que 1(g)>-o. Entonces §=f§AgEB; ,
sin mds que aplicar el lema 8.1.
Andlogamente, si 4€ B:.e 1(4)>-=, es §€B,.
Como consecuencia inmediata de este resultado obtenemos el

siguiente

8.4. TROREMA.- S{ {€B* y existe g€ B, tal que /4/<g, en-

tonces € By..

8.5. LEMA.- S{ 5,968* y §<g, entonces I(§)<TI(g).

DEMOSTRACION:

En primer lugar, si §,g EB: () Bf simul tdneamen-
te, es inmediato.
Consideremos pues que 6€B’f, entonces
1(4) =1(4)<Il(g)<Tlgl,
por lo que la desigualdad es cierta tanto si gEB’f( en cuyo caso

I(g)=1(g) ), como si gEB: (en cuyo caso I(g)=1(g) ).

Nos queda el caso de que {€ B: y gEB*, siendo §<g. Pero
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en esta situacidn tanto {§ como g pertenecen a B, con lo que

114)<I(g).
Y ello es debido a que
I(g) =1(g)=1(4)>-o, con gEB* ,
y I(4) = T(§)<Tlg)<4eo, con §EBY .

8.6. LEMA.- S{ §EBY y A=0, es N(EBT evidentemente.
Y se tlene: T(N{) = AI(§).
En cambio, 44 A<0, entonces A{EB* .,

En nesumen, 54 {E€EB* y NER se cumple que:

NEB* y IM§) =AI(4),

puesto que pasamos de una clase a otra.

8.7. TEOREMA.- Sean §,g€B} y h una funcibn numérica enx

tal que hix) = §(x)+g(x) cuando §(x)+g(x) tiene sentido.

Entonces,
hij y I(h)=1(4§)+1(g).
DEMOSTRACION:
Sif= 6+"6- y g-= 9+'9_ s 1lamamos
8 = 6++9+, V=4 +g €B, (por la propiedad L4L),7.2.).
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Con esto resulta que h(x) =9 (x)-¥(x), cuando 3 (x)-¥(x)tiene senti-
do.
Veamos en primer lugar que hEB:.

Ante todo, resulta que, para cada BEB, g0, se tiene:
+ ¥
3AB = (4 AB)+(g ABIAB EB,

seglin es ficil comprobar por disyuncidn de casos.

Como 8 =0, se sigue queBEB: (aplicando la propiedad v4).Z.
2:).

Ademds, para cualquier BEB, se da que

hag=snly+8l-v,

seglin es fdcil comprobar tambi&n por disyuncidn de casos, y siem-
pre que el segundo miembro tanga sentido.

Se deduce pues que nA BEB,, puesto que 3 EB: yUEB,.

Por consiguiente hEBj, como queriamos.

Por otra parte, en virtud de las definiciones de integral

de funciones de la clase B:, obtenemos
Iln) = T(h) <T(4) +I(g) = 1(§) +1(gl.

Y en esta expresidn, si fuése I(h) =+ , la igualdad de la
tesis queda probada. Y si es I(h) <+, entonces LE€B;, con lo

cual

+ +
9= h +VvEB, , yaque § <3y g <d (por el teorema 8.4.).
+
Por otra parte, como I(f§ J<+ ooy I(g+)<+°° , se tiene que ﬁ+ y
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+ - -
g pertenecen a B, (usando el lema 8.3.), ademds § vy g €B,en to

do caso, entonces resulta que §,€B; y se cumple que
I(h) =1(4) +1l(g),

lo que concluye la demostracidn.

8.8. LEMA.- S{ {€B*, entonces /§/EB}.

= + =
Basta considerar: /{§/ = 6++6 ,siendo 4 EB: y § €B, CB: .

Evidentemente es /I({)/<I(/§/).
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CAPITULO II

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL Y DE LA MEDIDA
FINITAMENTE ADITIVA ASOCIADAS A UN SISTEMA
DE LOOMIS.

1. EL ESPACIO X.

1.1. DEFINICIONES.- Sea (X,B,9¢) un sistema de Loomis.

Ya definimos

A
X

]

{xEX;existe geB, glx] 0} =

x-{x€x ; para cada geB, gl{x]} =0.

Observemos que aparece de manera natural la consideracidn
3 A o - o o o
del conjunto X al estudiar si la funecidn constantemente igual a

+ 3 . =
+ oo, pertenece o no aB’. Como ya vimos, no tiene por qué suceder
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asi. En cambio, ya hemos indicado que la funcidn definida por

X =Xa(+eo) .
400 X( )
pertenece a B+.

Sin embargo, no puede asegurarse,sin m3s, que X% ==X§ per-—

+ +
tenezca a B , y en el caso de que pertenezca a B, no puede ase-

gurarse que pertenezca a B+.

-
Andlogamente se define X __ -

. + -
Recalquemos que las funciones de B ,B+,B y B_se anulan en
A A
X-X. Las funciones de B, tambi&n se anulan en X-X. Y finalmente,

A
las funciones de B: y B*, asimismo se anulan en X-X.

A
Pues bien, si construimos B como el conjunto de las restric-
A

A .
ciones § a X de las funciones g pertenecientes a B, resulta que B

es reticulo vectorial. Y si definimos

A

3@)=IML puatMaéEB,

se tiene que (%,é,&) también es un sistema de Loomis, que puede
identificarse candnicamente con el sistema inicial (X,B,9), en vir
tud del isomorfismo de estructura de uno y otro sistema.

Cabe preguntarse por qué hacemos esta consideracidn al final
y no al principio de nuestro proceso de extensidn, pues resulta
evidente que se simplificarfan nomenclatura y otros requisitos. La
razdén es que hemos querido prolongar ¢ poniendo &nfasis en la posi

bilidad de hacerlo sin condiciones "topoldgicas" como la de Dani-

94



PROLONGACION DE UN FUNCIONAL DE LOOMIS NO NEGATIVO

ell o la de Bourbaki. Pero aunque nosotros no entremos en el tema,
hay numerosos trabajos que se ocupan de dotar a X de la minima to-
pologia que hace continuas a las funciones de B, y/o para las cua-
les ¢ es "continuo" (en [26] hay abundante bibliografia sobre el
tema). Creemos que nuestro trabajo permite plantearse cuestiones
andlogas a la citada, tratada en supuestos distintos de los nues-
tros. Para ello, X—ﬁ juega un papel importante. No nos extendemos
mds por ahora, y remitimos al lector a los comentarios finales.
Queda claro, en todo caso, que suponer X igual a X no es res
trictivo, y puede ser muy cbmodo. A titulo de ejemplo de la
simplificacidn que puede proporcionar esa identificacidn, sefiale-
mos que para el sistema (ﬁ,%,a), cualquier funcidn numérica defi-

A
nida en X tiene integral superior e integral inferior.

2. PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS DE LOOMIS

STONIANOS.

Ya hemos citado la cuestidn de que no se puede afirmar, en

A ¥

general, que X pertenece a la clase B,
Pues bien, las condiciones en las que se puede asegurar es

te hecho nos la ofrece la siguiente proposicifm.

A
2.1. PROPOSICION.— XEB' 44 y 5600 AL B es stoniano.
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DEMOSTRACION:
A+ +
1) Si XEB', sea {€B . Entonces,

A
TAg=XA AEB": Luego B" es stoniano.

L+ . A A +
2) Si B es stoniano, X=1A X+°°EB ”

. X ¥
2.2. COROLARIO.- S{ B es stonlano, XEB .
. ot .
NOTA: Si B es stoniano, no puede asegurarse que B+oBlo
sean. Y si B es stoniano, no puede afirmarse en general que B+ 1o

sea.

2.3. PROPOSICION.- Si B, es stoniano, necesariamente X€ B,

Es inmediato, dado que )A(:”\X_*_e‘o s ¥ )?+°°€B+.

Notese que al no ser B+ necesariamente reticulo inferior,
: » " \
no puede afirmarse que el reciproco sea cierto. Sin embargo, se

tiene:

Iy +
2.4. COROLARIO.- S{ B es stoniano, también Lo es B .

A
+
Basta tener en cuenta que X€B+CB .

2.5. PROPOSICION.- S{ B’ es stoniano y $+(X) =+ enton-

ces XEB+.

Trivial.
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2.6. PROPOSICION.- BY es stoniano 44 y 56L0 54 XEB} .

&
En efecto: 1) Si B: es stoniano, como X+°°€B: s es

A
2) Si XEB:, al ser B: reticulo inferior se tiene que para

cada AGB:, es T A= X A ﬂ’EB: . Por tanto, BI es stoniano.

2.7. PROPOSICION.- B} es sfoniano s4 y 4640 A< Byes stoniano.

DEMOSTRACION:

1) si B: es stoniano, para cada 66.30 es
1 A{€EB* , ya que {EB%.Pero I(§ A1) SI(§) <+ oo. Por tanto,
1 AﬁEBo . AsT pues, Bjes stoniéno.
2) Si B, es stoniano, para cada g€B es §<Ag= TAg€Bo.

a - -
Por tanto, XEB:, y en virtud de la proposicidn anterior B: es

stoniano.

Los resultados anteriores nos permiten dar el siguiente

2.8. TEOREMA.- S{ B es stoniano, Lo son B',B, y B¥. En gene-

nat, B, no tiene poxn qué serko.

DEMOSTRACION:
S6lo nos queda por ver que para cada 668’;_ es
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1A 668:. Pero si 6631, para cada gEB se tiene

(1A4)Ag=(1Ag)A§EB,.

Vamos a ocuparnos de la cuestifn de si la imagen inversa
por funciones de B" de un intervalo de R,es un conjunto cuya fun-
cidn caracteristica pertenece o0 no a Bj. Tal cuestidn es clisica
en los tratados que se ocupan de las integrales de Daniell o de
Bourbaki. En nuestro caso, la ausencia de teoremas fuertes de con
vergencia, tales como los de Levi, Lebesgue o Fatou, nos da resul

tados mAs débiles en este tema, como era de esperar.

En un orden de exposicidn, completamos este apatrtado con al
gunos resultados de inter@s que enunciamos en los siguientes le-

mas.

2.9, LEMA.—- Si B® es stoniano, dada §€B yre]-«,01,

des{gnamos pon

A, = Lxex; {(x) >}

Entances

+
X4 EB s
n

DEMOSTRACION:
Es inmediato que 15—)1X€B+, con lo que
A+ ~
{n(g-nx) AX }nEN t XA}L’
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y por tanto

X +
A/LEB .

2.10. OBSERVACION.- En las hipdtesis del lema anterior, si

4§20, es
A= Nf)= {xEX; §(x)#01}.

9
+ 2 .
Con ello, XN(ﬁ) €B . Pero si no se exige que 4 sea mayor o
igual que cero, no puede decirse, sin mds, que el resultado sea
cierto.

La razdn reside en que si §#0, no es posible afirmar que

la sucesidn del lema anterior tienda crecientemente hacia XN(ﬁ) .

2.11. LEMA.- S{ B es stonlano, para cada gEB, es

(g-x) " €B.

DEMOSTRACION:
Basta observar que la expresifn:
(g-§)+ = (g—gA?( J+ , es cierta.
En efecto, si g(x) <1, la igualdad anterior queda 0=0 , y
si g(x) >1 , dicha igualdad quedarfa g(x)-1=g(x])-1.

A A
Ahora bien, gA XEB , por lo que -(gA X)EB , y con ello,

A A 4
g-lg A X)EB. Entonces, (g-X] €B, como queriamos.
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2.12. LEMA.- S{ B es stoniano, para cada € B, es

/4-X/€ B,

DEMOSTRACION:

Se concluye trivialmente de la expresidn

4%/ = (63071 + (407 = (4R T+ =160 0 01 .

2.13. LEMA.- S{ B es 4toniano, para cada 5€B+, es

(§-x) "B,

DEMOSTRACION:

Tendremos que probar que
(6~X)+=éup{g<(6-x)+; gEB1L.

- 2 + - .
Observemos que si (§-X) (x) =0, tomando g=0 se verifica

ue:
q + o

g€B, g<(6-§<l y glx) = {§-X) {x).

En cambio, si (6-£)+(X)=/L>ﬁ , serd flx) =1+nx.

Tomemos €, tal que 0<e<n, y elijamos gaféﬁ, tal que

g €B y gg(x)>6(x)—e,

>
- + -
y esto es posible por ser §E€B . Asi pues, como gg(x):>14—n-s,

se tiene
A A

g _~X<4-X Y gg(x)-l >Sn-e >0,

€

100



PROLONGACION DE UN FUNCIONAL DE LOOMIS NO NEGATIVO

Entonces, se da
ALt A+ A+
(ge-x) < (4-x) , (g_-X)" €8,
y g %7 (x) = (g_-X) (x)> - >0.
0 sea, (g -X)"(x) >(§-R) 7 (x)-e.

A+ 3+ .
Por tanto, (6-X) €B , como queriamos.

2.14. TEOREMA.- S{ B es stondano, para cada 6€B+ y para

cada 7 €] 0;+] , el conjunto A)L= {x€X; 4(x) >n}

cumple:
%, SB.
n
DEMOSTRACION:
AL+ AL+ +
Se tiene (§-2X) =a(% -X) €B,
A 4+ A
y con ello, {nlg-nX) " AX} nEN t Xy -

n

%
Luego Xa €B .
n

A partir de estos resultados podemos obtener el siguiente

2.15. COROLARIO.- S{ B es stoniano, para cada §€ B y para

cada nE€R, el conjunto A)L={X€X; $(x) >} cumple que

+
X, €B.
A/L
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Cabe preguntarse si este resultado puede generalizarse para
funciones de B:. La respuesta a esta cuestidn es negativa. Tampo-
co es vdlido el resultado tal cual si {€B,. En cambio, se obtie-
ne un resultado importante, débil, pero que en ciertba forma es

mds general que el resultado del corolario 2.15.

2.16. TEOREMA.- Sea (X,'B,d)) un Adistema de Loomis Atoniano.

Sea 4€B,. Entonces:
EL confunto A, = 6-1 (11,+°°]) =
= {x€X; {Ilx)>n}, cumple que XA EBO, salvo quizds para un
n

confunto numerable de valores n de ",

DEMOSTRACION:
Hagamos constar que este rasultado generaliza
uno de Loomis para contenidos de Jordan (ref.38).
Sean 0<# <n <.. .<1Ln nimeros reales. Para cada k=1,..n,

definamos

6k= ! (ﬁA}Lk_éA’Lk_1).

"o~ -1
Aunque § tome valores infinitos, cada 6!2 es una funcidn real

perteneciente a B, . Pero ademds, se verifican:

a) 0<6k<1.
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Pues fzk_1< 7y, implica A ’Lk-1< fA e

Y por otra parte,

1

6{2 < (}Lk_éA }1’2-7).

™ Mo

Si /Lk_7<6()() , serj 6k(x)<7.

Y si /Lh_1f>6(x) , serd 6k(x} =0<1,

B) §,(x) =0, si flx)<n,_,.

c) 6k(x) =7, si 6()()?/[&. Por tanto, 6& vale | en el

conjunto A
junt '

k

d) Para cada k=1,2,...,n, se tiene

en virtud de lo anterior.

Con estas propiedades, cada XA €F , y por tanto, tiene
4
k
sentido hablar de su integral superior y de su integral inferior,

que son reales en virtud de la acotacifn de d).

Se da que:

g D10 ISTUG)-T(6, 4 q) = TU4,)-T(4, 4 ), 84 k=1, n-1.
p Ty

¥ I(XA;L )_Z(XA,L )< I(ﬁn) =I{6n). Con ello,
R k
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3
2 [T(x, 1-I1x, )1 <TI(4]-
L A, CTA e

L

+ .
Sea a€Q , y elijamos #, = a/2<n, =a. .
+
Sea €€Q . Si existen puntos % de R posteriores 3 a tales

que

Tix, )-1ix, 1>,
A)L A/‘L
en nimero infinito, para cada n€N podemos elegir 4, <%, <...</Ln
de entre ellos.
Se verificard que ne<I(§; |. Contradiccidn, ya que §, slo
depende de §,a/Z, y a. Con esto hemos demostrado, que para cada &,
¥ .
€ pertenecientes a Q , sblo hay un nimero finito de nmeros reales
i tales que n>a y T(XA )-I(XA )> e,
n n
De aquil deducimos que el conjunto de los niimeros reales po-
sitivos £ tales que T(XA J—I(XA ) # 0 es numerable. Pues tal con-
4

n
junto es igual a

U {ner’; T(x, )-1(x, ) >, 2>a}.
€,a€ Q n n

COMENTARIO: Hemos visto que si (X,B,$) es un sistema de Loo
mis stoniano, para cada funcidn {€B5,, 6-7(]4, +oo]) es un conjun-
to medible salvo un conjunto numerable de valores 4 de R+a lo sumo.
Si el funcional fu&se de Bourbaki, como es sabido, se obtiene un
resultado mds fuerte: para cada funcidn € Bt, la imagen inversa

de cualquier intervalo propio o impropio de R es un conjunto medi
ble.
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3. CONTENIDO DE JORDAN REALTIVO A UN SISTEMA

DE LOOMIS.

Ya nos hemos referido a la clase B. El sistema (X,B,$) se
llama -siguiendo a Loomis- la completacidn bilateral de (X,B,d)
([38], p.170).

Un conjunto A de X se dice medible-Jondan si y sblo si XNEB.
El nmero real c(A) =6(XA) se llama el contenido de Jondan de A.
Puede hacerse un estudio de las integrales superiores [-I, y de
las integrales inferiores L-I, relacionado con los conceptos de
contenido exterior e interior, que se definen de mane?a obvia.
Tal estudio es sencillo (formalmente se puede seguir Apostol, pri
mera edicidn ,p.217,...), aunque no es objeto de nuestro trabajé.

Designemos por So el conjunto de las funciones reales defi-
nidas en X, que son combinaciones lineales finitas de funciones
caracteristicas de conjuntos medibles-Jordan dos a dos disjuntos.
So es un espacio vectorial real, con las operaciones naturales.
La demostracifn se basa fundamentalmente en que la unidn, inter-—
seccidn y diferencia de conjuntos medibles-Jordan tambidn tiene
ese caracter.

Sefalemos Gnicamente que si B no es reticulo vectorial, si-
no simplemente espacio vectorial, tal resultado no es cierto:

efectivamente, si serd cierto que la suma de dos combinaciones li-
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neales de funciones caracteristicas de conjuntos medibles-Jordan,
es una combinacidn lineal de tal tipo; lo que no serd cierto es
que la suma de dos combinaciones lineales finitas de funciones ca
racteristicas de conjuntos medibles-Jordan dos a dos disjuntos,
sea una combinacidn lineal de ese tipo.

Es inmediato ver que §;, es subespacio vectorial de B.

k
6@30, 6= z a,XA g
i=1 * By
entonces é(4) = 2 a, olXx, )= a. clA.).
Eed % AL gey £k

Si B contiene funciones no acotadas, B también contiene
funciones no acotadas, y como los elementos de S, son funciones

reales acotadas, serd S, subespacio vectorial estricto de B.
Hemos visto que B es reticulo vectorial. Pues bien, 30 es
también reticulo vectorial. La completacidn bilateral del siste-
ma (X,5,¢) se llama el sistema de Las funciones integrables-Rie-
mann en dentido abstracto relativo al sistema (X,B,4). Las fun-
ciones integrables-Riemann en sentido abstracto son elementos de
B. Su estudio puede verse en [38], apartado 2., quien no utiliza,
como hacemos nosotros, que el sistema inicial sea stoniano. Es in
mendiato que si (X,B,9) es stoniano, también lo es el sistema

(X,So,a) y, por consiguiente, tambin lo es su completacidn bila

106



PROLONGACION DE UN FUNCIONAL DE LOOMIS NO NEGATIVO

teral. Su estudio fue hecho por Bauer (ref.[21], ref. [14lde Flas
meyer); aparte de Bauer citemos a Grinblal (ref. [31]) cuyo tra-
bajo es importante para construcciones efectivas de compactifica-
ciones en el espacio X, asi como a Gould (ref. [29]). En [ 26],
p.152, viene una exposicidn muy bien esquematizada del tema,
en donde se plantea la cuestidn de si la clausura R de Sy en
Cb(X), espacio de Banach de las funciones reales acotadas en X,
cumple o no que RCB;.

En todo caso, hemos demostrado que las funciones integra-

bles-Riemann en sentido abstracto pertenecen a Bo B

3.1. TEOREMA.- Sea (X,B,9) un sdistema stonlanc, y suponga-

mos que T(X)<too. Entonces RCB,.

DEMOSTRACION:
Al ser un sistema stoniano, )A(E B: . Exigimos
por tanto, que ;(EBO. Veamos en primer lugar que @ : Sp™> R es
continua para la topologia de la norma del supremo en S;. Pues si

geSu y 95‘0 s g///g// eso ¥ /‘5(9///9// )/<5Vg////g//) o

= I(/g////g//)<1(x).

Por tanto, /$(g)/<I(X) //g//, paratodag€S,.

107



MANUEL DIAZ CARRILLO

Seglin es conocido (vedse [6] ,p.62, 3.15.16.) al ser ® uni-
formemente continua puede extenderse de manera {nica a R; seguire
mos designando por ¢ tal prolongacidn. Si §ER, y es {gn}VLEN una
sucesidn de funciones de S, que tiende en norma hacia §, se veri-
fica que _ _

o) =Lim {#(g, )}, ey -
Observemos que si §€R, §€F por ser limite uniforme de fun
ciones de S, C¥.
* .
Dado e ER , existe g, €S, tal que
PR L L —
2(1{x)+1)

y por tanto, I(/§-g,/)1<€/2.TX)/ % )47 <°/2.

Ahora bien, como g, €B;, existird gE€B tal que

1(/4-g/)<e. Es decir, §<8B;.

Para cada nEN, sea g, €S, tal que // §-g i< J "
" " i+
Con ello, /6-9,/<1/,4 1 X,

por lo que
JT§)-11g,)/ = /T§-g, ) /<Tl/§-g,/) <1/, ;- 1K),

= 2im {lg )} =0(4),

Entonces, IM)zM{I(Q;q”nEN n'neN

ya que {gn}VLGN tiende a 4 seglin la topologia de la norma.
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NOTA: No es dificil dar un ejemplo de que el funcional ¢
sea no acotado,(Veése [28], nota 3, p. 510), en el caso de que

7()?) = 4oo.

4., MEDIDA FINITAMENTE ADITIVA ASOCIADA A UN

SISTEMA DE LOOMIS.

Vamos a precisar con detalle qué es para nosotros una me-
dida finitamente aditiva, en vista de que no hay uniformidad to-
tal entre los distintos autores.

Si X es un conjunto no vacio, un sistema M de subconjuntos
de X se llama un aniflo de subconjuntos de X, si y sblo si,

cumple:
L) e EM.
LL) SL A,BEM, A-BEM.
Ail) S4 A,BEM, AUBEM.
Conviene tener presente que en esta definicidn no exigimos
que X pertenezca a M, (en cuyo caso se dice que M es un dfgebnra).
Tampoco exigimos que la unidn numerable de conjuntos de M perte-

nezca a M, (en cuyo caso se dice que M es un o-anillo, y si ademis,

X pertenece a M, se dice que M es una o-dfgebnra).
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Si un sistema de subconjuntos de X cumple la propiedad de
que la unidn numerable de conjuntos del sistema tambi&n pertenece
al sistema, se dice que &ste es o-adifivo o también completamente
aditivo, independientemente de que el sistema sea o no anillo o
dlgebra. Por ejemplo, si A es un o-algebra de partes de X, y es
A su completacidn conjuntista respecto de una medida definida en
A (vedse [12], p.99), A se dice que es completamente aditiva, a
pesar de que no es Algebra en general, ya que el complementario
de un elemento de A no tiene por qué ser de A. Desde luego, A es
anillo.

Un sistema de partes de X que cumple £}, {{{) ¥y que sea ce-
rrado por intersecciones, se llama un semianiflo. Evidentemente
todo anillo es semianillo, pero el reciproco no es cierto.

La nomencratura empleada, insistimos en ello, no es general,

(vedse [45],[12],[ 8], entre otros).

Con estos supuestos estamos en condiciones de dar la si-

guiente

4.1. DEFINICION.- Sea X un conjunto no vacfo, y M un semi-
. . 4 5+ ;
anillo de subconjuntos de X. Una aplicacién u:M — R/, se dice

que e una medida finitamente aditiva en el par (X,M), 84 y 46L0

84, cumple:
£) ule)=0.

L) ulAUB) =u(A) +u(B), 84 A,BEM y ANB=5.
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o0 co
Si u(UA p3 U(Ai) , cuando los AL son elementos de M dos

N
A |
a dos disjuntos, y la unidn pertenece a M, se dice que u es co-adi

tiva o completamente aditiva. Si ademi3s M es o-dlgebra, se dice

que u es una medida.

4.2. NOTA: La exigencia de que p sea no negativa no es una
restriccidn esencial, habida cuenta de que existe un teorema de
descomposicifn de Jordan andlogo al de las medidas, (con preci-
sidn, el teorema sa da para medidas finitamente aditivas de varia
cidn acotada; vedse por ejemplo [12], p.8l) y dado que en nues-
tro trabajo aparecen ligadas a sistemas de Loomis medidas finita
mente aditivas no negativas, hablaremos sdlo de &stas.

Cabe tambin seflalar que si p sdlo toma valeres reales se
llama una carga . Y estd bastante estudiada la relacidn entre fun
cionales de Loomis y cargas ( vedse [16],[26],[38]), pero no la
relacidn entre medidas finitamente aditivas, no necesariamente fi

nitas, y sistemas de Loomis.

Enunciamos a continuacidn un resultado clave, el cual nos si
tla en el ambiente de las medidas finitamente aditivas asociadas a

un sistema de Loomis.

(Sefialemos que algunos autores definen medidas finitamente a-

ditivas sobre un semianillo, y otros sobre un &lgebra).
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4.3, TEOREMA.- Sea [X,B,9) un sistema de Loomis y sea 1 La
prolongacibn a B* descrita anterionmente. Definimos

= {ACX; X, EB 1,

Entonces se verliflca:
1) M es un anillo de subconjuntos de X.

2) ws M > R, definida por w(A) =1(X,), es una medida
§initamente aditiva en (X,M).

DEMOSTRACION:
Ante todo, notemos que los elementos de M son
A
subconjuntos de X, y sus correspondientes funciones caracteristi-

cas son elementos de F.
1) Veamos que M es un anillo de subconjuntos de X.

a) €M, ya que X; es la funcidn nula que pertenece a B, y
por tanto, a B:.

b) Si A,BEM, se cumple XAUB:XAVXB , que pertenece a B:

por ser reticulo, con ello AUBEM,

c) Si A,BEM, se cumple XAnB=XA/\ Xg s que también perte-
nece a B:, luego, ANBEM.

d) Si A,BEM, tambidn es cierto que XA-BZXA_XAHB , en vir

tud de ser A-B el complementario de ANB respecto de A,
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Tendremos que probar que X B:. Pues bien, ya que

(S
A-B
< * «
XA_B\XAEB+ , 25 XA-BGF’
por otra parte, si §EB y §=0, se tiene la igualdad
6AXA_,B"' 6A XA'ﬂ AXyng » (1)
que probamos por disyuncidn de casos:

si XA, (§A%,_g)(x) = 0=0-0.
Si x€A-B, [§0%, g)(x) = min {§(x),1} =min {§(x),13-0= (7).
Y si X.EAnB, (6AXA'B) (x) =0= 1’1 = (61\ XA) (x)"'(éAXAnB)

Y en suma, 6AXA__B es diferencia de dos funciones de B,

luego £A XA—BEBO’ y con ello queda probado que XA-BEB:'

2) Veamos que M es una medida finitamente aditiva.

a) u(e) =I(X¢) =TI(0)=0.

b) si A,BEM y ANB=2, evidentemente XAUB=XA+XB’
y al ser I aditivo en B:, se tiene que

= +
Tixy yg) = T{X4) +T(Xg).
Esto es,

n(AUB) = u(A) +u(B).

4.4, DEFINICION.- Un subconjunto A de X se Llama ¢-medible
84 y 5680 84 AEM (esto es, 54 y 40L0 84 XAGB:).
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4.5. DEFINICION.- una funcién § de F se Llama ¢-medible 34

y 5620 84§ y § pertenecen a BY

4.6. NOTA: Es inmediato que todo conjunto medible-Jordan
pertenece a M, y que ¢ es 1la restriccidn de u al conjunto de los
conjuntos medibles-Jordan.c es unamedida finitamente aditiva en X,
pero u es una prolongacidn cie ¢, por lo que es a u a quien se le

llama la medida finitamente aditiva ligada al sistema de Loomis.

Hemos comentado el hecho de que en nuestras definiciones no
se exige que-el conjunto X pertenezca a la clase M. Pues bien, los
dos teoremas que siguen analizan en qué condiciones se puede afir

A
mar que los conjuntos X & X pertenecen a M.

A
4.7. TEOREMA.- XE€M 44 y 4640 44 BY es stoniano y X=X.

DEMOSTRACION:
Si XEM, se tiene X =1€E€B*, por lo que B* es
X + P +

stoniano al ser reticulo inferior. Pero si YEB:, 1 tiene un mayo

rante F perteneciente a B . Y F es mayor o igual alen cualquier
punto XEX, con lo que para cada punto del espacio X al menos hay
una funcidon de B que no se anula; esto es,}X=)2.

Reciprocamente, si B’: es stoniano,se tendrid que ?(EB’:_ en vir

tud de la proposicidn 2.6. de caracterizacifn. Pero si ademis es
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A A
X=X, se sigue que X, =XA=X, y con ello, X€M, lo que termina la

A
X X

demostracidn.

4.8. TEOREMA.- XEM 84 y 5680 54 B} es stoniano.

DEMOSTRACION:

Basta considerar las dos equivalencias siguien
tes:
A
XGB: si y s8lo si B: es stoniano.

A A
y XEB: si y s6lo si XEM.

A titulo de comentario sobre el parrafo de la p.121 de [13],

demos el siguiente

4.9. COROLARIO.- Que B sea stonlano, no es sugiciente para
asegurar que X peitenezea a M, a menos que, se aidada La condicibn

A
X=X.

No hay ninguna dificultad en genralizar resultados del
-apartado 3., haciendo intervenir los conjuntos de M en lugar de
los conjuntos medible-Jordan. Esta generalizacidn que no aparece
en la bibliografia, es muy simple por el paralelismo total que

hay con el partado anterior.
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5. CONJUNTOS DE MEDIDA NULA RELATIVOS A UN SIS-

TEMA DE LOOMIS.

5.1. DEFINICION.- Sea (X,B,$) un sistema de Loomis, y su-
pongamos que ¢ se ha prolongado a una aplicacidn I en la clase B¥
Un subconjunto C de X se llama de medida nufa si y sSlo si

T(xc) = 0.

Es fdcil ver que todo subconjunto de un conjunto de medida
nula tambidn es de medida nula; que la unidn finita de conjuntos
de medida nula es de medida nula.

En cambio, no puede asegurarse que la uniln numerable de
conjuntos de medida nula sea también de medida nula. Esta diferen
cia fundamental con el caso de la integral de Daniell, surge de
la necesidad de emplear el axioma de continuidad de Daniell para

demostrar esta propiedad ([l4],p.31).

La situacidn que acabamos de describir se pone de manifies

to con detalle, en el siguiente

5.2. EJEMPLO:
Tomemos X=N y como B el conjunto de las suce
siones reales casiconstantes.

Si {an}VLENEB’ se define ¢({an}n€N) = Lim a,.
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Ya vimos que (X,B,$) es un sistema de Loomis, y que@ no es
una integral de Bourbaki , ni de Daniell.

Sea n€N, y llamemos An={ nt. Veamos que An es de medida
nula.

En efecto: XA es la sucesidn de nlmeros reales cuyos t&r
minos son iguales ancero exceptuando el n-8simo que es igual alj

por tanto,

XA €B y ¢(XA ):Z(XA )50,
n n n

por lo que An es de medida nula.
En cambio, sea A= U A =N, entonces X, es la sucesidn
n A ;
nE€N
de t&rminos constantes iguales a ], con lo que XA también pertene
ce a By ¢(XA) :T(XA) =7, de donde se deduce que A no es de me

dida nula.

Hemos indicado que ¢ no es de Bourbaki pero ndtese que he-

mos dado dos demostraciones de este hecho: una directa; y otra,
indirecta, ya que si la unidn numerable de conjuntos de medida

nula no es de medida nula, el funcional no puede ser de Bourbaki.

5.3. DEFINICION.- AnZlogamente a como se define para funcio
nes de Daniell, se dice que:

Una propiedad relativa a puntos de X es clenta casd por do
quien (y la notaremos c.p.d.), si y sblo si el conjunto de pun-
tos de X para los que la propiedad no es widlida, es un conjunto

de medida nula.
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5.4. DEFINICION.- Si 651-2)(, y 4=0, definimos el conjunto
A={x€x; §ix] =+l
y la funcidn {,: X > R por:

0 si XEA

fo () =
4(x) si XEA,

A §, se le llama La parte finita de §.
Obviamente se tendrd que §= §o + (+°°).XA , con fo=0y to-

mando §,s0lo valores finitos.

5.5. LEMA.- Sea § :X = R tal que §=0 y I(§)<+e0, enton-

ces § es finita c.p.d.

DEMOSTRACION:
Seglin 1la definicidn anterior, es

6=16, + (+°°)-XA , pero también se cumple que: para cada nEN,
8/ 1= 6 g gt o)X, ZXy
de donde, 0<7(XA)<7(6/n+1) = 7/n+77(6) - 0, por ser 1(§) fi

nita.

Se concluye entonces que T(XA) =0 , y A es de medida nula.

5.6. LEMA.- S{ §€B; y C es de medida nula, se Liene que
6.XC€B0 Y I(ﬁ.XC) =0, suponiendo que Las funciones de B sean
acotadas.
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DEMOSTRACION:

Sea g€B tal que I(/§-g/)< €. Se tiene
/§ Xo=gXo/ =X/ 6-9/,

con lo cual, T{/gxc-gxc/)<i(/5—g/)< e,
luego 0<7(/6>%/)<8+T(/9XC/).

Ahora bien, si MER® es cota superior de gEB, se tienme que

0<T(/§.xo/) <MT(x) = 0.

Por tanto, 7(/6.Xc/) =0,
de donde /§.X,/€B, y I(/§.X/)=0 pues 1<T=10.
Finalmente, como‘—/ﬁ.xc/sgﬁ.xcsg/é.xc/, se tiene

T(-/§.%/) = 0 T1§:X,) <T(4.%) £0 = TU/6.X/),

lo que concluye la demostracidn.

Hagamos constar que en todo lo que sigue de este apartado

se supondrd que las funciones de B son acotadas.

5.7. LEMA.- S< §,9€By, Y §=g c.p.d., enfonces

1(4)=1(g).

DEMOSTRACION:

Si llamamos h = 4-g, cuando esta diferencia
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tiene sentido (con los criterios ya usuales), se tiene que hE B,
y ademds {<g+h .
Sea A={Xx€EX; {(x)#g(x)} , de medida nula por hipbtesis.

Obviamente 6<g+h.XA; luego, aplicando el lema 5.6., serd
1(4)<T(g) +0.

Por simetria se deduce igualmente que 7(9) <ﬂ61,

y se consigue la igualdad buscada.

Con estos resultados estamos en condiciones de obtener el

siguiente teorema de descomposiciof.

5.8. TEOREMA.- S{ {20, §€B} y § es finita c.p.d., se Zie
ne que ¢, tambifn pertenece a B}.

Se sigue entonces que, cada funcidn de Bj no negativa y f4
nita c.p.d., es 4igual a La suma de una funcibn finita §, de BY y
de una funcibn del tipo (+9°).X,, donde A es un conjunto de medi

da nula.

DEMOSTRACION:
Por hipdtesis el conjunto A es de medida nula
y de § =f, + (+°°).XA , se desprende que:
Para cada g€B, g=0, es {Ag= %o Ag+g.XA.
En efecto, si x€A, (§Ag)(x)=glx],

y si x&A, (§Ag)lx) =4, (x)nglx).
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Ahora bien, por el lema 5.6. se tiene que g.XAEBo, y por tanto

6o € B:, como queriamos.

5.9. NOTA: Por el lema 5.6., se ha establecido que si A es

un conjunto de medida nula y §€B,, se cumple que
6.XA€B° Y I(é.xA) =0

Pues bien, en el caso de los funcionalesde Bourbaki se tie
ne un resultado mis fuerte; &ste es: si A es de medida nula y

ﬁeB:, se di que
§-X, €8 ¥ I(g.%X4)=0.

Hagamos un esbozo de la demostracidn: si A es un conjunto

de medida nula, y consideramos la funcidn (+°°).XA, resulta que
”—oxA 1) (+°°).XA,
con lo cual, (+oo),XAEB: s

y ademis I((+00).XA) = Zim I(n.XA) =0, si¢ es de Bourbaki.
n
(pero el teorema de convergencia mondtona no tiene por qué ser

cierto si ¢ es simplemente un funcional de Loomis). Con ello, mi-

norando por una funcidn no negativa § cualquiera,se consigue que
6.XA< (4 o0) 'XA "

con lo que 7(5.XA) =0 , vy entonces 6.XA€B 3
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6. FUNCIONES NULAS RELATIVAS A UN SISTEMA DE

LOOMIS.

Si consideramos una funcién §E€B*, tal que §=0e I(§) =10,
no puede asegurarse que $ =0 c.p.d. , como muestra el ejemplo si-
guiente:

Sea X=N y B el conjunto de las sucesiones reales casicons-
tantes.

Consideremos § : N = R definida por §(n) = 7/”_,_1

Sea 5n=5v1/n+168.

Se tiene que para cada NE€N , 0S{<§ . Por consiguiente,

n
<|L- <[-1 <|[-T = =
O0<L-I(4)SL-I(§)<L I(én) ¢(g’n) 1/n+1
Evidentemente L-I(§)=L-I(§)=0.
Asi, §€B y &1(4) =0. Por tanto, {€B, , §=0, 1(4)=0.
Ahora bien, {n€N ; §(n) #0} =N, y sin embargo,
T(XN) =¢(XN) =1, ya que XN es la sucesidn constantemente
igual a 1, que pertenece a B.

0 sea, N no es de medida nula y por consiguiente, f§ no es

nula c.p.d.

No obstante, 4 cumple la siguiente propiedad:

Para cada€€R*, A.= {xEX; /4lx)/ >} es de medida nuka.
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En efecto:

Evidentemente es 0<XA <4/e , de donde
€

o<f(xA€1<i(5/e) =T1(1/.4) = 1/c1(4) = 0.

6.1. DEFINICION.- Una funcidn numérica § que cumpla la pro-

piedad antes descrita, se llamard una funcién nula.
A partir de esta definicidn son de comprobacidn inmediata
las siguientes propiedades:

4£) Una funcidn numérica es una funcidn nula si y sdlo si

lo es su funcidn valor absoluto.

4L) 8i § es una funcidn nula, cualquier funcidn g tal que

/g/</§/, también es una funcidn nula.
L4L) E1l producto de una funcibn nula por un escalar, también

es una funcidn nula.

Obsérvese que la expresidn "la funcidn nula", se refiere a

la funcidn constantemente igual a cero, en tanto que el articulo

"una" se reserva para las funciones con la propiedad indicada.

Probemos ahora otras propiedades elementales:

4v) La suma de dos funciones nulas es una funcidn nula.
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+
En efecto, basta tener en cuenta que para cada €€R , se

da la relacidn:

{x€X; /4(x) +g(x)/>e}C{x€EX; /5(x)/>%}U{xex; /g(x)/>%}.

(Por supuesto, tambi&n en esta ocasidn, utilizamos el con-
venio habitual de definicidn de la suma de funciones, cuando ca-

rece de sentido en R ).
v) El producto de dos funciones nulas es una funcidn nula.

En efecto, si § y g son dos funciones nulas, elementalmen
2 2 .2 R
te lo son § y g, con lo que 4.g también lo es, sin m3s que con

siderar la expresidn:

0$§/6.g/<£52-Fg2 , junto a la propiedad £{).

Los resultados obtenidos son mds débiles que los que se con
siguen probar para funcionales de Daniell. De todas formas, sien
do el funcional de Loomis, y en determinadas condiciones de la.
clase B, se pueden potenciar algunos de dichos resultados.

Se tiene también que, el producto de una funcidn nula por
una funcidn numérica cualquiera no es, en general, una funcidn nu-
la. Si ¢ es de Daniell siempre puede afirmarse que si.

En cambio, el producto de una funcidn nula c.p.d., por una
funcidn numérica cualquiera, siempre es una funcidén nula c.p.d.

(Serd cierto que toda funcidn nula tiene intezral superior
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igual a cero? La respuesta es afirmativa si el funcional es de
Bourbaki como es facil ver. Pero si el funcional es de Loomis
cualquiera, no puede afirmarse. Precisamente, como analizaremos
con detalle en el capitulo III, en algunas situaciones se asigna
integral nula a las funciones nulas, pero sin que ello sea a cons

ta de perder la linealidad.

7. TEOREMA DE CONTINUIDAD PARA SISTEMAS DE LOO-

MIS DE FUNCIONES REALES ACOTADAS.

Como se ha visto, la prolongacidn que hemos hecho de ¢ no
precisa que B sea stoniano, ni que las funciones de B sean acota
das. Ahora bien, si suponemos que se verifica alguna de estas dos
propiedades ( que se presentan con frecuencia), se obtienen mas
resultados.

Hay que senalar que algunos resultados obtenidos imponien-
do como hipStesis que los elementos de B son funciones reales aco
tadas, pueden tambi&n obtenerse considerando la propiedad de que
cualquier funciGn num@rica no negativa, multiplicada por la fun-
cidn caracteristica de un conjunto de medida nula, tiene integral
superior igual a cero. Aunque en la pr3ctica, son las propieda-
des directamente ligadas a B, a ¢ o a ambas, las que permiten sa-
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ber si tal condicidn relativa a los conjuntos de medida nula se

cumple o no.

Como ejemplo de lo que puede suponer afadir la hipdtesis
de que los elementos de B sean funciones acotadas, daremos un

teorema de gran importancia.

7.1. TEOREMA.- Sea (X,B,¢) un sistema de Loomis tal que
Los elementos de B son funciones neales acotadas. Y sea 561’2"'
tal que I(/4/)<4eo-

Entonces

7(/6/.XB) -0, 34 T(XB) -0, con BCX.

DEMOSTRACION:
Sefialemos que la razdn por la que se exige

BCX, es que as?i XB<(+°°}.;( vy existe T(XB).

- +
Con precisidn, tenemos que demostrar que, para cada €€R ,

existe ver® tal que, si BCX y T(XB)<\J , se verifica:
T(/ﬂ/.XB)< €,
Probemos en primer lugar el caso particular de que §E€B;.
a) Si {E€B,,existe g€B tal que g</§/ 5 ¥

I(g) >1(/§/)-€/2. Con ello, I(/4/)-1lg) =1(/§/-g)<e/2.
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Por otra parte, para cualquier BC?(, es

/5/.XB<(/5/-9).XB+9.XB , de donde,
T(/§/.%5) <TLU/§/-g) Xg] +T1g. X ) <T1/§/-g) +Tlg.x5) <T(g. X<,

Asi pues, si M es cota de g, tomemos V=¢/2M, con lo cual,
T(XB)<V implica que I1(/4/. XB)<€ elementalmente.

b) En el caso general, si I(/{/)<+ existe F, €B, de ma-
nera que F,=/4/ e I(F)<T(/§/)+1.

Por lo tanto, F, = /F,/ cumple que T(/Fy /)< +°° y en vir-
tud del apartado a),se tiene que:

dado €€R+, existe VER+, tal que, si T(XB)<\), entonces

I(/Fy /. Xg)<e y dado que /§/.Xz</Fy/.Xy , se deduce que

1(/6/.XB) <€, como queriamos.

7.2. COROLARIO.- En Las mismas condiclones del teorema 7.1.,
e verndifica que: dado EER+, existe v>0, tal que, 4L BEM y
u(B) <v, se tiene T(/ﬁ/.XBKE. (BEM, u(B) =1 (xg)).
Interpretacidn intuitiva: si B es un conjunto "muy pequefio", la

integral superior citada es un niimero real muy pequeiio también.
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CAPITULO III

METODO FUNCIONAL DE CONSTRUCCION DE LA
INTEGRAL RESPECTO DE UNA MEDIDA FINITA-
MENTE ADITIVA. COMPARACION CON EL METO-

DO CONJUNTISTA.

1. INTEGRAL DE RIEMANN ABSTRACTA RESPECTO DE UNA

MEDIDA FINITAMENTE ADITIVA.

La integral construida a partir de una medida finitamente

aditiva, presenta una gran analogia con la integral respecto de

una medida completamente aditiva. Como es de esperar, no se alcan

zan resultados tan potentes, lo que es particularmente claro en
el tema de los teoremas de convergencia de sucesiones funciona-

les; pero, sobre todo, se presentan dificultades para conseguir
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un concepto satisfactorio de funcidon medible. Parece natural exi-
gir que las funciones medibles,definidas a partir de una medida
finitamente aditiva, deban cumplir un minimo de propiedades: por
ejemplo, que la suma de funciones medibles sea medible, que el
producto de una funcidn medible por un escalar sea medible, que
una funcidn medible dominada por una funcidn integrable sea inte-
grable.

Pues bien, ha sido diffcil conseguir una definicidn satis-
factoria. En textos antiguos (citemos como paradigma a Taylor (ref.
16), que dedica bastante atencidn al tema), se aprecia una defi-
nicidn que en casos particulares, como por ejemplo cuando la me-
dida es finita, es satisfactoria. Posteriormente se observa en la

bibliografia la influencia de trabajo de Yosida-Hewitt (ref. 50;

de 1951, anterior a la obra de Taylor que es de 1957). En dicho
trabajo la integral respecto de una medida finitamente aditiva,
se trata como si las dificultades fuesen superficiales, concreta
mente remite a Titch-Mach, cuya obra es de 1939, diciendo qué "pe
quefias'modificaciones debe hacerse a la teoria de la integral clid
sica.

Una exposicidn completa de lo que ha venido en llamarse in-
tegral de Riemann abstracta respecto de una medida finitamente
aditiva, puede verse enDunfordSchwartz(ref. 7, de 1958) para el

caso de medidas vectoriales. Algo m3s de detalle para el caso de
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medidas reales viene en De Finetti (ref. 25). Para ligeras varian
tes del método de Dunford-Schwartz remitimos a Heiden (ref. 34) y a
Appling (ref. 19).

Vamos a resumir brevemente la teoria tal y coﬁo se acepta
hoy en dia, siguiendo fundamentalmente a Dunford-Schwartz citado
casi undnimemente por los especialistas en el tema como fuentes
de referencia. Pero conviene advertir que, para el caso de funcio
nes reales, se han obtenido apreciables mejoras que simplifican
la teoria.

Sea X un conjunto no vacio y sea A un dlgebra de partes de
X v u una medida finitamente aditiva no negativa definida en A.

Notemos que X€A, cosa que no se impone en todos los trabajos.

Se define una aplicacidn de P(X) en ﬁ: por medio de
u*(A) =4ng {u(B); ACB, BEA} .

al aplicacidn se llama la medida exteriosr asociada a u. (Por ana
logfa con el caso en que p sea g-aditiva). Es inmediato que el
conjunto que aparece en la definicidn no es vacio, ya que X€A.
En los casos en los que se exige simplemente que A sea un anillo
de partes de X, la aplicacidn p* se define en el sistema de subcon
juntos de X incluidos en alglin elemento de A.

u* cumple que u*(¢)= 0, y que u* es subaditiva.
Un subconjunto C de X se llama de medida nula, o con preci-

sidn, p-nulo, si y sbélo si y*(C) =0 . Parece natural llamar con-
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juntos de medida nula simplemente a los elementos de A cuya medi-
da es cero. Cabe sospechar que una tal clase de conjuntos de medi
da nula seria inconveniente o insuficiente. Basta pensar en un
ejemplo: el contenido de Jordan y la medida de Lebesgue.

Una vez definido lo que es conjunto de medida nula, se defi-
ne {uncion y-nula c.p.d. y funcibn y-nula a partir de u*, de mane-
ra obvia: Se dice que 4 es p-nula c.p.d., si y sdlo si el conjun-
to {XEX; 4(x) #0 } es u-nulo.

Se dice que §:X—>R es p-nula, si y s6lo si para cada.eER+,
el conjunto {Xx€X; /4(x)/>e} es p-nulo.

(Obsérvese el parecido con las definiciones que vimos en el cap.II).
‘ Si la medida uy no es completamente aditiva, una funcidn

u-nula no tiene por qué ser u-nula c.p.d.,( vedse,el ejemplo de

[7] p. 103). En todo caso, desde luego, una funcidn up-nula c.p.d.

es y-nula.

Pues bien, como consecuencia, debe imponerse en los inicios
de la consfrucci6n de la integral que una funcidn nula tenga como
integral el niUmero real cero.

Llamemos la atencidn de que nos estamos refiriendo a fun-
ciones reales definidas en X, aunque en [7] se haga la teoria ge
neral para funciones con valores en un espacio de Banach.

En el conjunto RX se define una estructura topoldgica del

modo siguiente: si 6€ERX, para cada e€R’se define

A_ = {xEX ; /4(x)/ >e}.
132



PROLONGACION DE UN FUNCIONAL DE LOOMIS NO NEGATIVO

Y se define la "norma" //{// de la funcidn § como:
inf {arctg [e+u*lA )] 5 cel'} ,

A pesar del nombre, la norma de { no es propiamente una nor
ma, pues //A§// # /M // §// con AER, en general. Sin embargo, si de
finimos d(4,g) = // §-g// , d es una semidistancia invariante por
traslacidn.

Pasando al cociente por larelaci®nde equivalencia:

§vg © 4-g es y-nula,

obtenemos una distancia, para la cual el espacio cociente es com
pleto. Se obtiene una distancia fundamentalmentepor ser //§/=0
si y s8lo si 4 es una funcidn p-nula. Por otra parte, la topolo-
gia debida a esa distancia es compatible con la estructura de
grupo aditivo delespacic cociente, pero no con su estructura de
espacio vectarial.

Pues bien, si definimos la convergencia en medida como se
hace para medidas ( esto es, {6n}n€EN —4 en medida-o en p-medi

+
da, para evitar confusiones-, si y s0lo si, para cada e€R , es

Lim u*( {x€X; /6(x)-1§n(x)/>e H=0,
n

resulta que la convergencia en p-medida de una sucesidn de fun-
. X 5 5 -

ciones de R equivale a su convergencia para la topologia engen-

drada por la semidistancia definida en R

Se puede decir que la clave del método estriba en esta in-
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terpretacidn topoldgica de la convergencia én medida. Observemos
un hecho que [7] no analiza con detalle, aunque sea una cuestidn
no dificil: si el espacio en que toman valores las funciones fue-
ra ?, no hay dificultad en definir la diferencia enfre funciones,
exigiendo que, tanto el minuendo como el sustraendo, sean finitas
c.p.d.. Si el espacio en que toman valores las funciones no es
uno-dimensional, es delicado establecer qué se entiende por valo-
res infinitos vectoriales, pues hay que proceder a considerar cd-
mo se compactifica; o con mids precisidn, qué compactificacidn se
considera en tal espacio de Banach.

En este ambiente, una funcidn real definida en X se llama

u—4Aimple, si y solo si es de la forma

k
'E aI'XA.
£L=1 L

siendo los a, niimeros reales; los AL elementos de A conlﬂALkER,
y dos a dos disjuntos.

Designemos por S al conjunto de las funciones M-simples.

La descomposicidn de una funcidn U-simple_eﬁ suma del tipo
indicado no es {nica trivialmente.

Se define la 4integral de una funcidén u-simple como el ni-

mero real
k
fé du = E a,(:p(A/{:).
£L=1
Despu@s de probar que la definicidn de integral no depen-

de de la descomposicidn particular elegida, y de generalizar el
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concepto de integral a una clase mi3s amplia, resulta arduo demos
trar que una funcidn no negativa tiene integral nula si y sblo si
es una funcidn nula.

Es sabido que el concepto de funcidn medible, en el caso de
medidas finitamente aditivas, es un concepto poco desarrollado
con detalle en la meyoria de los textos. Precisamente [7] consti-
tuye una excepcidn. Se define el conjunto de las funciones u-me-
dibles como la clausura del conjunto de las funciones p-simples
en RX, con lo cual,el conjunto de las funciones p-medibles es un
subespacio vectorial cerrado del espacio RX.

Por razones de completitud en la exposicidn, hay que sefa-
lar que la definicifn anterior, no sdlo se puede generalizar sa-
tisfactoriamente al concepto de funcidn medible para el caso de
funciones vectoriales, sino que, sobre todo, se obtiene el resul
tado basico de que la suma de funciones medibles es medible, y
que el producto por un escalar de una funcidn medible también es
una funcidn medible, aspecto éste que se puede escapar si no se
contrasta con otros textos. Por citar un ejemplo, en [16]
se da una definicidn tal que la suma de funciones medibles no tie

ne por qué ser una funcidn medible.

Conviene llamar la atencifn sobre un punto que consideramos
ante todo diferenciador seglin que u sea completamente aditiva o

no lo sea. En el primer caso, si (X,A,u) es un espacio de medida,
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una funcidn de X en R se llama p-medible, si y s8lo si la imagen
inversa de cualquier boreliano de R es un elemento de A, (como se
vé pues, p no interviene en la condicidn de medibilidad).

En cambio, si u es finitamente aditiv;, pero no completamen

te aditiva, para decidir si una funcidn es o no p-medible inter-

viene la topologia de RX, y por consiguiente, 1. No conocemos
por la bibliografia consulta&a, que esté estudiado si el concep-
to de medibilidad es independiente de la medida finitamente adi-
tiva particularmente considerada. Parece a primera vista que no
es asi, pero en todo caso seria de desear una definicibn de medi
bilidad independiente de la medida.
Diremos que un subconjunto A de X es p-medible si y sBlo si
Xy es u-medible. |
Finalmente, una funcidn de 2 se llama u-{ntegrable, si y
s6lo si es el 1imite en u-medida de una sucesidn {6n}n de

EN

Cauchy de funciones u-simples [(Esto es,

Lm [/§,-4,/ > 0).
m,n

Si § es u-integrable, se define

J§ du = £im f§ du,
n

Se prueba que la definicidn es independiente de la sucesidn
empleada; y que la integral es lineal.
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Si E es un subconjunto de X, y 6.XE es u-integrable, por de

finicibn, se dice que { es u-{ntegrable en E y se escribe:

fEﬁ dll . fﬁ’XE du.

Por tal razdn,el algunos casos conviene escribir fX § du

en lugar de f§ du.

Es inmediato que una funcidn p-nula es u-integrable y que
su integral es cero. En este punto, puede compararse el &nfasis
que pone [7] en llamar tambi&n funciones p-simples a las que se
obtienen sumando una funcidn p-nula a un sumatorio del tipo indi-
cado, con las definiciones en trabajos posteriores.

Como muestran estos conceptos, se consigue una construccién
aceptable, pues en el caso de que u sec-aditiva coincide con el
procedimiento standard. Este método presenta las limitaciones que
eran de esperar: no se pueden dar los teoremas de convergencia
cldsicos si la medida no es c-aditiva. Quizd tenga interé@s indi-
car que en [7], enel apartado dedicado a los espacios LP, se pue-
den ver los teoremas débiles de convergencia que es posible obte-
ner, y comparar con el caso o-aditivo. No los citamos pues no va-
mos a autilizarlos, salvo el teorema de la convergencia dominada.

Apurando esta exposicidn, puede decirse que los puntos cla-
ves son: la introduccidn y empleo del concepto de funcidn M-nula,
y la definicidn de funcidn u-medible.
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NOTA 1.- Hemos modificado la nomenclatura del[7], porque era
molesta al emplear simbolos ambiguos para designar la "norma" de
una funcidn, y la funcidn norma de una funcidn dada.

Por otra parte, llamamos funcidn p-medible a la que en [7]
se llama totalmente medible, y en otros textos, fuertemente medi-
ble, por razones de simplicidad. La diferencia entre funcidn u-me
dible y funcidn fuertemente medible es de interd@s para cuestiones
que nosotros no vamos a considerar: por ejemplo, para el resulta-
do de que una funcidn medible dominada por una integrable sea in-
tegrable.

Insistimos que, en nuestro trabajo (como es usual), uo-adi-

tiva es sindnimo a p completamente aditiva.

NOTA 2.- Loomis indica, en el resultado que hemos generali-
zado en el teorema II.2.16., que si definimos funcidn medible como
aquella tal que la imagen inversa de cada semirecta ]r,+4n] es un
conjunto cuya funcidn caracteristica es integrable (éxcepto para
un. conjunto numerable de valores de R), '"parece ser la modifica-
cidn correcta de la definicifn usual de medibilidad cuando la me-

dida considerada no es completamente aditiva" (ref.38, p.l117).

NOTA 3.- Hemos dicho que un subconjunto A de X se llama -

medible si y sélo.si X,  es py-medible. Conviene advertir que elgu-

A

nos autores llaman p-medibles a los elementos de A
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Sefialemos para terminar este apartado, dos resultados muy

importantes.

1.- Definicidn equivalente de u-integrabilidad.(ref.34,p.211).

Si 4 es una funcibn real no negativa definida en X, La con
dicibn necesarnia y sugiciente para que sea u-integrable es que
e cumplan:

L) Parna cada AEA, con u(A)<+* ypara cada ¢ y M de R+,

existen funciones g y h u-simples tales que
g<(6AM).XA<h y [lh-g) du<e.

i) EL confunto {fg du; g<§ y-g u-sdnple} estd acotado su
pelormente.
En tal caso, [§ du es precisamente el supremo de dicho con

funto.

2.- Teorema de la convergencia dominada. (ref.7, p.124).
SE{f,b, ey @ una sucesibn de funciones u-simpLes domina-
das pon una funcidn u-integrable dada, se tiene:
{ én}neN converge en medida hacia una guncién 4 84 y 5680
4 § es u-Antegrable y

/R, dut ey 0
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2. METODO FUNCIONAL DE CONSTRUCCION DE LA INTE-
GRAL RESPECTO DE UNA MEDIDA FINITAMENTE ADI-

VA.

Sea X un conjunto no vacio, y u una medida finitamente adi

tiva definida en un semianillo A de partes de X. Nos hallamospues

en la situacidn mas general en lo que se refiere al campo de
definicidn de u.

Supongamos M no negativa.

2.1. DEFINICIONES.- Llamamos:

A* = { BCX; existe A€A, tal que ADB}.
Para cada BEA¥, definimos

u*(B) =inf{n(A) ; A€EA, ADB}.

Es ficil probar que u*(¢) =0 ; que u¥(A) = u(A) si A€Ay y
que p* es subaditiva.

Por definicidn, un conjunto CEA* se dice de medida nula si
y sdlo si u¥(C) =0. La clase de todos los conjuntos de medida nu-
la se representa por A{f . POr supuesto, si se maneja mas de una
medida habria que precisar a cuil nos referimos. Es elemental ver
que cada subconjunto de un conjunto de medida nula también es de
medida nula, y que la unidn finita de conjuntos de medida nula
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también es de medida nula. Pero ndtese que esta propiedad no se
extiende a uniones numerables.

f se 1llama también medida exterior asociada a u, a pesar de
que p no est@ definida en un &lgebra de partes de X necesariamen-
te, ni tampoco u* estéd definida en todo P(X).

Introduzcamos la clase
A = {ACX; A=AUC, , AEA vy CEAY.
No es restrictivo suponer, cuando ello convenga, que

Ao Co* @ . Pues en todo caso, AJU C = AjU (Cy-A, ). Asi, es

AN (Co-Ag) =2 v u*(Co-Ag) = 0.

A partir de estos conceptos podemos enunciar el siguiente

2.2 LEMA.— B es un semianillo de partes de X.
DEMOSTRACION:

a) Evidentemente s EA.
b) Si A',A" €A, tambidn A'U A" €A,
En efecto, si A'= AJUCY , y A"= AJU Cj , se sigue que
ATU AT = (AJUAY) U (CJY Cplte
¢) Si A',A" €A, también A'N A"E A,
En efecto, si A" =AU} , y-A"=AJUCy , es

ATNAT = [ AIN AT U [(AZN Cy) V(AN C3) Y (Cen eyl
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Estamos ya en condiciones de obtener la ampliacidn a la cla

se A de la medida u, hecho que precisamos en el siguiente

2.3, TEOREMA.- u 4e puede profongar a A, de manena que La

prolongacibn continde siendo finitamente aditiva.

DEMOSTRACION:

a) Si A€A, es A=A,V (C,, v definamos
u(A) = ulAy ).

Veamos que la definicibn es buena; es decir, ésta prolonga-
cidn de u serd independiente de la descomposicidn particular em-—

pleada. Con precisién: si A=AjU C; , debemos probar que
ulAy) = ulAgl.
Ahora bien, u(Al) = u*(A]) <u*(A) <u* (A | +u* (G =
su(Ag) +u*(Co) = ulAg) 0 =ulAg).

Andlogamente se demuestra que u(A;] <SulAg).

b) Elementalmente, u(®) =0, o €A,

c) Si A",A"€A y A'NA"=0 , es u(A'UA")=q(A") +ulA")’

En efecto, si A" =AJUC] vy A"=AjUCy , es AgNAf =0,
por lo que, wu(A'UA")= yu[(AJUAT)W(C)UCHI] =

n(AJUAY) = u(Ad) +ulAl) = u(A') +ulA"),
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COMENTARIO: A pesar que las demostraciones anteriores son
muy sencillas y podiamos haberlas omitido, el lector reconoceri la
técnica de completacidn de una medida en lo que antecede, pero he
mos querido poner de manifiesto que no se emplea para nada la o-
aditividad de p para establecer las propiedades anteriores.

Si A=A, se dice que p es completa. Notese que A se constru
ye a partir de A pero tambin a partir de u, lo que justifica qué
una igualdad entre clases de conjuntos se exprese diciendo que M
es completa. NuestraconstrucciﬁnpodiahabersehechoPartiendO de 1la
condicidn de que fuese completa, pero hemos preferido no situarnos
en este ambiente y hacer la construccidn para una medida finitamen
te aditiva cualquiera. Conviene tener presente que para los conjun
tos de medida nula definidos a partir de un sistema de Loomis, to-
do- subconjunto de un conjunto de medida nula es de medida nula. En
cambio, partiendo de una medida finitamente aditiva, se tiene que
un subconjunto C de un conjunto A tal que u(A) =0, no verifica ne
cesariamente que u(C) =0, ya que no tiene por qué pertenecer a A,

si bien, siempre C pertenecerd a A¥

2.4. DEFINICION.- Una funcidn 4 de X en R se llama ¢-simple
si y sdlo si, existen conjuntos AI’A2’°"’AQEEA dos a dos disjun-

tog, de medida finita, y numeros reales al;az,...,ak, tales que

b
§= = a, X, .
£a1 = N
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Por supuesto, la descomposicidn de $ en sumandos del tipo
indicado no tiene por qué ser Gnica, hecho que constituye una ven’'
taja mds que un inconveniente a la hora de calcular con funciones
simples.

Designamos por B al conjunto de las funciones simples.

Si §,9€B, y A€ER, es inmediato que §+gEB y IfEB.

Y podemos concretar el siguiente resultado.

2.5. TEOREMA.- B con Las operaclones naturales es un espa-
clo vectorial real, evidentemente modular y stoniano, de funciones

neales acotadas.

k
Por consiguiente, si definimos ¢(§) = ®

AL

, a; wA.l,

1a terna (X,B,?) es un sistema de Loomis, que se llama asociado
au (o con mis precisidn, al espacio de medida finitamente aditi-
va (X,A,u)).

Es inmediato que la definicidon de la integral elemental de
una funcidn simple,$(4), es independiente de la descomposicidn
de { empleada (se usaria la técnica habitual de descomposicidn
empleada para probar, por ejemplo, que la suma de funciones sim-
ples es una funcidn simple). Lo mismo puede decirse para probar

la linealidad de ¢.
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2.6. CONVENIO.- A partir de este sistema de Loomis, se pue-
de construir la prolongacidn de ¢ por el método funcional que he-
mos desarrollado en el capitulo I. Por tanto, si M es una medida
finitamente aditiva no negativa definida en un dlgebra de partes
de X, puede considerarse la integral de Riemann abstracta obteni-
da a partir de u (que hemos expuesto en el apartado 1 de este ca-
pitulo). O bien, puede considerarse la integral obtenida a partir
del sistema (X,B,¢) ligado a u.

Para precisar, hablaremos de funciones ¢-simples y no con-
fundirlas con las u-simples.

Para no incurrir en repeticiones innecesarias y para mayor
claridad, desde.este momento cu&ndo se consideren las dos integra
les citadas, siempre que se diga que un subconjunto (Cde X es u;qg
lo .0 ¢-nulo, se entenderi que es de medida nula respecto de U &
respecto‘de (VB

Lo mismo diremos para funciones nulas o funciones nulas
c.p.d.

También distinguiremos entre funciones u-integrables y ¢-in
tegrables, y funciones u-medibles y ¢-medibles.

Convendremos que cuando una funcidn { sea ¢-integrable, su
integral se representarid por I({), o bien por ¢(§) si {€B. En
cambio, si § es u-integrable, su integral se representarid por

J§ dy.
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El conjunto de las funciones u-simples se representarid por
S, v el de las ¢-simples por B.
La medida finitamente aditiva asociada a (X,B,¢) se repre-

sentard por m, y su medida exterior asociada por m* .

A continuacidn damos unos resultados que clarifican el con-
cepto de conjunto ¢-nulo que dimos en el capitulo II, definicidn
1

2.7. DEFINICION.- Sea (X,B,$) un sistema de Loomis, y llame-
mos M (¢) al sistema de los conjuntos medibles. Para evitar confu-

siones, insistimos en que designaremos por m a la medida finitamen

te aditiva ligada al sistema de Loomis.
Se define

M*(¢) = {ACX; existe ME M(¢), tal que ACM }
La aplicacidn m*: M¥(¢) — Ri  definida por:
m*(A) = Ainf {m(M) ; MEM(p), ACM],

se llama la medida exteriorn asocliada al sistema, por analogia con

el caso de las medidas.
Se verifican naturalmente las propiedades siguientes:
L) MCM*(p), m*(A) =m(A) 8L AEM(S).
L) SLA A EM*(®) y A CA es m*(A )Sm*(4;).

LiL) SE A A EM*), m*(AUA)<Sm*(A ) +m*(A,).
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Quizid convenga resaltar que si Aj/¥ A, =¢ no puede asegu-
rarse que m* (AU A, ) sea igual a m*(A, ) +m*(A,), a diferencia de
lo que sucede con la aplicacidn m. 150r supuesto M cumple la pro-
piedad formal 4£{) llamada de monotonia, y también la propiedad

AlL) 1llamada de subaditividad.

Obsérvese que si M(¢) = {A Cx; XAGB*+} también es igual
al conjunto {ACEE; XAGB:} pues si XAGB: » X4 se anula en
X'—';(, de donde se sigue que ACX.

Recalquemos que XA se considera funcidn de X en R , a pe-
pesar de que AC;(.

Notese también que si BEM*(¢), existe AEM(¢) tal que
BCA, por lo que B estd incluido en X. Con ello, M*(¢) CP(X).

Si ademis, B: es stoniano, resulta que PR) CH* (), pues si BCﬁ,
‘como ﬁCM(dJ), serd BEM*(¢).
Resumiendo: siempre es M*(¢) CP(;(); si B es stoniano puede

asegurarse que M*(¢) = P&).

2.8, LEMA.— Sea (X,B,$) un sistema de Loomis. Para cual-

quier BEM*(¢), es T{XB)<m*(B).

DEMOSTRACION:

Ante todo, si BEM*(¢) , existe AEM(¢]) tal
que BCA, y por tanto XBQXAEB:, con lo que XBE:F, v tiene sen-

tido hablar de la integral superior.
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Asi pues, por la definicidn equivalente de la integral su-—

perior, se tiene que
T(XB) =inf {1(4§); §€B, 6>XB};
pero el conjunto {I(§); 6631 y 6>XB13 {I(XA) 3 XAEB: ’XA%B}=
={m(A) ; A€EM(¢) , ADB}.
y tomando infimos se deduce que T(XB) <m*(B), como queriamos.

2.9. TEOREMA.- Sea (X,B,¢) un sistema de. Loomis stonianc.

Para cada B CX se tiene

m* () <T(XB).

DEMOSTRACION:
Al ser Bf_ stoniano, podemos asegurar que
M*(p) = P()A(). Sea pues BCX. Si T(XB) =+oo | evidentemente vale
la desigualdad indicada.
Supongamos que T(XB)ER, Sea 4€B, tal que 5>XB con

1(4) €R. Asi, §>0, §EB,.

En virtud del teorema I1I.2.16. , podemos encontrar una su-
cesidn de nimeros reales positivos { )LL}A',EN de 1limite 1, siendo

los &4:<1, y tales que XA € B, para todo LEN.

i
Recordemos . que A}L ={x€ X; §(x) >/L£ } . Naturalmente,
pd

A,L €EM(¢). Para cada {EN, es evidente que BCA}L . Pues si xE€B,
£ L
es 6(X)>XB(X) = 1>}L/L" luego XEA/L,'
£
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Con ello, m*(B) <m*(Aﬁ_‘) =YYI(A)L') = I(XA )

L L He s
L

Por otra parte, tenemos que XA <1/,L .4 como se ve por dis
P £

’ 2 L
yuncidn de casos:

Si xEA/L/(: es 6(X}>7L/;, y por tanto, XA (x) = 7<1/)L'.6(X).

i L
" £
Ysi xEA, X, (x)=0<1/_ .§lx), vyaque §>0.
A A .
L h. ; L
/(‘ s,
Finalmente, se deduce que m* (B) <I”/lt 4] = 7/,1 JI(4),
& L
y tomando limite cuando 4 —+% resulta que
m*(B) <I(§), para toda §<€B,, tal que 5>XB, T(4) < oo,

Con ello, concluimos que m*(B) <T(XB).

2.10. COROLARTO.- Si (X,B,6) es un séstema de Loomis stonia
no, se puede asegurar que M* () es el conjunto de partes de )A(, Y

que m*(B) = T(XB) para todo BEM*(¢).

NOTA: Queda claro por qué hemos llamado conjunto de medida

nula a los conjuntos B tales que T(XB) =0,

Como ya hemos indicado, por M(¢) representamos el sistema
de los conjuntos ¢-medibles. Y claro estid, por M(u) el sistema de

los conjuntos u-medibles.

Antes de la consideracidn simult@nea de las dos integrales,
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demos un resultado para el sistema de Loomis ligado a una medida
finitamente aditiva.

2.11. TEOREMA.- Sea {E€RX tat que 1(/§/)<+e . Entonces, pa-
ra cada €€R, existe AER tal que T(/4/.%g_4)<e.
DEMOSTRACION: B

a) Si 6€B+, tomemos g€B tal que
0<g</f/ y 1lg) >Tl/§/)-e.

Con ello, /4/</§-g/+g.
Por lo tanto, /5/'X)2-A</6"9/'XX-A +g.X§_A, para todo ACX,
Elijamos A€A tal que g(x) =0 para todo fo(—A, lo que es
posible al ser g simple.
Con lo cual, se tiene:
/6/.X&_A</6—g/.X§_A</6-g/,

y por comnsiguiente

7(/6/.X§_A) <T(/§-g/) =14-g) =1(§-g) = 1(§)-T(g) < e.

b) En el caso general, elijamos FGB+ de manera que
F=2/6/ y LIFI<I(/4/)+71 .
Asi pues, F= /F/ wverifica que I(/F/)<+e, Y eligiendo A a par-
tir de F segiin el apartado anterior, queda que

Xa < * XA <
L(/§/ X4 4) ST(FXg )< e,
con lo que se termina la demostracidn.
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3. RELACION ENTRE u-INTEGRABILIDAD Y ¢-INTEGRABI-

LIDAD.

Recalquemos que para una medida’ finitamente aditiva no nega-
tiva definida en un semianillo de partes de un conjunto X, se ha
definido un sistema de Loomis que hemos llamado asociado a u. En
este apartado, consideraremos una medida finitamente raditiva u no
negativa definida en un &lgebra A de partes de un conjunto X, y

vamos a ver qué relacidn hay entre las dos integrales que pueden

eonsiderarse.

3.1. PROPOSICION.- S{ C es u-nulo, también C es ¢-nulo.

DEMOSTRACION:

Si C es p-nulo, para cada eer’ » existe AEA

tal que CCA v u(A)<e.

Por otra parte, como § = XAEBCB’: s, podemos afirmar que:

para cada sER+, existe 6€B:tal que 6>XC y I(XA) =u(A) <e,

Por consiguiente, T(XC) =0 . Es decir, C es ¢-nulo.

3.2. PROPOSICION.- Si § es u-nula, también { es ¢-nula.
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DEMOSTRACION:
+ :
Para cada €e€ER , el conjunto {xEX; ff(x)/ >e}
es p-nulo, y por la proposicidn 3.l., también es $-nulo. Por tan—

to, 4§ es $-nula.

3.3. PROPOSICION.- S{ g€B es u-nula, entonces ¢(g) = 0.

DEMOSTRACION:
Se tiene que /g/ es u-nula y 0</g/EB.

k
Ademd3s, si /g/f'= T a..X con ALEK, a'(:>0, debe ser

2
r=3 % Ag

ul - UA.) =0, Luego /9(g)/<¢(/g/) =0.

3.4. PROPOSICION.- S{ § es una funcibn y-nubla y no negativa,

se tiene que {E€B’, Ademds , g,f(é) =0,

DEMOSTRACION:
Para ver que 6EB+, sea X, €X tal que §(x,) = 0.
Estd claro que la funcidn nula es ¢-simple, es menor o igual que §,-
y en el punto X, toma el mismo valor que {. |
En otro caso, si 6()(0) =# >0 , consideremos el conjunto
{x€X; §(x) >n-e} = Ae ,  que es u-nulo, si 0<e<x.
Con ello, es evidente que- (n-€) 'XA < 4.

152



PROLONGACION DE UN FUNCIONAL DE LOOMIS NO NEGATIVO
Asi pues, f§(x )-e=1-€= (1-€) Xy (%) <§lx,).
3
Es decir, g-= (/L-E).XAEEB cumple que g<§, y ademds
lx, ) -e<glx, ) <glx,).

Finalmente, si {(x,) =+ , dado kRE R?, se considera el con

junto Ak={xEX; §ix) >k+11} que es p-nulo,
De donde, X, €B. y ‘(k+71).X, <{.
Ak A
Con ello, g-= (k+1),XA €B cumple que g<§, ¥
b 5

k<g(x, ) <flxy) = +oo.
De todo lo anterior se deduce que 6EB+, como queriamos.
Por otra parte, si gEB y es 0<g<¢{, es/g)<§, con lo que

g es u-nula; y por tanto, ¢(g) =0 en virtud de la proposicidn

3.3. Pero al ser =0, a;(ﬁ) =supi¢lg) ; g€B, g<fl-=

= sup {#lg) ; g€B, 0g<{}=0.

3.5. LEMA.- Sea A un conjunto w-nulo. Entonces (+e0).X,E€B,

Y I( (+°°)0XA) =0,
DEMOSTRACION:

Seglin la proposicidn 3.4., (+°°).XA es p-nula

y )X, EB y  §, ((+).X,) =0,
Para cada F€B+, veamos que
¢, [(+o0) X, +F1 <[ [+o0).X, 148 (F) =6, (F).
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Sea g€B tal que g<(+°°).XA+F , con lo cual
g<(7'XA).F+g.XA, ya que

Si X€A, es glx)<0+g(x].

y si XA, entonces glx) <(+°°).XA(X) +F(x) =F(x).

Por tanto, gSF + M'XA’ siendo M cota de g.
Pero como M‘XAE,B’ es ¢l(g) <$+(F)+ ¢(M.XA), con ¢(M.XA) =0.

0 sea, para cada g€B'tal que g<(+°°).XA+F, se tiene que

¢(g) <&, (F).
Con ello, [ (+e).X,+F]<4,(F).
Y entonces, (+°°).XAEB+ como queriamos demostrar, y
I (+o0) X, 1 = @[ (+e0).X,] =0,

3.6. COROLARIO.- S{ § es una funcibn numérica cualquiera

deginida en X, y A es un conjunto u-nulo, entonces

T(/é/.xA) =0.

En efecito:
O0<TI/4/.x,) ST((Heo) X,) = (o) .X,) =0,
3.7. TEOREMA.- S{ £ es una funcibén v-nula y no negativa,

Entonces:

a) 5EB+.

b] 4 es ¢p-sumable e I(§) = 0.
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DEMOSTRACION:
a) Se ha visto en la proposicidn 3.4., que
+
§EB .
.
Debemos pues demostrar que para cada FEB', es

¢, (§+F)<¢,(§) +¢,(F) =9, (F).

Pues bien, sea g€B tal que g<{+F. Tomemos hEB, tal que
h<F. Y sea AEA, tal que g-h se anula en X-A,

Con ello, g<{+F = g-h<{+(F-hl= g-h-= (g-h).XA<
< 4. Xy + (F-h) X S§ Xy +F-h = g<{.%, +F.

Para cada n€N, sea An={xGX; /6()()/)7'/”4_1}, que es un
conjunto p-nulo.

Para cada nE€N pues, g<XA.(6.XA+ 6‘XX-A J+F <
n n

< (+°°)_.XAn+ ”n+7'xA+F'

Ahora bien, como (+°°).XA €B, seglin el lema 3.5., ¥y
n

ERBC
1/n+7'XA BCB,, resulta que

6(g) = 8,1g) <, ((+o=).x, +1/ 4 X, FF) =
n
o B, (o) Xy 148, (1] 4y Xy FF) =8, 17,4 1 X)) 6, (F) =
n

= 1/, 4 g-01X,) +8,(F)

y de aqui se deduce que ¢(g)<¢+(F).
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En resumen, el conjunto {#(g) ; g<4+F , gEB} estd acotado

superiormente por $+(F), de donde se deduce que
¢, (§+F) <o (F).

b) Como §€B_, y I(4) =F(4) =0, al ser I1(4) finita se tie

ne §€35;.

3.8. COROLARIO.- S{ 4 es una funciin u-nula y no negativa,

para cuakquien ACX, es §.X, By y I(§.x4) = 0.

Trivial, ya que 6.XA es tambi&n p-nula y no negativa.

NOTA: Obs&@rvese que en los anteriores resultados se ha uti
lizado que si un conjunto es d-nulo su funcidn caractéristica per
tenece a B. Hagamos constar que si en lugar de A hubidsemos consi
derado solamente A para defininir funciones ¢-simples, no habria-

mos podido concluir los resultados citados.

3.9. PROPOSICION.- Si g es u-simple, evidentemente es ¢-
dimple y 1(g) =d(g) =fg du. ¥ 54 g es ¢-simple, es La suma de una
funcibn u-simple con una funcién u-nula. Por tanto, g es u=-inte-

grable y fg du = I(g).

pEN Wi sucesidn de funciones rneales

que converge en u-medida hacia Lo funcibn nula. Supongamos dademds

3.10. LEMA.- Sea {5n}
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que, para cada n€N, es T(/ﬂn/)Goo,y:que 14,} es ¢-Cauchy (o

neN

sdea, Lim 7(/6n-6m/) =0). Entonces:
m,n

{1/§,/1} ey = 0

DEMOSTRACION:

a) Para cada BC)E, y para cada m,n€N, se tie-
nen: /6n/.XB</6mstB+/6n‘6m/.XB</ém/-XB+/6Vl'6m/-

RS W R T NN RN s W)

Con ello: 1(/§,/ g ) <TU/§,/ g )+ T(/§,~6,/)
/8, X ) <T(/§,/ %51+ TU/§,-6,/) -
Asi pues, 1T/ 8,0) g ) -TU/ 6,/ XV /<T(/§,~6,/).
Y entonces, para cada BCX, existe
eim 1(/4,/ ¥g)}, ey =LB).

+
Pero observemos que: para cadan€R , existe 1, €N tal que
n=n, = /7(/6VL/.XB—L(B)/<n, cualquiera que sea BCX. (Es decir,

la sucesidn { I(/ﬁn/.XB)} converge uniformemente respecto de

HEN

BCX). Basta observar que al ser {6n}n,__N sucesifn $-Cauchy, exis

te n, EN tal que n,m>p, = T(/ﬁn-ém/)<n/z.
Por otra parte, del hecho de que n=ry. =

=>/I(/6n/.XB)/-I(/6no/.XB)<n/z 5 podemos concluir algo mis:
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Existe p €ER’ tal que I(Xgl< o= T(XB°/6V5/ <n/4 (por el teorema de

continuidad II.7.1.).
Con ello, I(Xz)l<e= T(/ﬂn/.XB)<
< 7(/6”0/.XB+[7(/6;,1/.)(3)-7(/6”0/.)(3)] =
< T(/éno/.XB) +/7(/6n/.XB)~T(/6no/.XB)/ =
< UGy /Xy # UG8/ Vg 01 = 30, Y iy,

De donde se tiene que /L(B)/< 30/, <n,
O sea: para cada n€R+, existe DGR'*, tal que BCX con
T(xz)<p implica L(B)<n.

Brevemente, L(B)—> 0 si T(XB) > 0.

+ +
b) SeaeER . Por el apartado a), existe V'EN y existe SER™

tales que:

T(xg) <8 = /L(B)/=L(B)<e/s.
n=v' = /7(/6n/.xB)—L(B)/<€/5 5 para cada BCX.
Por el teorema 2.11, existe A' €A tal que
7(/6V'/.XX-A')<€/5'
Con 1o cual, L(X-A") = /L(Z-A')/</LR-A")-T(/f,,/Xg_s1)/ +
+ I(/ﬁv,/.xi_Ap)<€/5+€/5=2/58.

Por otra parte, como {én} - (0 en p-medida, si llamamos

neN

A’;‘ + {x€EX ; §,1x) > E }
50 1+ulA']]
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se tiene que

Lim p*(AZ) = 0.
n

Por consiguiente, existird v'E€N, tal que n=v" implica que

u*(A%) <s.

Llamemos v =max {v',v"}. Resulta que u*(A:) <8,

Elijamos A€A tal que ADA\E) y u(A)<§ , con lo que se ob-

tiene: x€ fi—A implica que x€ f(—A\E); y por tanto, Xx€ X-A implica

€

HE MBS somermesn
& 5[1+u(Ar)]

De donde se deduce que,

LIA" N R-A)IS e/5+ Ty, o goa) - 76,/ <

Seletll—F X )=c/etH—5 X, ,]=
5 S lA A T T
se/5 ———X[A')<Zc/5; (NGtese que X,EB).

5[1+u(A')] |

Como T(XAOA,}<7(XA) =¢(XA) =ulA)<s.

es LIANA")<e/s (NGtese que XAEB).

En resumen:

LIR-AI<2/5 , LIA'N(E-AII<2/5 y LIANA'<e/s.

159



MANUEL DIAZ CARRILLO

¢) Al ser I subaditiva, L(B) es funcidn subaditiva de

BE P(f{). Con ello, es

LIX) <L(X-A") +L[A" N (X-A)] +L(ANA") <&,
sin mids que teneren cuenta que

X =(X-A') U[A' N (X-A)] U (ANA').

A -l’ a
Y dado que OSL(X)<€ para todo €ER , debe ser L(X)=0.

Esto es,
Rind {TU/6, /1Y, ey = emTT(/§,/ X5}, = 0.

como queriamos.

3.11. LEMA.- S{ § es u-dintegrable, e I1(/§/) <+oo, también
4 es ¢-sumabte y ademds

I(§) =S4 du.
DEMOSTRACION:

Sea » -
{6n}nEN una sucesidn de funciones

u-simples tal que

{ 6n}n€N > % (en p-medida)

y que es p-Cauchy.

En esta situacidn se tiene:
a) La sucesidn { 6-6;1};";_&' §~ 0 en y-medida, evidentemente.
b) Se cumple que
T(/14-6,)- (46,0 /) = T(/§,-4,/) = S16 -4/ du 3
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por consiguiente, la sucesidn {6_6VL}VL€N es $-Cauchy.
Ademis,
TU/§-6, /) <TUG/ +T1/§, /1< + oo
Con esto, aplicando el lema 3.10., se tiene que
i p —
(TU/4-6,/) bpey ™ 0
Y en virtud del teorema I.6.6. de caracterizacidon, se de-

duce que § es ¢-sumable (o sea, §€B)), y ademis

T(§) =L (9§, )} = Lim [, du =f§ du.
n n

3.12. LEMA.- S{ § es u-integrable y no negativa, también

6€B+, y se Llene

¢, (§) =14 du.
DEMOSTRACION:

Definimos 6A=Aup{g€B;g<6}.
Evidentemente 6AEB+ v 65<6’

Vamos a ver que 6-64’ obviamente no negativa, es M-nula, con

+ + +
lo cual § pertenecerda a B , al se 5-6AEB+CB y al ser B esta-

ble por la suma.

En virtud de la definicidn equivalente de Heiden Uwe and
Der (cap.IIL,p.120),para cada n€N, existe gnES, 0<gn<6 . ¥
I8y du 218 du =17y
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Con ello, [/§-g,/ du =f(6-9n) di =S§d-fg, <1/ ;.

Por el teorema de la convergencia dominada (cap.IIIp.120)
resulta que {gn}nEEN tiende hacia §{ en p-medida, con lo cual se
tiene:

{x€X; /6(x)-6/3(x)/>€}= {xEX 3 6(x)—6é(x)>€}c
C {x€ex; ‘5(x)—gn(x)> €}= {gex; /6(x)-gn(x)/> € } para cadan€N.
Entonces, u*l {x€X; /§lx)-§,(x)/>e} ) <
< u*l {x€X; /5(x)—gn(x)/>e})-
Haciendo teneder n a infinito, concluimos que
WH{xEX; /glx)-f,(x)/>e ) =0,

AsT pues, 6—65 es y-nula. De paso queda claro que 6==6éy :

que

¢,(§) = I du.

NOTA: Por lo que se refiere a la demostracidn anterior, he-
mos de decir que hemos buscado en la bibliografia un resultado que
directamente afirmarse: "toda funcidn u-medible no negativa es If
mite en medida de una sucesibn creciente de funciones H-simples
no negativas y menores que §".

Hemos encontrado un resultado de Mertens (ref. 42) que asi
lo dice, pero su medostracidn (que omite porque dice que es ele-
mental), se basa en un resultado previo cuya demostracidn es in-

correcta. La proposicidn entrecomillada permite dar una demostra-=
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cidn inmediata del hecho de que 6—64 es una funcidn M-nula, sin
utilizar el teorema de convergencia ni,el teorema de la convergen
cia dominada.

De la demostracidn dada se deduce que la proposicidn entre-
comillada es cierta, pero tal vez se utilizan recursos demasiado

fuertes para su verificacidn.

3.13. LEMA.- S{ § es u-Antegrable y no negativa, puede ase

guranse que 4B, cuando § es acotada.

DEMOSTRACION:
+
En virtud del lema 3.12., 4E€B . .
+ ~ ~ ~
Veamos que, para cada FEB', es ¢+(6+F)<¢+(6) i [Fl .
+
Sea pues FEB, vy g€B tal que g<f{+F.

Elijamos SE€B tal que §<F. Con ello, g-8<{+ (F-9).
Si es A€A tal que g-8 se anula en X-A, se tiene:
9—6=FXA(9—6)<6‘XA+ (F~6)XA<1§.XA+F-5,
y por tanto, g<6.XA+F.

Elijamos una sucesidn {gn}nEN

ra 4 como en el lema 3.12. Con ello, g<XA(6-gn) +gn.XA+F<

de funciones py-simples pa-

<XA(6'QH) +9n+F 5 para todo MEN.
Sea €€ R . Si para cada n€N definimos el conjunto

An,e={xex; /§lx)-g, (x)/>e} se verifiga: !L;L,m “*(An,e} = 0.
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Por consiguiente, para cada n€N, existe A;CA tal que A;DAn’ey

s, se tiene que £Lim e =0,

si llamamos u(Af) = ¢
n P

n

Sea M una cota de 4. Por tanto, serid cota de 6—gn.
Como (§-g,).X, = (6-gn)oXAnA;%(é—gn).XA_A;:l , serd
(6_gn)‘XA<M°XA;‘L sk,
Con ello, g<M.XAn+e.XA+9n+F.

Ahora bien, los tres primeros sumandos del segundo miembro
son de B, por lo que $+(g) <$+(M.X ::L) +$+(€’XA) +$+(gn)+5;(F) <

< MulAS) +e.ulA) +4, (§) +o, [F).

Si hacemos tender # a infinito queda

olg) <e.ulA) +¢,(§) +¢,(F).
Y e tendiendo a cero, queda:
6(g) <6, (§)+ 9, (F).
En resumen, como g<{+F es arbitraria, resulta que
$+(6+F) <$+(6) +$+(F) para toda FEB+, como queriamos de-

mostrar.

3.14. TEOREMA.- S{ § es u-Lntegrable y no negativa, también

§ es d-sumable e I(§) =S4 du.
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DEMOSTRACION:

Bastard ver que §€B,, pues en tal caso,
1(§) = 1(4) =3(4) =8, (§) =S § du<too,

y seglin el lema 3.11., se obtiene el resultado.

Desde luego, 6€B+. Sea pues FE 3 y sea g€B, tal que
GgS{+F. Elijamos §EB tal que §<F. Con ello, g-8€B, por lo que
existe MER tal que g—6<M.v Ademds, F-6=0.

De una parte, (g-8)-(F-8)<g-6<M.
De otra, (g-8)-(F-8) <{. De las dos se deduce que
(g-8)-(F-8)<MA{,
vy por consiguiente, (g-8)<gAM+ (F-8],
de donde g-¢ <XA(6A M] + F-8x
siendo A€A tal que g-8 se anula en X-A.
Con ello, Q<XA(6AM) +E,
Ahora bien, segiin el lema 3.13., ya que (6AM).XA es U-in-
tegrable, no negativa y acotada, resulta que (6AM).XA€B+.
Por tanto, ¢+(g)<¢+[XA(6AM) +F] =
= ¢+(XA(6AM) ) +¢+(F) <¢_(4) +¢+(F).
+
Como antes, concluimos que 4€B .

3.15, COROLARIO.- Si § es u-integrable, § es ¢-sumable y

I(g)=S§ du.
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+ -
Basta con descomponer =4 -4 .

3.16. COROLARIO.- S{ 4 es u-medible y no negativa, entonces

%*
fEBe.

DEMOSTRACION:
Desde luego, si g€B y g=0, es u-integrable,
v por tanto HU-medible. Este hecho junto a las hipdtesis, nos per-
mite afirmar que §A g es u-medible.
Pero /A g/=4Ag<g , por lo que fAges u-integrable.

Por tanto, §A g es ¢-sumable, con lo que concluimos que

§E€B;

3.17. COROLARIO.- S{ ACX es u-medible (Lo que significa,

por definicion, que X, es u-medible}, se tiene que X, EBX.

A

La demostracidn es inmediata a partir del corolario 3.16.
Ni que decir tiene que este corolario lo que afirma es que los

conjuntos U-medibles son también ¢-medibles.

3.18. COROLARIO.- S{ § e u-medible, 1§+,5'EBj.

Es elemental a partir del corolario 3.16.
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3.19. NOTA: Cabe preguntarse si una funcién ¢-medible (lo
que por influencia del empleo de la integral abstracta de Lebesgue
significa, por definicidn, que es diferencia de dos funciones de
B:) es también p-medible. La respuesta a esta cuestidn es negati-
va, pues incluso una funcidn $-sumable no tiene por qué ser H-me-

dible como prueba el siguiente ejemplo.

EJEMPLO:
Consideremos X=N y A=P(N). Para cada AEA, se
define u(A) = + o si A es infinito.

y -1 - si A es finito.

Y u(A) 7
"neA (nti)

Con estas condiciones es facil probar que U es finitamente
aditiva y no es completamente aditiva.
En efecto:
a) Veamos que y es finitamente aditiva.
Siendo A=A UA con A NA=¢, se tiene que si algln A,

(£4=1,2) es infinito también A es infinito, y por tanto
niA) =u(A Jtu(A ) = + oo,

En cambio, si A 'y A, son finitos, A es finito, y enton-

ces

u(A) =u(A)+ u(A )< +oo.

b) Probemos ahora que u no es o-aditiva.
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Para ello, si tomamos A ={n} , desde luego Y A =N,
n nEN n

y sin embargo

©o

z 1
(N) =+oo # T u(A.) = > < +oo
g p=d % ped (nF1)

Notese que K=A=1X y el @ es el {inico conjunto u-nulo.

c) Si {an} nE N €S una funcidn ¥ -nula, el conjunto
{n€EN; /an/> €} es de medida nula para todo € € R”.
Resulta asi que, para cada € € R+, el conjunto {n€N; /an/> e}=0
Con ello, a, = 0 para todo n€EN.
La Gnica funcidn nula es la sucesidn constantemente igual
a cero. Las funciones u-s mples son las sucesiones casinulas.
Asimismo, las funciones ¢-simples son tambidn las casinulas. Y
asi, B=38,

Ademis, p* =y evidentemente.

Si {a }VLEN es una sucesidn casinula, se tiene
09 a
e, e )= fia} : —t .
=i nen ¢ n=0 (n+1)° -

Es inmediato que (N,B,$) es un sistema de Daniell-Bourbaki.

+
0 sea, para cada €€R’, existe 4, tal que
0<A€ED y ¢(é€)<€ (7)*

Sabemos que, para cada n€N , 4nf {4(n) ; sED} =

V

Sea 4, un elemento de D; existiri ny €N tal que 4, (n)=0, =n
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Existirdn 4, ,4, ,...,AVLOED tales que, para cada £=0,1,2,...,n4-1,
es
5 ) i TR, N
AL__'_](/L) =Za N ’
AL N TE

(1)*, D sistema dirigido inferiormente de funciones casinulas, no

negativas de limite cero.

Sea 0 = AOA AIA AZA e g /.syb.

Existira AEEU tal que AEQU, por ser D filtrante inferior-

mente. Con ello,

-1 s (L) -1 8,4 (L)
¢ (és) = X <X <& como queriamos.

i=0 Pttt i=p ptnt

Ahora bien, si § representa la sucesidn constantemente igual

+ - .
a uno, obviamente {€B =B, . Con lo que es facil ver que

. 1
I§) = T —— 5 <+eo.
n=0 (n+1)

Resulta asi que 4§ es ¢-integrable. En cambio, ninguna suce-
sidn {gi}ieNde sucesiones casinulas puede tender a { en H-medi-
da , ya que
K = (€N /§in-g n)/ >eh= (nEN; [1-g,(n)/ >e )
tiene u-medida, y por tanto u*-medida igual a %, por ser cada
9; casi-nula (si €< 1). Por consiguiente, la sucesidn {U*(AL)},{,EN

tiende a +%° para todo €€]10,11.
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Se puede dar una interpretacidn intuitiva que justifique
por qué este ejemplo es adecuado: si se hubiése definido la medi-

da de una parte cualquiera A de N por

1
uA)= = ey 3
neA (n#+1)

P 1 - s .
al ser la f 1 sumable seria una medida o-adi
e a familia { (VL+])'}VLENU s U 4,

tiva, y entonces, 1 seria u-integrable seglin es ficil ver.

Es muy frecuente en la literatura sobre el tema este hecho,
que hace posible que conjuntos de medida finita se consideren de
medida infinita.

El lector habrad observado que tanto por el métédo conjuntis
ta como por el método funcional, sdlo intervienen para el concep-
to de funciBn simple los conjuntos de medida finita; pero, aunque
queda un poco mids encubierto, en la definicifn de convergencia
em medida no es independiente el papel que juegan los conjuntos
de p-medida (6 p*medida) igual a+o°, El ejemplo que precede, con
la variante que podia haberse introducido para definir una medida
o-aditiva, permite ver con claridad que no sdlo los conjuntos de me
dida finita intervienen para decidir la M-integrabilida. En cambio, .
s6lo los conjuntos de u-medida finita intervienen en la definici-
on de ¢-integrabilidad.

Esta particularidad pensamos que es un dato clave para obte
ner ejemplos y contraejemplos.
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4, COMENTARIOS FINALES.

4.1,- Es de notar que Loomis (ref. 38, p.178) sugiere en su
trabajo la posibilidad de asignar como integral a cada funcidn
4 >0 perteneciente a B:?,nof(ﬁ), sino sup {I(§Ag) ; g€B,l.

Por ese camino obtiene su teoria de las integrales de Rie-
mann impropias, ampliamente aesarrollada en lo que se refiere a
teoremas de representacidn en el trabajo citado.

No nos ocupamos de la diferencia que supone dar una defini-
cidn tipo Pfeffer o una definicidn tipo Loomis, que tendria even-
tualmente que analizarse al estudiar procesos de iteracidn, ya
que esto presupone el manejo de teoremas de representacidn de un
funcional a partir de una medida finitamente aditiva.

Lo que si se aprecia a primera vista es que el
sup {I(40g); gEBO}, que es menor o igual que 2(6) no tiene

por qué coincidir con I({).

4,2.- Cabe pensar que podriamos haber asociado a u un sis-
tema de Loomis cuyo reticulo vectorial incluyese las funciones
y-nulas. Desde luego, de esta forma se habria conseguido que au-
tomdticamente toda funcidn p-nula fuese también ¢-nula. Pero al

menos hay una seria objecciBn, que es definitiva: en tal caso,

las funciones del reticulo vectorial no tendrian por qué ser aco-
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tadas y, por ejemplo, el teorema de continuidad no seria aplica-
ble. El lector puede repasar las demostraciones y darse cuenta

que es esencial el empleo de dicho teorema.

4.3.- Como queda visto, el método funcional permite hacer
una prolongacidn a una clase de funciones que no tienen por qué
ser finitas c.p.d., mientraé que el método de Dunford-Schwartz,
aun si se modifica para admitir la asignacidn de integral a fun-
ciones numéricas, la naturaleza de la convergencia en medida obli
ga a manejar funciones finitas c.p.d.

Aparte del interés que tiene el comparar la técnica funcio-
nal con la té&cnica conjuntista, el método funcional seguido tigne
inter&s y utilidad de por si. A titulo de ejemplo, consideremos
la eventualidad de tener como dato un sistema de Loomis del que
no se sepa encontrar efectivamente una medida finitamente aditiva

U que tenga a B como conjunto de funciones simples. Evidentemen-

te en esta situacidn es Gtil saber prolongar ¢ automiticamente.

4.4.- Puede suceder que una medida finitamente aditiva y,
que no sea g-aditiva, d& lugar a un sistema de Loomis que verifi-
que la condicidn de Bourbaki. Tal sucede en el ejemplo de la no-

ta 3.19.
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4.5.- E1 apartado anterior nos obliga a poner de manifiesto
que puede haber medidas finitamente aditivas cuyo sistema de Loo-

mis asociado no es siquiera de Daniell. Asi lo muestra el siguien

te
EJEMPLO:
Sea Xx=N, y A={A€EN; A es finito 6 N-A es finito}
a) Veamos que A es un dlgebra.
i) ©,NEA, Evidente.

ii) Si A€A, es N-A€A, Evidente.

iii) si A,BEA, es ANBEA,

En efecto, si uno de los dos conjuntos es finito, es
inmediato. Y si A y B son complementarios de un A, v B, respecti-
vamente, A, y B finitos, serd : N-(ANB) = AU B,

finito; luego en todo caso vale la propiedad de interseccidn.
iv) Si A,BEA, es A-BEA.

Se deduce trivialmente de la expresidn
A-B=AN (N-B).

v) 8i A,BEA, es AUBEA,

En efecto, si los dos son finitos, es evidente. Y si uno
de los dos es el complementario de un finito, el complementario

de AUB también es finito. En todo caso vale la propiedad unidn. .
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© &+
b) Definamos u: A —> R, por

0 si A es finito

uA) =

1 si A es infinito.
Veamos que M es finitamente aditiva.
i) u(®) =0. Evidente.
ii) si A,BEA, tales que ANB=¢ , se tiene que
u(AUB) = u(A) +u(B).
En efecto, si A y B son finitos es
u(AUB) = u(A) +u(B) = 0.

Si uno de los dos, por ejemplo A, es infinito, tambidnAUB
es infinito. Pero como BMNA =0 se cumple que (N-B)U (N-A) =N.
Ya que N-A es finito, debe ser N-B infinito, y por lo tanto B
serd finito (conviene tener presente que si B pertenece a A, o
B , o su complementario han de ser finitos).

En este caso es u(AUB) =yu(A) +u(B) =1.

c) Sin necesidad de caracterizar el conjunto de las funcio
nes M-nulas, ni el conjunto de las funciones U-simples (se puede
comprobar que son respectivamente el conjunto de las sucesiones

casinulas, y el conjunto de las sucesiones convergentes), es fa-

cil observar que una sucesidn casinula es una funcidn U-nula, y
que una sucesidn casiconstante es una funcibn p-simple cuya inte-
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gral es el 1imite de la sucesidn. El sistema de Loomis asociado
apyno puede ser de Daniell, ya que el subsistema de sucesiones

casiconstantes no lo es, segilin vimos.

4.6.- Conviene llamar la atencibn sobre el hecho de que se
podia haber asociado a una medida finitamente aditiva ¥ como espa
cio de funciones simples, con la integral elemental natural, el
espacio B' obtenido considerando combinaciones lineales de fucio
nes caracteristicas de conjuntos u-medibles finitos, y no sdlo
pertenecientes a A. Este espacio serd adecuado ( por no decir

obligado) para el estudio de las iteraciomes;
— > m 5 > m - m
u ¢u (¢u) y ¢ M ¢(¢},
a que nos referimos con mds detalle en 4.7.
A primera vista, ya que BCB', puede parecer que Bo<:B§ y
B: (e B;* . Pero no es inmediato, a priori, siquiera que B CB] .

. 4+
Por supuesto, es trivial que B CB' .

4.7.- Por Gltimo, queremos seflalar algunas cuestiones impor
tantes sugeridas por el tema que hemos desarrollado,aparte de las

suscitadas en los comentarios 4.1 y 4.6.

1) Cabe estudiar, si se parte de una medida v finitamente
aditiva, y se considera el funcional de Loomis correspondiente¢u,

qué relacidn hay entre W y la medida m0¢u) asociada a dicho fun-

175



MANUEL DIAZ CARRILLO

cional. Igualmente cabe estudiar la relacidn entre un funcional
de Loomis ¢ y el funcional de Loomis asociado a la medida m¢ aso-
ciada a ¢. Para abordar tal cuestidn, tendrian gran inter&s bue-

na parte de los trabajos a que nos referiamos en la introduccidn,

sobre teoremas de representacidn de funcionales.

Pensamos que, por analogia con lo que sucede para el caso
de que la medida inicial sea 0-aditiva, o que el funcional ini-
cial sea de Daniell, tal como viene exhaustivamente tratado en
[13] , habria que introducir el concepto de saturacidn y de com-
pletitud de una medida finitamente aditiva, para que el método
conjuntista y el funcional fueran en cierto sentido isomorfos,
puesto que para una medida o-aditiva son conceptos que intervie-

nen necesariamente en el estudio de la iteracidn.

Quizds abusemos, en una expresidn vaga -o si se quiere colo-
quial-, del té&rmino isomorfismo; nos remitimos a los trabajos de
Rodriguez-Salinas (ref. 46) y sus comentarios y precisiones acer-
ca del isomorfismo, planteado en este tema, por Kakutani (ref. 36),
para senalar que advertimos el cuidado cén que debe emplearse el

término.

2) Seria de desear que se pudiése hablar de una integral
abstracta de Lebesgue a partir de una medida finitamente aditiva.
El estudio de una integral abstracta de Lebesgue a partir de und

176



PROLONGACION DE UN FUNCIONAL DE LOOMIS NO NEGATIVO

medida viene muy bien tratado en [ 13], que la emplea esencialmen
te en su tratamiento de la iteracidn, y sobre todo en [9].

(Cudl es la principal dificultad? Creemos que la definicidn
de funcidn medible relativa a un semianillo de partes de un con=
junto. Pues obsé@rvese que en la definicidn de funcidn medible pa
ra la integral abstracta de Riemann a partir de una medida fini-
tamente aditiva U, se emplea de manera esencial dicha medida u,

( aparte de los trabajos ya citados, destacamos especialmente el
[21D;: ¥ en cambio, cuando se tiene una o-3lgebra de conjuntos,
el concepto de funcidn medible relativo a tal 0-3lgebra, indepen
dientemente de la particular medida O-aditiva que se considere.
En la bibliografia consultada no hemos visto tratado el tema. Pa
ra concretar este comentario, nos referiremos a una idea que vig
ne indicada‘en 116], en donde sugiere una definicidn del tipo
siguiente: Recordemos que si A es un g-dlgebra de subconjuntos de
X y f una funcidn numérica definida en X, se dice que §{ es medible
si y s8lo si la imagen inversa de cualquier boreliano pertenece a
A. Y el sistema de los borelianos es la minima g-3lgebra de sub-

conjuntos de R que contiene a los intervalos, propios o impropios,

de R.

Pues bien, si A es un semianillo de subconjuntos de X, ca-

bria considerar el minimo semianillo de partes de R que contiene

a los intervalos. De esta forma, una funcidn numérica definida -
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en X se llamaria medible si y s8lo si, la imagen inversa de un
elemento culaquiera de ese semianillo de partes de R fudse un
elemento del semianillo A.

Ni que decir Liene que, cualquier definicidn que se d&, de-
berd ajustarse en orden a que algunas.propiedades formales de las

funciones medibles se conserven: por ejemplo, la suma de funcio-=

nes medibles tiene que ser medible.

3) No es necesario citar todos los tratados de teoria de la
medida que dedican algunos capitulos a estudiar el caso en que
el espacio base del espacio de medida est& dotado de una topolo-
gia, lo cual d& lugar a toda una teoria muy desarrollada si la to
pologia citada es localmente compacta, y bastante menos si se péz
te de hipGtesis mds débiles (en | 46] viene muy bien resumida la

diferencia entre uno y otro caso).

Por otro lado, ya hemos citado trabajos acerca de funciona
les definidos es un espacio vectorial de funciones reales conti-
nuas sobre un espacio topol8gico. En lineas generalés pueden cla-
sificarse dos grupos: los que estudian el caso de que el espacio
base de un sistema de Loomis (X,B,¢) tenga una topologia localmen
te compacta de manera que las funciones de B sean continuas; y
los que estudian qué topologia se puede definir en X que haga con
tinuas las funciones de B, y de modo que X resulte ser localmente
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compacto ( a priori, por supuesto, no tiene por qué existir tal
topologia). En uno y otro caso, puede estudiarse qué topologia se
da a B para que ¢ sea continuo.

Vamos a citar especialmente una cuestidn que puede estudiar
se, generalizando resultados conocidos ( en [26] puede verse con
detalle el tema que resumimos).

Si se parte de un sistema de Loomis (X,B,$) tal que los ele
mentos de B son funciones reales acotadas, que B es stoniano y
separa puntos en X, y que X=§, la minima topologia en X que hace
continuas a las funciones de B coincide con la topologia inducida
en X, por una compactificacidn de X: la engendrada pér el &lgebra
de Banach de las funciones reales acotadas en X que tiene por ge-
neradores a 1, y a los elementos de B (el espacio compacto de sus
ideales maximales es el espacio compacto que, salvo identificacidn,
contiene al X, pedido). Puesto que el proceso de prolongacidn que
hemos desarrollado no exige para el sistema de Loomis todas esas

condiciones, y puesto que en la bibliografia consultada se emplean

muchas condiciones, nos parece interesante estudiar las condicio-

ne minimas.

5) Ya Hewitt en 1952 (ref. 35) hablaba de "enorme literatu-
ra" acerca de teoremas de representacidn del tipo de Riesz para
funcionales no necesariamente de Daniell. Casi treinta afos des-
puds se observa que los teoremas de representacidn siguen apare~
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ciendo, y no son, por supuesto, repeticiones ni meras generaliza-
ciones. Y,dado que todos esos trabajos tienen el denominador co-
min de que representan el funcional ¢ definido en B mediante una
integral abstracta de Riemann respecto de una medida finitamente
aditiva, se puede pensar en dos tipos de generalizaciones: a) re-
presentar el funcional prolongado a la clase &), b) representar

el funcional ( en B o en &)), empleando una previa integral abs-

tracta de Lebesgue.

5) Pensamos que nuestro trabajo permite su aplicacidn al es
tudio de funcionales positivos en espacios de sucesiones. Como
ejemplo concreto citemos el de un espacio de sucesiones con limite

generalizado mondtono.

Los cinco temas tratados brevemente, y que no hemos estu-
diado en esta memoria, nos parece que no son triviales, ni poco ex

tensos. En todo caso, creemos que queda justificado su inter@s.
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