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Presentacion

En la actualidad, uno de los problemas principales en la linea de investigacion sobre la
Formacion de Profesores de Matematicas, es estudiar el conocimiento profesional del
profesorado, donde se intenta analizar su naturaleza, las caracteristicas que lo
conforman, el grado de conocimiento matematico que tienen y han de tener los
profesores para desarrollar su tarea profesional. Dentro de estas perspectivas, nuestro
foco de interés se centra en el conocimiento profesional méas especifico, el conocimiento
que dispone el profesor para la ensefianza de las matematicas. En este trabajo
estudiamos el conocimiento especializado del profesor de matematicas; es decir, aquel
conocimiento que se pone en juego cuando se tiene la intencionalidad de ensefiar un

contenido matematico.

Para efecto de esta investigacion, nos focalizamos en comprender el conocimiento
especializado de dos profesores de matematicas expertos, un profesor de Educacién
Primaria y un profesor de Educacion Secundaria, que ensefian el tema de los nimeros
racionales. Estudiar el conocimiento de profesores expertos nos permite profundizar en
la comprension de las caracteristicas y naturaleza del conocimiento especializado del

profesorado que ensefia matematicas, objetivo de esta investigacion.

Este estudio se realiza dentro del Grupo de Investigacion Didactica de la Matematica
Pensamiento Numérico, del Departamento de Didactica de la Matematica de la
Universidad de Granada, centrado en una de las lineas prioritarias de trabajo,

“Formacion de Profesores de Matematicas”.

Organizamos el escrito en cinco capitulos. EI Capitulo 1 expone el area problematica
del estudio, el problema de investigacion y su justificacion, concluyendo con el

planteamiento del objetivo general y los respectivos objetivos especificos.



Presentacion

El Capitulo 2 organiza los referentes teoricos relacionados con nuestro problema de
investigacion. Desarrollamos tres ejes fundamentales: el conocimiento profesional del
profesor de matematicas, el andlisis didactico y la conceptualizacion de profesor

experto.

Relacionado con el conocimiento profesional del profesor de matematicas, exponemos
algunos antecedentes, especificamos distintos modelos tedricos emergentes para
estudiar el conocimiento del profesor, y describimos el modelo de Conocimiento

Especializado del Profesor de Matematicas (MTSK), referente principal en este estudio.

Para comprender el conocimiento matematico implicado en la practica, surge la
necesidad de disefiar herramientas que permitan hacer operativo el proceso de la
identificacion de conocimiento, con el fin de profundizar en su caracterizacion. Para
ello, establecemos una relacion tedrica entre el analisis didactico y el modelo de
Conocimiento Especializado del Profesor de Mateméticas (MTSK). El anélisis
didactico, que se fundamenta en los trabajos desarrollados por el grupo «FQM193.
Didactica de la Matematica. Pensamiento Numérico» del Departamento de Didactica de
la Matematica de la Universidad de Granada, lleva a definir y precisar categorias e
indicadores de conocimiento para aproximarnos a una comprension del conocimiento

del profesor en la préactica.

Por ultimo, examinamos qué se entiende por profesores expertos, presentamos
investigaciones relacionadas con esta problematica, para finalmente conceptualizar qué
se entendera por docente experto en esta investigacién. Describimos dos tipos de
caracteristicas para identificar a docentes expertos, que denominamos primarias y

secundarias, y que conforman nuestra conceptualizacion de profesor experto.

En el Capitulo 3 recogemos los fundamentos y procedimientos metodoldgicos que
sustentan al estudio. Describimos el disefio de investigacion, las técnicas utilizadas para
obtener la informacidn, asi como los instrumentos de andlisis de los datos. Finalmente,
enunciamos el proceso seguido para analizar la informacion, concluyendo con algunas

consideraciones sobre el rigor sostenido durante el proceso de investigacion.

12
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El Capitulo 4 presenta y describe el caso de dos profesores: Rodriguez y Rivera®, que
ensefian el contenido matematico escolar de las fracciones a nifios de 6° de Educacion
Primaria y 1° de Educacion Secundaria Obligatoria, respectivamente. En el contexto del
trabajo, los datos obtenidos son cualitativos, el andlisis se realiza a través de una
descripcion detallada interpretativa, basada en el andlisis de contenido de los textos,
considerando categorias elaboradas a priori. Realizamos una interpretacion conceptual

de los conocimientos que ponen de relieve los profesores en su practica.

Los resultados del andlisis permiten caracterizar el conocimiento especializado de cada
profesor. En el analisis comenzamos por identificar componentes del conocimiento
especializado, puestos de manifiesto a lo largo de la unidad didactica impartida por cada
docente, segin los indicadores de conocimiento establecidos previamente.
Posteriormente, hacemos una reconstruccion del conocimiento plausible (lo que se

puede inferir) de cada profesor, al ensefiar el tema de las fracciones.

En el Capitulo 5 exponemos las conclusiones referentes al conocimiento manifestado
por cada profesor, y examinamos el logro de los objetivos de la investigacion. En
sintesis, hemos apreciado que el profesor Rodriguez manifiesta un fuerte componente de
conocimiento didactico del contenido, centrado tanto en el conocimiento de la
ensefianza como en el de las caracteristicas del aprendizaje de las matematicas. Este
conocimiento va condicionando su préactica, hasta el punto de organizar su docencia de
manera original para enfatizar los aspectos que considera importantes de los nimeros
racionales, evitar los errores mas comunes en su aprendizaje y promover el uso de

diversas representaciones, entre otros aspectos.

El profesor Rivera pone de relieve un alto componente de conocimiento matematico del
tema, que se centra especialmente en dos de las tres dimensiones del significado del
namero racional, las situaciones que le dan sentido y las estructuras matematicas que los
caracterizan. También pone de manifiesto conocimiento de la estructura de las
matematicas, principalmente a partir del manejo de relaciones temporales de los
contenidos; es decir, enlaza contenidos previos con aquellos que se estudiaran en otros

niveles escolares.

! Nombres ficticios de los participantes del estudio.
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Presentacion

A partir de la comprension del conocimiento especializado de los sujetos informantes
del estudio, avanzamos en la caracterizacion del modelo MTSK. Especificamente la
relacion teorica establecida entre el analisis didactico y modelo MTSK, permitio tener
referentes concretos para profundizar en la naturaleza de cada uno de los subdominios

de conocimiento.

El informe se completa enunciando las contribuciones que aporta este trabajo a la
probleméatica que hemos planteado, sefialamos las limitaciones del estudio, y

finalizamos enunciando algunas lineas para continuar la investigacion.

Las referencias empleadas en el desarrollo del estudio y un resumen del presente trabajo
cierran este informe. También se adjuntan dos discos compactos que contienen los
anexos: andlisis didactico de los numeros racionales, descripcion de 33 clases,
comunicado para el consentimiento de los tutores de los estudiantes de los
establecimientos del estudio, audios y videos de las 33 sesiones de clases analizadas,

ademas de las transcripciones de dichas sesiones.
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Planteamiento de la investigacion

Es el maestro quien ha de transmitir al alumno lo que la humanidad ha aprendido sobre si misma y sobre
la naturaleza, todo lo que ha creado e inventado de esencial.
(Delors, 1994, La educacién encierra un tesoro, UNESCO, p.15)

El informe de la UNESCO (Delors, 1994) describe que el papel del maestro es
primordial en la ensefianza, es él quien hace despertar en los estudiantes el deseo de
aprender. Este informe Ilama la atencion sobre la importancia del papel del profesor y la
necesidad de organizar de manera conveniente la formacion inicial y continua de los
profesores. Desde estas perspectivas, el presente estudio aborda dos cuestiones que
estan relacionadas con ellas: el conocimiento profesional de los profesores,
especialmente el conocimiento especializado del profesor para la ensefianza de las

matematicas, y coOmo este conocimiento se manifiesta en la tarea de ensefianza.

El estudio que presentamos busca contribuir y profundizar en una de las areas
prioritarias, en la actualidad, en Educacién Matematica: el conocimiento profesional de
los profesores. A continuacion, presentamos la problematica del estudio, la delimitacion
del problema, explicamos ademas la pertinencia de la investigacion y finalizamos con la

presentacion de los objetivos que guian el estudio.

1.1 AREA PROBLEMATICA

Actualmente, uno de los problemas principales en la linea de investigacion de
Formacion de Profesores de Matematicas es estudiar el conocimiento profesional del
profesorado (Cardefioso, Flores y Azcarate, 2001; Chapman, 2014; English, 2008;
Godino, Carrillo et al., 2012; Heid, Grady et al., 2014; Hoover, 2014), en el cual se
pretende, fundamentalmente, analizar su naturaleza, las caracteristicas que lo
conforman, y el grado de conocimiento matematico que tienen y han de tener los

profesores para desarrollar su tarea docente.
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El informe de la UNESCO (2012) manifiesta que los profesores son la clave para un
desarrollo positivo y sostenible de los sistemas de educacion; componen el principal
desafio para una educacion matematica de calidad (p. 25). Las habilidades, los
conocimientos, las actitudes y las practicas de los docentes son algunos de los factores
considerados como influyentes en el aprendizaje estudiantil (OCDE, 2005). Ademas, el
profesor de matematicas es un actor importante en la actividad que se genera en el aula,
es un gestor de conocimiento; esto y otros factores han llevado a los investigadores a
centrarse en la comprension que tienen los profesores del contenido que ensefian, siendo
un tema oportuno y de suma importancia para el campo de la Educacién Matematica
(Bass, 2007; Spangler, 2014).

El estudio comparativo internacional Teacher Education Study in Mathematics (TEDS-
M), perteneciente a la Asociacion Internacional para la Evaluacion del Rendimiento
Educativo (IEA), sobre la formacion inicial del profesorado de matematicas en
Educacién Primaria y en la Secundaria Obligatoria, ha dirigido la atencion
preliminarmente a estudiar los conocimientos matematicos y didacticos que han
adquirido los profesores en formacion. Es decir, indagan sobre qué conocimientos
tienen y qué saben hacer los profesores en formacion de diversos paises, ademas del

impacto que los programas tienen en la formaciéon del profesorado.

En uno de los estudios especificos realizados por el TEDS-M abordan la pregunta de
investigacion “¢;Cudl es el nivel y la profundidad del conocimiento matematico y su
didactica que adquieren los futuros profesores de Educacion Primaria y Educacién
Secundaria Obligatoria al final de su programa de formacion?” (Tatto, Schwille, Senk,
Ingvarson, Peck y Rowley, 2008, p. 13). Esta problematica se retoma en el libro
publicado recientemente International perspectives on teacher knowledge, beliefs and
opportunities to learn. TEDS-M results (Blomeke, Hsieh, Kaiser y Schmidt, 2014), en
el cual todos los estudios presentados se centran en la importancia de profundizar en el

conocimiento matematico para la ensefianza.

En la linea del conocimiento profesional del profesor de matemaéticas existe una
tendencia a estudiar a futuros profesores, siendo necesario el trabajo empirico centrado
en el aula. Profundizar en el conocimiento necesario para la ensefianza de profesores en
ejercicio, en sus propias instituciones y clases, sigue siendo una tarea inconclusa

(Hoover, 2014). Estudiar el conocimiento de los profesores y comprender la I6gica con
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gue ponen en juego diversos conocimientos en el desarrollo de su tarea profesional, es

un tema latente en educacién en la actualidad.

En las reuniones anuales celebradas por el International Group for the Psychology of
Mathematics Education (PME) se evidencia una preocupacion constante respecto al
estudio del conocimiento profesional del profesor de matematicas, lo que lleva a
investigadores a generar distintos modelos para organizar el conocimiento del profesor
de matematicas. Por ejemplo, en el PME33 (2009) celebrado en Grecia, se discutieron
tres perspectivas: Mathematical knowledge for Teaching (Ball, Thames y Phelps, 2008),
Knowledge Quartet (Rowland, Huckstep y Thwaites, 2005) y Mathematics for teaching
(Davis y Simmt, 2006).

Deborah Ball y su equipo presentan el modelo MKT (Mathematical Knowledge for
Teaching), que surge de los estudios referente a la practica docente, en el nivel primario
del &mbito matematico, y de la identificacion de las tareas habituales que realizan los
profesores, quienes requieren de conocimientos especificos para desarrollar su labor
profesional. Estos autores distinguen dentro del modelo MKT dos grandes dominios de

conocimiento: el conocimiento del contenido y el conocimiento didactico del contenido.

Tim Rowland y colaboradores estudian el conocimiento de los contenidos matematicos
de los profesores en formacién de Educacion Primaria y las formas en que este
conocimiento se manifiesta, tanto en los procesos de planificacion como en la
ensefianza. Este grupo desarrolla un marco tedrico denominado Knowledge Quartet
(KQ) que surge inductivamente, a partir del analisis de clases impartidas por estudiantes
para profesores. EI modelo estda compuesto por cuatro dimensiones: fundamento,

transformacion, conexion y contingencia.

Por dltimo, Brent Davis presenta una investigacion que se centra en estudiar cémo
aprenden los profesores, basandose en el “estudio conceptual” (concept study). Es decir,
en el analisis de las estructuras logicas de base de los conceptos (comprension
matematica de los conceptos o tema) y el estudio o analisis de la leccidn, que permite al
profesor mejorar la calidad de la ensefianza y enriquecer las experiencias de aprendizaje
de los estudiantes.

El CERME 8 (Congress of the European Research in Mathematics Education),
celebrado el afio 2013 en Turquia, permitié al grupo de trabajo 17, (From a study of

teaching practices to issues in teacher education), discutir investigaciones centradas en
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las practicas de ensefianza, siendo uno de los temas de debate el conocimiento del
profesor. Carrillo, Climent, Contreras y Mufioz-Catalan (2013) presentaron el modelo
de Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (Mathematics Teacher’s
Specialised Knowledge — MTSK), que parte de la base de identificar el conocimiento
del profesor de matematicas que solo tiene sentido para él, por tanto se considera que el
conocimiento del docente que ensefia matematicas es un conocimiento especializado.

En el Capitulo 2 detallamos estos referentes teoricos.

Los temas enunciados siguen siendo abordados en las reuniones internacionales de
Educacion Matemética, en las que se observa un aumento en las investigaciones
centradas en el profesor y en su practica docente. English (2008) indica que en el
ICME-10 (International Congress on Mathematical Education), dos tercios de las
investigaciones tienen como foco de atencion al profesor en contraste con un tercio de
los estudios que se centran en los estudiantes. Estos aspectos se ven reflejados en las

nuevas revistas de profesores que han ido surgiendo en los Gltimos tiempos.

Es evidente que existen inquietudes acerca de cdmo delimitar el conocimiento y las
habilidades del profesor, y cdmo esta cuestion repercute en la tarea de ensefianza
(Schoenfeld, 2010a). De lo expuesto, se desprende el interés por estudiar el
conocimiento del profesor, especialmente el conocimiento que manifiestan los docentes

al ensefar un tema matematico.

El informe Teachers for Tomorrow’s Schools (OCDE, 2001), que analiza los
indicadores educativos desarrollados por la OCDE/UNESCO (World Education
Indicators— WEI), destaca que es indispensable obtener este tipo de informaciones a un
nivel micro, pues se requieren evidencias que provengan directamente del aula, de modo
qgue permitan comprender los problemas reales de la educacién. Ma (1999),
inspirandose en los aportes tedricos de Dewey, insiste en la necesidad de comprender de
manera mas profunda lo que realmente pasa en las aulas; para ello, se debe descubrir la

realidad a la cual uno pertenece.

En el afio 2010 realizamos un estudio sobre el conocimiento matematico para la
ensefianza y la calidad matematica de un proceso de instruccién de un profesor de
Educacién Primaria (Rojas, 2010). Nos centramos en el analisis de una sesion de clase
donde se ensefiaba el contenido matematico escolar de las fracciones. La investigacion

permitié identificar distintos tipos de conocimientos matematicos activados por el
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docente al ensefiar el tema en cuestion. Asimismo, a partir de la aplicacion de unas
categorias para medir la Calidad Matematica de la Instruccion (Hill, Blunk,
Charalambous, Lewis et al., 2008), obtuvimos que la instruccion impartida por el
profesor era activa, es decir, centrada en el planteamiento de problemas matematicos; la
rigueza matematica era media, en la que se prestd mas atencion a la presentacion del
contenido que a promover generalizaciones e incitar a resolver problemas por
procedimientos multiples (Rojas, 2010). Esta investigacion abordo el estudio del
conocimiento del profesor, a partir de la observacién directa de su actuacion en aula. El
profesor participante era un maestro, reconocido como un buen docente por sus pares y
su entorno. En el proceso estudiado caracterizamos el conocimiento del profesor, a
partir de su practica, apreciando un estilo de trabajo muy ligado a los materiales

curriculares, para ensefar las fracciones.

Partimos de que si deseamos comprender el conocimiento profesional de los profesores
de matematicas, necesitamos estudiar a profesores que se distinguen por la amplitud de
conocimientos (profesores expertos). En general, comprender la ensefianza de expertos
es la clave para el desarrollo profesional: “si uno sabe qué encierra la ensefianza
experta, esperaria encontrar formas de ayudar a que los profesores desarrollen tales
competencias” (Schoenfeld, 2011, p.333). También puede servir como base para la
discusion con otros profesores sobre problemas reales de la ensefianza de un contenido,
0 para abordar procesos de formacion continua del profesorado, asi como para la
elaboracion de planes de formacion mas acordes con las caracteristicas de los docentes
(Blanco, 1997).

Contar con buenos docentes es garantia de buenas experiencias de aprendizaje (OCDE,
2005); asimismo, estudiar las practicas seguidas por estos docentes puede conducir a
comprender la l6gica de los procesos de ensefianza efectivos. En lo que sigue,
presentamos algunos antecedentes de investigaciones con profesores expertos (para mas

detalle ver Capitulo 2).

1.1.1 Profesores expertos

Los estudios que llevan a conocer y comprender los enfoques de las practicas efectivas
o de las buenas préacticas, han vuelto a tomar protagonismo en la actualidad (Kaiser y
Li, 2011; Mufioz-Catalan y Carrillo, 2012; Yang, 2014). El libro titulado Expertise in

Mathematics Instruction (Li y Kaiser (Eds.), 2011) contiene una coleccion de
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investigaciones relacionadas con la pericia (expertise) de profesores de matematicas de
paises de alto rendimiento en educacién (China, Japon, Singapur, Corea del Sur y
Taiwan). Este libro deja de manifiesto que existe una variedad de perspectivas para
identificar a profesores expertos. Chi (2011) considera que estos docentes se diferencian
de otros por la amplitud de conocimientos, lo que les permite abarcar maltiples formas
de conceptualizar las matematicas elementales, disponer de conocimientos sobre el
origen curricular y conceptual de la materia a ensefiar; haciendo uso ademas de
representaciones variadas y conectando los contenidos con los de otros niveles

escolares.

En una investigacion realizada por Li, Huang y Yang (2011) se concluye que los
docentes expertos del estudio en cuestion tienen profundo conocimiento de la materia en
el nivel que ensefan; identifican apropiadamente los aspectos que conllevan dificultades
a los estudiantes, ponen énfasis en el desarrollo del pensamiento y habilidades
matematicas de los alumnos, usan la resolucién de problemas matematicos para la
mejora efectiva de la instruccion, centran la instruccion en el estudiante y motivan a sus

alumnos.

Schoenfeld (2011) hace referencia a una caracterizacion de profesor experto partiendo
de que “los profesores en el momento de la toma de decisiones acttan en funcion de sus
orientaciones (creencias, valores, preferencias, etc.), los objetivos (que se establecen en
funcion de sus orientaciones) y sus recursos (especialmente su conocimiento)” (p.337).
Considera que cualquier decision hecha por el profesor en determinado contexto, puede
ser modelada en funcion de estos tres componentes: orientaciones, objetivos y recursos.
Esto lleva a considerar que el desarrollo de un profesor experto depende de estas tres
caracteristicas y de la relacion que se establece entre ellas. Por tanto, un profesor
experto ha de tener un conjunto de orientaciones consistentes: un amplio conocimiento
del contenido a ensefiar, ya que eso permite organizar el proceso de ensefianza sin
dificultad y generar discusiones en la clase de temas complejos; promover la
participacion en el aula, haciendo uso de los comentarios de los estudiantes para lograr
interacciones productivas en la clase; y presentar a sus estudiantes el material de manera
clara (Schoenfeld, 2011).

De las caracteristicas que distinguen a los profesores expertos, inferimos que estos

docentes tienen ampliamente desarrollado el conocimiento del contenido y el
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conocimiento didactico del contenido, lo que permitiria extraer informacion relevante
relacionada con los dominios de conocimientos necesarios para la ensefianza de las

matematicas.

Debemos considerar que la caracterizacion de profesor experto estd mediada por las
orientaciones de los investigadores. Por ejemplo, Li, Huang y Yang (2011) identifican a
los profesores expertos por ser personas con valores morales y culturales; es decir,
aquellos que representan un modelo a seguir para otros docentes. Los profesores
expertos demuestran una ensefianza ejemplar, se distinguen por el nivel de logros en sus
estudios (licenciatura, master, doctorado), por su experiencia de ensefianza y por haber

sido premiados o distinguidos.

Como vemos, la identificacién y seleccion de profesores expertos depende de los
criterios que adopten los investigadores, volviendo a ser conveniente establecer criterios
para dichos procesos. Parte de estos criterios aluden a aspectos que se pueden apreciar
de manera objetiva (distinciones, premios, grado de estudio, etc.), pero también se han
empleado otros criterios para definir la experiencia, basados en destrezas profesionales.
Por tanto, apreciamos que los profesores expertos pueden tener un mayor nivel de
conocimientos, ser capaces de estructurar la ensefianza y los procesos de aprendizaje de
manera efectiva y orientada a los objetivos. Ellos ven el proceso de forma holistica,
combinando la ensefianza con los contenidos, organizan la ensefianza y los procesos de
aprendizajes respecto de las necesidades de los estudiantes (Kaiser y Li, 2011).
Considerando el segundo tipo de criterios, se evidencia el interés en profundizar en el
contenido especializado del profesor de matematicas, especialmente de profesores
expertos. Reflexionar sobre estos dos tipos de criterios nos llevard a apreciar como se

articulan y el papel que juegan en nuestra investigacion.

Debido al papel que se les concede a los profesores expertos (definidos por criterios
precisados en la investigacion), para la linea de investigacion que se ocupa de la
formacion de profesores de matematicas, es de relevancia comprender cual es el
conocimiento profesional de estos docentes y analizar cdmo se organiza, ya que el
estudio en profundidad de los conocimientos observados en profesores con un cuerpo
consistente y dinamico de conocimiento puede brindar una comprension profunda en

aspectos matematicos y didacticos del contenido (Grossman, Schoenfeld y Lee, 2005).
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1.1.2 Los nimeros racionales

En Educacion Matematica un gran nimero de investigaciones se han centrado en
estudiar las caracteristicas de la comprension de las fracciones y los nimeros racionales
que presentan los estudiantes en determinados niveles escolares (por ejemplo, Dickson,
Brown y Gibson, 1984; Kieren, 1992; Lamon, 2007). Los numeros racionales en
general, y la expresion fraccionaria en particular, es uno de los conceptos mas
complejos que los estudiantes abordan en sus primeros afios escolares, al aparecer bajo
distintos significados (parte-todo, medida, cociente, operador, razén) que se relacionan
entre si. Asimismo, es un contenido que se va construyendo de manera gradual, lo que
aumenta su complejidad (Kieren, 1980; Llinares, 2003; Llinares y Sanchez, 1997). Los
estudios dejan de manifiesto los distintos factores predominantes que dificultan el

aprendizaje de las fracciones.

Por otra parte, existen numerosas investigaciones que estudian el conocimiento sobre
las fracciones de profesores en formacion y en ejercicio, apreciando, por ejemplo, que
algunos profesores presentan las mismas dificultades que los estudiantes respecto a las
fracciones (Ball, 1990; Gairin, 1998; Klein y Tirosh ,1997; Llinares y Sanchez, 1997;
Llinares y Sanchez, 1991; Ma, 1999; Pinto y Tall, 1996). Klein y Tirosh (1997) evalian
el conocimiento didactico del contenido tanto de profesores en formacion como en
ejercicio y obtienen que los docentes en formacion, muestran bajo conocimiento sobre
los problemas verbales de multiplicacion y division con numeros racionales, mientras
los profesores en ejercicio identifican las respuestas incorrectas a problemas sobre los
nameros racionales, pero no los posibles origenes de los errores, concluyendo de ello
que los profesores tienen una comprension procedimental del contenido. Estos
resultados sugieren que el conocimiento de los docentes referente al contenido

matematico de los nimeros racionales, en ocasiones, es débil.

Ma (1999) estudia el conocimiento profesional para la ensefianza de las matematicas de
algunos profesores de Educacion Primaria de Estados Unidos y de China. La autora
aborda distintos contenidos matematicos escolares (resta, multiplicacion con nimeros
de varios digitos, division de fracciones y relacion entre area y perimetro) con los
profesores del estudio y da cuenta de las diferencias de conocimiento del contenido y de
la comprension que tienen sobre estos temas matematicos. La investigacion concluye

mostrando que los profesores chinos tienen una comprension profunda de las
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matematicas fundamentales; es decir, logran una comprension conceptual de la
matematica elemental y son capaces de relacionar y conectar los distintos temas con
otros de niveles mas avanzados y con aquellos mas complejos. Asimismo, estos
docentes disponen de un amplio repertorio de estrategias didacticas para representar y
explicar el contenido matematico. El estudio mencionado logré profundizar sobre la
ensefianza de algunos temas matematicos, comprendiendo sus fundamentos y principios
basicos subyacentes a los contenidos. Esto permitio reflejar la riqueza de conocimiento
de la materia que los profesores chinos presentaban, destacandose la integracion de
aspectos del conocimiento matematico y didactico del contenido.

Con estos aportes, hemos comenzado por identificar una problematica central que guia
nuestra investigacion, el estudio del conocimiento profesional del profesor para la
ensefianza de las matematicas y como se pone de manifiesto en su practica de aula.
Luego, hemos aludido al interés de centrarnos en comprender el conocimiento que tiene
y pone en juego el profesor experto mientras ensefia, para profundizar en aspectos
matematicos y didacticos del contenido, sobre el que distinguimos el interés de realizar
estudios micro, concretados en un estudio de casos. Finalmente, hemos concretado
focalizarnos en el estudio del conocimiento y la ensefianza del contenido especifico de

los nimeros racionales.

Consideramos necesario restringir la investigacion al caso de dos profesores que
ensefian el tema de los nimeros racionales. Nos centramos en los niveles de Educacion
Primaria y Secundaria Obligatoria, ya que este tema es de transicion en estos niveles.
Seleccionamos a un profesor de cada nivel educativo para apreciarlos en el entorno que

lo caracteriza, las respectivas aulas de clases.

El profesor de Educacion Secundaria tiene una amplia formacion matematica
universitaria, por lo que puede establecer relaciones y conexiones entre los contenidos
desde la propia matematica, siendo interesante comprender cOmo este conocimiento se
manifiesta en la tarea de ensefianza. Igualmente, examinar la actuacion profesional del
profesor de Educacion Primaria, nos puede brindar informacion, especialmente sobre el
conocimiento didactico de los nameros racionales, sobre los modos de proceder en
matematicas y coOmo estos se ponen en juego en el proceso de instruccion, dandonos una
idea mas clara del conocimiento profesional que se genera en su practica sobre este

contenido matematico.
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En la seccién siguiente revisamos el curriculo espafiol, principalmente los apartados
relacionados con la ensefianza de los numeros racionales, debido a que los profesores
sujetos de estudio de la investigacion imparten su docencia en el sistema educativo
espafiol. Contemplamos a docentes de este sistema educativo por disponibilidad de los
informantes (en la Comunidad Auténoma de Andalucia), por el contexto fisico en donde
desarrollamos la investigacion y, finalmente, porque es un tema latente de estudio en el
grupo de investigacion DESYM (Formacién Inicial y Desarrollo Profesional de los
profesores de Ciencias-Didactica de las Ciencias Experimentales, Sociales vy
Matematicas), en el cual se enmarcan las actividades del Seminario de Investigacion en
Didactica de la Matematica (SIDM) del que forman parte la doctoranda y los directores

de este trabajo.

1.1.3 Sistema educativo espafiol

El sistema educativo de Espafia esta organizado en cinco niveles educativos: Infantil,
Primaria, Secundaria Obligatoria, Bachillerato y Educacion Superior, como se ilustra en

la Figura 1.
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trabajo

TN

| A/
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O [12.16]  gachillerato

5 [6,12] Secundaria

(0,6]  Primaria

Infantil

Ty

[6,16] Educacion obligatoria

Figura 1. Niveles educativos en Espaiia

La Educacion Infantil constituye la etapa educativa que atiende desde el nacimiento
hasta los 6 afios de edad; es de caracter no obligatorio. Por otra parte, la Educacion
Primaria tiene caracter obligatorio, comprende tres ciclos de dos afios cada uno, que se
siguen ordinariamente entre los 6 y 12 afios de edad, como se detalla en la Tabla 1.

Tabla 1. Educacion Primaria diferenciada por ciclos educativos
Ciclo Edad
1° Inicial (1°y 2°) [6-8] afios
2°  Medio (3°y 49 [8-10] afios
3°  Superior (5°y 6°)  [10-12] afios

Ensefianza Primaria
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La Educacion Secundaria Obligatoria (ESO), como su nombre lo indica, es una etapa
educativa obligatoria que atiende a estudiantes entre 12 y 16 afios de edad y consta de

cuatro cursos academicos (ver Tabla 2).

Tabla 2. Ensefianza Secundaria Obligatoria (ESO)

Ciclo Edad
1° [12-14] 1° ESO
Ensefianza Secundaria afos o
Obligatoria 2°ESO
2° [14-16] 3° ESO
anos 4° ESO

La Ensefianza Secundaria Obligatoria completa la educacion basica del sistema
educativo espafiol, que en total comprende diez afios de escolaridad y se desarrolla de
forma regular entre los 6 y los 16 afios de edad. La finalidad de la educacion obligatoria
es proporcionar a todos los estudiantes una educacién comun que haga posible la
adquisicién de los elementos béasicos culturales, los aprendizajes relativos a la expresion
oral, a la lectura, a la escritura y al célculo aritmético, asi como una progresiva

autonomia de accidn en su medio.

El Bachillerato (Educacion Secundaria Postobligatoria) es la etapa educativa posterior a
la Educacion Secundaria, es de caracter voluntario y pueden acceder los estudiantes que
estén en posesion del titulo de graduado en Educacién Secundaria Obligatoria.
Comprende dos cursos académicos que se realizan entre los 16 y 18 afios de edad. Tiene
como finalidad formar y preparar a los estudiantes conforme a sus perspectivas e
intereses de formacion, que les permita incorporarse a la Educacion Superior. Al
concluir el bachillerato los estudiantes estan habilitados para continuar su proceso
educativo formal, a través de la Educacion Superior. A continuacién, detallamos los
contenidos referentes a los nimeros racionales segun el curriculo escolar espafiol en los

niveles mencionados.
Contenidos matematicos descritos en el curriculo educativo espafiol

El curriculo espafiol se entiende como el conjunto de objetivos, competencias basicas,
contenidos, meétodos pedagogicos y criterios de evaluacion de cada una de las
ensefianzas reguladas en la Ley Organica de Educacion 2/2006 del 3 Mayo. Este

documento deja de manifiesto que el area de conocimiento de las matematicas tiene un
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lugar importante en la educacion béasica, asi como en los primeros cursos de

bachillerato.

A

lo largo de la escolaridad basica, los estudiantes han de aprender matematicas

utilizando contextos funcionales vinculados con situaciones de la vida diaria, para

adquirir paulatinamente conocimientos mas complejos, a partir de las experiencias y los

conocimientos previos. Los objetivos que se buscan desarrollar en la Educacion

Primaria y en la ESO, en la ensefianza de la matematica, son los descritos en la Tabla 3.

Tabla 3. Objetivos que se persigue desarrollar en la Educacion Primaria y Secundaria

28

Obijetivos para Educacion Primaria

Utilizar el conocimiento matematico para comprender, valorar y producir informaciones y
mensajes sobre hechos y situaciones de la vida cotidiana.

Reconocer situaciones de su medio habitual para cuya comprension o tratamiento se
requieran operaciones elementales de célculo, formularlas mediante formas sencillas de
expresion matematica o resolverlas utilizando los algoritmos correspondientes.

Apreciar el papel de las matematicas en la vida cotidiana, disfrutar con su uso y reconocer
el valor de las actitudes como la exploracién de distintas alternativas.

Conocer, valorar y adquirir seguridad en las propias habilidades matematicas para afrontar
situaciones diversas.

Elaborar y utilizar instrumentos y estrategias personales de calculo mental y medida, asi
como procedimientos de orientacion espacial.

Utilizar de forma adecuada los medios tecnoldgicos tanto de calculo como en la busqueda,
tratamiento y representacion de informacion.

Identificar formas geométricas del entorno natural y cultura, utilizando conocimiento de
sus elementos y propiedades para describir la realidad y desarrollar nuevas posibilidades de
accion.

Utilizar técnicas elementales de recogida de datos para obtener informacion sobre
fendmenos y situaciones de su entorno.

Obijetivos para Educacion Secundaria Obligatoria

Mejorar la capacidad de pensamiento reflexivo e incorporar al lenguaje modos de
argumentacion.

Reconocer y plantear situaciones susceptibles de ser formuladas en términos matematicos.
Cuantificar aquellos aspectos de la realidad que permiten interpretar mejor.

Identificar elementos matematicos presentes en los medios de comunicacion.

Identificar las formas y relaciones espaciales que se presentan en la vida cotidiana.
Utilizar de forma adecuada los distintos medios tecnholdgicos.

Actuar frente a los problemas que se plantean en la vida cotidiana.

Elaborar estrategias personales para el analisis de situaciones concretas.

Manifestar una actitud positiva ante la resolucion de problemas.
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Tabla 3. Objetivos que se persigue desarrollar en la Educacion Primaria y Secundaria

- Integrar los conocimientos matematicos en el conjunto de saberes que se van adquiriendo
en las distintas areas.

- Valorar las matematicas como parte integrante de nuestra cultura.

En el Real Decreto 1513/2006, de 7 de diciembre (Ministerio de Educacion y Ciencia,
2006b), se establecen las ensefianzas minimas de la Educacion Primaria. En este
documento se enuncian los contenidos correspondientes al eje de matematica en
Educacién Primaria organizandose en cuatro bloques tematicos: NUOmeros vy
operaciones, Medida, Geometria y Tratamiento de la informacion, azar y probabilidad.
La resolucion de problemas constituye uno de los ejes principales de la actividad
matematica y es fuente y soporte principal del aprendizaje matemaético en la educacion
basica. Nos centramos en los contenidos basicos de las ensefianzas minimas descritos
para matematicas y especificamente en el bloque de NUmeros y operaciones (que busca
desarrollar el sentido numérico; es decir, el dominio reflexivo de las relaciones
numéricas que pueden expresarse en habilidades para descomponer nimeros de forma

natural, utilizar las propiedades y relaciones entre operaciones, entre otras).

En el Real Decreto 1631/2006, de 29 de diciembre (Ministerio de Educacién y Ciencia,
2006¢c), se establecen las ensefianzas minimas correspondientes a la Educacion
Secundaria Obligatoria. En este documento se enuncian los contenidos correspondientes
a la materia de Matematicas de los cuatro cursos que conforman la Educacién
Secundaria, al ser un area comun en todos los niveles escolares. Los contenidos se
distribuyen en cinco bloques: NUmeros, Algebra, Geometria, Funciones y Graficas, y
Estadistica y Probabilidad, ademas, la resolucion de problemas es un bloque de

contenido comun que constituye el eje transversal de los contenidos matematicos.

En la Tabla 4, especificamos los contenidos matematicos por cada nivel escolar,
relacionados con los numeros racionales, correspondientes a Educacion Primaria y

Educacién Secundaria Obligatoria.

Tabla 4. Contenidos correspondientes al eje de matematica en Educacion Primaria y
Secundaria

Educacién Primaria

Ciclo Bloque de NUmeros
1° - Situaciones de recuento, medida, ordenacién y expresion de cantidades en
(Inicial) situaciones de la vida cotidiana.

- Lecturay escritura de niameros (N), orden y relaciones entre nimeros y
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Tabla 4. Contenidos correspondientes al eje de matematica en Educacion Primaria y

Secundaria
comparacion de nimeros en contextos familiares.

- Operaciones, suma (juntar y afiadir), resta (separar y quitar), multiplicar
(ndmeros de veces) (N).

- Sistema de numeracion decimal y el valor de posicion de las cifras, en

2° situaciones reales.
(Medio) - Numeros fraccionarios, en contextos reales, para expresar particiones y
relaciones.

- Comparar fracciones sencillas mediante ordenacion y representacion grafica.

- Se persiste con el estudio de los nimeros enteros, decimales y las fracciones.

30 - Fracciones equivalentes, ordenar fracciones (por comparacion y
(Superior) representacion grafica), expresion de partes utilizando porcentajes y establecer
correspondencia entre fracciones sencillas.

- Operaciones.

- Porcentaje.

Educacion Secundaria Obligatoria
Curso Bloques: Nimeros, Algebra, Geometria, Estadistica y probabilidad

- Fracciones y decimales en entornos cotidianos. Diferentes significados y usos
de las fracciones.

- Operaciones con fracciones: suma, resta, producto y cociente.

- Numeros decimales. Relaciones entre fracciones y decimales.

- Razbn y proporcion. Identificacion y utilizacion en situaciones de la vida

10 cotidiana de magnitudes directamente proporcionales. Aplicacion a la
resolucion de problemas en las que intervenga la proporcionalidad directa.

- Porcentajes para expresar composiciones o variaciones. Céalculo mental y
escrito con porcentajes habituales.

- Identificar relaciones de proporcionalidad directa a partir del andlisis de su
tabla de valores. Utilizando de contraejemplos cuando las magnitudes no sean
directamente proporcionales.

- Relaciones entre fracciones, decimales y porcentajes. Usar estas relaciones
para elaborar estrategias de célculo practico con porcentajes.

- Proporcionalidad directa e inversa, a través de andlisis de tablas.

2 - Razdbn de proporcionalidad.

- Aumentos y disminuciones porcentuales.

- Resolver problemas relacionados con la vida cotidiana en los que aparezcan
relaciones de proporcionalidad directa o inversa.

- Proporcionalidad de segmentos y el teorema de Thales.

- Numeros decimales y fracciones. Transformacion de fracciones en decimales
y viceversa. NUmeros decimales exactos y periddicos.

- Fraccion generatriz.

3° - Operaciones con fracciones y decimales. Céalculo aproximado y redondeo.

30

Cifras significativas. Error absoluto y relativo.
Utilizacion de aproximaciones y redondeos en la resolucion de problemas de
la vida cotidiana.
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Tabla 4. Contenidos correspondientes al eje de matematica en Educacion Primaria y
Secundaria

- Representacion en la recta numérica. Comparacién de nimeros racionales.

- Sucesiones numéricas.

- Sucesos equiprobables y no equiprobables.

- Proporcionalidad directa e inversa. Aplicacion a la resolucién de problemas de
4° la vida cotidiana.

(opcion A) - Porcentajes con aplicaciones a la economia. Aumentos y disminuciones
porcentuales. Porcentajes sucesivos. Interés simple y compuesto.
- Comienzan a reconocerse los nimeros que no pueden expresar en forma de
4° fraccion; es decir, inician el estudio del conjunto numérico de los nimeros
(opcion B) irracionales.

- Razones trigonomeétricas y las relaciones entre las razones trigonométricas.

Esté previsto que los estudiantes del sistema educativo espafiol comiencen a estudiar las
fracciones en el 2° ciclo (entre 8 y 10 afios de edad), en este nivel se introducen
numeros fraccionarios en contextos reales para expresar particiones y relaciones.
Continda el trabajo con la comparacion y la ordenacion de fracciones, siendo
aconsejable trabajar inicialmente con la representacion grafica. En el tercer ciclo, se
complementa el estudio de las fracciones, equivalencia, orden y fraccionamiento,
siempre con representaciones y en contextos y problemas practicos. Inician las
operaciones con numeros fraccionarios, limitandose a sumas y restas entre fracciones
con igual denominador. Por otra parte, se agrega al trabajo de los nimeros racionales la
notacion decimal y los porcentajes, asi como los problemas relacionados con ellos,
estableciéndose correspondencia entre fracciones, decimales y porcentajes. La Figura 2

sintetiza los contenidos que se abordan en cada ciclo que comprende la Educacién

Primaria.
Porcentaje Fracciones
equivalentes
@ 3° ciclo /I\3° ciclo
, 20,30 ; 20 - 30
Nimeros <> Fracciones N Comparacion — Ordenar
Decimales cicto 0 de fracciones [cicl fracciones
\|/3° ciclo \‘/ 3 ciclo \|/3° ciclo
Ordenar nimeros Leer y escribir Suma y resta
decimales fracciones de fracciones

Figura 2. Contenidos relacionados con los nimeros racionales abordados en la
Educacion Primaria
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La ensefianza de los ndmeros racionales continGia en el curso 1° de la ESO, donde se
relacionan de manera méas extensa las expresiones decimales de los racionales, las
operaciones con decimales y las relaciones entre la expresion fraccionaria y decimal. El
curriculo indica, explicitamente los diferentes significados y usos de las fracciones en
contextos de la vida real, la simplificacion y amplificacion de fracciones, identificacion
y obtencion de fracciones equivalentes. Igualmente, aparecen contenidos
procedimentales, como la reduccion de fracciones a comun denominador llegando a la
comparacion de fracciones y las operaciones (suma, resta, producto y cociente). Otros
temas que se abordan y que se relacionan con las fracciones son los porcentajes para
expresar composiciones o0 variaciones, asi como la razon y proporcion, en las que los
estudiantes han de identificar y utilizar situaciones en que aparezcan magnitudes

directamente proporcionales.

En el curso 2° extienden el trabajo a problemas aritméticos usando numeros
fraccionarios. Ademas, establecen relaciones entre expresiones fraccionarias, decimales
y porcentajes. Se amplia el concepto de proporcionalidad, identificando y utilizando
situaciones de la vida cotidiana de magnitudes no s6lo directamente proporcionales,
sino también inversamente proporcionales. En el bloque de Geometria, se trabaja la
proporcionalidad de segmentos y el teorema de Thales para establecer la razon entre

superficies de figuras semejantes.

En el curso 3° profundizan en los conceptos estudiados en los cursos anteriores, para
llegar a explicitar el conjunto de los numeros racionales, sus relaciones internas
(comparacidn, equivalencia y orden y representacion en la recta numeérica), asi como las
operaciones. Dentro del bloque de Algebra, se trabajan las sucesiones numéricas. En el
bloque de Estadistica y probabilidad, se aborda el concepto y propiedades de la
probabilidad.

En el Gltimo curso de la ESO, dependiendo de la opcion elegida (A, B, de acuerdo con
el curriculo escolar) los estudiantes contintan con la resolucion de problemas de la vida
cotidiana referentes a la proporcionalidad directa e inversa y los porcentajes aplicados a
la economia. Reconocen los nimeros que no pueden expresarse en forma de fraccion,
extendiendo el trabajo a los nimeros irracionales. En el bloque de Geometria, estudian
las razones trigonomeétricas y las relaciones entre las razones trigonomeétricas de un

mismo angulo.
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La Figura 3, presenta en sintesis los contenidos fijados para la asignatura de matematica

correspondiente a los cursos de la ESO y concerniente al tema de los numeros

racionales.
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Figura 3. Contenidos relacionados con los numeros racionales abordados en los cursos
1°,2°, 3%y 4° de laESO
En la Ley Organica 2/2006, de 3 de mayo (Ministerio de Educacién y Ciencia, 2006a),
se dispone la autonomia para establecer y adecuar las actuaciones organizativas y
curriculares a las Comunidades Auténomas, a las corporaciones locales y a los centros
educativos. En el caso de la Comunidad Auténoma de Andalucia, la Orden de 10 de
agosto de 2007 (JA, 2007a; 2007b), desarrolla el curriculo correspondiente a la
Educacién Primaria en Andalucia, estableciendo, respecto de las Matematicas, que la
resolucion de problemas, el uso adecuado de los medios tecnologicos y la dimension
social y cultural de las matematicas, deben ser ejes transversales que han de estar
presente en la construccién del conocimiento, tanto en la Ensefianza Primaria como en
la Educacion Secundaria Obligatoria. EI documento enfatiza la idea de sentido
numérico, que esta estrechamente relacionada con la ensefianza y aprendizaje de los
nameros, en general, y de los racionales, en particular. Con ello, se quiere destacar el
papel funcional del aprendizaje matematico, asi como la necesidad de relacionar los
aprendizajes procedimentales con la comprension de los procedimientos puestos en

juego, y con los problemas que le dan sentido.

33



Capitulo 1. Planteamiento de la investigacion

Revisados los contenidos establecidos en el curriculo, correspondientes al sistema
educativo espariol, y luego de presentar el area problematica de base de la investigacion,

pasamos a definir nuestro problema de estudio.

1.2 EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

El aula es un sistema dinamico donde el profesor, los alumnos y el contenido son los
agentes participantes (Goodchild y Sriramanp, 2012). El profesor es quien planifica y
dirige la accidon. La actuacion del profesor esta influenciada por el conocimiento
profesional, que le permite disefiar, aplicar, actuar frente a las respuestas de los
alumnos, improvisar unas acciones por otras, entre otros aspectos. Es de interés estudiar
el conocimiento del profesor de matematicas manifestado en la accién de ensefiar.
Aprender sobre el conocimiento de los profesores, como le dan sentido en el aula, nos
puede permitir apreciar el desarrollo profesional y la idiosincrasia de ellos. Asimismo,
estudiar el conocimiento de profesores expertos, nos mostrara qué elementos caracteriza
su condicién de experto. Es especialmente interesante profundizar en el conocimiento
especializado del profesorado para la ensefianza de las matematicas (Carrillo et al.,
2013); es decir, aquel conocimiento que se pone en juego cuando se tiene la

intencionalidad de ensefar un contenido matematico.

Para efecto de esta investigacion, nos focalizamos en comprender la especificidad del
conocimiento de dos profesores expertos de matematicas, concretamente el caso de un
profesor de Educacion Primaria y un profesor de Educacién Secundaria que ensefian el
tema de los nimeros racionales. La Figura 4 sintetiza los elementos que fundamentan el

problema de investigacion.

/ Ndmeros

~

. Contenido

racionales Profesores
expertos

i

1

1

Alumnos % p4 Profesor .
v

Estudiar el conocimiento especializado del

k profesor de matematicas /

Figura 4. Elementos que fundamentan el problema de estudio
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Estudiar la ensefianza de expertos nos permitird mostrar evidencias del conocimiento
especializado del docente que ensefia matematica, ayudandonos a comprender mejor las
caracteristicas y naturaleza de ese conocimiento, lo que podemos emplear para elaborar

propuestas de formacion inicial y continua del profesorado.

Hemos elegido un contenido importante, los nimeros racionales, que se comienzan a
estudiar en Educacion Primaria a partir del 2° ciclo y se prolonga a lo largo de los
niveles escolares de la ESO. Por ello, los profesores informantes del estudio son
docentes que ensefian en la educacion basica. Especificamente, nos focalizamos en
comprender el conocimiento especializado para la ensefianza de las matematicas que se
refleja en la ensefianza impartida por un profesor de Educacion Primaria, con titulo de
Maestro con especializacién en matematica, y un docente de matematica con formacion
de Licenciado de Matematicas. Basamos esta seleccion con el proposito de profundizar
en las ideas y conceptos matematicos que los profesores organizan para la ensefianza de
los numeros racionales y establecer relaciones entre las caracterizaciones de

conocimientos reveladas por ambos profesores.

1.2.1 Pertinencia de la investigacion

A lo largo del escrito ha quedado constancia de la relevancia de estudiar el
conocimiento del profesor para la ensefianza de las matematicas. Considerando que la
problematica es amplia y compleja, aproximarse a ella a traves de estudios en
profundidad (estudio de caso) permite ahondar en nuestra comprension de como los
profesores utilizan su conocimiento en la ensefianza y qué conocimientos se activan al
ensefiar un contenido. Para poder caracterizar el conocimiento, empleamos un modelo
que lo organiza, el MTSK (Carrillo et al., 2013). Pretendemos que esta investigacion
nos lleve a afinar el modelo establecido de conocimiento especializado del profesor de
matematicas (MTSK), y que el estudio de casos nos suministre ejemplos concretos de
momentos o episodios de clase, donde se activan distintos conocimientos, siendo un
referente para ejemplificar a nivel tedrico los diferentes subdominios de conocimiento

gue un profesor debe tener para abordar su tarea docente.

Igualmente, la caracterizacion del conocimiento de los profesores permite obtener
indicadores que influyen en una buena préactica, lo cual puede servir como base para
disefiar cursos de formacion, elaborar planes de formacién mas acordes con las

caracteristicas de los docentes (Blanco, 1997), y ser una base para discusiones entre el
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profesorado, entre otras. Concretamente, el trabajo aportard indicadores de

conocimiento sobre los nimeros racionales.

Este estudio se enmarca en la linea de Formacidon de Profesores de Matematicas,
asimismo dentro de dos grandes grupos de trabajo que mencionamos en el apartado

siguiente.

1.2.2 Lineas de investigacion en las que se enmarca el estudio

Considerando que las investigaciones tienen lugar dentro de las comunidades de
personas que establecen acuerdos colectivos que definen, regulan y normalizan las
practicas que se efecttan, dentro de la Educacion Matematica, este trabajo es parte de la
linea de investigacion que tiene como foco de estudio al profesor de matematicas y su
avance como profesional: “Formacién y Desarrollo de los Profesores de Matematicas”
(Cardefioso et al., 2001, p. 235). En Espafia, los tipos de investigaciones que se abordan
bajo esta linea de investigacion estan relacionados con las concepciones y creencias de
los profesores y sus consecuencias en el desarrollo de su practica profesional, con el
conocimiento profesional, su estructura y su evolucién. Dentro de los dos bloques
mencionados, este trabajo se concentra en las problematicas sobre el conocimiento
profesional del profesor, sus dimensiones, sus relaciones, su estructura; es decir, nos
interesa estudiar qué conocimiento caracteriza al profesor de matematicas al ensefiar un

tema en particular.

El estudio se realiza dentro del grupo de investigacion (FQM193)? “Didactica de la
Matematica. Pensamiento Numerico” de la Universidad de Granada, centrado en una de
las lineas prioritarias de trabajo, “Formacion de Profesores de Matematicas”. Un
importante foco de interés del grupo lo constituye el conocimiento numérico, en esta
investigacion consideramos los nimeros racionales como base para profundizar en el
conocimiento manifestado por profesores en la ensefianza de este tema matematico;

siendo este conocimiento considerado como un fenémeno social y cultural.

Un elemento definidor del grupo ha sido el desarrollo y utilizacion de una herramienta,
el analisis didactico, pensada especialmente para el disefio e implementacion de
unidades didacticas. Partiendo del concepto de analisis didactico que inicié Luis Rico

2 Grupo perteneciente al Plan andaluz de Investigacion, Desarrollo e Innovacién de la Junta de Andalucia.
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(Rico, 1997a; 1997b), se han realizado destacados trabajos con este fundamento (por
ejemplo, Gomez, 2007; Lupiafiez, 2009). Actualmente se ha caracterizado el constructo
precisando su alcance y delimitando su relacion con constructos préximos, como queda
de relieve en el libro El analisis didactico en educacion matematica. Metodologia de
investigacion, innovacion curricular y formaciéon de profesores (Rico, Lupiafiez y
Molina (Eds.), 2013). Tal como sefialamos en dicho libro (Rojas, Flores y Ramos,
2013), la presente investigacion considera el analisis didactico con fines formativos e
investigativos: a) formativo, como herramienta que permite al investigador profundizar
en el contenido matematico escolar de los numeros racionales, desde el ambito
matematico y de la ensefianza, e b) investigativo, como herramienta que permite
disponer de un referente amplio para identificar dominios del conocimiento
especializado del profesor de matematicas, a partir de la observacion de la practica.
Precisamente, el trabajo contribuye en este aspecto a establecer una relacién teorica
entre los elementos que componen el analisis didactico y los subdominios de
conocimientos especializado del profesor de matematicas (del modelo MTSK), que nos
lleva a acceder e identificar distintos tipos de conocimiento a partir de la observacion

del aula. Estos aspectos se explicitan en el siguiente capitulo.

Ademas, esta investigacion tiene como punto de partida los trabajos desarrollados en la
linea del conocimiento y desarrollo profesional del profesor de matematicas por el
SIDM (Seminario de Investigacion en Didactica de la Matematica), coordinado por Jose
Carrillo Yafez, dentro del grupo de investigacion DESYM (Formacion Inicial y
Desarrollo Profesional de los profesores de Ciencias-Didactica de las Ciencias
Experimentales, Sociales y Matematicas), cuyo cédigo PAI es HUM 0168, y posee su
sede en el Departamento de Didactica de las Ciencias de la Universidad de Huelva.

Los trabajos del grupo estadn relacionados con las concepciones y creencias de los
profesores y las consecuencias en el desarrollo de su practica profesional, asimismo con
el conocimiento profesional, su estructura y su evolucion. En estos trabajos se
profundiza en el caso de un nimero reducido de profesores en formacion continua, lo
qgue permite profundizar en realidades particulares, donde se busca principalmente
describir y comprender el proceso de desarrollo profesional de los sujetos participantes
en las investigaciones. En la direccion que estudia el conocimiento profesional del
profesor de matematicas las investigaciones mas actuales (Ribeiro, 2010; Sosa, 2010) se

centran en comprender el conocimiento matematico para la ensefianza que manifiestan
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los profesores en la accién y, a su vez, en identificar dimensiones o subdominios del
conocimiento matematico para la ensefianza. En esta ultima linea de trabajo se enmarca
la presente investigacion, que busca comprender en profundidad el conocimiento
especializado que manifiestan los profesores en su actuacion docente, al ensefiar el tema

de los nUmeros racionales.

1.2.3 Obijetivo general y especifico de la investigacion

Describir, identificar y caracterizar el conocimiento especializado que manifiesta un
profesor de Educacién Primaria y un docente de Educacién Secundaria, al ensefiar el

contenido matematico de los niUmeros racionales.

Objetivos especificos

El objetivo general se concreta en seis objetivos especificos, como se ilustra en la

Figura 5y en su posterior descripcion.

Profesor A Profesor B

Identificar componentes del
conocimiento matematico

o1 \ 02

Identificar componentes del
conocimiento didactico del —
contenido

v

03: 04 { Avanzar en la comprension del

conocimiento matematico y \ Establecer indicadores de 06
didactico del contenido ‘ conocimiento

v 05
Avanzar en la caracterizacion del modelo MTSK }7

Figura 5. Objetivos especificos que guian la investigacion

Con los objetivos especificos O1, 02, O3 y 04 pretendemos identificar, profundizar y
comprender el conocimiento matematico especializado que manifiestan dos profesores
al ensefiar el tema de los numeros racionales. A partir de la comprension del

conocimiento de los profesores, proyectamos profundizar en la caracterizacion del
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modelo tedrico de conocimiento empleado en el estudio, que corresponde a los
objetivos O5 y O6.

O1: Identificar qué componentes del conocimiento matematico especializado para la
ensefianza pone en juego un profesor experto de Educacion Primaria al ensefiar el

contenido de los nimeros racionales.

O2: ldentificar qué componentes del conocimiento matematico especializado para la
ensefianza pone en juego un profesor experto de Educacion Secundaria al ensefar el

contenido de los nimeros racionales.

O3: Avanzar en la comprension del conocimiento matematico especializado de un
profesor experto de Educacion Primaria al ensefiar el contenido de los nimeros

racionales.

O4: Avanzar en la comprension del conocimiento matematico especializado de un
profesor experto de Educacion Secundaria al ensefiar el contenido de los nimeros

racionales.

O5: Avanzar en la caracterizacion de los subdominios del modelo de Conocimiento

Especializado del Profesor de Matematicas.

O6: Establecer indicadores y subcategorias de conocimiento referentes al contenido

matematico escolar de los nimeros racionales.

RESUMEN

Una linea de investigacion importante en Educacién Matematica es la relacionada con la
caracterizacion del conocimiento profesional de los profesores (Ponte y Chapman,
2006). Situados en la perspectiva practica, es de interés profundizar en el conocimiento

especializado del profesorado para la ensefianza de las matematicas.

Para efecto de esta investigacion, hemos delimitado el problema de investigacion
focalizandonos en comprender la especificidad del conocimiento de dos profesores
expertos de matematicas, concretamente el caso de un profesor de Educacion Primaria y

un profesor de Educacion Secundaria, que ensefian el tema de los nimeros racionales.
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Marco de referencia de la

investigacion

Teniendo en vista profundizar en el conocimiento matematico para la ensefianza que
ponen en juego profesores de matematicas expertos, al ensefiar el tema de los nimeros
racionales, surge la necesidad de definir algunos conceptos referentes a nuestro
problema de investigacion. Esto nos lleva a desarrollar tres ejes fundamentales en este
capitulo: el conocimiento profesional del profesor de matematicas, el andlisis didactico

y la conceptualizacion de profesor experto.

Con vista a un encuadre del tema, primero presentamos las bases teoricas de la
investigacion respecto del conocimiento profesional del profesor de matemaéticas.
Exponemos algunos antecedentes sobre el conocimiento profesional del profesor de
matematicas, destacando distintos modelos teoricos para estudiar el conocimiento del
profesor; finalmente, presentamos el modelo de Conocimiento Especializado del
Profesor de Mateméticas (MTSK), referente principal en este estudio. Este modelo nos
permitird estudiar en profundidad el conocimiento del profesor de matemaéticas en su

accion docente.

Luego, exponemos el analisis didactico que se fundamenta en los trabajos desarrollados
por el grupo «FQM193. Didactica de la Matematica. Pensamiento Numérico» del
Departamento de Didactica de la Matemaética de la Universidad de Granada (Gomez,
2007; Lupiafiez, 2009; Rico, 1997a; Rico 1997b; Rico, Lupiafiez y Molina, 2013), que
lleva a definir y precisar variadas categorias e indicadores de conocimiento para
aproximarnos a una comprension profunda del conocimiento del profesor en la practica.
Por ultimo, enunciamos investigaciones relacionadas con profesores expertos, que nos

permiten conceptualizar qué se entendera por docente experto en la investigacion.
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21 EL CONOCIMIENTO PROFESIONAL DEL PROFESOR DE
MATEMATICAS

Sanchez (2011) identifica las principales tendencias de investigacion en el campo de la
formacion de profesores, diferenciando: a) investigaciones actuales en el area de interés
de los investigadores en formacion de profesores, b) conceptos tedéricos empleados, y c)
las nuevas tendencias. Destaca que estudiar la practica de los profesores es dominante
en la linea de formacién del profesorado, buscando caracterizar las acciones que
realizan en el aula, y comprender los factores de formacién y promociéon de su
desarrollo. El autor considera que las investigaciones en esta area ponen de relieve la
importancia de estudiar el conocimiento profesional de los profesores, distinguiéndose
dos tipos de estudios: aquellos que se centran en contribuir al dominio de conocimiento
que los profesores necesitan para la ensefianza, y otros que buscan la manera de ayudar

a los docentes a adquirir ese conocimiento.

Por otra parte, en los congresos nacionales e internacionales también queda de relieve la
preocupaciéon por esta linea de estudio. Por ejemplo, en el PME 33, celebrado en
Tesalénica (Grecia), el primer Research Fora aborda el tema del conocimiento del
profesor para la ensefianza (Ball, Charalambous, Thames y Lewis, 2009). Los ponentes
analizan, cada uno desde su perspectiva, un video de una maestra novel y otra
experimentada, exhibiendo la complejidad del conocimiento profesional de los
profesores. En las reuniones posteriores los trabajos clasificados segin el dominio

Teacher Knowledge siguen siendo destacados.

Desde la mitad del siglo XX a la actualidad ha habido cambios trascendentales en lo que
se considera el conocimiento profesional de un docente de matematicas, proponiéndose
una mirada que integra el conocimiento disciplinar y el didactico (Carrillo, Contreras y
Flores, 2013; Even y Ball, 2009). Uno de los momentos importantes para el estudio del
conocimiento profesional del profesor fueron los trabajos de Shulman (1986; 1987), que
buscaban resaltar la importancia del conocimiento del contenido para la ensefianza y
diferenciarlo del conocimiento del contenido que tienen otros profesionales. Estos
trabajos centraron su atencion en el profesor desde una perspectiva del conocimiento del
contenido para la ensefianza y materia a ensefiar, intentando contrarrestar lo producido
en los afios 80, donde el interés se enfocaba en los aspectos generales de la ensefianza,

mas que en el conocimiento del profesor como ensefiante de un contenido.
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Los trabajos de Shulman han sido reconocidos como precursores en llamar la atencion
sobre el conocimiento que debe tener un profesor para la ensefianza de su disciplina,
proponiendo tres dominios de conocimiento que se requieren para la ensefianza:
conocimiento del contenido a ensefiar, conocimiento didéactico del contenido® y
conocimiento curricular. EI primer tipo de conocimiento hace alusion a la “cantidad y
organizacion del conocimiento, como tal, en la mente del profesor” (Shulman, 1987,
p.9), e incluye la comprension de los factores principales, como por ejemplo, el
conocimiento sobre la materia y el marco explicativo de la materia. Mientras que el
conocimiento didactico del contenido alude, mas especificamente, al conocimiento de la
materia para la ensefianza, concretamente a los modos de representar y enunciar el
contenido para hacerlo comprensible a los demas. Este dominio incluye comprender las
caracteristicas del alumno y del contexto educativo, seleccionar con claridad las metas
educativas, disponer de bases filosoficas e historicas, identificar el grado de dificultad

en el aprendizaje de determinados temas, etc.

Por ultimo, el conocimiento curricular queda constituido por el conocimiento de los
materiales para la instruccion, validos para ensefiar. Por ejemplo, los programas y
materiales disefiados para la ensefianza, que sirven al profesor de herramientas para

presentar el contenido.

La nueva perspectiva introducida por Shulman (1986; 1987) guia a los investigadores a
centrarse en el conocimiento del contenido de los profesores (Sherin et al., 2000),
especificamente en las habilidades de las estructuras mentales de los docentes
(Leinhardt y Greeno, 1986) y en las habilidades de los profesores para la ensefianza
(Ball, 2000; Ma, 1999). Estas lineas tienen la intencion de generalizar, asi como
profundizar en la comprension del conocimiento necesario para la practica de ensefianza

(Torner, Rolka, Résken y Sriraman, 2010).

Todo este proceso de evolucion impulsa un cambio en la consideracion del papel del
profesor, del conocimiento relacionado con la ensefianza, y de la correspondencia entre
conocimiento y practica (Llinares, 1995). Las investigaciones llegan a relacionar el

conocimiento de la ensefianza de las matematicas (Bromme, 1988) con el conocimiento

® Traduccion de la expresion en inglés Pedagogical Content Knowledge, en la literatura en espafiol es
frecuente la traduccion a conocimiento didactico del contenido, por sugerencia de Marcelo (1993), como
nos referimos en este trabajo.
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del profesor, adquiriendo una idea fundamental del conocimiento profesional del

profesor de matematicas.

El profesor tiene un conocimiento profesional que se distingue del conocimiento
académico de los formadores matematicos (en su naturaleza tedrica, declarativa o
formal), y también del comun de las personas. Este conocimiento esta orientado para
una actividad préactica (para la ensefianza de las matematicas a un grupo de alumnos),
sobre la base de los conocimientos tedricos (sobre la matematicas, la educacion en
general y la ensefianza de las matematicas) y también considerando la naturaleza social
y vivencial (en los estudiantes, la dinamica del aula, los valores y cultura de la
comunidad, la participacion de la comunidad escolar y profesional, etc.) (Ponte, 2012,
p.3). En efecto, el conocimiento profesional del profesor se considera como resultado de
la experiencia practica acumulada en la realizacion de tareas docentes especificas
(Estepa, 2000; Llinares y Sanchez, 1990), que se va construyendo desde su formacion

inicial y durante toda su carrera profesional (Climent, 2002).

Una linea de trabajo que inicid Shulman (Shulman, 1986; Wilson, Shulman y Richert,
1987) distingue entre el conocimiento y el proceso de razonamiento del profesor, como
dos aspectos que se complementan: qué conocimiento tiene (o debe tener) el profesor y
como se detenta (manifiesta, organiza, etc.) ese conocimiento. En esta segunda linea
aparecen constructos como las creencias y las concepciones, que son elementos en los

gue se apoya el conocimiento (Ponte, 1992).

Las creencias son consideradas como verdades personales con elementos evaluativos y
afectivos, mientras que las concepciones se refieren a esquemas que organizan los
conceptos, formandose como resultado y confrontacion de la elaboracion de nuestras
propias experiencias, siendo su naturaleza, fundamentalmente, cognitiva (Ponte, 1994).
Por tanto, las concepciones estarian implicitas en el pensamiento de las personas y
permitirian organizar determinados conceptos, son primordiales para la estructura del
significado que le atribuimos a las cosas y actian como entidades bloqueadoras en
diversas situaciones (Ponte, 1992). Consecuentemente, el conocimiento que
comprenden las concepciones, se basa especialmente en la experiencia y reflexion, es
fundamentalmente conocimiento en la accion, que conforme se fundamenta y se
relaciona tanto con teorias como con experiencia y reflexion sobre la préctica, se

convertira en conocimiento.
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Queda de relieve que el conocimiento profesional de los profesores de matematicas
incluye una diversidad de aspectos, de los cuales, en este estudio nos interesan aquellos
que se activan al ensefiar, especialmente buscamos profundizar en el conocimiento que

el profesor presenta en su practica y en como lo organiza al ensefiar matematicas.

2.1.1 El conocimiento necesario para ensefar matematicas

Las investigaciones centradas en los conocimientos que los profesores necesitan para la
ensefianza, poseen una dualidad dentro de la Educacion Matematica, que comprende el
conocimiento que un profesor “tiene” y el conocimiento que un docente “debe tener”

con el objeto de producir buenas ensefianzas (Liljedahl et al., 2009, pp.29-30).

En la actualidad se reconoce que un profesor de matematicas debe tener un profundo
conocimiento, no solo de las matematicas especificas que ensefia, sino también requiere
de un cuerpo amplio y altamente organizado de conocimiento que le permita desarrollar
su tarea docente (Bromme, 1994; Fennema y Franke, 1992; Peterson, 1988; Ponte,
2011; Shulman, 1986; Steele y Rogers, 2012; Sullivan, 2008). Las investigaciones sobre
la ensefianza han pretendido describir y comprender el conocimiento para la ensefianza;
con el objeto de intentar mejorar la ensefianza y proporcionar informacion vélida para la

formacion del profesorado (Imbernén, 1989, p. 9).

En la literatura se proponen distintas conceptualizaciones sobre qué conocimiento debe
tener un profesor para ensefiar matematicas, buscando definir, en algunos casos,
modelos de conocimientos del profesor de matematicas (Ball, 2000; Ball et al., 2005;
Ball, Thames y Phelps, 2008; Davis y Simmt, 2006; Ernest, 1989; Fennema y Franke,
1992; Grossman, 1990; Hill, Ball y Schilling, 2008; Llinares y Krainer, 2006; Ponte,
2012; Ponte y Serrazina, 2004; Rowland, Huckstep y Thwaites, 2005).

Fennema y Franke (1992) conceptualizan el conocimiento necesario para la ensefianza a
partir de los trabajos de Shulman, modificando los dominios de cocimientos y
considerando que el conocimiento necesario para la ensefianza de las matematicas debe
ser dinamico e interactivo. Definen un modelo de conocimiento del profesor centrado en
las matematicas, que puede ser empleado para describir qué conocimiento necesitan los
profesores para ensefiar esta disciplina. Es un modelo centrado en el conocimiento del
profesor y en cémo éste se refleja en el contexto del aula. Contempla cuatro

componentes: conocimiento del contenido (Knowledge of the Content); conocimiento
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didactico (Knowledge Pedagogical); conocimiento de la cognicién de los estudiantes
(Knowledge of Students’ Cognition); y las creencias de los profesores (Teacher’s

Beliefs), como se ilustra en la Figura 6.

Knowledge of Pedagogical
Mathematics [€—®/ CONeXIS\N€—> | kpowledge
Specific
Knowledge
A
A\ 4

Knowledge of learners
Cognitions in Mathematics

Figura 6. Conocimiento del profesor (Fennema y Franke, 1992, p.162)

En el centro del modelo se encuentra el conocimiento de los contextos especificos. El
contexto es la estructura que define los componentes del conocimiento y las creencias
que entran en juego. El conocimiento y las creencias de los profesores, se consideran
como elementos que influyen en como el profesor comprende la ensefianza de las
matematicas, dentro de un contexto determinado. Estos tipos de conocimientos
interactian formando un conjunto Unico de conocimiento que impulsa el

comportamiento en el aula.

El conocimiento del contenido matematico incluye el conocimiento de los conceptos,
los procedimientos y los procesos de resolucion de problemas, ademas envuelve el
dominio de los contenidos relacionados con el tema. Asimismo, comprende el
conocimiento de los conceptos implicitos en los procedimientos, la interrelacion entre
los conceptos, y en como se utilizan los conceptos y procedimientos en determinados
problemas. El conocimiento didactico incluye el conocimiento de los procedimientos
como estrategias efectivas para la planificacion, la gestion y la organizacion de clase, y

las técnicas motivacionales, ademas de los principios y estrategias de la gestion del aula.

Relacionado con la cognicion de los estudiantes se incluye el conocimiento de como
ellos piensan y aprenden un contenido matematico. Este componente incluye, ademas,
el conocimiento de como los estudiantes adquieren los contenidos matematicos, las

dificultades y los éxitos que enfrentan en los procesos de aprendizaje.
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En sintesis, este modelo de conocimiento propone trabajar bajo un contexto especifico.
El conocimiento del contenido de los profesores se relaciona con el conocimiento
didactico y con el de la cognicién de los estudiantes, todo esto combinado con las

creencias, generando asi el conocimiento que determina como ensefia el profesor.

Mas recientemente, el grupo de investigacion de la Universidad de Michigan, liderado
por Deborah Ball, se centra en el estudio de la naturaleza del conocimiento matematico
necesario para ensefiar y el desarrollo de medidas que hacen posible el analisis de
relaciones entre el conocimiento matematico para la ensefianza, la calidad de su
ensefianza y el rendimiento de los estudiantes (Ball y Bass, 2009; Hill, Blunk,

Charalambous, Lewis et al., 2008).

Los trabajos desarrollados por Ball y colaboradores tienen gran repercusion en
Educacion Matemaética por la extension de sus estudios y la cualidad analitica de sus
propuestas para el estudio sobre el conocimiento del profesor (Ball, 2000; Ball et al.,
2008 y Hill, Ball et al., 2008). Se trata de un modelo que surge de la observacion de la
practica en el ambito matematico, identificando las tareas habituales que realizan los
profesores, que requieren conocimientos especificos, razonamiento y conocimiento de
la materia (Ball et al., 2005).

Estos trabajos han analizado la naturaleza del conocimiento matematico y como este
puede ayudar en la ensefianza, lo que lleva a establecer una base practica basada en lo
que se denomina conocimiento matematico para la ensefianza (Mathematical
Knowledge for Teaching — MKT?), que es una clase de conocimiento profesional de las
matematicas diferente del exigido en otras ocupaciones matematicas (por ejemplo,

fisica, contabilidad).

Hill, Ball et al. (2008) conceptualizan la nocion de conocimiento matematico para la
ensefianza como “el conocimiento matematico que los profesores utilizan en el aula para
producir aprendizaje y crecimiento en los alumnos” (p.374). Desde esta perspectiva,
podemos distinguir este conocimiento como especifico y propio de los profesores, que
implica, por ejemplo, analizar los errores de los alumnos, examinar las estrategias
utilizadas para la resolucion de una tarea matematica, poder explicar cuando no

comprenden los alumnos, saber responder a cuestiones matematicas, evaluar las

* A lo largo del escrito se conservan las siglas en inglés del modelo y de cada subdominio que lo
compone.
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cualidades de los materiales de ensefianza, disponer de representaciones, de recursos
para explicar un concepto y explicitar argumentos solidos para evidenciar que un
procedimiento funciona. Para ello el profesor no sélo debe reunir una sélida base de
conocimiento matematico, sino que también ha de complementar su tarea con un

conocimiento especifico para la ensefianza.

Los estudios del equipo de investigacion mencionado han logrado caracterizar en detalle
el conocimiento matematico para la ensefianza, basandose en los componentes del
conocimiento profesional propuesto por Shulman. Plantean un modelo en el que
distinguen dos grandes dominios de conocimiento: (a) conocimiento del contenido
matematico (MK) y (b) conocimiento didactico del contenido (PCK), proponiendo una

division de los dominios en tres subdominios especificos, como se ilustra en la Figura 7.

T
Conocimiento del contenido ,_Conocimiento didactico del contenido
nto del contenido
Conocimiento del
Conocimiento contenido y de los
comun del estudiantes
contenido Conocimiento -
. Conocimiento
especializado del curriculo
Conocimiento del contenido Conocimiento del
del horizonte contenido y de la
matematico ensefianza
\,—//
1

Figura 7. Dominios de conocimiento matematico para la ensefianza
(Hill, Ball y Schilling, 2008, p.377)
(@ El conocimiento del contenido estd compuesto por tres subdominios de

conocimiento:

El conocimiento comun del contenido es descrito como el “conocimiento matematico y
habilidades que se emplean en situaciones que no son exclusivas de la ensefianza” (Ball
et al., 2008, p.399). Incluye el conocimiento que el profesor pone en juego para resolver
problemas matematicos, operar correctamente y aplicar definiciones y propiedades. Los
autores han examinado este conocimiento a partir de cuestionarios planteados a los
profesores, que incluyen cuestiones sobre, por ejemplo, ordenar nimeros decimales,
determinar un decimal entre otros dos, justificar si un cuadrado es un rectangulo, si 0/7

es 0, o si las diagonales de un paralelogramo son necesariamente perpendiculares. Todas
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ellas son situaciones a las que cualquier persona con un cuerpo discreto de

conocimientos matematicos basicos, puede dar respuesta (Davis, 2012).

El conocimiento especializado del contenido alude al “conocimiento matematico y
habilidad exclusiva para la ensefianza” (Ball et al., 2008, pp.400-401). El profesor, para
desarrollar las tareas de ensefianza, requiere un conocimiento que le permita participar
en tal actividad, incluyendo, por ejemplo, seleccionar qué tareas representan las ideas de
manera clara a los estudiantes, qué explicaciones matematicas son precisas y adecuadas,
examinar o comprender métodos excepcionales de resolucion de problemas (Ball et al.,
2005). Los autores han apreciado este conocimiento a partir de cuestionarios en los que
incluyen items para examinar si el profesor sabe, por ejemplo, como elegir y usar
representaciones matematicas eficaces, examinar y conocer ventajas e inconvenientes de
usar rectdngulos o circulos para comparar fracciones, justificar por qué se invierte uno
de los términos al dividir fracciones para realizar la operacion de multiplicacion, entre
otros; es decir, situaciones exclusivas de la ensefianza que conllevan aplicar un saber

flexible.

El conocimiento del horizonte matematico es definido como “el conocimiento que tiene
el docente de como estan relacionados los temas matematicos incluidos en el curriculo”
(Ball et al., 2008, p.403). Puede considerarse como el conocimiento sobre las relaciones
entre los distintos temas matematicos y la forma en que el aprendizaje de los temas
evoluciona en los distintos niveles escolares. En términos de lo que definen Martinez,
Giné, Fernandez, Figueiras y Deulofeu (2011), puede entenderse como aquellas
relaciones que enlazan los conocimientos previos y futuros, permitiendo, por ejemplo,
estudiar otras propiedades de un concepto o procedimientos en situaciones nuevas o
més complejas. Por ejemplo, los docentes de Educacion Primaria, necesitan saber como
estan relacionadas las matemaéticas que ellos ensefian con aquellos contenidos que los

alumnos aprenderan en cursos posteriores.
(b) Ball et al. (2008) y Hill, Ball et al. (2008) describen el domino de conocimiento
didactico del contenido como la composicién de tres subdominios de conocimiento:

El conocimiento del contenido y de los estudiantes es definido como el “conocimiento
del contenido que se entrelaza con el conocimiento de como los estudiantes piensan,

saben o aprenden un contenido particular” (Hill, Ball et al., 2008, p.375). Es decir, es el
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conocimiento que se utiliza en tareas de ensefianza que implica atender a un contenido
especifico y aspectos particulares de los alumnos. Por ejemplo, incluye el conocimiento
de las dificultades mas habituales y los errores comunes que presentan los estudiantes.
Los profesores que tienen conocimiento del contenido y de los estudiantes, por ejemplo,
reconocen que ciertos aspectos de los nimeros naturales constituyen un obstaculo de
aprendizaje al trabajar con los nimeros decimales, ademas distinguen algunas de las
dificultades de aprendizaje que se presentan (por ejemplo, cuando los estudiantes
establecen que 13.2 es menor que 13.17 porque 2 es menor que 17; 1.121 es mayor que

1.21 porque el primer numero tiene més cifras decimales).

El conocimiento del contenido y la ensefianza queda definido como “el conocimiento
que combina el conocimiento sobre la ensefianza con el matematico” (Ball et al., 2008,
p. 401); es decir, abarca saber construir, a partir del razonamiento de los estudiantes y
las estrategias utilizadas por ellos, procesos pertinentes para lograr su aprendizaje y para
tratar y corregir sus errores y concepciones erroneas. Los autores han detectado este
conocimiento en las respuestas de los profesores al observar, por ejemplo, qué
estrategias tienen previstas para afrontar las dificultades que se producen en el
aprendizaje de un contenido.

Por ultimo, el conocimiento del curriculo alude al conocimiento de los objetivos,
contenidos, fines, orientaciones curriculares, materiales y recursos disponibles para la
ensefianza, que permiten al profesor guiar su préctica y seleccionar las tareas adecuadas

para el aprendizaje de sus estudiantes (Ball et al., 2008, p.391).

El Cuarteto de Conocimiento (The Knowledge Quartet — KQ) es otro modelo de
conocimiento que se destaca en la literatura. Rowland, Huckstep y Thwaites (2005)
introducen esta herramienta para reflexionar sobre las formas en que el conocimiento
del profesor entra en juego en el aula. EI modelo KQ surge de la observacion y
grabacion de situaciones de clases de matematicas, que conllevan estudiar el
conocimiento de los contenidos matematicos, de los profesores en formacion de
Educacion Primaria, y las formas en que este conocimiento se manifiesta tanto en los
procesos de planificacion como en la ensefianza. Las dimensiones de conocimiento del

KQ son las siguientes: Foundation, Transformation, Connection y Contingency.
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Contingency

Transformation

Foundation

Figura 8. Dimensiones de conocimiento del Knowledge
Quartet (Rowland, Huckstep y Thwaites, 2005)

La categoria Foundation incluye el conocimiento, las concepciones y las comprensiones
adquiridas antes y durante la formacion academica; la Transformation se ocupa de
aspectos del conocimiento en la accion, tal como se pone de relieve durante la
planificacion y la ensefianza. Esta intimamente relacionado con el uso de
representaciones adecuadas del contenido, de ejemplos y de demostraciones de
procedimientos. La dimensién Connection se refiere al conocimiento que despliegan los
profesores cuando establecen conexiones entre las distintas partes del contenido
matematico; es decir, se combinan algunas decisiones y elecciones respecto del
contenido matematico. Incluye la secuenciacion del material para la instruccion y la
consideracién de las demandas cognitivas que cada tema y tarea requieren. Por ultimo,
la dimension de Contingency se manifiesta en aquellas situaciones en las que los
profesores han de responder ante eventos inesperados que emergen durante la
instruccion (Rowland, 2007; Rowland, Huckstep y Thwaites, 2005; Rowland, Thwaites
y Jared, 2011).

En general, es un marco para observar, describir y discutir el papel que desempefia el
conocimiento del contenido, incluyendo el conocimiento didactico, que tiene el profesor
y cdmo lo implementa en su practica (se relaciona con el como es el conocimiento). En
la actualidad se sigue refinando el KQ, ademas se busca ampliar su implementacion a la

Educacién Secundaria, asimismo extrapolarlo a un nivel internacional.

Considerando que no es suficiente que los profesores conozcan los contenidos
matematicos, que hay mucho mas, Sullivan (2008) adopta tres perspectivas para

establecer el conocimiento necesario para ensefiar: el conocimiento de las matematicas,
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el conocimiento de la ensefianza de las matematicas y el conocimiento de la pedagogia.
Bajo esta perspectiva un profesor debe ser capaz de responder a las preguntas de los
estudiantes correctamente; anticipar los métodos intuitivos; ensefiar lo que esta previsto
en el curriculo, etc. También incluye apreciar las dificultades que los estudiantes pueden
experimentar; ser consciente de que las lecciones pueden ser estructuradas para que el
aprendizaje sea producto de exploracion de los estudiantes; saber como plantear tareas
de ensefianza; saber esperar antes de ofrecer orientacion; evaluar el aprendizaje de los
alumnos; y llevar a cabo de manera eficaz un debate en el que se fomente que los

estudiantes manifiesten sus opiniones.

Ponte (2012) enuncia un modelo centrado en el conocimiento didactico de las
matematicas. Propone un modelo de conocimiento que se interesa por aquellos aspectos
del conocimiento profesional del profesor, que se refieren a la practica docente y que se
focaliza en el conocimiento didactico del contenido. En el modelo distingue cuatro tipos
de conocimiento: el conocimiento de las matematicas, el conocimiento del curriculo, el
conocimiento del estudiante y sus procesos de aprendizaje, y el conocimiento de los

procesos de trabajo en el saldn de aprendizaje (Ponte, 2012; Ponte y Oliveira, 2002).

Conocimiento
Conocimiento de los
de la estudiantes
matematica y del
aprendizaje

Conocimiento de la practica
docente

Conocimiento del curriculo

Figura 9. Componentes del conocimiento didactico (Ponte, 2012, p. 4)

El modelo tiene como nucleo el campo relativo al conocimiento de la practica docente,
siendo el eje fundamental del conocimiento didactico. La practica docente puede
entenderse como esa actividad llevada a cabo con regularidad por el profesor, teniendo
en cuenta el contexto de su trabajo y sus significados e intenciones (Ponte y Chapman,
2006). Por tanto, este foco incluye la planificacion a medio y largo plazo, el disefio del
plan de cada clase, la elaboracién de tareas de ensefianza, y en general todo lo

relacionado con el proceso de instruccion (Ponte, 2012, pp. 4-5).
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El conocimiento didactico se centra directamente en las especialidades de la disciplina.
No se trata del conocimiento de la matematica como ciencia, sino de las interpretaciones
que hace el profesor para su ensefianza. Incluye los conceptos y procedimientos
fundamentales de la disciplina, las distintas formas de representar los conceptos y las
conexiones internas y externas a la disciplina. También incluye el conocimiento de los
estudiantes y de sus procesos de aprendizaje. Es una condicion esencial para el éxito de
su trabajo que el profesor conozca a sus estudiantes como personas con Sus propios

intereses, gustos, su manera habitual de reaccionar, sus valores, etc.

Por ultimo, el conocimiento didactico abarca el conocimiento del curriculo, cdmo los
docentes gestionan el contenido curricularmente. Incluye el conocimiento de los
principales fines y objetivos de la ensefianza de las matematicas y de la organizacion de
los contenidos, ademas de conocer los materiales y las formas de evaluacion mas

empleadas.

Existen otros modelos de conocimiento que articulan distintas nociones teoricas sobre el
conocimiento matematico, su ensefianza y aprendizaje. Godino, Batanero y Font (2007)
proponen un marco tedrico para la Didactica de las Matematicas denominado Enfoque
Ontosemiotico del conocimiento y la instruccion matematicos (EOS), que brinda
herramientas de andlisis y de reflexion sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje de
las matematicas, ademas permite analizar y comprender de manera sistematica y
profunda el conocimiento del profesor de matematicas. Godino (2009) propone un
refinamiento de los subdominios del MKT a partir de la consideraciéon de las facetas
epistemoldgica, cognitiva, afectiva, interaccional, mediacional y ecologica, con

correspondientes niveles de analisis y consignas para su evaluacion.

También encontramos en la literatura modelos centrados en aspectos cognitivos, como
el de Silverman y Thompson (2008), quienes describen un marco para el desarrollo del
conocimiento matematico para la ensefianza (desde una perspectiva constructivista), que
busca que los profesores generen estructuras conceptuales conectadas, de tal modo que

intenten desarrollar estas mismas estructuras conceptuales en sus estudiantes.

Algunos de los modelos de conocimiento presentados han sido sometidos a diversas
criticas y revisiones por parte de los investigadores; sin embargo, son herramientas

utiles para diferenciar los componentes de conocimiento que un docente “debe tener”
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para una ensefianza efectiva, al mismo tiempo para profundizar en la naturaleza del

conocimiento matematico necesario para la ensefianza.

Las perspectivas enunciadas reconocen la complejidad del conocimiento matematico
para la ensefianza. Buscan avanzar en la comprensién del conocimiento de los docentes
y de la relacion con la ensefianza. A pesar de los avances en esta linea de investigacion,
todavia se estd buscando desenredar la complicada relacion existente entre los
conocimientos de los profesores, sus practicas de ensefianza y el aprendizaje de los
alumnos (Ball, Charalambous, Thames y Lewis, 2009; Mewborn, 2003). Bajo esta
direccion, en el Seminario de Investigacion en Didactica de la Matemaética (SIDM) de la
Universidad de Huelva® (Espafia), liderado por José Carrillo, se estd buscando
determinar, de modo preciso, de quée naturaleza es cada dominio de conocimiento del

profesor necesario para su practica.

Partiendo de los trabajos sobre el MKT que han supuesto un avance por caracterizar los
dominios de conocimiento del profesor de matematicas, este grupo ha encontrado
algunos problemas de delimitacion de los componentes del modelo MKT, que lo llevan
a avanzar en una reformulacion desde una perspectiva que entiende todo el
conocimiento del profesor como especializado. De este modo, surge el modelo de
Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (Mathematics Teacher’s
Specialized Knowledge — MTSK).

Los problemas de delimitacion del modelo MKT han supuesto una importante fuente de
dificultades en la investigacion, especialmente para identificar episodios de
conocimiento segun los subdominios, llevando a plantear problemas de operatividad
para caracterizarlo y delimitarlo (Carrillo, Contreras y Flores, 2013; Escudero, Flores y
Carrillo, 2012). Como los mismos autores del modelo MKT reconocen, los subdominios
del conocimiento del profesor no suponen wuna clasificacion exhaustiva del
conocimiento del profesor, siendo en la practica complejo evidenciar cuéles son los

subdominios de conocimiento que intervienen.

Si examinamos el conocimiento profesional sobre los nimeros racionales, es dificil

distinguir si conocer que las fracciones pueden interpretarse como medidas de

> Los directores del trabajo de tesis y el autor del trabajo son parte del grupo de investigacién que ha
participado en la elaboracidn del modelo MTSK.
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magnitudes, como relaciones concretas entre cantidades u otros significados del
concepto de fraccion (reparto, medida, cociente, operador y razén), corresponde a
conocimiento comdn o a conocimiento especializado del contenido. No esta claro si
cualquier usuario de la matematica en su labor profesional (ingeniero, bidlogo,
contador, etc.) tendria que conocer las situaciones descritas; es decir, Si €s un
conocimiento que tiene cualquier persona instruida que no sea profesor. Una dificultad
afiadida es que no es posible observar como ponen en practica el conocimiento “todos”
esos ciudadanos medios. Ello lleva a considerar méas apropiado caracterizar el

conocimiento matematico de un modo intrinseco, sin referirse a otras profesiones o

titulaciones (Carrillo, Contreras y Flores, 2013; Flores, Escudero y Carrillo, 2013).

Otra dificultad de delimitacion observada en el modelo MKT se presenta entre los
subdominios del conocimiento especializado del contenido y el conocimiento del
contenido y de los estudiantes. Este ultimo alude a una reflexion sobre el contenido
matematico sélo cuando se trabaja como objeto de ensefianza, siendo complejo
diferenciar si esa reflexion se refiere a las relaciones entre el contenido, o bien a los

aspectos referentes al aprendizaje de los estudiantes. Supongamos, por ejemplo, que en
.. . 1 3 .
la ordenacion de fracciones como Y los estudiantes las ordenan usando las

propiedades de orden de los nimeros naturales, pero el profesor reconoce que hay una
dificultad asociada al contenido sin relacionarla al obstaculo didactico, sino que se
limita a explicar el error matematicamente. Parece claro que reconocer el error en que
incurren los estudiantes se asociaria al conocimiento del contenido y de los estudiantes,
sin embargo ¢donde ubicariamos el conocimiento sobre la procedencia matematica del
error? ¢Se asocia con el conocimiento especializado del contenido o con el
conocimiento del contenido y el estudiante? Concordamos con Carrillo, Contreras y
Flores (2013), quienes indican que no parece haber ninguna ventaja al incluir el
conocimiento de la procedencia del error en un subdominio y la consciencia de su
existencia en otro, porque queda desdibujada la presencia de la matematica en el

conocimiento del contenido y el estudiante.

El grupo SIDM ha redefinido los subdominios de conocimiento del modelo MKT,
centrandose en el conocimiento matematico del profesor respecto de la ensefianza de las
matematicas. Se ha profundizado, principalmente, en el dominio de conocimiento

matematico, y en la delimitacion de los subdominios: conocimiento comun del
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contenido, conocimiento especializado del contenido y conocimiento del horizonte
matematico que lo componen; asimismo, se redefine el dominio de conocimiento

didactico del contenido.

En el modelo MTSK, el subdominio de conocimiento comdn del contenido no se
contempla en el dominio de conocimiento del contenido, debido a que el modelo se
concentra en el conocimiento que se refiere al profesor de matematicas. EI subdominio
de conocimiento especializado del contenido se traslada y se convierte en la esencia del
modelo; el caracter especializado y el conocimiento del horizonte mateméatico amplian
su definicion. Respecto al dominio de conocimiento didactico del contenido, son

renombrados y reinterpretados, incluyendo otros elementos de conocimiento.

En lo que sigue, definimos cada subdominio de conocimiento del modelo MTSK. El
hex&gono de la Figura 10 representa a cada subdominio de conocimiento del modelo y

tienen como nucleo las creencias matematicas y las de su ensefianza y aprendizaje.

2.1.2 El conocimiento especializado del profesor de matematicas

El modelo de Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas distingue, al
igual que el modelo MKT, dos grandes dominios de conocimiento: (a) conocimiento del
contenido matematico (MK) y (b) conocimiento didactico del contenido (PCK),
proponiendo una divisién de los dominios en tres subdominios especificos, que se

distinguen del modelo MKT, como se ilustra en la Figura 10.
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Figura 10. Modelo de conocimiento especializado del profesor de matematicas

(@) El conocimiento del contenido mateméatico (Mathematical Knowledge — MK) esta

compuesto por tres subdominios de conocimiento:

El conocimiento de los temas (Knowledge of Topics® — KoT) es mas que el
conocimiento de la matematica como disciplina; la matematica escolar también esta
incluida en este subdominio, asi como lo relativo a su fundamentacion tedrica, y los
procedimientos, estandar y alternativos, o las distintas formas de representacion de un
contenido (Carrillo, Contreras y Flores, 2013). Especificamente, incluye el
conocimiento de conceptos y procedimientos matematicos con sus correspondientes
fundamentos. Comprende cierto grado de formalizacion, por ejemplo, segin el tema
matematico de estudio, relacionar los numeros racionales con proporciones,
probabilidad, trigonometria, etc. Este subdominio se concreta en saber matematicas (en

el sentido escolar); conocer los aspectos fenomenoldgicos asociados al tema; conocer

® Traducimos la palabra topics por temas.
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los distintos significados del tema y conocer ejemplos especificos a un aspecto concreto

de un contenido.

El conocimiento de la estructura de las matematicas (Knowledge of the Structure of
Mathematics — KSM) hace referencia a la estructura de la materia. Incluye el
conocimiento de las principales ideas y de las estructuras de la disciplina, como, por
ejemplo, el conocimiento de propiedades y nociones relacionadas con el contenido que
se esté tratando; incluye una vision de conjunto de la matematica. El subdominio KSM
estd constituido por los conocimientos, tanto mas avanzados, como més elementales,
que permiten al profesor trabajar la matematica avanzada desde un punto de vista
elemental y viceversa. Asimismo, considera la idea de conexion y de complejidad del
contenido. La conexion con contenidos posteriores y anteriores a los que se esta
trabajando, permitiendo al docente disefiar la tarea de ensefianza de las matematicas
respecto a otras areas de conocimiento, en el sentido del Horizon Knowledge definido
en el modelo MKT (Ball y Bass, 2009).

En el KSM se consideran las conexiones en términos de lo que describen Martinez,
Giné, Fernandez, Figueiras y Deulofeu (2011), que hacen una caracterizacion del
conocimiento del HCK en funcién de conexiones matematicas, y que estiman que este
conocimiento es mas amplio que considerar solo los conocimientos matematicos
previos o posteriores al contenido que se ensefia en un determinado momento (p. 430);
definen tres categorias de conexiones: intraconceptuales, interconceptuales y temporales
(p. 431). Las conexiones intraconceptuales (contempladas en el KoT) implican enlaces
hacia el interior de un mismo concepto, como por ejemplo, equivalencia entre
caracterizaciones de un concepto, prueba de equivalencia entre dos definiciones,
mientras que las conexiones interconceptuales comprenden vinculos entre ideas o
conceptos matematicos distintos, siendo los conectores ideas matematicas que vinculan
representaciones del mismo concepto con otras que han de emplear los alumnos. Las
conexiones temporales son las que enlazan los conocimientos previos y futuros,
permitiendo, por ejemplo, estudiar otras propiedades de un concepto o procedimiento en

situaciones nuevas 0 méas complejas.

Por otra parte, la “complejizacion” o complejidad del contenido incluye también la idea

de simplificacion; por ejemplo, en el trabajo con fracciones, puede el profesor introducir
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el significado de fraccion como parte-todo hasta llegar, quizas en otros niveles, a

institucionalizarlo como una estructura matematica.

La complejizacion es matematica y lleva al docente a un proceso de analisis matematico
de los contenidos, con el objeto de establecer aquellos que se conectan o son parte de la
matematica, que implica una comprension global de la estructura de la matematica

ligada al concepto (Montes, Aguilar, Carrillo y Mufioz-Catalan, 2013).

El conocimiento de las préacticas matematicas (Knowledge of Practices in Mathematics
— KPM), atafie al conocimiento del modo de proceder en matematicas. Incluye el
conocimiento de las formas de conocer y crear o0 producir en matematicas
(conocimiento sintactico sobre la l6gica en matematicas), el razonamiento y la prueba,
saber definir y usar definiciones, establecer relaciones (entre conceptos, propiedades,
etc.), correspondencias 0 equivalencias o elegir representaciones, argumentar,
generalizar o explorar, aspectos de la comunicacion matematica. Es decir, consta de
aquellas formas de hacer y proceder en matematicas que un profesor ha de conocer para
desarrollar su clase, como son las diferentes formas de demostrar, el significado de
definicion, axioma o teorema como elementos constituyentes de la matematica, o el

conocimiento de la sintaxis matematica.

El dominio del conocimiento matematico (MK) del modelo MTSK transita por todo el
conocimiento matematico, comprendiendo los conceptos y procedimientos, las ideas
que estructuran la disciplina, las conexiones entre conceptos, la razén o el origen de los
procedimientos, los procesos de prueba y de cualquier forma de proceder en
matematicas; asimismo, de la necesidad de su lenguaje con su precision (Carrillo,

Climent, Contreras y Mufioz-Catalan, 2013).

(b) EI conocimiento didactico del contenido matematico (Pedagogical Content
Knowledge — PCK) esta compuesto por tres subdominios de conocimiento, que abarcan,
principalmente, aspectos de la ensefianza y del aprendizaje de un contenido matematico

y consideraciones curriculares:

El conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matematicas (Knowledge
of Features of Learning Mathematics — KFLM), responde a la necesidad del profesor de
conocer el modo de pensar del alumno respecto de las tareas matematicas. Es un

subdominio que contiene el conocimiento del aprendizaje de las matematicas del
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modelo del MKT, que engloba todo lo que concierne a producir aprendizaje de las
matematicas. Por ejemplo, qué tipo de oportunidades de aprendizaje se puede ofrecer
para un contenido, qué etapas de aprendizaje son recomendables. Igualmente, el
profesor ha de tener conocimiento al respecto de las dificultades de los estudiantes al
abordar un tema matematico. Este subdominio engloba conocer ciertas teorias o
perspectivas que le aporten a la caracterizacion del proceso de aprender matematicas,
como el conocimiento sobre la diferencia entre aprender matematicas de un modo
mecénico o con significado (Skemp, 1978), el transito que recorre el alumno desde la
familiarizacion con un objeto hasta su cosificacion (Sfard, 1991), aspectos no

contemplados en el MKT.

Es evidente que el KFLM y el KoT guardan mucha relacion con el aprendizaje, al ser la
base de ambos el conocimiento matematico escolar; sin embargo, mientras el KoT se
relaciona con el conocimiento en si, KFLM se corresponde con el aprendizaje

especifico de ese conocimiento.

El conocimiento de la ensefianza de las matematicas (Knowledge of Mathematics
Teaching — KMT), es un conocimiento que permite al profesor elegir una determinada
representacion o un material para el aprendizaje de un concepto o un procedimiento
matematico, o aquel conocimiento que le permite seleccionar unos ejemplos 0 una tarea
matematica, elegir un libro de texto. Al igual que el conocimiento del contenido y la
ensefianza del modelo MKT, es un conocimiento especifico del profesor de
matematicas, no es meramente conocimiento matematico, sino la integracion de

matematicas y ensefianza.

El KMT incluye, por ejemplo, conocer estrategias de ensefianza asociadas a temas
concretos, conocer materiales y recursos que faciliten la adquisicién de ciertos
conceptos. Pero también incluye conocimientos tedricos sobre la ensefianza de la
matematica, como los relacionados con la ensefianza a través de la resolucion de

problemas, lo que lo diferencia del MKT.

62



Capitulo 2. Marco de referencia de la investigacion

El conocimiento de los estandares’ de aprendizaje (Knowledge of Mathematics
Learning Standards — KMLS) comprende los contenidos propuestos en las normativas
curriculares de los niveles de ensefianza (conocer que indica el curriculo que debe
aprenderse en cada nivel), conocer los materiales o recursos que proponen las
normativas para abordar los contenidos, al igual que el conocimiento del curriculo del
modelo MKT. Ademas, el KMLS incluye conocer los objetivos y estandares de
aprendizaje mas alla de los que provienen del entorno institucional del profesor. Por
ejemplo, considera los objetivos y estandares que indican las asociaciones profesionales
o0 de investigadores como el NCTM, o pruebas de evaluacion como PISA, etc.; es decir,
qué recomiendan los expertos en la materia y que existe en la literatura de investigacion

respecto al aprendizaje de los contenidos.

En sintesis, el modelo MTSK se centra en la especificidad del conocimiento del
profesor de matematicas respecto de la ensefianza del contenido, evitando discernir
cuando se trata de conocimiento comun del contenido. Asi, el dominio MK pretende
observar la matematica como un elemento articulador del MTSK, asimismo, el PCK
centra su atencion en las diferentes formas de profundizar en el contenido matematico,

cuando se tiene la intencionalidad de ensefiarlo y de que los estudiantes aprendan.

En el centro del modelo MTSK puede verse también la inclusion de las creencias que el
profesor tiene acerca de la matematica y sobre su ensefianza y aprendizaje, como
dimension que impregnan el conocimiento del docente. No obstante, el tema de las
creencias no sera objeto de reflexion en este trabajo, Unicamente nos concentramos en el

conocimiento especializado del profesor de matematicas.

El modelo MTSK proporciona una perspectiva y una herramienta para profundizar en el
conocimiento que un docente posee, declara o muestra (Aguilar, Carrefio, Carrillo,
Climent, Contreras, Escudero et al., 2013). Asumiendo que las evidencias de

conocimiento son complejas y situadas, consideramos que estudiar las caracteristicas de

" El término “estandares” es empleado aludiendo a la traduccién que se hizo desde la SAEM Thales, en el
afio 2000, de la publicacion homénima del NCTM en 1989, con el objeto de poner de relieve que el
subdominio KMLS es mas amplio que el propio conocimiento curricular, de caracter institucional y local,
incluyendo aportaciones internacionales sobre lo que debe componer el contenido de la educacién
matematica de un ciudadano, procedentes de la propia investigacion en educacién matematica y de
instituciones y asociaciones profesionales.
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los subdominios del MTSK y sus relaciones nos puede ayudar a comprender el

conocimiento especializado necesario para ensefiar matematicas.

El modelo MTSK es uno de los referentes tedricos de este estudio, que nos llevara a
profundizar en el conocimiento especializado del profesor de matematicas en su accion
docente, siendo una herramienta que suministra ideas y sugerencias para en un futuro
elaborar propuestas formativas. En lo que sigue, definimos qué se entenderd por

conocimiento en este estudio, con el objeto de precisar esta nocion.

2.1.3 El conocimiento en la investigacion

Desde el punto de vista fenomenoldgico, conocer se produce cuando una persona
denominada cognoscente aprehende o representa un objeto que ha sido transcendente
para él (Ferrater, 1982, pp.597- 598). Asi, comprender, comunicar 0 actuar sobre una
situacion implica comenzar a construir una representacion segun el contexto y proyecto,

existiendo una infinidad de maneras de representar una situacion.

Pozo (2003) se plantea “¢Es lo mismo tener representacion que tener conocimiento?,
¢ Es posible tener representaciones sin conocimientos?” (p.44). Para buscar respuestas a
las preguntas el autor hace una descomposicién de los procesos cognitivos en implicitos
y explicitos. Los procesos implicitos atienden a aquello que no se puede informar y lo
explicito a lo que se puede informar o comunicar. De modo general, las
representaciones implicitas aumentan la posibilidad de explicitacion de los objetos. El
paso de las representaciones implicitas a las explicitas es un proceso gradual (evolutivo)
y complejo que permite ir organizando el contenido y, en general, la actividad

epistéemica.

En términos de aprendizaje, una persona que informa sobre lo que ha aprendido y cémo
lo ha asimilado, manifestaria un aprendizaje explicito, luego conocer se entenderia
como “la capacidad de manejar representaciones explicitas” (Pozo, 2003, pp.119-120).
Contemplando que el ser humano por naturaleza esta influenciado por sistemas
culturales complejos, necesita desarrollar nuevas funciones cognitivas que incrementan
la adquisicion de conocimiento mediante procesos que llevan a representar

explicitamente.

Las representaciones las genera el ser humano, estan socialmente distribuidas, se

transmiten en forma de representaciones mentales y llegan a instaurarse como
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conocimiento en la medida que la mente las explicita e interpreta. Por lo tanto, el
conocimiento seria el resultado de un proceso mas que sélo un producto, estando

relacionado con los procesos mentales que lo producen o lo obtienen (Pozo, 2003).

El proceso de conocer también se puede analizar desde el dominio cognitivo,
examinando el proceso que nos permite aprender. Esto se inicia cuando se presenta una
nueva informacion que produce cambios inesperados en las estructuras mentales,
posteriormente la informacion se integra, apareciendo representaciones que se apoyan
en actividades objetivas que llevan a presagiar y controlar tareas y sucesos del mundo.
Estos cambios proporcionan informacion que se entiende como medida de entropia
(desorden) negativa. Esta informacion es codificada de acuerdo con restricciones. Las
representaciones especificas se organizan respecto a los organismos que procesan los
cambios, permitiendo su explicitacion progresiva y su reconstruccion en nuevas formas

de conocimiento.

Como consecuencia, el conocimiento forma una red compleja en la que se entrelazan los
conceptos, las relaciones ente conceptos, los esquemas, etc. La representacion de los
objetos se entiende como construcciones mediadas por la estructura psicolégica de cada
persona. Pozo (2003) enfatiza que un requerimiento para alcanzar conocimiento es
identificar y representar la relacion que mantiene ciertos objetos con otros (p.135).
Sostiene que las formas de aprendizaje de los seres humanos se manifiestan por
declaraciones conceptuales, dependiendo la complejidad de los procesos de los métodos
elaborados por los sujetos. Para considerar los aspectos cognitivos como una

construccidn es necesario asumir que hay distintas formas de construir o aprender.

Desde una mirada constructivista, las personas adquirimos los conocimientos en la
interaccién con el medio, dialogando, argumentando y discutiendo con otros. En el caso
de los constructivistas radicales, conocer, es un proceso adaptativo que admite organizar
nuestro mundo de experiencias (Ponte, 1992). Esto lleva a que el conocimiento se pueda
entender como el resultado de conocer, constituye una “[...] red amplia de conceptos,
imagenes, y habilidades inteligentes que poseen los seres humanos” (Pajares, 1992), que
esta disponible para afrontar distintas situaciones.

En este trabajo consideramos el conocimiento como algo mas neutral que las creencias
y que las concepciones, en el sentido que la informacién del sistema de conocimiento se

va almacenando semanticamente, de modo que amplia las redes de conceptos, imagenes
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y habilidades. En el sentido que lo define Van Dijk (2001), el conocimiento como la
“creencia verdadera justificada”, aquella informacion que ha sido ratificada como
verdadera para la colectividad, para la sociedad encargada de dar validez a estos
conocimientos; esta informacion que forma parte de la estructura cognitiva de un sujeto

y que hace explicita.

Considerando que nos centramos en uno de los protagonistas del escenario de la
actividad del aula, el profesor, vamos a estudiar las declaraciones del profesor
producidas en la interaccion con los estudiantes y el entorno (el aula), y examinar como
nos informan respecto del conocimiento del profesor. Como indica Blanco (1991), el
desarrollo de las acciones exige decisiones inmediatas, que son caracterizadas por el
conocimiento disponible, los objetivos prioritarios y las creencias del profesor (p. 95).
Por tanto, a partir de las declaraciones del docente en la practica, vamos a identificar el
conocimiento plausible (lo que se puede inferir, lo que parece razonable que subyace a

lo observado) al ensefiar un tema matematico.

Schoenfeld (2010b) alude al conocimiento que tiene una persona como “[...] la
informacién que él o ella tiene disponible para usar para resolver problemas, alcanzar
metas, o desarrollar cualquier otra tarea”. De acuerdo a esta definicidn se considera que
“el conocimiento de una persona no es necesariamente correcto” (p. 25). En el caso de
un profesor de matematicas, la informacion que dispone puede presentarse segun los

distintos tipos de comprension® (relacional, instrumental, I6gica o simbélica), siendo la

8 i - . . - .

Siguiendo a Skemp (1978), que distingue los dos primeros tipos de comprension, la relacional, que
alude a “saber qué hacer y por qué se debe hacer”, permite llegar a extraer informacion desde la memoria
del sujeto por vias expeditas y conlleva el avance de la comprension. Un ejemplo, referente a las

. . , L yn ., 1 3
fracciones, puede ser estudiar qué conceptos matematicos son conectados al representar la expresion >':

con el modelo de area de un rectangulo. La comprension instrumental alude a “como aplicar reglas sin
necesidad de justificar”, es decir, se asocia con ideas existentes que permiten conectar conceptos y
procedimientos, siendo un saber que lleva aplicar reglas sin una razén evidente (Skemp, 1978). Por

. . -, 1 3 .. - . ;.
ejemplo, si tenemos la expresién S o para obtener la multiplicacién de fracciones, una razén instrumental

seria: se multiplican los numeradores de la fraccion (1 - 3) y el resultado da el numerador de la fraccién
(3) y luego se multiplican los denominadores de las fracciones (2 - 4) obteniéndose el denominador de la
fraccion (8); es decir, antecede un conocimiento aprendido que emplea reglas sin argumentacién. La
comprension logica permite organizar la informacion, equivalente al conocer la estructura de lo que se
hace y conoce; como pueda suceder en la prueba formal. La comprension simbolica es “una conexion de

simbolismo y la notacién con las ideas asociadas” (p.135). Esto ultimo puede consistir en asociar % . 2 =
% ,a,c €Z; b,d € Z*, segln las definiciones y propiedades de Q_%-g =(a-b™Y)-(c-d™1), luego por
a-c

asociatividad se llegaa (a-c)- (b-d)™t = vl
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informacién disponible que el profesor usa para resolver situaciones y que hace

explicitas a partir de declaraciones conceptuales.

En el aula las acciones de ensefianza revelan manifestaciones explicitas de esa red
compleja de conocimiento (conceptos, relaciones entre conceptos, esquemas, etc.) que
tiene el profesor, y que se manifiestan en cémo aborda los contenidos, los tipos de
ejemplos y tareas que presenta a sus estudiantes, el significado proporcionado a los
algoritmos (el saber por qué se hace asi), los modos de proceder en matematica, asi
como los elementos que median en las interacciones de los alumnos con el contenido,
entre otros aspectos. Estas manifestaciones que usa el profesor (que hace explicitas) son
los elementos méas proximos observables del conocimiento del profesor, dandonos una
idea del conocimiento que queremos comprender en esta investigacion; es decir, el

conocimiento plausible observado en la actuacion docente.

Considerar que el conocimiento no ha de ser necesariamente correcto nos permite aun
mas comprender el conocimiento del profesor que manifiesta en su accién, no buscando
realzar sus incorrecciones, mas bien interesaria comprender por qué el profesor procede
de ese modo, presenta distintas tareas, emplea ciertas representaciones, qué errores de
los estudiantes reconoce, qué tipo de material emplea para la ensefianza de los
contenidos, etc. Por tanto, consideramos que profundizar en el conocimiento del
profesor a partir de sus declaraciones nos puede acercar a una mejor comprension del

conocimiento especializado del profesor de matematicas.

2.1.4 Antecedentes: Investigaciones centradas en el conocimiento del
profesor de matematicas en la practica
Las investigaciones en el area del desarrollo y el aprendizaje del profesor, centradas en
el conocimiento, buscan estudiar las formas en que los docentes generan o adquieren
ciertos tipos de conocimientos (Grossman, Schoenfeld y Lee, 2005; Llinares y Valls,
2009; Rivas, 2012); comprender el conocimiento de los profesores a partir de la practica
docente (Ball, Thames y Phelps, 2008; Ribeiro, 2010; Ribeiro y Carrillo, 2011; Ribeiro,
Monteiro y Carrillo, 2010; Rowland, Huckstep y Thwaites, 2005; Sosa, 2010; Steele y
Rogers, 2012); evaluar el conocimiento del docente (Arteaga, Batanero, Cafadas y Gea,
2012; Depaepe, Verschaffel y Kelchtermans, 2013; Estrada, 2007; Gonzato, Godino y
Neto, 2011; Krauss et al., 2008; Ortiz y Nordin, 2012; Varas, Lacourly, Lépez, y
Giaconi, 2013); y entre otras preferencias, abordan estudios de colaboracion con
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maestros para planear o discutir clases de matematicas, que llevan a los investigadores a
profundizar en el conocimiento del profesor de matematicas (Carrillo y Climent, 2006;

Menezes, 2004; Ponte, Serrazina, Sousa y Fonseca, 2003; Ribeiro, 2010).

Como hemos mencionado, en este trabajo es de interés estudiar el conocimiento que
pone en juego el profesor cuando tiene la intencionalidad de ensefiar un contenido
matematico. En esta direccion existen destacados estudios que se focalizan en
profundizar en el conocimiento del profesor de matematicas directamente de su

actuacion en el aula.

Los modelos MKT y KQ surgen de experiencias empiricas. EI MKT nace de las
observaciones de aula de profesores de Educacion Primaria. Convirtiéndose en uno de
los constructos de referencia en los estudios que buscan comprender la naturaleza del
conocimiento que los profesores poseen; también buscan definir enfoques para apoyar
el desarrollo de los conocimientos necesarios para la ensefianza (Ball et al., 2008; Hill,
Ball et al., 2008). EI KQ se apoya en la discusion sobre el conocimiento de los
contenidos matematicos entre formadores de profesores, alumnos y profesores-tutores,
en el contexto de las escuelas. Es un marco para la observacion de clase y para el
desarrollo de la ensefianza de las matematicas, que busca reflexionar sobre la ensefianza
y el conocimiento de los profesores puesto en juego en el aula. Ambos modelos se
emplean para estudiar el conocimiento matematico para la ensefianza, para abordar
cuestiones que surgen de la observacién de clase y para reflexiones posteriores a cada
clase.

Teniendo como base el estudio de Ponte y Chapman (2006) que identifican y analizan
diversas investigaciones que se centran en el conocimiento y la practica del profesor de
matematicas, en la Tabla 5 organizamos estudios centrados en este tema, segun los
distintos niveles de formacion. Luego, detallamos algunas de las investigaciones

mencionadas y una sintesis de los resultados obtenidos.

Tabla 5. Investigacion sobre el conocimiento matematico de las fracciones

Autor(es)/afio Tema Nivel*
Ball (1990) Division de fracciones PFP
Callejo, Fernandez y Marquez Division de fracciones PFP
(2013)
Gairin (1998) Fracciones (representaciones) PFP
Klein y Tirosh (1997) Multiplicacion y divisiones de PEP
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Tabla 5. Investigacion sobre el conocimiento matematico de las fracciones

fracciones

Klein et al. (1998) Fracciones (errores en operaciones) PEP
Linchevsky y Vinner (1989) NUmeros y operaciones PEP
Llinares y Sanchez (1997) Fracciones PFP
Llinares et al. (1994) Fracciones (representaciones) PFS
Llinares y Sanchez (1991) Fracciones PFP
Ma (1999) Division de fracciones PEP
Pinto y Tall (1996) NUmero Racional PFP/PFS
Ribeiro, Monteiro y Carrillo Decimales y propiedad de un cubo PEP
(2010)

Sosa (2010) Algebra PES
Tirosh, Graeber y Glover (1986) Resolucion de problemas PFP

* PEP: Profesores en ejercicio de Educacién Primaria, PES: Profesores en ejercicio de Educacién
Secundaria o Bachillerato PFP: Profesores en formacion de Educacién Primaria, PFS: Profesores
en formacion de Educacién Secundaria.

Ribeiro, Monteiro y Carrillo (2010) estudian la presencia de los distintos componentes
de conocimiento matematico para la ensefianza (segun el modelo MKT) en la préctica
de una profesora de Educacion Primaria. A partir de las acciones ejecutadas por la
profesora (obtenidas mediante las grabaciones de audio y video), en situaciones
especificas, se analizan los componentes del conocimiento profesional. El estudio
concluye con que se superponen los componentes relativos al conocimiento comuny
al conocimiento especializado, por lo que no es posible distinguirlos. Ademas, observan
algunas carencias relacionadas con el conocimiento relativo al contenido y a sus
alumnos, que se asocian a la falta de conocimiento comin y al especializado del

contenido.

Los autores sostienen que los profesores deben tener un abanico de conocimiento que se
relacionen con cada uno de los contenidos especificos que tienen que ensefiar, para
hacerlos comprensibles a sus estudiantes y buscar que ellos adquieran un conocimiento

relacional entre los distintos contenidos.

Sosa (2010) tambien estudia el conocimiento matematico para la ensefianza que se
evidencia en la préctica del profesor que ensefia un tema de Algebra en el nivel de
Bachillerato. A partir de la observacion de aula, notas de campo, cuestionarios y
entrevista semi-estructurada estudia el caso de dos profesores, buscando identificar en la

practica qué subdominios de conocimiento matematico para ensefianza se evidencia.
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En este estudio se obtiene una serie de indicadores de conocimiento que se focalizan
especialmente en el conocimiento del contenido y de los estudiantes y en el
conocimiento del contenido y de la ensefianza. La presencia de un mayor nimero de
indicadores de conocimiento en estos subdominios se atribuye posiblemente a la
distincion y esclarecimiento de la frontera que separa a los subdominios del modelo
MKT (p. 464).

En el nivel estudiado (bachillerato) se espera que los profesores de matematicas tengan
un buen dominio de conocimiento comun del contenido, por la formacion de base del
profesorado. Por tanto, aumenta la posibilidad de que un profesor de bachillerato tenga
un amplio dominio de los conceptos matematicos, tanto de las reglas y propiedades, de
distintos teoremas, etc., asi como del conocimiento sobre la operatividad que requiere
para realizar las tareas de ensefianzas. Sin embargo, en los casos estudiados parece ir
descendiendo el conocimiento a medida que se avanza sobre la utilidad y la profundizad

de los contenidos ensefados.

Tchoshanov (2011) define el conocimiento de tipo cognitivo del maestro (The Cognitive
Type — TCM) que se refiere al conocimiento del contenido, al modo de pensar de los
docentes y a los procesos necesarios para cumplir unas tareas de manera exitosa. El
TCM se basa en tres tipos de conocimientos. El tipo 1 corresponde a los hechos y los
procedimientos. El conocimiento matematico del profesor esta organizado por: hechos
matematicos, procedimientos, conceptos, generalizaciones y modelos, asi como la
forma en que se estructura y se genera ese conocimiento. Incluye también este tipo 1 el
conocimiento curricular y el conocimiento didactico del contenido. El conocimiento de
tipo 2 supone conocer conexiones entre conceptos. Este conocimiento se ocupa del

modo de hacer conexiones conceptuales entre procedimientos e ideas matematicas. Por
. 3 1 . .. ..
ejemplo, resolver 1Z+E utilizando distintos procedimientos, por lo que alude a

concepto relacional de procedimientos matematicos. EI conocimiento tipo 3 es conocer
modelos y generalizaciones. Es un conocimiento tedrico, envuelve comprobar
conjeturas, hacer o establecer generalizaciones, demostrar teoremas. Por ejemplo, para

c ad

demostrar que =+ =

- bc,a,b,cydeZ, el profesor necesita distintos tipos de

conocimientos (conocer modelos y generalizaciones).

Tchoshanov (2011) realiza su estudio del conocimiento del contenido del profesor con

120 docentes de Educacidn Secundaria, estableciendo tres fases. En la primera, analiza
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las asociaciones entre el tipo cognitivo del profesor (TCM) y el logro del estudiante. En
la segunda, relaciona el TCM vy la practica de la ensefianza, y en la tercera examina el
conocimiento del profesor de matematicas al ensefiar la division de fracciones. Este
autor concluye que un TCM limitado restringe los logros de los estudiantes en
matematicas. Ademas encontré que los profesores con TCM elevado (aquellos que

hacen conexiones entre conceptos) presentan clases de mayor calidad.

Krauss et al. (2008), basandose en el trabajo de Shulman (1986), han buscado
conceptualizar el conocimiento del contenido y el conocimiento didactico del contenido
del nivel secundario de matematicas. Aplican pruebas a profesores alemanes de
Educacién Secundaria (dos grupos con distinta especializacion) para evaluar el
conocimiento de los profesores en estas categorias de conocimiento. Concretan el
conocimiento del contenido centrandose en las areas de estudio de la ensefianza

secundaria (por ejemplo, aritmética, algebra y geometria).

El conocimiento didactico del contenido se identifica a partir de las tareas matematicas,
los conceptos erroneos y las dificultades de los estudiantes, asi como el conocimiento de
las estrategias de ensefianza especifica de las matematicas. Respecto de este
subdominio, los resultados han arrojado que los dos grupos de profesores difieren
sustancialmente en cuanto al nivel y la estructura de conocimiento, aunque no se puede
descartar la posibilidad de que este hallazgo sea simplemente una manifestacion de las
diferencias intergrupales antes de su formacion docente. Ademas se obtiene que el
grado de conexion cognitiva entre el conocimiento del contenido y el didactico del

contenido esta en funcion del grado de conocimiento matematico de los docentes.

Klein y Tirosh (1997) evaltan el conocimiento didactico del contenido de 67 profesores
en formacion y de 46 profesores en ejercicio. Se centran en examinar si los profesores
identifican las dificultades y errores mas usuales que tienen los nifios cuando resuelven
problemas verbales de multiplicacion y division con numeros racionales. El resultado
obtenido es que los profesores en formacion muestran bajo conocimiento didactico del
contenido sobre los dos aspectos mencionados. En cambio, la mayoria de los profesores
en ejercicio identifican las respuestas incorrectas de los alumnos, pero no los posibles
origenes. Establecen asi la importancia de que los cursos de formacion analicen con los
docentes los procesos de pensamiento mas usuales de los alumnos, para aumentar el

conocimiento didactico del contenido.
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Depaepe, Verschaffel y Kelchtermans (2013) estudiaron distintas relaciones entre los
dominios de conocimiento. En las investigaciones, observaron que utilizando distintos
test para medir el contenido y el conocimiento didactico del contenido, se llega a
concluir que ambos conceptos estan correlacionados y que el conocimiento del
contenido es una condicion necesaria para el conocimiento didactico del contenido,
aunque no suficiente. Estudios en pequefia escala que incluian la observacion de aula y
entrevistas a alumnos y profesores, revelaron que el conocimiento didactico del
contenido esta bien establecido, que un buen conocimiento didactico del contenido se
relaciona con una formacién practica docente efectiva. También apreciaron que el
conocimiento didactico del contenido sobre los estudiantes esta relacionado de forma
positiva con los resultados de aprendizaje del alumnado, siendo el nivel de aprendizaje

ostensiblemente més alto cuando se tiene un buen conocimiento del contenido.

En este estudio observaron la importancia del conocimiento didactico del contenido.
Apreciaron que existe conexion con el conocimiento del profesor. Los autores
encontraron que este conocimiento permite construir conexiones entre el contenido y los
aspectos didacticos del contenido. Concluyen que el conocimiento didactico del
contenido es especifico para la ensefianza de la materia, pero que requiere del

conocimiento del contenido para establecerse.

Rowland, Huckstep y Thwaites (2005) estudian el conocimiento del contenido en
futuros profesores de Educacion Primaria (del Reino Unido), analizan videos de
profesores en formacion segun las cuatro grandes dimensiones del modelo KQ.
Observaron a 149 futuros profesores que impartieron clases a estudiantes de edades 3-8

y de 7-11 afios. En total analizaron 24 sesiones de clase.

A los participantes se les pidié que proporcionaran una copia de sus planificaciones de
clase disefiadas. El investigador no participante realizaba un resumen al término de la
clase observada. La fuente principal de datos son los videos de clase. A lo largo de los
videos se buscaron las cuestiones relacionadas con el conocimiento del contenido y
didactico del contenido, organizando los datos segln las cuatro dimensiones del modelo
KQ. Concluyeron que el conocimiento matemético es necesario para todos los
profesores, negando que los docentes de secundaria necesiten tener un mayor

conocimiento del contenido que los maestros de primaria (p. 256).
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Callejo, Fernandez y Marquez (2013) estudian el conocimiento especializado del
contenido, segun el modelo MKT, en futuros profesores de Educacion Primaria al
resolver problemas de division de fracciones. Los participantes fueron 84 futuros
profesores de primer afio de su grado. Los investigadores se centran en estudiar como
los profesores resuelven problemas de division (cuotitiva) y examinar cOmo interpretan
las estrategias y los errores de los estudiantes frente a este tipo de problemas. Los
resultados obtenidos aluden a que la mayoria de los docentes resuelven correctamente
los problemas empleando un método de medicion (representacion grafica). También
hallaron que pocos profesores identificaron los errores (conceptuales o procedimentales)
de los estudiantes, limitdndose a afirmar la validez del método a partir de las
interpretaciones de las respuestas dadas. Los resultados obtenidos sugieren que el
conocimiento comun del contenido no es suficiente para analizar e interpretar las
respuestas de los estudiantes y los errores que ellos presentan, debido a que la actividad
de interpretacion de estas situaciones necesita del conocimiento especializado del

contenido.

En sintesis, las investigaciones que estudian el conocimiento del profesor en la préctica
utilizan métodos cualitativos o cuantitativos, también combinan ambos métodos. En los
estudios cuantitativos se complementan los andlisis con la profundizacion en uno o dos
casos. Los instrumentos utilizados son la observacion directa del aula, notas de campo,
analisis de videos, cuestionarios, entrevistas, las producciones de los sujetos (diarios,
plan de clase), etc. Estos trabajos destacan la importancia de que el profesor de
matematicas desarrolle una extensa base de conocimiento matematico y didactico, que

le permita organizar el conocimiento para afrontar su labor profesional.

En esta linea centramos nuestro problema de investigacion que persigue estudiar el
conocimiento especializado del profesorado para la ensefianza de las matematicas; es
decir, aquel conocimiento que se pone en juego cuando se tiene la intencionalidad de

ensefiar un contenido matematico.

En el apartado que sigue, exponemos el analisis didactico y las categorias e indicadores
de conocimiento que surgen de la relacion entre el modelo MTSK y el analisis
didactico, referentes tedricos que nos permitirdn aproximarnos a una comprension

profunda del conocimiento del profesor en la préactica.

73



Capitulo 2. Marco de referencia de la investigacion

2.2  EL ANALISIS DIDACTICO

Empleamos el término analisis didactico para referirnos a una herramienta que se
desarrolla en el grupo de investigacion «FQM193. Didactica de la Matematica.
Pensamiento Numérico», del Departamento de Didactica de la Matematica de la
Universidad de Granada. El andlisis didactico comienza a definirse en los trabajos de
Rico (1997a; 1997b), a partir del analisis curricular que articula cuatro dimensiones:
cultural/conceptual, cognitiva, ética o formativa y social. Rico (1997a) considera el
analisis didactico como una herramienta para facilitar al profesor el disefio de unidades
didacticas; un recurso que le permite organizar su actividad de ensefianza en torno a un
tema matematico. Por tanto, en este trabajo lo consideramos como un procedimiento
ideal de como el profesor disefia, lleva a la practica y evalia las actividades de

ensefianza y aprendizaje.

El analisis de las dimensiones del curriculo lleva a definir cuatro organizadores del
curriculo, con los cuales el profesor aprecia el significado de un contenido matematico,
a partir de las dimensiones curriculares que lo sustentan (Rico, 1997a): la dimensién
cultural/conceptual, que se relaciona con el organizador contenido; la dimensién
cognitiva, con el organizador cognitivo; la dimensién ética o formativa, con el

organizador instruccion; y la dimension social, con el organizador actuacion/evaluacion.

A partir del triangulo semantico de Frege, referencia-signo-sentido, Rico (1997a)
establece la terna: definicion-representacion-fenémeno, para expresar el significado de
los contenidos de las matematicas escolares. En correspondencia con ello surgen los
organizadores de significado del contenido, que son: la estructura conceptual, que
requiere examinar los focos de atencion del contenido, para lo cual es conveniente
analizar la evolucién historica de cada campo o de los conceptos; la diversidad de
representaciones empleadas para cada sistema conceptual, ademas de las
modelizaciones que pueden emplearse para materializar los conceptos; los fendmenos
que se organizan a traves de las nociones, asi como las aplicaciones préacticas de cada

contenido.

Una vez examinado el significado del concepto, se requiere estudiar los elementos de su
ensefianza y aprendizaje, para lo que se propone examinar la dimension cognitiva,
comenzando con el estudio de las limitaciones de aprendizaje relacionadas con el

contenido, que pueden obstaculizar el aprendizaje de los estudiantes; considerando las
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dificultades ligadas al contenido, asi como los errores que se detectan cominmente en el
aprendizaje de las matematicas de cada tema. El analisis cognitivo debe estudiar la
secuencia de capacidades que los alumnos pueden poner en juego para resolver las
tareas (camino de aprendizaje de una tarea), los objetivos y las competencias de

aprendizaje que se pretenden alcanzar.

La dimensidn de instruccion se centra en buscar estrategias de ensefianza conformadas
por las tareas y secuencias de tareas matematicas escolares, asi como los materiales y
recursos didacticos que se pueden emplear para la ensefianza de cada contenido, y que
ayudan a configurar estas tareas.

Por ultimo, la dimension de actuacion/evaluacion requiere examinar estrategias de
evaluacion, tanto del aprendizaje de los alumnos, como de la propia unidad didactica
disefiada. Esto lleva a realizar una sintesis evaluativa que evidencie los aprendizajes
alcanzados y las debilidades del proceso de instruccion, con el objeto de mejorar el

proceso de ensefianza/aprendizaje del tema matematico de estudio.

Producto de emplear estos organizadores surge el analisis didactico, que tiene por
objetivo facilitar la practica del profesor de matematicas, de una manera sistematica y
profunda, tomando en consideracion el maximo de dimensiones que influyen en su
actuacion. Este andlisis se compone de cinco partes: a) analisis conceptual, b) analisis
de contenido matematico escolar, c¢) andlisis cognitivo, d) analisis de instruccion, y e)

andlisis evaluativo (Rico, 2013; Rico y Fernandez-Cano, 2013).

El anélisis didactico de los temas matematicos se inicia con el andlisis de contenido de
aquellos conceptos y procedimientos matematicos que lo componen. A su vez el analisis
de contenido requiere de un analisis conceptual especifico de las nociones basicas
asociadas. En lo que sigue, definimos los cinco andlisis parciales que conforman el

andlisis did4ctico, segun Rico y Fernandez-Cano (2013):

1. El analisis conceptual lleva a profundizar en los conceptos y nociones basicas del
conocimiento matematico, sus fundamentos e historias, su genesis y desarrollo,

sobre los principios para su ensefianza e interpretacion de su aprendizaje.

2. El andlisis de contenido lleva a estudiar la estructura conceptual, tanto de una
forma sincronica como diacrénica (incluyendo su evolucion historica), asi como

los aspectos fenomenologicos y los sistemas de representacion referente al
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contenido matematico. Estos tres aspectos establecen una vision més significativa

del contenido matematico escolar.

3. El analisis cognitivo examina expectativas sobre el aprendizaje de los escolares
(fines, objetivos y capacidades), oportunidades (situaciones en las que se puede
producir aprendizaje enfocado hacia las finalidades) y limitaciones de aprendizaje

(dificultades y errores).

4. El analisis de instruccion organiza las tareas matematicas escolares, prestando
atencion a la forma de afrontar la ensefianza de la resolucion de problemas y la
modelizacion y abogando por una ensefianza préctica, que utilice los materiales y

recursos disponibles.

5. El analisis evaluativo permite al profesor confrontar los aspectos planificados con
lo que sucedid, luego que la planificacion se pone en practica; implica describir la
comprension de los estudiantes, con el propésito de brindar informacion que

permita mejorar la planificacion y, en efecto, su préctica docente.

2.2.1 El analisis didactico en el estudio

En este trabajo utilizamos el analisis didactico con fines formativos e investigativos. Lo
primero alude a que el andlisis didactico permite profundizar sobre un contenido
matematico escolar, tanto desde el ambito matematico como desde la ensefianza,

permitiendo al investigador profundizar en un tema matematico.

En esta investigacion hemos realizado el analisis didactico de los nimeros racionales
(ver Anexo A), llevando a cabo los andlisis de contenido, cognitivo y de instruccion.
Por lo tanto, en el trabajo empleamos el analisis didactico como una herramienta que

permite al investigador tener una recopilacion de informacion respecto al contenido.

Para clarificar el papel que juega el andlisis didactico en la investigacion, distinguimos
en él tres fases: (a) fase de profundizacion, (b) fase de disefio o toma de decisiones, y (c)
fase de actuacion y evaluacion, como se ilustran en la Figura 11 (Rojas, Flores y
Ramos, 2013).
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Fase de profundizacion

e Analisis de contenido

e Analisis cognitivo

e Analisis de instruccion (fase de estudio de tareas, gestion,
medios de evaluacion)

4[ Fase de disefio o toma de decisiones

e Analisis de instruccién (fase de disefio de la unidad didactica)

e Analisis de actuacion (fase de disefio de las herramientas de
toma de datos del proceso)

Fase de actuacion y evaluacion

e Andlisis de evaluacion (fase de puesta en marcha de la unidad
y de revisién del proceso)

[

Figura 11. Fases en el analisis did4ctico

La primera fase de profundizacion permite al profesor examinar el contenido
matematico y su ensefianza, llegando a organizar la informacion en un mapa de
posibilidades. A partir de este andlisis, el docente esta en condiciones de seleccionar el
proceso de ensefianza, que concreta en la fase de disefio, tomando decisiones sobre
cémo va a llevar a cabo la ensefianza en la unidad didactica. La tercera fase consiste en
la puesta en préactica de la unidad disefiada, cuya implementacion sera a la vez objeto de

revision en el andlisis de evaluacion.

Partimos de que el profesor que va a ensefiar el tema de los nimeros racionales tiene
gue examinar el contenido matematico, para esto debe situarlo respecto a otros
conceptos, profundizar en los distintos contextos y situaciones asociadas al contenido,
revisar las finalidades educativas que pretende, asi como las dificultades mas habituales
de los estudiantes, hacer una seleccion de tareas matematicas escolares para ensefiar,

entre otros aspectos.

Por tanto, consideramos que todo profesor dispone de una organizacion del contenido
que lo lleva a seleccionar las tareas que realizara en su actividad de ensefianza. De esta
forma, el docente organiza la actividad de ensefianza (planifica) atendiendo a los
contenidos, objetivos, metodologia y evaluacion de acuerdo a las dimensiones del

curriculo y a sus reflexiones previas, realizando un proceso que puede ser visto como un
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procedimiento de andlisis didactico, independiente de que conozca el sustento tedrico

que conforma el modelo de analisis didactico que se utiliza en esta investigacion.

Por otra parte, el investigador realiza el analisis didactico de la ensefianza de los
nameros racionales en el nivel educativo correspondiente (ver Anexo A) con el objeto
de profundizar en los posibles contenidos (formales, pero también significados, formas
de representarlos, etc., lo que constituye el andlisis de contenido de los racionales),
examinar qué objetivos y limitaciones se pueden encontrar en su ensefianza (analisis
cognitivo), y teniendo presente los recursos, los tipos de tareas y secuencias de tareas

para la ensefianza del contenido (anélisis de instruccion).

En este trabajo debemos distinguir dos situaciones distintas respecto al empleo del
analisis didactico, segun la intencién y el sujeto que realiza el analisis didactico, es
decir, el analisis que lleva al profesor a determinar su actuacién, y aquel que realiza el
investigador para tener referentes que le permitan apreciar las cualidades de la actuacion

del profesor. Ambas funciones del analisis didactico se presentan en la Figura 12.

Prepara la ensefianza de las Ensefia las fracciones
PROFlESOR fraCC|on§§izra:alrEigucaC|on en Educacion Primaria

Contenido matematico
Numeros Racionales

i Realiza el analisis didactico de la ensefianza de los
Numeros Racionales en Educacion Primaria

_____________________________________________________

INVESTIGADOR

Identifica los indicadores de conocimiento matematico
para la ensefianza respecto al contenido

Figura 12. El analisis didactico para identificar indicadores de conocimiento

El analisis didactico aporta una sensibilidad al investigador, para comprender las
manifestaciones de los profesores en relacién con su conocimiento, lo que facilita la
interpretacion de dichas manifestaciones (observacion) como elementos de su
conocimiento especializado, méxime cuando se usa una herramienta integrada entre el

analisis didactico y el modelo MTSK.
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Por lo tanto, el analisis didactico constituye un medio que permite articular los distintos
tipos de conocimiento del profesor de matematicas con la practica docente (que se
refleja en el analisis didactico) (Rojas, Flores y Ramos, 2013). Esto nos lleva a
establecer vinculos entre dos herramientas tedricas: los dominios de conocimiento del
modelo MTSK y aquellos elementos esenciales para organizar el contenido matematico
escolar, que son sistematizados en el analisis didactico. En la Figura 13 resumimos el

proceso que hemos seguido.

* El investigador realiza el analisis didactico de los nimeros racionales
10

* Relaciona los componentes del analisis didactico (de contenido, cognitivo
2 e instruccion) y los subdominios de conocimiento del modelo MTSK

» Elabora indicadores de conocimiento sobre los nimeros racionales ‘
30

Figura 13. Empleo del analisis didactico en la investigacion

2.2.2 Relacion entre el analisis didactico y los dominios de
conocimiento del modelo MTSK

Comenzamos por especificar las partes que componen cada uno de los anélisis parciales

del analisis didactico, que se enuncian en la Tabla 6. Con ellos, podemos precisar mejor

las relaciones que existen con los subdominios de conocimiento especializado del

profesor de matematicas.

Tabla 6. Elementos del andlisis didactico

Anélisis didactico Elementos del analisis didactico
1. Analisis conceptual
Analisis de contenido 2. Analisis fenomenolégico
3. Sistemas de representacion
4. Expectativas de aprendizaje
Anélisis cognitivo 5. Limitaciones de aprendizaje
6. Oportunidades de aprendizaje
7. Tareas y secuencias de tareas

Analisis de instruccion _
Materiales y recursos

Por ejemplo, para el anélisis de contenido realizamos el andlisis conceptual,

profundizamos en los aspectos fenomenoldgicos, en los distintos sistemas de
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representacion asociados al tema de los nimeros racionales (ver Anexo A). Este andlisis
nos lleva a disponer de un repertorio amplio de elementos que influyen en como el
profesor realiza su ensefianza, por lo que su apreciacion en la practica puede mostrar
dimensiones del conocimiento que el profesor activa al planificar, disefiar y ensefiar un
contenido. Veamos, de manera mas completa, como relacionamos los componentes del
analisis didactico con cada uno de los subdominios de conocimiento del modelo
MTSK.

Comenzamos el analisis didactico profundizando en la estructura conceptual de los
nameros racionales, empleando como fuentes los documentos oficiales que regulan la
ensefianza, libros de texto del curso, textos matematicos, entre otros. De las fuentes
aludidas se extrae un conjunto de conceptos y procedimientos relacionados con Q. En
este conjunto queda de manifiesto, por ejemplo, qué contenidos estd previsto que
aprenderd un nifio de 10 afios, como se relaciona el nimero racional con otros conceptos
préximos, con qué formas de representarlo, etc. Todos estos aportes nos han llevado a
crear un mapa amplio que resume la estructura conceptual de los nimeros racionales en
su expresion fraccionaria (ver Anexo A). En el mapa quedan recogidos los items de
conocimiento que se ubican en los distintos subdominios del modelo de conocimiento
del profesor (MTSK). La Tabla 7 representa qué elementos de analisis didactico

estamos empleando en cada subdominio del modelo MTSK.

Tabla 7. Relacion entre los componentes del analisis didactico y los dominios de
conocimiento especializado del profesor de matematicas

Dominios de conocimiento

Conocimiento del Conocimiento didactico del
Analisis Didactico contenido contenido

KoT KSM KPM KFLM KMT KMLS

Anadlisis de contenido
Anélisis conceptual X X X X X X

Analisis fenomenolégico X X X

Sistemas de representacion X X X

Anélisis cognitivo

Expectativas de aprendizaje X X
Limitaciones de aprendizaje X X
Oportunidades de aprendizaje X X

Analisis de instruccién
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Tabla 7. Relacion entre los componentes del analisis didactico y los dominios de
conocimiento especializado del profesor de matematicas

Tareas y secuencias de tareas® X X X X

Materiales y recursos X X X

En lo que sigue vamos a describir con mas atencion la relacion entre los elementos del
analisis didactico y los componentes del modelo MTSK, segin quedan reflejados en la
Tabla 7. La relacién construida, permite adoptar un enfoque operativo para comprender
el conocimiento especializado del profesor de matematicas en su practica. Establecer
esta relacion nos ha permitido elaborar indicadores de conocimiento que surgen para
cada subdominio, relacionados con el tema de los nimeros racionales; que aluden a las

acciones en que los conocimientos de los profesores actdan.
Conocimiento de los temas matematicos (KoT)

El KoT (de los nimeros racionales) se corresponde con los conceptos y procedimientos
referentes al tema matematico, que puede cubrir varios campos, como, por ejemplo,
conocer la estructura conceptual de los numeros racionales, manejar su estructura de
cuerpo conmutativo con las operaciones de adicion y multiplicacién, identificar los
numeros racionales con los nimeros que tienen una representacion decimal finita o
periddica, formando un conjunto que se construye a partir de relaciones de equivalencia
en ZxZ*, que es denso en R, en el que existen relaciones de equivalencia y de orden,
que carece de primer elemento, etc. Todo esto derivado del conocimiento formal del
namero racional, que puede completarse con el conocimiento de etapas en la historia del
namero racional, como su surgimiento en la matematica antigua, anterior a los nUmeros
con signo, su formalizacion y completitud con la construccion de los decimales por

Stevin, y la formalizacién posterior.

También incluye el conocimiento de los significados, contextos y usos del numero
racional, como la distincién entre los significados de fraccion que se establecen en
relacién con un todo (parte-todo, reparto, medida, cociente, operador) y los que no

requieren el todo (razén); los contextos en los que se utilizan, como en medida de

% Las tareas matematicas se indican en los subdominio KoT, KFLM, KMT y KMLS, ellas tienen
indicadores de conocimiento diferentes respecto de cada dominio. Por ejemplo, las tareas nos permiten
ver los significados de las fracciones que maneja el profesor, siendo un aspecto de KoT (desde el &mbito
matematico), ahora bien, si el profesor usa criterios explicitos para justificar que la tarea es adecuada al
nivel escolar de ensefianza, estariamos en el KMLS.
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magnitud o como relaciones concretas, que son aspectos relacionados con la
fenomenologia. Significados de las operaciones aditivas y multiplicativas, segun el tipo
de fracciones que los integran y las acciones que requieren (Contreras, 2012; Flores,
2008). Del mismo modo, el andlisis fenomenoldgico lleva a estudiar como se vincula la
estructura conceptual de Q con los contextos natural, cultural, social y cientifico, para
dotar de sentido el aprendizaje de los conceptos y estructuras asociados al contenido;
aspectos que se relacionan con el conocimiento del tema. De ahi se identifican los
sentidos que tiene el numero racional y cuales son méas adecuados en Educacion
Primaria. Estos constituyen la dimensidon significado de la terna seméntica del analisis

didactico.

El conocimiento del tema también requiere conocer las formas en que se representan los
numeros racionales; es decir, estudiar los distintos sistemas de representacion que
facilitan su manejo. Esto requiere disponer de diferentes registros de representacion,
desde los materiales a los numéricos, pasando por representaciones iconicas. La forma
concreta lleva a distinguir objetos que expresan porciones, situaciones familiares que los
emplean, etc. Las representaciones iconicas distinguen los modelos o soportes, segun la
magnitud utilizada, asi como su naturaleza continua o discreta. La representacion
numérica debe llevar al manejo de las representaciones fraccionarias, decimal y
porcentajes, tanto en su expresion verbal como numérica. Asi el profesor, al examinar
los sistemas de representacion, dispone de un repertorio de formas de aludir al concepto

de numero racional y a las nociones relacionadas con él.

En este subdominio, también consideramos aspectos de comunicacion matematica,
debido a que la matematica es un area de conocimiento que posee un lenguaje propio,
que comprende reglas exactas y admite interpretacion de sus signos propios de la
disciplina. Existe una diversidad de nociones (medidas, magnitud...), conectores
I6gicos, cuantificadores, simbolos (<, >, %, +...), propios de la matemaética, asi como
simbolos (exponentes, paréntesis...) que también forman parte de la sintaxis de la
matematica. Planas y Reverter (2011), destacan que conviene conocer el lenguaje

matematico para aludir a ellos y construir conceptos derivados.

Por ultimo, dentro de la actividad de ensefianza el profesor puede presentar a sus
estudiantes distintas tareas de exploracion, de investigacion, problemas, ejercicios y los

proyectos (Ponte, 2004), situaciones que tienen de base un contenido matematico. Que
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requieren que los estudiantes piensen conceptualmente, que los estimulan a hacer
conexiones entre conceptos y procedimientos, o que involucran la ejecucion de
procedimientos memorizados (de manera rutinaria, puede ser un ejercicio) o pueden
llevar al desarrollo de ideas implicitas sobre el comprender el sentido de las
matematicas (Stein y Smith, 1998, p. 269). Las tareas deben estar contextualizadas y
enmarcadas en un contenido matematico. Siguiendo las orientaciones del marco de
matematicas de PISA 2012, que define cuatro categorias de contexto para clasificar las
preguntas de la evaluacion del estudio, podemos considerar las orientaciones para
estudiar el contexto de las tareas matematicas que presenta el profesor en el aula. Los
contextos de los problemas pueden ser a) personales, aluden a las actividades diarias
que tienen relevancia directa e inmediata para los alumnos (su familia, su grupo de
iguales, etc.); b) profesionales, situaciones que se centran en el mundo laboral
(medicidn, célculo de coste, etc.); c) sociales, situaciones que se centran en la propia
comunidad (local, nacional, global) (sistemas electorales, economia, demografia,
publicidad, etc.); y, d) cientificos, situaciones abstractas en el cual los alumnos estan
poco inmiscuidos, hacen referencia a la aplicacion de las matematicas al mundo natural
y a temas relacionados con la ciencia y tecnologia (areas como meteorologia, clima,
ecologia, medicina, etc.) (OCDE, 2012). Contreras (2012) identifica algunos contextos
especificos en el trabajo con fracciones, como medidas extensivas (de diversas
magnitudes) como capacidad, peso, longitud, area, dinero, costes, etc., a medidas
intensiva como la velocidad o la densidad, o bien, a contextos geométricos, algebraicos

o del entorno de la vida real, a particiones o reparto, entre otros.

De lo anterior se derivan las siguientes categorias: conceptos, fenomenologia,
procedimientos matematicos, sistemas de representacion, aspectos de comunicacion y
tareas matematicas, cada una de ellas con sus respectivos indicadores de conocimiento

que quedan descritos en la Tabla 8.

Tabla 8. Indicadores de conocimiento de los temas matematicos

Conceptos

- Conocer elementos de la estructura conceptual de los nameros racionales (cuerpo
conmutativo con las propiedades de adicion y multiplicacion, conjunto que tiene una
representacion decimal finita o periddica, conjunto definido como cociente de los Z, Q es
denso en R, relaciones de equivalencia y orden de Q, existencia de neutros e inversos, etc.).

- Conocer los distintos temas, conceptos y procedimientos matematicos vinculados a los
nameros racionales, como probabilidad, razones trigonométricas, semejanza de figuras,
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entre otras.

Precision de las definiciones y propiedades; y, riqueza de relaciones entre los conceptos
matematicos. Como que el conjunto Q con las operaciones de adicion y multiplicacion tiene
una estructura de cuerpo conmutativo, que en Q se pueden resolver las ecuaciones del tipo
ax =b,a €Qyb €Q,queen Q puede definirse un orden total, etc.

Conocer etapas de la evolucidn historica de los nimeros racionales.
Fenomenologia

Conocer los distintos significados del concepto de fraccion como relacion parte-todo,
reparto, medida, cociente, operador y razon. Conocer distintos significados de las
operaciones con racionales, en diversas formas de representacion, como problemas aditivos
de cambio, combinacion y comparacion, y multiplicativos de proporcionalidad, fraccion de
fraccion, producto de medidas y areas.

Referencias a campos de utilidad del contenido en ambitos especificos relacionados con el
pensamiento multiplicativo inverso y la proporcionalidad, especialmente si se refiere a
contenidos con mayor grado de formalizacion. Por ejemplo, si el profesor alude a las
concepciones de los nimeros racionales como razén, fomenta el pensamiento proporcional,
destaca momentos de la génesis de las matematicas.
Conocer los contextos que aparecen en las diversas situaciones, como:

= Medidas de magnitudes (medio kilo, tres cuartos de hora).

= Relaciones concretas entre cantidades (escala de 1:1000, cartografia; tanto por
ciento, comercio, por mil; falta el 10%, descuento de un 10%, construccion).
Procedimientos matematicos

Dominio de indicadores de cada operacion o de campos de problemas relacionados con
ellos, de conceptos matematicos y procedimientos empleados para realizar las operaciones y
resolver situaciones y problemas. Conocimientos tales como:

= En la division de fracciones conocer el algoritmo de los productos cruzados, el de
invertir y multiplicar, o bien el de invertir los numeradores una vez reducidas ambas
fracciones a denominar comun.

= Para valorar la equivalencia de fracciones presentar el método de los productos
cruzados, multiplicar o dividir numerador y denominador o la division de dos
fracciones en que su resultado sea la unidad.

Dominio de los conceptos y los procedimientos relacionados con las fracciones, como
simplificacion y amplificacion de fracciones, operaciones con fracciones, concepto de
fracciones equivalentes, comparacién de fracciones, nimeros decimales y operaciones.

Sistemas de representacion
Conocer los distintos sistemas de representacion relacionados con el contenido, tales como:
= Verbal o literal. Mitad, un medio, medio, uno de dos, media parte.
= Numérico. Division indicada G) par ordenado (1,2), razén(1:2), porcentaje
(50%), decimal (0,5).
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= Gréfico. Recta numerica como subconjunto de los R. En el plano cartesiano se
puede establecer la correspondencia biunivoca entre los puntos de cordenadas
enteros, con la segunda cordenada no nula y los elementos del conjunto ZxZ /{0} y
representacion de las clases de equivalencia de pares de enteros.

= Figural. Una unidad dividida en partes iguales, cada parte representa una cantidad.
Relaciodn existente entre el todo (continuo o discreto) y sus partes.

= Material o concreta. Por medio de objetos, materiales y recursos (Regletas de
Cuisenaire, cantidad como longitud, area o volumen, reglas de colores, Tangram,
etc.).

Estos tipos de representaciones pueden emplearse para trabajar las cantidades como longitud y
area en los niveles iniciales de la ensefianza de las fracciones, hasta llegar a representar las
clases de equivalencia de pares de enteros en los niveles sucesivos. También, puede
relacionarse que los numeros racionales admiten una representacién decimal que se obtiene
dividiendo el numerador y del denominador. Luego, todo nimero con representacion decimal
finita o periddica puede representarse como un numero racional, es decir como un cociente
entre dos enteros.

Aspectos de comunicacion
- Amplitud y precision del lenguaje formal /algebraico utilizado segun el nivel de ensefianza.

- Conocer expresiones cotidianas relacionadas con las nociones de reparto equitativo o
medicion (lenguaje con significado propio dentro de la matematica).

- Conocer el lenguaje utilizado en la vida cotidiana (lenguaje natural) como: mitad, parte,
partir, repartir, dividir, media hora, entre otros.

Tareas matematicas

- Conocer tareas que ponen de manifiesto los distintos significados de las fracciones como
objeto matematico, enmarcadas en un contexto significativo, tales como:

= Las fracciones como procesos de medicion y particion de una unidad. Situaciones
gue involucren las acciones de dividir, partir y repartir. Tareas de fraccionamiento
donde intervienen tres datos (dos cantidades (todo y la parte) y la relacién entre
ellos, la fraccion).

= Situaciones donde la unidad de medida no esta contenida en un nimero exacto de
veces en la cantidad que se desea medir o expresar una magnitud.

- Conocer y crear ejemplos donde el tema tenga un papel relevante, enmarcados en un
contexto y un contenido matematico. Por ejemplo, situaciones de fraccionamiento,
problemas aditivos (de cambio, de combinacién, de comparacion) y problemas
multiplicativos (fraccion de fraccion, de comparacién, productos de medidas) (Contreras,
2012; Flores y Torralbo, 2011).

- Grado en que las situaciones dan sentido al contenido matematico escolar. Por ejemplo,
forma de justificar el algoritmo de los productos cruzados para la division de fracciones.
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Conocimiento de la estructura de las matematicas (KSM)

El KSM se relaciona con aspectos propiamente de la estructura conceptual, como el
papel que desempena la estructura multiplicativa en la construccion y razon de ser de Q
(ideas estructurante). También, las conexiones entre elementos de la estructura
conceptual, identificando tanto los objetos que se conectan como la forma en que se
establecen las relaciones. Por ejemplo, vincular los significados de fracciones entre si,
relacionarlos con los procedimientos de actuacion, tanto para el fraccionamiento (con
los tres tipos de problemas enunciados por Flores y Torralbo, 2011), como para la
equivalencia, orden y operaciones (apreciar que las operaciones aditivas se realizan
preferentemente en situaciones de parte-todo, reparto, medida, cociente y operador; las

multiplicativas en situaciones de operador y razon, etc.).

Las conexiones temporales, como las relaciones entre los contenidos matematicos que
ensefia y los de niveles escolares anteriores y posteriores, como: fracciones, decimales y
porcentajes; razon y proporcion, etc. Ademas, incluye conocer otros conceptos y
procedimientos matematicos vinculados a los numeros racionales, como la
proporcionalidad, la probabilidad, las razones trigonométricas, la semejanza de figuras,

entre otras.

De lo anterior se deriva la categoria relaciones entre componentes de la estructura
conceptual, con sus respectivos indicadores de conocimiento que quedan descritos en la
Tabla 9.

Tabla 9. Indicadores de conocimiento de la estructura de las matematicas

Relaciones entre componentes de la estructura conceptual
- Relaciones entre los contenidos matematicos que ensefia y los de niveles escolares
anteriores y posteriores, como:
= Correspondencia entre fracciones, decimales y porcentajes.
» Relacionar las fracciones con la razén y proporcion identificando magnitudes
proporcionales o los porcentajes para expresar composiciones o variaciones.

- Relaciones o conexiones entre elementos de la estructura conceptual de los nimeros
racionales, tal como el trabajo de las fracciones segln su variedad de significados como
relacién parte-todo, reparto, medida, cociente, operador y razon, y saber explicarlos.
También, por ejemplo, identificar la accién de una fraccién sobre una cantidad,
estableciendo la relacion entre una parte y el todo que constituye esa cantidad
(fraccionamiento), y su separacion de los problemas de operaciones; distincion de los tipos
de problemas de fraccionamiento (directos e inverso).

- Establecimiento de relaciones entre los tipos de representacion empleados y realce que se
concede a ellos.
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Conocimiento de las practicas matematicas (KPM)

El KPM comprende los modos de proceder en matematicas, por tanto concierne a
aspectos del analisis de contenido. Implica llevar a cabo argumentaciones logicas,
mostrando su conocimiento de lo que es demostrar, formas de hacerlo, el papel de los
ejemplos y los contragjemplos. Pueden emplearse los ejemplos para generalizar,
incluyendo relaciones intuitivas y razonamiento deductivo, para ilustrar conceptos y
principios, para indicar una clase o una categoria superior, para motivar, para mostrar la
variacion y el cambio o para practicar técnicas, etc. (Watson y Mason, 2002). Todo ello

abarcando los aspectos conceptual (saber qué) y procedimental (saber cémo).

Este tema abarca especificamente conocer la forma en que se ha construido Q a partir de
las relaciones de equivalencia, asi como los isomorfismos que permiten identificar las
fracciones con divisiones, el papel que juegan los algoritmos, en relacién con las
definiciones formales de las operaciones con racionales, etc. En la Tabla 10 los

indicadores de conocimiento para el subdominio.

Tabla 10. Indicadores de conocimiento de las practicas matematicas

Modos de proceder en matematicas

- Hacer usos de distintas formas de proceder en matematica como emplear argumentaciones logicas,
manifestar lo que es demostrar, el significado de la definicidn, axioma o teorema, el papel de los
ejemplos y contraejemplos, como elementos constituyentes de la disciplina.

- Sentido dado a los algoritmos segun el significado empleado. Identificar el papel de los algoritmos de
equivalencia, orden y operaciones, en el conocimiento matematico.

Conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de las matematicas

(KFLM)

El KFLM se relaciona con algunos aspectos conceptuales desde el punto de vista del
aprendizaje, por ejemplo el profesor ha de conocer los errores y las dificultades que los
estudiantes pueden presentar en la aplicacion de conceptos y procedimientos en la
resolucion de las tareas propuestas, aspectos que se relacionan con el conocimiento del
tema matematico. Asimismo, cuando el profesor efecta explicaciones a los estudiantes,
tiene de base el conocimiento del contenido, de acuerdo con la profundidad que conozca

el contenido se generan las respuestas a los estudiantes.

El analisis cognitivo permite examinar expectativas, oportunidades y limitaciones de

aprendizaje de Q segun el nivel de ensefianza del contenido. Las expectativas se
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concretan en un listado de fines, objetivos y capacidades, que pueden secuenciarse para
establecer caminos hipotéticos de aprendizaje. Las limitaciones se materializan en
forma de dificultades de aprendizaje de los conceptos, como las asociadas a la
complejidad inherente de los contenidos (Gonzélez, Gomez y Lupiafiez, 2010) y los
errores que con mas frecuencia aparecen como reflejo de estas dificultades. Mientras,
las oportunidades muestran situaciones en las que se puede producir aprendizaje
encaminado hacia las finalidades. Fruto de conocer la complejidad del aprendizaje, el
profesor puede presentar tareas que refuercen los conceptos o procedimientos
matematicos para afrontar las dificultades de aprendizaje de los estudiantes, y adaptar

tareas de acuerdo a las finalidades de aprendizaje.

Consideramos las tareas en el subdominio del KFLM cuando son oportunidades para
gue se produzca aprendizaje y cuando se corresponde con el objetivo de aprendizaje
determinado. EIl trabajo con materiales o recursos didacticos como facilitador para la
profundizacion o refuerzo de un concepto que conlleva un problema habitual de

aprendizaje, seria un ejemplo del conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje.

De lo anterior se desprenden las siguientes categorias: caracteristicas de aprendizaje,
errores y dificultades, tareas matematicas y materiales y recursos, cada una de ellas

con sus respectivos indicadores de conocimiento que quedan descritos en la Tabla 11.

Tabla 11. Indicadores de conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de las
matematicas

Caracteristicas de aprendizaje

- Conocer cdmo se desarrolla la cognicion sobre el concepto de numero racional (etapas de
aprendizaje por los que transcurre el pensamiento del estudiante para conocer y comprender
el contenido).

- Conocer concepciones e ideas previas de los estudiantes sobre el contenido de las
fracciones.

- Saber identificar qué imagen del concepto o procedimientos tienen los estudiantes segun sus
expectativas o respuestas.

- ldentificar los elementos de la argumentacion en el proceso de desarrollo de una respuesta
de los estudiantes (inferir sus pasos mentales).

- Expresar con claridad matemaética las respuestas a las preguntas y dudas de los estudiantes.
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Tabla 11. Indicadores de conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de las
matematicas

Errores y dificultades®

- Conocer los errores y las dificultades que los estudiantes pueden presentar en la aplicacion
de conceptos y procedimientos en la resolucion de las tareas propuestas. Por ejemplo,
dificultades para identificar el todo en cada fraccion, empleo parcial de las caracteristicas de
la fraccion porcion (partes equitativas y exhaustividad de la particion), y las relacionadas
con procedimientos, como sumar o restar fracciones con distintos denominadores, donde los
alumnos pueden sumar o restar los numeradores y los denominadores entre si. El profesor
puede manifestar que se transfieren las propiedades de los N a las operaciones con Q.
Presentar tareas que permitan aclarar el error o que no se incurra en la situacion.

- Conocer indicadores de la presencia de errores conceptuales en las declaraciones de los
estudiantes.

- Saber planificar tareas™' con el objeto de prever dificultades de los estudiantes en relacion
con el contenido.

- Presentar explicaciones a los estudiantes cuando tienen dificultades al abordar un contenido
0 una tarea matematica.

Tareas matematicas

- Presentar tareas matematicas que refuerzan los conceptos o procedimientos matematicos
relacionados con las dificultades de aprendizaje de los estudiantes.

- Explicar criterios para adaptar las tareas propuestas a las finalidades de aprendizaje,
puntualmente o como caminos previstos de aprendizaje.

- Presentar tareas adecuadas para recordar los caminos de aprendizaje que se intuyen. Como
por ejemplo, la relacion parte-todo puede trabajarse en contextos continuos (area) e ir
gradualmente incorporando actividades que involucren contextos discretos, o el papel que
juega la representacion en contextos discretos para iniciar los problemas aditivos en
fracciones con distinto denominador.

Materiales y recursos

- Promover acciones que permiten el empleo de recursos y situaciones que envuelvan
diversos significados y contextos. Por ejemplo, el trabajo de las fracciones como relacion
parte-todo puede abordarse con modelos concretos (contexto continuo, area) y luego trabajar
en contextos concreto (fichas). (Transparencia de los materiales y recursos).

Conocimiento de la ensefianza de las matematicas (KMT)

El KMT considera aspectos del contenido, cognitivos y aquellos relacionados con la

instruccion. Por ejemplo, el profesor ha de conocer estrategias (matematicas- didacticas)

9 En el Anexo A presentamos una serie de errores y dificultades asociadas a la ensefianza y aprendizaje
de los nimeros racionales.

1 Este indicador y el siguiente se asignan al KFLM porque el motivo que propicia el disefio y la propia
realizacion de esa tarea o actividad es el KFLM.
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para abordar un error o una dificultad presentada por los estudiantes, desarrollar lineas
argumentales que permitan la adquisicion de los conceptos; cuestiones que se activan en

situaciones de ensefianza pero que requieren tener conocimiento del tema matematico.

Consideramos necesario que el profesor desarrolle lineas argumentales que faciliten la
adquisicion de los conceptos, esto requiriese comprender o producir relaciones de
justificacion entre proposiciones deductivas y semanticas (Charalambous, Hill y Ball,
2011; De Gamboa, Planas y Edo, 2010). Las argumentaciones pueden estar constituidas
por explicaciones, justificaciones u otro tipo de razonamientos. Las explicaciones son
descriptivas, mientras la argumentacién valida el paso de premisa a conclusion (De
Gamboa, Planas y Edo, 2010). En este subdominio consideramos las explicaciones y
justificaciones susceptibles de transmitirse en los niveles de educacion basica, que le

permiten al profesor dar sentido de aquello a lo que ensefia.

También, el profesor ha de saber elegir los sistemas de presentacién para la ensefianza
del contenido, por ejemplo, mostrar que para los primeros niveles de ensefianza del

tema de las fracciones ha de favorecerse el trabajo con representaciones concretas.

Por otra parte, las tareas matemaéticas también son parte del subdominio KMT. Por
ejemplo, el profesor ha de tener criterios explicitos para justificar y elegir tareas
adecuadas a cada nivel de ensefianza; ha de disefiar un repertorio de situaciones que
permitan adquirir o reforzar conceptos matematicos. Presentar tareas con riqueza
matematica, como aquellas en las cuales la unidad de medida no esta contenida en un
namero exacto de veces en la cantidad que se desea medir o expresar su medida, 0
tareas sobre identificacion de la unidad, de modo que los estudiantes puedan reconocer
las partes en que esta dividida la unidad. La riqueza de las tareas matematicas busca
captar la profundidad de las matematicas ofrecidas a los estudiantes (Hill, Blunk et al.,
2008). En este trabajo consideramos que las tareas son ricas en términos de los hechos y
el procedimiento que desarrollan, si buscan abordar las diferentes ideas matematicas, y

si permiten establecer relaciones entre representaciones.

Este subdominio incluye también conocer materiales y recursos didacticos para la
ensefianza (regletas de Cuisenaire, reglas de colores, Tangram, etc.), adecuadas al nivel

escolar y a las finalidades previstas de adquisicion de conceptos y propiedades. El
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profesor ha de saber justificar los materiales o recursos empleados para el proceso de

ensefianza.

De lo anterior se derivan las siguientes categorias: estrategias, sistemas de
representacion, tareas matematicas y materiales y recursos, cada una de ellas con sus

respectivos indicadores de conocimiento que quedan descritos en la Tabla 12.

Tabla 12. Indicadores de conocimiento de la ensefianza de las matematicas

Estrategias

- Conocer estrategias para abordar un error o una dificultad.

- Conocer o saber desarrollar lineas argumentales que faciliten la adquisicion de los conceptos
y procedimientos.

Sistemas de representacion

- Saber elegir los sistemas de representacion para la ensefianza de las fracciones. Por ejemplo,
primero el numero puede tener una imagen concreta o material, luego una imagen gréfica,
para finalmente quedar visualizada idealmente (imaginacion de lo visual) (Bruner, 1964;
Castelnuovo, 1970).

- Conocer una variedad adecuada de los sistemas de representacion que se emplean en las
tareas. Conocer aquellas representaciones mas adecuadas para cada tarea, segun los
objetivos de aprendizaje planteados o las metas (subsanar errores, introducir un concepto,
ampliar los significados del mismo, precisarlo, etc.).

Tareas matematicas

- Criterios explicitos para justificar que las tareas planteadas son adecuadas al nivel escolar y
cognitivo de los estudiantes, como:

= Para manejar simbolos con significado y lograr su comprensién se pueden presentar
experiencias de repartir cantidades de manera equitativa, utilizando material
concreto, dibujos, etc., de modo que los estudiantes puedan conectar las acciones
con los simbolos matematicos.

= Tareas que permitan presentar ideas desde un plano simbdlico pasando previamente
por la utilizacion de representaciones escritas y verbales.
- Tareas propuestas en relacion con la diversidad del alumnado.

- Repertorio de tareas que permiten adquirir o reforzar los conceptos matematicos. Por
ejemplo, diversidad de situaciones cotidianas que emplea para el trabajo con las fracciones
como relacién parte-todo.

- La evidencia de que el profesor dispone de un esquema de instruccion. Por ejemplo,
comienza con una actividad de reparto, da ocasion a gque actten los estudiantes, presenta los
contenidos.

- Riqueza de las tareas matematicas propuestas o improvisadas en el transcurso de la
ensefianza, como:

= Sijtuaciones en el cual la unidad de medida no esta contenida un ndmero exacto de
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Tabla 12. Indicadores de conocimiento de la ensefianza de las matematicas

veces en la cantidad que se desea medir 0 expresar una magnitud.
» Tareas sobre identificacion de la unidad, de modo que los estudiantes puedan
reconocer las partes en que esta dividida la unidad.
Materiales y recursos
- Conocer materiales o recursos didacticos empleados para la ensefianza y cualidades
didacticas.

- Saber adecuar los recursos y materiales segun el nivel de ensefianza y las finalidades
previstas de adquisicién de conceptos y propiedades. Por ejemplo, el uso de material
concreto, dibujos, para iniciar repartos equitativos.

- Saber justificar la utilidad de los materiales o recursos didacticos para el proceso de
aprendizaje.

Conocimiento de los estandares de aprendizaje (KMLS)

El KMLS implica conocer como se afronta el tema matematico en los documentos
oficiales, reflejar en la ensefianza los contenidos minimos previstos en el curriculo
escolar de base, cual es la practica habitual en el ciclo educativo en el que se encuentra,
qué otras formas de afrontar su ensefianza se recomienda en documentos profesionales

de otros paises o comunidades.

Respecto a las tareas, saber justificar si se adaptan o enriquecen segun las orientaciones
propuestas en los documentos oficiales o en las indicaciones curriculares de diversas
fuentes del curriculo en educacion matematica (estandares curriculares, curriculo
nacional, pruebas PISA, etc.), pero también en la practica habitual de los centros

educativos.

Asimismo, justificar el uso que se hace de los materiales y recursos didacticos en base a
las orientaciones metodoldgicas estipuladas en los documentos oficiales y en las
recomendaciones curriculares. Lo anterior podemos englobarlo dentro de las

herramientas curriculares basicas para el trabajo del profesor de matematicas.

Para este subdominio hemos establecido la categoria lenguaje matematico, proceso de
instruccion y orientaciones curriculares, cada una de ellas con sus respectivos

indicadores de conocimiento que quedan descritos en la Tabla 13.

Tabla 13. Indicadores de conocimiento de los estandares de aprendizaje

Lenguaje matematico

- Promover la formalizacién de las escrituras, los fundamentos matematicos de las
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Tabla 13. Indicadores de conocimiento de los estandares de aprendizaje

definiciones y de los algoritmos segun el rigor correspondiente a los niveles escolares.

Proceso de instruccion

- Disponer de criterios para asociar los objetivos de aprendizaje planteados (implicitamente o
explicitamente) con el desarrollo de la instruccion segun los documentos oficiales.

- Saber hacer referencia a los contenidos esperados que aprendan los estudiantes, teniendo
presente el tipo de alumno y los conocimientos previos de los que parten, segin lo
reconocido en los documentos oficiales, en los curriculares o en la practica habitual en los
centros, como:

= Nu0meros naturales y las propiedades asociadas al conjunto numérico.

= Estimacion y calculo de medida (comparacién de objetos segln longitud, peso/masa
0 capacidad y estimar resultados de medida, realizandose célculos exactos).

» Trabajo con el sistema de numeracién decimal (leer y escribir, comparacion,
ordenacion).

= Correspondencia entre fracciones, decimales y porcentaje.

Orientaciones curriculares

- Conocer estandares de aprendizaje surgidos de investigaciones.

- Conocer los conceptos, propiedades, relaciones, problemas, etc., del tema de los nimeros
racionales que se refleja en el curriculo escolar de referencia o en documentos oficiales que
atienden al proceso de ensefianza.

- Saber como indica el curriculo que el tema de los numeros racionales debe ser ensefiado o
abordado.

- Reflejar los contenidos minimos previstos en el curriculo escolar en la propuesta de
ensefianza.

- Comprender los elementos que diferencian las expectativas de aprendizaje y los contenidos
de cada nivel.

- Saber justificar si las tareas enunciadas se adaptan o enriquecen segun las orientaciones
propuestas en los documentos oficiales o en las indicaciones curriculares de diversas fuentes
del curriculo en educacién matematica (estandares curriculares, curriculo nacional, pruebas
PISA, etc.).

- Saber justificar la adecuacion entre las propuestas de gestién que se ponen en juego y las
previstas en las recomendaciones metodoldgicas segun el curriculo escolar.

- Saber justificar el uso que se hace de materiales y recursos didacticos de acuerdo con las
orientaciones metodolégicas estipuladas en los documentos oficiales de base.

- Conocer orientaciones curriculares emitidas por asociaciones de profesores, grupos de
investigaciones, entre otros, como la organizacién de docentes de matematicas (NCTM).

En sintesis, tal como hemos expuesto, vinculamos cada uno de los subdominios de
conocimiento especializado del profesor de matematicas con aspectos del analisis

didactico. La relacion establecida lleva a definir indicadores de conocimiento
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relacionados con los nimeros racionales, que nos permitiran vislumbrar el conocimiento
especializado de profesores de matematicas puesto en juego al ensefar el tema. La
Figura 14 muestra una representacion grafica de los elementos del analisis didactico

gue intervienen en cada uno de los subdominios de conocimiento del modelo MTSK.

N

S

KSM 2345678KFLM

=

S

1 Analisis conceptual 4 Expectativas de aprendizaje 7 Tareas y secuencias de tareas
2 Analisis fenomenolégico 5 Limitaciones de aprendizaje 8 Materiales y recursos
3 Sistemas de representacion 6 Oportunidades de aprendizaje

Figura 14. Modelo de conocimiento especializado del profesor de matematicas

En el aparado siguiente enunciamos estudios sobre profesores expertos, que nos

permiten conceptualizar queé se entendera por docente experto en esta investigacion.

2.3 CONCEPTUALIZACION DE PROFESOR DE MATEMATICAS EXPERTO

La formacién del profesorado a través del tiempo, ha ido experimentando cambios en el
campo de la educacidn, tanto en los planteamientos tedricos como en sus técnicas de
aplicacion en la formacion. En la década de los 70, la formacion del profesor comenzé a
desarrollarse como un campo de conocimiento, las investigaciones en educacion se
encaminaron a identificar factores que establecian la eficacia docente, vinculdndose
directamente a los estudios realizados en torno a la ensefianza (Brown y Borko, 1992;
Grossman, Wilson y Shulman, 1989; Llinares, 1991; Marcelo, 1987).

Diversos son los paradigmas de investigacion que permiten organizar en detalle los
estudios en el campo de la educacion. Estudios relacionados con la identificacion de
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relaciones, que buscan encontrar conexiones entre la ensefianza en el aula y el
aprendizaje de los estudiantes, son conocidos como investigaciones proceso-producto.
En estas investigaciones son observados los aspectos puntuales de la actuacion del
profesor mientras ensefia (proceso), que describen un mejor rendimiento de los
estudiantes (producto), quedando determinada la eficacia docente a partir de las
conductas del profesor que generan resultados favorables en sus estudiantes. Por
ejemplo, un tipo de investigacion bajo el paradigma proceso-producto estudié el tiempo
que el profesor deja al estudiante que responda, después de hacer una pregunta antes de
él mismo dar la respuesta (Russ, Sherin y Gamoran, 2011).

Posteriormente, debido al realce de la psicologia cognitiva y al constructivismo, los
estudios se focalizan en los cambios en la estructura cognitiva del sujeto,
introduciéndose elementos sobre el procesamiento de la informacién y la adquisicion
del conocimiento. Aparece asi el paradigma del pensamiento del profesor, que busca
conocer cuales son los procesos de razonamiento que ocurren en la mente del docente
durante su actividad profesional (Marcelo, 1987). Por lo tanto, el eje de los estudios son
los procesos psicoldgicos que apoyan los comportamientos, prestando menos atencion a

las conductas ante los eventos educativos.

Llinares (1991) enfatiza que las investigaciones sobre el pensamiento del profesor
determinan una nueva conceptualizacion del conocimiento del docente con relacion a su
practica, identificando que el aprendizaje del profesor se realiza desde la practica, que
su conocimiento tiene una naturaleza contextualizada y que destaca el interés por
estudiar la comprension que tiene el profesor de la materia que ensefia. Fue asi como
este paradigma condujo a investigaciones, en las que se pretendia identificar la
naturaleza de las experiencias pedagogicas de los profesores expertos, comparandose a
docentes noveles, en ambitos especificos y tareas concretas.

El enfoque comparativo ha permitido identificar caracteristicas Gnicas de conocimiento
y de las practicas de ensefianza de los profesores, referente a sus conductas y sus
actuaciones. Por ejemplo, Schempp, Tan, Manross y Fincher (1998) adoptan categorias,
enunciadas por Berliner (1988; 2001), con las que describen el desarrollo docente,
recorriendo cinco etapas: principiante o novel, principiante avanzado, competente, muy
competente y experto. Cada etapa queda identificada por la experiencia docente y las

practicas habituales.
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Principiante o novel es el estudiante para profesor y la mayoria de los profesores de
primer afio de ejercicio profesional. Estos docentes tienden a un comportamiento

inflexible y racional en su desempefio profesional.

Principiante avanzado es el profesor que va adquiriendo experiencia en las tareas de
ensefianza, participando de manera directa en el proceso de ensefianza y aprendizaje; es

decir, trabaja con los estudiantes y ensefia los contenidos de la disciplina.

Competente es el docente que se desempefia alrededor del quinto afio de la profesion
docente. Como destacan Schempp et al. (1998), es el docente “que se siente mas
cémodo y mas flexible en su rol docente” (p.11).

Muy competente (capaz) es el profesor “que tiene un sentido global y una percepcion

holistica de las situaciones de ensefianza” (Schempp et al., 1998, p.11).

Experto es el profesor que ensefia de manera intuitiva, automatica y fluida. El buen

desarrollo de su experiencia profesional le permite convertirse en docente experto.

Las etapas descritas son consideradas graduales, el profesor parte de la base como
profesor principiante o novel, y puede alcanzar un desempefio profesional experto.
Entendiéndose que estos sujetos tienen un desempefio mayor que los docentes
principiantes o noveles. Este enfoque admite que la experiencia (practica prolongada)
no lleva automaticamente a ser un docente experto, aceptando que el sujeto principiante

o novel puede convertirse en experto.

En el entorno educativo un profesor experto es reconocido, comdnmente, con los
siguientes vocablos: experimentado, profesor con buena o exitosa practica, buen
profesor, competente, entre otros, y en ocasiones, pueden ser empleados como
sinénimos estos términos, sin embargo, en la literatura se distinguen estas expresiones

aludiéndose a significados especificos.

Por ejemplo, un profesor con afios de experiencia en el aula puede ser reconocido como
experimentado, atribuyéndose el calificativo segun los afios de experiencia docente. No
obstante, puede suceder que los afios de experiencia no indiquen la pericia del profesor

en un area determinada.

Los profesores con cierto grado de pericia, pueden asociarse con docentes que tienen
buenas o exitosas practicas. La buena ensefianza, se atribuye a poner en practica los

estandares aplicados a las tareas que competen a la ensefianza y en relacion con las
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normas de conducta profesional, incluyendo esto ultimo consideraciones éticas. Sin
embargo, la ensefianza exitosa se mide a partir de los aprendizajes logrados
(Fenstermacher y Richardson, 2000). Especificamente, Climent y Carrillo (2007)
definen criterios que caracterizan a la una buena préctica, en los niveles educativos de

infantil a secundaria, en los siguientes tres aspectos:

- La diversidad de focos matematicos empleados (con énfasis en la resolucion de

problemas y el razonamiento).
- El uso de actividades que conllevan un aprendizaje profundo y significativo.

- El empleo de estrategias didacticas que integren la exploracion y la consideracion

de conocimientos previos.

Los autores complementan los indicadores de buena préactica con el uso de problemas a

lo largo de la actividad matematica en el aula.

Planas y Alsina (2009), en el libro de Educacion Matematica y buenas practicas,
presentan una recopilacion de experiencias de aula de profesores que imparten clase en
distintas etapas escolares, que se consideran buenas practicas a partir del modelo teorico
que ellos mismos determinan. Identifican este modelo a través de las experiencias de los
profesores como caracteristicas de un “conocimiento educativo amplio y reflexivo” (p.
11). Una buena préctica de ensefianza “es una situacion donde los alumnos y profesores
colaboran por medio de conversaciones en las que construyen puentes entre el lenguaje
escolar y el lenguaje cotidiano al referirse a actividades contextualizadas que son
cognitivamente estimulantes” (pp.16-17). En esta interaccion aparecen los
conocimientos matematicos y sobre otras materias y, en general, todo aquello que

permite aprender.

Con frecuencia, se emplea la expresion “buen profesor” indicando a un docente con
ciertas caracteristicas, pero “;qué significa ser un buen profesor de matematicas?”
(Niss, 2004, pp. 179-180). Niss (2004) hace una aproximacion de respuesta a la
pregunta considerando que un buen profesor es aquél que “de una manera efectiva
puede fomentar el desarrollo de las competencias matematicas en sus estudiantes.” (p.
190). Esto lleva a que el docente de matematicas adquiera cierta pericia en relacion con
el contenido matematico, adquiera destrezas y actitudes en torno a las matematicas, y a

su vez utilice estas caracteristicas en variados entornos y situaciones.
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Para describir al buen profesor se han planteado las competencias didacticas y
pedagdgicas especificas en matematicas que conviene que desarrolle el profesor. En los
aportes de Niss (2004) se describe la competencia curricular, de ensefianza, sobre el
aprendizaje, de evaluacién, de colaboracion, y para el desarrollo profesional.
Especificamente, para este informe, aludimos a la competencia para el desarrollo
profesional, que hace referencia a la habilidad de desarrollar la propia competencia
como docente de matematica. Para ello se identifica como indicadores la participacion
en cursos de formacidon continua, implicacion en proyectos, investigaciones y
conferencias; es decir, el profesor participa en actividades que lo lleven a potenciar su

desarrollo profesional.

La competencia para el desarrollo profesional incluye también, reflexionar sobre la
propia enseflanza y sus necesidades y mantenerse actualizado sobre las nuevas

perspectivas y tendencias en la investigacion y en la préctica (Niss, 2004, p. 192).

Hattie (2003) distingue dimensiones que diferencian al docente de matematicas
competente como aquel que puede identificar representaciones para la ensefianza de un
contenido, que organiza y utiliza su conocimiento respecto a la materia, que guia el
aprendizaje de sus estudiantes generando interacciones en el aula y ademas genera un
buen clima de ensefianza, quien crea retroalimentacion a sus alumnos y propone

desafios con el objeto de buscar aprendizajes profundos de los contenidos.

Variadas son las definiciones que aluden a profesores destacados, sin embargo nuestra
atencion se centra en los profesores que, generalmente, representan de manera profunda
los temas que ensefian a sus alumnos y que hoy en dia se reconocen que tienen
conocimientos mas estructurados que el comun de los docentes (Chi, 2011; Li, Huang y
Yang, 2011; Li y Kaiser, 2011; Yang, 2014).

Lo anterior nos lleva a planteamos ¢;como podemos identificar a profesores expertos en
el sistema educativo? En término de lo que sostiene Hattie (2003), somos conscientes de
que “mas que una lista de verificacion” buscamos identificar criterios que nos permitan
seleccionar a profesores con desarrollo profesional destacado (p. 10). Para aproximarnos
a algunos criterios de seleccion de profesores expertos revisamos estudios que nos
ilustren sobre cdmo han identificado y seleccionado a docentes con caracteristicas de

expertos.
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231 Algunas investigaciones sobre identificacion y seleccion de
profesores destacados
En este aparatado, resumimos una pluralidad de estudios que identifican caracteristicas
para reconocer a los docentes de matematicas que se diferencian del comun de los
profesores. Las investigaciones que contrastan las actuaciones de los profesores
establecen criterios para seleccionar a los sujetos participantes en la investigacion. Para
esto, algunos investigadores se apoyan en sus propios juicios y decisiones sobre qué se
entendera por profesor experto, o bien hacen uso de variados enfoques que les permiten

identificar y seleccionar a los docentes.

Borko y Livingston (1989) abordan el estudio del pensamiento y las acciones de un
grupo de profesores expertos y otro de profesores noveles. Los docentes expertos fueron
seleccionados por ser reconocidos como profesores con una vasta experiencia
pedagdgica y recomendaciones emitidas por los administradores y coordinadores de los
centros donde ejercian su labor profesional. Los profesores noveles, participantes en el
estudio, eran estudiantes para profesor, seleccionados y por el rendimiento en los cursos
de matematica asistidos. Los autores de la investigacion, consideraron que las
caracteristicas descritas les permitian comparar la ensefianza de los profesores expertos

y de los noveles destacados.

En esta investigacion se comparo la ensefianza y la reflexion después de las clases,
llevadas a cabo por los profesores, analizando la ensefianza como habilidad cognitiva
compleja desde dos perspectivas: por la naturaleza del sistema de conocimiento de los

profesores y por la forma en que improvisaban los docentes.

Algunos resultados hallados en el estudio sobre las actuaciones de los docentes
expertos, en comparacion con los docentes noveles, fueron que los expertos presentan
esquemas cognitivos mas elaborados que los profesores noveles; el razonamiento
pedagdgico estd mas desarrollado, debido a la experiencia adquirida durante su
desarrollo profesional; tienen integrados hechos, principios y experiencias sobre los
cuales planifican y reflexionan; son mas selectivos en el uso de la informacion durante
la planificacion de sus clases y en la interaccion durante la ensefianza; usan distintas
estrategias para resolver problemas; los profesores expertos hacen mayor uso de la
instruccion y de rutinas de ensefianza (Borko y Livingston, 1989). En esta investigacion,

ademas de encontrarse diferencias en las actuaciones de los docentes expertos y
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noveles, los participantes del estudio destacaron la importancia de ensefiar un mismo
contenido varias veces como una valiosa oportunidad de aprendizaje. De esta manera
Borko y Livingston (1989) subrayan que es relevante “la habilidad creada por los

docentes al ensefiar el contenido mas de una vez” (p. 495).

Schempp et al. (1998) estudian las diferencias de conocimiento entre profesores noveles
y competentes. A diferencia del estudio de Borko y Livingston (1989), estos
investigadores comparan a profesores en dos etapas diferentes de la experiencia: novel y
competente, de acuerdo a las etapas descritas por Berliner (1988). El profesor novel es
aquel que inicia su carrera profesional, mientras que el profesor competente queda
definido como “aquel docente que a través de la experiencia y el continuo aprendizaje,
ha alcanzado un respetable y reconocible nivel de experiencia pedagogica” (pp.11-12).
Utilizan tres criterios para identificar y seleccionar a los profesores competentes: tener
cinco 0 més afios de experiencia en la ensefianza, haber sido reconocido por los
comparieros de las escuelas publicas y del profesor mentor (tutor) por su participacion y

desempefio en su labor; es decir, reconocérsele su servicio.

Posteriormente, entrevistaron a los sujetos seleccionados para apreciar el conocimiento
que utilizan en la planificacion y en la realizacién de sus clases. Encontraron diferencias
en aspectos de la cognicion entre los profesores noveles y competentes. Por ejemplo, los
profesores competentes focalizan su atencion en la estructura y organizacion de la clase
en lugar de atender a los estudiantes, padres o la sociedad; en relacion con las
percepciones, los profesores competentes admiten sus deficiencias de conocimiento,
mostrandose dispuestos a aprender (Schempp et al., 1998). La préactica de los docentes
competentes es reflexiva, por ejemplo, los docentes utilizan evaluaciones de aprendizaje
para identificar problemas y dificultades de aprendizaje de los contenidos, a su vez
disefian y elaboran actividades de enriquecimiento que favorezcan la adquisicion de los

conceptos a los estudiantes.

Algunos resultados de estudio coinciden con los obtenidos por Borko y Livingston
(1989). Por ejemplo, los profesores competentes acumulan una gran cantidad de
conocimiento, lo que los hace poseedores de estructuras cognitivas mas elaboradas,
permitiéndoles interpretar de manera significativa los acontecimientos de la clase y
tomar decisiones efectivas en el aula que conduzcan a un desempefio ejemplar. Estos

profesores son mas experimentados, atienden a cuestiones relevantes en el aula.
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Hattie (2003), en una investigacion realizada con profesores de Nueva Zelanda, se
planted determinar los atributos de excelencia de los profesores, concretamente
averiguar las diferencias entre los docentes con experiencia y expertos. El autor recalca
gue en ocasiones se confunde la experiencia con la edad avanzada de los sujetos, esto
lleva al investigador a preguntarse “;qué hace la diferencia entre un docente experto y
un docente con experiencia?” (p.5). Considera docentes expertos como aquellos que
identifican las representaciones esenciales de una materia, guian el aprendizaje a través
de las interacciones en el aula; monitorean el aprendizaje y proporcionan
retroalimentacion a sus alumnos; atienden a los atributos afectivos; e, influyen en los
resultados de los estudiantes. Mientras que los profesores con experiencia se identifican

como aquellos que han tenido una practica profesional prolongada.

El estudio de campo realizado por Hattie (2003) cont6 con grupos de profesores
expertos y un grupo de docentes con experiencia. Discriminaron a los docentes tras
observar como aplicaban una serie de tareas, a partir de su préactica, de entrevistas y
haciendo encuestas a sus estudiantes. Apreciaron que los profesores expertos se
diferencian de los profesores con experiencia, especialmente por demostrar durante la
instruccion. También se observa que la practica es mas integrada y mas coherente. Los
estudiantes que son instruidos por profesores expertos se enfrentan a tareas de alto
grado de dificultad, evidenciandose una comprension mas profunda de los conceptos

ensefiados.

En general, los profesores expertos de matematicas generan mayores conexiones entre
los contenidos y elaboran estructuras conceptuales mas complejas. Como obtiene Ma
(1999) en su estudio, los profesores experimentados sujetos de su investigacion tienen
una comprensién mas profunda de las matematicas elementales, conectan distintos
contenidos entre si y vinculan los principios basicos de la materia con otros contenidos.
Entendiéndose una comprension profunda de las matematicas fundamentales como
“méas que una sélida comprension conceptual de la matematica elemental, es la
consciencia de la estructura conceptual y las actitudes basicas de la matematica
inherentes en la matematica elemental y la habilidad para aportar un fundamento para
tal estructura conceptual e infundir esas actitudes basicas a los estudiantes [...]” (p.
124). Un elemento clave en esta comprension profunda es la comprension de la
estructura matematica relacionada con los contenidos, ademas de la capacidad de los
profesores para relacionar los contenidos de la estructura conceptual.
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En general, comprender la ensefianza de expertos es la clave para el desarrollo
profesional: “si uno sabe qué encierra la ensefianza experta, esperaria encontrar formas
de ayudar a que los profesores desarrollen tales competencias” (Schoenfeld, 2011,
p.333). Este es el caso de algunos paises de alto rendimiento en educacién que van
adelantados en desarrollar la pericia docente en cuanto a la ensefianza de los contenidos
(Li y Kaiser, 2012; Yang, 2014).

El libro reciente titulado Expertise in Mathematics Instruction (Li y Kaiser, 2011),
contiene una coleccidn de investigaciones sobre la pericia en la instruccion de las
matematicas de paises de alto rendimiento en educacion: China, Japon, Singapur, Corea
del Sur y Taiwan. Este tema se retoma en el PME 36, dedicando el 1° Research Forum a
abordar el tema de la conceptualizacion y el desarrollo de la pericia en la instruccién
matematica en distintos paises (Li y Kaiser, 2012). Si bien son paises con culturas muy
diferentes entre si, consideramos pertinente comprender qué se entiende por profesores

expertos en estos paises y como identifican a estos profesores.

En Japon y China, para mejorar la calidad de la instruccion de las clases, se aprende
directamente de los profesores expertos; la ensefianza es considerada una préactica
profesional que es abierta a la discusion pablica (Li, Huang y Yang, 2011). En Japdn, el
profesorado estd constantemente en busqueda de la mejora de sus clases, a través del
método de “Estudio de Clases”, que consiste en que los docentes visitan las aulas de
otros profesores y promueven el estudio de lo sucedido en clase, mediante una reflexién
conjunta con el profesor, empleando la clase como base de reflexion (Fernandez y
Yoshida, 2004; Isoda, Arcavi, y Mena, 2005;). Los docentes de matematica, de las aulas
de Japdn, estan en continuo perfeccionamiento, participando en estudios de sus clases

gue le permiten generar una discusién valiosa en el ambito matematico y didactico.

En China, los profesores son reconocidos por el rango y titulo profesional, por su
desempefio en la ensefianza y el nivel de liderazgo de la instruccion. Los profesores
expertos se identifican por ser personas con valores éticos y culturales, representan un
modelo a seguir para otros docentes (Li, Huang y Yang, 2011). Especificamente, los
docentes pueden aprender de los profesores expertos sobre su conocimiento y
habilidades que estos poseen, y que son publicamente demostradas. Para ello, el

profesor experto ha de tener una formacion académica reconocida. En este pais se
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presenta menor preocupacion en identificar a profesores expertos, pues uno de los

criterios que es ampliamente usado es el ranking de la ensefianza.

Li, Huang y Yang (2011) examinaron el grado de similitud entre profesores expertos,
atendiendo especificamente al pensamiento y a su practica de ensefianza. Estudiaron a
cinco profesores expertos que se identificaron por ser docentes que demostraban una
ensefianza ejemplar, ademas que tenian un alto grado de formacion (licenciatura,
master, doctorado), amplia experiencia de ensefianza, impartian en alto grado educativo,
y habian sido premiados. De los docentes participantes del estudio, se grabaron sus
lecciones ejemplares y se recogieron los disefios de clases y las reflexiones de la clase.
En este estudio se encontraron similitudes en las lecciones y tendencias de los
profesores expertos al desempefiarse en las aulas chinas (Li, Huang y Yang, 2011).
Algunas de ellas son que los profesores tienen profundo conocimiento del contenido de
la materia en el nivel que ensefan; identifican apropiadamente y abordan los aspectos
dificiles del contenido que conllevan dificultades a los estudiantes; ponen énfasis en el
desarrollo del pensamiento y habilidades matematicas de los alumnos; usan la
resolucion de problemas matematicos para el desarrollo efectivo de la instruccion;
centran la instruccion en el estudiante; y motivan a sus alumnos. En general, los
profesores expertos del estudio demostraron un buen conocimiento de la materia, del
aprendizaje de los estudiantes y de estrategias de ensefianza; identifican dificultades de
aprendizaje de sus alumnos, desarrollan metodos de pensamiento matematico y

muestran habilidad en la resolucién de problemas.

Li, Huang y Yang (2011) sostienen que los profesores expertos deben servir como
modelos éticos, valorandose sus caracteristicas. En el caso de los profesores chinos han
de ser lideres de la asignatura a nivel local, demostrar una ensefianza de calidad,
impartir lecciones ejemplares y haber ganado algin premio nacional en un concurso de
ensefianza. Ademaés, es importante que lo profesores participen en investigacion

cientifica, escriban monografias o investigaciones en revistas locales o mas alla.

El estudio reciente de Yang (2014) identifica que los docentes con cierta pericia tienen
una base de conocimiento profundo y amplio, que incluye: el conocimiento de las
matematicas (de las distintas ramas de la disciplina y el proceso de desarrollo de las
matematicas) y una fuerte capacidad de resolucién de problemas; conocen teorias

educativas y psicologicas (de instruccion, aprendizaje, cognitivas y curriculares);
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conocen las caracteristicas de sus alumnos, sus héabitos de aprendizaje, las
personalidades, las fortalezas, las debilidades, etc. También, destaca su conocimiento de
los estandares curriculares, que incluye tener una imagen clara y completa de los textos
escolares, no solo del nivel de ensefianza, el saber disefiar pruebas y saber como evaluar
el aprendizaje de los estudiantes; y, por ultimo un profesor experto debe tener un amplio

conocimiento en otros campos.

Otros aspectos que también se pueden considerar para la identificacion de profesores
expertos, son los resultados de las evaluaciones docentes, puesto que son valoraciones

iniciales que se tiene del profesorado.

En el caso de Espafia, en la actualidad, no cuenta con un sistema nacional de evaluacion
del desempefio profesional docente, Unicamente se establecen evaluaciones que

elaboran las administraciones correspondientes a cada comunidad autonoma.

Segun la Ley Organica de Educacion “Evaluacion de la funcion publica docente”
(Articulo 106), precisa que las administraciones elaboraran planes para la evaluacion,
fomentando la evaluacion voluntaria del profesorado. La Figura 15, considera los
organismos encargados de las evaluaciones docentes. Por ejemplo en el caso de la
comunidad Auténoma de Andalucia, la Ley de Educacion de Andalucia crea la Agencia
Andaluza de Evaluacion Educativa que establece “un sistema de evaluacion del
profesorado que permita la acreditacion de los méritos a efectos de su promocion
profesional” (Articulo 157, p.131).

Administraciones correspondientes Andalucia Centros publicos

a cada comunidad auténoma (Ley de Educacion ORDEN del 20

Ley Organica de Educacion de Andalucia (23 de febrero 2008
(Articulo 106) enero 2008)

Figura 15. Organismos encargados de la Evaluacion de la préactica docente en
Espafa

Estableciéndose que los centros publicos de educacién han de elaborar sus programas de
calidad y de mejora del rendimiento escolar, estos podrian tener presente los resultados

de las evaluaciones docentes, si se realizan.

Leinhardt, Putnam, Stein y Baxter (1991) identifican que los profesores con una mayor
comprension de los temas escolares que ensefian (conocimiento del contenido), tienen

mejores resultados en su préactica profesional. Por lo cual, pueden ser una apreciacion a
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considerar los resultados del rendimiento de los estudiantes en evaluaciones nacionales
e internacionales. Por ejemplo, en Taiwan los logros de los estudiantes en pruebas
internacionales es un indicador de la instruccion efectiva y el efecto de los

conocimientos matematicos de los profesores (Lin, 2012).

Queda de relieve que la conceptualizacion de profesor experto es amplia y los criterios
para seleccionar a los docentes con cierto grado de pericia depende de las orientaciones
de los investigadores (Schoenfeld, 2011). Como describe Chi (2011) un profesor puede
caracterizarse como experto en funcion de variadas dimensiones, tales como sus
cualidades académicas, afios de experiencia en el trabajo, consenso entre pares,
evaluacion basada en alguna tarea o evaluacion del dominio de conocimiento en su area.
Del mismo modo, y de acuerdo a las cualidades de los sujetos, un profesor puede
considerarse experto, por ejemplo, por su capacidad innata, habilidades o su indice de

especializacién, entre otros.

De los antecedentes descritos anteriormente y de la organizacion de ellos vamos a
establecer algunos criterios que nos permitan identificar, en este estudio, a docentes

expertos.

2.3.2 Conceptualizacion de profesor experto en el estudio

En el apartado anterior, observamos dos tipos de caracteristicas contempladas por los
investigadores para identificar a profesores expertos, que denominaremos primarias y
secundarias y que conforman nuestra conceptualizacion de profesor experto (Rojas,
Carrillo y Flores, 2012).

Las caracteristicas primarias aluden a aspectos especificos de la tarea de ensefianza y a
cuestiones sobre conocimiento. Son cualidades que han de confirmarse a través de la

observacion de clase, de entrevistas sobre el contenido, de instruccion y de actuacion.
Caracteristicas primarias

- Comprension de los contenidos especificos, del aprendizaje de los estudiantes y

de estrategias de ensefianza.

- Procesos de ensefianza mas integrados (relaciona el contenido con diversas

situaciones, usa variedad de representaciones en la ensefianza de los contenidos).

- Presentacion a los estudiantes de tareas de mayor complejidad (problemas).
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- Uso de distintas estrategias para resolver los problemas.

- Disefio y elaboracion de actividades de enriquecimiento que favorecen la

adquisicion de los conceptos o procedimientos.

Las caracteristicas secundarias atienden a aspectos generales de la experiencia
profesional del profesor.

Caracteristicas secundarias
- Estar en ejercicio y tener cinco 0 mas afios de experiencia docente en aulas.

- Profesor destacado segun las evaluaciones institucionales y nacionales si se

aplican.

- Haber ensefiado el contenido matematico escolar, alusivo al objeto de estudio de

interés, mas de una vez, en los Ultimos afios de desempefio docente.
- Docente recomendado por sus pares y por los directivos del centro.

- Participar en procesos de actualizacion constante en su disciplina, como:
participacion en curso de formacion continua, realizacion de postgrados
(licenciatura, master, doctorado), implicacion en procesos de investigacion e

innovacion educativa.

- Ser consciente del incesante proceso de cambio de la educacién, motivo para ser
un docente activo que se actualiza y se preocupa por su mejora continua como

profesor.
- Poseer alguna nominacion o adjudicacién de premios en concursos de ensefianza.

- El rendimiento de sus estudiantes en evaluaciones locales, nacionales e

internacionales ha de ser destacado.

Los criterios definidos nos permitiran distinguir caracteristicas de profesores que han
alcanzado un desempefio profesional experto. Teniendo presente la complejidad de
identificar a profesores con caracteristicas particulares y, a veces, las limitaciones de
acceder a trabajar con profesores, consideramos que los docentes que tengan una mayor
cantidad de las caracteristicas descritas son buenos candidatos para considerarlos como
expertos y, por ende para comprender su conocimiento especializado a partir de como se

manifiesta en su ensefianza.
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RESUMEN

Desarrollamos tres ideas centrales, que tienen el propdsito de dar a la investigacion un
sistema coordinado y coherente de fundamentos, que permitan abordar nuestro
problema de investigacion. Primero, abordamos el tema del conocimiento profesional
del profesor de matematicas, partiendo de los trabajos de Shulman (1986; 1987) para
llegar a definir los modelos de conocimientos actuales que se estan trabajando en la

linea de formacion de profesores.

Nos focalizamos en definir el modelo de Conocimiento Especializado del Profesor de
Matematicas (MTSK), que surge de los avances y propuestas provenientes de distintos
modelos de conocimiento profesional del profesor (Ball, 2000; Hill, Ball y Schilling,
2008; Ponte y Serrazina, 2004; Rowland et al., 2005; Shulman, 1986). Avanzando en
una reformulacion desde una perspectiva que entiende todo el conocimiento del
profesor como especializado. Este modelo se compone de dos dominios de
conocimiento: el matematico y el didactico del contenido. Cada dominio se divide en
tres subdominios de conocimiento que aluden al conocimiento de los fundamentos de
los conceptos elementales, de los fundamentos matematico de los recursos didacticos,
de las dificultades que tienen los alumnos en el aprendizaje de dichos conceptos, etc.,
todo esto forma parte del conocimiento especializado del profesor de matematicas. Este
modelo nos permitird estudiar en profundidad el conocimiento del profesor de

matematicas en su accion docente.

Posteriormente, exponemos como entendemos el analisis didactico tal como lo concibe
el grupo «FQM193. Didactica de la Matematica. Pensamiento Numeérico»,
principalmente en los trabajos de Rico (1997a, 1997b; Rico, Lupiafiez y Molina, 2013),
Gobmez (2007) y Lupiafiez (2009); es decir, como una herramienta investigadora para
identificar y clarificar los conocimientos puestos en juego por un profesor, cuando
ensefia un contenido matematico (Rojas y Flores, 2011; Rojas, Flores y Carrillo, 2013;
Rojas, Flores y Ramos, 2013). Este procedimiento nos lleva a relacionar cada uno de los
subdominios del modelo MTSK con los distintos analisis que componen el andlisis
didactico. De la relacion establecida surgen indicadores de conocimiento (establecidos a
priori y deductivamente). El sistema de indicadores constituye una herramienta
conceptual y operacional que facilita el anélisis de la informacion y su posterior

interpretacion.
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Por ltimo, considerando que la comprension de la pericia lleva a dedicar una mayor
atencion a los conocimientos de los docentes expertos y a la organizacion que presentan
dichos conocimientos en su practica (Li y Kaiser, 2011; Yang, 2014), nos centramos en
identificar caracteristicas que distinguen a los docentes expertos. Enunciamos
caracteristicas primarias y secundarias que nos llevardn a seleccionar a profesores,
quienes pueden aportar mas informacion sobre la naturaleza del conocimiento
especializado del profesor de matematicas que ensefia el contenido de los ndmeros

racionales.
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Metodologia

You can observe a lot by just watching
(Yogi Berra, citado en Savola, 2008, p. 1)

La investigacion en Educacion Matematica demanda una indagacion sistematica de la
naturaleza y del contexto de los procesos de ensefianza, lo que conlleva emplear
distintos procedimientos (seguir un camino) que permitan alcanzar los objetivos

planteados.

Considerando que el objetivo que guia la investigacion es describir, identificar y
caracterizar el conocimiento especializado que manifiesta un profesor de Educacion
Primaria y un docente de Educacion Secundaria, al ensefiar un tema matematico,
empleamos métodos cualitativos vinculados al paradigma interpretativo con el propdsito
de profundizar y comprender sobre los aspectos de conocimiento revelados por los

profesores en su practica docente.

Al ser el foco de atencion comprender el conocimiento del profesor, sin intencion de
generalizar, hemos elegido el estudio de caso como disefio de investigacion (Stake,
2007; 1998). Mediante la observacidn buscamos realizar una exploracion inicial sobre el
conocimiento especializado del profesor de matematicas, de modo que permita
desarrollar estudios mas complejos y ambiciosos que favorezcan posteriormente la

construccion de teorias (Cohen, Manion y Morrison, 2011).

En este capitulo, primero recogemos los fundamentos y procedimientos metodoldgicos
que sustentan al estudio. Luego, enunciamos el disefio de investigacion, las técnicas
utilizadas para obtener la informacion, asi como la descripcion de los instrumentos de
andlisis de los datos. Finalmente, describimos el proceso seguido para analizar la
informacidn recogida, concluyendo con algunas consideraciones sobre el rigor sostenido

en el estudio.
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3.1 MARCO METODOLOGICO: FUNDAMENTOS Y PERSPECTIVA DEL
ESTUDIO

El método positivista ha predominado en las ciencias empiricas en las que mediante un
distanciamiento del observador se considera la indagacion de los hechos
experimentales, aplicandose frecuentemente medicion cuantitativa y usando modelos
estadisticos. Bajo este escenario se destacan los estudios experimentales que tienen un
amplio control de las variables que influyen sobre el fendmeno estudiado, siendo la
finalidad principal establecer leyes o principios que expliquen el mundo y sus
fenomenos (Rodriguez y Valldeoriola, 2007).

Por otra parte, las metodologias denominadas cualitativas o constructivistas se orientan
a comprender e interpretar los fendmenos humanos, tendiendo a una aproximacién
interpretativa y naturalista del mundo. Son metodologias que aparecen mas
recientemente (siglo XX) con la Antropologia Cultural y la Sociologia, y buscan dar
sentido e interpretar los hechos en funcion de los significados que atribuimos los

sujetos.

Debido a la complejidad inherente a la realidad educativa y de acuerdo a las
caracteristicas de nuestro problema de investigacion y a los objetivos que nos hemos
planteado, consideramos que la metodologia que mas se adecta al estudio es la
cualitativa. Nuestro interés no estd en la medicion cuantitativa y en la aplicacion de
modelos estadisticos que nos lleven a explicar, controlar y predecir los fendmenos, tal y
como busca el método positivista. Pretendemos describir, comprender e interpretar
situaciones Unicas y particulares, centrandonos en buscar significado y sentido a los
hechos. Por ende, buscamos aproximarnos a la comprension del conocimiento por
medio de la interpretacion, que como investigadores realizamos de los datos obtenidos,
lo que lleva a elegir el paradigma interpretativo como el mas apropiado para este

estudio.

Nos referimos a comprension como una construccion del propio investigador para
interpretar el fendbmeno, que surge a partir de la observacion de las caracteristicas del
conocimiento que los profesores revelan en su tarea de ensefianza. La interpretacion se
nutre de referentes tedricos respecto al contenido matematico, que nos provee el analisis

didactico, y de aspectos concernientes al conocimiento del profesor de matematicas.
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3.2 DISENO DE INVESTIGACION: EL ESTUDIO DE CASO

En este trabajo nos centramos en uno de los protagonistas de la actividad del aula, el
profesor. Buscamos profundizar en el conocimiento matematico y didactico que el
docente pone en juego al ensefiar; es decir, comprender el conocimiento que emplea
para resolver problemas, alcanzar metas, o desarrollar tareas (Schoenfeld, 2010b). Por
las caracteristicas del tema y porque el medio natural es un entorno privilegiado para el
estudio de las personas, consideramos especialmente apropiado abordar nuestro objetivo
a través de un estudio de caso, que nos lleve a una extensiva y profunda descripcién del

conocimiento especializado que manifiesta el profesor en su tarea de ensefianza.

Cohen, Manion y Morrison (2000) establecen que el estudio de caso lleva a profundizar
en un sistema acotado, que estd basado en situaciones reales, que se caracteriza por
estudiar fendmenos en profundidad y comprender las ideas con claridad mas que
interpretar teorias abstractas o principios. Como pretendemos comprender las
caracteristicas y la naturaleza del conocimiento especializado del profesor de

matematicas, hemos optado por un estudio de caso cualitativo.

Existen distintas fortalezas que caracterizan a un estudio de caso: a) tienen
particularidades Unicas que de otra manera se perderian en los datos de mayor escala,
estas caracteristicas pueden ser la clave para la comprension de la situacion; b) son
fuertes en la realidad; es decir, los datos del estudio proceden de las practicas y
experiencias de los sujetos; ¢) permiten mostrar la complejidad de la vida social y
contribuir a cambiar la practica; d) pueden ser una fuente de informacion que lleva a
sugerir analisis posteriores; y €) los resultados son mas facilmente comprendidos por un
publico mas amplio, ya que con frecuencia son escritos en el lenguaje cotidiano (Cohen
et al., 2011). Este conjunto de caracteristicas lo hace especialmente adecuado para
conocer en profundidad la practica del profesor en su habitat profesional natural.

Los especialistas en investigacion educativa identifican algunas debilidades en el
estudio de caso. Nos advierten de que los resultados pueden no ser generalizables, salvo
cuando existan otros estudiosos que ven su aplicacion; y que el estudio de caso es
propenso a problemas de sesgo del observador. En este trabajo no pretendemos
generalizar, sino comprender el conocimiento especializado de los protagonistas, por lo
que nuestro interés, en principio, esta en el propio caso. Sin embargo, esperamos que el

estudio en profundidad de cada caso nos permita comprender mejor el conocimiento del
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profesor desde la perspectiva del modelo de conocimiento empleado (MTSK) y

especialmente el conocimiento del profesor para la ensefianza de fracciones.

Para evitar los sesgos de los estudios cualitativos, enfrentamos esta actividad cientifica
de manera sistematica y cumpliendo los aspectos de rigor y autenticidad que
caracterizan al proceso de investigacion. Concordamos con Stake (1999) al no
considerar la subjetividad como un fallo que hay que eliminar, sino mas bien un

elemento esencial para la comprension del tema.

El estudio de caso puede clasificarse en funcion de varios criterios. En relacion con los
objetivos, distinguiendo entre: a) intrinsecos, que corresponden a estudios que se llevan
a cabo para profundizar y para obtener una mayor comprension del caso en si mismo, y
entender el caso particular. A priori no se busca generar teoria ni generalizar a partir de
los datos; b) instrumentales, en los que se examina un caso particular con el fin de
proporcionar mas informacion sobre un tema o para formular una abstraccion. Un caso
de tipo instrumental aporta datos (es un instrumento) para comprender otros fendmenos;
y ¢) multiples o colectivos, consisten en grupos de estudios individuales que se realizan
para obtener una imagen mas completa del fendmeno a estudiar; es un estudio

instrumental que se extiende a varios casos (Stake, 2007).

En funcion de los resultados, el estudio de caso se diferencia en: a) exploratorio, como
piloto para otros estudios o preguntas de investigacion; b) descriptivo, que proporciona
narraciones y busca describir un caso particular, aportando informacion basica; y c)
explicativo, que prueba teorias y provee la interpretacion (Cohen et al., 2011; Cohen et
al., 2007; Stake, 2000).

Segun la primera clasificacion y de acuerdo a algunos objetivos planteados en esta
investigacion (01, 02, O3 y O4), este estudio seria de tipo intrinseco, al ser de interés
profundizar en el conocimiento del profesor de matematicas al ensefiar el tema de los
nameros racionales. Sin embargo, dos profesores expertos que ensefian este tema
matematico, pueden brindar una mayor comprension del conocimiento especializado de
los nimeros racionales, 1o que otorga al estudio un caracter instrumental. Los dos casos
aportaran informacion sobre el conocimiento especializado del docente en su accién de
ensefianza, 1o que puede servir como base para contrastar los resultados con otros casos

e investigaciones, con el objetivo de comprender la naturaleza en si del fenémeno.
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También podemos indicar que es un estudio de tipo descriptivo, porque busca describir
y comprender la realidad observada a partir de las acciones brindadas por los docentes.
Conjuntamente, la descripcion que aporta cada caso y las relaciones que podamos
extraer del mismo permiten construir interpretaciones sobre el conocimiento

especializado del profesor, respecto del contenido matematico de estudio.

La observacion suele ser la técnica de recogida de datos de base del estudio de caso,
pues el investigador observa los fendmenos que suceden, apreciando las caracteristicas
de los elementos de analisis: una clase, un profesor, un grupo de personas, una escuela o
una comunidad (Cohen y Manion, 1990). La observacion es importante al ser lo que
menos altera la ensefianza real. En este trabajo se observa la actuacion del profesor,
apreciando la accion del docente ante cualquier situacion, especialmente aquellas de

contingencia.

Dos son los tipos principales de observacion: participante y no participante. En la
observacion participante, el investigador se compromete e implica en las actividades,
mientras que, en la no participante permanece al margen de las actividades ejecutadas.
En este estudio el observador es no participante, ya que nos limitamos a apreciar las

acciones e intervenciones del profesor en el aula.

Siguiendo el disefio de investigacion del estudio de caso en el apartado que sigue
exponemos el proceso de seleccion de los casos, los métodos de recopilacion de datos

empleados y las técnicas de analisis utilizadas.

3.3 SELECCION DE LOS CASOS

Algunos autores indican que los profesores de matematicas expertos tienen una
comprension profunda del conocimiento de la estructura matematica subyacente a los
contenidos, y relacionan éstos con ideas principales de la materia y entre temas (Li y
Kaiser, 2011; Ma, 1999). Ademas, son capaces de planificar sus clases en detalle,
sefialan caracteristicas criticas de los conocimientos de los estudiantes, promueven el
pensamiento matematico de sus alumnos, entre otros aspectos (Yang, 2014). Por tanto,
los profesores expertos dan muestra de mayor conocimiento, por ello, consideramos
que estudiar a docentes con caracteristicas de experto nos aportara mas informacién
sobre la naturaleza del conocimiento especializado del profesor de matematicas que

ensefia el contenido de los nimeros racionales. Lo anterior, lleva a la necesidad de
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seleccionar a los profesores informantes de la investigacion, para esto hemos

determinado algunos criterios de seleccion.

En el Capitulo 2 presentamos las aportaciones que hemos extraido de la revision de la
literatura sobre profesores expertos, 1o que nos permitié extraer variadas cualidades para
elegir a los docentes del estudio. Describimos dos tipos de caracteristicas contempladas
por los investigadores para identificar a docentes expertos, que denominamos primarias
y secundarias, y que conforman nuestra conceptualizacion de profesor experto (Rojas,
Carrillo y Flores, 2012).

Las caracteristicas primarias aluden a cuestiones especificas de la tarea de ensefianza y

se relacionan con aspectos de conocimiento.
Caracteristicas primarias

a) Comprension de los contenidos especificos, del aprendizaje de los estudiantes y
de estrategias de ensefianza.

b) Procesos de ensefianza mas integrados (relacionando el contenido con
diversas situaciones, usando variedad de representaciones en la ensefianza de los

contenidos).
c) Presentacién a los estudiantes de problemas de mayor dificultad.
d) Uso de distintas estrategias para resolver los problemas.
e) Disefio y elaboracion de actividades de enriquecimiento que favorecen la
adquisicion de los conceptos o procedimientos.
Caracteristicas secundarias

Las caracteristicas secundarias atienden a aspectos objetivos y generales de la

experiencia profesional del profesor.

f) Estar en activo, desempefiando tareas docentes, con amplia experiencia

profesional, de al menos cinco afos.

g) Haber sido destacado en evaluaciones institucionales, tanto nacionales como

internacionales, si se aplica.

h) Haber ensefiado el contenido matematico escolar, alusivo al objeto de estudio de

interés, mas de una vez, en los Gltimos afios de desempefio docente.
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1) Ser reconocido y recomendado por sus comparieros y por los directivos del centro.

j) Participar en procesos de actualizacion en su disciplina, como en cursos de
formacion, haber realizado estudios de postgrados (licenciatura, master,
doctorado), estar implicado en procesos de investigacion e innovacién educativa,

etc.

k) Ser consciente del incesante proceso de cambio de la educacion, motivo para ser
un docente activo que se actualiza y se preocupa por su mejora continua como

profesor.
[) Poseer alguna nominacion o adjudicacion de premios en concursos de ensefianza.

m)Haber logrado un rendimiento destacado de sus estudiantes en evaluaciones

locales, nacionales o internacionales.

Estas cualidades pueden ser confirmadas a través de la observacion de la actuacion del
profesor, por medio de un cuestionario, de entrevistas sobre el contenido, o por
indagaciones en el entorno del profesor. Los profesores seleccionados cumplen con las
caracteristicas secundarias descritas anteriormente, como mostramos en el apartado

siguiente.

3.3.1 Seleccion de dos profesores de matematicas expertos atendiendo
a caracteristicas especificas
Por medio de recomendaciones de profesores del area de Didactica de la Matematica, de
las universidades de Granada y Huelva, establecimos vinculos con docentes de centros e
institutos de la Comunidad de Andalucia. Los profesores fueron recomendados por estar
comprometidos con la tarea de ensefianza; participar activamente en congresos,
seminarios o capacitaciones impartidos por distintas entidades; y por tener una amplia
experiencia profesional. Estas recomendaciones nos llevaron a establecer contacto con 9
profesores; en un primer acercamiento descartamos a algunos docentes por las

siguientes razones:

- En la fecha de contacto el profesor ya habia ensefiado el tema de los nimeros

racionales para el curso 2012-2013.

- Un docente postergd la ensefianza del contenido para finales de afio, lo que

complicaba la recogida de la informacion por la planificacion del estudio.
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- Un profesor que realizaba trabajo administrativo en un centro indic6 que en
ocasiones se ausentaba de las clases de matematicas, recomendando no grabar sus

clases.
- Dos profesores estaban jubilados.

- Algunos profesores impartian clase en Bachillerato, en donde el papel de los

numeros racionales era distinto del pretendido.

Dos de los profesores recomendados expresaron interés por colaborar con el estudio,
accediendo a que ingresaramos a su aula para filmar la ensefianza de los numeros
racionales. Previo al ingreso del salon de clase realizamos una entrevista a cada
profesor, con el objeto de confirmar las caracteristicas definidas (primarias y

secundarias).

Bajo un clima de confianza con el profesor, semejante a una conversacion libre, se dio
paso a una entrevista semiestructurada. Disponiamos, previamente, de una serie de
preguntas cuidadosamente formuladas y parafraseadas, con el fin de generar un didlogo
asimetrico con el docente que nos llevo a obtener informacion sobre algunas de sus

cualidades.

Guibn de entrevista
Parte 1:
- Centro o instituto donde desempefia su labor docente.

- Afios de experiencia de la profesion docente como profesor de matematicas.

- Preparacion profesional (universitaria, menciones, postgrados, master, etc.).

- Participacién en congresos, simposios, etc. En el caso de participacion
mencionar los nombres de los eventos y afio de participacion.

- Participacion en proyectos de innovacion e investigacion. En el caso de
participacién mencionar algunas.

- Participacién en cursos de actualizaciones de conocimiento didéactico,
matematicas, tecnoldgicas en los cuales ha participado durante los Gltimos afos.

- Curso(s) que imparte actualmente.

- Cursos y nivel escolar correspondiente, que ha impartido durante su carrera
profesional.

- Tiempo que lleva impartiendo la asignatura de matematica.

Numero de afios academicos que ha impartido el contenido matematico de las
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fracciones. Indicar en cuanto de los ultimos afios ha ensefiado el contenido de
las fracciones.
Algun otro antecedente que desee incluir sobre su formacion profesional.

Parte 2:

- En relacién con el curriculo escolar ;Observa diferencias entre el curriculo
escolar para Educacion Primaria (0 Secundaria, segun corresponda) de Espafa y
el curriculo de la Comunidad Andaluza, referente a las fracciones?

- ¢Cudl es el libro de texto que utiliza para ensefiar las fracciones?

- ¢Qué lo motiva a utilizar el libro de texto descrito?

- ¢Como cree que afecta el libro de texto en el aprendizaje de los estudiantes?
¢Por que afecta de esa manera?

- ¢Qué materiales 0 recursos escolares utiliza como apoyo para ensefiar el
contenido de las fracciones?

- ¢Elabora las unidades didacticas en relacion con el curriculo de base? ¢Nos

puede facilitar la unidad el ejemplar correspondiente a la unidad observada?

La primera parte de la entrevista buscaba confirmar las caracteristicas secundarias,
enfocando aspectos generales de la formacion del profesor. La segunda parte pretendia
indagar en los materiales y recursos educativos que el profesor emplea en el proceso de
ensefianza, asi como sobre qué funcion tiene para él el texto escolar y la legislacion

educativa que orienta el curriculo escolar.

La entrevista fue grabada en audio (con la autorizacion del profesor), con el fin de
prestar mas atencion a lo que enunciaba el informante, lo que favorecio la interaccion
entre el docente y el investigador. A continuacion exponemos la informacion obtenida

segun cada profesor.

Profesor Rodriguez*?

El profesor Rodriguez inicia sus estudios con el plan descrito en la Ley General de
Educacién de 1970, conocida como Ley Villar Palasi, estatuto que se asienta en el

principio de personalizacion y que buscaba implantar una reforma en la formacion del

12°A lo largo del documento nos referimos a los profesores por los apellidos Rodriguez y Rivera,
designaciones ficticias que no representan a los nombres reales de los docentes participantes del estudio.
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Magisterio en la categoria de universitarios (Baelo y Arias, 2011). Rodriguez es titulado
como profesor de Ensefianza General Bésica (EGB), tiene estudios de Magisterio con
una duracion de tres afios, que contempla el desarrollo de distintas especialidades
(Ciencias, Ciencias Humanas, Filologia, Educacién Especial y Educacion Preescolar),
predominando el caracter cultural sobre los aspectos profesionalizantes. Luego con la
reforma educativa promovida por la Ley Organica 1/1990 de 3 de octubre, de
Ordenacion General del Sistema Educativo (LOGSE, 1990), que conlleva una
modificacion en los planes de estudio de maestros, el profesor obtiene el Diplomado en
Profesorado EGB con mencién en matematicas y es Licenciado en Ciencias de la
Educacién. Ha ejercido la docencia de matematicas durante 34 afios, en Educacion

Primaria, ensefiando a lo largo de este tiempo el tema de las fracciones (f y h).

Es una persona consciente del incesante proceso de cambio de la educacion, aspecto que
lo motiva a perfeccionarse para mejorar su labor como profesor (k). Es un profesor que
participa activamente en sociedades y congresos profesionales de Educacion
Matematica y constantemente esta realizando o guiando cursos de perfeccionamientos
en el area. Concretamente, ha participado en el equipo asesor de formacion (Comunidad
de Andalucia) del Sistema Andaluz de Formacion Permanente del Profesorado,
colaborando para ello con los Centros de Profesores (CEP). Ademas tiene un papel
destacado en la Sociedad Andaluza de Profesores de Matematicas THALES,
participando como ponente y en el comité organizador de las jornadas (organizadas por
la Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de Matemaéticas, FESPM). Ha
tenido destacada participacion en la experimentacion de la Reforma de la segunda Etapa
de EGB, en los afios previos a la implantacion de la LOGSE. Ademas, desde varios
afios participa en el seminario que organiza la Olimpiada Matematica promovida por la
FESPM, y, en general, en distintas jornadas de formacion de profesores (j y I).

Profesor Rivera

El profesor Rivera es Licenciado en Matematicas. Tiene un diploma de estudios
avanzados en Ingenieria Ambiental. Ha participado en congresos referentes a Sistemas
Dinamicos (una de sus areas de interés) y en el &ambito de la Educacion Béasica en cursos
de perfeccionamiento relacionados con informatica educativa (Maxima, un software de

Algebra, plataforma virtual) y aspectos didacticos y pedagdgicos en general (j).
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Tiene trece afios de experiencia como profesor de matematicas, en nueve de los cuales
ha impartido clase en la ensefianza concertada y cuatro en la ensefia publica,
complementando su actividad, durante seis afios, como profesor asociado a una
universidad (f y h). Hemos de destacar, que el profesor ensefia las fracciones desde los

primeros afos en que ejerce como profesor de ensefianza secundaria (13 afos).

Ademas, ambos profesores fueron recomendados por sus colegas. En el caso del
profesor Rodriguez la directora del centro en el que se desempefia indicd que “es un
profesional muy exitoso, comprometido con la escuela. Sus estudiantes tienen buenos
resultados” (i). En el caso del profesor Rivera entrevistamos al coordinador del equipo
técnico del instituto (Coordinador Pedagdgico del instituto), quien es profesor de
matematicas y supervisor del docente, ademas a una colega y comparfiera de estudios
universitarios, quienes lo recomiendan para grabar y estudiar sus clases, aludiendo a que
es un profesor que “domina la materia que ensefia”, “tiene buena relacién con el
alumnado y la gestion del grupo” (i) y “sus alumnos obtienen buenas calificaciones de

media” (m).

De las entrevistas realizadas a los profesores Rodriguez y Rivera y a sus colegas, se
desprende que ambos docentes cumplen con la mayoria de las caracteristicas
secundarias (f, h, i, j, k, m), lo que se complementa con la alusion al dominio de la

materia (a) por parte de sus colegas, como se sintetiza en la Tabla 14.

Tabla 14. Caracteristicas de los dos profesores

Caracteristicas

Rodriguez

Rivera

Nivel escolar observado

Formacion profesional del docente
Afios de experiencia

Tiempo que imparte el contenido de

las fracciones

Participacion en congresos,
simposios, etc.

Participacion en proyectos de
innovacion e investigacion.

Participacion en cursos de

6° de Primaria
Maestro
34 afios
34 afnos exceptuando
los afios de asesor en
CEP
Si. Congreso de
Matematicas en Ed.

Primaria.

Si

Si

1° de ESO

Licenciado en matematica

13 afos

13 afios

Si. Relacionados con
Sistemas Dinamico.

No

Si
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Tabla 14. Caracteristicas de los dos profesores

actualizacién de conocimiento®®

Debido a que las entrevistas no permitieron confirmar todas las caracteristicas
primarias, por el poco tiempo que disponian los profesores para reuniones o la
aplicacion de instrumentos, convenimos con ellos en observar algunas sesiones de clase,
previas a las de la ensefianza del tema de los numeros racionales. Consideramos que la
observacién de algunas clases nos permitiria confirmar algunas caracteristicas
primarias, como, por ejemplo, identificar si el profesor relaciona el contenido tratado
con distintas situaciones, si permite el empleo de diferentes representaciones en la
ensefianza de los contenidos (b), los tipos de tareas que presenta a los estudiantes (c, d,
e) y, en general, conocer la metodologia seguida en el proceso de instruccion.

En las clases del profesor Rodriguez observamos un proceso de ensefianza integrado; es
decir, el profesor presenta a sus estudiantes una variedad de tareas que envuelven
diferentes tipos de representaciones (b); en la resolucién de las tareas permite que los
estudiantes empleen variados procedimientos de resolucién (d); las tareas planteadas
exigen alta demanda cognitiva y permiten adquirir o reforzar conceptos o
procedimientos matematicos (e). El profesor muestra conocer los contenidos que ensefia
cuando realiza preguntas a los alumnos que responden de manera erronea, generando un
ambiente de reflexion en el aula que lleva a profundizar sobre las cuestiones

matematicas mas complejas (a).

Estas apreciaciones nos han llevado a considerar a los profesores Rodriguez (caso 1) y
Rivera (caso 2), ya que satisfacen las condiciones de nuestra investigacion, ambos
cumplen con la mayoria de las caracteristicas primarias y secundarias descritas.
Debemos indicar que seleccionamos a dos profesores expertos de distintos niveles
escolares, ya que el tema de los nimeros racionales se ensefia en los ultimos afios de

Educacion Primaria y en los primeros de Secundaria.

13 participacion en cursos de actualizaciones de conocimiento matematico, didactico, pedagégico o
tecnoldgico.
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3.4 RECOGIDA DE DATOS, OBTENCION DE LA INFORMACION E
INSTRUMENTOS DE ANALISIS DE LA INFORMACION

Una vez seleccionados los profesores procedimos a examinar su practica docente, a
través de la observacion no participante o pasiva; es decir, con un nivel de

distanciamiento en las actividades del salon de clase.

Las sesiones en las cuales se aborda el tema de los nameros racionales han sido
grabadas en audio y video, con el fin de captar la totalidad del escenario y las
interacciones entre el profesor y los estudiantes. Si bien el foco de la grabacion fue el
profesor con sus intervenciones orales y escritas, también nos fijamos en las actuaciones
de los estudiantes, en la medida que nos ayudaban a comprender el conocimiento del

profesor.

Para la grabacién de las clases, utilizamos una cdmara digital (C) ubicada en la parte
posterior del aula, que siguid al docente en todo momento, capturando una vision de
conjunto de la clase. Ademas, instalamos una grabadora de audio con dos micréfonos
(G) para capturar el audio con mayor calidad, especialmente todo lo que enunciaba el
profesor (P). El registro de la configuracion de las aulas observadas se ilustra en la

Figura 16.

G

0000
@DDDDH
0000l

Figura 16. Registro de configuracion de las aulas observadas

Debemos sefialar que cuando los estudiantes planteaban consultas sobre el contenido al
investigador/observador (1), se les indicd que debian dirigirse exclusivamente al

profesor.

Para aminorar la distorsion que pudiera observarse en la actuacion de los alumnos y del
profesor producto de la grabacion de las sesiones de clases, consideramos necesario
filmar algunas sesiones previas a las dedicadas a la ensefianza de los numeros
racionales. Asi, la presencia de la camara de video y del investigador se convirtio en

parte del entorno, acostumbrandose a ellos los estudiantes.
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Como las observaciones del estudio de caso se extendieron por un periodo prolongado
de tiempo, el investigador que recogid los datos desarrollo cierta familiaridad con los
estudiantes y el profesor, generdndose un ambiente méas natural que los que suelen
generar otros medios de recogida de informacién como los experimentos o encuestas
(Cohen et al., 2000).

Previo a la observacion de clase se elaboré un protocolo de observacion, con el objeto
de examinar cuestiones especificas, como los contenidos abordados en la clase, el
objetivo que guia la sesion, el tipo de tarea presentada (ejercicio, problema, proyecto),
entre otros elementos. Hubo que desistir de rellenar este formulario de observacion
durante la clase, ya que ambos profesores comentaron que se sentian evaluados. Nos
limitamos entonces a realizar notas textuales de aspectos destacables que dificilmente se
recogen en las grabaciones, como por ejemplo la escritura de la pizarra o algunas

respuestas del profesor a los estudiantes.

Después de la grabacion y el examen de las imagenes, cada sesion se transcribe
textualmente (ver Anexos E y F) de forma minuciosa y clara, sin modificaciones.
Ademas, el texto se complementa con las notas de campo recogidas, de modo que
contenga la mayor parte posible de las interacciones entre el profesor y sus estudiantes.
En promedio dedicamos de 3 a 6 horas para transcribir cada hora de interaccion grabada

en el video. La Figura 17 ilustra el proceso llevado para la recogida de datos.

Grabacion en
Observacion video y audio o
directa del aula Transcripcion
(textual)
Notas de campo

Figura 17. Proceso de recogida de datos de la investigacion

Siendo conscientes de la problematica que encierra el empleo del video, en el siguiente
apartado estudiamos sus cualidades y limitaciones, para afrontarlo como herramienta de

investigacion.
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3.4.1 Los videos como fuente de informacion

Los videos son un poderoso instrumento de observacion en investigacion educativa, que
pueden ayudar a profundizar en la comprensién de distintos fenémenos complejos que
tienen lugar en los salones de clase (Ruiz, 2011; Savola, 2008). Las grabaciones de
video se pueden usar eficazmente en estudios cuantitativos, cualitativos o métodos
mixtos, asimismo en estudios comparativo 0 no comparativo, en trabajos
experimentales 0o no experimentales, en general, el analisis de video es una buena
herramienta en investigacion en Educacion Matematica (Savola, 2008). Las grabaciones
de video abren una nueva ventana que permite a los profesores e investigadores a
estudiar las matematicas escolares en nuestro propio pais y en otros lugares (Kilpatrick,
2013; Mesa, Gomez y Hock Cheah, 2013).

El uso de video es una herramienta relativamente nueva en la investigacion pedagdgica,
aungue el potencial del video como herramienta de investigacion existe desde hace
varios afos, sobre todo en las areas de la antropologia y de estudios culturales
(Fitzgerald, Hackling y Dawson, 2013; Ruiz, 2011; Savola, 2008).

En las décadas de los 80 y 90, buscando salvar la brecha entre la teoria y la practica, se
emplean los videos como herramienta de observacion de aula, con la intencidon de
obtener una mayor comprension de las realidades que ocurren en los salones de clase,
aunque se tiene constancia de estudios de los afios 30 donde se realizaron
investigaciones dentro del aula bajo algunos contextos culturales (Ruiz, 2011, p. 56).
Hoy en dia la posibilidad de la recopilacién y uso de imagenes de video es una

importante innovacion para la investigacion en el aula (Fitzgerald et al., 2013).

Existen destacadas investigaciones en el cual la fuente principal de datos son los videos.
Unos de los primeros estudios internacionales a gran escala que utilizan datos de clase a
partir de videos son los estudios del organismo Tendencias en Matemaéticas y Ciencias
(Trends in International Mathematics and Science Study —TIMSS) como el The TIMSS
Videotape Classroom Study: Methods and Findings From an Exploratory Research
Project on Eighth-Grade Mathematics Instruction in Germany, Japan, and the United
States (Stigler, Gonzales, Kawanaka, Knoll y Serrano, 1999) y el Teaching Mathematics
in Seven Countries: Results From the TIMSS 1999 Video Study (Hiebert, Gallimore,
Garnier, Givvin, Hollingsworth, Jacobs, Chiu et al., 2003) que emplearon videos como

principal apoyo para obtener la informacion de referencia. Estas investigaciones se
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centraron en funciones pedagdgicas como el entorno de trabajo, la participacion de los

alumnos en clase, los métodos empleados por los profesores y la secuencia seguida en

clase. También existen otros estudios internacionales** como el trabajo comparativo

Learner’s Perspective Study (LPS) que se centra en la actividad y percepcién de los

estudiantes frente a distintas situaciones, estudio que lleva a complementar las

investigaciones relacionadas con la actividad del profesor.

Savola (2008) distingue cualidades que aporta el uso de video como herramienta

observacional, como las siguientes:

Permite el estudio de los procesos sociales complejos que tienen lugar en la vida

cotidiana.

Con la grabacion de video los investigadores pueden reconstruir eventos al nivel
de detalle deseado. Ademas, se pueden reproducir los eventos desde mdltiples
enfoques.

Permite andlisis ilimitados. Pueden ayudar en la exploracion para generalizar
hallazgos cualitativos interesantes e iluminar las tendencias en los datos
codificados cuantitativamente. Desde el &mbito estadistico puede utilizarse para
validar algunos resultados.

Pueden ayudar a construir un lenguaje comdn de ensefianza, lo cual es

fundamental para que las comunidades educativas aprendan las unas a las otras.

Las imagenes de video se pueden reducir a las fotografias, transcripciones y otras
formas de representacion de los eventos. Estos datos son multidimensionales y
contienen gran cantidad de informacion, que puede fraccionarse a formas de

menor dimensidn para fines especificos.

Como define Planas (2006), “[...] el video de una sesién de clase proporciona una
perspectiva poliédrica de las interacciones entre participantes y permite volver
sobre los datos originales una y otra vez” (p. 40), siendo una cualidad de los
investigadores cualitativos el regresar al escenario para recabar o revisar la

informacion que en un primer momento no se considero relevante.

YEn Ruiz (2011) se discuten tres estudios donde se emplean videos para estudiar las lecciones en la
ensefianza de la matematica.
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- La calidad de los archivos de video digital no disminuye con el tiempo, lo cual
permite que el andlisis pueda ser verificado o los registros estudiados desde otros
ambitos. Los videos pueden ser vistos varias veces por expertos, lo que puede
Ilevar a combinar perspectivas de investigacion completarias sobre el conjunto de

informacion, lo cual facilita la integracion de métodos cualitativa y cuantitativa.

Més alla de los problemas financieros y logisticos habituales en las fases clave del
proceso de investigacion, recopilacion de datos y analisis de datos, también existen
otras dificultades en el uso de video, como, por ejemplo, la presencia de la camara y de
quien la conduce puede tener un efecto sobre el comportamiento de los estudiantes,

ademas no es facil la obtencidn de grabaciones de video neutrales y de alta calidad.

Naturalmente la presencia de la camara en el aula puede alterar el comportamiento de
los estudiantes y tal vez también el del docente. Sin embargo, como lo explicitamos en
el apartado 3.4, previo a la grabacion de la unidad de los numeros racionales ingresamos
a las aulas, oportunidad que permitid una rapida familiaridad con la presencia del

observador y de la camara.

Considerando que el analisis es un proceso aplicado a contextos reales que permite
discriminar y describir componentes, y por ende profundizar en ellas, realizamos el
analisis sobre los videos que representan la unidad de informacién mas real. Los videos
son el recurso de informacion principal en este estudio, aunque en el proceso de analisis
la transcripcion textual de cada sesion de clase (Anexos E y F) es fundamental para ir
indicando las unidades de analisis y hacer referencia a los fragmentos de texto.

Los videos como fuente de informacion constan de dos fases principales: la recopilacion
y el anélisis de datos. Savola (2008) manifiesta que la recoleccion de datos para
proyectos de investigacion basados en videos, involucran tres largas etapas o procesos:
permisos necesarios y consentimientos, grabaciones y manipulacion de los archivos

digitales (analisis). En lo que sigue, desarrollamos las fases descritas.

3.4.2 Consideraciones éticas para la recogida de datos

En la investigacion se recopila informacion por medio de audio y video o imagenes, es
importante tener presente consideraciones éticas, ya que hay que cuidar la privacidad y
la confidencialidad de las imagenes que afectan a las personas, asimismo se debe contar

con los permisos y consentimientos necesarios (Santos, 2002; Savola, 2008). En este
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trabajo asumimos con responsabilidad estos hechos, lo que nos llevé a demandar, antes
de la recopilacion de los datos, el consentimiento informado del director de cada
establecimiento en donde grabamos las clases, de los padres o encargados de cada uno
de los estudiantes correspondientes a cada curso que filmamos, y principalmente de los
alumnos. En cada uno de los casos informamos sobre el proposito de la observacién y el

uso que dariamos a las grabaciones.

Primero contactamos con el director del centro e instituto en el que trabajan los
profesores del estudio, entregamos una carta que detallaba el propoésito del ingreso a la
instituciéon y los agradecimientos respectivos. Una vez que ingresamos al aula, cada
profesor presento al investigador a sus estudiantes, indicandose que durante un tiempo
la persona estara grabando las clases. Explicamos el interés de las grabaciones de las
clases, asimismo solicitamos la aprobacion de los alumnos y sus respectivos padres o
tutores. Remitimos un comunicado para el consentimiento de los encargados (ver
Anexo D). Hemos de indicar que la totalidad de los padres o tutores de los alumnos
autorizaron a grabar las clases. Ademas, contamos con el permiso de los directores de
los centros educativos y de los profesores de cada establecimiento para acceder a las

aulas.

En este trabajo no restringimos el acceso a los videos y audios auténticos por cualquier
eventualidad (Anexos G, H, | y J), considerando que una de las caracteristicas de los
estudios cualitativos es disponer de la informacion para contrastarla en caso de ser
necesario. Sin embargo, en este informe si hemos protegido los nombres de los
participantes del estudio (profesor y estudiantes), asociando a cada sujeto un nombre

ficticio.
3.4.3 Grabaciones de clase. Caso 1. Profesor Rodriguez

Durante el periodo de febrero y marzo del afio 2012 se observé y grabd una secuencia
de 21 clases, de una duracion estipulada de 60 6 90 minutos cada una, en un curso de
sexto afio de Educacion Primaria de una escuela publica de Malaga, en el cual

trabajaron el tema de las fracciones.

La Tabla 15 resume el tema central en cada clase, la fecha de realizacién, el tiempo
programado de clase y el tiempo efectivo de cada sesion, ademas de la cantidad de

estudiantes por clase. En total, las clases planificadas correspondian a 20 horas
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aproximadamente, siendo el tiempo real o efectivo de las 21 sesiones de
aproximadamente unas 18 horas. Alrededor de 5 minutos de clase se ocupaban para dar

inicio a la sesion, el tiempo restante corresponde a la actividad matematica generada.

Tabla 15. Clases de 6° de Educacion Primaria (alumnos de 11y 12 afios de edad)

N° de sesion Fecha Tiempo Tiempo de Cant. de
realizacion de programado clase®™ alumnos®®
la clase
1 07/02/2012 45 min [09:00/ 09:45] 41 min 21

Tematica de la clase’”: Comienza la unidad de fracciones. Recuerdan el contenido del afio
anterior. Dividir variadas figuras geométricas en partes de igual tamafio y forma.

2 08/02/2012 45 min [11:15/ 12:00] 43 min 21
Tematica de la clase: Resefia historica sobre las fracciones. Resolucion de tareas de dividir
figuras irregulares en partes de igual tamario y forma, y de igual tamafio y distinta forma.

3 09/02/2012 90 min [10:30/ 12:00] 43 min 21
Tematica de la clase: A partir de distintas figuras divididas identifican cuél de ellas estan para
representar cuartos, luego a partir de una parte de una figura identifican la unidad (el todo),
finalmente, a partir de hexagonos divididos en partes iguales identifican la fraccion que
representa a cada parte sombreada.

4 10/02/2012 45 min [09:00/ 09:45] 47 min 20
Tematica de la clase: Identificar la figura que estd contenida en un cuadrado dividido en
variadas partes. Luego identifican la fraccion que corresponde a la parte del cuadrado.

Dividir una figura en forma de “te” en cuatro partes de igual tamafio y forma.

5 15/02/2012 45 min [11:15/ 12:00] 45 min 21
Temética de la clase: Fraccion como operador, con respecto a una cantidad.
6 16/02/2012 90 min [10:30/ 12:00] 81 min 21

Temética de la clase: Fraccion como operador.
Resolucidn de tareas donde se da el operador y el estado final, y otras donde se pide encontrar
el estado final.

7 17/02/2012 45 min [09:00/ 09:45] 46 min 21
Tematica de la clase: Resolucion de problemas que implican trabajar las fracciones como
operador.

8 21/02/2012 45 min [09:00/ 09:45] 41 min 20
Tematica de la clase: Construccion de la unidad o entero. Fraccién como operador.
9 23/02/2012 90 min [10:30/ 12:00] 81min 21

Tematica de la clase: Dada una parte de una figura identifican la figura completa; resuelven
problemas que implica trabajar la fraccion como operador, donde se pide la fraccion operador
0 la cantidad resultante. Repaso sobre nimero mixto, identificando un nlimero mixto y su

!> Tiempo en que se ensefia el contenido matematico, se omite, por ejemplo, el tiempo cuando el profesor
pasa asistencia.

16| a asistencia regular a clases es de 28 alumnos, sin embargo en la asignatura de matematica cinco
alumnos se retiran de la clase para trabajar en nivelacion escolar.

7 La temética de la clase se extrae de la observacion de cada clase, al no ser explicita a lo largo de la
sesion.
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Tabla 15. Clases de 6° de Educacion Primaria (alumnos de 11y 12 afios de edad)

representacion (figural o decimal).

10 24/02/2012 45 min [09:00/ 09:45] 51 min 22
Temética de la clase: Pasar de una fraccion impropia a una fraccion mixta. Lectura de las
fracciones mixtas. Resuelven tareas en un contexto real (dia, afio, semana y horas) y pasan de
una fraccidn impropia a un niamero mixto. Transforman un nimero entero en una fraccion.

11 06/03/2012 45 min [09:00/ 09:45] 42 min 22
Tematica de la clase: Recuerdan cémo se suman y restan fracciones de igual denominador.
Pasan de fraccion mixta a fraccion y viceversa.

12 07/03/2012 45 min [11:15/ 12:00] 40 min 22
Temética de la clase: Sumar y restar fracciones con igual denominador, a partir de una
representacion grafica y numérica. Suman, restan y multiplican un nimero entero y una
fraccion.

13 08/03/2012 90 min [10:30/ 12:00] 65 min 21
Tematica de la clase: Ubicar fracciones en la recta numérica. Comparar fracciones (mayor,
menor, igual).

14 13/03/2012 45 min [09:00/ 09:45] 45 min 21
Tematica de la clase: Ubicar fracciones en la recta numérica.

15 14/03/2012 45 min [11:15/ 12:00] 39 min 21
Tematica de la clase: Fracciones equivalentes. Comparar fracciones.

16 15/03/2012 90 min [10:30/ 12:00] 83 min 21
Temética de la clase: Suma y resta de fracciones con distintos denominadores.

17 16/03/2012 45 min [09:00/ 09:45] 46 min 21

Tematica de la clase Temética de la clase de ejercicios de suma y resta de fracciones con
distinto denominador.

18 20/03/2012 45 min [09:00/ 09:45] 43 min 22
Temética de la clase: Repaso de suma de fracciones con distinto denominador. Repasan el
minimo comun maltiplo.

19 21/03/2012 45 min [11:15/ 12:00] 22 min 22
Tematica de la clase: Repaso de suma de fracciones, igualando los denominadores.

20 22/03/2012 90 min [10:30/ 12:00] 84 min 22
Tematica de la clase: Repaso del minimo comun multiplo y maximo comun divisor.

21 23/03/2012 45 min [09:00/ 09:45] 52 min 22

Tematica de la clase: Suma de fracciones con distintos denominadores calculando el minimo
comun multiplo.

Hemos de destacar que las clases programadas se extendieron a causa de los dias
festivos celebrados en la comunidad, ademas de algunas actividades extra programaticas
realizadas por el centro, por lo que el profesor dedico algunas clases para repasar

contenidos.

3.4.4 Grabaciones de clase. Caso 2. Profesor Rivera

Durante el periodo de diciembre 2011- enero 2012 se observé y grabo una secuencia de

12 clases, de una duracién concertada de 60 minutos cada una, en un curso de primer
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afio de Educacion Secundaria de un instituto publico de la ciudad de Huelva. Nos
concentramos en un 1° de la ESO, al ser el curso que el profesor tenia planificado para

estudiar el tema de las fracciones.

La Tabla 16 resume el tema central del contenido abordado en cada clase, la fecha de
realizacion, el tiempo programado de clase y el tiempo efectivo de cada sesion, ademés

de la cantidad de estudiantes por clase.

En total las clases planificadas correspondian aproximadamente a 13 horas, con un
tiempo real o efectivo de 11 horas. Alrededor de 10 minutos de clase se ocupaban para

dar inicio a la sesion.

Tabla 16. Clases de 1° de Educacion Secundaria (estudiantes de 12 y 13 afios de edad)

N° de sesion Fecha Tiempo programado  Tiempo de Cant. de
realizacién de de la clase clase alumnos
la clase
1 13/12/2011 60 min [9:15- 10:15] 53 min 23

Temadtica de la clase: Inician la unidad de fracciones. Se repasa los conjuntos numéricos N y Z
estableciéndose que se estudiara un nuevo conjunto numérico. Estudian que representa cada
parte de la fraccion en el contexto de fraccion como parte-todo y trabajan situaciones como
fraccion y como operador.

2 14/12/2011 60 min [11:45-12:45] 52 min 21
Tematica de la clase: Trabajan la fraccién como operador y las fracciones como division
indicadas. Repasan como pasar de un nimero decimal exacto a una fraccion. Inician el estudio
del concepto de fraccion equivalente.

3 15/12/2011 60 min [9:15- 10:15] 52 min 22
Tematica de la clase: Fracciones equivalentes a través de la representacion figural. Trabajan
tres métodos para establecer cuando dos fracciones son equivalentes.

4 16/12/2011 60 min [13:45- 14:45] 58 min 25
Tematica de la clase: Identifican si dos fracciones son equivalentes, representando en una
expresion decimal. Método de amplificacion y simplificacion para establecer si dos fracciones
son equivalentes.

5 20/12/2011 60 min [9:15- 10:15] 45 min 21
Tematica de la clase: Método de amplificacién y simplificacion para establecer si dos
fracciones son equivalentes. Concepto de fracciones irreducibles. Presentacion de tipos de
problemas con fracciones.

6 21/12/2011 60 min [11:45- 12:45] 51 min 18
Tematica de la clase: Resolucién de problemas.

7 23/12/2011 60 min [13:45- 14:45] 52 min 10
Tematica de la clase: Operaciones con fracciones: suma y resta.

8 11/01/2012 60 min [11:45-12:45] 46 min 18
Temética de la clase: Método de comparacion de fraccion, con el célculo del minimo comdn
maltiplo.

9 12/01/2012 60 min [9:15- 10:15] 58 min 20

Tematica de la clase: Comparacion de fraccion.
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Tabla 16. Clases de 1° de Educacion Secundaria (estudiantes de 12 y 13 afios de edad)

10 17/01/2012 60 min [9:15- 10:15] 53 min 21
Tematica de la clase: Comparacion de fraccion.
11 18/01/2012 60 min [11:45-12:45] 50 min 20

Tematica de la clase: Suma y resta de fracciones con denominadores iguales y distintos
numeradores. Suma y resta de fracciones con denominadores y numeradores distintos.

12 19/01/2012 120 min [08:15-10:15] 101 min 26
Temaética de la clase: Suma y resta de fracciones. Multiplicacion y division de fracciones.

La ensefianza del tema siguid la secuenciacion del libro de texto guia, incluso los
gjercicios y problemas planteados por el profesor se extraian del mismo documento. En
general, las clases se realizaron con normalidad y los contenidos correspondientes a la

unidad fueron ensefiados segun la planificacion.

3.5 ANALISIS E INTERPRETACION DE LOS DATOS

Una vez recogida la informacion, llega el momento de darle sentido, lo que conlleva
estructurar los datos y organizarlos de manera que resulten manejables y permitan

extraer significados para cumplir con los objetivos del estudio.

3.5.1 El contenido a analizar

Planas (2006) nos llama la atencién sobre la importancia de los registros en los estudios
en que se recoge la informacion por medio de videos, entendiendo, por tanto, la
transcripcion como un elemento auxiliar. En este estudio consideramos tanto el video
como la transcripcion como esenciales para aportarnos datos con vistas a cubrir el
objetivo de investigacion; es decir, identificar el conocimiento especializado del
profesor de matematicas. Por lo tanto, realizando la observacion directa del aula y
registrando esa informacion, obtenemos dos grandes fuentes de datos: el registro en
video de cada clase y el texto que corresponde a la transcripcion literal de las sesiones.
La Figura 18 ilustra las fuentes de datos principales del estudio.

Registro en audio

Observacion y video de clases
directa del aula
Registro en Transcripcion
video textual de las

clases

Figura 18. Fuentes de datos del estudio
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Para analizar los datos utilizamos el proceso de analisis de contenido, que es definido
como un “procedimiento para la categorizacion de datos verbales o de conducta, con
fines de clasificacion, resumen y tabulacion.” (Fox, 1981, p.709). Es por tanto un
conjunto de técnicas de analisis que emplea procedimientos sistematicos y objetivos de
descripcion del contenido del instrumento de registro (Bardin, 1996).

Este procedimiento ofrece la posibilidad de investigar en detalle y en profundidad el
contenido de cualquier material escrito, logrando inferir significados de grandes
cantidades de texto (Franzosi, 2004). En esta investigacion el registro escrito ha sido la
trascripcion, pero para darle sentido a cada unidad de significado, hemos recurrido
constantemente a visionar el episodio correspondiente, para apreciar el texto en su

contexto.

El andlisis de contenido sigue diferentes etapas: 1° delimitar el contenido a analizar, 2°
especificar la unidad de andlisis; es decir, establecer fragmento de texto con significado,
3° denominar, definir e interpretar las categorias consideradas, 4° codificar y cuantificar
las unidades de analisis previamente adscritas al sistema de categorias establecidos
(etiquetas para las unidades de analisis). Una vez que los datos han sido codificados y
categorizados es posible llevar a cabo el andlisis de datos, para eso debemos 5°
relacionar e interpretar las categorias establecidas, considerando sus unidades de
analisis, y 6° relacionar el proceso de analisis de contenido con el tema de estudio
(Cohen et al., 2011; Cohen et al., 2007; Krippendorff, 1990).

3.5.2 Las unidades de analisis

Un primer paso que realizamos fue seleccionar y simplificar la informacion con objeto
de tener mayor control sobre los datos. La reduccién consiste en un proceso de
categorizacion y codificacion que lleva a identificar y establecer unidades de
informacién. Estas son las unidades que se han de codificar y que corresponden a un
segmento de contenido considerado como unidad de base para la categorizacion
(Bardin, 1996).

Las fases que guian el proceso de categorizacion de los datos del estudio son: a)
separacién de unidades, b) extraccién de unidades ajenas al contenido, c) identificacién

y clasificacion de unidades (episodios), y d) sintesis y agrupamiento.
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a)

Los datos o segmentos de informacion conversacional los separamos en unidades
singulares; es decir, realizamos una division a través del criterio conversacional, que
consiste en separar las declaraciones o turnos de palabras u oraciones de los sujetos
implicados en el discurso (Rodriguez, Gil y Garcia, 1996, p. 207). En este caso, los
datos del estudio se refieren a unidades de conversacion diferenciados segun quién
interviene, algunos de los sujetos implicados bien el profesor o algin alumno o el
grupo, cuando contesta en conjunto. Por ejemplo, en la Figura 19, ilustramos como

se efectla la divisién inicial de los datos.

1P . Bueno, habiamos visto que la fraccién era la parte de un todo. Vamos a
dibujar.

2 As : Bien.

3 A jLos dibujos del profe no me gustan!

Figura 19. Transcripcion por turnos de intervencion

La primera columna corresponde al nimero de la declaracion efectuada por los
sujetos que intervienen en cada sesion de clase, la segunda hace referencia a los
sujetos implicados: A: alumnos, As: alumnos y P: profesor. Y la tercera columna
hace mencion a la declaracion formulada por el alumno o por el profesor. Por tanto,
cada clase (texto: transcripcion de la sesion) es separada en declaraciones o turnos de
palabra u oraciones realizadas por los sujetos participantes. Para el caso de
Educacién Primaria obtuvimos 11.065 unidades conversacionales y para el caso de

Educacion Secundaria 3.494.

b) Posteriormente identificamos en cada clase los momentos en que se abordan aspectos

no relacionados con el contenido. Por ejemplo, cuando el docente pide a los
estudiantes que salgan a la pizarra para resolver una tarea, no asi el momento en el
cual se resuelve la tarea; o bien, cuando el profesor observa el trabajo que realizan
sus estudiantes sin hacer intervenciones; esos momentos no se contemplan como
unidades de informacion. Nos interesan aquellas unidades de comunicacion que
detallan y profundizan en la actividad matemaética; es decir, cuando se enuncian

tareas y se genera discusion, los estudiantes explican y validan sus ideas, etc.

Una vez descartados los segmentos en los cuales se atienden aspectos externos al
contenido y la ensefianza, realizamos una segunda division de los datos, esta vez
consideramos unidades de andlisis de contexto (episodios), que corresponden a un

fragmento que tiene un principio y un fin reconocible y una secuencia de acciones
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que lo constituye (Cohen y Manion, 2002; Krippendorff, 1990), teniendo cierto

significado para los participantes.

Cada episodio corresponde a una unidad de informacion con sentido completo,
como, por ejemplo, el proceso de ejecucion de una tarea, la validacion de un
concepto matematico, el desarrollo de un contenido, la explicacion matematica de un
ejercicio o problema. Para el caso de Educacién Primaria obtuvimos 66 episodios y

para el caso de Educacion Secundaria 29.

Considerando que “la unidad debe ser bastante grande como para proveer
significado, al menos mediante un contexto, pero bastante pequefia como para
permitir objetividad en su uso” (Hayman, 1991, p.128), cada episodio se va
descomponiendo en fragmentos menores (subepisodios). Por ende, un subepisodio es
un fragmento del episodio indicador de algin aspecto de conocimiento especializado
del profesor. Por ejemplo, un episodio [i] puede corresponder a sumar fracciones,
ahora un subepisodio de [i] seria sumar fracciones con denominadores iguales y

numeradores distintos.

d) El proceso de sintesis y agrupamiento de los datos culmina con la asignacion de un
cddigo a cada episodio [i], el indice i corresponde a la cantidad de unidades en las
que se ha fragmentado la clase (reiniciando la numeracion en cada clase). Cada
subepisodio se distingue por el nimero asignado a la unidad conversacional [Fila n,
Fila m]*®, donde n indica el comienzo y m el final del fragmento que comprende
algin significado. En la Figura 20 resumimos el proceso de separacion de las

unidades de analisis:

Extraccién de unidades
Unidades conversacionales no
conversacionales relacionadas con el contenido o
la ensefanza del mismo

Unidades con
significado
(Episodios)

Figura 20. Fases para establecer las unidades de analisis

18 El nimero asignado en cada unidad de informacién esta expresado en la transcripcion de cada sesion de
clase (ver Anexos E y F).
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3.5.3 Categorias y codificacién

En el Capitulo 2 presentamos una lista de 19 categorias con sus respectivos indicadores
de conocimiento relacionados con el contenido de los nimeros racionales. Siguiendo un
procedimiento deductivo surgen las categorias de un proceso de vinculacion de los
subdominios de conocimiento del modelo MTSK y los componentes que caracterizan al
analisis didéctico.

Las categorias denotan un tema en si mismo, tales como fenomenologia,
procedimientos, sistemas de representaciones, etc., y los indicadores detallan el tema en
microaspectos, que corresponden al desglose de las categorias. Por ejemplo, la categoria
conceptos se desglosa en conocer la estructura conceptual de los nimeros racionales;
conocer los distintos temas, conceptos y procedimientos matematicos vinculados al

tema; precision en las definiciones y propiedades empleadas por el docente, etc.

En este caso las categorias y los indicadores son aprioristicas, han sido construidas antes
del proceso de recopilacion de la informacion. Las categorias seran complementadas
con categorias emergentes que pueden surgir de la indagacion de los significados de los

propios datos.

A cada categoria se le asigna un cddigo que se conforma por una letra seguida de un
numero correlativo que se reestablece para cada indicador ordenadamente, como se

indica en la Tabla 17.

Tabla 17. Categorias e indicadores de conocimiento con su respectivo codigo

Categorias Indicadores
KoT

Al Estructura ALl Al2 AL3 Al4
conceptual

A2. Fenomenologia A2.1 A22 A23

A3. Proced!n_wlentos A31 A3.2
matematicos

A4, Sistemas de Al

representaciones

Ab. Aspectos de

R A51 A52 A53
comunicacion

AG. Tareas matematicas A6.1 A6.2 A6.3
KSM
B1. Relaciones entre B12 Bl2 B13

componentes de la
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Tabla 17. Categorias e indicadores de conocimiento con su respectivo codigo

ClL.

D1.

D2.

D3.
D4.

E1.
E2.

E3.
E4.

F1.

F2.

F3.

estructura
conceptual

Modos de proceder
en matematicas

Caracteristicas de
aprendizaje

Erroresy
dificultades

Tareas matematicas

Materiales y
recursos

Estrategias

Sistemas de
representacion

Tareas matematicas

Materiales y
recursos

Lenguaje
matematico

Proceso de
instruccién

Orientaciones
curriculares

Cl1

D1.1

D2.1

D3.1

D4.1

El1

E2.1

E3.1

E4.1

F1.1

F2.1

F3.1

KPM

Cl.2

KFLM

D12 D13

D22 D23

D3.2 D33

KMT
E1l.2

E2.2

E3.2 E3.3

E4.2 E43

KMLS

F2.2

F3.2 F3.3

D14 D15

D2.4

E34 E35

F3.4 F35 F3.6 F3.7 F3.8 F3.9

Hemos de indicar que una

vez desarrollada las categorias y los indicadores de

conocimiento solicitamos su revision por expertos. Elegimos dos profesionales,

doctores, profesores de las asignaturas de Didactica de la Matematica, que trabajan en la

linea de investigacion de formacion de profesores y que tienen participacion en el

desarrollo tedrico de dos referentes fundamentales de este trabajo: el analisis didactico

y el modelo de conocimiento MTSK. Solicitamos a los expertos que analizaran los

siguientes aspectos:

Confirmar si cada indicador es cubierto en el subdominio vinculado. En caso

contrario explicar a qué dominio corresponderia.

137



Capitulo 3. Metodologia

- Sefalar qué indicadores no estan expresados con claridad y hacer sugerencias para

mejorar su definicion.

- En general, valorar si son pertinentes los indicadores enunciados y si se han
asociado adecuadamente con aspectos del conocimiento especializado del

profesor sobre las fracciones.

Se tomaron en consideracion las indicaciones de los revisores, quedando reflejadas en
las cualidades descritas en el Capitulo 2. En lo que sigue, explicamos cémo
identificamos las unidades de informacion relacionadas con los indicadores de

conocimiento especializado del profesor. La Figura 21 resume el proceso seguido.

1° 22 3°
Establecimientos de Identificacion de unidades de
indicadores, través de un Codificacién de cada informacién relacionadas con
proceso inductivo indicador los indicadores

Figura 21. Proceso de codificacion

3.5.4 Relacién entre categorias y unidades de analisis

Después de asignar los codigos a cada categoria y a cada indicador, identificamos los

subepisodios que se relacionan con ellos.

Siguiendo las orientaciones de Miles y Huberman (1994), elaboramos una matriz
descriptiva de datos, como se ejemplifica en la Figura 22. La matriz contiene las
unidades de informacidn (subepisodios), en cada sesion de clase, correspondiente a cada

categoria, segun el indicador de conocimiento.

Clasel| Clase2 |... | Clasen
KoT Al.l
< fe) KSM v S Al.2 [subepisodio]
[72]
.g § KPM -g ,OC_J AL3 [subepisodio]
EE [ KFM | B E
§ % KMT S g F3.8 [subepisodio]
@ ° | KMLS - ° F3.9

Figura 22. Matriz de registro de las unidades de informacion

En la matriz de datos cada fila representa un indicador de conocimiento, segun los
codigos asignado para cada uno de ellos: A1.1, A1.2,...,F3.8, F3.9. Las columnas

muestran el nimero de la clase (1 ...n), asignacion otorgada segun el orden de ejecucion
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de cada sesion. Cada celda registra el/los subepisodio/s que se relaciona/n con el

indicador respectivo en la clase correspondiente.

El analisis de los datos se realiza a través de una descripcion detallada interpretativa
(Fox, 1981). Seguimos un proceso de cinco pasos para dar sentido a los datos y
establecer relaciones sobre el conocimiento especializado desvelado por los profesores

informantes de la investigacion:

1) Miramos la grabacion (en audio o video) de cada sesion de clase, dos 0 mas veces;
a continuacién elaboramos un informe descriptivo que sirve para familiarizarse

con los contenidos del video de manera general.

2) La descripcion general de cada clase nos lleva a reconocer los episodios y
subepisodios de clase, que representan fragmentos con significado (detalle en los
Anexo By C).

3) Interpretamos qué representa cada subepisodio; es decir, con qué categoria e
indicador de conocimiento se relaciona. Distinguimos si el fragmento de clase
alude a acciones en que se trabaja un concepto, el profesor explica o guia a los

estudiantes para corregir un error o una dificultad sobre aspectos matematicos.

Mediante el analisis de la matriz de datos buscamos describir, interpretar y comprender

el conocimiento especializado de cada profesor de matematicas.

4) Examinamos la matriz por filas, considerando los indicadores que con mas
frecuencia se observan a lo largo del proceso de ensefianza estudiado, esto nos
permite describir el conocimiento manifestado por los profesores respecto de cada

subdominio de conocimiento.

5) Hacemos una interpretacion general de las apreciaciones sobre el conocimiento
especializado del profesor, identificando los subdominios del modelo de MTSK.
Este proceso nos lleva a una observacion de la secuencia de video en su totalidad,
proporcionando una perspectiva holistica sobre lo que ocurre al ensefiar el tema de
los numeros racionales y sobre aspectos emergentes dentro del contexto mas

amplio.
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3.6 RIGOR, AUTENTICIDAD Y VALIDEZ DEL PROCESO DEL ESTUDIO

Rodriguez y Valldeoriola (2007) indican que “las metodologias de aproximacion
cualitativas en investigacion no se centran en la prediccion ni se comportan igual que las
metodologias propias de las ciencias fisico-naturales [...]” (p.74), no obstante, es una
actividad cientifica que debe ser sistematica y cumplir con ciertos aspectos como el
rigor, la autenticidad y la validez del proceso del estudio. En este trabajo consideramos

algunos criterios regulativos descritos por Rodriguez y Valldeoriola (2007, pp. 74-75):

La veracidad hace referencia al rigor de los resultados y de los procedimientos
empleados en el estudio. En la metodologia cualitativa corresponde a la credibilidad de
la investigacion, similar a los criterios de validez interna y credibilidad de metodologias
empirico-analitica, de naturaleza esencialmente cuantitativa. En este trabajo
consultamos a expertos para la seleccion de los profesores informantes de los estudios,
asimismo dos informantes secundarios (profesores universitarios) nos revisaron las
categorias y los indicadores aprioristicos de conocimiento establecidos para el analisis

de los datos.

El proceso de la investigacion ha estado supervisado y guiado por dos expertos en el
area, que corresponden a los directores de la tesis doctoral que se realiza con esta
investigacion, estando en todo momento el estudio sujeto a confirmacion por parte de
los expertos. Esto udltimo ha llevado a una triangulacién entre investigadores,
presentandose un constante proceso de cuestionamiento sobre la interpretacion de los
datos (¢interpretamos lo mismo cada investigador?), que nos ha llevado a un analisis
que va desde dar significado a las partes a remitirnos a su totalidad (texto en su

contexto).

La aplicabilidad busca asegurar la relevancia y generalizacion de los resultados en otros
contextos, correspondiendo al criterio de validez externa en la metodologia empirico-
analitica y de transferibilidad desde la metodologia sociocritica. Como en esta
investigacion buscamos comprender en profundidad una realidad particular,
contextualizamos las conclusiones segln el escenario estudiado, al tratarse de un
fendmeno Gnico y singular. A partir de los resultados obtenidos, de los dos casos,
esperamos que estos puedan proporcionar mas informacion sobre el conocimiento del

profesor.
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La consistencia responde a en qué medida los resultados se repetiran si volvemos a
replicar la investigacion en un contexto andlogo. Este criterio, desde la perspectiva
empirico-analitica, corresponde a la fiabilidad de los datos y, en estudios cualitativos, a
la dependencia. En el marco de una investigacion de corte cualitativo este criterio es
complejo de corroborar, ya que los contextos sociales, culturales e histéricos propios de
estas metodologias estan en constante transformacion. No obstante, hemos cuidado de
expresar las condiciones en que se realizé tanto la toma de datos como los procesos

interpretativos.

Neutralidad u objetividad, como se define en los estudios cualitativos, es un criterio
complejo de asegurar totalmente, implica seguridad de que los resultados no estan
sesgados. Para cumplir con el criterio de neutralidad es importante emplear técnicas y
procedimientos intersubjetivas en el proceso de investigacion (Rodriguez y
Valldeoriola, 2007, pp. 16-17). En este estudio, para lograr cumplir el criterio de
neutralidad, nos centramos en el fendmeno de interés; es decir, en comprender el
conocimiento manifestado por los profesores en la accion docente, buscamos
reflexionar sobre los aspectos principales que caracterizan al fendmeno. Esto nos lleva a
centrarnos en todo momento en el “objeto” de estudio, el conocimiento del profesor,
respetando la esencia del objeto, es decir, buscamos orientarnos hacia el objeto y

mantenernos fiel al mismo (Rodriguez y Valldeoriola, 2007, p.75).

RESUMEN

La Figura 23 presenta un resumen de los pasos seguidos en la investigacion. Primero,
por recomendaciones de diversos profesores, llegamos a contactar con docentes
experimentados. Luego examinamos una serie de caracteristicas, previamente definidas,
gue nos llevan a seleccionar a los profesores expertos, sujetos informantes de la
investigacion. Seleccionamos a dos docentes expertos, uno de Educacion Primaria y
otro de Educacion Secundaria. Una vez elegidos a los profesores procedimos a
examinar su practica docente, a través de la observacion no participante, ingresando a
sus respectivos salones de clases con el objeto de grabar la unidad de los numeros
racionales. Para el caso del profesor de Ed. Primaria grabamos 21 clases y para el de Ed.

Secundaria 12 sesiones.

Una vez recogidos los datos buscamos dar sentido a la numerosa informacion

recolectada, empleando el anlisis de contenido, hemos llegado a estructurar y organizar
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la informacion. El disefio metodoldgico planteado nos ha permitido abordar el estudio
para dar una descripcion detallada interpretativa del conocimiento especializado de los

docentes al ensefiar el tema de los nimeros racionales.

Profesores
Seleccion
Recomendacion de los Caso 1: Profesor experto Recogida L
Entrevista a pares informantes de Ed. Primaria de datog |- Observacion
Entrevista a los profesores directa del aula
Criterios de seleccion: Caso 2. Profesor experto - Notas de campo
Caracteristicas de Ed. Secundafia
Registro de:
Anélisis de

Anélisis de contenido los datos |- Video y audio
- Unidades de informacién <— |- Texto
- indicadores de conocimiento (transcripcion)

\’

Conocimiento especializado de dos
profesores de matematicas al ensefiar el
tema de los nimeros racionales

Figura 23. Proceso seguido en la investigacién

142



Capitulo 4

Analisis y resultados

indice del capitulo

4.1

411

41.2

4.2

421

422

Caso 1: Anédlisis del conocimiento especializado de un profesor de Educacion
Primaria al ensefiar las fracciones
Componentes de conocimiento especializado manifestado por el profesor
Rodriguez al ensefiar las fracciones
Conocimiento de los temas matematicos
Conocimiento de la estructura de las matematicas
Conocimiento de las practicas matematicas
Conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de las matematicas
Conocimiento de la ensefianza de las matematicas
Conocimiento de los estandares de aprendizaje
Reconstruccion del conocimiento especializado del profesor Rodriguez al
ensefar el tema de las fracciones
Caso 2: Anélisis del conocimiento especializado de un profesor de Educacion
Secundaria Obligatoria al ensefar las fracciones
Componentes de conocimiento especializado manifestado por el profesor Rivera
al ensefiar las fracciones
Conocimiento de los temas matematicos
Conocimiento de la estructura de las matematicas
Conocimiento de las practicas matematicas
Conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de las matematicas
Conocimiento de la ensefianza de las matematicas
Conocimiento de los estandares de aprendizaje
Reconstruccion del conocimiento especializado del profesor Rivera al ensefiar el
tema de las fracciones
Resumen






Analisis y resultados

No pretendemos presentar una instruccion ejemplar o un estilo pedagdgico en particular, sino mas bien
proporcionar un ejemplo que haga vivo y visible algo del complejo trabajo matematico de ensefiar.

(Bass, 2007, p. 698)

Presentamos el caso de dos profesores: Rodriguez y Rivera'®, que ensefian el contenido
matematico escolar de las fracciones a nifios de 6° de Educacion Primaria y 1° de

Educacién Obligatoria Secundaria, respectivamente.

En los siguientes apartados nos planteamos lograr los objetivos especificos que
corresponden a identificar componentes del conocimiento matematico especializado,

que revelan cada uno de los docentes, al ensefiar el tema de las fracciones.

Primero, presentamos el caso del profesor Rodriguez describiendo la ensefianza
impartida por el docente a lo largo de 21 sesiones de clase, informacion que
corresponde a un total de aproximadamente 18 horas de tiempo real de clase. Luego
identificamos componentes de conocimiento observados al ensefiar: situaciones de
fraccionamientos, significados de las fracciones (como operador y parte-todo),
conversion de fracciones impropias a mixtas y viceversa, comparacion de fracciones
sencillas, mediante ordenacion y representacion grafica, y las operaciones con
fracciones (suma, resta, multiplicacion y division). Finalmente, presentamos una
reconstruccion del conocimiento especializado del profesor Rodriguez, segun los

indicadores de conocimiento con mas presencia en la ensefianza del tema.

Posteriormente, exhibimos el caso del profesor Rivera, quien realiza clases a un 1° de

ESO, estudiantes de 12 y 13 afios de edad. Presentamos una descripcion de 12 sesiones

19 Nombres ficticios de los participantes del estudio.
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de clase en las que se trabaja el tema de las fracciones. La informacion corresponde a 11
horas de tiempo real de clase. Identificamos componentes de conocimiento respecto de
los contenidos abordado a lo largo de la unidad: significado de fraccion (parte-todo,
operador y como division indicada), fracciones equivalentes, ordenacion de fracciones y
las operaciones con fracciones (suma, resta, multiplicacion y division). Concluimos
presentando una reconstruccion del conocimiento especializado del profesor Rivera

segun los indicadores de conocimiento observados al ensefiar las fracciones.

Hemos de indicar que en este capitulo aparecen los resultados concernientes a los
objetivos especificos relacionados con los profesores (01, 02, O3 y O4), mientras que
los objetivos que se refieren a la profundizacion en la caracterizacion del modelo tedrico
de conocimiento (O5 y O6), seran discutidos en el siguiente capitulo, segun los
resultados obtenidos del conocimiento especializado de los sujetos informantes de la
investigacion. En lo que sigue, presentamos el analisis de los datos correspondientes a

los dos casos y su posterior interpretacion.

41 CASO 1: ANALISIS DEL CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO DE UN
PROFESOR DE EDUCACION PRIMARIA AL ENSENAR LAS
FRACCIONES

La descripcion® de cada clase lleva a tener una clasificacién detallada de la
informacion contenida a lo largo de la unidad, también nos permite establecer los
episodios y subepisodios de clase en los cuales se produce comunicacion matematica,
que representan fragmentos de texto con significados, aspectos esenciales que conducen

a la comprension del conocimiento especializado del profesor de matematicas.

La Figura 24 ilustra los contenidos tratados a lo largo de 21 sesiones de clase en un
curso de 6° de Educacion Primaria, destacamos el camino seguido por el profesor en la

ensefianza de las fracciones.

2 El Anexo B contiene una descripcién més detallada de las 21 sesiones de clase, en que el profesor
Rodriguez aborda el tema de las fracciones.

146



Capitulo 4. Analisis y resultados

- Completar el entero o unidad
- Fraccionamiento (equitativo)
- Division (fraccionamiento no equitativo;

no exhaust%

= |
20 30 40 50 y 80
Fraccmn como

parte-todo

Fraccién como
. operador
\ 69, 7°.8°y 9°

J

(30, 14°,15° y 16°
Fraccmnes

0, 100y 11°
Clase de
fracciones

1 comparar

fracciones
30, 14°15%y 16
[ ]

-lgual denominador ~ 11°12°y17°
-N° entero mas fraccion 12°
-Distinto denominador 120,16°y 17°

180,19°y 20°
- Minimo comdn multiplo

y division
200y 21°
J - Méaximo comun divisor

Figura 24. Contenidos abordados a lo largo de 21 sesiones de clase, en 6° de
Educacion Primaria, al estudiar las fracciones

La ensefianza del tema de las fracciones se inicia con la resolucion de distintas tareas
que implican un fraccionamiento (division de figuras geométricas en partes de igual
tamafo y forma, y de igual tamafio y distinta forma), que llevan a distinguir la nocién
de fraccionamiento y de division. El profesor utiliza el término fraccionamiento al partir
un objeto completo (particion exhaustiva), en partes iguales o equitativas (partes que
representan la misma cantidad), mientras la expresion division indica, para el docente,
partir el objeto en trozos que no son equitativos o que no cubren todo el objeto (no
exhaustiva). Por tanto, el fraccionamiento seria equivalente a dividir en partes iguales;

es decir, partes que representan la misma cantidad.

A lo largo de la unidad se trabajan principalmente los significados de fraccion como
parte-todo y operador. A partir de distintas figuras planas, divididas en partes iguales, se
identifica cada parte fraccionaria con su representacion numeérica. AsSimismo,
construyen la unidad teniendo una figura que representa una porcion dada de tal unidad
(todo).
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El profesor presenta distintas tareas de fraccionamiento en las que intervienen tres
datos: el todo, la parte o porcion y la relacion entre ellas, expresada en forma de
fraccion. Estas situaciones se relacionan con la fraccion como parte-todo y operador.
Asi, el numero racional expresa una operacion multiplicativa sobre una cantidad (todo o
unidad) que representa una division en partes iguales segun la cantidad que indica el
denominador de la fraccion operador, y una multiplicacion por el nimero de partes que

indica el numerador.

Resuelven tareas que implican que la fraccion operador actué sobre cantidades y valores
de magnitudes (numero, longitud). También se da sentido a las operaciones implicadas
en el fraccionamiento (multiplicacion y division), que transforman las cantidades, a

partir de representar graficamente la situacion de partida.

El profesor recuerda que un nimero mixto esta conformado por una parte entera y una
parte de fraccion. Expone dos métodos para transformar fracciones a nimeros mixtos,
primero representado graficamente (como parte-todo) y obteniendo la cantidad de partes
enteras y la fraccion que representa a las partes resultantes. Segundo, dividiendo el
numerador por el denominador de la fraccion impropia y relacionando el divisor,

cociente y resto (algoritmo de la division en Z).

Comparan fracciones, establecen como se identifica que una fraccion es mayor, menor o
igual a la unidad y cdémo puede escribirse un numero entero como fraccion
(equivalencias notables de Q). A partir de la representacion figural suman y restan
fracciones con igual denominador. Posteriormente, ordenan fracciones con igual
denominador y distintos numeradores, con igual numerador y distintos denominadores,
y con distintos numeradores y denominadores. Ordenan fracciones por comparacion y
representan graficamente. También trabajan las fracciones equivalentes a partir de la
idea de fraccion porcion (referida a un todo), identificando que son equivalentes si
representan la misma porcion. Para verificar o comprobar si dos fracciones representan
lo mismo (son equivalentes) el profesor promueve: dibujar la porcion de un todo dado
(generalmente de superficie), representar en una recta numérica, calcular el numero

decimal asociado o amplificar o simplificar la expresion numérica.

Una vez estudiadas las fracciones equivalentes, la ordenacion y comparacion de
fracciones, suman y restan fracciones, primero con igual denominador y luego con

distintos denominadores. Convierten las fracciones a igual denominador (fracciones

148



Capitulo 4. Analisis y resultados

equivalentes) mediante el método de productos cruzados. Luego calculan el minimo
comudn multiplo (mcm), diferenciandolo de méximo comdn divisor (MCD). EI mem lo
obtienen tras descomponer en factores primos, expresado como producto de factores
primos. Suman fracciones con distintos denominadores pasando a denominador comun,
mediante el célculo del mcm. Finalmente, en las ultimas dos clases trabajan la
multiplicacion de fracciones, multiplicando numeradores y denominadores. La division

de fracciones, la trabajan a partir de la multiplicacion en cruz.

Siguiendo las orientaciones curriculares para el trabajo del tema de las fracciones, en los
primeros niveles escolares, se da paso a expresar particiones y relaciones en contextos
reales, desde la comparacion entre partes de una figura, hasta establecer la fraccion
como medida. Los documentos oficiales explicitan las “operaciones” con fracciones
como contenido correspondiente al nivel escolar en que se imparte la ensefianza, sexto
curso de Educacion Primaria; sin embargo, en los documentos oficiales (Ministerio de
Educacién y Ciencia, 2006b) no queda explicito el grado de complejidad exigible a las
operaciones aditivas y multiplicativas de los nimeros racionales. El profesor Rodriguez

ensefa la suma/resta y multiplicacion/division de fracciones.

Hemos de indicar que los temas de proporcionalidad y porcentaje fueron considerados
en la planificacion del profesor Rodriguez como parte de la unidad siguiente, por lo cual
en las clases observadas no tratan la orientacion curricular, de relacionar los porcentajes

y las fracciones sencillas.

En general, los contenidos programados para el nivel fueron ensefiados a lo largo de las
21 clases ejecutadas, concordando con los contenidos que el curriculo escolar hace

explicito para la ensefianza en el tercer ciclo de educacion basica.

En lo que sigue detallaremos el conocimiento especializado del profesor Rodriguez que
ha puesto de manifiesto al ensefiar el tema de las fracciones. Organizamos la
presentacion segun los seis subdominios de conocimiento del modelo MTSK y respecto

de los indicadores de conocimiento méas destacados a los largo de la unidad.

4.1.1 Componente de conocimiento especializado manifestado por el
profesor Rodriguez al ensefar las fracciones

En el Capitulo 2 definimos las categorias de conocimiento con sus respectivos

indicadores, que surgen de la relacion entre el analisis didactico y el modelo de
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conocimiento MTSK. Los indicadores fueron aplicados a las 21 sesiones de clase, segun
los pasos definidos en el Capitulo 3 de este documento. En la matriz** de datos (Tabla
18) cada columna corresponde al nimero de la clase (1...21), asignacion otorgada
segun el orden de ejecucion de cada sesion, y las filas corresponden a los indicadores
descritos. Cada celda registra las unidades de informacion (subepisodios) que se

relacionan con el indicador asignado.

Mediante el andlisis de la matriz de datos buscamos describir, interpretar y comprender
el conocimiento especializado de cada profesor de matematicas. Primero, examinamos
la matriz por filas, considerando los indicadores que con més frecuencia se observan a
lo largo de las 21 clases. Esto nos permite describir el conocimiento manifestado por los
profesores acerca de cada subdominio de conocimiento, que nos llevan a las

observaciones que presentamos a continuacion.

2L El Anexo E contiene el texto completo (transcripcion textual de cada sesién de clase), con la
codificacion asignada a las unidades conversacionales.
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Tabla 18. Unidades de informacion? de 21 sesiones de clase, que se relacionan con los indicadores de conocimiento del modelo MTSK

Indicador Clase 1 Clase 2 Clase 3 Clase 4 Clase 5 Clase 6 Clase 7 Clase 8 Clase 9 Clase 10 Clase 11 Clase 12 Clase13 Clase14 Clase15 Clase16 Clasel17 Clase18 Clase19 Clase20 Clase 21
ALL [B11]  [390-593]
AL2 [12-20]
[70-73] [220]
AL3  [70-73]
AL4  [11-24] [1-64]
A21  [174-180] [81-388] [355-577]  [9-809]  [38-451] [311]  [390-593]
A22 [1-63] [441-458]
A23
A3L [610-751] [4-346]  [311-335] [9-30]  [368-400] [8-189]  [231-452] [8-311] {ggi:‘;gg% [14-39]
A32 [53-289] [101-278  [7] [4-513]
[181-184] [213-320] [38-451] [4-346] [54-63]  [88:373] [272:285] pyg7 400 [8:131] [10-22] [159-234] [33-401]
390-593] [369-394] [381-513]
5 Adl [1-99]
A5l [39-41] _ [613-627] ) y [81-104] [384-432] [334-349] [124-151]
[46-47] [460-463]  (650.660] [27-42] (73811 157133
A5.2 [42-68]
A53
B89
[131-142] [38-451] [610-948] [8-66]
(074235 oo
[236-273]
£6.2 [610-948]
£6.3 [323]
[131-142]  [339] [38-451] [4-346]
[440]
BLL [422-437]
2 375-384
z 53] [24) [75-384]
¢ B12 [38-451]
BL3 [129-139]
cLl
2
¥ Cl2 [27-52] [88-373]
DLL
D12
D13 [4-346]
[121-122] (11370 (3770, [287-309]
D14 [31-46] [4-346] [185-197] [210-294]
DL5 [303-313] [76-92]
[418-424] [38-451] [312-398]  [350-388] [309-364] [384-432]
[113-347] [ea.a77]
s D2t [38-451] [210-320] [98-346] [171-309] [236-513]
T D22 [265-290] [4-346] [215-262]
X D23
D2.4 [122]  [154-297] [71-86] [72-170]
[302-305] 1901991 315549 [38-451] [321-504] [4-346] [198-309] [50-388] [68-107] [592-642]
D3.1 [18-354] [117-253]
[355-489] ! [610-751] .. ! [253-269] [236-513]
Hee.5771 [19-31] [11-495] [256-352]

%2 Cada intervalo corresponde al fragmento de clase en el cual se observan los indicadores de conocimiento. El Anexo E contiene las transcripciones de las clases, con la
codificacion para cada unidad conversacional.
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Tabla 18. Unidades de informacion? de 21 sesiones de clase, que se relacionan con los indicadores de conocimiento del modelo MTSK

Indicador

Clase 1

Clase 2

Clase 3

Clase 4

Clase 5

Clase 6

Clase 7

Clase 8

Clase 9

Clase 10

Clase 11

Clase 12

Clase 13

Clase 14

Clase 15

Clase 16

Clase 17

Clase 18 Clase 19

Clase 20 Clase 21

D3.2
D3.3
D4.1

[122]

[38-451]

[32-95]

El1l

El2

E2.1

E2.2
E3.1

E3.2

E3.3

KMT

E34
E3.5

E4.1
E4.2
E4.3

[209-243]
[331-357]
[1-416]
[131-142]
[209-243]
[331-357]

[1-450]

[1-450]

[1-450]

[1-450]
[137-173]
[81-450]

[65-80]

[70-104]
[154-314]

[18-577]

[18-577]

[18-577]
[18-577]

[154-314]

[39-809]
[810-810]

[688-787]

[38-451]

[38-451]

[38-451]
[38-451]
[38-451]

[38-451]

[27-52]
[610-948]

[25-949]
[25-949]

[25-955]

[25-955]

[25-949]

[11-495]

[11-495]

[11-495]

[4-346]

[32-95]

[4-439]

[4-39]

[1-3]

[312-398]

[312-398]

[8-66]

[312-398]

[401]

[390-593]

[53-593]

[53-593]

[193-217]

[88-350]
[81-371]
[88-350]

[81-371]

[1-99]

[1-400]

[1-99]

[1-400]

[186-254]

[10-101]
[185-254]
[10-101]

[102-620]

[102-620]
[10-101]
[287-400]
[185-254]

[161-593]

[161-593]

[243-377]

[8-527]

[8-527]

[151-218] [263-323]

[126-150]
[361-452]

[4-452]

[4-452]

[72-465]

[72-465]

[20-513]

[20-513]

[33-401]

[33-760]

[33-760]

[218-381]

F1.1
F2.1
F2.2
F3.1
F3.2
F3.3
F3.4
F3.5
F3.6
F3.7
F3.8
F3.9

KMLS

[167-349]

[419]

[1-3]
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Conocimiento de los temas matematicos

Para el subdominio de conocimiento de los temas matematicos (KoT) consideramos las
categorias: conceptos (Al), fenomenologia (A2), procedimientos matematicos (A3),
sistemas de representacion (A4), aspectos de comunicacion (A5) y tareas matematicas
(A6), cada una de ellas con sus respectivos indicadores de conocimiento. En lo que
sigue hacemos una descripcion detallada de los componentes de conocimiento
observados a lo largo de las 21 sesiones de clase, segin cada categoria y respecto de los
indicadores establecidos.

Conceptos

En relacion con conocer los distintos temas, conceptos y procedimientos
matematicos vinculados a los nimeros racionales, se hace mencion a que la fraccion
es una operacion, una division [C9. Al.1.Linea 311]?%. El nimero racional es visto
como la porcion o parte que resulta de una division entre dos cantidades. Por lo tanto, se

trabaja el concepto de nimeros racional como numero fraccionario, representado por el
cociente entre dos nimeros (%) identificando su valor con el resultado de realizar la

division (a =+ b).

311. P Sabes que la fraccién es una operacion, es una divisién; es decir, sabes que dos quintos
es cero coma cuatro, bueno. Estas son cositas que ya vimos el afio pasado. Cuando una
fraccion el numerador es mayor que el denominador, ¢ la fraccion es mayor o menor que
la unidad? Vale eso no tiene mucha dificultad, es algo que ya se vio el afio pasado.

Para mostrar la inclusion de los enteros en los racionales, el profesor propone fracciones

formadas por nimeros cuya division da un nimero entero [C10. Al.1. Lineas 390-593].

393. P Y hemos dicho ¢qué?, ¢la fraccion es qué?

394. A Unadivisién

395. P Unadivision, ¢si o no?

396. A Si.

397. P Unadivision. Por ejemplo siete quintos, ¢qué division?
398. A  Siete entre cinco.

399. A  Siete entre cinco.

400. P Siete entre cinco. Vale.

401. P ¢Qué? A ver, vamos a pensar un numero dificil.
402. A Uno.

403. P No, vamos a pensar un nimero complicado.

% La notacion indica: [nimero de la clase (Ci), indicador de conocimiento (Ai.i.), subepisodio de
conocimiento (Linea)].
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404. As [No se logra oir, los alumnos indican algunos nimeros]
405. P Quince tercios.

15

5}
406. P Quince tercios.
407. A jQué dificil!
408. P Yo sé, que, siyo quiero calcular el valor de esa fraccion, ¢qué tengo que hacer?
409. As Dividir.
410. P Dividir. {Cuanto?
411. As Cinco.

P

412. Cinco. ¢ Todos de acuerdo?

1529 15 2
3 25
413. As Si.

Este proceso se realiza de manera directa e indirecta; es decir, identifican el entero dada

la fraccidn, o diversas fracciones, proveido el entero (13—5 - 15+3; 3 = % 12 = 3).
El profesor utiliza el término “fraccionamiento” para aludir a la particion de la unidad
completa en partes iguales y exhaustivas. Para hacer énfasis en la necesidad de
distinguir estas dos condiciones, emplea la expresion “dividir” para referirse a
particiones que producen partes que no son iguales, o que no cubren toda la unidad.
Esto lleva a establecer que el fraccionamiento seria equivalente a dividir en partes
iguales o partes que representan la misma cantidad, permitiendo las fracciones expresar

partes o porciones de la unidad.

Este modelo semantico de divisién partitiva lleva a repartir una unidad o todo en partes
iguales, interpretandose la fraccion como una parte o porcion de la unidad. Esta idea se
conecta con los significados de fraccion como parte-todo y operador, relacionandose
ambos significados. Cuando se trabaja la fraccidbn como parte-todo se expresa una
relacién entre el niamero de partes que forman la porcion y el total de las partes
consideradas. En el caso de la fraccibn como operador, expresa una operacion
multiplicativa sobre una cantidad (unidad), indicando una division (equitativa) en tantas
partes como determina el denominador, y una multiplicacion por el niUmero de partes

que indica el numerador.

El profesor conoce y expone diversas clasificaciones de las fracciones, como en
aparentes o enteras, propias e impropias. Utiliza con precision el empleo de estas
clasificaciones [C1. Al.2. Lineas 70-73].

70. A Las fracciones aparentes.
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71. P Las fracciones aparentes, pero eso lo hemos puesto en las clases de fracciones. jVale!

El profesor establece relaciones entre los términos de la fraccion, para clasificarlas,
como % es menor que la unidad si a < b. Por ejemplo, a partir de un caso particular,
pregunta a un estudiante si reparten 6 chuches entre 6 nifios cuanto recibe cada nifio,

dando como respuesta 1, luego el profesor enuncia “¢Y si en lugar de esa chuche es otra

cosa?” “¢ Y si son nimeros y no son nada?” [C10. A1.2. Lineas 193- 216].

193. P Marta siempre que el numerador es igual al denominador de una fraccion, bueno ¢la
fraccion es igual a qué?, cuando el numerador y denominador son iguales.

194. A Esquenosé.

195. P jPiénsalo!

196. A (Cero?

197. P Claro, claro cero. [El profesor enuncia que es cero para ver que comentan los
alumnos].

198. P Yo tengo 6 chucherias y las reparto entre seis nifios, no le doy ni una a ninguno.

199. A [Los alumnos se rien].

200. A Son todas para mi.

201. P iBueno contéstame!

202. A Ledauna.

203. A Ledaunaa cada nifio.

204. P jAver! escuchar a Laura. Eh, vale. Escuchais a Laura. A ver Laura, que Laura quiere
hablar.

205. A No, por qué si son seis chuches y seis nifios una para cada uno.

206. P Vale. ;Y sien lugar de esa chuche es otra cosa?

207. A Dos para cada uno.

208. P ¢Y sison nimeros y no son nada?

209. A Nonos lie més.

210. A jUnoyyaesta!

211. P Ah,unoyyaesta. Unoy ya esta.

212. A jQuélio!

213. P Unoyyaesta.

214. A Y esocomo se llama?

215. A Yo he puesto la unidad.

216. P La unidad. jVale!.jBien!.

Luego el profesor pregunta qué pasa cuando en una fraccion el numerador es multiplo
del denominador. Un estudiante sefiala que da como resultado “un entero”. Continua

preguntando “;ocho entre dos?”, presenta un numero de varias cifras para reforzar la

idea que % es mayor que la unidad si a > b [C10. A1.2. Lineas 193- 216].

241, P Ocho entre dos.
242. A Cuatro.
243. P Deja a Manuel
244, A Acuatro.
4.3 3.4
3 2
245, P Acuatro. Vale, vale, vale, vale.
246. As  Profe jno!, no se puede, no se puede [ya que el profesor escribe en la pizarra lo
siguiente].
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12948435
2

247. A No se puede porque no es un multiplo de dos.
248. A Ahora si [el profesor cambia el cinco por el cera].

1218430
2
Trabaja la equivalencia, el orden y las operaciones de fracciones (suma, resta
multiplicacion y divisién). La equivalencia la ensefia a partir de la representacion
figural, comparando las partes de un mismo todo (unidad). Presenta cuatro métodos
para establecer cuando dos fracciones son equivalentes: a) dibujar y comparar si cada
parte representa la misma cantidad (la misma area), b) representar las fracciones en una
recta numérica y ver si coinciden sobre la recta, c) calcular el nidmero decimal
correspondiente y compararlos, y d) amplificar o simplificar, buscando denominadores
iguales o numeradores iguales. La equivalencia de fracciones en a) y b) se trabaja bajo
el significado de fraccion como parte-todo, la fraccion indica la medida de una parte
respecto de un todo. En ¢) y d) dos fracciones distintas son equivalentes al generar el

mismo resultado, basandose en la representacion decimal del racional.

En algunos episodios de clase, el profesor indica que al multiplicar el numerador vy el
denominador de una fraccion por un mismo namero, la fraccion se hace mas grande,
asimismo si al dividir el numerador y el denominador de una fraccion por un mismo
numero se hace mas pequefia. Con ello introduce lo que escolarmente se llama
“ampliacion” y “reduccion” de fracciones equivalentes, resaltando que el tamafio de los
términos de la fraccién aumenta en la ampliacién y disminuye en la reduccién [C16.
Al.2. Lineas 12-20; Linea 220].

12. P Para hacer fracciones méas grandes, ¢ Qué haciamos con el numerador y denominador?

13. P iDime!

14. A Multiplicar.

15. P Multiplichbamos ¢ por qué?

16. P Multiplicdbamos, ¢por qué?

17. A  Para.

18. P ¢Pero por qué se multiplicaba?

19. A Para que esa cantidad sea mas grande.

20. P Para que sea mas grande, para que sea mas grande multiplicabamos siempre por un
mismo numero.

220. P Fracciones equivalentes, la voy hacer mas grande. Multiplico. Fracciones equivalentes
la voy hacer més pequefias divido por un divisor comun. Vale. Y me van a salir mas
pequefias.
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El profesor establece el orden de dos o mas fracciones: de igual denominador (es menor
la que tiene menor numerador), de igual numerador (es menor aquella fraccion que tiene
mayor denominador), con numeradores y denominadores distintos (buscan fracciones

equivalentes o por comparacion de nameros decimales).

Presenta dominio de los procedimientos numéricos para operar con fracciones. Para
sumar y restar fracciones con igual denominador recurre a la accion de juntar o quitar
cantidades, obteniendo la cantidad final (bajo el significado de fraccion como parte-
todo). Para sumar o restar fracciones con distintos denominadores presenta los
siguientes métodos: a) buscar fracciones equivalentes; b) reducir las fracciones a comdn
denominador, por el procedimiento de los productos cruzados; y, ¢) calcular el minimo
coman multiplo. El producto de fracciones lo define verbalmente: “para sacar el
numerador, se multiplican todos los numeradores, y para sacar el denominador, se

multiplican todos los denominadores”, sugiriendo el procedimiento para realizar el

producto de niimeros racionales (%-2 = %,a, cEZ; bdeEZ €Q )

La Figura 25 presenta una sintesis de los conceptos matematicos que el profesor conoce,

referidos al tema de las fracciones, que se infieren a partir de la observacion de clase.

Fraccion (fraccionamiento
equitativo) )
Division (fraccionamiento no Fraccion como }

equitativo; no exhaustivo) [ parte-todo
'—[ Fracciones Significados ;
I _[ Fraccién como }

Propia operador

Sumay Multiplicacion y
resta division

Clase de
fracciones

%

N° Mixto Impropia

Aparente

[ Fracciones equivalentes ]—

[ Comparar fracciones ]—

[ Ordenar fracciones ]—

Figura 25. Contenidos matematicos que el profesor Rodriguez revela conocer
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Fenomenologia

A lo largo de la ensefianza los significados de fraccidbn que se trabajan son
principalmente el de parte- todo (dividir el todo completo en partes iguales), operador
(actuacion multiplicativa de la fraccion para obtener una parte del todo), division
(expresar la parte racional que comprende en un reparto) y medida (expresar la medida
no entera). Por ejemplo, la tarea de dividir figuras en partes de igual tamafio y de
distinta forma, es una situacién de fraccionamiento que lleva a trabajar la fraccion como
parte-todo, identificando cada parte con su representacion numérica [C2. A2.1. Lineas
81-388].

324, P Es decir, si yo cojo, tengo veinte cuadraditos y hago dos partes, cada parte ¢qué
fraccion es Diego?

325. A Cada parte.

326. P Sihago dos partes.

327. A Diez

328. P No. Si, diez cuadritos, pero ¢qué fraccion es cada parte?

329. A Diez veinteavos.

330. P Diez veinteavos, Diez veinteavos, vale, pero si hago dos partes ¢una parte es la...?

331. P Es decir, si yo cojo, tengo veinte cuadraditos y hago dos partes, cada parte ¢qué

fraccion es, Diego?

A partir de una parte dada identifican la unidad o el todo que contiene a la parte o
figura. Por ejemplo, de los hexagonos divididos en partes iguales, en los que algunas de
las partes estdn sombreadas, identifican la fraccion que representa a cada porcion
pintada [C3. A2.1. Lineas 355-577]. Luego estudian la fraccion como operador, a partir
de resolver una tarea que consiste en identificar los tres cuartos de sesenta fichas

(material concreto).

65. P A ver. Vamos a ver, vamos a ver, qué podemos poner. Quiero que me calculéis tres
cuartos de sesenta.

La fraccion % la representan en una figura en la cual el todo (un cuadrado) lo dividen en
cuatro partes iguales, ademas cada parte tiene asociada una cantidad (60 + 4). Asi, cada

parte contiene 15 fichas estableciéndose que los % corresponden a 45 fichas (3 x 15).

Respecto a algunas referencias a campos de utilidad del contenido, especificamente
en un episodio de clase se pide que los estudiantes busquen informacion sobre el papiro
de Rhind. Se hace referencia a una parte historica del tema, que lleva al profesor a

ilustrar la representacion egipcia para 3 (") e indicar que las fracciones unitarias se
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trabajaban por los egipcios. El profesor expresa que son temas que se trabajan luego en
la universidad [C2. A2.2. Lineas 1-63].

Procedimientos matematicos

El indicador dominio de los conceptos y procedimientos relacionados con las

fracciones es uno de los méas destacados a lo largo de las 21 clases.

Por ejemplo, relacionado con las tareas planteadas sobre fraccionamiento, el profesor
plantea “tengo cuatro euros y es la mitad de todo el dinero que tengo en el monedero,
¢cuanto dinero tengo?”, luego cambia la fraccidén “un tercio” para que los estudiantes
identifiquen los datos que intervienen en la situacion y adquieran los procedimientos
para calcular algunas de las partes (todo, parte o fraccion) que intervienen en las tareas

de fraccionamiento. Es decir, se conoce la medida del todo y la fraccion, y se pide

obtener la parte (% de ¢ = x); se conoce la medida de la porcion y la fraccion y se pide

obtener a medida del todo (% de x = d); y se conoce la medida de todo y la porcion, y se

pide obtener la fraccion (x de ¢ = d) [C6. A3.1.Lineas 610-751. C8. Lineas 4-346].

Trabajan la fraccion como un operador, prevaleciendo las operaciones aritméticas a

partir de multiplicar una fraccién por una cantidad [C1. A3.2. Lineas 181-184].

181. P  Dos quintos de sesenta, me habias dicho, creo que era Maria que me habia dicho. Si, sf,
que se dividia por el de abajo y se multiplicaba por el de arriba.

182. A  Marta.

183. P Noyo creo que habia sido Maria la que lo habia dicho.

184. P  Entonces, la fraccion también es un operador, un operador, multiplica y divide,
multiplica por arriba y divide por abajo, ;vale?

También se presenta la relacion entre la fraccidn parte-todo y operador. Al relacionarse,
a partir de una tarea, ambos conceptos. El todo indica una cantidad discreta (60 fichas);

por tanto, cada parte del todo ha de dividirse en cuatro (15 fichas) y como piden Z del

total de fichas (60), se tiene 3 x 15, asi la expresion % de 60 toma sentido [C5. A3.2.

Lineas 38-451]. El razonamiento anterior, ademas de relacionar ambos significados de

fraccion, lleva a dar un significado a las operaciones implicadas en situaciones de

fraccionamiento: % dec=x é% de x = d [C8. A3.2. Lineas 4-346].

302. P Pero yo tengo que intentar que Manuel, se dé cuenta del error que ha cometido.
Entonces.
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2 de dane =45
S/
*

303. A ¢Tres quintos de qué?
304. P De laclase, de los alumnos ¢Qué es lo que ha hecho Manuel cuando ha dibujado? Ha

hecho una clase. Y ha dicho, hago los quintos ¢Y lo qué hay lo he repartido entre?
W 333=9
306. A Cinco.
307. P Cinco.
308. A Ahora se multiplica por cinco.
309. P Claro, porque son todas las partes que yo he hecho.

5A9= 29

Al trabajar los nimeros mixtos el profesor indica que “el nimero mixto es aquel que
tiene una parte entera y una parte de fraccion” [C9. A3.1.Lineas 311-335]. Luego,
relaciona las fracciones impropias con su numero mixto asociado. Presenta dos
procedimientos para pasar de fraccién impropia a numero mixto: por medio de un

dibujo o dividiendo (representacion figural y numérica).

319. P Uno, dos,... doce... y me va a faltar un cuarto [el profesor va marcando en los cuadrados
las partes].
320. A Sobrauno.
321. P Claro sobra uno.
322. A ¢Por qué?
323. P Ya, pero esigual. Si tengo 13 cuartos va a sobrar uno.
e elee 0? e
¢ o | e || * e
4/4 4/4 4/4
324. P Bien lo puedo hacer asi o bien lo puedo hacer dividiendo. Trece entre cuatro. Tres, y
ahora de resto tengo uno de a ver dividido entre cuatro.
325. 134
G}
JL
1

El profesor domina el paso de una fraccion impropia a una fraccion mixta, como
division y como representacion a partir de figuras planas. Para ver cuantas veces esta
contenido un namero (divisor) en otro numero (dividendo), efectta el algoritmo de la
division dando significado a cada cantidad [C10. A3.2. Lineas 53-289]. Es decir, se
identifica el cociente, realizando el proceso inverso del procedimiento para dividir dos

cantidades, tanto cuando el valor buscado (la incégnita) esta en el numerador como en

. b . .
el denominador (a = % —»x=abya=—--x=b+ a). Las situaciones se
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resuelven por aproximacion, sin introducir el lenguaje algebraico [C10. A3.2. Lineas
390-593].
71. P Bien. Dos, que seria la parte entera, el resto que es lo que nos sobra numerador y como

dividimos entre cinco, es que estamos haciendo quintos, seria al denominador. Vale eso
lo que estuvimos viendo ayer, que viste que entra. Bueno eso, lo que comentamos ¢ Vale?

1% 5

1322 +3].23

5 2
Mediante el algoritmo de la division los estudiantes identifican que la parte entera de
una fraccion mixta representa al cociente, el numerador de la fraccion al resto, y el
denominador al divisor. Esto lleva a corroborar que multiplicando el divisor por el
cociente y sumando el resto, se obtiene el dividendo. Lo anterior, lleva a trabajar la
fraccion como cociente entre dos ndmeros enteros, a entre b (a > b,b # 0),
conduciendo al paso de distintas representaciones numéricas [C11. A3.2. Lineas 88-
373].

F—o N M 2
-
13- T3 3 %
_E:)— ‘_\2_,/3 'L
185. P Vamos ahora a hacerlo al revés. De nimero mixto vamos a pasar a fraccion, ¢vale?
Vamos a coger un ndmero mixto distinto. ¢ De acuerdo? Nimero mixto distinto.

Trabajan las fracciones equivalentes por amplificacién y simplificacion. Resaltando que
para amplificar se debe multiplicar el numerador y el denominador de la fraccion por un
mismo namero, y para simplificar buscar un nimero que sea divisor del numerador y
del denominador. Un estudiante sefiala que para ver si dos fracciones son equivalentes
se pueden multiplicar en cruz, de ese modo, si los resultados son iguales, las fracciones
son equivalentes [C15. A3.1. Lineas 8-189].

141. P Vale. Bien. Marta dice que para que dos fracciones sean equivalentes una de las cosas
que yo puedo hacer es coger y multiplicar en cruz. Ella ha dicho multiplicar en equis, es
lo mismo multiplicar en cruz. Si el resultado es el mismo ¢ las fracciones son?

142.  As Equivalentes.

143. P ¢Siel resultado es distinto? jNo son!

144.  As Equivalentes.

El profesor explicita que las fracciones equivalentes son aquellas que valen lo mismo, es

decir que son iguales [C14. A3.2. Linea 7].

7. P Ademas de eso estuvimos hablando de las fracciones equivalentes, y vimos que las
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fracciones eran aquellas que valian lo mismo, que eran iguales entonces estuvimos
viendo que podiamos verificar o comprobar si dos fracciones eran equivalentes,
representaban lo mismo, de varias formas.
Presenta cuatro métodos para establecer cuando dos fracciones son equivalentes: a)
dibujar y comparar si cada parte representa la misma cantidad (la misma area), b)
representar las fracciones en una recta numérica, entonces si coinciden las medidas
sobre la recta, son equivalentes las fracciones, c) la fraccion como numero decimal, se
calcula el numero decimal y si las cantidades son iguales las fracciones son

equivalentes, y d) amplificacion o simplificacion [C14. A3.2. Lineas 8-131].

El profesor trabaja el concepto de fraccion equivalente como “aumentarla o
disminuirlas, o bien ampliarla o reducirla”, indica que para obtener fracciones mas
grandes se debe multiplicar el numerador y el denominador por cualquier namero,
sefialando que corresponde a amplificar. Asimismo, se puede dividir por un nimero que
sea divisor comun al numerador y al denominador de la fraccion, y eso se llama
simplificacion.

40. P Bueno. Estabamos diciendo que las fracciones las podiamos hacer mas grande, y
entonces vimos que para hacer una fraccion mas grande, lo que haciamos era
multiplicdbamos el numerador y el denominador por el nimero que nos diese la gana.
Vale. Cojo y multiplico, multiplico por el nimero que me dé la gana, el que sea.

El profesor al ensefiar a simplificar fracciones recuerda los divisores de los nimeros,

gue son aquellos que al dividir a otro nimero da resto cero.

102. P Losdivisores es lo que td los vas a dividir ¢y da de resto?
103. A  Cero.

Ordena fracciones en todos los casos posibles, en primer lugar cuando los numeradores
. . . . . 9 9
son iguales. Por ejemplo, los estudiantes enuncian dos fracciones (E y E) y establecen

cual es mayor, representando en una figura. Al representar las cantidades enunciadas en
una figura, las superficies que simbolizan a cada cantidad son similares en tamafo, lo
que lleva al profesor a doblar un folio para comparar las partes. Luego, relaciona cada
cantidad con la representacion concreta como el pastel o los “chuches”, asi al repartir la
cantidad (9), en un mayor namero de personas se obtiene una parte menor [C13. A3.2.

Lineas 101-278]. Asimismo, para ordenar fracciones que tienen distintos numeradores y
. . 3 5 . -

denominadores, el profesor, concretando con el ejemplo L Y 5 enuncia los siguientes

procedimientos: a) representar mediante una figura y comparar las partes (comparacion
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de superficie) en cada caso, b) representar en la recta numérica y comparar las
fracciones segun la posicion, c) representar de forma decimal y comparar decimales, y
d) buscar fracciones equivalentes que permitan igualar los denominadores y asi
comparar fracciones con distintos numeradores e iguales los denominadores [C13.
A3.2. Lineas 287-400].

377. P Aver, ¢qué nimero es mas grande 0,75 6 0,625?

378. As 0,75

379. A Lo que cuenta es el nimero de ceros.

380. A  Ah, asi es mas facil, mas rapido.

381. P (Qué fraccion es mas grande? [El profesor escribe en la pizarra lo siguiente].

0,75 > 0,625

3 . A2
72~ 8

Al pedir que recuerden cédmo se suman y restan fracciones cuando tienen el mismo
denominador, los alumnos indican que sumando o restando los numeradores y
manteniendo el denominador, situacion que el profesor confirma. EI docente domina el
procedimiento para sumar o restar fracciones con igual denominador [C11. A3.1.Lineas
9-30].

21, A Se suma el numerador y el numerador y se mantiene el denominador.

22. P Ah, ahora si. Ivan dice que para sumar esas fracciones lo que nosotros tenemos que
hacer es sumar los numeradores ¢y dejamos el mismo...?

23. A Denominador.

24, P El mismo denominador. Eso es algo que estuvimos viendo el afio pasado, que no habia
mayor dificultad. Os acordais que eso era lo que haciamos en infantil en lugar de los
cuartos cogemos manzanas, tres manzanas mas cinco manzanas, ocho manzanas, que no
es asi pero haciamos ese pequefio truco. Vale. Bien.

25. P Vale. ;Y para restar?

26. A Se resta el numerador, el numerador y se deja igual el denominador.

27. P iDime Manuel!

28. A Nonada.

29. P Es decir, restamos los numeradores y dejamos los denominadores ¢De acuerdo? Vale.

¢ Todo el mundo de acuerdo?

Al sumar un nimero entero y una fraccion se sigue el siguiente procedimiento: el
numero entero se convierte a fraccion (fraccion equivalente) y se suman fracciones que
tienen el mismo denominador [C12. A3.1. Lineas 368-400].

380. P ¢Hay alguna fraccion que con denominador tres su resultado sea tres?

_ =g
)

El profesor domina tres métodos para sumar fracciones con distintos denominadores. El

primero consiste en multiplicar todos los denominadores de las fracciones, cantidad que
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seré el denominador comun de cada una de ellas. Para obtener los numeradores se busca
el numero por el cual se multiplico el denominador correspondiente y ese numero se
multiplica por el numerador. En el segundo método el denominador es la cantidad
resultante de multiplicar todos los denominadores de las fracciones y el numerador la
cantidad que resulta de multiplicar cada numerador por los denominadores de las otras
fracciones, menos por la de ella (reduccion de fracciones a comun denominador por el
método de los productos cruzados). Apreciamos que domina los procedimientos

enunciados para sumar fracciones [C16. A3.1.Lineas 231-452].

Por ultimo, realizan el calculo de denominador comun, mediante el minimo comdn

maultiplo, siguiendo los siguientes pasos [C19. A3.1. Lineas 8-311]:

1° Calcular el minimo comun multiplo (mcm) de los denominadores de las fracciones.
Para esto descomponen en factores primos, luego el mcm es el resultado del producto de
los factores “comunes y no comunes elevados a la mayor potencia”.

242. P A ver, muy importante: Comunes y no comunes uno de cada clase elevado al mayor
exponente.

2° Se divide el mem por el denominador de cada fraccion.

293. P Y acontinuacion dividimos por el de abajo y multiplicamos por el de arriba.

2° Ponemos como denominador el mcm

+

.|_
2520 2520 2520

3° Se divide el mcm por el denominador de cada fraccion y se multiplica por el

numerador.

294. P  Vale. Tercer. Para. Tercero. Para calcular los numeradores, los numeradores dividimos
por abajo y multiplicamos.

295. A Porarriba.

296. P Por arriba.

3° Para calcular fos numeradores

El profesor domina el procedimiento para sumar fracciones con distintos
denominadores, en que el nuevo denominador surge del producto de todos los
denominadores, y el numerador sera el producto de algunos de los denominadores por el
numerador [C17. A3.2. Lineas 10-22].

20. P Bueno. Deciamos eso que para sumar fracciones con distinto denominador cogiamos,
porque la vieja sabia mucha matematica, el de arriba por todos los de abajo menos
por el suyo, el de arriba por todos los de abajo menos por el suyo. ¢Y como
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21, A
22, P

denominador...?

Todos.

El producto de los denominadores. Vale. Eso era lo que habiamos dicho. Entonces ya
lo teniamos todos con el mismo denominador y eso era muy sencillito de sumar.
Suméabamos los denominadores y poniamos como denominador el mismo.

También tiene dominio del procedimiento para sumar fracciones reduciendo a comun

denominador, mediante el calculo del minimo comun maultiplo [C18. A3.2. Lineas 4-

513].

Vimos que para poner las fracciones con el mismo denominador, que eso tiene un
nombre, que es reducir a comin denominador, comin el mismo denominador, donde
esta todo con el mismo denominador. Habia dos formas, nosotros vimos una, que era
que poniamos, para poner el denominador multiplicAbamos todos los denominadores y
el resultado lo poniamos como denominadores de todas las fracciones. Para buscar
los numeradores, el de arriba por todos los de abajo menos por el suyo.

El profesor recuerda el calculo del maximo comdn divisor (MCD) mediante la

descomposicion en factores, indicando que se consideran los factores de menor
exponente [C18. A3.2. Lineas 159-234].

159. P

211. P

Habéis dicho dos cosas, que las dos llevan parte de razon, pero no se han dicho con
claridad. Si voy a calcular el maximo comdn divisor, escribo toda la lista de divisores
y cuando los tengo toda la lista, tengo todos los divisores, busco los que se repiten y
me quedo con el méas grande, el maximo comdn divisor.

Bien. Entonces cogiamos los comunes y deciamos, maximo comun divisor, de todos los
comunes, uno de cada clase elevado al de menor exponente. De todos los cinco ¢con
cual me quedo?

Ademas, el minimo comn multiplo se explica a partir de la descomposicion factorial:

“comunes y no comunes, uno de cada clase, elevado al mayor exponente”.

161. P
162. P
163. As
164. As

[...] Si voy al minimo comdn multiplo escribo toda la lista de ndmeros, cojo los
nimeros que sea los voy multiplicando por los nimeros naturales, por el uno, por el
dos, por el tres, tra, tra, tra y me sale una lista...

Bueno, entonces teniamos ahi todas esas listas ahi que no se acababan nunca.
Buscabamos los que se repetian, y de los que se repetian ¢ cogiamos?

Mas chico.

Mas pequefio.

El profesor, explica que al hacer la descomposicion factorial se han de considerar los

factores de mayor exponente justificando que es lo contrario.

192. P
193. As
194, P

Bueno. Rebeca ha dicho una cosa muy importante y yo lo he anotado. Hablaba ya de
los factores, hablamos cuando haciamos la descomposicién factorial y deciamos para
el minimo comdn maltiplo, comunes y no comunes uno de cada clase ¢elevado al?
Menor exponente.

Al mayor exponente. Al mayor exponente. Deciamos, va al revés, va al revés. Minimo
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comldn multiplo el mas grande, maximo comin divisor cogiamos el més chico.

Entonces deciamos, minimo comdn multiplo los comunes y buscabamos, ¢Cuéles son

los comunes, los que se repiten en?
Por lo tanto, el docente ensefia la descomposicion en factores primos mediante dos
procedimientos: primero, se buscan los divisores del nimero y luego identifican el
menor natural que es divisor de todos. Luego, a partir de los criterios de divisibilidad; es
decir, estableciendo si el nimero es divisible por 2, 3, 4, etc., escriben el producto de
factores primos, siendo el mcm el resultado de la multiplicacion de los factores
comunes y no comunes elevados a la mayor potencia o exponte [C18. A3.2. Lineas 381-
513].

Para sumar fracciones con distintos denominadores convierten las fracciones a un
mismo denominador. A partir de la descomposicion en factores primos de los
denominadores obtienen el mcm. Asi, el nuevo denominador sera el mcm vy el
numerador de cada fraccion se obtiene dividiendo el mecm por el denominador de cada

fraccion y ese resultado se multiplica por el numerador [C20. A3.2. Lineas 33-401].

62. P Una vez que tenemos todos los denominadores iguales, lo que tenemos que hacer es
coger y buscar los numeradores para buscar los numeradores lo que vamos a hacer es
dividimos el minimo comdn mdltiplo entre el denominador de cada fraccion.

La multiplicacion de fracciones se ensefia a partir de multiplicar los numeradores y los
denominadores. Indicando el profesor que el producto de varias fracciones es otra
fraccion, que tiene como numerador el producto de los numeradores y como
denominador el producto de los denominadores [C20. A3.1. Lineas 402-489].

433. P Bueno, para multiplicar fracciones lo que se hace es lo siguiente. Para sacar el
numerador, se multiplican todos los numeradores.

434, As jOh!

435. A jQuédificil!

436. P Y parasacar el denominador.

437. A Semultiplican los denominadores.

438. P Se multiplican todos los denominadores.

S 2l x iz —SG@xe
F &9 20 AR

Trabajan la multiplicacion de un ndmero entero por una fraccion “Para multiplicar un
numero entero por una fraccion, se deja el mismo denominador y se multiplica el
numero por el numerador de la fraccion”. También, para sumar (o restar) un nimero
entero y una fraccion “se deja el mismo denominador y el numerador se calcula

multiplicando el denominador por el nimero entero y al resultado se le suma (o resta) el
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numerador de la fraccion que se estd sumando (o restando)”. Este Gltimo procedimiento

se relaciona con las fracciones equivalentes [C12. A3.2. Linea 272-285].

Para dividir dos fracciones el profesor explica que “para calcular el numerador de la
fraccion, multiplico el numerador de la primera por el denominador de la segunda y
para calcular el denominador (cociente del resultado) multiplico el denominador de la
primera por el numerador de la segunda” [C20. A3.1. Lineas 501-768]. En el
procedimiento para dividir fracciones se observa dominio de los procedimientos
enunciados.

551. No porque ahora divide.

A
552. A No, porgue nueve por tres son veintisiete.
553. P [EIl profesor pone una flecha de color azul].

Al 21
3

Eso no es dividir eso es multiplicar.
[El profesor escribe en la pizarra].

5 2F.
25>®< 150

El profesor enuncia que el hacer “el dibujito” (las lineas que indican el orden de las

554,
555.

o>

operaciones) tiene su explicacion con las fracciones inversas. Explica que dividir dos
fracciones es o mismo que multiplicar la primera fraccion por la inversa de la segunda
fraccion. Explica verbalmente la propiedad de la division de nimeros racionales como

operacion inversa de la multiplicacion, aunque no justifica la aseveracion.

649. P Mirad. En realidad esa de la equis esa ahi tiene su explicacidn, tiene su explicacion [el
profesor hace el gesto con las manos de una x, que indica la multiplicacion en cruz en la
division de fracciones].

650. P Siyo voy a dividir tres cuartos entre siete novenos, eso es lo mismo, lo mismo, que coger
y multiplicar la primera por la inversa, por la inversa, es lo mismo. Tres por nueve,

veintisiete, y cuatro por siete veintiocho.
3
4
l X u‘_:&
9 F 28
651. A Ah, por eso has hecho la inversa antes.
652. P Eso, porque lo vais a encontrar escrito como la inversa. Lo vais a encontrar entonces

por eso.

Sistemas de representacion

Considerando los sistemas de representacion como parte de la estructura

matematica, se identifica que el profesor, para sumar o restar fracciones con igual
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denominador, utiliza la representacién simbdlica y la figural. Resuelven tareas de
fraccionamiento en que la cantidad de partes en que se divide el todo o unidad
representa el denominador de la fraccion y el numerador las partes sombreadas

(representaciones continuas, areas de diversas formas). Relaciona entre si los sistemas
de representacion verbal, simbdlico (%) y figural, con modelos tanto continuos como
discretos [C12. A4.1. Lineas 1-99]. Ademas, a lo largo de todas las sesiones de clase el
. -7 - o a -7
profesor emplea los sistemas de representacion verbal o literal, numérico (; fraccion,

numero decimal) y figural (continuas y discretas), como apoyo para explicar las tareas

planteadas, los procedimientos o para introducir los conceptos.

Aspectos de comunicacion matematica

Observamos precision en el lenguaje matematico, respecto al nivel de ensefianza. Por
ejemplo cuando un estudiante habla de “la propia y la impropia”, el profesor refuerza y

agrega “las fracciones propias e impropias” [C1. A5.1. Lineas 39-41].

40. A La propia, la impropia.

41. P Fracciones propias, las impropias, vamos a poner clases de fracciones [el profesor
escribe en la pizarra].
42, P Clases de fracciones, qué mas, qué mas, dime Marta [alumna que levanta la mano].

Asimismo, cuando los estudiantes identifican las partes de una fraccion como
numerador y denominador [lineas 46-47], el profesor precisa que la fraccion tiene
numerador y denominador.

46. A El numerador y el denominador.
47. P  Vale, como es la fraccion, tiene su numerador y denominador.

Un estudiante indica que una parte de una figura “calza” en otra [C3. A5.1. Lineas 460-
463]. El profesor precisa que la figura primero debe girarse para que “calce en el

cuadrado”, en contraste con “doblar”.

460. Q ’\8\_/

461. P A ver recordad. Hay una cosa importante y es que debemos expresarnos
correctamente.
462. P Cuando le habéis dicho a Paulina ¢no? Y ella ha dicho, doblandolo, y yo creo que es...

[El profesor gira las manos].
463. As jAh! Girar.
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Precisa los nombres de las fracciones, cuando algunos estudiantes cambian los
sustantivos (medio, tercio, cuarto...) o adjetivos (medio, tercera, cuarta...), leyendo el

denominador como numeros naturales. Por ejemplo, el profesor ayuda en la lectura a un
estudiante que nombra g como “doce de treinta y dos” [C4. Ab.1. Lineas 613-627],
pidiéndole que diga el nombre que se asigna, o al que lee, la fraccion g como “seis
ochoavo”, de este modo el estudiante establece la relacion entre la lectura de las
fracciones [linea 650-660]. Igualmente al estudiante que expresa (2 2) como “dos

tercios”, pide que lea nuevamente la expresion.

651. A Tres ocho-avo.

652. A  jEh!

653. P [El profesor hace gestos].

654. A ¢Ocho-avo? Octavo.

655. P [El profesor emite un grito porque otro alumno dice octavo]

656. As jEh!

657. A Me he liado, como lo tengo ahi.

658. P ¢Cuéanto, diga, diga?

659. A Tres octavos. [Lo vuelve a decir la alumna que dijo ocho-avo].

660. P Aver. Tres octavos. Tres octavos. [El profesor escribe en la pizarra 8/3, lo hace para ver

si los alumnos se dan cuenta].

En estos casos el profesor indica que la “lectura de las fracciones no es correcta” y que
para “las fracciones donde el denominador es mayor que diez, la lectura termina en
avos”. Corrige a los estudiantes cuando emplean expresiones de forma incorrecta o
incompleta [C10. A5.1. Lineas 81-104], procura una correcta lectura de los niumeros

racionales.

También se observa precision en el lenguaje matematico, especificamente cuidando

cierto rigor en la sintaxis matematica [C9. A5.1. Lineas 73-81].

76. A 2032, =10+-20=30H
77. P Yovoy a leer lo que Benjamin ha puesto aqui. Benjamin.
78. P Me acaba de poner aqui que la mitad de veinte es diez méas veinte.
79. A No.
80. P Yo, leo lo que él ha escrito, leo lo que ha escrito.
81. A [El alumno vuelve a resolver el problema].
20+ _1n
20+10- 30N

Al sumar fracciones un estudiante no sitda el signo igual, lo que lleva al profesor a
destacar la importancia de habituarse a escribir correctamente en matematicas [C17.
Ab5.1. Lineas 334-349]. Al sumar fracciones igualando los denominadores a partir del

mcm, el profesor demuestra precision en el lenguaje matematico. Los estudiantes suman
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los numeradores y consideran este valor resultante como resultado de la operacion. El

profesor pregunta “;qué se hace para sumar fracciones que tienen el mismo
denominador?”, lo que permite que los alumnos respondan que “suman los numeradores

y se conserva el denominador” [C20. A5.1. Lineas 124-151].

133. P Tercero sumamos. A ver, si yo sumo las fracciones ¢qué me va a dar?

134. A Numerador.

135. A 1001

136. P Aver, si sumo fracciones ¢qué me tiene que dar?

137. A Unnimero.

138. A Una fraccion.

139. P Una fraccion, me tiene que dar una fraccién. Me tiene que dar una fraccion.
140. A 1001, dos mil quinientos veinte.

En general, el profesor corrige el lenguaje y la escritura matematica de sus estudiantes,
fomentando que empleen el lenguaje matematico preciso, segun el nivel de ensefianza
[C6. A5.1. Lineas 27-42].

Tareas matematicas

De acuerdo con el indicador conocer tareas que ponen de manifiesto los distintos
significados de fraccion, identificamos que el profesor presenta distintas tareas
matematicas escolares de fraccionamiento. Por ejemplo, “identificar cuantas veces una
figura en forma de una “L” (formada por 4 cuadrados) puede encontrarse en una figura
irregular de 20 cuadrados (unidad)”, es una situacion que implica la accion de dividir y
conduce a presentar la fraccion como proceso de medicion y particion de una unidad
[C2. A6.1. Lineas 81-136].

90. A

[Pintan la figura].
91. P Venga Maria uno.

La tarea refuerza la idea de fraccionar (dividir en partes iguales) “Bien, ;en cuantas
partes lo hemos dividido?” [C2. A6.1. Linea 121]. Entonces se alude a la idea de
fraccionar cuando la unidad tiene la misma forma y la misma medida, “Hasta ahora
hemos dicho que fraccionabamos, que tenia que tener la misma forma y todo” [C2.
A6.1. Linea 131]. Con ello, diferencia el fraccionamiento exclusivamente para dividir
algo en partes iguales; diferenciando la igualdad como misma forma, de la igualdad

como mismo valor, que generalmente aplica para igual cantidad de superficie. Con esto
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el profesor da un salto para mostrar que las partes no tienen que ser iguales en forma,

aunque tienen que tener la misma medida.

A lo largo de la unidad el profesor presenta tareas que abordan problemas de

fraccionamiento de tipo directo e inverso:

Problemas directos a. dada unidad y fraccién, obtener porcion
b. dada unidad y porcion, obtener fraccion
c. dada porcién y fraccion, obtener unidad

Problemas inversos

Por ejemplo, un problema del tipo inverso (c) que presenta el profesor, es el siguiente:

“un cuarto del dinero que yo tengo son cinco euros ¢Cuanto es todo el dinero que yo
tengo?”. En esta tarea se tiene la porcion (5) y la fraccion G) y se pide obtener la

unidad. La situacion implica buscar la cantidad que multiplicada por la fraccion de
cémo resultado cinco [C1. A6.1. Lineas 131-142].

133. P Un cuarto del dinero que yo tengo son cinco euros. ¢Cuanto es todo el dinero que yo
tengo? jEso!

134. P Ehliado, eh liado, el ejemplo no ha sido bueno.

135. P Venga, a ver.

136. A Doce euros.

137. P  ¢Cuanto?

138. A Doce euros.

139. A Pero que has dicho, si yo, si el cuarto de dinero que tienes en el bolsillo son cinco
euros.

140. A No, son veinte.

141. P Son veinte.

142. A Son veinte.

Relaciona el fraccionamiento con el proceso de partir una figura, que representa el todo,
y que mas adelante divide en partes que representan la misma cantidad, “bueno ahora
vamos con la otra que nos decia que ibamos a dividirlo de cualquier forma que

gueramos pero, ¢que tengan siempre el mismo...?” [C2. A6.1.Lineas 174-235].

201. A ¢Hay que ir probando aqui? [En la hoja que el profesor entrega].
202. P Claro, por eso te he dejado la copia.
203. P Lo puedes poner como tu quieras, pero cambia el color [el profesor le indica al alumno

ue cambie el color ya que esta marcando la figura].

La tarea de fraccionamiento planteada también permite identificar fracciones
equivalentes. En la unidad de informacion [C2. A6.1. Lineas 137-173] el profesor
indica “Por cierto, es que me he acordado ahora, ¢qué fraccion es el azul?”, los alumnos

explican que con cuatro cuadrados se forma cada parte de la unidad, de 20 cuadraditos,
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- .. 4 .
asi la fraccion (en el contexto parte-todo) es > El profesor busca que los estudiantes

indiguen que cada parte representa a % del total.

También se relacionan los significados de fraccion como operador, con el de fraccion
como parte-todo. El célculo de fracciones, actuando como operador, cobra sentido
cuando el profesor relaciona una situacion de fraccion como operador con el significado
de fraccion como parte-todo. El profesor justifica que multiplicar una fraccion por una
cantidad consiste en dividir la cantidad el denominador de la fraccion y el resultado

multiplicarlo por el denominador [C5. A6.3. Lineas 38- 451].

Justifica mediante la representacion figural las operaciones implicadas en situaciones de
fraccionamientos. Las expresiones % dec=x0 % de x = d, se interpretan por medio

de representaciones de las cantidades en una figura plana, fraccionando la superficie.

Para ello toman una representacion figural de superficie arbitraria, sobre la que

R -/ a -
representan las divisiones que comprenden a la fraccion - Entonces si el todo

representa la cantidad c, identifican el tamafio de cada parte mediante la division de c,
en forma equitativa, en b partes, y luego se multiplica el resultado por a para considerar
a de esas partes. Asimismo, se interpretan las operaciones cuando se tiene la fraccién y
el todo (unidad) [C8. A6.3. Lineas 4-346]. La situacion planteada permite pasar del
trabajo en contextos continuos (figuras geométricas), a cantidades (discretas) y luego a
un trabajo numérico [C5. A6.1. Lineas 38- 451].

Las tareas planteadas por el profesor, en general, se presentan en un contexto personal,
o0 bien, desposeidas de contexto, limitandose a argumentos matematicos. Algunas de las
tareas planteadas pueden relacionarse con situaciones habituales (medidas extensivas)
que tienen relevancia directa para los estudiantes como “Luis tenia 27 canicas, perdi6 un

tercio de las que tenia...”, “tengo cuatro euros y es la mitad de todo el dinero que

tengo...”, entre otras. También las tareas son planteadas sin un contexto real,
limitandose a trabajar en un contexto matematico, como “dividir una figura en partes de
igual tamario y forma”, “construir una figura”, “dividir”. Las tareas programadas por el
profesor llevan, inicialmente, a los estudiantes a establecer conexiones entre conceptos
y procedimientos, luego el profesor complementa la ensefianza con una serie de

ejercicios, que permiten reforzar los contenidos y procedimientos estudiados.
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Identificamos un fragmento de clase en que el profesor crea ejemplos, especificamente
tareas que implican un fraccionamiento: “tengo cuatro euros y es la mitad de todo el
dinero que tengo en el monedero, ¢cuanto dinero tengo?”. Es un problema de tipo
inverso, en el cual se tiene la porcién y la fraccion y se pide obtener la unidad. La tarea
permite trabajar la fraccion como operador. Cambiando las fracciones a un tercio y dos

sextos, el profesor va justificando las operaciones implicadas en el fraccionamiento

(% dec=x—-x= % 0=dex=d - x = %) [C6. A6.2. Lineas 610-948].

SN RS

En relacion con el grado en que las situaciones planteadas por el profesor dan
sentido al contenido matematico, la actividad de dividir figuras en partes de igual
tamafio y forma, permite al profesor introducir la idea de fraccion como parte-todo, en

que el todo o unidad varia en su forma, como se ilustra en la Figura 26.
AF=R_@

Figura 26. Figuras donde el todo varia en su forma

Estas tareas dan sentido al contenido matematico escolar, al permitir introducir el
significado de fraccion como particion de la unidad y luego como medicion. Ademas,
permiten reforzar la idea de fraccion como parte-todo, en el cual cada parte debe tener el
mismo tamano (area), aunque tengan distintas formas (las partes) [C2. A6.3. Lineas 323
y 339]. A partir de la representacion figural de una fraccion, también se busca reforzar
que la imagen de cada parte, no solamente debe tener la misma forma y el mismo
tamano, sino “también puede tener distinta forma y ocupar el mismo tamafio” [linea
440].
440. P Entonces lo que estabamos intentando decir hace un rato, que la fraccién no
solamente tiene que tener la misma forma y el mismo tamafio, sino que también puede

tener formas distintas y ocupar el mismo tamafio, entonces también seria una fraccion,
vale, también seria una fraccién ¢De acuerdo?

Conocimiento de la estructura de las matematicas

El conocimiento de la estructura matematica (KSM) lo observamos a partir de la
categoria relaciones entre componentes de la estructura conceptual (B1), y segun los

indicadores de conocimiento que la conforman.
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Relaciones entre componentes de la estructura conceptual

Respecto de las relaciones entre los contenidos matematicos que ensefia y aquellos
de niveles escolares anteriores y posteriores al nivel de ensefianza, identificamos que
el profesor relaciona la representacion decimal de una fraccion con el algoritmo de la
division en Z. Es decir, a partir del algoritmo de la division (“lo que estamos haciendo

es algo que aprendimos en segundo”), identifica que el dividendo (a) corresponde al

numerador y el divisor (b) al denominador de la fraccion (%)

422, A Nueve.
? (L
3 E

423. P Nueve.

424. A Profe, yo lo hice de otra manera.

425. P Nueve, nueve. Bien. Maria por favor. Lo que estamos haciendo es algo que
aprendimos en segundo.

434. P Veis como el secreto, el secreto es, lo poquito que sabe uno hacerlo muchas veces.
Vamos a hacer la prueba de la division.
435. P A ver, ;coémo hago la prueba de esto?

436. A Tres por tres.
437. As  Tres por tres, nueve.

I Qr
3 o 9
343 -9
q+40=1

El profesor destaca la importancia del algoritmo de la division, al trabajar el tema de las
fracciones. Ademas, insiste en que es un tema trascendental para comparar cantidades
decimales asociadas a las fracciones.
534. P Bueno, mirad, estabamos en que, ¢yo para qué voy aprender a dividir? Es verdad uno
no va por las calles tropezandose con divisiones, es verdad. Pero es algo que después
se utiliza mucho, es que ahora, en realidad lo que nosotros estamos usando es la

division. Cuando veamos como podemos comparar fracciones, también vamos a ver
que la division es una cosa que nos puede ayudar, en determinado momento.

Recuerdan que el afio anterior habian visto la suma y la resta de fracciones con igual
denominador, comparando la suma de fracciones con la suma de ndmeros naturales,

tema tratado en cursos anteriores [C11. B1.1.Linea 24].

24, P El mismo denominador. Eso es algo que estuvimos viendo el afio pasado que no habia
mayor dificultad ¢Acordais que eso era lo que haciamos en infantil? En lugar de los
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cuartos cogemos manzanas, tres manzana mas cinco manzana, ocho manzanas; que no
es asi, pero haciamos ese pequefio truco.

Al ordenar fracciones que tienen distintos los numeradores y los denominadores el
profesor recuerda que la fraccion tiene una representacion decimal (division). Entonces,
calcular la cantidad decimal y ordenar éstas cantidades, seria equivalente a comparar las
fracciones [C13. B1.1. Lineas 375-384].

376. P Alex nos record6 el otro dia que la fraccién era también una division y la division
puede ser un nimero decimal, y los nimeros decimales sabemos ya ordenarlos. ¢Si 0
no?

377. P Aver, ;qué nimero es mas grande 0,75 6 0, 625?

378. As 0,75

379. A Lo que cuenta es el nimero de cero.

380. A jAhl, asi es mas facil mas rapido.

381. P ¢Qué fraccion es mas grande? [El profesor escribe en la pizarra lo siguiente].

382. 0.75 > 0,625

3 5
7 F

En resumen, el profesor relaciona algunos contenidos estudiados previamente con
aquellos programados. Esto lleva a establecer que presenta conexiones temporales,
enlazando los conocimientos estudiados con saberes previos. Respecto de la
complejidad del contenido, en el caso de los ejemplos exhibidos, el algoritmo de la
division en Z permite justificar las operaciones implicadas en las tareas de
fraccionamiento [C10. B1.1. Linea 534]. Al trabajar tareas de fraccionamiento se
emplean representaciones en un contexto continuo (diagramas circulares y
rectangulares), paulatinamente se introducen tareas en que el todo o unidad es una
representacion discreta o una cantidad (al trabajar la fraccion como operador) [C5.
B1.2. Lineas 38- 451].

Los elementos de la estructura conceptual relacionados a lo largo de la unidad,
principalmente, son los significados de fraccion como parte-todo y como operador, en
contextos de reparto y medicion. También se relacionan distintos sistemas de
representacion, para comparar fracciones, por medio de transformacion de fracciones en

decimales, o mediante la representacion en la recta numérica, comparando segmentos.
Conocimiento de las practicas matematicas

El conocimiento de las practicas matematicas (KPM) lo observamos a partir de la
categoria modos de proceder en matematicas (C1), que esta conformada por dos

indicadores de conocimiento.
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Modos de proceder en matematicas

Respecto de las formas de hacer y proceder en matematica, en las clases del profesor
Rodriguez no se habla de teoremas, axiomas, demostraciones, etc. La actividad
matematica se presenta como un proceso constructivo, en el cual los estudiantes
aprenden matematicas a partir de actividades concretas, realizando distintas tareas de
dividir, fraccionar, repartir, etc. El profesor fomenta la comprension de distintas
nociones, definiciones, propiedades y relaciones matematicas, mediante la actividad
practica. La actividad del aula es analoga a la génesis historica de la matematica, en la
cual, la construccién del conocimiento es inherente a la actividad concreta, deductiva y

de resolucion de tareas.

El profesor enuncia algunas definiciones de procedimientos matematicos. Por ejemplo,
para multiplicar fracciones expresa que “para sacar el numerador, se multiplican todos
los numeradores, y para sacar el denominador, se multiplican todos los denominadores”.
Para calcular el minimo comun multiplo indica que “es el resultado de la multiplicacion
de los factores comunes y no comunes elevados a la mayor potencia 0 exponente”.
Algunas definiciones las sintetiza, las expresa en lenguaje corriente y alejado del
lenguaje matematico. Sin embargo, promueve la formalizacion rigurosa de las escrituras
matematicas. Por ejemplo, con el signo igual, en igualdades y sentencias, que se
componen de una cadena de operaciones que emplean como una Secuencia

unidireccional de izquierda a derecha (Molina, Castro y Castro, 2007). En ocasiones dan
lugar a expresiones matematicamente incorrectas 2032 =10+20= 3p4 0 como
. ()

separador de los pasos realizados & ~'5 5. El profesor fomenta el uso correcto del
signo igual.

De acuerdo al indicador sentido dado a los algoritmos y procedimientos, al trabajar la
fraccion como operador, especificamente a partir de repartir tres cuartos de sesenta
. 3 . . . . - g .,
fichas (Z X 60), se da sentido a las operaciones implicadas al multiplicar una fraccion

por una cantidad. Mediante la representacion figural identifican la cantidad de fichas
por cada parte [C6. C1.2. Lineas 27-52].

43. P La mayoria de vosotros hizo grupos, unos mas otros menos, pero la mayoria de
vosotros hizo los cuatro grupos. Hubo algunos que cometieron un pequefio desliz, de

no prestar tanta atencién y otros que no lo hicieron a la primera. Pero todo el mundo
hizo los cuatro grupos ahi, entonces esos cuatro grupos eran porque dividiamos entre
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cuatro, en el denominador. Y el resultado, cuando teniamos hechos los grupos,
agrupabamos de tres, entonces si agrupamos tres que son iguales era multiplicar,
multiplicdbamos por tres, ¢de acuerdo?

El profesor interpreta el procedimiento para convertir una fraccién mixta a una fraccion:

(aé = ‘”:b), a partir del algoritmo de la division (de Z), en el cual la parte entera de la

(o

fraccion mixta representa al cociente, el numerador de la fraccion al resto y el
denominador el divisor. Luego multiplicando el divisor por el cociente y sumando el
resto obtienen el dividendo, formando la fraccion impropia con el dividendo y el divisor
[C11. C1.2. Lineas 88-373]. Estableciéndose que “[...] multiplico el denominador por
la parte entera le sumo el numerador y ponemos como denominador el mismo, eso
dicho mas enserio. Entonces tenemos que coger y un poquito mas, un poquito mas”
[linea 253].

t— /1)) T,
D 3L Ry
2 !

3
230. A jAh!
231. P Eso, y ponemos como denominador el mismo. Vale.

Conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de las matematicas

El conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de las matematicas (KFLM) lo
observamos a partir de las categorias: caracteristicas de aprendizaje (D1), errores y
dificultades (D2), tareas matematicas (D3) y los materiales y recursos (D4). En lo que
sigue, por cada categoria y segun los indicadores enunciados, realizamos el analisis del

subdominio.

Caracteristicas de aprendizaje

Otro indicador destacado a lo largo de las clases es saber identificar qué imagen de
los conceptos o procedimientos tienen los estudiantes. Por ejemplo, al resolver el
problema “Luis tenia 27 canicas. En la primera partida perdi6 un tercio de las que tenia.
En la segunda consigue ganar ocho y en la tercera pierde dos tercios de las que tenia al
comienzo de ella. ¢Cuantas le quedan, si es que le queda alguna?”, un estudiante sale a
la pizarra y calcula los dos tercios de 27 canicas (Gltima partida), resultando como
resultado 18 canicas. El profesor sigue el proceso realizado por el estudiante, mostrando
que es consciente del error que presenta. Lo anterior lleva al profesor a solicitar al

alumno que vuelva a explicar el proceso, de este modo se da cuenta de que no resta una
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cantidad al nimero de canicas que quedan en la segunda partida (26) [C7. D1.3. Lineas
11-370].

En general, el docente conoce cuando los estudiantes interpretan un ejercicio o
problema de forma incorrecta o cuando hacen algun sefialamiento erréneo, retomando lo
expuesto por los alumnos. Por ejemplo, en la resolucion de una tarea de fraccionamiento
un estudiante interpreta los datos y opera, sin considerar si las cantidades son finales o
iniciales. El profesor identifica el error en que incurren los alumnos, luego insta a que
comenten el proceso y la solucion, solicitando que realicen un dibujo para interpretar la
situacion [C8. D1.3. Lineas 4-346].

9. A 24 hay en la clase.

Sde 4515
0 3%3:-9+ 5= 29 ey enlla dona.

Al completar o construir figuras que representan una parte de ella un estudiante efectia

lo siguiente:

374. A [El alumno realizé lo siguiente].

375. P Un quinto.

Algunos alumnos indican que esta mal, asi el profesor pregunta “¢Hay alguien que tiene
hecho otra cosa?” [Linea 393], por lo cual infiere que los alumnos construyeron la
figura de otra manera. El profesor sabe que existen varias maneras de construir la figura
y pide a otro estudiante que lo dibuje. Establecen que existen varias maneras de
construir la figura, solo que deben respetar que las partes sean iguales: “Que hay
muchas formas, pero la Unica condicion que hay es que las partes sean iguales y que
haya cinco” [Linea 409].

400. P No_, no esta haciendo lo mismo. Bueno.

Desde el indicador anterior se va observando que el profesor en distintos momentos de
las sesiones de clase identifica los elementos de argumentacion en el proceso de
desarrollo de las respuestas de los estudiantes. Por ejemplo, al resolver el problema

“Un viejo problema matematico dice que en el Lago Ness vive un monstruo que la
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gente del pueblo dice que tiene una longitud de 20 metros mas la mitad de lo que mide.
¢Sabrias cuanto mide el monstruo?”, el profesor identifica los argumentos que los
estudiantes expresan. Al considerar que la mitad del monstruo es 10 (la mitad de la

mitad), que la mitad del monstruo es 20 aludiendo al planteamiento del fraccionamiento
G monstruo = 20) [C9. D1.4. Lineas 72-170]. En otra tarea enunciada “Se sabe que
las tres cuartas partes de un rollo de cuerda son 15 metros, ¢Cuantos metros tiene el
rollo?”, un estudiante plantea el problema y lo resuelve como Z de 15, asi los

estudiantes indican que el resultado es 20. El resultado es correcto pero el planteamiento
incorrecto, el profesor retoma los comentarios de los estudiantes y vuelve a plantear la
tarea [lineas 185-197].

185. A Esta bien el resultado, pero la cuenta esta mal expresada porque pone tres cuartos
de no sé qué, igual a...

186. A Eso era lo que te iba a decir.

187. P A no sé qué.

188. A Del resultado igual a quince.

189. P jAh!, a ver lo pongo aqui [el profesor escribe en la pizarra].

190. As Si.

191. A Tres cuarto de una cuerda igual a 15.

192. P Vamos a ver, Alex dice que tres cuartos de la cuerda son 15, ¢eso es lo que td has
dicho Alex?

Al identificar la fraccion que da respuesta a la pregunta “estoy entre 1y 2 y a un tercio
de 1. ¢ Quien soy?”, un estudiante da el resultado como numero decimal (1,33). El resto
de los estudiantes presentan dudas sobre el resultado, el profesor pide al alumno que
explique por qué da como resultado 1,33. Lo anterior da cuenta que el docente percibe

los elementos de la argumentacion dada por el alumno, al aceptar el resultado, ademas

de relacionar con la representacion simbdlica (1 %) [C14. D1.4. Lineas 210-294].

266. A ¢ Como sabes qué es 33?

267. P Buena pregunta, ¢como sabes qué es 33?

268. A Si.

269. P Eso es.

270. A Para que esté dividido en tres partes tiene que ser 33.

271. P jAh!, es decir. Mario, si no es lo que ti has dicho, me corriges. Vale.

272. P A ver, Mario dice, si de ahi hay uno y hago tres partes. [El profesor realiza la
siguiente operacion en la pizarra].
(DISH
A 00 333

273. P Entonces cada uno de estos trozos es cero coma treinta y tres, aproximadamente. Ese
numero no tiene fin, no tiene fin. Vale. No tiene fin.

274. P Mario ha dicho, si de aqui tengo uno, si le sumo eso serd uno con treinta y tres.
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Correcto. Esta bien. Esta bien.

En relacion con el indicador claridad matematica en las respuestas o preguntas
enunciadas por los estudiantes, el profesor normalmente busca que los alumnos se den
cuenta de los errores, formulando una nueva pregunta que los lleve a cuestionarse las
ideas. También insta a los estudiantes a representar el contexto de las tareas en una

figura, o bien procura que empleen material concreto para resolver la situacion.

Por ejemplo, al trabajar una tarea de fraccionamiento “establecer los % de 60 fichas”, la

mayoria de los estudiantes identifican tres grupos de veinte fichas y enuncian que los

tres cuartos corresponden a las fichas de tres de los grupos [C5. D1.5. Lineas 38- 451].

105. A Tres cuartos ha dicho ;0 qué?

106. A Si, entonces hay que quitarle veinte.

107. A Qué seria sesenta. Uno, otro y otro. [La alumna pone seis dedos y va bajando de dos,
tres veces].

108. A Claro cuatro veces veinte.

109. A Que seria veinte por cuatro.

110. A Hay que quitarle veinte. [Le dice la compafiera a otra que dice 20x4].

111. A Hay que quitarle tres cuartos ¢No? Tres cuartos ha dicho. Tres cuartos de 60.

112. P Tres cuartos.

113. A [Una alumna explica]. De sesenta hay que quitarle tres cuartos, y ahora hemos
calculado dos, dos, dos [pone seis dedos y baja de dos] asi que serian 20 cada cuarto.
Hay que quitarle un cuarto que seria 20. Aqui quedarian cuarenta y ahi 20 [Mostrando
los dos conjuntos de ficha].

114, A Pero profe, ¢qué has dicho que lo dividamos?

115. P Vale. Bien.

116. A [Un alumno explica, tiene tres grupos en cada mesa de veinte ficha] Veinte en cada

grupo y hay sesenta en total, hay que partirlo en veinte en cada lado. [Se le pregunta a
qué equivale cada grupo y contesta] veinte sesentavo [el otro grupo] veinte sesentavo,
[el otro grupo] veinte sesentavo [y en total] sesenta. Esta dividido en tres partes.

117. ‘ﬁ
Bx

El profesor permite que se genere la discusion, aunque se estén dando respuestas
incorrectas, y poco a poco direcciona el debate. Pregunta ;como se pueden establecer
los tres cuartos de un rectangulo, por ejemplo? Con ello los estudiantes se dan cuenta de
que el rectangulo (la unidad) corresponderia a las 60 fichas, por tanto tienen que
resolver un problema de fraccionamiento directo, determinar el cuarto de 60, que son
son15 fichas, y tomar tres de ellos.

150. P Hay otra cosa que si sé, es que si yo te digo los tres cuartos de la tableta de
chocolate ¢qué es lo que haces tu?
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3
151. A Lo divido en tres partes.
152. P La tableta de chocolate.
153. P Qué es lo que haces si yo te digo los tres cuartos de eso [sefialando el rectangulo]
154. A Y eso es 60.

Lo anterior permite identificar que el profesor entiende con claridad las dudas o
preguntas de los estudiantes. Asimismo, guia el proceso de ensefianza segun las
interrogantes o los errores que presenten los alumnos, demostrando que conoce las

limitaciones que se van presentando al resolver las tareas.

165. A De sesenta.

166. P No, olvidate de las fichas estamos hablando de la tableta de chocolate.

167. A Pero es que la tableta de chocolate esta dividida en 60 porciones.

168. P iAver!...

169. A Qué la tableta de chocolate tiene, o lo que sea tiene que estar dividida en 60
porciones.

Al identificar las distintas cantidades que intervienen en una situacion de

fraccionamiento, varios estudiantes tienen dificultad en el planteamiento de este tipo de
. . . 3
tarea. Por ejemplo, en la tarea inversa (Si < de una clase son 15), en la que algunos

hacen operaciones incorrectas, el profesor solicita que interpreten los datos a partir de
una figura. Los estudiantes dibujan una imagen que representa una clase y de esta forma
interpretan mejor quiénes son los datos y cual es la incégnita en la tarea [C8. D1.5.
Lineas 303-313].

303. A ¢ Tres quintos de qué?

304. P De la clase, de los alumnos, ¢Qué es lo que ha hecho Manuel cuando ha dibujado?
Ha hecho una clase. Y ha dicho, hago los quintos ¢Y lo qué hay lo he repartido
entre?

305. 15 £+3:-58

306. A Cinco.

307. P Cinco.

308. A Ahora se multiplica por cinco.

3009. P iClaro!, porque son todas las partes que yo he hecho.

SAD =25
310. P Vale Manuel ;de verdad? Bien.

Otro ejemplo surge cuando algunos estudiantes presentan dudas en el paso de una
fraccion impropia a fraccion mixta, segun las dos estrategias enunciadas por el profesor:

representacion figural y mediante la division. El profesor explica cada estrategia con la
., 11 . . , .
fraccion = representando mediante pizzas. Luego pregunta ¢cuantas pizzas enteras se

tienen? De este modo el profesor justifica la representacion figural de una fraccion
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mixta y muestra su relacion con la expresion como fraccion ordinaria [C9. D1.5. Lineas
312-398].

368.

369.
370.
371.
372.
373.
374.
375.

>OUP>UVOURTO

4521

DBR

Vale.
[Los alumnos comentan, no se logra entender].
Juan, Mario, Natalia.

A ver Natalia, ¢cuantas pizzas enteras tengo?

Dos.
¢Y de la otra pizza cuanto tengo?
Un quinto.

. . . 2 3 5 .
Otro ejemplo aparece al sumar las siguientes fracciones T3 = 3 cuando un estudiante

pregunta si se puede escribir el resultado como 12. A partir de la representacion figural

el profesor muestra a los estudiantes que resulta una figura entera y dos tercios de la otra

figura, de ese modo recuerdan el paso de fraccion a nimero mixto [C12. D1.5. Lineas

76-92].

76.

77.
78.
79.
80.

81.
82.

83.
84.
85.

86.
87.
88.

oT>>> >

T TP

oz >

En el cinco, si son cinco tercios, pero de otra manera no tendria que ser uno cinco
tercios.

¢ Qué?

iAh!, un nimero mixto.

Mixto.

A ver por favor. Marta. Luis, por favor, Vale. Marta, ha planteado algo muy

interesante y es que esto era. Vamos a subirlo un poquito. Esto era. Dos tercios y
aqui tengo cinco tercios.

Uno, dos, tres, cuatro y cinco.

Luego tres, tercios. Vale. Y Marta ha planteado lo siguiente. Si me equivoco lo que td
querias decir me lo dices. Que esos cinco tercios en realidad son un entero y dos
tercios de ahi.

BO-® G
Er T Y

No, son cinco tercios.

Si, que cinco tercios seria igual a eso [5/3=1 2/3].

¢ QuE tiene ese entero?, ¢es eso0?, ¢y ese trozo de ahi? Vale. Lo que Marta ha hecho,
ha sido pasar ¢qué?

iDe fraccion!

De fraccién a niamero mixto.

De fraccidn a nimero mixto, ¢lo podiamos haber puesto directamente?

Las unidades de informacion descritas nos muestran que el profesor tiende a dirigir la

instruccion, formulando distintas preguntas cuando los estudiantes incurren en errores o

tienen dificultades para enfrentar una tarea matematica. También, promueve que los

alumnos empleen el sistema de representacion figural para abordar las situaciones
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complejas. Esto nos lleva a inferir que el docente tiene claridad matematica, al brindar

orientaciones precisas que llevan a que se superen las limitaciones de aprendizaje.

Errores y dificultades

El profesor conoce una serie de errores y dificultades que los estudiantes presentan
al trabajar el tema de las fracciones. En lo que sigue, enunciamos aquellas

particularidades identificadas en la ensefianza del contenido.

Cuando los estudiantes salen a la pizarra y exponen el resultado que han obtenido al
. - 6 . -, . ..
multiplicar 5 X 8, surge un primer error al resolver la operacion. Un estudiante divide

doce entre otro y obtiene como resultado uno, luego el resultado lo multiplica por seis
obteniendo como resultado final seis (6 x 1). Otro estudiante indica que realizé la
operacion 6 x 8 y que le dio como resultado 48, asi dividiendo por 12 obtiene como
resultado 4. Luego, otro estudiante indica que realizd la operaciéon con calculadora y
obtuvo que 12 +-8 =15y 1,5 X 6 = 9. A partir de los argumentos de los estudiantes
el profesor manifiesta que estan presentando un error de calculo que suele ocurrir,

dejando explicito que es un error habitual [C6. D2.1.Lineas 210-320].

Al resolver el problema “en una clase se ha votado si se sale al recreo cuando llueva.
Quince nifios han votado que si, y representan tres quintos de la clase. ¢Cuantos nifios
hay en total en clase? ¢ Cuantos prefieren no salir al recreo cuando llueva?”, un alumno

establece que el resultado es que 9 nifios no salen a recreo [C8. D2.1. Lineas 98- 346].

99. A 24 hayen laclase.

3 515
T‘J‘L—M BR3= 4 AS - 2.'10\0»-55\;\.0&:15)&9_

A o Guaron oplin
En general, el profesor identifica las dificultades que presentan los estudiantes en el
planteamiento y resolucion de tareas de fraccionamiento. En la situacion descrita, se
considera 15 como el todo y no como la parte de nifios de la clase. Esto conduce al

profesor a solicitar que representen la situacion en una figura, asi los alumnos indican
3 . .
que los z de 25 = 15, concluyendo que 10 nifios no salen a recreo. Por tanto, al trabajar

tareas de fraccionamiento, el profesor identifica las dificultades que los estudiantes

tienen para reconocer los datos que intervienen en las situaciones (el todo, la parte y la
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fraccion que expresa las cantidades) y a su vez los errores que conducen a establecer
incorrectamente las cantidades [C9. D2.1. Lineas 171-309].

285. P El error que ha cometido Maria es lo que ha dicho Manuel, es que no lo ha
expresado bien. De lo que sea es igual a 15 y entonces no lo ha expresado bien,
pero si lo ha hecho, quince entre 4 sesenta. Hacerlo, lo ha hecho bien, lo que pasa
que no lo ha expresado bien.

286. 2 det

L1 lts 6D =3=20
x4
b0
El profesor reconoce la presencia de errores conceptuales en las declaraciones de
los estudiantes, como hemos descrito anteriormente. Por ejemplo, cuando los
estudiantes calculan los multiplos de algunos niameros (1 y 13) y lo que hacen es

calcular los divisores y no los multiplos [C18. D2.1. Lineas 236-513].

278. P Vamos a ver Manuel. ;Qué hacemos nosotros para formar los maltiplos de un
nimero?

279. A Multiplicar.

280. P ¢Multiplicar qué?

281. A Dividirlo por los nimeros naturales.

282. P iDividirlo por los nimeros naturales!

283. A Si la division es exacta, ese nimero es divisor.

El profesor identifica distintos errores que los estudiantes presentan al sumar y restar
fracciones con numeradores y denominadores distintos. Por ejemplo, a) suman los
denominadores, y el numerador lo obtiene multiplicando el nuevo denominador por el
numerador correspondiente, b) calculan el minimo comun maultiplo de denominadores y
conservan los numeradores, y ¢) multiplican el numerador de la primera fraccién por el
denominador de la segunda, que serd la cantidad del numerador de la fraccién

resultante, caso similar con el denominador [C17. D2.2. Lineas 215-262].

a) %+§_ N Manuel dice, hay que sumar fracciones que son distintas, [...]. Ha hecho
.z 3 siete mas tres, diez. Luego él se ha acordado que multiplica todos los de
L&;@n o Y 3 abajo menos por el suyo y ha dicho, cuatro por diez cuarenta, dos por
100" % Ll,% 1z diez veinte y pongo el mismo denominador, y ha empezado a sumarlos
[Lineas 218-222].
b) EPN Elena se lo ha estudiado de verdad y ha cogido y ha hecho lo siguiente.
2° 5 A0 W qp [...] Cinco por dos diez, y habia puesto ahi el diez, se ve ¢no? [Lineas
232-249].
) 5 4A- 5.2 Laura. Ha cogido y ha empezado de la siguiente forma, cinco por dos y
9 2 1%9 ha puesto cinco por dos. Nueve por dos.
2.X3 Luego ya no ha sabido cémo seguir. Vale. Luego como ha dudado.

Como ha dudado, ha cogido y ha borrado todo [Lineas 253-260].
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En el caso a) el profesor indica que ha realizado “siete més tres diez, luego él se ha
acordado que multiplica todos los de abajo menos por el suyo, y ha dicho, cuatro por
diez cuarenta, dos por diez veinte, y pongo el mismo denominador, y ha empezado a
sumar”. En el caso b) “Laura. Ha cogido y ha empezado de la siguiente forma, cinco por
dos y ha mantenido los numeradores”. En c) el profesor indica “cinco por dos y ha
puesto cinco por dos. Nueve por dos. Luego ya no ha sabido como seguir”. Esto nos
lleva a establecer que el profesor reconoce los errores comunes que se despliegan al
sumar y restar fracciones, por sus expresiones explicitas de que es un error comdn,
como por las estrategias que propone para afrontarlos. Aunque no expresa el porqué de
los errores, debemos destacar que él profesor reconoce cuando sus estudiantes incurren

en ellos.

El profesor brinda explicaciones a los estudiantes cuando presentan dificultades al
abordar un contenido 0 una tarea matematica. En las explicaciones brindadas a los
alumnos, el profesor deja de manifiesto conocer elementos de las caracteristicas de
aprendizaje de las matematicas. Efectla explicaciones a los estudiantes cuando
presentan dificultades para reconocer si una figura esta dividida en partes iguales [C2.
D2.4. Lineas 190-199; C3. Lineas 154-297; C3. Lineas 315-343]. Por ejemplo, dibuja
una elipse, a mano alzada, en un papel, luego dobla y obtiene una recta que divide en

dos partes a la figura, recorta cada parte y las muestra a los estudiantes.

256. P

Algunos alumnos concluyen que “son iguales las partes”, otros que “no son iguales”. El
profesor expresa que “dibujar permite ver las cosas con mas claridad”, que se puede
“contar la cantidad de cuadritos de la hoja y comprobar si es la misma cantidad”; es
decir, si las partes tienen la misma cantidad de superficie. Esto lleva a establecer que el
profesor conoce que las figuras, los dibujos, etc., en este caso el papel, brinda una
imagen ideal en que se apoya el pensamiento, facilitando distinguir objetos que

expresan porciones y comparar cantidades [C8. D2.4. Lineas 4-346].

13 3 H 11} /) H H
En la tarea de “calcular los " de 60 fichas”, el profesor efectia explicaciones a los

estudiantes cuando presentan dificultades en la resolucion de la tarea. Los alumnos
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representan, con material concreto, tres grupos de veinte fichas (60/3) y no cuatro
grupos de quince fichas (60/4) [C5. D2.4. Lineas 38- 451; C6. Lineas 71-86].

232. A Yo tengo tres partes de veinte fichas.
233. P Tres partes de veinte fichas.
T
234. P Vale.
235. A Pero yo he hecho otra cosa.
236. P Espera. Vale.
237. P Vamos despacio, yo sé que todo el mundo quiere hablar.
238. P A ver. El ha hecho, él dice, dice. Juan dice, tres grupo de ¢ dime cuantos?
239. A De cinco fichas.
240. P ¢ Tres grupos, de cinco fichas?
241. A No, de veinte fichas.
242. P Ah, tres grupos de veinte. Bien. [El profesor escribe en la pizarra]
243. P Mario, queda.
244, A Tres grupos de quince, por qué si.
245, P ¢Quedan?
246. As Son cuatro.
247. A Si, son cuatro pero como son tres cuartos quedan tres
248. P ¢A ver cuantos grupos has hecho?
249, A He hecho tres porque como son tres cuartos se le quita uno.
250. P Bueno. ¢Pero habia hecho cuantos grupos?
251. A Cuatro.
252. P Mario dice he hecho cuatro grupos de quince y saco...
253. A Un grupo.
254, P No, he sacado tres, ¢0 he separado tres? [Indica con las manos como que esta
apartando].
255. A He separado tres.

El profesor observa que los estudiantes resuelven incorrectamente la tarea, por tanto
presenta un problema con datos mas sencillos y, a continuacion, aplica el mismo
método en la solucion del problema planteado. Explica con una situacion concreta: “si
tiene 12 euros y se reparten entre 8 nifios no es lo mismo que repartir 8 euros entre 12
nifios”, permitiendo a los estudiantes comprender las operaciones de las tareas de

fraccionamiento (% X 8, que inicialmente resolvian como 12 +~8 =1 y luego 6 X 1)

[C6. D2.4. Lineas 321-594].

Tareas matematicas

A lo largo de la clase, el profesor presenta tareas matematicas que refuerzan los
conceptos o procedimientos matematicos relacionados con las dificultades de
aprendizaje de los estudiantes. Concretamente, presenta tareas de fraccionamiento
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enfatizando el reparto equitativo y exhaustivo, para reforzar la idea de division
equitativa y exhaustiva. Con ello reconoce cuidar estos dos aspectos, que presentan
mayor dificultad para los estudiantes [C3. D3.1. Lineas 18-354].

352. P Bueno, vale. Ayer deciamos que para que fuese fraccion, tuviese la misma forma,
tamafio y ahora, puede ser fraccion manteniendo el tamafio aunque la forma
cambie, vale ¢de acuerdo?

El profesor presenta tareas en contextos concretos, empleando medidas extensivas
familiares para los estudiantes. Por ejemplo, la tarea “tengo cuatro euros y es la mitad

de todo el dinero que tengo en el monedero, ¢cuanto dinero tengo?”.

También se presentan tareas que permiten emplear distintas representaciones para
facilitar la adquisicion de los conceptos y procedimientos matematicos. Por ejemplo, el
contexto de la tarea citada anteriormente, lleva méas facilmente a identificar las

cantidades que se conocen (fraccion y la parte) y aquella que se pide (todo). También, al
identificar los datos de la tarea y traducir al lenguaje simbdlico (% de dinero = 4), se da
paso a dar sentido y reforzar a las operaciones implicadas en tareas de fraccionamientos:
%de ¢ = [(ac) + B)], %de c=la-(c+B)]y %dex =d->x= % [C6.D3.1. Lineas
610-751].

El profesor promueve el empleo de la representacion manipulativa o pictérica para
facilitar la comprension de las situaciones. Por ejemplo, para el caso de las fracciones
equivalentes, en un hexagono dividido en partes iguales y sombreadas algunas de ellas,
identifican qué fraccion representa cada parte sombreada. Posteriormente identifican
fracciones equivalentes a partir de las partes pintadas, mediante la comparacion de las
partes. En general, promueve el empleo de la representacion verbal-figural, para
comprender los datos implicados en las tareas planteadas, luego pasan al lenguaje
simbdlico o numérico [C3. D3.1. Lineas 499-577].

499, A

500. A Tres doceavos.

501. P Tres doceavos.

502. P ¢ De acuerdo todo el mundo?

503. As Si.

504. P ¢A ver alguien que encuentre otra solucién?
505. A Yo, ¢pero para eso?

506. As jAh!

507. A Ah, yo si. Un cuarto.

508. As Si, si, un cuarto.
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509. P ¢un cuarto?
510. A iAh, si, es verdad!

A lo largo de la unidad, el profesor acompafia la instruccion con una serie de tareas que
permiten reforzar o practicar los distintos contenidos y procedimientos matematicos.
Por ejemplo, el profesor propone descifrar un mensaje, cuando se han sustituido algunas
letras por figuras, unas de ellas representando fracciones (por estar divididas en partes
iguales), y otras divisiones no igualitarias. Esta tarea permite reforzar y practicar el
concepto de fraccién como parte-todo, realzando la importancia de que la division sea

igualitaria, para que cada parte o porcion indique una fraccion [C5. D3.1. Lineas 19-31].

Al establecer el procedimiento para pasar de una fraccion mixta a una fraccion

ordinaria, realizan ejercicios que ayudan a reforzar el procedimiento. Ejercicios del tipo

22;52;3 +2;25-[C11. D3.1. Lineas 256-352].

Se presenta la tarea de completar un cuadrado de 6 x 6, en el que las casillas tienen que
llenarse con una fraccion, un simbolo de operacion aditiva (+ 6 —), o bien quedar
vacias, para que sean correctas las operaciones expresadas en sentido horizontal y
vertical. Con ello, el profesor varia las tareas escolares, reforzando el aprendizaje de la
suma Yy resta de fracciones con el mismo denominador [Lineas 117-253]. Luego
responden verdadero o falso a preguntas que le permiten identificar cuando se suman o
restan fracciones que tienen el mismo denominador. Estas situaciones permiten ejercitar
calculos [C12. D3.1.Lineas 253-269].

El profesor tiene planificado ensefiar a sumar fracciones igualando los denominadores
mediante la obtencion del minimo comdn maltiplo (mcm). Los estudiantes tienen
dificultades para calcular el mecm, confundiendo su célculo con el del maximo comdn
divisor (MCD). Confunden los multiplos con los divisores. Para resolver la situacion
vuelven a realizar ejercicios, facilitando que los estudiantes recuerden el procedimiento
para calcular el mcm y MCD [C18. D3.1.Lineas 236-513].

275. P El uno y el trece [nimeros que indica un estudiante que aluden a los multiplos del
13].

276. As [Los alumnos comentan, no se logra entender].

277. P A ver, por favor. El uno y el trece. Vale.

278. P Vamos a ver Manuel. ¢Qué hacemos nosotros para formar los miltiplos de un
namero?

279. A Multiplicar.

280. P ¢Multiplicar qué?
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281. A Dividirlo por los nimeros naturales.

En la tarea “en el mismo papiro se encontré este segmento (segmento de 3 cm), que son
los tres cuartos del segmento original. ¢Eres capaz de reconstruir el segmento? ;Cuanto

debe medir?”, la situacion permite trabajar la fraccion como operador, en que se tiene la
. . -z 3
cantidad final 3 (total) y la fraccion operador " La tarea se resuelve de un modo

practico como lo estudiantes sugieren; es decir, dibujan un segmento dividido en 3
partes (fraccion como parte-todo), cada parte mide 1 cm, asi el segmento total mide 4
cm. Lo anterior permite establecer que la resolucion de la tarea se adapta al proceso

gue siguen los estudiantes [C8. D3.2. Lineas 32-95].

49. P Tres cuartos. Bien. Ana. ¢ Tres cuartos qué significa? Olvidate de eso.

50. A Tres cuartos.

51. P ¢ Qué se han hecho?

52. A Tres de cuatro.

53. P ¢De cuantas partes?

54, A De cuatro partes y ha cogido tres.

55. P Se han hecho cuatro partes y ha cogido tres. Luego, ¢aqui cuantas partes hay? [El
profesor sefiala el segmento que sale en el problema].

56. A Tres.

Materiales y recursos

El profesor emplea materiales y recursos didacticos en la ensefianza del tema de las
fracciones para facilitar el aprendizaje del contenido, por ejemplo, el papel cuadriculado
qgue permite relacionar el significado de la fraccion como medida, empledndose el
modelo de area para representar partes congruentes. Ademas, emplea fichas de colores
para resolver tareas de fraccionamiento, en las que el todo y la porcion representan a

cantidades discretas (fichas de colores). Por ejemplo, utilizando fichas de colores
identifican los % de 60 fichas. Para ello, considera las 60 fichas que corresponden a la
unidad o el todo, dividen en cuatro partes, para obtener 15, que representan un cuarto

del todo, por tanto la porcion relativa a dicha fraccion G) y 45 fichas, representan la

porcion correspondiente a% [C5. D4.1. Lineas 38- 451].

Conocimiento de la ensefianza de las matematicas

El conocimiento de la ensefianza de las matemaéticas (KMT) lo observamos a partir
distintas categorias: estrategias (E1), las tareas matematicas (E2), los sistemas de

representacion (E3) y los materiales y recursos (E4). En lo que sigue realizamos el
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analisis del subdominio para cada categoria y segun los indicadores de conocimientos

enunciados.

Estrategias

En algunos subdominios de conocimiento que hemos descrito, se han presentado los
errores y dificultades que el profesor conoce, relacionado con el tema de las fracciones.
El indicador conocer estrategias para abordar un error o una dificultad nos
permitird mostrar las estrategias que el profesor conoce para afrontar las limitaciones
reveladas en el proceso de ensefianza. Por ejemplo, un alumno identifica que un prisma

rectangular formado por cuatro cubos, representa a un cubo [C3. E1.1. Lineas 70-104].

70. A /{

@ &

71. A Esoesuncubo ¢No?

Ante esta aseveracion el profesor facilita cubos imantados al estudiante, que lo llevan a
establecer que el solido no representa un cubo. Es decir, el empleo del material concreto
permite que el alumno visualice el cuerpo geométrico y compruebe que la altura no es

equivalente al lado de la base.

92. P Aver, hasalido una cosa, ¢eso es un cubo?

93. As  No.

94. A No.

95. P Ah, noes un cubo, ya sabemos que no es un cubo.

96. A Olvida lo que he dicho [dice el alumno que pensaba que la figura representaba un

cubo].

En otra tarea se pide identificar si una elipse estd dividida en cuatro partes iguales,
figura que esta dividida por dos segmentos que no son los ejes que se cortan en el centro
de la misma. Los estudiantes no tienen claridad en la respuesta, entonces el profesor
realiza la figura en papel, logrando que los estudiantes establezcan que las partes son

iguales dos a dos; es decir, las opuestas por el vértice [C3. EL1.1. Lineas 154-314].

294, N

295. As [S'é'p'r_(_)-duce silencio en la clase].
296. A Siyo loveo de aqui si son iguales.
297. P Siyo lo veo de aqui si son iguales.
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En las dos tareas presentadas, el profesor recurre a la representacion material para que
los estudiantes visualicen la situacion planteada. Asi, la disposicion del profesor a
improvisar con material concreto, es una caracteristica que muestra que conoce

estrategias practicas para afrontar las dificultades que presentan sus estudiantes.

. . . .- 9 9
Al ordenar fracciones con numeradores iguales y denominadores distintos (E y g)' los

estudiantes tienen dificultad para identificar qué fraccion es mayor, a partir de la
representacion grafica. El profesor a través del doblado de papel (ajustando el papel

para representar quintos y sextos) muestra a los estudiantes que la parte que representa a

%es mayor que la que representa% (comparando las areas) [C13. E1.1. Lineas 186-254].

181. A Latableta es muy chica.

182. P No, es muy sencillo lo hacemos.

183. A Cortando papelitos.

184. A Reciclados.

185. P Aver. Una tableta de chocolate. Imaginaros. [El profesor corta un folio y lo dobla por
la mitad y lo corta, y luego cada trozo de papel lo pliega en tres partes iguales cada
unoJ.

186. P Venga, ¢cuantos trozos tenemos aqui? [El profesor sostiene las dos partes de papel

cuadriculado, que corresponde cada porcion a % del total].
Luego establece que los denominadores representan la cantidad de trozos en que se
divide el papel, siendo més grandes las porciones de papel cuando se dividen en menos
. . 9 9 .
partes (menor la cantidad del denominador). Por tanto, s> yaque al tener la misma

cantidad y repartir entre 5, se obtiene mas al dividir en 6.

228. P jAh!, jes mas grande un quinto que un sexto!

229. A Profe, ;cémo sabe eso?

230. P Vale. A ver por favor. Luis. Donde esté el lapiz.

231. P Yahemos visto que trozo es méas grande, ¢cuando yo hago cinco trozos o cuando seis?

232. As  Cinco.

233. A Seis.

234, P Cinco. Si yo me como nueve trozos mas grandes o nueve trozos mas chicos, ¢Cuando
como més?

235. A Cuando son més grandes.

236. P Cuando son mas grandes.

.. 120 ?
Al establecer un valor para una fraccion de modo que se cumpla que o <3 los

estudiantes identifican varios valores para la cantidad faltante: 130, 150, 120, 140, 145,
45. El profesor pide que justifiquen sus respuestas, para establecer si el nimero es
correcto. Un estudiante indica “120 ya que tienen el mismo numerador, y el

denominador de la méas pequefia es mayor que el otro” [linea 162]. Para los siguientes
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casos las fracciones tendrian distintos numeradores y denominadores, el profesor pide

que comprueben con la calculadora, y comparen los decimales. Por tanto, trabaja
simultaneamente con dos formas de representacion para comparar fracciones: %fraccién

y decimal [C16. E1.1. Lineas 151-218].

182. P ¢Lafraccion va hacer mas grande? No lo sé, no lo sé. Vamos a comprobarlo.
183. As  [No se logra oir].

184. A Lo hemos dividido esta bien.

185. P 120/40 ¢cuanto da? Qué lo hago mas rapido yo que la calculadora

186. As 3

187. P £130/40? ¢Qué es la de Juan?

188. A 3

189. A 325

190. P £150/40?

191. As 3.75

Otra estrategia que el profesor conoce es pasar primero del lenguaje verbal al figural,
para esquematizar los datos que se tienen y los que se piden en las tareas. Sucede por
ejemplo, en las tareas de fraccionamiento en las que los estudiantes no reconocen los
datos que intervienen (parte, todo, fraccion) en la situacion, que el profesor
constantemente pide a sus estudiantes que interpreten la situacion a partir de un
“dibujo” y establezcan cuéles son los datos que se dan y aquellos que se piden [C8.
E1.1. Lineas 4-346].

110. P ¢Por qué no me haces un dibujo de la clase?
111. As  [Los alumnos se rien].

112. A ;Qué va adibujar los nifios?

113. P  Dibuja laclase.

También se identifica que el profesor emplea, como estrategia para resolver los errores
de célculo que incurren sus estudiantes, el reiterar los procedimientos algoritmicos. Por
ejemplo, cuando realizan sumas y restas de fracciones con numeradores Yy
denominadores distintos, efectlan algunas operaciones incorrectas. El profesor pide a
sus estudiantes que vuelvan a realizar las operaciones o a resolver la tarea, recordando
el procedimiento “el de arriba por todos los de abajo menos por el suyo, y ahi me da
exactamente igual”. También, para que los estudiantes no cometan errores de escritura
matematica, al sumar o restar fracciones, hace contar la cantidad de fracciones que van a
sumar o restar, con el objeto de determinar el tamafio de la linea fraccionaria. Luego,
recuerda el procedimiento: “para obtener el numerador, tenemos que multiplicar el

numerador de una fraccion por todos los numeradores de abajo menos por el suyo” y
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para obtener el numerador “se han de multiplicar todos los denominadores (método de
los productos cruzados)” [C17. E1.1. Lineas 263-323].

288. P Bueno. Vamos a poner nuestras dos rayitas de fraccion, ¢si o no? Pues venga, vamos.
2809. P Venga. Menos.
290. A lgual.

G 4 . Y

_———= L.

E B

En relacion con el indicador saber desarrollar lineas argumentales que faciliten la
adquisicion de los conceptos matematicos, identificamos que el profesor enuncia
distintas justificaciones a lo largo de la ensefianza del tema. Hemos de indicar que el
proceso de instruccion que el profesor sigue esta ajustado al planteamiento de preguntas
a sus estudiantes, sin embargo estas intervenciones requieren argumentaciones que son

las que destacamos en lo que sigue.

Para ensefiar el paso de una fraccion impropia a una fraccion mixta, pide representar la
fraccion (impropia) en una figura, luego bajo el significado de fraccion como parte-todo
identifica la cantidad de unidades (todo) completas y las partes sobrantes, luego pasan al
lenguaje numérico. También, el algoritmo de la division en Z permite al profesor
justificar el paso de una fraccion impropia a una mixta, a través del proceso inverso del
procedimiento para dividir dos cantidades, identifican el divisor, el cociente y el resto
[C9. E1.2. Lineas 312-398]. Con la explicacion del profesor los estudiantes se dan
cuenta de las operaciones que pueden efectuar cuando la incdgnita de la fraccion es el

numerador o el denominador (% =a->x=a-'by g =a->x=b~+ a) [C10. E1.2.

Lineas 390-593].

436. A Ah, tres por tres.
437. As  Tres por tres, nueve.

1 @
3 o 3
»h3=9
+0=19
438. P Profe, yo lo que he hecho es tres por tres.
439. A Yo también.
440. P Claro.
441, A Después el que estaba arriba tenia que dividir.
442. A jSiel que esta arriba tenia que dividir!
443. P Bueno. Venga. Nueve correcto. [Corrige el primer ejercicio].
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499. P Me da doce. Algo divido entre tres me da doce [el profesor sefiala lo siguiente].
7 L3
N2,
500. A Puedo multiplicar.
501. P jA ver!
502. A Pero profe.
503. P Por favor, Manuel, puedo yo, puedo. Luis. Vale.
504. P ¢Como calculo el dividendo de la division? jTengo que hacer la prueba!
505. A St
506. P Yeldividendo ¢a qué es el igual?
507. A Al cociente.
508. A Mas resto.
509. P Aver, doce por tres.
510. As  Treintay seis.

Al ensefiar a sumar fracciones con distintos denominadores el profesor explica el
procedimiento 0 método de los productos cruzados, apoyandose su justificacion en un
procedimiento de asociacion que facilita la regla.

5 . 3 . 5 . 27 _ 5x2x4x16 . 3x3x4x16 . 5x3x2x16 . 27x3x2x4 _ 640 . 576 . 480 . 648
372416 3x2x4x16  23x2x4x16 = 3x2x4x16 = 3x2x4x16 384 384 384 384

Tareas matematicas

En las sesiones de estudio se presenta un repertorio de tareas que permiten adquirir
o reforzar los conceptos matematicos sobre las fracciones. Por ejemplo, las tareas
presentadas por el profesor permiten trabajar la idea de fraccionamiento (construir
partes iguales y exhaustivas), que llevan a expresar la fraccion segun dos cantidades: la
parte y el todo. Al expresar la fraccion, una porcion le permite al profesor trabajar los
significados de fraccion como parte-todo y operador, y establecer relaciones entre ellos.

El profesor presenta tareas de fraccionamiento de la unidad que lleva gradualmente a
dividir diversas figuras, a dividir en partes de igual tamafio, a dividir figuras en partes
de igual tamaiio y de distinta forma. Esta gradualidad lo lleva a precisar en situaciones
de medida, trabajando tareas en el cual existe una cantidad de magnitud a medir que no

equivale a la unidad o algunos de sus multiplos.

El docente sigue una secuencia de ensefianza, primero propone una actividad que lo
lleva a dividir una hoja en dos partes de igual tamafio y forma, luego divide una de las
partes resultantes en dos pedazos de igual tamafio y forma, y la otra en trozos de distinto
tamafno y forma. La actividad conduce a que cada parte de igual tamafio y forma
representa a una fraccion, mientras las partes de distintos tamafios y forma indican solo

una divisién. Hemos de destacar que la idea presentada puede excluir el caso cuando las
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partes que conforman un todo son de distintas formas, pero representan la misma

cantidad.

-

Continuan el trabajo dividiendo diversas figuras en partes de igual tamafio y forma, y
luego de igual tamafio y distinta forma. Reforzando las nociones de fraccionar y dividir.
Asi, se adquiere o refuerza la idea que las partes deben ser congruentes, que fraccionar
indica dividir en partes iguales la unidad considerada. Las figuras expuestas no son
sencillas de dividir [C1. E3.3. Lineas 209-243; Lineas 331-357].

COA

344, A  jPero lo ha intentado!
345. P Ahno, hemos dicho cuatro partes, lo que pasa es que segin Marta no son de la misma
forma.

También se enuncian tareas que involucran medicién y particion de la unidad. Siendo
un proceso gradual, primero se trabaja con la unidad de medida de 4 cuadraditos y luego
van cambiando la cantidad de cuadrados que conformaria cada unidad de medidas. En
seguida, establecen qué fraccion representa cada parte mediante su expresion numérica
relacionada con la cantidad de cuadritos. Finalmente, llegan a la idea de fraccion (a/b)
como la relacion existente entre dos cantidades especificas: un “todo” o unidad b
(continua o discreta), representando un namero total de partes iguales, y una “parte” a,
destacando un namero particular de esas partes iguales tomadas del total [C2. E3.3.

Lineas 1-450]. El proceso seguido se presenta en la Figura 27.

-
~

Dividir Dividir en partes Dividir en partes de igual
iguales tamafio y de distinta forma

Figura 27. Tareas de fraccionamiento

En sintesis, el profesor presenta un repertorio de tareas de particion de la unidad, en el
cual gradualmente se introduce la fraccion como resultado de la particion de una unidad

en partes de igual tamafo y forma, y de igual tamafio y distinta forma. Luego, para
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precisar mas la medida se divide la unidad en partes iguales y si una cantidad de
magnitud mide a/b unidades quiere decir que dividiendo la unidad en b partes iguales

la cantidad de magnitud a medir equivale a un nimero a de dichas partes.

La secuenciacion particular de las tareas presentadas por el profesor es un soporte
didactico para la ensefianza del significado de fraccion como parte de la unidad. El
proceso seguido por el docente envuelve un conocimiento especifico, no solo

matematico, sino la integracion de matematicas y ensefianza.

Complementa la ensefianza con la resolucion de distintas tareas de fraccionamiento que

Ilevan a trabajar situaciones, principalmente, de dos tipos: se tiene la medida del todo y

la fraccion, y se pide la medida de la parte o porcién (% de c =7); y aquellas en que se

conoce la fraccion y la medida de la parte, y se pide la medida del todo (% de?= c)

[C6. E3.3. Lineas 25-949]. Ademas de resolver distintos ejercicios y problemas de
fraccionamiento [C7. E3.3. Lineas 11-495].

A lo largo de la unidad se introducen los significados de fraccion como parte-todo y
operador, estos significados le permiten al profesor trabajar la equivalencia de
fracciones como la igualdad entre partes o porciones (segun el significado de parte-
todo); es decir, la fraccion indica la medida de una parte respecto de un todo. La
comparacion de fracciones también se realiza por medio de la comparacion entre partes

(a partir de la representacion figural).

Al trabajar las fracciones mixtas, refuerza el paso de la fraccion impropia a mixta, a
partir de la division. Relaciona la fraccidn con su representacion decimal, aludiendo con
frecuencia al algoritmo de la division, para que los alumnos aprecien el papel que
desempefia cada cantidad. Resuelven diversos ejercicios en los que se conoce el tamafo
de la porcion, en el cual se debe calcular la fraccion o el todo [C10. E3.3. Lineas 53-
593]. Luego de pasar de una fraccion impropia a una fraccion mixta, a partir de la
representacion decimal, surge la idea inversa; es decir, pasar de una fraccion mixta a
una fraccion. En estos casos la fraccion impropia es igual a la cantidad que queda
determinada por el cociente, mas la fraccion conformada por el resto sobre el divisor
[C11. E3.3. Lineas 88-350].

97. P Bueno. Bien. Pero. Vamos a suponer, vamos a suponer. Que yo ahora quiero pasar de
namero mixto a fraccion, ¢qué es lo que yo tengo que hacer para ir hacia alla?
98. P Alex.
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99. A Haces la prueba de la divisién.

Presenta un repertorio de tareas de suma, resta y de operaciones combinadas con
fracciones. La riqueza de estas tareas es que pasan de la suma y resta a la accion de
afiadir o quitar elementos concretos (partes de la unidad). De esta forma, aunque no se
contextualiza en situaciones practicas, se hace mediante su concrecion en acciones con
objetos. Ademas, el proceso permite trabajar progresivamente la representacion
numérica, pasando primero a obtener la parte resultante, luego el nombre y finalmente

se asocia la parte resultante con su simbolizacion.

A lo largo de las 21 clases se observa que el profesor dispone de esquemas de
instruccion para la ensefianza de las fracciones. En la clase C1 introduce el tema de
estudio haciendo referencia a aspectos historicos, luego los alumnos enuncian los
contenidos abordados en el curso anterior, complementando el profesor con los
contenidos a estudiar. Es introducida la idea de fraccionar como dividir en partes iguales
una unidad (fraccionamiento). Realizan una serie de tareas de fraccionamiento, luego
contintan con las actividades que involucran procesos de medicion y particion de una
figura, reforzando la idea en la fraccion como parte-todo [C2. E3.4. Lineas 1-450]. En
la sesion C2 trabajan el concepto de fraccion como parte-todo, reforzando la idea que en
una figura cada parte debe ser de igual forma o distinta, pero debe tener la misma
cantidad (&rea). También, trabajan las fracciones equivalentes a partir de la

representacion grafica [C3. E3.4. Lineas 18-577].

Al sumar fracciones se evidencia un esquema de ensefianza. El profesor ensefia a sumar
fracciones con denominadores iguales a partir de la representacion figural. Luego,
suman un numero entero y una fraccion, relacionando con el procedimiento para
establecer fracciones equivalentes. Finalmente, el numero entero se transforma a
fraccion equivalente a través de identificar un cociente que dé como resultado la
cantidad entera, luego suman las fracciones aplicando el procedimiento de la suma de
fracciones de igual denominador [C12. E3.4. Lineas 1-400].

Para ordenar fracciones se evidencia un esquema de instruccidn que parte de comparar
fracciones con igual denominador y distintos numeradores, luego con igual numerador y
distintos denominadores, y finalmente con distintos numeradores y denominadores. Los

métodos para comparar fracciones se van complementando y usando en cada caso.
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Finalmente, realizan una actividad que lleva a comparar fracciones segun los tres casos
estudiados [C13. E3.4. Lineas 102-620].

En C16 recuerdan cdmo se obtienen las fracciones equivalentes: amplificando y
simplificando, luego suman fracciones con distintos denominadores amplificando.
Posteriormente, suman fracciones por el método de los productos cruzados [C16. E3.4.
Lineas 4-452]. El esquema de instruccion seguido en C20: sumar fracciones calculando
el minimo comdn madaltiplo, multiplicar fracciones y dividir fracciones [C20. E3.4.
Lineas 33-760].

En sintesis, el tema se aborda a partir de tareas de fraccionamiento que le permiten al
profesor trabajar los contenidos minimos establecidos para el nivel escolar. Acompafia
el proceso con una serie de tareas que le permiten reforzar los conceptos y algunos

procedimientos matematicos.

De acuerdo con la riqueza de las tareas matematicas propuestas en el transcurso de
la unidad identificamos que las tareas permiten abordar diferentes ideas matematicas.
Por ejemplo, la tarea de identificar cuantas “L” caben en otra figura lleva a los
estudiantes trabajar la fraccion como medida. En este caso la unidad de medida tiene
distintas formas pero conserva el &rea. La tarea refuerza la idea de fraccion en un
contexto parte-todo, las partes necesariamente tienen que representar la misma cantidad,

0 en el caso de la tarea descrita, han de tener la misma area [C2. E3.5. Lineas 137-173].

Al trabajar situaciones de identificar una fraccion como parte-todo el profesor refuerza
la idea que las partes pueden ser iguales o distintas, asimismo que no importa si la
figura tiene alguna rotacion, ellas representan la misma cantidad (area). Por tanto, se
evidencia una riqueza de situaciones propuestas que permiten reforzar el significado de

fraccion como relacion parte-todo [C3. E3.5. Lineas 18-577].

A partir de un nimero de partes en que esta dividida una figura (cuadrado) y teniendo
una parte o porcion de ella, se establece que la fraccion (a/b) representa a cada parte o
fragmento de la imagen. En la misma tarea el profesor orienta a que los estudiantes
identifiquen fracciones equivalentes, mediante comparacion de superficie [C4. E3.5.
Lineas 688-787].

La tarea de fraccionamiento “% de 60 fichas” puede parecer mecénica y fomentar el

procedimiento de dividir (60 =+ 4) y multiplicar (15 x 3); sin embargo, es una tarea que
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permite relacionar los significados de fraccion como parte-todo con el de operador.
Asimismo, identificar que la fraccion se utiliza para representar partes de un todo
continuo, pero también para un todo discreto, esto proporciona riqueza matematica a la
tarea [C5. E3.5. Lineas 38- 451].

El profesor pregunta ¢qué pasa cuando el numerador y el denominador de una fraccion
son iguales?, una alumna dice que es cero. El profesor improvisa un ejemplo concreto,
dice “Yo tengo 6 chucherias y las reparto entre seis nifios. No le doy ni una ¢a
ninguno?”. La explicacion del profesor lleva a que el estudiante se dé cuenta que le toca
una chuche. El ejemplo, permite que los estudiantes refuercen la idea de que la fraccion

puede referirse a situaciones discretas [C10. E3.5. Linea 193-217].

193. P Marta siempre que el numerador es igual al denominador de una fraccién, bueno ¢la
fraccion es igual a qué?, cuando el numerador y denominador son iguales.

194. A Esquenosé.

195. P iPiénsalo!

196. A (Cero?

197. P Claro, claro cero. [El profesor enuncia que es cero para ver que comentan los
alumnos].

198. P Yotengo 6 chucherias y lo reparto entre seis nifios, no le doy ni una ¢a ninguno?

199. A [Los alumnos se rien].

200. A Son todas para mi.

201. P iBueno contéstame!

202. A Ledauna.

203. A Ledaunaa cada nifio.

También se destaca que las tareas, presentadas en clase, permiten emplear variados

sistemas de representacion como el verbal (un quinto, cuatro veinteavos, diez

. o 1 4 . -, .z
veinteavos), numerico (E'%' 0,5) y figural ( : ), estableciéndose relacién

entre ellos [C2. E3.5. Lineas 81-450].

Sistemas de representacion

De acuerdo al indicador saber elegir los sistemas de representacion para la
ensefianza de las fracciones, identificamos que al completar una unidad se emplean
representaciones graficas, como la recta numérica, siendo las unidades centimetros.
Ademas, se establecen constantemente relaciones entre la representacion verbal, figural
y numerica [C8. E2.1. Lineas 32-95].

67. P B
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En las tareas de fraccionamiento emplean la representacion verbal o literal, luego

representa de forma figural y numérica, como se describe a continuacion:

Tres quintos de la clase son 15

Para ensefiar el paso de una fraccién impropia a una fraccion mixta el profesor utiliza la
representacion figural y a partir de ella pasa a la representacion numerica (a/b, division
indicada). También de la representacion numeérica (a/b) establece relacién con la

representacion numérica decimal [C9. E2.1. Lineas 312-398].

368. P

=
J

2y
BRD

390. P

N2 Q
AN %

Esta eleccion de los sistemas de representacion, en el cual se busca primero tener una
imagen concreta o material, luego una imagen gréafica, prevaleciendo la imaginacién de
lo visual, es un indicador de que el profesor conoce una variedad de representaciones

que facilitan comprender los conceptos en éste nivel escolar.

Respecto de conocer una variedad adecuada de sistemas de representacion que se

emplean en las tareas, observamos lo siguiente:

La tarea de resolver los % de 60 fichas permite emplear la representacion verbal (tres
cuartos), numérica (3/4 x 60), figural (rectdngulo) y material (fichas de colores), por
lo cual el profesor evidencia conocer distintos tipos de presentacion para la ensefianza
del significado de fraccion como operador [C5. E2.2. Lineas 38- 451].

En las tareas de fraccionamiento emplean la representacion verbal (un medio, un tercio,
la tercera parte...); numérica (% de ?=4; gde 12 =?) y figural (un rectangulo dividido
en partes iguales y cada parte contiene una cantidad de objetos) [C6. E2.2. Lineas 25-
949].
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Trabajan las fracciones en la recta numérica. A partir de la dificultad para representar
una fraccion impropia mediante una representacion de area, establecen que puede
representarse en la recta numérica, entonces cada unidad se divide en partes iguales. Por
lo tanto, emplean las representaciones: verbal, figural, numérica y grafica (recta
numerica) para representar fracciones impropias [C13. E2.2. Lineas 10-101].

48. P Tengo dos unidades enteras, tengo uno, dos, y ademas de esas dos unidades ¢qué
tengo?

49.
4

50. A Ah una.

51. P Un cuarto, un cuarto. Vale.
Para ordenar fracciones que tienen distintos numeradores y denominadores el profesor
presenta varios sistemas de representacion: mediante una figura (comparacion de

superficie); en la recta numérica (comparar las fracciones segun la posicion); expresion
decimal (comparar decimales); representacion numérica (%) (fracciones equivalentes

gue permitan igualar los denominadores y asi comparar fracciones con distintos

numeradores e igual denominadores) [lineas 287-400]. Al ordenar fracciones con igual
.. . 9 9 . .
numerador y distintos los denominadores (E y E) representa las fracciones en figuras y

mediante material concreto, como con trozos de papel. La representacion material
resulta adecuada para representar las fracciones que sugieren los estudiantes, ya que

llevan a comparar las partes [C13. E2.2. Lineas 185-254].

Materiales y recursos

A lo largo de las sesiones los materiales y recursos que se emplean son papel, fichas
de colores y recursos tecnoldgicos. El primero, como recurso para ilustrar cuando las
partes de una figura tienen el mismo tamafio [C3. E4.1. Lineas 154-314]. Para trabajar
la fraccion como operador (fraccion de una cantidad) trabaja con fichas de colores
(cantidades discretas) [C5. E4.1. Lineas 38- 451].

236. P
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También emplean recursos tecnoldgicos como las hojas de Excel. Explotan las
funciones de la planilla de Excel, especialmente para calcular el mcm de varios nimeros
y el cociente entre dos cifras. Esta herramienta les permite comprobar los ejercicios que
han realizado con papel y lapiz [C20. E4.1. Lineas 218-381]. Complementan la
ensefianza de las fracciones realizando tareas de una pagina Web [C8. E4.1. Lineas 1-
3].

Conocimiento de los estandares de aprendizaje

Observamos conocimiento de los estandares de aprendizaje (KMLS) a partir del
lenguaje matematico (F1), de los procesos de instruccion (F2) y de las orientaciones
curriculares (F3). En lo que sigue realizamos el analisis del subdominio por cada

categoria y segun los indicadores enunciados.

Lenguaje matematico

En general a lo largo del proceso de instruccion el profesor promueve la formalizacion
rigurosa de las escrituras matematicas, los fundamentos matematicos de las
definiciones y de los algoritmos segun el rigor correspondiente al nivel escolar. A la
vez, tiende a ser riguroso en emplear los términos, conceptos, propiedades, definiciones,
procedimientos matematicos, etc., aunque al fomentar la automatizacion de algunos
algoritmos o la memorizacion de formulas lo lleva a sintetizar las expresiones verbales.
Por ejemplo, indica “para sumar fracciones con distinto denominador cogiamos, [...], el
de arriba por todos los de abajo menos por el suyo, el de arriba por todos los de abajo

menos por el suyo y como denominador.” [C17. A3.2. Lineas 10-22].

Proceso de instruccion

El profesor hace referencia a los contenidos que abordaran en el curso, teniendo
presente los contenidos previos estudiados. Enuncia que pasaran de fraccion a nimero
decimal, de fraccidén a porcentaje y de porcentaje a nimeros decimales. Ademas, la
clase la inicié con la puesta en comun de los contenidos que se trataron en el curso
anterior, complementado la puesta en comdn con aquellos contenidos que se abordaran
en el presente curso [C1. F2.2. Lineas 167-349].

167. P Otras de las cosas [el profesor escribe en la pizarra].
168. As Ah, si [contestan los alumnos a ver lo que el profesor escribe en la pizarra].
169. P Ah, si [El profesor escribe n® decimal, fraccion, porcentaje].
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170. P Eso, eso. Y que ibamos a estar pasando de aqui [pasando de fraccion a n° decimal].
171. As Ah eso.
172. P Y de ahi [de fraccién a porcentaje, de porcentaje a n° decimal, de n° decimal a

fraccion, el profesor va haciendo las flechas en la pizarra que muestra los procesos
que van a estudiar].
173. A Si.

Orientaciones curriculares

La propuesta de ensefianza refleja los contenidos minimos estipulados por el
curriculo escolar, asimismo como aquellos contenidos programados para el nivel. Una
diferencia observada en la ensefianza del tema, es que los porcentajes (expresion de
partes utilizando porcentajes) no es un contenido que se ensefia en correspondencia con
las fracciones, de acuerdo a las recomendaciones del curriculo [F3.4]. El profesor
ensefia las cuatro operaciones bésicas con fracciones: suma, resta, producto y cociente,
aunque el curriculo espafol no hace explicito que el producto y cociente han de tratarse

en el nivel escolar de estudio.

El profesor entrega a los estudiantes fichas de trabajo, y al final del documento describe
las tareas que abordara durante las sesiones. Indica que las tareas propuestas han sido
extraidas de distintos documentos. Por lo tanto, conoce orientaciones emitidas por el
colectivo y organizaciones docentes como el NCTM, ademas constantemente esta
mostrando a la investigadora libros dedicados al tema, como el libro del Tangram
elaborado por la comisién (NCTM) [C1. F3.9].

Complementa el proceso de ensefianza y aprendizaje de sus estudiantes con la
resolucion de tareas descritas en una pagina Web. Ademas, complementa las actividades
con otros materiales de ensefianza relacionado con el tema de estudio, por ejemplo,
propone una lista de ejercicios matematicos, que permiten reforzar los conceptos y
procedimientos asociados al tema. Emplea recursos tecnoldgicos (calculadora y panillas
de Excel), como se propone en los documentos oficiales (Ministerio de Educacion y
Ciencia, 2006b), ademas hace uso de paginas Web que le permite tener un registro sobre
los avances de cada estudiante; es decir, contemplar el tiempo que el estudiante dedica a
ejercitar el tema, las respuestas erréneas y las preguntas que los estudiantes no
responden [C1. F3.9. Lineas 1-3].
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4.1.2 Reconstruccién del conocimiento especializado del profesor
Rodriguez al ensefiar el tema de las fracciones

Lo siguiente son aspectos que se relacionan con el conocimiento pedagdgico general,

gue nos llevan a una primera aproximacion de la dinamica de la ensefianza generada por

el profesor Rodriguez, al ensefiar el tema de las fracciones.

Desde el punto de vista de la ensefianza impartida por el profesor Rodriguez prevalece
la formulacion de preguntas a los estudiantes y se promueve la argumentacion para
generar discusién en clase. En términos de lo que definen Carrillo, Climent, Gorgorid,
Rojas y Prat (2008), la comunicacion promovida por el profesor o el modo que permite
describir como gestiona la participacion de sus estudiantes en los procesos de
aprendizaje, puede clasificarse como una comunicacion instructiva. Es decir, la
informacion se produce por medio de la integracion de las contribuciones de los
estudiantes, buscando modificar la comprension matematica a partir de preguntas, asi

como informar de la instruccion subsiguiente.

El profesor Rodriguez es un gestor de las actividades, mas que informador de los
contenidos. Utiliza explicitamente preguntas que llevan a los estudiantes a desarrollar o
reforzar ideas matematicas, aclarar o mejorar aquellas interrogantes que surgen a lo
largo de la instruccién, dejando espacio para que los alumnos reflexionen sobre aspectos
del contenido, focalizandose especialmente en las ideas o sefialamientos de sus

alumnos.

El profesor deja espacio para que los alumnos reflexionen sobre aspectos del contenido,
siempre considerando las ideas o aportes de sus estudiantes. En las actividades que
involucran indagacion, exploracidn o que son de ejercitacion, también permite espacios
para la reflexion logrando que los estudiantes modifiquen la comprension matemaética
de lo abordado, estando bajo una comunicacion reflexiva. Es decir, el profesor fomenta
las interacciones matematicas buscando que los estudiantes hagan exploraciones
(Brendefur y Frykholm, 2000; Carrillo et al., 2008).

Las estrategias metodoldgicas que emplea el docente para la ensefianza del tema de las
fracciones estan en funcion del contexto. Presenta a sus estudiantes guias o fichas de
trabajo que contienen una descripcion reducida de los conceptos y procedimientos
matematicos que abordaran a lo largo de la unidad, sigue una serie de tareas que se

relacionan con el tema de estudio. Segun queda explicito en la descripcion de las
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sesiones de clase (apartado 4.1), este material permite al profesor ir trabajando clase a
clase distintas situaciones, y generar discusion en el salon de clase de acuerdo a la

dindmica de la formulacion de preguntas.

Referente al conocimiento especializado del profesor de matemaéticas, tres son los
subdominios mas destacados a lo largo de las 21 sesiones de clase: el conocimiento de
los temas matematicos (KoT), conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de
las matematicas (KFLM) y el conocimiento de la ensefianza de las matematicas
(KMT). Aungue en general se destaca la presencia de los subepisodios relacionados con
el dominio conocimiento didactico del contenido (PCK), especialmente aspectos sobre
las caracteristicas de aprendizaje de las matematicas. Relacionado con el conocimiento
de los temas evidenciamos subepisodios en todas las categorias descritas: conceptos,
fenomenologia, procedimientos matematicos, sistemas de representaciones, aspectos de

comunicacion y tareas matematicas.

Respecto del indicador conocimiento de la estructura conceptual identificamos que el
profesor trabaja el concepto de numero racional aludiendo principalmente a su
expresion fraccionaria, relacionandola con la expresion decimal procedente de la
division entre enteros: “por ejemplo, siete quintos, es ¢qué divisién?, siete entre cinco”.
Esto le permite emplear como numeros fraccionarios tambien aquellos que tienen

representantes fracciones en las que el numerador es multiplo del denominador; es
. ? ? 15 .
decir, las que se corresponden con los enteros (3 =3 12 = 337 15 + 3). Ademas,

la fraccion se reconoce como una porcion, que expresa una relacién multiplicativa entre
el nimero de partes que forman la porcion y el total de las partes consideradas de una

unidad.

Para trabajar situaciones de fraccionamiento diferencia la nocion de “fraccionar” y
“dividir”. El profesor identifica la nocidn de dividir con la accion de partir o separar en
partes no necesariamente iguales, mientras que alude a fraccionar para aludir a la
particion de la unidad completa en partes iguales y exhaustivas. Esta distincion de
division partitiva lleva a repartir una parte de una unidad o todo en partes iguales,
interpretandose la fraccion como una parte o porcion de la unidad. También, esta idea le
permite trabajar la fraccidbn como medida de una parte respecto de una unidad o todo, y
los significados de fraccion como parte-todo y operador, relacionando ambos

significados.
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El significado empleado para introducir el concepto de fraccion es el de cociente,
aunque como apoyo didactico prevalecen a lo largo de la ensefianza los significados de
fraccion como parte-todo y operador; empleandose definiciones menos formales como
“la fraccion es una division, un cociente”, “la fraccion es parte de algo”, “la fraccion es
un operador”. La fraccion como parte-todo y operador se trabajan a partir de resolver
distintas tareas de fraccionamiento. Los contextos méas frecuentes de las tareas
introducidas por el docente son los que requieren una particion. Por ejemplo, para el
caso de la fraccion como parte-todo las tareas comprenden dividir figuras en partes de
igual tamafio y de distinta forma, donde se debe identificar cada parte con su
representacion numeérica. La fraccidn como operador se trabaja a partir de situaciones

como la siguiente: “identificar los tres cuartos de sesenta fichas (material concreto)”,
esto lleva a expresar una operacion multiplicativa G X 6) sobre una cantidad (60),

obteniéndose una division en tantas partes como indica el denominador (4) y una

multiplicacién por el nimero de partes que indica el numerador (3).

Sin nombrar al conjunto de los ndmeros racionales (Q), el profesor trabaja la
equivalencia, el orden, las operaciones en Q (suma, resta multiplicacién y divisién) y
sus propiedades (de orden, equivalencias notables de Q). La equivalencia la ensefia a
partir de la representacion figural, comparando las partes de un mismo todo (unidad).
Domina cuatro métodos para establecer cuando dos fracciones son equivalentes: a)
dibujar y comparar si cada parte representa la misma cantidad (la misma area), b)
representar las fracciones en una recta numeérica y ver si coinciden sobre la recta, c)
calcular el ndmero decimal correspondiente y compararlos, y d) amplificar o
simplificar, buscando denominadores iguales 0 numeradores iguales. La equivalencia de
fracciones en a) y b) se trabaja bajo el significado de fraccion como parte-todo, la
fraccion indica la medida de una parte respecto de un todo. En ¢) y d) dos fracciones
distintas son equivalentes al generar el mismo resultado, basandose en la representacion

decimal del racional.

El profesor, para introducir el orden de dos o mas fracciones, se apoya en la
representacion figural y compara las partes (areas). Trabajan gradualmente las
fracciones con igual denominador (es menor la que tiene menor numerador), de igual

numerador (es menor aquella fraccion que tiene mayor denominador) y aquellas con
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numeradores y denominadores distintos (buscan fracciones equivalentes o por

comparacion de numeros decimales).

Para sumar y restar fracciones con igual denominador el profesor recurre a la accién de
juntar o quitar cantidades, obteniendo la cantidad final (bajo el significado de fraccion
como parte-todo). Para sumar y restar fracciones con distintos denominadores, presenta
tres métodos: a) buscar fracciones equivalentes; b) reducir las fracciones a comun
denominador, por el procedimiento de los productos cruzados; y, ¢) calcular el minimo
comun multiplo. Para las operaciones multiplicativas se basa en la forma en que se
obtiene el resultado de manera simbolica. Da mayor sentido a la division relaciondndola
con la definicion formal de ésta operacion, indicando que dividir dos fracciones es lo
mismo que multiplicar la primera fraccion por la inversa de la segunda fraccion. Por
tanto, la ensefianza de las operaciones aditivas y multiplicativas produce diferencias. En
el caso de la suma y resta de fracciones se definen diversos pasos, basandose en buscar
acciones con partes (juntar, quitar), mientras para la multiplicacion y division no
aparecen situaciones contextualizadas, ni obtencion del trozo correspondiente a esas

operaciones.

Respecto de los procedimientos matematicos apreciamos que el profesor domina
aquellos que ensefia, disponiendo de diversos procedimientos para actuar. Por ejemplo,
al estudiar la fraccién como operador se enuncian distintas tareas de fraccionamiento

(de reparto/ medida) que buscan obtener algunas de las partes, donde se conoce: a) la

medida del todo y la fraccién y la incognita es la medida de la porcion (% dec = x); b)
la medida de la porcién y la fraccién, y la incognita es la medida del todo (% de x =

d—-x= %); y ¢) el todo y la porcion y la incognita es la fraccion (x dec=d-x=

d . .y, . . .. . .
Z)' Para trabajar la fraccion como operador, explica las acciones multiplicativas a partir

de la representacion gréafica, “una division en tantas partes como dice el denominador y
la multiplicacion por la cantidad de partes del numerador”, buscando dar sentido a las
operaciones implicadas.

Trabaja el concepto de nUmero mixto como aquel que tiene una parte entera y una parte
fraccionaria, relacionado con la fraccion impropia. Muestra dos procedimientos para

pasar de fraccion impropia a nimero mixto: a) por medio de un dibujo (representacion

207



Capitulo 4. Analisis y resultados

como parte-todo) y b) como divisién, la parte entera representa al cociente, el
numerador de la fraccion al resto y el denominador al divisor; asi, multiplicando el
divisor por el cociente y sumando el resto obtienen el dividendo, formando la fraccién
impropia con el dividendo y el divisor. El primer procedimiento lleva a obtener el
resultado agrupando o juntando las partes de la figura, proceso que sera precursor a la
suma de fracciones. El segundo procedimiento permite al profesor relacionar con la
division entera. Ambos procedimientos llevan a establecer relaciones entre las

operaciones y las acciones.

Para establecer cuando dos fracciones son equivalentes el profesor presenta los
siguientes métodos: a) dibujar y comparar si cada parte o porcion representa la misma
cantidad (la misma area), b) representar las fracciones en una recta numérica y ver si las
medidas coinciden sobre la recta, ¢) calcular el nimero decimal correspondiente y

compararlos, y d) amplificar o simplificar.

La representacion figural permite resolver situaciones de adicion o sustraccion, donde se

tiene una cantidad inicial G) luego mediante la accion de juntar o quitar otra cantidad

G) se obtiene la cantidad final G) Posteriormente, suman fracciones con distintos

denominadores mediante tres métodos: a) buscando fracciones equivalentes; b)
reduciendo las fracciones a comin denominador, por el procedimiento de los productos
cruzados; Y, c) calculando el minimo comun multiplo. Observamos la ordenacion logica
que el profesor establece de los procedimientos simbolicos de las operaciones aditivas
(suma y resta). Igualmente enfatiza procedimientos numéricos en la multiplicacion y

division de fracciones, como se refleja en el siguiente fragmento:

Profesor . Bueno, para multiplicar fracciones lo que se hace es lo siguiente. Para sacar el
numerador, se multiplican todos los numeradores.

Estudiantes : jOh!

Estudiante . jQué dificil!

Profesor : Y para sacar el denominador

Estudiante : Se multiplican los denominadores

Profesor : Se multiplican todos los denominadores

i){éki__E\'Lng|b
+ 89 20 Fesasm

Para multiplicar fracciones “lo que se hace es lo siguiente: para sacar el numerador, se
multiplican todos los numeradores, y para sacar el denominador, se multiplican todos

los denominadores”. Para dividir dos fracciones el profesor enuncia que para calcular el
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numerador de la fraccion “multiplico el numerador de la primera por el denominador de
la segunda” y para calcular el denominador, cociente del resultado, “multiplico el
denominador de la primera por el numerador de la segunda”. También emplea la
definicién formal de esta operacion, indicando que “dividir dos fracciones es lo mismo
que multiplicar la primera fraccién por la inversa de la segunda fraccion”. Por tanto, el
conocimiento que muestra sobre las operaciones se centra en procedimientos de célculo,
especialmente en la multiplicacion y division de fracciones. Mientras que en la suma y
resta de fracciones parte de acciones para realizar las operaciones, apoyandose en el
empleo de la representacion figural (rectangulos) y luego llega a expresar la fraccién

como simbolo, que es el resultado de la accion de juntar o quitar partes de una unidad.

Sobre los sistemas de representacion al trabajar la fraccion como parte-todo y operador
se emplea mayoritariamente los registros numéricos (division indicada y decimal),
figural y gréafico. La representacion verbal se utiliza para leer las fracciones segun su
forma numeérica o al enunciar fracciones para escribirlas en su forma numérica. Al
sumar o restar fracciones con igual denominador el profesor emplea la representacion
figural para dar significado a la accion de sumar y restar, juntando o quitando las partes
de una unidad, con lo que muestra los dos pasos de las operaciones, obtencion de la

porcion resultado y asignacion de la representacion simbolica fraccionaria.

Destacan los modelos basados en la representacion figural, tanto los discretos como los
continuos. Los modelos continuos abarcan diversas magnitudes, prevaleciendo el
modelo de é&rea, que adopta una gran riqueza de poligonos, asi como formas
redondeadas. Conoce y emplea los modelos lineales, tanto en su version de relacion
entre segmentos, como la recta numerica, a la que otorga presencia con diversas
funciones. La recta numeérica le permite representar la fraccion como un punto, lo que
aprovecha para trabajar el orden y la equivalencia, vinculando con la idea abstracta de
numero racional. También emplea modelos de volumen, a partir preferentemente de

prismas rectos rectangulares.

Respecto de la representacion material o manipulativa, trabajan con papel (para
representar partes congruentes) y con fichas de colores que les permiten el trabajo de la

fraccion como operador, reforzando situaciones de fraccionamiento como de medida.

Las representaciones y los modelos trabajados en clase permiten al profesor ejemplificar

o dar significado a las representaciones verbal y numérica, asimismo resolver
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situaciones de fraccionamiento, reforzar los significados de la fraccion como parte-todo
y como operador Yy realizar operaciones aditivas. En general, destaca la presencia de la
conversion en el sistema de representacion figural, sobre todo para sumar fracciones

donde los denominadores son iguales [LT1-[CTT [T] e ilustrar fracciones

equivalentes%. Asimismo, se pone en juego la conversion entre el sistema de
representacion numérico, verbal y figural/grafico en sus modalidades en unidades de

longitud y superficie, y en la recta numérica.

Las tareas enunciadas por el profesor son situaciones de reparto y de medida. Las
situaciones de reparto son principalmente de particion de un todo y las de medida son
por fraccionamiento de la unidad, también presenta algunas situaciones en las que se
comparan dos cantidades de una magnitud, estableciendo cuantas veces tiene que ser

repetida cada una de ellas para obtener dos cantidades iguales (conmensurabilidad).

Respecto del conocimiento de la estructura matematica el profesor establece relaciones
entre algunos contenidos matematicos que ensefia y aquellos de niveles escolares

estudiados anteriormente. Por ejemplo, relaciona la fraccion en su representacion
numérica(%) con su representacion decimal (a: b), mediante el algoritmo de la division

en Z. Ensefia a comparar y ordenar fracciones segun la representacion decimal asociada,
la comparacion de las cantidades resultantes es equivalente a comparar y ordenar
fracciones. La suma Yy resta de fracciones con igual denominador se relaciona con las
operaciones de los numeros naturales. Esto lleva a establecer que presenta conexiones

temporales, enlazando los conocimientos estudiados con saberes previos.

También identificamos que el profesor establece conexiones entre los elementos de la
estructura conceptual, especificamente las tareas de fraccionamiento de la unidad le
permiten relacionar los significados de fraccion como parte-todo y como operador, en
contextos de reparto y medida. Las tareas desplegadas por el profesor permiten emplear

distintos sistemas de representacion: figural en contexto continuo o discreto (diagramas

circulares y rectangulares, segmentos de recta), verbal o literal y simbolico (%, expresion

decimal).

Identificamos elementos de complejizacion del contenido, por ejemplo el algoritmo de
la division en Z le permite al profesor justificar las operaciones implicadas en las tareas

de fraccionamiento. Este tipo de tarea permite trabajar contextos continuos y discretos,
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que llevan a la solucién por medio de un dibujo, un esquema o un diagrama; ademas, ir

introduciendo gradualmente un trabajo estrictamente en contextos numeéricos.

Acerca del conocimiento de las practicas matematica, como se menciono en el apartado
4.1.1, a lo largo de las sesiones de clase el profesor no habla formalmente de teoremas,
axiomas, lemas, demostraciones. La actividad matematica se presenta como un proceso
constructivo, en el cual los estudiantes aprenden matematicas a partir de actividades
concretas, ejecutando distintas tareas de repartir, dividir y fraccionar figuras en partes
iguales (equitativas) y que cubren el todo o unidad (exhaustivas). Sin embargo, el
profesor mediante la actividad préctica fomenta la comprension de distintas nociones,
definiciones, propiedades y relaciones matematicas (“para sacar el numerador, se
multiplican todos los numeradores, y para sacar el denominador, se multiplican todos
los denominadores”), aunque sintetizando las ideas y haciendo uso de un lenguaje
corriente (“multiplicamos todos los de arribas, por todos los de abajo”), alejado del

lenguaje matematico formal.

Centrandonos en el conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje, respecto de las
tareas, observamos que la mayoria de situaciones que se presentan son de
fraccionamiento, donde intervienen tres datos: dos cantidades (el todo y la parte) y la
relacion entre ellos (la fraccion). El profesor detecta la dificultad que tienen sus
estudiantes para identificar estas cantidades en situaciones contextualizadas. Por
ejemplo, pide resolver “En una clase se ha votado si se sale o no al recreo cuando
llueva, 15 nifios han votado que si y representan tres quintos de la clase. ¢ Cuantos nifios
hay en total en clase? ¢Cuantos prefieren no salir al recreo cuando llueva?”. En este
problema varios de los estudiantes consideran la porcion dada (15 nifios) como la
unidad (la cantidad de alumnos de la clase). Esto lleva al profesor a solicitar “;Por qué
no me hacen un dibujo de la clase?”. A partir de la representacion establecida los
alumnos identifican la medida de cada porcién o parte (5), y de la porcion dada (15)
(“Manuel, en esos tres quintos, ¢cuantos alumnos hay?”) y la unidad o todo (25 nifios)

(“mi pregunta es, si en esos tres quintos hay quince, ;cuantos hay en toda la clase?”).

Estudiante : Pero profe, yo en vez de poner tres quintos de algo, yo he puesto directamente la
division.

Profesor . jAh, bueno!

Profesor . Pero yo tengo que intentar que Manuel, se dé cuenta del error que ha cometido.
Entonces:
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%(".?_’.AL Jane =15
b/
*
Estudiante : ¢Tres quintos de qué?
Profesor . De la clase, de los alumnos ¢Qué es lo que ha hecho Manuel cuando ha dibujado?
jHa hecho una clase! Y ha dicho, hago los quintos, y lo qué hay ¢lo he repartido
entre?

También, en este tipo de situaciones los estudiantes confunden las operaciones
implicadas en el fraccionamiento G de la clase =15 > 15x3=45y45 =5 = 9),

llevando al profesor a explicitar que “aqui habéis cometido uno de los errores que
suelen cometer los alumnos, cuando se estéd calculando la fraccion de una cantidad”. El
profesor orienta a sus estudiantes a que representen las cantidades mediante una
representacion figural, con la que puedan identificar el papel de los términos de la

fraccion y contrastar la validez de su respuesta.

Vemos que el profesor identifica la imagen de un concepto, que infiere en base a las
respuestas de los estudiantes. Especificamente, conoce las formas en que los alumnos
pueden interpretar los conceptos estudiados, o cuando explican un ejercicio o un
problema de forma incorrecta; demuestra disposicion para trabajar a partir del error,

para que los estudiantes den significado a las situaciones.

El profesor identifica distintos errores que los estudiantes presentan al sumar y restar
fracciones con numeradores y denominadores distintos. Por ejemplo, a) suman los
denominadores y el numerador lo obtiene multiplicando el nuevo denominador por el
numerador correspondiente, y b) calculan el minimo comun multiplo de denominadores

y conservan los numeradores:

a) %@- N Manuel dice, hay que sumar fracciones que son distintas, [...] ha hecho
iz 3 siete mas tres, diez. Luego él se ha acordado que multiplica todos los de
L&E 1“ u abajo menos por el suyo y ha dicho, cuatro por diez cuarenta, dos por diez
010" %o L% L veinte y pongo el mismo denominador, y ha empezado a sumarlos.
b) .42 a_y Elena se lo ha estud_iado de verdad y ha cogiqlo y ha hecho lo siguiente.
4 5 A ®Wg [...] Cinco por dos diez, y habia puesto ahi el diez, se ve no?

El profesor indica que el estudiante en el ejemplo a) ha realizado “siete mas tres diez.
Luego él se ha acordado que multiplica todos los de abajo menos por el suyo y ha dicho,
cuatro por diez cuarenta, dos por diez veinte, y pongo el mismo denominador, y ha

empezado a sumar.” Para el ejemplo b) el profesor enuncia “Laura. Ha cogido y ha
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empezado de la siguiente forma, cinco por dos y ha mantenido los numeradores”. Esto
nos lleva a establecer que el profesor reconoce los errores comunes que se despliegan al
sumar y restar fracciones, por sus expresiones explicitas de que es un error comdn,

como por las estrategias que propone para afrontarlos.

Apreciamos en el proceso de instruccion que el profesor reconoce errores de calculos en
las operaciones; de planteamiento de las situaciones (dificultad para interpretar los

datos); y errores de tipo conceptual.

Relacionado con las tareas matematicas el profesor presenta situaciones que refuerzan
los conceptos y procedimientos matematicos, en correspondencia con las dificultades de
aprendizaje de los estudiantes. Asimismo, introduce los contenidos gradualmente, por
ejemplo inicia el trabajo con situaciones de fraccionamiento, en contextos continuos,
(area) y va incorporando actividades que involucran contextos discretos como el

ejemplo presentado anteriormente.

En relacion con el conocimiento de la ensefianza de las matematicas hemos de indicar
que el profesor presenta un repertorio de tareas de particion de la unidad. Para enfatizar
la idea de division igualitaria, enuncia tareas de dividir diversas figuras en partes de
igual tamafio, mediante pasos que atienden a dos aspectos, el tamafio —en relacién con
alguna magnitud, preferentemente la superficie —, y la forma. Primero, exhibe una
actividad donde divide una hoja en dos partes de igual tamafio y forma, luego una parte
la divide en dos partes de igual tamafio y forma, y la otra en trozos de distinto tamafio y
forma. La actividad conduce a que cada parte de igual tamafio y forma representa una
“fraccion”, mientras las partes de distinto tamafio y forma indican solo una “division”

(en palabras del profesor).

\ \)\
A DA g o o«

Dividir Dividir en partes de Dividir en partes de igual Parte- todo
en partes  igual tamafio y forma  tamafio y de distinta forma

Figura 28. Tareas de fraccionamiento

Continuan el trabajo dividiendo diversas figuras en partes de igual tamafio y forma, y

luego de igual tamafio y distinta forma, con lo que refuerza las nociones de “fraccionar”
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y “dividir”, siendo el fraccionamiento equitativo una de las ideas que presenta dificultad

para los estudiantes en diversas situaciones.

Luego, para precisar mas la medida se divide la unidad en partes iguales, y si una
cantidad de magnitud mide a/b unidades quiere decir que dividiendo la unidad en b
partes iguales la cantidad de magnitud a medir equivale a un nimero a de dichas partes.
De este modo expresan cada parte con su representacion simbdlica (relacion existente

entre dos cantidades especificas).

El profesor trabaja tres tipos de problemas con fracciones que se presentan al trabajar el
significado de fraccion como operador: a) aquellos problemas en el cual deben buscar la
fraccion operador, b) calcular la fraccion de un nimero, es decir, se tiene el total y la
fraccion y se debe encontrar la parte; y c) fraccion de un namero, es decir, se tiene la

parte y la fraccion y se debe encontrar el total.

La secuenciacion de las tareas de fraccionamiento que presenta el profesor es un
soporte didactico para la ensefianza del significado de fraccion como parte-todo. Consta
de la accion manipulativa sobre objetos, fraccionamiento, el empleo de representaciones
iconicas, y finalmente emplea la representacién numérica para expresar las acciones
anteriores. El proceso seguido por el docente envuelve un conocimiento especifico, no

solo matematico, sino que integra matematicas y ensefianza.

Las tareas de fraccionamiento de la unidad se introducen en contextos personales, o
bien, desposeias de contexto, limitdndose a argumentos matematicos. Algunas de las
tareas planteadas, pueden relacionarse con situaciones habituales para los alumnos
(medidas extensivas), que tienen relevancia directa como “Luis tenia 27 canicas, perdid
un tercio de las que tenia...”, “tengo cuatro euros”, “la mitad de la cuerda”, entre otras.
También las tareas son planteadas en un contexto matemaético y segun el nivel escolar,
como “dividir una figura en partes de igual tamafio y forma”, *“construir una figura”,
“dividir”. En las primeras sesiones de clase las tareas propuestas llevan a los estudiantes
a relacionar conceptos, procedimientos y darles significados. Sin embargo, en las
ultimas clases, donde se ensefian las operaciones con fracciones, prevalecen las tareas
de reproduccidn; es decir, se busca que los estudiantes recuerden y demuestren que

dominan los procedimientos de calculo de las operaciones.

Sobre las representaciones, introduce la suma y la resta de fracciones con igual

denominador mediante problemas de combinacion (solo fracciones con el mismo
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denominador), que implica juntar o quitar las partes para formar un total (obtener la
porcion resultado); es decir, tareas en las que subyace un planteamiento directo
(conocen las partes o cantidades y se pide el total). Primero emplean la representacion
figural, luego el trabajo se desvincula de esta representacion, centrdndose Gnicamente en
los procedimientos de calculo con las representaciones simbdlicas para expresar la
porcion por medio de una fraccion. Comienza obteniendo partes y aplicando

fraccionamiento, para luego generalizar por el calculo simbélico formal.

Para la ensefianza de las operaciones aditivas y multiplicativas se producen diferencias.
En el caso de la suma y resta de fracciones se definen diversos pasos, basdndose en
buscar acciones con partes (juntar, quitar), mientras para la multiplicacion y division no
aparecen situaciones contextualizadas, ni obtencion del trozo correspondiente a esas

operaciones.

De los sistemas de representacion para la ensefianza observamos que el profesor
contantemente emplea la representacion verbal, numérica y figural, y establece
relaciones entre ellas. Relacionar las distintas representaciones ayuda a los estudiantes a
comprender las tareas, dado que a veces la formulacion sélo verbal o numérica no lleva
a una correcta solucion. Por ejemplo, en la tarea citada anteriormente “[...] 15 nifios han
votado que si y representa tres quintos de la clase, ¢cuédntos nifios hay en total en la

clase?”, que envuelve el significado de fraccion como operador, la mayoria de los
H 553 111 7 . . .
estudiantes calcularon < de 157, esto llevo al profesor a solicitar a sus estudiantes que

representaran la situacion en un dibujo (figura), relacionando distintas representaciones,

como se ilustra en la Figura 29.

Tres quintos de la clase son 15

Figura 29. Representaciones empleadas en clase

A lo largo de la ensefianza del tema el profesor promueve representar las situaciones en
una figura, esquema, diagrama o dibujo, de modo de que sus estudiantes lleguen sin
dificultad a identificar los datos que se tienen y los que se piden, y asi llegar facilmente
a la solucién. El apoyo de imagenes es un recurso habitual en la ensefianza impartida

por el profesor Rodriguez, prevalece antes que la representacion numérica.
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Los materiales y recursos que se emplean son: el papel, para ilustrar si tienen el mismo
tamafno las porciones de una figura; fichas de colores (cantidades discretas), para
trabajar la fraccion como operador (fraccion de una cantidad). También el profesor
utiliza recursos tecnoldgicos como las hojas de Excel (funcion minimo comun maltiplo)
que permite calcular el minimo comun maltiplo de varios nimeros y la calculadora.
Estas herramientas ayudan a comprobar la validez de los calculos en los ejercicios que

han realizado por otros medios.

En general, en cada clase observamos un repertorio de tareas que permiten introducir o
reforzar algin concepto, cambiar de representaciones, reforzar o ejercitar los
procedimientos. Podemos inferir que la ensefianza esta organizada en las siguientes
fases: a) puesta en comun de las soluciones de las tareas dejadas en la clase anterior, b)
resolucion de tareas que implican trabajar un concepto o un procedimiento, c) refuerzo
de las ideas basicas, introduccion de conceptos o procedimientos, y d) repaso y

ejercitacion de lo ensefiado.

Relacionado con el conocimiento de los estandares de aprendizaje, el profesor durante
el proceso de instruccién tiene presente los contenidos previos estudiados y aquellos
programados para el nivel correspondiente. Por tanto, identificamos que conoce los

contenidos minimos estipulados en el curriculo escolar.

Una diferencia observada respecto de las orientaciones curriculares es que los
porcentajes (expresion de partes utilizando porcentajes) no es un contenido que se
ensefia en correspondencia con las fracciones. El profesor en una entrevista informal,
indica que cuando ensefia el tema de los porcentajes lo relaciona con las fracciones.
También, ensefia las operaciones de multiplicacion y division de fracciones, pese a que
el curriculo espafiol no hace explicito que el producto y cociente han de tratarse en el
nivel escolar de estudio (Ministerio de Educacion y Ciencia, 2006b).

El profesor conoce material curricular relacionado con las fracciones y lo emplea en la
ensefianza del tema. Conoce orientaciones emitidas por el colectivo y organizaciones
docentes como el NCTM, por ejemplo el libro del Tangram elaborado por la comisién
del cual extrae tareas para trabajar con sus estudiantes. También emplea recursos
tecnoldgicos como la calculadora y las panillas de Excel, tal como se propone en los

documentos oficiales (Ministerio de Educacion y Ciencia, 2006b). La Tabla 19 sintetiza
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el conocimiento manifestado por el profesor Rodriguez al ensefiar el tema de las

fracciones.
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Tabla 19. Conocimiento matematico especializado manifestado por el profesor Rodriguez al ensefiar el tema de las fracciones

Conceptos y propiedades
- El nimero racional es la porcion o parte que resulta de una division entre dos Conexién temporal e intraconceptual:
cantidades. Se trabaja el nimero racional como fraccionario, representado por el . ., . L
) : o O Relaciona la representacion decimal de una fraccion con el
NGmero racional cociente entre dos numeros (;), identificando su valor con el resultado de la division algoritmo de la division en Z, el dividendo () con el

(a = b). o L o ) ) numerador y el divisor (b) con el denominador (5) [KSM]
- El modelo seméntico de division partitiva lleva a repartir una unidad o todo en partes b

iguales, interpretando la fraccion como una parte o porcion. [KoT]

Conexion intraconceptual:

Fraccionar Particion de la unidad en partes iguales y exhaustivas. [KoT] Fraccion como medida de una parte respecto de una unidad
o todo, relacionado con los significados de fraccion como
parte-todo y operador. [KSM]

Dividir Particiones en partes que no son iguales, o no cubren toda la unidad. [KoT]

Ndmero mixto

Procedimientos matematicos:
- Representa graficamente (como parte-todo) y obtienen la cantidad entera y la fraccion
Namero entero y una fraccion. [KoT] resultante.
- Divide el numerador por el denominador de la fraccion impropia y relacionan el divisor,
cociente y resto. [KoT]

Clase de
fracciones

Aparentes o enteras: Procedimientos matematicos:
“Fracciones que dan como resultado uno”. [KoT] Comparan partes de un mismo todo (unidad). [KoT]
Propias e impropias: Procedimientos matematicos: Conexién temporal e intraconceptual:
- %es menor que la unidad, si a < b Pz’ara pasar_de fraccién impropia a Re_:laciona las fracciones_ impropias con nimeros
- as mayor que la unidad si @ > b [KOT] nimero mixto: mixto (comparando decimales y representando en
b - Por medio de un dibujo (comparando figuras planas). [KSM]
partes).
- Como divisién, la parte entera
NUmero mixto: representa al cociente, el numerador de
Tiene una parte entera y una fraccionaria. [KoT] la fraccion al resto y el denominador al

divisor. [KoT]

Equivalencia de
fracciones

Procedimientos matematicos:

Bajo el significado de fraccion como parte-todo, la fraccion indica la medida de una parte
“valen lo mismo; es decir, son iguales (las partes)”. respecto de un todo:
[KoT] a) Dibujay compara partes de cantidad de superficie. [KoT]

b) Representan las fracciones en una recta numérica y ver si coinciden sobre la recta.

¢) Dos fracciones distintas son equivalentes al generar el mismo resultado, basandose en la
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Tabla 19. Conocimiento matematico especializado manifestado por el profesor Rodriguez al ensefiar el tema de las fracciones

representacion decimal del racional. Calculan el nimero decimal correspondiente y
compararlos.
d) Amplificar o simplificar, buscando denominadores iguales o numeradores iguales.

. . - Procedimientos matematicos: Conexion temporal:
- Con igual denominador y distintos S
Compara las partes de un todo. Es menor la  Recuerda que la fraccion tiene una
Se apoya en la numeradores. - . o - I,
., fraccion que tiene menor numerador. representacion decimal (division). Entonces, al
representacion . - o . . : \
Orden  de fiqural - Con igual numerador y distintos Es menor aquella fraccion que tiene mayor calcular la cantidad decimal y al ordenar éstas
fracciones gural y denominadores. denominador. cantidades, seria equivalente a comparar las
comparan las ; . -
. - Buscan fracciones equivalentes fracciones. [KSM]
partes (areas) - Con distinto numerador y Lo L
- (amplificando o simplificando) o por
denominador. [KoT] - . ;
comparacion de nimeros decimales. [KoT]
Procedimientos matematicos:
a) Representan mediante una figura y comparan las partes (comparacion de superficie).
Comparacién de b) Representan en la recta numérica y comparan las fracciones segin la posicién (medida).
fracciones ¢) Representan de forma decimal y comparan decimales.

d) Buscan fracciones equivalentes que permitan igualar los denominadores y asi comparan fracciones con distintos numeradores e iguales los
denominadores. [KoT]

Méximo comin Procedimientos matematicos:
divisor (MCD) Descomposicion en factores, considerando los factores de menor exponente. [KoT]

Procedimientos matematicos:
Por descomposicion en factores primos. Producto de factores primos, resultando de multiplicar “los factores comunes y no comunes elevados a la mayor
Minimo comun potencia”.
mdltiplo (mem) - Buscan los divisores del nimero y luego identifican el menor natural que es divisor de todos.
- A partir de los criterios de divisibilidad; escriben el producto de factores primos, siendo el mcm el resultado de la multiplicacion de los factores
comunes y no comunes elevados a la mayor potencia o exponte. [KoT]

Procedimientos matematicos: Conexion temporal:
. . Recurren a la accion de juntar o quitar Para sumar y la restar fracciones con igual denominador,
Sumar y restar fracciones con igual - - . - . ,
; cantidades, obteniendo la cantidad final comparan la suma de fracciones con la suma de numeros
denominador [KoT] - A < : -
Operaciones con (bajo el significado de fraccion como parte-  naturales (agregando o quitando partes de una unidad).
pere todo). [KoT] [KSM]
fracciones - Val — -
) o a) Fracciones equivalentes. ] Tareas matematicas: Representaciones:
Suma y resta de fracciones con distintos b) Reducen las fracciones a comun ) ) )
denominadores [KoT] denominador, por el procedimiento de ~ Repertorio de tareas de Trabajar progresivamente a
los productos cruzados. suma, resta y de operaciones  partir de la representacion
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Tabla 19. Conocimiento matematico especializado manifestado por el profesor Rodriguez al ensefiar el tema de las fracciones

c) Calculan el minimo comun multiplo
(mcm).

Sumar o restar un nimero entero y una
fraccion

El nimero entero se convierte a fraccion

(fraccion equivalente) y se suman fracciones

que tienen el mismo denominador.

combinadas con fracciones.
Mediante su concrecién en
acciones con objetos (afadir
0 quitar elementos concretos
(partes de la unidad)).

[KMT]

figural, luego simbdlica.
Obtienen la parte resultante,
luego el nombre y finalmente
se asocia la parte resultante
con su simbolizacion. [KMT]

Multiplicacion de fracciones [KoT]

Procedimientos matematicos:

“Para sacar el numerador, se multiplican todos los numeradores, y para sacar el denominador, se multiplican
todos los denominadores”, sugiriendo el procedimiento para realizar el producto de nimeros racionales

a ¢ a-c *
(2<=%acez;hdez €Q). [KoT]

b-d

Division de fracciones [KoT]

- “Para calcular el numerador de la fraccién, multiplico el numerador de la primera por el denominador de la
segunda y para calcular el denominador (cociente del resultado) multiplico el denominador de la primera
por el numerador de la segunda” (Divisién en cruz).

- “Dividir dos fracciones es lo mismo que multiplicar la primera fraccion por la inversa de la segunda

fraccion”. [KoT]

Fenomenologia

Significados de
fraccion

Parte- todo:

Expresa una relacion entre el nimero de
partes que forman la porcion y el total de
las partes consideradas. [KoT]

Tareas matematicas:

- Figuras planas, divididas en partes iguales, se identifica
cada parte fraccionaria con su representacion simbdlica.
- Tareas que conllevan a la accion de dividir y conducen a

presentar la fraccion como proceso de medicion y

particion de una unidad.

- Figura que representa una parte de una unidad

desconocida (todo) construyen la unidad.
- Tareas de fraccionamiento. [KoT]

Conexion intraconceptual:

Relacionan los significados de fraccién como
parte-todo y operador. El calculo de fracciones,
actuando como operador, cobra sentido cuando
el profesor relaciona una situacion de fraccion
como operador con el significado de fraccion
como parte-todo. [KSM]
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Operador:

Expresa una operacion multiplicativa
sobre una cantidad (unidad), indicando
una division (equitativa) en tantas partes
como determina el denominador, y una

Procedimientos

matematicos:

- Operaciones de
multiplicacion y division
gue transforman las

Tareas matematicas:

- La fraccion operador
actlia sobre cantidades y
valores de magnitudes
(ndmero, longitud).

Conexion temporal:

El algoritmo de la division en Z permite
justificar las operaciones envueltas en las tareas
de fraccionamiento. [KSM]
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Tabla 19. Conocimiento matematico especializado manifestado por el profesor Rodriguez al ensefiar el tema de las fracciones

multiplicacién por el nimero de partes
que indica el numerador. [KoT]

can

;

[KoT]

tidades - Tareas de Complejizacion

de ¢ = (ac) /b). fr_accionamiento detipo Al trabajar tareas de_fraccionamiento se
directo e inverso. [KoT]  emplean representaciones en un contexto

continuo (diagramas circulares y

rectangulares), paulatinamente se introducen

tareas en que el todo o unidad es una

Division. [KoT]

Expresar la parte racional que comprende en un reparto.
[KoT] la fraccion como operador). [KSM]

presentacion discreta o una cantidad (al trabajar

Medida. [KoT]

Expresar la medida no entera. [KoT]

Modos de proceder en matematica

- Laactividad matematica se presenta como un proceso constructivo, en el cual los estudiantes aprenden matematicas a partir de actividades concretas, realizando distintas
tareas de dividir, fraccionar, repartir, etc. [KPM]
- Algunas definiciones las sintetiza, las expresa en lenguaje corriente y alejado del lenguaje matematico. Sin embargo, promueve la formalizacidn rigurosa de las escrituras
matematicas. [KPM]

Errores y dificultades

El profesor es consciente de los errores que presentan los estudiantes en el proceso de ensefianza:
- Cuando los estudiantes interpretan un ejercicio o problema de forma incorrecta.
- Cuando hacen algun sefialamiento erréneo.[KFLM]

Claridad matemaética en las respuestas o preguntas enunciadas por estudiantes: [KoT]

- Busca que los estudiantes se den cuenta de los errores, formulando una nueva Entiende con claridad las dudas o preguntas de los estudiantes. Asimismo, guia el
pregunta que los lleve a cuestionarse las ideas. [KMT]

- Insta a los estudiantes a representar el contexto de las tareas en una figura, o bien  gemostrando que conoce las limitaciones que se van presentando al resolver las
procura que empleen material concreto para resolver la situacion. [KMT] tareas. [KFLM] [KMT]

- Permite que se genere la discusion, aunque se estén dando respuestas incorrectas,
y poco a poco direcciona el debate.

proceso de ensefianza segun las interrogantes o los errores que presenten los alumnos,

Errores y
dificultades
[KoT] [KFLM]

Identifica errores en distintas operaciones

aritméticas (de calculo).

El planteamiento y resolucién de tareas de

fraccionamiento (para reconocer los datos

gue intervienen).

Errores que se despliegan al sumar y restar

fracciones:

» Suman numeradores y denominadores de
las fracciones.

- Confunden multiplos con divisores.

Estrategias (para abordar un error o una Materiales y recursos:

dificultad): [KMT] Emplea material concreto que permite visualizar

- Trabajan simultaneamente con dos formas de cuerpos geométricos (cubos) y papel para comprar
representacion y comparan los resultados. areas. [KMT]

Pasan primero del lenguaje verbal al figural, para
esquematizar los datos que se tienen y los que se
piden en las tareas.

Presenta imagenes para que los alumnos apoyen
el pensamiento.

Reiterar los procedimientos algoritmicos, previo
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Tabla 19. Conocimiento matematico especializado manifestado por el profesor Rodriguez al ensefiar el tema de las fracciones

- Errores conceptuales en las declaraciones

de los estudiantes.

a la resolucion de tareas.

- Presenta problemas con datos mas sencillos, y
luego, aplica el mismo método en la resolucién
de otros problemas. [KPM]

Tareas matematicas

Que refuerzan los conceptos y procedimientos
matematicos. [KoT]

En contextos concretos (personales) o bien,
desposeidas de contexto, limitandose a argumentos
matematicos.

Que permiten trabajar con distintos sistemas de
representacion.

Como aquellas tareas de fraccionamiento enfatizando el
reparto equitativo y exhaustivo, para reforzar la idea de
division equitativa y exhaustiva. [KoT]

- Dinero, familia, amigos, juegos, etc.
- Dividir, partir, etc.
Por ejemplo, traducir al lenguaje simbdlico (% de dinero =

4), representar en una figura, luego se da paso a dar sentido
y reforzar a las operaciones implicadas en tareas de
fraccionamientos (simbolicamente).

Representaciones:

Representacion manipulativa o pictorica para
facilitar la comprensidn de las situaciones. Se busca
primero tener una imagen concreta o material, luego
una imagen grafica, prevaleciendo la imaginacion de
lo visual. [KMT]

Serie de tareas que permiten reforzar o practicar los
distintos contenidos y procedimientos matematicos.
[KMT]

- Trabajan la idea de fraccionamiento (construir partes
iguales y exhaustivas), que llevan a expresar la fraccion
segln dos cantidades: la parte y el todo. Al expresar la
fraccion una porcion trabajan los significados de fraccion
como parte-todo y operador, y establecer relaciones entre
ellos. [KoT] [KSM]

- Tareas de fraccionamiento de la unidad que lleva
gradualmente a dividir diversas figuras, a dividir en partes
de igual tamafio, a dividir figuras en partes de igual
tamafio y de distinta forma. Esta gradualidad lo lleva a

Representaciones (variedad): [KoT] [KMT]
- Verbal (un quinto, cuatro veinteavos, diez
veinteavos).

, - 1 4
- Numeérica (—,—,0,5,).
5720

- Figural ( , N figuras divisibles,
continuas y discretas).
- Concreta (papel, fichas)

- Gréfico (recta numérica).
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Tabla 19. Conocimiento matematico especializado manifestado por el profesor Rodriguez al ensefiar el tema de las fracciones

precisar en situaciones de medida, trabajando tareas en el Representaciones (relacionados): [KMT] [KSM]
cual existe una cantidad de magnitud a medir que no Relaciona distintos sistemas de representacion
equivale a la unidad o algunos de sus multiplos. [KoT] - Verbal- figural
- Enuncian tareas que involucran medicion y particién de la - Verbal- figural- numérico
unidad. Siendo un proceso gradual, primero se trabaja con - Figural- numérico
la unidad de medida y luego van cambiando la unidad. En - Verbal- concreto- numérico
seguida, establecen qué fraccion representa cada parte - Material- verbal- numérico
mediante su expresion simbolica. Finalmente, llegan a la
idea de fraccion (a/b) como la relacion existente entre dos
cantidades especificas. [KoT]

Tareas que se resuelve de un modo practico como lo estudiantes sugieren. [KMT]

Esquemas de instruccidn para la ensefianza . . . . . . -
a P El tema se aborda a partir de tareas de fraccionamiento que le permiten al profesor trabajar los contenidos minimos

establecidos para el nivel escolar. Acompafia el proceso con una serie de tareas que le permiten reforzar los
conceptos y algunos procedimientos matematicos. [KMLS]

Riqueza de las tareas matematicas propuestas Tareas que le permiten tratar diferentes ideas matematicas: fraccion como medida, fraccién en un contexto parte-
todo, como operador, fracciones equivalentes, comparar fracciones, operar con fracciones, etc. [KoT] [KMT]

Materiales y recursos

Conocer materiales o recursos didactico: [KMT] Para trabajar la fraccion como operador (cantidades
- Material concreto (fichas de colores, cuerpos). discretas).
Para ilustrar cuando las partes de una figura tienen el mismo
tamafio (comparar cantidad de superficie): [KMT] [KMLS]
- Explotan las funciones de la planilla de Excel,
- Recursos tecnolégicos (hoja de Excel) y la especialmente para calcular el mecm de varios nimeros y el
calculadora. cociente entre dos cifras.
- Comprobar ejercicios que han realizado con papel y lapiz.

Promover acciones que permiten el empleo de
recursos Y situaciones: [KFLM]

Por ejemplo, permite relacionar el significado de la
fraccion como medida, empleandose el modelo de
area para representar partes congruentes.

- Papel cuadriculado.

Lenguaje matematico

Es riguroso en el empleo de términos, conceptos, propiedades,

definiciones, procedimientos matematicos, etc., aunque al - Promueve la formalizacién rigurosa de las escrituras matematicas, los fundamentos matematicos
fomentar la automatizacién de algunos algoritmos o la de las definiciones y de los algoritmos.
memorizacion de formulas lo lleva a sintetizar las expresiones - Es preciso en lenguaje y escritura matematica. [KoT]

verbales. [KoT]

Orientaciones curriculares

Contenidos minimos estipulados por el curriculo escolar y - Los porcentajes (expresion de partes utilizando porcentajes) no es un contenido que se ensefia en
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Tabla 19. Conocimiento matematico especializado manifestado por el profesor Rodriguez al ensefiar el tema de las fracciones

contenidos programados para el nivel. [KMLS] correspondencia con las fracciones, de acuerdo a las recomendaciones del curriculo.
- Ensefia las cuatro operaciones basicas con fracciones: suma, resta, producto y cociente, aunque el
curriculo espafiol no hace explicito que el producto y cociente han de tratarse en el nivel escolar de
estudio.

El profesor conoce orientaciones emitidas por el colectivo y

organizaciones docentes. [KMLS] - Libros dedicados al tema (Tangram elaborador por el NCTM).

- Recursos tecnoldgicos (calculadora y panillas de Excel).

Complementa el proceso de ensefianza y aprendizaje. Paginas Web que le permite tener un registro sobre los avance de cada estudiante y para que ejerciten el

tema. [KMT] [KMLS]
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4.2 CASO 2: ANALISIS DEL CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO DE UN
PROFESOR DE EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA AL
ENSENAR LAS FRACCIONES

En lo que sigue describimos la informacidn contenida a lo largo de 12 sesiones de clase
impartidas por el profesor Rivera. La Figura 30 ilustra los contenidos abordados en un

curso de 1° de Educacion Secundaria obligatoria, al ensefiar el tema de las fracciones.

Destacamos el camino seguido por el profesor al ensefiar el tema.

Romper una
el ' -
N° Naturales "H N° Enteros °H Fracciones =, cantidad en
1 1 1 partes iguales
. — I
Cant. Continuas \ = — AR .,
Fraccion como raccién como Fraccion como
0

Unidad

- Igual denominador )
(Rep. Grafica)

A — | Z
. _L 1oy 2 parte-todo =, operador razon
Cant. Discretas 10y 20 2 20 30 49 6oy 88 L 10y2
—— _ Y 2 /
- Fracciones propias
- Fracciones impropiagff
>
Sumay resta i Neentero mas fraccion
10°11°y 122) | . Distinto denominador
(Calculo mcm) )
Multiplicacién
‘ 120 J]

Py L~ /
- Gréaficamente I
- Fraccion-decimal
- Multen cruz

Fracciones

equivalentes
20] 30] 40’ 50 y 60

Comparacion de Comparar '
decimales fracciones Operaciones

7°,8% 9°y 10°

Graficamente

3
Problema de fraccion de

Igualando
denominadores y Productos cruzados
comparando - Inversién de la
numeradores 120 multiplicacion

Figura 30. Contenidos abordados al tratar el tema de las fracciones en 1° de Educacion
Secundaria

El tema de las fracciones se inicia por una necesidad de ampliar los conjuntos de los
nameros naturales y enteros, de manera gradual se trabajan las fracciones como una
extension de estos conjuntos. El profesor destaca que los ndmeros enteros son
cantidades que no tienen ninguna parte decimal, para introducir que existen otras
cantidades no exactas. La idea anterior se conecta con la fraccion como fracturador,
indicando la fraccion el resultado de romper una unidad o una cantidad, concretamente

se establece que “la fraccion lo que hace es romper en trozos”. Luego, la idea de romper
. -y ;.- .s a
en trozos se relaciona con la representacion numerica de una fraccion (Z)’ el numerador

indica el numero de trozos que se consideran de la unidad y el denominador los trozos
en que se rompe la unidad. Por lo tanto, las fracciones se presentan cuando una unidad o

todo se divide en partes iguales, lo que lleva a relacionar con el significado de fraccién
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como parte-todo. Es decir, se tienen dos cantidades especificas (%) un todo o unidad y

se divide en b partes, considerdndose un nimero concreto (a) de esas partes iguales del
total. También se hace alusion a la fraccion como razon; es decir, leen la fraccion como
indice comparativo entre dos cantidades: “por cada tres trozos tomo dos”. En seguida,
realizan una serie de ejercicios que permite trabajar la fraccion bajo el significado parte-
todo, asi, a partir de figuras geométricas divididas en partes iguales y sombreadas
algunas de las partes, identifican la fraccion que representa a cada porcién sombreada.

Trabajan la idea de unidad, ejemplificando con casos particulares, por ejemplo g yg

representan a la unidad. Luego, el profesor presenta ejemplos de fracciones que son
mayores que la unidad, relacionando la fraccion en su representacion numerica con la
figural (bajo el significado parte-todo). Establece que las fracciones cuyo numerador es
mayor que el denominador son mayores que la unidad. Asimismo si el numerador es
igual al denominador el resultado corresponde a la unidad (1). Por dltimo, si el
numerador es menor que el denominador la cantidad resultante es menor que la unidad.
Realizan ejercicios para representar fracciones en una figura, luego comparan fracciones

respecto a la unidad (menores, iguales o0 mayores que la unidad).

El profesor introduce algunas nociones de un programa de matematicas, con la
intencion de que los alumnos puedan comprobar la solucién de los ejercicios. Al
explicar algunas notaciones destaca que la linea divisora en una fraccion corresponde,
en el software citado, al simbolo de la division, siendo “la fraccion también es una
division”.

Reanudan la idea de unidad, ahora, enfatizando que una unidad también puede ser una
cantidad discreta. Lo anterior permite al profesor trabajar las fracciones sobre
cantidades discretas mediante el significado de fraccion como operador. Trabajan tareas

de fraccionamiento en que se tiene el todo y la fraccion.

Continua la unidad refiriéndose el profesor a las fracciones como cantidades no exactas,
gue admiten una representacion fraccionaria. Luego vuelve a retomar la idea de fraccién
como parte-todo, para establecer en qué casos una fraccion es mayor, menor o igual a la
unidad, mediante la representacion grafica. El profesor indica que las fracciones

menores que la unidad reciben el nombre de propias, mientras que las mayores que la
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unidad son denominadas impropias. Resuelven distintas tareas de fraccionamiento,

comparando (en su representacion figural) las partes de un conjunto discreto.

El profesor relaciona la fraccion con el resultado de una division, resaltando las distintas

formas de escribir la misma cantidad. Por ejemplo, relaciona la representacion figural de
.z 1 . ;. .
una fraccion (5) con su valor decimal (en la recta numérica), lo que le permite

comparar longitudes. Explica un procedimiento para convertir una expresion decimal a
fraccion, estableciendo que “las fracciones con denominadores 100 corresponden a
porcentajes”. Ello le permite relacionar los conceptos: “las fracciones, ademas de
relacionarse con la division, si tienen denominador 100, corresponderian a un

porcentaje”.

Introduce las fracciones equivalentes como aquellas fracciones que tienen el mismo
, 2 3 . - - . . .
valor, asi 5 Y 5 serian fracciones equivalentes. Lo anterior lleva a cuestionar si

“¢solamente son iguales las fracciones que tienen igual numerador y denominador o hay
mas?”, ejemplificando con otras fracciones equivalentes que no representan a la unidad.
Establece tres métodos para estudiar cuando dos fracciones son equivalentes: a)
representar la fraccion en un objeto divisible y comparan las partes, indicando que tiene
la “ventaja de ser un método muy visual pero es complejo cuando la cantidad a dividir
la figura es muy grande”; b) buscar el nimero decimal asociado a cada fraccion y
comparar los decimales; y ¢) “multiplicar en cruz”, que corresponderia a dividir dos
fracciones, y al obtener como resultado la unidad, de este modo las fracciones serian

equivalentes.

Para buscar fracciones equivalentes a una dada, amplifican y simplifican fracciones. El
profesor enfatiza que “siempre es posible amplificar fracciones, pero no siempre
simplificar. Cuando esto ocurre la fraccion es irreducible”. Resuelven ejercicios que
consisten en determinar el numerador o el denominador de las fracciones equivalentes a

una dada, conocido el otro miembro.

El profesor identifica y describe tres tipos de problemas de fraccionamiento: a) aquellos
en que se conocen las cantidades y se debe encontrar la fraccion; b) se tiene la medida
del todo y la fraccion, y se debe encontrar la medida de la porcion o parte (el profesor la
Ilama fraccion de un ndmero); y c) se conoce la medida de la parte o porcion y la

fraccion y se debe encontrar la medida del total. La vision formal del contenido que
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presenta el profesor, le permite estructurar los problemas de fraccionamiento, aunque no

aparezcan delimitados de esta forma en el libro de texto.

Para comparar y ordenar fracciones el profesor enuncia los siguientes tres métodos: a)
calcular la expresion decimal asociada a cada fraccion y compararlas; b) reducir a
comudn denominador, luego comparar los numeradores y ordenar las fracciones; y c)
calcular el minimo comdn mdaltiplo de los denominadores, con vista a igualar los

denominadores, luego comparar los numeradores de las fracciones.

Realizan sumas y restas de fracciones, primero con denominadores iguales y luego con
distintos denominadores, buscando fracciones equivalentes que tienen el mismo
denominador. Finalmente, trabajan la multiplicacion de fracciones, a partir de ejemplos
concretos, multiplicando los numeradores y luego los denominadores. Previo a ensefiar
la division de fracciones explica lo que es la inversa de una fraccion, entonces, para
dividir dos fracciones indica que pueden multiplicarse en cruz o bien multiplicar la
primera fraccion por la inversa de la segunda (inversion de la multiplicacion).
Finalmente resuelven una serie de ejercicios con operaciones combinadas (+, —,,+) y

un problema multiplicativo de fraccion de fraccion.

421 Componentes de conocimiento especializado manifestado por el
profesor Rivera al ensefiar las fracciones

Al igual que en el caso anterior las categorias de conocimiento y sus respectivos

indicadores fueron utilizados para analizar 12 sesiones de clase, en las que se aborda el

tema de las fracciones. La matriz** descriptiva (Tabla 20) contiene las unidades de

informacién (subepisodios), segin cada clase y en relacion con el indicador de

conocimiento asignado.

Para dar sentido a la informacion y establecer relaciones sobre el conocimiento
especializado manifestado por el profesor Rivera, a continuacion interpretamos qué
representa cada subepisodio segln cada indicador de conocimiento. Analizamos cada
fila de la matriz (Tabla 20), examinando los indicadores que aparecen con mas
frecuencia durante las sesiones. Esto nos permite describir el conocimiento

especializado del profesor Rivera al ensefiar el tema de las fracciones.

* El Anexo E contienen el texto completo, con el nimero asignado a cada unidad conversacional.
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Tabla 20. Unidades de informacién® correspondiente a 12 sesiones de clase, que se relacionan con los indicadores de
conocimiento del modelo MTSK

Indicador Clase 1 Clase 2 Clase 3 Clase 4 Clase 5 Clase 6 Clase 7 Clase 8 Clase 9 Clase 10 Clase 11 Clase 12
ALL [8-27] 7-12]
AL2
AL3 [103-173] [8-34] [28-124] [186-354]
AL4
A21 [24-27] [152.225]
[24-62] [112-140] [215-305] [87-360]
[174-186] [113-116]
[188-270]
A2.2 [24-27]
A23
A31 [203-225] [58-111] [6-7] [51.85]
[8-156] _ _ ) y
[226-242] [141.256] [157-204] [60-209] .30 [3-163] [2-17] [348-384]
= [215-305]
S As2 [13-203] [8-86]
[141-250] [19-304] [102-243] [39-243] [207-415] [10-298] : 1[;_2%‘31811 ]
A4l [31-61] [150-225] [0-207] [19-304] [125-201] [204-242] [8-27]
A5.1 [10-16] y ]
f20.09] [153-224] [24-347]
A5.2 [25-46]
A53
A6.L [188-254] _ ] _
L168-204] [75-150] [126-360] [32-124]
AB.2
A6.3 [158-184]
BL1 [90-111] [25-47] [185] [70-83] [19-58]
S Bi12 [158-225] [58-140]
¢ BL3
s ot [35-72]
g c12
DL1
DL.2
D13 [218-225]
D14
DL5
D2.1 [73-79]
s [152.225] [205-234]
g D22
D2.3
D24 [100-304] [273-298] [‘Ezgi’]
D3.1
D3.2

% Cada intervalo corresponde al fragmento de clase en que se observan los indicadores de conocimiento del modelo MTSK. Para mas detalle las sesiones de clase con sus
respectivas unidades conversacionales ver el Anexo F.
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Tabla 20. Unidades de informacién® correspondiente a 12 sesiones de clase, que se relacionan con los indicadores de
conocimiento del modelo MTSK

Indicador Clase 1 Clase 2 Clase 3 Clase 4 Clase 5 Clase 6 Clase 7 Clase 8 Clase 9 Clase 10 Clase 11 Clase 12

D3.3
D4.1

El1

E12 [157-187]

E2.1

E2.2 [31-225]

E3.1

E3.2

E33 [31-166] )
[19-102] [7-242]
[188-270] [90-11]

E34 [9-207] [2-121] [31-243]

[1-57] [157-214]

[13-203]
[205-419]

KMT

[10-298] [4-128]

E35
E41 [3-4]
[84-86] [132-384]
[131-171]
E4.2
E4.3

F1.1
F2.1
F2.2
F3.1
F3.2
F3.3
F3.4
F3.5
F3.6
F3.7
F3.8
F3.9

KMLS
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Conocimiento de los temas matematicos

En lo que sigue describimos detalladamente los componentes de conocimiento
observados en el profesor Rivera al ensefiar el tema de las fracciones, para cada
categoria, segun los indicadores de conocimiento definidos para el subdominio de

conocimiento de los temas matematicos.

Conceptos

La fraccion se justifica por la necesidad de ampliar los conjuntos numéricos de los
naturales y los enteros. En esta justificacion, el profesor parece adoptar una idea de la
fraccion como medida. Por ejemplo, recuerda que los precios pueden requerir partes,
que no se expresan mediante numeros enteros (“1,20 0 1,30 euros”). En estas
condiciones, si la unidad completa esti contenida en la cantidad un nimero entero de
veces, su expresion (medida) se asocia con los nimeros naturales y enteros (positivos),
mientras que si la unidad completa no esta contenida en la cantidad un nimero entero y
queda un resto inferior a la unidad, dicha cantidad representa una fraccion. Por tanto, los
nameros enteros se relacionan con cantidades que no tienen parte decimal, existiendo
otros numeros con valores de magnitud que no son exactos; esta idea lleva a relacionar
las fracciones con un conjunto que tiene una representacion decimal [C1. Al.1. Lineas
8-27].

21, P Cuando nosotros vamos a cualquier tienda, cuando tenemos que pedir cualquier cosa,
puede ocurrir, casualmente que nos dé algo exacto. Pero cuando vamos a una tienda la
mayoria de las cosas son 1,20 6 1,30. Es decir, si tomamos como unidad, por ejemplo el
euro, generalmente ese euro después lo vamos a tener que romperlo, ¢no es verdad? Se
rompe. Por ejemplo, el euro se rompe en 100 céntimos, ¢no es cierto?

22. As Si. [Dos alumnos expresan si].

23. P Si, por eso somos capaces de asignarle precios a las cosas ¢ Estais de acuerdo? Asi que
con los nimeros que hemos visto hasta ahora, muchas de las cantidades que vamos a
manejar, no vamos a ser capaces de encontrarle una cantidad asociada a ese ndmero.
Vamos a solucionar ese problema.

La fraccion se trabaja como el resultado de fracturar o romper una cantidad en partes

iguales. En el ejemplo concreto enunciado por el profesor el euro se “rompe” en 100
centimos. Esta idea lleva a relacionar la fraccion (%) con el significado de fraccion

como parte-todo, en el caso del ejemplo la parte de referencia o el todo tiene valor 100
[C2. Al.1. Lineas 7-12].

7. P En este tema, fracciones, lo que vamos hacer es fracturar, romper y empezar a trabajar
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con cantidades no exactas, no enteras ¢Y de qué manera fracturamos? Y deciamos ayer
que ibamos a representar mediante una fraccién que consta de dos ndmeros, que el de
abajo me indicaba la cantidad de trozos en que yo fracturaba y el de arriba, que se
Illama numerador, decia cuantos tomaba de cada uno de esos.

El profesor en algunos subepisodios de clase exhibe precision en las definiciones y

propiedades enunciadas. Por ejemplo, conoce las propiedades de equivalencias

notables de Q: a > b entonces % es mayor que la unidad y si a < b entonces % es menor

que la unidad. Aunque presenta ejemplos numéricos concretos, bajo el contexto de
fraccion como parte-todo, explica cada caso fijando una magnitud (longitud), dividiendo
segmentos en partes iguales y comparando las partes [C1. Al.3. Lineas 103-173; C2.
Lineas 8-34].

Al trabajar el método de amplificar y simplificar fracciones el profesor indica que si no
es posible simplificar una fraccion, entonces se dice que es irreducible. Indicando que el
método mas directo para encontrar la fraccion irreducible es calcular el maximo comun
divisor (MCD) entre el numerador y denominador, y dividir ambos por la cantidad que
indica el MCD. Enuncia que una fraccion es irreducible si el numerador y el
denominador son primos entre si, relacionando esta propiedad con que sea uno el
maximo comun divisor entre ellos. Aunque no profundiza en la idea anterior, el profesor
presenta con precision la definicion de equivalencia de fracciones. Diferencia el
concepto de numero primo de la relacion “ser primo con” [C4. Al1.3. Lineas 28-124].
112. P O sea que la fraccion irreducible no tiene (...), que estar formada por ndmeros primos,
sino tienen que ser primos entre si, es decir, cuyo maximo comun divisor sea uno.

El docente conoce que los nimeros fraccionarios tienen inverso, con excepcion del cero
(“que nunca puede dividirse por cero”). Indica que “la inversa de una fraccién consiste
en darle la vuelta al numerador y al denominador”. Resalta que al multiplicar una

fraccion por su inversa da como resultado la unidad [C12. Al1.3. Lineas 186-354].

191. P  Bueno pues. La inversa de una fraccion consiste en darle la vuelta al numerador y al
denominador. Vale. Por ejemplo.
27 Tiwgra de wa :f;;dif“c’:\
- L3 2.3
_%) = PTRIU L 25 ’?—’ 2 2
@ plgemmwant >

3
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El profesor conoce y emplea en su ensefianza elementos de la estructura conceptual de

Q, como diversas notaciones (matematicas, fraccionarias, decimales, verbales),
resultados concretos (como % =1,a+0; % = a, y que sia > b, entonces % es mayor

que la unidad,...). Tambien se aprecia conocimiento sobre los significados de fraccién
como parte-todo, operador y razén, también sobre la forma de establecer la relacion de
equivalencia, el orden, y la definicion y procedimientos para realizar las operaciones

con fracciones (suma, resta multiplicacion y division).

Define fracciones equivalentes “como aquellas fracciones que tienen el mismo valor o
representan la misma cantidad”. Mediante el significado de fraccion como parte-todo, y
apoyandose en la representacion figural, se comparan las porciones, para establecer que
si dos fracciones dan lugar a la misma porcion de un todo, las fracciones son
equivalentes [C3. A1.3. Lineas 1-260; C4. Lineas 1-307].

Establece el orden de dos fracciones mediante ejemplos concretos, representando en
figuras divididas en partes iguales, y comparando las partes (bajo el significado de
fraccion como parte-todo). Comienza ordenando fracciones de igual denominador,
estableciendo que es menor la que tiene menor numerador; de igual numerador,
llegando a apreciar que es menor aquella fraccion que tiene mayor denominador
(“cuanto méas pequefio es el denominador, estoy rompiendo en menos trozos, por lo
tanto los trozos son mas grandes™). Por ultimo, para ordenar fracciones con diferentes
numeradores y denominadores, convierten a su expresion decimal y comparan nameros
decimales, o bien igualan denominadores de las fracciones y comparan los

numeradores.

Respecto de las operaciones con fracciones, el docente introduce la suma y resta con
iguales denominadores y distintos numeradores, a partir de ejemplos concretos
(numericos), que representan mediante una figura. Las acciones de agrupar/juntar o
quitar/separar partes le permite obtener aquella porcion que es el resultado del
problema, expresando esa parte por medio de una fraccion (simbolo). Luego establecen
que para sumar o restar fracciones con iguales denominadores y distintos numeradores
se suman los numeradores y se conserva el denominador. Lo mismo para sumar o restar
un namero entero y una fraccion o fracciones con distintos denominadores, se ensefia el
procedimiento, hallan fracciones con el comun denominador a partir del calculo del

mcm y luego suman o restan (método del minimo coman maltiplo).
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El producto de fracciones, el profesor lo define informalmente como “multiplicacion en

linea, los de arriba entre si y los de abajo entre si”, sugiriendo el procedimiento para

- - . a ¢ ac AT .
realizar el producto de numeros racionales (—- ——). Para dividir fracciones,

b d _ bd
presenta ejemplos concretos e indica dos algoritmos generales para la division de
fracciones: “multiplicar en cruz” (productos cruzados) o “multiplicar por el inverso”

(inversion de la multiplicacion).

La Figura 31 exhibe una sintesis de los conceptos matematicos que el profesor presenta,
relacionados con el tema de las fracciones, que se aprecian a partir de la observacién de

sus clases.

Romper una
cantidad en
partes iguales

[ N° Naturales ]—[ N° Enteros ]—[ Fracciones

Fraccién como Fracciéon como
operador razon

Suma y resta

- Fracciones propias
- Fracciones impropias

Fraccién como

[ Fracciones equwalentes parte-tOdO

[Comparaci(’)n de fracciones

Operaciones ———
P Multiplicacion

y division

Figura 31. Contenidos matematicos que el profesor Rivera revela conocer

Fenomenologia

A partir de un ejemplo concreto sobre los precios de objetos (1.20 6 1.30) el profesor
indica que el euro se rompe en 100 céntimos, siendo la idea que lo lleva a enunciar que
lo que se hace es “romper la unidad”. Es decir, se asocia romper o fracturar con hacer
pedazo algo (una unidad, una cantidad) [C1. A2.1. Lineas 24-27].

24, P Entonces lo que vamos hacer, es romper, romper la unidad que sea ¢Y como se rompe?,
pues utilizando las fracciones.

25. P ¢Nunca habéis escuchado hablar, tienen una fractura, por ejemplo?
26. A De tercer grado! [Un alumno exclama].
27. P De tercer grado, de ligamentos cruzados. Fracturar romper. Fracturar. Y las fracciones

van hacer precisamente eso, romper la unidad, 0 romper en grupos una cierta cantidad,
¢vale? Entonces (..) vamos a trabajar con las  fracciones.

=t wcchoues = FoMER Zh Trepek,
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El planteamiento anterior le permite al profesor trabajar la fraccion como parte-todo, asi
el todo o unidad se “rompe” o “fractura” en trozos, introduciendose la fraccion como
resultado de la particion de una unidad en partes.

31. P Tienen una fraccion de este tipo 2/3, y ¢en qué sentido rompe? ¢Y en qué sentido rompe

una fraccién? Pues en el sentido que nos indica que hay aqui debajo [El profesor sefiala
el denominador 3] de acuerdo.

D SRR T o oo 5 e
%—;b—ﬂ@mv,@oﬁ:iu&m (ot sorim> 21 Elug 7%?%}@@ e

. . -, 2 -/
Por ejemplo, relaciona la fraccion (5) con la accion de romper un todo o

unidad (continua) en tres partes, considerando del total dos de esas partes en que se ha
dividido la unidad, destacandose que las partes en que se divide la unidad deben ser
iguales. Por lo tanto, trabaja la fraccion bajo el significado parte-todo, pero también
como operador, que fractura, y como medida, en otros momentos, sin diferenciar estos
usos [C1. A2.1. Lineas 24-62].

45, P Me interesa mucho insistir en esto de aqui ¢Vale? En qué representa el numerador de la
fraccion 2/3]. Esa fraccién me esta diciendo, que por un lado rompo la unidad o la
cantidad en tres grupos iguales, y que me estoy quedando con dos de esos grupos ¢ De
acuerdo? Por ejemplo, vamos a suponer (...)

En general, identificamos que se presentan situaciones que van mas alla de los enteros,
(como los precios), también la fraccion se relaciona con fraccionar para expresar las
partes de la unidad y se relaciona con la division, como ampliacion de la division, mas
alla de la division entera [C1. A2.1. Lineas 174-186; C2. Lineas 152-225; C3. Lineas

112-140].
El profesor trabaja la fraccion como operador que actla sobre cantidades, expresando
una operacion multiplicativa respecto de una cantidad. Por ejemplo, “de 20 alumnos de

4 , , P . .
una clase < aprobaran, ¢Cuantos alumnos aprobaran?” es una tarea de fraccionamiento

en el que se tiene la medida del todo (20) y la fraccién (%) y se pide la medida de la

porcion. Algunos alumnos la resuelven bajo el significado de fraccion operador; es
decir, expresan la cantidad multiplicativa sobre la cantidad 20 (todo), indicando una
division en 5 partes (como indica el denominador) y una multiplicacién por 4 (cantidad
que muestra el numerador). Esta tarea también permite al profesor trabajar

implicitamente el significado de fraccion como razon, explicando que al dividir 20 (el
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todo) en cuatro partes, resulta que “por cada cinco aprueban 4”, comparando el cardinal
del subconjunto con sus elementos. Estableciendo relaciones como “1 de cada 5”
reprueban que es igual a “4 de 207, expresando en ambos casos la idea de fraccion como
razén; es decir, es como si en el interior de la unidad se mantiene la misma proporcion

entre todas las muestras de 5 elementos.

Por lo tanto, las situaciones de fraccionamiento le permiten al profesor establecer
relaciones entre el todo y la parte, mientras que al trabajar la fraccién como razon el
indice de comparacion es entre dos partes del mismo todo o entre dos cantidades de
magnitud (“por cada 5 alumnos aprueban 4”) [C1. A2.1. Lineas 188-270; C2. Lineas
113-118; C6. Lineas 87-360].

115. P Y dice que las chicas son cuatro novenos del total. Quiero que cuando vedis una
fraccion. Yo quiero que también tengdis en mente esto, que por cada nueve alumnos
cuatro son chicas ¢ Todo el mundo cuando veis esa fraccion piensa eso también? Eso es
importante, porque si por cada nueve nifios cuatro son chicas ¢ Cuantos seran chicos?

A lo largo de la unidad el profesor presenta tareas que abordan problemas de
fraccionamiento, especialmente de tipo directo; es decir, en que se tiene la unidad y la

fraccion y se pide obtener la porcion.

Realiza tareas de fraccionamiento de tipo directo e inverso, prevaleciendo los problemas
de tipo directo, es decir, aquellos en que se conoce el todo o unidad y la fraccién y se
pide obtener la porcion [C4. A2.1. Lineas 215-305].

Relacionado con las operaciones con fracciones, para sumar y restar fracciones con
distintos numeradores e iguales los denominadores, el profesor interpreta las acciones

de juntar o quitar partes de un mismo todo para componer el total.

La multiplicacion y la division de fracciones se ensefian a partir de procedimientos

particulares. Trabajan un problema multiplicativo de fraccion de fraccion “Juan se ha

2 . 2 . .z
gastado > de su paga en chucherias y 3 de lo que le queda en una entrada. ¢Qué fraccion

H 77 - 2 2 -
de dinero le queda?”. En el problema se conocen las fracciones (;,5), el todo o unidad

hace referencia al dinero ganado por Juan y el resultado final esta en funcién del dinero

ganado. El profesor lleva a identificar que el dinero que le queda “después de las

chucherias es ; luego a esa cantidad pide obtener los ; “b/7 es lo que hay que hacerle

' . 5 2 - .
2/3”, que interpreta como >3 Esto dltimo lo resuelve como un problema multiplicativo
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de producto de medidas, representando graficamente % y ; (una figura dividida en siete

partes iguales o congruentes), donde el denominador indica las partes en que se divide
(7) la figura y el numerador las partes que se seleccionan, luego de forma horizontal se
representan los tercios. El area del rectangulo queda conformado por 21 cuadrados

. . ., ., 5 2 10
(7 x 3), entonces el area (interseccion) representa la fraccion -5 = 5; due corresponde
a la cantidad de dinero que se gasta en la entrada. Que es lo mismo que obtener 2 veces

la tercera parte de 2 - que es la cantidad de dinero que gasta para la entrada (— —) luego

16

obtienen la cantidad de dinero que le queda (% + % =" queda —) Por lo tanto, el

profesor da sentido de fraccion de fraccion a la multiplicacion de fracciones.

Procedimientos matematicos

El profesor tiene dominio de procedimientos para identificar fracciones equivalentes,
presentando tres métodos: a) representar en el mismo todo, mediante una representacion
figural (de superficie), b) calcular la expresion decimal asociada y compararlas, y c)
dividir las dos fracciones (multiplicando en cruz) si da como resultado uno las
fracciones son equivalentes (“[...] si al dividir fracciones el resultado es la unidad esas
fracciones son equivalentes, si no es la unidad esas fracciones no son equivalentes.
Entonces al tercer método lo llama multiplicacion, o multiplicando en cruz [...]”) [C2.
A3.1. Lineas 226-242; C3. Lineas 141-259; C4. Lineas 6-7; C9. Lineas 2-17].

259. P H'(a’wv ?‘Lj"m awugﬂg Si oy ﬁac%’ S e’?u\wﬁm@?
a cieuds mus &!:wuoa

Vﬂuajk SUsual  fueonveuicals —> Zada e,
. (agau&wosﬂ-“ it d{ncauﬂ-p o'JoCl&éo
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3 o 06% 31 Euw,mmlmtl =] iz“i"\f{m &u‘“a&ﬁ
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oy 2350
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Para buscar fracciones equivalentes a otras enuncia el método de amplificacion y

U’

simplificacion. Relaciona la idea de amplificar con la amplitud o intensidad del sonido,

para establecer que las “fracciones también es hacerlas mas grande”, indicando la
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operacion de multiplicar que “¢[...] hace mas grande una cantidad?”. Asi, amplificar
indica multiplicar el numerador y denominador de una fraccion por una misma cantidad,
siendo la fraccion que se obtiene equivalente a la inicial. Para el caso contrario, explica
que dividir el numerador y el denominador de una fraccion seria equivalente a
simplificar. Presenta dominio para amplificar y simplificar distintas fracciones [C4.
A3.1. Lineas 8-156; C5. Lineas 60-209].

11. P jQué lo amplia, claro! Por ejemplo, de lo que han salido m&s moderno, un iPod ¢Sabes
cémo funcionan? Cogen el aparato ese y lo amplifica [el sonido], lo hace méas grande.
Pues en las fracciones también es hacerlas mas grande ¢Cdmo se hace méas grande una
cantidad? jMultiplicandola!

Al resolver ejercicios sobre igualar dos fracciones y calcular el término que falta, el
profesor presenta dominio de las operaciones implicadas en el proceso. Es decir,

aplica la propiedad que dice que dos fracciones son equivalentes si se verifica que el

producto cruzado es igual (dadas dos fracciones %zg son equivalentes si y solo si

a-d=Db-c)[C4. A3.1. Lineas 157-214; C6. Lineas 51-85].

195. P Losdos que van atravesados siempre arriba.
Q i: ;i\-— X= jﬁ = O
5 (K=o =,

El profesor conoce que en los problemas de fraccionamiento intervienen tres datos (el
todo, la parte o porcion y la fraccion). Los problemas que se plantean buscan obtener
algunas de las partes: a) se debe encontrar la fraccion si se conoce el todo y la pocion; b)
se tiene la porcidn y la fraccion y piden el todo; y c) dan la parte del total y la fraccion y
piden el todo. En todos los casos el profesor domina las operaciones que se requieren
para resolver los problemas. Para el caso ¢) conoce el procedimiento de “invertir la
fraccion” (multiplicar por el inverso), y luego operar; prevaleciendo los procedimientos
mecénicos [C4. A3.1. Lineas 215-305; C6. Lineas 87-360; C8. Lineas 3-163].

305. P Y terminar el doce.
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El profesor conoce procedimientos para ordenar fracciones, cuando las fracciones tienen
distintos denominadores, a) calculan la expresion decimal asociada a la fraccion y
comparan decimales e b) igualan los denominadores de las fracciones y comparan segun
las partes que indica el numerador. Para convertir fracciones a comdn denominador, el
profesor utiliza el procedimiento de amplificacion de cada fraccion, empleando los
denominadores opuestos, y mediante el calculo del minimo comin mdltiplo de los
denominadores. Posteriormente, para encontrar los numeradores, establece dos pasos: a)
“dividir el minimo comin mdltiplo que se ha obtenido entre el denominador” y b)
“multiplico por el numerador el resultado obtenido” [C7. A3.2. Lineas 19- 304; C8.
Lineas 102-243; C10. Lineas 13-203; C12. Lineas 8-86].

183. P  Recuerdo, minimo comdn multiplo se obtiene como: comunes y no comunes al mayor
exponente. Luego recuerdo ¢Vale? Minimo comdn mdltiplo son los comunes y no
comunes al mayor exponente.

Método da mqfﬂua&g 3 ])rm & Tﬂﬁa:
@Cafmﬂo E.Q m.c.utr o fos ézv.pmivm!pw;
mcw = Comunes H ne Comunes a.@mac? -vfx:umﬁ,

184. A  (Eso hay que poner?

185. P Pones método de comparacion tres, mas abajo, los dos ejemplos que hemos hecho,
ahora voy a explicar cdmo se consiguen, paso a paso.

186. P Lo segundo, coloco el minimo comin maltiplo en los denominadores de las fracciones
equivalentes, por lo tanto ya tiene el mismo denominador.

En las clases siguientes el docente explica como ordenar fracciones que tienen igual los
. 2 2 . .
numeradores, concretando con el ejemplo e Representa las fracciones mediante un

modelo de area, indicando que, independientemente del nimero de partes en que se
divide el todo, lo que importa son las partes que se consideran (comparacion de
superficie). Luego, formula la propiedad, “cuanto mas pequefio es el denominador,
estoy rompiendo en menos trozos, por lo tanto los trozos son mas grandes” [C9. A3.2.
Lineas 39-243].

46. P Muy bien. O sea el nimero de trozos que estoy poniendo es el mismo, pero claro ¢son
iguales los tamafios de cada trozo?

Para pasar de la expresion decimal finita a la expresion fraccionaria el profesor explica
que “se pone un uno en el denominador, y segun la cantidad de cifras decimales se
consideran los ceros que se agrega a la cifra del denominador”. Aunque no justifica esta

conversion, se aprecia que domina el procedimiento de pasar de expresion decimal
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finita a fraccion, centrandose en procedimientos sisteméaticos [C2. A3.1. Lineas 203-
225; C3. Lineas 58-111].

120. P [...] es muy sencillo porque solamente tenemos que hacer esto que yo le explico aqui, en
el denominador ponemos un uno y contamos cuantas cifras hay detrads de la coma
¢Cuantas cifras hay aqui Alex?

Mediante la descomposicién en factores primos calculan el minimo comdn mudltiplo,
indicando que se “eligen los comunes, con el exponente mas grande”. El profesor
domina el procedimiento basado en la descomposicion en factores primos, para
encontrar el mem, que luego aplica para obtener fracciones con comin denominador
[C10. A3.2. Lineas 13-203].

176. P Aqui tengo dos, dos elevado a dos, dos elevado a tres y dos elevado a cuatro.
13 24 12 4y

177. A Dos elevado a cuatro.

178. P  El mayor y ya esta. Dieciséis, muy bien, dieciséis, dieciséis pues lo mismo. [El profesor
va poniendo la linea de la fraccion y su denominador tantas veces el nimero de
fracciones tenga inicialmente].

Para sumar y restar fracciones con igual denominador suman o restan los numeradores,
conservando el denominador. El profesor relaciona los célculos realizando las
operaciones mediante una representacion con el modelo de area, identificando sumar
con juntar, y restar con quitar partes de un mismo todo. También suma y resta un
numero entero y una fraccion a partir de convertir el nimero entero en fraccion, luego
mediante el célculo del mecm igualan los denominadores. Para sumar fracciones con
distintos denominadores el profesor explica el método del calculo del minimo comdn
maultiplo (mcm). Primero, calculan el nuevo denominador de las fracciones, que sera el
mcm, y el numerador de cada fraccion se obtiene dividiendo el mcm por el
denominador de cada fraccion y ese resultado se multiplica por el numerador, luego
hacen las operaciones correspondientes. Observamos que el profesor domina los
procedimientos enunciados para sumar o restar fracciones [C10. A3.2. Lineas 207-419;
C11. Lineas 10-298; C12. Lineas 7-140].

306. P Ahora lo que yo quiero que entendais es éste signo igual de aqui [alude a la expresién

3/5+7/10=6/10+7/10]. Tiene sentido. Es igual sumar estas dos fracciones [3/5+7/10] que
sumar estas dos [6/10+7/10].
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307. A ¢Porqué?

308. P Por qué son equivalentes, he cambiado la fraccién por una que vale lo mismo, por lo
tanto yo sigo haciendo la suma que me habian planteado con distinto aspecto, pero
sigue siendo la misma suma.

Para el caso de la multiplicacion y division de fracciones apreciamos que el profesor
domina los procedimientos detallados. Para la multiplicacion expresa que se multiplica
numerador por numerador y denominador por denominador (“multiplicacion en linea”,
“los de arriba entre si y los de abajo entre si”’). Para dividir fracciones describe dos
procedimientos a) “no dividimos en cruz, multiplicamos en cruz” y b) “multiplicar por
el inverso”. Prevalecen los procedimientos matematicos en las operaciones

multiplicativas con fracciones.

147. P Esdecir. Lo vamos a ver directamente con ejemplos.
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Sistemas de representacion

El profesor conoce distintos sistemas de representacion relacionados con el tema:
verbal en forma numérica (de fraccion y decimal); y figural, que emplea a lo largo de la

ensefianza de las fracciones [C1. A4.1. Lineas 31-61].
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Figura 32. Representaciones empleadas en las clases

Por ejemplo, al trabajar la equivalencia de fracciones enuncia tres métodos: representar
en una figura, calcular la expresion decimal asociada y comparar las cantidades, y
aplicar el procedimiento de “multiplicar en cruz”. Los procesos descritos permiten
trabajar diferentes sistemas de representacion: verbal, numeérico (% como fraccion y
decimal) y figural (continuo). Explica cada método para establecer la equivalencia,
utilizando todos los sistemas de representacion, lo que muestra que los conoce y

relaciona entre si, como expresiones de la misma idea [C5. A4.1. Lineas 9-207].
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11. P Después de representarlas nos dimos cuenta de que en todas, la cantidad que se estaba
sombreando de amarillo, eran la misma.

S

Al ordenar fracciones trabajan la representacion verbal, figural y numérica, esta ultima
-z a -z - .y . .
como fraccion (Z) y en su expresion decimal. La representacion figural, mediante el

modelo de area o de longitud, la emplea para “justificar” las propiedades que formula
aludiendo a la expresion simbolica en forma de fraccion (en las fracciones que tienen
los mismos denominadores y distintos denominadores son mayores aquellas en que el
numerador es mayor). Es decir, al representar mediante el area de una figura
(significado parte-todo), son mayores las fracciones en que se considera una mayor
cantidad de partes. EI empleo de la representacion figural es temporal, sirve para
justificar, pero posteriormente, la ordenacion de fracciones se realiza mediante un
trabajo puramente simbdlico sin volver a la imagen concreta [C7. A4.1. Lineas 19- 304;
C8. Lineas 125- 201].

204. P Vamos a ver un ejemplo. Entonces las fracciones que teniamos ahi de antes, 2/3y 3/4.
La idea es la siguiente. Vamos a ver si se entiende. Vamos a ver.

E\M;é 4

Para sumar o restar fracciones cuando tienen el mismo denominador suman o restan los

numeradores y mantienen el denominador, operando numéricamente. Luego, se
representa mediante el modelo de area la fraccién 13—2 y mediante la accion de juntar (o
quitar) otra cantidad (4) se obtiene la cantidad final % [C10. A4.1. Lineas 204-242;
C11. Lineas 8-27].

207. P Entonces, como ustedes tenéis la hoja de cuadritos, quiero que hagais un dibujo
parecido al que yo voy hacer. ¢ Vale?

-3
- C

=
3 I-a%lq
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208. P Tiene tres hacia abajo y cuatro hacia la derecha. Quiero que me digais cuantos
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cuadrados hay en el interior.

También relaciona las representaciones numeéricas, considerando que las fracciones
admiten una representacion decimal que se obtiene dividiendo el numerador por el

denominador. Relaciona los sistemas de representacion numerico-verbal, numérico
(como fraccion % y como expresion decimal) y figural (modelo de area o longitud, en

contextos continuos), con otros modelos continuos y discretos [C1. A4.1. Lineas 31-61;
C2. Lineas 150-225]. También emplea la representacion en porcentajes (25%),
identificAndolos cuando es 100 la unidad o valor del todo.

Aspectos de comunicacion matematica

El profesor realiza una lectura correcta de las fracciones, indicando que se pueden
leer enunciando primero el numerador y después el denominador, pero desde el 11 en
adelante el denominador toma el nombre del nimero seguido del sufijo “avos” [C1.
Ab5.1. Lineas 90-93].

Destaca la importancia de ser preciso al trabajar con las igualdades. Aunque las
. 2 . . .
expresiones — ; 2:5 y 0,4 no son iguales, el profesor explica a los estudiantes que

representan lo mismo, siendo transcendental el signo igual. Por tanto se aprecia que
emplea el signo igual para expresar su equivalencia entre formas de representacion, con
lo que quiere aludir a estas formas como que representan la misma cantidad, evitando el
sentido de igualdad como identidad de una manera consciente [C2. A5.1. Lineas 153-
224].

159. P  Vuelvo a insistir una cosa, en matematica, el signo igual solamente se puede usar
cuando lo que hay a la derecha y a la izquierda son cosas iguales ¢ Qué me esta diciendo
esto? Qué la fraccion dos quintos es lo mismo que esto, es decir, es igual dos quintos
que 0,4, es la misma cosa.

Respecto a conocer expresiones cotidianas relacionadas con las fracciones el
profesor emplea las fracciones para expresar medidas (“un cuarto de kilo son 250

gramos”, *“cuarto y mitad, un cuarto de kilo y la mitad del kilo que seria 375 gramos”,
“;Cuantos minutos tiene una hora?”, “;Y un cuarto de hora serd entonces?”),
especificaciones que son parte de las tareas planteadas en clase, en las cuales se necesita
conocer las equivalencias de otras unidades. Emplea los simbolos asociados a las
unidades de medidas y hace explicito como se abrevia cada unidad [C3. A5.1. Lineas

24-347; C3. A5.2. Lineas 25-46].
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25. P Y el problema 12, nos dice aqui en un cartel que el boqueron cuesta 5,4 euros el kilo.

. ﬁ/&fa .
Sabéis que ' ¢ esto se lee euros el kilo.

Tareas matematicas

El profesor conoce situaciones que ponen de manifiesto los distintos significados de
las fracciones, especialmente trabaja la fraccion como procesos de particion de una

cantidad numérica que permite divisiones discretas. Por ejemplo, a partir de una
. -, . . ., 1 .
situacion de fraccionamiento en que el todo es 20 alumnos y la fraccion o mediante la

actuacion del operador, encuentran la medida de la parte [C1. A6.1. Lineas 188-254].
Para expresarlo emplea las representaciones de areas o de conjuntos de puntos que le
permiten asociar las acciones numéricas con acciones reales en los modelos (agrupar/
juntar).

232. P Medice, que por cada cinco alumnos, cuatro van a aprobar, entonces uno, por ejemplo,

Luis internamente ha hecho, voy a coger grupos de cinco, por ejemplo [el profesor va
agrupando en la pizarra grupos de cinco de la coleccion de 20 puntos].

LA 5.

Las tareas de fraccionamiento también le permiten al profesor trabajar la fraccion como

razon, relacionando dos cantidades o conjuntos de unidades. Estableciendo diferencia
4 ./ P . ., 4
entre - como fraccion y como razon, cuando se tiene la fraccion se alude a - como

cantidad: “cuatro quintos”, y como razén como la comparacion entre los numeros 4 y 5:
“cuatro de cada cinco”, “por cada 5 alumnos aprueban 4” (comparandose partes del

mismo todo).

El profesor presenta tareas que permiten trabajar las fracciones sobre cantidades
discretas, bajo la interpretacion parte-todo, en un contexto de medida para comparar
cantidades del mismo tipo. Trabajan la fracciobn como cantidad, indicandose que el
“todo” en el cual actia la fraccién puede ser cualquier cantidad. Las tareas de
fraccionamiento permiten indicar que la unidad depende del contexto de trabajo; es
decir, una unidad puede referirse a la cantidad de elementos de un conjunto o a los
elementos por separados. En el ejemplo descrito la fraccion “uno de cada cinco alumnos

reprueban” es de razon, y se aplica para indicar que “1 de cada 5 es igual a 4 de cada
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20, cambiando la unidad (5 en el primero, 20 en el segundo) [C1. A6.1. Lineas 188-
204].

188. P  Hasta ahora hemos estado hablando de fracciones respecto a la unidad. Con respecto a
la unidad. Lo que pasa es que el concepto de unidad, la idea de unidad, depende un poco
de lo que se esta hablando. Por ejemplo cuando yo hablo del grupo primero, nosotros
como grupo formamos una unidad ¢No es cierto?

Un problema multiplicativo de fraccién de fraccién, que se presenta a lo largo de la
unidad, también permite reconocer que el todo o unidad varia. En algunos casos se
puede pedir la fraccién en funcion del total (todo) o bien en funcién de una parte del
total, cambiando el referente [C12. A6.1. Lineas 1-244].

219. P En chucherias. Muy bien. Y luego si seguimos leyendo el problema, me dice que dos
tercios, ¢pero esos dos tercios con respecto a qué se esta hablando?

220. A iDelos chuches!

221. P ;Delapagaode loque le queda?

222. As Delo que le queda.

Como indicamos anteriormente, el profesor presenta tareas de fraccionamiento de tipo
directo e inverso, prevaleciendo los problemas de tipo directo (se conoce el todo o
unidad y la fraccién y se pide obtener la porcidn). Presenta algunos problemas aditivos
de combinacion o composicion y de cambio por diferencia. Por ejemplo, “Maria ha

gastado % de dinero que tenia en un libro y % en refresco ¢Qué parte de dinero ha
gastado?, ;Y qué parte le queda?”. La accidn juntar/agregar, representada por la adicion,

lleva a este tipo de problema a combinar los enunciados G+%) Un problema de

cambio de diferencia que plantea el profesor es “Marta ha comprado % kilo de queso y le

da a su vecina % , ¢qué fraccion de kilo le queda?”, en que se tiene una cantidad inicial
3 . . 1 .z . . 5

(—), luego a ella se le quita otra cantidad (—) obteniéndose una cantidad final (—) [C2.
4 3 12

E3.3. Lineas 90-111].

A lo largo de la unidad, identificamos que el profesor presenta un problema

multiplicativo de fraccion de fraccion, que relaciona con el producto de medidas (buscar

el area de un rectangulo).

En general, las tareas matematicas se enuncian en contextos personales; es decir, tienen
relacién con las actividades diarias de los alumnos (amigos, compra de combustible,

viajes, dinero, gastos, cantidad de arboles, etc.).
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Respecto al sentido dado al contenido matematico el profesor mediante un ejemplo
que implica multiplicar un nimero natural por una fraccién menor que uno, comprueba

el resultado de la operacion segun su representacion figural (“Si. Por lo menos que nos

8
12

. . . - ” L 4 2
guede un poco mas claro porqué multiplicamos”). Presenta el ejercicio 2 - 5= 3

. 4 . R c - -/
luego se representan en una figura los o bajo el significado de fraccion como parte-

todo, asi mediante la accion de dividir en dos partes los 14—2 se obtiene el doble de partes

ﬁ. Por lo tanto, el profesor mediante ejemplos concretos y representando en figuras
divisibles busca dar sentido a los conceptos y procedimientos matematicos. Por
ejemplo, para sumar y restar fracciones con igual numeradores y denominadores,
representan en una figura cada fraccion, y mediante la accién de juntar o quitar partes de
un todo (de la figura) retnen o sustraen porciones; expresando la cantidad resultante por
medio de una fraccion [C12. A6.3. Lineas 158-184].

Conocimiento de la estructura de las matematicas

Presentamos algunas conexiones conceptuales y relaciones entre los sistemas de
representacion que se evidencian a lo largo del proceso de ensefianza del tema de las
fracciones. Ademéas las distintas relaciones presentadas entre los contenidos

matematicos que ensefia y los de otros niveles escolares.

Relaciones entre componentes de la estructura conceptual

En general, el profesor hace conexiones temporales enlazando los conocimientos
previos con los estudiados. Por ejemplo, al presentar tareas de fraccionamiento (de tipo
directo e inverso), en contextos personales, emplea factores de conversion de unidades
de medidas concretas: tiempo (horas-minutos), longitud (kilometros-metros) y masa
(kilogramos-gramos). Tema que se relaciona con los contenidos de tercer ciclo del
Bloque 2. La medida: estimacion y calculo de magnitudes, las equivalencias entre
unidades de una misma magnitud (Ministerio de Educacién y Ciencia, 2007) [C3. B1.1.
Lineas 25- 47].

También, el profesor relaciona la igualdad de fracciones (fracciones equivalentes) con
problemas de valor ausente; es decir, situaciones en el cual se tienen tres cantidades de

una proporcion y se debe encontrar la cuarta cantidad de modo que la igualdad sea
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verdadera. Aunque el profesor no habla de la proporcionalidad (igualdad de dos
razones), esto conduce a la ensefianza de este contenido [C4. B1.1. Linea 185; C6.
B1.1. Linea 70-83].

157. P Calcula el término que falta sabiendo que las fracciones son equivalentes. Como digo
este ejercicio, para el segundo semestre, donde vamos a trabajar la razon de
proporcionalidad. Las razones, que también se puede entender una fracciéon como una
razon. Ejercicios como este vamos a hacer muchisimos. Imaginaros que yo les digo que
dos tercios es lo mismo que una fraccién de éste tipo [x/15] y ustedes tenéis que decirme
quién es la equis.

Ei@g{a’o‘. &,&LOQ @Q {,éw,(iwffwz(aféw Sabsicaks :‘{uu: @a{mw‘om
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Establece correspondencia entre el orden de las fracciones y el orden de los nimeros
naturales y enteros, contenidos previos estudiados. Aunque en su clase no profundiza al
respecto, alude a ello, mostrando que conoce que la relacién de orden de estos conjuntos
numericos se extiende a Q [C7. B1.1. Linea 19-58].

El profesor conecta las operaciones de numeros enteros con las operaciones con
fracciones: “Pues con fracciones es exactamente igual. A ver, cuando tengais un
problema de fracciones y no tengais muy claro qué tenéis qué hacer, quiero que penséis
en un problema con nimeros [naturales]. Y las mismas operaciones que saquen con los
numeros, son las que hay que hacer con las fracciones. ¢(Ha quedado claro en éste

ejemplo?”.

En el transcurso de la ensefianza se produce un aumento progresivo de la complejidad
del contenido. Por ejemplo, comienza empleando el significado de la fraccién como
parte-todo, y este principio le sirve para nuevos aspectos, como la equivalencia, el
orden, etc. También le permite introducir los porcentajes, indicando en este caso que la
parte de referencia o el todo tiene valor 100. Igualmente, la comparacion entre dos
partes de un todo o cantidades lleva a la idea de fraccion como razon, complejizando el
significado de fraccion como parte-todo. En algin ejercicio razona de manera
proporcional, identificando relaciones multiplicativas entre dos cantidades, mostrando
una forma de concebir la fraccion que va mas alla de partir en partes iguales y tomar
algunas de ellas [C1. A6.1. Lineas 188-254].
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Apreciamos que el profesor establece relaciones o conexiones entre elementos de la

estructura conceptual. Por ejemplo, genera correspondencias entre distintos tipos de
representacion: numérica de fraccion (%) expresion decimal (de hasta tres digitos

decimales), verbal (en varias formas, tres de cinco, o tres quintos, por ejemplo), y
representacion figural mediante modelos de area y de longitud (como parte-todo), y
como porcentajes. Indica que las fracciones admiten una representacion decimal, el
porcentaje como una relacion entre dos cantidades en el cual se tiene 100 como
denominador comun [C2. B1.2. Lineas 158-225; C3. Lineas 58-140].

Los problemas inversos en que se tiene la unidad y la porcion y se busca obtener la
fraccion, si bien muestran situaciones de relacion parte-todo, a veces le sirven al
profesor para aludir a proporcionalidad, con lo que introduce la fraccion como razon, al

establecer correspondencia entre dos partes de un todo o entre cantidades.
Conocimiento de las practicas matematicas

Aunque el profesor alude en diversos momentos a elementos matematicos y destaca la
importancia de su uso, a lo largo de las sesiones de clase observamos en menor
presencia el subdominio de conocimiento de las précticas matemaéticas. Solo
identificamos un episodio en el que se vislumbra que el profesor tiene conocimiento del
modo de proceder en matematica. En este caso, da especial importancia a los pasos que
hay que dar para determinar el valor de un término de una fraccion, para que sea

equivalente a otra dada. La secuencia que sigue y explicita es la siguiente:

1° Partiendo de la premisa de que las fracciones son equivalentes (“[...] Tengo la

informacidn que estas fracciones son equivalentes”).

2° Se aplica la definicién de que si dos fracciones son equivalentes se verifica que el

. . . a Cc . . ,
producto cruzado es igual, es decir, dos fracciones ~ =~ son equivalentes si y solo si

a-d = b-c (“multiplicando en cruz y comprobando que nos daban lo mismo”).

3° Se obtiene el valor de la incognita (“[...] Y nuestro objetivo en este ejercicio es

averiguar cudl es esa letra.”).

4° Se comprueba la solucion.
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El razonamiento expresado por el profesor muestra una de las formas de proceder en
matematicas. Se sigue una secuencia de pasos logicos, partiendo de una premisa inicial,
aplica una definicién y se llega a la conclusion [C6. C1.1. Lineas 35-72].

36. P La cuestion era esa, Maria. Nosotros tenemos dos fracciones que son equivalentes. ¢De
acuerdo? En algunas de las dos fracciones o bien el numerador o el denominador, no
importa, no me lo dan. Entonces para eso, en general en matematicas, para eso se usa la
letra equis. Se le podria poner cualquier letra. Y nuestro objetivo en este ejercicio es
averiguar cudl es esa letra.

37. P ¢Qué informacion tengo? Tengo la informacion que estas fracciones son equivalentes, y
al ser equivalentes, se debe cumplir. ¢ Recordais las tres formas que teniamos para ver si
eran equivalentes?

El profesor destaca que para resolver la tarea es importante comprender el problema
(¢qué datos se tienen y qué se pide?), buscar estrategias para resolverla y hacer la
verificacion, fases similares del proceso de resolucion de problemas definidas por
Pdolya. Ademés, promueve que los estudiantes empleen este esquema en sus

razonamientos.
Conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de las matematicas

A continuacién resumimos las apreciaciones sobre los apartados del conocimiento de
las caracteristicas de aprendizaje de las matematicas, empleando las categorias
definidas. Comenzamos por exponer el conocimiento de las caracteristicas de
aprendizaje, luego los errores y dificultades posibles, las tareas matematicas abordadas

y, por ultimo, los materiales y recursos utilizados en el proceso de instruccion.

Caracteristicas de aprendizaje

El indicador responde a la necesidad del profesor de conocer el modo de pensar de sus
estudiantes para afrontar las tareas matematicas escolares que propone en su ensefianza.
Considerando que el estilo de ensefianza del profesor se centra en exponer el tema,
dando pocas ocasiones a que los estudiantes comuniquen sus ideas, esto nos ha llevado
a identificar escasos episodios de clase en los que el profesor interactie con sus

estudiantes y pueda apreciar sus reacciones a la exposicion.

Destacamos un subepisodio de clase en el que el profesor considera la respuesta de un
estudiante que indica “que las fracciones con denominador 100 son porcentajes”.
Aprovecha esta afirmacion, que lo lleva a identificar que las fracciones también

representan a un porcentaje cuando sugiere 100 como la unidad. De esta forma relaciona
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el significado de fraccién como parte-todo, aceptando que tiene una expresiéon como

porcentaje, cuando la parte de referencia o todo tiene un valor 100 [C2. D1.3. Lineas

218-225].

218. P Escuchemos la pregunta de Manuel, que es muy bueno. Me ha preguntado, si 25
dividido entre 100 da un porcentaje. Efectivamente, todas las fracciones que tienen

denominador100, representan un porcentaje, de hecho ¢qué porcentaje seria esto? [
0'25=2%9 _25%
) 1.

El profesor tiende a repetir los procedimientos y propiedades matematicas para que los
estudiantes recuerden las ideas, previamente a la resolucion de algunas tareas. Por
ejemplo para representar en una figura una fraccion impropia, indica “cuando el
numerador es mayor que el denominador, estoy tomando cantidades mas grandes que la
unidad”. Esta forma de proceder del profesor lleva a que los estudiantes no incurran en

errores y ejecuten los procedimientos directamente.

Errores y dificultades

Sobre conocer los errores y las dificultades que los estudiantes pueden presentar en
la aplicacion de conceptos y procedimientos, indicamos aquellos aspectos que el

profesor hace explicito al ensefiar el tema de las fracciones.

El profesor identifica que, a veces, los alumnos realizan el fraccionamiento de una
cantidad (por medio de una fraccion-operador), confundiendo el multiplicador y el
divisor; es decir, efectian las operaciones de multiplicar y dividir sin respetar el papel
de los términos de la fraccion [C2. D2.1. Lineas 73-79]. Tambien reconoce el error que
incurren los estudiantes al pasar de una fraccion a su notacion decimal, en el cual
tienden a dividir el denominador entre el numerador, especialmente cuando una
cantidad es multiplo de otra, o bien para obtener resultados mayores que la unidad [C2.
D2.1. Lineas 152-225]. Con ello muestra que comprende el papel de obstaculo que tiene
la division entera, para el caso de la operacion en los nimeros racionales.
156. P  Fijaros por favor, en el orden que se hace la division, se divide el numerador entre el
denominador. Muchas veces, inconscientemente hacemos 5 entre dos, porque tenemos la
tendencia entre dividir el namero mas grande entre el pequefio, y no es asi. ¢Vale?

Siempre es el que esta arriba dividido por el que abajo, aunque me de cero como algo,
no importa ¢De acuerdo?
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El profesor conoce una de las dificultades comunes que presentan los estudiantes al
sumar o restar fracciones con el mismo denominador, que consiste en que tienden a
sumar o restar los numeradores y los denominadores [C10. D2.1. Lineas 205-234].

234. P Luego, no por favor, jno me sume! No me digas que después de la suma esta roto en

veinticuatro trozos. No tiene sentido. Nos pasa una vez y después no se olvida. Esta roto

en doce trozos. Ahora eso si, lo de arriba si se suma [explica la suma de las fracciones

3 4 7
S+—=-]
2 12 12

. .- .2 3
Los estudiantes indican que la fraccion 5 €S mayor que -, ya que al representarlas en una
figura, una de ellas se divide en 3 y la otra en 4 partes iguales, por lo que las partes de la
- 1 . 1 . ‘g
figura que representa a 3 Son mas grandes que las de " El profesor identifica el error y

hace notar que el orden de las fracciones se determina por la consideracion de los dos
términos que la forman, sus numeradores y denominadores. Advierte que un mayor
namero de partes (numerador) puede compensar un menor tamafio de cada parte
(denominador) y viceversa. El profesor explica que “aqui como estoy cogiendo menos
trozos, aungque sean mas pequefitos, estoy cogiendo mas cantidad. (Si o no?”
Detectando que los alumnos cometen el error de no considerar mas que alguno de los

elementos de la fraccion.

También se aprecia esta situacion cuando trabajan el orden de fracciones y la
. . . . 8 9 -
equivalencia, por ejemplo, al comparar las fracciones SV 5 El profesor efectia

explicaciones a los estudiantes que buscan que razonen en términos de la relacién
entre el numerador y el denominador, y no uno solo de ellos. Para esto propone que
adquieran réapidamente el procedimiento de convertir las fracciones a comdun
denominador y luego comparen los numeradores (“lo que quiero primero es que
aprendéis el proceso mecanico; es decir, ¢aqui amplificaremos por quién?”) [C7. D2.4.
Lineas 100-304].

115. P  Ahora, ¢qué ocurre si no tienen el mismo denominador? Por ejemplo, ¢qué ocurre si
queremos comparar 2/3 y 3/4?

116. A ;Qué seria mas grande, 2/3?

117. P ¢Quién pensais que es mayor?

118. A Dos tercios.

119. A  Dos tercios.

120. A Dos tercios.

121. P Pensais que es mayor 2/3 ¢ por qué?

122. P Vamos air uno a uno, ¢Por qué pensais que es mayor 2/3?

123. A Porque si ponéis una tarta y la dividimos entre tres, como dos. Y si la dividimos entre

cuatro, el trozo més grande es de 2/3.
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124,
125.
126.

127.
128.
129.

130.

o> > T > T

o

Ta dices que si divido en tres y cojo 2 es mas grande.

Seria lo mismo, pero las porciones serian mas grandes esas.

¢Qué porciones? Vamos a empezar por eso, esa es muy buena observacion. ¢Dénde
serian mas grandes las porciones, aqui 0 aqui? [Indicando 2/3 y 3/4].

En dos tercios.

En 2 partido por 3.

En dos partido por tres las porciones serian mas grandes. Porque hay menos trozos
¢ho?

¢En eso estais de acuerdo? Muy bien. O sea que estas porciones son méas grandes,
vamos a juntarlas. Esta tiene las porciones. Muy bien.

= 2 7
S R

| B
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El profesor detecta la dificultad que encuentran los alumnos al trabajar la suma y resta

. e 3 - .
de fracciones con numeros enteros, como 1—;. Tiene recursos para explicar la

situacion, indicando que 1 equivale a “uno partido por uno”, ya que la unidad no se ha

troceado, entonces “hay un unico trozo” y “cuando no hay division de ese trozo,

entonces hay un trozo”. El profesor explica la situacion procediendo a considerar la

inclusion de Z en Q, y pasando a operar en este Ultimo conjunto, pero advirtiendo que

esto no es un convenio, sino que corresponde con la idea de fraccion (partir en alguna

cantidad de partes iguales y tomar algunas de ellas) [C11. D2.4. Lineas 273-298; C12.
Lineas 4-140; Lineas 4-8].

273.

274,
275.
276.
277.

278.

279.
280.
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Ahora en el apartado b. Tenéis uno menos tres quintos.

BW1-235 3 _2

| 5 5 ~ 1)
Es exactamente igual, uno partido por uno, menos tres quintos.
En el c, tenéis dos mas dos partidos por siete. ¢ Pues ese dos qué denominador llevara?
Dos.
iuno!
1 PR (4

C)i*‘%”——wc E —

< T 1 %
Uno porque yo sigo sin romper, sin trocear la unidad. Dos partido por uno, si tu Juan no

lo rompes y coges dos, ¢ qué estas cogiendo? Dos unidades, dos por cada uno. Vale. Dos
partido por uno.

¢Se entiende ahora Ema?

O sea que siempre que me aparezca un nimero sin denominador, como me indica que no
he troceado la unidad habra por cada unidad un trozo. Por lo tanto, el denominador es
uno.
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Tareas matematicas

El profesor a lo largo de la unidad presenta tareas que permiten reforzar o practicar
distintos procedimientos matematicos. Por ejemplo, enuncia numerosos problemas de
fraccionamiento de tipo directo e inverso, en el que intervienen dos cantidades (el todo
y la parte) y la fraccion que surge de la relacion entre las dos cantidades. Los problemas
de fraccionamiento le permiten al profesor reforzar que las partes en un fraccionamiento
deben ser iguales (equitativas). También le permiten emplear distintos datos, lo que
lleva a destacar que es importante reconocer qué indica cada cantidad, los datos que
surgen de la tarea y reconocer aquellos que se piden (el total, la parte o es la fraccion).

Refuerza el proceso de instruccion con una serie de tareas de fraccionamiento que

conducen a los estudiantes a identificar cada cantidad: %de c=x->x= %, %de X =

d—-x= % Oxdec=d-x= %, prevaleciendo los problemas de tipo directo [C3.

E3.3. Lineas 1-57].

Regularmente para la resolucién de tareas el profesor promueve su representacion en
varios registros, especialmente empleando la representacion figural de area o de
longitud, para que no se reduzca su interpretacion a las acciones simbolicas y para que
tengan sentido. Por ejemplo, en tareas de fraccionamiento, busca que los estudiantes
relacionen las distintas cantidades, el todo y la parte, e interpreten si el todo es continuo
o discreto por medio de una figura, en la que pueden actuar para determinar tanto los
términos como la fraccion. Igualmente ocurre cuando trabaja las fracciones equivalentes
y la comparacion de fracciones, comparando las partes o porciones. También acude a
este procedimiento para las operaciones de suma y resta con igual denominador,
comparando las partes respecto de un mismo todo. Las representaciones por medio de
areas de figuras, de longitudes de segmentos o de conjuntos discretos de puntos, como
apoyo que dan mayor sentido para introducir los distintos conceptos matematicos
relacionados con fracciones. El profesor llega a conceder tanta importancia a esta
representacion, que recurre a ella para establecer la validez de la respuesta obtenida por

procedimientos simbolicos.

Materiales y recursos

El profesor a lo largo de la ensefianza del tema emplea escasos materiales y recursos

didacticos, centrandose en el apoyo visual que ofrece la pizarra, en la que realiza
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figuras, pero también esquemas que le permiten, tanto representar los datos de un modo
gréfico, como realzar los razonamientos que realiza. Hay que destacar el buen uso que
realiza de la pizarra, escribiendo incluso con tizas de colores, y cuidando expresar con

palabras los pasos y resultados que quiere resaltar.

Apoya el proceso de instruccién con un software (Maxima) que permite a los
estudiantes revisar o verificar la solucidn obtenida en las distintas tareas de calculo. El
profesor propone gran cantidad de tareas basadas en ejercicios de célculo, el programa
lleva Unicamente a corregir los resultados, limitando los aportes de refuerzo o revision

que, por ejemplo, si aborda desde la pizarra.
Conocimiento de la ensefianza de las matematicas

En este subdominio de conocimiento indicamos las estrategias de ensefianza que hemos
detectado que conoce el profesor y que le permiten desarrollar contenidos conceptuales
y procedimentales. También, los tipos de representaciones empleadas para la ensefianza,
las tareas planteadas y los materiales y recursos didacticos que llevan a hacer

comprensible el contenido matematico.

Estrategias

El profesor introduce la idea de fraccion recurriendo a los conocimientos anteriores de
los alumnos. Para ello, explota los términos que se utilizan, para decir que una fraccion
resulta de “fracturar” o “fraccionar”. Igualmente la relaciona mateméaticamente con las
operaciones multiplicativas, especialmente con la division, lo que le facilitara buscar la
expresion decimal de la fraccion (en sesiones posteriores). En su discurso alude a estos
conocimientos previos para sentar las nuevas ideas sobre elementos que los alumnos ya
dominan. Igualmente, introduce los otros contenidos que ensefia aludiendo a
conocimientos previos, como las operaciones con nimeros enteros (a lo que llama

“nameros”, para diferenciarlos de las fracciones).

-z 1 .. .
La tarea de pasar de una fraccion (E) a su representacion decimal (0,5) no solo se

queda en “dividir el numerador entre el denominador y obtener el decimal asociado”,

sino que el profesor representa en la recta numérica el decimal 0,5 y lo relaciona con la
. s . . , .01 7 - .
representacion figural (rectangulo). Asi, la fraccion S en la recta numérica se asocia con

un punto situado sobre la recta numérica en la que cada segmento unidad se ha dividido
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en partes congruentes, lo que lleva a comprobar que los nimeros que aparentemente son

distintos representan la misma cantidad (trabajando la idea de fraccion como medida).
De la misma tarea obtiene la fraccion equivalente 15—0 al indicar que la unidad se divide

en 10 partes iguales. La representacion figural permite al profesor mostrar en qué casos
las fracciones representan la misma porcion, reforzando distintas formas de representar
una fraccion [C2. E1.2. Lineas 157-187].

170. P ¢Como se escribiria el nimero decimal asociado? Voy a empezar a dibujar algo
parecido aqui.
Fug3 B 138
—-_). —

SO g 85 4 %

114t

[
En general, se destaca el empleo de distintas representaciones de las fracciones, para
que los estudiantes refuercen las situaciones de fraccionamiento de la unidad y el
significado de fraccion, en problemas de fraccionamiento, apareciendo fracciones como
relacion parte-todo y como operador. El fraccionamiento le permite al profesor
establecer que dos fracciones son equivalentes cuando expresan la misma porcién de un
todo. Ordena fracciones comparando porciones o representaciones decimales. También
emplea el fraccionamiento para sumar o restar fracciones (con igual denominador),

reuniendo o separando las partes que indica el numerador.

Presenta tareas para describir procedimientos simbdlicos, pero siempre los apoya con
resoluciones basadas en acciones sobre modelos de area, de longitud o discretos. Esto le
permite dar sentido a la busqueda de denominadores comunes, a la obtencion de las
fracciones equivalentes a los sumandos, para efectuar reuniones o separaciones, etc.
Una vez establecidos estos principios, que en muchos casos el profesor convierte en
frases que sirven para resumir las propiedades, realiza tareas de ejercitacion, para
reforzar la aplicacion de procedimientos, especialmente para trabajar la equivalencia, el

orden, y las operaciones aditivas, de forma numeérica.

El profesor aborda las operaciones multiplicativas mediante reglas mnemotécnicas,
definiendo el procedimiento a partir de los algoritmos de calculo. Por ejemplo, para
dividir fracciones sintetiza las operaciones segun la regla “del caramelo o del balon”,
como le llama. “Del caramelo, porque las dos cruces que hay aqui, rojas y amarillo, es
como si forman un caramelo”, y “el balon lo tiras al suelo rebota en el suelo, y va hacia

arriba, y va hacia el suelo”. Subrayando que los alumnos tienen que aprender los
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procedimientos “O sea que 0s podéis quedar con lo del caramelo, con lo del balén, con
lo de donde empiezo, empiezo abajo. Otra manera, multiplicar por la inversa.
Cualquiera de esas nos sirve” [C12. A3.2. Lineas 132-384].

237. P Vale. Aqui hay un punto no dos. Qué se vea bien.

3 Diutsicw & Praccioues. WA
- 2
G- M 2/5_2.1 -
= 2 5 15
& | i S /3 3

Tareas matematicas

Las tareas matematicas escolares propuestas por el profesor se presentan principalmente
por exposicion dialogada y son de resolucion de ejercicios. Emplea un discurso, que
utiliza un léxico y expresiones familiares para el alumno, pero incluyendo, cuando le
parece importante, alusiones a la practica matematica. Durante la exposicion de este
discurso utiliza diversas representaciones, tal como se ha citado anteriormente,
empleando la pizarra tanto para ejemplificar los razonamientos graficos y simbdlicos,

como para resumir los razonamientos realizados.

Las tareas de resolucion, que en la mayoria de las ocasiones también responde el
profesor, formulan enunciados, bien en forma verbal, o en forma numérica. Los
primeros corresponden a ejercicios para determinar cantidades, empleando las
fracciones como medios. Las segundas se refieren a la ejecucién de calculos

matematicos simbolicos.

En la clase evidenciamos que se introduce el tema de las fracciones comenzando con un
ejemplo con medidas extensivas (euros), para indicar que en matematicas existen
cantidades que se denominan no exactas, queriendo con ello indicar que su medida no
es una cantidad exacta de veces la unidad principal de medida. Luego el profesor
presenta otro ejemplo para relacionar las cantidades “no exactas” con el cociente entre
dos numeros, conectando el significado de fraccion como medida con el de division
reparto, expresando cada parte por medio de una fraccion. Por tanto, las tareas
propuestas llevan a que las fracciones son porciones; es decir, se refieren a partes de un
todo [C1l. E3.3. Lineas 19-102]. La idea anterior permite al profesor trabajar la

equivalencia de fracciones y el orden, comparando las partes. Es decir, si las partes de
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un mismo todo coinciden esto lleva a la equivalencia de fracciones [C1. E3.3. Lineas
188-270].

Resuelven problemas de fraccionamiento en que intervienen tres datos. Primero, se
proporciona la fraccion y una cantidad (todo) y deben hallar la cantidad faltante (la
parte). Las tareas planteadas permiten trabajar el significado de fraccion como operador,
que lleva a expresar una operacion multiplicativa sobre una cantidad (todo), indicando

una multiplicacién segun el nimero de partes que indica el numerador y una division en
tantas partes como indica el denominador +de ¢ = [(ac) + b)] (%de ¢ = [(ac) + b)])

[C3. E3.3. Lineas 1-57]. También, emplea el fraccionamiento como forma de
relacionar, tanto los distintos significados de las fracciones, como los contenidos
tratados: concepto de fraccion, orden y equivalencia. Para ello alude con frecuencia a la

representacion grafica, por medio de modelos de area, de longitud y discretos.

Las operaciones aditivas con fracciones inicialmente se trabajan por medio de las
acciones de juntar/agrupar o quitar partes de una figura, luego se da paso al trabajo
numérico, segun distintos procedimientos. Se presentan problemas de combinacion y de
cambio por diferencia (segun el significado de fraccion como parte-todo). Identificamos
que el profesor maneja diversas situaciones aditivas, sin embargo no se aprecia un
trabajo sistematico para proponer tareas segun los tipos de significados de las

operaciones.

En general, el profesor presenta distintas tareas matematicas relacionadas con el tema
(fraccionamiento, problemas aditivos y multiplicativos, etc.), que resuelve
correctamente, pero que en ocasiones resuelve atendiendo a otros conceptos y
definiciones. Por ejemplo, algunos problemas de fraccion como parte-todo los resuelve
como razon, al comparar dos partes de un todo o dos cantidades de una misma
magnitud. Esto muestra que el profesor es capaz de resolver las tareas de diversas

formas, relacionando los contenidos, aunque su ensefianza sea expositiva.

Por otra parte, observamos que el profesor en cada clase dispone de un esquema de
instruccion. Por ejemplo, las tareas de fraccionamiento le permiten trabajar la fraccion
como porcidn, identificar el todo o unidad a que se refiere (todo rectangular, circular,
cantidades discretas, segmento de recta).
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Las tareas de fraccionamiento en que intervienen el todo, la porcion y la fraccion se
plantean para buscar las distintas cantidades. Primero, aquellas que se tiene la medida
del todo y la fraccion y se pide la medida de una parte del todo, luego se tiene la medida
de la porcion y la fracciéon y pide la medida del todo, finalmente tareas que llevan a
encontrar la fraccion. La secuencia de las tareas de fraccionamiento tiene asociado un
grado de dificultad, aquella situacion en que se pide la medida de la parte o porcion es
de menor complejidad que aquellas en las cuales se pide calcular la medida del total o la
fraccion [C8. E3.4. Lineas 2-121].

164. P La parte del total es el mas sencillo de todos, se deja la fraccion normal y ya estd. Que
me piden el total se da vuelta.

También sigue un esquema para ordenar fracciones: parte de comparar fracciones con
igual denominador y distintos numeradores (comparando las partes segun la fraccion
como parte-todo), luego comparan aquellas con igual numerador y distintos
denominadores (igualando los denominadores). Posteriormente, presenta una serie de
ejercicios de comparacion de fracciones, pretendiendo que los estudiantes busquen el
mcm para igualar los denominadores de las fracciones [C9. E3.4. Lineas 31-243; C10.
Lineas 13-203].

Sigue un esquema de ensefianza para las operaciones con fracciones. Primero, suma y
resta fracciones con denominadores iguales, sumando o restando los numeradores y
manteniendo el denominador; luego con distintos denominadores, igualando las
fracciones a comdn denominador (mediante el método del calculo del mecm). Por altimo,
presenta una serie de ejercicios que refuerzan las operaciones aditivas con fracciones
[C10 E3.4. Lineas 205-419; C11. Lineas 10-298; C12. Lineas 4-128].

Sistemas de representacion

El profesor Rivera conoce y utiliza en su ensefianza las representaciones verbal,

numérica y figural. La representacion verbal como “a sobre b fraccidon”, “a entre b”;
numérica, como fraccion (%) namero decimal y porcentaje y su correspondiente

notacion. La representacion verbal la emplea esencialmente para hacer lecturas de
fracciones representadas en forma numérica. La representacion figural continua (figuras
rectangulares y la recta numérica), en que el todo o unidad, en el caso del rectangulo
corresponde al area de la figura, en el caso del segmento a su medida (1 unidad). Este
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tipo de representacion se emplea, principalmente, para ejemplificar las representaciones
numéricas y verbales que buscan transmitir el significado de fraccion como parte-todo.
Por ejemplo, emplean el segmento de recta relacionando las fracciones con un punto en
la recta; es decir, trabajan la fraccion como medida en que un segmento dividido en

partes congruentes se le asigna una fraccion a cada parte [C2. E2.2. Lineas 31-225].

En tareas de fraccionamiento en que intervienen tres datos (parte, todo y fraccion) se
recurre a magnitudes discretas, en el cual el todo es el conjunto y la parte corresponde a

los elementos del conjunto.

Materiales y recursos

Como hemos mencionado en otros apartados, no hemos podido apreciar el
conocimiento del profesor Rivera sobre materiales o recursos didacticos empleados
para la ensefianza. ElI empleo prioritario de la pizarra se complementa con el uso
amplio del libro de texto, fundamentalmente como fuente de ejercicios, pero también

para marcar el orden de presentacion de los contenidos.

Aparte de estos materiales tradicionales, el profesor conoce y promueve el uso del
software Maxima, que es un programa para la manipulacién de expresiones simbolicas y
numéricas, permitiendo a los estudiantes comprobar los resultados de los ejercicios,
especificamente para calcular el decimal asociado a una fraccion, comprobar cuando
dos fracciones son equivalentes, el resultado de la suma de facciones, entre otras. Por lo
tanto, el programa es un recurso que se emplea como un medio para realizar calculos
[C6. E4.1. Lineas 84-86; C11. Lineas 3-4; Lineas 131-171].

También, utilizan la calculadora como medio para comprobar distintos ejercicios, pero
siempre en notacion decimal (no fraccionaria), especialmente para aludir a las
operaciones con enteros. Por ejemplo, emplea la calculadora para mostrar la
imposibilidad de hacer la division por cero, el profesor les pide a los alumnos que

comprueben con la calculadora que aparece un error [C12. E4.1. Lineas 186-354].
Conocimiento de los estandares de aprendizaje

La propuesta de ensefianza presentada por el profesor Rivera refleja los contenidos
minimos estipulados por el curriculo escolar para el nivel. Especificamente, relaciona

de manera extensa las expresiones decimales con las fracciones; trabaja los significados
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de fraccion como parte-todo y operador, aunque no alude con tanta frecuencia a los
contextos de la vida real, como recomienda el curriculo. Hace una interpretacion
preferentemente procedimental de los restantes contenidos, respetando las ideas
expuestas en el libro de texto. Asi, trata la simplificacion y amplificacién de fracciones,
la identificacion y obtencion de fracciones equivalentes y los procedimientos de las
operaciones con fracciones (suma, resta, producto y cociente), de nuevo con menos
alusiones al contexto de lo que parece derivarse de las recomendaciones del curriculo
oficial. Aparecen contenidos procedimentales, como la reduccion de fracciones a comin
denominador, llegando a la comparacion y a las operaciones de fracciones. También se
relacionan los porcentajes con las fracciones, bajo el significado de fraccion como

parte-todo.

El trabajo expositivo del profesor y el apoyo frecuente del libro de texto, hacen que no
podamos apreciar si es conocedor de otras recomendaciones curriculares externas, asi

como elementos del analisis didactico sobre la ensefianza del tema.

4.2.2 Reconstruccion del conocimiento especializado del profesor
Rivera al ensenar las fracciones
Algunos aspectos relacionados con el conocimiento pedagdgico general nos permiten
tener una primera aproximacion de la actividad de ensefianza impartida por el profesor
Rivera, elementos que nos llevan a situarnos en el escenario particular de ensefianza. En
términos de lo que definen Carrillo et al. (2008), la comunicacién promovida por el
docente es unidireccional; es decir, explica el tema sin dar lugar a que los estudiantes
comuniquen sus ideas. Durante las clases el profesor enuncia preguntas cerradas a sus
estudiantes, dejando pocas oportunidades para que ellos expresen sus ideas o
estrategias. Sin embargo, aprovecha algunas aportaciones de los estudiantes para

efectuar explicaciones, especialmente cuando sefialan puntos clave.

La tendencia metodologica del profesor es explicar cada contenido, promoviendo el
empleo de procedimientos, técnicas y algoritmo matematicos, luego presenta ejemplos
relacionados con los temas abordados y posteriormente refuerza el contiendo
proponiendo una serie de ejercicios. Su discurso esta bien elaborado, empleando
términos precisos y recurriendo a ejemplos practicos cuando advierte que los alumnos

pueden tener dificultades para comprender un concepto.
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A lo largo de 12 sesiones de clase se destacan tres dominios de conocimiento
especializado del profesor de matematicas: el conocimiento de los temas matematicos,
el conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matematicas y el
conocimiento de la ensefianza de las matematicas. No obstante, el subdominio con
mayor presencia en el proceso de instruccion es el KoT, predominando los
conocimientos matematicos. Especialmente el profesor presenta dominio de los
significados de fraccion como parte-todo, operador y razon, de distintos procedimientos

para sumar, restar, multiplicar y dividir fracciones, etc.

Relacionado con el KoT identificamos subepisodios de conocimiento respecto de todas
las categorias descritas para el subdominio: conceptos, aspectos fenomenoldgicos,
procedimientos matematicos, sistemas de representaciones, aspectos de comunicacion y

tareas matematicas.

Las fracciones se introducen como extensién de los conjuntos numéricos de los
naturales y los enteros ante la necesidad de trabajar con cantidades no exactas. El
profesor parece adoptar una idea de la fraccion como medida, por ejemplo, recuerda que
los precios pueden requerir partes que no se expresan mediante niameros enteros (“1,20
0 1,30 euros”). Esta idea lleva a referirse a las fracciones como un conjunto que tiene

una representacion decimal.

Explicitamente el profesor define la fraccion como par ordenado (%) que resulta de
“fracturar” o “romper” una cantidad en partes, introduciéndose la fraccion como
resultado de la particiébn de una unidad en partes iguales. Como consecuencia, el
significado usado para organizar el concepto de fraccion es esencialmente el de parte-
todo, priorizando este significado frente a otros. Los restantes significados también
estan presentes aunque en menor medida: a) como operador, la fraccion expresa una
operacion multiplicativa respecto a una cantidad, y b) como razén, al interpretar la
fraccion como indice comparativo entre dos cantidades de una magnitud (comparando

dos partes de un todo o dos cantidades de una misma magnitud).

En la presentacion del tema no se aprecian elementos histdricos relacionados con los
nameros racionales o con las fracciones. Algunas tareas estan contextualizadas segun
medidas extensivas (peso, tiempo, dinero...): “un cuarto de kilo son 250 gramos”, “a
contraccion, cuarto y mitad, un cuarto de kilo y la mitad del kilo que seria 375 gramos”,

“;Cuantos minutos tiene una hora?”, “;Y un cuarto de hora sera entonces?” “1,20

261



Capitulo 4. Analisis y resultados

euros”, estas unidades permiten trabajar el significado de fraccion como parte-todo y

operador, estableciendo las equivalencias de otras unidades.

El profesor manifiesta precision en las definiciones y propiedades empleadas a lo largo

de la ensefianza del contenido. Por ejemplo, conoce las propiedades de equivalencias
notables de Q (% =l,a#*0;a>b- % es mayor que la unidad; y, a < b - %es menor

que la unidad), justificando cada una de ellas a partir de ejemplos concretos (numéricos)
bajo el significado de fraccion como parte-todo y empleando la representacion figural
para comprobar cada ejemplo. Define que una fraccion es irreducible “si el numerador y
el denominador son primos entre si; es decir, el maximo comun divisor entre los
nameros debe ser 17, aunque no profundiza en esta idea el profesor presenta precision
en la definicion. Promueve la basqueda de fracciones irreducibles a partir del calculo

del maximo comun divisor.

Define la inversa de una fraccion sintetizando a lo siguiente: “consiste en darle la vuelta
al numerador y al denominador”, esta explicacion lo lleva a definir el inverso

multiplicativo de una fraccién *“y su producto con la fraccion inicial da como resultado
uno” (% tiene un inverso multiplicativo Z tal que, %x Z = 1). También, presenta
precision al definir las fracciones equivalentes como aquellas que tienen el mismo valor
fraccionario, subrayando que las fracciones del tipo % y% (a # 0,b # 0) también son

equivalentes. Esta definicion implicitamente considera que el conjunto de los nimeros

racionales incluye a los nimeros enteros.

Una caracteristica destacada del profesor a lo largo de la ensefianza de las fracciones es
el amplio dominio de procedimientos relacionados con el tema ensefiando. Por ejemplo,
para convertir un nimero decimal finito a fraccion considera el procedimiento que si
tiene n digitos decimales el denominador es 10" y el numerador de la fraccion conserva

el nimero original sin punto decimal (no se justifica la conversion).

Presenta tres procedimientos para identificar cuando dos fracciones son equivalentes: a)
representando en una figura la fraccion y estableciendo relacion entre dos cantidades, b)
calculando el numero decimal asociado y comparando las cantidades, y ¢) dividiendo
las dos fracciones (multiplicando en cruz), si da como resultado uno las fracciones son
equivalentes. El caso a) y b) muestran que el profesor concibe que las fracciones al dar

lugar a la misma parte de un todo o al generar el mismo resultado son equivalentes , y
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en el caso c) sugiere situar la fraccion en relacion al namero racional, por la definicién

de equivalencia (a, b)~(c,d) < ad = bc.

Los procedimientos a) y b) enunciados para identificar fracciones equivalentes también
se emplean como validos para comparar fracciones. Luego se complementa con el
procedimiento de comparacion de fracciones cuando los denominadores son iguales, asi
a partir de la representacion grafica comparan solo la cantidad de partes que se
consideran del todo. Entonces podemos establecer que trabajan la propiedad de la
tricotomia (si x e y son nimeros racionales entonces una de las siguientes relaciones es
verdadera x < y,x > y,0x =), que surge de la definicion de numeros racionales

(positivos) y de la definicion de orden.

Emplea con precision el lenguaje formal al trabajar la equivalencia de fracciones, por
. . . . 2 .
ejemplo, indica que las expresiones < 2:5 y 0,4 no son iguales, pero representan lo

mismo, quedando la igualdad determinada por las relaciones especificas del dominio al
que pertenecen dichos objetos (propiedades de Q). Aunque matematicamente pasan a
ser iguales al definirse una relacion de equivalencia que las agrupa en una misma clase,
para el nivel escolar que se trabaja se contextualiza indicando que representan la misma

cantidad.

Previo a definir la adicién de fracciones el profesor gradualmente introduce un método

para sumar y restar fracciones con igual denominador, que consiste en sumar o restar los

. b +b
numeradores conservando el denominador (% t-= a? a,ce€ZrceE Z*). Luego para
. . - . d+b
sumar fracciones con distintos denominadores (% +§ =2 — S ac€ZcE Z*)

calculan el minimo comdn maultiplo (mcm) para obtener el nuevo denominador y el
numerador de cada fraccion se obtiene dividiendo el mecm por el denominador de cada
fraccion, y ese resultado se multiplica por el numerador, luego hacen las operaciones
correspondientes. Domina los procedimientos enunciados para sumar o restar
fracciones, aunque su ensefianza es mecanica y se busca que los estudiantes adquieran

técnicas.

Para la multiplicacion y division de fracciones nuevamente la ensefianza se centra en
procedimientos, presentando el profesor dominios de ellos. Para la multiplicacion
expresa que se multiplican numerador por numerador y denominador por denominador

(“multiplicacion en linea”, “los de arriba entre si y los de abajo entre si”). Aplicando
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directamente la definicion matematica para el producto de numeros racionales: %,2 €Q

=2 a,c€Z; b,deZ".

entonces = <
b d bd’

Para la division describe dos procedimientos a) “no dividimos en cruz, multiplicamos en

cruz” y b) multiplicar por el inverso. El profesor aplica la definicion de los numeros

- - e e . -, - . - -y a a
racionales para la division; es decir, la operacion inversa a la multiplicacion: o e

Qo

A\ 1 a d ad L.
(E) = - =—,que Ileva a generar la técnica de los productos cruzados.

Sobre los sistemas de representacion, los mas empleados en la ensefianza de las
fracciones fueron el verbal, numérico y el figural. La representacion verbal se utiliza
esencialmente para hacer lecturas de las fracciones segun su representacion numeérica.

La representacién numeérica se presenta para definir la fraccion % como cociente que

tiene un niumero decimal asociado y como un representante de un todo o unidad que se
ha dividido en b partes iguales (congruentes) de las que se consideran a de esas partes.
También, como porcentajes (25%) lo que sugiere 100 como la unidad. La Figura 33

contiene un resumen con los sistemas de representacion empleados.

L1

o 0 @ and i e 2B _ apes

2 2:5=04=7 T £195 - 22 = 25
Numérica . Numérica

- - Figural ” :

Fraccion- decimal Fraccion- porcentaje

Figura 33. Tipos de representaciones que prevalecen en la ensefianza del tema de las
fracciones

La representacion figural estd vinculada principalmente al empleo de figuras
geométricas (cuadrados y rectangulos), y en ocasiones hacen uso del segmento de recta
para transmitir el significado de medida como resultado de dividir un segmento en
partes iguales (congruentes) y asignar una fraccion a cada parte. Es un sistema que se
utiliza como recurso para ejemplificar la representacion simbolica, para explicar alguna
situacion (equivalencia de fracciones con igual denominador) y para afianzar los
significados como el de parte-todo y el de operador. Aungue, en general, el uso de la
representacion figural es temporal se emplea solo para ejemplificar casos puntuales, el
trabajo predominante es puramente simbolico alejado del trabajo concreto. Las tareas de

fraccionamiento se trabajan en contextos continuos y discretos.
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En términos de lo que definen Stein y Smith (1998) se presentan en menor cantidad
tareas que requieren que los estudiantes piensen conceptualmente y que hagan
conexiones entre conceptos y procedimientos, prevaleciendo las tareas que involucran la
ejecucion de procedimientos memorizados (ejercicios). Por ejemplo, trabajan la fraccién
como procesos de particion de una unidad con cantidades continuas y discretas, lo que
permite visualizar que la unidad depende del contexto de trabajo. Resuelven tareas de
fraccionamiento en que intervienen dos cantidades (el todo y la parte) y la fraccion,
centrandose en buscar algunas de las partes. Prevale la ejecucion de tipos de tareas que
llevan a la ejecucion de procedimientos rutinarios (mecanicos) como es el trabajo de las

operaciones con fracciones.

A lo largo de la unidad se identifican conexiones temporales; es decir, el profesor
relaciona los contenidos estudiados con aquellos de otros niveles escolares. Por
ejemplo, al trabajar tareas de fraccionamiento (de tipo directo e inverso), segun algunos
contextos, el profesor recuerda los factores de conversion de unidades de medidas de
magnitud  (tiempo:  horas/minutos;  longitud:  kilometros/metros, y masa:
kilogramos/gramos). Tema estudiado en el 3° ciclo correspondiente al Bloque 2. La
medida (Ministerio de Educacion y Ciencia, 2007).

Por otra parte, conecta las fracciones equivalentes con el tema de razones y

proporciones, a partir de problemas de valor ausente (Lamon, 1993). Por ejemplo,

indican tres de cuatro cantidades de una proporcion % = 3 y se pide encontrar la cuarta

cantidad para que la igualdad sea verdadera. Aunque esta situacién se limita al uso de la
técnica de la regla de tres, que lleva a resolver expresiones del tipo %= g; %=§ y
aunque el profesor no habla de la proporcionalidad, la introduccion de estrategias
aditivas y multiplicativas sientan las bases para el razonamiento proporcional formal y

para acercarse al trabajo de la proporcionalidad (Lamon, 2007).

Constantemente el profesor esta extrapolando las propiedades de los nimeros naturales
y los enteros a las fracciones. Establece correspondencia entre el orden de las fracciones
con el orden de los nimeros naturales y enteros (contenidos previos estudiados), aunque

no profundiza al respecto admite la relacion de orden de los conjuntos.

También identificamos que se produce complejizacion del contenido, por ejemplo al
trabajar la fraccion como parte-todo, el profesor establece relacion entre las partes o el
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todo, proyectando que la parte de referencia o el todo tiene valor 100, para relacionar la
fraccion como porcentaje. Al trabajar tareas de fraccionamiento en que se pide obtener
la porcién o parte del total, el profesor relaciona la tarea con la fraccion como razon
vinculando dos cantidades o conjunto de unidades. Esta idea lleva a perder de
referencial el todo y relacionar dos cantidades de la misma magnitud.

Identificamos que el profesor establece conexiones entre algunos elementos de la
estructura conceptual, como relacionar las fracciones con decimales y porcentajes.
También, las tareas de fraccionamiento en que intervienen tres datos y buscan obtener
algunas de las partes (todo, parte o fraccion), se relacionan con el significado de
fraccion como parte-todo y operador. Los problemas inversos que buscan obtener la
fraccion, se relacionan con la fraccion como razon; es decir, se establece

correspondencia entre dos partes de un todo o entre cantidades.

La observacion nos limitd a la identificar indicadores de conocimiento de las practicas
matematicas; es decir, a comprender el significado que presenta el profesor sobre los
elementos constituyentes de la matematica, y en general, en profundizar en como él
procede en matematicas. Unicamente encontramos un episodio de clase que nos permite

vislumbrar KPM. Al trabajar tareas en el cual se tienen tres de cuatro cantidades de una
proporcion %zg y se pide encontrar la cuarta cantidad para que la igualdad sea
verdadera, el profesor mediante una serie de pasos logicos explica como resolver los
ejercicios: 1° parte de la premisa que las fracciones son equivalentes, 2° aplica la
definicion % = 2 son equivalentes si y solo si a-d = b - c; Yy, 3° obtiene el valor de la
incégnita. Observamos que el docente sigue una secuencia de pasos propios de la l6gica

matematica, partiendo de una premisa inicial luego se aplica una definicién y se llega a

la conclusion, dejando entre ver una forma de proceder en matematicas.

Identificamos escasos subepisodios relacionados con el conocimiento didactico del
contenido. Consideramos que al ser el profesor el Unico gestor de la actividad
matematica del aula, y no dejar espacio para la participacién de sus estudiantes,

dificult6 la observacion de indicios de éste conocimiento.

De las apreciaciones observadas debemos destacar que el profesor conoce algunos
errores y dificultades que los estudiantes pueden presentar al trabajar conceptos y
procedimientos relacionados con el tema de las fracciones. Por ejemplo, en tareas de
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fraccionamiento, en que intervienen tres cantidades: el todo, la parte y la fraccion,
expresa que es frecuente que no se respete el orden de las operaciones, en el cual
tienden a dividir el denominador entre el numerador, siendo una dificultad cuando una
cantidad es mdltiplo de otra, o se puede obtener un resultado mayor que la unidad.
También, los estudiantes al sumar o restar fracciones que tienen el mismo denominador
tienden a sumar los numeradores y los denominadores, situacion que se transfiere de la

suma de los nimeros naturales.

Algunas tareas planteadas por el profesor permiten hacer uso de los distintos sistemas
de representacion: verbal (a sobre b fraccion; “aentre b), numérica (%;a:b; %) y

figural (rectangulares y la recta numérica). Predominando a lo largo de la ensefianza el

paso de la representacion verbal y numérica.

A lo largo de la unidad el profesor presenta tareas que permiten trabajar las fracciones
sobre cantidades (continuas y discretas), bajo la interpretacion parte-todo, en un
contexto de medida para comparar cantidades del mismo tipo. Se presentan problemas
de fraccionamiento de tipo directo e inverso. Presenta algunos problemas aditivos de
combinacion o composicion y de cambio por diferencia y un problema multiplicativo de
fraccion de fraccion, que le permite relacionar con el producto de medidas. En general,
las tareas matematicas se enuncian en contextos personales; es decir, tienen relacién con

las actividades diarias de los alumnaos.

Es frecuente que el profesor establezca métodos para resolver tareas matematicas que se
van complejizando y acercando a la aplicacion de propiedades matematicas. Por
ejemplo, para identificar cuando dos fracciones son equivalentes propone: 1° representar
la fraccion en un objeto divisible y comparar las partes, 2° calcular su nimero decimal
asociado, 3° multiplicar en cruz (division de fracciones). Para comparar y ordenar
fracciones: 1° calcular el decimal asociado a cada fraccidén, comparar los decimales y
ordenar, 2° reducir a comun denominador, luego comparar los numeradores y ordenar
las fracciones, y 3° calcular el minimo comun mdltiplo de los denominadores, de modo

de igualar los denominadores y luego comparar los numeradores de las fracciones.

La gradualidad de los procedimientos también implica la introduccion del contenido de
forma secuencial. Por ejemplo, para ordenar fracciones: parte de comparar fracciones
con igual denominador y distintos numeradores, luego con igual numerador y distintos

denominadores, esto ultimo igualando los denominadores por medio de la amplificacién
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y la simplificacion o calculando el mcm para igualar los denominadores de las
fracciones. Para las operaciones aditivas, 1° suman Yy restan fracciones con
denominadores iguales, sumando o restando los numeradores y manteniendo el
denominador; 2° suman y restan fracciones con distintos denominadores, igualando las
fracciones a comun denominador, mediante el método del célculo del mcm; 3°
multiplican y dividen fracciones. Luego, presenta una serie de ejercicios que permiten

reforzar las operaciones aditivas con fracciones.

Los materiales y recursos didacticos empleados para la ensefianza son herramientas
digitales. Destaca el uso de un software (Maxima) que es un sistema para la
manipulacion de expresiones simbdlicas y numéricas, y en general para trabajar
matematica avanzada como diferenciacion, integracion, expansion en series de Taylor,
transformadas de Laplace, ecuaciones diferenciales ordinarias, matrices, etc. Emplean la
calculadora para realizar operaciones. Ambas herramientas se utilizan como un medio
para comprobar las soluciones de los ejercicios, 0 bien para realizar calculos numéricos

elementales.

La propuesta de ensefianza presentada por el profesor refleja los contenidos minimos
estipulados por el curriculo escolar para el curso 1° de la ESO. Concretamente relaciona
las expresiones decimales con las fracciones, trabaja los significados de fraccion como
parte-todo y operador, aunque hace pocas referencias a los contextos de la vida real,
como se recomienda en el curriculo; la simplificacion y amplificacion de fracciones e
identificacion y obtencidn de fracciones equivalentes; y las operaciones con fracciones
(suma, resta, producto y cociente). Aparecen contenidos procedimentales, como la
reduccion de fracciones a comun denominador, la resolucion de tareas de
fraccionamiento y las operaciones de fracciones. Relacionan los porcentajes con las
fracciones, bajo el significado de fraccion como parte-todo. A partir de la observacién
de clase no identificamos que el profesor conozca orientaciones del colectivo y
organizaciones docentes. La Tabla 21 sintetiza el conocimiento desplegado por el

profesor Rivera al ensefiar el tema de las fracciones.
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Tabla 21. Conocimiento matematico especializado manifestado por el profesor Rivera al ensefiar el tema de las fracciones

Conceptos y propiedades

Ndmero racional

La fraccion se justifica por la necesidad de ampliar los conjuntos numéricos de los naturales y Conexiones intraconceptuales:
los enteros ante la necesidad de trabajar con cantidades no exactas.

- Los nimeros enteros se relacionan a cantidades que no tienen parte decimal, existiendo otros
nameros con valores de magnitud que no son exactos; esta idea lleva a relacionar las fracciones
COMoO un conjunto que tiene una representacion decimal.

- La fraccion se trabaja como el resultado de “fracturar” o “romper” una cantidad en partes
iguales, expresando una relacion entre el nimero de partes que forman la porcion y el total de las
partes consideradas. [KoT]

Entre elementos de la estructura conceptual, como
relacionar las fracciones con decimales y
porcentajes. [KSM]

Ndmero mixto

- Tiene una parte entera y una fraccion.
- Es una fraccion mayor que la unidad. [KoT]

Propiedades de
equivalencia de Q

- Sia > b entonces % es mayor que la unidad Procedimientos matematicos:
Se fija una magnitud (longitud), dividiendo segmentos en partes iguales y comparando las partes.

. a .
- Sia < b entonces — s menor que la unidad [KoT]

[KoT]

Fracciones
irreducibles

“Si el numerador y el denominador son primos entre si; es decir, el maximo comuan divisor entre los nimeros debe ser 1”. [KoT]

Procedimientos matematicos: Conexién temporal:
a) Mediante el significado de fraccion como parte-todo, y Relaciona la igualdad de fracciones con problemas
apoyandose en la representacion figural, se comparan las de valor ausente; es decir, situaciones en el cual se

Fracciones que tienen el mismo porciones, para establecer que si dos fracciones dan lugar a  tienen tres cantidades de una proporcion y se debe

. . . la misma porcién de un todo, las fracciones son encontrar la cuarta cantidad de modo que la
Equivalencia  de valor o representan la misma . ;
- . equivalentes. igualdad sea verdadera. [KSM]
fracciones cantidad. [KoT] . . .
b) Calculan la expresion decimal asociada y se comparan las
cantidades.
c) Dividen las dos fracciones (multiplicando en cruz) si da
como resultado uno las fracciones son equivalentes. [KoT]
Fracciones equivalentes a otras. Amplificacion o simplificacién. [KoT]
. Una fraccion es irreducible si el Procedimiento matematico:
Fracciones : . L PR . A
. . numerador y el denominador son primos  Calculan el maximo comdn divisor (MCD) entre el numerador y denominador, y dividir ambos por la
irreducible . . g~
entre si. [KoT] cantidad que indica el MCD. [KoT]
. . I Procedimientos matematicos: Conexion temporal:
Orden de Con igual denominador y distintos - : . - .
. . Representa las fracciones mediante un modelo de area, indicando  Establece correspondencia entre el
fracciones numeradores, estableciendo que es menor

que, independientemente del nimero de partes en que se divide el  orden de las fracciones y el orden de

la que tiene menor numerador. [KoT . . .
g [KoT] todo, lo que importa son las partes que se consideran los nimeros naturales y enteros,
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Tabla 21. Conocimiento matematico especializado manifestado por el profesor Rivera al ensefiar el tema de las fracciones

(comparacion de superficie). [KoT]

contenidos previos estudiados. [KSM]

Con igual numerador y distintos
denominadores, estableciendo que es
menor aquella fraccion que tiene mayor

denominador. [KoT]

grandes”. [KoT]

Formula la propiedad, “cuanto méas pequefio es el denominador,
estoy rompiendo en menos trozos, por lo tanto los trozos son méas

Con distinto numerador y denominador.

[KoT]

a) Calculan la expresién decimal asociada a la fraccion y

comparan decimales.

b) Igualan los denominadores de las fracciones y comparan
segln las partes que indica el numerador. [KoT]

Comparacion  de
fracciones

Procedimientos matematicos:
- Comparando partes de un todo.
- Aplicando los propiedades de orden. [KoT]

Operaciones
fracciones

con

Sumar y restar fracciones
con igual denominador y
distintos ~ numeradores.
[KoT]

Las acciones de agrupar/juntar o quitar/separar partes le
permite obtener aquella porcion que es el resultado del
problema, expresando esa parte por medio de una fraccién
(simbolo). [KoT]

Sumar y restar fracciones
con igual numerador vy
distintos denominadores.
[KoT]

Calculan el minimo comdn mdaltiplo (mcm): el nuevo
denominador de las fracciones, sera el mcm, y el numerador
de cada fraccion se obtiene dividiendo el mcm por el
denominador de cada fraccion y ese resultado se multiplica
por el numerador, luego hacen las operaciones
correspondientes. [KoT]

Sumar y restar fracciones
con un numero entero.
[KoT]

Hallan fracciones a comuin denominador a partir del calculo
del mem y luego suman o restan (método del minimo comin
multiplo). [KoT]

Tareas matematicas:

- Problemas aditivos de
combinacién o composicion
y de cambio por diferencia
(segun el significado de
fraccidon como parte-todo).
[KoT]

- La accion juntar/agregar,
representada por la adicion,
lleva a este tipo de problema
a combinar los enunciados.
[KMT]

Conexion temporal:
Relaciona las
operaciones de nimeros
enteros con las
operaciones con
fracciones: “cuando
tengais un problema de
fracciones y no tengais
muy claro qué tenéis qué
hacer, quiero que penséis
en un problema con
nameros [naturales]”.
[KSM]

Producto de fracciones
[KoT]

“Multiplicacion en linea, los de arriba entre si y los de abajo

entre si”, sugiriendo el procedimiento para realizar el

producto de nimeros racionales (%-2 = %). [KoT]

Divisiéon de fracciones
[KoT]

Algoritmos generales para la division de fracciones:

- “Multiplicar en cruz” (productos cruzados)

- “Multiplicar por el inverso” (inversion de la
multiplicacion). [KoT]

Procedimientos
matematicos:

Prevalecen los procedimientos
matematicos en las
operaciones multiplicativas
con fracciones. [KoT]

Tareas matematicas:
Problema multiplicativo
de fraccion de fraccion.
[KoT]

Fenomenologia

Significados de

Romper o fracturar se asocia con hacer pedazo algo (una
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Tabla 21. Conocimiento matematico especializado manifestado por el profesor Rivera al ensefiar el tema de las fracciones

fraccion unidad, una cantidad). [KoT]

Conocer expresiones cotidianas relacionadas con las

fracciones: [KoT]

- “Un cuarto de kilo son 250 gramos”

- “Cuarto y mitad, un cuarto de kilo y la mitad del kilo que
seria 375 gramos”

- “;Cuantos minutos tiene una hora?”

- “.Y un cuarto de hora sera entonces?”.

Conexiones temporales:

Unidades permiten trabajar el significado de fraccién como parte-todo y operador,
estableciendo las equivalencias de otras unidades. [KSM]

Fraccion como medida. Por ejemplo, recuerda que los precios pueden requerir partes, que no se expresan mediante ndmeros enteros (“1,20 6 1,30

euros”). [KoT]

Conexion intraconceptual:

Significado de fraccién como parte-todo,
con el de operador, segun el tipo de
problema. [KSM]

Parte-todo:
Situaciones de fraccionamiento le permiten establecer
relaciones entre el todo y la parte. [KoT]

Complejizacion:

La fraccién como parte-todo, se relaciona
el todo vy las partes, proyectando que la
parte de referencia o el todo tiene valor
100, para relacionar la fraccién como
porcentaje. [KSM]

Conexién temporal:

Al presentar tareas de fraccionamiento
(de tipo directo e inverso), emplea
factores de conversion de unidades de
medidas concretas: tiempo (horas-
minutos), longitud (kilémetros-metros) y
masa (kilogramos-gramos). Tema que se
relaciona con los contenidos de tercer
ciclo del Bloque 2. La medida:
estimacion y calculo de magnitudes, las
equivalencias entre unidades de una
misma magnitud. [KSM]

Tareas matematicas:
De fraccionamiento en
que intervienen tres
datos (el todo, la parte o
porcion y la fraccién),
de tipo directo e inverso.
[KoT]

Operador:

Expresando una operacién
multiplicativa respecto de una
cantidad. [KoT]

Complejizacion:

Los problemas inversos en que se tiene la
unidad y la porcidn y se busca obtener la
fraccion, si bien muestran situaciones de
relacion parte-todo, a veces le sirven para
aludir a proporcionalidad, con lo que
introduce la fraccion como razén, al
establecer correspondencia entre dos
partes de un todo o entre cantidades.
[KSM]

Razon:

Comparan el cardinal de un subconjunto con sus elementos. El indice de comparacion es entre dos partes del mismo todo o entre dos cantidades de

magnitud. [KoT]

Aspectos de comunicacion

Precision en el -  Lecturade las fracciones.
lenguaje - Precision al trabajar con las

matematico igualdades. [KoT] identidad de una manera consciente.

Se aprecia que emplea el signo igual para expresar su equivalencia entre formas de representacion, con lo que
quiere aludir a estas formas como que representan la misma cantidad, evitando el sentido de igualdad como
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Tabla 21. Conocimiento matematico especializado manifestado por el profesor Rivera al ensefiar el tema de las fracciones

Modo de proceder en matematicas

Tiende a seguir una secuencia de pasos Idgicos, comenzando de una premisa inicial, aplica una definicién y llega a una conclusion. [KPM]

Hace énfasis que para resolver la tarea es importante comprender el problema (;qué datos se tienen y qué se pide?), buscar estrategias para resolverla y hacer la verificacién,
fases similares del proceso de resolucién de problemas definidas por Pdlya. [KPM]

Errores y dificultades

Conocer erroresy - Errores en distintas operaciones aritméticas (de calculo). Estrategias (para abordar un error o una dificultad):
dificultades - Errores que se despliegan al sumar y restar fracciones: Reiterar los procedimientos algoritmicos, previo a la resolucién de tareas.
[KoT] [KFLM] - Suman o restan numeradores y denominadores de las fracciones. [KMT]

Tareas matematicas

Tareas matematicas: Conexiones intraconceptuales:  Representaciones:

[KMT] - Las tareas de fraccionamiento ~ Regularmente para la resolucion de tareas el profesor promueve su representacion

- De fraccionamiento. en que intervienen tres datosy  en varios registros, especialmente empleando la representacion figural de area o de
Permiten reforzar que las buscan obtener algunas de las longitud, para que no se reduzca su interpretacion a las acciones simbolicas y para
partes en un partes (todo, parte o fraccién),  que tengan sentido. Aunque prevalece el trabajo centrado en la representacién
fraccionamiento deben se relacionan con el significado simbélica. [KMT]
ser iguales (equitativas). de fraccién como parte-todo y

) - Emplear distintos datos, lo operador. [KSM]
Serie de tareas que que lleva a destacar que es  Conexiones interconceptuales:

permiten adquirir, importante reconocer qué - Los problemas inversos que
reforzar o practicar  indica cada cantidad. buscan obtener la fraccion, se
los distintos relacionan con la fraccion
contenidos y como razon; es decir, se
procedimientos establece correspondencia
matematicos. entre dos partes de un todo o
[KoT] [KFELM] entre cantidades. [KSM]
[KMT] - Sobre cantidades discretas, bajo la Representaciones (variedad):
interpretacion parte-todo, en un - Verbal (un medio, uno de dos, uno sobre dos, Se emplea para hacer lecturas de fracciones
contexto de medida para comparar uno entre dos, de cada dos uno aprueba, uno de  representadas en forma simbdlica.
cantidades del mismo tipo. [KoT] cada dos...).[KoT]
- Numérico (=, decimal, porcentaje). [KoT] Este tipo de representacion se emplea,
~ b ! Y principalmente, para ejemplificar la representacion
N -2:5=04=7 numérica. [KMT]
) La representacion figural continua (figuras
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rectangulares y la recta numérica), en que el todo o
unidad, corresponde al &rea de la figura, en el caso del
segmento a su medida (1 unidad).

- Como cantidad, indicandose que el - Figural (continuas y discretas).

todo” en el cual_actua Ig fraccion ~ Gréfico (recta numeérica)
puede ser cualquier cantidad. 5 2

o @ :;I;gfn?l LpL]

Recta numérica. Trabajan la fraccion como medida en
que un segmento dividido en partes congruentes se le
asigna una fraccion a cada parte. [KMT]

T —

- Como razon, relacionando dos
cantidades o conjuntos de unidades.

Representaciones (relacionados): [KMT] [KSM]
- Verbal- numérica (como fraccion % y como expresion decimal, comparacion de parte).

- Verbal- numérica - figural (modelo de area o longitud, en contextos continuos), con otros modelos
continuos y discretos.
- Figural (modelos de area y de longitud) y simbdlico (porcentajes).

Riqueza de las
tareas matematicas
propuestas

- Tareas que aluden a contextos concretos (personales) y matematicos. Tienen relacion con las actividades diarias de los alumnos (amigos, compra de
combustible, viajes, dinero, gastos, cantidad de arboles, etc.). Las tareas de resolucion, que en la mayoria de las ocasiones también responde el
profesor, formula enunciados, bien en forma verbal, o en forma simbdlica. [KMT]

- Corresponden a ejercicios para determinar cantidades, empleando las fracciones como medios. Prevale la ejecucion de tipos de tareas que llevan a la
ejecucion de procedimientos rutinarios (mecanicos) como es el trabajo de las operaciones con fracciones. [KMT]

Repertorio de
tareas que
permiten adquirir
o reforzar los

Presenta distintas tareas matematicas relacionadas con el tema (fraccionamiento, problemas aditivos y multiplicativos, etc.), que resuelve correctamente,
pero que en ocasiones resuelve atendiendo a otros conceptos y definiciones. Esto muestra que el profesor es capaz de resolver las tareas de diversas
formas, relacionando los contenidos. [KMT]

conceptos

matematicos.

Clase a clase

dispone de un Por ejemplo, las tareas de fraccionamiento le permiten trabajar la fraccién como porcion, identificar el todo o unidad a que se refiere (todo rectangular,
esquema de circular, cantidades discretas, segmento de recta). [KMT]

instruccion.

Materiales y recursos

Conocer materiales o recursos didactico:

[KMT]
- Libro de texto

- Recursos tecnolégicos (hoja de Excel y

software).
- Calculadora

[KMT] [KMLS]

- El empleo prioritario de la pizarra se complementa con el uso amplio del libro de texto, fundamentalmente como fuente
de ejercicios, pero también para marcar el orden de presentacion de los contenidos.

- Apoya el proceso de instruccién con un software (Maxima) que permite a los estudiantes revisar o verificar la solucién
obtenida en las distintas tareas. También las hojas de Excel le permiten comprobar los ejercicios.

- La calculadora como medio para comprobar distintos ejercicios, pero siempre en notacién decimal (no fraccionaria),
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- Apoyo visual con pizarra electronica -

especialmente para aludir a las operaciones con enteros.
El profesor se centra en el apoyo visual que ofrece la pizarra, en la que realiza figuras, también esquemas que le permiten,
tanto representar los datos de un modo grafico, como realzar los razonamientos que realiza.

Orientaciones curriculares

Refleja los contenidos minimos estipulados por -
el curriculo escolar y los contenidos -
programados para el nivel. [KMLS]

Especificamente relacionan de manera mas extensa las expresiones decimales con las fracciones

Trabaja los significados de fraccion como parte-todo y operador, aunque no alude con tanta frecuencia a los contextos de
la vida real, como recomienda el curriculo.

Hace una interpretacién preferentemente procedimental de los restantes contenidos, respetando las ideas expuestas en el
libro de texto.

Aparecen contenidos procedimentales, como la reduccién de fracciones a comun denominador, llegando a la
comparacion y a las operaciones de fracciones.

También se relacionan los porcentajes con las fracciones, bajo el significado de fraccién como parte-todo.

Orientaciones emitidas por el colectivo y -
organizaciones docentes. [KMLS]

El trabajo expositivo del profesor y el apoyo frecuente del libro de texto, hacen que no podamos apreciar si es conocedor
de otras recomendaciones curriculares externas.
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RESUMEN

Para efecto de esta investigacion hemos seleccionado a dos profesores expertos,
atendiendo a caracteristicas que distinguen a estos docentes. Una vez seleccionados a
los profesores, uno de 6° de Educacién Primaria (profesor Rodriguez) y otro de 1° de
Educacion Secundaria Obligatoria (profesor Rivera), ingresamos a sus aulas para
extraer informacion sobre la ensefianza del tema de los nimeros racionales. Realizamos
la observacion directa del aula y registramos esa informacién en video, obteniendo dos
fuentes de datos: el registro en video de cada clase y el texto que corresponde a la
transcripcion literal de cada sesion. Luego, para analizar los datos utilizamos el proceso
de andlisis de contenido, que permitié categorizar la informacion y extraer significado.
El analisis de los datos se realiza a través de una descripcion detallada interpretativa,
considerando categorias e indicadores a priori elaborados, y siguiendo los referentes
tedricos relacionados con nuestro problema de investigacion. Esto nos permitio
identificar elementos de conocimiento matematico y didactico del contenido
manifestado por los profesores al ensefiar el tema de las fracciones. A continuacion se

resumen los principales hallazgos del analisis realizado.

- El conocimiento del tema relativo a los nimeros racionales, segun lo indicado en
el curriculo escolar, forma un cuerpo comun de conocimientos de los dos
profesores del estudio. En general, manifiestan conocimiento de propiedades y
nociones relacionadas con el tema, como: significados de fraccién (parte-todo,
operador, medida, razén), equivalencia, orden, clases de fracciones, operaciones

con fracciones, y distintos procedimientos asociados a los conceptos.

- Los sistemas de representacion mas empleados en la ensefianza de las fracciones
fueron el verbal, numérico y el figural. La representacion verbal se utiliza

esencialmente para hacer lecturas de las fracciones segun su representacion
o -z - -7 a -
numérica. Esta representacion se presenta para definir la fraccion ~ COmo cociente

que tiene un ndmero decimal asociado y como un representante de un todo o
unidad. La representacion figural esta vinculada principalmente al empleo de
magnitudes continuas, como la superficie de figuras geométricas (cuadrados y
rectangulos), o la longitud de segmentos de recta, para representar una porcion de
una unidad, que expresa la fraccion. En estos casos se enfatiza el proceso de

construccion, transmitiendo el significado de fraccion medida, como resultado de

275



Capitulo 4. Analisis y resultados

276

dividir el todo en partes iguales (congruentes) y asignar una fraccion a cada parte.
El profesor de Educacion Primaria promueve el paso de la representacion verbal a
la figural y luego a la representacion numérica, empleando en ocasiones material
concreto. El profesor de Educacién Secundaria se centra en pasar de la
representacion verbal a la numérica, y en algunas oportunidades emplea la

representacion figural.

Tanto el profesor de Educacion Primaria como el de Educacién Secundaria,
establecen conexiones con contenidos estudiados en cursos preliminares
(conexiones temporales), que les permite justificar y relacionar nociones o
procedimientos matematicos. También se presentan conexiones intraconceptuales;

es decir, se establecen enlaces hacia el interior de un mismo concepto.

Respecto de la complejidad matematica del contenido, el profesor de Educacion
Primaria va “complejizando” la actividad matematica. Primero, presenta un
repertorio de tareas de particion de la unidad en partes iguales, para introducir la
fraccion como resultado de dicha particion. Tiene especial cuidado en enfatizar la
igualdad, comenzando por igualar el tamafio y forma de las partes, y
posteriormente sélo el tamarfio. Esto le permite asociar la expresion simbdlica con
la representacion figural. También tiende a graduar las cantidades empleadas,
comenzando con tareas de datos sencillos para continuar con situaciones mas

complejas.

El profesor de Educacién Secundaria comienza empleando el significado de la
fraccion como parte-todo, y este principio lo lleva a trabajar la equivalencia, el
orden de fracciones, etc. Extiende el significado de fraccion como parte-todo
referido a un todo de 100 partes, para introducir los porcentajes (como medidas
que varia en funcién del total). Ademas, la comparacion entre dos partes de un
todo o cantidades lleva a la idea de fraccion como razon, complejizando el
significado de fraccion como parte-todo. Esto permite al profesor concebir que la
fraccion va mas alld de partir en partes iguales y tomar algunas de ellas,
identificando relaciones multiplicativas entre dos cantidades.

Respecto a las formas de hacer y proceder en matematica, los dos profesores
razonan de manera matematicamente correcta, sin hacer uso de un lenguaje formal

(no se aluden a teoremas, axiomas, demostraciones, etc.). La actividad matematica
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se presenta a partir de situaciones concretas, realizando diferentes acciones que
comportan dividir, fraccionar, repartir, etc., aludiendo a actividades practicas.
Enuncian algunas definiciones matematicas verbalmente, sintetizando vy

expresando en lenguaje corriente, alejado del lenguaje matematico.

El profesor de Educacién Secundaria revela una forma de proceder en
matematicas, siguiendo una secuencia de pasos logicos: parte de una premisa
inicial, aplica una definicion y llega a la conclusion, esto deja de manifiesto que el

docente sigue un proceso propio de la I6gica matematica.

El profesor de Educacion Primaria es consciente de algunos errores y dificultades
(conceptuales y de calculo) mas habituales que presentan los estudiantes al
resolver las tareas matematicas del tema. Esto le hace explicitar estas
manifestaciones o bien presentar tareas para que los estudiantes identifiquen y

corrijan el error o afronten la dificultad.

El profesor de Educacion Secundaria manifiesta conocer errores aritméticos que
los estudiantes exhiben. Al ser preferentemente unidireccional la comunicacion
promovida en clases (se da pocas ocasiones para que los estudiantes comuniquen
sus ideas), resulta mas complicado identificar si el profesor conoce aspectos sobre
el modo de pensar de sus alumnos respecto de las tareas matematicas, aunque

anticipa algunos, y actta en consecuencia.

Ambos profesores presentan tareas matematicas relacionadas con contenidos de la
estructura conceptual referentes al tema, enunciadas en contextos y situaciones
diferentes (contextos personales o matematicos), ademas permiten emplear

distintos sistemas de representacion.

En sintesis, el analisis detallado de los datos nos permitié hallar indicios de
conocimiento especializado de dos profesores expertos al ensefiar el tema de las
fracciones. Las clases observadas del profesor Rodriguez, sobre la ensefianza de los
numeros racionales, han puesto de relieve un predominio de situaciones en las que
destaca el conocimiento didactico del contenido y, en menor grado, el conocimiento
matematico. Mientras que en el caso del profesor Rivera observamos lo contrario; es
decir, destaca el conocimiento matematico por sobre el conocimiento didactico del

contenido.
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El analisis detallado de cada clase ha mostrado la importancia de profundizar en
situaciones de aula, para tratar de comprender mejor los elementos que integran el
conocimiento del profesor. En el siguiente capitulo discutiremos los resultados a la luz

de los objetivos planteados en la investigacion.
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Conclusiones y recomendaciones

La preocupacion principal de esta investigacion es avanzar en la caracterizacion del
conocimiento especializado del profesor de matematicas, para eso nos hemos propuesto
describir, identificar y caracterizar el conocimiento especializado que manifiestan dos
profesores expertos que ensefian el contenido matematico de los nimeros racionales.
Seleccionamos a profesores expertos ya que se esperaba que exhibieran un mayor nivel
de conocimiento, que estructuraran la ensefianza y los procesos de aprendizaje de forma
efectiva, para acercarnos a una comprension profunda de los aspectos matematicos y
didacticos de un contenido. A partir de la comprension del conocimiento de los
profesores, proyectdbamos profundizar en la caracterizacion del modelo teorico de

conocimiento empleado en el estudio.

En lo que sigue, exponemos la evaluacion de los resultados presentados en el capitulo
anterior. Primero, se discuten los resultados segun los objetivos planteados en el
capitulo primero, luego, enunciamos los principales aportes de la investigacion, algunas
limitaciones presentadas en el transcurso del estudio y formulamos recomendaciones de

posibles lineas para continuar la investigacion.

5.1 EVALUACION DE LOS RESULTADOS

En lo que sigue examinamos hasta qué punto se cumplieron los objetivos propuestos en
el estudio. Primero, presentamos los objetivos especificos 01, 02, O3 y 04 que
buscaban identificar, profundizar y comprender el conocimiento matematico
especializado manifestado por dos profesores al ensefiar el tema de los numeros
racionales. Comenzando por examinar los objetivos O1 y O3 que corresponden a
profundizar y comprender el conocimiento matemaético especializado del profesor de
Educacién Primaria, posteriormente analizamos los O2 y 04 que aluden al profesor de

Educacién Secundaria. A partir de la comprension del conocimiento de los profesores,
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profundizamos en la caracterizacion del modelo tedrico de conocimiento empleado en el

estudio, que corresponde a los objetivos O5 y O6.

5.1.1 Evaluacion de los objetivos 1y 3

El primer objetivo especifico de esta investigacion (O1) consiste en identificar qué
componentes del conocimiento matematico especializado para la ensefianza pone en
juego un profesor experto de Educacion Primaria al ensefiar el contenido de los niUmeros
racionales. A partir del andlisis detallado de los datos identificamos componentes de
conocimiento para cada subdominio del modelo MTSK, segln se describe en el capitulo
anterior. Posteriormente, integramos dichos componentes para realizar una sintesis que

permitio comprender cual es el conocimiento matematico especializado del profesor.

En el profesor de Educacion Primaria se destacan especialmente los conocimientos
correspondientes a tres dominios: el conocimiento de los temas matematicos (KoT),
conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matematicas (KFLM) y el
conocimiento de la ensefianza de las matematicas (KMT), como se ilustra en la Figura
347,

PCK

KSM
KFLM

1 Analisis conceptual 4 Expectativas de aprendizaje 7 Tareas y secuencias de tareas
2 Andlisis fenomenoldgico 5 Limitaciones de aprendizaje 8 Materiales y recursos
3 Sistemas de representacion 6 Oportunidades de aprendizaje

Figura 34. Conocimiento especializado manifestado por el profesor Rodriguez
al ensefar el tema de las fracciones en 6° de Educacion Primaria

% Los trapecios cuadriculados sefialan las categorias més destacadas al ensefiarse el tema de las
fracciones.
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Referente al conocimiento del contenido matematico identificamos que el profesor
conoce distintos conceptos y procedimientos relacionados con las fracciones:
fraccionamiento equitativo y exhaustivo, los significados de fraccion como parte-todo y
operador, clases de fracciones, equivalencia, orden y operaciones con fracciones, y una
serie de procedimientos para establecer fracciones equivalentes, comparar y ordenar
fracciones, etc. La Tabla 19 resume los aspectos conceptuales y procedimentales que

muestra conocer el profesor al ensefiar el tema de los nimeros racionales.

El profesor conoce los sistemas de representacion usuales para la ensefianza del tema de
las fracciones: simbdlico verbal y numérico (fraccionario y decimal), figural, grafico y
concreto. Las tareas planteadas muestran que maneja diferentes ideas matematicas,
como la fraccion concebida como una medida en un contexto parte-todo, como operador
para situaciones de fraccionamiento, la equivalencia de fracciones y el orden. En estos
casos relaciona las formas de representar las fracciones, estableciendo el
fraccionamiento de una unidad como referente principal para apreciar sus relaciones.
Esto se extiende a las operaciones aditivas con fracciones en las que se definen a partir
de situaciones concretas, utilizando la fraccion con referencia a una unidad (parte-todo,
operador o medida). Por tanto, podemos decir que en la ensefianza de estos conceptos
establece una relacion entre los tres vertices del triangulo semantico del analisis de
contenido: concepto formal, representacion grafica y significado de fraccion en relacién

a una unidad.

Las operaciones multiplicativas de fracciones se presentan en términos estrictamente

procedimentales, en representacion simbolica y en forma de fraccion.

El profesor también recoge la temporalidad como eje conector de los contenidos
matematicos, relacionando, principalmente, el contenido estudiado con temas trabajados

en cursos preliminares, y generando enlaces hacia el interior de un mismo concepto.

El docente integra en la actividad matematica generada en clase las contribuciones de
sus estudiantes, especialmente para definir conceptos, lograr el aprendizaje de
procedimientos y para resolver situaciones contextualizadas, en los dominios sefialados
anteriormente. Por la dinamica generada en clase, en la que los estudiantes tienen el rol
fundamental, interviniendo el profesor en momentos especificos, no apreciamos el

grado en que el docente sabe cdmo se explora y genera nuevo conocimiento en
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matematicas; si bien, emplea algunos tipos de argumentaciones, estas corresponden a la

matematica escolar.

En relacion con el conocimiento didactico del contenido, la actuacion del profesor
refleja su conocimiento del tema, mediante una diversidad de tareas de ensefianza, en
las que se procura relacionar distintos sistemas de representacion, especialmente
centrados en el figural, del que se apoya para ejemplificar las acciones. El profesor
plantea situaciones préacticas habituales (partir, dividir) empleando la representacion
figural, dando sentido progresivamente a la representacion numérica. Estas tareas
promueven acciones que se realizan con material concreto, como el papel cuadriculado,
0 bien, empleando la representacion figural. Por tanto, el profesor muestra conocimiento

de las caracteristicas formativas de las tareas matematicas escolares.

El docente manifiesta disponer de un esquema de ensefianza que va de lo particular a lo
general. Introduce el tema mediante una serie de tareas que permiten trabajar la idea de
fraccionamiento equitativo y exhaustivo, interpretandose la fraccion como una parte o
porcion de la unidad. Esto admite trabajar los significados de fraccién como parte-todo
y operador, y apoyarse en estos significados para ir justificando otros conceptos y
procedimientos relacionados con el contenido. A diferencia de lo que sefiala Lamon
(2001) que la fraccion como parte-todo es la menos valiosa respecto de los otros
significados de fraccion, en el caso del docente, este significado le permite trabajar
situaciones de fraccionamiento equitativo, que es un contenido que presenta dificultad
para los estudiantes (Flores y Torralbo, 2011; Lamon, 2007).

Un aspecto destacado de conocimiento didactico del contenido matematico es el
potencial de la secuencia de tareas de fraccionamiento que presenta a lo largo de la
unidad. También conoce dificultades de aprendizaje de los estudiantes, e indicadores de
la presencia de errores conceptuales que manifestar al abordar el contenido. Reconoce la
imagen de los conceptos o procedimientos que tienen los estudiantes al resolver una
tarea matematica de forma incorrecta, o cuando hacen algun sefialamiento erroneo. Esto
lleva al profesor a formular distintas preguntas para que los alumnos reconozcan el
error, también presenta tareas en otros contextos para simplificar las situaciones, por
tanto brinda orientaciones precisas para que los estudiantes superen las limitaciones de

aprendizaje.
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El subdominio del conocimiento de los estandares de aprendizaje de las matematicas,
que comprende los contenidos propuestos en las normativas curriculares de los niveles
de ensefianza, y conocer materiales 0 recursos que proponen las normativas para
abordar los contenidos, es uno de los subdominios que mas dificilmente se aprecia en la
observacién de aula. Evidenciamos que el profesor reflejé los contenidos minimos
estipulados por el curriculo escolar y los contenidos programados para el nivel, y, en las
conversaciones que acompafiaron nuestro paso por su aula, que conocia algunas
orientaciones emitidas por organizaciones docentes y las empleaba como fuentes para
elaborar las tareas que presentaba en su ensefianza. Produciéndose, a partir de la

observacion de aula, una interpretacion evaluativa de este subdominio.

A partir del conocimiento presentado por el profesor Rodriguez, avanzamos en la

comprension de su conocimiento matematico especializado (O3).

En este profesor se destacan dos circunstancias importantes, tiene una formacién de
base como maestro generalista, y tiene amplia experiencia docente (34 afios). Es esta
experiencia, no solo en relacion con su préactica, sino su destacado reconocimiento por
sus compafieros y la comunidad de profesores, lo que nos llevo a reconocerlo como un
profesor experto. Considerando que su formacion generalista le hace tener una
formacion matematica de base menos formal (Krauss, Brunner, Kunter, Neubrand,
Blum, y Jordan, 2008), esto no es impedimento para organizar la ensefianza del tema de
manera mas intuitiva. Los resultados de este estudio muestran que su experiencia,
relacionada con su responsabilidad profesional, le ha llevado a una integracién mas

fuerte de diferentes categorias de conocimiento.

Asimismo, apreciamos que su conocimiento de las fracciones se ubica preferentemente
en relacion a una unidad (indicando explicitamente que se trata de una relacion parte-
todo o de un operador, pero también empleando la fraccibn como medida),
consiguiendo articular los significados y los conceptos, a través de una estructura
conceptual fuertemente arraigada, y apoyada por el empleo de sistemas de
representacion que conjugan los elementos simbdlicos (fracciones y decimales), con los
figurales. Esto se realiza apoyandose en situaciones de fraccionamiento, en los que
puede contextualizar toda su ensefianza, incluso las operaciones aditivas (fracciones con

igual denominador).
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Esta articulacion del conocimiento de la matematica para la ensefianza se acompafia de
la disposicion a la innovacion educativa, buscando fuentes de tareas matematicas, y
creando nuevas tareas para lograr un aprendizaje de la estructura de la matematica

escolar que él mismo domina.

En el proceso de ensefianza, el profesor ha ido identificando dificultades del
aprendizaje, que pueden haberse derivado de su préactica docente. A partir de ellas, ha
generado tareas matematicas innovadoras, que le sirven para detenerse en estas
dificultades. Como consecuencia, el profesor presenta un repertorio de tareas

matematicas que tienden a ser mas estimulante cognitivamente para los estudiantes.

Cuando el conocimiento matematico no tiene este respaldo en significados, como, por
ejemplo, en lo referente a las operaciones multiplicativas, o en los procedimientos de
busqueda del minimo comin denominador, el profesor realiza una ensefianza de

procedimientos, sin el apoyo que hemos destacado en los otros contenidos.

En sintesis, el profesor Rodriguez manifiesta tener un conjunto de orientaciones
consistentes: un amplio conocimiento del contenido a ensefiar, que le permiten
organizar el proceso de ensefianza sin dificultad y generar discusiones en clase; y
promueve la participacion en el aula, haciendo uso de los comentarios de los estudiantes
para lograr interacciones productivas en las clases. Estos aspectos caracterizan
principalmente su condicion de experto, reafirmandose, esencialmente, las

caracteristicas primarias descritas en este estudio.

Las apreciaciones, que resumen lo expresado en el capitulo anterior, nos llevan a

considerar que se han alcanzado el primer y tercer objetivo de la investigacion.

5.1.2 Evaluacion de los objetivos 2 y 4

Identificar qué componentes del conocimiento matemético especializado para la
ensefianza pone en juego un profesor experto de Educacién Secundaria al ensefar el
contenido de los numeros racionales, constituye el segundo objetivo (O2) especifico de
esta investigacion. Para los subdominios del modelo MTSK identificamos elementos de
conocimiento especializado manifestado por el profesor al ensefiar el tema de las
fracciones. Especialmente se destacan elementos de conocimiento de tres dominios: el

conocimiento de los temas matematicos (KoT), conocimiento de las caracteristicas del
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aprendizaje de las matematicas (KFLM), y el conocimiento de la ensefianza de las

matematicas (KMT), como se ilustra en la Figura 35.

KSM
KFLM

1 Analisis conceptual 4 Expectativas de aprendizaje 7 Tareas y secuencias de tareas
2 Anélisis fenomenoldgico 5 Limitaciones de aprendizaje 8 Materiales y recursos
3 Sistemas de representacion 6 Oportunidades de aprendizaje

Figura 35. Conocimiento especializado manifestado por el profesor Rivera al
ensefar el tema de las fracciones en 1° de Educacién Secundaria

El subdominio mas destacado del profesor de Educacion Secundaria fue el KoT,
predominando el dominio de los aspectos conceptuales relacionados con el tema de las
fracciones para 1° de Educacion Secundaria. Durante sus explicaciones demuestra
disponer de un conocimiento formal e intuitivo del tema, pero también apreciamos
indicadores de conocimiento de aspectos fenomenoldgicos sobre las fracciones y sus
operaciones, si bien no se establecen de manera sistematica. De manera esporadica
incorpora elementos de significado de las fracciones y sus operaciones, para articularlas

con la secuencia de ensefianza propuesta en el libro de texto, en el que se apoya.

El profesor indica que las fracciones son una extension de los conjuntos numéricos de
los naturales y los enteros, para cubrir la necesidad de trabajar con cantidades no
exactas. Esto brinda la oportunidad de relacionar la fraccion con la idea formal de par

ordenado (%) pero tambien con el significado de “fracturar” o “romper” una cantidad

en partes iguales. El significado usado para organizar el concepto de fraccion es
esencialmente el de parte-todo, priorizando este significado frente a otros, pero

apareciendo su vision de los racionales a partir de la idea de proporcionalidad,
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trabajando implicitamente el significado de fraccion como razén, a pesar de encontrarse
en situaciones en que se hace referencia a una unidad. Una caracteristica destacada del
profesor es el amplio dominio de procedimientos relacionados con el tema ensefiado,
especialmente los aspectos formales, presentando, en ocasiones, situaciones que dan

sentido a algunos procedimientos.

Maneja los sistemas de representacion numérico (fraccion %, decimal y porcentaje, a: b

razon) y figural (modelos de area y de longitud). La representacion figural se utiliza
como recurso para apoyar la representacion numeérica, lo que le permite explicar alguna
situacion concerniente a la fraccion como parte-todo y operador, pero también para
expresar relaciones de proporcionalidad interna en la unidad. En general, enfatiza el
trabajo numérico, exhibiendo que es el contenido matematico a aprender. Independiente
del apoyo del libro de texto, el profesor tiene conocimiento para presentar situaciones
que ejemplifican los conceptos, cuando aprecia que el discurso no esta suficientemente

claro.

Establece conexiones temporales entre contenidos de otros niveles escolares, ademas
relaciona elementos de la estructura conceptual. Produce complejizacion del contenido,
especificamente al trabajar tareas de fraccionamiento que llevan a relacionar dos

cantidades de la misma magnitud.

Identificamos en algunos episodios de clase que el profesor tiende a seguir una
secuencia de pasos en los que hay una estructura logica, que se corresponde con el
razonamiento matematico: comienza de una premisa inicial, aplica una definicion y
llega a la conclusién. Esta estructura aparece en su presentacion, pero también en las
recomendaciones que hace a los alumnos para la resolucion de las tareas, especialmente

cuando requieren una argumentacion.

Sobre aspectos didacticos del contenido, el profesor presenta una serie tareas que llevan
a reforzar o practicar los distintos contenidos y procedimientos matematicos, destacando
su aprendizaje simbolico. Los materiales y recursos didacticos que el profesor conoce
para la ensefianza del contenido son herramientas digitales (software y calculadora), que
le sirven como un medio para comprobar las soluciones de los ejercicios; es decir,

apreciar si los alumnos realizan los calculos correspondientes.
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Prevalecen las tareas que involucran la ejecucion de procedimientos memorizados
(ejercicios), en menor cantidad se presentan tareas que requieren que los estudiantes
piensen conceptualmente y que hagan conexiones entre conceptos y procedimientos. En
general, la propuesta de ensefianza presentada por el profesor refleja los contenidos
minimos estipulados por el curriculo escolar para el curso 1° de la ESO. A partir de la
observacion de clase no hemos podido identificar que el profesor conozca orientaciones

de colectivos y organizaciones docentes diferentes de los institucionales.

Respecto del conocimiento de los estandares de aprendizaje de las matematicas,
identificamos que el profesor relaciona de manera mas extensa las expresiones
decimales con las fracciones; trabaja los significados de fraccion como parte-todo y
operador, aunque alude con escasa frecuencia a los contextos de la vida real, como
recomienda el curriculo. También, hace wuna interpretacion preferentemente
procedimental de algunos contenidos, respetando las ideas expuestas en el libro de
texto. Al igual que el caso del profesor de Educacion Primaria, la observacion de clase

manifesto una interpretacion evaluativa de este subdominio.

Estas apreciaciones sobre los componentes del conocimiento matematico especializado,
nos permiten profundizar en el conocimiento del profesor de Educacion Secundaria,

objetivo cuarto (O4) del estudio.

El docente tiene una formacion como licenciado en matematicas y estudios de posgrado
en esta especialidad. Esto se ve reflejado en un conocimiento matematico organizado,
especialmente en sus aspectos formales. Pero ademas, el profesor tiene capacidad para
encontrar situaciones contextualizadas que expresen fenomenoldgicamente los
conceptos referentes al tema. Aunque las tareas de ensefianza se centran en una
utilizacion de la fraccion en relacién a una unidad, el profesor muestra manejar el
conocimiento de la fraccion razén, interpretando las situaciones de una manera
proporcional, en la que la relacion entre la parte y el todo se puede aplicar a todos
proporcionales (completo), lo que permite obtener la porcion mediante la union de
porciones parciales. Este conocimiento de nuevos significados no se acomparia de una
ensefianza especifica, 1o que indica que no le da suficiente entidad para considerarlo
aprendizajes especificos. Parece que el profesor conoce diversas situaciones que dan
significado a los conceptos, pero no esta claro si las distingue explicitamente, y por

tanto no se detiene a plantear tareas que contemplen los diferentes significados de
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fraccion, aunque habriamos necesitado entrevistar al profesor para confirmar esta

apreciacion.

Esto demuestra que el profesor establece conexiones entre los conceptos matematicos,
desde relaciones simples y superficiales entre contenidos especificos a otras mas
complejas, como es el caso de relacionar los significados de fraccion. El establecer
conexiones entre contenidos es una cualidad de profesores con una comprension
profunda de las matematicas elementales (Ma, 1999), que parece ser una caracteristica
del profesor Rivera. Ademas, el profesor tiene un amplio conocimiento procedimental

del tema, buscando en ocasiones situaciones que corresponden a los procedimientos.

El profesor ha sido seleccionado por el reconocimiento que ofrece a comparieros y
gestores del centro, quienes destacan su amplio conocimiento matematico. Esta idea se
refuerza, aunque se aprecia que su responsabilidad profesional la centra en conseguir los
aprendizajes previstos en el libro de texto. Con estas apreciaciones podemos considerar

que se han alcanzado, en gran parte, los objetivos 2 y 4 de la investigacion.

5.1.3 Evaluacion del objetivo 5

El quinto objetivo (O5) buscaba avanzar en la caracterizacion de los subdominios del
modelo de Conocimiento Especializado del Profesor de Mateméticas (MTSK). Hemos
de indicar que, simultaneamente a la realizacion de esta investigacion, la autora
principal de este estudio en conjunto con sus directores, formamos parte de un grupo de
investigacion que ha participado en la elaboracion del modelo de conocimiento MTSK.
Por tanto, este trabajo ha ido contribuyendo paulatinamente en las reflexiones del grupo,
aportando analisis de fragmentos de clase (reales) para profundizar en las categorias e

indicadores de conocimiento de cada dominio del modelo.

Considerando que el modelo de conocimiento MTSK, surge de la necesidad de disponer
de herramientas que permitan profundizar en el conocimiento necesario para ensefiar
(Carrillo, 2011; Carrillo et al., en revision), ademas que es un modelo que nace de
reflexiones teoricas orientadas a comprender y estructurar el conocimiento del profesor
de matematicas, esta investigacion ha servido para aportar dos ejemplos concretos del
conocimiento puesto en practica por profesores al ensefiar el tema de las fracciones. El
modelo MTSK ha sido una herramienta beneficiosa para depurar el conocimiento

observado durante la accion docente, mostrando potencialidad analitica para profundizar
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en la comprensién del conocimiento matematico del profesor, manifestado en su

practica.

También, el propio disefio de esta investigacion, especialmente la relacion tedrica
establecida entre el analisis didactico y modelo MTSK, ha permitido tener referentes
concretos para profundizar en la naturaleza de cada uno de los subdominios de
conocimiento. Por ejemplo, el subdominio de conocimiento de los temas matematicos,
que comprende el qué y como el profesor de matematicas conoce los temas que va a
ensefar, se constituye, en este trabajo, por los focos referentes al analisis de contenido
del analisis didactico que se relaciona con el conocimiento matematico escolar sobre los
temas (conceptos, procedimientos, representaciones, aspectos fenomenoldgicos, etc.).
Del mismo modo, cada uno de los restantes subdominios se relaciona con los elementos

del analisis didactico, como se explica en el Capitulo 2 (apartado 2.2.2).

Las categorias e indicadores definidos, permiten vislumbrar el conocimiento
especializado del profesor de matematicas en la practica. Brindando un amplio
escenario para profundizar en el conocimiento puesto en juego por el profesor. Por
ejemplo, contemplamos las tareas en distintos subdominios del modelo MTSK, aunque
diferenciando los aspectos de las mismas, segin el subdominio. Las tareas que
selecciona e implementa el profesor manejan contenidos de la estructura conceptual,
utilizan diferentes sistemas de representacion, pueden formularse seleccionando
situaciones que presentan los contenidos en contextos y situaciones que identifican
aspectos fenomenoldgicos, ademas tienen metas que han de estar asociadas a los
objetivos de aprendizaje que se definen en el analisis cognitivo (Marin, 2013, p. 109).
Esto lleva a diferenciar que en la resoluciéon de las tareas el profesor hace uso de
distintas estrategias de resolucion, empleando significados, conceptos, procedimientos
matematicos, etc., que llevan a vislumbrar aspectos del conocimiento de los temas
matematicos. También llevan a establecer relaciones conceptuales (conocimiento de la
estructura de las matematicas), y si el profesor usa criterios explicitos para justificar
que las tareas son adecuadas al nivel de ensefianza, o bien, que permiten prever errores
o dificultades matematicas que llevan a centrarnos en aspectos de conocimiento de la
ensefianza de las matematicas. Por lo tanto, el andlisis didactico ofrece un escenario
amplio para profundizar en el conocimiento especializado del profesor de matematicas,
a partir del estudio de la actividad en el aula (Rojas y Flores, 2011; Rojas, Flores y
Ramos, 2013).
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Este trabajo aporta una lista de categorias e indicadores de conocimiento, referentes al
tema de los numeros racionales, que se distinguen para cada uno de los seis
subdominios del modelo MTSK. La aplicacion de estas categorias para estudiar el
conocimiento del profesor en la préactica, lleva a tener una visién holistica del
conocimiento revelado por los profesores al ensefiar el tema de los nimeros racionales.

Estas apreciaciones resumen los logros del quinto objetivo de la investigacion.

5.1.4 Evaluacion del objetivo 6

El sexto objetivo (O6) consistia en establecer indicadores y subcategorias de
conocimiento referentes al contenido matematico escolar de los nimeros racionales.
Definimos 19 categorias con sus respectivos indicadores de conocimiento (total 58)
relacionados con el contenido de los numeros racionales (para mas detalle ver Capitulo

2, apartados 2.2.1'y 2.2.2), como se ilustra en la Figura 36.

PCK
KMT

Estrategias de ensefianza
Sistemas de representacion
Tareas matematicas

Materiales y recursos

KoT

Estructura conceptual

Fenomenologia
Procedimientos mateméaticos
Sistemas de representaciones
Aspectos de comunicacion
Tareas matematicas
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KSM Relaciones entre | /,’ T \\\ | Caracterl’sti.cgs de aprendizaje KELM
conceptos de la " ! o Errores y dlflcyl'tades
estructura conceptual ‘\ L Tareas matematicas
~3 - " ateriales y recursos

Lenguaje matematico
Proceso de instruccion
Orientaciones curriculares

Modos de proceder en
matematicas

Figura 36. Categorias de conocimiento para cada subdominio del modelo MTSK

Las categorias e indicadores fueron construidos antes del proceso de recopilacion de la
informacidn y se aplicaron a distintas unidades de informacion, permitiendo organizar y
profundizar en el conocimiento especializado manifestado por dos profesores al ensefiar

el tema de los nimeros racionales.
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En este trabajo buscabamos completar las categorias e indicadores de conocimiento con
datos emergentes, que pudiesen surgir de la indagacion de los significados de los
propios datos. No obstante, del analisis de las clases no surgieron categorias emergentes
de los datos, siendo las cualidades definidas un referente amplio para profundizar en el
conocimiento del profesor a partir de la observacion de clase. Aunque hemos de
reconocer que no todos los indicadores han podido ser apreciados con la misma
precision en la practica, lo que nos hace pensar en reformular algunos de ellos para
expresarlos en términos méas operativos. Para ello observamos que las categorias e
indicadores definidos pueden complementarse con otras particulares que ofrece el
analisis didactico y que pueden no observarse a partir del andlisis de clase. Por ejemplo,
conocer qué espera el profesor que aprendan sus estudiantes, profundizar en las
competencias, aptitudes, habilidades, valores y actitudes, etc., que se esperan que se

desarrollen o utilicen a lo largo de su formacion.

La funcion que han desempefiado las categorias en la investigacion, asi como su
correspondencia con las bases teoricas, nos permiten considerar que el sexto objetivo

fue alcanzado en alto grado.

5.1.5 Evaluacion del objetivo general

El objetivo general que orientaba esta investigacion era describir, identificar y
caracterizar el conocimiento especializado de dos profesores al ensefiar el tema de los
nameros racionales. En el Capitulo 4 (apartados 4.1 y 4.2) y en los Anexos B y C se
presenta una descripcién detallada de la informacidn seguida por cada profesor, sujetos
informantes del estudio. La descripcion permite definir los episodios y subepisodios de
clase en los cuales se produce comunicacion matematica, que representan fragmentos de
texto con significados. Luego de la descripcion y de la clasificacion de las clases,
buscamos dar sentido a la informacidon recolectada, empleando el analisis de contenido
(Bardin, 1996; Fox, 1981; Krippendorff, 1990), que nos llevd a estructurar y organizar
la informacion respecto de los seis subdominios de conocimiento del modelo MTSK. En
los apartados 4.1.1 y 4.2.1 identificamos caracteristicas del conocimiento manifestado
por cada profesor al ensefiar el tema de los numeros racionales, segun distintas
categorias e indicadores definidos para cada subdominio. Las dos etapas anteriores nos
llevaron a determinar los atributos particulares de conocimiento de cada profesor

manifestado en su accién docente, como se sintetiza en los apartados 4.1.2 y 4.2.2. Esto
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se concreta con perfiles de conocimiento especializado de profesores expertos que

ensefian el tema de las fracciones, que suministran informacién que va mas alla de hacer

una evaluacion de su conocimiento.

5.2 PRINCIPALES APORTES DE LA INVESTIGACION

Con base en los objetivos que guiaron esta investigacion, el marco de referencia y los

hallazgos presentados, enunciamos los principales aportes de la investigacion.
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El conocimiento del contenido matematico y didactico del contenido son
comunmente considerados como una parte importante de la pericia del docente,
sin embargo no esta claro lo que los profesores exactamente expertos saben acerca
de las matematicas (Li y Kaiser, 2012). En esta investigacion mostramos dos
casos que resumen el conocimiento que manifiestan profesores expertos, dejando
a la luz que el profesor de Educacion Primaria manifiesta conocer mas aspectos
del conocimiento didactico del contenido, que el profesor de Educacion
Secundaria que se limita a una ensefianza mas tradicional. No obstante, ain se
necesitan mas investigaciones para examinar el nivel de conocimiento de los
profesores expertos sobre la matematica escolar y para saber si es importante para
ellos saber también matematicas avanzadas (Li y Kaiser, 2011; Rojas, Flores y
Carrillo, 2011, 2013, en prensa).

El modelo de Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (MTSK),
ha sido una valiosa herramienta para profundizar en el conocimiento del profesor
a partir de la observacion de aula. La especializacién del modelo MTSK permitid
diferenciar los elementos de conocimiento general, para centrarnos
exclusivamente en el conocimiento matematico y didactico del contenido. A partir
de la identificacion y de la organizacion de componentes de conocimiento
manifestado por los profesores del estudio, profundizamos en el conocimiento
especializado en su conjunto (referente al tema de los numeros racionales),
obteniendo, en ocasiones, episodios de clase que develaban conocimiento de
varios subdominios. Obteniendo un banco de episodios referidos a los distintos
subdominios de conocimiento del modelo MTSK, de dos ensefianzas particulares

del tema de los nUmeros racionales.
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Considerando que los modelos de conocimiento incluyen categorias generales,
ademas que es necesario disponer de modelos que lleven a un analisis detallado de
cada uno de los tipos de conocimiento que se manifiestan en una ensefianza de las
matematicas efectiva (Godino, 2009), en este trabajo presentamos una serie de
indicadores de conocimiento relacionado con el modelo MTSK, referentes al tema
de los ndmeros racionales. Los indicadores de conocimiento son una base de
informacién para el disefio de materiales de apoyo para los docentes, para la

formacion docente y desarrollo profesional (Ball et al., 2008; Sosa, 2010).

El realizar el analisis didactico del tema de los nimeros racionales nos permitio
hacer una reflexion sobre las cualidades educativas e instruccionales del contenido
matematico escolar, ademas establecer relaciones precisas entre los componentes
del andlisis didactico y los dominios de conocimiento del modelo MTSK. Las
categorias e indicadores de conocimiento que surgieron de la relacion teorica
establecida permitieron “mirar” las declaraciones de los profesores enunciadas en
el aula, comprendiendo tanto aspectos matematicos como didacticos del tema de
las fracciones. Esto nos permitié hacer una reconstruccién del conocimiento
plausible que el profesor manifiesta en su tarea de ensefianza. Por lo tanto, el
andlisis didactico se ha manifestado como una efectiva herramienta tedrica-
metodologica para identificar conocimiento matematico a partir de la observacion

de clase (Rojas y Flores, 2011; Rojas, Flores y Ramos, 2013).

La organizacion de las caracteristicas primarias y secundarias elaboradas,
permitieron seleccionar e identificar a profesores con cierto grado de pericia
matematica. Los profesores expertos dejan a la luz grandes fortalezas de
ensefianza, aspectos que se pueden realzar en profesores con caracteristicas de
expertos para destacarlos como mentores de profesores noveles. Como se
evidencia en otras culturas, especialmente en las de occidente, la preparacion de
los docentes a cargo de otros es una fortaleza que les permite compartir
experiencias profesionales en post de mejorar la practica del profesor (Li y Kaiser,
2011).
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5.3

LIMITACIONES Y PERSPECTIVAS PARA EL AVANCE DE LA
INVESTIGACION

En lo que sigue, exponemos algunas limitaciones presentadas en el transcurso de esta

investigacion. Ademas, segun los resultados del estudio, las conclusiones derivadas de

estos y los problemas principales de la linea de investigacion de Formacion de

Profesores de Matematicas, sugerimos algunas lineas futuras de investigacion.

5.3.1 Limitaciones del estudio
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Considerando que la linea de trabajo que motiva esta investigacion es estudiar el
conocimiento especializado de los profesores de matematicas, en su accion
docente, esto nos llevo a centrarnos unicamente en la observacion directa del aula.
Nos basamos especificamente en la observacién de clases, pretendiendo
identificar componentes, pero, sobre todo, comprender este conocimiento. La
construccién de una representacion sintética del conocimiento de cada profesor se
veria enriquecida mediante un mayor contacto con los sujetos, complementandose
con entrevista a los profesores de estimulo del recuerdo, para indagar sobre las
conductas o0 actuaciones ejecutadas y observadas en las clases. Este proceso no
fue posible concretarlo, por la lejania de los profesores de nuestro lugar de
trabajo, asi como por el tiempo de planificacion de la investigacion. Ello nos
hubiera permitido analizar el grado en que los profesores son conscientes de su
conocimiento, asimismo conocer si sus intenciones educativas coinciden con las
inferidas en el analisis realizado, y en general, debatir sobre el papel que
desempefian las actividades que propusieron a sus estudiantes. Este enfoque
basado en los datos permitiria avanzar en la comprension de su conocimiento, asi
como también en establecer resultados tedricos de mayor nivel (Glaser y Strauss,
1967).

Para la seleccion de los profesores del estudio establecimos caracteristicas
primarias y secundarias. Los docentes seleccionados cumplieron con la mayoria
de caracteristicas secundarias; es decir, con aspectos generales que aludian a su
formacion profesional (nimero determinado de afios de experiencia,
reconocimiento entre pares, etc.); sin embargo, las caracteristicas primarias no
fueron confirmadas en su totalidad. En este caso, seria conveniente aplicar otros

instrumentos a los profesores para confirmar aspectos especificos de la tarea de
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ensefianza y de conocimiento (uso de distintas estrategias para resolver los
problemas, procesos de ensefianza mas integrados, etc.). Esto nos hubiese
permitido caracterizar todos los subdominios de conocimiento del modelo MTSK,
quizas, con una mayor riqueza matematica y didactica. El estudio del
conocimiento a través de la practica tiene la limitacién de mostrar aquellos rasgos
de conocimiento que aparecen en la gestion del profesor en su aula. Como en el
caso del profesor de Educacion Secundaria analizado, la intervencion del docente
facilita una comunicacion unidireccional, es decir, preferentemente expositiva, sin
dar lugar a que los estudiantes comuniquen sus ideas, esto limito, por ejemplo, la
posibilidad de profundizar en el subdominio de conocimiento de las

caracteristicas de aprendizaje de las matematicas.

5.3.2 Perspectivas para el avance de la investigacion

Respecto de los resultados evaluados y las conclusiones derivadas de estos, sugerimos

las siguientes lineas futuras de investigacion:

- Ampliar el analisis didactico en torno a los cuatro tipos de andlisis: de contenido,
cognitivo, de instruccion y de evaluacion, puede llevar a considerar mas
posibilidades para vincular los componentes de conocimiento que caracterizan el
modelo MTSK, a fin de identificar dimensiones del conocimiento profesional de
los profesores. Por ejemplo, el anélisis de evaluacion podria dar informacion
sobre formas de evaluar las fracciones, con ello comprenderiamos otra parte del

conocimiento del profesor.

- Siguiendo la metafora de Liljedahl et al. (2009), la formacion inicial se puede ver
a partir de una trenza de seis puntas, en los cuales cada hilo corresponde a un
subdominio de conocimiento del modelo MTSK, que se nutre de los elementos
del andlisis didactico. Al principio de la formacion, cada hilo individualmente
corresponde a los distintos conocimientos que deben adquirir a lo largo de la
formacion, luego esas hebras se trenzan para integrar y unificar ese conocimiento
necesario para la ensefianza. Por lo tanto, la relacion establecida entre el analisis
didéactico y los subdominios de conocimiento del modelo MTSK puede ser la base
para inferir como cada uno de los organizadores del analisis didactico, promueve

el desarrollo de diferentes dominios de conocimiento en los cursos de formacion.
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La preocupacion de identificar algunos componentes de conocimiento del
profesor tiene la intencion de generar informacion que permita manifestarse en los
contenidos impartidos en los programas de formacion de profesores, inicial o
permanente, y para evaluar su eficacia (Godino, 2009, p. 14; Llinares, 1991, pp.
27-28).

Docentes del departamento de Didactica de la Matematica de la Universidad de
Granada (Flores, 2013, Lupiafiez, 2012), organizan cada materia de un grado de
Maestro de Educacion Primaria en términos del andlisis didactico, relacionandolo
con un modelo de conocimiento y de competencias del profesor. De este modo,
proyectan desarrollar en los futuros profesores su conocimiento especifico del
contenido matematico y didactico, a partir de los planes de formacion
estructurados en torno a los dominios de conocimiento que la comunidad

cientifica esta definiendo.

En la linea de evaluacion del conocimiento del profesor de matematica se busca
estudiar la calidad matematica de los procesos de instruccion (Hill, Blunk et al.,
2008; Godino, 2009), estableciéndose categorias que permiten medir el proceso.
En este estudio las relaciones establecidas entre el analisis didactico y el modelo
MTSK aportan una serie de indicadores organizados segun los distintos dominios
de conocimientos. Estos indicadores pueden ser adaptados para valorar la calidad
matematica de distintos procesos de instruccion en que se aborde el tema de los

ndmeros racionales.

La caracterizacion del conocimiento especializado del profesor de matematicas,
obtenido a partir de los dos estudios de casos presentados, proporcionan una rica
descripcion del conocimiento puesto en juego por cada docente en su practica
profesional. Un componente necesario para complementar este estudio es obtener
informacién sobre el impacto que tiene en los estudiantes que se forman en

ambientes ricos de clases con profesores expertos (Fennema y Franke, 1992).

Los indicadores de conocimiento propuestos pueden seguir enriqueciéndose para
el tema de las fracciones, ademas se pueden ampliar a otros contenidos
matematicos escolares, de distintos niveles, para profundizar en el conocimiento

especializado de los profesores de matematicas.
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Caracterizamos el conocimiento especializado de dos profesores que ensefiaban el
tema especifico de las fracciones. Es posible que sus decisiones de ensefianza y
comportamientos varien al ensefiar otros temas matematicos, por lo que estudiar a
profesores al ensefiar otros contenidos puede proporcionar una compresiéon mas
profunda y completa del conocimiento del profesor de matemaéticas. Esto puede
contribuir al modelo MTSK con ejemplos concretos de episodios de clase donde

se vislumbran distintos subdominios de conocimiento.

- Este trabajo se realizd en el contexto especifico espafiol, que nos permitid
profundizar en el conocimiento especializado de dos docentes expertos de
matematicas. Al ser un estudio de caso no es representativo a todo el profesorado
de Espafia; sin embargo, seria interesante estudiar las concepciones y
caracteristicas de los profesores expertos en los distintos niveles educativos. Lo
anterior permitiria construir una imagen mas completa del profesor experto en

Espana.

- Considerando la variedad y complejidad del sistema educativo, los datos de este
estudio pueden ser un material descriptivo que se presta a reinterpretaciones
posteriores. Las grabaciones de las clases y las transcripciones son un evidente
valor como fuente de datos para los investigadores y otros usuarios, planteandose

distintos objetivos.

- Los registros de video de las sesiones de clases de este estudio es un beneficioso
material para complementar los procesos de enseflanza y aprendizaje de las
matematicas de futuros profesores. Las ventajas de la actividad basada en videos
es una oportunidad para que los profesores reflexionen sobre episodios concretos
de ensefianza de los contenidos (Barcelos, 2012; Oliveira, Menezes y Canavarro,
2012; Star y Strickland, 2007). Por ejemplo, Star y Strickland (2007) realizan
estudios con futuros profesores que identifican los aspectos puntuales en que estos
se fijan a la hora de estudiar videos, como hacer conexiones entre los aspectos
especificos de las interacciones producidas en el aula y en general con el proceso

de ensefianza y aprendizaje.

Finalmente, tenemos la expectativa de que esta investigacion no sélo puede activar el
debate sobre el conocimiento de los profesores de matematicas, sino también iniciar

esfuerzos similares para abordar otros temas escolares.
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5.4 PUBLICACIONES Y APORTES RELACIONADOS CON LA
INVESTIGACION

En lo que sigue indicamos algunas de las producciones realizadas durante la elaboracion
de la investigacion, relacionadas con el tema de estudio. En el afio 2010 realizamos el
trabajo de fin de master centrado en la problematica del conocimiento del profesor. Este

estudio se presentd en distintas reuniones, sintetizandose en los siguientes escritos:

Rojas, N. (2010). Conocimiento para la ensefianza y calidad matematica de la instruccién del
concepto de fraccidn: Estudio de caso de un profesor chileno. Trabajo de fin de master:
Universidad de Granada. Granada. Espafia.

Rojas, N. y Flores, P. (2011). El analisis didactico como una herramienta para identificar los dominios
de conocimiento matematico para la ensefianza de fracciones. En J. L. Lupiafiez, M. C. Cafiadas,
M. Molina, M. Palarea y A. Maz (Eds.), Investigaciones en Pensamiento Numérico y Algebraico e
Historia de la Matematica y Educacion Matematica (pp. 17-28). Granada, Espafia: Departamento.
Didactica de la Matematica, Universidad de Granada.

Los resultados obtenidos en los trabajos mencionados, orientaron a la realizacion del
proyecto de investigacion que resume esta memoria. El propio disefio de la
investigacion concedid divulgar parte de los resultados de este estudio, generandose los

siguientes escritos:

Ramos, E., Rojas, N. y Flores, P. (2013). Una aproximacién a las nociones de profesor reflexivo y de
profesor experto y su repercusion en el docente universitario de matematicas. En M. T. Ramiro, T.
Ramiro, M. Bermudez y FECIES (Comps.), FECIES 2013. X Foro Internacional sobre
Evaluacién de la Calidad de la Investigacién y de la Educacion Superior (FECIES) (pp.120-125).
Granada, Espafia: Universidad de Granada.

Rojas, N., Carrillo, J. y Flores, P. (2012). Caracteristicas para identificar a profesores de matematicas
expertos. En A. Estepa, A. Conteras, J. Deulofeu, M. C. Penalva, F. J. Garcia y L. Ordofiez (Eds.),
Investigacion en educacién matematica XVI (pp. 479-485). Jaén, Espafia: SEIEM.

Rojas, N., Flores, P. y Carrillo, J. (2011). Caracterizacion del conocimiento matematico de profesores
de educacion primaria y secundaria. En M. Marin y N. Climent (Eds.) Investigacion en Educacion
Matematica. Comunicaciones de los grupos de investigacion. XV Simposio de la SEIEM (pp. 395-
400). Ciudad Real, Espafia.

Rojas, N., Flores, P. y Carrillo, J. (2013). Caracterizacion del conocimiento matematico para la
ensefianza de los nimeros racionales. Avances de Investigacion en Educacion Matemética, 4, 47-
64.

Rojas, N., Flores, P. y Carrillo, J. (En prensa). Conocimiento especializado de un profesor de
matematicas de educacidn primaria al ensefiar los nimeros racionales. Bolema. Brasil.

Rojas, N., Flores, P. y Ramos., E. (2013). El analisis didactico como herramienta para identificar
conocimiento matematico para la ensefianza en la practica. En L. Rico, J. L. Lupiafiez y M. Molina
(Eds.), El analisis didactico en educacion matematica. Metodologia de investigacion, innovacion
curricular y formacion de profesores (pp.191-208). Granada, Espafia: Universidad de Granada.
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También este estudio ha sido presentado en distintas reuniones, siendo objeto de
discusion el tema. Hemos participado en las reuniones del Grupo de trabajo de
Conocimiento y Desarrollo Profesional del Profesional de la Sociedad Espafiola de
Investigacion en Educacién Matematica (SEIEM), constantemente en el grupo de
investigacion SIDM de la Universidad de Huelva y en jornadas doctorales organizadas
por la Universidad de Granada. Conjuntamente al desarrollo de esta investigacion se ha
trabajado en colaboracion con otros investigadores, produciendo los siguientes

documentos:

Aguilar, A., Carrefio, E., Carrillo, J., Climent, N., Contreras, L., Escudero, D., Flores, E., Flores, P.,
Montes, M. y Rojas, N. (2013). En Actas de la VIl CIBEM, EI conocimiento especializado del
profesor de matematicas: MTSK (5063-5069). VII CIBEM. Uruguay.

Carrefio, E., Rojas, N., Montes, M. A. & Flores, P. (2013). Mathematics Teacher’s Specialized
Knowledge. Reflections based on specific descriptors of knowledge. In B. Ubuz, C. Haser & M.
Mariotti (Eds.), Proceedings of the Eight Congress of the European Society for Research in
Mathematics Education (2976-2984). Antalya, Turquia.

Carrillo, J., Climent, N., Flores-Medrano, E., Escudero-Avila, D., Montes, M., Contreras, L. C.,
Vasco, D., Rojas, N et al. (In review). The Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge
(MTSK) Model.

Flores, P., Rojas, N. y Aguayo, C. (2014). Taller. Operaciones con sentido, con nimeros racionales.
En Actas del XV CEAM, Congreso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. El sentido de
las matematicas: matematicas con sentido. Baeza. Espafia.

Martins, F., Ribeiro, C., M., Pinto, H., Sebastido, S., Aguilar, A., Escudero, D., Flores, E., Montes, M.
y Rojas, N. (2014). Atribuir significado a raciocinios de outros: discutindo alguns aspetos do
conhecimento de futuros professores. In atas AFIRSE (pp. to appear), Lisboa: AFIRSE.

Rojas, N., Olfos, R. y Estrella. S. (En revision). Conocimiento matematico para la ensefianza en un
grupo estudio de clases.

301






Referencias

Aguilar, A., Carrefio, E., Carrillo, J., Climent, N., Contreras, L., Escudero, D., Flores,
E., Flores, P., Montes, M. y Rojas, N. (2013, septiembre). EI conocimiento
especializado del profesor de Matematicas: MTSK. En CIBEM (Eds.), Actas de las
VII CIBEM (pp. 5063-5069). Montevideo, Uruguay.

Arteaga, P., Batanero, C., Cafiadas, G. y Gea, M. (2012). Evaluacion del conocimiento
especializado de la estadistica en futuros profesores mediante el analisis de un
proyecto estadistico. Educagao Matemética Pesquisa, 14(2), 279-297.

Baelo, R. y Arias, A. R. (2011). La formacion de maestros en Espafia, de la teoria a la
practica. Tendencias pedagogicas, 18, 105-131.

Ball, D. L. (1990). The mathematical understandings that prospective teachers bring to
teacher education. Elementary School Journal, 90, 449-466. doi: 10.1086/461626

Ball, D. L. (2000). Bridging practices. Intertwining content and pedagogy in teaching
and learning to teach. Journal of Teacher Education, 51(3), 241-247. doi:
10.1177/0022487100051003013

Ball, D. L. & Bass, H. (2009). With an eye on the mathematical horizon: knowing
mathematics for teaching to learners’ mathematical futures. Recuperado de
http://www.fachportal-paedagogik.de/fis_bildung/suche/fis_set.html?FId=889839.

Ball, D. L., Charalambous C.Y., Thames, M. & Lewis J. M. (2009). Teacher knowledge
and teaching: viewing a complex relationship from three perspectives. In M.
Tzekaki, M. Kaldrimidou & H. Sakonidis (Eds.), Proceedings of the 33rd
Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics
Education (pp.121-150). Thessaloniki, Greece: PME.

Ball, D. L., Hill, H. C. & Bass, H. (2005). Knowing mathematics for teaching: Who
knows mathematics well enough to teach third grade, and how can we decide?
American Educator, 29(1), 14-22.

Ball, D. L., Thames, M. H. & Phelps, G. (2008). Content knowledge for teaching: What
makes it special? Journal of Teacher Education, 59(5), 389-407. doi:
10.1177/0022487108324554


http://revistas.pucsp.br/index.php/emp/article/view/9317
http://revistas.pucsp.br/index.php/emp/article/view/9317
http://revistas.pucsp.br/index.php/emp/article/view/9317
http://dx.doi.org/10.1086/461626
http://dx.doi.org/10.1177/0022487100051003013
http://www.fachportal-paedagogik.de/fis_bildung/suche/fis_set.html?FId=889839

Referencias

Barcelos, R. (2012). Video as resource for mathematical visualization. In T. Y. Tso
(Ed.), Proceedings of the 36th Conference of the International Group for the
Psychology of Mathematics Education (pp. 4-246). Taipei, Taiwan: PME.

Bardin, L. (1996). Analisis de contenido. Madrid: Ediciones Akal.

Bass, H. (2007). Matematicas, matematicos y educacion matematica. La Gaceta, 10(3),
689-706.

Berliner, D. C. (1988). The development of expertise in pedagogy. Charles W. Hunt
Memorial Lecture presented at the annual meeting of the American Association of
Colleges for Teacher Education, New Orleans.

Berliner, D. C. (2001). Learning about and learning from expert teachers. International
Journal of Educational Research, 35(5), 463-482. doi: 10.1016/S0883-
0355(02)00004-6

Blanco, L. (1991). Conocimiento y accion en la ensefianza de las matematicas de
profesores de EGB vy estudiantes para profesores. Manuales UNEX, 11. Espafa:
Universidad de Extremadura.

Blanco, L. (1997). Tipos de tareas para desarrollar el conocimiento didactico del
contenido. En L. Rico y M. Sierra (Eds.), Primer simposio de la Sociedad Espariola
de Investigacion en Educacion Matematica (pp.34-40). Zamora: SEIEM.

Blomeke, S., Hsieh, F. J., Kaiser, G. & Schmidt, W. H. (Eds.). (2014). International
perspectives on teacher knowledge, beliefs and opportunities to learn. TEDS-M
results. Dordrecht, The Netherlands: Springer.

Borko, H. & Livingston, C. (1989). Cognition and Improvisation: Differences in
Mathematics Instruction by Expert and Novice Teachers. American Educational
Research Journal, 26(4), 473-498. doi: 10.3102/00028312026004473

Brendefur, J. & Frykholm, J. (2000). Promoting mathematical communication in the
classroom: two peservice teachers’ conceptions and practices. Journal of
Mathematics Teacher Education, 3, 125-153.

Bromme, R. (1988). Conocimientos profesionales de los profesores. Ensefianza de las
Ciencias, 6(1), 19-29.

Bromme, R. (1994). Beyond subject matter: A psychological topology of teachers’
professional knowledge. In R. Biehler, R. Scholz, R. StréBer & B. Winkelman
(Eds.), Didactics of Mathematics as a Scientific Discipline (pp. 73-88). Dordrecht:
Kluwer Academic Publisher.

Brown, C. A. & Borko, H. (1992). Becoming a Mathematics Teacher. In D.A. Grouws
(Eds.), Handbook of Research on Mathematics Teaching and Learning (pp. 209-
239). New York: Macmillan.

Bruner, J. (1964). The course of cognitive growth. American Psychologist, 19, 1-15.
doi: 10.1037/h0044160

304


http://dx.doi.org/10.1016/S0883-0355(02)00004-6
http://dx.doi.org/10.1016/S0883-0355(02)00004-6
http://dx.doi.org/10.3102/00028312026004473
http://dx.doi.org/10.1037/h0044160

Referencias

Callejo, M. L., Ferndndez, C. & Marquez, M. (2013). Pre-service primary teachers’
knowledge for teaching of quotitive division word problems. In A. M. Lindmeier &
A. Heinze (Eds.), Proceedings of the 37th Conference of the International Group
for the Psychology of Mathematics Education (pp. 145-152). Kiel, Germany: PME.

Cardefioso, J. M., Flores, P. y Azcéarate, P. (2001). El desarrollo profesional de los
profesores de matematicas como campo de investigacion en educacion matematica.
En P. Gémez y L. Rico (Eds.), Iniciacion a la investigacion en didactica de la
matematica. Homenaje al profesor Mauricio Castro (pp. 233-244). Granada:
Editorial Universidad de Granada.

Carrillo, J. (2011). Building mathematical knowledge in teaching by means of theorised
tools. In T. Rowland, & K. Ruthven (Eds), Mathematical Knowledge in Teaching
(pp. 273-287). New York: Springer. doi:10.1007/978-90-481-9766-8 16

Carrillo, J. & Climent, N. (October, 2006). Analysing teaching practice in collaborative
environments. In G. Nickmans, M. Bosmans & L. Brants (Eds.), First European
Conference for Practice-based and Practitioner Research. Improving quality in
teaching and learning: developmental work and implementation challenges (pp.
19-21). University of Leuven.

Carrillo, J., Climent, N., Contreras, L. C. & Mufioz-Catalan, M. C. (2013). Determining
Specialized Knowledge for Mathematics Teaching. In B. Ubuz, C. Haser & M. A.
Mariotti (Eds.), Proceedings of the CERME 8 (pp. 2985-2994). Antalya: Middle
East Technical University, Ankara.

Carrillo, J., Climent, N., Flores-Medrano, E., Escudero-Avila, D., Montes, M.,
Contreras, L. C., Vasco, D., Rojas, N., et al. (In review). The Mathematics
Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK) Model.

Carrillo, J., Climent, N., Gorgorid, N., Rojas, F. y Prat, M. (2008). Analisis de
secuencias de aprendizaje matematico desde la perspectiva de la gestion de la
participacion. Ensefianza de las Ciencias, 26(1), 67-76.

Carrillo, J., Contreras, L. C. y Flores, P. (2013). Un modelo de conocimiento
especializado del profesor de matematicas. En L. Rico, M. C. Cafadas, J. Gutiérrez,
M. Molina y I. Segovia (Eds.), Investigacion en Did4ctica de la Matemética.
Homenaje a Encarnacion Castro (pp. 193-200). Granada: Editorial Comares.

Castelnuovo, E. (1970). Didactica de la matematica moderna. Serie de matematica.
México: F. Trillas, S. A.

Chapman. O. (2014). Overall Commentary: Understanding and Changing Mathematics
Teachers. In J. J. Lo, K. R. Leatham, L. R. Van Zoest & SpringerLink (Eds.),
Research trends in mathematics teacher education (pp. 295-309). Springer Cham
Heidelberg New York Dordrecht London: Springer. doi: 10.1007/978-3-319-
02562-9 16

305


http://columbus.uhu.es/search%7ES1*spi?/Xt:(research%20trends)&Da=&Db=&SORT=D/Xt:(research%20trends)&Da=&Db=&SORT=D&SUBKEY=t%3A(research+trends)/1%2C91%2C91%2CB/frameset&FF=Xt:(research%20trends)&Da=&Db=&SORT=D&1%2C1%2C

Referencias

Charalambous, C. Y., Hill, H. C. & Ball, D. L. (2011). Prospective teachers’ learning to
provide instructional explanations: how does it look and what might it take?
Journal of Education for Teaching, 14(6), 441-463. doi 10.1007/s10857-011-9182-
z

Chi, M. (2011). Theoretical perspectives, methodological approaches, and trends in the
study of expertise. In Y. Li & G. Kaiser (Eds.), Expertise in mathematics
instruction (pp.17-39). Boston, MA: Springer.

Climent, N. (2002). El desarrollo profesional del maestro de primaria respecto de la
ensefianza de la matematica: Un estudio de caso. Tesis doctoral: Universidad de
Huelva. Espania.

Climent, N. & Carrillo, J. (2007). El uso del video para el analisis de la préactica en
entornos colaborativos. Investigacion en la Escuela, 61, 23-35.

Cohen, L. y Manion, L. (1990). Métodos de Investigacion Educativa. Madrid, Espafa:
La Muralla S.A.

Cohen, L. y Manion, L. (2002). Métodos de investigacion educativa (22 ed.). Madrid,
Espafa: La Muralla S.A.

Cohen, L., Manion, L. & Morrison, K. (2000). Research methods in education (52 ed.).
London: RoutledgeFalmer.

Cohen, L., Manion, L. & Morrison, K. (2007). Research methods in education (6% ed.).
London: RoutledgeFalmer.

Cohen, L., Manion, L. & Morrison, K. (2011). Research methods in education. London:
RoutledgeFalmer.

Contreras, M. (2012). Problemas multiplicativos relacionados con la division de
fracciones. Un estudio sobre su ensefianza y aprendizaje. Tesis doctoral:
Universidad de Valencia. Espafia.

Davis, B. (2012). Subtlety and complexity of mathematics teacher’s disciplinary
knowledge. In 12th ICME (Eds.), Proceedings of the 12th International Congress
on Mathematical Education (pp. 214- 234). Seoul, Korea: ICME

Davis, B. & Simmt, E. (2006). Mathematics for teaching: an ongoing investigation of
the mathematics that teachers (need to) know. Educational Studies in Mathematics,
61, 293-319. doi: 10.1007/s10649-006-2372-4

De Gamboa, G., Planas, N. y Edo, M. (2010). Argumentacion matematica: practicas
escritas e interpretaciones. Suma, 64, 35-44.

Delors, J. (1994). Informe a la UNESCO de la Comision Internacional sobre la
educacion para el siglo XXI. La educacion encierra un tesoro. Paris, Francia:
Santillana Ediciones UNESCO. Recuperado en
http://www.unesco.org/education/pdf/DELORS_S.PDF/

306



Referencias

Depaepe, F., Verschaffel, L. & Kelchtermans, G. (2013). Pedagogical content
knowledge: A systematic review of the way in which the concept has pervaded
mathematics educational research. Teaching and Teacher Education, 34, 12-25.
doi: 10.1016/j.tate.2013.03.001

Dickson, L., Brown, M. & Gibson, O. (1984). Children learning mathematics: A
teacher’s guide to recent research. Oxford, Great Britain, England: Schools
Council Publications.

English, L. (2008). Setting an agenda for international research in mathematics
education. In L. English (Ed.), Handbook of international research in mathematics
education (pp. 3-19). New York: Routledge.

Ernest, P. (1989). The Knowledge, Beliefs and Attitudes of the Mathematics Teacher: A
Model. Journal of Education for Teaching, 15(1), 13-33.

Escudero, D., Flores, E. y Carrillo, J. (2012). El conocimiento especializado del
profesor de matematicas. En L. Sosa, E. Aparicio y Flor M. Rodriguez (Eds.),
Memoria de la XV Escuela de Invierno en Matematica Educativa (pp. 35-42).
México, DF: Cinvestav.

Estepa, J. (2000). EIl conocimiento profesional de los profesores de ciencias sociales. En
J. Pagés, J. Estepa y G. Travé (Eds.), Modelos, contenidos y experiencias en la
formacion profesional del profesorado de Ciencias Sociales (pp. 313-334). Huelva,
Espafia: Universidad de Huelva Publicaciones.

Estrada, A. (2007). Evaluacién del conocimiento estadistico en la formacion inicial del
profesorado. Revista de Didactica de las Matematicas. UNO, 45, 80- 98.

Even, R. & Ball, D. L. (Eds.). (2009). The Professional Education and Development of
Teachers of Mathematics. The 15th ICMI study. New York: Springer. doi
10.1007/978-0-387-09601-8

Fennema, E. & Franke, L. M. (1992). Teachers’ knowledge and its impact. In D. A.
Grouws (Ed.), Handbook of research on mathematics teaching and learning (pp.
147-164). New York, NY: Macmillan.

Fenstermacher, G. D. & Richardson, V. (2000). On making determinations of quality in
teaching. Paper prepared for the Board on International Comparative Studies in
Education of the National Academies of Science and the National Research
Council, Washington, DC. Recuperado de http://www-personal.umich.edu/~

gfenster/teaqual14ss.PDF

Ferndndez, C. & Yoshida, M. (2004). Lesson study: A Japanese approach to improving
mathematics teaching and learning. Mahwah, NJ: Lawrence Erlbaum Associates,
Publisher.

Ferrater, J. (1982). Diccionario de filosofia, 4 (4% ed.). Madrid, Espafa: Alianza
editorial.

307


http://dx.doi.org/10.1016/j.tate.2013.03.001
http://www-personal.umich.edu/%7E

Referencias

Fitzgerald, A., Hackling, M. & Dawson, V. (2013). Through the viewfinder: reflecting
on the collection and analysis of classroom video. International Journal of
Qualitative Methods, 12, 52-64.

Flores, E., Escudero, D. I. & Carrillo, J. (2013). A theoretical review of specialised
content Knowledge. In B. Ubuz, C. Haser & M. A. Mariotti (Eds.), Proceedings of
the CERME 8 (pp. 3055-3064). Antalya: Middle East Technical University,
Ankara.

Flores, P. (2008). El algoritmo de la division de fracciones. Epsilon, 70, 27-40.

Flores, P. (2013). ¢Por qué multiplicar en cruz? Curso de formacion inicial de
profesores de matematicas en la Universidad. Actas del VII del Congreso
Iberoamericano de Educacion Matematica. Montevideo. Uruguay. Recuperdo de
http://www.cibem.org/extensos/47_ 1375090358 flores_multiplicar_en_cruz.pdf

Flores, P. y Torralbo, M. (2011). NUmeros racionales. En I. Segovia y L. Rico (Eds.),
Mateméticas para maestros de educacion primaria (pp. 189-218). Madrid:
Pirdmide.

Fox, D. J. (1981). El proceso de investigacion en la educaciéon. Pamplona: Eunsa.

Franzosi, R. (2004). Content Analysis. In M. Hardy & A. Bryman (Eds.), Handbook of
Data Analysis (pp. 547- 565). London: SAGE Publications Ltd.

Gairin, J. M. (1998). Sistemas de representacion de nimeros racionales positivos. Un
estudio con maestros en formacion. Tesis Doctoral: Universidad de Zaragoza.
Espana.

Glaser, B. & Strauss, A. L. (1967). The Discovery of Grounded Theory: Strategies for
Qualitative Research (\Vol.188). Chicago: Aldine De Gruyter. .

Godino, J. D. (2009). Categorias de analisis de los conocimientos del profesor de
matematicas. Revista Iberoamericana de Educacion, 20, 13-31.

Godino, J. D., Batanero, C. & Font, V. (2007). The onto-semiotic approach to research
in mathematics education. ZDM. The International Journal on Mathematics
Education, 39 (1-2), 127-135. doi: 10.1007/s11858-006-0004-1

Godino, J. D., Carrillo, J., Castro, W., Lacasta, E., Mufioz-Catalan, M. y Wilhelmi, M.
(2012). Métodos de investigacion en las ponencias y comunicaciones presentadas
en los simposios de la SEIEM. Avances de Investigacion en Educacion
Matematica, 2, 29 -52.

Gobmez, P. (2007). Desarrollo del conocimiento didactico en un plan de formacion
inicial de profesores de matematicas de secundaria. Tesis doctoral: Universidad de
Granada. Espana.

Gonzélez, M. J., Gomez, P. y Lupiafez, J. L. (2010). Analisis Cognitivo (Version 2).
Santander y Granada.

308


http://www.cibem.org/extensos/47_
http://dialnet.unirioja.es/servlet/articulo?codigo=3104290
http://dialnet.unirioja.es/servlet/articulo?codigo=3104290
http://dx.doi.org/10.1007/s11858-006-0004-1

Referencias

Gonzato, M., Godino, J. D. y Neto, T. (2011). Evaluacion de conocimientos didactico-
matematicos sobre la visualizacion de objetos tridimensionales. Educacién
Matematica, 23(3), 5-37.

Goodchild. S. & Sriraman, B. (2012). Revisiting the didactic triangle: from the
particular to the general. ZDM Mathematics Education, 44, 581-585. doi
10.1007/s11858-012-0449-3

Grossman, P. L. (1990). The making of a teacher: teacher knowledge and teacher
education. Nueva York: Teachers College Press.

Grossman, P. L., Schoenfeld, A. & Lee, C. D. (2005). Teaching subject matter. In L.
Darling Hammond & J. Bransford (Eds.), Preparing teachers for a changing
world: What teachers should learn and be able to do (pp. 201-231). San Francisco,
CA: Jossey Bass.

Grossman, P. L., Wilson, S. M. & Shulman, L. (1989). Teachers of substance: Subject
matter knowledge for teaching. In M. C. Reynolds (Ed.), Knowledge base for the
beginning teacher (pp. 23-36). Oxford: Pergamon Press.

Hattie, J. (2003). Teachers make a difference: What is the research evidence? Keynote
presentation at the Building Teacher Quality. The ACER Annual Conference,
Melbourne, Australia. Recuperado de file:///C:/Users/usuario/Downloads/john_

hattie.pdf
Hayman, J. L. (1991). Investigacion y Educacion (32 ed.). Barcelona: Paidos Ibérica.

Heid, M. K., Grady, M., Jairam, A., Lee, Y., Freeburn, B. & Karunakaran, S. (2014). A
Processes Lens on a Beginning Teacher’s Personal and Classroom Mathematics. In
J. J. Lo, K. R. Leatham, L. R. Van Zoest & SpringerLink. (Eds.), Research trends
in mathematics teacher education (pp. 67-82). Springer Cham Heidelberg New
York Dordrecht London: Springer. doi: 10.1007/978-3-319-02562-9_4

Hiebert, J., Gallimore, R., Garnier, H., Givvin, K. B., Hollingsworth, H., Jacobs, J., et
al. (2003). Teaching mathematics in seven countries: Results from the TIMSS 1999
video study. U.S. Washington, DC: U.S. Department of Education, National Center
for Education Statistics. Recuperado de http://nces.ed.gov/pubs2003/2003013.pdf

Hill, H. C., Ball, D. L. & Schilling, S. G. (2008). Unpacking Pedagogical Content
Knowledge: Conceptualizing and Measuring Teachers’ Topic-Specific Knowledge
of Students. Journal for Research in Mathematics Education, 39(4), 372-400.

Hill, H. C., Blunk, M. L., Charalambous, C. Y., Lewis, J. M., Phelps, G. C., Sleep, L. &
Ball, D. L. (2008). Mathematical Knowledge for Teaching and the Mathematical
Quality of Instruction: An Exploratory Study. Cognition and Instruction, 26(4),
430-511. doi: 10.1080/07370000802177235

Hoover, M. (2014). Commentary on Section 1: Mounting Progress on Understanding
Mathematics Teacher Content Knowledge. In J. J. Lo, K. R. Leatham, L. R. Van

309


http://www.ugr.es/%7Ejgodino/eos/gonzato_godino_neto%20visualizacion.pdf
http://www.ugr.es/%7Ejgodino/eos/gonzato_godino_neto%20visualizacion.pdf
http://columbus.uhu.es/search%7ES1*spi?/Xt:(research%20trends)&Da=&Db=&SORT=D/Xt:(research%20trends)&Da=&Db=&SORT=D&SUBKEY=t%3A(research+trends)/1%2C91%2C91%2CB/frameset&FF=Xt:(research%20trends)&Da=&Db=&SORT=D&1%2C1%2C
http://nces.ed.gov/pubs2003/
http://dx.doi.org/10.1080/07370000802177235
http://columbus.uhu.es/search%7ES1*spi?/Xt:(research%20trends)&Da=&Db=&SORT=D/Xt:(research%20trends)&Da=&Db=&SORT=D&SUBKEY=t%3A(research+trends)/1%2C91%2C91%2CB/frameset&FF=Xt:(research%20trends)&Da=&Db=&SORT=D&1%2C1%2C

Referencias

Zoest & SpringerLink. (Eds.), Research trends in mathematics teacher education
(pp. 83- 90). Springer Cham Heidelberg New York Dordrecht London: Springer.
doi: 10.1007/978-3-319-02562-9_5

Imberndn, F. (1989). La formacion del profesorado. El reto de la reforma. Barcelona:
Laia.

Isoda, M., Arcavi, A. y Mena, L. (Eds.). (2005). El estudio de clases japonés en
matematicas, su importancia para el mejoramiento de los aprendizajes en el
escenario global. Valparaiso. Chile: Ediciones Universitarias de Valparaiso.
PUCV.

Junta de Andalucia (2007a). Orden 166/2007, de 10 de agosto, por la que se establece la
ordenacion de la evaluacion del proceso de aprendizaje del alumnado de Educacion
Primaria en la Comunidad Autonoma de Andalucia. BOJA, 5-20.

Junta de Andalucia (2007b). Orden 166/2007, de 10 de agosto, por la que se establece la
ordenacion de la evaluacion del proceso de aprendizaje del alumnado de Educacion
Secundaria Obligatoria en la Comunidad Auténoma de Andalucia. BOJA, 21-50.

Junta de Andalucia (2008). Ley de educacion de Andalucia, de 23 enero. Articulo 157.
Evaluacion y acreditacion del profesorado.

Kaiser, G. & Li, Y. (2011). Reflections and Future Prospects. In Y. Li, G. Kaiser, &
SpringerLink. (Eds.). Expertise in mathematics instruction (pp. 343-353). Boston,
MA: Springer.

Kieren, T. E. (1980). The rational number construct: Its elements and mechanisms. In T.
E. Kieran (Ed.), Recent Research on Number earning (pp. 125-149). Columbus,
Ohio: ERIC-SMEAC.

Kieren, T. E. (1992). Rational and fractional numbers as mathematical and personal
knowledge: Implications for curriculum and instruction. In G. Leinhardt, R. Putnam
& R. A. Hattrup (Eds.), Analysis of arithmetic for mathematics teaching (pp. 323-
371). Hillsdale, NJ: Lawrence Erlbaum.

Kilpatrick, J. (2013). Introduction to Section D: International Perspectives on
Mathematics Education. In M. A. (Ken) Clements, A. J. Bishop, C. Keitel, J.
Kilpatrick, F. Leung & Springer (Eds.), Third International Handbook of
Mathematics Education (pp.791-795), Springer New York Heidelberg Dordrecht
London: Springer.

Klein, R. & Tirosh, D. (1997). Teachers’ pedagogical content knowledge of
multiplication and division of rational numbers. In H. Pekhonen (Ed.), Proceedings
of the 21st PME International Conference (pp. 144-152). Lathi: Finland.

Krauss, S., Brunner, M., Kunter, M., Baumert, J., Blum, W., Neubrand. M. & Jordan, A.
(2008). Pedagogical Content Knowledge and Content Knowledge of Secondary
Mathematics Teachers. Journal of Educational Psychology, 100(3), 716-725. doi:
10.1037/0022-0663.100.3.716

310


http://columbus.uhu.es/search%7ES1*spi?/Xt:(research%20trends)&Da=&Db=&SORT=D/Xt:(research%20trends)&Da=&Db=&SORT=D&SUBKEY=t%3A(research+trends)/1%2C91%2C91%2CB/frameset&FF=Xt:(research%20trends)&Da=&Db=&SORT=D&1%2C1%2C
http://dx.doi.org/10.1037/0022-0663.100.3.716

Referencias

Krippendorff, K. (1990). Determinacion de las unidades. En K, Krippendorff (Ed.),
Metodologia de andlisis de contenido: teoria y practica (pp. 81-92). Barcelona,
Espafia: Paidos Iberica.

Lamon, S. (1993). Ratio and proportion: Connecting and children’s thinking. Journal
for Research in Mathematics Education, 24(1), 41-61.

Lamon, S. (2001). Presenting and Representing. From Fractions to Rational Numbers.
In A. Cuoco, & F. Curcio (Eds.), The Roles of Representation in Schol
Mathematics. Yearbok of the NCTM. Reston, Va: NCTM. Newstead y Murray.

Lamon, S. (2007). Rational numbers and proportional reasoning. In F. K. Lester Jr
(Ed.), Second Handbook of research on mathematics teaching and learning (pp.
629-667). Charlotte: NCTM, Information Age Publishing.

Leinhardt, G. & Greeno, J. (1986). The cognitive skill of teaching. Journal of
Educational Psychology, 78(2), 75-95. doi: 10.1037/0022-0663.78.2.75

Leinhardt, G., Putham, R. T., Stein, M. K. & Baxter, J. (1991). Where subject
knowledge matters. In J. Brophy (Ed.), Advances in Research on Teaching (pp. 87-
114). London: Jai Press Inc.

Li, Y., Huang, R. & Yang, Y. (2011). Characterizing Expert Teaching in School
mathematics in China — A Prototype of Expertise in Teaching Mathematics. In Y.
Li, G. Kaiser, & SpringerLink (Eds.), Expertise in mathematics instruction (pp.167-
195). Boston, MA: Springer.

Li, Y. & Kaiser, G. (2011). Expertise in Mathematics Instruction: Advancing Research
and Practice from an International Perspective. In Y. Li, G. Kaiser & SpringerLink
(Eds.), Expertise in mathematics instruction (pp. 3-15). Boston, MA: Springer.

Li, Y. & Kaiser, G. (2012). Conceptualizing and developing expertise in mathematics
instruction. In T. Y. Tso (Ed.), Proceedings of the 36th Conference of the
International Group for the Psychology of Mathematics Education (pp. 121-124).
Taipei, Taiwan: PME.

Liljedahl, P., Durand-Guerrier, V., Winslow, C., Bloch, I., Huckstep, P., Rowland, T.,
Thwaites, A., Grevholm, B., et al. (2009). Components of mathematics teacher
training. In R. Even & D. L. Ball (Eds.), The Professional Education and
Development of Teachers of Mathematics: the 15th ICMI study (pp.25-33). New
York: Springer. doi 10.1007/978-0-387-09601-8

Lin, P. (2012). The approaches of developing teachers’ expertise in mathematics
instruction in Taiwan. In T. Y. Tso (Ed.), Proceedings of the 36th Conference of the
International Group for the Psychology of Mathematics Education (pp. 131-134).
Taipei, Taiwan: PME.

Llinares, S. (1991). La formacion de profesores de matematicas. Sevilla: GID.

311


http://dx.doi.org/10.1037/0022-0663.78.2.75

Referencias

Llinares, S. (1995). Del conocimiento sobre la ensefianza para el profesor al
conocimiento del profesor sobre la ensefianza: implicaciones en la formacion de
profesores de matematicas. En L. Blanco, y V. Mellado (Eds.), La formacién del
profesorado de Ciencias y Matematicas en Espafia y Portugal (pp.153-171).
DDCEM: Universidad de Extremadura, Badajoz.

Llinares, S. (2003). Fracciones, decimales y razon. Desde la relacion parte-todo al
razonamiento proporcional. En M. Chamorro (Coord.), Didactica de las
Matemaéticas para Primaria (pp. 187-219). Espafa: Pearson Prentice Hall.

Llinares, S. & Krainer, K. (2006). Mathematic (student) teachers and teacher educators
as learners. In A. Gutierrez & P. Boero (Eds.), Handbook of Research on the
Psychology of Mathematics Education: Past, Present and Future (pp. 429-459)
Rotterdam: Sense Publishers.

Llinares, S. y Sanchez, V. (1990). Las creencias epistemoldgicas sobre la naturaleza de
las matematicas y su ensefianza y el proceso de llegar a ser un profesor. Ensefianza,
8, 165-180. Universidad de Salamanca.

Llinares, S. & Sanchez, V. (1991). The knowledge about unity in fractions tasks of
prospective elementary teachers. In F. Funghinetti (Ed), Proceedings of the XV
Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics
Education (pp. 181-189). Assisi: Italia.

Llinares, S. y Sanchez, V. (1997). Fracciones. La relacion parte-todo. Madrid: Sintesis.

Llinares, S. & Valls, J. (2009). The building of pre-service primary teachers’ knowledge
of mathematics teaching: interactions and online video cases studies. Instructional
Science, 37(3), 247-271.

Lupiafez, J. L. (2009). Expectativas de aprendizaje y planificacion curricular en un
programa de formacién de profesores de matematicas de educacion secundaria.
Tesis doctoral: Universidad de Granada. Espaiia.

Lupiafiez, J. L. (2012). Proyecto docente e investigador. Universidad de Granada.

Ma, L. (1999). Knowing and Teaching Elementary Mathematics. Teachers’
Understanding of Fundamental Mathematics in China and the United States.
Mahwah, NJ: Erlbaum.

Marcelo, C. (1987). El pensamiento del profesor. Barcelona: CEAC.

Marcelo, C. (1993). Como conocen los profesores la materia que ensefian. Algunas
contribuciones de la investigacion sobre Conocimiento Didactico del Contenido. En
L. Montero y J. M. Vez (Eds.), Las didacticas especificas en la formacion del
Profesorado (1) (pp.151-185). Santiago de Compostela: Térculo.

Marin, A. (2013). El analisis de instruccion: instrumento para la formacion inicial de
profesores de secundaria. En L. Rico, J. L. Lupiaiiez y M. Molina (Eds.), El
andlisis didactico en educacion matematica. Metodologia de investigacion,

312



Referencias

innovacion curricular y formacién de profesores (pp. 103-120). Granada, Espafia:
Universidad de Granada.

Martinez, M., Giné, C., Fernandez, S., Figueiras, L. y Deulofeu. J. (2011). El
conocimiento del horizonte matematico: mas alla de conectar el presente con el
pasado y el futuro. En M. Marin, G. Fernandez, L. Blanco y M. Palarea (Eds.),
Investigacion en Educacion Matematica XV (pp. 429-437). Ciudad Real: SEIEM.

Menezes, J. L. (2004). Investigar para ensinar matematica: Contributos de um projecto
de investigacao colaborativa para o desenvolvimento profissional de professores.
Teses doutoramento: Universidade de Lisboa. Portugal.

Mesa, V., Gémez. P. & Hock Cheah. U. (2013). Influence of International Studies of
Student Achievement on Mathematics Teaching and Learning. In M. A. (Ken)
Clements, A. J. Bishop, C. Keitel, J. Kilpatrick, F. Leung & Springer (Eds.), Third
International Handbook of Mathematics Education (pp. 861-900), Springer New
York Heidelberg Dordrecht London: Springer. doi: 10.1007/978-1-4614-4684-2_27

Mewborn, D. S. (2003). Teaching, teachers’ knowledge and their professional
development. In J. Kilpatrick, W. G. Martin & D. Schifter (Eds.), A research
companion to the Principles and Standards for School Mathematics (pp. 45-52).
Reston, VA: National Council of Teachers of Mathematics.

Miles, M. & Huberman, A. M. (1994). Qualitative Data Analysis. Thousand Oaks, CA:
Sage Publications.

Ministerio de Educacion y Ciencia (1990). Ley Organica 1/1990, de 3 de octubre, de
Ordenacidn General del Sistema Educativo. BOE, 238, 36705-36715.

Ministerio de Educacion y Ciencia (2006a). Ley Organica 2/2006, de 3 de mayo, de
Educacién. BOE, 106, 17158-17207.

Ministerio de Educacion y Ciencia (2006b). Real Decreto 1513/2006 de 7 de diciembre,
por el que se establecen las ensefianzas minimas de la Educaciéon Primaria. BOE,
293, 43053-43102.

Ministerio de Educacion y Ciencia (2006c). Real Decreto 1631/2006 de 29 de
diciembre, por el que se establecen las ensefianzas minimas correspondientes a la
Educacién Secundaria Obligatoria. BOE, 5, 677-773.

Ministerio de Educacion y Ciencia (2007). ORDEN EC1/2211/2007 de 12 de julio, por
la que se establece el curriculo y se regula la ordenacion de la Educacion Primaria.
BOE, 173, 31487-31566.

Molina, M., Castro, E. y Castro, E. (2007). Historia del signo igual. En M. Guzman,
Humanidades y Ciencias. Aspectos Disciplinares y Didacticos. Homenaje a la
Profesora Ana Vilches Benavides (pp. 249-261). Granada: Editorial Atrio.

Montes, M. A., Aguilar, A., Carrillo, J. & Mufioz-Catalan, M.C. (2013). MSTK: from
Common and Horizon Knowledge to Knowledge of Topics and Structures. In B.

313



Referencias

Ubuz, C. Haser & M. A. Mariotti (Eds.), Proceedings of the CERME 8 (pp. 3185-
3194). Antalya: Middle East Technical University, Ankara.

Mufioz-Catalan, M. C. y Carrillo, J. (2012). Buenas practicas en la Universidad de
Huelva: el conocimiento profesional en la accion del profesor de “Matematicas y su
Didactica”. Revista de Docencia Universitaria, 10(1), 177-198.

Niss, M. (2004). The Danish KOM project and possible consequences for teacher
education. In R. Strasser, G. Brandell, & B. Grevholm (Eds.), Educating for the
future. Proceedings of an international symposium on mathematics teacher
education (pp. 179-192). Goteborg: Royal Swedish Academy of Sciences.

OCDE. (2001). Teachers for tomorrow’s schools. Analysis of the world education
indicators. Executive Summary. Organization for economic Co-operation and
Development. UNESCO Institute for Statistics. World Education Indicators
Programme. Paris: Francia. Recuperado de http://www.uis.unesco.org/Library

/Documents/weiOl-en-execsum.pdf

OCDE. (2005). Teachers Matter: Attracting, Developing and Retaining Effective
Teachers. Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Econémico (OCDE).
Recuperado de http://www.nefmi.gov.hu/letolt/nemzet/oecd_publication_teachers_

matter_english_061116.pdf

OCDE. (2012). PISA 2012 Results: What Students Know and Can Do Student—
Performance in Mathematics, Reading and Science (Vol. 1), PISA, OECD
Publishing. doi: 10.1787/9789264201118-en

Oliveira, H., Menezes, L. & Canavarro, A. P. (2012). The use of classroom videos as a
context for research on teachers’ practice and teacher education. In 12th ICME
(Eds.), Proceedings of the 12th International Congress on Mathematical Education
(pp. 4280-4289). Seoul, Korea: ICME

Ortiz, J. J. y Nordin, M. (2012). Evaluacion de conocimientos de profesores en
formacion sobre el juego equitativo. Revista Numeros, 80, 103-117.

Pajares, M. F. (1992). Teachers' beliefs and educational research: cleaning up a messy
contruct. Review of Educational Research, 62(3), 307-332. doi:
10.3102/00346543062003307

Peterson, P. (1988). Teachers' and students' cognitional knowledge for classroom
teaching and learning. Educational Researcher, 17(5), 5-14. doi:
10.3102/0013189X017005005

Pinto, M. & Tall, D. (1996). Student teachers’ conceptions of the rational number. In L.
Puig & A. Gutierrez (Eds.), Proceeding of 20th PME International Conference (pp.
139-146). Valencia, Espafia.

Planas, N. (2006). Modelo de analisis de videos para el estudio de procesos de
construccién de conocimiento matematico. Educacién matematica, 18(1), 37-72.

314


http://www.uis.unesco.org/Library
http://www.nefmi.gov.hu/letolt/nemzet/oecd_publication
http://www.sinewton.org/numeros/numeros/80/Articulos_02.pdf
http://www.sinewton.org/numeros/numeros/80/Articulos_02.pdf
http://dx.doi.org/10.3102/00346543062003307
http://dx.doi.org/10.3102/0013189X017005005
http://dx.doi.org/10.3102/0013189X017005005

Referencias

Planas, N. y Alsina, A. (2009). Educacion matematica y buenas practicas. Barcelona:
Grao.

Planas, N. y Reverter, F. (2011). Hay mucho de lengua en las matematicas. Cuadernos
de Pedagogia, 413, 38-41.

Ponte, J. P. (1992). Concepcdes dos professores de Matematica e processos de
formacdo. Educacdo Matemética: Temas de Investigacdo (pp. 185-239). Lisboa:
Instituto de Innovacao Educational.

Ponte, J. P. (1994). Mathematics teachers’ professional knowledge. In J. P. Ponte, & J.
F. Matos (Eds.), Proceedings of the 18th Conference of the International Group for
the Psychology of Mathematics Education (pp. 195-210). Lisboa, Portugal: PME.

Ponte, J. P. (2004). Problemas e investigaciones en la actividad matematica de los
alumnos. En J. Giménez, L. Santos & J. P. Ponte (Eds.), La actividad matematica
en el aula (pp. 25-34). Barcelona: Grad.

Ponte, J. P. (2011). Teachers’ knowledge, practice, and identity: essential aspects of
teachers’ learning. Journal of Mathematics Teacher Education, 14(6), 413-417. doi:
10.1007/s10857-011-9195-7

Ponte, J. P. (2012). Estudando o conhecimento e o desenvolvimento profissional do
professor de matematica. En N. Planas (Ed.), Teoria, critica y prética de la
educacion matematica (pp. 83-98). Barcelona: Grao.

Ponte, J. P. & Chapman, O. (2006). Mathematics teachers' knowledge and practices. In
A. Gutierrez & P. Boero (Eds.), Handbook of research on the psychology of
mathematics education: Past, present and future (pp. 461-494). Roterdham: Sense.

Ponte, J. P. & Oliveira, H. (2002). Remar contra a maré: A construcéo do conhecimento
e da identidade profissional na formacéo inicial. Revista da Educacéo, 11(2), 145-
163.

Ponte, J. P. & Serrazina, L. (2004). Préaticas profissionais dos professores de
Matematica. Quadrante, 13(2), 51-74.

Ponte, J. P., Serrazina, L., Sousa, O. & Fonseca, H. (2003). Professionals investigate
their own practice. European Congress of Mathematics Education — CERME I11.
Bellaria, Italy: CERME.

Pozo, J. I. (2003). Adquisicion de Conocimiento. Madrid: Ediciones Morata.

Ribeiro, C. M. (2010). El desarrollo profesional de dos maestras inmersas en un grupo
de trabajo colaborativo, a partir de la modelizacién de sus clases de matematicas.
Tesis doctoral: Universidad de Huelva. Espafia.

Ribeiro, M. & Carrillo, J. (2011). Discussing a teacher MKT and its role on teacher
practice when exploring data analysis. In B. Ubuz, C. Haser & M. A. Mariotti
(Eds.), Proceedings of the CERME 8 (pp. 41-48). Antalya: Middle East Technical
University, Ankara.

315


http://pagines.uab.cat/nuria_planas/sites/pagines.uab.cat.nuria_planas/files/LENGUA_Y_MATEMATICAS.pdf

Referencias

Ribeiro, C. M., Monteiro, R. y Carrillo, J. (2010). Es el conocimiento matematico del
profesorado especifico de su profesion? Discusion de la practica de una maestra.
Educacion Matematica [online], 22(2), 123-138.

Rico, L. (Ed.). (1997a). Educacion matematica en la ensefianza secundaria. Barcelona:
Ice - Horsori.

Rico, L. (Ed.) (1997b). Bases teodricas del curriculo de matematicas en Educacion
Secundaria. Madrid: Sintesis.

Rico, L. (2013). EI método del andlisis didactico. Revista Iberoamericana de
Educacidn, 33, 11-27.

Rico, L. y Fernandez-Cano, A. (2013). Analisis didactico y metodologia de
investigacion. En L. Rico, J. L. Lupiafez y M. Molina (Eds.), El andlisis didactico
en educacion matematica. Metodologia de investigacion, innovacion curricular y
formacion de profesores (pp. 1-22). Granada, Espafa: Universidad de Granada.

Rico, L., Lupidfez, J. L. y Molina., M. (2013). El andlisis didactico en educacion
matematica. Metodologia de investigacion, innovacién curricular y formacién de
profesores. Granada, Espafia: Universidad de Granada.

Rivas. M. (2012). Andlisis epistémico y cognitivo de tareas de proporcionalidad en la
formacion de profesores de educacion primaria. Tesis doctoral: Universidad de
Granada. Espafa.

Rodriguez, G., Gil, J. & Garcia, E. (1996). Metodologia de la investigacion cualitativa.
Malaga, Espafia: Aljibe.

Rodriguez, D. y Valldeoriola, J. (2007). Metodologia de la investigacion. Universitat
Oberta de Catalunya, Espafa. Recuperado de http://zanadoria.com/syllabi/m1019

/mat_cast-nodef/PID_00148556-1.pdf.

Rojas, N. (2010). Conocimiento para la ensefianza y calidad matematica de la
instruccién del concepto de fraccién: estudio de caso de un profesor chileno.
Trabajo de fin de méster: Universidad de Granada. Granada. Espafia.

Rojas, N., Carrillo, J. y Flores, P. (2012). Caracteristicas para identificar a profesores de
matematicas expertos. En A. Estepa, A. Contreras, J. Deulofeu, M. C. Penalva, F. J.
Garcia y L. Ordoriez (Eds.), Investigacion en Educacion Matematica XVI (pp. 479-
485). Jaén. Espania.

Rojas, N. y Flores, P. (2011). El analisis didactico como una herramienta para
identificar los dominios de conocimiento matematico para la ensefianza de
fracciones. En J. L. Lupiafiez, M. C. Cafadas, M. Molina, M. Palarea y A. Maz
(Eds.), Investigaciones en Pensamiento Numeérico y Algebraico e Historia de la
Matematica y Educacion Matematica (pp. 17-28). Granada, Espafia: Departamento.
Didactica de la Matematica, Universidad de Granada.

316


http://zanadoria.com/syllabi/m1019

Referencias

Rojas, N., Flores, P. y Carrillo, J. (2011). Caracterizacion del conocimiento matematico
de profesores de educacion primaria y secundaria. En M. Marin y N. Climent
(Eds.), Investigacion en Educacion Matematica. Comunicaciones de los grupos de
investigacion. XV Simposio de la SEIEM (pp. 395-400). Ciudad Real, Espafia.

Rojas, N., Flores, P. y Carrillo, J. (2013). Caracterizacion del conocimiento matematico
para la ensefianza de los numeros racionales. Avances de Investigacion en
Educacion Matematica, 4, 47-64.

Rojas, N., Flores, P. y Carrillo, J. (En prensa). Conocimiento especializado de un
profesor de matematicas de educacion primaria al ensefiar los nimeros racionales.
Bolema. Brasil.

Rojas, N., Flores, P. y Ramos., E. (2013). El anélisis didactico como herramienta para
identificar conocimiento matematico para la ensefianza en la practica. En L. Rico, J.
L. Lupidiez & M. Molina (Eds.), Andlisis didactico en Educacion Matematica.
Metodologia de investigacion, innovacion curricular y formacién de profesores
(pp. 191-208). Granada, Espafia: Universidad de Granada.

Rowland, T. (2007) Developing knowledge for mathematics teaching: a theoretical
loop. In S. Close, D. Corcoran & T. Dooley (Eds.), Proceedings of the second
national conference on research in mathematics education (pp. 13-26). Dublin: St
Patrick’s College.

Rowland, T., Huckstep, P. & Thwaites, A. (2005). Elementary teachers’ mathematics
subject knowledge: The knowledge quartet and the case of Naomi. Journal of
Mathematics Teacher Education, 8(3), 255-281. d0i:10.1007/s10857-005-0853-5

Rowland, T., Thwaites, A. & Jared, L. (2011). Triggers of contingency in mathematics
teaching. In B. Ubuz (Ed.), Proceedings of the 35th Conference of the International
Group for the Psychology of Mathematics Education (pp. 73-80). Ankara, Turkey:
PME.

Ruiz, A. (2011). La leccion de matematicas a través de estudios internacionales con
videos. Cuadernos de Investigacion y Formacion en Educacion Matematica, 8, 55-
121. Recuperado de file:///C:/Users/usuario/Downloads/6950-9534-1-PB.pdf

Russ, R., Sherin, B. & Gamoran, M. (2011). Images of expertise in mathematics
teaching. In Y. Li, G. Kaiser & SpringerLink (Eds.), Expertise in Mathematics
Instruction (pp. 41-60). Boston, MA: Springer. doi: 10.1007/978-1-4419-7707-6_3

Sanchez, M. (2011). A review of research trends in mathematics teacher education.
PNA, 5(4), 129-145.

Santos, L. (2002). A investigacdo e os seus implicitos: Contributos para uma discussao.
En J. Murillo, P. Arnal, R. Escolano, J. Gairin y L. Blanco (Eds.), Sexto simposio
de la Sociedad Espafola de Investigacion en Educacion Matematica (pp.157-170).
Logrofio: SEIEM.

317



Referencias

Savola. L. (2008). Video-based analysis of mathematics classroom practice: examples
from finland and Iceland. Doctoral dissertation. Universidad de Columbia. United
States.

Schempp, P., Tan, S., Manross, D. & Fincher, M. (1998). Differences in novice and
competent teachers’knowledge. Teachers and teaching, 4(1), 9-20.

Schoenfeld, A. H. (2010a). Bharath Sriraman and Lyn English: Theories of mathematics
education: seeking new frontiers. (Springer series: advances in mathematics
education). In B. Sriraman & L. English (Eds.), Theories of mathematics education.
Seeking new frontiers (pp. 503-506). ZDM. Mathematics Education.

Schoenfeld, A. H. (2010b). How We Think: A Theory Of Goal-Oriented Decision
Making And Its Educational Applications. New York: Routledge.

Schoenfeld, A. (2011). Reflections on Teacher Expertise. In Y. Li, G. Kaiser, &
SpringerLink (Eds.), Expertise in mathematics instruction (pp.327-341). Boston,
MA: Springer.

Sfard, A. (1991). On the dual nature of mathematical conceptions: Reflections on
processes and objects as different sides of the same coin. Educational Studies in
Mathematics, 22, 1-36. doi: 10.1007/BF00302715

Sherin, M. G., Sherin, B.L. & Madanes, R. (2000). Exploring Diverse Accounts of
Teacher Knowldege. Journal of Mathematical Behavior, 18(3), 357-375.

Shulman, L. S. (1986). Those Who Understand: Knowledge growth in Teaching.
Educational Researcher, 15(2), 4-14. doi: 10.3102/0013189X015002004

Shulman, L. S. (1987). Knowledge and Teaching: foundations of the New Reform
Harvard. Educational Review, 57(1), 1-22.

Silverman, J. & Thompson, P. (2008). Toward a framework for the development of
mathematical knowledge for teaching. Journal of Mathematics Teacher Education,
11, 499-511. doi 10.1007/s10857-008-9089-5.

Skemp, R. R. (1978). Relational understanding and instrumental understanding.
Arithmetic Teacher, 26(3), 9-15.

Sosa, L. (2010). Conocimiento matematico para la ensefianza en bachillerato: un
estudio de dos casos. Tesis doctoral: Universidad de Huelva. Espafia.

Spangler, D. (2014). Commentary on Section 2: Attending to Teachers in Mathematics
Teacher Education Research. In J. J. Lo, K. R. Leatham, L. R. Van Zoest &
SpringerLink (Eds.), Research trends in mathematics teacher education (pp. 181-
189). Springer Cham Heidelberg New York Dordrecht London: Springer. doi:
10.1007/978-3-319-02562-9 10

Stake, R. (1998). Investigar con estudios de caso. Madrid: Morata.

Stake, R. (1999). Investigacion con estudio de casos. Madrid: Ediciones Morata, S.L.

318


http://dx.doi.org/10.1007/BF00302715
http://dialnet.unirioja.es/servlet/tesis?codigo=24295
http://columbus.uhu.es/search%7ES1*spi?/Xt:(research%20trends)&Da=&Db=&SORT=D/Xt:(research%20trends)&Da=&Db=&SORT=D&SUBKEY=t%3A(research+trends)/1%2C91%2C91%2CB/frameset&FF=Xt:(research%20trends)&Da=&Db=&SORT=D&1%2C1%2C

Referencias

Stake, R. (2000). Case Studies. In N. K. Denzin & Y. Lincoln (Eds.), Handbook of
qualitative research (pp. 435-454). Thousand Oaks: Sage Publications.

Stake, R. (2007). Investigacion con estudio de casos. Madrid: Morata, S.L.

Star, J. R. & Strickland, S. K. (2007). Learning to observe: using video to improve pre-
service teachers’ ability to notice. Journal of Mathematics Teacher Education, 11,
107-125. doi: 10.1007/s10857-007-9063-7

Steele, M. D. & Rogers. K. C. (2012). Relationships between mathematical knowledge
for teaching and teaching practice: the case of proof. Journal of Mathematics
Teacher Education, 15, 159-180. doi: 10.1007/s10857-012-9204-5

Stein, M. & Smith, M. (1998). Mathematical tasks as a framework for reflection: From
research to practice. Mathematics Teaching in the Middle School, 3(4), 268-275.

Stigler, J., Gonzales, P., Kawanaka, T., Knoll, S. & Serrano, A. (1999). The TIMSS
1995 videotape classroom study: Methods and findings from an exploratory
research project on eighth-grade mathematics instruction in Germany, Japan, and
the United States. US Dept of Education. Washington, DC: National Center for
Education Statistics. Recuperado de http://nces.ed.gov/pubs99/1999074.pdf

Sullivan, P. (2008). Knowledge for Teaching Mathematics. In P. Sullivan, & T. Wood,
(Eds.), International handbook of mathematics teacher education. Knowledge and
beliefs in mathematics teaching and teaching development (Vol. 1) (pp. 1-9).
Rotterdam, the Netherlands: Sense Publishers.

Tatto, M. T., Schwille, J., Senk, S., Ingvarson, L., Peck, R. & Rowley, G. (2008).
Teacher Education and Development Study in Mathematics (TEDS-M): Policy,
practice, and readiness to teach primary and secondary mathematics. Conceptual
framework. East Lansing, MI: Teacher Education and Development International
Study Center, College of Education, Michigan State University. Recuperado de
http://teds.educ.msu.edu/framework/

Tchoshanov, M. A. (2011). Relationship between teacher knowledge of concepts and
connections, teaching practice, and student achievement in middle grades
mathematics. Educational Studies in Mathematics, 76(2), 141-164. doi:
10.1007/s10649-010-9269-y

Torner, G., Rolka, K., Rosken, B. & Sriraman, B. (2010). Understanding a teacher’s
actions in the classroom by applying Schoenfeld’s theory Teaching-in-Context:
Reflecting on goals and beliefs. In B. Sriraman & L. English (Eds.), Theories of
Mathematics Education, Advances in Mathematics Education (pp.401-420), Berlin
Heidelberg: Springer. doi:10.1007/978-3-642-00742-2_38

UNESCO. (2012). Challenges in basic mathematics education. United Nations
Educational, Scientific and Cultural Organization. Paris. Recuperado en
http://unesdoc.unesco.org/images/0019/001917/191776e.pdf

319


http://nces.ed.gov/pubs99/1999074.pdf

Referencias

Van Dijk, T. A. (2001). Conocimiento, elaboracion del discurso y educacion.
Documento presentado en el congreso Catedra Unesco, Cartagena de Indias
(Colombia). Traduccion de Olga Cecilia Martinez Solis. Universidad de Manizales,
Colombia. Recuperado de http://discursos.org/

Varas, M., Lacourly, N., Lopez, A. y Giaconi, V. (2013). Evaluacion del conocimiento
pedagdgico del contenido para ensefiar matematicas elementales. Ensefianza de las
Ciencias, 31(1), 171-187.

Watson, A. & Mason, J. (2002). Student-generated examples in the learning of
mathematics. Canadian Journal of Science, Mathematics and Technology
Education, 2(2), 237-249. doi: 10.1080/14926150209556516

Wilson, S. M., Shulman, L. S. & Richert, A. E. (1987). “150 different ways” of
knowing: Representations of knowledge in teaching. In J. Calderhead (Ed.),
Exploring Teacher Thinking (pp. 104-124). Londres: Cassell.

Yang, X. (2014). Conception and characteristics of expert mathematics teachers in
China. Springer Fachmedien Wiesbaden. doi: 10.1007/978-3-658-03097-1

320


http://www.ciae.uchile.cl/index.php?page=view_personas_investigadores&case=ficha&id=54&langSite=es
http://www.ciae.uchile.cl/index.php?page=view_personas_investigadores&case=ficha&id=64&langSite=es
http://dx.doi.org/10.1080/14926150209556516

Resumen

Uno de los problemas principales en la actualidad, en la linea de Formacién de
Profesores de Matematicas, es estudiar el conocimiento profesional del profesorado.
Esta linea de investigacion se interesa fundamentalmente por analizar la naturaleza del
conocimiento profesional del profesor de matematicas, estudiar las caracteristicas que lo
conforman y examinar el grado de conocimiento matematico que tienen y han de tener
los profesores para desarrollar su tarea docente. La preocupacion principal de esta
investigacion es avanzar en la caracterizacion del conocimiento especializado del
profesor de matematicas, especialmente profundizar en la comprension del

conocimiento que pone en juego el profesor al ensefiar un contenido matematico.

Considerando que la problematica es amplia y compleja, aproximarse a ella a través de
estudios en profundidad (estudio de caso), permite ahondar en nuestra comprension de
coémo los profesores utilizan su conocimiento en la ensefianza y qué conocimientos se
activan al ensefiar un contenido. Hemos delimitado el problema de investigacion
focalizandonos en comprender la especificidad del conocimiento de dos profesores

expertos de matematicas, al ensefiar el tema de los nimeros racionales.

Los profesores expertos se caracterizan por tener un mayor nivel de conocimientos, por
ser capaces de estructurar la ensefianza y los procesos de aprendizaje de manera efectiva
y orientada a los objetivos, por lo que pueden aportar mayor informacién del
conocimiento en la practica. Hemos elegido un contenido importante, los nimeros
racionales, que se comienzan a estudiar en los primeros niveles escolares y se prolonga
a lo largo de los niveles de la escolaridad secundaria, siendo un contenido complejo en
su ensefianza, por tanto interesante para profundizar en cémo los docentes lo organizan

y qué conocimiento ponen en juego al ensefiarlo.



Resumen

El objetivo general que guia el estudio es describir, identificar y caracterizar el
conocimiento especializado que manifiesta un profesor de Educacion Primaria y un
docente de Educacion Secundaria, al ensefiar el contenido matematico de los nimeros
racionales. Este objetivo se sintetiza en seis objetivos especificos, como se presenta en
la Figura 1.

|| Identificar componentes del conocimiento | |
matematico
01 \ 02
|| ldentificar componentes del conocimiento | |
didactico del contenido

|

03; 04 Avanzar en la cqmprensi.()n, del | Establecer indicadores
> conocimiento matematico y didactico del | de conocimiento
contenido

05

{ Avanzar en la caracterizacion del modelo MTSK J‘

Figura 1. Objetivos especificos que guian la investigacion

Con los objetivos especificos 01, 02, O3 y O4 se pretende identificar, profundizar y
comprender el conocimiento matematico especializado, que manifiestan dos profesores
al ensefiar el tema de los numeros racionales. A partir de la comprension del
conocimiento de los profesores, proyectamos profundizar en la caracterizacion del
modelo tedrico de conocimiento especializado del profesor, empleado en el estudio, lo
que corresponde a los objetivos O5 y O6, buscando avanzar en la caracterizacion del
modelo y establecer subcategorias de conocimiento referentes al contenido de los

nameros racionales.

MARCO CONCEPTUAL

Desarrollamos tres ideas centrales, que tienen el proposito de dar a la investigacion un
sistema coordinado y coherente de fundamentos, que permitan abordar nuestro
problema de investigacion. Primero profundizamos sobre el conocimiento profesional
del profesor de matematicas, partiendo de los trabajos de Shulman (1986; 1987), hasta
llegar a definir el modelo «Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas
(MTSK)», que surge de los avances y propuestas realizados en el grupo SIDM, de la

Universidad de Huelva, basandose en distintos modelos del conocimiento profesional
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del profesor (Ball, 2000; Hill, Ball y Schilling, 2008; Rowland, Huckstep y Thwaites,
2005; Shulman, 1986). EI MTSK avanza en una reformulacion desde una perspectiva
que entiende todo el conocimiento del profesor como especializado (Carrillo, Climent,
Contreras y Mufioz-Catalan, 2013).

El modelo MTSK adopta una perspectiva y proporciona una herramienta para
profundizar en el conocimiento que un docente posee, declara 0 muestra al ensefiar. La
Figura 2 sintetiza el modelo MTSK.
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Figura 2. Modelo de conocimiento especializado del profesor de matematicas

En este modelo MTSK se distinguen dos grandes dominios de conocimiento: (a)
conocimiento del contenido mateméatico (MK) y (b) conocimiento didactico del
contenido (PCK), proponiendo una divisién de cada uno de ellos en tres subdominios
especificos. EI MK estad compuesto por tres subdominios. EI conocimiento de los temas
incluye el conocimiento de la matemética como disciplina (la matematica escolar
también esta incluida en este subdominio), asi como lo relativo a su fundamentacion
tedrica y los procedimientos, estdndar y alternativos, o las distintas formas de
representacion de un contenido. EI conocimiento de la estructura de las matematicas
hace referencia a la estructura de la materia, incluyendo el conocimiento de las
principales ideas y de las estructuras de la disciplina. El conocimiento de las practicas

matematicas corresponde al conocimiento del modo de proceder en matematicas.
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Incluye el conocimiento de las formas de conocer y crear o producir en matematicas, el

razonamiento y la prueba, saber definir, etc.

El PCK estd compuesto por tres subdominios de conocimiento, que abarcan,
principalmente, aspectos de la ensefianza y del aprendizaje de un contenido matematico
y consideraciones curriculares. El conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje
de las mateméaticas responde a la necesidad del profesor de conocer el modo de pensar
del alumno relacionado con las tareas matematicas. EI conocimiento de la ensefianza de
las matematicas, es un conocimiento que permite al profesor elegir una determinada
representacion o un material para el aprendizaje de un concepto, un procedimiento
matematico o una tarea matematica, etc. El conocimiento de los estandares de
aprendizaje comprende los contenidos y orientaciones propuestas en las normativas
curriculares, ademas incluye conocer los objetivos y estandares de aprendizaje mas alla
de los que provienen del entorno institucional del profesor. En el centro del modelo se
incluyen las creencias que el profesor tiene acerca de la matematica y sobre su
ensefianza y aprendizaje, como dimension que impregna el conocimiento del docente.

No obstante, las creencias de los profesores no son objeto de atencion en este trabajo.

Para comprender el conocimiento matematico implicado en la practica, surge la
necesidad de disefiar herramientas que permitan la identificacion de conocimiento de
una manera operativa. Para ello, establecemos una relacion tedrica entre el analisis
didactico y el modelo de conocimiento MTSK. El analisis didactico se fundamenta en
los trabajos desarrollados por el grupo «FQM193. Didactica de la Matematica.
Pensamiento Numeérico» del Departamento de Didactica de la Matematica de la
Universidad de Granada (Goémez, 2007; Lupiafiez, 2009; Rico, 1997a; Rico 1997b; Rico,
Lupiafiez y Molina, 2013).

En este trabajo empleamos el andlisis didactico con fines formativos e investigativos.
Realizar un analisis didactico de los nimeros racionales, como contenido matematico de
enseflanza primaria y secundaria, permite al investigador profundizar en este contenido
matematico escolar, desde el ambito matematico y de la ensefianza. A su vez, el analisis
didactico ha constituido una herramienta investigativa, que lleva a disponer de un
referente amplio para identificar dominios del conocimiento especializado del profesor
de matematicas, a partir de la observacion de la practica. Para esta identificacion se han
relacionado los elementos que componen el analisis didactico y los subdominios del
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modelo de MTSK (Rojas, Flores y Ramos, 2013). De la relacion establecida surgen
indicadores de conocimiento (establecidos a priori y deductivamente). El sistema de
indicadores constituye una herramienta conceptual y operacional que facilita el analisis

de la informacion y su posterior interpretacion.

Para precisar las caracteristicas de los sujetos informantes del estudio, hemos
identificado caracteristicas que distinguen a los docentes expertos. Para ello,
examinamos una variedad de estudios que identifican caracteristicas para reconocer a
los docentes de matemaéticas que se diferencian del comun de los profesores (Chi, 2011;
Li, Huang y Yang, 2011; Li y Kaiser, 2011; Yang, 2014). De la revision de la literatura
identificamos dos tipos de caracteristicas para identificar a profesores expertos, que
agrupamos y denominamos primarias y secundarias, con las que hemos conformado la
conceptualizaciéon de profesor experto (Rojas, Carrillo y Flores, 2012). Las
caracteristicas primarias aluden a aspectos especificos de la tarea de ensefianza y a
cuestiones sobre conocimiento (comprension de los contenidos especificos, del
aprendizaje de los estudiantes y de estrategias de ensefianza, etc.). Las caracteristicas
secundarias atienden a aspectos generales de la experiencia profesional del profesor
(estar en ejercicio y tener cinco 0 mas afios de experiencia docente en aulas, profesor

destacado segun las evaluaciones institucionales, etc.).

METODOLOGIA

Empleamos métodos cualitativos vinculados al paradigma interpretativo con el
propésito de profundizar y comprender los aspectos de conocimiento revelados por los
profesores en su practica docente (Cohen, Manion y Morrison, 2011). Asimismo, al ser
el foco de atencion comprender el conocimiento del profesor, sin intencion de
generalizar, hemos elegido el estudio de caso como disefio de investigacion (Stake,
2007; 1998). A continuacion, describimos la seleccion de los casos y el proceso de

recogida y analisis de datos.

Seleccion de los casos

Por medio de recomendaciones de profesores del area de Didactica de la Matematica, de
las universidades de Granada y Huelva, establecimos vinculos con docentes de centros
de la Comunidad de Andalucia. Los profesores fueron recomendados por estar

comprometidos con la tarea de ensefianza; participar activamente en congresos,
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seminarios o capacitaciones impartidos por distintas entidades; y por tener una amplia
experiencia profesional. Estas recomendaciones nos llevaron a establecer contacto con 9
profesores; en un primer acercamiento descartamos a algunos docentes por distintas
razones (no accedieron a grabar sus aulas, se estaban acogiendo a la jubilacién, etc.).
Dos de los profesores recomendados, expresaron interés por colaborar con el estudio,
accediendo a que ingresaramos al aula para filmar la ensefianza de los numeros
racionales. Finalmente, aplicando las caracteristicas definidas, seleccionamos a dos

profesores, Rodriguez y Rivera®’.

El profesor Rodriguez es titulado como profesor de Ensefianza General Basica (EGB),
tiene estudios de Magisterio con una duracion de tres afios, ha ejercido la docencia de
matematicas durante 34 afios en Educacion Primaria, ensefiando a lo largo de este
tiempo el tema de las fracciones. El profesor Rivera es Licenciado en Matematicas,
tiene un diploma de estudios avanzados en Ingenieria Ambiental, ha participado en
congresos referentes a Sistemas Dinamicos (una de sus areas de interés), tiene 13 afos
de experiencia como profesor de matematicas. Estas y otras apreciaciones nos llevaron a

considerar a los profesores como sujetos informantes de la investigacion.

Recogida de datos

Una vez seleccionados los profesores, procedimos a examinar su practica docente a
través de la observacion no participante o pasiva. Las sesiones en las cuales se aborda el
tema de los nimeros racionales han sido grabadas en audio y video, con el fin de captar
la totalidad del escenario y las interacciones entre el profesor y los estudiantes. Para el
caso del profesor Rodriguez se observé y grabo una secuencia de 21 clases, en un curso
de 6° de Educacion Primaria de una escuela publica de Malaga. Para el caso del profesor
Rivera se observo y grabd una secuencia de 12 clases, en un curso de 1° de Educacion
Secundaria de un instituto pablico de la ciudad de Huelva.

Analisis e interpretacion de datos

El andlisis se aplica al texto que registra la actividad matematica desarrollada en las

clases. La informacion de audio y video se transcribe por turnos de intervencion a traves

2" Nombres ficticios de los participantes del estudio.
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del criterio conversacional, que consiste en separar las declaraciones o turnos de

palabras u oraciones de los sujetos implicados (Rodriguez, Gil y Garcia, 1996, p. 207).

Luego dividimos los datos en episodios, que corresponden a fragmentos de
intervenciones que tienen una secuencia de acciones y un principio y un fin reconocible
(Krippendorff, 1990, p.85). Posteriormente, en una matriz descriptiva vamos asignando
cada episodio segun los indicadores de conocimientos establecidos. El analisis de los
datos se realiza a través de una descripcion detallada interpretativa, empleando el

proceso de analisis de contenido (Fox, 1981, p.709).

ANALISIS Y RESULTADOS

Presentamos el caso de dos profesores: Rodriguez y Rivera, que ensefian el contenido
matematico escolar de las fracciones a nifios de 6° de Educacion Primaria y 1° de
Educacion Obligatoria Secundaria, respectivamente.

Para contextualizar la ensefianza impartida por los profesores, mencionamos algunos
aspectos que se relacionan con el conocimiento pedagogico general. En la ensefianza del
tema impartido por el profesor Rodriguez prevalece la formulacion de preguntas a los
estudiantes, promoviéndose la argumentacion para generar discusiéon en clase. La
comunicacion es de tipo instructiva; es decir, se produce por medio de la integracion de
las contribuciones de los estudiantes, buscando modificar la comprension matematica a
partir de preguntas, asi como informar de la instruccién subsiguiente (Carrillo, Climent,
Gorgorio, Rojas y Prat, 2008). También permite espacios para la reflexion logrando que
los estudiantes modifiquen la comprension matematica de lo abordado (Brendefur y
Frykholm, 2000; Carrillo et al., 2008). En la ensefianza impartida por el profesor Rivera
se promueve una comunicacion unidireccional, en la que mayoritariamente el profesor
explica el tema dando pocas ocasiones para que los estudiantes comuniquen sus ideas
(Carrillo et al., 2008). Durante las clases el profesor enuncia preguntas cerradas a sus
estudiantes, dejando pocas oportunidades para que ellos expresen ideas o estrategias

diferentes de las esperadas.

Referente al conocimiento especializado manifestado por el profesor Rodriguez, tres
son los subdominios mas destacados, a lo largo de las 21 sesiones de clase: el
conocimiento de los temas matematicos (KoT), conocimiento de las caracteristicas del

aprendizaje de las matematicas (KFLM) y el conocimiento de la ensefianza de las
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matematicas (KMT). Aunque, en general, se destaca la presencia de los subepisodios
relacionados con el dominio conocimiento didactico del contenido (PCK),
especialmente aspectos sobre las caracteristicas de aprendizaje de las matematicas. En el
caso del profesor Rivera los subdominios de conocimiento mas destacados son: el
conocimiento de los temas matematicos, el conocimiento de las caracteristicas del
aprendizaje de las matematicas y el conocimiento de la ensefianza de las matematicas,
predominando los conocimientos matematicos. En lo que sigue, detallamos una sintesis
de los elementos de conocimiento mas destacados, segun algunos indicadores de

conocimiento:

Los sistemas de representacion mas empleados en la ensefianza de las fracciones
fueron el figural, simbolico verbal y simbdlico numeérico. La representacion verbal se

utiliza esencialmente para hacer lecturas de las fracciones segln su representacion

s - -/ - . -, a -
numerica. Esta representacion se presenta para definir la fraccion 3 como coclente,

que tiene un numero decimal asociado y como un representante de un todo o unidad.
El profesor de Educacion Primaria promueve el paso de la representacion verbal a la
figural y luego a la representacion simbdlica, empleando en ocasiones material
concreto. El profesor de Educacion Secundaria se centra en pasar de la
representacion verbal a la simbodlica, y en algunas oportunidades emplea la

representacion figural.

Tanto el profesor de Educacion Primaria como el de Educacion Secundaria,
establecen conexiones con contenidos estudiados en cursos preliminares (conexiones
temporales), que les permite justificar y relacionar nociones o procedimientos
matematicos. También se presentan conexiones intraconceptuales; es decir, se

establecen enlaces hacia el interior de un mismo concepto.

Respecto de la complejidad matematica del contenido, el profesor de Educacion
Primaria va “complejizando” la actividad matematica siempre a partir de la fraccion
en relacion a una unidad o todo. Primero, presenta un repertorio de tareas de
particion de la unidad en partes iguales, para introducir la fraccion como resultado de
dicha particion. Tiene especial cuidado en enfatizar la igualdad, comenzando por
igualar el tamafio y forma de las partes, y posteriormente sélo el tamafio. Esto le

permite asociar la expresion simbdlica con la representacion figural. También tiende
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a graduar las cantidades empleadas, comenzando con tareas de datos sencillos para

continuar con situaciones méas complejas.

El profesor de Educacién Secundaria comienza empleando el significado de la
fraccion como parte-todo, y este principio lo lleva a trabajar la equivalencia, el orden
de fracciones, etc. Extiende el significado de fraccion como parte-todo referido a un
todo de 100 partes, para introducir los porcentajes (como medidas que varia en
funcién del total). Ademas, la comparacion entre dos partes de un todo o cantidades
lleva a la idea de fraccién como razén, complejizando el significado de fraccion
como parte-todo. Esto permite al profesor concebir que la fraccion va més alla de
partir en partes iguales y tomar algunas de ellas, identificando relaciones

multiplicativas entre dos cantidades.

Respecto a las formas de hacer y proceder en matematica, los dos profesores razonan
de manera matematicamente correcta, sin hacer uso de un lenguaje formal (no se
aluden a teoremas, axiomas, demostraciones, etc.). La actividad matematica se
presenta a partir de situaciones concretas, realizando diferentes acciones que
comportan dividir, fraccionar, repartir, etc., aludiendo a actividades préacticas.
Enuncian algunas definiciones matematicas verbalmente, sintetizando y expresando

en lenguaje corriente, alejado del lenguaje matematico.

El profesor de Educacion Secundaria revela una forma de proceder en matematicas
siguiendo una secuencia de pasos légicos: parte de una premisa inicial, aplica una
definicion y llega a la conclusion, esto deja de manifiesto que el docente sigue un

proceso propio de la l6gica matematica.

El profesor de Educacion Primaria es consciente de algunos errores y dificultades
(conceptuales y de calculo) méas habituales que presentan los estudiantes al resolver
las tareas matematicas del tema. Esto le hace explicitar estas manifestaciones o bien
presentar tareas para que los estudiantes identifiquen y corrijan el error o afronten la
dificultad.

El profesor de Educacion Secundaria manifiesta conocer errores aritméticos que los
estudiantes exhiben. Al dar pocas ocasiones para que los estudiantes comuniquen sus
ideas, resulta mas complicado identificar los aspectos que conoce sobre el modo de
pensar de sus alumnos respecto de las tareas matematicas, aunque anticipa algunas, y

actta en consecuencia.
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Ambos profesores presentan tareas matemaéticas relacionadas con contenidos de la
estructura conceptual referentes al tema, enunciadas en contextos y situaciones
diferentes (contextos personales o matematicos), ademas permiten emplear distintos

sistemas de representacion.

CONCLUSIONES

A partir del anélisis detallado de los datos identificamos componentes de conocimiento
para cada subdominio del modelo MTSK. Posteriormente, integramos dichos
componentes para realizar una sintesis que permitié comprender cudl es el conocimiento
matematico especializado del profesor. En el caso del docente de Educacion Primaria se
destacan dos circunstancias importantes, tiene una formacion de base como maestro
generalista y una amplia experiencia docente (34 afos). Es esta experiencia,
manifestada no solo por sus afios de practica docente, sino especialmente por el
destacado reconocimiento que de él manifiestan sus compafieros y la comunidad de
profesores, lo que nos llevo a reconocerlo como un profesor experto. Considerando que
su formacidn generalista le hace tener una formacién matematica de base menos formal
(Krauss, Brunner, Kunter, Neubrand, Blum, y Jordan, 2008), apreciamos que organiza
la ensefianza del tema de manera mas intuitiva pero con gran sistematicidad y riqueza de
aspectos. Los resultados de este estudio muestran que su experiencia, relacionada con su
responsabilidad profesional, le ha llevado a una integracién mas fuerte de diferentes

categorias de conocimiento.

En el caso del profesor de Educacion Secundaria, tiene una formacién como licenciado
en matematicas y estudios de posgrado en esta especialidad. Esto se ve reflejado en un
conocimiento matematico organizado, especialmente en sus aspectos formales. Pero
ademads, tiene capacidad para encontrar situaciones contextualizadas que expresen
fenomenoldgicamente los conceptos referentes al tema. Aunque las tareas de ensefianza
se centran en una utilizacién de la fraccion en relacion a una unidad, el profesor muestra
manejar el conocimiento de la fraccion razon, interpretando las situaciones de una
manera proporcional, en la que la relacion entre la parte y el todo se puede aplicar a
todos proporcionales (completo), lo que permite obtener la porcién mediante la unién de
porciones parciales. Este conocimiento de nuevos significados no se acomparia de una
ensefianza especifica, 1o que indica que no le da suficiente entidad para considerarlo

aprendizajes especificos. Parece que el profesor conoce diversas situaciones que dan
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significado a los conceptos, pero no esta claro si las distingue explicitamente, y por
tanto no se detiene a plantear tareas que cubran los diferentes significados de fraccion,

aunque habriamos necesitado entrevistar al profesor para confirmar esta apreciacion.

A partir del andlisis detallado de los datos identificamos componentes de conocimiento
para cada subdominio del modelo MTSK. Posteriormente, integramos dichos
componentes para realizar una sintesis que nos suministré una imagen mas integrada
para comprender cudl es el conocimiento matematico especializado manifestado por los
profesores. Esto lleva a establecer que se han alcanzado los objetivos O1, 02, 03 y O4

de la investigacion.

A partir de la comprension del conocimiento de los profesores, profundizamos en la
caracterizacion del modelo tedrico de conocimiento empleado en el estudio, que
corresponde a los objetivos O5 y O6. El quinto objetivo buscaba avanzar en la
caracterizacion de los subdominios del modelo de Conocimiento Especializado del
Profesor de Matematicas. Este trabajo ha ido contribuyendo paulatinamente en las
reflexiones para la elaboracion del modelo MTSK, aportando anélisis de fragmentos de
clase (reales) para profundizar en las categorias e indicadores de conocimiento de cada
dominio del modelo.

Considerando que el modelo de conocimiento MTSK surge de la necesidad de disponer
de herramientas que permitan profundizar en el conocimiento necesario para ensefiar
(Carrillo, 2011; Carrillo et al., en revisién), ademas que es un modelo que nace de
reflexiones teoricas orientadas a comprender y estructurar el conocimiento del profesor
de matematicas, esta investigacion ha servido para aportar dos ejemplos concretos del
conocimiento puesto en practica por profesores al ensefiar el tema de las fracciones. El
modelo MTSK ha sido una herramienta beneficiosa para depurar el conocimiento
observado durante la accion docente, mostrando potencialidad analitica para profundizar
en la comprension del conocimiento matematico del profesor, manifestado en su

practica.

También el disefio de la investigacion, especialmente la relacion tedrica establecida
entre el analisis didactico y modelo MTSK, ha permitido tener referentes concretos para
profundizar en la naturaleza de cada uno de los subdominios de conocimiento,
aportando una lista de categorias e indicadores de conocimiento, referentes al tema de

los nimeros racionales, que se distinguen para cada uno de los seis subdominios del
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modelo MTSK. Estas apreciaciones resumen los logros del quinto objetivo de la

investigacion.

El sexto objetivo consistia en establecer indicadores y subcategorias de conocimiento
referentes al contenido matematico escolar de los nimeros racionales. Definimos 19
categorias con sus respectivos indicadores de conocimiento (total 58), relacionados con
el tema de los nimeros racionales. Las categorias e indicadores fueron construidos antes
del proceso de recopilacion de la informacién y se aplicaron a distintas unidades de

informacidn, permitiendo organizar y profundizar en el conocimiento especializado.

En este trabajo buscabamos completar las categorias e indicadores de conocimiento con
datos emergentes, que pudiesen surgir de la indagacion de los significados de los
propios datos, no obstante, del analisis de las clases no surgieron categorias emergentes
de los datos. La funcidon que han desempefiado las categorias en la investigacion, asi
como su correspondencia con las bases tedricas, llevan a considerar que el sexto

objetivo fue alcanzado en alto grado.

Principales aportes de la investigacion

El conocimiento del contenido matematico y didactico del contenido son comunmente
considerados como una parte importante de la pericia del docente, constituyéndose en
medios para apreciar lo que caracteriza el conocimiento especifico de los profesores
expertos para la ensefianza de las matematicas (Li y Kaiser, 2012). Con este tipo de
herramientas se podran abordar mas investigaciones para examinar el nivel de
conocimiento de los profesores expertos sobre la matematica escolar (Li y Kaiser, 2011;

Rojas, Flores y Carrillo, 2011, 2013, en prensa).

El modelo MTSK ha sido una valiosa herramienta para profundizar en el conocimiento
del profesor a partir de la observacion de aula. La especializacion del modelo MTSK
permitié diferenciar elementos para centrarnos exclusivamente en el conocimiento

matematico y didactico del contenido.

Considerando que los modelos de conocimiento suelen incluir categorias generales,
pensamos que resulta importante disponer de modelos que lleven a un anélisis detallado
de cada uno de los tipos de conocimiento, que se manifiestan en la ensefianza de las
matematicas. En este trabajo presentamos una serie de indicadores de conocimiento

relacionado con el modelo MTSK, referentes al tema de los niUmeros racionales.
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La realizacion del analisis didactico del tema de los nimeros racionales nos permitid
hacer una reflexion sobre las cualidades educativas e instruccionales del contenido
matematico escolar, ademas establecer relaciones entre los componentes del analisis
didactico y los dominios de conocimiento del modelo MTSK. Por lo tanto, el anélisis
didactico se ha manifestado como una efectiva herramienta tedrica-metodol6gica para
identificar conocimiento matematico a partir de la observacion de clase (Rojas y Flores,
2011; Rojas, Flores y Ramos, 2013).

La organizacién de las caracteristicas primarias y secundarias elaboradas permitieron
seleccionar e identificar a profesores con cierto grado de pericia matematica. Los
profesores expertos dejan a la luz grandes fortalezas de ensefianza, aspectos que se
pueden realzar en profesores con caracteristicas de expertos para destacarlos como

mentores de profesores noveles.

Los perfiles de conocimiento de los dos profesores estudiados, aun sin pretender
generalizaciones, aportan una forma de integrar las componentes del conocimiento
matematico especializado del profesor experto, sefialando qué papel juega en este
conocimiento la experiencia, su formacién de base, los conocimientos matematicos de
caracter fenomenoldgico, la forma en que se organizan y dan sentido a su actuacién con
los alumnos, y como afrontan su responsabilidad profesional al ensefiar un contenido

matematico.

Limitaciones y perspectivas para el avance de la investigacion

Considerando que la linea de trabajo que motiva estad investigacion es estudiar el
conocimiento especializado de los profesores de matematicas, en su accion docente,
esto nos llevd a centrarnos unicamente en la observacion directa del aula. La
construccion de una representacion sintética del conocimiento de cada profesor se veria
enriquecida mediante un mayor contacto con los sujetos, complementadndose con
entrevista a los profesores de estimulo del recuerdo, para indagar sobre las conductas o

actuaciones ejecutadas y observadas en las clases.

Por otra parte, los docentes seleccionados cumplieron con la mayoria de caracteristicas
secundarias; es decir, con aspectos generales que aludian a su formacidon profesional, sin

embargo, las caracteristicas primarias no fueron confirmadas en su totalidad. En este
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caso, seria conveniente aplicar otros instrumentos a los profesores para confirmar

aspectos especificos de la tarea de ensefianza y de conocimiento.

Segun los resultados del estudio, las conclusiones derivadas de estos y los problemas
principales de la linea de investigacion de Formacion de Profesores de Matemaéticas,
sugerimos algunas lineas futuras de investigacion. Ampliar el anélisis didactico en torno
a los cuatro tipos de analisis: de contenido, cognitivo, de instruccion y de evaluacion,
puede llevar a considerar mas posibilidades para vincular los componentes de
conocimiento que caracterizan el modelo MTSK. Esto puede ser la base para inferir
cémo cada uno de los organizadores del analisis didactico promueve el desarrollo de

diferentes dominios de conocimiento en los cursos de formacion.

En la linea de evaluacion del conocimiento del profesor de matematica se busca estudiar
la calidad matematica de los procesos de instruccion (Hill, Blunk et al., 2008),
estableciéndose categorias que permiten medir el proceso. En este estudio las relaciones
detalladas entre el analisis didactico y el modelo MTSK aportan una serie de
indicadores organizados segun los distintos dominios de conocimientos, que pueden ser
adaptados para valorar la calidad matematica de procesos de instruccion en que se

aborde el tema de los niUmeros racionales.

Los indicadores de conocimiento propuestos pueden seguir enriqueciéndose para el
tema de las fracciones, ademas se pueden ampliar a otros contenidos matematicos
escolares, de distintos niveles, para profundizar en el conocimiento especializado de los
profesores de matematicas.
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