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En primer lugar quiero dar las gracias a mis directores tesis, Antonio Prados y

Pablo Hurtado. Antonio me ha acompañado incesantemente desde que aparećı en
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de diversos temas que hemos compartido. A Álvaro por aportarme siempre sere-
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Caṕıtulo 1

Introducción

La construcción de modelos en la ciencia, y concretamente en f́ısica, para repre-

sentar la naturaleza y hacer más sencillo y comprensible su estudio data de muy

antiguo: por ejemplo, en el siglo II d.C. Claudio Ptolomeo desarrolló el modelo

geocéntrico para el universo. La mecánica estad́ıstica es la parte de la f́ısica que

trata de entender las propiedades macroscópicas de los sistemas f́ısicos compues-

tos por muchas part́ıculas, a partir del análisis de la dinámica microscópica de sus

constituyentes elementales. La complejidad de las interacciones existentes en los

sistemas macroscópicos, hace aún si cabe más necesario el uso de modelos sencillos

que permitan la conexión micro-macro t́ıpica de la Mecánica Estad́ıstica. En mu-

chas ocasiones, se parte de lo que se denomina una descripción mesoscópica o de

grano grueso, en la que ya se ha integrado sobre ciertos grados de libertad, cuyo

efecto se incluye en ciertas componentes estocásticas de la dinámica al nivel me-

soscópico. Un ejemplo protot́ıpico es la ecuación de Langevin para el movimiento

browniano [1], en que el efecto de las part́ıculas del medio en que está inmer-

sa la part́ıcula browniana se modela mediante una fuerza estocástica. Aunque

la dinámica microscópica es reversible, la descripción mesoscópica es t́ıpicamen-

te irreversible: independientemente de su configuración inicial, el sistema alcanza

el estado de equilibrio termodinámico que le corresponde para tiempos suficien-

temente grandes. La irreversibilidad del proceso se mide mediante los llamados

coeficientes de transporte, en el caso de la part́ıcula browniana el coeficiente de

fricción para la part́ıcula browniana en el fluido. En este contexto, se usan a veces

indistintamente los términos irreversible y disipativo, de hecho a la relación entre

los coeficientes de transporte, medida de la irreversibilidad, y las fluctuaciones del

sistema en equilibrio se las conoce como relaciones de fluctuación–disipación.

5
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En esta memoria vamos a investigar el comportamiento de sistemas disipativos,

pero con un matiz en el uso de este término. A lo largo de este trabajo, un sistema

disipativo es un sistema f́ısico cuya dinámica microscópica no es reversible. Un

ejemplo t́ıpico son los medios granulares: debido a que las colisiones entre granos

son inelásticas, la dinámica microscópica es irreversible: si no hay algún mecanismo

externo de inyección de enerǵıa, todos los granos terminan en reposo en el ĺımite

de tiempos grandes. Esto introduce un elemento adicional de complejidad en la

descripción mesoscópica, ya que algunos resultados bien establecidos (por ejemplo,

la llamada condición de balance detallado) son consecuencia de la reversibilidad

de la dinámica microscópica. Se hace por tanto indispensable utilizar modelos

sencillos y tratables anaĺıticamente de los sistemas que queremos estudiar. Por

supuesto, estos modelos deben incluir los ingredientes principales de muchos de los

sistemas disipativos, en el sentido anteriormente dicho, presentes en la naturaleza:

(i) disipación en la dinámica microscópica, (ii) un mecanismo de difusión no lineal y

(iii) un mecanismo externo de inyección de enerǵıa que lleva al sistema a alcanzar

un estado estacionario en el ĺımite de tiempos grandes. De nuevo, un ejemplo

protot́ıpico son los medios granulares, pero debemos insistir en que nuestra idea

no es tratar de abordar el problema “realista”, sino una clase general de modelos

muy simplificados que, reteniendo los ingredientes fundamentales (i), (ii) y (iii),

permita un tratamiento anaĺıtico.

1.1. Sobre fluctuaciones y curiosidades, con algo

de historia

“El cient́ıfico no estudia la naturaleza por la utilidad que le pueda reportar; la

estudia por el gozo que le proporciona, y este gozo se debe a la belleza que hay en

ella. ... La belleza intelectual se basta a śı misma, y es por ella, más que quizá por el

bien futuro de la humanidad, por lo que el cient́ıfico consagra su vida a un trabajo

largo y dif́ıcil.” Henri Poincaré

En la ciencia, pequeñas cuestiones en apariencia secundarias, se han convertido

en el inicio de grandes innovaciones del pensamiento. En 1827, el botánico escocés

Robert Brown observó un fenómeno al microscopio que le llamó la atención. Los

granos de polen suspendidos en el agua se desplazaban en zigzag por el medio. En

principio, se pensó que ésta era una actividad peculiar de las células masculinas de

las plantas. Durante décadas, este fenómeno fue considerado algo que no pasaba

de ser una mera curiosidad. Entonces comenzó a atraer la atención de cient́ıficos
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importantes como Poincaré. A finales del sigo XIX y principios del siglo XX, a

pesar del éxito en determinadas áreas, como la qúımica y la teoŕıa cinética, la

hipótesis atomı́stica no estaba totalmente aceptada. Algunos cient́ıficos reputados

como Oswald y Mach esperaban poder evitar tales hipótesis para una descripción

completa de la naturaleza; según Mach “La teoŕıa atómica juega un papel similar

en la f́ısica a ciertos conceptos auxiliares en matemáticas; es un modelo matemáti-

co para facilitar la reproducción mental de los hechos.” Ésta es una de las razones

por las que Einstein y Smoluchowski se interesaron por la mecánica estad́ıstica:

encontrar evidencias de la veracidad de la hipótesis atomı́stica. En cuanto al con-

cepto de fluctuación, ya era conocido por Gibbs y Boltzmann, que indicaron que

la desviación cuadrática media de la enerǵıa seŕıa muy pequeña para ser observada

en los sistemas macroscópicos. Citamos textualmente [2]: “En la teoŕıa molecular

asumimos que las leyes que rigen los fenómenos encontrados en la naturaleza no

se desv́ıan esencialmente de los ĺımites a los que se aproximaŕıan en el caso de

un número infinito de moléculas infinitamente pequeñas” “(las fluctuaciones) de-

beŕıan ser en general cantidades despreciables, puesto que tal fenómeno no debe

ser suficientemente grande para explicar las desviaciones más considerables respec-

to de los valores medios.” [3] Los trabajos independientes y pioneros de Einstein

[1, 4] y Smoluchowski [5] resolvieron este problema. Su aportación genial y nove-

dosa fue considerar el papel central de las fluctuaciones como reflejo de la hipótesis

atomı́stica: “La ecuación obtenida finalmente llevaŕıa a determinar el valor de la

constante universal NA (número de Avogadro), si fuese posible determinar el valor

cuadrático medio de las fluctuaciones de la enerǵıa del sistema . . .”[1].

Einstein, en su art́ıculo revolucionario de 1905 considera el movimiento de pe-

queñas part́ıculas de tamaño visibles al microscopio, las part́ıculas brownianas,

suspendidas en un ĺıquido. Estudia su comportamiento basándose en la “teoŕıa

cinética molecular del calor”: el movimiento de las part́ıculas brownianas es alea-

torio como consecuencia de su interacción con los átomos del fluido en el que

está inmerso. Aśı, obtiene la expresión

√
x2 =

√
2Dt. (1.1)

Esta expresión relaciona desplazamiento cuadrático medio x2 de la part́ıcula brow-

niana con su coeficiente de difusión D, que a su vez es función del número de

Avogadro

D =
RT

NA

1

6πkP
, (1.2)

siendo k la viscosidad del fluido, P el radio de la part́ıcula y R la constante de los
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gases. Las expresiones (1.1) y (1.2) permiten el cálculo del número de Avogadro a

partir de la medida del desplazamiento cuadrático medio de la part́ıcula browniana,

lo que hizo posible la verificación experimental de la hipótesis atomı́stica.

Dada la importancia del estudio de las fluctuaciones, Lev Landau generalizó el

concepto de fluctuaciones de las magnitudes termodinámicas en torno al equilibrio

[6]. Consideremos cierta cantidad f́ısica x, Landau argumentó que la probabilidad

de encontrar al sistema con un valor de esta cantidad entre x y x + dx debe ser

proporcional a eS(x), donde S(x) es la entroṕıa considerada formalmente como

función del valor exacto de x.1 Usando la notación P (x)dx para esta probabilidad,

puede escribirse que

P (x) ∝ e∆S(x), (1.3)

donde ∆S(x) es la variación de entroṕıa en la fluctuación. En lo que sigue, admiti-

mos que x tiene valor medio nulo en el equilibrio o, alternativamente, redefinimos

x haciendo que x → x − x. Si la cantidad en la que vaŕıa x es muy pequeña en

una fluctuación dada, podemos desarrollar ∆S(x) en serie de potencias alrededor

del valor de equilibrio x = 0,

∆S(x) = −γ
2
x2, γ = S ′′(x)|eq > 0. (1.4)

La constante γ una constante positiva, ya que la entroṕıa S tiene un máximo en

el equilibrio. Normalizando la probabilidad, tenemos que

P (x) =

√
γ

2π
e−γx

2/2 (1.5)

Este es un resultado general importante: las fluctuaciones pequeñas de una mag-

nitud en torno a su valor de equilibrio están distribuidas de manera gaussiana. La

varianza de x está dada por

(∆x)2 = γ−1. (1.6)

Como la entroṕıa es extensiva, si x es una magnitud intensiva se tendrá que gamma

es extensiva, proporcional al número de part́ıculas en el sistema. En consecuencia,

la desviación cuadrática media verificará que

√
(∆x)2 ∝ N−1/2, que es el esca-

lamiento t́ıpico de las fluctuaciones de las magnitudes intensivas en un sistema

macroscópico.

1La idea f́ısica es relativamente sencilla, ya que eS(x) es proporcional al número de microes-
tados accesibles al sistema para ese valor de x.
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El esquema anterior es fácilmente generalizable a la fluctuación simultánea de

varias magnitudes termodinámicas. Lo que se obtiene en general para un conjunto

de variables xi, i = 1, n, es una distribución gaussiana para esas n variables,

P (x) ∝ exp

(
−1

2

n∑

i,j=1

γijxixj

)
, (1.7)

donde γij son los elementos de una forma cuadrática definida positiva,

γij =
∂2S

∂xi∂xj

∣∣∣∣
eq

. (1.8)

Hemos admitido también, sin pérdida de generalidad, que todas las xi tienen valor

medio nulo. Por ejemplo, para la temperatura T y el volumen V se obtiene que [6]

P (x) ∝ e−
Cv
2T2 (∆T )2+ 1

2T
( ∂P
∂V

)T (∆V )2 . (1.9)

Aśı, las expresiones para los varianzas de las fluctuaciones de la temperatura T y

el volumen V son

(∆T )2 =
T 2

Cv
, (1.10a)

(∆V )2 = −T
(
∂V

∂P

)

T

. (1.10b)

En las expresiones anteriores, se han usado unidades tales que la constante de

Boltzmann kB = R/NA = 1, Cv es la capacidad caloŕıfica (extensiva) a volumen

constante y P es la presión. Hemos usado la notación habitual en termodinamica,

indicando con un sub́ındice la variable que es constante al tomar la derivada par-

cial. Las fluctuaciones pequeñas de temperatura y volumen son independientes,

ya que ∆T ∆V = 0, y no correlación implica independencia estad́ıstica para una

distribución gaussiana. Obsérvese también que como la temperatura es una varia-

ble intensiva, se tiene que

√
(∆T )2 escala como N−1/2 , ya que Cv es extensiva.

Sin embargo, para el volumen

√
(∆V )2 escala como N1/2. Esto no es extraño, ya

que V es extensiva y para encontrar el escalamiento habitual, como N−1/2, hay

que considerar una cantidad extensiva, por ejemplo, el volumen espećıfico V/N .

Aśı, vemos que la concentración de la probabilidad en un sistema macroscópico, en

una estrecha franja alrededor del valor medio, está bien definida matemáticamente

para las magnitudes intensivas.

En el siguiente caṕıtulo de esta tesis, veremos como pueden generalizarse algunas
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de estas ideas a una situación arbitrariamente lejos del equilibrio, utilizando las

herramientas de la teoŕıa de las grandes desviaciones.



Caṕıtulo 2

Teoŕıa de las grandes desviaciones

y mecánica estad́ıstica

A lo largo de los últimos 30 años, se ha utilizado la teoŕıa de las grandes des-

viaciones (large deviation theory, LDT) para tratar de establecer los fundamentos

matemáticos de la mecánica estad́ıstica de equilibrio de manera rigurosa. En este

contexto, la LDT aparece como la teoŕıa matemática “natural” para abordar la

mecánica estad́ıstica. Más recientemente, un enfoque análogo se ha desarrollado

para los sistemas fuera del equilibrio. En este caṕıtulo mostramos las bases de

dicho enfoque de una manera intuitiva, resaltando las diferencias y similitudes de

la LDT para el estudio de ambos tipos de situaciones f́ısicas, esto es, de equilibrio

y no-equilibrio. A lo largo del mismo, usaremos repetidamente algunos concep-

tos. Por ejemplo, las ideas de hidrodinámica, macroscópico, ĺımite termodinámico,

y ĺımite de tiempos grandes son completamente análogas a las usadas en le bi-

bliograf́ıa propia de la mecánica estad́ıstica, mientras que otras como la noción

de colectividad estad́ıstica necesitan ser generalizadas para los sistemas fuera del

equilibrio.

Recientemente, han comenzado a estudiarse los sistemas f́ısicos fuera del equili-

brio (SFE) con los métodos de la teoŕıa matemática de las grandes desviaciones,

desarrollados en las décadas de los 60 y 70 por Donsker y Varadhan, y Fridlin y

Wentzell [7–9]. En estos estudios de SFE [9–11], su dinámica se modela a nivel

mesoscópico como un proceso de Markov con tiempo continuo o discreto, y se ana-

liza t́ıpicamente el estado estacionario de no equilibrio cuando se inyecta enerǵıa

(o part́ıculas, etc.). Para la descripción estad́ıstica de estos estados, son necesarios

los conceptos centrales de la teoŕıa de grandes desviaciones, como el principio de

11
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grandes desviaciones (large deviation principle, LDP), la función de tasa o ritmo

(rate function, RF), la función generatriz, etc. Esto no es tan sorprendente, puesto

que la LDT ya se hab́ıa utilizado con éxito como el marco matemático “natural”

para la mecánica estad́ıstica de equilibrio durante más de 30 años [9, 12–14]. Sin

embargo, hay más, en ambos escenarios se comparten muchas ideas, conceptos e

incluso la estructura teórica, que encuentra un reflejo claro y concreto en el len-

guaje de las grandes desviaciones, que puede considerarse el marco matemático

“natural” de ambas teoŕıas.

Centrándonos primero en la mecánica estad́ıstica de equilibrio desde el punto de

vista de la LDT, adquiere un sentido claro, por ejemplo, la conexión mediante una

transformada de Legendre de la entroṕıa y la enerǵıa libre, aśı como la validez

de dicha transformación. Asimismo, dentro del marco de la LDT, se entiende

la relación entre las nociones de concentración de la probabilidad y tipicalidad

de un estado, y las conexiones con principios variacionales como el principio de

máxima entroṕıa o el de mı́nima enerǵıa. Es natural entonces comenzar con un

repaso de los conceptos esenciales en la mecánica estad́ıstica de los sistemas en

equilibrio, estableciendo analoǵıas con los SFE cuando sea pertinente. En la sección

2.2, expresaremos estos conceptos en el lenguaje de la LDT para definirlos de

forma precisa en este marco matemático, a fin de enfatizar la estructura teórica

subyacente en la mecánica estad́ıstica tanto de los SE como de los SFE.

2.1. De los sistemas en equilibrio a los sistemas

fuera del equilibrio

Antes de discutir cómo los conceptos de las grandes desviaciones aparecen en la

mecánica estad́ıstica de equilibrio y no-equilibrio, repasaremos la base de cada

teoŕıa y enfatizaremos los conceptos compartidos por ambas. En este sentido,

es importante tener en la mente el concepto de tipicalidad, que está conectado

matemáticamente con la Ley de los Grandes Números y la concentración de las

distribuciones de probabilidad.

2.1.1. Sistemas en equilibrio

El objetivo de la mecánica estad́ıstica de equilibrio, como es bien sabido, es expli-

car y predecir cómo emergen los estados macroscópicos de equilibrio de sistemas
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compuestos de muchas part́ıculas, a partir de una descripción probabiĺıstica de

los estados microscópicos compatibles con el macroestado. Los estados de equi-

librio tienen ciertas caracteŕısticas fundamentales, que podŕıamos resumir en las

siguientes: (i) son estados estacionarios en el tiempo, (ii) son estables frente a

pequeñas pertubaciones y (iii) se describen mediante unas pocas variables. Este

último punto es fundamental: para un sistema con un gran número N de consti-

tuyentes elementales (part́ıculas, moléculas, ...), la dimensionalidad del espacio de

las variables relevantes es proporcional a N en la descripción microscópica (t́ıpi-

camente: dimensión del espacio de las fases) mientras que es independiente de N

en la macroscópica (t́ıpicamente: presión, volumen, enerǵıa, ...).

Vamos a comenzar repasando cómo se modelan matemáticamente los estados de

equilibrio en mecánica estad́ıstica. Por simplicidad y concreción, haremos la pre-

sentación del caso clásico. Consideremos un sistema de N part́ıculas, y denotemos

mediante w = {w1, w2, ...., wN} cada configuración microscópica o microestado del

sistema, donde wi es el estado de la i-ésima part́ıcula. T́ıpicamente, wi contendrá la

posición y velocidad de la part́ıcula i, pero la elección de variables canónicas no es

única. Para estudiar las propiedades de este sistema en equilibrio, se introduce una

distribución de probabilidad a priori P (w). Esta distribución de probabilidades se

interpreta como la distribución estacionaria de la ecuación que determina la evo-

lución de la distribución de probabilidades a partir de la dinámica microscópica,

t́ıpicamente la ecuación de Liouville en el caso clásico. Si introducimos la notación

Λ para el espacio de estados de una única part́ıcula, tendremos que P (w) es una

distribución de probabilidad en el espacio de las N part́ıculas ΛN = ΛN .

Ahora, consideramos un cierto macroestado MN , que está definido matemática-

mentea partir de una función MN(w) de los microestados. Por ejemplo, MN(w)

puede ser la enerǵıa o la magnetización correspondientes al microestado w con-

siderado. La probabilidad de que esta variable aleatoria MN adopte cierto valor

m, P (MN = m), puede calcularse a partir de la distribución a priori P (w): es

igual a la suma de P (w) sobre todos los microestados compatibles con el valor

macroscópico considerado m, esto es,

P (MN = m) =

∫

w∈ΛN :MN (w)=m

dwP (w) =

∫

w∈ΛN

dwP (w)δ(MN(w)−m). (2.1)

Si P (w) es una distribución válida para un SE y el macroestado MN se elige

de manera apropiada, se observará que P (MN) se concentra alrededor de ciertos

valores altamente probables y que esta concentración se hace más pronunciada

cuanto mayor es N . Estos serán los valores de concentración o más probables de
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Mn que llamamos puntos o valores o estados de equilibrio de MN . Por supuesto,

P (MN = m) está bien normalizada: si integramos sobre todos los posibles valores

de m, ∫

∀m
dmP (MN = m) =

∫

w∈ΛN

dw P (w) = 1, (2.2)

ya que la integral de la delta de Dirac en (2.1) es igual a uno,
∫
∀m dmδ(Mn(w)−

m) = 1.

Matemáticamente, la concentración de P (MN) es similar a la Ley de los Grandes

Números, en el sentido de que existe un conjunto B de valores de MN tales que

ĺım
N→∞

P (MN ∈ B) = 1, y ĺım
N→∞

P (MN /∈ B) = 0 (2.3)

El conjunto B es el conjunto de valores de equilibrio de MN , o el conjunto de

estados de equilibrio del sistema para la variable macroscópica MN que estamos

considerando. Como veremos en la próxima sección, una propiedad esencial de la

concentración de P (MN) en B es que es exponencial como función de N o, más

en general, como función del volumen del sistema. Dicho de otro modo, lo que

esto significa es que la probabilidad de que MN sea igual a un valor distinto de

uno de sus valores de equilibrio (en B) se anula exponencialmente con el tamaño

del sistema. En la f́ısica, las posibles separaciones del valor de una magnitud f́ısica

respecto a su valor de equilibrio se conocen como fluctuaciones. De esta forma, po-

demos afirmar que la probabilidad de de que el valor de la magnitud macroscópica

MN fluctúe alrededor de sus estados de equilibrio es exponencialmente pequeña

en un sistema de tamaño grande, N � 1.

La concentración exponencial de P (MN) explica por qué la LDT se utiliza en la

mecánica estad́ıstica de equilibrio. A un nivel más f́ısico, es también la razón por

la que los estados de equilibrio corresponden a valores t́ıpicos de MN y no, como

usualmente se dice, a valores promedios de MN . La propiedad fundamental de los

estados de equilibrio es que las fluctuaciones alrededor de los mismos son alta-

mente improbables en un sistema macroscópico, que tiene en consecuencia valores

bien definidos de las magnitudes que describen el macroestado considerado. Aśı,

el hecho de que MN tenga un promedio bien definido no es suficiente: la proba-

bilidad de MN debe converger a algunos puntos de concentración, en el sentido

anteriormente expuesto.

¿Por qué se utilizan habitualmente los valores promedio en mecánica estad́ıstica

en lugar de los valores t́ıpicos, correspondientes a los puntos de concentración de

probabilidad?. Una primera razón es que, en el caso más sencillo, en el que MN
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tenga un único punto de concentración, el valor medio es igual al valor más pro-

bable. Otro motivo es que, en general, es más sencillo escribir las ecuaciones que

satisfacen los valores medios, que se definen como integrales de la distribución de

probabilidad, que las que satisfaŕıan los puntos de concentración de la probabili-

dad, que corresponden a los máximos de la distribución. Sin embargo, el uso de

promedios puede llevar a veces a confusión, enmascarando la propiedad esencial

de los valores de equilibrio, que no es otra que su correspondencia con los valores

en los cuales se concentra la probabilidad. Por consiguiente, en esos casos el en-

foque habitual de la mecánica estad́ıstica involucra una descripción en términos

de los puntos de concentración, aun cuando no se use expĺıcitamente el lenguaje

propio de la LDT. Un ejemplo protot́ıpico es una transición de fase de segundo

orden. Por encima de la temperatura de transición Tc sólo tenemos un estado de

equilibrio, cuya magnetización es nula, en el cual se concentra toda la probabili-

dad: encontramos el macroestado con m = 0 con probabilidad igual a la unidad
1. Por debajo de la temperatura de transición tenemos dos posibles valores de la

magnetización, m ∝ ±(T−Tc)1/2, la distribución de probabilidades de m tiene dos

máximos simétricos, en cada uno de ellos se concentra una probabilidad 1/2. Evi-

dentemente, no tiene sentido una descripción de esta bifurcación tipo “pitchfork”

con valores medios: por debajo de la temperatura de transición se sigue teniendo

que el valor medio de m es nulo. Los estados de equilibrio son en primer lugar

y sobre todo estados t́ıpicos que surgen del escalamiento caracteŕıstico de las dis-

tribuciones de probabilidad en el ĺımite de sistemas de tamaño muy grande. Este

ĺımite, en el que se considera un sistema de tamaño muy grande, de manera que la

probabilidad del macroestado se concentra en unos pocos puntos, se corresponde

con el denominado ĺımite termodinámico en mecánica estad́ıstica [15, 16].

En este punto clave, es relevante discutir el distinto comportamiento de las va-

riables extensivas e intensivas. El carácter extensivo/intensivo de una magnitud

depende de su comportamiento cuando el sistema f́ısico considerado se subdivide

en un conjunto de subsistemas, que todos juntos forman el sistema original. Una

variable es intensiva cuando su valor es el mismo en el sistema original y en ca-

da uno de los subsistemas que lo componen, su valor es por tanto independiente

del tamaño del sistema. Un ejemplo t́ıpico es la temperatura. Por otra parte, una

variable es extensiva cuando su valor en un sistema macroscópico es igual a la su-

ma de sus valores en los subsistemas que lo componen. El valor de una magnitud

extensiva śı depende del tamaño del sistema, es proporcional al mismo. Ejemplos

t́ıpicos son la enerǵıa, el número de part́ıculas, el volumen, etc. El cociente de

1Usamos el lenguaje magnético por concreción, pero en general hay que sustituir la magneti-
zación por el parámetro de orden que sea f́ısicamente relevante en cada caso.
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dos magnitudes extensivas es intensiva: puede usarse este hecho para definir una

magnitud extensiva como aquella cuyo valor en un sistema macroscópico es pro-

porcional al número de part́ıculas que componen el sistema o, de modo alternatvo,

a su volumen. Por ejemplo, la enerǵıa total HN de un sistema de N cuerpos con

interacciones de corto alcance no se concentra en el ĺımite termodinámico, sim-

plemente porque la enerǵıa es extensiva, y su valor t́ıpico diverge con N . Como

resultado de esto, uno no puede formalmente decir que el sistema tiene una enerǵıa

de equilibrio en el ĺımite termodinámico. En lugar de eso, la manera matemáti-

camente correcta de definir el macroestado es introducir la magnitud enerǵıa por

part́ıcula hN = HN/N , cuya probabilidad śı se concentra en el ĺımite termodinámi-

co en un estado o valor independiente del tamaño del sistema, como corresponde

a una magnitud intensiva.

Para explicar esto con mayor claridad, vamos a considerar la suma

SN =
N∑

i=1

Xi (2.4)

deN variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas {X1, X2, ...., XN}.
Si la media 〈X1〉 = µ de esas variables aleatorias es finita, entonces cuando N →∞
la distribución de SN/N se concentra hacia la media de la forma

ĺım
N→∞

P (|SN/N − µ| > ε) = 0 (2.5)

para todo ε > 0, de acuerdo con la Ley de los Grandes Números. Es importante

resaltar que este resultado es equivalente al mostrado en la ecuación (2.3), que es

correcto para la suma de las medias SN/N pero no para la suma SN : la distribución

de P (SN) no se concentra o, dicho de modo más formal, es “plana”. De hecho, en

el ĺımite termodinámico N →∞ puede demostrarse que la distribución de SN/N
α

es plana para todo α ∈ (0, 1) y se concentra de manera trivial para α > 1, en

cero. De ah́ı, que la única normalización de la suma de SN variables aleatorias con

media finita que lleva a un punto de concentración no trivial es SN/N .

El mismo tipo de esquema es aplicable a los estados de equilibrio. De nuevo, la

razón de por qué los estados de equilibrio son estables a nivel macroscópico es

que las fluctuaciones alrededor de esos estados son muy improbables y, además,

se vuelven más improbables cuanto más grande es el sistema. La forma de darle

sentido matemáticamente a esta afirmación es considerar variables aleatorias que

tienen la propiedad de concentrarse en el ĺımite termodinámico N → ∞. Desde

este punto de vista, la enerǵıa total HN no es una buena variable para definir un
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“macroestado”, ya que no se concentra en este ĺımite. De manera equivalente a SN ,

si en lugar de la variable intensiva HN/N se considera (i) HN/
√
N o (ii) HN/N

2,

el escalamiento no es el correcto. En el caso (i), la distribución se vuelve plana,2

mientras que en el segundo caso la distribución se concentra en el valor cero. Por

tanto, tenemos una concentración no trivial sólo para HN/N , lo que es cierto

en general para sistemas con interacciones de corto alcance. Para interacciones de

largo alcance, como por ejemplo los sitemas gravitacionales o los de campo medio,

el escalamiento “bueno” puede ser diferente, para tener un buen macroestado

puede tener que considerarse HN/N
2 o, de manera general HN/N

α con α ≥ 2

[17]. La elección de α dependerá de los detalles del sistema considerado, pero el

requerimiento siempre será que la distribución de los macroestados estudiados debe

concentrarse no trivialmente en el ĺımite termodinámico N →∞.

2.1.2. Sistemas fuera del equilibrio

El estudio de los SFE es conceptualmente más dificil que en los SE porque esta-

mos interesados en describir no sólo las fluctuaciones en el estado estacionario, sino

también las fluctuaciones para un instante arbitrario en la evolución dinámica del

sistema o las fluctuaciones de magnitudes integradas en un intervalo de tiempo.

Por tanto, además de considerar el número de part́ıculas N del sistema o su volu-

men V , también es necesario considerar como parámetro el tiempo t Esto implica

que aumenta el número de posibles escalamientos relevantes, que además pueden

depender del macroestado u observable estudiado.

Consideraremos aqúı SFE cuya dinámica se modela mediante un proceso de Mar-

kov. Para simplificar la presentación de estos modelos, asumamos por ahora que el

tiempo es discreto. Es este caso, el microestado w que representaba antes la confi-

guración de un SE en un instante fijo de tiempo, es ahora un trayectoria completa

durante en n pasos de tiempo w = {wi}ni=1. El hecho de considerar un proceso de

Markov nos permite descomponer la distribución de probabilidad a priori P (w),

P (w) = P (wn|wn−1) · · ·P (w2|w1)P (w1), (2.6)

con una distribución inicial P (w1) y los elementos de la matriz de transición

P (wi|wi−1), los cuales, en la mayoria de los casos, se asumen que son indepen-

dientes del tiempo. Formalmente, esto significa que estamos restringiéndonos a

2Ésta es la variable estocástica que se define para obtener el teorema del ĺımite central, para
la cual todos los posibles valores de la variable tienen una probabilidad del orden de la unidad,
independiente de N .
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procesos de Markov homogéneos en el tiempo, la distribución de un tiempo P (wi)

puede depender expĺıcitamente del tiempo discreto i, mientras que la probabili-

dad de transición P (wi|wi−1) sólo depende de los valores de la variable estocástica

(inicial y final) considerados, pero no del tiempo. A partir de la ecuación (2.6),

el proceso de Markov está caracterizado de modo completo. Aśı, el formalismo

abstracto es el mismo que para los sistemas de equilibrio: un sistema esta descrito

por su microestado w y su distribución de probabilidades P (w) en el espacio de

los microestados. Lo que es nuevo para los SFE es la interpretación de w como

una trayectoria en el tiempo del sistema que estemos considerando.

Esta diferencia nos permite considerar varios tipos de observables, que a su vez

permiten definir distintos tipos de macroestados. Por ejemplo, se puede considerar

un observable M(wi) para un instante de tiempo fijo o estático, que está com-

pletamente determinado por el estado del sistema wi en el instante de tiempo i

considerado. O bien estudiar observables dinámicos que corresponden a integra-

les sobre un intervalo temporal dado. En nuestro caso de tiempo discreto, estas

integrales son sumas sobre un cierto rango del tiempo discreto i, 1 ≤ i ≤ N ,

Mn(w) =
1

n

n∑

i=1

f(wi). (2.7)

En matemáticas, estas magnitudes se denominan observables aditivos o funcionales

aditivos [9]. Un ejemplo f́ısico puede ser la enerǵıa E(t) de un SFE promediada

sobre un intervalo de tiempo τ , 1
τ

∫ τ
0
dt′E(t′). Otro tipo de observable dinámico,

conectado con el concepto de las corrientes (de enerǵıa, part́ıculas, etc.) que surgen

en los SFE es

Mn(w) =
1

n

n−1∑

i=1

f(wi, wi+1). (2.8)

Sea cual sea el observable elegido, el objetivo cuando estudiamos un SFE es calcular

la distribución de probabilidad P (M = m) de un observable dado M empezan-

do por una distribución a priori P (w) que caracteriza el proceso de Markov que

describe la dinámica de nuestro sistema. Además, tendremos que ver si en algún

ĺımite de escalamiento esta distribución se concentra en valores espećıficos de M .

Como hemos dicho antes, el ĺımite de escalamiento a considerar depende del sis-

tema y el observable elegido. T́ıpicamente, puede ser el ĺımite de volumen infinito

N → ∞ para un observable fijado en el tiempo M(wi), mientras que es el ĺımite

de intervalo de tiempo infinito n→∞ para un observable aditivo o tipo corriente,

o una combinación de estos dos ĺımites si el observable aditivo implica muchas
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part́ıculas. Este es el caso para la enerǵıa media de un sistema de part́ıculas inte-

grada sobre un intervalo de tiempo τ , que es un observable que consideraremos en

esta memoria. También pueden ser relevantes otros ĺımites, por ejemplo, el ĺımite

de ruido pequeño en sistemas dinámicos en los que se añade una fuerza estocástica

o ruido, el ĺımite de tiempo continuo de sistemas discretos, o el de espacio continuo

para sistemas con espacio discreto [9]. Por supuesto, en ciertos sistemas algunos

de los ĺımites anteriores pueden ser equivalentes, una vez se tengan en cuenta los

detalles de los mismos.

La idea fundamental en los SFE es que esperamos que exista una descripción ma-

croscópica, esto es, que existan ciertos ĺımites de escalamiento que den lugar a

una concentración de la distribución de probabilidad P (M) similar a la discutida

en los sistemas de equilibrio. Este comportamiento t́ıpico toma diferentes formas,

dependiendo de la naturaleza de M : puede ser una evolución t́ıpica de un obser-

vable fijado en el tiempo o un valor t́ıpico de un observable aditivo que aparezca

en el ĺımite de tiempos largos. En el primer caso, a la evolución t́ıpica de M se le

denomina evolución hidrodinámica o modo hidrodinámico, mientras que al segun-

do, se habla de un valor o estado estacionario. Como en el caso de los sistemas de

equilibrio, estos modos hidrodinámicos o valores estacionarios surgen matemáti-

camente a partir de una Ley de los Grandes Números para la variable estocástica

que define el macroestado de interés.

2.1.3. Sistemas en equilibrio frente a sistemas fuera del

equilibrio

Hasta ahora no hemos intentado distinguir entre SFE y SE de otra manera más

precisa que con lo que nos sugiere la distribución de probabilidades relevante en

cada caso. Para los SE, tenemos una distribución P (w) que describe una variable

aleatoria “estática” w, mientras que para los SFE tenemos una variable aleatoria

“dinámica” , es decir, un proceso estocástico w descrito por la distribución P (w).

Pero, ¿qué distingue que un sistema esté en equilibrio o fuera del equilibrio? Evi-

dentemente, si hay evolución temporal de la distribución de un tiempo, P (wi = w)

depende del tiempo i, el sistema está fuera del equilibrio. Pero, ¿y si estamos en

un estado estacionario, en el que P (wi = w) es independiente del tiempo? ¿Cómo

distinguir un SE de un SFE? La respuesta a esta pregunta desde un punto de vista

f́ısico es que la diferencia entre SE y un SFE es que en el primer caso no hay flujos,

de masa, carga, enerǵıa, etc., mientras que en el segundo śı los hay. Para responder

esta misma pregunta desde un punto de vista matemático, necesitamos considerar
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la evolución estocástica en el tiempo de un sistema y estudiar cómo se compor-

ta la distribución a priori P (w) de su trayectoria completa w cuando se invierte

el orden de los tiempos. Para ser más precisos, considermos una trayectoria en

tiempo discreto w = {w1, w2, ..., wn−1, wn}, correspondiente a n pasos de tiempo

consecutivos. Definimos la trayectoria inversa en el tiempo wR como la trayectoria

obtenida a partir de w al reordenar los estados de w en orden inverso, es decir,

wR = wn, wn−1, ..., w2, w1. Matemáticamente, se dice que el sistema modelado por

P (w) se encuentra en equilibrio si P (w) = P (wR) para todas las posibles trayec-

torias w [10]. Lógicamente, si no se satisface esta condición diremos que el sistema

está fuera del equilibrio. Esta condición matemática está ı́ntimamente relacionada

con las nociones de reversibilidad o balance detallado, pero aqúı está expresada a

nivel de trayectorias en lugar de la manera usual con probabilidades de transición.

Por lo tanto, en la bibliograf́ıa más “matemática” de procesos estocásticos [10]

puede encontrarse la afirmación de que la dinámica estocástica de un SE satisfa-

ce balance detallado, mientra que el de un SFE no lo hace. Esto es, en un SFE

tendremos que

P (w|w′)Pst(w
′) 6= P (w′|w)Pst(w), (2.9)

donde Pst(w) es la distribución de probabilidades estacionaria de la dinámica es-

tocástica. Un ejemplo especialmente sencillo de esta situación aparece en la difu-

sión o camino aleatorio simétrico en una red monodimensional discreta [18] . En

ese caso puede verse de modo prácticamente trivial que hay soluciones estaciona-

rias de la dinámica estocástica de dos tipos: (i) sin flujo neto de part́ıculas, J = 0,

en ese caso la distribución estacionaria verifica la condición de balance detalla-

do, y (ii) con flujo neto de part́ıculas, J 6= 0, para esa situación la distribución

estacionaria no verifica balance detallado.

La razón que hay detrás de esta definición es que las distribuciones a priori de equi-

librio, tales como la microcanónica y la canónica, son distribuciones estacionarias

de la dinámica estocástica. Usando el lenguaje habitual de la f́ısica, las probabi-

lidades de transición verifican balance detallado con la distribución de equilibrio

relevante para la situación considerada. Las demostraciones de la condición de ba-

lance detallado siempre involucran una referencia a la reversibilidad de la dinámica

microscópica del sistema; en un sistema en equilibrio sus fluctuaciones surgen sin

dirección “preferente” en el tiempo. Los SFE tienen con frecuencia distribuciones

estacionarias similares a las de equilibrio; pero la forma de esas distribuciones es

en general mucho más complicada que en equilibrio. Retomando el ejemplo del

camino aleatorio simétrico antes mencionado: para el caso de equilibrio, todos los

nudos de la red tienen la misma probabilidad, mientras que para el caso de no
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equilibrio, la distribución de probabilidades es más compleja, y depende del flujo

de part́ıculas J impuesto en el sistema.

2.2. Elementos de la teoŕıa de las grandes des-

viaciones

En esta sección mostraremos como la LDT expresa la observación de que las

distribuciones de probabilidad de las variables que definen los macroestados se

concentran exponencialmente con algún parametro de escala: número de part́ıcu-

las, volumen, tiempo de integración, intensidad del ruido, etc. Esta concentración

exponencial es el origen, para los sistemas de equilibrio, de la aparición de la trans-

formada de Legendre que conecta la entroṕıa y la enerǵıa libre, y por tanto, de la

estructura de Legendre de la termodinámica. Para los SFE, también da lugar a la

transformada de Legendre entre cantidades que son las análogas en no-equilibrio

a la entroṕıa y la enerǵıa libre en el equilibrio.

2.2.1. Resultados generales

Para explicar las ideas centrales y resultados de la LDT, primero consideremos una

variable aleatoria general An donde n puede ser el número de part́ıculas, el número

de pasos de tiempo, etc. El punto de partida de la LDT es la observación de que

la distribución de probabilidad P (w) de An decae a cero exponencialmente rápido

con n para muchas variables de interés. En general, el decaimiento exponencial no

es exacto, pero con frecuencia sucede que es el término dominante en la expresión

de P (An). En este caso, podemos escribir

P (An = a) ≈ e−nI(a), (2.10)

donde I(a) se denomina función tasa de decaimiento (rate of decay function)

o simplemente función de tasa (rate function). Cuando P (An) tiene esta forma,

decimos que P (An) o An satisface un principio de grandes desviaciones (LDP).

Para ser más precisos, decimos que P (An) o An satisfacen un LDP si existe el

ĺımite

ĺım
n→∞

− 1

n
lnP (An = a) = I(a), (2.11)
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que define rigurosamente la función de tasa I(a). El parámetro n en el exponente,

cuyo aumento provoca la concentración de la distribución de probabilidades, se

llama velocidad del LDP [8, 9, 14, 19].

No todas las variables aleatorias satisfacen un LDP, la razón de por qué hay toda

una teoŕıa basada en que una variable estocástica satisfaga un LDP es que muchas

de las variables aleatorias y procesos estocásticos lo hacen [9]. El objetivo de la

LDT, en este contexto, es proporcionar métodos para probar que una variable

aleatoria dada o proceso satisface un LDP y para obtener la función de tasa que

controla el decaimiento del LDP.

Entre estos métodos, vamos a mencionar dos que son especialmente útiles. El

primero es conocido como el Teorema de Gärtner-Ellis [14] y se aplica calculando

la siguiente función:

λ(k) = ĺım
n→∞

1

n
ln〈enkAn〉, (2.12)

conocida como la función generadora de cumulantes escalados (scaled cumulante

generating function, SCGF). En su forma más sencilla, que es la que presentamos

aqúı, el Teorema de Gärtner-Ellis establece que si λ(k) es diferenciable para

todo k ∈ R, entonces An satisface un LDP con una función de tasa dada por la

transformada de Legendre-Fenchel de λ(k):

I(a) = máx
k∈R
{ka− λ(k)}. (2.13)

En muchas aplicaciones f́ısicas, la función generadora de cumulantes λ(k) es di-

ferenciable y estrictamente convexa3. En ese caso, la transformada de Legendre-

Fenchel se reduce a la más conocida transformada de Legendre, esto es,

I(a) = ka− λ(k(a)), (2.14)

con k(a) la única solución de λ′(k) = a. El teorema de Gärtner-Ellis es útil en la

práctica puesto que evita el cálculo directo de P (An). Al calcular la SCGF λ(k) de

An y comprobar que esta función es diferenciable, (i) probamos que P (An) satisface

un LDP y (ii) obtenemos su función de tasa, que controla la concentración de la

distribución de probabilidades P (An) en el ĺımite n→∞.

3Una función f(x) de variable real x ∈ R es convexa si el segmento de ĺınea entre cualesquiera
dos puntos de su gráfica está siempre por encima de su gráfica. Si f(x) es dos veces derivable, es
convexa si y sólo si f ′′(x) ≥ 0. En el caso f ′′(x) > 0, excluyendo la igualdad, la función se llama
estrictamente convexa.
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Para determinadas variables, λ(k) puede calcularse pero no es diferenciable, consúlte-

se la Ref. [9] para ver ejemplos concretos. En este caso, puede probarse que la

transformada de Legendre-Fenchel de λ(k) proporciona lo que se conoce como la

envolvente convexa de I(a). Aśı, para caracterizar completamente la función de

tasa, hay que usar otros métodos, como el principcio de contracción [8, 9, 14, 20]

. La base de este principio es expresar An como una función de f(Bn) de alguna

variable aleatoria Bn que sepamos que satisface un LDP con una función de tasa

J(b), es decir,

P (Bn = b) ≈ e−nJ(b). (2.15)

El principio de contracción establece que An también satisface un LDP con una

función de tasa dada por

I(a) = mı́n
b:f(b)=a

J(b). (2.16)

La minimización en esta expresión aparece como una consecuencia natural de la

utilización del método conocido como principio de Laplace [8, 9, 14] aplicado a la

integral

P (An = a) =

∫

b:f(b)=a

db P (Bn = b) =

∫
db P (Bn = b)δ(a− f(b)). (2.17)

Asumiendo que la distribución de probabilidad P (Bn) decae exponencialmente

con n, como da (2.15), esta integral esta dominada por el término exponencial

más grande tal que f(b) = a. En consecuencia, puede escribirse que

P (An = a) ≈ exp(−n mı́n
b:f(b)=a

J(b)), (2.18)

donde, en el esṕıritu propio de la LDT, no escribimos términos que sean subdo-

minantes con respecto a la exponencial en n, ya que en rigor la función de tasa

está definida a partir del logaritmo de la distribución de probabilidades, véase su

definición rigurosa (2.11). La ecuación (2.18) implica que P (An) satisface un LDP

con una función de tasa dada por la ec. (2.16), esto es, el principio de contracción.

El nombre de “contracción” surge en el contexto de este resultado por el hecho de

que la función f puede ser en general una función multivaluada, en cuyo caso esta-

mos contrayendo las fluctuaciones de Bn a las fluctuaciones de An de tal forma que

la probabilidad de la fluctuación An = a, es la probabilidad de la fluctuación más

probable, aunque exponencialmente improbable, Bn = b que da lugar a An = a.

Esta relación entre la aparición de un término exponencialmente pequeño en las

integrales y la posibilidad de aproximar esas integrales por sus términos dominan-

tes usando el principio de Laplace explica también la aparición del máximo en
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el teorema de Gärtner-Ellis y, de ah́ı, la transformada de Legendre-Frenchel que

conecta las funciones de tasa y las SCGFs [9]. En este sentido, la LDT se puede

ver como el “cálculo” apropiado para las distribuciones de probabilidad que de-

caen exponencialmente, un cálculo que conecta las propiedades de integrales del

tipo 〈enkAn〉, que son exponenciales en n, con las propiedades exponenciales de la

propia distribución de probabilidades P (An).

2.2.2. Grandes desviaciones en equilibrio

La aplicación de los resultados presentados en la sección anterior a los SE es di-

recta. Consideremos un macroestado general, definido a partir de una magnitud

f́ısica MN(w), en un sistema de N part́ıculas. En concreto, investiguemos su dis-

tribución de probabilidades Pβ(MN) en la colectividad canónica, que se define por

la probabilidad a priori

Pβ(w) =
e−βHN (w)

ZN(β)
, ZN(β) =

∫

ΛN

dw e−βHN (w). (2.19)

donde β = (kBT )−1, siendo T la temperatura del foco térmico con la que el sistema

está en equilibrio. Si Pβ(MN) satisface un LDP, es porque exista el ĺımite

ĺım
N→∞

− 1

N
lnPβ(MN = m) = Iβ(m), (2.20)

que define la función de tasa Iβ(m) de la magnitud MN en la colectividad canónica

para una temperatura fijada β. LA SCGF asociada con esa función de tasa es

λβ(k) = ĺım
N→∞

1

N
ln〈eNkMN 〉β, (2.21)

donde

〈eNkMN 〉β =

∫

ΛN

dw eNkMNPβ(w). (2.22)

Si λβ(k) fuera diferenciable en k, entonces por el teorema de Gärtner-Ellis tendŕıa-

mos que Iβ(m) seŕıa la transformada de Legendre-Fenchel de λβ(k). La conexión

entre el LDP de MN y sus valores de equilibrio viene directamente de escribir el

LDP informalmente en la forma

Pβ(MN = m) ≈ e−NIβ(m). (2.23)
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Siendo las funciones de tasa siempre positivas, este resultado muestra que Pβ(MN)

decae exponencialmente rápido con N excepto en los puntos donde se anula Iβ(m).

Por conservación de la probabilidad, esos puntos deben corresponder a los puntos

donde Pβ(MN) se concentra en el ĺımite N → ∞, por tanto a los valores de

equilibrio de MN . Matemáticamente, definimos el conjunto de valores de equilibrio

meq
β de MN en la colectividad canónica como el conjunto de mı́nimos globales y

ceros de la función de tasa Iβ(m):

meq
β = {m : Iβ(m) = 0}. (2.24)

Una definición similar se puede dar para los valores de equilibrio de MN en la

colectividad microcanónica o cualquier otra colectividad, reemplazando Pβ(w) con

la distribución de probabilidad a priori que define esas colectividades; véase la Sec.

5.3 de la Ref. [9].

La función de tasa describe por supuesto no sólo los estados de equilibrio sino

también las fluctuaciones alrededor de esos estados. En particular, si la función de

tasa Iβ(m) admite una expansión serie de Taylor de la forma

Iβ(m) = a(m−meq
β )2 +O(|m−meq

β |
3) (2.25)

alrededor de un valor de equilibrio dado meq
β , entonces las fluctuaciones pequeñas

de MN alrededor de meq
β están distribuidas de forma gaussiana. Sin embargo,

como muestra la fig. 2.1, la función de tasa es raramente una parábola exacta,

lo que significa que las fluctuaciones grandes de MN en torno a meq
β no están

distribuidas de manera gaussiana en general. Su distribución está determinada

por la forma concreta de la función de tasa Iβ(m) en todo el rango de valores de

m, que dependerá del sistema estudiado.

Esto explica el término grande en grandes desviaciones: al contrario que ocurre en

el teorema del Ĺımite Central, que da únicamente información sobre la distribución

de las variables aleatorias cerca de su media, la LDT da información sobre las

fluctuaciones o desviaciones tanto grandes como pequeñas alrededor de los valores

más probables de variables aleatorias. Desde este punto de vista, la LDT puede

verse como una generalización del teorema del Ĺımite Central y/o de la Ley de los

Grandes Números.

Las observaciones anteriores son válidas para cualquier variable aleatoria. Se puede

establecer una conexión más concreta con los SE estudiando la función de grandes
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I

x

x̃

gaussian

Figura 2.1: Representación de una curva t́ıpica de una función de tasa I(x)
(ĺınea azul), junto con su aproximación gausisana (ĺınea roja), válida para fluc-
tuaciones pequeñas. Vemos que la probabilidad de un valor x� x̃ es t́ıpicamente

mayor para la función I(x) que para la aproximación gaussiana.

desviaciones de la enerǵıa por part́ıcula hN = HN/N . Admitamos que la distri-

bución a priori en el espacio de las fases viene dada por la distribución canónica

(2.19), la probabilidad de que hN = e vendrá dada por

Pβ(hN = e) =

∫
dw Pβ(w)δ(e− hN(w)) =

e−Nβe

Z(β)

∫
dw δ(e− hN(w))

=
ΩN(e)e−Nβe

Z(β)
. (2.26)

Hemos definido la densidad de estados

ΩN(e) =

∫
dw δ(e− hN(w)), (2.27)

como es habitual en mecánica estad́ıstica de equilibrio, Para prácticamente la

totalidad de SE, se sabe que esta densidad de estados crece exponencialmente con

N o, en general, con el volumen. Más concretamente, esto quiere decir que

1

N
ln ΩN(e)→ s(e), N � 1, (2.28)

donde s(e) es independiente de N en el ĺımite termodinámico que estamos con-

siderando. La magnitud intensiva s(e) es la entroṕıa espećıfica (por part́ıcula)

correspondiente al valor de la enerǵıa considerado e, una manera más laxa de es-

cribir la ecuación anterior seŕıa ΩN(e) ≈ exp[Ns(e)], N � 1. Esta última igualdad

asintótica habŕıa que entenderla como que puede sustituirse ΩN(e) por exp[Ns(e)]
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dentro de las integrales tipo Laplace o punto de silla que aparecen al calcular

los valores medios de funciones de la enerǵıa. Teniendo en cuenta la definición

de entroṕıa por part́ıcula, ecs. (2.27)-(2.28), y la definición de enerǵıa libre por

part́ıcula,

ϕ0(β) = − 1

Nβ
lnZN(β), (2.29)

se pueden relacionar ambas, ya que

ZN(β) =

∫
deΩN(e)e−βNe ∼

∫
de eN [s(e)−βe] ∼ eN máxe{s(e)−βe}. (2.30)

Combinando las ecuaciones (2.29) y (2.30), llegamos finalmente a que la enerǵıa

libre ϕ0 es proporcional a la transformada de Legendre-Frenchel de la entroṕıa s,

ϕ0(β) = − 1

β
máx
e
{s(e)− βe} =

1

β
ı́nf
e
{βe− s(e)} . (2.31)

Vamos a usar el teorema de Gärtner-Ellis para intentar calcular la función de

tasa de la enerǵıa Iβ(e). En primer lugar, calculamos la función generatriz de

cumulantes λβ(k), definida en la ecuación (2.12). En el presente contexto,

λβ(k) ≡ ĺım
N→∞

1

N
ln〈eNke〉β. (2.32)

En la igualdad, el valor medio se toma con la distribución de probabilidades

P (hN = e) que hemos calculado en el párrafo anterior. Por tanto,

〈eNke〉β =

∫
de eNkePβ(hN = e). (2.33)

Ahora tenemos en cuenta las ecuaciones (2.26), (2.28) y (2.29) para escribir

〈eNke〉β ∼
∫
de eN [ke−βe+s(e)+βϕ0(β)] ∼ eN máxe{ke−βe+s(e)+βϕ0(β)}, (2.34)

lo que es válido en el ĺımite termodinámico N � 1. Combinando las ecuaciones

(2.32) y (2.33) obtenemos que

λβ(k) = máx
e
{ke− βe+ s(e) + βϕ0(β)} , (2.35)

se tiene que λβ(k) tiene la forma de una transformada de Legendre-Frenchel, en

concreto de la función

Iβ(e) = βe− s(e)− βϕ0(β). (2.36)
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Hemos denominado esta función Iβ(e), que es el nombre intuitivo para la fun-

ción de tasa de la enerǵıa, ya que coincide con ella. Con bastante generalidad, la

transformada de Legendre-Frenchel es con bastante generalidad autoinversa o invo-

lutiva [20]: la transformada de Legendre-Frenchel de la transformada de Legendre-

Frenchel de una función es igual a esa misma función. Si se cumplen las condiciones

matemáticas para este resultado, tendremos que se verifica un principio de grandes

desviaciones para Pβ(hN = e),

Pβ(hN = e) ∼ e−NIβ(e), Iβ(e) = β

[
e− s(e)

β
− ϕ0(β)

]
. (2.37)

Su función de tasa Iβ(e) puede interpretarse como proporcional a la diferencia

entre la enerǵıa libre correspondiente a cualquier estado de enerǵıa e, e − s(e)
β

, y

la enerǵıa libre ϕ0(β) en los estados de equilibrio4. Los posibles valores o esta-

dos de equilibrio se corresponden a las enerǵıas por part́ıcula que maximicen (y

anulen) Iβ(e): derivando con respecto a e se obtiene la relación termodinámica

β = ∂s(e)/∂e. Esto es consistente con el crecimiento exponencial de ΩN(e) pro-

puesto en la ecuación (2.28), ya que tanto β como las entroṕıa s(e) y enerǵıa e

por part́ıcula son magnitudes intensivas. Si, además, usamos la ecuación (2.31),

obtenemos que Iβ(e) se anula en los valores de equilibrio de la enerǵıa por part́ıcu-

la, consistentemente con la concentración de la probabilidad en esos valores que

predice la LDT en el ĺımite termodinámico.

2.2.3. Grandes desviaciones fuera del equilibrio

Vamos a considerar ahora un macroestado fuera del equilibrio u observable Mn(w)

que involucra n pasos de tiempo, para un proceso de Markov w = {w1, w2, ..., wn}
descrito por los elementos de la matriz de transición P (w′|w). Las propiedades de

las grandes desviaciones se pueden estudiar de manera similar a como lo hemos he-

cho en el caso de los macroestados de equilibrio calculando la SCGF λ(k) asociada

con la magnitud de interés Mn. Después, si λ(k) es diferenciable, podemos obtener

la función de tasa de Mn como su transformada de Legendre-Fenchel. Como esta-

mos asumiendo que el proceso estocástico que describe la dinámica microscópica es

markoviano, podemos usar esta propiedad para obtener una expresión más expĺıci-

ta de λ(k). Por ejemplo, en el caso de un observable aditivo como el introducido

4Todas las enerǵıas en esta afirmación se entienden por part́ıcula. La constante de proporcio-
nalidad es β.
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en la ec. (2.7), tenemos

λ(k) = ln ζ(P̃k), (2.38)

donde ζ(P̃k) el autovalor mayor de la llamada matriz de transición modificada P̃k,

cuyos elementos vienen dados por

P̃k(w
′|w) = P (w′|w)ekf(w′). (2.39)

Para los observables de tipo corriente Mn mostrados en la ec. (2.8), tenemos el

mismo resultado, pero con la matriz de transición modificada P̃k dada por

P̃k(w
′|w) = P (w′|w)ekf(w′,w). (2.40)

Para los procesos de Markov en tiempo continuo, los resultados de arriba se tra-

ducen como sigue. Para un funcional aditivo

Mn(w) =
1

τ

∫ τ

0

dt f(wt), (2.41)

la SCGF λ(k), calculada en el ĺımite τ → ∞, está dada por el autovalor más

grande del generador de la dinámica modificado,

G̃k(w
′, w) = G(w′, w) + kf(w)δw′,w, (2.42)

siendo G(w′, w) los elementos del generador original del proceso. Nótese la ausencia

aqúı del logaritmo, dado que estamos trabajando con el generador, no con la matriz

de transición. Para observables tipo corriente tenemos análogamente la forma

Mτ (w) =
1

τ

N(τ)−1∑

i=0

f(wti , wti+1
) (2.43)

donde la suma se hace sobre las N(τ) transiciones aleatorias wti → wti+1
, entre

diferentes estados. De nuevo, λ(k) esta dado por el autovalor más grande del

generador de una dinámica modificada, cuyos elementos son

Gk(w,w
′) = G(w,w′)ekf(w,w′). (2.44)

Otros observables que involucren otros parámetros de escalamiento, ademas del

número de part́ıculas o el tiempo, se pueden tratar de una manera similar. En to-

dos los casos, los LDPs que obtenemos nos dan información sobre las fluctuaciones
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Figura 2.2: (a) Fluctuaciones de la densidad en un subsistema con volumen
v para un sistema en equilibrio. (b) Convergencia de la corriente integrada en
el espacio y el tiempo a su valor t́ıpico 〈q〉 para diferentes realizaciones del
sistema (nube de ĺıneas superior), y una representación de la concentración de
la probabilidad asociada con el LDP cuando el tiempo crece. (c) Curva t́ıpica
de una función de grandes desviaciones. (d) Esquema de una situación t́ıpica en

un sistema fuera del equilibrio con un gradiente de temperatura.

del observable de interés, de manera similar a como ocurre en los LDPs para el

equilibrio. En particular, el mı́nimo global y los ceros de la función de tasa deter-

minan los valores t́ıpicos del observable, que se interpretan f́ısicamente como los

estados estacionarios t́ıpicos o ecuaciones o estados hidrodinámicos, dependiendo

del observable considerado. Análogamente, la forma de la curva de la función de

tasa alrededor del mı́nimo determina el comportamiento de las fluctuaciones gran-

des y pequeñas del observable alrededor de sus valores t́ıpicos, como se ve en la

figura 2.2.

Con el conocimiento de la función de tasa de un observable, es posible por ejemplo

determinar si ese observable satisface una relación de simetŕıa de fluctuación. Para

ser más concretos, consideremos un observable Mτ integrado sobre el tiempo τ y

asumamos que satisface un LDP con una función de tasa I(m). Decimos que Mτ

satisface una relación de fluctuación de tipo Gallavotti-Cohen si se verifica para

todo valor m que
P (Mτ = m)

P (Mτ = −m)
∼ e2τεm, (2.45)
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siendo ε una constante positiva. F́ısicamente, esto significa que las fluctuaciones

positivas de Mτ son exponencialmente más probables que las negativas de igual

magnitud. En términos de grandes desviaciones, es fácil ver que una condición

suficiente, pero no necesaria, para tener este resultado es que la correspondiente

función de tasa I(m) satisfaga la siguiente relación de simetŕıa,

I(−m)− I(m) = 2εm. (2.46)

En términos de la SCGF, la condición suficiente equivalente a la anterior es que

λ(k) = λ(−k − 2ε). (2.47)

2.3. Estad́ıstica de la corriente en sistemas con-

servativos difusivos fuera del equilibrio

2.3.1. Teoŕıa de las fluctuaciones macroscópicas

En una serie de trabajos recientes [11, 21–23], Bertini, De Sole, Gabrielli, Jona-

Lasinio, y Landim han introducido una teoŕıa de fluctuaciones macroscópicas

(MFT) que describe las fluctuaciones dinámicas en sistemas difusivos con inyec-

ción de enerǵıa, aśı como sus LDFs asociadas. Para ello, parten de una descrip-

ción macroscópica reescalada del sistema de interés, t́ıpicamente una ecuación

hidrodinámica, donde los únicos parámetros a determinar son los coeficientes de

transporte. Este enfoque es muy general, pero se traduce en un problema varia-

cional muy complejo para obtener las LDF de las magnitudes relevantes. Por lo

tanto, para poder avanzar en esta teoŕıa, se han explorado diferentes esquemas

para las soluciones y propuesto hipótesis que simplifiquen el problema variacional

resultante. Un ejemplo es el llamado principio de aditividad, que es aplicable ba-

jo determinadas condiciones y que ha permitido el cálculo expĺıcito de las LDF

relevantes, abriendo la puerta a un procedimiento sistemático para el cálculo de

las mismas en sistemas fuera del equilibrio. Esta conjetura de aditividad se pue-

de violar, esto es, dejar de ser válida, para fluctuaciones extremas mediante una

transición de fase a nivel fluctuante que produce una ruptura de simetŕıa [24].

Procedemos ahora a describir la MFT en detalle. Consideramos una clase amplia de

sistemas caracterizados por una magnitud que se conserva localmente. Por tanto,

nuestro punto de partida es una ecuación de continuidad para dicha magnitud:
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enerǵıa, part́ıculas, momento, carga, etc. [10, 11, 21–23, 25]

∂tρ(r, t) = −∇ · [QE(ρ(r, t)) + ξ(r, t)] . (2.48)

Esta ecuación se obtiene tras hacer el ĺımite apropiado, en el que las coordenadas

de tiempo y de espacio microscópico, t y r, se reescalan difusivamente: t = t/N2,

r = r/N , donde N es el tamaño del sistema [26]. Por consiguiente, las coordenadas

macroscópicas son (r, t) ∈ Λ × [0, τ ], donde Λ ≡ [0, 1]d es el dominio espacial y d

es la dimensionalidad del sistema. En la ec. (2.48), ρ(r, t) representa el campo de

densidad, y j(r, t) = QE(ρ(r, t)) + ξ(r, t) es el campo de corriente fluctuante, con

una promedio local dado por QE(ρ(r, t)) que puede incluir en general el efecto de

un campo conservativo externo E,

QE(ρ(r, t)) = Q(ρ(r, t)) + σ(ρ(r, t))E (2.49)

El campo ξ(r, t) es un ruido gaussiano y blanco caracterizado por una varianza

σ(ρ(r, t)), que se suele denominar movilidad en este contexto

〈ξi(r, t))〉 = 0 ; 〈ξi(r, t)ξj(r′, t′)〉 =
1

Nd
σ(ρ)δi,jδ(r− r′)δ(t− t′), (2.50)

siendo (i, j) las componentes de las coordenadas espaciales, 1 ≤ i, j ≤ d. Este

término de ruido da cuenta de las fluctuaciones aleatorias que existen en el siste-

ma a nivel microscópico: representa los grados de libertad microscópicos rápidos

que se promedian para obtener la ec. (2.48), y cuyo efecto neto en la evolución

macroscópica es esta perturbación aleatoria gaussiana, consistentemente con el teo-

rema del ĺımite central. La ecuación (2.50) indica que ξ(r, t) escala como N−d/2.

Para sistemas de tamaño grande pero finito, N � 1, nos encontramos en el ĺımite

de ruido débil, solamente en el ĺımite N →∞ se recupera exactamente la ecuación

hidrodinámica determinista, sin ruido.

Los ejemplos que incluyen los sistemas descritos por la ec. (2.48) son fundamen-

talmente sistemas difusivos [10, 11, 21–24, 27–30], donde Q(ρ(r, t)) está dado por

la ley de Fourier si ρ es una densidad de enerǵıa o por la ley de Fick si ρ es una

densidad de masa

Q(ρ(r, t)) = −D(ρ)∇ρ(r, t). (2.51)

El coeficiente de transporte D(ρ) se denomina difusividad. Para definir completa-

mente el problema, hay que añadir a las ecuaciones (2.48)-(2.49) las condiciones

de contorno apropiadas. Dependiendo de la situación f́ısica considerada, pueden
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ser periódicas, en cuyo caso Λ es un toro de d dimensiones, o no homogéneas con

ϕ(ρ(r, t)) = ϕ0(r), r ∈ ∂Λ (2.52)

cuando existe inyección de enerǵıa a través de los contornos y posiblemente un

gradiente externo: ∂Λ es el contorno de Λ y ϕ0 es el potencial qúımico de los

reservorios en δΛ. Los coeficientes de transporte que aparecen en la ecuación (2.48)

pueden medirse en experimentos o en simulaciones, y nos ofrecen una descripción

cerrada del comportamiento de las fluctuaciones macroscópicas del sistema. Para

los sistemas difusivos gobernados por la Ley de Fourier (2.51), el coeficiente de

difusión D(ρ) y la movilidad σ(ρ) satisfacen una relación de Einstein local

D(ρ) =
σ(ρ)

κ(ρ)
(2.53)

donde κ(ρ) es la compresibilidad, κ(ρ)−1 = f ′′0 (ρ), y f0(ρ) es la enerǵıa libre del

sistema en equilibrio. Las ecuaciones de arriba describen un sistema en equilibrio

cuando el estado estacionario esté caracterizado por una corriente nula. Esto es

lo que sucede cuando tenemos condiciones periódicas de contorno y no hay cam-

po externo, o cuando, con condiciones de contorno no periódicas, los potenciales

qúımicos en los contornos son los mismos. Cuando la corriente en el estado esta-

cionario sea no nula, el sistema estará fuera del equilibrio.

Consideremos ahora la probabilidad de observar una historia {ρ(r, t), j(r, t)}τ0 de

duración τ para los campos de densidad y corriente, que puede ser diferente de

la trayectoria hidrodinámica promedio. Esta probabilidad puede escribirse como

una integral de camino sobre todas las posibles realizaciones del ruido {ξ(r, t)}τ0,

pesadas por su medida gaussiana. Más concretamente,

P ({ρ, j}τ0) =

∫
Dξexp

(
−Nd

∫ τ

0

dt

∫

Λ

dr
ξ2

2σ(ρ)
ΠtΠrδ (ξ − (j−QE(ρ))

)
, (2.54)

esta integral está restringida a las realizaciones compatibles con la ecuación de

continuidad (2.48), que debe verificarse en cada punto del espacio y el tiempo,

esto es

∂tρ+∇ · j = 0. (2.55)

Además, hay que tener en cuenta las condiciones de contorno, como hemos discuti-

do anteriormente. Nótese que el acoplamiento entre ρ y j expresado por la ecuación

de continuidad no determina uno de estos campos uńıvocamente a partir del otro5.

5Por ejemplo, ρ0(r, t) = ρ(r, t)+χ(r) y (r, t) = j(r, t)+g(r, t), con χ(r) y g(r, t) con divergencia
nula, satisfacen la misma ecuación de continuidad. En otras palabras, esto significa que a partir de



34 Caṕıtulo 2 Teoŕıa de las grandes desviaciones y mecánica estad́ıstica

Esta no unicidad en la descripción macroscópica aparece como consecuencia de los

promedios sobre las variables rápidas o grano grueso que conducen desde la dinámi-

ca microscópica determinista a la dinámica mesoscópica estocástica. La ec. (2.54)

naturalmente lleva a [25]

P ({ρ, j}τ0) ∼ exp
(
+NdIτ (ρ, j)

)
(2.56)

que tiene la forma de un LDF. El funcional de tasa Iτ (ρ, j) está dado por

Iτ (ρ, j) = −
∫ τ

0

dt

∫

Λ

dr
(j(r, t)−QE(ρ))2

2σ(ρ)
. (2.57)

Este funcional juega un papel importante en la MFT y sus extensiones, ya que

contiene toda la información necesaria para calcular las LDFs de los observables

macroscópicos relevantes, haciendo uso del principio de contracción, que vimos en

la sección 2.2.1. Por ejemplo, Bertini y sus colaboradores han investigado las fluc-

tuaciones del campo de la densidad fuera del equilibrio, obteniendo una ecuación

de Hamilton-Jacobi para el problema variacional que permite calcular la LDF co-

rrespondiente [11, 21–23]. Además, la MFT nos muestra que el camino óptimo que

lleva a una fluctuación macroscópica de la densidad dada es el inverso en el tiempo

del camino de relajación desde esta fluctuación de acuerdo con cierta ley hidro-

dinámica adjunta, no necesariamente igual a la original[11, 21–23]. Este resultado

general, válido para una situación arbitrariamente lejos del equilibrio, se reduce a

la teoŕıa de Onsager-Machlup [31] cuando las desviaciones respecto al equilibrio

son pequeñas, y es ĺıcito linealizar las ecuaciones alrededor del equilibrio.

2.3.1.1. Termodinámica de las corrientes

Ahora vamos a centrarnos en la estad́ıstica de las corrientes. Comprender como la

dinámica microscópica determina los promedios a tiempos largos de las corrientes

y sus fluctuaciones es uno de los principales objetivos de la f́ısica estad́ıstica de

sistemas fuera del equilibrio. Con mucha generalidad, se puede decir que un es-

tado estacionario de no equilibrio se diferencia de un estado de equilibrio por la

presencia de corrientes en el sistema. En consecuencia, la corriente es un obser-

vable que caracteriza el comportamiento macroscópico de muchos sistemas fuera

del equilibrio. Nos centraremos en la probabilidad Pτ (J) de observar una corriente

un campo de densidad podemos determinar el campo de corriente más un vector con divergencia
nula.
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promediada en el espacio y el tiempo

J =
1

τ

∫ τ

0

dt

∫

Λ

dr j(r, t). (2.58)

Esta probabilidad se puede escribir como

Pτ (J) =

∫ ∗
DρDjP ({ρ, j}τ0)δ

(
J− 1

τ

∫ τ

0

dt

∫

Λ

dr j(r, t)

)
,

donde el asterico quiere decir que la integral de camino está restringida a las histo-

rias {ρ, j}τ0 que verifican la ecuación de continuidad (2.55). Dado que el exponente

de P ({ρ, j}τ0) es proporcional tanto a τ como a Nd, véase la ec. (2.56), para tiempos

y tamaños de sistema grandes la integral de arriba está dominada por el máximo

del exponente. Esto lleva a un cálculo tipo “punto de silla”, a partir del cual la

probabilidad Pτ (J) verifica el siguiente LDP

Pτ (J) ∼ exp
(
+τNdG(J)

)
, (2.59)

donde el funcional de tasa de la corriente G(J) es

G(J) = −1

τ
mı́n
{ρ,j}τ0

{∫ τ

0

dt

∫

Λ

dr
(j(r, t)−QE(ρ))2

2σ(ρ)

}
, (2.60)

sujeto a las condiciones (2.55) y (2.58). La LDF G(J) mide el decaimiento expo-

nencial con el que la corriente tiende a su valor estacionario, J→ Jest, en el ĺımite

Ndτ � 1. Aunque por simplicidad no se ha indicado expĺıcitamente en la notación

empleada, la LDF depende paramétricamente del intervalo de tiempo considerado

τ . Alternativamente, podemos considerar que la LDF G(J) de la ecuación (2.60)

se calcula para un intervalo de tiempo τ muy grande, esto es, en el ĺımite τ →∞.

Los campos de densidad y corrientes óptimos soluciones del problema variacional

de la ec. (2.60), que denotaremos por ρJ(r, t) y jJ(r, t), pueden interpretarse como

los caminos óptimos que el sistema sigue en el espacio de las fases mesoscópico con

objeto de mantener un cierto valor de la corriente integrada J en el espacio y en

el tiempo.

A pesar de su complejidad, la LDF de la corriente G(J) obdece una propiedad

de simetŕıa que aparece como consecuencia de la reversibilidad de la dinámica

microscópica subyacente. Esta relación de simetŕıa se conoce como el teorema de

fluctuación Gallavotti-Cohen [32], que como hemos visto en la sección anterior,

relaciona la probabilidad de observar un fluctuación de la corriente integrada J

durante un tiempo τ con la probabilidad del evento inverso, en que la corriente es
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igual a −J,

ĺım
τ→∞

1

τNd
ln

(
Pτ (J)

Pτ (-J)

)
= 2ε · J, (2.61)

donde ε es cierto vector constante, que depende en general de las condiciones

de contorno impuestas –f́ısicamente, de los baños con los que el sistema esté en

contacto en su contorno– y del campo externo aplicado [33]. La ecuación anterior

es la particularización para las fluctuaciones de la corriente del resultado general

(2.45).

2.3.2. Aditividad de las fluctuaciones de la corriente

La ecuación (2.60) define un problema variacional complejo, para los campos de

corriente y densidad [10, 11, 21–23]. Las siguientes hipótesis, cuya imagen f́ısica

discutiremos más adelante, simplifican la complejidad del problema variacional

asociado:

1. Los perfiles óptimos de corriente y densidad que soportan una fluctuación

dada son independientes en el tiempo, ρJ(r) y jJ(r). Esto, junto con la ecua-

ción de continuidad (2.55) que acopla ambos campos, implica que el campo

vectorial de la corriente tiene también divergencia nula, ∇ · jJ(r) = 0.

2. Una simplificación más, consiste en asumir que este campo de corriente ópti-

mo no tiene estructura espacial, es decir, que jJ(r) = J. En el caso unidimen-

sional, esta hipótesis 2 no es independiente de la primera, ya que la condición

de divergencia nula implica que dJ(x)/dx = 0, esto es, J es constante.

La imagen f́ısica detrás de estas hipótesis se corresponde a un sistema que, des-

pués de un tiempo transitorio, muy pequeño sobre la escala difusiva τ , el sistema

se sitúa en un estado independiente del tiempo con un campo de densidad deter-

minado y un campo de corriente espacialmente uniforme igual a J. Se espera que

este comportamiento minimice el coste de una fluctuación, al menos para desvia-

ciones pequeñas y moderadas respecto del comportamiento promedio en el estado

estacionario de no equilibrio, para el que las hipótesis 1 y 2 se cumplen trivial-

mente. Estas hipótesis son las generalizaciones a dimensión arbitraria del principio

de aditividad introducido por Bodineau y Derrida para un medio unidimensional

difusivo [27]. La validez de de esta conjetura ha sido comprobada numéricamente

por Hurtado y Garrido con un gran grado de precisión en un intervalo amplio

de fluctuaciones de la corriente en algunos sistemas sencillos [24, 28, 29, 34, 35].
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Por otro lado, también se sabe que para fluctuaciones suficientemente grandes el

principio de aditividad deja de ser válido, y los caminos óptimos soluciones del

problema variacional se vuelven dependientes del tiempo.

A partir de las hipótesis del principio de aditividad, podemos escribir la LDF para

la corriente, dada por la ec. (2.60) como [10, 25, 27, 36]

G(J) = −mı́n
ρ(r)

∫

Λ

dr
[J−QE(ρ)]2

2σ(ρ(r))
. (2.62)

Aunque el ruido de la corriente, que está en la base del procedimiento matemático

que lleva a la LDF en la ecuación anterior, es gaussiano, la distribución de la

corriente integrada tiene colas no gaussianas [10, 11, 21–23, 28, 29]. La forma

concreta de estas colas se deduce a partir de la solución de la ecuación de Euler-

Lagrange complicada, no lineal, que se sigue a partir del procedimiento variacional

impĺıcito en la ecuación (2.62). El perfil de densidad óptimo ρJ(r) es entonces la

solución de
δπ2(ρ(r))

δρ(r′)
− 2J · δπ1(ρ(r))

δρ(r′)
+ J2 δπ0(ρ(r))

δρ(r′)
= 0, (2.63)

complementada con las condiciones de contorno apropiadas. Hemos usado la no-

tación δ
δρ(r′)

para la derivada funcional, y definido

πn(ρ(r)) =

∫

Λ

dr Wn(ρ(r)), Wn(ρ(r)) ≡ Qn
E(ρ(r))

σ(ρ(r))
. (2.64)

Para los modelos difusivos en ls que estamos interesados, se tiene que QE(ρ(r)) =

−D(ρ)∇ρ, por tanto la ecuación diferencial (2.63) para el perfil óptimo toma la

forma

J2a′(ρJ)− c′(ρJ)(∇ρJ)2 − 2c(ρJ)∇2ρJ = 0, (2.65)

donde a(ρJ) = (2σ(ρJ))−1, c(ρJ) = D2(ρJ)a(ρJ) y la prima denota la derivada con

respecto al argumento. Multiplicando la ecuación de arriba por ∇ρJ, obtenemos

tras integrar

D(ρJ)2(∇ρJ)2 = J2
[
1 + 2σ(ρJ)K(J2)

]
, (2.66)

donde K(J2) es una constante de integración que garantiza la aplicación de las

condiciones de contorno para ρJ. Las ecs. (2.62) y (2.66) determinan completa-

mente la distribución de corriente Pτ (J) en un medio difusivo que, recordemos, es

en general no gaussiana, excepto en el ĺımite de pequeñas fluctuaciones.
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Originalmente, el principio de aditividad se presentó para sistemas difusivos uni-

dimensionales [27]. A continuación, esquematizamos esta presentación, que pos-

teriormente se ha demostrado que es equivalente a nuestras dos hipótesis 1 y 2

[11, 21–23]. Sea PN(J, ρL, ρR, τ) la probabilidad de observar una corriente prome-

diada en el tiempo J durante un tiempo grande τ en un sistema unidimensional

de tamaño N en contacto con dos reservorios a densidades ρL y ρR. El principio

de aditividad relaciona esta probabilidad con las probabilidades de mantener una

fluctuación de la misma corriente en dos subsistemas de tamaño N− l y l, es decir,

PN(J, ρL, ρR, τ) = máx
ρ

[PN−l(J, ρL, ρ, τ)× Pl(J, ρ, ρR, τ)] . (2.67)

La maximización sobre la densidad de contacto ρ puede racionalizarse escribiendo

esta probabilidad como una integral sobre ρ del producto de las probabilidades pa-

ra los subsistemas, y admitiendo que éstas deberian obedecer también un principio

de grandes desviaciones. A partir de ah́ı, un cálculo de punto de silla en el ĺımite

de tiempos grandes τ nos lleva a la expresión anterior. El principio de aditividad

puede reescribirse para la LDF de la corriente como

NG(J, ρL, ρR) = máx
ρ

[(N − l)G(J, ρL, ρ) + lG(J, ρ, ρR)] . (2.68)

Dividiendo reiterativamente el sistema de tamaño N en segmentos cada vez más

pequeños, y asumiendo fluctuaciones locales gausianas, es fácil demostrar que en

el ĺımite continuo se puede obtener una forma variacional para G(J, ρL, ρR) que es

una expresión análoga a la ec. (2.62).

2.3.3. El modelo KMP en el caso conservativo

En 1982, C. Kipnis, C. Marchioro y E. Presutti [37] propusieron un modelo de red

(modelo KMP) simple con objeto de entender de una manera matemáticamente

rigurosa el transporte de enerǵıa en sistemas con muchos grados de libertad. Una

de las caracteŕısticas que ha contribuido a la “popularidad” del modelo KMP es

la posibilidad de demostrar rigurosamente la ley de Fourier en el caso unidimen-

sional, para un gradiente de temperaturas arbitrario. Además, la aproximación de

equilibrio local es exacta en este estado estacionario de no equilibrio. Éstas y otras

propiedades interesantes del modelo KMP lo convierten en un campo ideal para

probar la MFT y sus posibles extensiones.
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Figura 2.3: Representamos el modelo de Kipnis-Marchioro-Presutti de trans-
porte en redes 1D bajo diferentes condiciones de contorno. Arriba: Sistema aco-
plado a baños térmicas a diferentes temperaturas TL 6= TR. Abajo: Condiciones
de contorno periódicas. Cada sitio de la red está caracterizado por una enerǵıa
ρi ≥ 0, i ∈ [0, N ], y la dinámica se introduce mediante colisiones entre los vecinos

más próximos, redistribuyéndose la enerǵıa dentro del par que colisiona.

Originalmente, el modelo de KMP está definido en una red unidimensional con

N sitios, véase la figura 2.3, aunque se puede generalizar fácilmente a una red de

dimensión arbitraria. Cada sitio de la red está caracterizado por su enerǵıa, de

modo que la enerǵıa total del sistema es la suma de las enerǵıas de todos los sitios.

De esta manera, no hay interacción entre los sitios de la red a nivel “estático”,

pero śı en la dinámica. Ésta se modela mediante una cadena de Markov (el tiempo

es discreto): en cada paso de tiempo se redistribuye la enerǵıa localmente, dentro

de una pareja de vecinos más próximos escogida al azar. Siendo más concretos, la

configuración microscópica se define en cada instante por el conjunto ρ = {ρi, i =

1, ...N}, donde ρi ≥ 0 es la enerǵıa del sitio i. En un paso de tiempo, se escoge

completamente al azar una pareja de vecinos más próximos (i, i+1), y sus enerǵıas

evolucionan desde (ρi, ρi+1) a (ρ′i, ρ
′
i+1) con la “regla de colisión”

ρ′i = p(ρi + ρi+1), ρ′i+1 = (1− p)(ρi + ρi+1), (2.69)

donde p es un número aleatorio uniformente distribuido en el intervalo [0, 1]. Esta

dinámica conserva la enerǵıa, se verifica que ρi + ρi+1 = ρ′i + ρ′i+1, ∀p. En este

caso conservativo, las probabilidades de transición del proceso de Markov verifi-

can balance detallado con la distribución microcanónica: en un sistema aislado,

sin inyección de enerǵıa, el sistema alcanzaŕıa el estado de equilibrio descrito por

la distribución microcanónica en el ĺımite de tiempos grandes. En este sentido, se
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dice a veces que la dinámica es “reversible”, porque la probabilidad de una tran-

sición (ρi, ρi+1)→ (ρ′i, ρ
′
i+1) es igual a la del proceso inverso (ρ′i, ρ

′
i+1)→ (ρi, ρi+1)

. Sin embargo, el estado estacionario al que tiende el sistema no es siempre el

correspondiente al colectivo microcanónico: en general depende de las condiciones

de contorno. En el art́ıculo original [37], y en otros estudios del transporte de

enerǵıa, se consideran contornos abiertos en el modelo KMP con extremos en las

posiciones i = 1, N de la cadena unidimensional conectada a dos baños térmicos

a diferentes temperaturas, véase la figura 2.3. En este caso, los sitios extremos

pueden intercambiar enerǵıa con los baños térmicos, a temperaturas TL en i = 1

y TR en i = N , es decir, ρ1,N → ρ′1,N con la siguiente regla

ρ′1,N = p(ρ̃R,L + ρ1,N) (2.70)

donde p ∈ [0, 1] es de nuevo un número aleatorio uniformente distribuido y ρ̃R,L

es otro número aleatorio independiente tomado de una distribución de Gibbs a la

temperatura correspondiente, P (ρk) = βkexp(−ρkβk), k = L,R, con βk = T−1
k si

medimos la temperatura en unidades de enerǵıa, esto es, tomamos la constante

de Boltzmann igual a la unidad. Alternativamente, podemos pensar que hemos

introducido dos sitios extra en la red, i = 0 para la izquierda e i = N + 1 para la

derecha. Cuando se escogen las parejas (0, 1) o (N,N + 1) tenemos una colisión

“normal”, pero las enerǵıas de los sitios de los baños son aleatorias, y siempre

están distribuidas de acuerdo con la distribución canónica correspondiente. Para

TL 6= TR, se ha demostrado rigurosamente que el modelo KMP alcanza un estado

estacionario de no equilibrio en el ĺımite de escalamiento hidrodinámico N →∞,

con una corriente de enerǵıa promedio no nula descrita por la ley de Fourier,

Jest = D(ρ)
dρest(x)

dx
, x ∈ [0, 1] , (2.71)

donde D(ρ) = 1/2 es la conductividad (o difusividad) para el modelo KMP, y

ρest(x) es un perfil estacionario lineal

ρest(x) = TL + x(TR − TL). (2.72)

Además, también se ha probado la convergencia hacia la medida de Gibbs en

este ĺımite [37], esto es, que ρi, i ∈ [1, N ], tiene una distribución exponencial con

la temperatura local ρest
(
xi = i

N+1

)
en el ĺımite termodinámico. Esto es lo que

se conoce como la aproximación de equilibrio local en la bibliograf́ıa de la f́ısica

estad́ıstica de no equilibrio. Por tanto, en un lenguaje más f́ısico, podemos decir que

la aproximación de equilibrio local es exacta para el modelo KMP. Además, esta
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afirmación es cierta en un estado estacionario del modelo KMP arbitrariamente

lejos del equilibrio, ya que el valor del gradiente de temperaturas no tiene por

qué ser pequeño.

La ecuación de evolución mesoscópica para este modelo es

∂tρ+ ∂x

(
−1

2
∂xρ+ ξ

)
= 0 (2.73)

que es la expresión de la ley de Fourier fluctuante, compárese con la ec. (2.48). La

amplitud del término de ruido viene dada por σ(ρ), véase la ec. (2.50), que es el

segundo coeficiente de transporte que necesitamos para completar la descripción

macroscópica del sistema. La movilidad, que mide la varianza de las fluctuaciones

de la corriente de enerǵıa en equilibrio, esto es, cuando no imponemos un gradiente

de temperatura en el sistema, ρL = ρR, tiene la expresión σ(ρ) = ρ2.

El modelo de KMP es un candidato óptimo pata probar y estudiar la MFT y sus

predicciones porque: a) Las ecuaciones de la MFT para este modelo son suficien-

temente simples para obtener soluciones anaĺıticas, y b) su dinámica microscópica

simple permite un estudio numérico detallado de las fluctuaciones de la corriente.

Las fluctuaciones “t́ıpicas”, que corresponden a la aproximación gaussiana alre-

dedor del valor medio de la corriente, pueden obtenerse con una simulación de

Monte Carlo estándar. Sin embargo, para investigar numéricamente las grandes

desviaciones de la corriente, hay que usar un método computacional novedoso que

permite aumentar la estad́ıstica de los eventos raros que conducen a estas grandes

fluctuaciones [38, 39]. Una descripción detallada de este procedimiento numérico,

aśı como de su base teórica, puede encontrarse en el apéndice F. En la figura 2.4

podemos observar que existe un buen acuerdo entre los resultados anaĺıticos y los

resultados de las simulaciones en el rango de validez del método computacional.

La función µ(λ) es la transformada de Legendre-Frenchel de la función de grandes

desviaciones de la corriente6.

A lo largo de esta tesis, extenderemos este modelo KMP al caso disipativo y no

lineal, introduciendo (i) un mecanismo de disipación de enerǵıa en las “colisiones”,

que rompe la condición de balance detallado con la distribución microcanónica o,

usando otro lenguaje, la reversibilidad de la dinámica, y (ii) una elección de la

pareja de vecinos más próximos que colisiona que no es completamente al azar,

sino con una probabilidad que depende de la enerǵıa del par. El punto (ii) lleva

6Para aclarar la notación, en relación con el caso general expuesto en la sección 2.2, por
ejemplo en la relación de Gallavotti-Cohen (2.47), aqúı λ juega el papel de k en la teoŕıa general
mientras que µ juega el papel de λ.
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Figura 2.4: (a) Transformada de Legendre de la LDF de la corriente para
el modelo KMP en una dimensión con un gradiente de temperatura (ρL =
2, ρR = 1) y (b) en equilibrio (ρL = 1,5 = ρR). Los śımbolos se corresponden
con las simulaciones numéricas, las ĺıneas continuas con las predicciones teóricas
basadas en la conjetura de aditividad, y las ĺıneas discontinuas a la aproximación
gausiana. Las ĺıneas verticales señalan la transición entre los perfiles monótonos
(región interna) y no monótonos de los perfiles óptimos (región externa). Nótese
que los perfiles en equilibrio no son monótonos para todas las fluctuaciones de
la corriente. Los “inset” de los paneles (a) y (b) miden la relacion de Gallavotti-
Cohen representando la diferencia µ(λ) − µ(−λ − 2ε) en el caso (a) y µ(λ) −
µ(−λ) en el caso (b). Los paneles de la derecha se corresponden al exceso de
temperatura en los perfiles para diferentes fluctuaciones de la corriente, (c)
para un sistema sujeto a un gradiente de temperatura, (ρL = 2, ρR = 1) y (d)
en equilibrio (ρL = 1,5 = ρR). En todos los casos existe un buen acuerdo entre
las predicciones teóricas basadas en la hipótesis de aditividad y los resultados

numéricos, en el rango de validez del método computacional.

a una difusividad no constante, que depende de la densidad de enerǵıa ρ, esto es,

a una ley de Fourier no lineal. Asimismo, también generalizaremos la MFT y el

principio de aditividad para esta clase general de sistemas disipativos.



Caṕıtulo 3

Una clase general de modelos

disipativos

Los sistemas disipativos están presentes en contextos muy diversos, como la biof́ısi-

ca, la materia activa, la electrónica, la combustión, los medios granulares, o las

reacciones qúımicas, por nombrar sólo algunos. Su dinámica mesoscópica está ca-

racterizada por ecuaciones de tipo reacción-difusión, las cuales presentan competi-

ción entre los mecanismos de difusión y disipación, que t́ıpicamente lleva al sistema

fuera del equilibrio. Por consiguiente, es necesaria una inyección de enerǵıa en el

sistema para mantener un estado estacionario. Por otra parte, las ecuaciones que

describen la evolución espacio-temporal de muchos de estos sistemas son altamen-

te no lineales, y sus coeficientes de transporte dependen de la densidad de enerǵıa

local.

La f́ısica de estos sistemas disipativos no lineales es un campo de estudio abierto

por varios motivos. Son sistemas intŕınsecamente en no equilibrio, y no hay una dis-

tribución general que describa la estad́ıstica de las configuraciones microscópicas,

como es el caso de la distribución de Gibbs para sistemas en equilibrio. Además,

hay corrientes de masa o enerǵıa inducidas por gradientes locales producidos por

la disipación y no únicamente por las condiciones de contorno, como ocurre en

los sistemas conservativos en no equilibrio. Además, su dinámica microscópica es

t́ıpicamente irreversible, lo que añade dificultad a su descripción estad́ıstica. En

esta sección analizamos una clase general de sistemas, tanto a nivel microscópico

como hidrodinámico, cuyas principales caracteŕısticas son la difusión, la disipación

y la inyección de enerǵıa por sus contornos. Esto, junto con el comportamiento no

lineal son elementos claves para la modelización de numerosos sistemas disipativos

43
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reales. En nuestra familia de modelos hay una part́ıcula en cada posición de una

red d-dimensional, y el estado de cada part́ıcula está completamente caracterizado

por su enerǵıa. La dinámica es estocástica: los vecinos más próximos colisionan con

una probabilidad que depende de la enerǵıa del par. En cada colisión se disipa una

fracción de la enerǵıa del par y la cantidad restante se redistribuye aleatoriamente

entre las dos part́ıculas que han colisionado. Por otra parte, el sistema puede estar

acoplado a baños térmicos por sus extremos. En el ĺımite de tamaño muy grande,

se pueden introducir variables de tiempo y de espacio continuas, aśı como los ‘los

campos hidrodinámicos”: densidad de enerǵıa ρ(x, t), corriente j(x, t) y disipación

d(x, t). La evolución de la densidad de enerǵıa obedece la ecuación (en promedio)

∂tρ(x, t) = −∂xj(x, t) + d(x, t) . (3.1)

Debemos señalar que, como veremos en el desarrollo de este caṕıtulo, la dinámica

microscópica debe ser cuasielástica para asegurar que la difusión y la disipación

tengan lugar en la misma escala de tiempo en el ĺımite continuo.

La clase de modelos introducidos en este caṕıtulo representa a nivel mesoscópico

la f́ısica de muchos sistemas disipativos de interés, tanto teórico como tecnológico,

cuya dinámica está regida por la ecuación (3.1). De hecho, puede considerarse co-

mo una generalización del modelo KMP (veáse la introducción sec 2.3.3 y también

la ref. [37]) para la conducción del calor, en el que se puede obtener explicitamente

la ley de Fourier. Este modelo se ha usado como “campo de pruebas” para obtener

algunos avances teóricos recientes. Como hemos dicho antes, nuestra clase general

de modelos contienen los ingredientes esenciales de la mayoŕıa de los sistemas disi-

pativos, esto es: (i) dinámica difusiva no lineal, (ii) disipación en el ”bulk”(seno del

sistema) y (iii) inyección de enerǵıa por los contornos. Además puede verse como

un modelo de juguete para un medio granular denso: las part́ıculas no pueden mo-

verse libremente pero pueden colisionar con sus vecinos más próximos, perdiendo

parte de su enerǵıa e intercambiando el resto aleatoriamente. En este contexto,

el parámetro de inelasticidad que introducimos en la dinámica microscópica se

podŕıa identificar con el coeficiente de restitución de los medios granulares.
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3.1. Definición de los modelos

3.1.1. Modelo microscópico

Por simplicidad, consideremos el caso unidimensional, siendo la extensión a dimen-

sión arbitraria inmediata. El sistema está definido en una red unidimensional con

N sitios. Una configuración en el tiempo p viene dada por ρ = {ρl,p}, l = 1, . . . , N ,

donde ρl,p ≥ 0 es la enerǵıa del sitio l-ésimo en el instante p. Por tanto, la enerǵıa

total del sistema es Ep =
∑N

l=1 ρl,p. La dinámica es estocástica y la describimos a

continuación. En un paso elemental, un par de vecinos próximos en las posiciones

(l, l + 1) colisionan con probabilidad

Pl,p(ρ) =
f(Σl,p)∑L
l′=1 f(Σl′,p)

, Σl,p = ρl,p + ρl+1,p, (3.2)

q donde f es una función dada de la enerǵıa del par Σl,p, y L es el número de

posibles pares. Claramente L ∼ N , pero la relación concreta entre L y N depende

de las condiciones de contorno consideradas en el problema (por ejemplo, L = N+1

para el caso de un sistema abierto y L = N para el caso periódico). Una vez se

ha escogido el par, una fracción de su enerǵıa, (1−α)Σl,p, se disipa al entorno. La

enerǵıa restante αΣl,p es distribuida aleatoriamente entre ambos sitios,

ρl,p+1 = zpαΣl,p , ρl+1,p+1 = (1− zp)αΣl,p, (3.3)

siendo zp un número aleatorio distribuido homogéneamente en el intervalo [0, 1].

Esta dinámica define la evolución de los pares distintos a los de los extremos

(l = 1, . . . , N − 1), que denominamos de “bulk”. Además, y dependiendo de las

condiciones de contorno impuestas, los sitios de los extremos pueden interactuar

con baños térmicos, de temperaturas TL (izquierda) y TR (derecha). Para estos

pares, la dinámica es

ρ1,p+1 = zpα(e1,p + ẽL), ρN,p+1 = zpα(eN,p + ẽR), (3.4)

cuando el primero o el último sitio interactúan con el vecino próximo correspon-

diente al baño térmico. Aqúı ẽν , ν = L,R, es una enerǵıa escogida aleatoriamente

en cada instante de una distribución canónica a temperatura Tν , es decir, con pro-

babilidad prob(ẽν) = T−1
ν exp(−ẽν/Tν),1 véase la fig. 3.1. Por otra parte, podemos

también considerar un sistema aislado con condiciones de contorno periódicas, tal

1nuestra temperatura unidad está fijada haciendo kB = 1.
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Figura 3.1: Esquema de la clase de modelos de red monodimensionales descrita
en el texto. La variable ρl denota la enerǵıa del sitio l-ésimo, l = 1, . . . , N , y TL
y TR son las temperaturas de los baños térmicos a los que se encuentra acoplado
el sistema. La dinámica es estocástica y consiste en colisiones aleatorias entre
pares de vecinos más próximos, en las que parte de la enerǵıa se disipa al entorno

y el resto se redistribuye aleatoriamente dentro del par.

que L = N y las ecuaciones (3.2) y (3.3) siguen siendo válidas para l = 0 (l = N)

reemplazando ρ0,p = ρN,p (ρN+1,p = ρ1,p).

La situación más sencilla corresponde a la elección f(Σl,p) = 1 en la ecuación

(3.2). En este caso todos los pares (de vecinos más próximos) chocan con la misma

probabilidad Pl,p = L−1, independientemente de su enerǵıa. Esta elección es simi-

lar a la realizada en la teoŕıa cinética de los gases para definir las denominadas

moléculas de Maxwell [40], y en el caso elástico (α = 1) corresponde al modelo

de Kipnis-Marchioro-Presutti (KMP) de conducción del calor (introducción sec.

2.3.3). El modelo KMP proporciona una descripción cualitativa de una clase ge-

neral de sistemas difusivos unidimensionales [37], y se ha usado para investigar

la validez del principio de aditividad para las fluctuaciones de la corriente [27],

el teorema de fluctuación de Gallavotti-Cohen [32] y sus generalizaciones [28, 36].

Otro ejemplo simple, pero f́ısicamente relevante, es f(Σl,p) = Σl,p, de forma que

Pl,p ∼ Σl,p/(2Ep) para sistemas grandes. Se ha usado recientemente una variante

de este modelo para estudiar la propagación de ondas compactas en un problema

de difusión microscópica no lineal [41]. En general, t́ıpicamente esperamos que

Pl,p ∝ L−1, como sucede en los dos casos particulares que hemos descrito. Esto

se debe a que el denominador de la ecuación (3.2), que es la suma de L térmi-

nos, será extensivo para una configuración t́ıpica. Por consiguiente, es conveniente

escribir

Pl,p(ρ) =
f(Σl,p)

LΩp(L)
, Ωp(L) ≡ 1

L

L∑

l=1

f(Σl,p) , (3.5)

de modo que Ωp(L) permanece finito cuando L → ∞. A lo largo de esta sección,

analizaremos el proceso estocástico que genera la dinámica (3.2)-(3.3) con sus

condiciones de contorno correspondientes. Éstas vendrán dadas por la ecuación

(3.4), si el sistema está en contacto con un baño térmico en cada uno de sus

extremos.
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Nótese que la enerǵıa se conserva en la dinámica para α = 1, mientras que parte de

ella se disipa continuamente para cualquier 0 ≤ α < 1. De esta forma, el parámetro

α se puede considerar como el análogo al coeficiente de restitución utilizado para

parametrizar la inelasticidad de las colisiones en los medios granulares. Aśı, en un

sistema aislado (sin inyección de enerǵıa) la enerǵıa decrece monótonamente en el

tiempo. Sin embargo, si se inyecta enerǵıa (por ejemplo, acoplando baños térmicos

a los extremos, como hemos descrito antes) se alcanza un estado estacionario

donde esta inyección de enerǵıa compensa la disipación en las colisiones. En el caso

conservativo α = 1, las probabilidades de transición antes introducidas verifican

balance detallado con la distribución microcanónica, es decir, la distribución que da

igual probabilidad para todos los microestados compatibles con la enerǵıa total del

sistema E. Esto implica que un sistema cerrado se aproximará a la distribución de

equilibrio microcanónica para cualquier elección de la función f que aparece en las

probabilidades de transición. Aśı, un subsistema pequeño, compuesto por n� N

sitios consecutivos, está descrito por la distribución canónica, cuya temperatura

está determinada por el resto del sistema, que actúa como un reservorio térmico.

De esta forma, en una situación donde existan gradientes, es razonable desde un

punto de f́ısico que el sistema se aproxime a la distribución de “equilibrio local”

. Esto es, en primer lugar el sistema tiende a un estado en que la distribución

de probabilidades de un subsistema viene dada por la distribución de equilibrio

correspondiente a la densidad de enerǵıa (temperatura) local. Sobre una escala

de tiempo mucho más lenta, la escala hidrodinámica, esta densidad de enerǵıa

evoluciona al estado estacionario compatible con las condiciones de contorno del

sistema. La validez de esta imagen se ha demostrado para un conjunto amplio de

sistemas monodimensionales [42].

3.2. Ĺımite continuo (Hidrodinámica)

La dinámica definida en las ecuaciones (3.3) la podemos escribir como

ρ
(κ)
l,p+1 = ρ

(κ)
l,p

(
1− δ

y
(κ)
p ,l
− δ

y
(κ)
p ,l−1

)
+ z(κ)

p α
(
ρ

(κ)
l,p + ρ

(κ)
l+1,p

)
δ
y
(κ)
p ,l

+(1− z(κ)
p )α

[
ρ

(κ)
l−1,p + ρ

(κ)
l,p

]
δ
y
(κ)
p ,l−1

(3.6)

para cada realización (o trayectoria) κ del proceso estocástico. Aqúı δi,j es la

delta de Kronecker, z
(κ)
p un número aleatorio homogéneamente distribuido en [0, 1]

que controla el intercambio de enerǵıa local e y
(κ)
p ∈ [1, L] es un entero aleatorio

independiente que selecciona el par de vecinos más próximos que colisionan. La
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probabilidad condicionada de que yp sea igual a l, para cierta configuración dada

ρ, es igual a Pl,p(ρ),

〈δyp,l〉ρ =
f(Σl,p)

LΩp(L)
, (3.7)

de acuerdo con las ecuaciones (3.2) o (3.5). El segundo término de la ec. (3.6)

proporciona la densidad en el sitio l en el paso de tiempo p + 1 cuando se escoge

en par l-ésimo (l, l + 1) en el instante p, mientras que el tercero corresponde a la

elección del par (l − 1, l). Por otra parte, si no se escoge uno de estos pares, la

densidad del sitio l permanece invariable, lo que viene dado por el primer término

de dicha ecuación.

La corriente de enerǵıa involucrada en una colisión del par (l, l+1) la denotaremos

por jl,p, y es justo la enerǵıa neta que se transporta por unidad de tiempo hacia

la derecha, una vez que la colisión ha tenido lugar. Matemáticamente, de nuevo

para cada trayectoria κ del sistema, la corriente j
(κ)
l,p del nudo l al nudo l + 1 es

j
(κ)
l,p = (αρ

(κ)
l,p − ρ

(κ)
l,p+1)δ

y
(κ)
p ,l

= α
[
(1− z(κ)

p )ρ
(κ)
l,p − z

(κ)
p ρ

(κ)
l+1,p

]
δ
y
(κ)
p ,l

. (3.8)

donde hemos usado en la segunda igualdad la ecuación (3.3). Sólo hay corriente

entre los nudos l y l+1 cuando colisiona dicho par. De forma equivalente, se define

la enerǵıa disipada en la posición l y en el tiempo p sobre cada trayectoria como

d
(κ)
l,p = −(1− α)ρ

(κ)
l,p

(
δ
y
(κ)
p ,l

+ δ
y
(κ)
p ,l−1

)
. (3.9)

cuando el par que colisiona es (l, l + 1) o (l − 1, l). Nótese que, al contrario que

en el término de corriente, la disipación se define para cada sitio en lugar de para

cada par (l, l + 1). Esta definición simplifica el análisis que sigue y tiene sentido

f́ısico: la corriente corresponde a un flujo de enerǵıa entre sitios. Haciendo uso de

las definiciones de la corriente y la disipación, la ecuación de evolución (3.6) la

podemos reescribir en la forma,

ρ
(κ)
l,p+1 − ρ

(κ)
l,p = j

(κ)
l−1,p − j

(κ)
l,p + d

(κ)
l,p , (3.10)

que se corresponde a una ecuación de reacción difusión discreta, con una contribu-

ción difusiva jl−1,p − jl,p y un término de pérdida dl,p. Este último es proporcional

a 1− α, y se anula en el caso elástico α = 1.

La ecuación de evolución hidrodinámica (o promedio), se obtiene sumando sobre

todas las posibles trayectorias del sistema κ. Es decir si A es cierta propiedad

f́ısica del sistema, 〈A〉 =
∑NT

κ=1A
(κ)/NT , donde A(κ) es el valor de A en la κ-ésima
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realización del proceso estocástico, y el número de trayectorias NT → ∞. Este

procedimiento es equivalente a promediar sobre todas las posibles secuencias de

los pares de números aleatorios (zp, yp) que determinan la dinámica microscópica.

Dicho esto, y con objeto de no complicar nuestras fórmulas, omitimos el supeŕındi-

ce κ en el resto de secciones, aśı todas las expresiones en las que aparezca el par

de números aleatorios (zp, yp) son válidas para cada trayectoria del sistema. Pro-

mediando de esta forma en la ecuación (3.10) se obtiene que

〈ρl,p+1 − ρl,p〉 = 〈jl−1,p − jl,p〉+ 〈dl,p〉 . (3.11)

Vamos a considerar primero el valor promedio de la corriente de enerǵıa. De la

ecuación (3.8),

〈jl,p〉 =
α

2L

〈(ρl,p − ρl+1,p)f(Σl,p)

Ωp(L)

〉
, (3.12)

donde hemos tenido en cuenta la ecuación (3.7) y 〈zp〉 = 1/2. Por otro lado, el

valor promedio de la disipación es

〈dl,p〉 = −1− α
L

〈
ρl,p

[
f(Σl,p) + f(Σl−1,p)

Ωp(L)

]〉
(3.13)

En el ĺımite de tamaño grande L → ∞, estamos interesados en los campos de

densidad, corriente y disipación, que serán funciones suaves de la variable espacial

continua

x =
l

L
− 1

2
, ∆x ≡ xl+1 − xl =

1

L
� 1, (3.14)

con x ∈ [−1/2, 1/2]. En este ĺımite continuo, la densidad promedio 〈ρl,p〉 se rem-

plazará por ρav(x, t),

〈ρl,p〉 → ρav(x, t), (3.15)

donde t es un tiempo continuo que se introducirá mas adelante. Por otro lado, debi-

do a que tenemos una derivada discreta dentro del promedio en (3.12), esperamos

que 〈jl,p〉 escale como L−2,

〈jl,p〉 → L−2τpjav(x, t), (3.16a)

τp = ĺım
L→∞
〈Ω−1

p (L)〉. (3.16b)

Por conveniencia, hemos introducido τp, porque 〈Ω−1
p (L)〉 tiene ĺımite finito cuando

L→∞, como discutimos anteriormente. El parámetro τp determina una escala de

tiempo microscópica, independiente de L, pero que depende de la elección de la

función de probabilidad de colisión f(Σ). Para el caso más sencillo, en que f(Σ) = 1
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(KMP o moléculas de Maxwell), tenemos que τp = 1. Siguiendo esta discusión, el

término difusivo en la ecuación de evolución para la densidad promedio (3.11) ,

〈jl−1,p − jl,p〉, debeŕıa escalar como L−3,

〈jl−1,p − jl,p〉 → −L−3τp∂xjav(x, t). (3.17)

Finalmente, el término disipativo 〈dl,p〉 en la ecuación (3.13) escala como (1 −
α)L−1. Por tanto el término difusivo debeŕıa despreciarse en el ĺımite termodinámi-

co, a menos que el coeficiente de disipación microscópica escale como 1−α ∝ L−2.

De hecho, este es el escalamiento correcto para la“inelasticidad” microscópica 1−α
en el limite de tamaño grande, siendo la única que garantiza que la difusión y la

disipación actúen en la misma escala de tiempo a nivel mesoscópico [43]. Aśı,

〈dl,p〉 → L−3τpdav(x, t), 1− α ≡ ν

2L2
, (3.18)

donde ν es el coeficiente de disipación ”mesoscópico”que permanece finito en el

ĺımite L → ∞. La ecuación (3.18) implica que la dinámica microscópica es cua-

sielástica, lo que simplifica ciertos aspectos del problema, como veremos a lo largo

de los próximos apartados.

3.2.1. Aproximación de equilibrio local

Con objeto de ser mas concretos, hemos evaluado los promedios del segundo miem-

bro de las ecuaciones (3.12) y (3.13). Esto se puede hacer usando la “aproxima-

ción de equilibrio local”, que esperamos que sea válida en el ĺımite termodinámico

[21, 44]. Para sistemas de tamaño grande, aparece una separación clara de escalas

de tiempo entre la escala (del orden de varias veces τp) sobre la que el sistema

se aproxima localmente a la distribución de equilibrio local (es decir, el produc-

to de medidas de Gibbs con temperaturas 〈ρl,p〉 ) y la escala de tiempo mucho

mayor sobre la que el promedio de la densidad evoluciona siguiendo la ecuación

hidrodinámica.

Los promedios que aparecen en esta tesis, a partir de los cuales calculamos los

comportamientos hidrodinámicos de las diferentes magnitudes de interés, corriente,

densidad y disipación, son de la forma general

〈
g(ρl,p, ρl+1,p)f(Σl,p)

Ωp(L)

〉
(3.19)



Caṕıtulo 3 Una clase general de modelos disipativos 51

donde g(ρl,p, ρl+1,p) son diferentes funciones de las enerǵıas {ρl,p, ρl+1,p}, mientras

que Σl,p y Ωp(L) las hemos definido en las ecuaciones (3.2) y (3.5) respectivamente.

Por lo tanto,

〈
g(ρl,p, ρl+1,p)f(ρl,p + ρl+1,p)

Ωp(L)

〉
=

∫ ∞

0

dρl

∫ ∞

0

dρl+1 g(ρl, ρl+1)f(ρl + ρl+1)P (ρl, ρl+1; p)

×
∫ ∞

0

dρ1 · · ·
∫ ∞

0

dρl−1

∫ ∞

0

dρl+2

∫ ∞

0

dρN
P (ρ1, . . . , ρl−1, ρl+2, . . . , ρN |ρl, ρl+1; p)

Ω(L)
.

(3.20)

Hemos usado el teorema de Bayes para escribir esta ecuación: la probabilidad de

que el sistema esté en una configuración ρ = {ρ1, ρ2, . . . , ρN} en el paso de tiempo

p es P (ρl, ρl+1; p)P (ρ1, . . . , ρl−1, ρl+2, . . . , ρN |ρl, ρl+1; p); donde P (ρl, ρl+1; p) es la

probabilidad de encontrar a las posiciones l y l + 1 en el instante p con enerǵıa

ρl y ρl+1 respectivamente, independientemente de la configuración de las restantes

posiciones, y P (ρ1, . . . , ρl−1, ρl+2, . . . , ρN |ρl, ρl+1; p) es la probabilidad condicionada

de encontrar a los sitios restantes en la configuración {ρ1, . . . , ρl−1, ρl+2 . . . , ρN} en

el instante p, dado que los sitios l y l+1 tienen enerǵıas ρl y ρl+1, respectivamente.

Primero vamos a calcular la integral sobre {ρ1, . . . , ρl−1, ρl+2 . . . , ρN} en la ecuación

(3.20). De la definición de Ωp(L), Eq. (3.5),

Ω(L) =
1

L

[
l−2∑

l′=1

f(ρl′ + ρl′+1) + f(ρl−1 + ρl+2) +
L∑

l′=l+2

f(ρl′ + ρl′+1)

]

+
1

L

[
l+1∑

l′=l−1

f(ρl′ + ρl′+1)− f(ρl−1 + ρl+2)

]
. (3.21)

Nótese que en la ecuación (3.21), escribimos Ω(L) y ρ, omitiendo el sub́ındice

correspondiente al paso de tiempo p. Esto es aśı porque insertamos la ecuación

(3.21) en (3.20), donde las variables de integración {ρ1, ρ2, . . . , ρN} son mudas, y

la dependencia temporal aparece en las distribuciones de probabilidad. De hecho,

tambien hemos usado esta notación en la ecuación (3.20) para Ωp(L), pero también

para las funciones g y f . La ecuación (3.21) implica que

Ω(L) =
L− 2

L
Ω∗(L− 2) +

1

L

[
l+1∑

l′=l−1

f(ρl′ + ρl′+1)− f(ρl−1 + ρl+2)

]
, (3.22)
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donde Ω∗(L− 2) corresponde a un sistema de tamaño L− 2, sin las posiciones l y

l + 1. La ecuación (3.22) sugiere que, en el ĺımite de tamaño muy grande,

∫ ∞

0

dρ1 · · ·
∫ ∞

0

dρl−1

∫ ∞

0

dρl+2 · · ·
∫ ∞

0

dρNΩ−1(L)P (ρ1, . . . , ρl−1, ρl+2, . . . , ρN |ρl, ρl+1; p)

∼ 〈Ω∗p
−1(L− 2)〉 ∼ τp, (3.23)

ya que τp = 〈Ω−1
p (L)〉 para L → ∞, como definimos en la ecuación (3.16b).

El sub́ındice p reaparece en τp, porque el valor promedio está calculado en el

instante p, con la distribución de probabilidad P (ρ1, ρ2, . . . , ρN ; p). F́ısicamente,

podemos entender el resultado (3.23) como que (i) para una configuración t́ıpica,

Ω(L) ∼ Ω∗(L − 2), su diferencia es de orden L−1 (ii) los sitios (l, l + 1) en (3.23)

actúan como unas condiciones de contorno “extra”, que no afectan el valor medio

para L→∞. Aśı, sustituyendo la ecuación (3.23) en (3.20),

〈
g(ρl,p, ρl+1,p)f(ρl,p + ρl+1,p)

Ωp(L)

〉
∼ τp〈g(ρl,p, ρl+1,p)f(ρl,p + ρl+1,p)〉. (3.24)

Este es un resultado importante y que vamos a usar repetidamente en el desarrollo

de esta tesis, ya que simplifica mucho los cálculos. Para seguir avanzando, tenemos

que calcular el promedio

〈g(ρl,p, ρl+1,p)f(ρl,p + ρl+1,p)〉 =

∫ ∞

0

dρl

∫ ∞

0

dρl+1 g(ρl, ρl+1)f(ρl + ρl+1)P (ρl, ρl+1; p),

(3.25)

para lo que necesitamos conocer la función de distribución P (ρl, ρl+1; p). En este

punto, y para calcular estos promedios, introducimos la aproximación de equilibrio

local, es decir, asumimos que la distribución de probabilidad P (ρl, ρl+1; p) dentro

de la integral en la ecuación (3.25) se puede sustituir por

PLE(ρl, ρl+1; p) =
1

〈ρl,p〉〈ρl+1,p〉
exp

(
− ρl
〈ρl,p〉

− ρl+1

〈ρl+1,p〉

)
. (3.26)

Esta hipótesis de equilibrio local, nos permite calcular expresiones para los pro-

medios en términos de las densidades locales de enerǵıa 〈ρl,p〉 y 〈ρl+1,p〉. Además,

asumiremos cuando sea necesario que 〈ρl+1,p−ρl,p〉 = O(L−1), lo que es consistente

con el ĺımite continuo introducido en la sección 3.2. El promedio en la ecuación

(3.25) se convierte en un funcional del campo de densidad de enerǵıa ρav(x, t), ya

que

〈ρl+1,p〉 = 〈ρl,p〉+ L−1 〈ρl+1,p − ρl,p〉
∆x

∼ ρav(x, t) + L−1∂xρav(x, t). (3.27)



Caṕıtulo 3 Una clase general de modelos disipativos 53

Hemos utilizado que
〈ρl+1,p − ρl,p〉

∆x
∼ ∂xρav(x, t) (3.28)

en el ĺımite continuo de espacio y tiempo que estamos considerando en esta sección.

Para calcular la corriente promedio nuestro punto de partida es la ecuación (3.12),

y aplicando (3.24) llegamos a

〈jl,p〉 =
α

2L

〈
(ρl,p − ρl+1,p)f(Σl,p)

Ωp(L)

〉
∼ α

2L
τp〈(ρl,p − ρl+1,p)f(Σl,p)〉, (3.29)

Ahora, tenemos que evaluar el promedio 〈(ρl,p− ρl+1,p)f(Σl,p)〉 en la aproximación

de equilibrio local. Tenemos que, por definición, usando (3.26)

〈(ρl,p − ρl+1,p)f(Σl,p)〉LE =
1

〈ρl,p〉〈ρl+1,p〉

∫ ∞

0

dρl

∫ ∞

0

dρl+1(ρl − ρl+1)f(ρl + ρl+1)

× exp

(
− ρl
〈ρl,p〉

− ρl+1

〈ρl+1,p〉

)
. (3.30)

Sustituimos (3.27) en la ecuación anterior, y desarrollamos hasta orden L−1, que

es el dominante, ya que la contribución de orden cero,

∫ ∞

0

dρl

∫ ∞

0

dρl+1(ρl − ρl+1)f(ρl + ρl+1) exp

(
−ρl + ρl+1

ρav

)
= 0, (3.31)

debido a la simetŕıa del integrando ante el intercambio ρl ↔ ρl+1. Por consiguiente,

hasta primer orden en L−1,

〈(ρl,p − ρl+1,p)f(Σl,p)〉LE ∼ −L−1∂xρav

ρ3
av

∫ ∞

0

dρl

∫ ∞

0

dρl+1(ρl − ρl+1)

(
1− ρl+1

ρav

)

×f(ρl + ρl+1) exp

(
−ρl + ρl+1

ρav

)
.(3.32)

Intercambiando las variables mudas de integración ρl y ρl+1, obtenemos una expre-

sión similar a la anterior. Promediando las dos expresiones equivalentes, obtenemos

〈(ρl,p − ρl+1,p)f(Σl,p)〉LE∼−L−1∂xρav

2ρ4
av

∫ ∞

0

dρl

∫ ∞

0

dρl+1(ρl − ρl+1)2f(ρl + ρl+1)e−
ρl+ρl+1
ρav

=−L−1∂xρav

2

∫ ∞

0

dx

∫ ∞

0

dy(x− y)2f(ρav(x+ y))e−(x+y).

(3.33)

Para obtener la última igualdad en la ecuación (3.33), hemos introducido el cambio

de variables ρl = ρavx, ρl+1 = ρavy. Podemos simplificar esta expresión utilizando
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coordenadas polares (r, φ), y definir x = a2, y = b2, con a = r cosφ, b = r sinφ. Aśı,

podemos realizar la integral sobre la variable angular φ, con el siguiente resultado:

〈(ρl,p − ρl+1,p)f(Σl,p)〉LE = −∂xρav

3L

∫ ∞

0

drr7f(ρavr
2)e−r

2

. (3.34)

Por lo tanto, usando la aproximación de equilibrio local, la ecuación (3.29), se

transforma en

〈jl,p〉 ∼ −L−2τpD(ρav)∂xρav, (3.35)

donde la difusividad D(ρ) está dada por

D(ρ) =
1

6

∫ ∞

0

dr r7f(ρr2)e−r
2

. (3.36)

La ecuación (3.35) es por tanto consistente con el escalamiento supuesto en la

ecuación (3.16a). Además,

jav(x, t) = −D(ρav)∂xρav, (3.37)

esto es, se cumple la ley de Fourier con “difusividad” D(ρav).

Por otro lado, para calcular la disipación promedio, partimos de la ecuación (3.13)

para la disipación,

〈dl,p〉 =
1− α
L

〈
ρl,p

[
f(Σl,p) + f(Σl−1,p)

Ωp(L)

]〉
∼ 1− α

L
τp〈ρl,p [f(Σl,p) + f(Σl−1,p)]〉,

(3.38)

donde hemos usado de nuevo la ecuación (3.24). De la misma forma que antes, cal-

culamos ahora el promedio 〈ρl,p [f(Σl,p) + f(Σl−1,p)]〉 en la aproximación de equili-

brio local. De hecho, tenemos ahora un caso más sencillo, puesto que este promedio

es del orden de la unidad en el ĺımite de tamaño grande. Con el mismo procedi-

miento seguido antes, se obtiene que

〈ρl,p [f(Σl,p) + f(Σl−1,p)]〉LE = ρav

∫ ∞

0

dx

∫ ∞

0

dy(x+ y)f(ρav(x+ y))e−(x+y).(3.39)

Como hicimos al deducir la ecuación (3.33), hemos tenido en cuenta 〈ρl+1,p〉 ∼
〈ρl,p〉 → ρav(x, t), la ec. (3.27), e introducido el cambio de variable ρl = ρavx,

ρl+1 = ρavy. Ahora, realizando el mismo cambio de variable a coordenadas polares,
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y la integral sobre la variable angular, llegamos a

〈ρl,p [f(Σl,p) + f(Σl−1,p)]〉LE = 2ρav

∫ ∞

0

drr5f(ρavr
2)e−r

2

. (3.40)

Esto implica, teniendo en cuenta la ec. (3.38), que

〈dl,p〉 ∼ −L−3τpνR(ρav), (3.41)

con

R(ρ) = ρ

∫ ∞

0

drr5f(ρr2)e−r
2

. (3.42)

De nuevo, al ec. (3.41) es consistente con el escalamiento asumido en (3.18), con

dav(x, t) = −νR(ρav) (3.43)

Es interesante observar que el nuevo coeficiente de transporte R(ρ), asociado a la

disipación, se puede relacionar con la difusividad. Derivando en la ec. (3.42) con

respecto a ρ, y haciendo después del cambio de variables de integración z = r
√
ρ,

encontramos que

D(ρ) =
1

6

dR(ρ)

dρ
+
R(ρ)

3ρ
. (3.44)

De hecho, dado la difusividad, esta ecuación puede considerarse una ecuación

diferencial de primer orden para R(ρ). Su solución, con las condiciones de contorno

apropiadas (normalmente R(ρ = 0) = 0), es equivalente a calcular la integral

(3.42). Ahora podemos reescribir la ecuación (3.11) en la forma,

〈ρl,p+1 − ρl,p〉 = −L−3τp∂xjav(x, t)− L−3τpνR(ρav), (3.45)

usando las ecs. (3.41) y (3.17). Esta ecuación sugiere la introducción de un tiempo

hidrodinámico (o macroscópico) t, tal que su incremento en el paso p viene dado

por

∆tp = L−3τp, t =

p−1∑

j=0

∆tj = L−3

p−1∑

j=0

τj. (3.46)

Aśı, la ecuación (3.45) es equivalente a

∂tρav(x, t) = −∂xjav(x, t) + dav(x, t), (3.47)

donde la corriente promedio jav(x, t) verifica la ley de Fourier con difusividad

D(ρav), ecs (3.36)-(3.37), y la disipación promedio dav(x, t) esta dada en términos
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del campo de densidad por las ecs. (3.42)-(3.43).

Las condiciones de contorno para la ec. (3.47) dependen de la situación f́ısica que

estemos considerando. Por ejemplo, podemos considerar un sistema en contacto

con dos baños térmicos en x = ±1/2, a la misma temperatura T , de manera que

ρ(x = ±1/2, t) = T . En ese caso, el sistema alcanzará un estado estacionario

en el ĺımite de tiempos grandes, para el cual la inyección de enerǵıa a través

de los contornos y la disipación en el ”bulk”se compensan entre si. La solución

(macroscópica) para los promedios de (3.47) verifica

j′av(x) + νR(ρav(x)) = 0, jav(x) = −D(ρav(x))ρ′av(x), (3.48)

donde las primas indican derivada espacial. La primera igualdad en la ecuación

(3.48) se sigue de (3.47), mientras que la segunda es la ley de Fourier para la

corriente. De esta manera, podemos escribir una ecuación de segundo orden para

ρ,
d

dx
[D(ρav)ρ′av] = νR(ρav), (3.49)

con las condiciones de contorno ρav(±1/2) = T . Para resolver la ec. (3.49), po-

demos introducir un campo auxiliar y(x, t) que además nos será de utilidad más

adelante,

y = R(ρ), (3.50a)

tal que

d(x, t) = −νy(x, t). (3.50b)

Las ecuaciones (3.48) y (3.49) en la nueva variable y(x, t) son,

j′av(x) + νyav(x) = 0, jav(x) = −D̂(yav(x))y′av(x), (3.51)

con

D̂(y) =

(
dy

dρ

)−1

D(ρ) =

(
dR(ρ)

dρ

)−1

D(ρ) . (3.52)

Aśı, D̂ actúa como una difusividad “efectiva”, es decir, es el factor que multiplica

al gradiente espacial cuando escribimos la ley de Fourier en la variable y. Teniendo

en cuenta la ec. (3.44),

D̂(y) =
1

6
+

1

3

d ln ρ(y)

d ln y
. (3.53)

Es importante señalar que D̂ es constante, independiente de y, siempre que y =

R(ρ) dependa algebraicamente de ρ. Esta observación será muy util en la sección

3.3, donde estudiaremos en detalle una familia particular de modelos. La ec. (3.51)
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también puede escribirse como una ecuación de segundo orden para yav,

[
D̂(yav)y′av

]′
= νyav, yav(±1/2) = R(T ), (3.54)

De aqúı se obtiene la solución promedio para el campo de densidad en la situación

f́ısica de interés. Cuando D̂ es constante, la ec. (3.54) es lineal en y y puede

integrarse de manera inmediata.

En el contexto de los sistemas conservativos de part́ıculas interaccionantes se pue-

de encontrar una prueba rigurosa de la aproximación de equilibrio local [42, 44].

Su extensión aqúı al caso disipativo se basa en que la dinámica microscópica es

cuasielástica. Además, la validez de esta aproximación será confirmada a posterio-

ri mediante la comparación de nuestras predicciones teóricas con las simulaciones

numéricas que presentamos en la subsección siguiente 3.3.

3.3. Ecuaciones de los promedios. Soluciones anaĺıti-

cas y numéricas

Ahora aplicamos la teoŕıa desarrollada en el caṕıtulo anterior a una clase amplia de

modelos disipativos. Más concretamente, nos restringimos a la siguiente elección

del ritmo de colisión,

f(ρ) =
2

Γ(β + 3)
ρβ, (3.55)

es decir, f(ρ) ∝ ρβ, con β > −3 pero arbitrario. Hemos introducido la constante

2/Γ(β + 3) por conveniencia, ya que simplifica las expresiones de los coeficientes

de transporte. Para β = 0, f(ρ) = 1 y todos los pares son elegidos con idéntica

probabilidad, independientemente de su enerǵıa. Aśı, tenemos una generalización

al caso disipativo del modelo KMP [45]. Para β = 1, f(ρ) = ρ/3 y se elige el par

que colisiona con probabilidad proporcional a su enerǵıa. El caso conservativo ha

sido estudiado recientemente en [41].

Para esta familia de modelos, los coeficientes de transporte se calculan fácilmente.

El nuevo coeficiente de transporte relacionado con la disipación, R(ρ), se obtiene

inmediatamente de la ec. (3.42),

R(ρ) =
2

Γ(β + 3)
ρβ+1

∫ ∞

0

dr r5+2βe−r
2

= ρβ+1, (3.56)
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lo que nos muestra el motivo de la elección de la constante en la ec. (3.55). La

difusividad se calcula sustituyendo la ec. (3.56) en (3.44), con el resultado

D(ρ) =
β + 3

6
ρβ. (3.57)

Por supuesto, se obtiene el mismo resultado si se usa la ec. (3.36). Para β = 0,

se tiene que D(ρ) = 1/2 y R(ρ) = ρ [45]. De manera interesante, la dependencia

algebraica de f(α) con la densidad de enerǵıa ρ aparece en sistemas reales. Por

ejemplo, en los medios granulares [46] el campo de densidad ρ puede identificarse

con la temperatura granular local. Además, para el modelo de esferas duras, la

frecuencia de colisión media es proporcional a la raiz cuadrada de la temperatura

granular. Aśı, el caso de el gas granular debeŕıa corresponder a β = 1/2, y de

hecho se encuentra que D(ρ) ∝ ρ1/2 mientras que el término disipativo se comporta

como R(ρ) ∝ ρ3/2. Este último es el responsable del decaimiento algebraico de la

temperatura granular (∝ t−2 para tiempos largos; ley de Haff) observado en el

caso homogéno cuando el sistema esta aislado [46]. En la bibliograf́ıa también se

han investigado las llamadas moléculas de Maxwell, en las que la probabilidad de

colisión es independiente de la velocidad [40], que se correspondeŕıa con el caso

β = 0. Por otra parte, también es importante señalar que la analoǵıa con el caso

granular no es completa, ya que en nuestros modelos sólo tenemos el campo de

densidad de enerǵıa, mientras que en los sistemas granulares también se tienen los

campos de densidad de masa y de cantidad de movimiento, que son magnitudes

conservadas.

Vamos a investigar ahora el comportamiento promedio para la familia de modelos

definidos por nuestra elección de la tasa de colisión (3.55), cuyos coeficientes de

transporte vienen dados por las ecuaciones (3.56) y (3.57). Primero, analizamos la

evolución temporal de un sistema aislado, con condiciones periódicas de contorno.

Debido a la disipación, y asumiendo que no hay estructura espacial, el sistema entra

en un estado de enfriamiento homogéneo (HCS) caracterizado por una disipación

continua de enerǵıa. La homogeneidad implica que ρ(x, t) = ρ(t), y esta densidad

de enerǵıa obedece ∂tρ = −νρβ+1 de acuerdo con las ecs. (3.47) and (3.56). La

evolución temporal de la densidad de enerǵıa en el HCS es

ρ(t) =





ρ0

(1 + νβρβ0 t)
1/β

β 6= 0

ρ0e−νt β = 0

(3.58)
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Figura 3.2: Decaimiento con el tiempo de la enerǵıa promedio por sitio pa-
ra un sistema aislado en nuestra clase general de modelos disipativos. Hemos
representado datos para ν = 1, L = 80, y valores diferentes de β ∈ [0, 2]. Un
comportamiento similar se observa para valores distintos de ν y L. La ĺıneas se

corresponden a las predicciones teóricas, véase la Eq. (3.58).

donde ρ0 es la densidad de enerǵıa inicial en el sistema, que está fijada por las

condiciones iniciales. Nótese el decaimiento exponencial de la enerǵıa en el tiempo

para el caso lineal (β = 0), mientras que todos los casos no lineales (β 6= 0)

obedecen un la ley potencial. Esto es de hecho una generalización de la ley de Haff

para los gases granulares, que correspondeŕıan a β = 1/2. La fig. 3.2 muestra la

evolución temporal del promedio de la densidad de enerǵıa para diferentes valores

de β y un valor concreto de ν y L, medidos en simulaciones de Monte Carlo. El

acuerdo centre el resultado numérico y la ec. (3.58) es excelente en todos los casos,

confirmando la conjetura de homogeneidad propuesta. No esperamos que el HCS

se vuelva inestable en su evolución en el tiempo, puesto que nuestro modelo no

contiene las velocidades, cuya correlación tras la colisión está detrás del origen de

la inestabilidad del HCS en los gases granulares d-dimensionales [46].

A continuación estudiamos el comportamiento del sistema en el estado estacionario

que se alcanza cuando éste interactúa con dos baños térmicos a temperatura T

situados en sus extremos. Siguiendo el procedimiento introducido en la sección

3.2.1 de este caṕıtulo, es conveniente definir una variable auxiliar

y = ρβ+1, ρ = y
1

β+1 , (3.59)
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donde hemos usado las ecs. (3.50a) y (3.56). También calculamos la difusividad

“efectiva” D̂(y) definida en la ec. (3.52); usando la ecuación (3.53) se obtiene que

D̂ =
β + 3

6(β + 1)
, (3.60)

Aśı, mientras la difusividad “verdadera” D(ρ) depende de ρ, como nos dice la

ec.(3.56), la difusividad “efectiva” es constante, D̂(y) = D̂. Esto nos permite

calcular explicitamente los perfiles promedio para la densidad y la corriente ya que

la ec. (3.54), que los determina, es lineal en y. La solución estacionaria promedio

para este caso, donde existe inyección de enerǵıa, es entonces

yav(x) = T β+1
cosh

(
x
√

ν

D̂

)

cosh
√

ν

4D̂

, (3.61a)

jav(x) = −D̂y′av(x) = −T β+1
√
νD̂

sinh
(
x
√

ν

D̂

)

cosh
√

ν

4D̂

. (3.61b)

La densidad promedio se obtiene de manera inmediata a partir de (3.59) y (3.61),

ρav(x) = T




cosh
(
x
√

ν

D̂

)

cosh
√

ν

4D̂




1
β+1

. (3.62)

El campo de disipación promedio es básicamente yav(x), como expresa la ec. (3.50b)

dav(x) = −νyav(x). (3.63)

La ecuación (3.62) muestra claramente una de las principales propiedades de los

medios disipativos: los gradientes están controlados por la disipación y no por las

condiciones de contorno. Aunque ambos extremos del sistema están en contacto

con dos baños térmicos a la misma temperatura T , la densidad de enerǵıa ρ no es

constante en el sistema, como se observa claramente en la figura 3.3. Un coeficien-

te macroscópico de disipación ν mayor produce un gradiente espacial mayor: la

longitud caracteŕıstica de nuestro espacio adimensional x escala como 1/ν. En la

figura, los puntos correspnden a la simulación Monte Carlo del modelo estocástico

introducido en la sección 3.1, mientras que las ĺıneas son las soluciones anaĺıticas
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Figura 3.3: Perfiles de la densidad de enerǵıa promedio para diferentes valores
de ν ∈ [10−1, 103] y β = 0, 0,5, 1, en un sistema de tamaño N = 160. La
temperatura de los baños es T = 1 siempre. Las ĺıneas se corresponden a las
predicciones teóricas, y el acuerdo entre teoŕıa y simulación es excelente en todos

los casos.

de la teoŕıa hidrodinámica, ec. (3.62). El acuerdo entre teoŕıa y simulación es ex-

celente en todos los casos. En el ĺımite casielástico ν → 0+, la densidad es casi

constante, ya que ρ′(x) ∝ ν en ese ĺımite. Para el caso ν = 10−1, en la figura se

observa una estructura espacial muy débil sobre la escala mostrada, para todos los

valores de β considerados. Es interesante señalar que se ven perfiles similares en

sistemas de part́ıculas con núcleo duro [47]. Cuando ν aumenta, el sistema se aleja

del comportamiento “cuasihomogéneo”. De hecho, para los valores más grandes

de ν = 103, hay dos capas ĺımite cerca de los extremos, caracterizado por unos

gradientes internos grandes, mientras que ρ→ 0+ en el interior del sistema.

Una cuestión importante es saber cómo converge el sistema hacia la descripción

hidrodinámica cuando crece su longitud. Para estimarlo, representamos en la figura

3.4 la diferencia ∆ρL(x) ≡ ρ
(L)
exp(x) − ρav(x) entre los valores numéricos medidos

para la densidad y los correspondientes valores teóricos, para diferentes tamaños

del sistema en el rango 10 ≤ L ≤ 160, como una función de la coordenada espacial

x. Para ser concretos, mostramos los datos de ν = 10 y β = 0,5, para los cuales

los gradientes espaciales son importantes en el sistema, como vemos en la fig.

3.3. El perfil de exceso ∆ρL(x) exhibe una estructura no trivial pero, disminuye
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Figura 3.4: Perfiles de exceso de la densidad de enerǵıa promedio para ν = 10,
β = 0,5, y diferentes valores de L ∈ [10, 160]. Las correcciones de tamaño finito

disminuyen rápidamente a cero con el tamaño del sistema.

rápidamente con el tamaño del sistema, siendo muy pequeño en todo él para

L = 160. De hecho, incluso para el tamaño más pequeño L = 10, ∆ρL es bastante

pequeño, ya que el error relativo está por debajo del uno por ciento en todo el

sistema. Esto significa que la descripción hidrodinámica desarrollada aqúı es válida

a partir de tamaños del sistema “bastante pequeños”, aunque el ĺımite concreto

depende del coeficiente de disipación macroscópica ν. Cuando ν crece, se necesita

considerar un sistema de tamaño mayor, puesto que los gradientes se hacen más

importantes y se ve antes el carácter reticular del modelo microcópico subyacente.

Una caracteristica relevante de los modelos disipativos con inyección de enerǵıa

introducidos en esta sección es la existencia de una resistencia de borde en los

extremos no trivial, que mide el salto entre la densidad de enerǵıa promedio en las

posiciones de los extremos y la temperatura correspondiente a los baños térmicos:

∆TL ≡ ρ
(L)
exp(x = ±1

2
) − T 6= 0, véanse las figuras 3.3 y 3.4. Curiosamente, esta

resistencia térmica en los bordes aparece sólo para β 6= 0, mostrando que la no

linealidad es esencial para que se produzca este salto térmico. Este fenómeno es

bien conocido en el transporte de enerǵıa no lineal, como resultado de la dispersión

de enerǵıa que tiene lugar en la interfase sistema-baño. Como ejemplos, pueden
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Figura 3.5: Resistencia térmica de borde como función del tamaño del sistema
L, para distintos valores de ν ∈ [10−3, 102] y β = 0,5, 1. En todos los casos el
salto témico en los contornos decae como L−1, con una amplitud que crece con

ν.

citarse sistemas como la cadena de osciladores de Fermi-Pasta-Ulam, fluidos de

esferas duras, etc. [48]. La figura 3.5 representa el salto térmico medido en los

extremos como función del tamaño del sistema para distintos valores de ν y β > 0,

y muestra que ∆TL decae como L−1 para sistemas suficientemente grandes. La

amplitud aumenta con el parámetro de disipación ν y el exponente de no linealidad

β.

En la fig. 3.6, mostramos el perfil de corriente promedio, medido en simulaciones

tras cada evento de colisión, para diferentes valores del coeficiente de disipación

macroscópico ν. Para ser concretos y para hacer la figura más simple y comprensi-

ble, hemos considerado β = 0. Otros valores de β tienen el mismo comportamiento

cualitativo. La corriente no es constante a través del sistema, lo que es esencial-

mente distinto del comportamiento propio de los sistemas conservativos. Para un

sistema fuertemente disipativo, ν � 1, la corriente promedio es nula excepto en

dos capas ĺımite cercanas a los contornos, dentro de las cuales es muy grande.

Lógicamente, esto es consecuencia de la forma de los perfiles de densidad y de la

validez de la ley de Fourier en nuestro sistema. De nuevo, observamos que el acuer-

do entre la expresión teórica para la corriente (ĺınea continua) que se corresponde
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Figura 3.6: Perfiles de corriente promedio para diferentes valores de ν ∈
[10−1, 103], β = 0 y N = 160. Nótese la estructura no trivial debido a la disi-
pación en el seno del sistema, lo que contrasta con el comportamiento encon-
trado en los sistemas conservativos, donde el campo de corriente es homogéneo.
Las ĺıneas se corresponden con las predicciones teóricas, y el acuerdo teoŕıa-

simulación es excelente en todos los casos.

a la ec. (3.61b) y la simulación (puntos) es excelente en todos los casos.

La dependencia espacial del campo de disipación promedio dav(x) está representada

en la fig. 3.7. Nótese que el eje vertical está en escala logaŕıtmica, para poder

mostrar con más claridad su comportamiento en el seno del sistema cuando ν � 1.

De nuevo, el acuerdo entre la teoŕıa (ĺınea cont́ınua) y la simulación (puntos) es

excelente, incluso en el centro del sistema, donde |dav(x)| es realmente pequeño en

el ĺımite ν � 1.

La simplicidad del modelo nos permite medir directamente los coeficientes de trans-

porte en las simulaciones. En particular, una implicación importante de nuestra

descripción hidrodinámica es que los coeficientes de transporte son función úni-

camente de la densidad de enerǵıa ρ, para sistemas de tamaño grande y bajo

la hipótesis de equilibrio local, como expresan las ecs. (3.36) y (3.42). Hemos

comprobado la validez de nuestra teoŕıa comparando los valores numéricos de los

coeficientes de transporte, medidos en simulaciones Monte Carlo, y las predicciones

teóricas para la clase general de modelos considerados en esta sección, dadas por
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Figura 3.7: Perifles del campo de disipación promedio para diferentes valores
de ν ∈ [10−1, 103] y β = 0, 0,5, 1, para N = 160. La temperatura del baño es
T = 1 en todos los casos. La ĺıneas se corresponden con las predicciones teóricas,

que reproducen de manera excelente los datos numéricos.

las ecs. (3.56) y (3.57). Vamos a empezar por considerar la evaluación numérica

de R(ρ), el coeficiente de transporte asociado a la disipación. En la fig. 3.8, hemos

representado el campo de disipación promedio local dav(x) a lo largo de la cadena

de sitios frente a la densidad de enerǵıa promedio local ρav(x), es decir, hemos

combinado los puntos de las figuras 3.3 y 3.7. En concreto, dibujamos |dav(x)|/ν
frente a ρav(x) ∀x ∈ [−1

2
, 1

2
]. Aparte del tamaño del sistema L = 160 considerado

en las figs. 3.3 y 3.7, hemos incluido puntos para tamaños más pequeños, desde

L = 10 a L = 80, de modo que pueda verse la convergencia al comportamiento

hidrodinámico. Para cada valor de β, todos los puntos colapsan en una misma cur-

va, esto es, R(ρ) es función únicamente de ρ. Además, la dependencia del nuevo

coeficiente de transporte R(ρ) con concuerda con la expresión teórica (3.56). Es

llamativa la rápida convergencia a la descripción hidrodinámica, ya que L = 10 es

suficiente para recuperar la predicción teórica.

También hemos medido numéricamente la difusividad, que es el valor que relaciona

la corriente local de enerǵıa con el gradiente de la densidad local de acuerdo con

la ley de Fourier. Para ello, hemos combinado los datos usados en las figs. 3.3 y

3.6: representamos −jav/ρ
′
av, donde la prima indica la derivada espacial numérica
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Figura 3.8: Coeficiente de transporte de la disipación R(ρ) medido en las simu-
laciones, como función de la densidad de enerǵıa promedio local, para diferentes
valores de ν, β y L. Para cada valor de β considerado, los datos numéricos
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Figura 3.9: Comparación entre los valores teóricos y numéricos de la difusivi-
dad D(ρ) para β = 0, 0,5, 1. Hemos considerado distintos valores de ν y L. El

acuerdo entre teoŕıa y simulación es excelente.



Caṕıtulo 3 Una clase general de modelos disipativos 67

del perfil de enerǵıa medido, frente a ρav. Igual que suced́ıa para el coeficiente

de transporte para la disipación R(ρ), el acuerdo entre teoŕıa y simulacion para

D(ρ) es muy bueno. Hay algunos puntos que se alejan de la predicción teórica,

pero esta discrepancia es debida a lo pequeño de los valores de jav(x) y ρ′av(x)

cerca del centro del sistema, donde ρav alcanza un mı́nimo y por tanto ρ′av tiende

a cero. Esto conlleva errores numéricos importantes en el cociente −jav/ρ
′
av cerca

del mı́nimo correspondiente a cada perfil promedio ρav(x).





Caṕıtulo 4

Hidrodinámica fluctuante

Hemos visto en el caṕıtulo anterior que la enerǵıa local ρl,p obedece la ecuación de

balance (3.10), con un término difusivo, dado por la derivada espacial discreta de

la corriente microscópica, y un término disipativo. Promediando sobre todas las

posibles realizaciones de la dinámica, se ha obtenido la ecuación hidrodinámica

(3.47), cuya estructura es similar, pero ahora en términos de los campos hidro-

dinámicos continuos (densidad, corriente y disipación). El principal objetivo de

este caṕıtulo es analizar el problema más allá del comportamiento promedio, esto

es, estudiar las fluctuaciones locales de los campos de corriente y disipación o,

dicho de manera equivalente, las propiedades de sus respectivos “ruidos”.

Afrontamos el problema de caracterizar los términos de ruido en el ĺımite de ta-

maño grande L� 1, el mismo ĺımite en el cual hemos demostrado que la ecuación

(3.47) es válida sobre la escala hidrodinámica definida en la ec. (3.46). La idea

es separar la corriente microscópica jl,p en un término principal j̃l,p y un término

de ruido ξl,p, jl,p = j̃l,p + ξl,p. De manera equivalente, tendremos para el campo

de disipación microscópico que dl,p = d̃l,p + ηl,p, con el término principal d̃l,p y el

ruido de la disipación ηl,p. La idea f́ısica de los términos principales es que co-

rresponden al promedio “condicionado” de la magnitud correspondiente para una

configuración dada ρ y, en consecuencia, el valor medio de cada campo coincide

con el de su término principal correspondiente, 〈j̃l,p〉 = 〈jl,p〉, 〈d̃l,p〉 = 〈dl,p〉. Enton-

ces, ambos ruidos tienen valor medio nulo, 〈ξl,p〉 = 0, 〈ηl,p〉 = 0. En este caṕıtulo

encontramos que: (i) el ruido de la corriente es blanco y gaussiano, (ii) el ruido

correspondiente a la disipación es subdominante respecto al ruido de la corriente

si 1 − α = O(L−2), como viene dado por la ec. (3.18). Por lo tanto, el ruido de

la corriente es la principal fuente de fluctuaciones a nivel mesoscópico. Por otra

parte, las fluctuaciones del campo de disipación están ‘ligadas” a las del campo de

69
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densidad, ya que dl,p = νR(ρl,p) al poder despreciarse el ruido propio del campo

de disipación.

4.1. Definición de los ruidos

4.1.1. La corriente fluctuante. Valores promedio y propie-

dades del ruido.

Vamos a considerar las fluctuaciones de la corriente microscópica jl,p. Como hemos

descrito arriba, la idea es dividir la corriente en un término principal y otro de

ruido

jl,p = j̃l,p + ξl,p (4.1)

tal que 〈j̃l,p〉 = 〈jl,p〉. La elección siguiente,

j̃l,p =
α

2L

(ρl,p − ρl+1,p) f(Σl,p)

Ωp(L)
, (4.2)

garantiza la condición anterior para la igualdad de promedios, veáse la ec. (3.12).

Para aclarar la diferencia entre jl,p y j̃l,p, nótese que mientras el primero es exac-

tamente cero a no ser que colisione el par (l, l + 1) en el instante p, como se

sigue de la ec. (3.8), el segundo puede tomar un valor no trivial incluso en au-

sencia de dicha colisión; sin embargo sus promedios coinciden. Puede entenderse

j̃l,p como el promedio de jl,p condicionado a un cierto perfil de densidad dado

ρp = {ρ1,p, ..., ρN,p}, j̃l,p = 〈jl,p〉ρ. Esto quiere decir que promediamos sobre los

números aleatorios zp e yp en la ec. (3.8) pero no sobre ρ. La ec. (4.2) es la ley

de Fourier a nivel microscópico, j̃l,p es proporcional al gradiente de la densidad

local de enerǵıa. Queremos estudiar las propiedades del ruido ξl,p = jl,p − j̃l,p. Co-

menzamos por su promedio y su función de correlación 〈ξl,p ξl′,p′〉. De la igualdad

〈j̃l,p〉 = 〈jl,p〉, tenemos inmediatamente que

〈ξl,p〉 = 0. (4.3)

Para la función de correlación del ruido, es fácil mostrar que

〈ξl,p ξl′,p′〉 = 〈jl,p jl′,p′〉 − 〈j̃l,p j̃l′,p′〉. (4.4)

Además, a partir de la definición de corriente, ec. (3.8), es facil probar también

que 〈ξl,p ξl′,p′〉 = 0 para p 6= p′, aśı que no hay correlación en el ruido de la corriente
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para distintos instantes de tiempo. Para tiempos iguales, p = p′, el segundo término

del segundo miembro de la ec. (4.4) es despreciable comparado con el primero en

el ĺımite L � 1, puesto que es de orden O(L−2), mientras que, como veremos

a continuación, el primer término se comporta como O(L−1) y es el dominante.

Usando la definición de corriente microscópica (3.8), tenemos que

jl,pjl′,p = α2 [(1− zp)ρl,p − zpρl+1,p] [(1− zp)ρl′,p − zpρl′+1,p] δyp,lδyp,l′ . (4.5)

Ahora tenemos en cuenta que 〈zp〉 = 1/2, 〈z2
p〉 = 1/3, y que

〈δyp,lδyp,l′〉ρ =
f(Σl,p)

LΩp(L)
δl,l′ , (4.6)

llegando a

〈jl,pjl′,p〉 ∼
α2

3L

〈(
ρ2
l+1,p + ρ2

l,p − ρl,pρl+1,p

)
f(Σl,p)

Ωp(L)

〉
δl,l′ , (4.7)

que es efectivamente de orden O(L−1). Por tanto, el término dominante del la

correlación del ruido de la corriente en el ĺımite L� 1 es

〈ξl,p ξl′,p′〉 ∼
1

L
Ξl,pδl,l′δp,p′ , (4.8)

donde hemos despreciado los términos O(L−2), y definido

Ξl,p =
α2

3

〈(
ρ2
l+1,p + ρ2

l,p − ρl,pρl+1,p

)
f(Σl,p)

Ωp(L)

〉
. (4.9)

En principio, la ec. (4.9) no puede expresarse en términos de 〈ρl,p〉, de modo que,

como cab́ıa esperar, la ecuación de balance fluctuante (3.10) no está cerrada a

nivel microscópico. Usando de nuevo la aproximación de “equilibrio local” [21] de

la sección 3.2.1, obtenemos

Ξl,p ∼ τp
α2ρ2

av

3

∫ ∞

0

drr7f(ρavr
2)e−r

2

. (4.10)

En el ĺımite continuo tenemos que tener en cuenta la ec. (3.16a), e introducir en

consecuencia el mismo escalamiento para la corriente fluctuante y su ruido, esto

es

jl,p → L−2τpj(x, t), ξl,p → L−2τpξ(x, t). (4.11)
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De este modo,

j(x, t) = j̃(x, t) + ξ(x, t). (4.12)

Con esta definición, se obtiene inmediatamente que

〈j̃(x, t)〉 = jav(x, t), (4.13a)

〈ξ(x, t)〉 = 0. (4.13b)

Además la función de correlación del ruido de la corriente es, combinando las ecs.

(4.8)-(4.11),

〈ξ(x, t)ξ(x′, t′)〉 ∼ 1

L
σ(ρav)δ(x− x′)δ(t− t′), (4.14)

donde hemos tenido en cuenta la cuasi elasticidad de la dinámica microscópica,

1− α = O(L−2), véase la ec. (3.18). Asimismo, hemos introducido la ”movilidad”

σ(ρ) =
ρ2

3

∫ ∞

0

dr r7f(ρr2)e−r
2

= 2ρ2D(ρ) (4.15)

y utilizado que
δl,l′

∆x
∼ δ(x− x′), δp,p′

∆tp
∼ δ(t− t′), (4.16)

donde ∆x y ∆tp están definidas en las ecs. (3.14) y (3.46), respectivamente. Por

tanto, hemos demostrado que el ruido de la corriente es blanco: su valor promedio

es cero y está delta-correlacionado en el espacio y en el tiempo. A continuación,

probararemos que también es gaussiano.

La ecuación (4.15), σ(ρ) = 2ρ2D(ρ), es una relación de fluctuación-disipación pa-

ra el caso disipativo. Relaciona la movilidad y la difusividad, y es análoga a la

existente en los sistemas conservativos [10, 21]. La validez de esta relación de fluc-

tuación-disipación entronca con la cuasielasticidad de la dinámica microscópica

(estocástica). Para un valor dado del coeficiente de disipación mesoscópico ν, el

valor correspondiente de la inelasticidad microscópica es α = 1− ν
2L2 , véase la ec.

(3.18), aśı que valores de ν del orden de la unidad corresponden a una dinámica

microscópica cuasielástica para L � 1. Se ha encontrado una relación fluctua-

ción-disipación similar en algunos sistemas disipativos, que incluyen los medios

granulares, para inelasticidades no muy grandes[49]. Por otra parte, para un coefi-

ciente de disipación macroscópico suficientemente grande, para el que 1−α = O(1)

y ν ∼ O(L2), la aproximación de equilibrio local fallaŕıa y esperaŕıamos una rup-

tura de la relación de fluctuación-disipación, y posiblemente de la hidrodinámica,

como también sucede en otros sistemas disipativos [49, 50].
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4.1.2. Carácter gaussiano del ruido de la corriente

En el ĺımite de tamaño del sistema grande L� 1, el ruido de la corriente introduci-

do en la sección 4.1.3 es blanco, como expresan las ecuaciones (4.13b) y (4.14), con

la movilidad σ(x, t) dada por la ec. (4.15), independiente de L. Podemos introducir

un nuevo campo ξ̃(x, t) dado por

ξ(x, t) = L−1/2ξ̃(x, t), (4.17)

tal que ξ̃(x, t) permanece finito en el ĺımite de tamaño del sistema L→∞,

〈ξ̃(x, t)〉 = 0, 〈ξ̃(x, t)ξ̃(x′, t′)〉 = σ(ρ)δ(x− x′)δ(t− t′). (4.18)

En esta sección, mostramos que todos los cumulantes de ξ̃(x, t) de orden superior

al segundo se anulan en el ĺımite de sistemas muy grandes.

Vamos a considerar un cumulante de orden n del ruido microscópico ξl,p, que es

igual al momento de orden n-ésimo de ξ más una suma de productos no lineales

de momentos de orden más bajo de ξ. Un cálculo análogo al llevado a cabo para

la correlación 〈ξl,pξl′,p′〉 muestra que el comportamiento dominante de cualquier

momento es del orden de L−1, obtenido cuando todos los tiempos son iguales.

Por lo tanto, el momento de orden n 〈jl,pjl′,p′ · · · jl(n),p(n)〉 da el comportamiento

dominante, de orden L−1, para p = p′ = · · · = p(n); cualquier otra contribución al

cumulante es, al menos, de orden L−2. De esta forma,

〈jl,pjl′,p′ · · · jl(n),p(n)〉 ∼ L−1τp〈Clp〉δl,l′δl′,l′′ · · · δl(n−1),l(n)δp,p′δp′,p′′ · · · δp(n−1),p(n) ,

(4.19)

donde 〈Clp〉 representa un promedio que permanece finito en el ĺımite L→∞. En

el ĺımite continuo, cada corriente introduce un factor L2/τp debido al escalamiento

introducido en la ec. (3.16a), y

〈ξ(x, t)ξ(x′, t′) · · · ξ(x(n), t(n))〉 ∼ L2n−1τ 1−n
p 〈C(x, t)〉δ(x− x

′) · · · δ(x(n−1) − x(n))

Ln−1

×
τn−1
p δ(t− t′) · · · δ(t(n−1) − t(n))

L3(n−1)
, (4.20)

esto es,

〈ξ(x, t)ξ(x′, t′) · · · ξ(x(n), t(n))〉 = L3−2n〈C(x, t)〉δ(x− x′)δ(x′ − x′′) · · · δ(x(n−1) − x(n))

× δ(t− t′)δ(t′ − t′′) · · · δ(t(n−1) − t(n)). (4.21)
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En estas ecuaciones, 〈C(x, t)〉 es el comportamiento finito dominante de 〈Cl,p〉 en

el ĺımite de tamaño del sistema grande L� 1, bajo la aproximación de equilibrio

local introducida en 3.2.1. También hemos tenido en cuenta la relación entre la

delta de Kronecker y la delta de Dirac, ec. (4.16). Utilizando el ruido reescalado

del orden de la unidad ξ̃,

〈ξ̃(x, t)ξ̃(x′, t′) · · · ξ̃(x(n), t(n))〉 ∼ L3(1−n
2 )〈C(x, t)〉δ(x− x′)δ(x′ − x′′) · · · δ(x(n−1) − x(n))

× δ(t− t′)δ(t′ − t′′) · · · δ(t(n−1) − t(n)). (4.22)

Por lo tanto, en el ĺımite de L→∞,

〈ξ̃(x, t)ξ̃(x′, t′) · · · ξ̃(x(n), t(n))〉 = 0 para todo n > 2, (4.23)

lo que completa la prueba.

El carácter gaussiano de las fluctuaciones del campo de corriente nos permitirá,

como veremos en el siguiente caṕıtulo, extender la teoŕıa de las fluctuaciones ma-

croscópica recientemente introducida en la ref. [21] al caso de sistemas disipativos

no lineales [45]. Este esquema teórico hace factible el estudio de las fluctuacio-

nes, tanto t́ıpicas como raras, de observables macroscópicos en situaciones arbi-

trariamente lejos del equilibrio. Esto posibilita predecir las funciones de grandes

desviaciones que caracterizan la estad́ıstica, aśı como los perfiles óptimos de los

campos hidrodinámicos que sostienen dichas fluctuaciones. La validez de la des-

cripción hidrodinámica fluctuante deducida aqúı y, en particular, de la aproxima-

ción de “equilibrio local”, puede ser probada a posteriori. Para ello, comparamos

las predicciones para la función de grandes desviaciones de la Teoŕıa Macroscópi-

ca de Fluctuaciones asociada a nuestra descripción hidrodinámica con resultados

numéricos.

4.1.3. La disipación fluctuante. Valores promedio y propie-

dades del ruido.

Nuestro punto de partida es la ec. (3.9) para la disipación macroscópica dl,p, que

dividimos en dos términos: uno principal d̃l,p más un ruido ηl,p, es decir,

dl,p = d̃l,p + ηl,p, (4.24a)

d̃l,p = −1− α
L

ρl,p [f(Σl,p) + f(Σl−1,p)]

Ωp(L)
. (4.24b)
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Claramente, el promedio del término principal verifica 〈d̃l,p〉 = 〈dl,p〉, véase la ec.

(3.13), y aśı el promedio del ruido se anula, 〈ηl,p〉 = 0. De nuevo, como en el caso

de la corriente, d̃l,p puede considerarse como el promedio de dl,p restringido a una

configuración dada de la densidad de enerǵıa ρ, d̃l,p = 〈dl,p〉ρ. De las ecuaciones

(3.9) y (4.24), tenemos que

ηl,p = −(1− α)ρl,p

[
δyp,l + δyp,l−1 −

f(Σl,p) + f(Σl−1,p)

LΩp(L)

]
, (4.25)

y entonces

ηl,pηl′,p′ = (1− α)2ρl,pρl′,p′

[
δyp,l + δyp,l−1 −

f(Σl,p) + f(Σl−1,p)

LΩp(L)

]

×
[
δyp′ ,l′ + δyp′ ,l′−1 −

f(Σl′,p′) + f(Σl′−1,p′)

LΩp′(L)

]
. (4.26)

Ahora, tomando promedios es claro que 〈ηl,pηl′,p′〉 = 0 si p 6= p′, porque las varia-

bles yp, yp′ son independientes en ese caso y los términos entre corchetes tienen

promedio cero. Por consiguiente, nos restringiremos al caso p = p′. Realizando un

cálculo similar al hecho para la corriente, obtenemos que

〈ηl,pηl′,p〉 ∼
(1− α)2

L

〈ρl,pρl′,p
Ωp(L)

[f(Σl,p)(δl,l′ + δl,l′−1) + f(Σl−1,p)(δl,l′ + δl,l′+1)]
〉
,

(4.27)

después de usar la ec. (4.6) y despreciar los términosO(L−2). El término dominante

de la correlación del ruido podemos escribirlo entonces como

〈ηl,pηl′,p〉 ∼
1

L
(κ̄

(1)
l,p δl,l′ + κ̄

(2)
l,p δl,l′−1 + κ̄

(3)
l,p δl,l′+1)δp,p′ , (4.28)

donde hemos definido

κ̄
(1)
l,p = 2(1− α)2

〈
ρ2
l,p

f(Σl,p)

Ωp(L)

〉
, (4.29a)

κ̄
(2)
l,p = (1− α)2

〈
ρl,p ρl+1,p

f(Σl,p)

Ωp(L)

〉
, (4.29b)

κ̄
(3)
l,p = (1− α)2

〈
ρl−1,p ρl,p

f(Σl−1,p)

Ωp(L)

〉
. (4.29c)

Podemos dar una expresión para el promedio en (4.27) que sea función exclusiva-

mente del campo de densidad de enerǵıa local ρ(x, t), si introducimos la aproxi-

mación de equilibrio local, al igual que hicimos para la corriente. Como el cálculo

es completamente análogo, no presentamos los detalles aqúı, limitándonos a dar
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los principales resultados. En particular, la estructura de la ec. (4.27) y la relación

1− α = ν
2L2 implican que

〈ηl,pηl′,p′〉 ∼ L−5ν2τp

(
κ

(1)
l,p δl,l′ + κ

(2)
l,p δl,l′−1 + κ

(3)
l,p δl,l′+1,

)
δp,p′ , (4.30)

donde κ
(i)
l,p, i = 1, 2, 3, son promedios en la aproximación de “equilibrio local”, que

surgen al introducir la misma en las κ̄(i), y que se mantienen del orden de la unidad

en el ĺımite L→∞. Se obtiene

κ
(1)
l,p ∼

1

3
ρ2
av

∫ ∞

0

dr r7f(r2ρav)e
−r2 , (4.31a)

κ
(2)
l,p = κ

(3)
l,p =

1

4
κ

(1)
l,p , (4.31b)

La igualdad de κ
(2)
l,p y κ

(3)
l,p es consecuencia de que la diferencia entre ¯κ(2)

l,p y ¯κ(2)
l,p

es de orden L−1, ya que se corresponden a dos promedios completamente análogos,

pero desplazados un sitio de la red. Con la definición η(x, t) = L3ηl,p/τp, véase la

ec. (3.18), introducimos el ĺımite continuo del ruido de la disipación, y su función

de correlación es

〈η(x, t)η(x′, t′)〉 ∼ L−3ν2κ(ρ)δ(x− x′)δ(t− t′), (4.32)

donde hemos usado de nuevo la ec. (4.16), y definido κ(ρ) como el ĺımite continuo

de
∑3

i=1 κ
(i)
l,p. Podemos ver que el ĺımite continuo del termino diagonal κ

(1)
l,p ec.

(4.31a) es exactamente igual a σ(ρ), mientras que cada término no diagonal κ
(2,3)
l,p ,

dado por la ec. (4.31b), contribuye 1
4
σ(ρ). Por tanto,

κ(ρ) =
3

2
σ(ρ). (4.33)

La ecuación (4.32) nos dice que el ruido de la disipación (∝ L−3/2) es mucho mas

débil que el ruido de la corriente (∝ L−1/2) en el ĺımite de tamaño del sistema

grande L� 1. Por tanto, lo despreciaremos en lo que sigue, es decir, el campo de

disipación es

d(x, t) = −νR(ρ), (4.34)

sin ruido “propio”. La cuasielasticidad de la dinámica microscópica, 1− α = ν
2L2 ,

es la responsable del carácter subdominante del ruido de la disipación frente al

ruido de la corriente en el ĺımite de tamaño de sistema grande. Para estudiar los

momentos de orden superior del ruido, seguimos el mismo procedimiento que en

la subsección 4.1.1. Teniendo en cuenta que el término dominante del ruido es de
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Figura 4.1: Comparación entre las medidas numéricas de la movilidad σ(ρ),
obtenidas a partir de la igualdad (4.36), y la predicción teórica, dada por las
ecs. (4.15) y (3.57), para β = 0, 0,5, 1. El acuerdo es excelente en todos los
casos, incluso para tamaños del sistema relativamente pequeños (L = 10). Las
curvas para β = 0,5 (β = 1) se han desplazado verticalmente 0,3 (0,6) unidades.

El recuadro muestra la misma figura en escala logaritmica.

orden L−1/2, definimos el ruido escalado η̃(x, t) = η(x, t)L1/2. Puede demostrarse

que (para más detalles véase el apéndice A)

〈η̃(x, t)η̃(x′, t′) · · · η̃(x(n), t(n))〉 ∼ L3−5n/2 νn〈D(x, t)〉δ(x− x′) · · · δ(x(n−1) − x(n))

×δ(t− t′)δ(t′ − t′′) · · · δ(t(n−1) − t(n)). (4.35)

donde 〈D(x, t)〉 es un promedio que permanece finito en el ĺımite L → ∞. Igual

que suced́ıa para ruido de la corriente, el ruido del campo de disipación es gaus-

siano, pero esto es mayormente irrelevante para nuestro estudio. Lo importante

es que las fluctuaciones dominantes a nivel hidrodinámico son las de la corriente:

todos los momentos del ruido escalado η̃ se anulan para L → ∞, luego para un

sistema grande puede despreciarse el ruido de la disipación. La ecuación (4.34) nos

dice que, las fluctuaciones de la disipación d(x, t) están “ligadas” a las de el cam-

po de enerǵıa ρ(x, t), como consecuencia de la “cuasi-elasticidad” de la dinámica

a nivel microscópico. Este caracter cuasielástico de la dinámica microscópica es

compatible con la existencia de una disipación finita a nivel mesoscópico, como

expresa el valor finito del coeficiente macroscópico de disipación ν.
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4.2. Resultados. Comparación teoŕıa simulación.

Para finalizar este caṕıtulo, mostramos las comparaciones de las predicciones teóri-

cas de las amplitudes del ruido con los resultados numéricos, obtenidos mediante

simulaciones de Monte Carlo de la dinámica microscópica. La figura 4.1 muestra

la amplitud de las fluctuaciones de la corriente, esto es, la movilidad σ. De la

combinación de las ecuaciones (4.8), (4.9) y (4.15), resulta que

L〈ξ2
l,p〉
τp

= σ(ρav). (4.36)

Por lo tanto, hemos representado el primer miembro de esta ecuación como función

de la densidad promedio a lo largo de la cadena, ambas medidas numéricamente

en las simulaciones. Esto se ha hecho para los mismos valores de β = 0, 0,5, 1 que

venimos usando a lo largo de esta memoria, y para varios valores del coeficiente de

disipación macroscópico ν y del tamaño del sistema L. En el recuadro de la figura

4.1, se muestra el mismo gráfico en escala logaŕıtmica. Se observan lineas rectas

con pendiente β + 2, de acuerdo con el comportamiento algebraico de σ ∝ ρβ+2

predicho por la teoŕıa hidrodinámica, ecs. (4.15) y (3.57). El excelente acuerdo

entre teoŕıa y simulación y, en concreto, el colapso de los datos correspondientes a

diferentes valores de L son una prueba clara de que el escalamiento predicho del

ruido de la corriente con el tamaño del sistema, 〈ξ(x, t)ξ(x′, t′)〉 ∝ L−1 , ec. (4.14),

es el correcto.

De manera análoga, la fig. 4.2 muestra la medida de las fluctuaciones diagonales,

dadas por el término κ1
l,p del ruido de la disipación, como función de la densidad

local promedio. A partir de las ecs. (4.30)-(4.32) y la discusión que les sigue, estas

fluctuaciones diagonales están definidas como

L5〈η2
l,p〉

ν2τp
≡ κdiag(ρav) (4.37)

De nuevo, el acuerdo entre la teoŕıa y los resultados de la simulación es excelente.

Los efectos de tamaño finito, especialmente a densidades grandes, son más evi-

dentes aqúı que para las fluctuaciones de la corriente, compárese con la fig. 4.1.

Esto es natural puesto que las fluctuaciones de la disipación son muy pequeñas

y tienen que ser escaladas como L5 en el ĺımite continuo, lo que amplifica fuer-

temente los efectos de tamaño finito que afectan a las medidas de simulación. La

fig. 4.2 confirma el escalamiento de las fluctuaciones de la disipación, es decir que

〈η(x, t)η(x′, t′)〉 ∝ L−3, en el ĺımite continuo, como viene dado por la ec. (4.32).
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Figura 4.2: Comparación entre la medida numérica de la parte diagonal de
κ(ρ), según la Ec. (4.37), y la predicción teórica de la ec. (4.31a), para β =
0, 0,5, 1 y diferentes valores de ν y L. Las curvas para β = 0,5 (β = 1) se han

desplazado verticalmente 0,3 (0,6) unidades para una mayor claridad.

Esto apoya nuestra idea de que las fluctuaciones de la disipación son despreciables

en el ĺımite L→∞, para el que la única fuente de fluctuaciones relevante será la

asociada al campo de corriente.





Caṕıtulo 5

Fluctuaciones raras y t́ıpicas en

un sistema difusivo con disipación

e inyección de enerǵıa

5.1. Teoŕıa de las fluctuaciones macroscópicas pa-

ra sistemas disipativos

En este caṕıtulo analizamos un clase general de sistemas cuya dinámica a escala

mesoscópica viene descrita por la siguiente ecuación de evolución fluctuante

∂tρ(x, t) = −∂xj(x, t) + d(x, t) . (5.1)

Aqúı nos centramos en el caso monodimensional por simplicidad, pero nuestro

análisis puede extenderse de modo sencillo al caso general de dimensión d. En la

ec. (5.1), ρ(x, t), j(x, t) y d(x, t) son los campos de densidad, corriente y disipa-

ción, respectivamente, y x ∈ [−1/2, 1/2] y t son las variables macroscópicas de

espacio y tiempo. Como vimos en los caṕıtulos anteriores, estas escalas espaciales

y temporales promediadas emergen del escalamiento adecuado de la dinámica mi-

croscópica del sistema [51]. El campo de corriente es una cantidad fluctuante, que

se puede escribir como

j(x, t) = −D(ρ)∂xρ(x, t) + ξ(x, t). (5.2)

81
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El primer término corresponde la ley de Fourier, donde D(ρ) es la difusividad (que

puede ser una función no lineal de la densidad local de enerǵıa), y ξ(x, t) es el ruido

de la corriente que es blanco y gaussiano,

〈ξ(x, t)〉 = 0, 〈ξ(x, t)ξ(x′, t′)〉 =
σ(ρ)

L
δ(x− x′)δ(t− t′), (5.3)

siendo σ(ρ) la movilidad. Se espera que este campo fluctuante gaussiano emerja en

la mayoŕıa de las situaciones en el ĺımite mesoscópico apropiado como resultado del

teorema del ĺımite central: aunque las interacciones microscópicas para un modelo

dado puedan ser tremendamente complicadas, las fluctuaciones resultantes de los

campos en la escala hidrodinámica lenta surgen de la suma de una enorme cantidad

de eventos aleatorios en la microescala. Esto da lugar a una estad́ıstica gaussiana,

con una amplitud del orden de L−1/2, en el régimen mesoscópico para el que la ec.

(5.1) es válida. Por otro lado, el campo de disipación d(x, t) es

d(x, t) = −νR(ρ(x, t)), (5.4)

donde ν es el coeficiente dee disipación macroscópico, y R(ρ) es cierta función de la

densidad de enerǵıa ρ. Para el cálculo que sigue en esta sección, es útil introducir

de nuevo la variable y, tal que

y = R(ρ), (5.5a)

d(x, t) = −νy(x, t). (5.5b)

El campo de disipación aparece a escala mesoscópica porque la dinámica estocásti-

ca microscópica es disipativa. Esto es, en los modelos de interés tenemos un coe-

ficiente equivalente al coeficiente de restitución microscópico α, de modo que la

cantidad de enerǵıa disipada es proporcional a 1 − α. En consecuencia, el coefi-

ciente de disipación macroscópica ν es también proporcional a 1− α. Nótese que,

sin embargo, no hay término de ruido en la ec. (5.4): las fluctuaciones locales del

campo de disipación están ligadas a las de la densidad de enerǵıa ρ. La razón f́ısica

para ello es que la dinámica microscópica debe de ser cuasielástica para asegurar

que la disipación y la difusión tengan lugar sobre la misma escala de tiempo en el

ĺımite termodinámico. T́ıpicamente, 1−α debe escalar como L−2, esto es, el orden

de magnitud del término difusivo en un sistema de longitud L [45, 51].

Las condiciones de contorno para la ec. (5.1) dependen de la situación f́ısica de

interés. Por ejemplo, podemos considerar que el sistema permanece en contacto con
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dos baños térmicos a x = ±1/2 a la misma temperatura T , aśı ρ(±1/2, t) = T .

En tal caso, el sistema alcanza un estado estacionario en el ĺımite de tiempos

grandes, en el que la inyección de enerǵıa a través de los contornos y la disipación

se compensan en promedio. Los perfiles medios (macroscópicos) solución de (5.1)

verifican

j′av(x) + νR(ρav(x)) = 0, jav(x) = −D(ρav(x))ρ′av(x), (5.6)

donde las primas indican derivada espacial. La primera ecuación en (5.6) se sigue

de (5.1), y la segunda es la ley de Fourier para los promedios, obtenida a partir

de (5.2). De manera equivalente, podemos escribir una ecuación de segundo orden

cerrada para ρ,
d

dx
[D(ρav)ρ′av] = νR(ρav), (5.7)

con las condiciones de contorno ρav(±1/2) = T . Las ecuaciones (5.6) y (5.7) se

puede escribir también para la variable y introducida en la ecuación (5.5a),

j′av(x) + νyav(x) = 0, jav(x) = −D̂(yav(x))y′av(x), (5.8)

con

D̂(y) =

(
dy

dρ

)−1

D(ρ), (5.9)

donde

jav(x, t) = −D̂(yav)∂xy(x, t). (5.10)

De esta forma, vemos que D̂ es una “difusividad efectiva”: esto es, el factor que

multiplica al gradiente espacial cuando escribimos la ley de Fourier en términos

de la nueva variable y. La ec. (5.8) también puede reescribirse como una ecuación

diferencial de segundo orden para yav,

[
D̂(yav)y′av

]′
= νyav, yav(±1/2) = R(T ). (5.11)

De manera interesante, se puede mostrar que D̂ es constante, independiente de y,

cuando y = R(ρ) depende algebraicamente de ρ (el caso que estudiamos detallada-

mente en el caṕıtulo 3). Esta observación simplifica considerablemente el análisis,

como veremos más adelante.

La probabilidad de observar una historia {ρ(x, t), j(x, t)}τ0 de duración τ para los

campos de densidad y corriente, empezando desde cierto instante inicial t = 0, se

puede escribir como una integral de camino sobre todas las posibles realizaciones

del ruido de la corriente {ξ(x, t)}τ0, pesada por su medida gaussiana, y restringida

sobre las realizaciones compatibles con la ec. (5.1) en cada punto del espacio tiempo
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[29]. Esta probabilidad obedece un principio de grandes desviaciones de la forma

[9, 10, 14, 21, 27–29, 34, 45]

P ({ρ, j}τ0) ∼ exp (+L Iτ [ρ, j]) , (5.12)

con un funcional Iτ dado por [10, 21]

Iτ [ρ, j] = −
∫ τ

0

dt

∫ 1/2

−1/2

dx
[j +D(ρ)∂xρ]2

2σ(ρ)
. (5.13)

Los campos están ρ(x, t) y j(x, t) acoplados por medio de la ecuación de balance

(5.1), y el campo de disipación viene dado como función de ρ(x, t) por (5.4). La

ecuación (5.13) expresa la naturaleza gaussiana de las fluctuaciones locales de la

corriente alrededor de su comportamiento promedio (ley de Fourier). El funcional

en la ec. (5.13) es el mismo que en el caso conservativo (es decir, sin disipación

en el “bulk”), debido a la cuasielasticidad de la dinámica microscópica. Como

demostramos en los caṕıtulos anteriores, esto hace que el ruido de la corriente sea

el único relevante en la descripción hidrodinámica. Nosotros nos centramos en las

fluctuaciones de la enerǵıa disipada en todo el sistema en un intervalo de tiempo

τ . Para ello, definimos la disipación integrada d, que es proporcional a la integral

del campo de disipación sobre el espacio y el tiempo

d = −1

τ

∫ τ

0

dt

∫ 1/2

−1/2

dx d(x, t) =
ν

τ

∫ τ

0

dt

∫ 1/2

−1/2

dxR(ρ(x, t)) > 0 ,

donde hemos introducido un signo menos por conveniencia, para que d sea positivo.

Como hemos discutido con anterioridad, este es un observable fundamental para

entender la f́ısica estad́ıstica de los medios disipativos. La probabilidad de tal

fluctuación Pτ (d) escala en el ĺımite de tiempos grandes como

Pτ (d) ∼ exp [+τLG(d)] , G(d) =
1

τ
máx
ρ,j

Iτ [ρ, j] . (5.14)

Esto define un principio de grandes desviaciones nuevo para d, véase la figura 5.1,

tal que G(d) se obtiene de Iτ [ρ, j] mediante un cálculo de punto de silla en el ĺımite

Lτ � 1. Para calcular Pτ (d) hay que sumar (5.14) sobre el subconjunto de perfiles

{ρ, j} que llevan al valor de d considerado, de modo que en un sistema grande (L�
1) sólo contribuye el máximo de Iτ condicionado al valor de la disipación integrada

d. En la teoŕıa matemática de las grandes desviaciones, esto se conoce como el

principio de contracción de la función de grandes desviaciones original Iτ [9] .

Por tanto, los campos óptimos ρ0(x, t; d), j0(x, t; d) son la solución del problema
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Figura 5.1: Convergencia de la disipación integrada en el espacio y en el tiem-
po a su valor promedio para diferentes realizaciones. También presentamos un
esbozo de la concentración de la probabilidad con el tiempo, asociada con el

principio de grandes desviaciones.

variacional (5.14) y deben ser consistentes con (i) el valor de la enerǵıa disipada

d en (5.14), (ii) la ecuación de balance (5.1) y (iii) las condiciones de contorno

apropiadas. Estos perfiles óptimos se pueden interpretar como los que adopta el

sistema para mantener una fluctuación durante un tiempo dado de la disipación

integrada d. Para una mayor sencillez, no introducimos en nuestra notación la

dependencia paramétrica de la LDF G(d) y los perfiles óptimos asociados con la

temperatura en el contorno T , debemos tener esto en mente para las referencias

posteriores a este respecto.

Ahora asumiremos que esos perfiles óptimos no dependen del tiempo. En los siste-

mas conservativos, se ha demostrado que esta conjetura es equivalente al denomi-

nado principio de aditividad [21], introducido para estudiar las fluctuaciones de la

corriente en un medio difusivo [27]. La validez de este principio se ha confirmado

recientemente mediante simulaciones numéricas para un intervalo grande de fluc-

tuaciones [28, 36], pero hay que tener en cuenta también que puede romperse esta

relación para fluctuaciones extremas, por medio de una transición de fase dinámica

[24, 30, 35]. Nuestra generalización a sistemas disipativos se basa en la cuasielasti-

cidad de la dinámica microscópica, y su validez se confirmará a posteriori mediante

la comparación de las predicciones teóricas con los resultados numéricos. Bajo esta

simplificación, la ecuación de balance fluctuante (5.1) se reduce a

j′(x) + νy(x) = 0, y(x) = −j′(x)/ν, (5.15)
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haciendo uso de la variable y definida en la ec. (5.5a). Además, podemos integrar

en el tiempo en la definición (5.14) de la disipación integrada d,

d = ν

∫ 1/2

−1/2

dx y(x), (5.16a)

o, de manera equivalente,

d = −
∫ 1/2

−1/2

dx j′(x) = j(−1/2)− j(1/2) > 0. (5.16b)

De esta forma, usando la hipótesis de aditividad, podemos eliminar ρ(x) y escribir

G(d) en términos de sólo una variable

G(d) = −mı́n
j(x)
S[j], S[j] =

∫ 1/2

−1/2

dxL(j, j′j′′) , (5.17a)

L(j, j′, j′′) =
[j − D̂(−j′/ν)

j′′

ν ]2

2σ̂(−j′/ν)
, (5.17b)

donde D̂ es la difusividad efectiva definida en la ec. (5.9), y σ̂ es la movilidad, defi-

nida en la ec. (5.3), ambas escritas en función de y = −j′/ν. La función L(j, j′, j′′)

es un Lagrangiano generalizado con dependencia en las primeras y la segundas de-

rivadas, mientras que S[j] juega el papel de la acción. Si estuviésemos tratando un

problema variacional sin restricciones, su solución verificaŕıa la siguiente ecuación

generalizada de Euler-Lagrange [52] (véase el apéndice B),

d2

dx2

(
∂L
∂j′′

)
− d

dx

(
∂L
∂j′

)
+
∂L
∂j

= 0. (5.18)

Sin embargo, el cálculo de G(d) implica la solución de un problema variacional

restringido, esto es, encontrar el mı́nimo de S[j] para el valor de la disipación d

considerado. Por lo tanto, debemos utilizar el método de los multiplicadores de

Lagrange [52]. Sin embargo, podemos tener en cuenta ciertas consideraciones de

simetŕıa para simplificar el análisis y trasladar las restricciones a las condiciones

de contorno: presentamos aqúı un discusión breve. Como los reservorios de ambos

extremos del sistema son idénticos, esperamos que los perfiles óptimos tengan

paridad bien definida: ρ(x) debeŕıa ser par y j(x) impar como funciones de x.

Entonces, la ec. (5.16b) nos muestra que j(−1/2) = −j(1/2) = d/2, el valor de

la disipación integrada d fija las condiciones de contorno para la corriente. Puede

admitirse entonces que la solución del problema variacional para un valor fijado
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de d viene dado por la solución de la ecuación de Euler-Lagrange sin restricciones

(5.18) con las condiciones de contorno

j′(±1/2; d) = −νR(T ), j(−1/2; d) = −j(1/2; d) = d/2. (5.19)

La bondad de este enfoque “naif” se demuestra en los apéndices C y D.

Existe también una descripción Hamiltoniana equivalente para un Lagrangiano

con derivadas de segundo orden [53]. De esta forma se obtienen cuatro ecuacio-

nes diferenciales de primer orden que son totalmente equivalentes a la ecuación

de Euler-Lagrange de cuarto orden (5.18). El procedimiento matemático completo

está en el apéndice E. Por claridad, aqúı sólo presentamos los resultados princi-

pales. Hemos considerado y y j como las coordenadas canónicas, con la definición

apropiada de los momentos conjugados py y pj, tenemos

py ≡ −ν
∂L
∂j′′

, pj =
∂L
∂j′
− d

dx

(
∂L
∂j′′

)
. (5.20)

Podemos ver que la definición de pj nos permite escribir la ecuación de Euler-

Lagrange como dpj/dx = ∂L/∂j, como en el caso habitual de un Lagrangiano

con derivadas de primer orden. El Hamiltoniano se obtiene de la forma usual,

H = ypy + jpj − L, con el resultado

H =
1

2
Q(y)p2

y − D̂−1(y)jpy − νypj, (5.21a)

Q(y) ≡ σ̂(y)

D̂2(y)
. (5.21b)

Los perf́ıles óptimos se determinan por medio de las cuatro ecuaciones “canónicas”

de primer orden,

y′ =
∂H
∂py

= Q(y)py − D̂−1(y)j, (5.22a)

j′ =
∂H
∂pj

= −νy, (5.22b)

p′y = −∂H
∂y

= −dQ(y)

dy

p2
y

2
+
dD̂−1(y)

dy
jpy + νpj, (5.22c)

p′j = −∂H
∂j

= D̂−1(y)py, (5.22d)

cuyas condiciones de contorno son

y(±1/2) = R(T ), j(−1/2) = −j(1/2) = d/2. (5.23)
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De manera idéntica a lo que se obtiene en la mecánica clásica, se tiene una relación

entre los momentos canónicos y las derivadas parciales de la acción S[j] evaluada

sobre la solución del problema variacional (en nuestro caso, los perf́ıles óptimos;

en mecánica, las trayectorias reales),

∂G

∂d
= pj(1/2),

∂G

∂T
= 2ν

dR(T )

dT
pj′(1/2), (5.24)

como se muestra en el apéndice D.

La LDF (5.17) se puede escribir ahora en la forma

G(d) = −
∫ 1/2

−1/2

dxL = −1

2

∫ 1/2

−1/2

dxQ(y)p2
y, (5.25)

donde y y py están evaluados sobre las soluciones de las ecuaciones canónicas para

el valor dado de d. Además, hemos usado la expresión del Lagrangiano en función

de las variables canónicas, L = Q(y)p2
y/2, que se deduce en el apéndice E. Hay que

destacar que las ecuaciones canónicas (5.22) tienen una solución particular con

momentos canónicos nulos, py = 0 y pj = 0 para todo x, que lleva a una G(d) nula

también y, por tanto, al comportamiento promedio. De hecho, sustituir py = 0

y pj = 0 en (5.22) implica que y′ = −j/D̂(y), j′ = −νy, lo que es equivalente

a la ecuación (5.11) para los perfiles promedio. El valor corespondiente para la

disipación integrada dav resulta

dav = ν

∫ 1/2

−1/2

dx yav(x) = 2jav(−1/2). (5.26)

Un modo alternativo de encontrar el comportamiento promedio es pensar que

el mismo está asociado a la solución del problema variacional sin restricciones,

esto es, sin fijar un valor dado de d. Por otra parte, en ese caso, sólo los valores

de ρ (ó y) están fijados en los contornos y puede parecer que faltan condiciones

para resolver el problema variacional. Sin embargo, como se discute en [53], la

propia deducción de las ecuaciones canónicas (o de la ecuación de Euler-Lagrange

equivalente) proporciona la solución: si una variable canónica (en nuestro caso seŕıa

la j) no está fijada en los extremos del intervalo, su momento canónico asociado

(en nuestro caso pj) debe anularse en los contornos. Una mirada rápida a las

ecuaciones (5.22) nos dice que la solución compatible con estas condiciones de

contorno es aquella en la que tanto py como pj son nulos en todo el intervalo.
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5.2. Análisis de la función de grandes desviacio-

nes en algunos casos ĺımite

En las siguientes subsecciones de este caṕıtulo, analizamos la forma de la LDF en

algunos ĺımites de interés, para los cuales encontramos algunos resultados genera-

les. Primero, estudiamos el comportamiento de G(d) para fluctuaciones pequeñas

alrededor del promedio, donde esperamos un comportamiento cuadrático de la

LDF (correspondiente a las fluctuaciones gaussianas). Luego analizamos el ĺımite

de sistemas débilmente disipativos, ν � 1, para el cual un desarrollo perturbativo

adecuado nos permite obtener un escalamiento no trivial de la LDF. Finalmente,

consideramos el ĺımite opuesto de sistemas fuertemente disipativos, ν � 1, para

los que encontramos un escalamiento diferente de la LDF.

5.2.1. Fluctuaciones pequeñas alrededor del promedio

Hemos visto que el comportamiento promedio se corresponde con la solución par-

ticular de las ecuaciones canónicas cuando se anulan los momentos conjugados

pj = 0, pρ = 0. Por tanto, las fluctuaciones pequeñas pueden analizarse asumiendo

que estos son pequeños. Definamos el parámetro adimensional

ε =
d− dav

dav

(5.27)

para medir la separación de la disipación integrada respecto a su promedio dav.

Como hemos discutido, los momentos canónicos se anulan para ε = 0. Escribimos

entonces

y = yav + ε∆y, j = jav + ε∆j, py = ε∆py, pj = ε∆pj, (5.28)

y linealizamos las ecs. (5.22) alrededor de la solución promedio, es decir, nos que-

damos sólo con los términos lineales en ε. Entonces,

∆y′ = Q(yav)∆py − D̂−1(yav)∆j − jav
dD̂−1(yav)

dyav

∆y, (5.29a)

∆j′ = −ν∆y, (5.29b)

∆p′y = jav
dD̂−1(yav)

dyav

∆py + ν∆pj, (5.29c)

∆p′j = D̂−1(yav)∆py. (5.29d)
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Las condiciones de contorno para estas ecuaciones son ∆y(±1/2) = 0, ∆j(−1/2) =

−∆j(1/2) = dav/2. La solución de este sistema de ecuaciones la introducimos en

la ec. (5.25) para la LDF, y obtenemos

G(d) ∼ −ε
2

2

∫ 1/2

−1/2

dxQ(yav)∆p2
y, (5.30)

para fluctuaciones pequeñas de la disipación alrededor del promedio. Teniendo en

cuenta (5.27) y el principio de grandes desviaciones (5.14), esto significa que la

probabilidad de las fluctuaciones pequeñas de la disipación integrada d es aproxi-

madamente gaussiana,

Pτ (d)∝ exp

[
−Lτ (d− dav)2

2d2
avΛ2

ν

]
, |ε| � 1, (5.31)

con Λ2
ν dado por

Λ2
ν =

(∫ 1/2

−1/2

dxQ(yav)∆p2
y

)−1

. (5.32)

De esta forma, la estimación gaussiana para la desviación estándar de la disipa-

ción, viene dada por χ ≡ davΛν/
√
τL. Para hacer un estudio más detallado de la

LDF, tenemos que tener en cuenta la dependencia concreta con la densidad ρ de

la difusividad D, la movilidad σ y el coeficiente de transporte de la disipación R.

Esto lo haremos en la siguiente sección de este caṕıtulo, donde consideramos la

misma familia general de modelos considerados en la sección (3.3). Por otro lado,

es importante resaltar que la estad́ıstica gaussiana se espera sólo para fluctua-

ciones pequeñas alrededor de los promedios. En general, la solución al problema

variacional dado por la integración de la ec. (5.22), cuando lo insertemos en (5.25),

nos dará como resultado una estad́ıstica no gaussiana (es decir, una dependencia

no cuadrática de la LDF) para una fluctuación arbitraria de la enerǵıa disipada d.

5.2.2. Sistemas débilmente disipativos ν � 1

Ahora analizaremos las ecuaciones canónicas (5.22) en el ĺımite ν � 1. Un desa-

rrollo regular en potencias de ν falla, puesto que no es posible imponer la condición

de contorno para la corriente. Esta singularidad del ĺımite elástico es de esperar

desde un punto de vista f́ısico: no es posible obtener el comportamiento de disi-

pación débil (ν � 1) como una corrección alrededor del caso conservativo ν = 0,

para el que ρ(x) = T y j(x) = 0. Por lo tanto, es necesario un análisis de per-

turbaciones singulares, buscando un reescalamiento adecuado de las variables. La
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ecuación (5.8) para los promedios implica que

yav = R(T ) +O(ν), jav = −νR(T )x+O(ν2), ν � 1. (5.33)

Lógicamente, la corriente promedio tiende a cero linealmente con ν en el ĺımite

ν → 0+. Además, combinando las ecs. (5.26) y (5.33), obtenemos la disipación

promedio,

dav = νR(T ) +O(ν2). (5.34)

Por consiguiente, tiene sentido proponer las siguientes variables reescaladas

j(x) = νψ(x), pj(x) =
Πψ(x)

ν
, (5.35)

lo cual es consistente con las ecuaciones canónicas (5.22), donde

ψ′ =
1

ν
j′ =

1

ν

∂H
∂pj

=
∂H
∂Πψ

, (5.36a)

Π′ψ = νp′j = −ν ∂H
∂j

= −∂H
∂ψ

, (5.36b)

con el mismo HamiltonianoH. Dicho de otra forma, la ec. (5.35) define una “trans-

formación canónica” del par de variables conjugadas {j, pj} a {ψ,Πψ}, una trans-

formación que soluciona el problema del comportamiento singular en el ĺımite

ν → 0+. El Hamiltoniano lo podemos escribir ahora como

H =
1

2
Q(y)p2

y − yΠψ − νD̂(y)
−1
ψpy, (5.37)

en las variables reescaladas. Nótese que la transformación introducida es esencial

para obtener el “balance dominante” correcto [54] al orden más bajo. En particular,

antes del reescalamiento, el término proporcional a ypj era del orden de ν y el

término proporcional a jpy era de orden unidad; despues del reescalamiento los

órdenes de magnitud se intercambian, el término proporcional a yΠψ es de el orden

de la unidad mientras que el término proporcional a ψpy es del orden de ν.

Comenzamos estudiando el Hamiltoniano a orden cero, sustituyendo ν = 0 en la

ec (5.37),

H0 =
1

2
Q(y)p2

y − yΠψ. (5.38)
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A partir de él, las ecuaciones canónicas al orden más bajo son

y′ =
∂H0

∂py
= Q(y)py , (5.39a)

p′y = −∂H0

∂y
= −1

2

dQ(y)

dy
p2
y + Πψ , (5.39b)

ψ′ =
∂H0

∂Πψ

= −y , (5.39c)

Π′ψ = −∂H0

∂ψ
= 0 . (5.39d)

Para no complicar nuestras fórmulas, no introduciremos una notación diferente

para las variables canónicas al orden más bajo, aunque las ecuaciones canónicas

aproximadas (con H0) son diferentes de las exactas (con H). Sólo tenemos que

recordar que nuestros resultados son válidos al orden más bajo en ν. Las ecuaciones

canónicas aproximadas (5.39) tienen las siguientes condiciones de contorno

y(±1/2) = R(T ), ψ(−1/2) = −ψ(1/2) = ∆/2, (5.40)

donde

∆ =
d

ν
= R(T )

d

dav

(5.41)

asumimos que es de orden unidad; esto es, d = O(ν) o d/dav = O(1). Aśı, nuestro

reescalamiento nos permite obtener una solución para los perfiles óptimos {ρ, j}
de la densidad y la corriente, teniendo en cuenta que y = R(ρ) y j = νψ, para una

disipación integrada d muy diferente de su valor promedio dav.

Es necesario comentar que ψ es una variable ćıclica y, por tanto, su momento con-

jugado es constante, Πψ ≡ Πψ0 = const., véase la ec. (5.39d). Esta integral primera

puede usarse para obtener una ecuación diferencial de primer orden cerrada para

y(x) en el ĺımite ν � 1. Además, del reescalamiento de la ec. (5.24) se deduce que

Πψ0 =
∂G

∂∆
, (5.42)

lo que nos da una interpretación f́ısica de esta integral primera de las ecuaciones

canónicas aproximadas: es la derivada parcial de la LDF con respecto a la disi-

pación reescalada. El Hamiltoniano H0 también una integral primera, ya que no

depende explicitamente de x. Combinando las ecs. (5.38) y (5.39a),

y′
2

= 2Q(y)(H0 + yΠψ0), y(±1/2) = R(T ). (5.43)
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Una vez resuelta esta ecuación, la corriente reescalada ψ se puede obtener de

(5.39c)

ψ′ = −y, ψ(−1/2) = −ψ(1/2) = R(T )
d

2dav

, (5.44)

aśı que las dos constantes H0 y Πψ0 vendrán dadas en términos de la temperatura

T y d/dav. No hay más constantes que ajustar en las soluciones de las ecuaciones

(5.43) y (5.44) debido a la paridad de (y, ψ): y es una función par de x y ψ es

una función impar en el intervalo [−1/2, 1/2]. Por supuesto, los perfiles promedio

yav(x) y jav(x) se reobtienen de las ecuaciones canónicas sustituyendo en ellas

Πψ = 0 y py = 0. La ecuación (5.38) implica que H0 = 0 si consideramos los

perfiles promedio1.

La forma sencilla de la ecuación diferencial (5.43) nos permite inferir algunas

propiedades del perfil óptimo y(x) asociado a un valor dado de la disipación inte-

grada. En primer lugar, nótese que en general la solución de la ec. (5.43) será no

monótona, mostrando un máximo en el intervalo x ∈ [−1
2
, 1

2
]. Además, si tenemos

en cuenta que la función Q(y) es definida positiva, se sigue que los perfiles en el

extremo tomarán un valor único

y0 ≡ −
H0

Πψ0

. (5.45)

Para d 6= dav, se tiene que Πψ0 6= 0, de modo que y0 está bien definido. Además,

Πψ0 6= 0 debe tener diferente signo que H0, sgn(Πψ0) 6= sgn(H0), ya que y(x) > 0,

∀x. También es claro que el perfil óptimo y(x) sólo puede tener un único extremo

(máximo o mı́nimo), localizado en x = 0 por razones de simetŕıa. Escribiendo la

ec. (5.43) como

y′2 = 2Q(y)H0

(
1− y

y0

)
(5.46)

concluimos que las constantes H0 e y0 − y(x) deben tener el mismo signo ∀x ∈
[−1

2
, 1

2
]. Aśı, para H0 > 0 el perfil y(x) tiene un único máximo, y(x) > y(±1/2) =

R(T ), ∀x, y de esta forma d > dav. Por otro lado, H0 < 0 implica un único mı́nimo,

y(x) < R(T ), ∀x, y d < dav. Todas estas propiedades las veremos más adelante

con ejemplos concretos, tanto anaĺıticos como numéricos.

De forma interesante, el término dominante en el comportamiento de la LDF

también puede obtenerse en términos de las integrales primeras H0 y Πψ0. De

1El Hamitoniano exacto H también se anula sobre la solución promedio, como se ve a partir
de la ecuación (5.37).
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hecho

G(d) ∼ −1

2

∫ 1/2

−1/2

dxQ(y)p2
y = −1

2

∫ 1/2

−1/2

dx
y′2

Q(y)
, (5.47)

y haciendo uso de la ec. (5.43),

G(d) ∼ −

(
H0 + Πψ0

∫ 1/2

−1/2

dx y(x)

)

= − (H0 + Πψ0∆) = −H0

(
1− ∆

y0

)
. (5.48)

Por tanto, sólo nos queda escribir las constante H0 e y0 (o de manera equivalente

H0 y Πψ0 ) en términos de la disipación integrada d y de la temperatura T en

los contornos. Una vez hecho esto, la LDF se obtiene de la expresión dada por

la ec. (5.48). Además, podemos acotar los extremos de los perfiles y0 teniendo en

cuenta que G(d) < 0 para d 6= dav: (i) para H0 > 0 sabemos que y0 es un máximo,

pero además G(d) < 0 implica que y0 > ∆, (ii) para H0 < 0 sabemos que y0 se

corresponde con un mı́nimo, que ha de verificar y0 < ∆. También podemos usar

la ec. (5.48) junto con la ec. (5.42) para obtener una relación sencilla entre H0, G

y ∂G/∂d, esto es

−H0 = G+ ∆
∂G

∂∆
= G(d) + d

∂G(d)

∂d
= const. (5.49)

Debemos resaltar que esta relación es únicamente válida para sistemas débilmen-

te disipativos, en el sentido de que el coeficiente de disipación macroscópico es

pequeño, ν � 1, y para valores de la disipación integrada d tales que d = O(dav).

Para muchos sistemas de interés, la función Q(y) es t́ıpicamente un función ho-

mogénea de y de grado γ,

Q(cy) = cγQ(y), (5.50)

donde c es un número real arbitrario, esto es, Q(y) ∝ yγ. Este tipo de dependencia

es común en muchos sistemas disipativos con inyección de enerǵıa, como distin-

tos sistemas de reacción-difusión [55] o la familia general de modelos que hemos

presentado en el caṕıtulo anterior. Sin embargo, es importante resaltar que no

todos los sistemas f́ısicos obedecen esta condición de homogeneidad. Por ejemplo,

el proceso de exclusión simple asimétrico (asymmetric simple exclusion process)

tiene una Q(y) no homogénea [10, 43]. Introduciendo el escalamiento

y(x) = R(T )Y (x), y0 = R(T )Y0, H0 = R(T )2−γH̃, (5.51)
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la ec. (5.43) se transforma en

Y ′(x)
2

= 2H̃Q(Y )

(
1− Y (x)

Y0

)
, Y (±1/2) = 1. (5.52)

Esta transformación es muy natural: escalamos la variable y con su valor R(T ) en

los contornos. Introducimos un escalamiento análogo para la corriente,

ψ(x) = R(T )Ψ(x), Ψ′(x) = −Y (x), (5.53a)

Ψ(−1/2) = Ψ(1/2) =
∆

2R(T )
=

d

2dav

. (5.53b)

La solución (par) de la ec. (5.52) tiene la forma

Y = Y (x, H̃, Y0). (5.54)

Como dijimos antes, no hay mas constantes de integración cuando resolvemos las

ecs. (5.52)-(5.53), donde Y (respectivamente Ψ) es una función par (resp. impar)

de x. Las condiciones de contorno para Y ,

Y (x = 1/2, H̃, Y0) = 1, (5.55)

implican que Y0 = Y0(H̃), el máximo escalado Y0 es función sólo del hamiltoniano

escalado H̃. Ahora, teniendo en cuenta que la solución (impar) de la ec. (5.53)

tiene la forma

Ψ = Ψ(x, H̃, Y0), (5.56)

tenemos que

Ψ(x = −1/2, H̃, Y0(H̃)) =
d

2dav

. (5.57)

Por consiguiente,

H̃ = H̃
(
d

dav

)
, (5.58)

esto quiere decir que H̃ es función sólo de la disipación integrada d relativa a su

valor promedio dav.

Esta observación se usará en lo que sigue para encontrar un escalamiento para la

LDF de la disipación. De hecho, la ec. (5.48) se puede reescribir como

R(T )γ−2G(d) ∼ −

[
1− d/dav

Y0(H̃)

]
H̃ (5.59)
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La ecuación anterior da el escalamiento general de la LDF para sistemas débilmente

disipativos. En el ĺımite ν � 1 donde tanto H̃ como Y0 son funciones únicamente

de d/dav, (
dav

ν

)γ−2

G(d) = −

[
1− d/dav

Y0(H̃)

]
H̃ (5.60)

es sólo función de d/dav (hemos usado aqúı la ec. (5.34) para R(T )). Este es un

resultado importante: significa que, para cada valor de γ, todas las curvas de

(d/dav)γ−2G(d) representadas como función de d/dav se superponen en una curva

“maestra” para todos los valores del coeficiente de disipación ν, para sistemas

débilmente disipativos (ν � 1). La única hipótesis necesaria es que Q(y) sea

una función homogénea de y de grado arbitrario γ. Es importante resaltar que la

ecuación diferencial (5.52) para Y (x) contiene la función Q(Y ), que tiene como

parámetro a γ. Aśı, (Y,Ψ) y el segundo miembro de la ecuación (5.60) también

contiene como parámetro a γ; en principio, cada modelo f́ısico (correspondiente a

cierto valor de γ) tendrá una función Q(y) distinta y por tanto un escalamiento

diferente. La situación más sencilla aparece cuando γ = 2, en tal caso la ec. (5.60)

predice que G(d) sólo es función de la disipación relativa d/dav, sin dependencia

adicional en ν.

Finalmente, es interesante resaltar que los perfiles óptimos y y ψ también poseen

un escalamiento simple. De hecho, la ec. (5.54), junto con (5.51), implican que

y(x) =
dav

ν
Y (x, H̃, Y0(H̃)). (5.61)

Por otro lado, la ec. (5.56), junto con las ecuaciones (5.53), llevan a

ψ(x) =
dav

ν
Ψ(x, H̃, Y0(H̃)). (5.62)

En consecuencia, si representamos como función de x los perfiles óptimos de densi-

dad y corriente y(x) y ψ(x) multiplicados por ν/dav (esto es, divididos por R(T )),

colapsan en una única curva los correspondientes a un valor dado de d/dav, inde-

pendientemente del valor del coeficiente de disipación macroscópico ν. Igual que

para la LDF, estas curvas maestras son diferentes para distintos valores de γ, el

grado de homogeneidad de Q(y). De las ecuaciones (5.61) y (5.62), se obtienen di-

rectamente los perfiles óptimos para la densidad de enerǵıa y la corriente, ya que

y = R(ρ) y j = νψ. Por otro lado, las integrales primeras H0 y Πψ0 se deducen a
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partir de las ecs. (5.45) y (5.51),

H0 =

(
dav

ν

)2−γ

H̃, Πψ0 = −
(
dav

ν

)1−γ H̃
Y0(H̃)

. (5.63)

5.2.3. Sistemas fuertemente disipativos ν � 1

Ahora procedemos a analizar el ĺımite ν � 1, es decir, el ĺımite donde la dinámica

es fuertemente disipativa. La ec. (5.11) para el perfil promedio implica que yav(x)

posee dos capas ĺımite de espesor `ν ∼ ν−1/2 cerca de x = ±1/2, donde estará loca-

lizada la mayor parte de la enerǵıa del sistema. Esto es razonable desde un punto

de vista f́ısico: para ν � 1 se espera que la inyección de enerǵıa a través de los

contornos esté limitada a las regiones cercanas a ellos. Entonces, la mayor parte

de la enerǵıa se disipa antes de alcanzar el seno del sistema, y de modo efectivo

el sistema se desacopla en dos mitades independientes. Esta imagen puede usarse

para simplificar la integración de las ecuaciones canónicas del sistema (5.22): po-

demos restringirnos a la mitad del sistema x ∈ [−1/2, 0] y utilizar las condiciones

de contorno

y(−1/2) = R(T ), j(−1/2) = d/2, y′(0) = 0, j(0) = 0, (5.64)

debido a la simetŕıa de las soluciones del problema variacional (y par, j impar).

Ahora, introduciendo el siguiente escalamiento (sugerido por la escala de longitud

t́ıpica `ν ∝ ν−1/2),

j =
√
νψ, X =

√
ν

(
x+

1

2

)
, py =

√
νΠy, (5.65)

obtenemos el sistema de ecuaciones equivalente

dy

dX
= Q(y)Πy − D̂−1(y)ψ, (5.66a)

dψ

dX
= −y, (5.66b)

dΠy

dX
= −dQ(y)

dy

Π2
y

2
+
dD̂−1(y)

dy
ψΠy + pj, (5.66c)

dpj
dX

= D̂−1(y)Πy (5.66d)
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con las condiciones de contorno

y(X = 0) = R(T ),
dy

dX

∣∣∣∣
X=
√
ν/2

= 0, (5.67a)

ψ(X = 0) =
d

2
√
ν
, ψ(X =

√
ν/2) = 0. (5.67b)

De manera interesante, ν no aparece explicitamente en las ecuaciones canónicas

reescaladas (5.66), sólo lo hace en las condiciones de contorno. Por tanto, en el

ĺımite ν →∞ tenemos que resolver (5.66) con las condiciones de contorno

y(X = 0) = R(T ), ψ(X = 0) = d̃, (5.68a)

ĺım
X→∞

dy

dX
= 0, ĺım

X→∞
ψ = 0. (5.68b)

donde hemos definido

d̃ =
d

2
√
ν
, (5.69)

que asumimos que es de orden unidad. De hecho, de la ecuación (5.16) se obtiene

d = 2ν

∫ 0

−1/2

dxy(x) = 2
√
ν

∫ √ν/2

0

dX y(X), (5.70)

esto es,

d̃ ∼
∫ ∞

0

dX y(X), ν � 1. (5.71)

En este régimen de disipación grande, las ecuaciones canónicas no se simplifican,

pero emerge una imagen f́ısica interesante: el sistema se desacopla en dos capas

independientes de grosor `ν = O(ν−1/2) cerca de los contornos, donde la variable

reescalada X = O(1) 2. Además, un escalamiento simple se puede deducir para la

LDF G(d), a partir de la ec. (5.25),

G(d) = −
∫ 0

−1/2

dxQ(y)p2
y ∼ −

√
ν

∫ ∞

0

dXQ(y)Π2
y. (5.72)

En esta expresión, y y Πy son soluciones de (5.66) con las condiciones de contorno

(5.68). Por lo tanto, ambos dependen de R(T ) y d̃ a través de las condiciones de

contorno, y G(d) =
√
νF (R(T ), d̃), donde F es cierta función.

Una situación especialmente simple aparece cuando la movilidad σ(y) y la difu-

sividad D(y) son proporcionales a una potencia de y, de modo que (i) la función

2nos hemos restringido a el semiintervalo [−1/2, 0], para la solución del intervalo restante
podemos usar de nuevo los mismos argumentos de simetŕıa
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Q(y) es homogénea, Q(y) ∝ yγ, como en la ec. (5.50), y (ii) la difusividad efectiva

D̂ no depende de y, D̂(y) = D̂ = const.. De hecho, este es el caso para la clase

de modelos que desarrollamos en los caṕıtulos anteriores. La disipación promedio

para ν � 1 es

dav ∼ 2
√
νD̂R(T ) ⇒ d̃ =

√
D̂R(T )

d

dav

. (5.73)

Las ecuaciones canónicas (5.66) se pueden analizar siguiendo un razonamiento

similar al utilizado en el ĺımite de sistemas débilmente disipativos. Obviando los

detalles, presentamos aqúı directamente la LDF, que resulta

G(d) = −
√
ν

D̂
F
(

[R(T )]γ−2 ,
d

dav

)
, (5.74)

donde F es cierta función, que no necesitamos conocer (esto exigiŕıa la resolución

de las ecuaciones canónicas) para discutir el escalamiento de la LDF, que es mas

complejo que el del caso de disipación débil. Por ejemplo, es el caso de γ = 2

tendremos que G(d) =

√
ν/D̂F(1, d/dav), aśı que las curvas de la LDF, una

vez reescaladas con (D̂/ν)1/2, colapsan para todo ν � 1 cuando las representamos

como una función de la disipación relativa d/dav. El factor
√
ν delante de la función

escalada da cuenta de la supresión fuerte de las fluctuaciones de la disipación en

los sistemas con disipación grande: para un valor dado de la disipación relativa

d/dav, la probabilidad de tal fluctuación decrece exponencialmente con
√
ν.

5.3. Grandes desviaciones de la enerǵıa disipada

Para investigar en detalle la validez del marco general para el estudio de las fluctua-

ciones presentado en la sección anterior, lo particularizaremos para la clase general

de modelos presentados en el caṕıtulo 1. En ella, analizaremos explicitamente las

fluctuaciones t́ıpicas y raras de la disipación integrada d, utilizando técnicas de per-

turbaciones singulares y de simulación de Monte Carlo avanzadas. Antes de pasar

a este análisis, recordemos que la probabilidad de un cierto valor de la disipación

integrada obedece un principio de grandes desviaciones Pτ (d) ∼ exp [+τLG(d)],

donde la LDF G(d) se obtiene solucionando el problema variacional de los perfi-

les óptimos {ρ(x; d), j(x; d)} que mantienen la fluctuación considerada. Aśı, G(d)

viene dada por la ec. (5.25), siendo {y(x), py(x)} las soluciones de las ecuaciones

canónicas (5.22) con las condiciones de contorno apropiadas,

y(±1/2) = T 1+β, j(−1/2) = −j(1/2) =
d

2
, (5.75)
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que particularizan la ec. (5.23) para nuestra familia de modelos. También tenemos

que calcular la función Q(y) que aparece en el Hamiltoniano, ec. (5.21a). Usando

la ec. (3.60) junto con la ec. (5.21b),

Q(y) =
σ̂(y)

D̂2
=

12(1 + β)2

3 + β
y

2+β
1+β . (5.76)

La principal simplificación con respecto al caso general considerado en la sección

(5.1), viene de que D̂ es constante y no función de y. La función Q(y) es propor-

cional a la movilidad σ(y) y, además, es una función homogénea de grado γ,

Q(y) = c yγ, γ =
2 + β

1 + β
, (5.77)

con c = 12(1 + β)2/(3 + β). El parámetro γ varia desde γ = 2 para β = 0, que

corresponde al modelo KMP disipativo, hasta γ = 1 para el ĺımite β → ∞.. Por

supuesto, como en el caso general, las ecuaciones canónicas tienen una solución

particular con los momentos nulos, py = 0, pj = 0,

y′ = − j

D̂
, j′ = −νy, (5.78)

que es de nuevo la particularización de la ec. (5.8) para nuestra familia de modelos.

Sus soluciones son los perfiles promedio, que vienen dados por la ecs. (3.61a) y

(3.61b).

5.3.1. Comportamiento gaussiano y fluctuaciones t́ıpicas

Como hemos descrito en la sección 5.2.1, esperamos la existencia de fluctuaciones

gaussianas para pequeñas desviaciones alrededor de la disipación promedio. De la

ec. (5.26), y haciendo uso de la ec. (3.61a), la disipación promedio es

dav = ν

∫ 1/2

−1/2

dx yav(x) = T 1+β
√

4νD̂ tanh

√
ν

4D̂
. (5.79)

Siguiendo la teoŕıa general, las fluctuaciones pequeñas se corresponden con mo-

mentos canónicos pequeños, ya que el comportamiento promedio se obtiene para

py = 0, pj = 0. Linealizamos las ecuaciones canónicas introduciendo el parámetro

ε = (d− dav)/dav � 1: escribimos las variables canónicas como sus promedios más

una corrección en ε, véase la ec. (5.28). A primer orden en ε, tenemos el siguiente
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Figura 5.2: Distribución de probabilidad de la disipación integrada d, inte-
grada en el espacio y el tiempo τ , representada frente a la variable reducida
(d− dav)/χ (de varianza unidad) para diferentes valores de ν ∈ [10−3, 103], pa-
ra el caso β = 0. Recuadro: gráfica semilog con los mismos datos. En ambos
casos la ĺınea es la distribución gaussiana, que ajusta bien los datos para las
fluctuaciones t́ıpicas. Por otra parte, se observa cierta asimetŕıa en las colas,

que comienzan a alejarse del comportamiento gaussiano.

conjunto de ecuaciones

∆y′ = Q(yav)∆py −
1

D̂
∆j, (5.80a)

∆j′ = −ν∆y, (5.80b)

∆p′y = ν∆pj, (5.80c)

∆p′j =
1

D̂
∆py, (5.80d)

que particularizan la ec. (5.29) para nuestra familia de modelos. Las condiciones

de contorno son ∆y(±1/2) = 0, ∆j(−1/2) = −∆j(1/2) = dav/2. La solución

de este sistema debe introducirse en la ec. (5.32), lo que nos da la varianza de

la distribución gaussiana, χ2 ≡ d2
avΛ2

ν/Lτ . El momento canónico ∆py se obtiene

directamente de la integración de las ecs. (5.80c) y (5.80d),

∆py = K sinh

(
x

√
ν

D̂

)
, (5.81)

que es una función impar de x como consecuencia de la paridad de y (o de ∆y).

La constante K se determina utilizando las condiciones de contorno, cosa que

solo podemos hacer tras resolver las ecs. (5.80a) y (5.80b), habiendo insertado
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previamente en ellas la ec. (5.81). Sustituyendo la ec. (5.81) en la ec. (5.32) tenemos

Λ2
ν = K2

(∫ 1/2

−1/2

dxQ(yav) sinh2

(
x

√
ν

D̂

))−1

. (5.82)

Para evaluar la integral, tenemos que usar la ec. (5.77) para Q(y), Q(y) ∝ yγ,

siendo γ un parámetro función de β, 1 < γ ≤ 2. Ahora analizaremos el caso más

simple, la versión disipativa del modelo KMP introducida en [45], que corresponde

a β = 0 o γ = 2,. En este caso, los calculos son más sencillos y tenemos

Λ2
ν =

sinh(2
√

2ν)− 2
√

2ν

4
√

2ν sinh2(
√

2ν)
. (5.83)

Es interesante ver que Λ2
ν ∼ 1/3, independiente de ν, en el ĺımite de sistemas

débilmente disipativos ν � 1. Esto se puede entender como una reminiscencia

del escalamiento de G(d) deducido en la sección 5.2.2. De hecho, la ec. (5.60) nos

dice que G(d) es función sólo de d/dav para γ = 2. En la aproximación gaussiana,

esto implica la convergencia de Λ2
ν hacia un valor constante cuando ν → 0+. Por

otro lado, Λ2
ν ∼ (2

√
2ν)−1 para ν � 1, lo que es consistente con la supresión de

las fluctuaciones de la disipación que encontramos anteriormente en el régimen de

sistemas fuertemente disipativos, como expresa el escalamiento de la LDF de la

ec. (5.74). El mismo comportamiento cualitativo se producirá para otros valores

de β.

Hemos comprobado estas predicciones en simulaciones Monte Carlo estándar del

modelo KMP disipativo descrito en el caṕıtulo 1, para el caso particular de β = 0.

La figura 5.2 muestra la función de densidad de probabilidad (pdf) para la enerǵıa

disipada, integrada sobre todo el sistema y sobre un tiempo τ , para diferentes

valores del coeficiente de disipación macroscópica ν ∈ [10−3, 103]. Para minimizar

los efectos de tamaño finito en las medidas, hemos incrementado el tamaño del

sistema con ν en las simulaciones, L ∝ `−1
ν , de tal forma que el número de po-

siciones de la red por unidad de longitud es constante y suficientemente grande

para que sea válido el régimen hidrodinámico. Además, el tiempo de integración

τ = O(1) para el ĺımite continuo, difusivo, que es la escala de tiempo sobre la cual

las predicciones hidrodinámicas deben ser correctas. La simulaciones de tipo Mon-

te Carlo estándar no permiten obtener las cola de la distribución, pero son útiles

para obtener el comportamiento de las fluctuaciones t́ıpicas en las que estamos

interesados aqúı (en torno a 5 desviaciones estándar alrededor del promedio). La
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Figura 5.3: Disipación promedio y varianza medidas en las simulaciones, como
función de ν para β = 0. La ĺınea continua representa la predicción teórica para
dav, ec. (5.79), mientras que la discontinua es la estimación gaussiana para el
parámetro de la varianza de la disipación, Λ2

ν , véase la ec. (5.83). El acuerdo
es excelente en todos los casos. Nótese en particular el escalamiento con ν de

ambos observables en los ĺımites ν � 1 y ν � 1.

figura 5.2 nos muestra que, cuando representamos la pdf frente a la variable reduci-

da z ≡ (d− dav)/χ, la distribución de probabilidad Pτ (z) tiene el comportamiento

aproximado de la distribución normal para la fluctuaciones t́ıpicas. Además, todas

las curvas para los distintos ν colapsan en este régimen. Sin embargo, incluso en

estas simulaciones estándar, se ve que las colas de la distribución (correspondien-

tes a unas fluctuaciones moderadas de la disipación) son asimétricas y se desv́ıan

del comportamiento gaussiano. Esto se observa claramente en el recuadro de la

figura 5.2. De hecho, el análisis de la LDF en la siguiente subsección muestra que

la estadist́ıca de las fluctuaciones grandes es muy distinto de una distribución de

Gauss.

Para comprobar nuestra teoŕıa, también hemos comparado en la fig. 5.3 la disipa-

ción promedio medida y su varianza con los resultados anaĺıticos. Representamos

dav y Λ2
ν como función del coeficiente de disipación macroscópica ν, variando en un

rango que cubre 6 órdenes de magnitud, y el acuerdo teoŕıa-simulación es excelente

en todos los casos. En particular, la disipación promedio crece con ν (resp. con

ν1/2) en el ĺımite ν � 1 (resp. ν � 1), mientras la varianza permanece constante

para ν � 1 pero decrece como ν−1/2 para ν � 1. La aproximación gaussiana para

la varianza proporciona una estimación excelente de la varianza de la pdf de la

disipación integrada. Para Lτ � 1, sus fluctuaciones son muy poco probables y la

mayoŕıa de la probabilidad se concentra en una region con una anchura proporcio-

nal a (Lτ)−1/2 alrededor del promedio, un régimen descrito por la aproximación
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gaussiana.

5.3.2. Espectro completo de las fluctuaciones de la disipa-

ción integrada

Ahora investigamos el espectro completo de las fluctuaciones (tanto t́ıpicas como

raras) de la disipación integrada. Por tanto, necesitamos evaluar la LDF G(d)

para valores arbitrarios de d, que en general no tienen por qué ser cercanos al

promedio dav, tanto anaĺıtica como numéricamente. Como hemos visto, no es una

tarea sencilla explorar con simulaciones de Monte Carlo estándar las colas de las

distribuciones de probabilidad de la disipación, que según la LDF corresponden a

eventos raros, exponencialmente improbables, véase la ec. (5.12). Esto se observa

también en la fig. 5.2, donde la distribución de la disipación integrada se ha medido

directamente, pero somos incapaces de obtener suficiente estad́ıstica en las colas de

la pdf para analizar con claridad los resultados en el régimen no gausiano. Una serie

de trabajos recientes han solucionado este problema, diseñando un método eficien-

te para medir directamente las LDF en una clase amplia de sistemas de muchas

part́ıculas [38, 39, 56]. El método está basado en una modificación adecuada de la

dinámica que depende de la magnitud de interés y que consigue que estos eventos

“raros” no lo sean tanto [38] (véase el apéndice F). Ha sido desarrollado tanto pa-

ra dinámica markoviana en tiempo discreto [38] como para tiempo continuo [39].

Este método proporciona la transformada de Legendre-Frenchel de la LDF de la

disipación, que se define como µ(s) = máxd[G(d) + sd]. [9] En particular, si UC′C

es la probabilidad de transición de la configuración C a C ′ del proceso estocásti-

co asociado, la dinámica modificada se define como ŨC′C(s) = UC′C exp(s dC′C),

donde dC′C es la enerǵıa disipada en la la transición elemental C → C ′. Se puede

demostrar [28, 29, 38, 39, 56] que el logaritmo del autovalor más grande de la ma-

triz Ũ(s) nos da µ(s), y mediante la inversión de esta transformada de Legendre

se obtiene el valor numérico de G(d). En concreto, la transformada de Legendre

µ(s) se mide evolucionando un número grande de copias o “clones” del sistema

usando la dinámica modificada Ũ(s) refs. [38, 39, 56]. Este método es exacto en

el ĺımite M → ∞, pero en la práctica sólo somos capaces de simular un núme-

ro grande de la población de clones, t́ıpicamente M ∈ [103, 104]. Esto introduce

efectos adicionales de tamaño finito relacionados con la población de clones, que

deben ser considerados con cuidado, véase [34] para una discusión más profunda

al respecto. Los resultados numéricos de la LDF de las secciones siguientes se han

obtenido usando esta técnica avanzada de Monte Carlo.



Caṕıtulo 5 Fluctuaciones raras y t́ıpicas 105

5.3.2.1. Sistemas débilmente disipativos ν � 1

Ahora centraremos nuestra atención en el análisis de la LDF de la disipación inte-

grada para ν � 1. En el caso general desarrollado en la sección 5.2, encontramos

la propiedad de escalamiento para G(d) dada por la ec. (5.60),

(
dav

ν

)γ−2

G(d) = −

[
1− d/dav

Y0(H̃)

]
H̃, (5.84)

donde γ = (2+β)/(1+β), Y0(H̃) está determinado por la ec. (5.55), y la constante

H̃ depende sólo del cociente d/dav, como nos dice la ec. (5.57).

Para una mayor sencillez, vamos a considerar el caso “lineal” β = 0, que corres-

ponde al modelo KMP disipativo introducido en la ref. [45]. La ecuación (5.52)

para el perfil de densidad queda ahora

Y ′(x)2 = 8H̃Y 2

(
1− Y

Y0

)
, Y (±1/2) = 1, (5.85)

que puede ser integrada expĺıcitamente, con la solución

Y (x, H̃) = Y0sech
2(x
√

2H̃), Y0 = cosh2

√
H̃
2
, (5.86)

donde hemos usado también que Y (x) tiene que ser una función par de x. El perfil

reescalado de la corriente Ψ(x) introducido en la ec. (5.53) es

Ψ(x, H̃) = −
cosh2

√
H̃
2√

2H̃
tanh(x

√
2H̃). (5.87)

Los perfiles óptimos para la densidad y la corriente pueden escribirse ahora facil-

mente combinando las dos ecuaciones anteriores con las ecs. (5.61)-(5.62), obte-

niéndose

ρ(x) = TY (x) = T cosh2

√
H̃
2
sech2(x

√
2H̃), (5.88a)

j(x) = davΨ(x) = −dav

cosh2
√
H̃
2√

2H̃
tanh(x

√
2H̃) (5.88b)

en función de H̃ = H̃(d/dav). Aqúı hemos tenido en cuenta que y ≡ ρ para β = 0.

Nótese que las curvas ρ(x)/T = Y (x, H̃) para distintos valores de ν representados

como función de x sólo dependen de la disipación relativa d/dav. La ec. (5.57)
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Figura 5.4: Escalamiento de la LDF en el ĺımite ν � 1 para N = 50, T = 1,
β = 0, 0,5, 1 y dos valores diferentes de ν, ν = 0,01 (śımbolos rellenos) y
ν = 0,1 (śımbolos huecos). Las ĺıneas continuas son las predicciones de la MFT.
Las curvas se han desplazado verticalmente por conveniencia, G(dav) = 0, ∀ν, β.
Para el caso de β = 0, las curvas de las simulación se han representado para
d < dI , con dI el punto de inflexión en el cual G(d) cambia su convexidad (véase
también la Fig. 5.5). Recuadro: Comparación de la G(d) teórica de los distintos
β, donde puede verse claramente que un aumento de β favorece las fluctuaciones

grandes de la disipación.

implica que

d

dav

= 2Ψ(−1/2) =
sinh

√
2H̃√

2H̃
, dav ∼ νT, (5.89)

que nos da la constante H̃ implicitamente en términos de d/dav. Finalmente, parti-

cularizando la ec. (5.84) para el caso de γ = 2 que estamos analizando (recuérdese

que β = 0), obtenemos

G(d) =
√

2H̃ tanh

√
H̃
2
− H̃ . (5.90)

La ecuación (5.89) para H̃(d/dav) requiere de un análisis cuidadoso. Del caso ge-

neral discutido en la sec. 5.2.2, tenemos que H̃ > 0 para d > dav, y por tanto
√

2H̃
es un número real, mientras que H̃ > 0 para d < dav y

√
2H̃ es imaginario. Esto

último no causa ningún problema para G(d), que siempre es real. De hecho, si

escribimos
√
H̃ = i

√
|H̃|, llegamos a G(d) = −

√
2|H̃| tan

√
|H̃|
2

+ |H̃| para H̃ < 0.

En el ĺımite de d → 0+, tenemos que H̃ → −π2/2, y de esta forma obtenemos

G(d)→ −∞, como se prevé desde un punto de vista f́ısico.

La ecuación (5.90) da una forma de escalamiento sencilla para G(d), independiente

de ν, para el caso lineal β = 0 (el modelo KMP disipativo) en el ĺımite ν � 1 [45].

Como anticipamos en (5.84), la curva de G(d) respecto de la disipación relativa
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Figura 5.5: Gráfico escalado de la transformada de Legendre de la LDF de la
disipación, µ(s) = máxd[G(d)+sd], en el ĺımite ν � 1 paraN = 50, T = 1, β = 0
y dos valores distintos de ν, ν = 0,01 (ćırculos) y ν = 0,1 (triángulos). La ĺınea
continua es la predicción de la MTF, ec. (5.95). Nótese que µ(s) está definido
hasta el valor umbral sI = 0,878458/dav, más allá del cual la transformada
de Legendre-Fenchel diverge. El recuadro de arriba-derecha muestra un zoom
alrededor de dicho umbral sI , que está relacionado con el punto de inflexión
de G(d) en dI = 2,27672dav. En el recuadro del centro-izquierda se ve que

G′′(dI) = 0, para d > dI la LDF de la disipación no es convexa.

d/dav es independiente de ν en este régimen cuasielástico. Este escalamiento se

confirma totalmente en la fig. 5.4, en la cual representamos G(d) para distintos,

valores pequeños de ν ∈ [10−2, 10−1], medidos en las simulaciones del modelo KMP

disipativo usando las técnicas avanzadas de tipo Monte Carlo descritas al principio

de esta subsección. En particular, el acuerdo entre teoŕıa y simulación es excelente

en todo el rango de fluctuaciones que podemos estudiar. La LDF está fuertemente

sesgada con un decrecimiento rápido para las fluctuaciones con d < dav y no tiene

rama negativa. Aśı, los teoremas de fluctuación que relacionan las probabilidades

de la disipación integrada dada d y de su evento inverso −d no son válidos para este

caso [32, 42]. Por supuesto este resultado es algo esperado, dado que la reversibi-

lidad de la dinámica microscópica es una condición necesaria para que el teorema

sea aplicable [57]. El ĺımite H̃ � 1 corresponde a las fluctuaciones grandes de

la disipación, donde G(d) ≈ −1
2
[ln(d/dav)]2, esto es, un decrecimiento logaŕıtmico

muy lento, lo que muestra que las fluctuaciones grandes son mucho mas proba-

bles que las predichas por la estad́ıstica gaussiana (∼ −3
2
(d/dav)2). De hecho, ese

decaimiento lento implica la presencia de un punto de inflexión en G(d): hay un

valor dI tal que G′′(dI) = 0. La convexidad de G(d) cambia en d = dI , G
′′(d) < 0

para d < dI mientras que G′′(d) > 0 para d > dI . Concretamente, las ecs. (5.89)

y (5.90) implican que dI/dav = 2,27672, véase el recuadro en el centro-izquierda

de la fig. 5.5. No es posible, con el estado actual del conocimiento, medir LDF

no convexas mediante técnicas avanzadas de Monte Carlo. La razón es que, como



108 Caṕıtulo 5 Fluctuaciones raras y t́ıpicas

describimos al principio de esta sección, este método de Monte Carlo avanzado se

basa en la medida de la transformada de Legendre-Fenchel de la LDF de interés,

que no está bien definida cuando la LDF no es convexa [9]. Para comprender mejor

este punto, recordemos que la transformada de la LDF de la disipación se puede

escribir como

µ(s) = máx
d

[G(d) + sd] = G[d∗(s)] + s d∗(s) , (5.91)

donde d∗(s) es solución de la ecuación

∂G(d)

∂d
= −s . (5.92)

Nótese que, matemáticamente, µ(s) es la transformada de Legendre-Fenchel de

−G(d), que es la función convexa3. La derivada parcial de G(d) con respecto a

d está relacionada con la integral primera de las ecuaciones de Hamilton Πψ0,

véase la ec. (5.42), que a su vez puede obtenerse de las ecs. (5.63) y (5.86), con el

resultado

Πψ0 = ν
∂G

∂d
= −H̃

T
sech2

√
H̃
2
. (5.93)

De forma equivalente,

s = −∂G
∂d

=
H̃
νT

sech2

√
H̃
2
. (5.94)

Haciendo uso ahora de las ecs. (5.89), (5.90) y (5.94), la transformada de Legendre

de la LDF de la disipación se puede escribir como

µ(s) = 2
√

2H̃ tanh

√
H̃

2
− H̃ , (5.95)

en función de H̃ = H̃(s), como viene dado por la ec. (5.94). Nótese que el escala-

miento de G(d) con d/dav, véase la ec. (5.84), implica un colapso similar para µ(s)

cuando lo representamos como una función de s dav. La ec (5.92) tiene una sola

solución d∗(s) para s < 0 y no plantea ningún problema. Por otro lado, debido

a la existencia de un punto de inflexión, G′(d) exhibe un mı́nimo en dI , incre-

mentándose suavemente después para tender asintóticamente a cero en el ĺımite

d→∞, véase el recuadro en el centro izquierda de la fig. 5.5. Entonces, para s > 0

existen dos soluciones d∗1(s) ≤ dI ≤ d∗2(s) para la ec. (5.92), pero sólo la primera

maximiza la ec. (5.91). Esto significa que no podemos obtener G(d) invirtiendo

3Aunque hay cierta ambigüedad en la bibliograf́ıa al definir convexidad/concavidad, el criterio
más extendido en matemáticas es llamar convexa a aquellas funciones con derivada segunda
positiva.
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la transformada de Legendre de µ(s) para disipaciones por encima del punto ed

inflexión dI = 2,27672 dav. De hecho, µ(s) está definida hasta un sI cŕıtico, tal que

sI = 0,87845/dav (la pendiente de −G(d) en el punto de inflexión), más allá del

cual µ(s) diverge. Esto se puede ver atendiendo a las propiedades principales de

µ(s), esto es

∂µ

∂s
= d ,

∂2µ

∂s2
= −

[
∂2G

∂d2

]−1

. (5.96)

Por tanto, µ tiene una singularidad en el valor correspondiente al punto de inflexión

dI , donde ∂2µ/∂s2 diverge. La transición al comportamiento no convexo implica

que sólo podemos medir la estad́ıstica de las fluctuaciones raras de la disipación

hasta dI usando el algoritmo avanzado de clones [38, 39, 56]. La fig. 5.5 muestra

una comparación entre la transformada de Legendre µ(s), medida para dos valores

diferentes de ν � 1 y los valores teóricos, hasta el valor cŕıtico sI . El acuerdo es

excelente en todos los casos, confirmando el colapso de µ(s) cuando se representa

frente a sdav .

Podŕıamos resolver de la misma forma la MFT para la disipación integrada para

valores arbitrarios de los exponentes β, pero las expresiones matemáticas son más

complicadas que para el caso ilustrativo que hemos tratado aqúı. La figura 5.4

muestra también la LDF de la disipación para otros exponentes β > 0, aśı como

los resultados de los experimentos numéricos en estos casos. Cualitativamente,

los resultados son similares, siendo independientes de ν las LDF escaladas en el

ĺımite ν � 1, que tienden rápidamente a cero cuando d → 0+ y tienen una cola

que decae lentamente para d � dav. A partir de los resultados numéricos, esta

cola “pesada” cambia su convexidad para una disipación integrada grande dI que

crece con (a) ν para un β fijado (b) β para un ν fijado. Para β = 0, tenemos

dI/dav ' 2,8 con ν = 1, mientras que dI/dav > 6 para ν = 10. Por otro lado, para

β = 1 se tiene que G′′(d) < 0 en la región considerada. Para β = 0,5, los valores

positivos de G′′(d) son tan pequeños que hemos escogido no eliminar los puntos

más allá del valor numérico del punto de inflexión, dI/dav ' 3,2 para ν � 1 y

dI/dav ' 5,1 para ν = 1, aunque coinciden aproximadamente con los valores en

los cuales la predicción teórica y las curvas de simulación empiezan a separarse.

La comparación con los resultados numéricos es excelente en todos los casos. En

el recuadro en la fig. 5.4, presentamos los resultados teóricos para la LDF G(d)

para los tres valores de β considerados. Se observa que las fluctuaciones grandes

de la disipación se hacen más probables al aumentar β.

También hemos medido los perfiles t́ıpicos de enerǵıa asociados con una fluctua-

ción de la disipación dada para el caso β = 0, véase la fig. 5.6, encontrándose
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Figura 5.6: Arriba: Perfiles de enerǵıa óptimos al variar d/dav, medidos para
ν = 10−3 (simbolos) y ν = 10−2 (lineas discontinuas), y las predicciones de la
MFT (lineas cont́ınuas). Todas las curvas corresponden al caso lineal β = 0.
El acuerdo entre teoŕıa y simulación es excelente en todos los casos. Abajo:
Predicciones de la MFT para los perfiles óptimos de enerǵıa, variando d/dav.

un acuerdo muy bueno con la MFT desarrollada en esta tesis. Notablemente, los

perfiles óptimos para diferentes ν � 1 también colapsan para un d/dav constante

(todas las simulaciones las hemos realizado para el mismo valor de la temperatura

en los contornos de T = 1), como predice la ec. (5.88a). Los perfiles exhiben la

simetŕıa x ↔ −x conjeturada para simplificar el problema variacional. Además,

presentan un único extremo que puede ser mı́nimo o máximo dependiendo del

valor de la disipación relativa d/dav, una propiedad que dedujimos del formalismo

general en la sección 5.2.2. Los perfiles asociados a las fluctuaciones de la disipa-

ción por encima del promedio muestran una sobreinyección de enerǵıa en el seno

del sistema. Esta observación sugiere que el mecanismo responsable de una disi-

pación integrada grande consiste en una sobreinyección de enerǵıa desde el baño

térmico, que se transporta hasta el seno del sistema donde es disipada. La misma

observación cualitativa, y un buen acuerdo entre teoŕıa y simulación, es válida
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Figura 5.7: Colapso de los perfiles óptimos de la enerǵıa medidos para N = 50
y T = 1, como función de la disipación relativa d/dav, para diferentes valores
de ν � 1. Concretamente, hemos representado los perfiles correspondientes a
ν = 10−2 (lineas punteadas) y ν = 10−1 (lineas discontinuas), para β = 0
(arriba, verde), β = 0,5 (en medio, rojo) y β = 1 (abajo, azul). Todas las curvas
están desplazadas verticalmente para facilitar su visualización, ρ = 1 en los
extremos siempre. Para un valor dado de la disipación integrada relativa d/dav,
la sobre inyección central es menos pronunciada cuanto más grande es β. Las

ĺıneas continuas son las predicciones de la MFT.

también para otros valores distintos del exponente β > 0, véase la fig. 5.7. Nótese

el colapso que ocurre para distintos valores de ν � 1 pero la misma disipación

relativa. Es interesante señalar que los perfiles óptimos son menos pronunciados

conforme aumenta la nolinealidad, esto es, el exponente β, véase la fig. 5.7. Esto

da una interpretación f́ısica de la variación de la anchura de G(d) con β obser-

vada en la fig. 5.4: para el mismo valor de d/dav y un β mayor, el perfil óptimo

asociado está más cerca de la solución hidrodinámica promedio, y de ah́ı que sus

fluctuaciones decrezcan menos y tengan una probabilidad asociada mayor.

5.3.2.2. Sistemas con coeficiente de disipación arbitraria ν

En principio, para valores arbitrarios de ν & 1, no se puede deducir un escalamien-

to general para la LDF G(d). Para cada caso particular, tenemos que resolver el

problema variacional completo, que en general es intratable anaĺıticamente. Para

seguir avanzando, nos apoyamos en la evaluación numérica de los perfiles óptimos,

que después usamos para calcular la LDF. La fig. 5.8 muestra las predicciones

teóricas de G(d) para valores crecientes de ν y distintos valores de β, junto con los

resultados numéricos de las simulaciones. Al igual que para el ĺımite de sistemas

débilmente disipativos, el acuerdo entre teoŕıa y simulación en la figura 5.8 es muy

bueno. Atribuimos las diferencias observadas entre la teoŕıa y la simulación a efec-

tos de tamaño finito, que se hacen más apreciables al aumentar ν, compárese con
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Figura 5.8: La LDF de la disipación para N = 50, T = 1, β = 0, 0,5, 1,0 y
ν ∈ [10−2, 10]. Las curvas para β = 0,5 y 0 se han desplazado verticalmente
por conveniencia (recuérdese que G(dav) = 0 ∀ν, β); los valores β = 1, 0,5 y 0
se corresponden con las curvas de arriba (azul), centro (rojo) y abajo (verde).
Las predicciones de la MFT se representan con ĺıneas continuas para β = 1,
discontinuas para β = 0,5, y punteadas para β = 0. Igual que en la fig. 5.4, para

un ν fijado, aumentar β facilita las fluctuaciones grandes de la disipación.

la fig. 5.4 (véase también [51]). Estos efectos grandes de tamaño finito son previ-

sibles, dada la escala natural de longitud asociada con un ν dado, `ν =

√
D̂/ν,

que decrece con ν. Aśı, es necesario considerar sistemas más grandes para mante-

ner la convergencia al limite macroscópico. Además, los efectos de tamaño finito

relacionados con el número de clones M , usados para desarrollar el método de

simulación, se vuelven un problema en este ĺımite [24, 34].

En cualquier caso, la forma de las curvas de G(d) cuando incrementamos ν para

un valor de β dado muestran una supresión fuerte de las fluctuaciones grandes de

la disipación para ν � 1, como argumentamos en general en la sección 5.2.2. En

este ĺımite fuertemente disipativo, la longitud caracteŕıstica `ν → 0, y el sistema se

desacopla en dos mitades independientes. De esta forma, la energia se concentra

en dos capas ĺımite de anchura `ν en las cercańıas de los baños térmicos, una

imagen está de nuevo de acuerdo con los resultados generales de la sec. 5.2.2. Este

comportamiento se refleja en los perfiles óptimos de enerǵıa medidos para una d

dada cuando ν = 10, véase la fig. 5.9. Obsérvese el contraste con el comportamiento

para ν � 1, que mostramos en las figs. 5.6-5.7. El acuerdo de los perfiles numéricos

con la predicción teórica de la MFT es muy bueno, más teniendo en cuenta los

efectos de tamaño finito que acabamos de discutir. La fig. 5.9 (inferior) muestra

los perfiles de densidad de enerǵıa medidos para distintos valores del exponente β,

como una función de la disipación relativa d/dav. A partir de esta figura, es claro

que, para una disipación relativa dada, la localización de la enerǵıa alrededor de
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Figura 5.9: Arriba: Perfiles óptimos de la enerǵıa como función de la disipación
relativa medida para ν = 10, N = 50 and T = 1, en el caso particular β = 0. La
ĺıneas discontinuas verdes corresponden a la simulación mientras que las ĺıneas
continuas son las predicciones de la MFT. Abajo: Perfiles óptimos de la enerǵıa
para ν = 10, N = 50 y T = 1, al variar el exponente β, β = 0 (ĺınea de puntos
verde), β = 0,5 (ĺınea discontinua roja), y β = 1 (ĺınea continua azul). La
curvas se han desplazado verticalmente por conveniencia, ρ = 1 siempre en los
contornos. Para una disipación integrada d dada, la concentración de la enerǵıa

cerca de los contornos disminuye al crecer β.

los baños térmicos decrece cuando β crece. Esto sugiere de nuevo que, al igual que

en el ĺımite ν � 1, la probabilidad de una fluctuación de una disipación relativa

d/dav fijada crece con β, dando lugar a la mayor anchura de G(d) al crecer β que

se observa en la fig. 5.8.
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Conclusiones

En esta tesis, hemos estudiado en detalle la hidrodinámica fluctuante y las fluc-

tuaciones, tanto t́ıpicas como raras, de la enerǵıa disipada en una clase general

de modelos de red difusivos (i) caracterizados por la presencia de disipación en su

seno (ii) forzados a través de sus contornos. La dinámica es estocástica: parejas de

sitios próximos vecinos colisionan con una frecuencia que es una cierta función de

la enerǵıa del par. Una parte dada de la enerǵıa del par se disipa al medio circun-

dante, mientras que el resto se redistribuye aleatoriamente dentro del par. Además,

los sitios de los contornos pueden estar acoplados a baños térmicos que inyectan

enerǵıa en el sistema, de modo que el sistema alcanza un estado estacionario de

no equilibrio en el ĺımite de tiempos grandes. Esta clase de modelos disipativos

forzados es una generalización del modelo KMP de conducción del calor al caso

no lineal y disipativo, y pueden considerarse como una manera extremadamente

sencilla de modelar ciertos aspectos de los sitemas disipativos reales, tales como

los fluidos granulares. De hecho, y de modo interesante, sus descripciones hidro-

dinámicas fluctuantes presentan analoǵıas llamativas, como hemos visto a lo largo

de esta tesis.

A continuación, enumeramos las principales conclusiones de nuestro trabajo:

1. En el ĺımite de tamaño del sistema grande, hemos mostrado que la densidad

de enerǵıa ρ(x, t) obedece una ecuación de balance fluctuante, que contiene

dos campos adicionales fluctuantes de corriente y disipación, j(x, t) y d(x, t),

respectivamente. El campo de corriente promedio obedece localmente una

ley de Fourier no lineal, con un coeficiente de difusión que depende de la

densidad, mientras que la disipación promedio es una cierta función de la

densidad local.

115
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2. El ruido de la corriente es blanco y gaussiano, mientras que el ruido de

la disipación es subdominante debido a la cuasielasticidad de la dinámica

“microscópica”. Esta cuasielasticidad de la dinámica microscópica asegura

una competición no trivial entre la difusión y la disipación de enerǵıa, que

actúan sobre la misma escala de tiempo.

3. Asimismo, hemos obtenido expresiones expĺıcitas para los coeficientes de

transporte, usando una aproximación de tipo equilibrio local, cuya validez

hemos comprobado a posteriori. De modo interesante, la amplitud de las

fluctuaciones de la corriente (la movilidad) σ(ρ) está relacionada con la difu-

sividad D(ρ) por una relación de fluctuación-disipación, σ(ρ) = 2ρ2D(ρ), a

pesar de que estamos estudiando un sistema que se encuentra intŕınsecamen-

te fuera del equilibrio. Además, el nuevo coeficiente de transporte asociado a

la disipación, R(ρ), no es independiente del coeficiente de difusión, sino que

está relacionado con el mismo por una ecuación diferencial de primer orden.

4. Hemos particularizado los resultados obtenidos para una elección concreta

del ritmo de colisión, cuando éste depende algebraicamente de la enerǵıa del

par. Esta elección es interesante porque (i) este tipo de dependencia alge-

braica aparece en muchos sistemas f́ısicos reales, por ejemplo en un fluido de

esferas duras el ritmo de colición es proporcional a la ráız cuadrada de la den-

sidad de enerǵıa local, y (ii) con esta elección podemos obtener expresiones

expĺıcitas para los coeficientes de transporte.

5. Hemos comprobado las predicciones de la hidrodinámica fluctuante, com-

parándolas con simulaciones de Monte Carlo de la familia de modelos pro-

puesta. Se encuentra un acuerdo excelente, incluso para sistemas de tamaño

no tan grande, L & 10, lo que apoya la validez de la teoŕıa hidrodinámica

fluctuante presentada. Dada la generalidad de la familia de modelos propues-

ta, esperamos que la misma situación se encuentre para cualquier elección

no patológica de la función que determina el ritmo de colisión.

6. A continuación, hemos desarrollado un marco teórico general para calcular

la probabilidad de las grandes desviaciones de la enerǵıa disipada a partir

de la hidrodinámica fluctuante elaborada en la primera parte de la tesis. El

punto de partida es la ecuación de evolución hidrodinámica fluctuante para

la densidad, que incluye un término de corriente y un término de sumidero.

En una primera parte, no necesitamos que esta hidrodinámica fluctuante

provenga de la clase general de modelos central de esta memoria, sino que

la tomamos como punto de partida.
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7. Comenzando con una formulación de integral de camino del problema, se

puede escribir la probabilidad de una trayectoria en el “espacio de las fases”

mesoscópico, esto es, el espacio generado por los campos hidrodinámicos len-

tos. Como consecuencia de la cuasielasticidad de la dinámica “microscópica”,

la acción asociada con cada posible camino tiene exactamente la misma for-

ma sencilla que se encuentra en otros sistemas difusivos sin disipación de

enerǵıa.

8. Hemos usado este funcional de acción para investigar la función de grandes

desviaciones de la enerǵıa disipada. Una hipótesis de aditividad simplifica

el problema variacional, pudiendo obtenerse la ecuación de Euler-Lagrange

que satisfacen los campos óptimos, de densidad de enerǵıa y corriente, que

sostienen una fluctuación arbitraria. El problema variacional admite una

reformulación hamiltoniana, que es adecuada para analizar la teoŕıa general

en ciertos ĺımites de interés.

9. Hemos desarrollado una solución perturbativa del problema variacional que

muestra que las fluctuaciones pequeñas alrededor del comportamiento pro-

medio están distribuidas según una ley gaussiana, consistentemente con el

teorema del ĺımite central. Además, la varianza de esta distribución gaussia-

na concuerda muy bien con la obtenida en la simulación de Monte Carlo de

la dinámica del modelo “microscópico”.

10. La función de grandes desviaciones presenta una separación clara del com-

portamiento gaussiano para las fluctuaciones grande de la disipación, con una

distribución que no presenta rama negativa. Además, encontramos formas

de escalamiento generales en los ĺımites de sistemas débilmente y fuertemen-

te disipativos, que pueden analizarse parcialmente sin conocer la solución

expĺıcita de las ecuaciones canónicas.

11. En una segunda parte de esta sección, hemos aplicado los resultados anterio-

res a la clase general de sistemas disipativos que hemos considerado en esta

tesis. Las predicciones teóricas, que incluyen expresiones expĺıcitas para la

función de grandes desviaciones en ciertos casos, se han comparado con si-

mulaciones de Monte Carlo de los modelos microscópicos. Hemos encontrado

un acuerdo excelente en todos los casos, tanto para las fluctuaciones t́ıpicas

como para las raras.

12. En particular, hemos confirmado el escalamiento simple de la función de

grandes disipaciones en los sistemas débilmente disipativos para distintos
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valores del exponente de no linealidad β. Esta función de grandes desviacio-

nes muestra un comportamiento no convexo para fluctuaciones muy grandes.

Además, los perfiles de densidad de enerǵıa tienen un máximo en el seno del

sistema, que proviene de un exceso de inyección de enerǵıa desde los baños

térmicos.

13. En el ĺımite de sistemas fuertemente disipativos, la longitud de escala t́ıpica

tiende a cero y el sistema se divide de modo efectivo en dos zonas prácti-

camente desacopladas. Esto da lugar a un escalamiento diferente para la

función de grandes desviaciones, que predice una fuerte supresión de las

fluctuaciones de la disipación en este régimen.

14. Resumiendo, nuestros resultados muestran que una generalización adecuada

de la teoŕıa de las fluctuaciones macroscópicas de Bertini y colaboradores

permite describir en detalle el comportamiento fluctuante de una clase ge-

neral de medios disipativos forzados no lineales. En este esquema, la función

de grandes desviaciones se obtiene a partir de un problema variacional, cuya

solución proporciona los perfiles óptimos que el sistema adopta para sostener

la fluctuación considerada.

15. El marco teórico propuesto es muy general, ya que esta teoŕıa de las fluc-

tuaciones macroscópica se basa únicamente en el conocimiento de (a) las

ecuaciones de balance para los campos fluctuantes y (b) los coeficientes de

transporte que aparecen en estas ecuaciones de balance. Esto puede abrir

la puerta a nuevos resultados generales en la mecánica estad́ıstica de no

equilibrio de los medios disipativos.

16. En el futuro, algunos problemas que no han sido abordados en esta memoria

mereceŕıan la atención:

a) Seŕıa interesante explorar la existencia de transiciones de fase y ruptu-

ras espontáneas de simetŕıa a nivel fluctuante en esta clase general de

sistemas disipativos, para ver si también está presente este fenómeno

encontrado en sistemas conservativos.

b) Además, como las magnitudes relevantes para caracterizar el comporta-

miento de no equilibrio en estos sistemas disipativos son tanto la enerǵıa

disipada como la corriente, seŕıa interesante analizar las fluctuaciones

conjuntas de estos dos observables dentro del enfoque general de la

teoŕıa de las fluctuaciones macroscópicas.
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Apéndice A

Propiedades de los cumulantes

del ruido de la disipación

En la sección 4.1.3 hemos visto que el ruido de la disipación es blanco ec. (4.30)

en el ĺımite de tamaño del sistema grande L� 1, con su amplitud κ dada por la

suma de la contribuciones en las ecs. (4.31a) y (4.31b). Definimos

η̃ = L1/2η, (A.1)

de modo que η̃ es el ruido de la disipación escalado con el tamaño del sistema, de

modo análogo a lo que hicimos para la corriente. Con esta definición, tenemos

〈η̃(x, t)〉 = 0, 〈η̃(x, t)η̃(x′, t′)〉 = L−2ν2κ(ρ)δ(x− x′)δ(t− t′). (A.2)

El cumulante de segundo orden del ruido escalado se anula cuando L→∞, como

se ve claramente en la ec. (A.2). A continuación, vamos a demostrar que esto

también es cierto para todos los cumulantes de orden superior cuando L→∞.

Consideremos un cumulante de orden n del ruido microscópico ηl,p, que es igual

al momento de orden n-ésimo de η más una suma de términos no lineales en sus

momentos de orden inferior. Sabemos que en la correlación 〈ηl,pηl′,p′〉 el comporta-

miento dominante es L−5, como expresa la ec. (4.30)1. Análogamente, el momento

de orden n 〈dl,pdl′,p′ . . . dl(n),p(n)〉 tiene un comportamiento dominante de orden

L−1−2n para todos los tiempos iguales p = p′ = . . . = p(n), que proviene del factor

1Esto proviene de que el término dominante, que aparece para p = p′, se comporta como
(1 − α)2/L, y 1 − α escala como L−2, como hemos usado repetidamente a lo largo de esta
memoria.
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(1− α)n/L. De esta forma,

〈dl,pdl′,p′ · · · dl(n),p(n)〉 ∼ L−1−2nνnτp〈Dlp〉δl,l′δl′,l′′ · · · δl(n−1),l(n)δp,p′δp′,p′′ · · · δp(n−1),p(n) ,

(A.3)

donde 〈Dlp〉 es un promedio que permanece finito en el ĺımite L→∞. En el ĺımite

continuo, cada campo de disipación introduce un factor L3/τp como podemos ver en

la ecuación (3.18), por lo tanto para el momento de orden dominante obtendremos

〈η(x, t)η(x′, t′) · · · η(x(n), t(n))〉 ∼ �
��Ln−1τ 1−n

p νn〈D(x, t)〉δ(x− x
′) · · · δ(x(n−1) − x(n))

���Ln−1

×
τn−1
p δ(t− t′) · · · δ(t(n−1) − t(n))

L3(n−1)
, (A.4)

donde 〈D(x, t)〉 es el comportamiento dominante finito de 〈Dl,p〉 para L � 1.

Además, hemos utilizado la “aproximación de equilibrio local” (sección 3.2.1) y

la relación entre las deltas de Kronecker y las deltas de Dirac, dadas por la ec.

(4.16). Usando ahora el ruido reescalado η̃, obtenemos la expresión 4.35

〈η̃(x, t)η̃(x′, t′) · · · η̃(x(n), t(n))〉 ∼ L3−5n/2 νn〈D(x, t)〉δ(x− x′) · · · δ(x(n−1) − x(n))

×δ(t− t′)δ(t′ − t′′) · · · δ(t(n−1) − t(n)). (A.5)

Observamos que todos los momentos y cumulantes tienden a cero cuando L→∞,

lo que prueba el carácter subdominante del ruido del campo de disipación en el

ĺımite hidrodinámico, donde el único ruido relevante será el de la corriente. Final-

mente, hay que hacer notar que si hubiéramos escalado el ruido de la disipación

con su propio exponente, esto es, con L3/2 en lugar de L1/2 en la ecuación (A.1),

el prefactor en la ec. (A.5) cambiaŕıa de L3−5n/2 a L3−3n/2. Con este escalamiento,

de nuevo sólo seŕıa distinto de cero el cumulante de segundo orden: el ruido del

campo de disipación también es gaussiano en el ĺımite hidrodinámico. En cualquier

caso, es importante señalar que el carácter gaussiano o no gaussiano del ruido del

campo de disipación es anecdótico en este contexto, una vez que la ecuación (A.5)

muestra que es despreciable para L� 1.



Apéndice B

El problema variacional para un

Lagrangiano con derivadas

segundas

Vamos a analizar un problema variacional en el cual la acción está definida como

la integral de un Lagrangiano con derivadas segundas,

S[j] =

∫ x2

x1

dxL(j, j′, j′′). (B.1)

La acción S[j] es un funcional del perfil j(x) en el intervalo x1 ≤ x ≤ x2. El

problema variacional surge cuando se busca el perfil óptimo j(x) para el que el

funcional S[j] es un extremo. Vamos a considerar un problema similar al analizado

en esta tesis: estamos interesados en calcular G, definida como

G = −mı́n
j(x)

S[j]. (B.2)

Entonces, consideramos la variación δS del funcional cuando variamos un perfil

dado de j(x) a j(x) + δj(x),

δS =

∫ x2

x1

dx

(
∂L
∂j
δj +

∂L
∂j′

δj′ +
∂L
∂j′′

δj′′
)
. (B.3)

Ahora, tenemos en cuenta que debe verificarse que

δj′ =
d

dx
δj, δj′′ =

d2

dx2
δj, (B.4)
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para integrar por partes (i) una vez el término proporcional a δj′ y (ii) dos veces

el término proporcional a δj′′. Llegamos aśı a

δS =

{[
∂L
∂j′
− d

dx

(
∂L
∂j′′

)]
δj +

∂L
∂j′′

δj′
}x2

x1

+

∫ x2

x1

dx

[
∂L
∂j
− d

dx

(
∂L
∂j′

)
+

d2

dx2

(
∂L
∂j′′

)]
,

(B.5)

donde hemos introducido la notación [f ]x2x1 = f(x2)−f(x1). Por analoǵıa con el pro-

blema habitual donde el Lagrangiano tiene sólo primeras derivadas, introducimos

los momentos generalizados

pj =
∂L
∂j′
− d

dx

(
∂L
∂j′′

)
, pj′ =

∂L
∂j′′

. (B.6)

De esta forma, el término de contorno tiene la forma usual, y la ec. (B.5) se puede

escribir

δS = [pjδj + pj′δj
′]
x2
x1

+

∫ x2

x1

dx

[
∂L
∂j
− d

dx

(
∂L
∂j′

)
+

d2

dx2

(
∂L
∂j′′

)]
δj. (B.7)

La condición de extremo es δS = 0. Si los valores de j y j′ están fijados en los

contornos, tanto δj como δj′ son cero en x1,2 y los términos de contorno son cero.

En ese caso, como δj es arbitrario para x1 < x < x2, el perfil óptimo solución del

problema variacional obedece la ecuación de Euler-Lagrange

d2

dx2

(
∂L
∂j′′

)
− d

dx

(
∂L
∂j′

)
+
∂L
∂j

= 0, (B.8)

que es una ecuación diferencial de cuarto orden. La ecuación (B.8) se puede es-

cribir como dpj/dx = ∂L/∂j, que es formalmente idéntica a la ecuación de Euler-

Lagrange usual. Las condiciones de contorno para la ecuación de Euler-Lagrange

son los valores impuestos de j y j′ en los contornos; cuatro condiciones para la

ecuación diferencial de cuarto orden. Sin embargo, en algunos problemas f́ısicos

puede parecer que hay menos condiciones de contorno de las necesarias para deter-

minar una solución única del problema variacional. En ese caso, como puntualiza

Lanczos [53], la condición de extremo δS = 0 nos proporciona las condiciones

de contorno “extra”. Po ejemplo, si sólo tenemos fijados los valores de j′ en los

contornos (como es el caso del problema de la LDF que tratamos en esta tesis),

tenemos que δj′(x1) = δj′(x2) = 0 pero δj(x1) y δj(x2) son parámetros libres. En

este caso, δS = 0 nos implica que

pj(x1) = pj(x2) = 0, (B.9)
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usando la ecuación (B.7). La solución del problema variacional satisface entonces la

ecuación de Euler-Legrange (B.8) con los valores impuestos por j′ en los extremos

y las condiciones extra que nos da la ec. (B.9). De esta forma, obtenemos las cuatro

condiciones necesarias para determinar completamente la solución de la ecuación

de Euler-Lagrange. En general, el momento generalizado conjugado de la variable

que no está fijada en los contornos debe anularse en los mismos.

La función G definida en (B.2) depende de los valores de j y j′ en los contornos.

Haciendo uso de la ec. (B.7), y teniendo en cuenta que el perfil óptimo j(x) verifica

la ecuación de Euler-Lagrange, tenemos que sobre la solución del problema,

δG = −pj,2δj2 − pj′,2δj′2 + pj,1δj1 + pj′,1δj
′
1. (B.10)

Donde hemos introducido la notación pj,i = pj(xi), δji = δj(xi), i = 1, 2. La

ecuación (B.10) implica que

pj,2 = −∂G
∂j2

, pj′,2 = −∂G
∂j′2

, pj,1 =
∂G

∂j1

, pj′,1 =
∂G

∂j′1
. (B.11)

La ec. (5.24) de esta tesis es la particularización de este resultado para (i) x2 =

−x1 = 1/2, (ii) soluciones de la ecuación de Euler-Lagrange con paridad bien

definida, en las cuales pj,2 = pj,1, pj′,2 = −pj′,1 y (iii) las condiciones de contorno

de la ec. (5.19).





Apéndice C

El problema variacional con

restricciones

Nuestro objetivo es encontrar el perfil óptimo de la corriente j(x; d) que es la solu-

ción del problema variacional (5.17), con la condición adicional de que la disipación

integrada d tenga un valor definido, como viene dado por la ec. (5.16). Entonces,

debemos usar el procedimiento de los multiplicadores de Lagrange [52, 53] para

buscar el extremo de

Sλ[j] = S[j]− λ
∫ 1/2

−1/2

dx (j′ + d) =

∫ 1/2

−1/2

dxLλ(j, j′, j′′) (C.1)

donde

Lλ(j, j′, j′′) = L(j, j′, j′′)− λ(j′ + d), (C.2)

y λ es un multiplicador de Lagrange. El extremo de Sλ se obtiene de dos condi-

ciones: (i) δSλ = 0, y (ii) ∂Sλ/∂λ = 0. La primera implica que

d2

dx2

(
∂Lλ
∂j′′

)
− d

dx

(
∂Lλ
∂j′

)
+
∂Lλ
∂j

= 0, (C.3)

que es la ecuación de Euler-Lagrange para el Lagragiano Lλ que contiene derivadas

de segundo orden (véase el apéndice B). La condición (ii) nos lleva a la restricción

sobre la disipación integrada, propocionada por la ec. (5.16). Las condiciones de

contorno para la ecuación de Euler-Lagrange son

j′(±1/2) = −νR(T ), pλj(±1/2) = 0, (C.4)
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donde hemos introducido el momento generalizado conjugado de la corriente para

el nuevo Lagrangiano Lλ, como

pλj =
∂Lλ
∂j′
− d

dx

(
∂Lλ
∂j′′

)
. (C.5)

Estas condiciones de contorno tienen su origen en (i) los valores de la densidad de

enerǵıa impuestos por los baños térmicos en los extremos, ρ(±1/2) = T y (ii) la

condición de mı́nimo δSλ = 0, que nos da las condiciones adicionales necesarias

cuando los valores de algunas de las variables no están fijados en los contornos.

Una discusión más detallada de este punto puede verse en el apéndice B, y también

la ref. [53].



Apéndice D

Traslación de las restricciones a

las condiciones de contorno

Los momentos generalizados conjugados respectivos para la corriente, pλj, para el

Lagrangiano Lλ y pj para el Lagrangiano original L, verifican

pλj = pj − λ, (D.1)

donde hemos tenido en cuenta la relación entre Lλ y L, ec. (C.2), y la definición

de los momentos, ec. (B.6). Por otra parte, la ecuación de Euler-Lagrange (C.3)

para Lλ implica que

d2

dx2

(
∂L
∂j′′

)
− d

dx

(
∂L
∂j′

)
+
∂L
∂j

= 0. (D.2)

El decir, también obtenemos la ecuación de Euler-Lagrange correspondiente al

Lagrangiano original L. Las condiciones de contorno (C.4) se pueden escribir como

j′(±1/2) = −νR(T ), pj(±1/2) = λ, (D.3)

para lo que hemos utlizado la ec. (D.1). En consecuencia, nuestro problema va-

riacional con restricciones se puede transformar en un problema sin restricciones,

con el Lagrangiano original L, su ecuación de Euler-Lagrange (D.2) y las condi-

ciones de contorno (D.3). Después, ha de determinarse el valor desconocido en los

contornos λ para el momento generalizado pj imponiendo el valor de la disipación

integrada d, ec. (5.16), de modo que λ = λ(d). Según la discusión del apéndice

B, λ = 0 es equivalente a no imponer restricciones en el problema variacional. De

este modo, recuperaŕıamos los perfiles (y la disipación integrada) promedios, que
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corresponden al mı́nimo absoluto de G o, equivalentemente, al máximo absoluto

de la probabilidad. En este sentido, un valor distinto de cero de λ = pj(±1/2) es

una medida de la distancia a la que estamos del comportamiento hidrodinámico

promedio.

Debido a la simetŕıa existente en el problema (los dos baños térmicos en los extre-

mos tienen la misma temperatura T ), esperamos que los perfiles óptimos corres-

pondientes sean una función par de x. De hecho, la ecuación de Euler-Lagrange

(D.2) admite soluciones con paridad bien definida. Como el Lagrangiano posee

la propiedad de simetŕıa L(−j, j′,−j′′) = L(j, j′, j′′), la ec. (D.2) tiene soluciones

en las que j es una función impar en x, lo que implica que y (y por tanto ρ) es

una función par en x. Por consiguiente, a partir de ahora nos centraremos en las

soluciones simétricas del problema variacional. Aśı, la ec. (5.16) se reduce a

d = 2j(−1/2; d) = −2j(1/2; d), (D.4)

y las condiciones de contorno para la ecuación de Euler-Lagrange quedan

j′(±1/2; d) = −νR(T ), j(−1/2; d) = −j(1/2; d) = d/2 , (D.5)

mucho más simples que las ecs. (D.3), ya que hemos eliminado el multiplicador

de Lagrange λ del problema. Esto proviene del carácter par de pj(x) para las

soluciones con paridad bien definida que estamos considerando. En resumen, hemos

transformado nuestro problema variacional con la restricción de que la disipación

integrada tenga un valor dado d a un problema sin restricciones, con el Lagrangiano

original L(j, j′, j′′) y valores dados de j y j′ en los contornos.

Una vez hemos obtenido los perfiles óptimos de la corriente, el perfil óptimo

de la densidad se calcula fácilmente a partir de la ec. (5.15). Por supuesto, el

perfil de densidad obtenido de esta forma cumple las condiciones de contorno

ρ(±1/2; d) = T . Debemos insistir en que la ecuación de Euler-Lagrange (D.2)

con condiciones de contorno (D.5) proporciona la solución correcta al problema

variacional con restricciones siempre que los perfiles tengan una paridad bien de-

finida. Sin embargo, no podemos descartar la existencia de soluciones que rompan

la simetŕıa y que no tengan paridad definida ya que, en general, un problema va-

riacional puede tener varias soluciones [52]. Si ése fuera el caso, tendŕıamos que

resolver el problema variacional completo, más complejo, constituido por la ec. de

Euler-Lagrange (D.2) con las condiciones de contorno (D.3), donde el multiplica-

dor de Lagrange λ = λ(d) está impuesto por la ligadura (5.16). Sin embargo, todas
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las simulaciones que hemos realizado apuntan a que las soluciones adoptadas por

el sistema son simétricas, como se discute en el texto principal de esta memoria.

La LDF G(d) depende de d y T a través de las condiciones de contorno. En este

punto, es conveniente recordar que omitimos la dependencia en T para simplificar

nuestra notación. Particularizando la ec. (B.10) para las soluciones con paridad

bien definida,

δG(d) = pj(1/2)δd+ 2ν
dR(T )

dT
pj′(1/2)δT, (D.6)

lo que ofrece una interpretación geométrica para los valores de los momentos ge-

neralizados en los contornos. Están relacionados directamente con las derivadas

parciales de la LDF,

∂G

∂d
= pj(1/2),

∂G

∂T
= 2ν

dR(T )

dT
pj′(1/2). (D.7)

Los momentos generalizados pj y pj′ son funciones par e impar de x, respectiva-

mente.





Apéndice E

Formulación hamiltoniana del

problema

En general, la ecuación de Euler-Lagrange para el perfil óptimo j(x; d) es una

ecuación diferencial de cuarto orden. Podemos por tanto desarrollar una formu-

lación equivalente “Hamiltoniana”, en la que tendremos un conjunto de cuatro

ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas. Para el problema que nos ocu-

pa, esbozamos a continuación el procedimiento para introducir el Hamiltoniano a

partir de un Lagrangiano con derivadas de orden mayor que uno [52, 53]. Como

hemos comentado antes, la ecuación de Euler-Lagrange es una ecuación diferencial

de cuarto orden, y tenemos dos coordenadas canónicas y dos momentos generali-

zados asociados. La primera coordenada canónica es la corriente j y elegimos que

la segunda sea y, la cual es proporcional a j′, como viene dado por la ec. (5.15).

Esta elección la sugiere la estructura de el Lagrangiano en la ec. (5.17). Ahora, in-

troducimos los momentos canónicos py y pj conjugados de y y j, respectivamente.

Consistentemente con la deducción de la ecuación de Euler-Lagrange del apéndice

B, la ec. (B.6) nos da directamente pj, mientras que py está dado por

py ≡ −ν
∂L
∂j′′

, (E.1)

que se sigue de la definición de pj′ y de la relación entre y y j′, ec. (5.15). El

Hamiltoniano se introduce del modo habitual,

H ≡ y′py + j′pj − L ≡ y′py − νypj − L. (E.2)
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Tras algunas transformaciones algebraicas sencillas, se obtiene

H =
1

2
Q(y)p2

y − D̂−1(y)jpy − νypj, (E.3a)

Q(y) ≡ σ̂(y)

D̂2(y)
, (E.3b)

donde hemos definido la función auxiliar Q(y), con Q(y) > 0 para todo y. También

hemos usado la expresión de py

py = D̂(y)
j + D̂(y)y′

σ̂(y)
, (E.4)

obtenida a partir de su definición (E.1), y del Lagrangiano

L =
σ̂(y)p2

y

2D̂2(y)
=

1

2
Q(y)p2

y, (E.5)

escrito en función de las variables canónicas con ayuda de la ec. (E.4). Como debe

ser, H es función de (y, j, py, pj), que obedecen el siguiente conjunto de cuatro

ecuaciones diferenciales “canónicas” de primer orden,

y′ =
∂H
∂py

= Q(y)py − D̂−1(y)j, (E.6a)

j′ =
∂H
∂pj

= −νy, (E.6b)

p′y = −∂H
∂y

= −dQ(y)

dy

p2
y

2
+
dD̂−1(y)

dy
jpy + νpj, (E.6c)

p′j = −∂H
∂j

= D̂−1(y)py. (E.6d)

Estas ecuaciones canónicas son equivalentes a la ecuación de Euler-Lagrange de

cuarto orden (D.2). Nótese que, como es normal en f́ısica y con objeto de no com-

plicar las fórmulas, usamos la misma notación para las variables canónicas en el

Hamiltoniano y para las soluciones de las ecuaciones canónicas, que proporcionan

los perfiles óptimos solución del problema variacional. Por otro lado, el Hamilto-

niano es una integral primera del sistema (E.6), ya que no depende explicitamente

de x. Esto se traduce en que H = const., independiente de x, sobre cualquier so-

lución. Esta propiedad puede usarse para simplificar la integración del problema.
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En general, para un valor dado de la disipación d, tenemos que resolver el sistema

de ecuaciones (E.6) con las condiciones de contorno

y(±1/2) = R(T ), j(−1/2) = −j(1/2) = d/2, (E.7)

que son equivalentes a las de la ec. (D.5) De nuevo, tenemos que buscar soluciones

con paridad bien definida: y y j funciones par e impar de x, respectivamente

(además, py es impar y pj es par). Dicha solución se inserta posteriormente en

la expresión de la LDF G(d), que se puede escribir como función de las variables

canónicas,

G(d) = −
∫ 1/2

−1/2

dxL = −1

2

∫ 1/2

−1/2

dxQ(y)p2
y, (E.8)

combinando las ecs. (5.17) and (E.5). De esta forma, obtenemos la LDF para

un valor arbitrario de la disipación integrada d en la formulación Hamiltoniana

del problema variacional. La ec. (E.8) nos muestra claramente que los perf́ıles más

probables (promedio) se corresponden con una solución en la que py = 0 para todo

x, que es una condición necesaria y suficiente para que G(d) se anule. Sustituyendo

py = 0 en las ecs. (E.6c)-(E.6d), vemos que necesariamente pj = 0, también para

todo x. Además, las ecs. (E.6a) y (E.6b) se simplifican y dan lugar a la ec. (5.8),

obteniéndose los perfiles promedio. Por lo tanto, siempre existe una solución de las

ecuaciones canónicas (E.6) con los momentos canónicos nulos, que corresponde a la

solución promedio de la ecuación hidrodinámica (5.8). Esos perfiles hidrodinámicos

{ρav, jav} llevan al valor promedio de la disipación integrada

dav = ν

∫ 1/2

−1/2

dxR(ρav) = ν

∫ 1/2

−1/2

dx yav(x) = 2jav(−1/2). (E.9)

Esta discusión es consistente con la desarrollada a continuación de la ec. (D.3),

hecha en el ámbito de la formulación Lagrangiana equivalente. Las fluctuaciones

llevan por tanto asociadas un valor no nulo de los momentos canónicos, cuyas mag-

nitudes son una medida de la distancia (d− dav)/dav respecto al comportamiento

promedio. Las ecs. (E.8) y (E.9) son idénticas a las ecs. (5.25) y (5.26) del texto

principal de la memoria.





Apéndice F

Simulación de Monte Carlo de

eventos raros: Evaluación directa

de la función de grandes

desviaciones

La observación y caracterización de los eventos raros en simulaciones por ordenador

es una tarea dif́ıcil. Como su propio nombre indica el hecho de que sean raros hace

que la estad́ıstica de los mismos sea pobre, ya que son exponencialmente impro-

bables en el tiempo de observación y en el tamaño del sistema, P (d, t) ∼ etLG(d).

Con las técnicas usuales de simulación Monte Carlo esto se hace impracticable

puesto que deberiamos realizar N ∼ et simulaciones para tener una estad́ıstica

suficiente. Por tanto se hace necesario recurrir a estrategias diferentes en las que

podamos reducir este número. Para acceder a los eventos poco probables existe

una estrategia general de simulación Monte Carlo (MC) denominada ”Go with the

winners”[58] basada en el control de una población de clones del sistema que nos

interesa estudiar. Para ello se favorece la clonación de las copias del sistema que

nos interesan y se suprimen los que no evolucionan adecuadamente.

Recientemente, Giardinà, Kurchan y Peliti [38] han introducido un algoritmo efi-

ciente para medir la probabilidad de una desviación grande para observables aditi-

vos promediados en el tiempo, como la corriente, o la disipación (nuestro caso) en

sistemas de muchas part́ıculas. El algoritmo está basado en la modificación de la

dinámica microscópica del sistema para que dichos eventos raros responsables de

una desviación no lo sean tanto y ha sido extendido para la dinámica estocática a
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tiempo continuo [39]. Sea UC′C la probabilidad de transición de pasar de una con-

figuración del sistema C a otra C ′. La probabilidad medir una dispación integrada

Dt después de un tiempo t partiendo de una configuración C0 se puede escribir

como

P (Dt, t;C0) =
∑

Ct···C1

UCtCt−1 · · ·UC1C0δ(Dt −
t−1∑

k=0

DCk−1Ck), (F.1)

donde DC′C es la disipación elemental involucrada en la transición C → C ′. Pa-

ra tiempos largos esperamos que la información del estado inicial C0 se pierda,

P (Dt, t;C0) → P (Dt, t). En este ĺımite P (Dt, t) obedece un principio de gran-

des desviaiones P (Dt, t) ∼ exp[+tLG(d = Dt/t)]. En la mayoŕıa de los casos es

conveniente trabajar con la función generadora de momentos de la distribución

anterior

Π(λ, t) =
∑

Dt

eDtP (Dt, t) =
∑

Ct···C1

UCtCt−1 · · ·UC1C0e
∑t−1
k=0DCk−1Ck (F.2)

Para tiempos t grandes, tenemos que Π(λ, t)→ exp[+tµ(λ)], con µ(λ) = maxd[G(d)+

λd]. Podemos definir ahora la dinámica modificada, ŨC′C ≡ eDC′CUC′C , por lo tan-

to

Π(λ, t) =
∑

Ct···C1

ŨCtCt−1 · · · ŨC1C0 . (F.3)

Es importante hacer notar que sin embargo esta dinámica no está normalizada,∑
C′ ŨC′C 6= 1.

Ahora introducimos la notación de Dirac de “bra”, y “ket”, útil en el contex-

to del formalismo cuántico hamiltoniano de la ecuación maestra [59, 60], véase

también [39, 61]. La idea consiste en asignar a cada configuración del sistema

C un vector |C〉 en el espacio de las fases, junto con su vector transpuesto 〈C|,
formando una base ortogonal para el espacio complejo y su dual [59, 60]. Por

ejemplo, en el caso más simple de un sistema con un número finito de confi-

guraciones (nótese que no es el caso de nuestro modelo), uno podŕıa escribir

|C〉T = 〈C| = (· · · 0 · · · 0, 1, 0 · · · 0 · · · ), es decir todos los componentes igual a

cero, excepto 1 para la componente que se corresponde con la configuración C.

En esta notación, ŨC′C = 〈C ′|Ũ |C〉 y la distribución de probabilidades se puede

escribir como un vector de probabilidades
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|P (t)〉 =
∑

C

P (C, t)|C〉, (F.4)

donde P (C, t) = 〈C|P (t)〉 con el producto escalar 〈C ′|C〉 = δC′C . Si 〈s| = (1 · · · 1),

la normalización implica que 〈s|P (t)〉 = 1.

Con esta notación podemos escribir la descomposición espectral Ũ(λ) =
∑

j e
Λj(λ)

|ΛR
j (λ)〉〈ΛL

j (λ)| donde asumimos que existe una base completa biortogonal de au-

tovalores a derechas y a izquierdas para la matriz Ũ , Ũ |ΛR
j (λ)〉 = eΛj(λ)|ΛR

j (λ)〉 y

〈ΛL
j (λ)|Ũ = eΛj(λ)〈ΛL

j (λ)|. Llamando eΛ(λ) al autovalor mas grande de Ũ(λ), y a

sus vectores por la derecha |ΛR
j (λ)〉 y por la izquierda 〈ΛL

j (λ)| respectivamente, y

escribiendo Π(λ, t) =
∑

Ct
〈Ct|Ũ t|C0〉, encontramos para tiempos largos

Π(λ, t)→ e+tΛj(λ)〈ΛL
j (λ)|C0〉(

∑

Ct

〈Ct|ΛR
j (λ)〉). (F.5)

De esta forma tenemos µ(λ) = Λ(λ), por tanto la transformada de Legendre de

la función de grandes desviaciones de la corriente esta dada por el logaritmo del

auto valor más grande de Ũ(λ). Con objeto de evaluar este autovalor, y dado que

la dinámica Ũ no está normalizada, introducimos la probabilidad de escape del

sistema YC =
∑

C′ ŨC′C y definimos la dnámica modificada U ′C′C ≡
ŨC′C
YC

. Por

consiguiente, con esta dinámica modificada convenientemente normalizada

Π(λ, t) =
∑

Ct···C1

YCt−1U
′
CtCt−1

· · ·YC0U
′
C1C0

. (F.6)

Esta suma sobre las tratectorias que sigue el sistema se puede realizar considerando

un conjunto de M � 1 copias o clones del sistema, evolucionando secuencialmente

de acuerdo con el siguiente esquema de simulación Montecarlo [38]:

1. Cada copia evoluciona independientemente de acuerdo con la dinámica mo-

dificada U ′C′C .

2. Cada copia m ∈ [1,M ] (en una configuración Ct[m] en el tiempo t) se clo-

na con probabilidad YCt[m]. Esto significa que, para cada copia m ∈ [1,M ],

generamos un número KCt[m] = bYCt[m]c + 1 de clones idénticos con proba-

bilidad YCt[m] − bYCt[m]c, o KCt[m] = bYCt[m]c en caso contrario, donde bxc
representa la parte entera de x. Nótese que si KCt[m] = 0 la copia debe ser

eliminada y no producir descendencia. Este procedimiento produce un total

de M ′
t =

∑M
m=1 KCt[m] tras clonar todas las copias originales M .
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Figura F.1: Representación de la evolución y clonación de las copias durante
la evaluación de la LDF

3. Una vez todas las copias han evolucionado y se han clonado, el número total

de copias M ′
t se lleva de nuevo al valor original M con una probabilidad

de clonación uniforme Xt = M/M ′
t , manteniendo aśı el número de clones

constante.

La figura F.1 esboza este procedimiento. Se puede demostrar que, para tiempos

grandes, podemos recuperar µ(λ) por medio de la expresión

µ(λ) = −1

t
ln(Xt · · ·X0), t� 1. (F.7)

Para derivar esta expresión, consideremos primero la dinámica anterior, pero sin

mantener el número de clones constantes (saltándonos el paso 3). En este caso,

para una historia dada {Ct, · · · , C0}, el número de clones N(Ct · · ·C0, t) en la confi-

guración Ct en el instante t será N(Ct · · ·C0, t) = YCt−1U
′
CtCt−1

N(Ct−1 · · ·C0, t−1),

aśı que

N(Ct · · ·C0, t) = YCt−1U
′
CtCt−1

· · ·YC0U
′
C1C0

N(C0, 0). (F.8)
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Sumando sobre todas las historias de duración t, véase la eq. (F.6), encontramos

que el número total promedio de clones para tiempos largos, muestra un com-

portamiento exponencial, 〈N(t)〉 =
∑

Ct···C1
N(Ct · C0, t) ∼ N(C0, 0)exp[+tµ(λ)].

Ahora, volviendo al paso 3, cuando el número fijado de copias M es suficiente-

mente grande, tenemos el factor global de copias Xt = 〈N(t − 1)〉/〈N(t)〉, por

tanto Xt · · ·X1 = 〈N(C0, 0)〉/〈N(t)〉 y recuperamos la expresión (F.7) para µ(λ).

En esta tesis hemos usado el este método para medir la LDF de corriente para

la clase general de modelos descritos en el caṕıtulo 3. Para este modelo, la pro-

babilidad de transición de una configuración C = {ρ1 · · · ρN} a otra configuración

C ′y = {ρ1 · · · ρ′y, ρ′y+1 · · · ρN}, con y ∈ [0, N ] donde el par (ρ′y, ρ
′
y+1) ha colisiona-

do según las ec. 3.3 y 3.4, por simplicidad consideramos el caso β = 0, se puede

escribir como eq. 3.5

UC′yC =





(N + 1)−1, y ∈ [1.N − 1]
βeβρ1

N+1
E1[βmax(ρ1, ρ

′
1)], y = 0

βeβρ1

N+1
E1[βmax(ρ1, ρ

′
1)], y = N

(F.9)

Donde E1(x) = −Ei(−x), y Ei(x) es la función integral exponencial, o

E1(x) =

∫ ∞

x

du
e−u

u
(F.10)

Que aparece cuando integramos sobre todos los posibles pares (p, ρ̃L,R) que pueden

dar como resultado un ρ′1,N dado, véase la eq. 3.4. Es fácil ver que UC′yC está nor-

malizado. Con objeto de medir las fluctuaciones de la disipación recordamos la

definición de la disipación que se produce en cada paso microscópico. Teniendo en

cuenta la ecuación 3.9, podemos escribir

DC′yC =

{
−(1−α)ρy
N−1

, y ∈ [1, N − 1]

0 y = 0, N
(F.11)

De esta forma podemos medir la enerǵıa que se disipa en el seno del sistema, usando

esta definición de la enerǵıa disipada , podemos escribir la dinámica modificada

normalizada U ′C′yC ≡
ŨC′yC

YC
e
λDC′yC que para y ∈ [1, N − 1] queda

U ′C′yC =
e−λ(1−α)ρy

YC(N + 1)
(F.12)



142 Apéndice F Simulación de Monte Carlo de eventos raros

con λ = λ/(N − 1), mientras que para y = 0, N tendremos U ′C′yC ≡
ŨC′yC

YC
. La

probabilidad de escape del sistema quedará

YC =
2

N + 2
+

N−1∑

y=1

e−λ(1−α)ρy

N + 1
(F.13)
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[36] P. Hurtado, C. Pérez-Espigares, J. del Pozo and P. Garrido. Proc. Natl. Acad.

Sci., 108 7704 (2011).

[37] C. Kipnis, C. Marchioro and E. Presutti. J. Stat. Phys., 27 65 (1982).
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[50] J. Brey, M. G. de Soria and P. Maynar. EPL (Europhysics Letters), 84 24002

(2008).

[51] A. Prados, A. Lasanta and P. I. Hurtado. Phys. Rev. E, 86 031134 (2012).

[52] I. M. Gelfand and S. V. Fomin. Calculus of Variations. Dover, New York

(2000).

[53] C. Lanczos. The Variational Principles of Mechanics. Dover, New York

(1986).

[54] C. M. Bender and S. A. Orszag. Advanced Mathematical Methods for Scien-

tists and Engineers. New York, Springer (1999).

[55] J. P. Boon, J. F. Lutsko and C. Lutsko. Phys. Rev. E, 85 021126 (2012).

[56] C. Giardina, J. Kurchan, V. Lecomte and J. Tailleur. J. Stat. Phys., 145 787

(2011).

[57] A. Puglisi, P. Visco, A. Barrat, E. Trizac, and F. van Wijland. Phys. Rev.

Lett., 95 110202 (2005).

[58] P. Grassberger. Comp. Phys. Comm., 147 64 (2002).
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teoŕıa-simulación es excelente en todos los casos. . . . . . . . . . . . . . 64

3.7. Perifles del campo de disipación promedio para diferentes valores de ν ∈
[10−1, 103] y β = 0, 0,5, 1, para N = 160. La temperatura del baño es
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150 ÍNDICE DE FIGURAS
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la concentración de la enerǵıa cerca de los contornos disminuye al
crecer β. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
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