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INTRODUCCION

La Geometria Algebraica es una de las ares de la mate-
matica principalmente beneficiada por la tendencia, iniciada
desde comienzos del presente siglo, de abstraer y comparar
estructuras subyacentes a diversas teorfas. Su relacion con
la teorfa de funciones analiticas, por una parte, y con el al-
gebra y teoria de numeros por otra, son puestas de manifies-
to, dando lugar a numerosos y fructiferos nuevos puntos de
vista. Asi{, por ejemplo, son sustanciales los avances en la
geometria sobre una variedad algebraica mediante la aplica-
cibn de métodos trascendentes y de Geometria Diferencial,
sobre todo en el marco de la torfia de Hodge y de las Varie-
dades Kihlerianas ( 22 , (1), Capitulo 7 ), en tanto que por
obra de Lefschetz se pusieron en evidencia las profundas rai-
ces topolbgicas de diversos aspectos geométricos.

La falta de conexiodon entre las teorfas algebraicas vigen-
tes, hasta los afios cincuenta, vy los nuevos puntos de vista,
se resolvido mediante la introduccidon de un nuevo instrumen-
to: La Teorfa de Haces; desarrollada inicialmente por H. Car-
tan, para su aplicacidon a los espacios analiticos. Esta teorfa
aplicada a las variedades algebraicas, venia a posibilitar su
estudio cohomolbdgico y la utilizacion de técnicas, hasta el
momento privativas de la topologia algebraica, apoyandose,
claro esta, en la topologia ( de Zariski ) asociada a la varc-
dad algebraica.

Serre (L34]) introduce los haces en Geometria Algebraica
e inagura un nuevo punto de vista: "Una variedad algebraica
sobre K es un espacio topoldgico, dotado de un haz de gérme-
nes de funciones sobre X con valores dentro de K, donde K

es un cuerpo". Asi{ mismo introduce la cohomologia de una



variedad con coeficientes en un haz.

La revolucion iniciada por Serre no tardd en cuajar, mo-
dificandose todo el panorama en base a la teorfa de esquemas:
Los anillos de funciones racionales son sustituidos por ani-
llos arbitrarios y los puntos de las variedades algebraicas
lo son por ideales del espectro del anillo, mostrandose los
elementos del anillo como funciones sobre el espectro; se in-
troduce la topologia de Zariski y un haz de anillos, de forma

que sus fibras constituyen los gérmenes de los elementos del

anillo; esto es: Un esquema afin. Un Esquema serid un espa-
cio topoldgico anillado (esto es, un espacio dotado de un haz
de anillos cuyas fibras son anillos locales), que es localmen-

te isomorfo a esquemas afines.

De esta manera Serre y Grothendieck inician, sobre todo
a partir de la publicacidon de la monumental obr "E.G.A."

( T12)), un camino que ha conseguido reescribir los fundamen-
tos de la Geometria Algebraica en términos de esquemas y co-
homologia, con el impresionante record de resolver diversos
y numerosos problemas clasicos, con sus nuevas técnicas,

en corto espacio de tiempo.

El nivel de abstraccidn, aun, no se mostraria suficiente
con ésto. Cuando una variedad esta definida sobre los com-
plejos, los grupos de cohomologia obtenidos en base a la to-
pologia compleja reflejan la estructura de la variedad mucho
mas fuertemente que los definidos en base a la topologia de
Zariski. Entonces para un esquema arbitrario, se buscan otras
topologias que reemplacen a la topologia compleja, surgiendo
como eficaz sustitutivo la topologia Etale; y por un plantea-
miento del mismo tipo surgen diversas topologias sobre esque-
mas ( plana, étale y separada,...), cada una de ellas intro-

duccinedo invariantes cohomoldogicos peculiares. Estas topo-



logias y las correspondientes teorfas de cohomlogfa sobre
las respectivas categorias de haces, aparecen asociadas a
clases de "morfismos" de correcto funcionamiento frente a
cambios de base. (Que originan teoremas de comparacion
por sucesiones espectrales).

Dado el actual avance de la teoria de categorias y del
algebra homoldgica, es natural unificar y dar un tratamiento
homogéneo y actualizado a las diferentes topologias y teorfas
de cohomologia asociadas. De esta forma se ha de conseguir
la obtencion de muy diversos teoremas y resultados, hoy dis-
persos por la amplia bibliografia sobre el tema, de una ma-
nera elegante y econdmica. Se ha de intentar, también, des-
de un marco de referencia suficientemente amplio y elevado,
la visualizacion de las comparaciones y puntos de contacto
entre las diferentes teorias cohomolbdgicas, no siempre pues-
tos de relieve por la falta de esa "teoria general'". Este es
el objeto del presente trabajo.

Las notaciones empleadas, se ha procurado que respe-
ten las mas arraigadas en la literatura, intentendo hacerlas
compatibles con el lenguage categorico utilizado; en cualquier
caso, son aclaradas internamente aquellas de uso no estandar.

Quiero expresar, por (Oltimo, mi agradecimiento al
Prof. Dr. D. A. Martinez Cegarra, por su orientacidon y ayu-
da para la realizacidn de este trabajo; al manifestar éste lo

hago extensivo a todos los profesores de Departamento.



1. CATEGORIAS TOPOLOGICAS
1.1 HACES Y PREHACES SOBRE CATEGORIAS TOPOLOGICAS

En una categoria T, dados morfismos Ui-————é V i=1,2, notaremos

U1 6 U2 al correspondiente producto fibrado; si existe.

(1.1.1) DEFINICION

Una Topologia de Grothendieck en una categoria T, es una clase T de

familias {Ui——i—a U}ia 1 de morfismos en T, llamados recubrimientos,satis-

facciendo

(i) Si f es un isomorfismo, entonces lf}é T

. g. .
. . i ij .
[
(ii) si {Ui«:wﬁa 9] ieg€ TV {Vij————4 Uisj c Jie T , para cada i,
& %;
entonces la familia {V.. A, U, > US. . estd en T
1J 1 1,
f,

(iii) si {intwia US .

ie [e'r y V ——— U es un morfismo arbitrario

en T, entonces Ui X V existe y {Ui ﬁl vV — VieT
§)

Si T es una topologia de Grothendieck en T, al par (T, 7) lo llamare-

mos una categoria topoldgica.

(1.1.2) DEFINICION
Dadas categorias T,C, definimos la categoria de prehaces sobre T con
o]

. T .
valores en C, como la categoria de funtores C . Los objetos de esta cate-

goria los llamaremos prehaces, y a sus morfismos, morfismos de prehaces.

(1.1.3) DEFINICION

Si (T T ) es una categoria topolégica, y C es una categoria completa

definimos la categoria de haces sobre (T T ), con valores en C, como la
. To .
subcategoria plena de la categoria de prehaces C , cuyos objetos son



pth

agquellos prehaces F, tales que si {Ui USic.I € T , entonces la sucesién
p——
F(u) — T F(U. . F(U, %
) ] (1)———>QJ (U; % Uy

es exacta, en el sentido de que el morfismo F(U)————%r} F(Ui) sea el igua-

lador de los morfismos |1 F(U.) > 1 F(u.
i 17— 1, i U

U.).
J
El caso mas interesante es tomar C= grupos abelianos, que notaremos
Ab; nos centraremos en lo que sigue, en el estudio de prehaces y haces con

valores en Ab.

(1.1.4) PROPOSICION

. . . Te°
Para cualquier categoria T, la categoria de prehaces Ab ,es una cate-

goria abeliana ABT | con generaddres.Asi tiene suficientes inyectivos.
DEMUSTRACION
Que es ABS se deduce, obviamente, de que Ab lo es; que tiene suficien-

tes inyectivos se sigue de ( |37] Corolario 2.9.5. pag 133 ).
Utilizaremos, también, el sigu.ente hecho:

(1.1.5) PROPOSICION

Si T es una subcategoria de Giraud de una categorla abeliana ABS,
entonces T es también una categorla abeliana ABS5.
DEMOSTRACTION

Es elemental.

Probaremos que la categoria de haces sobre una categoria topoldgica
(T T) con valores en Ab, gue notaremos S(T T ), es una subcategoria de

To . . .
Giraud de la categoria de prehaces Ab~ ; esto es, se tiene una situacidn de

adjuncién:
TO

S(T T)



donde i es el funtor inclusién, y s es un funtor exacto.

4]

L Te T
(1.1.6) Definimos un funtor +:Ab- ————Ab  como sigue: Sea U un objeto de

T, denotamos por J,  la categoria de recubrimientos {Ui————ﬂ U}i de U en

U el

T , donde los morfismos vienen definidos como sigue: Si {Ui————4 U& iel

y {Uj——w—ﬁ U]j son dos de tales recubrimientos, un morfismo

cJ

foju——vu}, —— ui—ul

es una aplicacién g: I ——> J, y para cada i ¢ J, un morfismo f,: U,— U', .
i i c(i)

tal que el siguiente diagrama es conmutativo

U, —_— Ur

\/

Un prehaz P ¢ Ab , induce un funtor P J, —3 Ab por:

Uty
q
—_—
Py {u;—— v}, _ )= 1e(TI PU) T 1|"13 P(U, % Uy))=
_ q-p
= Ker( 1 P(U) ——— iF?J PLU, % U, )

Nétese que para h: V ——— U un morfismo en T, obtenemos un funtor

J(h): J =3, por J(n)( {u——u} . )={u; ¥ v—vl

J

ademéas, ya que el diagrama

b3 ~ bs X ".V
Wy g vy W% V=U 5 % 5V LUy
U U —_—
i U k Ul

es conmutativo, también lo seré

V] ey
Neu, % v ___)ir’]j P, %, U V)
-m-—..-——__._) X
QP(Ui) _______91'7 P(U Y UJ.)
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y por tanto estard definido el morfismo:

Ker( P(U) —— [1 (U, ¥ U)) ———

K n % M N %
er( A P(Ul U V) ——— i3 P(Ui 4 Uj 7

v))

o lo que es lo mismo, un morfismo de PU({Ui————e ul i a P° J(h) (

e I)

{ Uiﬂ-—+ Uk ie 1 ). Tenemos ,asi, definido un morfismo de funtores:

p — P ©° J(h); obtenemos, por tanto, un morfismo Lim P, —— Lim P, ,.

U \Y —_— U — 'V
- TO Te° + To

Definimos el +: Ab Ab~ como +(P)= P ,para P € Ab ,y tal que

P+(U); Lim P,, para U un objeto de T. Por lo visto anteriormente, P" es un
— U

prehaz sobre T con valores en Ab, y por tanto el funtor + estd bien defini-

do.

Para cada {Ui————a U‘ existe una aplicacidn canédnica

e S
iel IU’

P(U) —> PU( {Ui > U} i ), dada a partir de la aplicacién P(U) —>

eI

? P(Ui); como el limite directo del funtor costante JU——~—% Ab con valor

P(U), es candénicamente isomorfo a P(U), obtenemos un morfismo funtorial ca-
nénico P ——— P, Si F e S(T ), entonces FHU)= Lim FU: F(U), puesto que

FU({Ui

U}‘ I): F(U}, por ser F un haz; luego F' —— F es biyectiva.
1e
Podemos deducir, entonces, que para cualquier prehaz P, cualquier apli-

.. . . +
cacioén de P en un haz debe factorizar a traves de P .

(1.1.7) TEOREMA. (Teorema de existencia del funtor adjunto)

Dada (T T ) una categoria topolégica, la categoria S(T T ) es una sub-
categoria reflexiva de AD ’
DEMOSTRACION

Tenemos que ver gue existe un funtor s: AbTo———*é S(T 7 ), que es ad-
junto a idquierda al funtor inclusién.

Ya que S(T 7T ) es una subcategoria de AbTo, las propiedades de adjun-
cién pueden establecerse como sigue: Existe un homomorfismo funtorial
p ——— s(P), que tiene la siguiente propiedad universal; todo morfismo
p ——— F; con F un haz, se factoriza de forma unica a traves de s(P).

+ 4+
Definimos s por: s(P)= +{(P )= P .



Puesto que existe un homomorfismo funtorial P —— P+, obtenemos un homo-
morfismo funtoral P —— s(P); ya que todo morfismo de P en un haz facto-
riza a traves de P+, también lo hard, y ademéds de forma Gnica,a travlis de
p — s(P).

El teorema estara probado si vemos que s(P) es un haz.

L + . L ,
En principio veamos que el prehaz P satisface la siguiente propiedad:

" Para todo {Ui Ul

- a3 + i i i
£En efecto, sean al,a2 € P (U), y supongamos que tienen la misma ima-

gen en P+(Ui)’ para todo 1i.

+ +
ﬂ . .
ie1€To P (U) — A P (Ui) esinyectivo "

Podemos representas 51,52 por elementos al,azé'Ker( Q P(Vk) _
F'P * oy - — e T . .
Kor (Vk 3 r))’ para algln {Vk U; keK . Ahora las iméagenes de
51, éﬁ en P+(Ui) estan ,entonces representadas por las imégenes de a;, a,

N % b .
en Ker(rl\{P(Ui X V) Kk, PO Y Y% 0 V)

- - . . . + . .
Ya que al, a2 tienen la misma imagen en P (Ui)’ existe un recubri-

tal que las imagenes de a a,. en

miento mas fino {W. [ Ui; )

i,] jed

0] P(W. .) son iguales. Haciendo variar i, la familia-{w. — Ui. .
J 1,3 1, 1,
Ya que a,= a, en Ij. P(Wij),

Ug 1 2 i,J

y es un refinamiento de {V

k ke K’

entonces alz dg.

Sea, ahora, un prehaz P verificando que para todo{ Ui————+ U} €,

ie I
P(U) —— HUp(U.) es inyectivo, entonces p' Es un haz; en consecuencia
i i

por lo visto anteriormente s(P) & S(T 1) y el teorema estard demostrado.
£ N .
k«———% UB ke K > {Ui y Ug ieq U0 morfismo

En efecto, sea { \Y

en JU’ entonces la aplicacidén inducida por f:
Ker( Tl p(V, ) ——————

Ker( M p(u,) — [ p(u, * U.)) — k Kk
i i i, ] i U J

g?h F’(Vk G Vh)), es inyectiva; veamos esto Gltimo:

Consideremos el diagrama:

U
£

Y U,
2 k 1 A
:3
1t
Vk / Vi
\ U




U S n
FFijando i, {vk 5 Uia*——% UiS kel(e'r’ ¥y por tanto ; P(Ui) _—

r\ . % s ] : i
ik P(Vk 5 Ui) es lnyectiva.

Por otra parte {Vk 6 Ui————% U} K i§ T , combinando obtenemos que la
’
aplicacién
i % —_— ...
Ker( D) B(U,) —— ;Wj P(U; 3 U)) — Ker( 1 POV U)) )

inducida por p, es inyectiva. Pero esta aplicacién es Gnica y es por tanto
la misma que la inducida por fPl, Y puesto que la inducida por p1 es inyec-
tiva, por el mismo razonamiento, la aplicacién inducida por f es ménica.

Ahora sea |V - u}i c1€Ty d eker( 0 PT (V) — £7jp+(vi H V)
para ver que P' es un haz, tenemos que demostrar que a es la imagen de al-
gin elemento de P+(U).

) V.S

N . . . ilia e
Elegimos para cada i una familia {Wi,k i’ ke K

T ;con a.e€
i

Ker( E P(Wik) —> ....) representando la i-&sima componente ’éi' de a.

Consideremos el diagrama (en el cual todos los cuadrados son cartesia-

nos):
i U Yn T I > Wi
Vi u Yn Yy Yy Yy > Yy

W . J
J j —_ U
entonces a, induce, por extensién base, un elemento a}, € Ker( 1 P(W.,, > V)
i ij k ik U j
— [ p(w Xy X w ™ V.)), y a, induce un elemento a2 €
kot ik U T3V g v, tir U Ty0 j ij

Ker( Q P(V, % ) —— fjt POV, % W

x X
i U Yin h, U fgnv gy Vi U Wig))

Como a es del nicleo, aij, aij reprsentan el mismo elemento de P+(V Xy ),

i u J
Por tanto, " a%.: a?." en algln recubrimiento de V. X V.; el cual sera
ij ij i U J
N . A X b
un refinamiento comin de iwik y Vj————a Vi U VJE kek Y de



X \Y xV . i i
iVi b th————ﬁ iU j} he K Ya que todo morfismo en Jvi ﬁ Vj induce

uno ménico, esto debe ser cierto en cualquier refinamiento comin, y por
1 2

" = " n b 3
tanto aij aij en bk P(Wik 5 th).

n N %

Esto muestra que a & Ker( i} P(Wik) e iksh P(Wik Y th)), de
donde = € P (V) c.q.d.
(1.1.8) PROPOSICION

0
El funtor s: AbT ———3 S(T T ) es exacto.

DEMOSTRACION
Por ser s adjunto a idquierda al funtor inclusién, es exacto a derecha.
El funtor +: AbT°—~——ﬁ AbTo es exacto a idquierda, pues viene definido
en términos de nicleos, productos y limites directos que son exactos a
izquierda en AbTo al ser esta categoria ABS5.

) o
Asi el funtor i°s: AbT —_— AbT es también exacto a idquierda, y co-

mo i es exacto a idquierda,pleno y fiel entonces s es exacto a idquierda.
Como consecuencia de (1.1.5) tenemos:

(1.1.9) COROLARIO

La categoria S(T T ) es abeliana, AB5 con suficientes inyectivos.

Notemos que al ser el funtor s exacto, el funtor i preserva objetos

inyectivos, por tanto todo haz inyectivo lo es en la categoria de prehaces.

1.2 MORF ISMOS ENTRE CATEGORIAS TOPOLOGICAS

(£.2.1) Si Tyvy T' son catgorias y £: T ~—5 T' es un funtor, entonces f

. 1o 0
induce un funtor f*: AbT —_ AbT dado por: f*(P)= P°f.
Bor (|37| Teorema 1.8.6, pag 49), el funtor f* tiene un adjunto a id-

guierda: La extensidén de Kan ue f; explicitamente Iste vendria dado por:



f )
donde IU es la categoria de objetos (V, ¢ ), tal que V e€Obj(T) y
e HomT'(U;f(V)); y de morfismos:

Hom( (V,,0) , (V,, ¥) )= {g eHom(V ,V,)/ £g) o=}

(1.2.2.) PROPOSICION
Si F es un prehaz sobre una categoria T, con valores en Ab, inyectivo

entonces F(U) es un grupo abeliano inyectivo para cada objeto U de T.

DEMOSTRACION
Sea U un objeto de T, denotamos por {US la categoria discreta donde
obj U= {Uu} y Morf (U} ={ 1U3 . Sea i: U —— T el funtor inclusién.
Un prehaz sobre lU} es justamente un grupo abeliano, y para Fe»AbTo,
i*(F)= F(U).

Por otra parte, dados (U,4), (U, ¥ )e 1t

L Hom( (U, ¢), (U, %) )= @

a no ser que ¢ =¥, en cuyo caso dicho conjunto es ilus . En otras palabras

13 es la categoria discreta sobre el conjunto Hom(V,U).

.. - . , - ® .
Asi si A es un grupo abeliano, entonces(i,A)(V) Hom(V,U)A' luego i,
es exacto.
Por ser i, exacto i* lleva inyectivos en inyectivos, luego i*(F)= F(U)

es un grupo abeliano inyectivo si F es un prehaz inyectivo.

(1.2.3) DEFINICION
Sean (T, T ) y (T', @ ) dos categorias topolédgicas.
Un morfismo f: (T, T ) —— (T', & ) entre estas dos categorias topoll-

gicas, es un funtor f: T —— T' satisfacciendo:

Si {Ui————+ UEie,% T y V— U es un morfismo en T, entunces
€ Q
(1) {rw)) s} ¢

(ii) f(Ui % Y) - f(Ui) * f(V); para todo i.

(1.2.4) Si f: (T,T) —— (T', %) es un morfismo entre categorias topolé-
gicas, y F'e S(T', @ ), entonces f*(F')= F'° f es un haz sobre (T, T), es
decir, f*(F') € S(T, 7).

Obtenemos un funtor, que notaremos igual, f*: S(T',T ) —— S(T, Q)
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definido por: f*= f¥° i= 5°f*°{', Donde i' es la inclusién de S(T', o) en
AbT‘Oy s el funtor adjunto al funtor i: AbTO————% S(T,7 ).

Este funtor es exacto a idquierda por ser f*: AbT'o————+ AbT° exacto
e 1' exacto a idquierda.

El funtor f* tiene un adjunto a izquierda, que también notaremos por
f,: S(T, r) —— S(T',0 ), definido como la composiciin de los siguientes

funtores:

(1.2.4) PROPOSICION

Sea f: (T, T ) —— (T', %) un morfismo de categorias topoldgicas. Si
TO to
f,: Ab — AbT lleva haces en haces, entonces sf (P)= f ,s(P) para

todo prehaz P sobre T

DEMOSTRACION
e}
Sea Pe;AbT y F'e S(T', @), eutonces

Hom (f,s(P),F')= Hom (s(P),f*(F'))= Hom To(P, £*(F'))=

S(T', @) Ab

s(tT,T)

=~ Hom T'o(f*(P),F'): Hom
Ab

S(T', 0 )(Sf*(P),F')

[}
Por tanto f,s(P)= sf, (P) para todo P de AbT .

1.3 CAT.GORTA TOPOLOGICA ASOCIADA A UN ESPACIO TOPOLOGICO. FIBRAS.

(1.3.1) Sea (X, T ) un espacio topoldgico. Este puede mirarse como una cate-
goria topoldgica,que denotaremos (X,?-), cuya categoria estad formada por loa
abiertos de X como objetos,y las inclusiones como morfismos; la topologia
de Grothendieck tiene por recubrimientos las familias de recubrimientos por
abiertos de la topologia

De hecho podemos definir un funtor T de la categoria de espacios topo-

légicos a la categoria de categorias topolégicas, de forma que



(X, 7)) —= (X, 7). 81 f: (X,7) —— (Y, ) es una aplicacién continua

de espacios topolégicos, le asociamos T(f): (Y, T ) —— (X, T ) de forma
-1

que T(f){V)= £ 7(V), para V un abierto de Y.

E1l proceso es claramente funtorial, asi como que T es un funtor fiel.

(1.3.2) DEFINICION

Dado un espacio topoldgico (X, 7v), definimos la categoria de prehaces
(haces), con valores en Ab o en la categoria de anillos, sobre él, como la
categoria de prehaces (haces), con valores en Ab o en anillos, sobre la ca-

tegoria topolégica (X, T) asociada a (X, T ).

(1.3.3) PROPOSICION

)_(o
Sea (X, ) un espacio topoldg.co noetheriano. Un prehaz Fe Ab es un

haz si y silo si para todo abierto U de X y para todo recubrimiento iUiﬂ;ll
n

dinito de U, la sucesién F(U) — [l F(U,) —— Il F(U. NU,) es exacta.
i=1 i ij i J

DEM_STRACION
"S6lo si" se sigue de la definicidn de haz.

Para el refiproco, sea U&X un abierto y sea [Uik je1 Un recubri-

miento cualquiera de U. Ya que (X, T ) es noetheriano, U tambiln lo es, y
por tanto U es compacto.

Luego d_do {U.; recubrimiento de U, podemos encontrar un subrecu-
1

ie I’

brimiento finito: iU.S

Plied’ J finito. Entonces, por hipdtesis, la sucesidn

x (V) — ] . N r. 0 v,
(*) 0 —— F(U) sl g B —— (Jﬂ i)
es exacta. Tenemos que ver que lo es la sucesién:

N l
0 ==y F(U) — ' | F(U) — 55 F(Uiﬂ u,.)

Sea se F(U) un elemento tal que F(Ui~—~—ﬁ U)(s)=0 para todo i€ I,en-
tonces F(Uj—w—a U)(s)=0 para todo je&J, y puesto que (*) es exacta,ha de

ser s=0.
Sea S € F(Ui)’ ie I, elementos tales que F(Uin Ui,-——% Ui)(si)=

F(Uiﬂ Ui,~———+ Ui')(si')’ para todo i,i'€ I; Consideramos la familia finita

)

{sjeF(U.)ljéJ, entonces F(anuj,—> Uj)(sj)=F(Ujﬂ Ugi— Uj,)(sJ

J



emtonces, vor ser (*) exacta, existe seF(U) tal que Fqujﬁ==%ﬂwwgbgauh S
i

TeJ.

0S8 QUe F(Uirﬁ U)(s)asi para todo i€ I; com lo cual estaria todo

R g e B Al
GenosTrate.

Sen i e I-J fijo, y consideremos el recubrimiento de U, : { Ul..ﬂ‘ﬂ].,% . .
i i e

. 1a sucesién 0 — F(U,) —> N Fu NY,) — O Fuoulu,
o5 exacin, por hipdtesis.

Qensideranes el elemento F(Ui===% U)(s)-siesF(Ui), entonces

FiY. U U ) FY, -s, )=
. ; ) M AL U)(s) si))

= {0 N U —— U, )oF¢ - | =
ST s U )R (U = Ul s) SUAIE R RIEN

= :"“ 311' \‘ﬁ‘i U = ¥ l‘)((?“h“
U ey U ) Huiﬂuj===a ui)(si)

rero FLUN “‘fz’ U)(s)= F(uin uj——% uj)oﬂuj—-» U)(s)=
U0y —— Ui3
- |

(aﬁ}, luego

S0 N Y — U ) Rl — -5, )=
. ; RIS AN U)(s) si)

= 7 N — Ui){si)— F(Uir\uj=a==aui)(si)20, por hipdtesis.

pe |
~ o N

2or tanto, como elle es cierto para tedo jeJ, F(Ui—-—* U)(s)-siEQ,

& pien FQU — Ul({s)= s, c¢.q.d.

(1.3.4) Sea (X, 7T ) un espacio topoldgico y sea (F@)uﬁﬂmunsistema directo

2 haces, indizado por un conjunto dirigido A . Notemos que el haz Lim F
Zo 225 a

coincide con la hacificacién del prehaz Lim FQ en Ab .

Se verifica gque si (X, T) es un espacic topoldgico noetheriano, el

prehaz limite directo es ya un haz.

En efecto, sea UeX un abierto y {Uilie;l un recubrimiento finito de

U. Entonces para todo aef , tenemos la sucesidén exacta de grupos abelianos

i

»

0 —— F(0) — R —— AR SHUNILRD

im es un funtor exacto en Ab, obtenemos la sucesidén exacta:

Ya que L
-
0 — Lim § (U) > Lin( [ E (U)) — Lin( ES R (U0 U,

Pero como el recubrimiento es finite, podemos conmutar productes con

limites directos, y obtenemos la sucesién exacta:



0 —— Lim £ (U) —— [ (Lin 7 (U;)) —— [L( Lin E (u, M u)-

Por tanto, apoyandonos en (1.3.3), el prehaz Lim E, es un haz. c.q.d.

(1.3.5) DEFINICION
Sea (X, T ) un espacio un espacio topolégico, y sea Fé& S(X,% ). Deci-
mos que F es finitamente generado si existe un entero m» O tal que para

todo abierto U& X, F(U) puede generarse por m elementos.

(1.3.6) PROPOSICION
Sea (X, 7) un espacio topolégico y Fes(X, T). Entonces F es un limi-

te directo de haces finitamente generados.

DEMOSTRACION

En efecto, sea B:UE%X F(U) y sea A la familia de todos los subconjun-

tos finitos de B. Para cada ae A, sea Fa el subhaz de F generado por las

secciones de a (sobre varios conjuntos abiertos). Entonces A es un conjun-
to dirigido, ¥y Elﬂ Faz F, c.q.d.
k=3
(1.3.7.) DEFINICION
Sea (X, T ) un espacio topolégico y p un punto de X. Consideramos la

subcategoria topolégica de (X, T ): (%p, T ), donde Xp e. la subcategoria
p
plena de X cuyos objetos son los abiercos que contienen a p; y'F esté
p

formada por los recubrimientos de estos abiertos.
Dado un prehaz F, con valurcs en Ab o en anillos, sobre X, éste nos

define, pur restriccién, un prehaz sobre (Xp,’T ) con valores en Ab o en
8]

anillos, respectivamente.

Definimos entonces, la fibra de F en p , que notaremos Fp' por:

F_ = Colf X
p = Colim F| .

(1.3.8) Si £: F' ——— F es un morfismo de prehaces con valores en Ab o
en anillos, sobre X, este determina, por restriccién, un morfismo

X F'iip ——»—_aFiﬁp , que inducira de forma natural, por paso a coli-

mites, un morfismo entre las fibras: £p: Fé — F



(1.3.9) Sea f: (X,T) —— (Y, q) una aplicacidén continua de espacios
topolégicos. Segin (1.3.1), tendremos el correspondiente morfismo entre
las categorias topolégicas asociadas: T(f): (Y,T) — (X, 77 ); este a su

vez inducird funtores T(f)*, que notaremos f,, y T(f) que notaremos f*,

*?
entre las correspondientes categorias de prehaces.

-]
Si Fe Abx y pe X, se tiene el diagrama conmutativo de funtores:

o) Fip) —— (X, )

f F F

*

Ab
que induce, de forma natural, por paso a colimites, un morfismo:

£ (f,F —> F
p (£,F) p

f(p)

El proceso es claramente funtorial, teniéndose que (gof)p:gf(p)ofp,

para g,f aplicaciones continuas entre espacios topolégicos de composicién

definida.

(1.3.10) LEMA

Sea F un haz sobre un espacio topoldgico (X, 1 ), si Fp:O para todo p

de X, entonces F=0.

DEMOSTRACION
Veamos que F(U)=0 para todo abierto U&SX.

Sea s eF(U), ya que Fp;O para todo p de U, la clase de s en Fp, que
notar.mos por Sp’ sera cero para todo p € U.

Pero si Sp:O, existird un abierto Up t.l que pé;UpC:U, y tal que
F(Up——«e U)(s)=0.

Haciendo lo mismo para cada p cde U, obtenemos un recubrimiento

zUp————~+U]

p. Por ser F un haz, esto implica que s=0.

beU & 7T ,de U, verificandose que F(Up———» U)(s)=0 para cada

Como ello es cierto para todo s F(U), entonces F(U)=0. Por tanto F=0.
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(1.3.11) PROPOSICION

Sea O — F! y F y F!! » 0 una sucesién de haces, con
valores en Ab, sobre un espacio topolégico (X, T ).
Son equivalentes:

(i) la sucesidn es exacta

(ii) la sucesidn O > F$ » Fp > Fé' » O es exacta, para
todo pe X.
DEMOSTRACION

(i) = (ii) Trivial.
(ii) = (i) Sea N el haz nlGcleo del morfismo F' —— F, y G el haz

conicleo del morfismo F —> F''. Tenemos entoces la sucesién

N > B! > F > F! > G, y por tanto para cada peX, la sucesién
N > F! > F > F! > G_.

p p p—= p p

Pero, por hipétesis, szGp:O para todo p& X, por tanto N=G=0. Luego

0 y F! > F > F'! > 0 es exacta en los extremos.
Por un razonamiento an&dlogo, la sucesién es también exacta en el

centro, y por tanto es una sucesidn exacta corta, c.q.d.

(1.3.12) PROPOSICION
Sea (X, T ) un espacio topoldgico, y sea Y&X un subconjunto cualquie-
ra suyo. Sea j:(Y,7|Y) — (X, 7) la inclusién, y sea Fe S(Y,T[Y).Enton-
ces,
F si &Y
D p

(3,F), =

0 si p € X-Ad(Y)
donde Ad(Y)= adherencia de Y.

DEMOSTRACION
Sea pe X, (j*F)p:Lf (j,F)(U)=-Lim F(UOY).
pel pelU

Si peY, el conjunto jUNY / p eUS recorre todos los entornos de p

en (Y, T|Y), y asi (j,F) =F

Si pe X-Ad (Y), entonces p(iAd(Y) y por tanto existiréd un abierto U

con pe U, y tal que UNY= ;5 . Asi F(UNY)=0, ¥y Fp: Lim F(UNY)= 55) 0.
o) U



(1.3.13) COROLARIO
Sea (X, T ) un cspacio topoldgico y sea Y un subconjunto cerrado suyo.

Sea j: (Y,r|Y) > (X, 7 ) la inclusién. Entonces el funtor
Jer 8(Y, 1[Y ) —— (X, T) es exacto.

DEMOSTRACION
Sea O > F! > F > Fio 3 O una sucesién exacta corta en
S(Y,TlY), para ver que O - j,F! > j,F —> j,F''——— 0 es exacta,

por (1.3.11), basta ver que para cada pe X , la sucesidn
0 — (j*F‘)p————ﬁ (j*F)p————ﬁ (j*F")p-——~4 0 es exacta.

Pero, (1.3.12), si peY (j,F') = F! i F) = F j F'1) =F'"
ero, por { ) P (Jx )p D’ (Jx )p o ¥ (Jx )p b

y entonces la sucesidén es exacta por serlo

0 > F! » F » F'' —> 0. Si Y=Ad(Y), entoces (j,F') =
) o ; p ¢ (Y) (JLF'),

:(j*F)pf (j*F")psO, y por tanto la sucesibn es ,trivialmente, exacta.

(1.3.14) PROPOSICION

Xo
Sea (X, ¢ ) un espacio topolégico, y sea F€&Ab . Entonces Fp:(sF)

donde s es el funtor hacificacién, definido en (1.1.7).

DEMOSTRACION

Sea pe X, y sea up: ip}l —— X la inclusién. Consideremos el funtor

o ~o Do —
u;: AbX ey ABP ; puesto que apP = S(p,TIp), entunces u; lleva haces en

Yo
haces y por tanto, por (1.2.4), para todo FE:AbX se tiene que
su* F Z u*sF.
D p

o . T(u )
Pero, segln (1.2.1),(u;F)(p)z Lim T F(U). Pero si (U,¢ )€ Ip p

u

(Uyp) el
entonces US X es un abierto y ¢:{p} —— UNp es un morfismo en 5, o)
lo que es lo mismo, U es un abierto que contiene a p.

Asi,(u;F)(p)z Lim F(U)= F
peU

Por tanto, tenemos:

Fp= (u;F)(p)= (su;F)(p)= (u;sF)(p)= (sF)p , ¢.q.d.



16

(1.3.15) DEFINICION

Sea (X, T ) un espacio topolégico y sea USX un abierto, sea

FesS(U,T|U). Definimos el haz extensién de F por cero fuera de U, que no-

taremospor j'(F), como la hacificacidén del prehaz dado por:

F(V), si veu

0 , en cualquie otro caso.

j: U ——> X es la inclusiédn.

(1.3.16) PROPOSICION

Sea (X, T ) un espacio topoldgico y USX un abierto suyo, sea
j: (U,7|U) =—— (X, v ) el morfismo inclusién. Consideremos el funtor
j*: S(X,T ) —— s(T,7[0). '

Existe una situacién de adjuncidn:

$(U, 71U)
e
S(X, 1)

DEMOSTRACION

Yo iTo
En principio veamos que el funtor j¥*: AbX 3 AbU , lleva haces en

o
haces. En efecto, sea FeiAbX y sea VEU un abierto, entonces , por (1.2.1)

y ya que j¥*= T(j), (1.3.9), (j*F)(V)= Lim T(j)F‘(W).
(W,¢) € IV
Pero si (W, ¢ )e I;I‘,(J), entonces W&X es un abierto y ¢: V —— WU

es un morfismo en U, es decir, V&W y ¢ es el morfismo inclusidén. Por tan-
T(j .. X D .
to (V,lv)é.IV(J) y es, ademas, un objeto inicial de la categoria.
Asi  (j*F)(V)= F(V), y por tanto si F es un haz, también lo es j*F; y
ya que (j*F)(V)= F(V), para todo VEU , notaremos j*F por F{U.

o Yo ijo
Llamemos Pj: Ab” — AbX al funtor tal que si FGEAbU , entonces

Pj(F) viene definido por: PJ(F)(V): F(V), si veU y PJ(F)(V)=O, en cual-

quier otro caso, para V un abierto de X.

Veamos que tenemos, entonces, la siguiente situacidén de adjuncidn:



0 Yo
En efecto, sea FeAbU y G€Abx , tenemos que demostrar que

p
—
Hom(PjF,G) =~ "Hom(F,G|U)

Ke]

Sea Te}kaPjF,G), definimos p(Tt) como p(T)V= TV:F(V) —— G(V), para

veu.

Sea oeHom(F,G!U), definimos q(09) como q(U)V=0 v F(V) —— G(V), si

VEU; y q(o)vzo,en cualquier otro caso,

Trivialmente, estas aplicaciones son inversas una de la otra, y por
tanto tenemos el isomorfismo.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

- {jo
/E’.l ]‘ ‘U '
't J Y Xo
s(T,770) Ab
Iy 7:?\\\\Sx J T 1y
S(¥,T1)

Sea FesS(U,TIU) y GeS(X, T), entonces:
domS(U’—TG)(F,G]U)= HomS(G,ETﬁ)(F’SO |U01X(G)) = HomAbﬁo(luF, |U01X(G))
=~ Hom io(PjOlUF,le) = Homs(i’iF)(stluF,G): Homs(i"F)(J!F,G)

Ab

Por tanto el funtor J, es adjunto a idquierda al funtor j*= U, c.q.d.

(1.3.16) PROPOSICION

Sea (X, T) un espac:o topolégico y sea U X un abierto.Sea F s(U, T[U)

entonces:

F , si peU
P p

0, si pélj



DEMOSTRACION
Por (1.3.14), (j,F) = (P.F) , entonces ya que (P,F) = Lim P .F(V), te-
Pp J 'p J p pE'V J
nemos :
Sipe U, LimP,F(V) = Lim F(V) = F

peV J pevely P
Si p¢ U, para todo abierto V&X tal que peV, V no estd contenido en

u, bor tanto P F(V) =0; luego F = Lim P .F(V)=0, c.q.d.
Yy p i g p o eG 3 ’ q

(1.3.17) COROLARIO

———

El funtor j : S(U, 1{U) ——— S(X, T) es exacto.

DEMOSTRACION

Sea 0 — F' ~—— F y B! » 0 una sucesibén exacta corta en
S(U,7[U). Por (1.3.11), para ver que

0~ j F' —— jF —— j F'' ——0

es exacta en S(X,T), basta demostrarlo sobre las fibras.

Si peU, por (1.3.16), (le')p; Fé, (j'F)p: Fp y (j'F")p= Fé'; por

T (jiF")p————ﬁ 0 es exacta por

serlo la sucesidn O > Fé > FD~me% Fé'____% 0.

tanto , 0 ~——) (j‘F')p——“"* (§,F)

Sip 4 U, entonces (j‘F')p: (j'F)pz (j'F")pz 0, y por tanto la

sucesidn es, trivialmente, exacta.

(1.3.18) PROPOSICION

Sea J&€S(X, T) un haz inyectivo, entonces JIU€ S(U,T[U) es inyectivo.

DEMOSTRACION

Ya que el funtor j|es exacto, (1.3.17), el funtor J* tiene un adjun-

to a idquierda exacto, y por tanto |U= j* preserva inyectivos.



2. ESQUEMAS Y HACES DE MODULOS=

2.1 ESQUEMAS AFINES.

(2.1.1) DEFINICION

Un espacio anillado es un par (X,Ox) consistente en un espacio topo-

lé6gico X, y un haz de anillos ex sobre X.

#

Un morfismo de espacios anillados de (X,©

) a (Y,QY) es un par (f,f ),

#

donde f: X —— Y es una aplicacidn continua y f : @

X

Y————a f*ex es un mor-

fismo de haces de anillos sobre Y; (f, es el funtor definido en (1.3.9).
A la categoria cuyos objetos son los espacios anillados, y cuyos mor-
fismos son los morfismos de espacios anillados,la llamaremos categoria de

espacios anilliados.

(2.1.2) DEFINICION

Un espacio anillado (X,QX) es un espacio localmente anillado, si para

cada punto pe X, la fibra de QX en p: QX b es un anillo local.

Un morfismo de espacios localmente anillados es un morfismo de espa-

cios anilladoes, (f,f#): (x,0,) —— (Y,@Y), tal que para cada punto pe X

X
el morfismo inducido: f#
P
Q > 8
Y,fgil\$ X,p
(f*gx)f(p)
que es la composicidn del morfismo de haces f#, (1.3.8), seguido del morfis-

mo inducido por la aplicacién continua {,(1.3.9), es un morfismo local de

anillos locales; esto es, la imagen inversa por el morfismo fﬁ del ideal
maximal de 8 , es el ideal maximal de © .
X,p Y,f(p)

Notaremos por }Z , a la categoria de espacios localmente anillados.

(2.1.3) Dado un anillo conmutativo y unitario A, denotaremos (A,TA) a la

categoria topolégica correspondiente al espacio topoldgico (Spec{A),Zariski)
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Definimos un haz, con valores en la categoria de anillos,sobre

Spec{A) como sigue:

(2.1.4) DEFINICION
Dado un anillo conmutativo y unitario A, a cada abierto U< Spec(A)

le asociamos el anillo QA(U) consistente en el conjunto de las aplicaciones

s: U ——> tal que s(P)e A. para todo PeU, y tal que para cada

U
ReU "p ' P
P& U, existe un entorno V de P contenido en U, y existen elementos

a,fe A, de forma que para cada Q€V, y s(Q)= % en AQ.

Es claro que la suma y producto de dos aplicaciones de esta forma,es
una aplicacidén de tal forma; el elemento unidad es el que lleva cada
PelU en el uno de AP' Asi QA(U) es un anillo conmutativo con elemento uni-
dad.

Si Ve U, existe un obvio morfismo restriccidn OA(U) S QA(V), y

QA es un haz sobre Spec(A).

(2.1.5) PROPOSICION
Sea A un anillo conmutativo.

(a) Para cualquier Pé& Spec(A), la fibra de 9A en P: QA p 1 €S isomorfa al

anillo local Ap.
(b) Para cada elemento f ¢ A, considerando el abierto basico
D(f)= Spec{A)-V(f), se verifica que el anillo QA(D(f)) es isomorfo al ani-

llo localizado Af.

DEMOSTRACION

( 117}, proposicién 2.2, pag 71).

(2.1.6) Como consecuencia de (2.1.5 (a)), para cada anillo conmutativo y

unitario, (Spec(A),0,) es un espacio localmente anillado. Esto nos premi-

A
te definir un funtor:

H: Anillos ——————ezil

dado por: H(A)= (Spec(A), ©,). Si £: A —— B es un morfismo de anillos,

A
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este nos define un morfismo de espacios localmente anillados

H(E):(f,f#): (Spec(B),0,) —————— (Spec(A), ©

B )

A

donde f: Spec(B) ——— Spec(A) es la aplicacién continua dada por:

£(Q)= £_1(Q), y f#: 9, — {0, viene definido como sigue:
2t
Dado U¢E Spec(A) abierto ffj: QA(U) —_— f*QB(U) = eB(f'l(U)), enton-

1 = e o A 1 1A N u #
ces si s EQA(U), s sera una aplicacién s;: U —> P2 AP, y fU(s) ha de

ser una aplicacién f_l(U) (g%i’l(u) BQ'
Si Qe f_l(U) entonces f(Q)e U, o lo que es lo mismo, £—1(Q)e.U. Defi-

# -1 )
U(s)(Q); £Q(s(£ (Q))), donde £Q. A£—1(Q)————% BQ es el

homomorfismo local de anillos locales inducido por £: A —— B.

o
Q" "A,f(Q Q’
@A,f(Q); Ai_l(Q) y QB,Q; Q' entonces es un homomorfismo local de anillos

#

nimos entonces f

Ya que f )——-a coincide con £_., pues por (2.1.5(a))

o
B,Q

locales, y por tanto (f,f") es un morfismo de espacios localmente anilla-

dos.

(2.1.7) PROPOSICION

El funtor H es pleno
DEMOSTRACION

Para demostrarlo veamos que si A y B son anillos conmutativos con ele-

#

mento unidad, y (f,f");: (Spec(B),QB) ——> (Spec(A), ©,) es un morfismo de

A

espacios localmente anillados, entonces existe un morfismo de anillos

#y,

A partir del morfismo de haces de anillos sobre Spec(A):

# #

7 QA —> f*QB’ obtenemos el morfismo de anillos fSpeC(A); £: A —— B

ya que, por (2.1.5(b)), BA(Spec(A)): Ay

£: A —— B tal que H(%)= (f,f

LBy(Bpec(a))= o (17 (Spec(n)))-

OB(Spec(B)): B. Veamos que £ es el morfismo de anillos que buscamos.
#: 9 -— 0
Q" TA,f(Q) B,Q

debe ser compatible con £ y con los morfismos de localizacidn, esto es, el

En efecto, para cada Qe Spec(B), el morfismo f

siguiente diagrama ha de ser conmutativo:
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Ar(q) Bq

Puesto que f# es un homomorfismo local de anillos locales, entonces

Q

£ 7(Q)= f(Q), lo que muestra que f coincide con la inducida por £.Ahora es

inmediato que f# es también la inducida por £.

(2.1.8) DEFINICION

A la subcategoria plena de la categoria de espacios localmente anilla-
dos, de la forma H(A), para A un anillo conmutativo y unitario, la llama-

remos la categoria de esquemas afines.

2.2 ESQUEMAS

(2.2.1) DEFINICION

Un esquema es un espacio localmente anillado (X,@ en el que cada

)
punto tiene un entorno U tal que el espacio topoldgico U junto con el haz

restringido QXIU, es un esquema afin.

Un morfismo de esquemas es un morfismo como espacios localmente ani-
llados.

Definimos la categoria de esquemas como la subcategoria plena de la

categpria de espacios localmente anillados, cuyos objetos son los esquemas.

Veamos que en la categoria de esquemas existen productos fibrados.

para ello necesitamos los siguientes lemas:

(2.2.2) LEMA

Sea (X, T) un espacio topolégico y sea {Uil.

un recubrimiento por
iel P

abiertos de X.

Supongamos dado, para cada i €1, un haz Fie S(ﬁi,T{Ui) Y, para cada

i,jeI, isomorfismos £,.: F. lU.NU, ==~ F U, NU,, de forma que,para cada
A St R SARE SRR
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i,j, k€I, £. =¢€. 0f.. s . . , L= i .
i,3,0 . EJkoilJ obre Ulﬂ UJ()Uk, y £;,=1 para todo ie I
Entonces existe un unico haz Fé& S(K,T') unto con isomorfismos

H ‘ . - . l i j = P . . .
Py FiUl —= Fl tal que, para cada i,jel, pj £1JO Py sobre an UJ

DEMOSTRACION
= C { e i i i e K3 . 'y .
Sea B {U__X/ U es abierto y existe ieI con U Ul} Como {Ulsle I
es un recubrimiento por abiertos de X entonces B es una base de la topologia

de X. Definimos un funtor G: B ——> Ab como sigue: Para Ué&B sea Ui tal

C c N T .
que U_-Ui, entonces G(U) ri(U) £ij
G esti bien definido, pues siIJELG entonces UGlJif!Uj y Fi(U) s Fj(U)

Sea , ahora, VEU y sea Ui tal que VQ&JEUi; si no existe j tal que

. U U .

VC.UjC UC:Ui entonces definimos G(V -——— U)= gy~ EiV: Fi(V — U); si
U U
iste j c s definimos =£.,.0%,,,-
existe j tal que Vc.ch.U Ui entunces definimos gy £1Jo v

Veamos que G es un funtor: Evidentemente G(1, )= 1 Sea entonces

U G(u)°

weve U, y consideremos el caso mas general en que W& Uk’ VGUJ, y UC_:Ui.
U U
Entonces g, = £, 0 £, . Ya que wg‘Uir]Ujr\Uk entonces £, = £jk° £ij sobre

W, por hipdtesis, y por tanto tendremos:

u U v U v u
g = s Lo f.. 0f. 0 =f, . .0 £, =
By = 5 B30 Tiw T S50 550 Fiw © Biv 7 i By 0 B30 By
v U
T By O &y

Ademas G verifica: (1) Si {Ujl je € B es un recubrimiento de U&B y

J

s€ G(U) es tal que gg (s)=0 para todo jeJ, entonces s=0.
i U,
(2) Si SjeG(Uj)’ jeJ, son tales que gU‘;nt(sj)=

t

u,,
= gUJf]U (Sj')' para cualesquiera j,j'€ J, entonces existe se G(U) tal
; .

[

que 88 (s)= Sj’ para todo je& J.

Estas dos propiedades se demuestran facilmente, sin mds que tener en
en cuenta que los Fi son haces.
Definimos un prehaz, con valores en Ab, sobre X, como sigue: Dado

U&X un abierto
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F(U) = Lim G(V)
(]
VeB
y si WeU, entonces F(U) ——F(W) serd el Gnico morfismo que hace conmutar
el diagrama:
F(U) — E(W)
G(V)
para Ve vweu,
Se demuestra, féacilmente, que F es un haz, baséndose en que G verifica

(1) y (2). Veamos que existen isomorfismos oy FIUi——~—a Fo.

Sea USU,, entonces UE B y por tanto F}Ui(U)=F(U)=G(U)=Fi(U); luego

(p.), =1 .
1°U Fi(U) £T¥
1)
Si existe je I tal queIJSLh, entonces FIUi(U)=Fj(U) = Fi(U);
-1
p = .
luego ( i)U £ij

Trivialmente, P, = £, .0 P, sobre U,NU,, c.q.d.
3 ij i i N
(2.2.3) LEMA

Sea }(Xi,gi)} una familia de esquemas. Para cada i # j supongamos

iel
dado un subconjunto abierto Uijg Xi, y consideremos sobre el la estructura

de esquema QilUij' Supongamos, también, que para cada i # j existe un iso-

morfismo de esquemas £, .: (U,., 8,{U..) —> (U,,, ©.]|U..) de forma que:
ij ij 1 1) Ji J Ji
-1 ..
(1) gji_ £ij’ para todo 1i,j.
(2) £ij(uijﬂ U, ) = Ujiﬂ Ujk v £y= £jko £ij sobre Uijﬂ U
para todo 1i,j,k.
Entonces existe un esquema (X, QX), junto con morfismos

‘J’.:(Xir Q,) —m— (X,QX), para todo i, tal que:
(1) wi es un isomorfismo de Xi en un subconjunto abierto de X

con la estructura de esquema restringida.

(2) X = LiJ v, (X))
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w
<
—
c

1

wi(x.)ﬂw.(x.).
1 J )

(4) V. = ¥, o £, sobre U, .
i J 1] 1)

En el caso en que los Uij sean vacios, entonces X = LJXi.

DEMOSTRACION

Consideremos la unién disjunta de los espacios topolégicos Xi:l{ Xi'

y en ella definimos una relacién de equivalencia tal que X - £, .(x,).

ijghri

Llamamos X = g Xi/~ , ¥y definimos wi: X; — X como la composicién

X, —— VY

i 1 Xi — X. En X consideramos la topologia final para los

morfismos { wi: Xi —— Xl

Veamos (3), es decir, wi(Uij) = wi(Xi) N wj(Xj).

En efecto, si x ¢ wi(Uij), entonces existe y eUij tal que Wi(y)= X.
Sea z= £ij(y) € Uji’ entonces wj(z) = ¢j o £ij(y) = X, ya que y . £ij(y)'
Asi x € WJ(XJ) y por tanto xqu}xi) N wj(Xj).

Sea, ahora, x ¢ wi(Xi) N Wj(Xj), entonces x = wi(y), para ycaXi, y

J

x =¥ (z), para z er, de donde wi(y) = ¢j(z) y por tanto y . z, es decir,

7 = £ij(y) con lo que yeUij y concluimos con x e wi(u. ).

ij
Ya que (3) es cierto, trivialmente se deduce que wi = wj o] £ij sobre
Uij; que es (4).
Los morfismos ¥, son monomorfismos, ya que si wi(xi) = ¢i(xi) en-

tonces X~ x; lo que implica que xi = xi ya que xi,xi (= Xi y teniendo

en cuenta la definicién de la relacién de equivalencia.

Por tanto Wi es un isomorfismo de Xi sobre su imagen Yi = Wi(Xi). So-

bre cada Yi consideramos la estructura de esquema QY = (wi)*(ei). Tenemos

i
entonces que cada Yi es un abierto de X ya que los morfismos ¢i son abier-
tos ; ademas } Yi‘

ieq &S Un recubrimiento por abiertos de X y sobre ca-

da uno de ellos tenemos definido un haz con valores en la categoria de

anillos tal que
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1.,
ij
eyi,yin YJ. od eyjlyin YJ.

y verificéndose que, para cada i,j,k, 1i =1.0 1ij sohre Y. N Yj(\Yk.

k™ Tk i
Veamos esto Gltimo. Ya que Y,NY, = V. (U,.) y U.. = U.., entonces:
; it it ij ji
= ; - ! - =
6, 1y;n Y= (wi)*(ei).\yi(uij) ( wi)*(eiluij) = (wj o £ij)*(9iluij)

1

= (¥ . UL ) =, ‘ = (v by, = . .

( j)*(ilj)*(ellLiJ) ( J)*(Qj,uji) ( J.)*(@j),\(lﬂ Y, QinYlﬂ Y,
Ademas ya que £ik: ijko £ij sobre Uijﬂ Uik’ entonces lik= ljko lij sobre
Yiﬂ an Y, = wi(uijn Uik).

Entonces, por (2.2.2), podemos definir un haz de anillos OX sobre X

. ! . s . | = .
junto con isomorfismos li' QX,Yi — ( ¢i)*(ei) tal que lj lijo li
Entonces (X,QX) es un esquema y ¢i: (Xi’gi) — (X,Ox) €s un mor-

fismo de esquemas tal que (Xi,Oi) = ( Yi’ 8 lYi). para todo ie I.

X
A este esquema (X;©

{(Xi,o

X) lo llamaremos esquema unién de los esquemas

i)S ie 1 Vvia los isomorfismos fij‘
(2.2.4) TEOREMA
En la categoria de esquemas existen productos fibrados. Esta catego-

ria tiene, ademés, objeto final.

DEMOSTRACION

Veamos primero que existen productcs fibrados. La idea es construir
el producto para esquemas afines y entonces unir. Procedemos en cinco
pasos.

Paso 1:

Supongamos que X = Spec(A), Y = Spec(B) y S = Spec(R), con X e Y es-
quemas sobre S. Entonces , por ser X e Y esquemas sobre S, A y B son
R~ &lgebras pues los morfismos Spec(A) —— Spec(R) y Spec(B) _— Spec(R)
definen morfismos R —— A y R —— B ( ver (2.1.7) ).

Veamos, entonces, que X é Y = Spec(Akg B).

En efecto, en principio los morfismos A —— A g B, B—— A % B,
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P
definen morfismos de esquemas: Spec(A g B) —hl—% Spec(A) y

p
Spec(A % B) ——g—ﬁ Spec(B), que seran las proyecciones.

Sea (z,ez) un esquema cualquiera, ya que para cualquier anillo c,
HomEsquemaS(Z, Spec(C)) = HomAnillos(C,ez(Z)), entonces dar un morfismo

de Z a Spec(A g B) es lo mismo que dar un morfismo de anillos de A % B en

QZ(Z), y esto a su vez es lo mismo que dar morfismos de A y B en QZ(Z)

tal que el cuadrado siguiente sea conmutativo:
R ——— PR

| |

A ——9_(2)
Por tanto dar un morfismo de Z en Spec(A % B) es lo mismo que dar
morfismos de Z en Spec(A) y en Spec(B) tal que

Z ————— Spec(B)

1

Spec(A) ——————— Spec(R)
Luego Spec(A % B) = X Y.

Paso 2

Sean X e Y esquemas sobre un esquema S. Si U £X es un subconjunto

abierto y si X g Y existe, entonces pzl(U): U g Y &X § Y. Donde

Pyt X é Y —> X es la primera proyeccién.

En efecto, en principio consideramos en U la estructura de esquema
inducida: (U,eyiU), que es evidentemente un esquema sobre S:

| i

Consideremos entonces la siguiente situacidn:
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Entonces U

y Y

NI

X —— 8§

es conmutativo; y por tanto existe un tnico r: Z — X g Y tal que
plo r=10fy pzo r=g.
Ya que f(Z)< U entonces plr(Z) € f(Z) ¢U de donde r(Z)c,;le(U). Luego

r: Z —— le(U) es tal que pr = fy p,r =gy ademés es Unico. Por tan-

-1
t = % .
opl(U) u x v
Paso 3

Supongamos dados X e Y esquemas sobre S, y sea {X un recubri-

ikie I

miento por abiertos de X, tal que , para cada i, Xi é Y existe. Entonces

X x Y existe,

S
Sea Xij= Xiﬂ Xj que seré un abierto contenido en Xi, Y por tanto, por
i -1 ~ _ 3 .
el paso 2, Py (Xin Xj) = Uij = Xij g Y, donde P * Xi ; Y — Xi es la
proyeccidn.
-1
De igua:r forma (XN X)) =U,, =X,, xY, donde p. es la proyeccién
g ’ pJ i j ji ij 5 , pJ proy

de X, x Y en X..
J g J
Considerando el diagrama:

ij Py
U, .= X, XY =23 U, =X, x Y —— Y
1) 1] Ji 1)
S S b
l ;
Py Xd, —S
1]
entonces existe un Unico £i.: Uij———né Uji’ que conmuta con todas las pro-
yecciones. De la misma forma existe un tnico £ji:Uji————% Uij que conmuta
con todas las proyecciones. Entonces Eij es un isomorfismo con inversa
et ae .
ij Jji
Estos isomorfismos verifican: £ij(Uijn Uik) = Ujir\Uik. En efecto,
U N U = bk DN PR ) = pTHXL L NX,) = PR N X, NX)
ij ik i ij i ik i ij ik i i J k
-1 -1 -1 -1
J = = X, .V X, =p, (X.NX.NX ).
U3i0 Uge = o3 () 003 (Xpp) = pIo 06 0K ) = 00 (XN X 0%,
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Entonces, ) x Y = U,

: Jiﬂ Ujk'

Ademés £ik= ijko Eij sobre Uijﬂ Uik' Por tanto, por (2.2.3), podemos

£ij(uijﬂ Uik) =(xin xjn X,

unir los esquemas Xi x Y via los isomorfismos £ij’ y obtenemos un esgue-

S
ma X x Y tal que Xi X Y es isomorfo a un subconjunto abierto de X x Y.
S S S
Veamos que X x Y es el producto. Definimos plz X x Y —— X como la
S S
P, £,
unién de los morfismos Xi xY *y Xi » X, donde fies la inclusiédn;
S p
Y Pyt X x Y -—> Y como la unién de los morfismos Xi XY ——g—+ Y. (%)
S S

Sea Z un esquema cualquiera y f: Z — X, g: Z —— Y morfismos

tales que el cuadrado
g

Z —m—— Y
X ———— 8
es conmutativo. Sea Zi; f_l(Xi), que es un abierto en Z. Entonces el cua-
drado
elz;
2, ————— Y
i
flz, J
1
X, ——— S

es conmutativo, y por tanto existe un Gnico r.: Zi > Xi x Y tal que

)
e ~ . 1 _ el
p,ry= fiZ, v pory = glzi. ya que Ziﬂ Zj = f (Xiﬂ Xj) = f (Xij)' entonces

riIZin Zj = rjlziﬂ Zj ; luego podemos unir los morfismos roy obtenemos

un morfismo r: Z —— X x Y tal que plr =fy pyr = g. La unicidad de r
S
es clara por la unicidad de los r .

(*) Al igual que hemos unido haces y esquemas podemos unir morfismos, esto

es , si (X,@X) e (Y,BY) son esquemas, dar un morfismo f: X ——— Y es

equivalente a dar un recubrimiento iuil de X junto con morfismos

iel

o ' f.lu.Qu, = £ |u, i,3.
fi \Ui,exlUi) > (Y,GY) tal que £ lﬂ ; fJ| lﬂ Uj’ para todo i, j



Paso 4

Sabemos, por el paso 1, que si X,Y Yy S son esquemas afines entonces

X x Y existe. Si S e Y son afines y X es cualquiera, entonces recubrimos
X Eor abiertos afines {Uili.el . Por el paso 1, Ui g Y existe para todo i
y por tanto, por el paso 3, existe X x Y.

Sea S afin y X e Y cualesquiera.SSea {Ui}

j

, un recubrimiento por
iecl P

abiertos afines de X, y {V un recubrimiento por abiertos afines de Y.

J'ied
Sea jeJ fijo pero arbitrario, entonces para cada ie I existe Ui X Vj y
S
por tanto, por el paso 3, existe X x Vj. Como es cierto para cada je J, de

S
nuevo por el paso 3, existe X x Y.
S
Paso 5
Por dltimo sean X,Y y S esquemas arbitrarios y sea q: X —— S y

r. Y — S,

Sea {S.] . un recubrimiento por abiertos afines de S y X, = q_l(S.)
i’ 11 i i
Y, = r_l(S.) . Entonces, por el paso 4, existe X. x Y.. Pero
1 1 lS 1
i
Xi g Yi = Xi g Yi’ como facilmente se puede ver. Entonces ya que {Xi‘ic I
i

es un recubrimiento por abiertos de X, por el paso 3, existe X x Yi para
S

todo ieI. Como, también {Yj} €5 un recubrimiento por abiertos de Y,

Jeld
de nuevo por el paso 3, existe X x Y, c.q.d.
S
Veamos, ahora, que (Spec(Z), QZ) €o un objeto final en la categoria

de esquemas. Sea (X,QX) un esquema cualquiera, y {Ui: Spec(Ai) jg 1 un re-

cubrimiento por abiertos afines de X. Ya que Z es un objeto inicial en la

categoria de anillos, tenemos entonces definido un morfismo Z E— Ai pa-

ra todo ie I, que dard lugar a un morfismo Ei: Spec(Ai)=Ui——~—4 Spec(Z).

Ya que £iiUiﬂ Uj = £j!Uif)Uj entonces podemos unir los morfismo y

obtenemos un Znico morfismo £: (x,ex) — (Spec(Z),ez).
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(2.2.5) DEFINICIONES
Un esquema (X,GX) es conexo si X es un espacio topoldgico conexo. Es
irrecducible si X es irreducible.

Un esquema (X,8,) es reducido si para cada conjunto abierto U de X

X

el anillio QX(U) no tiene elementos nilpotentes. Es integro si OX(U) es

un dominio de integridad.

Un esquema (X,QX) es localmente noetheriano si X puede recubrirse

por abiertos {Uig

ieq ‘val que cada eaquema (U, ,0,]U.) = (Spec(A ), ©

A.)
i
donde Ai es un anillo noetheriano.

Un esquema (X,GX) es noetheriano si es localmente noetherianoc y X

es compacto. Si (X,9,) es noetheriano entonces X es un espacio topolégico

X

noetheriano, pero no inversamente.

Notemos que la Gltima definicién no requiere que cada subconjunto
abierto U de X que sea afin, sea el espectro de un anillo noetheriano.

Amenudo encontraremos situaciones similares en definiciones propias
de un esquema o de un morfismo de esquemas; asli daremos la demostracidn
de la naturaleza local de la propiedad de noetheriano para ilustrar este

tipo de situacién.

(2.2.6) PROPOSICION

Un eaquema (X,SX) es localment noetheriano si y sélo si para cada

subconjunto abierto afin U = Dpec(A), de X, A es un anillo noetheriano.

En particular, un esquema afin (Spec(A),®,) es un esquema noetheriano si

A

y s6lo si el anillo A es noetheriano.

DixMOSTRACION
La suficiencia es trivial. Veamos la necesidad.

Tenemos que ver que si (X,QX) es un esquema localmente noetheriano,y

si U =Spec(A) es un abierto afin de X, entonces A es un anillo nocetheriano.
Primero notemos que si B es un anillo noetheriano, asi lo es cualquier

localizacidén suya: B Luego, ya que los subconjuntos abiertos

.
D(f)= Spec(Bf) forman una base para la topologia de Spec{B) y ya que
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(x,ex) es localmente noetheriano, entunces X tiene una base de topologia

consistente en abiertos afines que son espectros de anillos noetherianos.

En particular, nuestro conjunto abierto U = Spec{A) puede recubrirse
por abiertos afines que son espectros de anillos noetheriancs.

Asi nos hemos reducido a probar el siguiente enunciado:

" Sea (Spec(A), QA) un esquema afin tal que Spec(A) puede recubrirse
por subconjuntos abiertos afines que son espectros de anillos noetherianos.

Entonces A es noetheriano."

En efecto, sea U = Spec(B) un subconjunto abierto afin de Spec(A), con
B noetheriano. Entonces existe fe A tal que D(f)S U. Sea f la imagen de f

en B, entonces A. = B= y por tanto A

h 7 es noetheriano.

f
Asi, podemos recubrir Spec(A) por subconjuntos abiertos afines

D(f) & Spec(Af), con Af noetheriano. Ya que Spec(A) es compacto podemos

recubrirlo por un namero finito de tales abiertos.
Tenemos, entonces, un anillo A y un nimero finito de elementos de A

que generan el ideal unidad, y tal que cada localizacidn Af es noetheriano

i
entonces A es noetheriano; c.q.d.

(2.2.7) DEFINICION

Un subesquema abierto de un esquema (X,QX), es un esquena (U,eU), don-

de U es un subconjunto abierto de X y GU es isomorfo a GXIU. Una inmersién

abierta es un morfismo de esquemas f: (X,OX) e} (Y,QY) que induce un
isomorfismo de (X,QX) en un subesquema abiertc de Y.

Un subesquema cerrado de un esquema (X,0_,), es un esquema (Y,QY) jun—
N

to con un morfismo i: ¥ — X, tal que Y ec un subconjunto cerrado de X,

. . ) . . . . . )
i es el morfismo inclusidén y el morfismo inducido i : O, —— 1,0

X «Oy de

haces sobre X, es sobreyectivo. Una inmersidn cerrada es un morfismo de

esquemas f: (Y,QY) —_— (X,Qx) que induce un isomorfismo de (Y,QY) en un

).

subesquema cerrado de (X,GX

(2.2.8) Sea (X,QX) un esquema, y sea Y un subconjunto cerrado de X. En

general Y tendré muchas estructuras posibles de subesquema cerrado; sin
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embargo, existe una que es "més pequefia" que cualquier otra, llamada la

estructura de subesquema cerrado inducida reducida.

Si (x,ex) = (Spec(A),eA) , entonces sea P& A el ideal obtenido al in-

tersecar todos los ideales primos que estén en Y. Este es el mayor ideal
para el cual V(P)= Y.

Consideramos el esquema (Spec(A/P), QA/P)' El homomorfismo de anillos

A ——> A/P induce un homomorfismo de esquemas (f,f#)=

(f,f#): (Spec(A/P),GA/P) —— (Spec(A),eA); este morfismo es una inmer-

sidén cerrada ya que f es un homeomorfismo de Spec(A/P) sobre V(P) = Y; y
#

el morfismo " es sobreyectiva por serlo sobre las fibras, como facilmente

se puede comprobar.

Entonces f*SA/p: GY es la estructura de subesquema cerrado inducida

reducida sobre Y.

Si (x,ex) es cualquier esquema, la estructura de subesquema cerrado
inducida reducida sobre Y, Oy, serd tal gue para cada abierto afin de X,
U, QYiY(\U sea prec.samente la estructura de subesguema cerrado inducida

reducida , definida para el caso afin, sobre Y[ U considerado como un sub-

conjunto cerrado de U.
2.3 HACES DE MODULOS

(2.3.1) DEFINICION

Sea (X,GX) un espacio anillado. Un haz de QX— mdédulos ( o simplemente

un 9X— médulo ) es un haz F sobre X tal que para cada conjunto abierto
U&X, el grupo F(U) es un ex(U)— médulo, y para cada inclusién de conjuntos

abiertos Ve U, el homomorfismo F(U) —— F(V) es compatible con la ectruc-

tura de mééulo via el homomorfismo de anillos QX(U) ) QX(V).
Un morfismo F —— G de QX— médulos es un morfismo de haces tal que

para cada conjunto abierto UeX, F(U) ——— G(U) es un morfismo de

QX(U)— mdédulos.

Dado (X,GX) un espacio anillado, denotaremos la categoria de
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9>—<- modulos por : exM .

(2.3.2) DEFINICION

Sea (X, Qx) un espacio anillado. Un 9)( modulo F es libre si es isomorfo a una

suma directa de copias de ex. Es localmente libre si X puede recubrirse rpor'
conjuntos abiertos U para los que FlU es un OXIU— modulo libre.

En el Gltimo caso, el rango de F sobre tal conjunto abierto es el nimero de
copias de la estructura haz necesitada ( finito o infinito). Si X es conexo, el ran-
go de un haz localmente libre es el mismo en cualquier abierto.

Un haz localmente libre de rango uno se |lama , también, un haz invertible.

(2.3.3) DEFINICION

Sea (X,Qx) un espacio anillado. Si F y G son dos Qx— modulos, el prehaz:

U+ Hom (FiU,Gluw)
ox|u

es un haz, que se |lamara el haz Hom y sera denotado por Hom = (F,G). Este haz

es , tambien un Gx— modulo.

Definimos el producto tensorial de F y G: F ® G, como el haz asociado al

0
prehaz: U——>F(U) _®  G(U). Es también un xe - moddulo.
OX(U) X

(2.3.4) PROPOSICION

Sea (X,0_,) un espacio anillado y sea E un 0.~ modulo localmente libre de ran-

X
Y
go finito. Definimos el dual de E, denotado por E como el Gx— modulo
HomE (E,ex).
X

Se verifica, entonces:

(a) (EV = E.

(b) Para cualquier 8 - mbdulo F, Hom . (E,F) = E% F.

X - % X

(c) Para cualesquiera OX— modulos F,G, Home
X X X

E®F, = , R .
(E®F, G) Home (F, Hom (E,G))
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DEMOSTRACION

(a) Ya que la cuestion es local , podemos suponer que E= 9; . Entonces
N n n n v
ko= ,9 = H Q ’ = . , = =

Hﬂﬁe (Gx X) dom o ( x Qx) Gx Por tanto, (E)= Hom . (E,Ox)

N X X X
n

Hom, ;QX ,Sx)-gx =E.

(b) Como la cuestidn es local, podemos suponer que E = 9; ; pero puesto que
Home " y F)e= F'n, podemos reducirnos al caso en que E = Qx y este es trivial.

X

(c) De igual forma que en los casos anteriores, podemos suponer que E = 9; ,
con lo cual E®QF = F" y Hom )ie; ,G) = c". Entonces tenemos que ver que
Hom, F",6) > Homg (F,G").

X X
n —

Sif: F ——G definimos f: F ——G" tal que para cada USX
—_— n , —
fu: F(U) — G(U)  esta dada por: fu(s) = ( fu(s,O, N o ) I , fu(O, .vys)).
Si f = 0 entonces fu(s) = 0 para todo s e F(U), y por tanto fu = 0 ya que
fu(s1 yeeen Sn) = fU(S1 ,0,..,0) L., fU(O, ces ,O,sn). Asi f = 0 y por tanto
la aplicacion definida es monica.

Ademas, dado g = (g1 e ,gn): F —"Gn, definimos g: = —G rt]al que
para cada U &€ X, QU: F)" —— G(U) esta dada por: :cju(s1 yeun ’Sn) = i£1 gi(si).

Se verifica que g =g, y por tanto la aplicacidn definida es sobreyectiva.

Notemos que si E es localmente libre de rango 1, g@E = Ox; de ahi el nombre

de 8 - mbddulo invertible.

X

(2.3.5) Sea (f,#: (X,Gx) —_— (Y’QY) un morfismo de espacios anillados. Si F

es un O _~ modulo, entonces fF esunf 8 -~ modulo, dondef F yf O_ estan defi-
X Y x X » # X

nidos como en (1.3.9).

FPero ya que tenemos un morfismo fﬂ,l‘. 8.,—1f 8_ de haces de anillos sobre Y
X

Y X

este da a f F una estructura de OY— modulo.
..1(
Si G es un OY— modulo, entonces G es un f*(OY— médulo, donde f G y FHKOY es—
tan definidos como en (1.3.9).

#

Dado f: GY — f Gx , Y teniendo en cuenta que f vy (* son funtores adjuntos
* *
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obtenemos un morfismo f*QY —— @_ de haces de anillos sobre X. El haz

X
asociado al prehaz producto tensorial fo txée Gx es un 8 _~ mddulo, que notaremos

v X
también por 7G.

Entonces se verifica que fx es adjunto a idquierda al funtor fx , es decir, se

tiene una situacién de adjuncion:

En efecto, tenemos que ver que para cada OY- modulo G y para cada Qx— modulo

F, se verifica:

Ox Oy

() Homg (s(£'G x® 8,),F) = Hom, (G,f F).
Y
En principio, dado (X,Qx) un espacio anillado, definimos un prehaz de
Qx— modulos F como un prehaz de grupos abelianos sobre X tal que para cada abier-
to UeX, F(U) es un QX(U)— médulo. Un morfismo de prehaces de Qx— modulos es un

morfismo de prehaces.

Notaremos la categoria de prehaces de Ox- modulos por 6 PM. Evidentemen-
X

te la categoria de 8x- modulos es una subcategoria plena de la categoria de pre-
haces de Gx— modulos. Ya que la hacificacion de un prehaz de Gx— modulos es un

QX— moédulo, entonces tenemos la adjuncion:

PM
0

s i

M
Oy

Veamos ahora el isomorfismo (%), teniendo en cuenta la anterior adjuncion; se
verifica:

* ® . * @
Hom9 (s(f"G 8 ex),F) Hom PM(f G 8 Ox, F).
X Y Gx Y

Por otra ya que para cada U&X, se verifica:
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H u), FU) =
omex(u)((f G(U)(fxo )(U) X( ), F(U))
Homf»ee (U)(f G(U),F (W)
pues el funtor cambio de anillo, via fng(U) —90 (U), tiene por adjunto a dere-
cha el funtor producto tensorial, = @ )9 (U), entonces:
x Y N
Home PM Gale f@g 9x )EHomf)‘ee PM(f G,F)zHomfxeY(f G,F).
X Y ‘ Y
Pero ya que f X y f'\’6 son funtores adjuntos, se verificara:
G o
Hom S(X )(f ,F) Hom S(Y (G f F)

% . . .
Sea, entonces, e Homf»e9 (f"G,F), teniendo en cuenta el Gltimo isomorfismo
Y
obtenemos un morfismo A 't G —f I de haces de grupos abelianos sobre Y.
*

Veamos que A' es un morfismo de GY— modulos, con lo que tenemos demostrado (x).

-1
Sea VEY un abierto de Y, entonces f (V)< X es un abierto de X y por tanto

A : fo(f—1(V)) R— F(f-1(\/)) es un morfismo de (f*GY)(f—](V))- mbdulos.

-1
f (V) »
Por otra parte, considerando el morfismo y: G — f*f G obtenido a partir

de la unidad de la adjuncion

)

T
L
*

S(X,T)

s(Y,

* . . . x
y dotando a f*f G estructura de OY- modulo via el morfismou: QY_"’f f Oy, se
demuestra, mediante un proceso fécil, quey es un morfismo de GY— mbdulos.

Entonces Yy G(V) —‘“-“”(f*G)(f (V)) es un morfismo de 9 (V)- modulos y por
tanto A‘V: G(V) — f*F-'(\/)z F(F (V)) es un morfismo de 9 (V)- modulos, teniendo
en cuenta que el siguiente diagrama es conmutativo:

G(V)

Ty Ny

i vy ——i vy
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(2.3.6) Sea (X,GX) un espacio anillado. Definimos sobre X un haz de anillos quue
sera la hacificacion del prehaz de anillos constante e igual a Z. Entonces (X,QZ)
es , tambien un espacio anillado y tenemos definido un morfismo candnico:

(1x,p): (x,ex) —""‘_—NX,GZ)

y por lo tanto, tenemos estlablecida una situacidon de adjuncidn:

Pero ya que todo haz de grupos abelianos sobre X, es un OZ— mbddulo, entonces

o M = S(X,T).

Por otra parte, dado Fe

0 M, (1>,*)(F) =F, luego 1 no es mas que el funtor

X

de olvido que notaremos por T.

X

Por Ultimo, dado G € S(X,T), 1;((3) = s(F g Gx), siendo s el funtor hacificacion.

x . x4 - (X4
Notaremos por T al funtor ]X ; Y tenemos por tanto una situacion de adjuncion

entre la categoria de Gx— modulos y la categoria de haces de grupos abelianos so-

S(X, 1)
M
OX

(2.3.7) Sea (X,Gx) un espacio anillado, definimos un funtor Hom(8

bre X, es decir:

N -) como sigue

Hom(8_,-): S(X,T) —— > M
X 0y

b3
F Hom(Gx, F)

de forma que Hom(ex,F)(U) = Hom(Gx(U),F(U)). Ya que para cada UEX

Hom(ex(U),F(U)) es un GX(U)— modulo , entonces Hom(GX,F) es un ex- moddulo.
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(2.3.8) PROPOSICION

Existe una situacion de adjuncion:

<

r Hom(Gx,-)
S(X,T)
donde T es el funtor definido en (2.3.6).

DEMOSTRACION

Tenemos que ver que si G€_ My Fe€ S(X,T), entonces

OX
- - %
HOmS(X, _)(P(G),F) Home M(G,Hom(GX,F))
o bien X
Homg(;\’a(G,F) ~ I=-Iorn9 M(G,Hom(ex,F).
Definimos A»: Hom . - = (G,F) —* Hom ><(G,Hom(e ,F) como sigue: Si f es
S(X,T) 4 M X

‘ X
un elemento de Hom (G,F) entonces % (f) es tal que si UEX

S(X,7)
F(U) esti dada por ( x(f))u(s) (a) = fu(as), para seG(U)

(O (f))u(s): QX(U)
y para ag@x(u‘).
Veamos que i es un isomorfismo. Sea feHor’nS(X’qﬂ)(G,F) un elemento tal que
Af) = 0, entonces M’”U = 0, para todo UEX, y por tanto x(f)u(s) = (), para todo
seG(U); en particular A(f)u(é')(w =0, es decir, fu(s) =0, para todo seG(U), vy

por tanto f = 0. Como se verifica para cada UeX , entonces ha de ser f = 0.

u
Sea feHom r‘A(G,i-iorn((-}y,Fﬂ)), definimos g1 G ——F como sigue: Si UsA es

6. '
abierto, 9 Gy —F (L) viene dado por gu(g) s(flJ(g))(l) , para todo seG(U).

En principio, gu es un morfismo de grupos abelianos, como facilmente se
puede comprobar; veamos que Mg) = f. Sea USX, tenemos que ver que para cada
seG(U), (x(g))tj(s) = fu(s). Sea a QX(U)’ (X(g))u(s)(a) = gu(as) = fu(as)(ﬂ =

[afu(s) (1) = fu(s)(a), para cada anx(U).

Asi ( A(g))‘J = fu, para cada abierto UEX, y por tanto Mg) = f, c.q.d.
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(2.3.9) COROLARIO

Sea (X,Qx) un espacio anillado. La categorfa de 8 - modulos es una categoria

X
de Grothendieck, y por tanto tiene suficientes inyectivos.

DEMOSTRACION

En principio veamos que es una categoria abeliana. Para ello notemos que el
nbcleo, conlicleo e imagen de un morfismo de Qx- modulos, calculado en la cate-
goria de haces, €s de nuevo un Gx— mbddulo. Cualquier suma directa, producto
directo y limite directo de Gx— mbdulos, calculados en la categoria de haces, resul-
tan ser Qx— modulos. Una sucesion de ex- modulos y morfismos de Gx— modulos es
exacta si lo es como sucesion de haces.

Asf{ g M es abeliana y puesto que L;f_rg es exacto en S(R,’E), también lo es en

M. Lueéc) 0 M es abeliana y ABS.

gx X
Por otra parte, QX es un generador en 0 M, y asl esta categoria es abeliana
X
ABS5 con generador , es decir, 5 M es una categoria de Grothendieck; c.q.d.
X

2.4 HACES COHERENTES Y CUASI-COHERENTES

(2.4.1) DEFINICION

Sea A un anillo, y M un A-mbdulo. Definimos el haz asociado a M sobre Spec(A),
denotado por M, como sigue: Para cada conjunto abierto U&Spec(A), M«(U) sera
: fones o: | —— U
el conjunto de funciones s: U Pe L MP’ tal que para cada PeU , s(P)e MP'

y tal que para Pel, existe un entorno V de P, contenido en U, y elementos me M,

feA de forma que para cada Qe V, f%Q y s(Q) ;?eh MQ'

M+ es un haz con las aplicaciones restriccion obvias. Se verifica :
([17] , Proposicién 5.1, pag 110)
(a) M es un QA—médulo

(b) Para cada P € Spec(A), (M')P= MP

(c) Para cada fe A, el Af—médulo M= (D(f)) es isomorfo a Mf.
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(2.4.2) PROPOSICION

Sean A y B anillos, y p: A =B un morfismo de anillos. Sea (f,f#) el

correspondiente morfismo de esquemas (f,%; (Spec(B),GB) (Spec(A),SA).

Entonces:
(a) La aplicaciébn M — M+ es un funtor exacto fiel y pleno de la categoria de
A-modulos a la categoria de GA— mbdulos.

(b) Si My N son A-mbddulos, entonces (M % N)* = Ms é® Ne .
A

(c) Si lMig es una familia de A-modulos, esntonces (@Mi ) =9M’i

iel

(d) Para cualquier B-modulo N, (fo') = N+ , donde AN es N considerado como

A
A-mbddulo via p: A /™ B.

(e) Para cualquier A-mbdulo M, (FM*) = (M z B) .

DEMOSTRACION
([17], Proposicitn 5.2, pag 110).

(2.4.3) DEFINICION

Sea (X,Bx) un esquema. Un Qx— modulo F es cuasi-coherente si X puede recu-

brirse por subconjuntos abiertos afines l.‘,li = Spec(Ai), tal que para cada i existe
un Ai—médulo Mi con F | LJi = M’l sobre Spec(Ai).
Decimos que F es coherente si ademas cada M, es un Ai—-m'odulo finitamente
—_— i

cenerado.

(2.4.4) PROPOSICION

Sea (X,OX) un esquema. Un Gx— modulo es cuasi-coherente si y sbdlo si para
cada subconjunto abierto afin de X, U = Spec(A), existe un A-mddulo M tal que
FiU=M sobre Spec(A).

Si (X,Gx) es noetheriano, F es coherente si y solo si lo mismo es cierto

con la condicion de que M sea un A-modulo finitamente generado.

DEMOSTRACION

([17), Proposicion 5.4, pag 113)



(2.4.5) COROLARIO

Sea A un anillo. El funtor M M« da una equivalencia de categorias entre
la categorfa de A-mbdulos vy la categoria de GA- modulos cuasi-coherentes. Su
inverso es el funtor F ——F(Spec(A)). 7

Si A es noetheriano, el mismo funtor también da una equivalencia entre la cate-

goria de A-mbdulos finitamente generados y la categoria de GA- mobdulos coherentes.

DEMOSTRACION

Notemos por . M a la categoria de 8 ~ modulos cuasi-coherentes.
QA CH A

Consideremos los funtores:
v M — M

QA G)A CH

M —— M-

- _—
Y 'GAMCH QAM
F — F(Spec(A)).
Teniendo en cuenta (2.4.2(a)), Unicamente tenemos que ver que v'y = 1 MY
w' =1 Mo 9A
QA CH

La primera igualdad es inmediata, apoyardonos en (2.4.1(c)). Sea, entonces,
F un QA— modulo cuasi-coherente, por (2.4.4), debe existir un A-mddulo M tal que
F | Spec(A) = F = M. Por tanto v'(F) = F(Spec(A)) = M(Spec(A)) = M.Por tanto

v (F) =v(M) = M* = F, luego vV =1 Mo
CH
eA

(2.4.6) COROLARIOQ
Sea (Spec(A), BA) un esquema afin. El funtor v', que notaremos T (Spec(A),-)

es exacto.

DEMOSTRACION

En efecto, sea 0 F! >F ———>F'"" — 0 una sucesion exacta corta

en o MCH. Por (2.4.5), F'= r(Spec(A),F")* = (M')s , F=T(Spec(A),F)s = Me y
A

an F(SDGC(A),F”)' - (M")'
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Asi 0 Y M. > Me ?»M''e —( es exacta y por tanto para cada

P e Spec(A), 0 — (M")P ) (M‘)P "(M"')P~—'> 0 es exacta; pero ya que

(M) _ = M! y (M"°)P = M'", entonces

PP’ P
0 r M! > M ? WD' > 0 es exacta para todo P € Spec(A),lo que nos

(M’)P =M

P P
asegura que 0 > M! ?*M r M * 0 es exacta . Es decir,

0 = 1(Spec(A),F'") —> 1 (Spec(A),F) — r(Spec(A),F"') — 0 es exacta

que es lo que queriamos demostrar,

(2.4.7) PROPOSICION

Sea (X,Gx) un esquema, y sea 0 > ! » > F! > 0 una suce-
sion exacta de 9x— modulos .
Si cualesquiera dos de ellos son cuasi-coherentes, entonces también lo es el

tercero.

DEMOSTRACION

En efecto, supongamos que F'y F son cuasi-coherentes. Ya que la cuestion es
local, podemos asumir que (X,Gx) = (Spec(A),GA).

Si F'y F son cuasi-coherentes, entonces F'=M'*y F =M con M'y M A-modu-
los. Dado p: F' — F obtenemos un morfismo o : M — M, que dara

Spec(A)’
lugar a la sucesion exacta :
? Spec(A)

Y M * Cok _
o er(pSpec(A)) 0

M\

Puesto que el funtor M ¥ M- es un funtor fiel pleno y exacto, obtenemos el

diagrama de filas exactas:

‘o td . > s ———
T T (Cdeer pSpec(A)) 0
F! * F > IE‘"

de donde F'' = (Coker p )* y por tanto F'' es cuasi-coherente.

Spec(A)
De la misma forma se demuestra que si F y F'' son cuasi-coherentes, entonces

F' es cuasi-coherente.
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Supongamos, ahora, que F'y F'' son cuasi-coherentes. Sean M = F(X),

M'= F'(X) y M'" = P'(X). Entonces tenemos la sucesidn exacta corta de A-modulos

0 r M! *M —— M — 0, (vease

Aplicamos , ahora, el funtor+, y obtenemos:

O ,\T'c 7JM. 'IA'L 70
0 ——F' F —— F1 ——0

de donde deducimos que M = F y por tanto F es cuasi-coherente.

(2.4.8) PROPOSICION

Sea f: (X,8. ) —— (Y,QY) un morfismo de esquemas, se verifica:

X
(a) Si G es un QY— modulo cuasi-coherente, entonces G es un Qx— modulo
cuasi-coherente.
(b) Si ambos esquemas son noetherianos y G es coherente entonces f‘*G tambien
lo es
(c) Asumimos o que (X,Gx) es noetheriano o que X es compacto y la inter—
seccidn de dos abiertos afines es afin. Entonces si F es un Ox— mbédulo
cuasi-coherente, fo es un QY— modulo cuasi-coherente.
DEMOSTRACION
(a) La cuestion es local sobre X y sobre Y, asi podemos asumir que ambos son
esquemas afines y entonces el resultado se sigue de (2.4.2(e)) y (2.4.5).
(b) En el caso noetheriano, la misma demostracion sirve para haces coherentes.
(c) Aqui la cuestién es local sdlo sobre Y, asi podemos asumir que (Y,GY) es
afin. Entonces ya que X es compacto (bajo cualquiera de las hipbtesis), podemos
recubrirlo por un nimero finito de abiertos afines 1Ui{ el
En el caso en que X sea noetheriano , Uiﬂ Uj es, al menos, compacto y podemos
recubrirlo por un nimero finito de abiertos afines lUijk‘g. En el segundo caso
Uiﬂ Uj es de nuevo afin.

Sea V un abierto de Y ; dar un elemento de F(f_](V)) es lo mismo que dar ele-

mentos Sie F(f_](V)ﬂUi) tal que
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FCE )N Uy = f‘1<v>nui><s.'> - F(f_](V)ﬂUijk — f_](V)ﬂuJ_)(sj), para

todo i,jvy k.

Por tanto tenemos la sucesion exacta de SY— modulos:

0 VP F »@f (FIlu) —— D f (Flu, )
* % i sl K % ijk
donde, por abuso de notacion, denotamos también por f los morfismos inducidos
‘LJi —YVY , Uijk ———=Y. Ahora, fx(FI ui) y fx(F'uijk) son cuasi-coherentes por

(2.4.2(d)). Asf f’(F es cuasi-coherente por (2.4.7).

Como una primera aplicacion de estos conceptos veamos el haz de ideales de

un subesquema cerrado.

(2.4.9) DEFINICION

Sea (X,@x) un esquema. Un haz de ideales sobre X es un Qx- modulo J tal que

para cada U< X, J(U) es un ideal de Gx(U).

(2.4.10) DEFINICION
Sea (Y ,SY) un subesquema cerrado de (X,@x) y sea i: Y =™ X el morfismo

inclusion. Definimos el haz ideal de Y , denotado por JY, como el nlicleo del mor-

. L . . .
fismo i Gx — |*GY, que sera un Bx modulo.
(2.4.11) PROPOSICION

Sea (X,Gx) un esquema. Para cualquier subesquema cerrado (Y,8

Y) de (X,Ox),
el correspondiente haz de ideales JY es un haz de ideales cuasi-coherente. Si
(X,Qx) es noetheriano es coherente.

Inversamente, cualquier haz de ideales cuasi-coherente sobre X es el haz de

ideales de un subesquema cerrado de (X,Bx) y ademas éste esta determinado de

forma Gnica.

DEMOSTRACION

Sea (Y,GY) un subesquema cerrado de (X,Qx), y consideremos el morfismo
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inclusion i: Y =™ X que sera una inmersion cerrada.
, -1
En principio, si U %X es un abierto afin, i (U) es un subesquema cerrado de
, p , -1
U, vy por ser este afin, YNU es affn. Luego YAU =1 (U)es compacto.

Consideremos el morfismo diagonal Ao: Y — Y x Y que es, trivialmente, una

X
inmersidon cerrada. Sean U,y Uj dos abiertos afines de Y y supongamos que X es
i

afin, entonces U, x U_ es un abierto afin de Y x Y y ademas se verifica que
] X X

a (U, x U)=unu.

P i j

Luego A|Uiﬂ U . es una inmersion cerrada y por tanto U N Uj es afin.
J I

J

Como queremos ver que i QY es un 8_- modulo cuasi-coherente, podemos supo-
*

X

ner que (x,ex) es afin, y teniendo en cuenta lo anterior, y (2.4.8(c)), ixg

un Gx— modulo cuasi-coherente.

Yes

l.uego JY , que es el nGcleo de un morfismo de 8 _- modulos cuasi-coherentes,es

X

un Qx—- médulo cuasi-coherente.
Si (X,Qx) es noetheriano, entonces para cualquier abierto afin U = Spec(A) de

X, el anillo A es noetheriano .y por tanto el ideal | = JY) U(U) es finitamente gene-

rado, asi J._, es coherente.

Y

Inversamente, dado un esquema (X,Ox) y un haz de ideales cuasi-coherente J,

sea Y el soporte del haz cocient Ox/J, es decir, Y ={peX/ (OX/J)D # Of . Entonces

Y es un subconjunto cerrado de X, e (Y ,GX/Y) es el Unico subesquema cerrado de

(X,Qx) con ideal haz J.

La unicidad es clara, veamos que, en efecto, es un subesquema cerrado. Ya

que es una cuestion local , podemos asumir que (><,9x) es afin e igual a

(Spec(A),QA).
Puesto que J es un haz de ideales cuasi-coherente, entonces J = Q@ para alglin

ideal QS A. Asf GX/J = (A/Q) , luego (Y,GX/J) = ( Spec(A/Q),8 ) y es un sub-

A/Q
esquema cerrado de (X,Gx); c.q.d.
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(2.4.12) COROLARIO

Sea (Spec(A),QA) un esquema afin. Existe una correspondencia uno a uno entre

los ideales P de A y los subesquemas cerrados de (Spec(A),OA), dada por:

P ———— |mag (Spec(A/P), 0 P ) en (Spec(A),SA).

A/

2.5 ESQUEMAS PROYECT IVOS

.5. i :S= @ i :
(2.5.1) Sea S un anillo graduado: S 2o Sd, denotaremos por S+ al ideal

&
d»0 Sd’

Definimos el conjunto Proj(S) como el conjunto de todos los ideales primos
homogeneos de S que no contienen a todo S+.

Si A es un ideal homogéneo de S, definimos el subconjunto de Proj(S), V(A),
como: V(A) :{ Pe Proj(S) / AS P] .

Se verifica que V(AB) = V(A) UV(B), para A yB ideales homogéneos de S, y

VOE A)= N V(A)para {A}
ie | i i

Z A una familia de ideales homogéneos de S.
[

el
Podemos definir una topologia sobre Proj(S) tomando por subconjuntos cerra-

dos los de la forma V(A).

Dado P& Proj(S), notaremos por S al anillo consistente en los elementos de

(P)
-1
grado cerode T 'S, donde T es el sistema multiplicativo consistente en todos

los elementos homogéneos de S que no estan en P.

(2.5.2) DEFINICION
Definimos un haz de anillos OS sobre Proj(S) como sigue: Para cada subcon-

junto abierto U< Proj(S), GS(U) sera el conjunto de funciones s: U — F’LCJU (P)’

tal que , para cada Pe U, s(P)eS(P), y tal que , para cada P& U, existe un entor-

no V de P, contenido en U, y elementos homogéneos a,f &S del mismi grado, de
forma que para cada Q€V, fdQy s(Q) = fé en S(Q).
Si V& U existe un obvio morfismo de restriccion GS(U) _— GS(V). Asf

95 es un haz de anillos sobre Proj(S).
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(2.5.3) PROPOSICION
Sea S un anillo graduado, entonces se verifica:

(a) Para cualquie P €Proj(S), la fibra (GS)P es isomorfa al anillo local S(P)'

(b) Para cualquier féS+ homogéneo, sea D+(f) =[ PeProj(S) /¢ P{ . Enton-
ces D+(f) es abierto en Proj(S). Por otra parte, estos conjuntos abiertos
recubren a Proj(S), y para cada tal conjunto abierto tenemos un isomor-

fismo de espacios localmente anillados:

( D+(f) , 95|D+(f) ) = ( Spec(S f)) » @ )

07 S

donde S(f) es el subanillo de Sf consistente en los elementos de grado cero

del anillo Sf.

(c) (Proj(s), QS) es un esquema.
DEMOSTRACION

([17], Proposicion 25, pag 76 )

De igual forma que en el caso afin, podemos definir un funtor de la categoria
de S-modulos graduados en la categoria de QS— mbdulos cuasi-coherentes. De la

siguiente forma:

(2.5.4) DEFINICION
Sea S un anillo graduado y M un S-mddulo graduado. Definimos el QS— modulo
asociado a M, que notaremos por M* , como sigue:
Para cualquier subconjunto abierto USProj(S), M (U) es el conjunto de
aplicaciones s: U — U M (M esta definido de forma analoga a S

PeU (P) (P) (P))’

tal que s(P)e M , para todo Pe U; y tal que para cada P& U existe un entorno V

(P)

de P, contenido en U, vy elementos homogéneos del mismo grado meM y fe S, de

forma que para cada QeV, fcfQ y s(Q) = D oenM

; (Q)

(2.5.5) PROPOSICION

Sea S un anillo graduado y M un S-mddulo graduado. Entonces se verifica:
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(a) Para cada Pe Proj(s), (M-)P - M(P)'

(b) Para cada f€ S homogéneo, M. D+(f) = (M )¢, via el isomorfismo de D+(f)
+

(f)

con Spec(S,.\). ( M . esti definido de forma anilogaa S,..).

(f) (f) (f)

(c) Me es un GS— mobdulo cuasi-coherente. Si S es noetheriano y M es finitamente

generado entonces Ms es coherente.

DEMOSTRACION
([17], Proposicion 5.11, pag 116)

(2.5.6) DEFINICION
Sea S un anillo graduado. Para cualquier n e 7 definimos el OS— modulo Os(n)

como S(n)s . Para cualquier QS— modulo F , denotamos por F(n) al QS- modulo

F @ 8 _(n).
OSS

(2.5.7) PROPOSICION

Sea S un anillo graduado. Suponemos que S estad generado por S] como

SO— algebra. Entonces se verifica:

(a) QS(n) es un OS— modulo invertible.

(b) Para cualquier S-mbddulo graduado M, M«{n) = (M(n))+ . En particular,

@ ~
QS(n) 95 QS(m) QS(m—m).

(c) Sea T otro anillo graduado, generado por T] como TO— algebra.
Sea p: S T T un morfismo preservando grados. Sea
U=lPeProfs)/ o(S)4P]y f: (U, ]U) = (Proj(S),8.) el morfis-
mo determinado por p.

Entonces fx(eg(n)) = GT(n)IU y fx(eT(n)IU) :fx(eu)(n).

DEMOSTRACION

(a) Sea fQS] y consideremos Gs(n)lD+(f) ~(S(n), )+, por (2.5.5(b)), sobre

(f)

Spec(S )). Veamos que es libre de rango 1.

(f

S, . = elementos de grado cero de Sf

S(n), . = elementos de grado n de Sf
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n
Obtenemos un isomorfismo de uno a otro, enviandos S, af s€eS(n), ... Esto

(f) (f)

tiene sentido para todo ne 2 , ya que f es invertible en S(f). Luego S(n)(f) es un
S(f)~ modulo de rango 1, y por tanto GS(r’\)|D (f) es libre de rango 1.
.‘.

Como S esta generado por 51 como So—élgebra, Proj(S) esta recubierto por

conjuntos abiertos D (f) para fe S]. Por tanto GS(n) es invertible.
+
(b) Se sigue del hecho de que (M g N) = M. 69 N+ para cualesquiera S-modulos

graduados M y N, supuesto que S esta generado por S1 como SO‘ éIgebt‘a.

En efecto, para cualquier f€ 51 , (M GS? N)(f) = M(f) S® N(f) ya que el primero

consiste en los elementos de (M ‘559 N )f o Mf g Nf y los elementos de grado

f
cero de Mf ‘g Nf son los elementos de M(f) % N(f); y puesto que S esta genera-
f (f)
do por S. como S - algebra se verifica que (M @ N} = M & N
1 0 S GS

(c) Mas generalmente, se verifica que para cualquier S-mbdulo graduado M
f*(M') = (M g T)+|U, y para cualquier T-mbdulo graduada N,

f(N-JU) = ( _N)* . Por otra parte ¢l 8 _- modulo T no es mas que f (0, ).
X S * U

S
Las demostraciones son faciles utilizando (2.4.2(d),(e)).

(2.5.8) Notemos que QS(n) g’q GS(~n) = 95, y puesto que QS(n) es invertible,
’\',_ _ D _ '\J: n _ n,
entonces (Os(n)) = QS( ny (SS( ) GS(n), donde GS(n) y GS( n)  son los

95— modulos definidos en (2.3.4) .

Por tanto, QS(n) = Hom (95(—n),95) y GS(—n) = Hom(@s(n),es).

(2.5.9) DEFINICION
Sea S un anillo graduado, y sea F un 95—- modulo.

Definimos el S-mbdulo graduado asociado a I, como el grupo:

r (F)= & F(n(Proj(s)
* nevZ

A este grupo le damos una estructura de S-modulo como sigue: Si seS |, enton-

ces s determina de forma natural un elemento Seeq(d)(PPoj(S)). Para cualquier

te F(N)(Proj(S)) definimos s.t en F(n+d)(Proj($)) considerando el producto tenso-

rial v usando el isomorfismo I~ (n) g GC(d) = F(ned).
S w2



(2.5.10) PROPOSICION

Sea A un anillo, sea S = A [x ,....,xr] y, r»1, yseaX=ProjS). Entonces

0
r®)=5.

*
DEMOSTRACION
Recubrimos X por los conjuntos abiertos D (xi). Entonces dar un elemento
+
te QX(n)(X) es lo mismo que dar secciones t, e ex(n)(D+(xi)),par‘a cada i, que coin-
[

cidan sobre las intersecciones D (x,x ). Pero ya que 8_(n)(D (x.)) = S(n) )
+ 0 X + 0 (x.)

entonces t. es un elemento homogéneo de gradonde S , vy su restriccigna D (x.x )
i X, + o
i

es justamente la imagen de dicho elemento en S

XX
I
Entonces 1 (0 ) = @ 0 (n)(X) puede identificarse con el conjunto de las
x X ne7 X
(r+1)-uplas (to, ...t Jtal que t. e S paratodo i, y tal que, para cada i,j las
r i,
i
imagenes de t. yt. en S son las mismas,
P X, X

i
Ya que los x. no son divisores de cero en S, los morfismos de localizacién
i
SIS y5 —S son todos inyectivos, y estos anillos son todos sub-
X X XX,
i i P r
anillos de S' = S . Portantor (0 ) es la ﬂ S tomada en S'.
X vvX x X i=1 "x,
0 r i
Ahora, cualquier elemento homogéneo de S' puede escribirse de forma Unica
i i

l . - . . ’
como un producto xO. e o X f(xo. ...x ), donde i ¢7 y f es un polinomio homogéneo
r r ]
no divisible por cualquier x_ . Este elemento estard en S si vy solosii.%0, para
i X j
r [

j# 1. Entonces ‘ﬂ] S es, exactamente S.
i=1 x.
|
Si S es un anillo graduado que no es un anillo de polinomios, entonces este

resultado no es cierto en general.

(2.5.11) LEMA
Sea (X,Sx) un esquema y sea L un QX- modulo invertible. Sea felL(X), sea
><f el conjunto abierto de puntos x € X tal que f émex, donde mx es el ideal maxi-
X
al de 0
mal de %

X
b
Cosideremos un Ox~ modulo cuasi-coherente F; entonces se verifica:
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(a) Supongamos que X es compacto, y sea se F(X) un elemento tal que
n
F()(f — X)(s) = 0. Entonces existe un n>0 tal que f s =0 considerado como ele-
n
mento de F&® L@ (X)

(b) Supongamos que X tiene un recubrimiento por abiertos afines {Uil !

. ta

iel

que L|U. es libre, para todo iel, y tal que Uiﬂ U . es compacto para todo i,]j. En-
| J

tonces dado un elemento teif(xf) existe un n> 0 y existe ag F@Len(X) que se aplica

en flte FOL(X).

DEMOSTRACION

(a) Recubrimos X por un nimero finito de abiertos afines , U = Spec(A), tal que
LIU es libre. Sea ¥: L|U 2O><] U el isomorfismo. Ya que F es cuasi-coherente,
existe un A—-mbddulo M tal que FlU= M*.

Dado se F(X), sea S5, 7 FU —> X)s)EF(U) = M.

Dado fe L(X), sea fLJ = LU — X)(HelL|U(U) y sea g -z\l'u(f)é A.

Entonces Xff\ U =|Pe&Spec(a) / (fU)Pe# mPLP | = (P Spec(r) / g 4mPA
~{P eSpec(A) / g ¢ P{=Dlg).

Si F(Xf — X)(s) = 0 entonces F(Xfﬂu —>X)(s U) = 0, y por tanto existira

3

n
un n>0 tal que g su:Oen M.

®
Usando el isomorfismo ]d A (Fel n) = F|lU, concluimos que frCJSU =0en

(F® lfn)(U). Ya que el recubrimiento es finito podemos tomar n independientemente
®
de U, y por ser F@ Pn un haz, s =0 en F®L rﬁ'(X).

b) Sea Y: LIU. 0 U y llamemos g, = (Y ) (L(U —>X)(F )= L(U)=8_(U).
i i X i i LJi i i i X i
Entonces si LJi = Spec(A_I), gie Ai.

Puesto que F es cuasi-coherente, FIU = M* para algln A -modulo M_, y ello
i | i i

para todo i. Sea t, = F(Xfﬂ U, — Xf)(t)e F(Xfﬂu,)z M’i (D(g.)) = (M) , entonces
i Ny [ i 1 g,
i
existe un n tal que t = —, con mie Mi = F(Ui); es decir, existe n>0 y existe
i
g

m. eF(U) tal que m_se r:estr*inge en gpt_. Usando el isomorfismo
i [ i i
n ®n
]d X ‘i’i (FoL )lUi‘—‘ F‘"lui, existe n>0 y existe mie (F@f’”)(u,) tal que m, se
i i
aplica en fnt e (F® I?ﬁ)(xf). Este n lo podemos elegir independientemente de i por

estar considerando un numero finito.
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Ya que m y m_coinciden sobre U nu. ﬂXf, y ya que U, ﬁU es compacto, exis-—
J J

tira un m»0, que podemos elegir mdependlememente de iy de j, tal quef m, y

fmmj coinciden sobre (F@L )(LJ nu ).

Entonces la familia f m [ F@ En u ﬂU ) determina un elemento

gn

I3 (F‘@L@n)(X) que se apllca en f F@L )(X ).

(2.5.12) PROPOSICION

Sea S un anillo graduado que sea finitamente generado por S1 como So-élgebra

Sea X = Proj(S) y sea F un ex- modulo cuasi-coherente. Entonces existe un iso-

morfismo natural g: T (F) —F,
¥

DEMOSTRACION

Primero definimos el morfismo B para cualquier Qx- modulo F .Sea f€ 51, ya
que I‘X(F) es cuasi—-coherente, para definirg es suficiente dar la imagen de un
elemento de FX(F)° (D+(f)) = (Fx(F))(f)' Este elemento vendra representado por una

fraccién —g—, para algln (ﬂ),O, donde me F(d)(X). Considerando f_de Ox(-d)(D+(f)) =
f

S(—d)(f), entonces el producto mef—de F(D+(f)) ya que F=F(d) é@ GS(—d). Esto

define B . S

Ahora sea FF cuasi-coherente. Para demostrar que g es un isomorfismo tenemos

que identificar el module ( ))( y con F(D+(f))

Aplicamos (2.5.11) consnderando fel(X), conl = GX(U. Ya que S esta finita-
mente generado por 51 como SO— 4lgebra, encontramos un nimero finito de elemen-

tosf_,...,f €S talque D (f),...., D (f) recubren X. Puesto que
0 r 1 + 0 + o

D (f)N D+(fv) es afin entonces es cuasi-compacto, para todo i,j. Ademas L|D+(fi)
4 j

es libre para todo i.

Estamos, pues, en las hipotesis de (2.5.11(b)), y por tanto podemos asegurar

que F (D (f N=@ (F), . paratodoi;c.q.d.
x (f)

(2.5.13) DEFINICION

Dado un anillo A, definimos el n-espacio proyectivosobre A, ( P
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como (Projl Alx. y....,x 1), 8 . Notemos que si A —™>B es un mor-
0 n A[xo,...,xn]
fismo de anillos vy (Spec(B),QB) ——*(Spec(A),eA) el correspondiente morfismo
de esquemas afines, entonces F’n = Pn X Spec(B). En particular
. Spec(A)

=) :P; X Spec(A),
" Spec(Z)

(2.5.14) DEF INICION

Si (Y,QY) es un esquema, definimos el n—espacio proyectivo sobreY ,

(P, 80 n),c:omoelesquema(F-’n X Y, 8 ).
F’Y Spec(7) P Y
Spec(Z)

(2.5.15) DEFINICION

Un morfismo f: (X,Qx) — (Y,QY) se dice que es un morfismo proyectivo si
factoriza en una inmersion cerrada, it X — P; para algln n, seguido de la
proyeccion PZ — Y.

Un morfismo f: (X,Sx) — (Y ,QY) es cuasi-proyectivo si factoriza en una

inmersién abierta, j; X — X', seguida de un morfismo proyectivo g: X' =™ Y.
Si f: (X,Gx) — (Spec(A),eA) es un morfismo proyectivo diremos que
(X,Gx) es un esquema proyectivo sobre el anilio A.

(2.5.16) PROPOSICION
Sea A un anillo. Entonces:
(a) Si (Y,GY) es un subesquema cerrado de P;\, para algln r, entonces existe

un ideal homogéneo | &S = Al . ,xr] tal que Y es el subesquema cerrado

1/1).

Xgt
determinado por |, es decir, Y = Proj(A [xo, X

(b) Un esquema (Y ,QY) sobre Spec(A) es proyectivo si y solo si es isomorfo a
Proj(S) para algin anillo graduado S, donde SO = Ay S esta finitamente generado

por S] como SO— algebra.

DEMOSTRACION

(a) Sea JY el ideal haz de Y sobre X = P;\ Entonces JY L—“‘?Bx de donde
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(n) L“““*Ox(n) para todo n2?0, por tanto T (JY) es un submodulo de Fx(OX)° Pe-

‘J
Y X

ro por (2.5.10), I‘x(Ox) =S y por tanto Fx(JY) es un ideal homogéneo de S, que lo
llamaremos | . Ahora | determina un subesquema cerrado de X: F’roj(A[xO, .. ,xr]/l),
cuyo ideal haz sera |

Ya que JY es cuasi-coherente, (2.4.11), entonces JY ~ I‘x(JY)' , por (2.5.12)
y por tanto JYr I+ ,de donde Y = Proj(A[xO, - ,xr]/l).

(b) Si Y es un esquema proyectivo sobre A entonces es isomorfo a un subesque-

r L,
ma cerrado de P, para algln r, por definicioén.

A
Por (a), Y=Proj(Alx_,....,x 1/1), y podemos tomar le(A[x_ ,...,x ]) =
0 r 0 ro+
- @ . Asi (A =A = 1
d>O(A[x0’ ,xr] )d sf ( [xO, ,xr] )O , ¥ por tanto S A[xo, ,xp]/

esta finitamente generado por 51 como A-algebra.

inversamente, si Y = Proj(S) con SO = Ay S finitamente generado por S] como

A-algebra, entonces S = A[xo, - ,xr]/l , Y por tanto (Y,OY) es un subesquema
r
cerrado de PA, luego es proyectivo sobre A.

(2.5.17) DEF INICION

Para cualquier esquema (Y,GY), definimos el haz alabeado sobre P , GY(U,

Y
* r r .
como g (8 (1)), donde g: (P_,8 ) —— (P, 8 )es laproyeccion.
r Y r 7 r
P P P
Z Y Z
Notemos que si (Y ,GY) = (Spec(A),QA) , entonces gSpec(A)(]) = GPP(U.
A

(2.5.18) DEFINICION

Sea (X,Gx) un esquema sobre (Y ,GY). Un GX— modulo L diremos que es

. . . . . P r
muy amplio relativo a Y , si existe una inmersion iz X —— F’Y, para algln r,

tal que ix(e r“(1))2 L.
P
Decimos que i: (X,Gx) — (Z,QZ) es una inmersion, si es un isomorfismo de

X en un subesquema abierto de un subesquema cerrado de Z.
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(2.5.19) DEF INICION

Sea (X,Qx) un esquema y F un ex— modulo. Decimos que F estd generado por

secciones globales , si existe una familia de elementos de F(X), Is .
i

, tal que

el

para cada xeX, {(si)>< ki generan Fx como Gx ~ mddulo.

y X

el
Notemos que F esta generado por secciones globales si y sdlo si F puede es-

cribirse como un cociente de un Bx— modulo libre. En efecto, los generadores de-

finen un morfismo de QX_ modulos D9
i

F, e inversamente.
el X ’

(2.5.20) Cualquier GA— modulo cuasi-coherente sobre un esquema afin, (Spec(A),QA),
esta generado por secciones globales. En efecto, si F= M+, para algln A-mbdulo M,
cualquier conjunto de generadores de M como A-mbdulo sera una familia de elemen-
tos generadora.

Si X = Proj(S), para algin anillo graduado S que esté generado por 51 como

So—élgebr‘a, entonces los elementos de S1 nos dan elementos de GX(U(PPOJ(S)

ene 1.
que generan Qx( )

(2.5.21) PROPOSICION

Sea (X,0.) un esquema proyectivo sobre un anillo noetheriano A.Sea 6 (1)

X X
un Gx— modulo invertible muy amplio relativo a Spec(A), y sea F un Gx— modulo

coherente.

Entonces existe un entero g tal que para todo nyn_, el Ox-— modulo F(n) =

=F 9® i@ (n)), puede generarse por un nimero finito de secciones globales.
r
X
PA

DEMOSTRACION
Por ser (X,Gx) un esguema proyectivo sobre A, y por (2.5.16(b)), X = Proj(S)

con S un anillo graduado tal que S_ = A y esta finitamente generado por S] como

0
A-algebra, es decir, S = A[xo, - ,xr]/l , para algin ideal homogéneo I.

. . P - v’ -
Entonces si i: X "*"PA es una inmersion cerrada, existente por ser X pro-

yectivo sobre A, tenemos: 8.,(1) =8_(1) e ix(S (N =0_1).
X S fDr‘ S
A



Ademéis, por ser F coherente, y por (2.5.12), F= I‘*(F)' =M+, con lo cual

F(n) = M(n)x~(M(n)* = (M g S(n)r, por (2.5.7(b)).

Entonces, por {2.5.7(c)), i (F(n)) =i (M(nr) = ( M(n))e =
* * Alx _y..yx )
0
- M S Alx ,.ox ) = (M) = (8 F)(n).
A[x,..,x] A[x,..,x] 0 r * *
0 r 0 r
Luego F(n) estid generado por secciones globales si y sdo si lo esta ix(F(n)).
Asf, nos podemos reducir al caso en que X = F’;.
Recubrimos X por los conjuntos abiertos DF(x,), i=1,...,r. YaqueF es co~
4

herente, para cada i, existe un modulo finitamente generado M, sobre
i

B':—A[x /Xy, X /'x_]:A[X ,---,X]
0 i r

=8 (D (x.), tal que FID (x)=M".
[ [ 0 r (xi) r o + i i

P
Para cada i, tomamos un nimero finito de elementos s € M, que generen este
ij i

moédulo. Por (2.5.11), existe un entero n y existe t__ e F(n)(X) tal que t, se aplica
N} N
n
en x. s... Como es usual, tomamos n independientemente de i y de j.
i

Ahora, F(n) D+(x,) = M'., donde M' e¢s un B _-modulo finitamente generado. Ya
[ i i i

- . n - . . .
que las aplicaciones x, : F — F(n) inducen isomorfismos de M, a M' | entonces
i i i

n
los elementos x. s.. generan M! y por tanto los elementos t, € F(n)(X) generan F(n).
RN i i

(2.5.22) COROLARIO
Sea (X,BX) un esquema proyectivo sobre un anillo noetheriano A. Entonces

N modulo coherente F , puede escribirse como un cociente de un

QX— modulo E, donde E es una suma directa finita de Qx— mbdulos de la forma Gx(n),

cualquier ©

para varios enteros n.

DEMOSTRACION

Por (2.5.21), existe un entero a tal que para todo ny n_, F(n) puede generar-

0

se por un nimero finito de secciones globales.

) N
Entonces tenemos el morfismo sobreyectivo de ex- modulos ,EB]O — F(n) —O0.
i =

X

Tensorizando por Gx(—n), obtenemos el morfismo sobreyentivo de Gx— modulos

N
,@19x(—n) —— F — 0, como queriamos demostrar.
1=
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2.6 DIFERENCIALES

(2.6.1) Pasemos a definir el haz de diferenciales relativo de un esquema (X,Qx)
sobre un esquema (Y,QY) . En principio, veamos la teoria algebraica de diferen-

ciales de Kidler.

(2.6.2) DEF INICION

Sea A un anillo, B una A-algebra y M un B-modulo. Una A-derivacidon de B en

M es una aplicacion d: B — M tal que :
(1) d es aditiva
(2) d(bb') = bdb' + b'db , para todo b.b'e B.
(3) da = 0, para todo aeA.

Definimos el modulo de formas diferenciales relativo, de B sobre A como un

B-modulo QB/A’ junto con una A-derivacion d: B — QB/A’ que satisface la
siguiente propiedad universal:

Para cualquier B-modulo M y para cualquier A-derivacidn d': B——M, exis-
te un Unico morfismo de B-modulos f: QB/A —2M tal que d' = fod.

Una forma de construir tal mdodulo, es tomar el B-modulo libre F generado por
los simbolos } db / beB} , v tomar el cociente por el submodulo generado por to-

das las expresiones de la forma: (1) d(b+b')-db~db', para b,b'c B;
(2) dibb")-bdb'-b'db, para b,b'e B; (3) da, para acA.

lLa derivacion d: B ’SlB/A estara definida por b — db.
Luego § existe, y ademas , por definicion (@ ,d) es (nico salvo isomor-
9° Pg/a € b B/A
fismo.

(2.6.3) Sea f: (X,Gx) ‘—’(Y,QY) un morfismo de esquemas, y consideremos el

morfismo diagonal A: X — > X x X;vya quepoh = lx, donde p, i = 1,2, son las
i i
Y
proyecciones, entonces A es un homeomorfismo de X en su imagen A(X).

Sea{u,]_ | un recubrimiento de X por abiertos afines; para cada iel, sea W,
i‘ie i

un abierto afin de Y tal que f(U ) CW, . Entonces U, x U, es un abierto afin de
| i
W,

!



X X, yA(X)(\Ui X LJi es la imagen dea : U, —>U, x U, . Pero si

X [
Y W wo !

. i i
U, =Spec(A) vy W= SpeC(Bi), Ai es el morfismo definido por el morfismo de ani-
[ [ i
llos A, ® A, —— A dado por a®a' =™ aa', que es sobreyectivo y por tanto
i [ i
B.

I, ..
A . es una inmersion cerrada.
|

Asi A(X)N(U. x U.) es cerradoen U, x U, ; como ademas a(X)C U U x U,
i [ i [ el i i
Wi W, Wi
entonces A(X) es un subesquema localmente cer"r‘ado de X x X, es decir, es un sub-

esquema cerrado de un subesquema abierto de X x X. Y

Y

(2.6.4) DEFINICION
Sea f: (X,Qx) — (Y,@Y) un morfismo de esquemas, y consideremos el mor-

fismo diagonal a: X — > X x X.Sea J el haz de ideales de 4(X) en W, donde
Y
(W,QW) es un subesquema abierto de X x X tal que a(X) es un subeaquema cerrado
Y
de el.

Definimos el haz de diferenciales relativo, de X sobre Y , como

2 .
QX/Y = Ax(J/J ), que constituye un Qx— modulo.
(2.6.5) Sii: A(X) — > W es lainclusion, J es el nicleode i : 6, —>i 0 ,
W x a(X)
luego J es un haz de ideales sobre W y ademas tiene una estructura natural de
’ 2 ,
eA(X)_ modullo , ;?Zor* tanto J/J  es un BA(X)M modulo.
Luego A*(J/J ) = QX/Y es un &X— modulo.

,, , . ) 2
Por (2.4.11), J es un BW— modulo cuasi-coherente, asi tambien lo es J/J 7, lue-

go, por (2.4.8(a)), @ es un 9)(_ modulo cuasi-coherente.

X/Y
(2.6.6) Sea f: (X,Gx) — (Y,QY) un morfismo de esquemas. Sea U = Spec(A) un
abierto afin de Y y V = Spec(B) un abierto afin de X tales que f(V)eU. Entonces

V x V es un abierto afin de X x X isomorfo a Spec(B @ B).
u Y A
Por otra parte aAX)NV x V es un subesquema cerrado de V. x V, definido

, U u
por el nlcleo del morfismo diagonal : | — B8 9/& B —>B. Luego J =l vy por

tanto J/J2= (l/lz)' .
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A, Xy = WO a0 =

Q Q .,

v/u B/A)

El Gltimo isomorfismo puede verse en ([25], pag 182 ).

Por tanto nuestra definicion de haz de diferenciales de X sobre Y es compati-

ble, en el caso afin, con los mbdulos de diferenciales definidos anteriormente. via

el funtor .

Esto también nos muestra que se podria haber definido @

X/Y

brimientos de X e Y por abiertos afines V y U, en las mismas condiciones que an-

a partir de recu-

tes, y uniendo los correspondientes haces (@ ) . Con todo ello podemos asegu-

B/A

rar que la definicion de QX/Y es independiente de esquema (W,QW) elegido.
En vista de lo anterior podemos trasladar los resultados algebraicos de

([ 25] , Capftulo 1, pags 180 - 190 ) y obtenemos los siguientes resultados:

(2.6.7) PROPOSICION

Sea f: (X,8 ) — (Y,QY) un morfismo de esquemas, sea

X
g: (Y',ey,) E— (Y,@Y) otro morfismo, y sea f': X' = X x Y' —Y!'el induci-
Y
do.
Entonces @ =d X(Q ), donde g': X! — X es la primera proyeccion.

X/Y! X/Y
DEMOSTRACION

Se sigue de ([ 25], pag 186).

(2.6.8) PROPOSICION
Sean f: (X,Qx) B— (Y,SY) y g (Y,QY) —"’(Z,Qz) morfismos de esquemas.

Entonces existe una sucesidon exacta de E)x— modulos:

f(qn ) Q — Q

...—.__.—_—.-—)0
Y/Z X/Z

X/Y
DEMOSTRACITON

Se sigue de ([ 25], Teorema 57, pag 186 )

(2.6.9) PROPOSICION

Sea f: (X,BX) (Y,QY) un morfismo de esquemas y sea (Z,QZ) un subesque-~

ma cerrado de (X,Bx) , con ideal haz J,
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Entonces existe una sucesion exacta de QZ— modulos:

2
— ® — ——0.
J/J QX/Y 92 QZ/Y 0

DEMOSTRACION

Se sigue de ([25) , Teorema 58, pag 187 ).

(2.6.10) TEOREMA

- ) n
Sea A un anillo. Notemos por (Y,QY) = (Spec(A),GA) y por (X,Qx) = (PA,Q ).

n
P
3 .’ A A
Entonces existe una sucesion exacta de Gx— modulos :
0 —— — (o (-1 > 9 > 0
“x/v X X '
(El exponente n+1, quiere decir una suma directa n+1 vez de Qx(-—1) ).
DEMOSTRACION
2, ]
Notemos por S = A[xo, RN ,xn] y sea E el S-modulo graduado S(—])n+ . En-
] -
tonces se verifica que (S(—])n+ ) = Qx(—1)n+] .
1 1
En efecto, por (2.5.12), 8 (_])rw = (r (@ ("t ))* donde
X x X
1 1
r e D" = @ e =0T pX).
* peZ X
n+1 n+1 n+1 n+1
- = -1 ® o = -1) @ = - .
Pero Qx( 1) (p) Bx( ) 5 x(p) ( Gx( ) 5 Gx(p)) Ox( 1+p)
X X
] 1 1
Por tanto (8, (=1+p)" " )(X) = ( B, (-1 X" = ( S(=1apr N =
1
= (SEDTT (PNX).
1 +1]
Luego ex(—nr” = (5=
Sea eo, ...,e , una base en grado 1 de £. Definimos ¢l homomorfismo de
n
S-mbdulos graduados:
1
E=-sEn™ S = ALk X ]
e, ¢ - Y X,
| i
sea M el nlcleo. Entonces la sucesibn exacta de S-modulos graduados
0 > M = »S da lugar a la sucesion exacta corta de QX— modulos
0 > Me vo (-1 ——— g ——0.

X X



Notemos que aunque £ 2 S no es sobreyectiva, si lo es en grados %1, con

la correspondiente aplicacion de haces es sobre, ya que para todo P& Proj(S),
) n+1
(Ox(—U )P —’—*GX,P es sobre.

Veamos que Me = QX/Y con lo que tendremos lo que queriamos.

Notemos que dado x., E —>S es un morfismo sobreyectivode S - modu-
| X X X

i i i

los libres, p)i,)r tanto M es libre de rango n, generado por los elementos de la

. X,

i
forma [ e~(-De /14] f.
ioox i
|
Sea U =D (x.), entonces MeJ] U es un Ou- mobdulo libre generado por los ele-
i + i .

|
X

1 . o
mentos de la forma — e - e., para j £ 1 (tenemos que afiadir — , para asegu-
X, ] i X

i X. i

1
rarnos que tenemos elementos de grado cero en M ).
X
i

Definimos una aplicacion p_: @ |U, — MU, como sigue: Ya que
i i i

X/Y
ui = SDE&C(A[XO/Xi e ,xn/xi] ), entonces QX/Y' l.Ji es el Oui— modulo libre gene-
2
rado por d(x /x), ...., dlx /x) ()%) « Asi, p(dx/x))=(xe -xe)/x , en-
0 i n o i joi i ji i

tonces p. es un isomorfismo.
i

Veamos que p .| Uiﬂ u. = p,\uinu‘ , con lo cual podemos unir los isomorfis-
| J J J

mos p . , y definir un isomorfismo p: [LX/Y —>M
i

Sobbre U NU. tenemos que para todo k, Xk/xi = (xk/x ) (xj/xi) , por tanto en
! J J

QX/Yl Uiﬂ Uj se verifica:

dix /x.) = x /x._.dx./x) =(x/x)dlx /x).
ki k] i Jo ko

Aplicamos p. al lado izquierdo y tenemos:
1

2 2

1/x (xe, =—x e)- (ﬁ /x )0 /x)xe -xe) = (1/xx)xe -xe).
ik ki < i i ji iy k k]
Aplicamos p. al lado derecho y obtenemos:

(x‘/x,)(1/x?)(><_e ~xe) = (I/xx)xe -xe).
j i ik ko j ] ik ko j

A
Luego o lUAU, = o LU OU, .
(%) o] J (N

Mas en gencral, se verifica que si X = Spec(A[x] y..+yX ] ), entonces
n

Q es el 8~ modulo libre de rango n generado por las secciones globa-
X/Spec(A) X

les dx_,...,dx .
1 n
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(2.6.11) Sea (X,Bx) un espacio anillado y F un 9x~ moédulo, Definimos el

dlgebra exterior de F, como el Sx— mbdulo obtenido como la hacificacion del pre-
haz : U —>A () = A(F(U)), que notaremos A(F). Sus componente s en grado n

, n
s0N Qx— modulos, que notaremos N (F).

Supongamos que (X,8 ) es un esquema, entonces se verifica:

X
r
(a) Si F es localmente libre de rango n, entonces A (F) es localmente libre de

m
rango ().
"

(b) Si F es localmente libre de rango n, entonces la aplicacipn

ATE) @ATTE) —— ATE)

8
X

es un apareamiento perfecto para cualquier r; es decir, induce isomorfismos de

ATF)Yen (NTTEN B AT,
0
X
(c) Si 0 —>F' —=F > >0 es una sucesion exacta corta de

8 - modulos localmente libres de rangos n',n,n'', respectivamente, entonces:
X g

ANEY - NED @ AT (E.
O

(2.6.12) DEF INICION

Sea K un cuerpo, y consideremos (PE , 8 n)’ definimos el haz canico sobre
F)
K
P?(, W , como /\n( T ).
n
P /K
PK K
Ya que g p;l/K es localmente libre de rango n, pues ( QPn/K) D+(xi) es el
0 — mbdulo libre generado por d(x /x ), ..... , dlx /x) para todo i=0,....,n,
D (x) 0 i n o
00
entonces /\n( 2 N /K) = W es localmente libre de rango 1.
K P

(2.6.13) PROPOSICION

n
Sea K un cuerpo, y notemos por X = PK . Entonces W>< = Qx(—n—l).

DEMOSTRACION

Consideremos la sucesion exacta corta,(2.6.10)
N+
g (1) 8 0

-
0 S5 /K X X
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n+1 n+1 n
> .0, - o~ @
Por (2.6.11(c)), A (Qx( 1) ) ex g AN (Qx/

), es decir,
X K

Por otra parte considerando la sucesidon exacta corta:

n+1 n
0 ~———>ex(~1) —_— > ex(—1) —>ex(—1)

>0

y aplicando de nuevo (2.6.11(c)), obtenemos que

/\n+‘l(ex(_])n+1) % Gx(—1) 66 /\”(ex(—l)”). Pero, por el mismo procedimiento,

A rR](Qx(—1)n)= Ox(—l) é& N (OX(—Un_]). Continuando asi sucesivamente, obte-

n+1 n+1 +1
= - - e e -1) =8 _(-n- .q.d.
nemos W>< N (@x( ) Sx( 1) ex ex ex( 1) Gx( n-1), c.q.d



3. TOPOLOGIAS DE GROTHENDIECK SOBRE ESQUEMAS

3.1 MORFISMOS DE ESQUEMAS

(3.1.1) Morfismos localmente de tipo finito

Un morfismo de esquemas f: (X,Qx) _—"“"(Y,QY) es localmente de tipo finito,
si existe un recubrimiento de Y por subconjuntos abiertos afir\esiv_‘ el
A . -1
V. = Spec(B), tal que para cada iel, f (V) puede recubrirse por subconjuntos
|

i [
abiertos afines {Uijx , uij = SDeC(Aij)’ de forma que cada Aij es una Bi—é|gebra
finitamente generada. (Notemos que Aij es una Bi—élgebra segln (2.1.7).
Esta definicion es equivalente a que para cada subconjunto abierto afin,
V = Spec(B), de VY, f_](V) puede recubrirse por subconjuntos abiertos afines

U = Spec(A ), donde cada A es una B-algebra finitamente generada.
J J J

Notemos por l] a la clase de morfismos localmente de tipo finito.

(3.1.2) Morfismos de tipo finito

Un morfismo de esquemas f: (X,Bx) —‘“7(Y,9Y) es de tipo finito, si para
cada subconjunto abierto af'in, V = Spec(B), de Y, f_1(V) puede recubrirse por un
namero finito de subconjuntos abiertos afines de X, LJ1 e ,Un, l_Ji = Spec(Ai),
donde cada Ai es una B-algebra finitamente generada.

Notaremos por I? a la clase de morfismos de tipo finito.

(3.1.3) Morfismos finitos

Un morfismo de esquemas f: (x,ex) — (Y ,QY) es finito si para cada subcon-
junto abierto afin, V = Spec(B), de Y, f (V) = U, donde U es un subconjumto
abierto affn de X, U = Spec(A), donde A es una B-algebra que es finita como

B-modulo.

Notaremos por |3 a la clase de morfismos finitos.
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(3.1.4) Morfismos cuasi-compactos

Un morfismo de esquemas f: (X,Sx) —(Y ,GY) es cuasi-compacto si para
cada subconjunto abierto afin de Y, V = Spec(B), f_1(\/) es compacto.

Notaremos por I4 a la clase de morfismos cuasi-compactos.

(3.1.5) Morfismos cuasi-finitos

Uin morfismo de esquemas f: (X,0_) —>(Y,6Y) es cuasi-finito si es de tipo

X
-1
finito y para cada peY, f (p) es finito.

Notaremos por | . a la clase de morfismos cuasi-finitos.

5

(3.1.6) Morfismos separados

Un morfismo de esquemas f: (X,Sx) ) (Y,GY) es separado si el morfismo

diagonal a: (X,0 )~ (X x X, 8 y ><) es una inmersidn cerrada.

X v X

Vease (2.2.7) para la definicion de inmesion cerrada.

Notaremos por [6 a la clase de morfismos separados.

(3.1.7) Morfismos propios

Un morfismo de esquemas f: (X,Qx) —> (Y ,GY) es propio si es separado,
de tipo finito y universalmente cerrado. Donde un morfismo de esquemas f es uni-
versalmente cerrado si es cerrado como morfismo de espacios topologicos, y para

cualquier morfismo g: (Y',8_ ) — > (Y ,E)Y), el morfismo inducido

Yl
fl: (X x Y',8 )“""""}(Y',G)Y‘) es cerrado.
Y

Notaremos por |,7 a la clase de morfismos propios.

X x Y

£

(3.1.8) Morfismos planos

Un morfismo de esquemas f: (X,@x) E— (Y,@Y) es plano si para todos los

puntos p € X, el morfismo inducido, 6 >0 , es un morfismo plano, esto

Y, T(p) X,p

es, ex’p es plano como E)Y’f(p)wmédulo.

Equivalentemente,  es plano si para cualesquiera Uy V, abiertos afines de X
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e Y, respectivamente, tal que f(L)&V, el morfismo GY(\/) ‘——>QX(U) es plano.
Veamos esta (ltima equivalencia: Supongamos que U = Spec(B) y V = Spec(A),

y sea g: GY(\/) = A E)X(U) = B. Entonces g es plano si y solo si, para cada

Pe SDGC(B), g . A —_— B es p'ano.
P -1 )
g (P)
Pero si Pe Spec(B) = V, entonces f(P) € Spec(A) = U y por tanto
SY ,f(P)_———s QX,P es plano; pero como QY H(P) = Ag_](P) y GX,P = BP entonces

9[3 es plano, para todo P ¢ Spec(B), luego g es plano.

Supongamos, ahora, que para cualesquiera Uy V abiertos afines de X e Y ta-
fes que f(LDEV, el morfismo OY(V) —@%ex(u) es plano.

Sea p € X, entonces siempre podremos encontrar abiertos afines U de X, V de
Y de forma que p€ Uy f(U)E V. En estas condiciones GY(V) E— 6x<U) es plano,
o bien, gt A — > B es plano, supuesto V = Spec(A) y U = Spec(B). Entonces si

Q € Spec(B) se identifica con pe U, el morfismo A . _—?BQ es plano,
g (Q)

E)Y,f(p) EE— ex’p es plano.

Notaremos por ]8 a la clase de morfismos planos.

(3.1.9) Morfismos fielmente planos

Un morfismo de esquemas f: (X,Qx) — (Y ,QY) es fielmente plano si es
plano v f es sobreyectiva.

Notaremos por I9 a la clase de morfismos fielmente planos.

(3.1.10) Morfismos no ramificados

Un morfismo de esquemas f: (X,8 ) —— (Y,@Y) es no ramificado si es local-

X

mente de tipo finito y para cada p € X, con f(p) = q, el extendido m © por el
y

morfismo 8 —90 , esm . Ademas K(p) es una extensidon separable fi-
Y, f(p) X,p p

nita de K(q).Donde K(q) es el cuerpo residual del anillo local 0Y q y mq su ideal

maximal .

Notaremos por I\O a la clase de morfismos no ramificados.
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(3.1.11) Morfismos étale

Un morfismo de esquemas f: (X,0, ) — (Y,GY) es étale si es plano y no ra-

X

mificado.
Notaremos por I” a la clase de morfismos étale.

(3.1.12) Notaremos por | a las clases de morfismos que son inmersiones

| ;
127 13
abiertas e inmersiones cerradas, respectivamente. (2.2.7).

3.2 CATEGORIAS TOPOLOGICAS ASOCIADAS A LAS CLASES DE MORF ISMOS
DE ESQUEMAS

(3.2.1) Sea g: (5,95) (3! ,BS') un morfismo de esquemas. Consideramos la
coma-categorfa (Sch,S) de morfismos a S, y la coma-categoria (Sch,S'") de mor-
fismos a S'.

£l morfismo g define un funtor entre estas dos categorias que |lamaremos el
funtor cambio de base, v que esta definido como sigue:

g': (Sch,s) — (Sch,S")

X »S b > )(S‘ _ g

donde XS':X x S'.
S

Dado f: X —> X~ un morfismo en (Sch,S), consideramos el diagrama:

S'—™ S

2 2
Los morfismos x]S' ——3G'y X_, — X" definen un Unico morfismo

S

fS‘ : )(]Sl — XS', que es un morfismo en (Sch,S'). Definimos, entonces,

g'(f) = for
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(3.2.2) DEFINICION

Sea f: (X,Gx) _'*(Y,QY) un morfismo de esquemas y seay e Y. Sea K(y) el

cuerpo residual de 6 y sea (Spec(K(y)), OK

) ——(Y,0,.,) el morfismo natu-
Y.y Y

(y)

ral existente.
Definimos la fibra de f en el punto vy, como el esquema

-1
K 0 . ifi = -
(X x Spec(Kly)), < Spec(K(y))) Se verifica que X x Spec(K(y)) = f (y) co
Y Y
mo espacios topologicos.

(3.2.3) TEOREMA

n cada una de las clases Ii, definidas en 3.1, se verifican las tres siguientes
propiedades:

(i) Todo isomorfismo esta en | _.

(ii) El compuesto de dos morfismos de | estaen | .
[ i

(iii) Cualquier cambio de base de un morfismo de | estaen | .
i i

DEMOSTRACION
Ya que (i) es trivial en cada una de las clase | , pasemos a demostrar (ii) y (iii)
i

(ii) Veamoslo en la clase de morfismos separados, |6, y en la clase de mor-

fismos propios, | _.; pues en el resto de las clases es trivial.

7
En principio,se verifica el siguiente resultado: Sean f: X — VY vy

g: Y — 7 morfismos de esquemas.( donde omitimos la estructura haz para ma-

yor comodidad ), sea (X x X, p,q) el producto de f: X =Y por si mismo. Si
Y
denotamos por j=(p,q): X x X — X x X, el morfismo inducido por p vy q,
Y Z

entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

A X/7

K Y sy X e XX
v

Z
f fop J/fxf
Z
4
X
Z

Y Y Y



Ademas, ( X x X, j,fop) es el producto de & Y —Y x Yy
Y/2Z
Y 2
fx f: X x X—™ VY x Y.
4 Z Z
La demostracion la omitimos pues es bastante facil, no hay mas que jugar con

la propiedad universal del producto fibrado.

Teniendo en cuenta ésto, si los morfismos f y g son separados asi lo es gof, ya

ue por se f separado, A es una inmersion cerrada or serlo A es
q p p y X /Y y Y P 9, Y/Z
también una inmersion cerrada. Puesto que j= (A ) j es también una
ue j=Cay 0y oo
Z

inmersion cerrada, pues como veremos en (iii), cualquier cambio de base de una
inmersion cerrada es una inmersion cerrada.

Por tanto, como A = Jo A , entonces A es una inmersion cerrada y

X/2 X/Y X/Z

gof es un morfismo separado.

Supongamos, ahora, que f y g son morfismos propios, entonces gof es sepa-
radg lacalmente de tipo finito y ademéas cerrado , pues la composicion de dos mor-
fismos cerrados es cerrada.

Nos falta ver que si Z2' =™ Z es cualquier morfismo de esquemas, entonces
el morfismo (gof)z‘: XZ' —— 7', obtenido por cambio de base, es cerrado. Pe-~
ro considerando el diagrama:

X, — X
YZ'
f f
YZ,}
YZ"‘*“—“"
QZ. 9
L
N 7
se verifica que Xz'z XYZ' y (gof)z. = gz|onZ' . Como f y g son universalmente ce-
rrados, 95 y fY son cerrados, por tanto (gof)z‘ es cerrado, luego gof es

ZI
propio.



(iii) Es suficiente demcstrar que si f: X =™ S es un morfismo que esta en |,
|

entonces fS': X779 esta en |, donde fS' es el morfismo obtenido por exten-
i

S
sibn base de f a partir de g: S' =™ S, es decir, tal que el siguiente cuadrado
es cartesiano:

_r
anl |
98

m-—h
He—X
ne——X

Morfismos localmente de tipo finito :

Sea x'e XS' y sean x = p(x") ys' =f_ (x'). Sea s = (fop)(x') = (gofs|)(x').

Sl
Ya que f es localmente de tipo finito, sea V = Spec(A) un entorno afin de se S

tal que existe un entorno abierto afin de x € X, U = Spec(C), con C una A-&lgebra

finitamente generada. Sea V' = Spec(B) un entorno abierto afin de s'e S' tal que
-1

s'teV'eg (V).

-1 -1 )
Entonces p  (LHN f5|(V') = U x V' Spec(C ® B), es un entorno abierto afin
) V A
de x'e XS" y puesto que C es una A-algebra finitamente generada, C @ B es una
A
-1 -1 -1
B-algebra finitamente generada. Ya que p (U)ﬂfq'(\/')g fq(V'), tenemos demos-—

trado que f . es localmente de tipo finito.

Sl

Morfismos de tipo finito :

Se puede ver, facilmente, que un morfismo es de tipo finito si y solo si es
localmente de tipo finito y cuasi-compacto.

Entonces (iii) se verifica para morfismos de tipo finito, por verificarse para
morfismos localmente de tipo finito y para morfismos cuasi-compactos, como verc-
mos posteriormente.

Morfismos finitos:

Sea U' S S' un abierto afin, y para cada s'e U', sea V = Spec(A) un entorno
abierto afin de g(s") en S. Sea W = Spec(C) un entorno abierto afin de s' contenido
-1 . o -1 ,
en U'€ g (V). Sera suficiente demostrar que f_ (W) es afin.
)

-1 . .
Ya que f es finito, f (V) = U = Spec(B), con B una A-algebra que es finita

-1 . .
como A-mbdulo. Entonces fS‘(W) = U x W= Spec(C @ B), vy puesto que B es una
V A



A-&lgebra que es finita como A-modulo, entonces C @ B es una C-algebra finita
A

como C-modulo. Asi fS' es un morfismo finito.

Morfismos cuasi-compactos :

Sea U' un abierto afin de S' y para cada s'e U', sea V un entorno abierto afin
de g(s') en S. Sea W un entorno abierto afin de s' contenido en U'() 9_1(V). Sera
suficiente demostrar que f;(W) es compacto.

Ya que f es cuasi-compacto, fu](V) = iQ1 L,li , donde cada l.Ji es un abierto afin

_ n
Entonces f ],(W) = U U x W, ypuestoque U, x Ves afin, paratodoi=1,...,n,
S =1 i v i Vv

y por tanto compacto, fé(W) es compacto.

Morfismos cuasi-finitos:

Ya que cualquier cambio de base de un morfismo de tipo finito es de tipo finito,

Unicamente tenemos que ver que fS‘ tiene fibras finitas.

Sea 7z'€ S'y sea z = g(z'), entonces el morfismo QS , ——>GS, 2 da lugar a
un morfismo entre los cuerpos residuales: K(z) — K(z').
Por (3.2.2), tenemos: Fg'(z') ZXS' x Spec(K(z")) =(X x S') x Spec(K(z")
) S! S S!
=X x Spec(K(z') = (X x Spec(K(z)) X Spec(K(z')) =
]S S Spec(K(z"))
“f (z) X Spec(K(z")).

Spec(K(z))

-1 -1
Ya que f es cuasi-finito, f (z) es finito y entonces f_, (z') es finito.

Morfismos separados :

Identificamos X_, x X con (X x X) x $'. Se verifica que

s! -
S! S S
) = X — X x X como se puede demostrar facil-
Coxsyls A><S,/5' s s o s
mente. Con lo que si f es separado, AX/Y es una inmersion cerrada, y como vere-
N o D SR
mos posteriormente, ( AX/Y)S‘ es también una inmersion cerrada. For tanto fS'

es un morfismo separado.

Morfismos propios:

Por lo visto anteriormente, f__. es separado y de tipo finito. Ademas por ser f

Sl

propio, f . es cerrado. Sea, ahora, Z — S!' cualquier morfismo 'de esquemas.

S‘
(X _ ) =7 es cerrado.

sz Ksy

Consideremos el diagrama:

Tenemos que ver que (f



73

Sabemos que al ser los dos cuadrados cartesianos, también lo es el grande,

por tanto, (X_)_ =X_y({f_)_ = fz luego (fS')Z es cerrado.

Z Z sz

)]

Morfismos planos :

Sea x'e XS‘ y sean y' = fS'(x‘), x = p(x"). Sea y = (fop)(x") =(gofS,)(x').
Sea V = Spec(A) un entorno abierto afin de y en Sy U = Spec(B) un entorno
abierto afin de x en X, tal que U¢& fM](\/). Por ser f un morfismo plano, el morfis-

mo de anillos inducido, A — B, es plano.

¢ _] -
Sea W = Spec(C) un entorno afin de y' en S' tal que W& g (V). Entonces

U x W.Spec(B ® C)es unentorno afin de x' en X_, vy f_ (U x W)eW. El mor-

1
V A S S V
fismo inducido C —2 B & C es plano, por serlo A — B vy ya que para cual-
A
quier C-mbdulo M, (B ® C) @ M=B & M. Por tanto fS' es plano.
A C A '

Morfismos fielmente planos:

Por lo visto anteriormente, f . es plano; por ser el cuadrado cartesiano y f

S'

Sobf‘eyectiva,fS]ambién lo es. Por tanto fS' es un morfismo fielmente plano.

Morfismos no ramificados :

Nos basamos en un resultado de ([26] , Proposicion 3.2, pag 21 ), concreta-
mente en el siguiente resultado: " Sea f: X = S un morfismo de esquemas local-
mente de tipo finito. f es no ramificado si y solo si para todos los morfismos
Spec(K) — S, con K un cuerpo separablemente cerrado, el morfismo

X x Spec(K) —Spec(K) es no ramificado .
S

Sea entonces un morfismo Spec(K) = S', con K separablemente cerrado.

>

Considerando el morfismo Spec(K) > S S vy puesto que f es no ramifi-

cado, el morfismo X x Spec(K) = Spec(K) es no ramificado.
S
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Entonces, XS' x  Spec(K) = (X x S') x Spec(K) =X x Spec(K), y por
S! S s! S
tanto el morfismo X_, x Spec(K) —— Spec(K) es no ramificado.
S' g
Asl, ya que fC)| es localmente de tipo finito por lo visto anteriormente, fo, es
e D

no ramificado.

Morfismos étale:

Como hemos visto (iii) es cierto para morfismos planos y no ramificados, por
tanto también sera cierto para morfismos étale.

Inmersiones abiertas:

- ’ '-] .
Si f es una inmersion abierta, entonces XS' =g (f(X)), luego fS' es también

una inmersion abierta.

Inmersiones cerradas:

En principio, veamos que el resultado es cierto para el caso de considerar es-
quemas afines: Suponemos que f: Spec(B) =2 Spec(A) es una inmersion cerrada
y g: Spec(C) = Spec(A) es un morfismo cualquiera; tenemos que ver que
f': Spec(B @ C) —— Spec(C) es también una inmersion cerrada.

Supongaﬁ\rms que f y g vienen definidos por los morfismos de anillos
p: AT By y: A——C, respectivamente; entonces {' es el morfismo definido

por el morfismo de anillos pg 1C: C — B ® C, identificando C con A ® C
’ A A
FPor ser f una inmersion cerrada, f : QA —> f EJB es sobreyectivo, por tan-
%

to fA = p: A 7™ B es sobreyectivo, luego pf\s” ]C es sobreyectivo y asi f' es una
inmersion cerrada, vease (2.2.8).

Pasemos a demostrarlo para esquemas cualesquiera. Es facil demostrar que un
morfismo f: X =™ S es una inmersion cerrada si y s6lo si para todo recubrimicn-

to por abiertos afines, §V§ , de S, los morfismos f\U_ U, — >V, iel, son
i7d i i i

el
-1
inmersiones cerradas, donde LIi = f (Vi).

Luego para ver que f_,: XS' — > S' es una inmersion cerrada partimos de un
2

recubrimiento { V! { , de S' por abiertos afines: V' = Spec(C ).
i i i

el
Para cada i€, existe un abierto afin V. = Spec(A ) en S tal que g(V') = V.

i i i [
-1

Puesto que f es una inmersion cerrada, f (V) = U, es afin (2.2.8), suponemos
[ i
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que U, = Spec(B)y flU : Spec(B)) 7 Spec(A ) es una inmersibn cerrada.
i i i i 1

i -1
Como fS' (V") = Ui % V; - SDCC(Bi & Ci)’ entonces fS' | Ui x V'esuna
| i

V. A, V.
[ i i

inmersion cerrada, para todo i€, luego fg' es una inmersion cerrada.

(3.2.4) DEFINICION
Sea (X,Qx) un esquema. Para cada una de las clases li’ i=1,....,13, consi-
deramos la subcategoria plena de la coma-categoria de morfismos a (X,Bx),

(Sch, X), cuyos objetos son los morfismos a X que estan en |_. Notaremos a cada

una de estas categorias por (1)
|

NS
Si notamos por |, L= Iiﬂ ..... N 1. , consideraremos también las cate-
[
1 k" 'K
gorias (I, . )., definidas de igual forma.
|1 ..... Ik X

(3.2.5) PROPOSICION

En cada una de las categorias (l,)x, asi como en (I, . )., existen pro-
[ Poeeen
ductos finitos.

DEMOSTRACION

En efecto, si Y] — X e Y2 — X son dos elementos de (I')X’ definimos
i

su producto como Y1 X Y2 — X, que es un elemento de (li)>< por (3.2.3(iii)).

De igual forma se define en las categorfas (I )

(3.2.6) DEFINICION

En cada categoria (Ii)x, definimos una topologia de Grothendieck T,» como
sigue:

Para cualquier objeto Y —— X de (Ii)x’ consideramos las familias de mor-

fismos en (Ii)X’ “’k: Uk '*'”*“’»‘Yg ke K CON g€ |i para todo ke K, y tales que

Y =U s (t
" k( ,Jk).
T. sera el conjunto de todas las familias M’I : U‘ — Y% , definidas.
i <k

Por el teorema (3.2.3), se deduce inmediatamente que 7. es una topologia de
i
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Grothendieck, y tenemos,pues, las categorias topolbgicas ( (l')X' T, i=1,...,13.
i

De igual forma definimos las categorias topolbgicas ( (1. ), T, L),

i i X i
1 k 1 k
para i']'”"ik T,...,13
Sil., LG ., podemos considerar, entonces, la categoria topolbdgica
el ..
e Ty
(1, o T )
Jpeesdy %0 Ty
Fara el caso en que i = 12, es decir la clase de inmersiones abiertas, notare-
mos ( (I]Z)X’ T12) por ( Zar/X, Zar(X)) y la llamaremos categoria topoldgica de
Zariski .
Si consideramos la clase I,,)ﬂl o l? " es decir, la clase de morfismos
. y
étale de tipo finito, notaremos ( (| ) ) por (etf/X, (&tf)(X) ) y la llama-

. T
2,11°X7 2,11
remos categoria topologica étale y de tipo finito .

Por Ultimo, considerando las clases | e |

17 1,8
de morfismos localmente de tipo finito, y de morfismos localmente de tipo finito y

110 |8, es decir, las clases

planos, respectivamente, ya que | |, podemos considerar la categoria topo-

c
1,8 1

lbgica ( (1) ) que notaremos por ( 1f/X, PIf(X)) v !a Itamaremos

T
"X’ 1,8
categoria topologica plana y localmente de tipo finito.

(3.2.7) LEMA
Sea f: (X,@X) Em— (Y,QY) un morfismo de esquemas, entonces

A : X T > X x X es un morfismo localmente de tipo finito.
Y

DEMOSTRACION

X/Y

Por (2.6.3), A (X) es un subesquema cerrado de un subesquema abierto W

X/Y

de X x X. Entonces para xeX existe un entorno afin de f(x), V&€X x X, y un en-
Y Y

torno abierto afin de x, U €X, tal que f]U: U —=>V es una inmersidon cerrada.

Si U = Spec(A) y V = Spec(B), del hecho de que flU sea una inmersiéon cerrada de—
ducimos que A es un anillo cociente de B y por tanto una B-algebra de tipo finito.

Asi A es localmente de tipo finito.

X/Y
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(3.2.8) LEMA
Sea f: (X,Qx) _—_)(Y’GY) un morfismo localmente de tipo finito. Si f es no

ramificado entonces AX/Y es una inmersion abierta.

DEMOSTRACION

Veamos primero que si f es no ramificado entonces @ es cero, donde @

X/Y X/Y

esta definido en (2.6.4).

Para ello veamos que ( « ) =0, para todo x ¢ X. Ya que si U = Spec(B) es

X/Y "
un entorno abierto afin de x vy V = Spec(A) es un entorno abierto afin de f(x) tal

que f(W) &V, entances ( ) =(¢@ ), podemos reducirnos al caso en que

Q2
X/Y x B/A x
X = Spec(B) e Y = Spec(A) sean afines; asi mismo podemos reducirnos al caso en

que A — > B sea un morfismo local de anillos locales. Por el fema de Nakayama,
podemos reducirnos al caso en que A y BB son cuerpos, y puesto que f es no rami-
ficado, entonces B seri una extension separable finita de A; es un hecho estandar

ue esto implica que @ = 0.
4 prea aie 2 a

Sabemos que A : X —2 X x X nos da un homeomorfismo de X en un sub-

X/Y v
Ssquema de un subesquema abierto V de X x X, es decir A : X — >V es una

X/Y
Y / 9
inmersidon cerrada. Sea | el haz de ideales sobre V definiendo X. Entonces /1,
considerado como ex- modulo, es isomorfo a QX/Y , Y por tanto es cero.

Usando el lema de Nakayama, esto implica que | = 0, para todo x € X, es decir,
X

| = 0 sobre algln subconjunto abierto ,U, de V conteniendo a X. Luego

(X,Ox)‘_’ (U’OLJ) es un subesquema abierto de X :/ Xy por tanto AX/Y es una
inmersion abierta.
(3.2.9) LEMA
En las clases de morfismos: l], I3, I6, 17, l]O’ IH, 112, 113, se verifica
la siguiente propiedad:
f
" Sea Y, » v, —1= X, Sigof e |y gel, entonces fel .

DEMOSTRACION

Morfismos localmente de tipo finito :

En este caso se verifica una propiedad mas fuerte: " Si gof el entonces f el "
1 |
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En efecto, consideremos el diagrama

Y
1
! f
|
|
Vi v, —E—Sy
1 P, 2 2
Y
1
q g
f
>y —0 5%

Entonces f = porf. Ya que gof es localmente de tipo finito, por (3.2.3(iii)) p es

localmente de tipo finito. Por otra parte el siguiente cuadrado es cartesiano:

.._..___.__________._)Y

Y

Y X
X
f
by /><
Y X
X
7

_—"Y Y
2 2

Y by sy ©S localmente de tipo finito por (3.2.7), asf por (3.2.3(iii)) I' es local-

mente de tipo finito y por tanto, por (3.2.3(ii)) f = po I‘f es localmente de tipo finito.

Morfismos finitos :

Expresamos f = porf. El morfismo p es finito por serlo gof y por (3.2.3(iii))
Si g es finito entonces g es propio, por (3.3.3(i)) posterior, y entonces AY /%

2
es una inmersion cerrada vy por tanto es finita, por (3.3.2(iv)) posterior, asi

Ff es finitoy f = pof]c es finito.

Morfismos separados :

Expresamos f = por.. pes separado por serlo gof vy por (3.2.3(iii)). Si g es
separado entonces by /X es una inmersion cerrada y, por (3.3.2(v)), es un
r's 2 -’
morfismo separado; asi P es separado y por tanto f es también separado.

Morfismos propios:

En este caso se verifica una propiedad mas fuerte: " Si gof es propioy g es

separado entonces | es propio. "

En efecto, expresamos f = po Ff. p es propio por serlo gof. Si g es separado

entonces AY /% es una inmersion cerrada y, por (3.3.2(vi)), es una inmersion
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cerrada; asi Ff es propio y por tanto f es, tambien, propio.

Morfismos no ramificados :

Expresamos f = po I‘f. 1 morfismo p es no ramificado por serlo gof. Si g es
no ramificado entonces, por (3.2.8), AY /X es una inmersion abierta, y, por
(3.3.1(iv)) posterio, ¢s no ramificado; asi Ff es no ramificado y por tanto f es
no ramificado.

Morfismos étale:

En este caso se verifica que si gof es étale y g es no ramificado entonces f es
etale. Es una consecuencia inmediata del caso anterior.

Inmersiones abiertas

Si gof es una inmersién abierta entonces (Y1 ,GY )= (V,GV), para V un abierto
1
de X. A suvez, por ser guna inmersion abierta, (Y2, QY )= (U,Su) , para U un

2
abierto de X.

Puesto que Imag( gof) ©imag(g), entonces V Uy (V,GV) es un subeaquema
bierto de (U,0 ).
abierto de ( 4

Por tanto f es una inmersion abierta.

Inmersiones cerradas :

Expresamos f = po Tf. El morfismo p es una inmersion cerrada por serlo gof.
Si g es una inmersion cerrada, por (3.3.2(v)) postrior, g es un morfismo separado

y por tanto A es una inmersion cerrada; asi I‘f es una inmersion cerrada ,

Y, /X

luego f es también una inmersion cerrada.

(3.2.10) TEOREMA

En las categorias (Ii) , coniet1,3,6,7,10,11,12,131 , asi como en las cate-

X

gorias (1. ), con i
i i

N .0 11,3,6,7,10,11,12,131 , existen Iimites
1777k

17 ik

finitos.

DEMOSTRACION
Para demostrarlio veamos que en cada una de ellas existen productos finitos y

el igualador de dos morfismos cualesquiera.
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Por (3.2.5), existen productos finitos en cada una de ellas.

Sean f‘1 ,fz U AN U en (Ii)X’ entonces por (3.2.9), f1 ,fze li.

Consideremos los diagramas:

L
]Ul r 1 1u|

|
f !
]

f U x U —E2——p f, Uk U —E—ty
X

q
s % >y —— X

Yaquer T, yrT son morfismos en (l')X’ entonces, por (3.2.9), pertenecen
i

f f
1 2
a | ; ya que el cuadrado:
!
f
| y U
LO u
f r
Ff1 x P
u U ox U
X

es cartesiano, entonces, por (3.2.3(iii)), féli, con lo que UO "—'-)Xe(li)x.

Ademas U — U’ es el igualador de los morfismos f_,f

0 1727
En efecto, en principio f1of = fzof, pues pf of = Ff of con lo que
1 2
f1of = Qo rf of = qo Ff of = fzof.
1 2
Sea g: W ——> U' un morfismo tal que f1og = f2c>g. Entonces e og = I og
1 2

yaque por, og=g=por_ ogyqgor, og=Ff og=1f og-qor, og.

f f f 1 2 f
1 2 1 2

Asi existe un Unico morfismo y: W — UO tal que fo ) = g.

3.3 ALGUNAS RELACIONES ENTRE LOS TIPOS DE MORF ISMOS

(3.3.1) TEOREMA

Una inmersion abierta es:
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(i) Localmente de tipo finito
(ii) Separada

(iii) Plana

(iv)  No ramificada

(v) Etale

DEMOSTRACION
(i) Trivial

(i1) Si f: X ™Y es una inmersion abierta, entonces X x X = X y por tanto
Y

X/Y: X —=>X x X esunisomorfismo, en particular una inmersién cerrada.
Y

Por tanto f es un morfismo separado.

A

(iii) Sea f: X =™ > Y una inmersion abierta y sea x X, entonces 8 =Q
X,x Y, f(x)

y por tanto el morfismo 6 C] es plano. Asi f es un morfismo plano.
Y, f(x) X, x

(iv) Sea f: X ™Y una inmersion abierta, entonces, por (i), f es localmente

de tipo finito.
Por otra parte, dado x € X, sea y = f(x)e Y, entonces, como 8 = 8

Xyx Y, f(x)]
K(x) ~ K(f(x)) y por tanto K(f(x)) es una extension separable finita de K(x). Asf f es

no ramificado.

(v) Es consecuencia inmediata de (iii) y (iv).

(3.3.2) TEOREMA
Una inmersion cerrada es:
(i) Localmente de tipo finito
(ii) Cuasi-compacta
(iii) Cuasi-finita
(iv) Finita
(v) Separada

(vi) Propia
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DEMOSTRACION

(i) y (ii) son triviales.

(iii) Ya que todo morfismo localmente de tipo finito y cuasi-compacto es de tipo
finito , toda inmersion cerrada es de tipo finito. Como ademés toda inmersién tiene
fibras finitas, trivialmente, entonces toda inmersion cerrada es cuasi-finita.

(iv) Sea f: Y = X una inmersion cerrada. Sea U S X un abierto afin, enton-
ces f: f_1(U) ——> U es tambien una inmersion cerrada, y puesto que U es afin
fq(U) es afin; ademas si U = Spec(A) entonces fﬁl(U) = Spec(A/Q) para cierto
ideal Q€ A, con lo que A/Q e¢s una A-algebra finitamente generada como A-mbdulo.
Deducimos por tanto que f es un morfismo finito.

(v) Si f: X =™ Y es una inmersidon cerrada, entonces X x X=X x X=X,y
por tanto AX/Y es uy isomorfismo y en particular una inmersign cer‘raé<a; luego f
es separado.

{vi) Trivial

(3.3.3) TEOREMA
(i) Un morfismo finito es propio

(ii) Un morfismo f: ¥ —— X | propio y cuasi-finito es finito; supuesto X un

espacio topologico compacto.

DEMOSTRACION
(i) Sea f: X =Y un morfismo finito, para ver que f es propio tenemos que
demostrar que es separado, de tipo finito vy universalmente cerrado.
Evidentemente f es de tipo finito por ser finito. Por otra parte, para cualquier

recubrimiento por abiertos afines de X, { LJ_K el el morfismo
i
-1 . .
f:f (U)—>U. es un morfismo scparado por ser un morfismo de esquemas afi—
i i

nes ( si f_l(u.) = Spec(B ) y U, = Spec(A) , el morfismo diagonal viene definido a
[ i i i

partir del morfismo de anillos &: Bi S Bi E— Bi dado por bi® b; “‘““—>bib;.
A
Este morfismo es sobreyectivo, v por tanto B =B ® B /Ker(§)yasi, por
1 i A 1
(2.4.12), f_](Ui) = Spec(Bi) es un subesquema cerrado de Spec(Bi & B))

A
i
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Ya que AX/Y\ f_](Ui) = Af"](u,)/u‘ , entonces A

[ [
y por tanto f es un morfismo separado.

es una inmersion cerrada,

X/Y

Puesto que cualquier cambio de base de un morfismo finito es finito, (3.2.3(ii1)),
para demos trar que los morfismos finitos son cerrados , es suficiente demostrar
que son cerrados. Pero, por (3.3.2(iv)) vy por (3.2.3(i1)), es suficiente demostrar
que aplican el espacio total en un conjunto cerrado.

Teniendo en cuenta que un subconjunto 7 de un espacio topologico W es cerrado
si y solo si W puede recubrirse por abiertos, X Ui( , tal que Z ﬂLJi es cerrado en
LJi , para todo i; puesto que f es finito, podemos suponer que es afin y viene defi-
nido por el morfismo de anillos g: A 7™ B, donde B es una A-algebra finita co-
mo A-modulo.

Sea J = Ker(g), entonces f factoriza en: Spec(B) = Spec(A/J) = Spec(A).
La primera es sobreyectiva, pues B es entero sobre A/J, vy la segunda es una in-
mersion cerrada; asi f(Y) es cerrado en X, c.q.d.

(i1) Nos basamos en el siguiente resultado: " Si X es compacto, entonces cual-
quier morfismo cuasi-finito y separado, f: Y —— X se factoriza como :

y =y 9

> X, donde ' es una inmersion abierta v g es finito.! Vease
([26], Teorema 1.8, pag 6 ).

Sea f: Y ——> X un morfismo propio y cuai-finito. Factorizamos f como:
f = gof', donde g es un morfismo finito y f' es una inmersion abierta.

Por (i), g es propio y por tanto separado. Puesto que f es propio, por (3.2.9),
f' es propio, es decir f' es una inmersion con imagen cerrada, por tanto f' es una
inmersion cerrada. Entonces , por (3.3.20G1v)), ' es finito.

Luego f = gof', es composicion de morfismos finitos v por tanto es finito.

(3.3.4) TEOREMA

Cualquier morfismo plano localmente de tipo finito es abierto.

DEMOSTRACION

Nos basamos en el siguiente resultado ,([ 26] , Lema 2.13, pag 14 ),:
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" Sea f: Y — X de tipo finito. Para todos los pares (Z,U), donde Z es un
subconjunto cerrado irreducible de Y y U es un subconjunto abierto tal que
YNU £d, existe un subconjunto abierto de X, V, tal que
g 4 VNTHZ) crunz).

Sea entonces, f: Y — 2 X un morfismo plano y localmente de tipo finito. Por
(3.2.3(i1)) y teniendo en cuenta que toda inmersion abierta ea plana y localmente
de tipo finito (3.3.1(i),(iii) ), para ver que f es abierto es suficiente ver que f(Y)
es abierto en X.

Podemos asumir que X es compacto. Sea W = X-f(VY) y sean Z] yeouyZ , las

n

componentes irreducibles de W. Sea z_ el punto generico de Z _, e¢s decir,
J J

z_ =2 .. (Este punto genérico existe por ser X un esquema y es Unico por senr
J J
Z . irreducible)
J
Siz.ef(Y), z. = 1tly), entonces el lema anterior aplicado a ( y , Y) nos dice
J J

que existe un abierto U de X tal que z. e UNZ cf(U). Pero entonces
J

zje. un (X- iL;Zi Zi)C F(Y), v como Uy X- it;zj' Z. son abiertos, ésto nos quiere decir
J Jo

que 7 . 4 W, lo cual es una contradiccion.
J

Asl z €W vy por tanto 2 . C W; IuegoW :kj) ZJCW , de donde W es cerrado en X
J J
y por tanto f(Y) es abierto en X.

(3.3.5) PROPOSICION
Sean J] y JZ dos clases de morfismos de esquemas del tipo a las definidas en

3.1. Supongamos ademas que J_ C Jz; considerando, entonces, los morfismos de

1

categorias topologicas:
f -
() ) = ()01, ) e (U, 1)

X 22X 22X 2

donde fFlY —>X) =Y — =Xy glZ —>X) = Z >X, se verifica:

i) E 1 S , T ) S( (Y , oS @ . MAas
(i) EI funtor f: S( (Jz)>< I : —> S( ( 1)>< I‘1 ) es exacto. Ademas

F=f‘xf F, paratodo Fe S((J. ), T, )
* "X 1

ii or f 1 S , T — S ( , T S s iel.
(i) El funtor f* ((J1)X . ) (UZ)X ?1) es pleno vy fiel



(iii) Supongamos que para cada Ll ——2 X € (Jz)y y para cada reccubrimiento
N

1 )‘i: Ui B Ug i [6-'1‘2 , de U =2 X, existe un recubrimiento, {u_: V,] — US jed
en ;{“] que lo refina; cn el sentido de que existe una aplicacion 1:J — > | y
para cada jeJ, existe un morfismo fl)j: Vj ? ur(j) de forma que
Lty .
Entonces, en estas condiciones, el funtor g : S( (JZ)X’TZ ) —>S( (Jz)x, T1 )

es exacto.

{iv) Si para cada U —— X G(J])x y para cada recubrimiento de U —= X en

'I‘] existe un recubrimiento en T2 de U — X, que lo refina, entonces el funtor

(gof)™: S((J)

sz,lz) S( (J])X’[l) s exacto

DEMOSTRACION

(i) Sea F € 5( (JZ)X, T] )y sea Y —— X é(\)])x, entonces (fo)(Y —> X)=

F(F(Y — X)) = F(Y——X). Por tanto la exactitud de [ es obvia, teniendo en

cuenta que las topologias coinciden en ambas categorias topolbgicas.
O O . O
(J1)>< (J.) (J,‘)x
Consideremos el funtor fxz (Ab) > (Ab) . Sea Fe (Ab)

y sea U — XG.(.J?)X, entonces por (1.2.1), (f F)Y(U —X) = Lim F(Y), con

(Y, )
f )
(Y,¢)e lu . Si tomamos U — X & (J1)>< , entonces (U,1U) es un elemento ini—

f
cial de lll y por tanto (f F)(U —— X) = F (U —> X).
*

Por (1.2.4), el funtor f sobre haces se obtenfa como la composicion:
X

f

= sof oi, donde s es el funtor hacificacion ¢ i es el funtor inclusion.
X X

Sea F € S( (J])x, T] ), veamos que f F coincide con F sobre los objetos
X

U—>Xe (JT)X' En efecto:

(fo)(u —> X) :((sofxoi)F)(U —X) = ((sof*)F)(u —X) = (s(f*F))(u —X) =

= 11 a r\ " - ﬂ +

Limy Ker(HH(f F) (ui) i’J_( MR uj))
J u
u

FPor otra parte
+ .
- _‘_“} = 7 B \—\ — ﬂ — U
(fo) (Ui X) LTHQ Ker( j(foinj) ik (f)(!_)(uij X 'ik))

U,
.y
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Como cada ui,j Y X € (\J‘)x, entonces ({"KF)(U”’—> X) = F(U”—é X), para
todo j, y por tanto, por scer F oun haz, (fVF)"(Ui X)) = t*(Ui = X). De la mis-
ma manera, S(fKF)(U — X) = F(U ——> X).

Entonces DE:II“EI ver que F = f*f*F, veamos que coinciden sobre los objetos

U =X de (J )x:

1
(f’“rx_F)(u =7 X) = (F F)U 2 X) = F(U = X); c.q.d.

(ii) Es una consecuencia inmediata de (i)

(iii) Sea F > = 0 una sucesion exacta corta en S((J ), 1. ), tene~
y 1,

22X 2

y T, ).

* X ,
mos que ver que f F === F'"" ——3 (0 es exacta cn S( (\J())>< :

sea s e(f*F")(U 2 X) = F'""(U — X), entonces

Sea U — X G(Jz)x y
existe un recubrimiento de U — X, (A,: Ly, e Uf o, & TZ’ tal que
i i
(A i)(S) esta en la imagen del morfismo F (U, YX) 2 F'"(U, —>X), vy ello
i i

para cada i€ |.

. JET

ie , un recubrimiento de U = X en 7. que refina

Sea{ pj: Vj —y U{ : ]

al anterior. Fijemos un jeJ, y consideremos el triangulo:

¢
v, by
i ()
Hj\ AT(j)
U

Entonces el cuadrado

F(V) =~ F1(V)

J i
F ) Fn
Ce Coy
F(u ) — F''(4 )
() ()
conmuta, con lo que, ya que (f»(-F)(\/i —> X) = F(Vj — X) y de igual forma para

* , . % %
F'', entonces (f F'")(V_ == U)(s) estd en la imagen de (f F)V ) —(F F'")(V ).
J J J
. X *
Como ello es cierto para cada jeJ, entonces f F —>f F" —=( es exacta,
*
y por tanto f es exacto a derecha; como es exacto a idquierda por poseer un adjun-—

to a idquierda, entonces es exacto.



X

. x X X o X .
(iv) Puesto quelgof) = fTog , y i esexacto por (i), v g ¢s exacto por veri-

. . -’ . ... x
ficarse las hipotesis de (iii), entonces (gof)  e©s5 exacto.

(3.3.6) Por (3.3.1), sabemos que I],)C li, paraief{1,6,8,10,11 ﬁ , asi tenemos

L

definidos morfismos:

i,
(Zar/X, Zar(X)) =t ( (1) 0 Zar(X)

para cada i<{1,6,8,10,11{ .

’ - - . 7/‘( .
Ademas, por (3.3.5(i)), f es exacto para cada i.
|

(3.3.7) Consideremos la clase de morfismos |2 "o 120 |H, es decir, morfismos

etale y de tipo finito; y la clase IH de morfismos etale. Ya que | C l”, en-

2,11

tonces podemos considerar el morfismo:

h: | ), T Tm——— , T
U e Ty ) CO e )
a U —> X e(l seali U = ©, es decir, cada . es
Sea U X (2’”)Xy%e’1{ U u&ié_leqﬂ es decir, cada )\i(s

etale, en particular localmente de tipo finito, v por tanto existe un recubrimiento

-1 - i
biertos afines,{ W , de Utal que U =x_ (U) =V - U ,
por abiertos afines { k( et de al que Li I () " Ai(lNk) 8 ( d th)

i . <
donde Wk es un abierto afin de U , para cada k, y para cada h.
i

h .
| AN

Entonces el morfismo WI U, — U es étale y de tipo finito, y por
<h

i . . . A
tanto % WI h - 6"1‘2 Y ademas es un refinamiento del recubrimiento de par-
< ’

tida.

. . *
Asi , por (3.3.5(iv)), h" es exacto, ya que lo podemos expresar como

= . ) -
h = gof, donde f: ( (IZ,H)X’ 12’”) ((ln)x’ TZ,H) y

”)——‘9(“] )y T,,)

g: ((1,)) Oxr T

1'%’ T2,
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4. COHOMOLOGIA EN CATEGORIAS TOPOLOGICAS
4.1 COHOMOLOGIA DE HACES

(4.1.1) DEFINICION

Sea (T,T) una categoria topologica. Sea U T y consideremos el funtor

MU, =) s(1, 1) ———) Ab
Foo— (U,F) = F(U)
Este funtor es exacto a idquieﬂr‘da, pues es la composicion:
S(T,1) —O'——> I
ya que I'(U,-) : Ab  —> Ab es exacto, y el funtor inclusidn, i, es exacto a
idquierda. Por tanto 1(U,-) es aditivo y como S(T, T) es una categoria de Grothen-

dieck con suficientes inyectivos, podemos considerar sus funtores derivados a

derecha, que notaremos por: Rq(l‘ (u,=)) = Hf‘r(u,—).

(4.1.2) DEFINICION
Sea Feé S{T,T). Para cada q2 0, consideramos el funtor:
H?,(—,F): 79— Ab
U W) = 1, F)
o T T

T
Hi(—,F) € Ab |, para todo q20.

(4.1.3) PROPOSICION

(M) H2<—,F) _F

(it) Si F es inyectivo, entonces Hq(ﬁ,F) =0, para todo > 0.
Y T

(iii) Si 0 > ! > > >0 es una sucesion exacta corta de

haces, entonces existe una sucesion exacta larga:

1 1 _ 1
0 Ft—"F ST P—iT(—,F')*ﬁ HT(~,F)**“%HT(m,F")“‘=7> .....
DEMOSTRACITON
. 0 , _
(i) Ya que 1(U,-) es exacto a idquierda, cntonces HT(U,F) = (U, F) - ),

o,
para todo Ue¢ T, por tanto HT(—,l* )= F .



(ii) Si F es inyectivo, cntonces Hf}(U,F) — 0 para todo g» 0 y para todo U&e T,
por tanto H?(f,F) =0, para todo q»> 0.

(Gii) Si 0 —F' — |- == "' — (0 es una sucesion exacta corta de ha-
ces, para cada U€ T, obtenemos la sucesion exacta larga:

.....

0 === F'(U) — F (W) — ") — H]T(U,F‘) — H]T(U F)

y por tanto la sucesion exacta larga deseada.

(4.1.4) DEFINICION
10
Consideremos el funtor i: S(7,7) —2> Ab . Este funtor es exacto a idquierda
y por tanto aditivo; podemos considerar,pues, sus funtores derivados a derecha,
que notaremos por: R = A,

, . , 0
Asi para F € S(T,1), Nq(F) es un prehaz para q» 0, y % (F)=F considerado

como prehaz.

(4.1.5) PROPOSICION

(i) Si F es inyectivo, entonces 7‘+q(F) = 0 para todo q» 0.

(i) Si 0 > ! > >FE > 0 es una sucesion exacta corta de

haces, entonces existe una sucesion exacta larga:

0 F o F s o () = () = )

.......

DEMOSTRACITON

Ambas propiedades se verifican por ser los funtores derivados a derecha de i.

(4.1.6) COROLARIO

”q(~) E H?,(—,—-) para todo q2 0.

DEMOSTRACION

En efecto, por (4.1.3) y (4.1.5), los funtores Nq(g) , 920, vy H?(—,’-), q>0,

g

d . T
son ambos los satélites del funtor i: S(T,T) =™ Ab vy por tanto , por

) 'N’q(~) = HSIF(_’_) para todo q2 0.
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(4.1.7) PROPOSICION

Sea Fe S(T,1), entonces S(H:(—,F)) = 0 para todo q» 0; donde s es el funtor

hacificacion definido en (1.1.7).

DEMOSTRACION

Por (4.1.6), veamos que S(NQ(F)) =0, para todo q% 0.

Consideremos los funtores: T©
s: Ab —S(T,T)
TO
it S(T,7) —> Ab
soi = 1S(T ) s ¢s exaclo luego sus funtores derivados a derecha se anulan, e i
T
?

es exacto a idquierda y lleva inyectivos en s-aciclicos trivialmente. Entonces,
por ([18], Teorema 9.3, pag 299 ), obtenemos la correspondiente sucesion espec-
tral de Grothendiecck:
P oG, _ptg i
R's | R(I)F)] == R~ (1 )(F)
[ | S(T,r)

Ya que 1 es exacto, Rn(1 JF) =0 paratodo n> 0; de igual forma

S(T,7) S(T,T)
por ser s exacto RPs [Rq(i)(F) ]= 0 para todo py 0.
O — /
Luego R's [Rq(i)(F)] =0 para todo q» 0. Es decir SO EN = 0 para todo

gy 0.

(4.1.8) DEFINICION
Sea (T,7) una categoria topolégica. Sea F € S(1,7). Diremos que F es un hav

flasgo si H?(U,F) =0, paratodo q>»0 vy paratodo UgT.

(4.1.9) LEMA

Sea F: A —>B un funtor exacto a idquierda. Suponemos que A es una cate-
goria abeliana con suficientes inyectivos y B una cateqoria abeliana.

Sea A un objeto de _Av 0 |

) d d 2
(x ) 0 > A >0 =4 > 04 .

. i s .
una resolucion de A tal gue R F(Jq) =0, paratodo i» 0y para todo g2 0. (Decimos
que J" es una resolucion de A F-aciclica).

. . . . [ i .
Entonces, para cada i >0, existe un isomorfismo natural : R F(A) = H(F(J ).



DEMOS TRACITON

Ya que F es un funtor exacto a idquierda, ROF(A) = F(A) y por la misma razdn

0

aplicando F a { x ), obtenemos: 0 — > F(A) —>F(J") —‘“‘““>F(J]) ..... , con lo

que F(A)= HOFWY). , 1

0
Sea A 3 J ) >

........

0

0 0
—> K . Entonces obtenemos

y consideremos la sucesion exacta corta A ———>J
la sucesion exacta larga:
0

(1) 0 —FA) ——FuY) T8 E 1) 5 RTF(A) —— 0

1 0]
de donde R F(A) = F(K )/Imag(F(AO)). Pero por otra parte consideremos el dia-

grama: 0 |
Ft —Hd, ;‘u‘) — ) e ?

/F(A])

F(KO)

-------

. 0
entonces H](F(J )) = (Ker‘F(d]))/(lmagF(d ) = (I‘\’el‘F(d]))/(lmagF(ko)) =
= F(KO)/(lmagF()\O)); donde hemos utilizado que Ker‘F(d]) = F:(KO), lo cual es cier-

] .,
to ya que F es exacto a idquierda y por tanto F(X ) es monica.

. 1
Obtenemos pues: H](F(J N=R F(A).

, p n_ . n-1 0
De la sucesion (1) obtenemos, ademéas, que R F(A)=R F(K™), para todo n 2

2
Como KO - >J] Joee ..

Nl

-

K

., 0
es tambien una resolucion de K, se¢ verificara, por el mismo procedimiento,

0 -1 1
que RnF(K ) = Rn F(K') para todonz2; oloque es lo mismo,

-1 0 -2 | ] - -2 1
R = RYF(K') para todo n23. Por tanto R F(A) =R “F(K') para todo
n?3.
. n 1 n-2 _
Continuando el proceso, obtenemos que R F(A)= R F(K ) para todo n22. En-
9

. . n-—-2
tonces considerando la resolucion de K :



0 m__”(n-—Z }Jn—1 . N

n-2

n-1

1
obtenemos que R F(K )= H‘F(J

— 0" )= HUFWO).
Por tanto, R F(A) = H(F(J')) para todo n% 0.

(4.1.10) LEMA
Sea F: A— B un funtor exacto a idquierda, con A una categoria abeliana
con suficientes inyectivos y Buna categoria abeliana.

Sea £ Auna clase de objetos de A satisfacciendo:

(a) Para todo A € A existe 0 * A 3| exacta, conL €L

(b) Si 0 > Lt > L > A —— 0 es exacta en A y L,L'& £, entonces
A€ S yF(0O—=1"—>| —>A —~—0) es exacta en B.

(c) ST A®A'EL. entonces AEL.

Entonces todos los inyectivos estan en £y RqF(L) = 0 para todo g O y para
todo I. € £.

Por tanto, por (4.1.9), resoluciones de £ pueden usarse para calcular los
funtores RIF.
DEMOSTRACION

Ver ([9], Lema (3.3.1), pag 158 )

(4.1.11) PROPOSICION

Sea 0 »F1——F >F

> 0 una sucesion exacta corta de haces
entonces:

(i) Si F' es flasgo, la sucesidén es exacta considerandola como sucesion de pre-
haces.

(ii) Si F' y F son flasgos, entonces F'' es flasgo.

(ii1) Si F®G es flasgo entonces I es flasgo.

(iv) Todo haz inyectivo es flasgo.

DEMOSTRACION
(i) A partir de la sucesion exacta corta, y para cada U& T, obtenemos la suce-

sidon exacta larga:
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0 —— F(U) —— F(U) —— F ' (U) ——>H‘T<u,s:')

1
Por ser ' flasgo, HT(U,F') = 0 para todo UET, y por tanto para cada Ue T

tenemos la sucesion exacta corta 0 —> F'(U) - F(U) PF(U) —>0; y

esto es lo mismo que decir que 0 > F! > F > > 0 es una sucesion
exacta corta de prehaces.

(ii) A partir de la sucesion exacta corta, y para cada UeT, obtenemos la suce-

sibn exacta larga:

0 = FI(U) = F(L) —=F " (W) == H (U, FY) = (U, F) = HI(U, ).

.............. _— H:‘,(U,F) —_— H?_(U,F") ——*H?_H(U,F‘)

Puesto que F' vy F son flasgos, entonces H?,(U,F') =0 = H:_(U,F), para todo
ny 0y para todo U €7T; por tanto HZ:_(U,F") =0, para todo ny0 y paratodo Ue T,
es decir, F'' es flasgo.

(ii1) Es consecuencia inmediata de que cohomologia conmuta con sumas directas
finitas.

(iv) Trivial.

{(4.1.12) COROLARIO

Resoluciones flasgas pueden usarse para calcular los funtores derivados:
n

H U, =)y 247,
DEMOSTRACION
Sea § la clase de todos los haces flasgos. Por (4.1.11), & verifica las hipo-

tesis de (4.1.10), v por tanto el corolario es cierto.

4.2 COHOMOLOGIA DE CECH

(4.2.1) Sea (T,T) una categoria topoldgica. Sealle T ysea U= {Ui u}ie |

un recubrimiento de U. Para cada (p+1)-upla (io, e ’ip)’ con ij€ I, escribimos



Q4

(¢]

T , .
Sea € Ab . La proyeccion canonica:

p”: Ui i ~—~———>ui N ;Ui X wvaoX ui x U, X.oox U,
ooty 0 'y p ou U 'j1u u 'p
induce un morfismo F(D_j): F(Ui . ) —— F(U, ).

i R A P

0 J p 0 p
Definimos un complejo de grupos abelianos: C ' (U,F) :i CD(U,F‘), dp§p’ 0’
M
donde CD(U,F) = [_[])H if(LJ_I i ) y el poerador borde
\F 0

o CD(U,F) —_— CDH(U,F)

viene dado por: Si s = (s, . )ECD( U,F), entonces
FNRERERE |p
1 .
(P =PRI RE s )
0" e i j o iy
(4.2.2) DEFINICION
e

| '
ParalUeTy F&Ab , los grupos de cohomologia del complejo C (u,F) se

llaman : Grupos de cohomologia de Céch de F con respecto al recubrimiento y de U,

v
que notaremos : MU, ).

(4,2,3) TEOREMA

Si F es un prehaz inyectivo, entonces HD(U,F) = (0 para todo p> O.

DEMOSTRACITON

Tenemos que demostrar que el complejo de cocadenas

(x) DEM) — V1w ) ‘T‘ SR )
‘ ! 0y ‘o' 0’1" 0'1'2

--------

es exacto.
Q

Recalquemos que dado X un objeto de T, existe un prehaz ZX = ix(z)eAb

( donde i:$X{——> 1T es el funtor inclusion, y { X\la categorfa definida en (1.2.2)),

D

- g = (i ) =z / .
dado por LX(V) Ux[)(\/ Fom(V , X) Vi

Ademéas, por ser i adjunto a idquierda de i , entonces, para cada FE€Ab

Hom(i 7 ,F)= Hom( 7 , iKF) - Hom(7z ,F(X)) = F(X).
%

Entonces el complejo ( x ) podemos escribirlo por:
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-----

nHom(Zu ,F) > TTHom( ZU JF) 2T F( Zu , )
i i i

01 012

o bien

Hom(®7 K F)

>Hom(®Zu , F) /™ Hom(®7 JF) oo,
i

i Ui i,
01 012
Ya que F es inyectivo, la exactitud de esta Gltima sucesion, queda demostrada

si vemos que la sucesion:

7 —® — @y o
®7 Zui _ 2. .
' o 0" '0'1'2
os exacta en Ab, esto es, si para todo V& T, la sucesion siguiente es exacta:
@ LLJ (V) —%GB[H (V) ——&® ZLJ (V) ...,
i IO‘] lol]lz

Para cualquier ¢¢Hon(V, L), notaremos por Hom ¢(U,LJ ) como el conjunto de
a

morfismo y: V =21 tal que V —— Ll  es conmutativo

¢

Entonces :

Hom (V,U, . ) =

- U
Hom(V, Ui . ,) Hom(V, W) ¢ ‘ol

Ol]...

( Hom (V,U. ) x Hom (V,U, )x .
b ! $ !
0 1
Escribimos por S(¢) = U Horﬂ¢)(v,ui) (unidn disjunta). Entonces
|

_ U
Hom(V, )

U = U (S X eenn.

e Hom(V,Ui . ) Hom(V | L) (S(p) x x S(¢))
0 p 0 p

( (p+1) copias de S(¢p) ), vy @ZU (V) es el grupo abeliano libre sobre

lO”ip

(S() x ...x S(¢) ). Por tanto el complejo puede escribirse por:

U
Hom(V,U)

D ( ® 72— @ 7 s )
Hom(V,U)  S(¢) S(¢IxS(¢)

que es exacto por serlo:

D 7 — D 7 — ...
) S(p)xS(¢)
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Este Gltimo complejo es exacto, pues existe una contracciéon homotopica dada
por:

(kp(m))i i =mo i
0" o 0" e

donde 1 es un elemento fijo de S(¢) y m = (mi ) € @ , 7.
+
0" p s

(4.2.4) PROPOSICION
Sea (T, T) una categoria topolégica. Sea U €T y U =4 L.Ii E— Uﬁ,ele T , un
i

recubrimiento de U. Entonces tenemos definidos funtores:
(@]

v T
By, F): Ab ——— Ab

P > 1Yy, F)
para cada q2 0.
DEMOSTRACION
En efecto, Gnicamente tenemos que ver que si F' ——F es un morfismo en Ab

N N
entonces tenemos definide un morfismo Hq(U,if') —_— Hq(U,F), para todo q 2 0.

Pero dado F' — I, obtenemos un morfismo F'(Ui i ) _’F(Ui L),
O. . p 00 . p
para cada (p+1)-upla , tal que el siguient diagrama es conmutativo:
F'(p, ) FHUL D B A SR (U )
i (R P [P
' 0O j P 0 p
Flp, ):r, ) — > F(U )
i I N P oaeld
o j 0 p

Con lo que, para cada p 2 0, obtenemos un morfismo CD(U,F') E— Cp(U,F)
de forma que el siguiente diagrama es conmutativo:

P(u,F)
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s decir, tenemos un morfismo entre los complejos C (U,F'") —>» C ' (u,F),

y por tanto un morfismo entre los grupos de cohomologia, c¢.q.d.

(4.2.5) PROPOSICION
v
L os funtores Hq( U,~-) asocian sucesiones exactas largas a sucesiones exactas
cortfas.

DEMOSTRACION

En efecto, dada la sucesion exacta corta 0 Y ! > F YFU 0,
la sucesion () —— Cp( U,F') —— Cp( u,F) —> Cp( U,F'"") — 0 es exacta, por
ser producto de sucesiones exactas de grupos abelianos. Como esto es cierto para
cada p %0, obltenemos una sucesion exacta corta de complejos:

O —2C(y,F") —>C(y,F) —=>C (y,F") —>0, y por tanto la sucésién
exacta larga:
0 —— liio( U,F') = IQO( u,F) A—Hﬁio( u,F') *‘_’lil](U,F') — F—'i](U =5 R

v 0
kn particular, el funtor H (U,-) es exacto a idquierda.

(4.2.6) COROLARITO

: v .
Los funtores Hq( U,—) son los funtores derivados a derecha del funtor:

\IO TO
H (u,-): Ab ———— Ab.
DEMOSTRACION
0
En efecto, gl (U,-) es un funtor exacto a idquierda y por tanto aditivo, luego

podemos considerar sus funtores derivados a derecha.

, V¢
Por (4.2.3), si F es un prehaz inyectivo, entonces H ](U,F’) =0, para q» 0.

Por (4.2.5), si 0 > > PEN >0 es una sucesion exacta corta
de prehaces, obtenemos la sucesion exacta larga:
v0 ~0 _ ~0 . ~ .
0—H (y,F") —H (u,F) —H (y,F") —H (u,F") .........
Por tanto, por la propiedad universal de los funtores derivados, se verificara

que Rq(}iiO(U,—)) = P—’lq(U,—) para todo q 20.
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(4.2.7) Sea (1,7) una categoria topologica y sea U E T. Consideremos la categoria

J definida en (1.1.6); sca f: U' = {U. u o — u=fu —uw. un
U ] jed i iel

morfismo en Ju; f viene dada por una aplicacion 1: J —> | y para cada j&€J un
. tal que el triangulo
t(j)
f
ul __,,__‘J____'

U

morfismo fJ_: L_J'j —> U

es conmutativo.
, ) e . . PP _ P,
lla aplicacion t induce aplicaciones v : C(U,F) ——C (U',F), para F un

prehaz, como sigue: Si s = (s, ) GCD(U,F) entonces

— U s .
o (i) (G) TG ()
p 0 p’ ot
Estos morfismos 1" conmutan con los operadores borde y por tanto inducen

- v
morfismos sobre cohomologia: f‘q: H(U,F) — Hq(U',F)

(4.2.8) PROPOSICION

Sean f y g dos morfismos en JU de U' E{U}—USJGJ en U=¥Ui_U el

Entonces f = éq , para todo q 0.
q -

DEMOSTRACION
Supongamos que f viene dado por 1:J 7/ | y Fj: U} — LJT(j), y g viene da-
dopor t:d > yg:u —>u ..
i ()
Para s e CD(U ,F) definimos

p - r
(K"s). . = 5 (=D FU, x.oxf oxg x.ooxg. s NI . )
Jordooy r=0 Iy R i T(JO)--T(JP)T (JP)..T(JD_])
es decir k" Cp( u,F) "’CD(U',F) es un morfismo tal que
-1 p | ’ 0
dp kp + Rp+ dp = T'p - Tp

lLuego fo- é =0, para todo >0, v por tanto f
q

:é , para todo q > 0.
q q

(4.2.9) Sea (T,T) una categoria topologica y sea UET. En J  definimos la siguien

u

te relacién binaria:

i
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' 4y siexiste fry' Ty en \Ju. Con esta relacion binaria JLJ €5 un Con-
junto preordenado.

N
Sea F un prehaz, consideramos la categoria cuyos objetos son §HD( U,F)&U cJ
u

y cuyos morfismos estan definidos como sigue: Si y' ¢ Uy , entonces
~
HQ(U,F) E— Hq( u',F) es el Gnico morfismo inducido por cualquiera de los mor-

fismo de UI' en U en JU.

(4.2.10) DEFINICION o

Sea (T,1) una categoria topolbgica y sea U€E T. Sea Fe Ab . Definimos

ML) = Lim BYU, )

—

J
u rd
para cada q3% 0. A estos grupos , los llamaremos los grupos de cohomologia de

Ceéch de F sobre U.

Q
T ~ 0 )
(4.2.11) SeaFe Ab  ysealdeT. YaqueH (y,F) = Ker‘(‘?F‘(Ui) E— ‘ni F'(Lli i DR
. '0'1 01
v
existe una aplicacion canonica F(U) = H ( {;,F) para todo recubrimiento y de U,
. .. 0
Por tanto tenemos definida una aplicacion canénica F(U) — H (u,F).

) ~ 0 p
SiFes(1,T), entonces F(U) = H (U,F), paratodo y€dJ, , por definicion de

] v 0 _ u
haz, y por tanto F(U) = H (U,F).

\JO + ’ « .
Mis en general, se verifica que H (U,F) = F (U) pues ambos estan definidos de

igqual forma, vease (1.1.6).

(4.2.12) DEFINICION
Sea F un prehaz v 910, definimos el funtor
v Y (
A F)= H9E): 7O ———— Ab
~q \Iq
U H(F)(U) = H(U,F)
Entonces Elq(F) es un prehaz sobre T. Ademas, por (4.2.11), tenemos definida

_ 0 . .
un morfismo de prehaces I —“"Ei (F) que es un isomorfismo si F& S(T, T).

\Y
(4.2.13) Sea F un prehaz inyectivo. Entonces, por (4.2.3), Hq(U,F) =0, para
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~
todo q» 0 y para todo recubrimiento U de U. Por tanto Hq(U,F) =0, para todo

q >0y para todo U& T; de donde Fl-iq(—,F) =0, para todo g» 0.

Por otra parte, si 0 > ! > S FE" % (0 es una sucesion exacta

corta de prehaces, para cada U €& Ju obtenemos la sucesion exacta larga

v ~
........ Hu,Fn —— 1, F) —— B Py ——

oooooooooo

La exactitud se conserva si pasamos al limite directo, con lo que obtenemos la

sucesion exacta larga

........

v N - v _ vy
......... H(U,FY) —+H (U,F) — > H (U,F") —>
Como esta sucesion es exacta para cada U €T, tenemos la sucesion exacta lar—

ga de prehaces

ANEI

~ N
........ B Ry — =, F) "

YH (-, F1) —

De forma inmediata, obtenemos los dos siguientes corolarios:

(4.2.14) COROLARIO
Sea Ue T, vy consideremos los funtores
N Q To
HY(U,=) : Ab ————> Ab

~0
con g2 0. Estos funtores son los funtores derivados a derecha del funtor H (U,-).

(4.2.15) COROLARIO

Consideremos los funtores
o o

: T
Y9 ) Ab | ———— Ab

F s 7P

~0
con q »0. Estos funtores son los funtores derivados a derecha del funtor H (-,-)

(4.2.16) Sea U eT y consideremos los funtores ﬁq(u,-), q 0, sobre la categoria
de haces, S(T,t).

Yaquesi O —F' —=2F —F'"" — 0 es una sucesion exacta corta en
S(T,T) que no lo es considerada como sucesion de prehaces, el morfismo

~
C'(u,F) ——C'(U,F) no tiene por qué ser épico, entonces los funtores Hq(LJ,~)
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no asocian aucesiones exactas largas a sucesines exactas cortas de haces. Por

N
tanto no son los funtores derivados de HO(U,—) = (U, -) sobre S(T,T)

(4.2.17) PROPOSICION
v
Los funtores Hq(u,-—), q ¥ 0, coinciden con los funtores Hq(U,-), q 0, defini-

T

dos en (4.1.1), si y sbélo si a cada sucesion exacta corta de haces hay asociada

una sucesion exacta larga de grupos de cohomologia de Cech.

DEMOSTRACION
La necesidad es obvia. Veamos la suficiencia:

r (U,F) sobre S(T,T1), la suficiencia se sigue de

0 v 0 -
Ya que HT(U,F) =H (U,F)

(4.2.3) y del hecho de que un haz inyectivo es inyectivo como prehaz ,(1.1).

(4.2.18) PROPOSICION

Sea UG T y sea U:{U,l U& e un recubrimiento de U. Sea Fe S(T,T).
Existen sucesines espectrales:
N .G +
MU, 49F) H‘_’r )

P+q

MR, 4 UF)) ey HY )

DEMOSTRACION
v 0 , v 0 ~0
Veamos que H (U,=)oi= I (U,~). En efecto, (H (U,-)oiXF) =H(U,F) =
v Ker(TEW) —— T Fu, ) =FW = 1(U,F). Por ser F un haz.
[ i gl NE
Por otra parte, si F es inyectivo i(F) es inyectivo y en consecuencia

\/q(

Rq(IYiO(U,--))(i(F)) =~ H(u,i(F)) =0, para todo q » 0. Por tanto el funtor i lleva in-
yectivos en f\il (uU,-)-aciclicos.
Puesto que IiiO(U,—) e i son exactos a idquierda entonces, por ([18], Teorema

9.3, pag 299 ), obtenemos la primera sucesion espectral.

De forma analoga se obtiene la segunda sucesion espectral.

(4.2.19) COROLARIO

Existe una sucesion espectral de prehaces:
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WP ANE) e W) = P

DEMOSTRACION

Basta hacer variar U en la segunda sucesidn espectral de (4.2.18)

(4.2.20) LEMA

_ ~ 0 )
Sea F e S(T,T), entonces H (U,Nq(F)) = (0, para todo q>0 vy paratodoUe T.
DEMOSTRACION
vQ q . q + P
Puesto que H (=, (F)) = (A¢(F)) , por (4.2.11), y este Ultimo es nulo para
todo q » 0, al ser un subprehaz de s(AF)) que es nulo segln (4.1.7), entonces

v 0 e ALY
MU NENW) = HO(U, () = 0, para todo q> 0y para todo U €T.

(4.2.21) TEOREMA
Para cualquier haz F € S(T, T) y cualquier U €T, se verifica

MRS PR
)T

~
y existe un monomorfismo: 0 —H

(u,Fy —— H?}(U,F)

DEMOSTRACION
Consideremos la sucesion espectral:
MU ANE) = WU, F)
Por (4.2.20) y teniendo en cuenta ([4 ], Teorema 5.12, pag 328 ), tenemos la

sucesion exacta:

1 2

0 — M (U,F) -F%H}T(U,F) -——>§io(u,N1(F)) — (U, F) —>H2T(U,F)

0
de nuevo, por (4.2.20), H (LJ,,?'\P](F‘)) =0, de donde obtenemos lo pedido.

(4.2,22) PROPOSICION
Sea F e S(T,T). Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) F es flasgo
(b) l:iq(U,F) - 0, para todo q >0, para cualguier recubrimiento y de U, y para
todo UET.

(c) Fﬁq(u,F) = 0, para todo q >0y paratodo U€&T.
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DEMOSTRACION

(a) = (b)

Si F es flasgo entonces NQ(F) = 0, para todo q » 0, y por tanto la primera su-
cesion espectral de (4.2.18), nos da isomorfismos: lz{p(U,F)a‘ H[T_(U,F) =0, para

todo p > 0, para cualquierU de U, y para todo UET.

(b) = (c)
Trivial
(c) = (a)

~
La hipotesis nos dice que Hq(—,F) = 0, para todo q» 0, y por tanto por (4.2.21),
1 _
R G

Procedemos por induccidbn sobre q. Usando la sucesion espectral

HP AN ey NPTYE)

~ 7 0, ~ 2 . .
tenemos: (1) H (=, M (F)) = H7(-,F) = 0, por hipbtesis.
] 1 1
(2) 11 (=, 7% (F) = 0, pues AL (F) = 0.

(3) P AEY - 0, por (4.2.20)

9 i
Puesto que HD(—,N«Q(F)) = 0, para todopy 0y para 0< q <1, entonces, utili-
zando ([ 4], Teorema 5.12, pag 328 ),tenemos la sucesion exacta:

2 2

0 11, F) 1) o B, AN — R —— )

2
Entonces, por (1), (2) v (3), obtenemos que A" (F) = 0.
. . _ .
Asumimos ahora que A+ (F) = 0 para 1 ¢ q. Entonces los mismos argumentos
L J; o - . .
muestran que H (-, A (F)) = 0, para todo i, j, con i+] ¢q; esto de nuevo implica

que AIF) = 0.

Luego HSF(LJ,F) =0, para todo q» Oy para todo U e&T. Por tanto F es flasgo.

(4.2.23) TEOREMA
Sea f: (T, 1) —>(T', 7") un morfismo de categorias topoldgicas. Considere-
mos el funtor f S(T', ") —>S(T,1). Sean F'€ S(T', "), Uun objeto de T vy

U un recubrimiento de U. Entonces

MU, FY = B, FY
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DEMOSTRACION
Supongamos que szui —_— U& el Sabemos, por (1.2.3), que por ser f

un morfismo de categorias topologicas, f(U) =5\f(Ui) _— f(u)g ‘el es un recubri-
i

miento de f(U); ademas f(U), .= f(U, ).
P o
O)‘e P 0 p
Con lo cual, puesto que f F'(U) = F'(f(U)), entonces Cp(U,f*F') = Cp(f(U),F'),

. * .
y por tanto los complejos C (U,f F') y C (f(U),F') son iguales, de donde se sigue

el resultado pedido.

(4.2.24) COROLARIO
Sea f: (T,7) —(T', ') un morfismo de categorias topologicas. El funtor

fx: S(T', ") —> S(T,7) lleva haces flasgos en haces flasgos.

DEMOSTRACION

Sea F'e S(T', t") un haz flasgo, para ver que *F es flasgo utilizamos (4.2.22(b)).

Sea, entonces U e T y U un recubrimiento de U arbitrario. Entonces, por
(4.2.23), l:lq(U,fo') = Qq(f(U ),F") para todo q >0.

Puesto que F' es flasgo, }qq(f(U),F') = 0 para todo q >0, por tanto l\-'iq(U,f*F') =0

para todo q> 0. Luego FYes flasgo.
4.3 IMAGENES DIRECTAS SUPERIORES DE HACES, R'f .

(4.3.1) DEFINICION

Sea f: (T,7) —(T',1") un morfismo de categorias topoldgicas, y conside-
remos el funtor f: S(1° , 1) >S(T,1).

Ya que S(T', t') es una categoria abeliana con suficientes inyectivos, y > es
un funtor exacto a idquierda y por tanto aditivo, podemos considerar sus funtores
derivados a derecha.

Sea F'e S(T',1'), a los haces qu*(F'), q> 0, los llamaremos

imagenes directas superiores de F'.
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X
(4.3.2) Los funtores R pueden describirse como sigue: Consideremos el diagra-

ma conmutativo

b 3
S(T',1") ——— (T, 1)
| S
Tfo f* (o}
Ab —> Ab

donde s y * sobre prehaces, son funtores exactos. Entonces, si F'e S(T', 1'),
se tendra: R (F") = S(fx(%’(q(F')).
) X0 Qe Ay q ' QX —,
Puesto que (f (/1 (FNXU) = 2 (F")(FW)) = HT'(f(U),F ), entonces R f (F') es

el haz asociado al prehaz U*r— H(_qr,(f(U),F").

(4.3.3) PROPOSICION
SiF'e S(T', ') es flasgo, entonces quxF' = 0 para todo q > 0. Por tanto reso-

luciones flasgas pueden utilizarse para calcular los funtores qu .

DEMOSTRACION
Por (4.3.2), RY™ es el haz asociado al prehaz U ""‘""’H?I_|(f(U),F‘). Pero
si F' es flasgo entonces HSI],,(f(U),F') = 0 para todo q > 0; por tanto RIFF! = 0,

para todo g »0, ¢.q.d.

(4.3.4) TEOREMA (Sucesiones espectrales de Leray)
(a) Si f: (T,T) —>(T', 1") es un morfismo de categorias topoldgicas, existe

una sucesion espectral:
q % +
H?Y(LJ’quxF‘) e l-EPq(f(u),F‘)

con FleS(T', )y Ue T.
(b) Sean (T"', ') s (T,1) s (T', ') morfismos de categorias topolo-

gicas. Existe una sucesion espectral:

RPRIF(ED) e RP Nf0g)*(F ")

conFle S(T',1").



100

DEMOSTRACION
(a) Consideremos los funtores:
8T, 1) ———>S(T,T)
r{u,-): s(T,p) ——> Ab
Ambos son exactos a idquierda, y, por (4.2.,24), * lleva haces inyectivos en
r(u,-)-aciclicos. Ya que I’(U,—)Ofx = r(f(U),-), por ([18], Teorema 9.3, pag 299),
obtenemos la sucesion espectral deseada.

(b) Consideremos los funtores:

os(T, ) ————— (T, 1)

g% S(T, 1) ——————">5(T"", ")
Ambos son exactos a idquierda. Si F'e S(T', 7') es inyectivo, entonces, por
(4.2.24), F" es flasgo v asi, por (4.3.3), RIg*(F*F") = 0 para todo q> 0.
Lucgo fm Ileva inyectivos en 9*—acfc|icos. Aplicando de nuevo
([18], Teorema 9.3, pag 299 ), y ya que g*ofx = (fog)x, obtenemos la sucesion es-—

pectral deseada.

(4.3.5) DEFINICION

Sea I € S(T,T) un haz fijo, y consideremos el funtor exacto a idquierda:
Q

Hom(F ,-): S(T,T) ——> Ab
Q
Sus funtores derivados a derecha los escribiremos por: Rqum(F’O,—) =

ExtMF =),

Q

, - . q ..
(4.3.6) Por definicion de los funtores Ext ', una sucesion exacta corta,

0 > > B Fr > 0, induce una sucesion exacta larga de Exts en la
segunda variable. Tambien induce una sucesion exacta larga de Exts en la primera

variable, esto es, para un haz fijo F existe una sucesion exacta larga:
) Q

..............

, el |
......... ExtE,F ) ——> ExtQ+](F",FO) —r Ext?" (F,F )
O _

. . q .
(4.3.7) Como en cualquier categoria abeliana, los funtores Ext (F,F") pueden in-
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terpretar como el grupo de extensiones de Yoneda. Esto es, el grupo de todas las

sucesiones exactas

“ e u

0 > Pl — e e e E .0
q-1 0

modulo una cierta relacion de equivalencia.

(4.3.8) TEOREMA

Sea U e T y consideremos el prehaz ZU =] Z para j:[U}——‘"’ T
*

definido en (1.2.2). Entonces T{(U,-) = Hom(s(ZU),—).

DEMOSTRACION

En efecto, teniendo en cuenta que s es adjunto a idquierda al funtor inclusion

vy ] es adjunto a idguierda al funtor j , se verifica:
X

Hom(s(j 72),F) = Hom(j*Z , F)= Hom(Z,j*F) « Hom(Z,F(U))= F(U) = r(U,F).
X
Como estos isomorfismos son ciertos para todo F € S(T,T), entonces el teore-

ma es cierto.

Como consecuencia inmediata del teorema, tenemos el siguiente corolario:

(4.3.9) COROLARIO

Sea (T, T) una categoria topoldgica y sea Ue€ T. Entonces:
HI(U,-) = ExtXs(z, ),-)
T u

para todo q3» 0.
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5. COHOMOLOGIA EN UN ESPACIO TOPOLOGICO

5.1 HACES FUERTEMENTE FLASGOS Y COHOMOLOGI A

Sea (X,T) un espacio topologico, y consideremos la categorfa topoldgica aso-

ciada a él: (X, T), definida en (1.3.1)

(5.1.1) DEFINICION

Dado un espacio topoldgico (X,T), un haz F e S(X, T) es fuertemente flasgo si

para cada inclusion de abiertos ULV, el morfismo F(V) —>F(U) es sobreyec-

tivo.

(5.1.2) PROPOSICION

(i) si 0 Y —F F''" — 0 es una sucesion exacta corta de haces
sobre X, y F' es fuertemente flasgo, entonces dicha sucesion es exacta considera—

da como sucesion de prehaces.

(i1) Sea 0 > F > >0 una sucesion exacta corta de haces
sobre X. Si F'y F son fuertemente flasgos, entonces F'' es fuertemente flasgo.
(iii) Sea Fe S(X, T). Definimos un nuevo haz G, llamado el haz de secciones

discontinuas de FF, como sigue: Para cada conjunto abierto Ug X, G(U) es el gru-
U F

po abeliano de las aplicaciones s: U —>
pe U P

, tal que para cadape U,
s(p)e F
p
Entonces G es un haz fuertemente flasgo y existe un morfismo inyectivo de F en

(iv) Todo haz inyectivo es fuertemente flasgo

DEMOSTRACION

(i) Sea 0 > ! > »EY > 0 una sucesion exacta corta de haces y

sea UC X un abierto.
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(@]

1
> Ab

FPuesto que el funtor i: S(X, T) es exaclo a idquierda, entonces la
]
> (L) — (W) =~ F"(U) ¢s exacta, para cada abierto Ug X.

sucesion 0 —
Por tanto, Unicamente hemos de ver gue 9{1: F () —> F'"(U) es sobreyectiva, pa-

s'e F'(U), definimos un conjunto M por:

ra cada abierto U& X. Sea
M = { (t,W) / W es un dierto contenido en U, L€ F(W) y gw(t) = (W ”“‘”’U)(S")}

En principio M # ¢ En efecto, dado x € LI, tenemos la sucesion exacta corta

f g
0 — ! °"=>=<"°"‘>F A..LL;FH —_— ).
N X X
Sea s' e F'', la clase de s'' en F'', entonces existe t' € Ftal que g (t')=s"""
X X X X X X X X

Supongamos que t' viene representada por un clemento t'€ F(V) con x €V
X

Ya que gx(t;) = (gv(t'))x, entonces existira un abierto W<V LU tal que

Frw— U)(gv(t‘)) = F'(W U (s

Pero dado W —> U, obtenemos el diagrama conmutativo:

F(V) ——————>F(W)

dy Y

FrI(V) e F (W)

con lo cual F'""((W —> \/)(gv(t')) = QW(F(W —> V)(t").
(1) = F"" (W —>U)(s""),

Llamando t = F(W —>V)(t'), entonces t € F(W) y Iy

es decir (t,W)e My por tanto M £ @.

Definimos en M una relacidén de orden como sigue:
WCW v F(W——>W)(") =t

(t, W& ("W =
un conjunto inductivo y por

Es facil ver que con esta relacion de orden, M es
x

el lema de Zorn existe un elemento maximal: (s ,W")

oo X ,
Si W = U entonces estaria todo demostrado.

* * . .
Supongamos que W £ Uy seax eU-W , por el mismo razonamiento que antes

encontramos un elemento (sx,ux) de M, con x € Ux
Sea B = W'n U, . Ya que g, x (s7) = F' (W —>u)(s") y 9, (s7) = F''(U = U)s"),
X
X

entonces gB(F(B —'—*"W*)(S*) - F(B "—>Ux)(s\<)) = 0, y por tanto como la sucesion
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f q
e B3 o 13
0 —>FYB) —=> F(B) —F'""(B) es exacta, existe t e '(B) tal que

F) = FB ——>W)s") - F(B —>U )(s ).
&) X X

Ahora, como I'' es fuertemente flasgo el morfismo FF'(U) —>F'(B) es sobre,
luego existe t'€ F'(U) tal que F' (B —> U)(t') = t.
Sea t = fu(t‘) € F(U), entonces F(B — U\()(s>< + F(U *“*’U)(tx)) =
i X

S FB > W), Liamando W = WU U, {W'\K,U } es un recubrimiento de Wy
X X

s e F(Wx), s F'(Ll\< — e If(u\(), son dos elementos tales que sobre la
interseccion coincidén, con lo que por ser F un haz, existe s € F(W) tal que
FU ——=W)(s) =5+ F(U ) y P (s ) s

Come ademas, también es cierto que gw(s) = F(W—>U)(s""), entonces (s, W)
es un elemento de My por lo visto anteriormente (S)«V,W»()é (s,W) lo que contra-
dice la maximalidad de (sx,Wx).

- X . .
Por tanto W = Uy asi gu es sobreyectiva.,

(ii) Sea O —> !

> e 1Y ——> () yna sucesion exacta corta de haces,
con F'y F fuertemente flasgos. Sea UV una inclusion de abiertos, por (i), te-
nemos el diagrama conmutativo de filas exactas:

0 ——=F"(V) —=>F(V) > F'"(V) —0

!

0 —=F(U) —>F(U) —>F"() ——0

| l

0 0
Puesto que las dos primeras flechas verticales son sobreyectivas, al ser F'y F
fuertemente flasgos, entonces tambien lo es la tercera, y por tanto F'' es fuerte-
mente flasgo.
(i11) Se comprueba facilmente que, en efecto, G es un haz. Sea UV una inclu-
sion de abiertos. Tenemos que ver gue el morfismo GV) == G(U) es sobre. Sea

5 € G(W), entonces s: U —> L F tal que s(p) €17 | para cada p e U. Definimos
P

peld p
t €G(V) como sigue: t; V —> pLé\/ Fp tal que t(p) = s(p) sip €U, vy t{p) =0 si pyf u.

Entonces G(U —>V)(t) = s, es decir el morfismo G(V) —>G(U) es sobreyec-
tivo, y por tanto G es fuertemente flasgo.

Definimos un morfismo f: F —> G como sigue: Si UCX, fU: F(U) —>G(U)



viene dado por: Para s € F(U), fU(S): - pljU Fp es tal que f'u(s;)(p) - s;p, para

cada p €& U,

u
pel, lo que implica que s = 0.

Sif (s) = 0 entonces fu(s)(p) = 0 para todo pe U, es decir, s = 0 para todo
P

Luego fU es monica para todo U € X, y por tanto f: F ——> G es un monomorfis—
mo .

(iv) Sea s(z) € S(X, 1) la hacificacion del prehaz constante e igual a 7, . Con-
sideremos el haz j1(5(2)| u), donde j, es el funtor definido en (1.3.15), y jes la

inclusion de U en X.
Sea J € S()Z, T) un haz inyectivo, vy sea V& U una inclusion de abiertos, enton-
ces 0 m”j|(5(7,)l V) _?jl(g(z)ﬁU) es un monomorfismo de haces. Ya que J es

inyectivo, entonces Homg (j'(s(z, )W), J) —> Hom (j'(S(Z )l w,d) —>0

(X, 1) S(X, 1)

es exacta.
Pero, por (1.3.16), v teniendo en cuenta que s es adjunto a idquierda al funtor
inclusion, entonces:

Hom (J'|(S('/J)‘L|),J)2 HomS (s(z)]U,d)= Hom _O(Z)LJ,J [ = J(W).

Abu

Luego la sucesion J(U) —> J(V) —> 0 es exacta y por tanto J es fuertemente

N

(X, 1) (0,7

flasqo.

(5.1.3) PROPOSICION

SiF € S(X, T) es un haz fuertemente flasqo, entonces es flasgo. Vease (4.1.8).

DEMOSTRACION

Sea F € S(X, T) un haz fuertemente flasgo. Embebemos F en un haz inyectivo J,

sea G el cociente: 0 —7F > G =0,

F es fuertemente flasgo, por hipotesis, J es fuertemente flasgo, por (5.1.2(iv)),
por tanto, por (5.1.2(i1)), G es fuertemente flasgo.

Por otra parte, ya que J es inyectivo, entonces H;‘-\ (U,J) = 0 para todo q >0, vy
a partir de la anterior sucesion exacta corta, obtenemos la sucesion exacta larga

en cohomologia:



y |

0 ——> F(L) === J(L) ~> G(L) > He (U, F) = H;—{(LJ,J) ————>le(u,e) ......
._1 -

.......... H; (u,G) —> H;(U,F)“’**H;—((U,J)

.............

Por (5.1.2(1)), para todo U & X, la sucesion 0 —>F(U) —> J(U) —> G(U) —> 0

1
es exacta, por tanto H)—((U,F) = 0, para todo Ug X,
n—
X

Pero como G es también fuertemente flasgo, por induccidon sobre n, obtenemos que

0
H -
X

. . 1
De la sucesion exacta larga deducimos también que H;(U,F) = H (u,6).

(U,F) = 0, para todo U C X y para todo n>0. Por tanto - es flasgo.

(5.1.4) COROLARIO

Resoluciones fuertemente flasgas pueden utilizarse para calcular los funtores
derivados: Hn(U,A) y A
DEMOSTRACION

En efecto. las proposiciones (5.1.2) y (5.1.3) nos aseguran que se verifican

- T
las condiciones del lema (4.1.10) para los funtores T(U,-) e i: S(X,T) —> Ab

y por tanto se verifica el corolario.

Omitiremos, de ahora en adelante, la referencia al espacio topologico X en

n
H (U,-), por mayor comodidad.

(5.1.5) LEMA

Sobre un espacio topologico noetheriano un limite directo de haces fuertemente

flasgos es fuertemente flasgo.

DEMOSTRACION

Sea i F i el un sistema directo de haces fuertemente flasgos. Entonces para
i’

cualquier inclusion de abiertos VEU, y para cada i€, F (U) —>F (V) es sobre-

i i
yectiva. Ya que Lim es un funtor exacto, el morfismo

Lim Fi(U) —> i im F'i(V) es también sobreyectivo.
i€l i €]
Pero, por (1.3.4), se verifica que Lim FI(LJ) = (-Ll'm Fi)(U)’ luego el morfismo
i€l i€l
(LimF
! ;
ie | i€l i€ |
flasgo.

U) —> (Lim F.)(V) es sobreyectivo. Asi el haz Lim F . es fuertemente
—r =

)



(5.1.6) PROPOSICION

Sea (X,T) un espacio topologico noetheriano y sea { F,i , un sistema direc -
i

i€l
to de haces. Entonces existen isomorfismos naturales, para cada q»0 y para ca-

da U € X abierto:

Lim HYU,F) —— HY%WU,Lim F))
i _—

—
jel i€l

DEMOSTRACION

Para cada i€, tenemos una aplicacion natural F “—““?l;ﬁlf:i, que induce un
) iel
morfismo en cohomologia: Hq(U,F_) “"‘“*HQ(U,L_@’ F.) para cada q2 0. Tomando
| |£l |
el limite directo, obtenemos, para cada q»0, un morfismo:

(x) Um HYUF) — 1%, Lim F).
i€l | el
i € |

Por (1.3.4), para g= 0 c¢ste morfismo es un isomorfismo. Para el caso gene-
ral consideramos la categoria lndl(S(z\Z, 7)) consistente en todos los sistemas di-
rectos de objetos de S(X, 1) indizados por | . Csta categoria es una categoria abe-
liana.

. . . o . q
Ya que Lim es un funtor exacto, las sucesiones de funtores {Lln] H (LJ,--)}

- 30
i€l

q . . . . _
Y% { H (U, Lim #)} son conectadas. Los morfismos ( x ) definen una transforma-
i€l

cibn natural entre ambos funtores:

q:;O

Lim 19, =) —— 19U, Lim )
— >
i€ i€ |

Estos funtores coinciden para q = 0, asi para probar que coinciden para todo q

sara suficiente ver que para todo sistema directo iF } el existe un sistema direc-
RN

to {Ri} el y un monomortfismo i Ti} ; EI: i - : }i ¢ R {Ri }i 6llal que

Lim Hq(U,R,) =0 = Hq(U,Lim R ), para todo g» 0. Vease (9], Proposicion 2.2.1,
ASEIURRP

el ! el

pag 141 ).

Sea entonces { FI } .

€ Indl(S(X, ™). Para cada i€l, sca G, el haz de seccio-
|

nes discontinuas de F_, definido en (5.1.2(i11). Entonces G es fuertemente flasgo
i i

y existe una inyeccion natural £ ——> G . Ya que la construccion de los G, es fun-
i i

torial, entonces £G§ ey &S también un sistema directo y
it
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son fuertemente flasgos entonces, por (5.1.3), !‘iq(U,G,) =~ 0 para todo q>0Q vy pa-
|

el —_— {G} ;| €9 un monomorfismo en lmdlb‘(}‘\’, ). Como todos los G
i€ i€ [

- . q
ra todo UE X, Entonces Lim H(U,G.) = 0.
do onces Mﬁ (ul, ;
i€l
Por Oltimo, yva que Lim G, es fuertemente flasgo, por (5.1.5), entonces
1
) i€ |
Hq(U,L)’m G.) = 0 para todo g > 0 y para todo UC X, lo que acaba la demostracion.
—>
€|
(5.1.7) PROPOSICION
Sea f: (X,7) —> (Y, 1" una aplicacion continua de espacios topologicos, y
sea f : S(X, 7) —>S(Y, 1) el funtor inducido por f, definido en (1.3.9).
X

SiF € S(X, 1) es fuertemente flasgo, entonces f F es fuertemente flasgo.
)K

DEMOSTRACION

- . ) -1 -1
En efecto, sea U'C V' una inclusion de abiertos de Y, entonces f (UNEF (V")

y puesto que F es fuertemente flasgo, el morfismo F(f ](\/')) — F(f—1(u‘)) es
sobreyectivo.

Pero F(F (V")) = (f\:l?)(\/') y de igual forma para U', entonces el morfismo
(f‘(lz)(\/‘) —“"’?(f%F)(LJ") es sobreyectivo y por tanto I"xl‘ es fuertemente flasgo.
(5.1.8) PROPOSICION

Sea (X,T) un espacio topologico y sea Y € X un subconjunto cerrado. Sea
j (Y, Tly) — (X, 1) la inclusion.

Entonces Hq(Y JF) = Hq(X,j ), para todo I €& S(Y, FN) y para todo q2 0.
X

DEMOSTRACION

En principio, por ser Y cerrado el funtor j\ es exacta, (1.3.13).

Si | es una resolucion fuertemente flasga de F, por (5.1.7) y por ser jx CXac—
to, j*(l ") es una resolucion fuertemente flasga de j%f . Puesto que

r r ,
r(Y,! )= r(X,j ! ), paratodo r2 0, entonces los grupos de cohomologia han de
*

coincidir, y por tanto Hq(Y ) = Hq(x,j\f), para todo q20.



(5.1.9) PROPOSICION

Sea (X, T) un espacio topologico y sea UL X un abierto= Entonces
.
Kt

H(ULF) = HQ(U,FILJ), para todo q »0.

DEMOSTRACION
Notemos, primero, que estamos considerando los funtores derivados de los

funtares: T(U,-): S(X, T) ——=Aby TI({U,-): S(U, Tu) ——> Ab, respectivamente.

Sea 0 —2F J7 una resolucion inyectiva de Fen S(X, T), entonces

HY U, F) = 1Y - = (W) (W) ).
Por otra parte, por (1.3.18), JlU es una resokucion inyectiva de F|U y enton-

ces MU, FIW) = HYO —> (UL W) e D) ) =

0
?J](U) —_— ... ).

- 10 —> (W

Por tanto HY(U,F) = HYU,F| W), para todo g2 0.

v
(5.1.10) Notemos que de forma mucho mas obvia, también se tiere que Hq(U,F) *

v
Hq(U, FlU), para U un recubrimiento de U.

4

5.2 TEOREMAS DE COMPARACION

(5.2.1) Sea (X, T) un espacio topologico y U un recubrimiento de X. Por (4.2.18),
para F € S(X, 5), tencmos las sucesiones espectrales:

pP+q

AP0, A e HY (X F)

POGANE)) s 1PN

(5.2.2) De igual forma que para una categoria topoldgica cualquiera, puesto que
v 0
H'(U,NQ(F) = 0 para todo q» 0 vy para lodo recubrimiento Ude X, obtenemos,
para cada p =0, un morfismo natural, funtorial en I=:

Y P P,

H(u,F) —>H (X,F)
de forma que para p = 0,1 cs un isomorfismo y para p = 2 es un monomorfismo.

Tenemos también, para cada p »0, un morfismo natural, funtorial en F

HP(X,F) ——> HP(X,F)
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tal que para p = 0,1 es un isomorfismo y para p = 2 es un monomarfismo.

(5.2.3) LEMA
-0
Sea (X,T) un espacio topologico paracompacto y Haussdorff. Sea F € Ab  un

v
prehaz tal que s(F) = 0, entonces HD(X,F) = 0, para todo p=0.

DEMOSTRACION

P e 2P

H7(X,F) = Lim H (U,F), donde el limite recorre todos los recubrimientos por
abiertos de X.

Puesto que X es paracompacto, si U es un recubrimiento de X, existe un recu-
brimiento V de X, mas fino que U, y tal que es localmente finito.

SiV oes mas fino que U | entonces, para cada p >0, existe un morfismo
v v D - B Vp 77 < .
HY(V,F) —>H (u,F). Por tanto el conjunto { H (V,F)} ~con V recubrimiento

v
A\’

localmente finito, es un sistema directo inicial en el sistema directo LHD( U,F)}U
Luego podemos restringirnos a los recubrimientos localmente finito de X, vy
v P PR S . _
HO (X, F) = Lim H (U,F), donde el limite roaorre todos los recubrimientos local—
mente finitos de X.

Sea, entonces, U= &_LJ.} e un recubrimiento localmente finito de X. Por ser

P

X paracompacto y Haussdorff, existe un recubrimiento de X, V = {V} tal que
i

iel
V. C U, , paratodoi€l.
i i
Para cada x € X, sca W un entorno abierto de x tal que W AU, = @, para casi
X X i
todo i, que existe por ser I un recubrimiento localmente finito.

Se verifican las siguientes propiedades:

(a) Si x €U, entonces W C Ui .
i X
r N

En efecto, ya que W es un entorno de x contenido en U,
' X x€U, i
i
(b) Si x& V. entonces W\( c Vi .
i > A
fe jempre se de su r unWCr\VC‘ u..
En efecto, siempre se puede suponer gue ey Vi XEUi i

() SiW NV, £, entonces x €U,
X i i

En efecto, si X ¢U_, entonces Wxﬂ LJi :¢, y por tanto Wxﬂ ui ;¢.
i



(d) Si x el oy teF (U, . ), entonces F(W >, (0 = 0.
P P X P
0 p 0 p 0 p
En efecto, ya que s(F) = 0, entonces (sF) = F =0 yportantot =0; existi-
X X X
ra entonces un entorno abierto de x, V, tal que F(VNU, . >, Ct) = 0.
| I 1ol
0 p 0 p
Si V no fuera W , entonces tomariamos como W la interseccion, y por tanto se
X X

verifica (d).

Sea W ;iwx% CEX

W G U , enel sentide de que es menos fino que . Tenemos entonces definida una

, que es un recubrimiento de X localmente finito. Ademas

aplicacion, para cada p> 0:
X
_ [ _
P py ———cPw,m

. _ X .
Sea t € Cp( U,F), entonces P (t) = 0. En efecto, supongamos que

t = (1, ), _, tal que t, e U, . ), entonces p*(t) =

lOH'D |O..|D \O..|D |Q..rD
= (F(W, o > U, I _ ). Supuesto que W, CoC U, ., Y donde

IO..lp IO..Ip |O..|D IO”Ip 10..|D
Wi . W\< N.oo.o... N Wx £ @, entonces Wx N Lli # @, paratodo k = 0,..,p,
0O p IO |D |0 k
y entonces por (c), X, € U,l para todo k = 0,..,p; por tanto X, € LJi i y por (a),
0 N 0 0 p
deducimos que W\( C ui - con lo que por (d) implica que
i 0 "p
0
FW —> U )t . )=0,yasiFw, —>u_ )Nt )=0.Con-
X P P P e i
iO 0" p 0 p 0O p O p 0 p

X
cluimos, entonces, en que » (t) = 0.
. e . ..
Sit es laclase de t en H (U,F), entonces existe un recubrimiento de X, W ,
— Vp - » ’ . .
tal que t es cero en H (W,F), por tanto t sera cero en el limite directo. Puesto

—_ \'
que esto es cierto para todo y vy para todo t, entonces Hp(X,I?) = 0, para todo p= 0.

(5.2.4) TEOREMA (El Teorema del isomorfismo)
Si (X,T) es un espacio topoldgico paracompacto y Haussdorff, entonces

}iip(X,Ff) = HD(X,F), para todo pz 0 v para todo I & S(X, T).

DEMOSTRACION
Dado F€ S(X, 1), consideremos el prehaz %#q(lf). Entonces, por {(4.1.7),

s(AF)) = 0 para todo q #0, y por (5.2.3), QD(X,NQ(F)) =0 paratodoq>0ypz0



Consideremos la sucesion espectral:
v o q +
FEOG AIED) s WYX F)
Puesto que HP (X, 2+ (F)) = 0, para todo q >0y p2»0, por
([4], Teorema 5.12, pag 328 ), los morfismos
VP P
H(X,F) ——> H (X,F)

definidos en (5.2.2), son isomorfismos, para todo p2» 0, c.q.d.

(5.2.5) COROLARIO

Si (X,T) es un espacio topolbdgico paracompacto y Haussdorff, entonces a cada

sucesion exacta corta de haces sobre X, hay asociada una sucesion exacta larga

de grupos de cohomologia de Cech.

DEMOSTRACION

Fs consecuencia de (5.2.4) y (4.2.17).

(5.2.6) PROPOSICION

Sea (X,T) un espacio topologico, sea - € S(X, 1)y sea []:{U_&_el un recu-
i

brimiento por abiertos de X. Supongamos que para cada interseccion finita,

V=umn...... NU,. , de abiertos del recubrimiento, y para cualquier k »0,
| |
- P
H (\/,Fl\/) = 0.
Entonces, para todo pz0, los morfismos
v i
HP ', F) = H(X,F)

dados en (5.2.2), son isomorfismos.

DEMOSTRACION
Consideremos la sucesion espectral:

Vv 1. - ~
Hp( U ,Nl(F)) T qu(X,F)

. s vp q
Veamos que en las condiciones en que estamos se verifica que H (U, A (F)

para todo q>0vy p=0, con lo que tendremos los isomorfismos que queriamos.
vp L, . ) :
En efecto, HP(L‘,?N" ](F)) HD(C (U,‘N‘q(lf))); pero

P, A%F) =T A%Fu )
P oy

);

0
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Puesto que T"\PQ(F)(U‘ i ) = Hq(LJ. ..... u o, Btu . U, ) =0, por
.. i i
, 0 p 0 p 0 p
. .l
hipotesis, entonces ¢ (u, 1(?)) =0, para cada pz0, y entonces

HD(U,}N'Q(F)) =0, para cadapz0y q>0, c.q.d.

(5.2.7) PROPOSICION

Sea (X,T) un espacio topolbdgico y sea U= [U";, . una base para la topologia
iCie

de X. Seca F e S(X, 1)y supongamos que para todo subconjunto finito, {_LI] y oo S
n

de ,Hq(u] .. U ,F) 0, para todo g 0.

M
Entonces Hq(U ... U ,F) =0 paratodo q»0. Ademas para tedo abierto V¢ X,
n

1
\v
los morfismos Hq(\/ ) > Hq(

V,F) son isomorfismos para todo qz 0.

DEMOSTRACION

v -
p q
Ya que U es una base para la topologia de X, entonces H

. ova
(V,F) =Lim H(v,F),
donde el Iimite directo recorre todos los recubrimientos v de V contenidos en U .
L . — - -
Si demostramos que HHLI] ... U ,F)=0paratodo g>0 vy para todo
n
C B}
{U] .o Ule v, en particular H 1(\/] ...V ,F) -0, para todo g »0, para todo
n

1
v C \/ - .
tendra que Hq(\f',F) = Hq(\f,ii') para todo v, y por tanto }--iq(\/,l:) - Hq(\/’,F), para

{\/’ oo,V Jc v ypara todo recubrimiento v de V, con lo cual, por (5.2.6), sc
n

todo g2 0.
Luego es suficiente demostrar que Hq(U] ... U ,F) =0, paratodo q2» 0y pa-
n
ra todo ELJ yoe., U }

] r

’ ¢ 3
Lo vemos por induccion sobre n tal que H ](U] o U GEY =0, para0gagny
n

para todo { LJ] s uh

n

Sin=0es trivial.

Sea n » 1y supongamaslo cierto para n=1. Sea R un recubrimiento dt‘{U‘ Lo Uy
n-
o q,. . )
tal que R C U. Consideremos el CQ[T]D|CJ() C (R,Tf\'}’ (")), osto (‘UIHDIOJO es Cero para

qen, ya que CU(R,AFTED - W} 7"\Pq(F)(U1 U I_L\\ H”(u} U L) -0 para
f &) : P
|

q ¢ n por hipotesis de induccion, y para todo p2 0
v.p Q-
Entonces H (R,7AF (F) =0, para g<ny para todo p, por tanto

H oM, .. u ,NQ(F)) =0, para q<&n vy para todo p. Entonces considerando la su-
n
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cesion espectral:

A\ N
Hp(u1 . L_ln,.ﬂ-q(F)) :ﬁ-tﬂp*q(u] u L)
y por ([ 4], Teorema 5.12, pag 328 ), tenemos la sucesiéon exacta:
v v
o=, UL U, LU E) — HO(LJ] U AE) =
— " u e ™ LU L),
1 n 1 n
, vn - - . vQ n
Ya que H (LJ1 .. U L) -0, por hipdtesis, v H (LJ1 .ooU L, (F)) = 0, por
(] n
(5.2.2), entonces H”(u1 .U LF)-o0.
n

Este mismo teorema nos asegura que en las condiciones en que eslamos, se
e q . v
verifica que M (U] oW Y e M \U] .. U ,F), para todo q< n; por tanto
n n
Hq(U] .. W ,F)-0para 0zqgs<n.

n
E1 resultado anterior, lo utilizaremaos posteriormente cuando consideremos un es-—
quema (X.Bx) noetheriano y separado, y la categoria topologica de Zariski aso-
ciada a él.
(5.2.8) Sea (X,7) un espacio topoldgico y sea Foe S(X , 1) un haz fijo. Podemos
considerar el funtor exacto a idquierda: |

Hom (F ,-): S(X, ©) —————=>5(X, 1)

F > Hom (F ,F)
o
donde Hom (FO,F) es el haz definido en (2.3.3).
A sus funtores derivados a idquierda los notaremos por: Ei‘lq(Fo")’ q=0.

(5.2.9) TEOREMA

— — R ( _ . .
Sean F] € S(X, 7). Ext ](F‘ ] F ,,)) es el haz asociado al prehaz dodo por:

U —— et 1! L= 2) L)

DEMOSTRACION

(a) Ambos haces coinciden para p = 0.
_ (@ . - e e -
(b) Si FZ es inyectivo entonces Lixrl}(F1 ) = 0 por definicitn. Por (1.3.18),
F
q
(

Fql U es inyectivo y por tanto Ext ?]IU,FZ\U) = 0 para todo g>0



(¢) Ambos funtores asocian sucesiones exactas largas a sucesiones exactas cor-
tas en la segunda variable. En el primer caso por la definicion de diches funtares
y en el segundo se sique del hecho de que el funtor hacificacion es exacto.

Estas tres propiedades aseguran que ambos funtores son los satélites del funtar

Hom (F‘ ,=), ¥y por tanto han de coincidir.

(5.2.10) TEOREMA

Si k' es inyectivo entonces Hom(?1 ,F?) es fuertemente flasgo.
FA

&

DEMOSTRACION

Veamos que si U< X es abierto, entonces Hom(}f] 7 HX) m‘?Hpm(F] F LX)

[~
2
&

es un morfismo sobreyectivo, o bien, que ¢l morfismo

m_ o = (F F ) > o= =—(F [U,F es sobreyectivo.
HU“S(X, o) (F] N ) HomS(LJ,TIU)(I ]]U [ 2ILJ) es sobreyectivo

Consideremos un morfismo F]IU — F,‘}U, aplicando el funter j' obtenemos

un morfismo jl(F][U) - >,i’(1:,)]U). Puesto que jl(Fq]U) ¢s un subhaz de F_,

componiendo obtenemos un morfismo j'(F‘!U) >,

Tenemos entonces la siguiente situacion:

JE W

.

1

4
’
’

Py
2

Puesto que 7 es inyectivo, existe un Gnico morfismo de F1 en F,) que hace

A

conmutar el diagrama y que se aplica en el morfismo F]\U “’=’>F?] U, de partida;

por tanto Hom (F‘] ,Fr)) es fuertemente flasgo.

=

(5.2.11) TEOREMA

Para cualesquiera haces F] € S(X, 1), existe una sucesidon espectral:

p+q

Hp(x,_l;_,\it,q(F],F,_,)) e Ext” U F)

2
DEMOSTRACION

Consideremos los funtores exactos a idquierda: l_—j_c_:g_’l_(l:] =)y T{X,=). Por
(5.2.10), M(F] ,-) lleva inyectivos en T'(X,-)-aciclicos, asi por

([18], Teorema 9.3, pag 299 ), v teniendo en cuenta que



r(X, - HQm(F] =) = Hom(F] ,=), obtenemos la sucesidn espoectral deseada.

(5.2.12) PROPOSICION

Sea f{(X,7) (Y, ") una aplicacién continua de espacios topologicos.
Consideremos los funtores derivados del funtor f*,: S(X, 1) —>S(\7, ™.
Entonces si Ve Y es cualquier subconjunto al‘énierto de Y, se verifica:
(qu*(m) v - qu;(m )

=1 .
donde f': I (V) — >V s ¢l morfisme restriccian.

DEMOSTRACION

Sabemos, por (4.3.2), que quxF es el har asociado al prehaz:
W (o, F ),

Entonces qu‘(i:l fnl(\’)) es el haz asociado al prehaz:
o, 1 o] e o)

- - - -1 - -
para W& V. Pero f' ](W\ = f ](W) y (F{f ](V)Hf' (W) = F| 1(W), luego qu;(Flf l(\/))

W Hq(f'

-1 -1
es el haz asociado al prehaz W —>Hq(f (W), F{f (W), para Wg V.

a. » -1
Por tanto (R (FN]V = R (E|F (V).
5.3 COHOMOLOGIA LOCAL

(5.3.1) Sea (X,7) un espacio topologico y 2 un subespacio localmente cerrado de
X ( recalg uemos que un subespacio Z de X es localmente cerrado si es la interse-
ccion de un abierto y un cerrado).

Sea FF € S(X, ). Elegimos un subconjunto abierto VE X tal que ZgV y 2 ex
cerrado en V, lo cual es posible por ser Z localmente cerrado en X.

Sea F7(>(,F) el subgrupo de F(V) consistente en todos aquellos elementos cuyo

zZ

soporte esta contenido en £.

Dado s € F(V), definimos el soporte de s, que notarcmos por Sop(s), como:
Sop(s) :{p eV /s # O} , donde s es laclase de senl .

8) P P
Se puede demostrar, facilmente, que FZ(X,I:) es independiente del subcon jun-

to V elegido.



(5.3.2) PROPQOSICION
El funtor dado por:

P (X2 (R, 1) ————>ab

Fo- > PZ(X,F)
es exacto a idguierda.
DEMOSTRACION
Sea 0 — > ' —>F — F'"' —>( una sucesidn exacta corta de haces.
Sea V € X un subconjunto cerrado, tal que Z2<V y Z es cerrado en V. Entonces la
sucesion de grupos abelianos 0 — 2> FY(V) —=F (V) —>F'(V) es exacta, y pues-

to que TZ(X,F) es un subgrupo de F(V), entonces la sucesidn

0o —> FZ(X,F‘) > (X, F) — FZ(X,F") es exacta y por tanto el funtor

F7(>\',—) es exacto a idquierda.

(5.3.3) DEFINICION
Sea (X,T) un espacio topolbgico v Z € X un subespacio localmente cerrado. Sea
Fesx, ).

Llamaremos al grupo '_(X,F) el grupo de secciones de I7 con soporte en Z.

<

(5.3.4) Notemos que si Z es un subespacio cerrado de X, entonces

PZ(X,F)z 25 eF(X)/ Sopls)c Z } , ¥y s Z es abierto entonces T'_(X,F) = F(Z2).

[

(5.3.5) Sea Fe€ S(X, 1), 2¢ X un subespacio localmente cerrado de X; sea VE X

un abierto tal que Z¢V y £ es cerrado en V.

Si U € X es un abierto, el morfismo F(V) - > (VO LD induce un morfismo

Po(X,F) = T___ (U,F[W). (Notemos que T_(X,F) = I'_(V,F]Vv)).

ZNu z

Asi podemos considerar el prehaz:
y t—— T (u, Rl
Z0u I

Este prehaz es un haz, como se puede ver de forma inmediata. Lo notaremos
por T _(-,F).
Z

El funtor:



rz(-,-): S(X, T) —————>5(X, T)

? ' >r2(—,F)

es también exacto a idquierda.

(5.3.6) DEFINICION

Sea (X,T) un espacio topolbdgico, Z un subespacio localmente cerrado de X y

F € S(X, T). Los funtores derivados a derecha de los funtores: I‘Z(X,—) y I‘Z(-,—),

v

‘o

)
los denotaremos por : HE (X,=)y EPZ(-), rexpectivamente .
Asi para F € S(X, T), a los grupos Hz(X,F), p20, los llamaremos los

grupos de cohomologia de X con coeficientes ent” y soporte en Z.

p — 4
A los haces 57(5*), p2 0, los llamaremos: Haces de cohomologia de X con

coeficientes en F y soporte en 2.

(5.3.7) PROPOSICION
Sea 7€ X un subespacio localmente cerrado. Entonces:

. o o= . 0, 0
(a) Para cualquier F & S(X, 1), TZ(«\.F) = HZO\’F) y FZ(—,F) = EZ(F).

b) Si 0 ! = > 0 es una sucesion exacta corta de haces

entonces existen sucesiones exactas largas:

’ ! 0 . 1
O““‘“‘“"?HO(X,F‘) ?HS(X,F)@; HoO(XGEYD ——>H_(X,F")
Z z Z Z

0 Q Q _ 1,
- > 1) ———— " _— ,_H)m> Fv
0 HAFD HL(E) H(F H (Y

S
(¢) Si F es un haz invectivo, entonces H‘_;,(f\,lf) =0, paracadap>0, vy
EZ(F) =0, para cada p> 0.

DEMOSTRACION

. . T P p
Estas propiedades se siguen de la definicion de H_},(X,w) y \;!Z(s).

(5.3.8) PROPOSICION

Sea Z un subespacio localmente cerrado de Xy F &€ S(X, T). Para cada p» 0,

P
P_%L;(F) es el haz asociado al prehaz cado por: U ——> H

- Zm](u,rfl u).



DEMOSTRACION

Sea H' (F) el haz asociado al prehaz anterior. Consideremos las familias do
funtores { H _( }pBO ¥ { 5‘%(—)};}}0. Ambas verifican las siguientes propieda-
des:

(a) Parap =0, _}jl'g(ff) = [:I(;(?) = T (— F).

(b) Si F es inyectivo entonces H (r\ 0 para todo p> 0. Por otra parte F| U

as inyective y entonces H ILJ) = 0, para todo p>0, vy por tanto H' /(F) = 0

<

ZHL
para todo p> 0.

() Si 0 > > > >0 es una sucesidn exacta corta de haces,
entonces para cada U g X abierto, tenemos la sucesion exacta larga:

Q
Q0 —>H
Znu(u W

0 )
> = — =2
MO (U F ) = O F )

y por lanto una sucesion exacta larga de los correspondientes prehaces. Como el

funtor hacificacion es exacto, obtenemos la sucesion exacta larga:

( 0
0 ——> KO (F) > 1) ) D = ()

También tenemos la sucesion exacta larga:
0 Q 0 1,
OHEZ(F‘)%EK"(F) —>U7(F “Z(Fl) ........... Ceeeaas e

FPor tanto como estas tres propiedades caracterizan a los funtores derivados
) >
a derecha del funtor 1’7(—,»), entonces }j;(F) = E‘E(F)’ para todo p» 0, y para

Py

todo F & S()r(, T).

(5.3.9) PROPOSICION (Formula de Escision)
Sea Z un subespacio localmente cerrado de X vy sea V un abierto de X tal que
ZaVEeX.

- T 2 P Sy ,
Entonces, para todo [ € S(X, 1), H;(X,F) = I'*{,;(\/,l*i\w), para cada p> 0.

DEMOSTRACION

i HD(X,-)} son los funtores derivados del funtor T (X, -): 5()2, ) — Ab,
V4 p>Q

Yy {H;(V,—)S 020 son los funtores derivados del funtor I'Z(V,—): SV, V) —> Ab.
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Sea 0 — F —J una resolucién inyectiva de |, entonces HZ(X,F) =
. 0 |
HPCr (6 07) = (X0 = ).

Yaque 0 —— FlU — () U es también una resolucion inyectiva de F| U,

entonces H;(\/,F uy = H”

. 0 }
(1 (v, fv) —— v, [V).ooo)
Pero como FZ(X,JI) = FZ(V,JI‘ V) por estar 2 contenido en V, entonces el

resultado se sigue trivialmente.

(5.3.10) LEMA

Si F es fuertemente flasgo, entonces F7(=,F) es fuertemente flasgo.

DEMOSTRACION

Remplazando X por un subconjunto abierto V que contenga a Z como cerrado,
v teniendo en cuente (5.3.10), podemos suponer que Z es cerrado en X.

Tenemos que demostrar que si U&SX es abierto, el morfismo

FZ(X,F) S— FZ(\U(U’F' u)

es sobreyectivo.

Seat e rznu(U,FI W), entonces te F(U) y Sop(t)a ZNU; en consecuencia
F(U=(Z NU) = U)() = 0 = F(U=(ZNU) 2 X=2)(1).

Por ser F un haz, existira t'e F({(X=-2)U ) tal que F(U —> (X-Z)UU)(") = t,
y F((X-2) — (X-2)uu)t") = 0.

Como F es fuertemente flasgo, el morfismo F(X) ——>F(UU(X-2)) es sobreyec-
tivo, y por tanto existira un t''é F(X) tal que F(UU(X=2) == X)(t"") =t

Entonces F (U — > X)(t"") = F((X=2) = UU(X-2))oF ((X=-2)U U —> X)(t"") =
= F((X=2) — > (X-2)ulb(t") = 0.

Por tanto t"' e F(X) y Sop(t'cZ, es decir t'' € 1‘7(X,IT) y ademas se aplica en t.

Luego FZ(—,F) es fuertemente flasgo.

(5.3.11) PROPOSICION
Sea Z un subespacio localmente cerrado de Xy Fé€ 5(;‘\', :I‘). Existe una sucesion
espectral:

HPOGH(F)) ey H‘;‘q(x,m



DEMOSTRACITON
Consideremos los funtores exactos a idquierda: ]‘Z(-,—) y T'(X,-). Por (5.3.10),
I‘Z(=,») lleva inyectives en [(X,=)-aciclicos, entoncés teniendo en cuenta que
r'(X,-)o Fz(w,—) = I‘Z(X,—), por ( [18], Teorema 9.3, pag 299 ), obtenemos la

sucesion espectral deseada.

(5.3.12) PROPOSICION
Sea Z un subespacio localmente cerrado de X. Sea Z2'e Z un cerrado y sea

2" = 7Z-7". Entonces para todo F & S()Z, T) existe una sucesion exacta:

0 I'_ (X,F)— T_(X,F)—>T
P P

50X F)

Por otra parte, si F es fuertemente flasgo, podemos poner un cero a la derecha.

DEMOSTRACION
Por (5.3.9), podemos suponer que Z es cerrado en X.

Entonces I‘Z'(X’F) = { teF(X) / Sop) e Z‘% C.{teF(X) / Soplhe Z& = I'7(.>\",F).

Sea V = X=Z"; V es abiertoy 2" = Z 0OV, es decir, Z'" es cerrado en V. Enton-
ces 1‘7..(><,F) = { te F (V) / Sop(t)e Z"} , v el morfismo ¢: F(X) —=F(V), in-

duce un morfismo ‘pzz I (X,F) — Fj”(»\”.lf).
£ 42

Si ¢Z(t) =0, ya que Sop(t)eZ, entonces Sop(t)eZ' de donde t el (X,F), v

!

por tanto la sucesion es exacta.
Ahora, si F es fuertemente flasgo, entonces F(X) (V) es sobreyectivo,

por tanto si t''e F_7”(><,F) entonces existira t e F(X) tal que F(V == X}1) - "',

’ 2

Pero puesto que V = X=2'vy Sop(t'") € Z NV - 2 (H{X=2"), entonces Sop(tle Z-/",

y por tanto t € FZ(X,F) vy oasi 4‘» es sobrovectiva,

=
P

(5.3.13) PROPOSICION
Sean Z,2' y Z'" como en (5.3.12), v sea I € S(X, ). Entonces existen suce-

siones exactas:

. | :
0= T LOGE) —m G = G ) OGP OGED

I
Z

(=) F) = (F) o

) —— - E— - F)—
0 I‘Z‘( F) rZ( yF o 21



DEMOSTRACION
Y¥a que la sucesion de funtores:

Os)r '(x’=)~.7==, r (x)“).“__% r (x,—)"""‘"‘“*o

Z Z z"

es exacta en inyectivos, la primera sucesidn exacta larga se sigue de

De igual forma, la sucesion de funtores:

0——— T_ (c,2) —— T_(=,-) —

2 (<,-) =0

r
Z

ea exacta en inyectivos, y por tanto la segunda sucesion exacta larga se sigue de

(5.3.14) COROLARIO
Sea 7 un subconjunto cerrado de Xy F e S(X, 7). Existen sucesiones exaclas:
- 1
0 TL0GF) — 1 (X,F) = 1 (X2, F| X-2) = H_ (X, F) =

Y

0—— T -,/ > »j(FIX-2) = H (F) =0
b z

) 1
Ademas, HD+

> (F) = Rpj (F| X=2), para cada py 0, donde j: X-Z — X es la
- X

inclusion.

DEMOSTRACION
En la proposicion (5.3.13), consideramos el caso particular en que Z = X,

Z'= 2y 2" = X-Z. Entonces tenemos la sucesion exacta larga:

-
L

0 == T_(X,F) == T X F) = T

g

: 1 !
(L) =2 1O F) 2 H (X F) =

P

—————H—(;(X*Z,F) ..........................

Pero el funtor I‘\,(X,») = r(X,=), y por tanto HJ\,M\,—) - Hq(,\,—), para todo q;
’ qa q,. .
yel funtor T (X,2) = T(X=2,-), y por tanto H)’(»ztx.s) CHYXCZ ) para todo

q ¥ 0. Asf, sustituyendo obtenemos la primera sucesion exacta larga.
Tenemos también la sucesion exacta larga:

_ -, . r . JF e L F [N ,),ﬂ ] K
0 > FZ( ,F) ? Fx( F) 7 X Z(—‘ F) H;( ) HX(F HX :

(). . .



S

Pero P\( F) = F vy el funtor I‘>\(— -) es exacto y por tanto H ( F) =0, para
todo g > 0.

Ademé *.t)f i - 3
Ademés TX—Z( N Jx(le Z), ya que

F},\.EZ(’“J:)(U) = F(X=Z)0U(U’FI W) = r((X=-2)N) = j*(?IX—Z)(U); por tanto

\( AF) = RY; (FIX=2), para todo q3 0.
Teniendo en cuenta todo lo anterior y sustituyendo, obtenemos la sucesién

exacta y los isomorfismos pedidos.

(5.3.15) PROPOSICION., (Sucesion de Mayer-Vietoris)
Sean Y] e \“'2 dos subconjuntos cerrados de Xy Fé S()?, ;). Existe una suce-

sion exacta larga:

...... Y (X,F) — HY X, FeHt (x,F) — 19 (X,F) —>
YNy Y Y YUY
1 2 1 2 1 2
q+1
H (X0 F) e
" ﬂ '
.Y,

DEMOSTRACION

En principio, veamos que se verifican las igualdades:

' X,F) = X,F)N X,
ry (}Yr( ) ry (X,F) LN , (X,F)
] 2 ] 2
ry, o GF)Y= ro (X,F)+r, (X,F)
T, e s
En efecto, siser v (‘]Y (X,F), entonces se F(X)y Sop(s) e \’10\’2, por tanto
ser, (X,F)N l“ (X, r)
1 2
Sise I"Y (X,F)IN Iy (X,F), entonces se IF(X) y Sop(s)c Y] N Y., por tanto
1 2
ser Y,'(\YQ(X’F)' De la misma forma se demuestra la otra iqualdad.

Tenemos la sucesion exacla corta de grupos abelianos

Py PN CGR = OGPIer (GF) =0 b (X PR, (XGF)
] 2 1 2 1

o bien la sucesidon exacta corta:

Y\J

2 X,F) — py (X,F (X, ) = ¢ X,F) —
0 FY]nYZ(\,F. 1\,](\ f)@rsz\ IY]UYZ( yF) 0



Como esta sucesion exacta corta existe para todo Fg S(X, 1), tenemos entonces
la sucesion exacta corta de funtores:

O=S> (x,‘“‘) ‘=‘===>FY (x)‘“‘)@rY (X:“') e T (x)_) ‘—_90

: 2 Yy,

que dara lugar a una sucesion exacta larga en cohomologia; teniendo en cuenta que

r
ARILAS"

cohomologia conmuta con sumas directas finitas, obtenemos entonces la sucesion

exacta larga deseada.

(5.3.16) PROPOSICION
Sea F e S(>—<, 'E). Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
(i) F es fuertemente flasgo.
(ii) Para todo subespacio localmente cerrado de X, Y, y para todo q» O, se

tiene que Hi(X,F) =0y }:_l?,(F) = 0.

, 1
(iii) Para todo subespacia cerrado de X, Y, se tiene que HY(X,F) =0,

DEMOSTRACION

(i) == (ii) Supongamos que F es fuertemente flasgo y sea Y & X localmente ce
rrado. Sea V un abierto de X tal que Y&V e Y s cerrado en V. Entonces F 1V es
fuertemente flasgo, camo facilmente se puede comprobar. As{ por la formula de
escision, (5.3.9), podemos suponer que V = X, es decir, que Y es cerrado en X.

Consideremos la sucesion exacta larga:

) 1 1
0 1 (6 F) = TG F) = (XY FLXAY) — HUOGF) == HEXF) =
2
o (XY TXY) o HEOGF)

’ Q.. - )
Puesto que I es fuertemente flasgo y F [ X=Y tambien, entonces H1(>\,i*) =0 =

= Hq(X—Y JFIX=Y) para todo g3 0, por tanto H?’,(X,F) = 0 para todo q> 2. Por

otra parte, ya que I es fuertemente flasgo, ol morfismo I (X) == F(X=Y) es so-
|
breyectivo, y par tanto HY(.«\-(,F) = 0.
Sea, ahora, U un abierto de X, entonces FlU es fuertemente flasgo y por tarto

Hq U(U,Fl W) = 0 para todo q » 0. Pasando a haces asociados, y teniendo en cuen-

Yn

ta (5.3.8), se verifica que I_-j?/(lf) = 0 para todo g> 0.

(i) = (iii) Trivial.

i



(iii) == (i) Para ver que F es fuertemente flasgo, os suficiente ver que si U
es un abierto de X, entonces F(X) = F(U) es sobreyectivo.

Sea Y = X-U que es cerrado en X, y entonces por hipotesis Hl,(x,lf) = 0. Con-
siderando la sucesion esacta larga de (5.3.14), obtenemos la sucesidon exacta:

0— I‘Y(X,F) = I(X,F) — LOX-VY,F| X=Y) —/— 0. Por tanto el morfis-

mo F(X) = F(X-Y) = F(U) es sobreyectivo, c.q.d.
5.4 TEOREMA DE ANULACION DE GROTHENDIECK

(5.4.1) PROPOSICION
Sea (X,T) un espacio topologico noetheriano y Z un subespacio localmente ce-
rrado suyo. Sea { F,( e un sistema directo de haces . Entonces los morfismos
|

i
naturales:

. q q . =

- { e — { »

-L;; HZ(A,F:i) —_— Hz(x’i‘n; F.)
i [

son isomorfismos, para todo q3 0.

DEMOSTRACION
Es identica a la hecha en (5.1.6), sin m& que tener en cuenta que si G es un

haz fuertemente flasgo entonces HqZ(X,G) = 0 para todo q » 0, vease (5.3.16).

(5.4.2) PROPOSICION
Sea (X,T) un espacio topoldgico, sea Z un subespacio localmente cerrado suyo,

y sea Y un subconjunto cerrado.

R - q
Sea j: (Y, rlY) = (X, 1) la inclusion. Entonces H

. A, . -
YL F) = H(X, ] F), pa-
Zay Ve HO (GG F) pa

ra todo q2 0, y para todo F & sy, TY).

DEMOSTRACION
Sea |~ una resolucion fuertemente flasga de . Por (1.3.13) vy por (5.1.7),

i (1) es una resolucion fuertemente flasga de j F .
X X

r . ooy
Por otra parte se verifica que T ) = 1Z(X_,J%l ). En efeclo, sea V un

.
znv' !

abierto de X tal que Z&V y Z es cerrado en V, entonces ZNYEVAY y ZNY es



es cerrado en VNI Y. Entonces tenemos:

-~

Py (Y = {sett Y) / Sop(s)e 20 ={se1"v V) / sopts)e 2§ =
_ IP

= {sel (V) / Sopls)é 20 - I'Z(X,jxlr).

r

_T ;
v, 1) Z(nyx

Luego como

~
FZﬂY ') para cada r, entonces los grupos de

cohomologia han de coincidir, y por tanto tenemos to pedido.

(5.4.3) PROPOSICION

Sea (X, T) un espacio topologico noetherisno y Z&€ X un subespacio localmente

cerrado.

Entonces H;(X,—) = 0 para todo g» n, si y solo si HqZ(X,Zu) = 0, para todo
4> n y para todo U < X.

Denotamos por ZU a j'((s“z) W), donde J, es el funtor definido en (1.3.19) y

jes la inclusion de U en X.

DEMOSTRACION

=—— ) Trivial.

= ) Sea F e S()?, T), por (1.3.6), F z‘L_f_rg Fi , con Fi finitamente generado

iel
. i R VN DN« -
para todo i€ 1, y puesto que HZO\,F) = HZ(>\,L|m Fi) = Lim HZ(X’FI)' seri sufi-

el il
ciente probar que H;(X,F) =0, para todoq > n, en el supuesto de que F es finita-

mente generado.

Supongamos que F esta generado por m secciones, 5] yeeeyS ¥ hacemos in-
m

duccién sobre m. Supongamos que m = 1, entonces F es mondgeno generado por
una seccion se F(U), para algin abierto US X; en tal caso I es un cociente del haz
ZLJ y tendremos la sucesion exacta corta: 0 = 7R ‘5%[ — [ —> 0 que induce
la sucesion exacta larga:

-1

(X,F) == 1R

Ay 7 a
.......... o) T H
EPAALT Z

q 7 , o q -
como HZ(X, & U) =~ 0, para todo g» n, sera suficiente probar que H7(><,H) = ( para

todo @ > n. Para cada xe U, la fibra R = n 7, para algln cierto entero positivo
X X

n ; supuesto que R # 0, en caso contrario la situacion es obvia, sea d = min n ,
X

xe U



existira Ve U, V #@, tal que R}V = (S(d '/,))!\»‘“ = (s VL, v en consecuencia
R\f = Z\f: se tiene entonces la sucesion exacta corta:
;

0 » ZV ? R >R =0, que, de nuevo, induce la sucesion exacta

larga:

.“.n.“..H;m;z,)—w~aH(Arﬂ~—=%; (XVR77)

\ PR AR
j \

como !4g(?<, 7)) = 0 para todo q» n, es suficiente probar que Hi(N,Rﬁ" z,\r) = 0 pa-

Z V
ra todo > n. Ahora bien, si llamamos Y = UN{X=V), Y s en subconjunto local-
mente cerado de X y es inmediato observar que R/ \« = /.\ =i (s Y), donde
X

iY —> X es la inclusion, va que ambos tienen fibras identicas: se tiene ademas

la sucesion exacta corat 0~ 7 —, ~——=, \ =2 0, donde W o= LUV, de

V TW
la cual el resultado se sigue obviamente.
Supongamos que m » 1 y hagamos hipotesis de induccion. Sea F' el subhar de F
generado por s,.,...,5 s se tiene la sucesion exacta corta:

] m-1
Q—F' —F = F/EY 0, donde F/F' es mondgeno. Entonces

.. qQ
H7(/\,F') =0 = H?(X,i JFN para todo g n, por ol caso anteriormente discutido v
por la hipdtesis de induccion. La sucesion exacta targa en cohomologia asociada

la anterior sucesion exacta corta nos permite concluir la demostracion,

(5.4.4) LEMA

— . rd . . e L - o
Sea (X,7) un espacio topoldgico noetheriana. Si Hiﬂ\’(\ =) =0 para todo g n

. . . o
y para toda componente irreducible de X, entonces HL (X, =)« 0 para todo q> n.
DEMOSTRACION
Hacemos induccion sobre el nimero de componentes irreducibles de X; si es
una, la cuestion es obvia. Sea entonces Y una componente irreducible de N v sea

I = X=Y. Para cualquier haz F sobre X se tiene la sucesion exacla corta:

0 e

u

X las inclusione:.

| ! Y

Esta sucesion exacta corta induce la sucesion exacta larga en cohomotogia:

donde FL =J,(FIW)y P - i;t(ffl Y), con j: U —=—=>X ¢ iV —

T, F ) == HIX,F) — = HI (X F )
e HOOGF ) HO(X,F) SOGF )=



s q , .

donde Hq(X,F= ) = H (Y,FlY) por (5.4.2), v nulo para todo q ) n, por hipotesis;
Z Y Ny

ademéas FLJ puede considerarse como un haz sobre Ad(l)= Adherencia de U, que

tiene menos componentes irreducibles que X y por hipotesis de induccion

HCZI(X,F?U) = 0 para todo q »n, de donde H(;-(X,F) = 0 para todo gy n.

(5.4.5) TEOREMA
Sea (X, T) un espacio topologico noetheriano de dimension n, sea Z un subcon-

junto localmente cerrado de X, y sea F & S(X, T). Entonces HZ(X,F‘) =0y ﬁ;(r") =0

para todo g n.

DEMOSTRACION

Por el lema (5.4.4), podemos suponer que X es irreducible. Hacemos la demos-
traciéon por induccion sobre n = dim(X).

Si X es irreducible de dimensibn cero, entonces puesto que cualquier subcon-
junto abierto de un irreducible es irreducible y la adherencia de un irreducible es

irreducible, los Unicos abiertos de X son X y el vacio; entonces S(X, T) coincide
o

cpn Ab y en consecuencia el funtor FZ(X,=) es exacto y por tanto HCZ‘(X,F) =0

para todo q» 0.
Supongamos que dim(X) = n 21 y que el teorema es cierto para n=1, por el lema

{
(5.4.3), nos basta con ver que H;(X, 7 ) =0 para todo q > ny para todo abierto U

u
de X.

Sea Y = X=U, tenecmos la sucesidn exacta corta:

—_— 7 >s(7 A
0 y s(2) v

Ahora, dim(Y) < dim(X) ya que X es irreducible; por (5.4.3), H;(X, 7

>0

v

= H;(Y ,(s7)]Y) = 0 para todo g » n por hipdtesis de induccion. Por otra parte s( 7))

] . , —~ v’
es un haz fuertemente flasgo y por tanto H ](.)\,:5(/,)) = 0 para q% 0. As{ de la suce-

.. . q .
sion exacta larga en cohomologia H7(X’ALI> = 0 paraqg>n.

Sea ahora U un abierto de X, entonces por ser X noetheriano, U también es
. S
noetheriano vy dim(U) ¢ dim(X), por tanot I-I;QU(U,F( ) = 0 para g>n. Pasando a
) q .
haces asociados, obtenemos que =}-jZ(F:) = 0 para todo g3 n.



{5.4.6) TEOREMA ., ( Teorema de anulacidén de Grothendieck)

Sea (X, T) un espacio topoldgico noetheriano de dimension n, y sea F € S(X, T).
Entonces Hq(X,F) =0 paratodogr>ny YUF) = 0 para todo g > n.
DEMOSTRACION

Consideremos a X como subconjunto localmente cerrado de X, Entonces

rx(;\’,—) =T (X,=)y H;(K,w) = Hq(x,—), por tanto, por (5.4.5), Hq(X,F) = 0 para
todo Q> n.

q. )
De igual forma N\F) = 0 para todo g > n.

(5.4.7) PROPOSICION
hd
Sea (X, T) un espacio topolbgico paracompacto y Haussdorff, Si Hq(X,F) =0

para todo g > n, entonces Hq(;\',F’) = 0 para todo g n.

DEMOSTRACION

Es trivial teniendo en cuenta el teorema (5.2.4).



6. COHOMOLOGIA DE ZARISKI

6.1 COHOMOLOG!A DE UN ESQUEMA AF IN: TEOREMA DE SERRE

(6.1.1) Sea (X,QX) un esquema, ver (2.2.1), v consideremos la categoria topold-
agica (Zar/X, Zar(X)) definida en (3.2.6). Siendo 1 la topologia en X, sea (%, 1)
la categoria topoldgica construida a partir del espacio topoldaico (X,7), como en
{(1.3.1). Entonces ambas categorias topoldgicas son isomorfas.

En efecto, definimos un funtor @ X = Zar/X como:

(W) =1 : (U, W) —(X,8 DU —s W) (U e N _
n(lh =72 (U8 VU (X,0, 0, v wl (AENHCRNAR (V,8, V)

Y un funtor v: Zar/X — X, como \-‘((\J’,e\) f%(){,@w)) = f(Y) (notemos que f

es una inmersion abierta), vy \’((Y,BY) i—\—»’(Z,Gz) ) = f(Y) —q(2)
f q
v
)
(\’B,\(

Evidentemente, estos funtores son inversos el uno del otro. Se puede demos-
trar ademas que ambos funtores son morfismos de categorias topologicas, ver

(1.2.3), v por tanto (Zar/X, Zar(X)) = (X, 1)

(6.1.2) Hagamos notar que trabajaremos principalmente en la categoria M,
X

que es la categoria de B\; modulos asociada al esquema (X,Q\,) definida en (2.3.1),
Esta categoria tiene suficientes inyectivos (2.3.9); asi podemos considerar Tos fun-
tores derivados a derecha del funtor T(X,-): g M === Abh.

X
(6.1.3) LEMA

Todo 8\{— mbdulo inyectivo es fuertemente flasgo.
4

DEMOSTRACION
Es idéntica a la hecha en (5.1.2(iv)), teniendo en cuenta que j'((s 21U es un

ex-— modulo.
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(6.1.4) PROPOSICION

Sea (,\‘“,e\() un esquema. Para cada Bx— modulo F se verifica que

¢

R (X, -N(F) = Hq(x,F) para todo g3 0, y donde r(X,-) : o M—Aby Hq(X,F)

X

son los definides en (4.1.1).

DEMOSTRACION

- q, o .
En efecto, notemos por H' (X, =) a los funtores derivados a derecha del futor

r(X,=). Si F es un E\\(— modulo vy 0 = F =" es una resolucidn inyectiva de F

) ) q, 0
en g M, entonces H'Q(N,F) = Hq( MX,d ) — I‘(X,J]) ...... vl
X
Pero por (6.1.3), 0 > F =47 os una resolucion fuertemente flasga de F
q, . Q . 1 _
vy entonces Hq(/\',F) = Hq(F(.,\’,J ) (X, e ), segun (5.1.4).

Asi Hq(X,I:) = H'q(X,F) para todo q» 0, vy para todo 9\,= mbddulo F .

(6.1.5) Dado el esquema ()\’,6\(), sea A = F(X,Q\,), entonces para cualquier 8_- mo-
dulo F, 1(X,F) tiene estructura de A-mddulo. En particular , va que podemos cal-

Q - . Qo .
cular H(X,F) usando resoluciones en o M, entonces HT(X,F) es un A-mbdulo pa-

X
ra todo g2 0.
(6.1.6) LEMA
Si J es un objeto inyectivo de M, entonces para cualquier abierto U de X,
X
J{U es un objeto inyectivo de U M.

X
DEMOSTRACION

Es idéntica a la hecha en (1.3.18) sin mas que tener en cuenta que =i BFoes un

0. ] U-mbddulo entonces j F es un 8_~ modulo.
x 4 X

i

(6.1.7) COROLARIO
Sea (X,S\() un esquema y sea U un abierto de X, Entonces Ilq(Ll.l ) Hq(ll,r |,

para todo q 0.

FPasemos ahora a estudiar e! caso en que consideremos un esguema afin noethe-



riano, es decir, un esquema (?{;ex) = (SDGCU\\.GA) donde A es un anillo noetheria-
no, (2.2.6).

En principio, sea (X’BX) un esquema cualquiera y F un Sg modulo. Conside-
rando a F como un haz, tendremos la cohomologia de Cich: }:|q( U,F), como en

{(4.2.2), para U un recubrimiento de X.

(6.1.8) Si (X, T) es un espacio topolagico, existe una version hacificada del comple-
jo de Cech.
Fara cualquier conjunto abierte V de X, denotamos par f: V ™ X el morfismo

inclusion. Sea U :{ uld e recubrimiento de X y F& S(X, 7). Construimos un
i

. R o
complejo, C (U,F), de haces como sigue: L(U,F) =M £ (Flu. ), v defini-
Y ox [P
P 0 '
pop NSRS P . P
mos d : ¢ (U,F) * C (U,F), de forma que dLI sea el morfismo d del comple~

jo C(UIU,F), donde UJU =1 U uj el
i i
Notemos que T(X, C'(U,F)) = C(U,F), que es el complejo de Céch definido en
(4.2.1)

Si(X,8.) es un esquema y F un 8~ mbddulo, entonces T (F{U, . )es un 9\(:110:

X X Io..lp

X

dulo, y asi ¢ (U,F) es una resolucion de 8\,— madulos.

(6.1.9) LEMA

Sea (X,8_) un esquema, y F un E)\,— modulo. Entonces el complejo C (U F) pa-

X

ra U un recubrimiento de X, es una resolucion de I-. s decir, existe un morfismo

- Q, . .
de 8\(- moédulos €: F — ¢ (U,F), tal que la sucesion de 8\,= modulos:
s e
3 0, |

0 ——F — C(U,F) ¢ (U,F) D
es exacta.
DEMOSTRACION
- 0 _
Sea U :i U_& . Definimos e F ——> ¢ (U,F), tomando el producto de los
i

iel
morfismos naturales: F 21 (IF1U)) para iel. Entonces la exactitud se sigue de
X 1

los axiomas de haz para b .

En efecto, sea V un abierto de X, entonces:



e .\
t\/. F(V)
es

monica, ya que [u, N \J}
!

icl
B -

que C(u,A\W) =TT Frunu
Q

—EEM~WH%JHUWW:WFMﬁW

Tyl
exacta.

es un recubrimiento de V. Por la misma razén, vy
NV), la sucesibn

J
Q

0 —F (V) = C(U,FNV) — ¢ (U,F)V)

Para mostrar la exactitud del complejo para p 21, es suficiente verlo sobre
fismo k: CP(U,F) —— P
X

+1
(k(1))

las fibras. Sea xe X, y supongamos que x ¢ U . Para cada p > 1 definimos un mor-
J
¢ . = 2 .
\U,F)xcomo sigue: Seat & CL(U,F:) , que vendra
X X
5 , -
representado por un te ¢! (U,FXV), conxeV y Vel.. Entonces
. o=t .
P I
o 1 Mo pll
Entonces k(t ) = k(t)

X

J
esto tiene sentido va que VN U,
X

| =Viu._ .
i i
0" !
Se verifica que (dok + kod)(t ) =t , paratodop 1.

N .

Asi k es una homotopia para el complejo C (U,F) , entre los morfismos iden-

U;{DHQ}
v

iel
HD(U,F) = 0 para todo p> 0.

p-1
X
>, L. ,
tidad y cero. Por tanto H(C ) =0 para lodo p > 1 y para todo x € X, y entonces
X
Sea (Spec(A),0 ) un esquema afin v F un © — mddulo cuasi-coherente. Sea
. A

X
Hp( C(U;F)) = 0 para todo p2 1, luego el complejo C(U,F) es exacto.
(6.1.10) PROPQSICION

DEMOSTRACITON

Por (2.4.5), F = M,

don

un recubrimiento de Spec(A) por abiertos basicos. Entonces
dulo definido en (2.4.1)

Consideremos la resolucion C {U,M*) de Me , entonces
tiene: CP(U,M)(D(g) =TT MO, N ... DIF, IAD(@) =T M (DL,
P .
f...f. g
| [ i
0

de M = T(Spec(A),F) es un A-modulo y M es el 8 - mo-
0

I'(Spec(A), C(U,M)) = C (U,M); por otra parte si D(g) es un abierto bdsico, so
=M
p

= M
(‘l_p\) f.oo.uf
b i

b
O |

P .

¢ (U,M) es cuasi-coherente,

P

...fi q)

o P

IDH F? W
0 |p

|
) . Por tanto CD(U,M°) =(MN M

» , de donde
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0 1
Luego O =¥M+==> C (U,M*) —C (U,M*)........... , €5 una sucesion
exacta de haces cuasi-coherentes. Por (2.4.6), al aplicar el funtor T(Spec(A),-),
obtenemos de nuevo una sucesion exacta, es decir, C'(U,M ) es un complejo exac-

v
to, y por tanto Hp(U,M ) = 0 para todo p» 0.

(6.1.11) TEOREMA

Si X es un esquema afin y F un 8 _~ modulo cuasi-coherente, entonces

o ] X

H (X,F) =0, para todo p> 0.
DEMOSTRACION

Ya que los recubrimientos de X por abiertos basicos son cofinales en la clase
de todos los recubrimientos por abiertos de X, entonces, por (6.1.10), se tiene

ISP . P
para cada p> 0, H (X,F) = Limm H (u,F) =0,
v

Por otra parte, si U = D(g) es un abierto basico, entonces HD(LJ,ITI U =0, pa-
raqy 0, vaque U es un abierto afiny FlU es un GU— modulo cuasi-coherente, ver
(2.4.8). Ya que D(f1)ﬂ NDF ) = D(f] ...[ ), estamos en las condiciones de

r r
v D ay
(5.2.7), y asi HP(V,F) ¥ HP(V,F), para p» 0y V un abierto de X.
. UV P, P.o ‘
En particular, H (X,F) = H (X,F) para p > 0, y entonces H (X,F) = 0 para todo

p> 0.

(6.1.12) COROLARIO
Sea (X,@\() un esquema afin, y sea 0 —™=> F' —2 F —2 "' —> 0 una sucesion
I
exacta corta de 8\( modulos . Suponemos ademas que F' es cuasi-coherente, enton-

ces la sucesion 0 = p(X,F") — p(X,F) — r(X,F") =0 es exacta.

DEMOSTRACION
Por ser F' cuasi-coherente y por (6.1.11), HD(X,F‘) = 0 para todo p» 0. Asi
obtenemos la sucesion exacta corta deseada a partir de la sucesion exacta larga

asociada a la sucesion exacta corta de partida.



(6.1.13) TEOREMA. (Teorema de Serre)

Sea (X,Q\() un esquema noetheriano. Entonces los siguientes enunciados son

equivalentes:
i) (X,0.) es afin.
(i} (X, x
(ii) Existe un conjunto finito de elementos, f.,...,f € A :F(X,Ox), tal que los
r

]
:{xex AF) #. m ¢ 0 , son afines. Ademas f_,..,f
i X X X, x 1 r

subconjuntos abiertos Xr

generan A. !
(iii) HQ(K,F) = 0, para todo q» 0 y para todo Qx— médulo cuasi-coherente.
(iv) H](X,J) = 0, para todos los haces de ideales coherentes.

DEMOSTRACION
(i) == (ii) Es inmediato, basta tomar f = 1& A,
(i) = (ii}) Es el teorema (6.1.11),
(iii) = (iv) Es trivial
(iv) == (ii) Sea p € X un punto cerrado de X y sea U un entorno abierto affn de p.

Sea Y = X-U y consideremos los ideales haces J o y ‘JY de los conjuntos cerra-

YV
dos YUp eV, respectivamente, vease (2.4.10). Entonces \JYU o es un subhaz de

¢

JY y sea K(p) = JYNJYU . Este cociente es el dado por:
0, /m sipegl
7 _,D p
N(p)(U) =
0 en cualquier otro caso.
Puesto que J_, . es un haz de ideales coherente, (2.4.11), sera H](N,JYUP) 0
por hipotesis, y entonces I‘(X,\IYJ > XL, K(p)) 0 os exacta, asi existe

feJ (X)) quevaal 1l de K(pX) =0, /m, esdecir, I = 1modm ). Ya que J os
Y Xopoop P P Y

un subhaz de 8, podemos considerar fun clemento de Ay como f ¢ m , werd f g \f .
bl I\

’

Ademas xfc.u, pues si reY = X=U, entonces al sor (JY)

F%Xf.

» . P = . o
Por otra parte, como veremos despucs, /\{ = D) donde f es la imagen de f en

0, seral em , o usea,
-

" "

BX(U)y y por tanto ya que D(f) es un abierto afin de (Ll,t:)u), entonces Xf es un

abierto afin de (X,Gx).



Asi cada punte cerrado de X tiene un entorno afin abierto de la forma “\(‘ tn-
tonces la familia de los XF es un recubrimienta por abiertas afines, de X. En
efecto, sea x e X y sca U un entorno abierto afin de x; supongamos que ud Spec(l’d),
y sea Q la imagen de x, sea N un ideal maximal de B tal que Q& N,

Sea y e U un elemento que se aplica en N mediante ¢ ; entonces v €s un punto

cerrado de X, y por tanto tendra un entorno afin de ta forma

P Veamos que x € Nf;
ra que v e X_ entonces f m <0 coma O =B , entonces sif &m wto
ya q b f € \é v X,y ame XLy N Shtence ng, v’ osly
uiere decir que f& N vy por tanto que ¢ Q. Lucgo f m 0., =B_.
: aue F4 Ny ¢ e 1 ao f g e O (= By

Por la compacidad de X, podemos recubririo por un nmero finito de abiertos

afines de la forma Xf, correspondientes a f‘] R - W

-
Finalmente veamos que f] oo f ogeneran AL Definimos un marfismo de 8 - mo-
-
r . " .
dulos ar O, —8_ tal que para U X, o 18, =8 (L) esta dada por:
X roX U X X

mu(a1 ye..,a )= 2 ]( f_\ Wa.. Bl morfismo 4 cs sobpreyectivo; en efecto, para ello
r | = I 1

s [‘ % PR .
veamos que para cada xe X, a es sobre. « 18, —0_, , scaael, , eoxis-
X XN X, X X, X X, X
tirda un f_ tal que x¢ Xf , entonces (f) %: m vy por tanto () es una unidad en 9\, '
i . i X X X X, X

. | = . . . S
as! podemos expresar a por a = (I) (f) a. Sca(0,..,(f) ,..00€0 , entonces
PxOIX N

X, X

a (0,..,(f) ,..0) = a, vy por tanto « es sobreyectivo.
X s X

b

Sea F el 8- madulo nicleo, v consideremos la sucesion exacta corta

X
0 * * E);< S 8)\' 8. Filtramos - como sigue:
N r—1
= PR 2FN B8, 2 oL 2008,
! X N X
. - _ L
Ya que FN Q\I\Fﬂ Hi\ es isomorfo a un subhas de 8\1\81\ = BX' entonces cady

uno de los cocientes de la filtracion es un has de ideales coherente. Asi usando
. 2 . . . e ’ .
nuestra hipbtesis de induccion y la sucesion exacta Jarga en cohomologia, deduci-
1 N ™ .
mos que H (X,F) = 0. Pero entonces I ()\.8\,) — ]‘(,\,9\,) es sabreyectivo,

lo que nos asegura que f_,...,f generan A.
' r

1 b
(ii) == (i) Hacemos la demostracidon en varios pasos:

Faso 1:

il

i

Sea fe A y sca USX un abierto afin de X, entonces Xfﬂ U =D(f), donde

f_ = ex(u E— X)(f).



XN U= {PeSpec(® /i gm

<

En efecto, supanemos que U = Spec{B), entonces
pSs

B } = | P e SpectB) / ?Péfpc BPR =
-{Pespec® /TdPY =D

En consecuencia X_ es un abierto de X, para todo fe A

El conjunto { Nf L=,

.0 Q es un recubrimiento finito por abiertos afines
\ i .
de X, tal gue \\ff N ’T\f es compacto para todo i, j.
i J
En efecto, sea x ¢ X, vy supongamos que \#\f , paratodo i =1,...,r, entonces
i
(f) em paratodoi=1,....r. Considerando el morfismo A ——28_, vy puesto
1 X X .>\,X -
que f_,...,f generan A, cntonces la imagen del 1 estard en m , es decir el uno de
r %
8., estdaenm , locual es una contradiccion.
X, X X
Asi existe i éil ..
=1, ,ry recubren X.

o\ tal que x & N[ v por tanto el conjunto de los XF )
i i
Sea ahora un i fijo, entonces “\'F N Xf

= D(file ), para tode j# 1, por el paso
] i i
uno v va que X_ es afin por hipatesis. Por tanto ,“\'f N X os compacto.
1
Paso 3 :

A

1 J
n i
ron >0 tal quef a=0.

Sean f,a € A, tales que a X_= QV(XF — X¥Xa) - 0, entonces existe un ente-

<

En efecto, consideremos el recubrimiento por abiertos afines {Xf y
i a\Xf = 0, entonces alf\'fﬁ}\"f =0

\,...,l‘f.
i
\,(XF N >‘\", —3X)Na) - 0, paratodoi = |,..,r
[ i
Pero como Xf N ,‘(f s D(f{Xf ), entonces existe un ni> 0 tal quo (fle "ia Xf 0.
i i i i
Sea n el maximo de los AN entonces fnl .\'f a'.\“f =0, para todo i = 1,..
i i
to que 9\< es un haz, entonces fna =0,
Paso 4 :

Y PUee

SeafeA yscabe 9%(}\'{), entonces existe unn >0y existe a € A Lal
"M
alX =f | X .b.
R f | f

que
En efecto, sea U = Spec(B) un abierto afin de X, entonces U ﬁXf =D W y
Qx(u nxf) = Bf\u

; puesto que b\ un Xf € Bf 4 entonces b{ UN Xf— = au/(fl L,J)n, para



alglin n >0 y para algin aue B, entonces au\ u (\Xf = (F\LJ)H\LJ (\XfcbIU N Xf.

Consideremos el recubrimiento { Xf , 0= 1,..,r*l , para cada i, existeunn_ 2> 0
. i
i
. - ¢ n. ’
y existe a, € ex(xfi) tal que ai[ Xfiﬂ Xf = (fl)\f.) i | ,\f‘ﬂ Xf . b‘xf‘(\ Xf.
i [ i
Elegimos un n que no dependa de i, se tiene entonces:

a ] X 0 XX =G XN XD ‘ XN X NX=a | X 00X [xf‘n X 01X, =

| J | J J l ! J
= X X X .
ajl fN X %
i i
Ya que >(f N Xf es compacto, por el paso 2, existird un m>0, que podemos ele-
i J
girlo independientemente de i y de ], tal que:
m
X (a X p - X = 0.
f lein ;| a | fiﬂ X aJ_I fiﬁ xfj) 0
J J

Asi, considerando { " } Xf_-ai eex(xf Y/ i=1,...0,r } , determinan un ae A

[ [
FH“I‘TIIQ>< b,

tal que al X_ = f ‘

f
Paso 5:

Como consecuencia del paso 4 y del paso 3, se tiene que ex(xf) = Af, para todo

feA.

En particular, GX(xf ) = Af , paratodo i =1,...,r, y puesto que cada uno de
T [
, )= (Spec , . Vease (2.1.7).
¢ Bxl Xfi ( pec(Af.) SAf ). Vease ( )
i i
Paso 6: i

ellos es afin, entonces (X

Definimos un morfismo (X,8 ) — (SDeC(A),QA) como sigue: Sea

X
[LJt = Spec(B )St

un recubrimiento por abiertos afines de X, y sea

t el
por A= GX(X) e QK(LJt)ZBt; llamamos o al morfismo determinado por b entre
t )
los correspondientes esquemas afines, es decir, ptl Lth Spec(Bt) > Spec(A).

L i
Veamos que p ] unu = p \U N U , paratodot, k €T. En efecto, Sea&\/ } un
t t k k' ot [N , Kk
recubrimiento por abiertos afines de Ut n U“, entonces el siguiente cuadrado es
N
conmutativo:

A=0 (X ———>3 - 0_(U
A OxO\) {L\ >,\,( l\‘)

B =0 (Ut) —



i i _
entonces p t‘\/t - 0 i\“ Vl,k para todo 1, y por tanto p t\ Ut au = P Ut N Ul para

! k <
todo t, ke T; asi los mor‘fismosi thteT determinan un morfismo

p: (X,Qx) — (Spec(A),QA) tal que plut =p, para todo te T.

Veamos que p es un isomorfismo. Puesto que f1 y+..,f generan A, y puesto
r

" Afi

que (D(fi),exl D(fi)z (Spec(A_),0 ), entonces {D(fi), i=1,... ,r‘! es un recu-

brimiento afin finito de Spec(A).

-1
smas P (D(f)) = X X ,0.IX )= - , ; asi iso—
Ademas (D( I)) ( y ( . ><| f‘) (Spec(Af.) QA ); asi plel es un iso
i i i i fi i
morfismo para todo i = 1,...,r. Si llamamos g, al inverso de p|Xf , entonces se
i .
i

tiene que gi\ D(fi) N D(fj) = leD(fi)ﬁ D(fj), y por tanto dichos morfismos determinan
un morfismo g: (Spec( A),QA) — (X,Gx) que es el inverso de p . Asi (X,Gx) es

un esquema afin.

(6.1.14) TEOREMA
Sea (X,GX) un esquema noetheriano v separado,(donde por separado queremoa
decir que el morfismo (X’GK) —> (Spec(2),8 ) definido en {2.2.4) es un morfis-

mo separado). Sea U un rccubrimiento por abiertos afines de X y sea F un E)x— mo-

dulo cuasi-coherente. Entonces para todo p> 0, losmorfismos definidos en (5.2.2),

son isomorfismos.
DEMOSTRACION

En principio veamos que si (X,E)x) es un esquema separado y si U,V son dos
abiertos afines de X, entonces UNV es también un abierto afin.

En efecto, por ser (X,Bx) =23 (Spec(y ),87. ) separado, entonces AX/Z Cs
una inmersion cerrada. Como UN V = (U ;/\ V)N AX,«/y (X), entonces UNV es un
subesquema cerrado de U \7< V que es afin; asi , por (2.4.12), UNV es afin.

Sea V = LJ_l n... .ﬁUi ,,entonces por ser (,\",QX) separado, V es afin; ademas
si F es cuasi—éoherente ,pentonces FlV es cuasi-coherente. Entonces, por (6.1.11),
H v JFIV) =0 para todo q 0.

Estamos entonces en las condiciones del teorema (5.2.6), que nos asegura el

resultado.
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(6.1.15) COROLARIO
Sea (X,Gx) un esquema separado y F un Gx— mddulo cuasi-coherente. Entonces,
para cada p » 0, existen isomorfismos naturales: I::lp(X,F) = Hp(X,F).
DEMOSTRACION
En efecto, sea U={ Llil el la familia de todos los abiertos afines de X. Enton-
ces U es una base para la topologia de X; como para todo subconjunto finito de U ,
LJ] - ,LJn, Hq(u]ﬂ. .. nun, F |u1n . .nun) = 0 para q> 0, por el mismo razona-

miento hecho anteriormente, entonces utilizando el criterio de Cartan,(5.2.7),se

sigue el resultado.

6.2 COHOMOLOGIA DE UN ESQUEMA PROYECTIVO

(6.2.1) TEOREMA

Sea A un anillo noetheriano y sea X = P; conry 1, ver (2.5.13). Sea
S:A[XO"”xr] . Entonces: .
(a) £l morfismo natural S—— 1 (0.) = @ H(X,08,(n) es un isomorfismo de
x X nez X
S—mbdulos graduados. Donde 9\<(n) es el ex- modulo definido en (2.5.6).

(b) Hq(x,ex(n)) =0, paraO<q<r, paraq>r vy para todo n
(c) HP(X,OX(—I‘—])) = Ay HP(X,OX(H)) = 0 para todon O.
(d) La aplicacion natural:
HO(X,GX(n)) < HIX, 8 (enmr=1) = HU(X, 8, (=r-1))= A
es un apareamiento perfecto de A-mbdulos libres finitamente generados, v ello pa-

ra cada entero n.

DEMOSTRACION

Sea F el 8\<— modulo cuasi-coherente: @ 0_(n). Ya que cohomologia conmuta
; nay,

X
con sumas directas sobre un espacio topolbgico noetheriano, (5.1 .6), la cohomolo-
, . s - 7/ .
gia de F sera la suma directa de la cohomologia de los haces 8 (n). Asi hallamos
v
la cohomologia de F sin perder de vista la agraduacion por n.

Nbtese que los grupos de cohomologia en cuestion, tienen una estructura natu-

ral de A-modulo, ya que I‘(X,Bx) x SO = AL



ba

Para cadai =0,...,r, sea Ui el abierto D+(xi), definido en (2.5.3(b)). Enton-
ces, por (2.5.3(b)), cada Ui es un abierto afin de X y los LJi, i=0,....,r, recu-
bren X. Por otra parte X es noetherano y separado.

En efecto, ya que X = Proj(A| Xg e ,xr‘] ) y puesto que A Xgr e ,xrjes noethe-

riano al serlo A, entonces X es noetheriano.

; ¢ r = : ; .
Ya que X = PA = FY X Spec(A), (2.5.13), y taniendo en cuenta el diagra-
\ ' Spec(z)

Spec(A) —————— Spec(z)
Para ver que F’Z\ —— Spec(Z) es separado, por (3.2.3(ii)), es suficiente ver que
; — P: y P: — Spec(y). Pero ya que todo morfismo de esquemas
afines es separ‘ado; (veaso la demostracion de (3.3.3)), entonces el morfismo

-
Pl ——p
#
b - ~ f‘ il 4 r‘
facilmente que el morfismo P —2Spec(z) es separado. Asi PA 2 Spec(7)
/

lo son P

es separado, teniendo en cuenta (3,2,3(1i1)). Se puede demostrar

N g

)

es separado.

Asi estamos en las condicines del teorema (6.1.14), y entonces

HY

v
X, F) = Hq( U,F) para todo q 20, y donde U es el recubrimiento por abiertos

afines del que partimos.

Para cada conjunto de indices, i_,...,i , se tiene que U, =D (x. ...x.
0 p Ty el + i
, 0 p 0 p
asi:
FU ) =F(D (x, .. X )= jGB OY([‘))(DJXi RRE ) =
IO' .|p + |O 5 Ney 7 0 .
= @ 0 (MDD (x, ...x )= n® S(n)x . c S}\ «
ney. D -} |r) ] G7 (. o0 o X, . es o X,
( P IO 'p |0 |p

Par otra parte la graduacidon de Fse corresponde con la graduacidon natural de
- . . . ’ . v
S , bajo este isomorfismo. Asi el complejo de Céch de F estad dado por:
i i
0 P

cC(u,F): s —>1Ms T e —S
X,
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O 4
Ahora H (X,F) = rﬁ? H x(n)), es el nlcleo de la primera aplicacién, que
es precisamente $. Esto pr*ueba (a).

Notemos que al ser H (/\ F)=8 = @ H (X,Q (n)= @S , entonces
X NeZ N

0 0
H (X,Qx(n)) =S sinx0, yH (X,Qx(n)) =0sin¢0 , asi HO(X,Gx(n)) es un

A-modulo libre finitamente generado, para cada entero n.

- . r" d ’ 3 . .’
Consideremos, ahora, H (X,F), que es el conlicleo de la Gltima aplicacidn en

v -1 )
el complejo de Cech: d N s R — S
k X_ o ooX, ..X X oo X
0 Tk r 0 r
S = Alx . oox L1/%x 4000, 1/x ], que puede considerarse como el
XO"'Xr‘ 0 " 0 r
n n

. . r
A-modulo libre generado por i xo Lo X /e Zi .
r i

. r=1 . .
La imagen de d es el submodulo libre generado por aquellos elementos basi-
cos para los cuales al menos unn_ 2 0. | |
[

, , . 0
Asi HP(X,F) es el A-modulo libre con base { Xg 1o X : /1 e O}para todo i
i

Por otra parte, la graduacion esta dada por $ li’ es decir,
~ " 0
H[(X,F): D H (X, 0,00 D {x "..... x '/ 5—”‘-;”&
ne’? X 1€ r i

Luego para n 20 HP(X.BK(ﬂ)) = 0 y ademas para todo entero n HP(X,ex(n)) es

un A-modulo libre finitamente generado.

m m
, 0 "
Para n = -r-1, tenemos que HP(X,BX(—P—U = g xo e .xr /<m =-r=1>
> i
r ,
Pero siSm. = -r-1, entonces m. = -1 parai=0,...,r, luego H (X,Gx(-r'—-U) esta
|

-1 )
generado por XO ...X ,es decrr‘ es un A-modulo libre de rango 1, y por tanto
-

HP(X,QX(—P=1)) = A. Tenemos, entonces, probado (c).

Para probar (d), notemos que yva que para n <0, HO(X,Gx(lw)) =0, por (a), y
H (X,Gx(—n—r*—l)) =0, pues —n-r—=1 > —r-1, entonces el aparcamiento es perfecto
trivialmente.

Paran2 0, H (X,0,(n) =S , y por tanto tiene una base consistente en mono-
7 n

m m
. - I -
mios de grado n, es decir, i ><O CouX / m 20y zm =n . El apareamisto natu-
r

ral con HF(X,QX(—nwrvl)) en H (X ) ( r—-])) estl deter‘mmado por:

|
mo mr~ I0 Ir m0+0 mr+lr .
ceex ), Ik Cuaux ) T/ x vl X ,pues sigm. =ny 2l = -n-r=|
0 r 0 r 0 r i i
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entonces 9 (m+l) = =r=1, v el de la derccha es cero si algln m_+! > 0,
i aunmr

Luego tenemos un apareamiento perfecto, bajo el cual la base dual de
m m ~m_ -1 -m -1
0 P‘ 1 < 0 « r }
X e o X es X e e X .
0 r 0 r
Nos queda probar (d). En principio, ya que Cq(U,F) = 0 para g » r, entonces
q q
H(X,F) =0 paraqy r, vy por tanto H (X,G)X(n)) = 0 para q > r y para todo entero

n.
o 4 )
Veamas que H (X,G\,(n ) =0, para 0< g <r v para todo entero n, y lo haremos
v
por induccion sobre r. Si ¢ = 1, no hay nada que probar, asi sea r> 1.
Si localizamoa el complejo C'(y,F) con respecto a x , como S-mbddulos gradua-
r

dos, obtenemos el complejo de Céch para el QU ~ mbdulo FIU |, con respecto al re-
. r
-
cubrimiento afl'nzilu, nu /i=0,... ,rj . Puesto que U es tambien noetheriano y
[ " r
} C
separado, por (6.1.14), este complejo nos da los grupos H ](U FlU ), para q2 0.
r r
Pero U es afiny F]U es cuasi-coherente, asi, por (6.1.15), Hq(LJ JFIU ) =0,
r r r r
para todo g 0.

Luego la cohomologia del complejo C (u,F)
X
-

es cero para q» 0, pero puestlo

. .. q . , i} -
que el funtor localizacion es exacto, entonces H (X,F) = 0 para q 0. En otras
X
.
q ] .
palabras, cada elemento de H (X,F), q» 0, es anulado por alguna potencia de x
Para completar la demostraciéon de (b), demostremos que, para 0< q < r, la
multiplicaciéon por x  induce una aplicacidon biyectiva de H (X,F) en si mismo; de
-
donde se seguiria que este modulo es cero.
Consideramos la sucesion exacta de S-modulos graduados:
X
-

0 ——>S(-1) = & S/(x ) == 0
.

que nos da la sucesion exacta de 8X~ modulos:

a (1) > y 9 > 0
Q —— QX( 1) @x H

donde H as el hiperplano x - 0. Oblenemos, entonces tomando sumas directas:
-

0 —>F({=1) A Sl >FH >0
donde ' = @ 0 (n). Esta sucesidpn exacta corta dara lugar a la sucesion exacta:
ney F

........... Hq<x,F(:maaqu(x,F)~—~—>Hq<x,FH).......................
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Considerados como S-modulos graduados, Hq(z\‘,F(ﬁ])) ¢s justamente Hq(X,F)
desplazado un lugar, y el morfismo Hq(X,F(~H) —_— }a|q(x,r—") es el producto por

X

.
r— q — . -
Ahora H = F’A v H(X,F H)z Hq(H,FH), por (5.1.8), donde hemos identificado
N .
FH con ix(r%ZOH(n)), y donde i: Pi’\ —_—> F’i\ es la inclusion.,

Podemos, entonces, aplicar nuestra hipotesis de induccion a FH y encontramos

que Hq(X,FH) =0, para0<qc¢r=1.

Por otra parte para g - U, tenemos la sucesion exacta:
] 0 0 i 0, )
(1 O 2 H (X,F(=1)) =1 (X,F) —>H (X,FH) ()

O - - '3 rd
ya que H (X,FH) = S/x ) por (a). Al otro lado, tenemos la sucesidn exacta:
x

.
‘__] N N - N
(2 0=—=HOXGF ) HOGE D) (X E) 0

'

T

En efecto, H (X,F) es ¢l A=modulo libre generado por los monomios negativos

m m
r

P , . U AP
en X _....x . Asi, es claro que x  es sobreyectiva, pues dado x . ...x  &H (X,1F),
0 r r 0 r
m mo-
r vl . .
considerando Xy oo X e H (X,F(=1), suimagen por x es precisamente el
1 "

elemento de partida.

Por otra parte, el ndcleo de x  es ek submdmodulo libre generado por aquellos
-

=1 » . )
monomios negativos , tal que ! = -1, Ya que H (X.[*-ll) es el A=modulo libre con
- )
basec consistlente en los monomios negetivos en ,xO, L...X , v § es la division por
J m
x , entonces Ker(x ) - Imag(s), v la sucesion es exacta. En particular, § es un
r r

monomorfismo. enemos entonces:
St 1< g<r=]
HQ_I(X,FH> X F (1)) = H X -ﬁqu(x,er) 0

y entonces HQ(X,F(-:H) . Hq(X,F), y el isomosfismo es el producto por x
) -

Para q = 1, vy teniendo en cuenta (1), tenemos:

!

\ 0 )\

1
y entonces H](X,F(—I)) - H (X,F), y el isomorfismo es el producto por xr

[ 1 7
HOGE ) == 1 OGF(=1) = 1 (X, F) == 0
\F r‘!);r

Para q = r=1, teniendo en cuenta (2) y la sucesion exacta larga en cohomologia

obtenemos que HP_1(X,F(—]))= HP(X,F). Esto acaba la demostracion.
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(6.2.2) Se deduce del teorema (6.2.1) que H(X,0_(n)) es un A-mbddulo finitamente

{(n
X
generado, para todo g2 0 y para todo entero n.

0

(

En efecto, si n2 0, entonces Hq(X,O\,(n)) =0paraq>»0, yH X,Ox(n)) =S

n
que son A-modulos finitamente generados.

Si n<¢ 0, entonces Hq(x.())\,(n)) =0para0<qger, y Hq(X,Ox(n)) = 0 para q» r;
m m

q, o . .
por otra parte H (>\.0\<(n)3 es el A-modulo libre generado por‘% X oaeX r‘/fm_<n}
) r i

0

y por tanto es finitamente generado.

(6.2.3) TEOREMA

Sea (X,Bx) un esquema proyectivo sobre un anillo noetheriano A, (2.5.15), vy
sea Qx(l) cl Oxr modulo invertibie muy amplio relativo a Spec(A), (2.5.18). Sea
F un wa modulo coherente. entonces:

¢ . q, ;oo 2 . .
(a) Para cada qz 0, H (X,F) es un A-modulo finitamente generado.

(b) Existe un entero n_, que depende de F, tal que para cada q»> 0y para cada

0
nng, HYX,F(n) - 0.
DEMOSTRACION
Ya que BX(H Cs un 9\{ modulo muy amplio relativo a Spec(A), Bx(l) = i‘(@ P(1)),

I‘\

. o . .. . ; .
para i: X — P A una inmersion cerrada, que existe por ser X proyectivo sobre
A
A. Si i es una inmersion cerrada, es tambien un morfismo prouectivo, y entonces

si F oes un O>\;- modulo coherente, i F es un 0 —-modulo coherente, como puede ver-
"
P
se en (6.5.3) posterior, {(téngase en cuenta que ambos son esquemas noetherianos

~

P)\ por ser A un anillo noctheriano, vy X por ser isomorfo a un subesquema cerra-

: ~ ' R
do de F’I,\). Ademas, por (5.1.8), Hq(x,F)z qulﬂ“ v l\\'lﬁ ), para todo g2 0.
'f— #

" o )
As{ podemos reducirnos al caso en que X - P2 . Para este caso (a) yib) si

A
F = Bx(q) para q un entero, (6.2.1),(6.2.2), y por tanto tambien es cierto para una
suma directa de tales 8\(- modulos.
Para probar el teorcema para 8\( modulos coherentes arbitrarios, usamos indu-
3

iy , Ao oy, . ,
ccion descendente sobre q. Para q>r, H (X,F) =0, yaque C (u,F) =0paraq>r

tomando U-:{LJi , 1= O,...,r§ , con LJi :D+(xi).



En general, dado F un 8\7= modulo coherente, podemos escribirlo como un co-
S

ciente de un 9x~ modulo E que es una suma directa finita de Qx— modulos de la

forma BX(D')’ para varios enteros p_, ver (2.5.22). Sea R el nlcleo, vy conside-
| i )

remos la sucesion exacta corta: 0 PR Ty oo | ——(),

Entonces R es también un 8 _~ modulo coherente, (2.4,7). Obtenemos una suce—

7
sion exacta de A—-modulos:

.............. B E) = 1Y) — 1T (xR

Q. -~ p - . .
HT(X,E) es un A-modulo finitamente generado, pues £ es una suma directa finita

, ) q+1 .
de O\;f modulos de la forma O (p.); H 1 (X,R) es un A=moduloe finitamente generado
/ : |

\\’
. . . . . . q ..
por hipotesis de induccion. Asi, puesto que A es noetheriano, H (X,F) es tambien

un A-mbddulo finitamente generado. Esto prueba (a).

Para probar (b), tenemos:

............ R E D) > IO () —— ]

%

(X,RMND oo

para ny no , suficientemente grande, H (X,E(n)) = 0 para todo g2 0, pues £ es una

q+

, . 1, ] ,
suma directa finita de Q\f mbdulos de la forma 8 (pi); H™ (X,R(n)) = 0 por hipdte-

X
sis de induccién. Por tanto Hq(X,F(n)) =0, paraq>»0yn >/nO.

Notemos que puesto que solo tenemos un nimero finito de q, 0< q < r, se puede

se puede determinar nh independientemente de q. Esto prueba (b).

(6.2.4) Como un caso cspecial de (a) del teorema anterior, vemos que para cual-

quier 8\<== modulo coherente, I, T{X,F) cs un A-mddulo finitamente generado.

(6.2.5 PROPOSICION
Sea (X,0.) un esquema proyectivo sobre un anillo noctheriano A, y sea
Fo—F ......... ——= [ upa sucesion exacta de B\{» modulos coherentes.

Entonces existe un no}>0. tal que la sucesion:

2 or
FOGE () 2 10X ) e e o (XL, F ()
es exacta para todo n 20y
DEMOSTRACION

Por obvia induccidn, basta probarlo para r = 3, es decir, el caso en que
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1 L2 L3
Q—F 7= ? » (0 es una sucesion exacta corta.
Por (6.2.3), existe un r\O)) 0, tal que Hq(X,F](n)) = Hq(x,Fz(n)) = Hq(x,F3(n)) =
= 0, para todo g2 0.
Entonces considerando la sucesion exacta corta : 0 — F](n) —‘>F2(n) — F'3(n) —0

la sucesidbn exacta larga en cohomologia, dara lugar a la sucesion exacta:

1.
0 ——r(X,F (n) — r(X,Fz(n)) E— I‘(X,F3(n)) —0.
6.3 FUNTORES EXTS.

(6.3.1) Sea (X,Qx) un esquema y sea F un Gx— modulo fijo. Consideramos los funto-
res:

Hom_ (F,-): M ——— Ab
@x 8}(

Hom . (F,-): M-—— M
—0 Q
X (X 9)(

FPuesto que estos funtores son exactos a idquierda y por tanto aditivos, y ya que

M tiene suficientes inyectives, podemos considerar sus funtores derivados a de-
% q
recha, que notaremos por: E\((F ,=)y E_;(F ,-), respectivamente.

Puesto que, en general, Homex(F,F') # Homgo—i’ ;)(F D)y
Hom X(F,F') # H-Q‘TS(SE, ;)(F ,F"), estos funtores Ei(F,—) y E?((F’,—) no coinciden
con los funtores Extq(F,—) yE_xtq(l:,—), definidos en (4.3.5) y en (5.2.8). Sin

embargo se verifican propiedades analogas:

(6.3.2) TEOREMA
q . , q
E‘X(F'I ’FZ) es el haz asociado al prehaz: U — EU(F1I U,FZ] u)

DEMOSTRACION

Idéntica a la hecha en (5.2.9).

(6.3.4) LEMA

Si F2 es un Gx- médulo inyectivo, entonces Hom EX(F1 ’FZ) es fuertemente flasgo.

wa
T



DEMOSTRACION

ldéntica a la hecha en (5.2.10)

(6.3.5) TEOREMA

Para cualesquiera ex- modulos, F1 ’FZ’ existe una sucesion espectral:

Hp(x,g;(F],F )) ey PTG

2 X F1’F2)'

DEMOSTRACION

Consideramos los funtores exactos a idquierda: Honb (F] =)y I(X,=).

Por (6.3.4), Homx(F] ,-) en T(X,-)-aciclicos, Entonces, por

([18], Teorema 9.3, pag 299 ), y teniendo en cuenta que

I'(X,=) o Hom . (F_,~) =Hom_ (F_,-), obtenemos la sucesiéon espectral deseada.
— 9\< 1 QX 1

(6.3.6) PROPOSICION

Para cualquier 9\<~ modulo G, se verifica:
0 ’
e

(a) ,G)= G

0
X
(b) 51(9\(.@) - 0, para todo g 0

(c) Ei(QX,G): HY(X, 0, para todo q», 0.

DEMOSTRACION

Bl funtor Hom . l(8><,—) =1 M por tanto es exacto y sus funtores derivados
X 9><

son cero para q 3 0. Esto prueba (a) y (b).

Por otra parte, Hom_ (8_,~) = T(X,=), y por tanto sus funtores derivados han
s
de ser iguales. Esto prueba (c).

(6.3.7) PROPOSICION

Si 0 > ! > F — B > 0, es una sucesion exacta corta de

Qx“médulos, entonces para cualquier 9x= modulo, tenemos la sucesion exacta larga:



o H‘”“e (F",G) —>Hom_ (F,G) —Hom_ (F',G) — E;((F" ,G)

’ g 8} Hom (FE,G) 2 EL (R, G
X X 7 e)(
y similarmente para los 8\<— modulos: Ei(=,G).

DEMOSTRACION
Fara los E; es la sucesion estandar.

Por atra parte, si Ul es un abierto de X, entonces la sucesion

0O ——>F'U—=F|uU—"F"U ?0 e¢s una sucesion exacta corta en la ca-

tegoria de BU" modulos, y por tanto tendremos la sucesion exacta larga:

0 Homo (F'T U, Gl ’%’“‘*Homo (Flu,ciu) ——— Homo (F'luU,Gtu) —>
U u U

R
tU(F"fU,GIU) *‘“**EE'(FILJ,G\LJ) ................. e it

s . ) s . .
Por (6.3.2) v ya que el funtor hacificacion es exacto, obtenemos la sucesion

_q
exacta larga para los =

P

(6.3.8) PROPOSICION

Supongamos que existe und sucesion exacta:

..................... L » LO YF—0
de 0 _- modulos, donde los L_i son localmente libres de rango finito, (2.3.2), (en
este caso decimos que L es una resolucion localmente libre de F). Entonces, para
cualquier 9X=- mbdulo G, se tiene:
L3, 6) = H(Hom (L7,6)
X
DEMOSTRACION

Consideremos las sucesines de funtores: i E;_q(i: ,-)& 050 y {Hq(Hom (L,-)

X
X
que son sucesiones conectadas de funtores de 9 Men . M.
0 0 X X
Paraq=0. E_(F,3) =1om_ (F,6)y H (Hom (lL",6) = Hom _ (F,Q), pues
ara q = 0, ‘X(‘ _‘nw \ &9’ " , P
X X X

Hom (-,G5) es contravariante y exacto a idquierda.

Ex

SiJ es inyectivo, entonces E_;J((F ,J) =0 para q> 0, por definicion; y

Hq(Hog (L',G)) =0 para q»0, pues el funtor Hom /(-—,J) es exacto.
X X
Luego, para todo ex— modulo G existe un GX— modulo J y un monomorfismo
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9, , . . )
ur G, tal que EX(F ,=)(u) = Hq(Hom EK(L ,-N(u) = 0, para todo g> 0. Enton-

ces por (137] Teorema 3.4.3, pag 479 ) obtenemos el resultado.

(6.3.9) LEMA

Siloes un 8X~ modulo localmente libre de rango finito, y J es inyectivo, enton-

ces | ®J es también inyectivo,

DEMOSTRACION

Debemos demostrar que el funtor Hom . (-,L ®J) es exacto. Consideremaos el

0
X
dual de L, " Hom . (L,8 ), se verifica que Hom . (F,L®J) % Hom (F@D )R
— X e 8]
X X X
utilizando (2.3.4(b),(c)). Por tanto Hom9 (-, L.®J) = Hom_ (-@",J).
X X

Fe o ’\' H
Como L es localmente libre de rango finito, entonces L es localmente libre de

v N - . v
rango finito, y enlonces -® 1 es exacto. Como J es inyectivo entonces Home (- ,J)
X

es exato y por tanto l'iomg (-,L®J) es exacto, de donde deducimos que L@ J es in-

_ X
vectivo.

(6.3.10) PROPOSICION
Sea L un haz localmente libre de rango finito. Para cualesquiera F,G , ex- mo-
dulos, se verifica:
Q.. q "
FelL,G) = E_(F,L ®G)
EX( ®L,G ><( ®
q .

y para los haces EK’ se verifica:

lro 1,0 - el U@ = 5,08l

—X ‘ =X =X
DEMOSTRACION

. . A qQ v

Consideremos las sucesiones de funtores: %EX(F® L,—)& 420 y i EX(F L) 030
de M en Ab. Fuesto que U'® - es exacto por ser (" loclamente libre, ambas son

X

sucesiones conccladas de funtores. Para g = 0 coinciden. SiJ es un Gxe modulo

inyectivo, entonces Ei(F@L,J) = E?((F, L':' ®J) = 0 para todo q> 0, en el segundo



caso por (6.3.9). Luego, por (1371, Teorema 3.4.3, ), han de coincidir.

X

Ademas si J es un O\( modulo inyectivo, entonces JiU es un Qu— modulo inyectivo;

s

Por (6.3.2), l;_'q,(F ,G) es el haz asociado al prehaz U F_”%ESJ(F[LJ,G{U)_

vy sil es un BX“ modulo localmente libre, entonces LU es un QU— modulo localmen-
te libre. Teniendo en cuenta todo ello, deducimos el primer isomorfismo.
Para demostrar el segundo isomorfismo, consideramos las sucesiones de funto-
~Q - -q N
resd CO (0 Ve n)k y{ E(F,-)@l . Ya que '@ - y -®@* son exactos,
-X X q>0
ambas son sucesiones conectadas de funtores. Para q = 0 coinciden, pues

a0

(Hom X(F - G))x ~ (Hom K(F‘ ,G)® C’)X, para todo x € X, Para J inyectivo se

tiene que éi,(F J® ) = b;:l(?,d)@ L™ =0, para todo q» 0. Luego han de coincidir

ambas sucesiones.

(6.3.11) PROPOSICION
Sea (x,ex) un esquema noetheriano y F un Qx- imddulo coherente. Sea G un

9\( modulo v x un punto de X. Entonces:

s

€lren = Ext? (F ,G)
=X X 0 X X
X, X
para cualquier q% 0, donde el lado de la derecha es el Ext sobre el anillo local
8] .
X, x

DEMOSTRACION

Nuestra cucstion es local, y puesto que E:;((F,G)‘ U= E;?!(FI u,Glu), por (6.3.2),
podemos suponer que X es un esquema afin.

Entonces, por (2.5.22), F posec una resolucion localmente libre:

" ——F —> 0, la cual sobre las fibras nos da una resolucion libre de F

X
(W ? >0, Entonces , por (6.3.8), E;q,(if,G) = Iflq(Hom L,6)y
X X X —0
X
Extg (F .G ) =HHom, (L) ,6).
"X, X x X X, X
Ya que(Hom ><(Li ’G))x = Homex x((Li)x,Gx), por ser Li localmente libre , vy

puesto que el funtor fibra es exacto, obtenemos el isomorfismo.

o



(6.3.12) PROPOSICION
Sea A un anillo noctheriano y sea X = Spec(A). Sean M y N A-médulos, con

M de tipo finito. Entonces existen isomorfismos naturales:

Y “ -~ . fo
(bxt},\(M N)» = Q(M , Ne)

DEMOSTRACION

B 0 0

Para q= 0, te (EtMN = (Ha . = o N = e, N

ara q enemos: (Ext ( ))e ( omA(M,N)) y I;_X(M ,Ne) = Hom ><(M JNG)
Pero (HomA(M,N))- = Hom \,(M"N')’ ya que si P& Spec(A) = X, entonces
((HomA(M,N))-)P Hom (M N)) - HomAP(MP’NP)’ por ser M de tipo finito;
por otra parte (Hom_ (Ms,N+)) = Hom (M) J(N=) ) ~ Hom, (M_,N_).
— = 6 !
X xpo 0P Ap
Por otro lado, los funtores { (Extq(~,N))- son los funtores derivados a
A q20

derecha del funtor (HomA(=.N))- , de la categoria de A-modulos finitamente gene-

rados en la categoria de 8~ modulos.

0
En efesto, para g =0 (txt/\(—,N))- = (Homﬁ\(mN))-

Si 0 > M! > M > M > 0 es una sucesion exacta corta de A-mo-
dulos finitamente generados, tenemos la sucesion exacta larga:
0 — HomA(M" ,N) —?Hom (M N) — Hom (M' N) —“““”‘Extl\(M" N oo
y puesto que el funtor - es exacto, entonces tenemos:
0— (HomA(M" SN — (HomA(M, N))- _>(Hon}_\(M‘ yN))e — (Ext;(M" SN L
tenemos tambien la sucesion exacta larga:
0— (HomA(M" ,N)e > (HomA(M.N))- R (HomA(M' SN) o™ F’\1(HomA(—,N)-)(M) .....
Ademas, si M es un A-mdodulo finitamente gencrado proyectivo, entonces
Rq(HQmA(—,N)-)(M) = 0 para todo q» 0 por definicion, vy (E \t (M N)). — Q para todo
q>0, DLJES el funtor HOIHA(M‘—) es exacto.

, S ..
Por otra parte, la sucesion de funtores:{ E\'((w)',N')i Lo s tambien una suce-

(]7}
sibn conestada de funtores de la categoria de A-modulos en la (:aleqm‘fa de G\\; mo—
v g
. . S - \ -
dulos. Entonces existen morfismos candnicos: (Ext \(M,N), E— [ (M- N.), para
#

cada q 20, que inducen el isomorfismo existente para g = 0.
Ya que A es noetheriano y M es de tipo finito, M posee una resolucion proyec—

tiva de A-modulos libres finitamente generados. Luego para ver que los morfismos
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anteriores son isomorfismos, es suficiente demostrar que L;i(M',N') =0, paraqy 0,
cuando M = AP, ya que entonces la sucesion conectada de funtores anterior seri
la asociada a los funtores derivados a derecha del funtor Hom  ({(=).,N.).

Puesto que Ej( conmuta con sumas directas finitas, es suficiente ver que
E_i(A-,N-) = 0 para q>0. Pero A. = Gx y por tanto , se sigue de (6.3.6(b)).
(6.3.13) COROLARIO

Sea (X.Qx) un esquema, F y G Ox— modulos cuasi-coherentes, entonces

E;i(F ,G) es un Gx— modulo cuasi-coherente, para todo q3 0. Si el esquema es noe-
Ve

. — q
theriano y ', G son coherentes entonces E_X(F,G) es coherente,

DEMOSTRACION

Sea U = Spec(A) un abierto afin de X, tal que Fl Use M y G|U=Ns , conMy

N A-modulos.

Entonces, por (6.3.12), Liq(F ,G)

¥ U - ([—'_xti(M,N)% , para todo q2 0; y por

tanto son cuasi-cohercentes.

Si el esquema es noetheriano y F, G son coherentes, entonces podemos suponer
que A es noetheriano y M, N son A-modulos finitamente generados.

En este caso, Exti(M,N) es también finitamente generado, y por tanto Ei(F ,G)
es un 9\<— modulo coherente.
(6.3.14) PROFPOSICION

Sea (X,0_) un esquema proyectivo sobre un anillo noetheriano A, sea Qx(l) un

X

Qxf modulo invertible muy amplio relativo a Spec(A). Sean ,G Gx— modulos cohe-

rentes. Entonces existe un entero no» 0, que depende de F y de G, tal que para ca-

da n2 hO, tenemos:

=

> o

para cada q2 0.

DEMOSTRACION

Para q = 0 es cierto para cualesquiera F,Gyn. Si F = Gx, entonces
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E;L(F,G(n)) = Hq(x,G(n)), por (6.3.6(c)), asi para n »0y gy 0, es cero por

(6.2.3(b)). Por otro lado E;

sultado es cierto para F = QX'

SiF oes un Qx— modulo localmente libre, nos reducimos al caso anterior por

(OX,G(n)) = 0paraq> 0, por (6.3.6(b)), luego el re-

(6.3.11). Finalmente «i I os un QX% modulo coherente arbitrario, lo escribimos

como un cociente de un Qxﬂ modulo localmente libre, . Sea R el nlcleo, y conside-

.. N - . .
remos la sucesion exacta corta: 0 7 R 2= ? |- > 0.

Ya que £ es localmente libre, por lo visto anteriormente, para s 0 tenemos

una sucesion exacta:
- i 1, )
O— Hom9 (F,6(n) — 2 Hom . (E,G(n) —— H()m8 (R,G(n)) —> EX(F ,dn)) —> 0
X X X
. . I e Q-+ i
e isomorfismos para todo q» 0, £ (R,G(n)) - L:>< (F,G(n).

De igual forma tenemos la sucesion exacta:

, o 1 .
0 = Hom , (F,G(n)) — EL”LLQ (E,G(n) == Hom = (R,G(n) — E_.X(F ,G(n)) =0
7x X ]ex
e isomorfismos para todo q > 0, E;(R ,G(N)) = [_‘?: (F,Gn).

Por (6.2.5), a partir de la segunda sucesion exacta corta obtenemos una suce-
sion exacta después de considerar un n aln mayor:

0 — p(X,H om. ., (F,G(n) —> 1 (X, Hom _ /(E ,G(n))) ——— I‘(X,___el—lc,)rn (R,G(M))
| X ’8\ y
) r(x, E‘X(F yG(n)) =0

y asi, del caso q = 0 obtenemos el caso g = | para F. Pero como R es también cohe-

rente, por induccion obtenemos el resultado general.
6.4 TEOREMAS DE DUALIDAD

Sea W = /\n( 8 ) el haz canbnico sobre PIZ, (2.6.12).
PK/K
(6.4.1) TEOREMA. (Dualidad para P;)
Si K es un cuerpo, entonces:
(a) H'(PL W)= K

(b) Para cualquier 6 0 modulo coherente, F, el apareamiento natural:

Pk
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Hom — (F,W) x H'(P F) ———1"P" W)= K
8 n K K
pK

es un apareamisnto perfecto de K-espacios vectoriales finito dimensionales.

(c) Para cada q 7 0, existe un isomorfismo natural:

E?)n(F,W) . H

K

Nn—q X

noo

(P 1)
K

donde x, denota el espacio vectorial dual; para q - 0 el isomorfismo es el induci-

do por el aparcamiento de (b).

DEMOSTRACION
1

% el resultado se sigue

o L
(a) W -~ @Y(—Fl-1), por (2.6.13), denolando por X a P'
entonces de (6.2.1(c)).
(b) Un morfismo de I a W induce una aplicacién entre los grupos de cohomologia

no.n n, n ) )
H (P| ) —H (P(,,W): K, esto nos da el apareamiento.

< K
SiF o= Bpn(q), para algln entero g, entonces:
K 0. r 0

Hom (F,W) = Hom (8.n, W-q)) = H (P[} SW(-q)) = H (Pn ,0_n(~-q-n-1))

Qpn QPH = K K K PK

K K
‘ ) i n i
donde nos hemos apoyado en (2.3.4). Como H”(F’;\i ,Bpn (@) =H (F’;,Qpn (~(—g-n=1)-n-1),
K K

entonces, para F = Qpn(q), el resultado se sigue de (6.2.1(d)).

S . . ) ,
Luego (b) es tambien cierto para una suma directa finita de 0 _n-modulos de la
&
forma Qpn (q.). Si F esun 8_n-mddulo coherente arbitrario, podemos escribirlo
, | =
K I<

como un conlicleo: E’I > t,) —HF | donde cada E. es una suma directa finita de
£ l

BPn -modulos de la forma Bpn(q‘). Se tiene entonces el diagrama:
|

K i<
; (L)
Hom  (F, W) — (P )
Qpn K
K
= nYn o x
YW s e e
Homepn( 'i ( . ])
K

n,vYn %
" : ,W —_— 3 ] E
Hom n(EZ ) H (PK, 2)
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X

de donde deducimos que Hom (F,W) = HH(P;,F) .

0 _n
P
K
, o n- x
(c) Consideramos la sucesion de fur\tor‘es:{ Eq(—,W)g y {H q()(,—) }

n X q:0 q20
donde notamos por X a F’K por mayor comodidad; ambas son sucesiones conectadas
de funtores de la categoria de GX— modulos en la categoria de grupos abelianos.
Para q = 0, coinciden por (b).

Por otra parte, por ser F coherente, podemos escribirio como un cociente de

un haz &£ = @Ox(—q), suma directa finita, con q>»0. Entonces:

a,. q q _q q
f@ — = @ [ o / = = =
Ex(b,W) Ex(ex( Q) , W) EX(QX,GX(Q)Q)W) @EX(QX,W(Q)) @H (X,W(q) =0
para g >0, por (6.2.1).
n-q n-q )
Por atro lado H (X,E) = @ H (X,Ox(—q))zO, para q> 0, por (6.2.1). Asi

para cada ng modulo coherente F, existe un 9\( modulo coherente E vy un epimor-
4
4

fismo u: E —F tal que E?((LJ,W) =0 bar*a qy0, vy Hn_

por ([ 37 ], Teorema 3.4.3., pag 179 ), ambas sucesiones de funtores han de

X,u) = 0 para q > 0; asi
coincidir.

(6.4.2) DEFINICION
Sea (X,SX) un esquermna propio de dimension n sobre un cuerpo K, (en el senti-
do de que existe un morfismo (X,Bx) — (Spec(K),BK) que es propio,(3.1.7) ).
Un Qx— modulo dualizante para X, es un 8~ mddulo coherente WO junto con un

3 >< ><
- m € . . .
morfismo traza, t: H (X’WX) —K, tal que para cualquier Qx— modulo coherente

F, el apareamiento natural:

0 . 0
Homg (F, W) x HY(X,F) —— HH(X,W\()
,x rd /
_ 0 = i X
seguido de t, nos da un isomorfismo, es decir Hom9 (F ,WX) E— Hn(X,F)‘.

X
(6.4.3) PROPOSICION
Sea (X,Q\() un esquema propio de dimension n sobre un cuerpo K. Entonces un
/
. S . . 0
haz dualizante para X, si existe, es Unico. Mas concretamente, si W. es un haz

dualizante con aplicacion trazat, y si W',t' es otro, entonces existe un Unico mor—

0
fismo g: W — W', tal que (t'oHn(B): t.



Probaremos la existencia de haces dualizantes para esquemas proyectivos, pa-

ra lo que damos algunos resultados preliminares.

(6.4.4) LEMA

i . n
Sea (X,9\<) un subesquema cerrado de codimension r, de P = F’K. Entonces
4
EQ(G-X,W) = 0, para todo g< r. Donde Qx es considerado como SP- modulo identifi-

candolo con i OX’ para i: X ==>P la inclusion.

DEMOSTRACION

) C q, .
FPara cualquier q, el BP— modulo F . E:](B ,W) es coherente, por serlo ambos

PUX
(6.3.13). Entonces existe un p, suficienlemente grande, tal que F:q(p) estid generado
por secciones globales, ver (2.5.21).

Por (6.3.10) y (6.3.14), tenemos: I‘(P,Fq(p)) = I‘(F’,E_lg(ex,W)® Gp(p)) =

_ =4
= TP, (GX,W(p)) = E

-P(QX,W(D)), para p suficientemente grande.

q
E

——P
FPero por (6.3.15) y de nuevo utilizando (6.3.10), tenemos:

q e _ n=q TS ,h=q TS ) .
EP(GX,W(D)) = EP(QX( p), W) . H (P,Qx( P . H (X,GX( a))”, pues X es un

subesquema cerrado de P, vease (5.1.8).

Pero si g < r, entonces n-q » n-r = dim(X), y X es noectheriano, luego aplicando

(5.4.6), H”"q(x,ex(—p)) =0, ¢.q.d.
(6.4.5) LEMA
Con las mismas hipotesis de (6.4.4), sea W\< = g;(@X,W), entonces para cual—

quier 9\<— modulo F, existe un isomorfismo natural:
7/

0 r
Homg /(F ’WX) - bp(F W)
X
DEMOSTRACION

Sea 0 =W = J  una resolucion inyectiva de W en g M. Entonces E;(F,W)
P
sera el g-esimo grupo de cohomologia del complejo Home (F,J").

P

L - . i -
Pero ya que F es un 8_~ modulo, cualquier morfismo de F en J factoriza a

través de | = Hom (GX,J'). As{ tenemos que E;(F,W) = Hq(Hom (F,17).

—0 e

P X
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— i ’ . - = - ’,
Pero cada | es un BX— modulo inyectivo. En efecto, si G es un 9xﬁ modulo,

entonces Hom_ (G, | I) = Hom (G,Jl) y asi Hom (-—,lI ) es exacto.

QX 9P QX

Por (6.4.4), sabemos que E;(GX,W) = 0 para g< r, pero

gi(@x,W) = Hq(Honj P(Bx,d'), vy entonces Hq(l ") = 0 para q< r. Luego el complejo

| seri exacto salvo en el r-csimo paso. Ya que cada | es inyectivo, escinde sal-

vo en el r—-ésimo paso. Por tanto podemos escribir el complejo como una suma di-

recta de dos complejos inyectivos, |~ = I]'EB lé, donde I]' esta en los grados
0€£geryes exacto, ¢ Ié estd en los grados q > r.

0 - ] ,
Entonces W>< = Ker‘(drz I; —_— I;+ ), v para cualquier Qx— modulo F

0 _r
Homex(F ,Wx) - f;p (F,W).

(Tambien se sigue de la demostracion que g

P(F’W) =0 para q< r).

(6.4.6) PROPOSICION

Sea (X,Gx) un esquema proyectivo sobre un cuerpo K. Entonces X tiene un haz

dualizante.

DEMOSTRACION

, N ,
Embebemos X en un subesquema cerrado de P = P, para algun N, sea r su

K
o
codimension y sea WX: _t_;(@x,W). Entonces por (6.4.5), tenemos que para todo
0 r
9, mbdulo F, Homex(r: W) t;,_j(F W)

Por otro lado, para F coherente, el teorema de dualidad para P, nos da el iso-

N- >
morfismo: E;(F,W) = H P(P,F)*~

Pero N=r = n = dim(X), vy HH(F’,F) = Hn(X,F), seqin (5.1.8); asi para todo

Qx— modulo coherente I, obtenemos un isomorfismo natural:

O _
HomQ (F,WX) = HH(X,F))‘r
X 0 0 0
En particular, tomando F = W\'<, el elemento 1€ Home (Wx,Wx), nos da un mor-

X
n 0 .
fismo t: H (X,Wx) —> K, que tomamos como aplicacion traza.

0
Entonces . un haz dualizante para X es (Wx,t)
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(6.4.7) DEFINICION

Un esquema (X,Qx) es Cohen-Macaulay , si todos sus anillos locales son

Cohen-Macaulay.
n
Obviamente PK es Cohen-Macaulay, para cualquier ny K un cuerpo, ya que

sus anillos locales son anillos tocales regulares, y por tanto son Cohen-Macaulay.

(6.4.8) LEMA

Sea (X,Qx) un esquema proyectivo de dimension n, sobre un cuerpo algebraica-
mente cerrado K. Suponemos, ademas, que (X,Qx) es Cohen-Macaulay y equidimen-
sional ( es decir, todas sus componentes irreducibles tienen la misma dimension e
igual an ).

Entonces para todo Qx— modulo F localmente libre, Hq(X,F(-—D)) = 0, para todo

q<¢n, ypun entero suficientemente grande.

DEMOSTRACION
Embebemos X como un subesquema cerrado de P = P:j, para algin N. Sea x & X
un punto cerrado, y sea U = Spec(A) un abierto afin de X que contenga a x. Pueslo
X es un punto cerrado en X, también lo es en U, y por tanto corresponderi a un
ideal maximal M& A,
Puesto que X es un subesquema cerrado de PE, la inmersion cerrada
it X ‘_"N:’:j es de tipo finito, y por tanto A es una K-algebra finitamente generada.
Entonces por ([ 25], (14.H), pag 92 ), tendremos que Alt(M) + dim(A/M) = dim(A).

Ya que Alt(M) = dim(AM) = dim(0 ), y dim(A/M) = 0, entonces

X, X

= dim(A) = n, pues X es equidimensional .

d|m(0x’x)

Como X es Cohen-Macaulay, O>< es Cohen-Macaulay, y por tanto
X

Prof(0 ) = dim(0 ) =n.

X, X X, x
Puesto que F es localmente libre, entonces ¥ = O>< , Y por tanto dim(F ) -
X , X X
dim(0 ) =n, y Prof(F ) = dim(F ) =n.
X, X X X
For otra parte, puesto que P es también Cohen-Macaulay, entonces dim(Op ) =
, X

= dim(P) = N, ya que x es también un punto cerrado en P.

N ., #
Sea it X — PK la inmersion cerrada, entonces i : SP —>i 0_, es sobre,
X

X
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y por tanto i#: 0 —>0 es sobre. Luego Prof (F ) = Prof (F ).
X 2, x X, X : Sx N X GP «

Entonces por ([25], Ejercicio 4, pag 114 ),

F ) = dim(e - P F )= N-
dPe ( x) dim( P,x) r‘ofg ( x) n
P,x P, x
donde dP (F ) es la dimension proyectiva de |- como 8 -modulo.
. X X P,x

Si X no es un punto cerrado de X, existe ye X punto cerrado, tal que Qx =

= (0 ) ., con Q un ideal primo de 6 . Entonces va que F = @
X,y Q’ ' X,y onees yad X X,x’

dP (F ) <dpP 8, )=dP (@, ) ) sdP (0, )=dP (F )=
9 0 vy 0 ) ,
P, x X QF‘,,\‘ XX P, x XY 2, x Xoy gp,y 4

(@]

= N-n. Luego para todo x e X, dP@ (F ) £ N-n, v por tanto Extg
‘\\'
P, x PLyx

para todo q » N-n, y para todo .

Ya que (E q(F,G)) « (F ,G ), por (6.3.11), entonces (E q(F ,G) =0
- P X E:)P X e X
>«

para todo x € X y para todo G. For tanto E g(F,~) = 0, para todo q >N-n.

L

: N-
Por otra parte, por (6.4.1), Hq(X,F(—D)) = H(](P,F(ﬂD)) es dual a Ep q(lf(—p),W) =
N
=E (=, Wp)), por (6.3.10).
Rl

N- N-c
Para g0, £ (F, W) = 1P, € L7 W(p)), por (6.3.14). Lucgo

N-q

EP (F,W(p)) = 0, para N-g > N-n, es decir, para q¢{n, y por tanto HQ(P,F(—D)) =

=0, parage¢ny pd> 0.

(6.4.9) TEOREMA. (Dualidad para un esquema proyectivo)
Sea (X,Q\() un esquema proyectivo de dimension n sobre un cuerpo algebraica-
4
mente cerrado K. Suponemos, ademas, que X ¢s Cohen-Macaulay y equidimensional.
0 . : . .
Sea W, el haz dualizante sobre X, y 8_(1) un 8_~ mddulo muy amp lio relativo a
X X X
Spec(K).
Entonces, para todo q» 0 y todo 9x- modulo coherente F, existen isomorfismos
naturales:

q

. 0 - ,
0 ;E,;‘(W,wx) s 1T )

O - » . -
donde o =t, sites laaplicacion traza del haz dualizante.



DEMOSTRACION
Por ser X un esquema proyectivo sobre K, existe una inmersiéon cerrada
N ,
it X “‘—>PK, para algin N, vy QX(U = i*(ep(l)). Como en (6.4.1(c)), podemos

escribir F como un cociente de un haz E =@ OX(~D), suma finita y py» 0.

) 0 - e 0 _
(@x(*p),Wx) = D H (X,Wx(p)) =0, parag>0yp

q
X

suficientemente grande.

q

X

Entonces E (E,W\,) - E

0 , 0
Asi, ya que { E;(—,Wx)i 10 son los satélites del funtor Homg (—,Wx) y

X
n—-q X i .
{ H (X,-) f 50 es una sucesion concctada de funtores con
q2C
X ,
n X ot 0 e .
H(X,-)" = Homg (—,Wx), existiran morfismos naturales:
X
o £V wY) e Y )
XD TTX ’

- R 0 x
para todo F cuasi-coherente, y con o =t

n-q

Pero H' (X,E) - @®H (X,Ox(—p)) =0 paraq 0, por (6.4.8) (pues n-q< n),
y p> 0.

q ) .
Entonces los 0 son isomorfismos para todo q» 0.

(6.4.10) COROLARIO

Sea (X,Qx) un esquema proyectivo, Cohen-Macaulay de equidimension n, sobre
K. Entonces para cualquier GX« modulo localmente libre F, existen isomorfismos
naturales:

: - 0,3
HIOGF) = HTOGF @ W)™
para todo q>0.

DEMOSTRACION

n-q 0.x _ =h-q 0. % n—-q 0 %
Por (6.3.6(c)), H (X,F® Wx) —Ex (Qx’F®Wx) « E (F®9x’wx) =

= n_q(F' ,W?()*: Hq(X,F), que es lo que queriamos demostrar, y donde hemos
utilizado, tambiéen, (6.3.10) y (6.4.9).
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6.5 IMAGENES DIRECTAS SUPERIORES

(6.5.1) Sea f: (X,GX) — (Y ,GY) un morfismo de esquemas. Consideremos el
funtor exacto a idquierda:

(1) f: M ) M
X 8
X Y

Puesto que 5 M tiene suficientes inyectivos, podemos considerar sus funtores de-
rivados a derecha. Por otra parte, tenemos también los funtores derivados a dere—

cha del funtor: f : S(X,T) ey S(Y,T ).
X

lf\

Si notamos por ‘ R‘qf S a los funtores derivados de (1), entonces para todo
X

Q0
8 -~ modulo se verifica:

X C
R E) = RY ()
para todo qz 0.
En efecto, si 0 s Y J" es una resolucibn inyectiva de F en 0 M, en-
0 | X r
tonces R'qfx(F) = Hq(f%\J w‘——H:‘(J TR .. ). Pero paracada r, J es

fuertemente flasgo, por (6.1.3), v va que resoluciones fuertemente flasgas pueden

utilizarse para calcular los funtores R f , entonces
X
0 1

RQFx(F) = Hq(fx\J — f*J T e ), de donde tenemos la igualdad.

(6.5.2) PROPOSICION

Sea (X,@x) un esquema noetheriano y sea f: <X’9X) - (Y ,QY) un morfismo
de esquemas. Suponemos que (Y,QY) = (Spec(A),@A).

Entonces para cualquier BXS modulo cuasi-coherente F, se verifica:

NG IR AR

X

R

DEMOSTRACION
Por ser X noetheriano y por (2.4.8(c)), f (F) es un 9\; modulo cuasi-coherente,
N .

por tanto, ya que Y es afin, por (2.4.5), f (F) - 1(Y,f (F). . Pero

X
F(Y,fx(F')) = I(X,F), asi f (F)= r'(X,F)., vy tenemos el isomorfismo paraq=0,

f
*

Consideramos entonces las sucesiones de funtor‘es:§ R } yx Hq(X,—)o}
* ' q20 qz0
de la categoria de vamédulos cuasi-coherentes a la categoria de GY—médulos



169

cuasi-coherentes.

Para q = 0 coinciden y ambas son sucesiones conectadas de funtores, pues al
ser Y afin, el funtor - es exacto, (2.4.2(a)).
Dado F un S\<— modulo cuasi-coherente, puede embeberse en un Ox— modulo
/

fuertemente flasgo y cuasi-coherente, ([17], Corolario 3.6, pag 215). Sea

u: F G el embebimiento.

|
J

a : . .
i G es fuertemente flasgo, R Iy (G) = 0 = H“(x,@)% para todo gq» 0, es decir,
X

’
I

q i
R ‘f (u) = Hq(x,u)- = 0, para todo q » 0. Luego estas sucesiones han de coincidir.
)!.

(6.5.3) COROLARIO

Sea f: (X,Q\() —_ (Y,QY) un morfismo de esquemas, con (X,Qx) noetheriano.

Entonces, para cualquier 8\<- modulo cuasi—-coherente F, los QY— mbdulos R (F)
Py .3

son cuasi-coherentes, y ello para todo g2 0.

DEMOSTRACION

Ya que la cuestion es local sobre Y, utilizando (6.5.2), tenemos lo pedido.

(6.5.4) TEOREMA

Sea f: (X,Qx) Yy ,QY) un morfismo proyectivo entre esquemas noetherianos,

sea GX(U un QX— modulo invertible muy amplio relativo a Y, y sea F un Qx« modulo
cuasi-coherente. Entonces:
(a) Para todo n»0, el morfismo natural fxf\((fj(ﬂ)) — F(n) es sobreyectivo.
(b) Para todo q 20, qu*(f‘:) es un 8\;— m{\d\,;lo cuasi-coherente.

(¢) Para g5 0y ny»o0, P\qf%(F’(n)) - 0.

DEMOSTRACION

8, (1) - i

compacto y la cuestion es local sobre Y, podemos suponer que (Y,GY) = (Spec(A),(z)A).

- [‘ . .’ .
QY(])), donde i: X ""'““H:’Y es una inmersion abierta. Como Y es

Tenemos entonces que X es un esquema provectivo sobre un anillo noetheriano

A, entonces, por (2.5.21), existe un "y tal que para todo n>,no, F(n) puede gene-

rarse por un numero finito de secciones globales.
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Por (6.5.2), RQFJF)’ HYX,F)  para a2 0, v por tanto f(F () - 100X, F ()=

= r(X,F(n)- .

Entonces (a) es lo mismo que decir que F(n) esta generado por secciones glo—
bales a partir de un nO en adelante, lo cual nos lo asequra (2.5.21); (b) es lo mis—
mo que decir que Hq(X,F) s un A-modulo finitamente generado, lo cual es cierto
por (6.2.3(a)); v (c) dice que Hq(X,F(n)) = 0paran»»0y q>0, lo cual es cierto por
(6.2.3(b)).

6.6 COHOMOL OGIA [LOCAL

(6.6.1) Sea (X,Qx) un esquema y sea Y un subespacio localmente cerrado. Consi—
deremos el funtor:

r (X,-): M —————— Ah
Y( ) @X
donde TY(X,F) es el grupo abeliano definido en (5.3.1).
Si notamos por {H'?/(X,—)} Lo @ sus funtores derivados a derecha, entonces
para todo 9X== modulo I se ver‘ific,a:
H'?,(X,F): H?,(x,r)
para todo q %0, y donde H?}(X,‘) son los funtores definidos en (5.3.6).

En efecto, sea O = F —= " una resolucion inyectiva de F en M, enton-
" X
q q ., 0 Lo o2 )
ces H'Y(X,F) = H (I‘Y(f\,\,l ) FYU\,\J ) 7 Y(/\,J ) I ). Ya que
. . . . . (] R
todo Qx— modulo inyectlivo es fuertemente flasgo, (6.1.3), v puesto que I’*!\lj(x.i")
puede calcularse utilizando resoluciones fuerfemente flasgas, entonces
. 0 \ 1 2
Hq(X,F) = Hq( FOX,d7) = I SAXG0) ! I,(/\,\JL) ...... ), de donde se deduce
Y N\ 3 \
la igualdad.

(6.6.2) Sea (X’@V) un esqguema y sea Y un subespacio localmente cerrado de X. Sea
Fun qu modulo, entonces el haz FY(_’F) definido en (5.3.5) es también un quwﬁ—
dulo.

En efecto, sea V un abierto de X tal que Y& V e Y es cerrado en V. Entonces

gt



r Y(—,F)(U) = I‘Yﬁ U(U,FI W) = { seFUuNy)/ Sop(s)le Y AU . Tenemos que ver
tiene estructura de GX(LJ)—médulo.
Sise¢ FY{]U(U’FI Wyae QX(U), definimos a.s = SX(U > UNV)a).s, que
esta bien definido pues F(UN V) es un Qx(Uﬂ V)-mobdulo.
Ya que Sop(a.s) :{ peUNyV / (as)p 7 O& - {pe unv / a Sp £0 & , entonces
: p

Sop(as) ¢ Sop(s) < Y (L U, y por lanto as € I

YOU(U,FTU). Luego F,Y(_’F) es un

Qx—- modulo.

(6.6.3) Si consideramos el funtor:
P g M
X X

Pl 1 (-,F)

: - q,. i
entonces (R IY(—,—))(F) = f:l\l(F) para todo q 3 0. El razonamiento es analogo al

hecho en (6.6.1).

(6.6.4) PROPOSICION

Sea (X,BX) un esquema localmente noetheriano y sea Y = V-U un subconjunto
localmente cerrado de X, donde U,V son abiertos de X. Sean i: U — X y
ji V=2 X las inyecciones naturales.

Entonces si F es un 9\(— modulo cuasi-coherente, los QX— mbdulos F@(F) son

e

tambien cuasi-coherentes, para todo Q>0

DEMOSTRACION

Por (5.3.13), tenemos la sucesion exacla:
- ) ¢ ‘1
.......... @E‘I(F)W—%ai(m =—=~—>ng,* (F) =

Ya que el nlcleo y conlGicleo de un morfismo de 9\7 modulos cuasi-coherentes
son cuasi-coherentes, y puesto que cualquier extension de un wa modulo cuasi-co-
herente por otro cuasi—-coherente cs cuasi coherente, ver (2.4.7), sera suficiente

. Q.- q .
ver que los Qx— modulos I:IU(H y H_V(F) son cuasi-coherentes.
g-1

Pero F:l_a(ff) =R j*(FI\/), por (5.3.14). Puesto que F]V es cuasi-coherente
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-1 )
entoces R j (FIV) es cuasi-coherente, asf H?J(F) es cuasi-coherente. De la
X .

misma forma se demuestra que Ij?/(':) es cuasi-coherente.

(6.6.5) PROPOSICION
Sea (X,Qx) = (S;i)e(:(A),GA) un esquema afin noetheriano, y sea Y un subconjun-
to cerrado de X. Entonces para cualquier 9x=- mbduto cuasi-coherente F y para
todo q %0, Fj?/(F) . Hf:,(x,l:)'
Por otra parte, existe una sucesion cxacta:
K

0
0 = H G F) = OO F) =~ By ) —— 1] (¢, F) —— 0

, Y
q+l

e isomorfismos Hq(XmY ) o= HY

(X,F)

DEMOSTRACION
Consideremos la sucesion espectral:

HD(X,H_?/(F)) ————) H':,m(xf)

Por (6.6.4), lji(l:) es cuasi-coherente para todo q 20, como X es afin , por
(6.1.11), HD(X,lji,(F)) = 0 para todo p» 0 .

Luego H?/(X,F) = HO(X,H:;(F)) = P(X,fj?,(ff)), y como iji(ff) es cuasi-coherente,
entonces Hi(f:) = H?,(X,F)', (2.4.5).

Teniendo en cuenta la sucesion exacta larga (5.3.14), vy puesto que I es cuasi-
coherente vy (X,QX) es afin, entonces Hq(X,F) = 0 para todo g% 0, de donde obtene~

mos la sucesion exacta y los isomorfismos requeridos.

(6.6.6) Veamos, por Ultimo, un teorema que relaciona los grupos de cohomologia
local con un Iimite directo de Exts.

Sea (X,8) un esquema y sea Y un subespacio cerrado de X, sea F un Qx— mo

X

dulo cuasi-coherente.

Sea J el haz de ideales cuasi-coherente definiendo Y, y para cadan> 1, sea

9 = SX/\Jn. Entonces 9

es un 8~ modulo tal que Sop(8 )<Y, vy para cada n>.1,
n X n -

n
existe una inyeccion natural:
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Hom (8 ,F) ——————
QX n

: Y F L —
f: Sn F fx(U

JOGE)

En principio, Sop(fx(U)CY , yaque sipe SQp(fx(l)) entonces (fx(1)) #0, cs
o)
decir, f (1 ) £0, yportanto 0 40, de donde pe Y.
P p N, P
Ademas este morfismo es mbnico, pues si fx(]) = 0 entonces fx = 0y por tanto
f=0.
Consideremos los funtores derivados a derecha del funtor Hom (0 y =)
n
7 X
@ »
Eq(e , =), y por otro lado los funtores H ],(X,#) . Para todo 8_~ modulo I v para
X' 'n Y X
q =0, tenemos el monomorfismo anteriormente descrito, con lo cual, por la pro-—
piedad universal de los funtores derivados, obtenemos, para q 50, morfismos:

EQ(Q ) m9Hq(><,F). Variando n , { Eq,(Q ,F,H , constituye un sistema dircc—
X' n Y X' n n

. q .
to, y puesto que tenemos para cada n un morfismo a HY(X,F), obtenemos el morfis-
mo:

.9 q

) — xR
Lim LX( n,F) HY(\(’F) ( %)
n

para cada g 0. Realizando estos morfismos localmente y pasando a haces asocia-

dos, obtenemos el morfismo de 9\( modulos:

I

. g G
im £ F) —————— - \
Lim *X(en ) HY([—) (%)
n

(6.6.7) TEOREMA
Si (X,@X) es un esquema localmente noetheriano y I un 9\<w modulo cuasi-cohe-
/.

rente, entonces los morfismos ( 3«_’) son isomorfismos. Sj (X,8 ,) es noetheriano
Vs

X

entonces los morfismos ( x ) son isomorfismos .

DEMOSTRACION

Lo primero es local, asi podemos suponer que X es el espectro de un anillo noe-
theriano A.

Entonces J = 1+ | donde Y = V(1). Si F es cuasi-coherente, entonces I~ = No |

para algin A-mbédulo N.

Asi debemos demostrar que el morfismo: L_fmgi((A/ln)' ,N-) -—-é|-_{3(N.) es un
n
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isomorfismo, para cada q 20.

Por (6.6.5), tia(N') = (HqY(X,N-))~ . Por otra parte, ya que f—;(;((A/ln)- NNDR

1

q n = . 4
= (ExtA(A/I N+, por (6.3.12), y teniendo en cuenta que Lams conmuta con -

nos reducimos a demostrar que el morfismo:

, q n q
. N N .
Lim ExlA(A/l ,N) Ily()\.N )
N
es un isomorfismo, para todo g2 0. Consideremos las sucesiones de funtores:
, q,, N 9, , ,
LimExt (A/1 =) v %H (X, (<)) v de la categoria de A-modulos en ella
—— A a> 0 Y q2 )

n

misma. Ya que los funtores I;LL] y + son exactos, ambas son sucesiones conectadas
de funtores. Para q » 0 v N inyectivo, ambas sc¢ anulan, pues en ese caso Ne es
fuertemente flasgo, ver ([17], Proposicidn 3.4, pag 214 ).

Veamos que coinciden para q = 0, con lo cual ambas sucesiones seran los saté-
lites del funtor PY(X,(F){), y por tanto han de coincidir. Para g = 0, tenemos

Lim Hom (A/1' )N) == I'_(X,N-)
SR \
n

Sabemos que FY(X.N- ) § ne N/ Sop(nlc Y g .Y Sop(n) ) peX/n /0 j -

8
= f peX/n/1 4 0/1 en Np% . Entonces I'Y(X,N-) es el conjunto de clementos de N
anulados por alguna potencia de | .

Fn efecto, sea ne l'y(X,N-)‘ entonces Sopn) .Y = V(1) lo que implica gue para
todo pe X=-V(I), n_ - 0en N , es decir, existe un f ¢ p tal que My - 0, para algln

P (o]
entero m. Ya que pe X=V(1) = U D), si 1 =ef
i i

P .f’ >, entonces | ha de ser
\
un f_, o una combinacion lincal de los f., es decir, fe .
i i

< . . m )
Sea, ahora, ne N tal gue existe fel v existe un entero m, conf n =0, enton-

ces, para todo pe X=V(1), tv = 0; pero si el entonces X=V(F) DX-V(1) = X=Y,
P

luego Sop(n)c Y.
Por tanto v (X,N+) es el conjunto de elementos de N anulados por alguna poten-
y

; g RN - e .
cia de |, que coincide con E_rgl*'lomi\(/z\/l ,ND), Tucgo para g = 0 se verifica la igual-

N
dad.

Para demostrar la segunda afirmacion, consideramos las sucesiones espectrales:

e
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(5.3.11) HD(X,H_?,(F)) sy HO (X, F)
(6.3.5) Hp(X,E_?((F,G)) S E;):Q(F’,G)

Teniendo en cuenta que el |imite directo de sucesiones espectrales es, de nue—

Vo una sucesion espectral, tenemos entonces el diagrama:

. p -q P q, .-
Lim, H (>\,ka\<(8n -)) H™ (X LlY([ )
n

5471

;o —aqtp - — ¢

n
n
Para demostrar que los morfismos inferiores son isomorfismos, sera suficien-

te demostrar que los de arriba lo son.

Pero si X es noetheriano, por (5.1.6)

o P q vy w Py | oo =G
Lin H0,E, (6, FD) = 17X, Liny £ (6,

y como los morfismos ( x ) son isomorfismos, entonces tenemos lo pedido.
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