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PROLOGO

Sea R un anillo asociativo con elemento unidad. La
categoria R-Mod de todos los R-médulos a la izquierda presenta una
asimetria notable: Aunque todo R-médulo puede ser encajado en un
R-moddulo inyectivo y puede ser obtenido como imagen epimérfica de
un moédulo proyectivo, los problemas de existencia de mddulos
inyectivos o proyectivos minimales con respecto de tales
propiedades recibieron soluciones dispares. Mientras que Eckman vy
Schopf [ES] demostraron en 1953 la existencia de una envolvente
inyectiva para cualquier médulo, el concepto dual de cubierta
proyectiva propuesto por Bass [Bs] en 1959 se encontré con el
escollo de que los unicos Z-moédulos que poseen una cubierta
proyectiva (trivial, por cierto) eran los libres. De hecho, en

n

palabras de Bass "...projective covers seldom exist." El mismo
autor caracterizdé, en su bello "Theorem P", qué anillos se
encuentran en el citado ‘"rara vez". Estos son los anillos
perfectos (a la izquierda). Como consecuencia, colegimos que los
mébdulos proyectivos son demasiado sencillos para cubrir
minimalmente a todos los demas médulos cuando el anillo no es
perfecto.

Podemos considerar que la busqueda de otro tipo de
cubiertas fue iniciada por Enochs [El] en 1963 cuando demostré que

todo médulo sobre un dominio conmutativo tiene una cubierta libre

de torsién. El concepto de cubierta libre de torsién fue utilizado



posteriormente por E. Matlis [M, Theorem 4] para caracterizar los
dominios conmutativos noetherianos locales con dimensién de Krull
1.

En 1965 Banaschewski [B] propuso una demostracién
alternativa del Teorema de existencia de cubiertas libres de
torsién de Enochs utilizando una construccién de tales cubiertas
que llamaremos ‘"construccién de Banaschewski”. El caricter
funtorial de tal construccién permitié demostrar en el mismo
trabajo la existencia de cubiertas asociadas a un monomorfismo de
anillos p:R———S. En este caso, la clase de R-moédulos recubridora
era la de aquellos R-moédulos a la izquierda que se encajan como
R-submoédulos de algin S-médulo a la izquierda. En el caso de que p
sea el monomorfismo canédnico p:R~——>QT(R) para una teoria de
torsién hereditaria perfecta y fiel T sobre R-Mod, la construccién
de Banaschewski demuestra la existencia de cubiertas t-libres de
torsién.

La idea de tomar como clase recubridora a la clase de los
moédulos T-libres de torsién con respecto de una teoria de torsién
T hereditaria y fiel sobre R-Mod aparece en el importante articulo
[T1] publicado por M.L. Teply en 1969. En la segunda seccién de
tal trabajo aparece demostrada [Tl, Theorem 2.4] la existencia de
cubiertas T-libres de torsién para anillos <T-noetherianos. J.
Golan y M.L. Teply volvieron sobre el tema en 1973. En [GIT] los
citados autores exponen un estudio de las propiedades de las
cubiertas T-libres de torsién y muestran algunas condiciones
suficientes para la existencia de tales cubiertas. También {GIT,

Theorem 3.13] demostraron que si T es exacta entonces todo médulo



tiene una cubierta t-libre de torsiéon si -y solo si T es perfecta.
El mejor resultado sobre existencia de cubiertas t-libres de
torsién de que se dispone fue descubierto por Teply en 1975 [T2],
y establece que si T es de tipo finito, entonces todo moédulo tiene
una cubierta t-libre de torsién.

Entre tanto, T. Cheatham {[Ch] demostré que un anillo no
singular a la izquierda tiene dimensién de Goldie a la izquierda
finita si y s6lo si todo moédulo tiene una cubierta no-singular.

Una caracterizacién de los anillos noetherianos en términos
del concepto de cubierta fue demostrada en 198l. Nos referimos al
trabajo de Enochs [E4], en el que se propone el concepto de
cubierta inyectiva. El "Theorem 2.1" demostrado alli afirma que un
anillo R es noetheriano a la izquierda si y soélo si todo R-mdédulo
a la izquierda tiene una cubierta inyectiva. En el mismo articulo
fue propuesto el estudio de las cubiertas planas. Como para un
dominio de Priifer los moddulos libres de torsién y los modulos
planos coinciden, se deduce que todo médulo sobre un dominio de
Priifer (como, por ejemplo, Z) tiene una cubierta plana. Sin
embargo, el problema de existencia de cubiertas planas permanece
abierto en general, incluso para el caso de un dominio conmutativo
cualquiera. En este contexto, cabe destacar que en 1984 E. Enochs
[ES] obtuvo la existencia de cubiertas planas para ciertos moédulos
sobre anillos conmutativos noetherianos. Como aplicacién, la
estructura de todo médulo cotorsién y plano sobre un anillo
conmutativo noetheriano fue desentrafiada [ES, Theorem].

Enochs volvié sobre el problema de la existencia de las

cubiertas planas en 1989, con una idea interesante, expuesta en



[E2]. Sobre un dominio conmutativo, los médulos libres de torsién
son exactamente los submoédulos de los médulos planos. La propuesta
de Enochs es que esta ultima clase podria ser una buena
generalizacién del concepto de moédulo libre de torsién para
anillos generales. La conexién con el problema de existencia de
cubiertas planas que es la siguiente: Si el anillo R es coherente
a la derecha, entonces todo R-médulo a la izquierda tiene una
cubierta por submédulos de moédulos planos si y sélo si todo
R-moédulo a la izquierda inyectivo posee una cubierta plana [E2,
Theorem 2.1]. Como consecuencia [E2, Remark] todo médulo sobre un
anillo conmutativo noetheriano tiene una cubierta por submddulos
de moédulos planos. Sin embargo, el problema de existencia de
cubjertas por submoédulos de moédulos planos permanece asimismo sin
resolver.

En 1984, B. Torrecillas [Tol] estudié las propiedades de
las cubiertas t-inyectivas y <t-inyectivas t-libres de torsién (o
fielmente <7-inyectivas) para T una teoria de torsién hereditaria
sobre R-Mod. En el citado trabajo se obtuvo [Tol Corollary 2.101]
la existencia de una cubierta fielmente T-inyectiva para todo
modulo en el caso de ser T perfecta.

Como hemos visto, diversas clases recubridoras de R-moédulos
han sido propuestas en las tres ultimas décadas. De hecho, el
concepto de cubierta, al ser categérico, puede ser concebido con
respecto de cualquier clase de modulos estable por isomorfismos.
De hecho, esta idea fue sugerida por FEnochs en [E4] 1y,

posteriormente, en [E2].



El objetivo principal del Capitulo I es buscar condiciones
sobre el anillo R que aseguren la existencia de cubiertas por
submédulos de moédulos planos para todos los R-médulos a la
izquierda y deducir de aqui la existencia de cubiertas planas para
los médulos inyectivos.

En la Seccién 1.1. establecemos el concepto de F-cubierta y
F-precubierta para ¥ una clase de moédulos cerrada por isomorfismos
y demostramos algunos resultados sobre F-cubiertas que nos seran
gtiles a lo largo del Capitulo I.

La Seccién 1.2 estd dedicada a analizar la construccién que
permitié a Banaschewski obtener la existencia de cubiertas
T-libres de torsién para T una teoria de torsién perfecta y fiel.
Nosotros investigamos la viabilidad de esta construccién tomando
como base un R-preanillo p:R——X en lugar del morfismo de anillos _
candnico AT desde R hasta su localizado QT(R) considerado en [B].
El concepto y la terminologia de R-preanillo provienen de [K]. A
partir de p es posible definir una clase de R-médulos a la
izquierda ¥(p) de manera que la existencia de %F(p)-cubiertas esta
garantizada (Teorema 1.2.3.). Este resultado serd utilizado en la
Seccion  1.3. para mostrar condiciones suficientes para la
existencia de cubjertas por submédulos de planos (Proposicion
1.3.2., Teorema 1.3.3. y Corolario 1.3.4.). Estudiamos la relacién
entre los conceptos de Ar—cubierta y cubierta t-libre de torsién,
y obtenemos wuna caracterizacién de las teorias de torsidn
perfectas en términos de la relacién entre estos dos tipos de
cubiertas (Teorema [.2.5.). Una de las condiciones en esta

caracterizaciéon es que las cubiertas t-libres de torsién existan y



sean AT-cubier‘tas, lo que nos lleva a preguntarnos bajo qué
condiciones una cubierta <T-libre de torsién es una A_L_—cubier'ta.
Hemos descubierto que una condicién suficiente es que T sea "nice"
(Proposicién 1.2.6.). El concepto de teoria de torsién nice fue
introducido por Lambek [L1] y es una generalizacion estricta del
concepto de teoria de torsién exacta (ver Ejemplo 1.2.9.). Sin
embargo, una teoria de torsiéon fiel nice y de tipo finito es
perfecta (Teorema 1.2.8.). Este ultimo resultado mejora [SI,

Proposition 3.4] y [GIT, Theorem 3.12].

Para describir el contenido de la Seccién 1.3, denotemos
por ?}; (o ?O, si no hay ambigliedad en la determinacién del anillo
R) la clase de todos aquellos R-moédulos a la izquierda que son
isomorfos a un submédulo de un R-médulo a la izquierda plano.
Enochs relacioné, para el caso de anillos coherentes a la derecha,
la existencia de ffo—cubier'tas ("cubiertas por submédulos de
planos") 'y la existencia de cubiertas planas para moédulos
inyectivos. Sin embargo, como hemos indicado anteriormente, el
problema de la existencia de cubiertas por submédulos de médulos
planos permanece abierto. El mismo Enochs presenta como condicién
suficiente para la existencia de cubiertas por submoédulos de
planos que el anillo sea conmutativo y noetheriano. Como tendremos
ocasibn de mostrar en esta memoria, nuestro trabajo de
investigacién ha permitido ampliar drasticamente la clase de los
anillos para la que es conocida la existencia de cubiertas por
submédulos de planos.

La estrategia para atacar el problema de la existencia de



S‘o—cubier‘tas fue inquirir en qué situaciones otros tipos de
cubiertas, para las cuales se tiene garantia de existencia, podian
ser reconocidas como cubiertas por submédules de planos (o
?O—cubiertas). La primera idea en este sentidc nos fue sugerida
por el estudio de la construccién de Banaschewski de las cubiertas
T-libres de torsién en el caso de ser T perfecta, como hemos
descrito anteriormente. Usando el concepto de p-cubierta, donde p
es un preanillo, algunas condiciones suficientes para la
existencia de Fo—cubier‘tas (Proposicién 1.3.2., Teorema 1.3.3. y
Corolario 1.3.4.) son obtenidas. Uno de estos resultados (Teorema
1.3.3.) asegura que sobre un anillo conmutativo coherente todo
médulo tiene una ?O—CUbierta, con lo que todo médulo inyectivo
tiene una cubierta plana.

La segunda idea tiene como punto de partida el Teorema de
Teply [T2], que afirma que todo médulo tiene una cubierta T-libre
de torsién si T es de tipo finito. Situémonos con Enochs en la
opinién de que el concepto de submoédulo de médulo plano sobre un
anillo general puede ser una generalizacién natural del concepto
de moédulo libre de torsién sobre un dominio conmutativo. Una
pregunta inevitable se nos planteé en este momento: ;Cuando es
realmente ?0 una clase libre de torsién? O en otras palabras,
ipara qué anillos existe una teoria de torsién hereditaria T,
sobre R-Mod de manera que los R-médulos to—libres de torsién son
exactamente los submoédulos de los R-moédulos planos?. Por brevedad,
diremos que un anillo es FTF a la izquierda si existe esta teoria
de torsidén Ty Poco después descubrimos que si R es un anillo FTF

a la izquierda entonces T, €s de tipo finito (Proposicién 1.3.6.).



Como consecuencia, podemos aplicar [T2] a un anillo FTF a la
izquierda para obtener que todo mdédulo tiene una cubierta por
submédulos de planos (de hecho, su cubierta ro—libre de torsion) y

todo médulo inyectivo tiene una cubierta plana (Teorema 1.3.7.).

El siguiente paso es, obviamente, buscar anillos FTF a la
izquierda. Los resultados en este sentidoc estan contenidos
principalmente el la Capitulo II. Algunas técnicas graduadas
pueden ser utilizadas para la construccién de anillos FTF

(Capitulo III).

Opinamos que el concepto de anillo FTF a la izquierda tiene
interés en si mismo, aparte de la conexién con el problema de la
existencia de cubiertas planas explicada anteriormente. El
Capitulo II estd dedicado a exponer los resultados obtenidos sobre
anillos FTF y la relacién de esta clase con otras clases de

anillos que aparecen en la literatura.

Antes de proseguir conviene quizds observar que es posible
considerar asimismo anillos FTF a la derecha, con notacién ?(’) y
r(’). Cuando un anillo sea FTF a la izquierda y a la derecha,

diremos que es FTF.

Dos de los tipos de anillos asociativos con elemento
identidad mas importantes, aparte de los anillos semisimples
artinianos, son los anillos regulares Von Neumann y los anillos
quasi-Frobenius (QF). Una cualidad comun de la categoria R-Mod de

los R-moédulos (a la izquierda, digamos) sobre un anillo regular o



QF R es el buen comportamiento de los médulos planos. Esta
afirmacién encuentra apoyo en los trabajos de Colby [C] y Jain
[JI, en los que se propone como generalizacién de ambos tipos de
anillo el concepto de anillo IF (a la izquierda). Concretamente,
un anillo se dice IF a la izquierda si la envolvente inyectiva de
cada moédulo a la izquierda plano sigue siendo un médulo a la
izquierda plano. Si R denota un anillo y S‘O es la clase de los
R-médulos a la izquierda que son (salvo isomorfismos) submédulos
de moédulos a la izquierda planos, es inmediato comprobar que R es
IF a la izquierda si y sbélo si R-Mod = S‘o. Observemos que esto
significa que todo anillo IF a la izquierda es FTF a la izquierda.
Aunque desde el punto de vista de las cubiertas por submoédulos de
planos estos ejemplos no tienen interés (la ?O—cubier‘ta de
cualquier moédulo es la identidad), nos proporciona una primera
referencia sobre la situacién del concepto de anillo FTF. Existe,

por otra parte, un tipo de anillos bien conocido para los que 950
mantiene un comportamiento excelente. Concretamente, nos referimos
a los anillos de Goldie semiprimos (y, en particular, a los
dominios de integridad conmutativos). Para tales anillos, la clase
f’?o se reconoce como la clase de los R-médulos a la izquierda
libres de torsién y, por tanto, estos anillos son FTF a la
izquierda.

De manera que el concepto de anillo FTF a la izquierda
generaliza, simultaneamente, los conceptos de anillo QF, anillo
regular Von Neumann y anillo semiprimo Goldie (a ambos lados). Es
por ello que un motivo central de nuestro interés en el estudic de

los anillos FTF es la investigacién de las similitudes entre las



categorias de moédulos sobre anillos IF y anillos de Goldie
semiprimos. Dos ideas sustentan fundamentalmente tal interés:

De una parte, el estudio de las propiedades de clausura de
la clase de los moédulos planos bajo construcciones en la categoria
R-Mod ha sido esencial en la estructuracién y clarificacién de
resultados a propésito de ciertos tipos de anillos que aparecen en
un lugar preferente en la moderna Teoria de Anillos. Asi, los
anillos coherentes a la derecha son exactamente aquellos para los
cuales cualquier producto directo de moddulos a la izquierda planos
sigue siendo un moédulo plano; y el concepto de anillo hereditario
se encuentra indisolublemente wunido a la propiedad de que
submoédulos de moédulos planos sean planos. Dado que las
cualidades de los moddulos inyectivos reflejan a  menudo
propiedades de estructura del anillo, parece no carente de interés
detener la atencién sobre los anillos para los cuales la
planitud se preserve por envolventes inyectivas. Desde luego, esto
ocurre para los anillos IF a la izquierda y esta propiedad jugd un
papel esencial en la obtencién de resultados estructurales para
los anillos IF (ver por ejemplo, [C, Theorems 1 & 2]).

De otra parte, mirando a nuestro otro modelo de anillo FTF
a la 1izquierda, los anillos de Goldie semiprimos poseen la
caracteristica de ser subanillos, de una manera impecable, de
anillos artinianos semisimples. De hecho, como es bien conocido,
el concepto de anillo de Goldie semiprimo es la respuesta al
problema de caracterizar los o6rdenes en anillos artinianos
semisimples.

Estos dos parametros guian nuestra investigacién sobre los

10



anillos FTF. Para expresarlo brevemente, un anillo para el que el
concepto de submoédulo de moédulo plano sea valido como nocién de
médulo libre de torsién debe presentar propiedades estructurales

interesantes y debe poseer anillos de cocientes sencillos.

Hemos encontrado algunos antecedentes histéricos (aparte de
los citados antes) de investigacién de este tipo de propiedades.
Asi, Cheatham y Enochs [CE] caracterizaron los anillos para los
cuales la clase de los moédulos a la izquierda planos constituye
una clase libre de torsién para una teoria de torsién hereditaria
sobre R-Mod. En nuestra nomenclatura, su objeto de estudio eran
los anillos FTF a la izquierda con dimensién global débil menor o
igual que 1. En aquel trabajo se obtuvo, por ejemplo, que estos
anillos son los anillos semiher‘edit;rios no singulares con
dimensién de Goldie finita R cuyo anillo maximal de cocientes a la
izquierda (que es semisimple artiniano) es plano como R-médulo a
la izquierda. Posteriormente, (ver [CE] y [E3]) fue obtenido que
un anillo noetheriano conmutativo R es FTF si y sélo si RP es

Gorenstein para cada primo minimal P.

De otro lado, durante las décadas de los 60 y 70 se dedico
un importante esfuerzo al estudio de los anillos QF-3, nocién ésta
proveniente del concepto de &lgebra QF-3, que fue propuesto por
Thrall [Th] como generalizacién de las 4&lgebras quasi-Frobenius.
Desde nuestra perspectiva es de resefiar que en [CR1, Th. 1.3 &
1.2] fueron caracterizados aquellos anillos perfectos a la

izquierda para los que la envolvente inyectiva de cada médulo a la

11



izquierda proyectivo  es proyectivo. Apoyandonos en esta
caracterizacién y resultados de Tachikawa [T1] y de Colby y Rutter
[CR1] (o bien de Gémez Pardo junto con Rodriguez Gonzdlez [GR]),
es posible demostrar que para anillos perfectos los conceptos de
anillo QF-3 y FTF coinciden (Teorema 2.4.3.). De esta manera, el
concepto de anillo FTF a la izquierda aparece asimismo como

generalizacién del de algebra QF-3.

El Capitulo II estd dedicado al estudio de los anillos
FTF. Comienza con una Seccién dedicada a exponer las propiedades
generales de los moédulos ro—torsién y ’ro—libres de torsién
(Proposiciones 2.1.5., 2.1.6., Corolario 2.1.7.) y del filtro
,‘B(To) (Proposiciones 2.1.5., 2.1.8.) para un anillo FTF a la
izquierda.

La idea que subyace en la Seccién 2.2 es la siguiente. Si R
es FTF a la izgierda entonces R es ro—libre de torsién. De otra
parte, una de las teorias de torsién mds importantes que es
posible considerar sobre un anillo general es la de Lambek, A,
para la cual R es también A-libre de torsién. Nos parece
interesante conocer la posible relacién entre las clases ?0 y la
clase F(A) de los moédulos A-libres de torsién. De hecho, el primer
Teorema de tal seccién caracteriza (Teorema 2.2.4.) aquellos
anillos para los cuales f?o = F(A) (o, en otras palabras, un médulo
es submoddulo de un plano si y sélo si es E(RR)~torsionless). Esta
caracterizacién proporciona una clase de anillos FIF a la
izquierda, a saber, aquellos anillos para los que E(RR) es m-plano

y A es de tipo finito. Este resultado tiene una consecuencia

12



inmediata: Un anillo noetheriano es FTF a la izquierda si y sélo
si E(RR) es plano (Corolario 2.2.7.). Este resultado sera mejorado
posteriormente en varias direcciones (ver, por ejemplo, Corolario
2.2.11. o Teorema 2.2.19.). Prosigue la Seccién 2.2 con el
establecimiento de los resultados necesarios para demostrar el
Teorema 2.2.19., en el que se caracterizan los anillos FTF a la
izquierda 'co—artinianos. Esta caracterizacién permitira relacionar
el concepto de anillo FTF con diferentes generalizaciones del
concepto de algebra QF-3 en la Seccién 2.4 y es fundamental en la
Seccién 2.5.

El Ejemplo 2.2.21. muestra un anillo FTF a la derecha con
C.C.D. sobre anuladores a la derecha pero que no es t(’)—ar‘tiniano.
La Seccién 2.2. concluye identificando (Teorema 2.2.24.) qué
propiedad es necesaria para obtener la equivalencia entre ambas
condidiones de cadena sobre un anillo FTF. Para ello, demostramos
previamente una caracterizacién de los médulos T-artinianos con
respecto de una teoria de torsién T que tiene interés
independiente (Proposicién 2.2.23.).

La Seccién 2.3 estd dedicada fundamentalmente a demostrar

que si R es FTF a la izquierda entonces Qr (R) es FTF a la
0

izquierda (Teorema 2.3.4.). A partir de este resultado se
caracterizan por medio del concepto de anillo FTF aquellos anillos
que tienen un anillo maximal de cocientes bilatero QF (Teorema

2.3.10).

El objetivo de la Seccién 2.4 es analizar la relacién entre

el concepto de anillo FTF y varias de las diferentes nociones de

13



anillo QF-3 consideradas por diferentes -autores. De ellas, quizas
la méas extendida hasta ahora ha sido la siguiente: Un anillo se
dird QF-3 a la izquierda cuando posea un médulo a la izquierda
fiel minimal (ver Seccién 2.4 para la definicién concreta). Como
se indicé anteriormente, sobre anillos perfectos, los conceptos de
anillo FTF y QF-3 coinciden (Teorema 2.4.3.). A partir de aqui,
deducimos (Teorema 2.4.7.) que sobre un anillo artiniano a la
izquierda coinciden las nociones de anillo QF-3 a la izquierda,
QF-3 a la derecha, FTF a la izquierda y FTF a la derecha.

Otros autores han propuesto diferentes generalizaciones del
concepto de algebra QF-3, originario de Thrall [Th]. Entre ellas,
las mas interesantes parecen las debidas a Morita [Moll y a
Sumioka ([Sull, [Su2]. Dado que en todos los casos los autores
dieron el nombre de anillos QF-3 a sus objetos de estudio,
nosotros hemos introducido una nomenclatura que permite referirnos
a los distintos tipos de anillo QF-3 sin producir confusién. De
esta manera, llamaremos anillo Morita-QF-3 (o0 MQF-3) a la
izquierda a aquel anillo R para el cual E(RR) es plano. Un anillo
Sumioka-QF-3 (o SQF-3) a la izquierda R es aquel para el que todo
submoddulo finitamente generado de E(RR) es un moédulo torsionless.
Bajo este punto de vista, el resultado principal de la Seccién
2.2. (Teorema 2.2.19.) puede reinterpretarse como la equivalencia
de los conceptos de anillo MQF-3 a la izquierda, MQF-3 a la
derecha, SQF-3 a la izquierda, SQF-3 a la derecha, FTF a la
izquierda y FTF a la derecha para anillos con C.C.D. sobre ideales
a la izquierda racionalmente cerrados (ver Teorema 2.4.9. y

Corolario 2.4.10).
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En la Seccién 2.5. establecemos una caracterizacién de los
anillos SQF-3 a la izquierda que tienen un anillo clasico de
fracciones a la izquierda QF (Teorema 2.5.1.). Como consecuencia,
obtenemos una caracterizacién de los anillos QF dentro de la clase

de los anillos QF-3 (Corolario 2.5.2.).

La udltima parte de esta Memoria estd dedicada a los anillos
graduados. Investigamos algunas categorias cocientes de categorias
que se construyen a partir de un anillo graduado por un grupc G y
aplicamos los resultados obtenidos, entre otras cosas, a
desarrollar una Teoria de Clifford divisorial.

La Teoria de Clifford es la parte de la teoria de
representacién de un grupo finito G que describe las propiedades
de las representaciones irreducibles de G inducidas de un subgrupo
normal H de G. Sea K un cuerpo y G un grupo finito cuyo orden no
es divisible por la caracteristica de K. Es bien conocido que las
algebras de grupo KG y KH son semisimples artinianas. Si p es una
representaciéon de H asociada a un KH-médulo simple (irreducible)
L, entonces la representacién inducida pG de G viene asociada al
KG-médulo L = KG@KHL, que es un KG-mddulo semisimple de longitud
finita. La Teoria de Clifford cldsica nos da una correspondencia
biyectiva entre las clases de isomorfismos de los KG-médulos
simples contenidos en L® y las clases de A-mddulos simples, donde
A = End (L°).

En 1980 E.Dade caracterizd aquellos anillos R graduados por

un grupo G con elemento neutro e de manera que el funtor induccién
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Re - y el funtor restriccion a la .componente de grado e

establecen una equivalencia entre las categorias Re—Mod y R-gr
[D1, Theorem 2.8]. Como aplicacién de tal teorema (que nosotros
solemos llamar "el Teorema de Dade") obtuvo la teoria clasica y la
teoria estable de Clifford [Cl] de una manera natural, por medio
de la utilizacién tan sbélo de funtores ® y Hom. Como indica Dade
explicitamente en [D1l], la utilizacién del concepto general de
anillo graduado por un grupo y de la categoria R-gr de todos los
R-médulos a la izquierda graduados supone un cambio de punto de
vista. La nueva perspectiva categérica propuesta en [D1] ha
llevado a extender la teoria de Clifford estable a otros
contextos, que parece muy prolijo describir aqui (ver [D2], [D3],
[GN], [NTI], [GT4], [NVO3)).

En [AGT] (ver también [AGT3]) introdujimos la nocién de
anillo t-fuertemente graduado, donde T es una teoria de torsién
hereditaria sobre Re—Mod vy R es un anillo graduado conmutativo.
Los anillos t~-fuertemente graduados eran caracterizados
precisamente por la existencia de una equivalencia de categorias
entre Re—Mod/?T(r) y cierta categoria cociente de R-gr. En [AGT1]
fue utilizada esta equivalencia para demostrar la igualdad de las
dimensiones débiles relativas de un moéduio graduado y de su
componente de grado e. En [AGT3] nos propusimos extender la
igualdad demostrada por Jategaonkar [Jt] k-K-dim(R) = 1 +
k-K-dim(R/I) para I un ideal invertible incluido en el radical de
Jacobson de un anillo notheriano R, donde k es una teorfa de
torsién hereditaria sobre R-Mod al caso de ser I un ideal

k-invertible contenido en el radical de Jacobson relativo a « para
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R k-noetheriano. Para demostrar tal igualdad en este caso mas
general recurrimos al anillo de Rees generalizado construide a
partir de I que, en este caso, no era fuertemente graduado. Sin
embargo, propusimos un concepto de anillo T-fuertemente graduado,
donde T es una teoria de torsién hereditaria sobre Re—Mod de
manera que el Teorema fundamental de Dade sigue siendo valido, en
el sentido de que se establecia una equivalencia de categorias
entre categorias cocientes de Re—Mod y R-gr adecuadas.

Para establecer el Teorema de Dade para categorias
cocientes [AGT3, Theorem 1.1] hubimos de inducir una teoria de
torsién sobre R-gr a partir de T. Tal induccién se hizo "ad hoc"
con el objetivo de demostrar [AGT3, Theorem 3.6].

El Capitulo IIl estd dedicado a profundizar y clarificar el
concepto de anillo t-fuertemente graduado, obteniendo como
aplicaciones de tal estudio una caracterizacién de los anillos FTF
graduados por un grupo localmente finito y la extension de la
Teoria de Clifford estable para un objeto simple de una categoria
cociente de Re—Mod.

En la Seccién 3.1. explicamos dos maneras candnicas de
inducir una teoria de torsién hereditaria sobre R-gr a partir de
una teoria de torsién hereditaria T sobre Re—Mod. Demostraremos
(Proposicién 3.1.1.) que por uno de estos dos caminos se obtiene
una equivalencia entre la categoria Re—Mod/fT(r) y cierta categoria
cociente R-gr/J(t®"), generalizando [N1, Theorem 3.1]. El problema
en este caso es que la teoria de torsién inducida T no es
rigida. La otra opcién permite construir una teoria de torsién

rigida 7' sobre R-gr, pero se pierde la equivalencia de
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categorias cocientes. El Teorema 3.1.4., que generaliza ([Dl,
Theorem 2.8] y mejora [AGT3, Theorem 1.1], muestra cuando es
compatible la existencia de la equivalencia de categorias deseada
con la rigidez de la teoria de torsién inducida en R-gr. Los
anillos que verifican el Teorema 3.1.4. se llamaran anillos
t-fuertemente graduados. El resto de la Seccién 3.1. estd dedicado
al estudio de los anillos t-fuertemente graduados, especialmente
con el objetivo de obtener los resultados técnicos necesarios para
las otras dos secciones.

El objetivo fundamental de la Seccién 3.2. es demostrar que
si R es un anillo fuertemente graduado por un grupo localmente
finito G entonces R es FTF a la izquierda si y sélo si Re es FTF a
la izquierda (Teorema 3.2.6.). Este resultado permite construir
nuevos ejemplos de anillos FTF. Asi, tomado cualquier anillo FTF a
la izquierda A y G un grupo localmente finito, el anillo de grupo
AG es FTF a la izquierda.

En la Secciéon 3.3. mostramos algunas aplicaciones del
Teorema 3.2.6. Entre ellas, se obtiene una extensién (Teorema
3.3.1.) de [C, Theorem 3] para el caso de anillos fuertemente
graduados. Algunas otras caracterizaciones de este tipo son
demostradas.

La Seccién 3.4. prepara algunas herramientas para el
desarrollo posterior de la Teoria de Clifford relativa. La idea
fundamental es que los resultados expuestos en [Na] para el caso
de categorias de mddulos admiten wuna versién para categorias
cocientes. El teorema principal de la Seccién es el Teorema 3.4.7.

La Seccidn 3.5. estd dedicada a la extensién de la Teoria
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de Clifford estable expuesta en [Dl1] para anillos fuertemente
graduados al caso de anillos t-fuertemente graduados. El Teorema
3.5.11. generaliza [Dl, Theorem 8.2.] para un objeto simple en una

categoria cociente de R -Mod.
e
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CAPITULO O
NOTACION Y PRELIMINARES

0.1. TEORIAS DE TORSION EN CATEGORIAS DE GROTHENDIECK.

Sea C una categoria de Grothendieck. Una teoria de torsién
sobre C es un par t = (9,%), donde J y ¥ son clases de objetos de
C verificando las siguientes condiciones {S1, VI.2]

(T1) Hom(T,F) = O para todo T en 7 y todo F en ¥.

(T2) Si Hom(C,F) O para todo F en ¥, entonces C estd en 9.

(T3) Si Hom(T,C) = O para todo T en 7, entonces C estd en ¥.

Los objetos en J son llamados objetos T-torsién, y la clase

J serd denotada frecuentemente por J(t). Los objetos en F son

llamados objetos t-libres de torsién, y la clase ¥ sera denotada

usualmente por F(t). Observemos que los axiomas (Tl), (T2) y (T3)
entrafian que las clases J y ¥ se determinan mutuamente mediante la

condicién de ortogonalidad (T1).

Existen varias maneras equivalentes de introducir el

concepto de teoria de torsién sobre una categoria de Grothendieck,

que recordamos seguidamente, ya que nos seran utiles a lo largo de
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esta memoria.

Proposicién 0.1.1. Un par t = (J7,¥%) de clases de objetos en una
categorta de Grothendieck C es una teoria de torsién sobre C si y
solo si se verifican las siguientes condiciones:

(DT ngF = (0}

(2) si T es un objeto en J, entonces cualquier objeto cociente
de T esta en J;

(3) si F es un objeto en ¥, entonces cualquier subobjeto de F
esta en ¥;

(4) para cada objeto C de C existe una sucesidon exacta corta

O——T——C——F—0

con TenJ y F en F.

La condicién (2) en la anterior proposicién se menciona en

forma abreviada diciendo que J es estable bajo cocientes.

Andlogamente, las condiciones (3) se resume mediante la expresion
"¥ es estable bajo subobjetos". Tanto la clase T-torsién J(r) como
la clase T-libre de torsiéon %F(t) para una teoria de torsién T

sobre C son estables bajo extensiones. Esto quiere decir que dada

cualquier sucesién exacta corta

0 X C——Y—0
con X, Y <t-torsién (resp. <z-libres de torsién), se tiene
necesariamente que C es t-torsién (resp. tT-libre de torsién). Es

mas, esta condicién forma parte de un juego de propiedades que
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caracterizan intrinsecamente cuando una clase de objetos en C
constituyen la clase t-torsién (o T-libre de torsién) para una
teoria de torsién T sobre C. Concretamente, se tienen los

siguientes resultados [S1, VI.2.1 y VL.2.2].

Proposicién 0.1.2. Una clase de objetos J es la clase t-torsion
para alguna teoria de torsién T si y sélo si I es estable bajo

cocientes, coproductos y extensiones.

Proposicién 0.1.3. Una clase de objetos ¥ es la clase t-libre de
torsién para alguna teoria de torsion T si y sélo si F es estable

ba jo subob jetos, productos y extensiones.

Una teoria de torsién T se dice hereditaria cuando J(t) es
estable bajo subobjetos. Equivalentemente, T es hereditaria cuando
y s6lo cuando ¥(t) es estable bajo envolventes inyectivas [S],
VL.3.2]. Parte de nuestro trabajo se fundamenta firmemente en el
concepto de clase de objetos T-libre de torsién para una teoria de
torsiébn hereditaria sobre C. Es por ello que resaltamos la
siguente definicién, que nos permitird predicar cémodamente tal

propiedad de una clase de objetos.
Definicién. Diremos que una clase de objetos ¥ en una categoria de

Grothendiek C es una clase libre de torsién cuando exista una

teoria de torsién hereditaria T sobre C de manera que ¥ sea la
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clase de los objetos T-libres de torsién.

Para cada objeto C existe un mayor subobjeto de C con la
propiedad de ser t-torsién. Este subobjeto de C sera denotado por

©(C) y lo llamaremos subobjeto t-torsion de C. Es posible

demostrar [S1, Capitulo VI, §2] que la asignacién C +—— T(C)
define un subfuntor
7:C—C

del funtor identidad sobre C verificando las dos siguientes
condiciones

(R1) ©(z(C)) = C para todo objeto C en C.

(R2) T(C/T(C)) = O para todo objeto C en C.

Estas propiedades de T se resumen diciendo que T es un

radical idempotente sobre C.

La teoria de torsi6én T se puede reconstruir a partir del
radical idempotente T, ya que se tiene
(I J(x) = { C € 0bj(C) | ©(C) = C}

(ID) F(zr) = { C € ObJ(C) | ©(C) = 0}

De hecho, para cada radical idempotente T sobre C, las
clases J(t) y () construidas en (I) y (II) constituyen una
teoria de torsién sobre C. Ademas, esta correspondencia entre
teorias de torsi6on y radicales idempotentes es biunivoca [SI,

Proposition VI.2.3]. Esto justifica que nuestra notacién confunda
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deliberadamente teorias de torsién y radicales idempotentes.

Por ultimo, recordemos que una teoria de torsién T es
hereditaria si y so6lo si el radical idempotente T asociado es
exacto a la izquierda, es decir, t©(S) = S n T(C) para cada objeto

C y cada subobjeto suyo S [Sl, Proposition VI.3.1l.

Si T = (7,%9) es una teoria de torsién hereditaria sobre C,
entonces J es una subcategoria localizante de C. De hecho, como
toda teoria de torsién hereditaria esta determinada por su clase
torsién, deducimos que es enteramente equivalente considerar
subcategorias localizantes y teorias de torsién sobre C (ver [AN]
y [S1]). De esta manera, si T = (9,%) es una teoria de torsién
hereditaria sobre C, podemos definir la categoria cociente C/9,
que es asimismo una categoria de Grothendieck. Denotaremos por
Ts:C—C/7, S :C/T———C los funtores candnicos. Es bien

T T

conocido que TST es exacto y que Si’T es adjunto a la derecha de T?T’

por lo que es exacto a la izquierda. Si ¢:TgoSg—H1dC/7 y

t/l:idc——>SgoTsT son las transformaciones naturales asociadas a la
adjuncién, entonces ¢ es un isomorfismo. Ademds, si C € C,
entonces Ker‘(wM) y Coker(wM) son objetos tT-torsién de C.

Un objeto M de C tal que wM:M——ASgOTg(M) es un isomorfismo
se llamard un objeto t-cerrado. Los objetos t-cerrados pueden

reconocerse dentro de la categoria C como aquellos objetos que son

T-libres de torsién y <T-inyectivos en el sentido de que son
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inyectivos con respecto de los monomorfismos en C con conudcleo
T-torsién.

Dado un objeto M de C y un subobjeto N de M, diremos que N
es T-denso en M cuando M/N sea t-torsién. Diremos que N es
T-cerrado en M cuando M/N sea t-libre de torsién.

Si T, Kk son teorias de torsién hereditarias sobre C,
diremos que T es menor o igual que k, lo cual indicaremos con T =

k, siempre que J(t) € J(k) o, equivalentemente, Flk) € F(T).

0.2. TEORIAS DE TORSION EN CATEGORIAS DE MODULOS (GRADUADOS).

A lo largo de esta memoria, consideraremos anillos R
asociativos con elemento identidad. Denotaremos por R-Mod la
categoria de Grothendieck de todos los R-médulos (unitales) a la
izquierda, y por Mod-R la categoria de los R-médulos a la derecha.
Dado un R-médulo M, la condicién de ser R-médulo a la izquierda
serd a veces indicada poniendo RM, y analogo significado habra de
asignarse a la notacién MR. Por E(RM), denotaremos una envolvente
inyectiva del R-médulo a la izquierda M.

Si X es un subconjunto de R, &X) denotard el anulador a
la izquierda de X. Andlogamente, n(X) denotard el anulador a la

derecha de X.

Aunque no aparecerd hasta el Capitulo III, haremos uso del
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concepto de anillo graduado por un grupo G, y trabajaremos con
teorias de torsién sobre categorias de moédulos graduados. Como las
particularidades estas teorias de torsién guardan un gran
paralelismo con las teorias de torsién sobre R-Mod, haremos, en
beneficio de 1la brevedad, la introduccién de los conceptos
graduados y no graduados simultdneamente. Para ello, seguiremos
fundamentalmente las ideas de [NVOI1] (ver también [D1]).

Un anillo R se dird graduado por un grupo G cuando exista
una descomposicién de R como suma directa de subgrupos aditivos de
R, R = @gGGRg de manera que Rth < Rgh para cualesquiera g, h € G.
A los elementos del conjunto U{Rg:geG} se les llama elementos

homogéneos de R, y los elementos de R seran llamados elementos de
g -

grado g de R (asi, Rg se denominard componente de grado g de R).

Si denotamos por e el elemento neutro del grupo G, es
inmediato que el elemento unidad 1 del anillo R pertenece a la'
componente de grado e de R. De esta manera, es facil ver que Re es
un subanillo de R y que R es un Re—bimédulo.

Fijada una graduacién R = ®g€GRg para el anillo R, podemos
construir la categoria R-gr de todos los R-médulos a la izquierda
graduados (por G). Un objeto de R-gr es un R-médulo a la izquierda
M junto con una descomposiciéon de M como suma directa interna de
subgrupos M = ®g€GMg satisfaciendo que Rth < Mgh cualesquiera

sean g, h € G. Diremos entonces que M es un R-médulo a la

izquierda graduado. Si M y N son R-médulos a la izquierda

graduados, diremos que un homomorfismo de R-médulos a la izquierda
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f:M——N es graduado de grado g siempre que f (Mh) < Nhg para todo
h € G. El conjunto de todos los homomorfismos graduados de grado g
entre M y N serd denotado por HOMR(M,N)g y es un subgrupo aditivo
de HomR(M,N). Es claro que { HOMR(M,N)g: g € G} es una familia
independiente de subgrupos de HomR(M,N), por lo que podemos
considerar el subgrupo de HomR(M,N) dado por su suma directa
HOMR(M,N) = ®g€G HOMR(M,N)g, que es un grupo abeliado graduado por
G. Los homomorfismos en la categoria R-gr vienen dados por
HomR_gr(M,N) = HOMR(M,N)C.

Si M es un R-médulo a la izquierda graduado, podemos definir
para cada g € G la g-suspensién de M como el R-médulo graduado
M(g) cuyo moédulo subyacente es el mismo M pero considerando la
graduacion M(g)h = th para todo h € G. Con esta notacién, se
tiene que HOMR(M,N)g = HomR_gr(M,N(g)) = HomR_gr(M(g—l),N).

Los subobjetos en la categoria R-gr del R-médulo a la
izquierda graduado (con la graduacién canénica) R se llamaran
ideales a la izquierda homogéneos de R. Muchos autores llaman a
estos ideales, ideales a la izquierda graduados, pero nosotros
preferimos el anterior nombre, puesto que un ideal a la
izquierda puede admitir distintas graduaciones (de hecho, si
admite una, admite al menos tantas como elementos tenga G).

Dado que la categoria R-gr es una categoria de Grothendieck,
tiene sentido considerar teorias de torsién sobre R-gr. Las
teorfas de torsion hereditarias sobre R-gr mas extensamente

estudiadas y utilizadas son las rigidas, segin la siguiente
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definicién.

“Definicién. Una teoria de torsién hereditaria k sobre R-gr se dira
rigida cuando un R-médulo a la izquierda graduado M es k-torsién

si y sélo si M(g) es k-torsién para todo g € G.

Las teorias de torsiéon hereditarias rigidas sobre R-gr
estdn totalmente determinadas por ciertos conjuntos de ideales a
la izquierda homogéneos. Cocretamente, si £(k) denota el conjunto
de los ideales a la izquierda homogéneos I de R tales que R/I es
un R-médulo a la izquierda graduado k-torsién para una teoria de
torsién hereditaria rigida k sobre R-Mod, entonces $£(k) verifica

las siguientes condiciones [NVO1, pig 132 y ssl:

G.l. Si a € £(k) e I es un ideal a la izquierda homogéneo de R tal
que a < I, entonces I € #(k).

G.2. Si a, b € £(k), entonces a n b € £(k).

G.3. Si a € &£(k) entonces (a:x) € &£(k) para todo elemento
homogéneoc x de R.

G.4. Si a € £(k) y (a:x) € £(k) para todo x € I homogéneo,

entonces I € £(k).

La teoria de torsién hereditaria rigida «k puede

reconstruirse a partir de £(k) sin mas que definir [NR, pag 816]
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Jk) = {X e R-gr | &x) € £k) ¥V x € X homogéneo}

De hecho, cualquier conjunto de ideales a la izquierda
homogéneos de R verificando las condiciones G.i, i = 1, 2, 3, 4;
define una teorfa de torsién hereditaria rigida sobre R-gr
mediante el anterior procedimiento para obtener los objetos
torsién. Un conjunto de ideales a la izquierda de este tipo se

llama un filtro graduado (o topologia de Gabriel graduada) y los

hechos anteriormente expuestos pueden resumirse diciendo que
existe una correspondencia biunivoca entre teorias de torsién
hereditarias rigidas sobre R-gr y filtros graduados (ver [NVO] o
[NR]).

Dado cualquier anillo R, podemos graduar R por el. grupo
trivial G = {e} poniendo Re = R. En tal caso, todo R-médulo a la
izquierda es graduado (tiene una tUnica graduacién posible) por lo
que R-gr = R-Mod. Ademds, cualquier teoria de torsién hereditaria
sobre R-Mod es trivialmente rigida. Por tanto, las teorias de
torsion hereditarias sobre R-Mod estdn asimismo determinadas por
filtros (o topologias de Gabriel) de ideales a la izquierda
(homogéneos siempre) verificando las propiedades G.i con i = 1, 2,
3, 4.

Sin embargo, cuando R esté graduado no trivialmente,
podemos considerar tanto teorias de torsién hereditarias sobre
R-gr como sobre R-Mod. Aunque se trata de categorias diferentes,

existen algunas relaciones entre las teorfas de torsién rigidas
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sobre R-gr y ciertas teorias de torsién sobre R-Mod, llamadas
teorias de torsién graduadas. Hemos considerado conveniente

presentar este andlisis en el Capitulo III.

Aunque la construccién del anillo de cocientes con
respecto de una teoria de torsién rigida es posible en el caso
graduado, recordaremos tan sdlo brevemente tal construccién en el
caso no graduado, ya que sbélo haremos uso de esta localizacién en
el presente trabajo. La idea fundamental es que el objeto de
cocientes Tg(R) con respecto de una teoria de torsién hereditaria
T sobre R-Mod puede ser construido a partir del filtro £(t) y
tiene de manera natural estructura de anillo. El hecho basico es
que la categoria cociente R-Mod/J es equivalente a cierta
subcategoria plena de R-Mod. Recordaremos la construccién de esta
dltima siguiendo [S1, Chapter IX]. Si M es un R-médulo a la

izquierda entonces definimos Q_C(M) = lim HomR(a,M/'c(M)). Es
acZ(t)

posible dotar [S1, Ch. IX, §l] a Q_C(R) de estructura de anillo de
manera que QT(M) es un QT(R)—médulo a la izquierda. Ademds, existe
un homomorfismo de anillos AT:R———}QT(R) de modo que Q_L_(M) puede
ser considerado asimismo como un R-médulo a la izquierda. Esta
construccién es funtorial y, en realidad, proporciona un funtor
Q_L_:R-Mod-————>QT(R)—Mod. La subcategoria plena de QT(R)—Mod cuyos
objetos son los Q_L_(R)—mc’)dulos de la forma QT(M) para algin M €
R-Mod es equivalente a la categoria cociente R-Mod/J. A su vez,

esta categoria es equivalente a la subcategoria plena de R-Mod de
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todos los R-médulos a la izquierda t-cerrados. En resumen, podemos

considerar un diagrama funtorial

Q

R-Mod E > Q_(R)-Mod
K o
S\\\Tg / ]
7\ g
R-Mod/J

2

donde U es el funtor restriccién de escalares y Sg’ es un funtor
fiel y pleno. Estos funtores satisfacen que S?’7 Tg] = Q_C y que U Sé,
= S?T’

Usaremos también la siguiente notacién. Si N es un
submédulo de un R-médulo a la izquierda M, definimos la T-clausura
de N en M como el R-submédulo Clg(N) de M determinado por la
condicién le';(N)/N = T(M/N). Recordemos que si M = E(RN) entonces
CI_I:(N) es TtT-inyectivo y, en caso de ser ademds N <t-libre de
torsién, Cl:_i(N) & QT(N).

La siguiente caracterizacién de las clases de R-médulos a

la izquierda libres de torsién sera de utilidad posteriormente.
Proposicién 0.2.1. Sea ¥ una clase de R-mdédulos a la izquierda
estable bajo isomorfismos. ¥ es una clase libre de torsién si y
sélo si es estable bajo submddulos, productos directos y
envolventes inyectivas.

Demostracién: [Gl, Proposition 1.10] g

Como referencias bdasicas utilizaremos los libros [NVOL1},
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[s1], [Rw], [Gll.
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CUBIERTAS LIBRES DE TORSION
Y POR SUBMODULOS DE MODULOS PLANOS



CAPITULO |
CUBIERTAS LIBRES DE TORSION
Y CUBIERTAS POR SUBMODULOS DE PLANOS

1.1. ALGUNOS RESULTADOS GENERALES.

Denotaremos por ¥ una clase de R-médulos a la izquierda
cerrada bajo isomorfismos. Siguiendo [E2] definimos una 4
F-precubierta de un R-médulo a la izquierda M como un homomorfismo
de R-médulos a la izquierda $¢F ——> M, donde F e ¥,
satisfaciendo la siguiente propiedad
(I) Para cualquier otro homomorfismo f:G — M con G & ¥, existe

un homomorfismo g:G —— F tal que el diagrama

R G

g, lf
v’

F—2 M

conmuta.

Una F-precubierta ¢:F —— M se dird una una F-cubierta si
verifica
(I) Cualquier homomorfismo f:F —s F que haga conmutar el

diagrama
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7190
F—%. M

€s necesariamente un isomorfismo.

Observaciones 1.1.I. (1) La %-cubierta de un R-médulo a la
izquierda M, si existe, es tnica salvo isomorfismos.

(2) Muchos autores suponen que las cubiertas y las precubiertas
son epimorfismos. Es facil ver que si R estd en la clase F,

entonces cualquier ¥-precubierta es un epimorfismo.

Si consideramos ¥ = %(t), la clase de todos los R-médulos a
la izquierda t-libres de torsién para T una teoria de torsién
hereditaria sobre R-Mod, utilizaremos la expresion (Qr‘e)cubier‘ta'
T-libre de torsién para referirnos a una F(t)-(pre)cubierta. Hemos
de tener, no obstante, cierto cuidado con esta expresién puesto
que el concepto de cubierta libre de torsién con respecto de una
teoria de torsién hereditaria sobre R-Mod propuesto por M.L. Teply
en [T1] difiere ligeramente  de la  nocién  anteriormente
establecida.

En primer lugar, una precubierta en el sentido de Teply
(ver también [GIT] y [T2]) es, por definicién, un epimorfismo.
Como hemos indicado en la Observacién L11., si la teoria de
torsién Tt es fiel, es decir, si RR € F(t), entonces una
F(t)-precubierta en nuestro sentido ha de ser necesariamente un

epimorfismo. De esta manera, para el caso de teorias de torsién

fieles, ambos conceptos de precubierta libre de torsién coinciden.
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Esto nos hace pensar que el concepto de precubierta T-libre de
torsién introducido en esta tesis no presenta una desviacién
relevante del originariamente propuesto por Teply. De hecho, en
palabras de Golan y Teply [GIT, pag 240] "...in studying
torsion-free covers, it is reasonable to limit ourselves to
faithful torsion theories." La razén de esta afirmacién es que si
R posee una precubierta libre de torsién en el sentido de [T1] y
[GIT], entonces la teoria de torsién ha de ser necesariamente fiel
[GIT, Lemma 2.1].

En segundo lugar, la condicién (II) que define en nuestro
caso cuando una ¥(t)-precubierta es una %F(t)-cubierta es en
aparencia distinta de la condicién (*) propuesta en [Tl] para las
cubiertas libres de torsién. Concretamente, si ¢:F———M es una
F(t)-precubierta la citada condicién es la siguiente
(*) Si K € Ker¢ y F/K € F(t), entonces K = O.

Realmente, no existe diferencia entre la condicién (an vy
la condicién (*), como se deduce de la Proposicién 1.1.2., ya que
la clase ¥(t) satisface las condiciones (a) y (b) alli enunciadas.
Como conclusién, nuestro concepto de cubierta t-libre de torsién
coincide plenamente con la nocién originariamente propuesta en

[T1] para teorias de torsién fieles.

Proposicién 1.1.2. Sea ¢:F —— M una F-precubierta.
(1) Si ¢ es una F-cubierta entonces para cada C £ Ker¢ con
F/C € ¥ se sigue que C = 0.

(2) Supongamos que ¥ satisface las dos siguientes
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condiciones:

(a) ¥ es cerrada bajo submddulos

(b) Si {Ml: iel} es una cadena de submddulos de un R-mo’duio ala

izquierda M con M e ¥ para todo i € I, entonces U {Ml: iel} € %.
Si para cada C € Kerg¢ con F/C € F se sigue que C = 0,

entonces ¢ es una F-cubierta de M.

Demostracién. (1) Supongamos que C < Kerf es tal que F/C € ¥. Si
denotamos por w:F——>F/C la proyecciéon canénica, entonces ¢ se
factoriza a través de m, esto es, existe Y:F/C——>M de manera que
Yom = ¢. Dado que F/C € ¥, existe g:F/C——F verificando pog = .
De esta manera, ¢gogom = Yom = ¢, lo que implica, ya que ¢ es una
cubierta, que gom es un isomorfismo. De esta manera, T es un
monomorfismo, lo cual no es posible salvo que C = 0.

(2) Supongamos que ¥ satisface las condiciones (@) y (b) y que
¢:F———>M tiene la propiedad

(P) Para cada C € Ker¢ con F/C € ¥, entonces C = 0.

Para probar que ¢:F —— M es una F-cubierta, usaremos un
argumento similar al expuesto en [Tol, Proposition 2.4] y [E],
Theorem 2]. Primero, observemos que todas las F-precubiertas de un
modulo  fijo que poseen Ila propiedad (P) tienen 1la misma
cardinalidad. De hecho, usando (P) podemos asegurar la existencia
de un R-monomorfismo desde una F-precubierta de un R-médulo M que
tenga la propiedad (P) a cualquier otra %-precubierta de M.

Sea X un conjunto que contenga los elementos de F ta] que

Card(X) > Card(F). Sea T el conjunto de los pares (FO,QSO) donde F
0
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es un R-médulo cuyos elementos estdn en X y ¢0 es un
R-homomorfismo desde FO hasta M que es una F-precubierta de M con
la propiedad (P). Ordenamos parcialmente I haciendo que (F0,¢o) =

(F1,¢1) si y sélo si F, €s un R-submédulo de F oy ¢, = ¢ Este

1|F -~

0
conjunto es no vacio, ya que (F,¢) € I'. Sea C = { (Fi’¢i) } una
cadena en I'. Consideremos (F*,¢*), donde F* = U Fl y % F* —

M es el Unico homomorfismo tal que ¢>*‘lF = <;t>i para todo indice i.
1

Claramente ¢* satisface la propiedad de factorizacién y, por
hipétesis, F* = U F estd en la clase ¥. Asi, ¢*:F* —> M es una
F-precubierta de M. Vamos a probar que satisface la propiedad (P).
Sea N un R-médulo contenido en Ker ¢* tal que F*/N € ¥. Tenemos el

siguiente diagrama conmutativo para cada indice i:

0 —— Fln N >Fl > Fl/(Fin N) —0
0 > N SE* —s F*/N —0

Dado que ¥ es cerrada bajo submoddulos, Fl/(F‘l n N) € ¥. Pero Fl N
N € Ker ¢1 y ¢1 €s una ?—preéubier‘ta de M con la propiedad (P). De
esta manera, Fi n N = 0. Esto es vélido para cada indice i, por lo
que tenemos que (F*,¢*) € I'. Asi (F*,¢*) es una cota superior de C
y podemos aplicar el Lema de Zorn para obtener la existencia de un
elemento maximal de I'. Denotemos esta F-precubierta por (F*,¢*).
Usando el mismo argumento de [El, Theorem 2] podemos probar
que para cualquier (F’,¢’) € I' y cualquier R-homomorfismo f:F*
— F’ tal que ¢'f = ¢* se sigue que f es un isomorfismo.
Tomando (F’,¢’) = (F*,¢*) aseguramos que ¢* es una F-cubierta de M

y tomando (F’,¢’) = (F,¢) tenemos que F es isomorfo a F’ a través
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de un isomorfismo f tal que ¢f = ¢*. De esta manera (F,¢) es una

F-cubierta de M. o

Proposicién 1.1.3. Una F-precubierta de un R-mddulo M, ¢:F — M,
es una ¥-cublerta si y sdlo si para cualquier otra F-precubierta
de M, yY:G6 —— M, y cualquier homomorfismo f:F ——» @
satisfaciendo que yf = ¢ se sigue que fesmonoyque G=Im f ®

C, donde C < Ker y.

Demostracién. Supongamos que ¢ es una F-cubierta, ¥:G ———> M una
F-precubieta y f:F ——— G un homomorfismo satisfacigndo yf = ¢.
Entonces existe g:G —— F tal que ¢g = . Asi, ¢ = yYf = ¢(gf). De
modo que gf es un isomorfismo. Tomando C = Ker g, se tiene que G = -
Imf ® Cy C < Ker y.

Reciprocamente, si f:F — F satisface ¢f = ¢ entonces por
hipétesis F = Im f ® C, donde C < Ker ¢ y f es un monomorfismo.
Ahora, llamando g a la composiciébn F ——5 F/C & Imf ¢ F, g

verifica yYig = ¢, con lo que g ha de ser mono yC=0.n

1.2. LA CONSTRUCCION DE BANASCHEWSK| Y LAS CUBIERTAS LIBRES DE

TORSION.
Sea X un R-bimédulo y p:R —— X un homomorfismo de

R~-bimdédulos. Supongamos que el homomorfismo candnico

*
) :HomR(XR, XR)—>HomR(R, XR) es sobreyectivo. Siguiendo la

38



terminologia de Knigth [K], diremos que p:R —>3 X es un
R-preanillo. Por ejemplo, cualquier homomorfismo de anillos
p:R——>S es un R-preanillo. En efecto, considerando la estructura
de R-bimédulo sobre S inducida por el homomorfismo de anillos
p:R—>S, dado un R-homomorfismo f':RR——~>SR definimos el
R-homomorfimso um):SR—-——>SR dado por um)(s) = f(l)s, para cada
s € S. Es rutinario comprobar que um)op = f, con lo que p* €s
sobreyectiva.

La justificacién de la utilizacién de R-preanillos mas
generales que los homomorfismos de anillos puede encontrarse en la
demostracién del Corolario 1.3.4. en donde se usa la envolvente
inyectiva de R como R-preanillo para R un anillo conmutativo para
extender un resultado de Enochs.

Para cada R-médulo a la izquierda M denotaremos por
GM:M—9X®RM el homomorfismo canénico de R-médulos a la izquierda
definido por GM(m) = p(1) ® m, para cada m € M. Sea F(p) la clase

de los R-moédulos a la izquierda para los cuales GM es una

aplicaciéon inyectiva.

Lema 1.2.1. F(p) es cerrada bajo isomorfismos, submdédulos, limites

directos y productos directos.
Demostracién: Es evidente que F(p) es cerrada bajo isomorfismos.

Supongamos que M € F(p) y N es un submdédulo de M.

Consideremos el diagrama conmutativo de aplicaciones
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N—GN—)X®RN

e lm

M———OM——>X®RM
donde ¢ es la inclusién N = M. Es claro que eMoL = (X@L)oeN es un
monomorfismo por serlo BM e t. Como consecuencia, eN es un
monomorfismo, lo que significa que N € F(p).
Consideremos ahora M = Egl Mi, donde cada M1 € F(p). Dado
que el funtor X@R— conmuta ‘con Iimites directos, se tiene un

diagrama conmutativo de morfismos de grupos abelianos

M—%— 5 Xo M

.

M—>S—M—> lim Xe M
i —> R i

donde ¢ es un isomorfismo. Como cada OM es un monomorfismo,
i

lirg GM €s un monomorfismo, de donde se sigue que OM €s mono.
i

Asi, M € F(p).

Consideremos por dultimo una familia {MI:iEI} de R-médulos
con Mi € F(p) para todo i € I ¥ denotemos por n Ml al producto
directo de los médulos de la familia {Mlziel). De nuevo tenemos
un diagrama conmutativo de morfismos de grupos abelianos

_nse
m Mi M— ] (X®RM1)

T

n Mi TIMi—) X@R n Ml

donde ¢ es el homomorfismo canénicamente definido. Como cada GM
i

€s un monomorfismo se sigue inmediatamente que lo es n eM , lo que
1

implica que B‘IIM €s un monomorfismo. De esta forma obtenemos que T
1

Mi € Flp). o
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Cuando p:R —— S es un homomorfismo de anillos, F(p)
resulta ser exactamente la clase de aquellos R-moédulos a la
izquierda que son isomorfos a un R-submédulo de un S-médulo a la
izquierda. En efecto, dado que S®RM es un S-médulo a la izquierda,
es claro que si eM €s un monomorfismo, entonces M € F(p).
Reciprocamente, supongamos que existe un monomorfismo de R-médulos
f:M——X, donde X es un S-médulo a la izquierda. Constrﬁimos en

tal caso el diagrama conmutativo de R-homomorfismos

MJM——>S®RM
Jf ll of
S
6
X—~—x——>S®RX
Observemos que la aplicacién
T :Se X— X
X R
definida sobre generadores por
nx(s®x) = sX, para todo s € S, x € X
es S-lineal. En particular, es un homomorfismo de R-médulos a la
izquierda y es evidente que LA ex = Idx' Por tanto, ex es un
monomorfismo de R-médulos, lo que entrafia, en vista del diagrama
de homomorfismos anterior, que OM es un monomorfismo de R-méddulos.
Las cubiertas relativas a la clase de los R-submoédulos de
S-médulos a la izquierda fueron investigadas por Banaschewski para
p un monomorfismo de anillos [B] y mas recientemente han sido
objeto de un trabajo de Matlis [M2]l. La existencia de estas
cubiertas probada en aquel articulo puede ser fAcilmente

generalizada para un R-preanillo, como veremos seguidamente.
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Usaremos el término p-(pre)cubierta para denotar una

F(p)-(pre)cubierta.

Lema 1.2.2. Sea M un R-mddulo a la izquierda y e, HomR(X,M) o
M el R-homomomorfismo de evaluacién definido por eM( ) = flp(1)).
Entonces:

(i) HomR(X,M) € F(p)

(ii) e, €5 una p-precubierta de M si y solo si para cada A
€ F(p) la aplicacidn (BA)*:HomR(X@)RA,M) —_ HomR(A,M) es

sobreyectiva.

Demostracién: (1) Consideremos el diagrama conmutativo

deR-homomorfismos candénicos

0
HomR(RX,M) —H> X®RHomR(RX,M) —_ HomR(HomR(XR,XR),M))
A

Hom (Hom (R,X ),M)
R R R

donde H =HomR(RX,M). El homomorfismo punteado es un monomorf ismo

*
porque P es un epimorfismo. Ademas, la flecha

HomR(RX,M)*)HomR(HomR(R,XR) es un isomorfismo ya que viene
inducida por el isomorfismo HomR(R,XR) = RX. De este modo, GH es
un monomorfismo, y H = HomR(RX,M) € F(p).

(ii) Esto es inmediato después de observar el diagrama conmutativo

(e }*
M— HomR(A,M)

HomR(A,HomR(X,M))

*
Hom (Xe A, M) (eﬁ) — Hom_(A,M)
R TR R
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Teorema 1.2.3. Sea p un preanillo. Para cada R-médulo a la

izquierda M existe una p-cubierta de M.

Demostracién: Usando el Lema 1.2.2. tenemos que
e_  :Hom (X,E(M)) —— E(M)
E(M) R
es una p-precubierta de E(M).
Tomamos
F o= Af e Hom (X,EM)) | (1) e M},
entonces es facil ver que
e F — M
EM) |F
€s una p-precubierta. Las proposiciones 1.1.3. y [E2, Proposition

2.2] y el Lema 1.2.1. garantizan que M tiene una p-cubierta que es

un sumando directo de F. o

Sea T una teorfa de torsién hereditaria sobre R-Mod. Las
cubiertas <t-libres de torsién han sido estudiadas por varios
autores. (ver, por ejemplo, [Ell, [Bl, [Tl] and [GIT]). La clase
de los moddulos =z-libres de torsién esta siempre contenida en
?(Ar), donde AT:R — QT(R) es el homomorfismo canénico de
anillos desde R hasta su localizacién segin T, QT(R). Podemos
esperar algunas relaciones entre los conceptos de Ar—cubierta y
cubierta <t-libre de torsién. Asi por ejemplo, cuando T es
perfecta, ambos conceptos coinciden ya que S”(?x_r) = F(t) = {médulos
T-libres de torsién}. Este hecho fue esencialmente observado por

Banaschewski para teorias de torsién fieles en [B]. Nosotros hemos
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investigado en qué casos las cubiertas t-libres de torsién son
Ar—cubiertas.

Una consecuencia del Lema 1.2.2. es que si M es T-inyectivo
entonces e HomR(Q_L_(R),M) ———> M es una A_L_—pr‘ecubierta. El
siguiente resultado fue parcialmente demostrado en [GIT, Prop.3.1]
para T una teoria de torsién fiel.

Llamaremos cubierta fielmente T-inyectiva a una cubierta
con respecto de la clase de los R-médulos T-cerrados (es decir,

T-inyectivos y t-libres de torsién).

Proposicién 1.2.4. Sea M un R-médulo a la izquierda t-inyectivo.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) eM:HomR(QT(R),M) —> M es una cubierta T-libre de.
torsion.

(ii) Existe una cubierta t-libre de torsién de M que es una
AT-cubierta de M.

(iii) El homomorfismo eM:HomR(QT(R),M) -—— M se factoriza
a través de un R-mddulo a la izquierda t-libre de torsion.

(iv) HomR(QT(R),M) es t-libre de torsicn.

(v) eM:HomR(QT(R),M) —> M es una cubierta fielmente

T-inyectiva.

Demostracién: Primeramente probaremos la siguiente
Afirmacion : Si X es un QT(R)—mchulo Yy K es un R-submddulo
T-cerrado de X entonces K es un Qr( R)-submddulo de X. Para probar

esta afirmacion, tomemos x = ¥ qlki € QT(R)K. Entonces 1 = n
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(AT(R):ql) € Zr. Es claro que Ix € K. Ya que K es supuesto
T-cerrado en X se sigue que x € K. Esto concluye la prueba de la
afirmacién.

(i) » (ii) Por el Teorema 1.2.3. podemos encontrar una A_L_—cubier'ta
de M, ¢X—>M. Dado que eM:HomR(QT(R),M)——>M €s una
Ar—pr‘ecubier‘ta de M, existe un homomorfismo f :X———)HomR(QT(R),M)
tal que er = ¢. Entonces, por la Proposicién 1.1.3.,
HomR(QT(R),M) =Imfe®C, X« ImfyCECKer e Resulta que C es
T-cerrado en HomR(QT(R),M) y, dado que eM:HomR(QT(R),M)——éM es
una cubierta <t-libre de torsién, deducimos que C = 0. Asi,
eM:HomR(QT(R),M)——>M es una Ar—cubierta de M.

(ii) » (iii) Sea ¢:F——M una cubierta T-libre de torsién de M que
es una Ar—cubierta. Como eM:HomR(QT(R),M)——M es una -
?x_c-pr‘ecubier‘ta de M, encontramos un homomorfismo
f:F———-)HomR(Q_E(R),M) tal que er = ¢. Por la Proposicién 1.1.3.
HomR(Q_t(R),M) =Imf @ C, C & I(er‘eM y F 2 Im f. En esta situacién

no es dificil ver que el siguiente diagrama conmuta

HomR(Q (R}, M)

4]
e o

& Imf
e l
M! Imf

donde w es la proyecciéon candnica. Esta es la factorizaciéon
deseada.
(iii) = (iv) Supongamos que F’ es un R-mdédulo t-libre de torsién

tal que existe un diagrama conmutativo como sigue:

45



HomR(Q (R}, M)

«

Por la afirmacién antes probada, Ker¢ es un Q_L_(R)-submédulo de
HomR(Q_L_(R),M). Consideremos f en Ker¢ y q en QT(R). Entonces f(q)
= (q.f)(1) = eM(q.f) = Y¢(g.f) = O ya que q.f € Kerp. De esta
manera, Ker¢ = O y asi HomR(QT(R),M) es un R-moédulo T-libre de
torsion.

(iv)»(i) La hipétesis asegura que e, €S una precubierta T-libre de
torsién. Ademds, si K es cualquier submédulo t-cerrado de
HomR(QT(R),M) contenido en Ker‘(eM) la afirmacién da otra vez que K .
= 0 (ver [GIT, Proposition 3.1]). Podemos concluir de esto que e
es una cubierta T-libre de torsién de M.

(i)e(v) Esto se prueba como en [Tol, Proposition 2.13]. o

Teorema 1.2.5. Para cualquier anillo R y cualquier teoria de
torsion T sobre R-Mod las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) t es perfecta.

(ii)  Cualquier R-mddulo a la izquierda inyectivo
(t-inyectivo) tiene una cubierta t-libre de torsién que es una
Ar—cubierta.

(iii) Para cualquier R-mdédulo a la izquierda inyectivo
(t-inyectivo) M, eM:HomR(QT(R),M) —— M es una cubierta T-libre

de torsion.
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(iv) Para cualquier R-mddulo a la izquierda inyectivo
(t-inyectivo) M, HomR(QT(R),M) es t-libre de torsion.

(v) Para cualquier R-mddulo a la izquierda inyectivo
(t-inyectivo) M, eM:HomR(QT(R),M) ——> M se factoriza a través de
un R-médulo t-libre de torsidn.

(vi) Cualquier R-mddulo a la izquierda posee una cubierta

T-libre de torsion que es una AT—cubierta.

Demostracién: Por la Proposicién 1.2.4., se sigue que (ii), (iii),
(iv) y (v) son equivalentes.

(vi) » (ii) Trivial.

(ii) = (i) Sea X un Q_L_(R)—médulo. Es claro que la identidad 1X es
una Ar—cubier‘ta. Por hipétesis existe una cubierta <t-libre de
torsién de E(X), ¢:F——> E(X) que es una Ar—cubierta. Entonces
¢|¢—1(X):¢_1(X)—-ﬁ X es una A -precubierta de X. Por la
Proposicién 1.1.3. tenemos que X es isomorfo a un submédulo de F.
De esta manera X es t-libre de torsién con lo que T es perfecta.

(i) » (vi) Cuando T es perfecta, la clase ?(AT) coincide con la
clase de los R-médulos <t-libres de torsién. El resultado se sigue

ahora aplicando el Teorema 1.2.3. o

Los anteriores resultados sugieren una pregunta: ;Cudndo es
una cubierta t-libre de torsién una Ar—cubier‘ta’? El siguiente
resultado  proporciona una condicién  suficiente. Para ello
necesitamos un concepto introducido por Lambek, ver [L1]. Diremos

que una teoria de torsién hereditaria Tt sobre R-Mod es "nice" si
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satisface que para cualquier R-submédulo t-cerrado X de QT(R), el
R-moédulo cociente QT(R)/X es T-inyectivo. Recordemos que T se dice
exacta cuando el funtor QT:R—Mod——>QT(R)—MOd es exacto.
Claramente cualquier teoria de torsién exacta es nice. Al final de
esta Seccién mostraremos un ejemplo de teoria de torsién nice que

no es exacta.

Proposicién 1.2.6. Sea T una teoria de torsion nice. Entonces, si
M es un mddulo T-inyectivo, cualquier cubierta t-libre de torsidn

de M es una Ar—cubierta de M.

Demostracién: Sea ¢:F —3s M una cubierta T-libre de torsién. Para
cada f € HomR(QT(R),M) existe un R-homomorfismo g:Q_L_(R) —— F tal
que ¢g = f. Afirmamos que g es unico con esta propiedad. Sea g’
otro levantamiento de f, es decir, #g’ = f. Entonces ¢(g-g’) = 0.
Asi, Im(g-g’) € Ker ¢. Como T es nice, se sigue que Im(g-g’) es
T-inyectivo. Asi, F/Im(g-g’) es <t-libre de torsién. Entonces
Im(g-g’) =0y g=g.

Definimos w:HomR(QT(R),M) —> F por y(f)=g(l), donde f e
HomR(QT(R),M) yge HomR(QT(R),F) es tal que ¢g = f. Comprobemos
que ¥ es un homomorfismo de R-médulos a la izquierda. Sir € R, f
€ HomR(QT(R),M) yge HomR(Q_L_(R),F) es tal que ¢g = f, entonces rg
€ HomR(QT(R),F) verifica que ¢o(rg) = r(¢g) = rf. Por tanto, W(rf)
= (rg)(1) = glr) = rgl) = ry(f), con lo que ¥ es R-lineal. Un
argumento similar prueba que y es aditiva.

Comprobemos asimismo que ¢x/1=eM. En efecto, dado f e
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HomR(Q_C(R),M), sea g € HomR(QT(R),F) tal que ¢g = f. Entonces
SY(f) = ¢(g(1)) = (¢g)(1) = f(1) = eM(f).
Se sigue de la Proposicién 1.2.4. que ¢: F ——> M es una

Ar—cubierta de M. o

Corolario 1.2.7. Si T es exacta entonces cualquier cubierta
T-libre de torsién de un mddulo T-inyectivo M es una At-cubierta

de M. o

Recordemos que T es de tipo finito cuando el filtro £(t) de
los ideales a la izquierda t-densos en R contiene un con junto

cofinal de ideales a la izquierda finitamente generados.

Teorema 1.2.8. Sea T una teoria de torsién hereditaria y fiel. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) T es perfecta.

(ii) T es exacta y de tipo finito.

(iii) T es nice y de tipo finito.

(iv) Cualquier mdédulo tiene una cubierta t-libre de torsién y T es

nice.

Demostracioén: (i)s(ii) Ver [GIT, Theorem 3.13].

(ii) » (iii) Obvio.

(iii) » (iv) Si T es de tipo finito entonces, por [T2], existe una
cubierta T-libre de torsién de cada mddulo.

(iv) » (i) Apliquense el Teorema 1.2.5. y la Proposicién 1.2.6. no
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Seguidamente mostramos por medio de un ejemplo que

no toda teoria de torsién nice es exacta.

Ejemplo 1.2.9. Consideremos R = [ 8 8 ) y L = [ 8 g ] donde D es
un dominio de valoracién maximal y Q es su cuerpo de fracciones.
Entonces .‘BT = {L, R} es un filtro idempotente para una teoria de
torsién hereditaria fiel T sobre R-Mod.

Usando [Go, Theorem 4.3] se sigue que si T es exacta,
entonces L es proyectivo como R-médulo a la izquierda. Si L es
proyectivo como R-moédulo a la izquierda, entonces P = [ 8 8 ] es
proyectivo como R-médulo a la izquierda, por ser R-sumando directo
de L. Si llamamos I = [ 8 8 ], resulta que P es un R/I-médulo a la
izquierda. Ademas, R/I@RP = R/IP es un R/I-médulo proyectivo.
Ahora bien, R/I £ D como anillos ¥y, bajo este isomorfismo, R/IP =
DQ. De esta forma, Q es proyectivo como D-médulo, lo cual no es
posible salvo que D = Q.

De esta manera, si suponemos que D no es un cuerpo, podemos
asegurar que T no es una teoria de torsién exacta sobre R-Mod.
Nuestro objetive es probar que T es nice, para lo cual

comenzaremos calculando los R-submédulos t-cerrados de QT(R).

Es bien conocido que

QQ
E( R) =
R [ QQ ]
y que
QT(R)=(X€E(RR) | Lx < R}
Un facil calculo proporciona que QT(R) = R. Es rutinario también
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comprobar que un ideal a la izquierda E de R es t-cerrado en R si
y sélo si es de alguno de los siguientes dos tipos:

() E = ( o 8 ] donde « es un ideal de D.
(2) E = [ 0 P 0 ], donde P es un D-submédulo de DeQ.
Vamos a probar que R/E es, en ambos casos, T-inyectivo.

Caso (1):

Sea f:L —— R/E cualquier R-homomorfismo. Si o = O, entonces E es

un sumando directo de R y, en particular, es t-cerrado en R. En

caso contrario, toémese un elemento a no nulo en «. Entonces, dado

q € Q,
(53] (32)(8%) - (32) 1 (3%) <o v

Definimos f:R——R/E por

= [ dqg]) _ dq
flon) (8]
Utilizando (*) es rutinario comprobar que f es R-lineal. Ademas,

es claro que f extiende a f.
Caso (2):

Dado [ g 2 ] € R, representaremos a su clase en R/E

dq
00

dqg ) _ | Xy
c(88)-[52] **)

mediante la notacién [ g 2 ] Sea { ] € L y escribamos

En tal caso,

ool =(ev)[ez]=(av) (53] (o)

Lo que significa forzosamente que z = 0. Definimos ahora

a) _
0]‘0

o A

f,: DeQ———(DeQ)/P

por f*(d,q) = (x,y)+P, donde (x,y) estadn definidos por (**). Es

claro que f es una aplicaciéon bien definida y que es D-lineal.
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Como D es un dominio de valoracién maximal se tiene, por [Ml,

Theorem 51] que Exté(D@Q,P) = 0. Esto implica que existe

f*:QﬁeDcaQ tal que f _(0,q) = f*(q)+P. Dado que HomD(Q,D) = 0,

tenemos que existe B € Q tal que f*(q) = (0,8q), para todo q € Q.

De esta forma, f,(0,q) = (0, Bq)+P, para todo q € Q. Definimos
f:R——R/E

por

(58] =88] [5 &

Comprobemos que f es R-lineal. En ef ecto, de una parte
= cp dq) _ z[ cd cg+pr _ cd cq O pr
f(OsJ[Or]_f(O sr]“f(oo)+f[oo *
0 o] _ ¢ cd cq N f*(pr) + [0 07 _
0 Bsr| 00 0 o 0 Bsr{

cd cq 0 Bpr 0O o] _ cd cq 0 Bpr
f[o 0 ]*[o o]*[o Bsr]“f[o 0 ]*[o Bsr]’

y, de otro lado,
cpl s a)l_fecp d q 0 0 =
Lae)rler)-(ae){(58) + [5 2]}

cd cq 0 Bpr

f[o o]*[o Bsr‘]'

Ademas, es evidente que f extiende a f. o

o Q.

1.3. SUBMODULOS DE MADULOS PLANOS.

Para un dominio de integridad conmutativo, la clase de los
subméddulos de médulos planos es exactamente la clase de los

moédulos  libres de torsién. En este caso, la existencia de
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cubiertas libres de torsién fue probada por Enochs [El] quien
propuso en [E2] considerar la clase de los submédulos de médulos
planos como una generalizacién natural de la clase de los médulos
libres de torsién para el estudio de la existencia de cubiertas en
anillos generales (ver también [M2]). En esta seccién daremos
algunas condiciones suficientes para la existencia de cubiertas
por submédulos de médulos planos, entre ellas la condicién de ser
la clase de los submédulos de médulos planos realmente una clase

libre de torsién (ver Teorema 1.3.g.).

Sea R un anillo asociativo con elemento identidad. Dados dos
R-médulos a la izquierda N y M, diremos que N se encaja en M
cuando exista un monomorfismo de R-médulos f:N>——3M, es decir,
existe un submédulo de M isomorfo a N. Denotaremos por ?l: (o por
?o, si no existe riesgo de confusién) la clase de aquellos
R-moédulos a la izquierda que se encajan en algin R-médulo a la

izquierda plano. Es decir, RM € ?g si y sblo si existe un R-médulo

a la izquierda plano RP y un monomorfismo f:M>———P. Usualmente,

S‘E sera nombrada como la clase de los submédulos de R-médulos a la

izquierda planos o, mas brevemente, la clase de los submédulos de

moédulos planos. Por definicién, ?i; es estable por submédulos. A lo
largo de esta seccién, ?g serda denotada por ??0 y utilizaremos la
notacién 9(’) para designar la clase de los R-médulos a la derecha
que se encajan en R-moédulos a la derecha planos.

Si pr R —— X es un R-preanillo, con p inyectiva, es facil

probar que ?O S F(p). En efecto, dado M € ?fo, existe un
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R-monomorfismo f:M—~——P, para algin R-moédulo a la izquierda plano
P.  Podemos construir el siguiente diagrama conmutativo de

R-homomorfismos

Xe M0 X P
Como P es plano, tenemos que ep €s un monomorfismo, por lo que
(Xef )oGM = epof es inyectivo. De aqui deducimos inmediatamente que
GM €s un monomorfismo, esto es, M e F(p). Esta inclusién puede ser
utilizada para demostrar la existencia de cubiertas por submédulos
de moédulos planos a partir de la existencia de p-cubiertas en
algunos casos. Matlis [M2, Proposition 6.11] ensayé este método en
el caso conmutativo para obtener ??O—CUbier‘tas para moédulos sobre
ciertos anillos conmutativos. De otra parte, Enochs [E2] probé que
sobre un anillo conmutativo noetheriano todo médulo posee una
cubierta por submddulos de moédulos  planos. Usando la idea
anteriormente apuntada, vamos a generalizar ambos resultados. Para
ello, recordemos que un R-médulo a la derecha M se dice
FP-inyectivo cuando Ext;(P,M) = 0 para cualquier R-médulo a la
derecha finitamente presentado P. Recordemos asimismo que MR se
dice xo-inyectivo si satisface el criterio de Baer para ideales a
la derecha finitamente generados. Para un anillo coherente a la
derecha, MR es FP-inyectivo si y sélo si MR es xo—inyectivo

(S2, Lemma 3.1].

Lema [.3.1. Sea R un anillo coherente a la derecha y p:R——x un
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R-preanillo inyectivo. HomR(RX, E) es plano para cada R-mddulo a
la izquierda inyectivo E si y sélo si X es FP-inyectivo a la

derecha.

Demostracién: Sea I un ideal a la derecha de R finitamente
generado y E un R-médulo a la izquierda inyectivo. Consideremos el
diagrama conmutativo de homomorfismos canénicos de grupos

abelianos

I®RHomR(RX, E)) ﬁHomR(HomR(I, XR), E)

# ¥

Re Hom (_X, E) B —Hom (Hom (R, X ), E)
R R'R R R R

Es evidente que B es un isomorfismo de grupos abelianos. Como R es
coherente a la derecha, I es finitamente presentado, lo que
implica que « es asimismo biyectiva.

Supongamos que XR es FP-inyectivo. Entonces
HomR(R,XR)——aHomR(I,XR) es un epimorfismo, lo que implica que y
es un monomorfismo. De esta manera, ¢ ha de ser un monomorf ismo,
deduciéndose de aqui que HomR(RX,E) es plano.

Reciprocamente, si HomR(RX,E) es plano para cada R-médulo a
la izquierda inyectivo E, entonces ¢ es un monomorfismo, de donde
deducimos que ¥ es inyectivo para cualquier ideal a la derecha
finitamente generado I. Tomando E un cogenerador inyectivo de
R-Mod, deducimos que HomR(R,XR)—>HomR(I,XR) es un epimorfismo
cualquiera sea I finitamente generado, es decir, XR xo—inyectivo.

Pero como R es coherente a la derecha, XR es FP-inyectivo. o
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Proposicién 1.3.2. Si R es un anillo coherente a la derecha y
existe un R-preanillo p: R —— X con p inyectivo y X FP-inyectivo
a la derecha, entonces cada R-médulo a la izquierda tiene una
cubierta por submdédulos de médulos planos. Ademds, todo R-médulo a

la izquierda inyectivo tiene una cubierta plana.

Demostracién. Observemos primeramente que para cada R-médulo a la
izquierda E, eE:HomR(RX, E) —— E es una p-precubierta por el
Lema 1.2.2. Por el Teorema 1.2.3. y la Proposicién 1.1.3. existe
una p-cubierta ¢:F———FE tal que F es isomorfo a un sumando
directo de HomR(RX,E). Como HomR(RX,E) es plano por el Lema
1.3.1.,, F es plano. Ahora bien, ?o € F(p), lo que implica
inmediatamente que ¢:F—SE es una ".r’o-cubierta y, en particular,
es una cubierta plana.

Si M es cualquier R-médulo a la izquierda y consideramos E
= E(M), acabamos de probar que existe una p-cubierta ¢:F——E(M)
con F plano. No es dificil probar que, tomando G = ¢_1(M), se
tiene que ¢:G———M es una p-precubierta. Ahora podemos argumentar
como antes para obtener que M tiene una cubierta por submoédulos de

moédulos planos. o

En [E2] Enochs probé que sobre un anillo conmutativo
noetheriano todo moédulo tiene una cubierta por submoédulos de
moédulos  planos. Por otra parte, Matlis [M2, Proposition 6.11]
demostré que sobre un anillo conmutativo coherente que posea una

localizacién  perfecta IF, todo médulo tiene una cubierta por
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submédulos de moédulos planos. El siguiente Corolario (y, de hecho,

la Proposicién 1.3.2.), generaliza ambos resultados.

Corolario 1.3.3. Si R es un anillo conmutativo y coherente,
entonces todo R-mddulo posee una cubierta por submddulos de

mddulos planos y todo R-mdédulo inyectivo tiene una cubierta plana.

Demostracién: Aplicar la Proposicién 1.3.2. al R-preanillo R £

E(R) m

Como aplicacién no conmutativa de la Proposiciéon 1.3.2.,

obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.3.4. Si R es un anillo coherente a la derecha y
no-singular a la derecha, entonces cualquier R-mddulo a la
izquierda tiene una cubierta por submddulos de mddulos planos y

todo R-mdédulo a la izquierda inyectivo tiene una cubierta plana.

Demostracién: Aplicar la Proposicién 1.3.2. al homomorfismo de
anillos R——Q, donde Q es el anillo maximal de cocientes a la

derecha de M. o

Si R es un dominio conmutativo, es facil comprobar que ?o es
precisamente la clase de los R-médulos libres de torsién en el
sentido usual. Es posibe que este hecho llevara a pensar a E.

Enochs [E2] que el concepto de submédulo de médulo plano es "una
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generalizacién natural de la nocién de [moédulo] libre de torsién".
Por otra parte, es ampliamente admitido que los moédulos libres de
torsién para una teoria de torsién hereditaria T para un anillo
cualquiera son una generalizacién razonable del concepto de moddulo
libre de torsién sobre un dominio. Llevando estas ideas a sus
ultimas consecuencias, planteamos el estudio de aquellos anillos R
para los cuales ?0 constituye la clase de los médulos ‘ro—libres de
torsién para alguna teoria de torsién 7, sobre R-Mod.

Por otra parte, Teply y Golan [T1},[T2],[GIT], investigaron
condiciones suficientes sobre una teoria de torsién hereditaria T
sobre R-Mod con el objeto de asegurar que todo R-médulo a la
izquierda posea una cubierta T-libre de torsién. La condicién mas
general encontrada es que T sea de tipo finito. Existen varias )
condiciones resefiables que caracterizan que T sea de tipo finito.
En la siguiente proposicién recogemos las que nos seran de

utilidad.

Proposicién 1.3.5. Las siguientes condiciones son equivalentes
para una teoria de torsidén hereditaria T sobre R-Mod.
(i) T es de tipo finito.

(ii) r(ﬁm Mi) = l_L_f_i)I ’L‘(Ml) para todo sistema dirigido de R-mddulos
e 1 ie 1

a la izquierda (Ml, wlj}i,jeI'

(iii) Todo limite directo de R-mddulos a la izquierda t-libres de

torsién es un R-médulo a la izquierda t-libre de torsion.

Demostracién: Ver [Sl, Proposition XIII.1.2 and Exercise XIII.3] o
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La estrategia es wusar el resultado de existencia de
cubiertas libres de torsion de Teply para obtener la existencia de
cubiertas por submoédulos de moédulos planos sobre anillos para los

cuales ?0 es una clase libre de torsién.

Definicién. Diremos que un anillo R es FTF a la izquierda cuando
exista una teoria de torsién hereditaria T, sobre R-Mod de manera
que ?0 es la clase de los R-moédulos a la izquierda ro—libres de

torsion.

Proposicién 1.3.6. Si R es un anillo FTF a izquierda, entonces ro

es de tipo finito.

Demostracién: Por la Proposicién 1.3.5. es suficiente con probar

que para cualquier sistema dirigido {X1’ goi‘}iEI de R-moédulos en
J

?0, el limite directo lim X permanece en ?0. Para probar esto,
- 1
=

adaptamos y simplificamos en este caso parte de la demostracion
[E2, Th. 2.1].
Sea
F=7 {E(Xi): iel}
el producto directo de las envolventes inyectivas de los médulos
Xi. Dado que SFO es estable bajo envolventes inyectivas y productos
directos, resulta que F es plano. Para cada i € I, consideremos
Hom_ (X ,F)
R i

F =F
1

el producto directo indicado por HomR(Xl, F) de copias de F.
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De nuevo tenemos que Fl es plano para cada i € I. Definimos
LI: Xl~—) F :
llevando cada x e Xl sobre la aplicacién
ci(x): HomR(Xl, F) — F
definida por Ll(x)(g) = g(x). Esta aplicacion t, e un
monomorfismo de R-moédulos. En efecto, la R-linealidad es clara y,
para comprobar que es inyectiva, tomemos x e Xi tal que LI(X) = 0.
Esto significa que g(x) = 0 para cualquier R-homomorfismo
g:Xi—> F. En particular, x es anulado por la inclusién canénica
Xi>———>F, con lo que x = 0.
Por otra parte, denotemos por H; la g-ésima proyeccién
candnica de Fi sobre F, donde g € HomR(Xi, F).
Apoyéandonos en lo anterior, estamos preparados para definirA
pU: F —s F para cada i, j con i = j haciendo conmutativo el

siguiente diagrama

X e F
1
oy Lo
Xj — S F)
Para ello, tomemos k e F1 = FﬂomR(xi’F) y definamos

pU(k):HomR(Xj, F)—-oF

dado por
J
(k)(g) = k( Mot o
piJ' & g (pij)
para cada g e HomR(Xj, F). Es rutinario comprobar que pij €s una
aplicacién R-lineal. Comprobemos que pﬂoplj = p,l siempre que i =
1

J = 1. Para ello, tomamos k e Fi, g € HomR(Xl, F) y hacemos el
siguiente  calculo:

— _ 1
[(pjlopu)(k)] (g) = [(pjl(pu(k))] (g) = pij(k) (Hgol,jogoﬂ)
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Si llamamos h = H;ocjogojl, tenemos que
1 j
k) (Il oe = k) (h) = k(IT"o¢ o
pU( ) ( . joq)jl) pijb( ) (h) ( n°Y (pij)
Por otra parte,
1
pu(k)(g) = k(Hgocloqo“)

Comprobemos que Hjoc_wp. = T'er op . Para ello, tomamos x € X

h j ij g i il i
y le aplicamos ambos morfismos.

1 1

(Hgol.logo“)(x) = Hg(cl(qpu(x)) = Ll(gou(x))(g) = g(gon(x)),

J J

Mot o =1 = h) = h =

( %Y goij)(x) h(cj(goij(x)) LJ(QOU(X))( ) (wij(x))

(Moe op Mo (x) = T(e (p (o (x))) = T(e(p (x)) =

g J i i) g Jj il ij g J il
Lj(fpu(x))(g) = g(go“(x))

De manera analoga se prueba que p_ljot,l = chgolJ para
cualesquiera i = j en I. En efecto, si x € Xi y g € HomR(Xj, F)
tenemos

o = X = ]'Ijo ° =
(plj LJ)(X)(g) (p_lj(cj( Ng) "j(X)( Y golj)
(Mor op J(x) = glp (x)) = ¢ (p (x))g) = (L op )x)g)
g J i tj J i j i)

Estos plj permiten construir limite directo 1_1r_r)1 Fl y los
1e |

monomorfismos L1:Xi———> Fl inducen un monomorfismo desde lim X

— i
i€l

hasta lim Fl. Esto significa que 1_1r_1>1 Xl € ?IO ya que l_1r_r>1 Fl es
i€ ie | e i

plano por ser limite directo de R-moédulos planos. o

Teorema 1.3.7. Si R es un anillo FTF a la izquierda, entonces todo
R-mdédulo a la izquierda posee una cubierta por submddulos de
médulos planos y todo R-médulo a la izquierda inyectivo posee una

cubierta plana.
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Demostracién: Por la Proposicién 1.3.6., T, es de tipo finito. Por
[T2], todo R-médulo a la izquierda posee una cubierta to-libre de
torsién. De este modo, todo R-médulo a la izquierda posee una
cubjerta por submoédulos de médulos planos. Ademas, segin [GIT,
Proposition 2.4.], la cubierta Io—libre de torsién de un R-médulo
a la izquierda inyectivo es inyectiva. Ahora bien, si un R-moédulo
inyectivo se encaja en un R-médulo plano, ha de ser un sumando

directo suyo, por lo que es plano asimismo. o

Desde luego, el anterior teorema asegura que si R es un
dominio conmutativo, todo R-médulo tiene una cubierta por
submédulos de médulos planos. Ahora bien, aparte de. los dominios
conmutativos, iexisten otras clases de anillos FTF a la .
izquierda?, El Capitulo 2 estd dedicado a responder a esta
pregunta. En tal capitulo realizamos un estudio de los anillos FTF
a la izquierda que proporcionara, como es natural, e jemplos de
anillos FTF a la izquierda. Como adelanto, las clases de anillos
FTF a la izquierda que hemos identificado incluyen los anillos
semiprimos Goldie (a ambos lados); méas generalmente, los érdenes
bilateros en anillos QF, los anillos QF-3 semiprimarios, los
anillos QF-3" con C.C.A. sobre anuladores a la izquierda o los
anillos coherentes con E(RR) plana. Para todos estos tipos de
anillos, el Teorema 1.3.7. garantiza que todo R-médulo a la
izquierda inyectivo tiene una cubierta plana ¥y todo R-médulo a la

izquierda tiene una cubierta por submédulos de médulos planos.
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CAPiTULO 2. ANILLOS FTF Y LOCALIZACION.

2.1. PROPIEDADES GENERALES.

Al final del Capitulo 1 introdujimos el concepto de anillo
FTF ("flat are torsionfree") a la izquierda. Concretamente, un
anillo R se dice que es FTF a la izquierda cuando la clase 90 de
los submédulos de R-médulos a la izquierda planos es la clase de
los R-médulos 'co-libres de torsién para alguna teoria de torsién -
hereditaria T, sobre R-Mod. Andlogamente tenemos el concepto de
anillo FTF a la derecha con notacién ?(’) para la clase de los
submoédulos de R-moédulos a la derecha planos y ’L'(’) para la teoria de
torsién hereditaria sobre Mod-R para la cual SF(’) constituye la
clase de los R-médulos a la derecha T(’)—Iibr‘es de torsién. Un

anillo se dirda FTF cuando sea FTF a la izquierda y a la derecha.

Primeros ejemplos 2.1.1. Los ejemplos triviales se obtienen para
anillos que verifiquen SFO = R-Mod. Un anillo R satisface que S‘O =
R-Mod si y sélo si cada R-médulo a la izquierda inyectivo es
plano. Estos son los anillos IF a la izquierda, que fueron

investigados por Jain [J] y Colby [C]. De esta manera, todo anillo

IF a la izquierda es FTF a la izquierda con T, trivial. Dado que
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los anillos QF y regulares (Von Neumann) son IF a la izquierda,
estos proporcionan ejemplos de anillos FTF a la izquierda. En el
presente Capitulo mostraremos que ciertos anillos FTF a la
izquierda tienen anillos de cocientes IF o QF (Proposicién 2.3.5.
y Teorema 2.3.10.).

Por otra parte un anillo conmutativo noetheriano R es FTF si
y soblo si RP es Gorenstein para todo ideal primo minimal P [CE,

E3].

El siguiente lema proporciona una caracterizacién de los
anillos FTF a la izquierda que sera de utilidad en el desarrollo

posterior.

Proposicién 2.1.2. R es FTF a la izquierda si y sdélo si se
verifican las dos siguientes condiciones:

(1) Si P es un R-médulo a la izquierda plano, entonces E(RP)
es plano.

(2) Si {Pi: i € I} es una familia de R-mddulos a la
izquierda inyectivos y planos, entonces P = i {Pl: i € I} es un

R-médulo a la izquierda plano.

Demostracién: Supongamos que R es FTF a la izquierda. Si RP es
plano, entonces P es ‘ro—libre de torsién y, por tanto, E(RP) es
ro-libre de torsion. Por tanto, existe un monomorfismo de
R-moédulos f:E(RP)——>F, donde F es un R-médulo a la izquierda

plano. Por ser E(RP) inyectivo, f escinde y, por tanto, E( P) es
R
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isomorfo a un sumando directo de F. Esto implica que E(RP) es
plano, con lo que obtenemos la condicién 1.

Para una familia (Pl: i € I} de R-moédulos a la izquierda
inyectivos y planos, tenemos inmediatamente que P = [t (Pl: i el
es injectivo vy 'ro—libr‘e de torsién. Como RP es inyectivo, es
posible razonar como antes y deducir que RP es plano, con lo que
obtenemos (2).

Reciprocamente, supongamos que (1) y (2) son ciertas. Como
?0 es estable por submddulos, sélo hemos de comprobar que ?0 es
cerrada ba jo productos directos y  envolventes inyectivas
(Proposicién 0.2.a). En efecto, si M € ?0, existe RP plano tal que
M>——P. Tomando envolventes inyectivas, tenemos que E(RM) es
isomorfo a un sumando directo de E(RP). Dado que, segun (1), E(RP)
es . plano, obtenemos inmediatamente que E(RM) es plano. En
particular, E(RM) € ?o. Asi, ?O es estable por envolventes
inyectivas.

Dada {Mi: i € I} una familia de R-méddulos a la izquierda en
?0, tenemos un monomorfismo

n{Mf iel} ——> ]'[{E(Mi): iel}
Hemos comprobado antes que E(Mi) es plano para cada i € I. Segun
(2), esto implica que n{E(Mi): i € I} es plano. Por tanto, n{Mi: i
eI} e ?0, lo que prueba que ?0 es estable por productos directos.

Esto concluye la prueba. o

La siguiente Proposicién es atil a la hora de proporcionar

algunos ejemplos de anillos FTF y en la demostracién de algunos
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resultados.

Proposicién 2.1.3. Consideremos p:R——>S un homomorfismo de
anillos inyectivo tal que RS y SR sean modulos planos. Si S es un
anillo IF a la izquierda entonces R es un anillo FTF a la

izquierda.

Demostracién: La estrategia seré demostrar que ?0 = &(p) y probar
que ésta ultima es una clase libre de torsién. Recordemos de la
Seccién 1.2. que F(p) es la clase de aquellos R-médulos a la
izquierda que son isomorfos a un R-submédulo de un S-médulo a la
izquierda y que 950 S ¥(p). Comencemos por probar la inclusién
contraria. Para ello basta claramente con demostrar que todo
S-médulo a la izquierda se encaja como R-médulo a la izquierda en
un R-moédulo a la izquierda plano. Como R es IF, dado M € S~-Mod,
E(SM) es un S-médulo a la izquierda plano. Por [Lz, Théoréme 1.2)
E(SM) es limite directo de S-moédulos a la izquierda libres de
rango finito. Dado que RS es plano, cada uno de estos S-médulos
libres es plano. De aqui que RE(SM) sea limite directo de
R-médulos a la izquierda planos, lo que implica que RE(SM) es
plano. Como RM se encaja en RE(SM), concluimos que RM € “.f’o.
Probaremos seguidamente que %(p) es cerrada bajo
envolventes inyectivas. Dado M e %(p), existe un monomorfismo de
R-modulos a la izquierda M>——N, donde N es un S-médulo a la
izquierda. Podemos considerar que S‘N es inyectivo, ya que en caso

contrario, N puede ser sustituido por su envolvente inyectiva en
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S-Mod. Como el funtor S®R~ es exacto y es adjunto a la izquierda
del funtor restriccién de escalares, se sigue que éste udltimo
preserva objetos Vinyectivos. Por tanto, RN es inyectivo. Pero
entonces RN contiene una envolvente inyectiva E(RM) de RM, por lo
que E(RM) € F(p).

De esta manera, F(p) es estable bajo submédulos, productos
directos (Lema 1.2.1.) y envolventes inyectivas, asi que es una
clase libre de torsién sobre R-Mod. Pero %F(p) = 3‘0, de donde

concluimos que R es FTF a la izquierda. o

Ejemplos 2.1.4. Desde luego, la manera més inmediata de obtener
anillos FTF a partir de la Proposicién 2.1.3. es considerar
érdenes bilateros en anillos semisimples artinianos.
Concretamente, si R es un anillo semiprimo y de Goldie a ambos
lados, entonces es un orden bildtero en un anillo semisimple
artiniano Q. Dado que Q es un anillo clasico de cocientes de R
tanto a la izquierda como a la derecha, se sigue que QR y RQ son
R-médulos planos. Aplicando la Proposicién 2.1.3. obtenemos que R
es FTF.

Mas en general, podemos apoyarnos en los resultados de
Cateforis {Cal] para obtener ejemplos no semiprimos de anillos
FTF. Concretamente, segin [Cal, Theorem 2.3] un anillo R tiene un
anillo maximal de cocientes bildtero semisimple artiniano Q si y
s6lo si R es no singular a la izquierda, tiene dimensién de Goldie
a la izquierda finita y E(RR) es plano. Por simetria de la primera

condicién, un anillo R satisfaciendo estas condiciones ha de tener
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QR y RQ planos. En resumen, si Zx(R) = 0, dim(RR) <oy E(RR) es
plano entonces R es FTF. A propésito de estos anillos, probaremos
mas tarde que son exactamente aquellos para los cuales un médulo
se encaja en un plano si y sélo si es no singular (ver Corolario
2.2.5.).

Con el objeto de ilustrar concretamente la anterior
discusién, tenemos el siguiente ejemplo de anillo FTF,

= (58]

que tiene como anillo de maximal de cocientes bilatero al anillo
MZ((D) de todas las matrices 2x2 con coeficientes racionales.

Por dltimo queremos hacer notar sobre este ultimo anillo
que es un ejemplo sencillo de anillo FTF que no es IF ni un orden

en un anillo semisimple artiniano.

Es oportuno recordar alguna terminologia a propédsito de las
condiciones de finitud sobre R-moédulos relativas a una teoria de
torsién hereditaria T sobre R-Mod. Concretamente, un R-médulo a la

izquierda M se dice t-finitamente generado si contiene un

submédulo N finitamente generado tal que M/N es T-torsién. Un

R-médulo M finitamente generado se dice t-finitamente presentado

si admite una presentacién libre cuyo nudcleo es +t-finitamente

generado.

Como se demostré en la Proposicién 1.3.6., si R es un
anillo FTF a la izquierda entonces 1:0 €s una teoria de torsién de

tipo finito. Este hecho permite disponer de una descripcién  del
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filtro .‘8(1:0) de los ideales a la izquierda de R 'to—densos en R en
términos de anuladores. Esta descripcién es crucial en la prueba
de los principales resultados expuéstos en esta memoria sobre
anillos FTF a la izquierda. Para establecerla, nos apoyaremos en
el hecho de que la ro—torsién de un R-médulo ro—f‘ initamente
presentado puede expresarse en funcién de las formas R-lineales
sobre tal moédulo. Este ultimo hecho serd también pieza de valor en
el desarrollo posterior de nuestro estudio de los anillos FTF a la

izquierda.

Proposicién 2.1.5. Sea R un anillo FTF a la izquierda. Las
siguientes afirmaciones son satisfechas:

(1) Para cada R-médulo a la izquierda P to—finitamente.
presentado se tiene que

TO(P) = Ker fl NN Ker fm para ciertos fl € HomR( P, R).

2) ££(1:0) es el conjunto de los ideales a la izquierda I de
R tales que existe un ideal a la izquierda finitamente generado I0
de I verificando que HomR(R/IO,R) = 0. Esto es,

,‘8(1:0) ={I = RR: /I(Io) = 0 para algin Io =], IO fin. gen.}

Demostracién: (1) Lo probaremos primero en el casoc de que P sea un
R-médulo a la izquierda finitamente presentado. Como R es 'co—libre
de torsién podemos afirmar que cada R-homomorfismo f desde P hasta
R se anula sobre ’L’O(P). Esto muestra claramente que
< : . *
TO(P) < n {Kerf: f e HomR(P,R)) (*)

Para probar la inclusién el el otro sentido, consideremos el
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R-homomorfismo compuesto
P —1— E(P) -~ E(P)/Tg(E(P)) —2— E (E(P)/xg(E(P)) = X
donde L e L, denotan monomorfismos. Como X es plano y P es
finitamente presentado, existe un R-médulo a la izquierda libre de
tipo finito F y morfismos u e HomR(P,F) y Vv e HomR(F, X) tales que
LML = vu (ver [C, pag 241]). De esta manera,
Ker u € Ker vu = Ker L, me = Ker m = TO(P).

Podemos considerar F = R e...# R (m veces) y, en tal caso,
denotemos por n la i-ésima proyeccién canénica desde F sobre R.
Tomemos fi = T U para i =1,...,m. Es facil comprobar que

Ker u = Ker fl N---N Ker fm.
Esto, junto con (*), nos permite obtener

'L‘O(P) = Ker fl N---N Ker f‘m.

Ahora supongamos que P es ro—finitamente presentado.
Entonces existe una sucecién exacta corta de R-médulos a la
izquierda

0——K——F—>P——0
donde F es libre de tipo finito y K es To—finitamente generado.
Esto quiere decir que existe un submédulo KO € K con KO
finitamente generado y tal que K/I(O es ‘ro—torsién. Como F/Ko es
finitamente presentado, la primera parte de esta demostracién nos
permite asegurar que existen gl,...,gm € HomR(F/KO, R) tales que
rO(F/KO) = Ker g NN Ker g -
Consideremos ahora el epimorfismo p:F/KO*» F/K = P cuyo nicleo

I(/K0 es ro—torsic’m. Como R es ro—libr‘e de torsién, 0

g1[1(/K
0

para cada i = L,...,m. De esta manera, los homomorfismos g ,...,g
1
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inducen homomorfismos fl,‘..,fm € HomR(P,R). Es claro que
<

TO(P) < Ker fl N---n Ker fm.

Ademsds, si x € Ker f ...| Ker f , consideremos y € F/K tal que
1 m 0

ply) = x. Para cada i = 1l,...,m tenemos que gi(y) = (fiop)(y) =
fi(x) = 0. Por tanto, y € Ker g NN Ker g = TO(F/KO). Pero
p(ro(F/Ko)) < TO(P), por lo que x = ply) € ‘L'O(P). De esta manera
obtenemos la igualdad

rO(P) = Ker f1 N---N Ker fm.

(2) Supongamos que I € ,‘B('co). Como T, es de tipo finito
(Proposiciéon 1.3.6.), existe un ideal a izquierda finitamente
generado Io € .Se(ro) y contenido en 1. Asi que R/Io es To—tor‘sién.
Como R es ro—libre de torsién, HomR(R/IO, R) = 0. Reciprocamente,

supongamos que I contiene un ideal a la izquierda I0 finitamente -

generado tal que HomR(R/IO, R) 0. Como R/IO es finitamente

presentado, existen, por la parte (1), homomorfismos f1""’f €
m

Hom (R/I, R) tales que T (R/1 ) = Ker f n...n Ker f . Pero f
R 0 0 0 1 m i
O para cada i = 1,...,m, de donde TO(R/IO) = R/IO, esto es, I0 €

.‘8(1:0). Dado que I0 € 1, se sigue que I € 33(1:0). o

El anterior resultado tiene una primera consecuencia
interesante. Existe un resultado de Gentile y Levy que afirma que
los R-mddulos a la izquierda finitamente generados y libres de
torsién sobre un anillo semiprimo Goldie (a ambos lados) se
encajan en R-moédulos a la izquierda libres de rango finito (ver,
por ejempo, [GdW, Proposition 6.19]). Bajo este punto de vista,

los R-moédulos ro—libres de torsién ro—finitamente presentados
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sobre un anillo FTF a la izquierda mantienen idéntica propiedad,

como muestra la siguiente

Proposicién 2.1.6. Sea R wun anillo FTF izquierda. Entonces
cualquier submddulo To—finitamente presentado de un R-mddulo
izquierda plano se encaja en un R-mddulo a la izquierda libre de

rango finito.

Demostracion: Si P es un submédulo ro—f initamente presentado de un
R-médulo izquierda plano, entonces P es 'to—libre de torsion. Por
ser P 'ro—f initamente presentado concluimos de la Proposicién
2.1.5. que P se encaja en un R-médulo izquierda libre de rango

finito. o

Uno de los resultados mas utiles sobre R-médulos planos es
la caracterizaciéon de Lazard [Lz, Théoréme 1.2] que reconoce los
moédulos planos como los limites directos de moédulos libres de
rango finito. Para un anillo FTF a la izquierda disponemos de una
descripcién andloga para los submédulos de los médulos planos,

como refleja el siguiente

Corolario 2.1.7. Sea R un anillo FTF a la izquierda y M un
R-médulo a la izquierda. Entonces M es un submddulo de un médulo

plano si y sélo si M = lill)’l Ml, para {Mi, w_j} un sistema dirigido
— 1
1e 1

de R-moddulos a la izquierda de manera que M se encaja en un
1

R-médulo a la izquierda libre de tipo finito.
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Demostraciéon: Sea M € ?o. Existe un sistema dirigido {Pl’¢lj) de
R-moédulos a la izquierda finitamente presentados P1 de manera que

M=1lim Pi. Para cada i € I, tenemos una sucesién exacta
ie |

O—>IO(P1)—L1—>P1—1I-1—>M1———>O
donde Ml es ‘ro—libre de torsiéon. Por [Jo, Lemma 2.4}, M1 es
To-finitamente presentado. La Proposicién 2.1.6. nos asegura que
Mi se encaja en un R-moédulo a la izquierda libre finitamente
generado. Dado que para cualesquiera i, j € I con i = j se tiene
que ¢ {t (P)) € T (P), podemos inducir Y :M——>M de manera
ij 0 1 0 j ij i J
que el siguiente diagrama conmuta
L T
O—>1:0 (P )—i>P i————i—)M;——-)O
1 1
| 4w
0——910 ( PJ)—Ljer—n j—)MJ——)O
Esto permite construir, tomando limites directos, una sucesién
exacta corta de R-moédulos a la izquierda

0—lim t (P)——> M —“lim M——0
—> 0 i — i

i€ 1 i€ 1
Dado que T, s de tipo finito (Proposicién 1.3.6.), podemos
aplicar la Proposicién 1.3.5. y obtener que 1_1[_’[)1 rO(Pl) = TO(M) =

i€l

0. De modo que m es un isomorfismo, lo que acaba la prueba del

Corolario. o
Los anteriores resultados, aparte del valor estético que
puedan poseer, permiten calcular la clausura de cualquier ideal a

la izquierda ’ro—finitamente generado de wun anillo FTF a la
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izquierda R. Mirado desde un punto de vista algo distinto, lo que
sugiere el la Proposicién demostrada mas abajo es un buen
comportamiento de la operacién "doble anulador" sobre los ideales
a la izquierda de un anillo FTF a la izquierda. Tal bondad permite
abrigar esperanzas sobre la posibilidad de conocer algo mejor la
estructura de los anillos FTF a la izquierda. Esta expectacién es
sugerida por el hecho de que una cualidad de los anillos QF es que
la operacién "doble anulador" resulta ser la identidad sobre el

reticulo de los ideales a la izquierda.

Proposicién 2.1.8. Sea R un anillo FTF a la izquierda e I un ideal
a la izquierda ro—f initamente generado. Entonces

czi (I) = (I)
0

Demostracién: Por la Proposicién 2.1.5. tenemos que

cIi® (D/1 = T (R/1) = Kerf. n...n Kerf
T,'o 0 1 n

para ciertos homomorfismos f o f e HomR(R/I, R). Tomando x =
n

f1(1+I) para cada i= 1,...,n es claro que X € n(l}) para i=

1,...,n. De hecho, para cada i= 1,...,n, el morfismo f‘i:R/IH R

esta definido como multiplicacién a la derecha por X, del

siguiente modo: fi(r+I) = rx para todo r € R. Esto significa que
Ker‘f’l = E(xi)+I/I. Pero, dado que X € n(I), resulta que I € 2n(l)
< E(xl), con lo que concluimos que Ker‘f[ = E(Xi)/I. De esta manera
(1) < E({xl,...,xn}) = @(xl) N...n E(xn) = Cl: (I). Para probar

0

la inclusién en el sentido inverso, témese X € ClR (I). Existe un
T
0
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ideal a la izquierda To—denso en R de manera que Dx € I. Esto
implica que Dxn(l) = 0. Como R es ro—libre de torsién, tenemos que

xn(l) = 0, esto es, x € n(l). o

2.2. ANILLOS FTF CON CONDICIONES DE FINITUD

Comenzaremos esta Seccién 2.2. con la observacién de que
todo anillos FTF a la izquierda tiene cierta condicién de
finitud. Para expresar formalmente esta condicién, necesitamos
recordar algunas definiciones.

Sea T una teoria de torsién hereditaria sobre R-Mod.
Siguiendo a M. F. Jones [Jol, diremos que R es t-coherente si cada -
ideal a la izquierda finitamente generado es <t-finitamente
presentado. Andlogo concepto se tiene para teorfas de torsién
sobre Mod-R. Recordemos [CR2] que un R-médulo a la izquierda M se
dice m-plano si todo producto directo de copias de M es un
R-moddulo plano.

De otra parte, si F es un R-médulo a la izquierda plano,
entonces podemos definir una teoria de torsién hereditaria k =
Ker‘(~®RF) sobre Mod-R cuyos médulos a la derecha k-torsién son
aquellos que son anulados por el funtor exacto —®RF. Segin [Jo,
Corollary 3.5], R es k-coherente si y sélo si F es m-plano. Como

consecuencia, tenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon 2.2.1. Si R es un anillo FTF a la izquierda y k =
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Ker( -®RE( RR)), entonces R es k-coherente. o

Una de las teorias de torsién mas estudiadas y utiles .es la
llamada teoria de torsién de Lambek, A, que proporciona un
concepto razonable -de R-mddulo libre de torsién para anillos
generales, a saber, el de médulo E(RR)—torsionless. Para ser mas
precisos, un R-médulo a la izquierda M se dice E(RR)-torsionless
cuando exista un monomorfismo desde M hasta un producto directo de
copias de E(RR). En otras palabras, M es E(RR)—torsionless si y
sélo si esta cogenerado por E(RR). De esta manera, la clase de los
R-médulos a la izquierda E(RR)—torsionless la clase de los
R-moédulos A-libres de torsién. Recordemos también que QA(R) es
precisamente el anillo maximal de cocientes a la izquierda de R.

Dado que nosotros hemos propuesto la clase 3‘0 como clase de
moédulos libres de torsién, no podemos dejar de comparar ambos

conceptos. Este es el objeto de los préximos resultados.

Lema 2.2.2. Si R es un anillo de manera que A es de tipo finito

entonces ?O < F(A).

Demostracién: Es evidente que basta con demostrar que todo
R-médulo a la izquierda plano es A-libre de torsién. Pero, segun
[Lz, Théoréme 1.2], todo R-médulo a la izquierda plano es limite
directo de R-moédulos libres finitamente generados. En particular,
todo R-moédulo a la izquierda plano es limite directo de R~-médulos

a la izquierda A-libres de torsién. Dado que A es de tipo finito,
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F(A) es estable bajo Iimites directos (Proposicién 1.3.5.), lo
que, junto con lo anterior, implica que todo R-mddulo plano a la

izquierda sea A-libre de torsién. o

Lema 2.2.3. Si R es un anillo FTF a la izquierda, entonces F(A) &
?0.

Demostraciéon: Si R es un anillo FTF a la izquierda, entonces R es
To—libre de torsién. Esto significa que todo R-médulo a la
izquierda E(RR)—torsionless es ro—libre de torsién. Asi, FA) <
?o. a

Los anteriores dos lemas muestran que si R es un anillo FTF.

a la izquierda y A es de tipo finito, entonces S‘O = F(A). El
siguiente resultado completa una caracterizacién de los anillos
para los cuales un R-moédulo a la izquierda es un submddulo de un

R-médulo plano si y sdélo si es E(RR)—torsionless.

Teorema 2.2.4. Para un anillo R, las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

(i) R es FTF a la izquierda y A es de tipo finito.

(ii) ?o = F(A); es decir, los submddulos de mddulos planos
y los R-mddulos E( RR)—torsionless son los mismos.

(iii) E(RR) es m-plano y A es de tipo finito.

En caso de que se verifiquen (i)-(iii), T, = A
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Demostracién: (i) = (ii) Esto es una consecuencia de los lemas
2.2.2. y 2.2.3.
(ii) = (iii) y (i) Consideremos E(RR)I un producto directo
arbitraric de copias de E(RR). Es evidente que EZ(RR)I es
E(RR)—torsionless. Como F(A) = ."3‘0, esto implica que existe un
R-médulo a la izquierda plano y un monomorfismo
f: E(RY'— P

Pero E(RR)I es inyectivo, de modo que f es una escisién. Esto
significa que E(RR)I es isomorfo a un sumando directo de P. Como
P es plano, deducimos que E(RR)I también lo es. De esta manera se
concluye que E(RR) es m-plano.

Por otra parte, la igualdad ?0 = F(A) implica que R es un
anillo FTF a la izquierda con T, = A. Segun la Proposiciéon 1.3.6.,
T, €8 de tipo finito, lo que, en este caso, asegura que A es de
tipo finito. Esto nos da (i) y (iii).
(iii) =» (ii) Por el Lema 2.2.2. tenemos la inclusién ?0 € F(A).
Por tanto, sélo tenemos que razonar que F(A) < ?o. Pero esto es
claro considerando que E(RR) es m-plano ya que, en este caso, cadha‘ ,
R-médulo a la izquierda E(RR)—tor‘sionless es un submédulo de un

R-médulo plano. o

Una caracterizacién andloga puede ser obtenida para
aquellos anillos cuyos moédulos no singulares son exactamente los
submédulos de modulos planos. Denotaremos por N la clase de
todos los R-modulos a la izquierda no singulares. Recordemos que
un R-moédulo a la izquierda M tiene dimensién de Goldie finita si

no contiene sumas directas internas con un ntimero de sumandos no
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triviales infinito.

Corolario 2.2.5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para
un anillo R:

(i) N = ?o, es decir, un R-mdédulo a la izquierda es no singular si
y sdélo si se encaja en un R—-mddulo a la izquierda plano.

(il) R es no singular a la izquierda, R tiene dimension de Goldie
a la izquierda finita y E(RR) es plano.

(iii) R tiene un anillo maximal de cocientes bildtero que es

semisimple artiniano.

Demostracién: En principio, la equivalencia entre (ii) y (iii) es
[Cal, Theorem 2.3].

(iii) = (i) Como R es no singular a la izquierda y tiene dimensién
de Goldie a la izquierda finita, es bien conocido que A es de tipo
finito y que F(A) = ¥. Ademds, E(RR) = innax(R) = Q es un anillo
regular Von Neumann. Segin el Teorema 2.2.4. para obtener que F(A)
= ?0 s6lo nos resta demostrar que cualquier producto directo de
copias de Q es plano como R-médulo a la izquierda. Sea P un tal
producto. Como Q es regular, QP es plano. Pero entonces RP es
plano por ser RQ plano.

(i) = (iii) si ¥ = 3‘0 es inmediato que R es no singular a la
izquierda. Pero entonces F{A) = ¥, con lo que el Teorema 2.2.4.
asegura que E(RR) es plano y A es de tipo finito. Y para un anillo

no singular a la izquierda, esto implica que R tiene dimensiéon de

Goldie a la izquierda finita. o
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Observacién 2.2.6. Existen anillos FTF a la izquierda para los
cuales T, # A. Por ejemplo, considérese cualquier anillo regular
Von Neumann no auto-inyectivo a 1la izquierda. Para conocer

ejemplos propios, consultar el Ejemplo 2.3.9.

El Teorema 2.2.4. permite mostrar otra clase de anillos
FTF, que son los anillos noetherianos con envolvente inyectiva
plana. El resultado concreto es el siguiente Corolario. De todas
formas, tal resultado serd sensiblemente mejorado en varias
direcciones posteriormente (ver Corolario 2.2.11., Teorema

2.2.19.).

Corolario 2.2.7. Si R es un anillo noetheriano (a ambos lados) tal
que E(RR) es un R-mddulo a la izquierda plano, entonces R es un

anillo FTF a la izquierda.

Demostracion: Como R es noetheriano a la izquierda, toda teoria de
torsién sobre R-Mod es de tipo finito; en particular, lo es A.
Ademas, como R es noetheriano a la derecha, todo producto directo
de copias de un R-moédulo a la izquierda plano es un médulo plano.
Aplicando esto a E(RR), obtenemos que E(RR) es m-plano. EIl

Corolario se sigue ahora del Teorema 2.2.4. o

Nos disponemos ahora a caracterizar una nutrida clase de

anillos FTF, que incluye a la descrita en el Corolario 2.2.7. Para
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ello, probaremos primeramente que los anillos FTF a la izquierda
son, bajo cierta condicién de finitud, anillos FTF a la derecha.
Recordemos que un anillo que sea simultdneamente FTF a la

izquierda y a la derecha se llamarda anillo FTF.

Lema 2.2.8. Supongamos que E = E(RR) es plano y que E' =
Homz( E,Q/Z) es un R-mddulo a la derecha n-plano. Entonces R es FTF
a la derecha y un R-mddulo a la derecha M es r(’)—torsio’n si y sélo

si M e E =0.
R

Demostracién: Como E = E(RR) es plano la clase de R-médulos a la
derecha
J = {M € Mod-R: M@RE = 0}
es una clase de torsién. Esto es, existe una teoria de torsidon
hereditaria « sobre Mod-R tal que J es la clase de los R-mbdulos a
la derecha que son k-torsién. Afirmamos que
S‘(’) = {M € Mod-R: M es k-libre de torsién}.

Consideremos un R-moédulo a la derecha plano M y construyamos el
siguiente diagrama conmutativo morfismos de grupos abelianos:

Me R —> Me E

(4 3
B

K(M)@RR —_ K(M)@RE
Como M es plano, resulta que a es un monomorfismo. De este modo,
ay = 8B es un monomorfismo. Por tanto, B resulta ser un
monomorfismo. Ahora bien, k(M) es k-torsién, lo que significa que

K(M)@RE = 0. Asi, k(M) = K(M)@RR = 0, es decir, M es k-libre de
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torsién. De aqui es inmediato que

?(’) < {M € Mod-R: M es k-libre de torsién}.
Para demostrar la inclusién en el otro sentido, observemos que un
R-médulo a la derecha M es k-torsién si y sélo si (M®RE)+ =
HomZ(M®RE, Q/Z) = 0. Este ultimo grupo abeliano es candénicamente
isomorfo a HomR(M, E"), por lo que M es k-torsién si y sélo si
HomR(M, E’) = 0. Dado que E' = HomZ(E, 0/Z) es un R-médulo a la
derecha inyectivo por ser RE plano, la discusién precedente
muestra que E' es un cogenerador inyectivo para k. Asi, los
R-médulos a la derecha k-libres de torsién no son sino los
submddulos de productos directos de copias de E" Pero, por
hipétesis, cualquier producto directo de copias de E* da un
R-médulo a la derecha plano. Por tanto, todo R-médulo a la derecha .
k-libre de torsién es submédulo de un R-médulo a la derecha plano.
Esto proporciona la igualdad

EFC’) = {M € Mod-R: M es k-libre de torsién)}.

Hemos obtenido, por tanto, que ?(’) es la clase de los

R-médulos a la derecha k-libres de torsién. De aqui resulta que R

es FTF a la derecha con T(’) = K. O

Proposiciéon 2.2.9. R es FTF a la izquierda y To—coherente sty

sélo si R es FTF a la derecha y 'r(’)-coherente.
Demostracion: Necesitamos probar tan sélo la implicacién en un

sentido. Supongamos que R es un anillo FTF a la izquierda

ro—coherente. En particular, E = E(RR) es un R-médulo a la
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izquierda plano. Aplicando [Jo, Theorem 3.3}, E' = HomZ(E,Q/Z) es
un R-médulo a la derecha m-plano. Por el Lema 2.2.8., R es FTF a
la derecha y |

?7(1(’))={MeMod—R ] M@RE=O)
La demostracién concluye después de observar que E es un R-mddulo
a la izquierda m-plano, de modo que podemos aplicar [Jo, Corollary

3.5] para asegurar que R es Té—coher‘ente. o

Corolario 2.2.10. Si R es un anillo A-coherente y E(RR) es un
R-mddulo a la izquierda plano, entonces R es un anillo FTF a la
derecha. Ademds, R es FTF a la izquierda si y sdélo si E(RR) es

T-plano si y sdélo si R es 'r(;-coherente.

Demostracién: Por ser R A-coherente, podemos aplicar [Jo, Theorem
3.3] para obtener que E es n-plano como R-moédulo a la derecha,
donde E = E(RR). El Lema 2.2.8. asegura de nuevo que R es FTF a la
derecha con
J(z) = {M € Mod-R | Me E =0}

Si R es FTF a la izquierda, entonces E(RR) es m-plano
inmediatamente. Si E = E(RR) es w-plano, [Jo, Corollary 3.5]
asegura que R es r(’)—coherente. Y si R es r(’)—coherente etonces la

Proposicién 2.2.9. nos asegura que R es FTF a la izquierda. o
El siguiente resultado mejora el Corolario 2.2.7. La

equivalencia entre las condiciones (i) y (iv) en el Corolario

2.2.11. ha sido observada también recientemente en [HoZ2l.
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Corolario 2.2.11. Si R es un anillo coherente a la izquierda y a
la derecha, entonces son equivalentes:

(i) E(RR) es plano.

(ii) R es FTF a la izquierda.

(iii) R es FTF a la derecha.

(iv) E(RR) es plano.

Demostracién: Es consecuencia directa del Corolario 2.2.10. o

Nos disponemos ahora a ofrecer caracterizaciones de

los anillos FTF a la izquierda 'ro—noether‘ianos y ro—artinianos.

Proposicién 2.2.12. Sea R un anillo tal que E(RR) es plano. Para
cada R-médulo a la izquierda A-finitamente presentado P se
verifica que

A(P) = n {Kerf: f e HomR(P,R)}

Equivalentemente, P/A(P) es torsionless.

Demostracién: Lo probaremos para el caso de ser P finitamente
presentado. El caso A-finitamente presentado se deduce del
anterior de manera andloga a como se hizo en la Proposicién
2.1.5.(1). Como R es A-libre de torsién, deducimos inmediatamente
la inclusién A(P) < N {Kerf: f € HomR(P,R)}. Para demostrar la
otra inclusién, consideremos x € P con x ¢ A(P). Existe f e

HomR(P,E(RR)) tal que f(x) # 0. Por [Lz, Théoréme 1.2] existen un
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R-médulo a la izquierda libre finitamente generado F, v €
HomR(P,F), w € HomR(F,E(RR)) tales que f = wv. Es claro que v(x) #
0. Por tanto, x ¢ Kerv, lo que implica que‘ x ¢ n {Kerf: f €
HomR(P,R)}. De esta manera concluimos que la inclusién A(P) < n

{Kerf: f € HomR(P,R)) es también valida. o

La condicién de ser E(RR) n-plano aparece en varios
resultados (por ejemplo, Teorema 2.2.4., Corolario 2.2.10. y
Teorema 2.2.15.). Por otra parte, los anillos para los cuales
E(RR) es plano han sido objeto de algunos trabajos de
investigacién ([Mol], [Holl, [Ho2], [CE]). De hecho, en la Seccién
2.4. dedicaremos alguna atencién a estos anillos. Parece, pues,
interesante buscar condiciones que caractericen, en el supuesto de
que. E(RR) sea plano, cuando es E(RR) n-plano. De hecho, Colby y
Rutter dedicaron un articulo a estudiar esta cuestién sobre para
un moédulo plano cualquiera (ver también [Jo]). Nosotros hemos
encontrado una caracterizacién distinta de las alli propuestas
para el caso que nos ocupa, que pasamos a enunciar y demostrar

seguidamente.

Proposicion 2.2.13. Sea R un anillo tal que E = E(RR) es plano y
consideremos S = EndR( E). Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) E(RR) es m-plano.

(ii) HomR(P,E) es un S-mdédulo a la derecha finitamente generado

para cada R-mddulo a la izquierda finitamente presentado P.
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(iii) Si P es un R-mddulo a la izquierda finitamente presentado,

A(P) = Kerf1 N ..n Kerfn para ciertos fl,...,fn € HomR(P,R).

Demostracién: (i) = (iii) Sea RP finitamente presentado. Tenemos
un monomorfismo f:P/A(P)——s3 E para cierto conjunto I. Sea
g:P——-)EI el morfismo obtenido por composicién de f con la
proyeccién canénica p:P—»P/A(P). Por [Lz, Théoréme 1.2] g
factoriza a través de un R-médulo a la izquierda libre finitamente
generado F. Como F es A-libre de torsiéon, f factoriza asimismo a
través de F. Como consecuencia, existe un monomorfismo
h:P/A(P)>——F. A partir de esto es féacil deducir que A(P) = Kerh
= Kerf1 N ... N Kerfn para ciertos f1""’fn € HomR(P,R).

(iii) =» (ii) Si P es cualquier R-médulo a la izquierda finitamente .
presentado, es claro el isomorfismo de S-moédulos a la derecha

HomR(P/A(P),E)

14

HomR(P,E). Probaremos, por tanto, que
I—IomR(P/A(P),E)S es finitamente generado. Segan (iii), es posible
encontrar un monomorfismo f:P/A(P)>——F, donde F es un R-médulo a
la izquierda libre finitamente generado. Sea E(F) una envolvente
inyectiva de RF. Es «claro que existe un monomorfismo
g:P/A(P)>——E(F). Como E es inyectivo,
g*:HomR(E(F),E)——)HomR(P/A(P),E) es un epimorfismo de S-médulos
a la derecha. Pero E(F) es isomorfo como R-médulo a la izquierda a
una suma directa finita de copias de E. Esto implica que
HomR(E(F),E) es un S-moédulo a la derecha libre y finitamente
generado. Como consecuencia, I-IornR(P/A(P),E)S es finitamente

generado.
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(ii) = (i) Por [CR, Theorem 1.3] es suficiente con que probemos
que para cada R-moédulo a la izquierda finitamente presentado P
existe un submédulo B finitamente generado del R-médulo a la
derecha HomR(P,R) tal que HomR(P,R)/B e, E = 0. Para aplicar este
criterio de m-planitud para E, vamos a demostrar que HomR(P,R)®RE
es un S-moédulo a la derecha finitamente generado y, a partir de
aqui, podemos concluir de manera analoga a como se hace en [Jo,
Proposition 3.8]. Pero, dado que RE es plano, existe un
isomorfismo canénico (HomR(P,R)®RE)S = HomR(P,E)s con lo que

(Homl;a(P,R)@bRI-Z)S resulta ser finitamente generado. o

Proposiciéon 2.2.14. Sea R un anillo tal que E(RR) es plano. R es
A-noetheriano si y soélo si tiene condicion de cadena ascendente

sobre anuladores a la izquierda.

Demostracion: Es claro que si R es A-noetheriano entonces R tiene
C.C.A. sobre anuladores a la izquierda.

Reciprocamente, vamos a demostrar que si R no es
A-noetheriano, entonces existe una cadena estrictamente creciente
de anuladores a la izquierda. Sea

Il cl_c...cl ...

1 2 n
una cadena estrictamente creciente de ideales a la izquierda
A-cerrados. Tomemos, para cada numero natural i, X, € Im\li y

construyamos Cn = Cl:(Rx1+...+Rxn) para cada n € N (bien entendido

que X € Il). Es claro que C € C , para cada numero natural n.
n n+

Ademas, si C = C para algin n € N, entonces x e C =C ¢
n n+l n+l n+l n
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In, lo cual es contradictorio con la eleccién de xml.
Consideremos Pn = R/(Rxl+...+Rxn). Es claro que A(Pn) =
Cn/(Rxl+...+Rxn) y que Pn/A(Pn) = R/Cn. Segiin la Proposicién
2.2.12., R/Cn es torsionless, lo que significa que Cn es el
anulador a la izquierda de un subconjunto de R. De esta manera
hemos obtenido una cadena estrictamente creciente de anuladores a
la izquierda
CICCZC...CCnC...

lo cual contradice la C.C.A. sobre anuladores a la izquierda sobre

R. o

Teorema 2.2.15. Para un anillo R las siguientes condiciones son
equivalentes:
(i) R es un anillo FTF a la izquierda ‘to—noetheriano.
(ii) E(RR) es m-plano y R satisface la C.C.A. sobre anuladores a
la izquierda.
(iii) Todo R-mddulo a la izquierda finitamente generado y
E(RR)-torsionless se encaja en un R-mddulo a la izquierda libre y
R verifica la C.C.A. sobre anuladores a la izquierda.

En caso de satisfacerse las condiciones anteriores, 1,'0 = A;
es decir, 9’0 es la clase de los R-médulos a la izquierda
E(RR)—torsionLess. Por tanto, R tiene C.C.A. sobre ideales a la

izquierda racionalmente cerrados.

Demostracion: (i) = (ii) Evidente.

(ii) = (i) Por la Proposicién 2.2.14.,, R es A-noetheriano. FEI
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Teorema 2.2.4. asegura que R es FTF a la izquierda y que T, = Al
Asi, R es to—noetheriano.

(i) = (iii) Es claro que R satisface la C.C.A. sobre anuladores a
la izquierda. Sea M un R-moédulo a la izquierda finitamente
generado y E(RR)—torsionless. Entonces M es ro—libr‘e de torsién.
Ademas, como R es 'ro—noether'iano M resulta ser ‘!.'o~f initamente
presentado. Por la Proposicién 2.1.6., M se encaja en un R-médulo
libre.

(iii) = (ii) Por [Ru, Lemma 2] tenemos que E(RR) es un R-médulo a

la izquierda m-plano. o

Observacién 2.2.16. Supongamos que R verifica las condiciones
equivalentes del Teorema 2.2.15. y sea M un submodulo de un.
R-médulo a la izquierda plano. Entonces M es ro—libre de torsién y
es unién de sus submédulos finitamente generados. De esta manera,
M es unién dirigida de R-médulos a la izquierda "l:o—libr'es de
torsién y finitamente generados. Como R es ro-noetheriano, cada
uno de estos R-moédulos finitamente generados es 'co—finitamente
presentado. Segun la Proposicién 2.1.6. cada uno de estos
submoédulos de M se encaja en un R-modulo a la izquierda libre de
rango finito. Hemos obtenido, por tanto, que M es union dirigida
de submédulos de médulos libres de rango finito. Reciprocamente,
por ser T, de tipo finito, un R-médulo a la izquierda que sea
unién dirigida de submédulos de R-médulos libres de rango finito
es to—libr‘e de torsién. Por tanto, podemos asegurar que los

submoédulos de R-modulos a la izquierda planos son exactamente las
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uniones dirigidas de submédulos de R-moédulos a la izquierda libres

de rango finito.

Corolario 2.2.17. Si R es un anillo FTF a la izquierda y
'to-noetheriano entonces un ideal a la izquierda I de R es denso si

y sélo si n(I) = 0.

Demostracién: Por el Teorema 2.2.15., T, = A y, por tanto, los
ideales a la izquierda densos son precisamente los ideales a la

izquierda to—densos. De esta manera, I es denso si y sélo si

Cl: (I) = R. Como R es ro—noetheriano, I es 'co~finitarnente
0
generado. Asi, segin la Proposicién 2.1.8., CI: () = &I). Por
0

tanto, I es denso si y sélo si £1(I) = R si y sblo si a(I) = 0. o

Lema 2.2.18. Si todo submddulo ciclico de E(RR) es torsionless,
entonces todo ideal a la izquierda racionalmente cerrado es un

anulador a la izquierda.

Demostracién: Dado un ideal a la izquierda [ racionalmente
cerrado, se tiene que R/I es E(RR)—tor‘sionless. Por tanto, existe
un monomorfismo f:R/I——)E(RR)C, para algin conjunto C. Sea, para
cada ¢ € C, fC:R/I—>E(RR) la composicién de f con la c-ésima
proyeccidén canénica desde E(RR)C sobre E(RR) y denotemos por IC/I
el nucleo de fc. Es claro que I = n (Ic: c € C). Ahora bien, R/Ic

es isomorfo a un submoédulo ciclico de E(RR). De esta manera, R/I
(o4

es torsionless. Esto implica que I es un anulador a la izquierda
C
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para cada c € C. Como I = {l: c € C}), tenemos que I ha de ser
(o}

necesariamente anulador a la izquierda de un subconjunto de R. o

Teorema 2.2.19. Las siguientes condiciones son equivalentes para
un anillo R.

(i) Cualquier submddulo finitamente generado de E(RR) es
torsionless y R satisface la C.C.D. sobre anuladores a la
izquierda.

(ii) E(RR) es plano y R verifica la C.C.D. sobre ideales a la
izquierda racionalmente cerrados.

(iii) R es FTF y es tanto r0~noetheriano como t(’)—noetheriano.

(iv) R es FTF y es tanto ro—artiniano como r(’)—artiniano.

(v) R es un anillo FTF a la izquierda ro—artiniano.

Demostracion: (i) = (ii). Por el Lema 2.2.18., R verifica la
C.C.D. sobre ideales a la izquierda racionalmente cerrados. Esto
es, R es A-artiniano. Para obtener que E(RR) es plano, usaremos
[Ru, Lemma 2]. Si M es un submddulo finitamente generado de E(RR),
entonces M es A-libre de torsién y es A-artiniano. Ademds, M es
torsionless. Usando el mismo argumento que en [Ma, pag. 382],
obtenemos que M se encaja en un R-moédulo a la izquierda libre. Con
esto, E(RR) ha de ser plano.

(ii) = (iii) Como R es A-artiniano, R debe ser A-noetheriano segin
[MiT, Theorem 1.4] y, por tanto, R es A-coherente. Por el
Corolario 2.2.10., R es FTF a la derecha. R tiene C.C.D. sobre

anuladores a la izquierda ya que cada anulador a la izquierda es
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un ideal a la izquierda racionalmente cerrado. De aquf, R tiene
C.C.A. sobre anuladores a la derecha. La versién "a derechas" del
Teorema 2.2.15. nos asegura que R es r(’)—noether‘iano. De aqui, R es
r(’)—coherente lo que implica, segin el Corolario 2.2.10. que R es
FTF a la izquierda. Como R es A-noetheriano, tiene C.C.A. sobre
anuladores a la izquierda y el Teorema 2.2.15. afirma que R es
ro-noetheriano.
(iii} = (iv) Como R satisface la C.C.D. sobre anuladores a la
izquierda por ser r(’)—noetheriano, nos basta con probar que un
anillo FTF a la izquierda con C.C.D. sobre anuladores a la
izquierda y 'co—noetheriano ha de ser por fuerza 'co—artiniano.
Supongamos que R es un anillo con C.C.D. sobre anuladores a la
izquierda ‘ro—noetheriano. Consideremos una cadena descendente de .
ideales a la izquierda To—cer‘r'ados en R

I 21 2...21 2 ...
1 2 n
Dado que R es ro—noether‘iano, todo ideal a la izquierda de R es
To—finitamente generado. Podemos deducir, por tanto, de la
Proposicién 2.1.8. que cada eslabén de la cadena descendente

I 21 2...21 2 ...

1 2 n
es un anulador a la izquierda. Como R verifica C.C.D. sobre
anuladores a la izquierda, esta cadena debe pararse. Hemos probado
de esta manera que R es ro—artiniano.
(iv) = (v) Trivial.
(v) = (i) Observemos que, por ser R 'ro—artiniano, R sastisface la

C.C.A. sobre anuladores a la izquierda. Ademds, por [MiT, Theorem

1.4], R es ro—noetheriano. El Teorema 2.2.15. muestra ahora que
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todo submédulo finitamente generado de E(RR) es torsionless. o

Observacion 2.2.20. Por el Teorema 2.2.15. tenemos que para un
anillo FTF a la izquierda es equivalente tener C.C.A. sobre
anuladores a la izquierda y ser ro—noether‘iano. Esto nos llevdé a
plantearnos la siguiente cuestién: Si R es un anillo FTF a la
izquierda con C.C.D. sobre anuladores a la izquierda, ¢es R
'co—ar‘tiniano’? La respuesta a esta pregunta es negativa, para lo
cual construiremos un ejemplo. Dado que utilizaremos el Corolario
2.2.10., el ejemplo que obtendremos serda el de un anillo FTF a la
derecha con C.C.D. sobre anuladores a la derecha que no es
'L'(’)-ar‘tinian0, si bien es verdad que podriamos haber utilizado la

versién "a derechas" de tal Corolario y trabajar sobre R,

Ejemplo 2.2.21. Consideremos A un dominio de Ore a ambos lados de
manera que exista un A-médulo a la izquierda S inyectivo, simple e
isomorfo a R/Ra, para cierto A € A. Ademas supondremos que A es
noetheriano a la izquierda y que no es un anillo de divisiéon. Para
la existencia de tal anillo, remitimos a [Cz] o [T3]. Consideremos
el anillo
w= (6]

donde C = EndA(AS). Dado que A es noetheriano a la izquierda, AS
es finitamente generado y C es un anillo de divisién, es facil
deducir que R es un anillo noetheriano a la izquierda. Utilizando
la argumentacién desarrollada en [Ta2, Example, Pag 78] es posible

demostrar que
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D S
- [29)

donde D es el anillo de divisién de fracciones de A. Observemos
que E(RR) se puede descomponer como suma directa de R-submoédulos a

la izquierda

D O 0 S
E(RR)=[O 0]@(0 C}

Queremos demostrar que E(RR) es plano. Para ello denotemos por

[ = [ 0 S ]

0 C

Es claro que I es un ideal de R que es sumando directo de R como
ideal a la izquierda. Por tanto, RI es proyectivo. De aqui, para
obtener que E(RR) es plano, es suficiente con comprobar que

LR
es plano como R-médulo a la izquierda. Como IM = 0, resulta que M
es un R/I-médulo a la izquierda. Ahora bien, R/I es claramente
isomorfo, como anillo, a A y, teniendo en cuenta tal isomorfismo,
M es isomorfo al A-médulo a la izquierda D. Como A es un dominio

de Ore a la izquierda y a la derecha, podemos asegurar que AD es

plano. De este modo M es un R/I-médulo a la izquierda plano.

22)- (22 2)

cualesquiera sean s € S y ¢ € C. Por [Sl, XI.3.13] tenemos que M

Observemos que

es plano como R-moédulo a la izquierda. De esta manera, E(RR) es
plano lo que, junto al hecho de ser R noetheriano a la izquierda,
permite aplicar el Corolario 2.2.10. para obtener que R es FTF a

la derecha. Nuestro objetivo es demostrar que R no es
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r(’)—noether‘iano. Recordemos que S = A/Aa, para cierto a € A. Desde
luego, no hay pérdida de generalidad por suponer que tal

isomorfismo es la identidad. Sea, para cada nimero natural n,

[ = Aa" S
n 0 C
Dado que A es un dominio de integridad que no es anillo de
divisién, Aa" contiene estrictamente a Aaml, de manera que
I >I >...>1 > ...
1 2 n+l
es una cadena estrictamente decreciente de ideales a la izquierda
de R. En lo que sigue vamos a demostrar que (I ) = I para todo
n n
numero natural n.

Es rutinario comprobar que

0 X'+Aa
/z(In) = [ 0 0 ]
donde X" = { b e A| a"b € Aa } y X"+Aa = { b+Aa € A/Aa |b e X" ).

1 2 n .
Observemos que X <€ X € ... € X € .... Con esta notacion no es

dificil obtener que

n

M(In)=(g (S:]

donde Y' = {x € A | xX" € Aa). Vamos a probar por induccién sobre

n n .
n que Y Aa para todo n € N. Observemos que, en cualquier caso,

Aa" € Y" <€ Aa para todo n € N. En efecto, si x € Y" entonces xX" ¢

Aa. Como 1 € Xn, obtenemos que X € Aa. En particular, tomando n
1, se tiene que Aa = Yl. Si n > 1, consideremos el isomorfismo de
A-médulos a la izquierda ¢: Aa""'/Aa"—5A/Aa  definido por
$(ba"'+Aa™) = b+Aa, para cada b € A. Que ¢ estd bien definido es
consecuencia de ser A un dominio. En efecto, si ban_1 e Aa"

entonces ba" ' = ca” para algin c € A, lo que implica que b = ca.
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Como A/Aa = S es inyectivo como A-médulo a la izquierda,

existe Y:A/Aa"— >A/Aa tal que !/II A" LA T ¢. Sea y € A tal que

Aa

Y(1+Aa") y + Aa. Observemos que y € X". En efecto, a"y+Aa =

a'(y+Aa) = a"y(1+Aa™) = y (a"+Aa") = O+Aa, por lo que a'y € Aa.
Consideremos ahora x € Y. Como xX' £ Aa tenemos que xy € Aa, o
sea, xy+Aa = Aa. Pero xy+Aa = l,l/(x+Aan), por lo que obtenemos que
xy+Aa € Kery. Por otra parte, dado que "¢ X", tenemos que
xX"? ¢ xX" ¢ Aa. Por hipétesis de induccién, Y"" = Aa"", por lo
que, segun lo anterior, x € A" De este modo, x+Aa" € Kery n
(Aa""/Aa") = Ker¢ = 0. Esto es, x e Aa". De esta manera
concluimos que Y" € Aa" lo que, junto con el hecho antes observado
de que Aa" € Y", nos permite concluir que Aa" = Y.

De esta manera, M(In) = I]n para todo n € N. Dado que la
cadena de ideales a la izquierda

Il > ... D In > ...
es estrictamente decreciente, se sigue de aqui que la cadena de
anuladores a la derecha
/1(11) < ... cC n(In) < ...

es estrictamente creciente. [Esto significa que R no es
t(’)—noetheriano ¥y, por tanto, tampoco puede ser rc’)—ar‘tiniano. Sin
embargo, al ser R noetheriano a la izquierda, R satisface la
C.C.D. sobre anuladores a la derecha.

Por 1dltimo observemos dos consecuencias curiosas de las
propiedades deducidas para R. Primero, A no puede ser conmutativo

ya que, si lo fuese, es facil comprobar que (] ) = I1 para todo
n

n € N, en contradiccién con lo demostrado. De esta manera, podemos
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asegurar que si A es un dominio de integridad noetheriano y
conmutativo y existe un A-médulo simple e inyectivo, entonces A ha
de ser un cuerpo. Por otra parte, si se tuviera que Sc tiene
dimensién finita como C-espacio vectorial, entonces R seria
noetheriano a la derecha y, por tanto, tendria C.C.D. sobre

anuladores a la izquierda. Asi que dimC(SC) = oo.

Hemos visto por medio del anterior ejemplo que un anillo
FTF a la izquierda con C.C.D. sobre anuladores a la izquierda no
tiene que ser necesariamente ro—artiniano (el ejemplo es R°P). El
siguiente resultado que pretendemos demostrar proporciona una
condicién necesaria y suficiente para que tal equivalencia sea
posible (Teorema 2.2.24.). Para construir la prueba de tal
resultado, necesitamos establecer previamente una nueva
caracterizacién de los R-moédulos - T-artinianos para una teoria de
torsién hereditaria T sobre R-Mod que pensamos tiene interés por

si misma (Proposicién 2.2.23.).

Lema 2.2.22. Sea
C >C >.>C »o..
1 2 n
una cadena estrictamente descendente de submddulos de un R-mdédulo

a la izquierda M. Supongamos que M/C tiene dimensidn de Goldie a
o«

la izquierda finita, donde C = Ci. Entonces existen ndmeros
i=1

naturales n < n, <..< n, <... y una cadena estrictamente
descendente

M >M >.o0M >..
1 2 n
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de submddulos principales de M tales que Mi € Cn pero Mi ¢cC
i i+1

para todo i € N.

Demostracién: Para cada i € N escribimos Cl = Ci/C. Tenemos una

cadena estrictamente descendente

>
-— m —
de submédulos de M = M/C con nCl = (0. Afirmamos que existe un

namero natural n tal que para cada n € N, n > n, C es esencial
n

en C . De hecho, vamos a probar que si la anterior afirmacién no
n
1

es cierta, entonces existe una familia linealmente independiente
{B: n € N} de submédulos no nulos de M. Procedemos inductivamente
n

como sigue: Sea r, = 1 tal que C no es esencial en C1’ es decir,
r
2

existe un submoddulo no nulo B1 < (_31 tal que B1 n C = 0.
r
2

Supongamos como hipétesis de induccién que existen numeros

naturales 1 = r < r_ <..< r y submédulos no nulos Bl,...,B
n

1 2 n-1

de M tales que Bx = EJr para i=l,...,n-1 y B1 n C = 0 para i =
r
i i+1

I,...,n-1. Dado que suponemos que la afirmacién no es cierta,

existe r . > r tal que C no es esencial en C . Esto nos
n+ n r r
n+1 n+1

permite escoger un submédulo no nulo B = C tal que B n C L=
n n n n+

0. Para tener que {Bn: n € N} es independiente, es suficiente con

mostrar que {Bl,...,Bn) es independiente para cualquier n € N.

Para ello, sea x1+...+x = 0 con x € B ,donde i=l,...n. De aqui,
n 1 1

X = =X -...-X . Pero x € C i i

. 5 . . B1 y XZ, ,xn € Crz. Esto implica que

X €e B nC = 0. Es posible argumentar del mismo modo sobre la

98



igualdad x2+...+x = 0 y obtener que X, = 0; y asi sucesivamente.
n

Tras n-1 pasos probamos que X =X, =..=X = 0.
n

La afirmacién que acabamos de probar puede ser reescrita

diciendo que en la cadena

C > C >..> C d...
n1+1 n1+2 n1+n

todas y cada una de las inclusiones son esenciales.
Ahora estamos preparados para construir la cadena

M >M >.oM >..
1 2 n
[s0]

Primero, observemos que C = ne ,; para todo p € N. Dado que C ¢
p+i
i=1

Cn , es posible escoger un subméddulo principal M1 de C tal que C
n
1 1

& M1 + C, o sea, I\—/il = (M1+C)/C # 0. Afirmamos que existe n2 > n1
tal que (M1+C) n C]n ¢ M1+C. De lo contrario, para cada n > n,
2

deberiamos tener la igualdad
(M+C) n C = M +C,
1 n 1
es decir, M € nC = = C. Esto contradice la elecciéon de M.
1 n +i 1

Ademas, (—Zn es esencial en Cn y I\_A1 % 0. De modo que I\_/{1 nC =0,
n
2 1 2

lo que implica que
CtM+C)nC .
1 n
2
Por la ley modular,
CtM+C)nC =(M nC )+C.
1 n2 1 n2

De esta forma podemos elegir un submédulo principal M2 < M1 n C
n
2

con C ¢& M_+C. Observemos que

CEM+CE M NnC )+ C=M+C)nC
2 1 n2 1 n2

¢ M1+C

yque M € C
1 n2
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Supongamos inductivamente que existen nimeros naturales n
<...< n y submbédulos principales de M, MI,...,MP verificando
r

(a) Mi < Cn para i = 1,...,r;
i

by CEM+C & ... & M1+C
r

(c) M, & C  parai=l..r.

i+l

Como en el primer paso de la induccién, esiste un nimero

natural n >n tal que (M+C) n C ¢ M + C. Como C es
r+1 r r nN1 r nr+1

esencial en (_Zn , tenemos que C £ (M +C) n Cn, y la ley modular
r
r r+l

asegura la existencia de un submédulo principal M . €M nC
r+ r n
r+l

conC¢tC+M .
r+1
De esta forma hemos obtenido una cadena estrictamente
descendente de submédulos de M

M +CoM +Co.oM +Co...
1 2 n

con M1 principal y M1+1 < Mi N Cn para cada i € N. De manera
i+l

que debemos tener que M“1 & Mi para todo i € N y esto proporciona
la deseada cadena estrictamente descendente de submédulos
principales de M

M >M >..o0M o... o
1 2 n

Proposicién 2.2.23. Sea T una teoria de torsidn hereditaria sobre
R-Mod. Un R-mddulo a la izquierda M es t-artiniano si y sdlo si
las siguientes condiciones (a) y (b) son satisfechas:

(a) Para cualquier cadena descendente de submddulos principales de

M
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M 2M 2.2 M 2.
1 2 n
existe un numero natural n, tal que para cualquier n € N con n =
n,M/M es T-torsion.
4] n n+i
(b) Toda imagen homomdrfica y t-libre de torsién de M tiene

dimension de Goldie a la izquierda finita.

Demostracién: Si M es Tt-artiniano, la condicién (a) se sigue
inmediatamente. Ademds, cualquier imagen homomérfica t-libre de
torsién de M es t-artiniana y es facil mostrar que un R-médulo a
la izquierda t-libre de torsién y T-artiniano tiene dimensién de
Goldie a la izquierda finita. Esto da la condicién (b).

Reciprocamente, supongamos que M satisface las condiciones
(a) y (b) pero no es t-artiniano. Entonces existe una cadena .
estrictamente descendente de submoédulos T-cerrados de M

C >C 2..0C »o...
1 2 n
o]

Es claro que C = nC es un submédule t-cerrado de M, esto es, M/C
3
i=1

es <t-libre de torsiéon. Asi, por la condicién (b), M/C tiene
dimensién de Goldie a la izquierda finita. Aplicando el Lema

2.2.22. encontramos numeros naturales n < n, <...< n, <... ¥ una

cadena estrictamente descendente de submédulos principales de M

M >M 2..o0M o...
1 2

n

tales que MI < Cn pero M1 & Cn para todo i € N. Por (a),
i 1+1

existe un ndmero natural n, tal que para cualquier i = n. MI/M‘ .
i+

es T-torsién. Esto implica que para i z n,

M cc™Mm yecc
i T i+l n
i+1

una contradiccién g
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Teorema 2.2.24. Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) R es FTF a la izquierda, R satisface la Cc.C.D. sobre
anuladores a la izquierda y cualquier R-mddulo a la izquierda
ciclico y E(RR)—torsionless tiene dimension de Goldie a la
izquierda finita.

(ii) E(RR) es plano, R satisface la C.C.D. sobre anuladores a la
izquierda y cualquier R-médulo a la izquierda ciclico y
E( RR)—torsionless tiene dimension de Goldie a la izquierda finita.

(iii) R es un anillo FTF a la izquierda 'co-artiniano.

Demostracién: (i) » (ii). Trivial.
(ii) = (iii) Probaremos que R es A-artiniano, para A la teoria de
torsién de Lambek sobre R-Mod. Para ello, usaremos la Proposicién
2.2.23. Evidentemente, la condiciéon (b) en tal Proposicién para T
= A estd contenida en (ii}), de modo que sélo tenemos que comprobar
que R satisface la condicién (a) para A. Sea

Ra1 2 Ra2 2...2 Ran 2...

una cadena descendente de ideales a la izquierda. Entonces

A(R/Ral) = Cl;(Ral)/Ral. Por 2.2.12., (R/Rai)/h(R/Rai) es

IR

torsionless. Pero (R/Ral)/A(R/Ral) R/Cli(Ral). De esta manera
R/Cl;(Ral) es torsionless con lo que Cli(Ral) es un anulador a la
izquierda para cada i. De esta manera la cadena de ideales a la

izquierda

R R R
ClA(Ral) 2 ClA(Raz) 2...2 CIA(Ran) 2...
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es una cadena descendente de anuladores a la izquierda y, por
tanto, debe pararse. Asi, eXiste n, e N tal que para cualquier
ndmero natural n zn, Cli(Ra ) = ci®(Ra ), esto es, Ra /Ra es
0 A n A n+l n n+l
A-torsién. Por la Proposiciéon 2.2.23. obtenemos que R es
A-artiniano. Aplicando el Teorema 2.2.19. deducimos que anillo FTF

a la izquierda ro—artiniano. o

(iii) = (i) Esto es claro. o
Corolario 2.2.25. Sea R un anillo con dimension de Krull a la
izquierda. Entonces R es FTF y 'to—artiniano si y solo si E(RR) es

plano y R tiene la C.C.D. sobre anuladores a la izquierda.

Demostracién: Aplicacién directa del Teorema 2.2.24. o
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2.3. EL LOCALIZADO DE UN ANILLO FTF A LA IZQUIERDA.

El objetivo central de esta Seccién es demostrar que si R

es un anillo FTF a la izquierda, entonces Qv: (R) es asimismo un
0

anillo FTF a la izquierda. Para establecer la anterior afirmacién
es conveniente disponer de alguna informacién sobre el
comportamiento de los submédulos de médulos planos bajo extension
y restriccion de escalares con respecto de un homormorfismo
inyectivo de anillos. De otra parte, este estudio sera util en

posteriores secciones.

En esta seccidén denotaremos por p:S——T un monomorfismo de
anillos asociativos con unidad. En la Seccién 1.2. habfamos
observado que la clase de los S-médulos a la izquierda que son
isomorfos como S-moédulos a algin S-submoédulo de un T-médulo a la
izquierda coincdide con ¥F(p). Recordemos que si

GM:M—>T®SM
esta definido por
GM(X) = l®X, para todo x € M,

y todo S-médulo a la izquierda M, entonces M € F(p) si y soélo si
eM es un monomorfismo de S-moédulos. Por otra parte, podemos
considerar la clase de los S-médulos a la izquierda de se encajan
en S-moédulos a la izquierda planos. Esta clase serd denotada por
?i. La clase andloga en T-Mod sera denotada por SFZ). El siguiente
lema recoge las relaciones béasicas etre estas clases. Advertimos

que la clase ?O, aun siendo por definicién una clase de T-médulos
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a la izquierda, serd considerada en ocasiones como una clase de

S-médulos a la izquierda, por restriccién de escalares.

Lema 2.3.1. (1) SFO < F(p).

(2) Si M € S-Mod es S-plano entonces T@SM es T-plano.

(3) Supongamos que TS es plano. Si M € ?0 entonces T®SM € 3‘2.
(4) Supongamos que sT es plano. St M € T-Mod es T-plano entonces
sM es S-plano.

(5) Supongamos que ST es plano. Entonces ?z < ?0.
(6) Supongamos que ST y TS son planos. Un S-mddulo a la izquierda

M esta en la clase ?0 si y sélo si es isomorfo a un S-submddulo de

un T-moédulo plano.

Demostracién: (1) Se demostrd en la Seccién 1.3.
(2) Esto es bien conocido.
(3) Supongamos que TS es plano y sea M € ?%O. Entonces existe un
monomorfismo de S-médulos M>—-—>P, donde SP es plano. Aplicando el
funtor exacto T®S— obtenemos un monomorfismo de T-moédulos a la
izquierda desde T®SM hasta el T-moédulo plano T®SP.
(4) Sea TM plano. Para cada monomorfismo de S-moddulos a la
izquierda f:N>——L se tiene, por ser ST plano, el monomorfismo de
T-médulos a la derecha f@T:N@ST>——>L®ST. Dado que TM es plano,
obtenemos el monomorfsimo de grupos abelianos

feTeM: N®ST®TM>——>L®ST®TM.
Como T@TM es naturalmente isomorfo a TM, se sigue que el morfismo

de grupos abelianos f@M:N@SM>——»L®SM es inyectivo. De aqui, M es
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plano como S-moédulo a la izquierda.

(5) Es una consecuencia inmediata de (4).

(6) Sea M € fio. Por (3), T®SM € ?z v, segﬁn (1), M se encaja
como S-médulo en T®sM' Esto prueba que M es isomorfo a un
S-submédulo de un T-médulo plano.

El reciproco es consecuencia de (4) o

Seguidamente vamos a demostrar que si R es un anillo FTF a

la izquierda, entonces Q'c (R) es también un anillo FTF a la
0

izquierda. Para ello, necesitaremos el siguiente lema, que
pensamos debe ser conocido, pero del que no disponemos de

referencia precisa.

Lema 2.3.2. Sea T una teoria de torsion hereditaria y fiel sobre
R-Mod, Q un anillo tal que R Q Q y Q/R es t-torsion y M un
Q-mddulo a la izquierda que es T-libre de torsién considerado como
R-médulo a la izquierda. Entonces se satisfacen los siguientes
enunciados:
(1) M es inyectivo como Q-mdédulo a la izquierda si y soélo si M es
inyectivo como R-mddulo a la izquierda.

Si M es s‘(o—inyectivo como Q-mddulo, entonces es
Ro—inyectivo como R-mddulo.
(2) Si QM——-% QN es una extensidon esencial de Q-mddulos, entonces
RM—)RN es una extension esencial de R-mddulos a la izquierda.

(3) La estructura de R-mddulo a la izquierda inducida sobre la

envolvente inyectiva E(QM) del Q-mddulo a la izquierda M

106



proporciona una envolvente inyectiva del R-médulo a la izquierda
M.
R
Demostracién: (1) Comprobemos primeramente que si QM es inyectivo
entonces RM es inyectivo. Para ello utilizaremos el criterio de
Baer. Asi, consideremos cualquier ideal a la izquierda I de R y
cualquier R-homomorfismo f:I——> M. Es claro que QI € Q es un
ideal a la izquierda de Q. Definimos f Q:QI———> M como sigue

Q n _ n

X L) = Logfr)
para cualesquiera q, € Qy r € I,i=1,...,n
Primeramente, hemos de demostrar que fQ estd bien definida. Para

n m
ello tomemos Zi:lqlr‘1 = ijlpjsj € QI, con q,s pj e Q vy T
sj € I para i=l,...,n y j=l,...,m. Queremos ver que
n m

lelqif(ri) = Zj=lpjf(sj)
Sea D un ideal a la izquierda del filtro £(t) tal que in €S Ry
Dpj € R para i=l,...,n y j=l,...,m. Afirmamos que

n m _

D(Zl=1qif(rl) - ijlpjf(sj)) =0

En efecto, dado d € D, tenemos

d(21=1q1ﬂr1) - EJ,:lpjf(sj))
n m

Zlﬂdqif(r‘l) - ijldpjf(sj))

zi=1f(dq1r1) - ZFlf(dpjsJ) =

f(d(zl=1qlr1_zj=1pjsj)) =f(0) =0

De modo que D(Zl:qif(ri) - ZJTlpjf(sj)) = 0. Como M es t-libre de
torsién se tiene que El:qif (rl) - Z:lpjf (sj) = 0, como se
queria. Es muy féacil probar que Ia aplicaciéon £ es un

homomorfismo de Q-médulos a la izquierda.
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Recordemos que M es un Q-médulo inyectivo. De este modo, ha de
existir una aplicacién Q-lineal
7Q
f:Q— M
que extienda a 9. Sea
f:R—s M

la restriccion de FQ a R. f es R-lineal por ser FQ Q-lineal. Es
inmediato comprobar que f es una extensién de f. Con esto
concluimos que RM es inyectivo.

En el caso de ser M Ro—inyectivo como Q-méddulo se razona
como antes considerando que si I es un ideal a la izquierda
de R finitamente generado, entonces QI es un ideal a la izquierda
de Q finitamente generado.

Supongamos ahora que M es inyectivo como R-médulo a la-
izquierda y sea f:X—— M un Q-homomorfismo, donde X es cualquier
ideal a la izquierda de Q. En particular,

f: X—— M
es un homomorfismo de R-médulos a la izquierda. Ya que M
es un R-moédulo inyectivo, existe un morfismo de R-médulos a la
izquierda

F:Q——) M
que extiende a f. Comprobemos que este R-homomorfismo es Q-lineal.
Para ello, sea q € Q y tomemos D € £(t) de manera que Dq € R. Es
facil comprobar que D(qf(q’)-f(qq’)) = O para cualquier q° € Q.
Pero M es t-libre de torsién, lo que nos asegura que qf(q’)—f(qq’)
= 0.

(2) Sea QM»————) QN una extensién esencial de Q-moédulos. Esto
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significa que, dado O # X € N, existe q € Q de manera que O # gX €
M. Sea D € £(t) tal que Dq £ R. Dado que M es t-libre de torsion,
se tiene que Dgx # O. De aqui, Vexiste d € D tal que dgx =O.
Observemos que dq € R y esto prueba que la extensiéon es esencial
cuando se considera en R-Mod.

(3) Esto es una consecuencia de (1) y (2) junto con el hecho de
que la envolvente inyectiva de un moédulo es cualquier extension

esencial inyectiva suya. O

Proposicién 2.3.3. Sea R un anillo FTF a la izquierda y Q =

Q-c (R). Todo Q-médulo a la izquierda plano es ’to—libre de torsidn
0

como R-mddulo a la izquierda.

Demostracién: Sea QM un Q-médulo a la izquierda plano. Por el

Teorema de Lazard [Lz, Théoréme 1.2] QM =3 Eg)l Fi, donde {Fl,
e 1

wlj}i Jer es un sistema dirigido de Q-moédulos a la izquierda
3

libres de rango finito. El funtor restriccién de escalares tiene
como adjunto a la derecha al funtor coinduccion HomR(Q,—) y €s

exacto, por lo que conmuta con limites directos. Por tanto,

podemos concluir que RM = llr_r; Fi, donde cada F1 es un R-moédulo a
te 1

la izquierda isomorfo a una suma directa finita de copias de RQ.
Pero cada uno de estos R-moédulos es To—libr‘e de torsién. Como T,
es de tipo finito y hemos visto que RM es limite directo de
R-médulos a la izquierda ro—libres de torsidén, resulta que RM es

ro—libre de torsion (Proposicién 1.3.6.). o
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Con los anteriores resultados estamos preparados para

demostrar que si R es un anillo FTF a la izquierda entonces Q-c (R)
]

también es un anillo FTF a la izquierda. Para establecer un
enunciado de este hecho que optimice la informacién recogida,
vamos a recordar algunos hechos a propoésito de la induccién de
teorias de torsiéon mediante un homomorfismo de anillos.
Concretamente, si S——T es un homomorfismo de anillos y T es una
teoria de torsién hereditaria sobre S-Mod, es posible inducir una
teoria de torsién hereditaria T sobre T-Mod estableciendo por
definicién que un T-moédulo a la izquierda TM es T-torsién si y
sélo si SM es tT-torsién. La misma idea no funciona en general si
la induccién se hace mediante los moédulos libres de torsién. Asi,
si consideramos la clase F de aquellos T-médulos a la izquierda °
que son <z-libres de torsién considerados como S-médulos a la
izquierda, F no es necesariamente una clase libre de torsién para
teoria de torsién hereditaria alguna sobre T-Mod. La relacién
general de que se dispone es que F € F(t) (ver [Lo, Lemma 2.1.]).
Sin embargo, Louden [Lo, Theorem 2.5] encontré condiciones
necesarias y suficientes para que se verifique la igualdad F =

F(t). Entre estas condiciones se encuentra la siguiente:

(B) Para cada S-moédulo a la izquierda T-torsién M, el S-médulo

a la izquierda T@SM es T-torsién.

Una teoria de torsién satisfaciendo la condicién (B) se

dirda compatible con el morfismo de anillos S—>T (En la
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terminologia original de Louden, la teoria de torsién se decia

T-buena.).

Si R es un anillo FTF a la izquierda y Q = Q'z: (R),
0

denotaremos, de acuerdo con lo anterior, por T, @ la teoria de
torsién hereditaria sobre Q-Mod inducida por el monomorfismo de

anillos candénico R——0Q.

Teorema 2.3.4. Si R es un anillo FTF a la izquierda entonces Q =

Qr (R) es un anillo FTF a la izquierda. En tal caso, rg =T

0

o

Demostracién: Llamemos Q = Q'c (R). Segun la Proposicién 2.1.2.,
0

hemos de probar que si QM es un Q-moédulo a la izquierda plano
entonces E(QM) es asimismo plano y que para cualquier familia
(QEI: i € I} de Q-médulos a la izquierda planos e inyectivos, el
producto directo H{QEi: i € I} es un Q-mdédulo a la izquierda
plano. Procedemos inmediatamente a mostrar pruebas de estos
hechos.

(a) Sea M un Q-moédulo a la izquierda plano. Segin el Lema
2.3.2. RM es ro—libre de torsién. Por el Lema 2.3.1.(2) E(RM) =
RE(QM). Esto implica que RE(QM) es plano. Por el Lema 2.3.1.(2), Q
®RE(QM) es un Q-moédulo a la izquierda plano. Ademas, tenemos
R-monomorfismo canénico

E(Mb>—— Q o E( M)

dado por 6(x) = lex, para todo x € E(QM). En realidad, @ es

Q-lineal. Para ello basta con observar que, segin la Proposicién
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2.3.3., Q®RE(QM) es ro-libre de torsién como R-médulo a la
izquierda. Dado que E(QM) es inyectivo, se tiene que 6 escinde,
por lo que E(QM) es isomorfo como Q-médulo a la izquierda a un
sumando directo del Q-moédulo a la izquierda plano Q@RE(QM). Asi,
E(QM) es plano.

(b) Sea (QEi: i € I} una familia de Q-moddulos a la izquierda
planos e inyectivos y sea E = H{QElz i € I}). Por el Lema 2.3.2.(1)
y la Proposicién 2.3.3., RE_I es un R-moédulo plano e inyectivo para
cada i € I. De este modo, E resulta ser un R-médulo a la izquierda
plano e inyectivo. Tenemos un monomorfismo de R-médulos a la
izquierda E>—— Q®RE. Como Q®RE es plano como Q-méddulo a la
izquierda, Q®RE debe ser, segln la Proposicién 2.3.3., ‘co—libre de
torsién. Por tanto, E>—>Q®RE es un monomorfismo de Q-moédulos a .
la izquierda, con lo que concluimos que E es un Q-médulo a la
izquierda plano.

Para demostrar que ‘L’g = :E-o observemos primero que la teoria
de torsion T, €S compatible con el morfismo de anillos R——Q [Gl,
Proposition 47.4]. De esta manera, de acuerdo con la discusién que
antecede al enunciado de este Teorema, 9‘(%0) coincide con la clase
de todos aquellos Q-moédulos a la izquierda que son To—libres de
torsion considerados como R-médulos a la izquierda. Es decir,

F(t ) = {QM | RM € ?o} (*)

0

Esto, combinado con la Proposicién 2.3.3., implica que

Si M es un Q-médulo a la izquierda %O—Iibre de torsién,

entonces, segun (*), RM € ??O. En tal caso podemos deducir como en
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(a) que E(QM) es un Q-médulo a la izquierda plano. En particular,
M es tg—libre de torsién. De esta manera, podemos afirmar que S‘g =
?(‘Eo). Pero dado que toda teoria de torsiéon estd univocamente
determinada por su clase libre de torsidon, podemos concluir que rg

= %o’ con lo que la prueba del Teorema queda completa. O

Proposicién 2.3.5. Sea R un anillo FTF a la izquierda. Entonces

Q'z: (R) es un anillo IF a la izquierda si y sdlo si T, €S nice
0

(o perfecta).

Demostraciéon: Supongamos que Qr {(R) = Q es un anillo IF a la
0

izquierda. Cualquier Q-moédulo a la izquierda se encaja en un
Q-médulo a la izquierda plano. Segun la Proposicion 2.3.5., esto
significa que todo Q-médulo a la izquierda es to—libre de torsién
como R-médulo a la izquierda. Pero esto significa que T es

0

perfecta [Gl, Proposition 45.1]. En particular, T, €8 nice
(Teorema 1.2.8.).

Reciprocamente, si T, €S nice entonces es perfecta por la
Proposicién 1.3.6. y el Teorema 1.2.8. De esta manera, dado M
cualquier Q-médulo a la izquierda, podemos asegurar que M es
‘ro-libre de torsién [Gl, Proposition 45.1]. Pero esto implica que
M debe ser isomorfo a un submédulo de un Q-médule plano por el

Teorema 2.3.4. Asi, cada Q-médulo a la izquierda se encaja en un

Q-médulo plano. Esto es, Q es un anillo IF a la izquierda. o

Observacién 2.3.6. Hemos visto en el Teorema 2.3.4. que si R es
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FTF a la izquierda entonces Q_L_ (R) es asimismo FTF a la izquierda.
0

Nos proponemos demostrar que, alin en el caso de que T, sea
perfecta y R conmutativo, Q'c (R) no coincide necesariamente con

0

Ql (R). Para desarrollar un ejemplo en apoyo de tal afirmacioén,
max

necesitamos establecer previamente un par de resultados previos.

Lema 2.3.7. Si T es una teoria de torsién hereditaria de tipo
finito entonces todo R-mddulo a la izquierda T-libre de torsion y

No—inyectivo es T-inyectivo.

Demostracién: Sea M un R-moédulo a la izquierda t-libre de torsién
y ?{o—inyectivo y consideremos I € £(t) y f:I-——>R un homomorfismo
de R-moédulos a la izquierda. Siendo T de tipo finito, existe un
ideal a la izquierda finitamente generado J contenido en I de
manera que I/J es +t-torsién. Como M es Ro—inyectivo, la
restriccién f U de f a J se extiende a un homomorfismo g:R— 5M.
Para concluir basta con observar que gII-—f‘ es nula sobre J lo que,
por ser M t-libre de torsién y J T-denso en I, implica que g, =

f. o

Proposiciéon 2.3.8. Consideremos un homomorfismo inyectivo de
anillos p:R——S tal que RS y SR son R-médulos planos y S es un
anillo IF. Entonces R es un anillo FTF. Ademds, si S/R es

ro—torsién, entonces y S = Qr (R) y T, €s perfecta.
0

Demostracion. R es FTF por la Proposiciéon 2.1.3. Dado que
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suponemos que S es IF se sigue de [C, Theorem 1] que S es
auto-xo—inyectivo a la izquierda. Segin el Lema 2.3.3., RS es
Ro—inyectivo y por el Lema 2.3.7. RS resulta ser 'to—inyectivo.

Como S ¢ Q_L_ {(R) S/R es To—tor‘sién, la unica salida posible es
0

aceptar que S = Q_t (R). La perfeccién de T, viene ahora asegurada
0

por la Proposicién 2.3.5. o

Ejemplo 2.3.9. Sea D un dominio de integridad conmutativo y K su
cuerpo de fracciones. Consideremos Q un conjunto infinito.
Denotaremos por DQ (resp. por KQ) al anillo producto directo
indicado en Q de copias de D (resp. de K). Defininos el subanillo
R de DQ consistente en todas aquellas aplicaciones r:Q——D cuya
imagen Im r es un subconjunto finito de D. Analogamente definimos
S es subanillo de KQ cuyos elementos son las aplicaciones s:Q——K
con imagen finita. Es evidente que R € S. Nuestro primer ob jetivo
es demostrar que R es un anillo FTF. Esto lo haremos en varios
pasos.

Paso 1. Sea F un D-médulo libre de rango finito y definamos QF
como el conjunto de las aplicaciones x:Q——F cuya imagen es
finita. QF puede ser dotado de estructura de R-moddulo del
siguiente modo: Si x € QF y r € R, definimos rx:Q——F por medio
de la regla (rx)(w) = r(w)x(w) para todo w € Q. Vamos a demostrar
seguidamente que QF es un R-moddulo libre de rango finito. Para
ello, consideremos una base {el,...,en} de F. Definimos fk:Q——>F
por fk(w) = ek para todo w € Q y para cada k = L,...,n. En primer

lugar comprobaremos que (fl,...,fn) < F es un conjunto
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linealmente independiente. Si r1f1+...+r~ f = 0 para ciertos
nn

rl,...,r € R entonces, dado w € Q cualquiera, 0 =
n

(rf+..+r f )(w) r (w)f (w)+...+r (WIf (w)
11 nn 1 1 n n
rl(w)e1+...+r (w)e . De aqui, rk(w) = 0 para cualquier w € Q, es

n n
decir, r'k = 0 para cada k =1,...,n.
Seguidamente demostraremos que el conjunto linealmente
independiente {f 1,...,f n} es un conjunto de generadores de QF.

Dado x € QF con Im x = {yl,...,y } € F, podemos escribir x =
m

X +...+X , donde
1 m

) = Y, st x(w) = Y,
Kk - 0, si x(w) # Y,

con lo que no hay pérdida de generalidad si suponemos que Im x €

n
{0,y} para algin y € F. Podemos expresar y = deek, para
k=1

coeficientes dl,...,dk e D. En tal caso consideramos r‘k € R para

cada k = 1,...,n definido por

r (w) =

dk, si x(w) =y
k

0, si x{w) =y

n
Es claro que Er'kfk = %, con lo que concluimos que (f1""’f} es
n
k=1

una base de QF sobre R.
Paso 2. Afirmamos que RS es plano. Para ello utilizaremos que DK

es plano. Por el Teorema de Lazard [Lz, Théoréme 1.2], K = lim F‘l,
i€

donde {Fl, lllu) es un sistema dirigido de D-moédulos libres de
rango finito indicado por un conjunto dirigido I. Denotaremos por
l,bl:Fl——)K al D-homomorfismo canénico para cada i € I. Hemos
mostrado en el paso 1 que QFl es un R-médulo libre para cada i e
I. Si definimos quij:Ql?i———)QFJ para i=j mediante la asignacién

Q
¢U(x) = l[JUOX para cada x € F1 obtenemos aplicaciones que
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verifican que para i=j=k, ¢jk°¢lj = ¢ik. Ademés es facil comprobar
que estas aplicaciones preservan la suma. De hecho, son
homomorfismos de R-moédulos. Comprobamos a continuacién la
R-linealidad. Dado x € QFi, reRyweQ se tiene

¢U(r~x) (w) = (wljorx)(w) = t/;ij(r(w)x(w)) = r‘(w)tﬂ”(x(w)) =

r‘(w)(llluox)(w) = r(w)(¢U(x))(w) = (r¢lj(x))(w)

de donde ¢1j(rx) = r¢ij(x).

De esta manera {QFI, ¢U} constituye un sistema dirigido de
R-médulos, lo que permite considerar el R-mddulo lir_r;QFi.

i€l

Denotemos, para cada i € I, por 915.:QF.———>1ir_1r>1Ql<“i el
1 1 —

iel

R-homomorfismo canénico. Seguidamente definimos para cada i € I un

R-homomorfismo SI:QFi———as mediante la férmula si(x) = l,bxox, para
Q i 0

cada x € Fi. Para i=j y x € F1 tenemos

(sj°¢>1j) (x) = sj(¢1j(x)) = ej(t,huox) = npjotpuox = z/;lox = ei(x)

lo que muestra que sjoqb_j = g. Esto permite definir un
1 1
R-homomorfismo s:l_i_r_r)1 QFi———as que satisface eo¢i = € para cada i
i€l

€ I. La idea ahora es demostrar que £ es un isomorfismo.

Dado x € }im QFi con e(x) = 0, existe xi € QFi de manera
i€ |

que X = ¢1(X1) para algan i € I. Asi,
0 = e(x) = €(¢1(X1)) = 81(X1) = l/llcx1
Dado w € §, tenemos 0 = (t,l/ioxi)(w) = llll(xi(w)). Ahora bien, Im X,

es un subconjunto finito de Fl, digamos (yl,...,y }. Para cada k =
n

1,..,n, existe iji tal que ¢IU (yk) = 0. Como I es dirigido, es

posible encontrar jzjk para k = 1,...,n. Sea w € Q cualesquiera.

Existe k = 1,...,n tal que x (w) = Y, De aqui,
1

117



nl:ij(xl(w)) = t,bu(yk) = (t/fj jowu )(yk) =0
K Kk
lo que implica que
= ° = = ° = 0) =0

¢1(X1) (qSj ¢1j)(xi) ¢j(¢ij(xl)) ¢j(w1j xi) ¢j(
De esta forma, x = ¢1(X1) = 0, vy Ker €¢ = 0, o sea, € es un
monomorfismo de R-médulos.

Para comprobar que € es sobreyectiva, consideremos s € S
cualquiera. Como en el paso 1,7 es posible suponer sin pérdida de

generalidad que Im s € {0,k} para algin k € K. Como K = lim Fl,
i€

existe a e Fi tal que k = w,(ai) para algin i € I. Definimos
i

xi:Q—>F1 por la regla

xi(w) =

{ a, si s(w) =k

0, sis(w) # k

Es claro que x € QFi, por lo que ¢1(Xi) € 1_11_1;1 QFi. Pero
ie 1

e(¢i(xi)) = ei(xi) = wiox = s.

. . Q
Con lo cual concluimos que 8:111’_1‘)1 Fi—-—->S es un
i€ |

isomorfismo. Como cada QF1 es libre segin el paso 1, el Teorema de
Lazard nos asegura que S es plano como R-médulo.
Paso 3. S es un anillo regular Von Neumann. En efecto, dado x € S

no nulo, definimos a:———K por
1/x(w) , si x{(w) # 0
alw) = { 0, si x(w)=0
Claramente, a € S y axa = a.
Paso 4. Por la Proposicién 2.3.8., R es un anillo FTF. Probaremos
seguidamente que S/R es to—torsién. Dado s € S, Im s = {k,....,k }
1 n

€ K. Como K es el cuerpo de fracciones de D, existe d € D no nulo

tal que {dkl,...,dkn} ¢ D. Sea r:———D definido por r{w) = d

118



para todo w € Q. Es claro que r € D y que rs € R. Pero, ademas,
annR(d) = 0, lo que implica, segin la Proposicién 2.1.5., que Rd €
.‘E(‘to). Asi concluimos que R es ro—denso en S, es decir, S/R es

To—tor‘sién. Segin la Proposicién 2.3.8., S = Q-z: (R) ¥y T, €S

perfecta.

Paso 5. Ql (R) = KQ.
max

En efecto, dado que KQ es un anillo regular
autoinyectivo, para obtener que Q;aX(R) = KQ basta con que
demostremos, segin [Gd, Proposition 2.11], que R es esencial en
KQ. Dado x € KQ no nulo, escogemos wo e Q tal que x(wo) = 0.

Entonces existe d € D tal que 0 # dx(wo) e D. Definimos r:Q———D

como

d, siw=uw
r(w)={ 0

0, siw=#uw
0
Es claro que r € R, rx e Ry rx # 0.
Conclusién. Si tomamos D un dominio con infinitos elementos y que
no coincida con su cuerpo de fracciones K, es claro que R # S #
KQ. En tal caso, R es un ejemplo de anillo FTF conmutativo para el
que T es perfecta y verificando que Q (R) # Q (R). Ademas,
0 ’L'O max

Q ax(R) es asimismo un anillo FTF {(de hecho, regular). Por
m

supuesto, T, # A. 0O
Teorema 2.3.10. Un anillo R tiene un anillo maximal de cocientes
bildtero y QF si y sélo si R es FTF a la izquierda, T, €s nice (o

perfecta) y R es To—artintano.

Demostracién: Supongamos que Q es un anillo maximal de cocientes

119



bildtero y QF de R. Segin [St, Proposition XI.3.4], tanto QR como
RQ son R-moédulos planos. Por la Proposicién 2.3.8., R es FTF. Como
Q es artiniano, R tiene C.C.A. sobre anuladores a la izquierda y
anuladores a la derecha. Por el Tecrema 2.2.15.,, R es tanto
ro—noetheriano como r(’)—noetheriano. Por tanto, podemos aplicar el
Teorema 2.2.19. para obtener que R es to—artiniano. Ademas, T, =

A, con lo que Q = QT (R). Pero entonces la Proposicién 2.3.8. nos
0

asegura que T _ es perfecta.
Reciprocamente, supongamos que R es FTF a la izquierda con

T, nice y R 'co—ar‘tiniano. Por la Proposicién 2.3.5., Q = Q'c (R) es
0

un anillo IF a la izquierda. Pero como T, €8 perfecta (Proposicién
1.3.6. y Teorema 1.2.8.) y R es ro-artiniano, Q debe ser artiniano
a la izquierda. En particular, R es perfecto a la derecha, por lo
que, segin [C], Q es QF. Notemos que, por ser R ro—ar‘tiniano, T, =
A. Asi, Q es el anillo maximal de cocientes a la izquierda de R.
Ademdas, al ser R FTF r(’)—ar‘tiniano y 'co—artiniano, se sigue del
Teorema 2.2.19. y de [Ta2, Proposition 4.6] que Q es asimismo el

anillo maximal de cocientes a la derecha de R o

2.4. ANiLLoS FTF Y aNiLLos QF-3.

Uno de los aspectos fundamentales del concepto de anillo

FTF a la izquierda es que la envolvente inyectiva de cada méddulo

plano resulta ser un moédulo plano. En particular, E( R) es un
R

R-moédulo a la izquierda plano. Esta wltima propiedad merecié la
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atencién de K. Morita quien, en 1973, propuso estudiar los anillos
R para los cuales E(RR) es plana bajo el nombre de anillos QF-3 a
la izquierda, sugiriendo que esta nocién era més apropiada para
anillos noetherianos que la clasica. Dado que nosotros usaremos
elnombre “anillo QF-3" en un sentido diferente, proponemos la

siguiente definicién:

Definicién: Diremos que un anillo R es Morita-QF-3 (o MQF-3,
brevemente) a la izquierda cuando E(RR) es un R-moédulo a la

izquierda plano.

Esta ultima definicibn es una de las muchas que se
propusieron en los afios 60 y 70 como generalizaciones del concepto
de 4&lgebra QF-3, introducido por Thrall en 1948. A su vez, la
nocién de algebra QF-3 es una extensién del concepto de algebra
quasi-Frobenius. De hecho, casi cada una de las condiciones que
caracterizan a las algebras QF-3 ha dado lugar a un concepto de
anillo general QF-3. Existe una literatura extensa para cada
aproximacién. En la actualidad, dos décadas mas tarde, y a raiz de
los trabajos de Ringel-Tachikawa y Colby-Rutter, una de las

nociones mas extendidas es, de hecho, la propuesta por Thrall.

Definicién Diremos que un anillo R es QF-3 a la izquierda cuande
exista un R-moédulo a la izquierda fiel minimal W en el sentido de
que W es isomorfo a un sumando directo de cualquier otro R-mddulo

a la izquierda fiel. Si R es un anillo QF-3 a la izquierda y a la



derecha, diremos simplemente que R es un anillo QF-3.
Por supuesto, todo anillo QF es QF-3.

Sin embargo, el concepto de anillo MQF-3 se ha revelado
interesante en el contexto del estudio de los moédulos reflexivos y
la  dualidad ([Moll, [Holl, [Ho2], [E3]). Otra de Ilas
generalizaciones de d&lgebra QF-3, con conexiones también con los
médulos reflexivos, es la propuesta por Sumioka en [S1] (ver

también [S2]). Reproducimos a continuacién su definicién.

Definicién. Un anillo R se dird Sumioka-QF-3 (o, brevemente,
SQF-3) a la izquierda cuando todo submoédulo finitamente generado -

de E(RR) es torsionless.

Volviendo a los anillos FTF a la izquierda, y dado que
éstos generalizan el concepto de anillo QF al igual que los
anillos QF-3 a la izquierda, encontramos oportunc buscar algunas
relaciones entre ambas nociones. En primer lugar, un anillo
artiniano a la izquierda es QF-3 a la izquierda si y sélo si E(RR)
es un R-médulo a la izquierda proyectivo o equivalentemente, E(RR)
es plano. De aqui la propuesta de definicién de anillo QF-3 a la
izquierda de Morita. El estudio de los anillos QF-3 artinianos se
trasladé seguidamente a la investigacién de los anillos QF-3
semiprimarios (ver [CR1], [CR3] y ([Tall). Usando bdasicamente los

resultados alli demostrados y nuestros resultados sobre anillos
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FTF, vamos a relacionar los conceptos de anillo QF-3 y FTF en el

contexto de generalizaciones de anillos artinianos.

Proposicién 2.4.1. Si R es un anillo perfecto a la izquierda y FTF

a la izquierda entonces R es semiprimario y QF-3.

Demostraciéon: Si P es cualquier R-médulo a la izquierda
proyectivo, entonces E(RP) es plano segin la Proposicién 2.1.2.
Por [Bs, Theorem PI, E(RP) es proyectivo. De esta manera todo
R-médulo a la izquierda proyectivo tiene envolvente inyectiva
proyectiva. Segin [CRl, Theorem 1.3 and Theorem 1.2] R es
semiprimario y contiene un ideal a la izquierda fiel e inyectivo y
un ideal a la derecha fiel e inyectivo. En vista de [Tal,

Proposition 3.1], R es QF-3. o

Proposicién 2.4.2. Si R es un anillo perfecto y QF-3, entonces R

es FTF y semiprimario. Ademds, R es 'cO—artiniano.

Demostracién: Segun [CR1, Theorem 1.3], R contiene un ideal a la
izquierda fiel I, Y-inyectivo y m-proyectivo. De esta manera,
E(RR) se encaja en un producto directo de copias de I. En
particular, E(RR) es m-proyectivo. Ademads, la teoria de torsién de
Lambek a la izquierda sobre R-Mod, A, estd cogenerada por I. Como
I es })-inyectivo, esto significa, por [Tl, Theorem 1.2] que R es
A-noetheriano, es decir, R verifica la C.C.A. sobre ideales a la

izquierda racionalmente cerrados. Segin el Teorema 2.2.15. y la
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Proposicién 2.2.9. R es un anillo FTF vy 'co—noether‘iano. Por
dltimo, la Proposicién 2.4.1. asegura que R es semi-primario.

Como la anterior prueba es simétrica, R es también
t(’)—noetheriano. El Teorema 2.2.19. nos permite concluir que R es

‘to~artiniano. a]

Teorema 2.4.3. Sea R un anillo perfecto. R es FTF si y sélo si R

es QF-3. En tal caso, R es semiprimario.

Demostracién: Combinar las Proposiciones 2.4.1. y 2.4.2. o

Sin &nimo de exhaustividad nos hemos preguntado si esta
equivalencia entre los conceptos de anillo FTF y QF-3 se sigue -
manteniendo para generalizaciones mas débiles de anillo artiniano,
tales como anillo perfecto a un sbélo lado o anillo semiperfecto.
También nos hemos planteado si es posible obtener versiones "a un
sélo lado" del Teorema 2.4.3., en el sentido de sustituir QF-3 por
QF-3 a la izquierda y FTF por FTF a la izquierda. Hemos obtenido
una respuesta negativa en casi todas las tentativas, como veremos
un poco mas adelante mediante una serie de ejemplos.

Antes de mostrar los citados ejemplos, es conveniente
recordar que Osofsky [0] descubri6 que existen anillos R
autoinyectivos y cogeneradores que no son QF. Estos son los
llamados anillos pseudo-Frobenuis. Concretamente, un anillo R se

dira PEF (pseudo-Frobenius) a la izquierda si y sélo si R es un

cogenerador inyectivo de R-Mod. Ademds, todo anillo PF a la
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izquierda es semiperfecto [F1, Proposition 24.32] y QF-3 a la

izquierda [Ta2, Proposition 4.7}

Ejemplo 2.4.4. Existen anillos PF conmutativos que no son FTF.
Como consecuencia, existen anillos semiperfectos y QF-3 que no son
FTF a la izquierda ni a la derecha. El ejemplo que vamos a mostrar
se debe a Levy [Lel. Seguiremos la exposicién de Faith [Fl,
Example 24.35]. Sea R el anillo de todas las series de potencias
formales con coeficientes reales en una variable x indicadas por
la familia W de todos los conjuntos bien ordenados de nimeros
reales no negativos. Es decir, un elemento r de R tiene la forma

)y

principales de la forma Rx", para algin a € W, y los ideales no -

1ewa'xi’ con ai € R. Los ideales finitamente generados de R son
1
finitamente generados de R son de la forma
X = { ux’ | b>a y u una unidad de R}
Todo anillo de la forma R/I con I un ideal no nulo de R es PF.

Tomemos 1 = (X>1)

y vamos a demostrar que R/I no es FTF.
Razonaremos por reducciéon al absurdo. Si R/I fuese FTF, entonces
cualquier producto directo de copias de R/I seria un R/I-médulo
inyectivo y To—libre de torsion 'y, por tanto, plano. Esto
significa que R/I ha de ser coherente. Segin el Teorema de Chase
[Cs] el anulador de cualquier elemento de R/I ha de ser un ideal
finitamente generado. Tomamos x+l € R/I. Vamos a comprobar que
((x%)+I)/1 es exactamente el anulador de x+I. Claramente x%x <

>1

(x

) = I, con lo que ((x>0)+I)/I < armR/I(x+I). Pero (x>0) es el

Gnico ideal maximal de R, por lo que ((x>0)+I)/I es el Uunico ideal
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maximal de R/I. De esta manera, si (x0)+D/1 = annR/I(x+I)
entonces annR/I(x-t-I) = R/I. Pero esto implica que x+I = O, o sea,

x € 1 = (XN

»

lo cual no es cierto. Asi, annR/I(x+I) =
((x”°)+1)/1. Como hemos deducido que R/I es coherente del hecho de
ser R/1 FTF, ((x>0)+I)/I ha de ser finitamente generado, es decir,

ha de ser de la forma J+I/1 para algin ideal finitamente generado

J de R. Asi, ha de existir a € W tal que Rx+(x D) = xX9)+x™)
(x™°). Pero si tomamos O<b< min {a,1} es claro que x> e (x% vy X

& Rxa+(x>l), lo cual es una contradiccién. Esto nos obliga

o))

admitir que R/I no puede ser FTF. o

Ejemplo 2.4.5. Existen anillos semiperfectos FTF que no son QF-3 a
la derecha ni a la izquierda. De nuevo, el ejemplo es conmutativo.
De hecho, cualquier dominio conmutativo local es semiperfecto, ya
que los unicos idempotentes son el O y el 1, que se levantan
obviamente moédulo el ideal maximal. Ademéas sabemos que todo
dominio conmutativo es FTF. Sin embargo, salvo en el caso de los
cuerpos, el unico ideal inyectivo que contiene un dominio es el
ideal O, que no es fiel. Por tanto, los dominios no son anillos

QF-3. o

Ejemplo 2.4.6. Existen anillos semiprimarios y QF-3 a la izquierda
que no son FTF a la izquierda ni a la derecha. Un e jemplo lo

proporciona el siguiente anillo, propuesto por Harada [H]: Sea
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A

il
U0
290
oo

donde D y D’ son anillos de divisiéon, M es un D-D’-bimédulo tal
que dimDM = oo ¥y M* = HomD(M,D). Entonces R es un anillo
semiprimario QF-3 a la izquierda pero no es QF-3 a la derecha (ver
[Hl o [CR3]). Si R fuese FTF a la izquierda o a la derecha,
entonces la Proposicién 2.4.1. aseguraria que R es QF-3 a la

derecha, y entrariamos en contradiccién. o

En contraste con el ejemplo 2.4.6., un anillo artiniano a
la izquierda que sea QF-3 a la izquierda ha de ser necesariamente

FTF, como muestra la siguiente

Teorema 2.4.7. Sea R un anillo artiniano a la izquierda. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) R es QF-3 a la izquierda.

(ii) R es QF-3 a la derecha.

(iii) R es FTF a la izquierda.

(iv) R es FTF a la derecha.

Demostracién: (i) e (ii) Es bien conocido (ver [Ful, Theorem
31.6]) que un anillo artiniano a la izquierda es QF-3 a la
izquierda si y sélo si es QF-3 a la derecha.

(i) = (iii) A (iv) Como (i} es equivalente a (ii), la Proposicién

2.4.2. permite deducir que R es FTF.
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(iii) » (i) Esto es consecuencia de la Proposicién 2.4.2. o

Observacién 2.4.8. Hemos visto que para un anillo artiniano a la
izquierda los conceptos de anillo FTF y anillo QF-3 coinciden. En
el caso noetheriano, esto no ocurre (por ejemplo, témese un
dominio de integridad conmutativo y noetheriano, que es FTF pero
no QF-3). Sin embargo, la situacién vuelve a ser similar a la del
caso artiniano si consideramos algunas generalizaciones de anillo

QF-3 y condiciones de cadena sobre anuladores.

Teorema 2.4.9. Las sigulentes condiciones son equivalentes para un
anillo R:

(i) R es SQF-3 a la izquierda y verifica C.C.D. sobre anuladores a -
la izquierda.

(ii) R es MQF-3 a la izquierda y verifica C.C.D. y C.C.A. sobre
anuladores a la izquierda.

(iii) R es FTF a la izquierda y ro—artiniano.

(i’) R es SQF-3 a la derecha y verifica C.C.D. sobre anuladores a
la derecha.

(ii’) R es MQF-3 a la derecha y verifica C.C.D. y C.C.A. sobre
anuladores a la derecha.

(iii’) R es FTF a la derecha y 'c(’)-artiniano.
Demostracion: Dado que la equivalencia entre (i) y (i’) se tiene

por el Teorema 2.2.19., hemos de justificar tan sélo la

equivalencia entre (i), (ii) y (iii). La equivalencia entre (i) y
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(iii) estd también contenida en el Teorema 2.2.19.

(iii) = (ii) Como R es FTF a la izquierda, E(RR) ha de ser plano,
esto es, R es MQF-3 a la izquierda. Si R es, ademas, ‘ro—artiniano
entonces es asimismo ro—noetheriano, por lo que R tiene C.C.D. y
C.C.A. sobre anuladores a la izquierda.

(ii) = (iii) Supongamos que R es MQF-3 a la izquierda
satisfaciendo C.C.A. sobre anuladores a la izquierda. Por la
Proposicién 2.2.14.,, R es A-noetheriano. El Corolario 2.2.10
asegura ahora que R es FTF a la derecha. Pero R tiene C.C.A. sobre
anuladores a la derecha lo que implica, segin el Teorema 2.2.15.,
que R es r(’)—noether‘iano. La Proposicién 2.2.9. muestra que R es
FTF a la izquierda. Como R es A-noetheriano, concluimos que R es

ro—noetheriano. Segin el Teorema 2.2.19., R es ro—artiniano. o

Corolario 2.4.10. Sea R un anillo verificando la C.C.D. sobre
ideales a la izquierda racionalmente cerrados. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) R es MQF-3 a la izquierda.

(i’) R es MQF-3 a la derecha.

(ii) R es SQF-3 a la izquierda.

(ii’”) R es SQF-3 a la derecha.

(iii) R es FTF.
Observacién 2.4.11. Los anillos caracterizados en el anterior

Teorema no son sino los anillos que poseen un anillo maximal de

cocientes bildtero semiprimario y QF-3 {Mal, Theorem 2]. A partir
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de los resultados expuestos en esta Memoria y de algunos hechos
conocidos sobre teorias de torsién previamente al articulo antes
citado de Masaike, es pbsible dar una prueba de [Mal, Theorem 2],
como refleja el siguiente Teorema junto con el Teorema 2.2.19.
Hemos de observar, no obstante, que la caracterizacién de Masaike
de los anillos cuyo anillo maximal de cocientes a la izquierda
estad contenido en su anillo maximal de cocientes a la derecha (ver

[Ta2, Proposition 4.6] juega un papel relevante en nuestra prueba.

Teorema 2.4.12. R es un anillo FTF a la izquierda 'L'o-artiniano si
y sélo si R posee un anillo maximal de cocientes bilatero

semiprimario y QF-3.

Demostracién: Supongamos que R es FTF a la izquierda y

ro-artiniano. Por el Teorema 2.3.4. Q = QT (R) es FTF a la
0

izquierda y rg—artiniano. Por [N2, Corollaire 2.10], Q es
semiprimario. La Proposicién 2.4.]1. nos asegura ahora que Q es
QF-3. Por otra parte, segin el Teorema 2.2.15., T, = A, por lo que
Q = Q;ax(R). Por dltimo, el Teorema 2.2.19., combinado con la
caracterizacién de Masaike de los anillos cuyo anillo maximal de
cocientes a la izquierda es un anillo maximal de cocientes a la
derecha [Ta2, Proposition 4.6] nos asegura que Q es un anillo
maximal de cocientes bilatero de R.

Supongamos ahora que R tiene un anillo maximal de cocientes

bilatero Q que es semi-primario y QF-3. Por la Proposicién 2.4.2.,

Q es FTIF vy ro—artiniano. En particular, R tiene C.C.D. sobre
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anuladores a la izquierda. Ahora bien, E(QQ) es plano. Como Q es
semiprimario, E(QQ) proyectivo. Esto, junto con [Ta2, Proposition
4.6], nos asegura que R es SQF-3 a la izquierda. Asi, por el

Teorema 2.4.9., R es FTF a la izquierda y ro—artiniano. ]

Cheatham e Enochs [CE] probaron que un anillo conmutativo
noetheriano tiene un anillo maximal de cocientes QF si y s6lo si R
es MQF-3. Como consecuencia de los Teoremas 2.4.12. ¥y 2.4.9.,

me joramos tal resultado.

Teorema 2.4.13. Sea R un anillo conmutativo. Q x(R) es QF si y
ma

sélo si R es MQF-3 y tiene C.C.A. sobre anuladores.

Demostracion: Si Qmax(R) es QF, el Teorema 2.4.12. asegura que R
es FIF y 'co—artiniano. En particular, R es MQF-3 y tiene C.C.A.
sobre anuladores.

Reciprocamente, si R es MQF-3 y tiene C.C.A. sobre
anuladores, entonces R es FTF y ro—artiniano (Teorema 2.4.9.). Por
el Teorema 2.4.12., Qmax(R) es semiprimario y QF-3. Pero es facil
comprobar que un anillo conmutativo QF-3 es necesariamente PF. Y

un anillo PF y semiprimario es QF. o

Observaciones 2.4.14. (1) A partir del Teorema 2.4.9., es claro
que en el Teorema 2.4.13. podemos sustituir MQF-3 por SQF-3.
(2) Recordemos [Ta2] que un anillo R se dice que es QF-3’ a la

izquierda si E(RR) es torsionless. Evidentemente, todo anillo
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SQF-3 a la izquierda es QF-3’ a la izquierda. J.L. Gémez Pardo y
N. Rodriguez Gonzalez demostraron [GR, Corollary 8] que un anillo
R es QF-3' a la izquierda con C.C.D. sobre anuladores a la
izquierda si y sélo si E(RR) es m-proyectivo. Es facil deducir que
estos son precisamente aquellos anillos para los cuales la clase
de los submédulos de R-moédulos a la izquierda proyectivos forman
una clase libre de torsi6on. Desde esta perspectiva, la
equivalencia (i) e (iii) del Teorema 2.4.9. puede considerarse
como una extensién de [GR, Corollary 8], donde se sustituye QF-3’

por SQF-3.

2.5. UN TEOREMA SOBRE LOCALIZACION CLASICA.

Los resultados obtenidos a lo largo de este capitulo
permiten establecer una caracterizacién de los anillos SQF-3 a la

izquierda que son érdenes a la izquierda en anillos QF.

Teorema 2.5.1. Sea R un anillo SQF-3 a la izquierda. Entonces R
tiene un anillo cldsico de cocientes a la izquierda
quasi-Frobenius si y sélo si las siguientes condiciones son
satisfechas:

(1) R verifica la C.C.D. sobre anuladores a la izquierda.

(2) Si I es un ideal a la izquierda de R finitamente generado tal

que n(I) = 0, entonces I contiene un elemento regular.
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Demostracién: Supongamos que R tiene un anillo clasico de
cocientes a la izquierda Q que es quasi-Frobenius. La inclusién de
ani'llos R——>Q es un epimorfismo de anillos con Q plano como
R-médulo a la derecha. Como R es SQF-3, obtenemos por [Ta2,
Proposicién 4.6] que el anillo maximal de cocientes a la izquierda
de R estd contenido en el anillo maximal de cocientes a la derecha
Q’ de R. Dado que Q es autoinyectivo a la izquierda, ha de ser
necesariamente el anillo maximal de cocientes a la izquierda de R
y, por tanto, Q € Q’. Pero Q es asimismo autoinyectivo a la
derecha, por lo que Q = Q’. Por el Teorema 2.3.10., R es un anillo
FTF a la izquierda 'co—artiniano con T, perfecta. De esta manera,
es claro que R tiene C.C.D. sobre anuladores a la izquierda, con
lo que hemos probado la condicién (1). Para demostrar la condicion .
(2), consideremos un ideal a la izquierda I de R finitamente
generado y verificando n(I) = 0. La Proposicién 2.1.5.(2) asegura
que I es 'r:o—denso en R. Dado que T, € perfecta, tenemos que QI =
I. Asi, 1 = 21:1r;1y1 para r elementos regulares de R, y, € I. Es
claro que, si ponemos r, = s, entonces ro= x1+q;x2+...+q:lxn,
para ciertos elementos q;,...,q:‘ € Q. Como Q es el anillo clasico
de fracciones a la izquierda de R, existe un elemento regular T,

en R tal que q; = (rz)_lt , para algin tzen R. De esta manera,

S ON N

2
rr = rx+tx +q x +...+q
1 272 33

. 2 2
X , para ciertos elementos q_,...,q €
21 2 3 n

n

Q. Podemos repetir este argumento hasta obtener elementos

regulares r ,...,r en R y t,..,t en R tales que r = r ...r =
n 1 n 2 n 1

r..rx+r ..rtx+.+ x. As{, r es un elemento regular de R
n 21 n 32 2 nn

contenido en 1.
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Reciprocamente, supongamos que R satisface la C.C.D. sobre
anuladores a la derecha y que todo ideal a la izquierda I de R
finitamente generado tal que ~(I) = O contiene un elemento
regular. Como R es SQF-3, el Teorema 2.2.19. asegura que R es FTF

a la izquierda ¥y To—artiniano. Sea Q = Qr (R). Por ser R
0

To—artiniano, Q es el anillo maximal de cocientes a la izquierda
de R, ya que T, = A. Con la finalidad de probar que T, €s
perfecta, consideremos I un ideal a la izquierda 'L'o—denso en R.
Por la Proposicién 2.1.5.(2), fL(IO) = 0 para algin ideal a la
izquierda I0 finitamente generado y contenido en I. De esta manera
I0 (y, por tanto, I) contiene un elemento regular r. Dado que r es
regular, Qr = Q, de donde Qr es ro—inyectivo y 'ro-libr'e de
torsién. Pero n(Rr) = 0, lo que implica, segin la Proposicién
2.1.5.(2), que Rr es To—denso en R. Pero entonces Qr es Io-denso
en Q. Dado que Q/Qr ha de ser ‘ro—libre de torsién, ya que Q y Qr
son ro-inyectivos y ro—libres de torsién, se sigue que Qr = Q.
Pero esto da que QI = Q. Usando [AM, Theorem 1.10] obtenemos que
T, €S perfecta. De la Teorema 2.3.10. obtenemos que Q es un anillo
maximal de cocientes bildtero de R y Q es QF.

Vamos a mostrar que Q es un anillo cladsico de cocientes a
la izquierda de R. Para cada q € Q existe un ideal a la izquierda
I denso en R tal que Ig € R. Dado que n(l) = 0, R contiene un
elemento regular r. Asi, rq € R para r € R regular. Para terminar
la prueba, sélo tenemos que comprobar que cada elemento regular de
R es invertible en Q. Si r es regular entonces n(Rr) = 0 y U(rR) =

0. Como R es FTF a la izquierda y ro—artiniano, tenemos por el
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Teorema 2.2.19. que R es FTF y tanto to—noetheriano como
r(’)—noether‘iano. El Corolario 2.2.17. muestra que Rr y rR son
densos. De esta manera, Qr = Q y rQ = Q, ya que A y A’ son

perfectas. Esto completa la prueba. o

Corolario 2.5.2. Supongamos que R es un anillo QF-3. Las
siguientes conciciones son equivalentes

(i) R es quasi-Frobenius.

(ii) R tiene un anillo cldsico de cocientes a la izquierda
quasi-Frobenius.

(iii) R tiene la C.C.D. sobre anuladores a la derecha y cualquier
ideal finitamente generado I con anulador a la derecha cero

contiene un elemento regular.

Demostracién: (ii) ¢ (iii) Se sigue del Teorema 2.5.1.

(i) = (ii) Claro.

(ii) A (iii) = (i) Como R es QF-3 a la izquierda, es SQF-3 a la
izquierda y la prueba del Teorema 2.5.1. permite afirmar que Q es
un anillo maximal de cocientes bilatero de R, que R es FTF, y que
tanto T, como 'c(’) son perfectas. Como R es QF-3 a la derecha,
existe un ideal a la derecha inyectivo y fiel I. De esta manera,
n(RI) = 0, por lo que RI es un ideal a la izquierda 'ro—denso
(Corolario 2.2.17.). Como en la prueba del Teorema 2.5.1., RI
contiene un elemento regular r. De esta manera, Rl es asimismo un
ideal a la derecha ro—denso. De esta forma, como 1.'(’) es perfecta,

obtenemos que RIQ = Q. Dado que IR es inyectivo, IQ = I, por lo
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que RI = Q. Esto implica que R = Q. o

Observacién 2.5.3. Desde luego, todo anillo QF-3 a la izquierda es
SQF-3 a la izquierda. El Corolario 2.5.2. muestra que si R es
también QF-3 a la derecha, entonces R no puede tener una
localizacién clasica propia QF. De otra parte, si R es QF-3 a la
izquierda y no-singular a la izquierda, la existencia de un anillo
clasico de cocientes a la izquierda QF fuerza que R es QF-3
derecha (para ello, combinar el Teorema 2.5.1. con [Ba, Theorem
2.8]) y, por tanto, R es QF. No hemos sido capaces de encontrar un
ejemplo de un anillo QF-3 a la izquierda con un anillo cldsico de

cocientes propio y QF.

Los anillos FPF a la izquierda fueron definidos [FP] como
los anillos para los cuales todo moédulo a la izquierda fiel y
finitemente generado es un generador. Son conocidos algunos
resultados sobre localizacién clasica para estos anillos. Por
ejemplo, un anillo Goldie a la izquierda y FPF a la izquierda con
C.C.A. sobre anuladores a la derecha tiene un anillo clésico de
fracciones a la izquierda QF [Ft, Corollary 4.7]l. El Corolario
2.5.4. mejora ligeramente este resultado. De hecho, sustituimos la
condiciéon de ser R Goldie a la izquierda por la hipétesis de ser R

un anillo con dimensién de Goldie a la izquierda finita.

Corolario 2.5.4. Sea R un anillo FPF a la izquierda. Las

siguientes condiciones son equivalentes:
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(i) R tiene un anillo cldsico de fracciones a la izquierda QF.
(ii) R satisface la C.C.A. sobre anuladores a la derecha y tiene

dimension de Goldie a la izquierda finita.

Demostracién: Si R tiene un anillo cldsico de fracciones a la
izquierda QF, es claro que R satisface (i) y (ii).

Reciprocamente, supongamos R es FPF a la izquierda y
verifica las condiciones (i) y (ii). Por [Ft, Corollary 2.9], todo
submédulo finitamente generado de E(RR) es ‘torsionless. Esto
significa que R es SQF-3 a la izquierda satisfaciendo C.C.D. sobre
anuladores a la izquierda. Por el Teorena 2.4.9., R es FTF a la
izquierda y es 'co-—ar‘tiniano. En particular, R es Goldie a la
izquierda y podemos aplicar [Ft, Corollary 4.7] para obtener que R

tiene un anillo clasico de fracciones a la izquierda QF. o
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CAPITULO iHl
SOBRE UN TEOREMA DE DADE. APLICACIONES

3.1. ANILLOS T-FUERTEMENTE GRADUADOS

Consideremos R = ®g€GRg un anillo graduado por un grupo G
cuyo elemento neutro denotamos por e. Dado X un R-moédulo a
izquierda graduado por G, observemos que Xe es un Re—bisubrnc’)dulo
de X. En realidad, las anteriores consideraciones pueden resumirse
diciendo que tenemos un funtor covariante

(—)e:R—gr——> Re—Mod (1)
que sobre morfismos graduados actua por restriccién del morfismo a
la componente de grado e. Es evidente que (—)e es exacto. El
funtor (—)e tiene un adjunto a la izquierda que llamaremos funtor
induccién

Ind:Re—Mod——> R-gr (2)
y que construimos a continuacién siguiendo [NVOl]. Para cada

R -médulo izquierda A podemos dotar de una G-graduacién al
€

R-moédulo izquierda R@R A poniendo (R@R A) = R@R A para cada
(] [+] & & ]
elemento g de G. Dado que R = ®g€GRg como Re—bisubmédulo se
obtiene inmediatamente que Re A = o (R® A), lo que da Ila
R BEG g R_

estructura graduada a R@R A. Dado un morfismo de Re—m(’)dulos a la

e

izquierda f:A—— B definimos Ind(f):Ind(A)— Ind(B) como sigue:
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Ind(A) es el R-médulo a la izquierda Re A con la graduacién antes
e

descrita e Ind(f) es el morfismo candénico de R-médulos a la

izquierda R@R f :R@R A—— R@R B, que resulta ser de grado e. De
e e L]

esta manera obtenemos una adjuncién:

R -Mod
€
Indl ]\(—) (3)
e
R-gr
cuya unidad es el isomorfismo A—— Ind(A)e para cada A € Re—Mod y
cuya counidad viene dada por el morfismo candnico Ind(Xe)—-—> X
que hace corresponder a rex+——> rx parar € Ry x € Xe.
Consideremos ahora una teoria de torsién hereditaria T =
(7,9) sobre R -Mod. Entonces J§ es una subcategoria localizante de
€

R -Mod. Utilizaremos la notacién T :R -Mod—— R ~Mod/J para
e e e

T
designar la categoria cociente de Re—Mod construida a partir de J .
y el funtor exacto candénicamente asociado a esta construccién.
Este funtor tiene un adjunto a la izquierda que denotaremos por
Sg' Es posible definir facilmente una subcategoria localizante
J-gr de R-gr a partir de J. De hecho, basta con considerar la
subcategoria plena de R-gr cuyos objetos se describen como
J-gr = {X € R-gr| Xe € 7} (4)
Por supuesto, J-gr determina una teoria de torsién T =

(T-gr, F-gr) sobre la categoria de Grothendieck R-gr.

En el siguiente diagrama de funtores
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) ' Indg
R-gr/J-gr = R -Mod/J
-1 ¢

e

la notacién graduada ha de entenderse por analogia con la
introducida anteriormente para J. Tenemos definidos dos nuevos
funtores Indg = Tﬂ,_grolndosg y [—]e = o( ) °Sfr o El

siguiente resultado asegura que estos funtores no solo estdn en

adjuncién, sino que constituyen una equivalencia de categorias.

Proposicién 3.1.1. Los funtores [-]:R-gr/J-gr—— R -Mod/TJ e
€ e

Ind?T:Re—-Mod/fT———» R-gr/J-gr establecen una equivalencia entre las

categorias cocientes R-gr/J-gr y Re—Mod/?T.

Demostracién: Si partimos de un objeto A de R -Mod/J, tenemos una
e
sucesion exacta en R-gr

0—— X—— Ind(S_ A)—— S T Ind(S;;A)— Y—— O
J T-gr T-gr J

con X e Y t%-torsién. Aplicando el funtor exacto (-) obtenemos
e
la sucesién exacta en R -Mod
e

0—— X —> Ind(SqA) — (Sy_ Ty Ind(SgA) — Y — O

con X e Y Tt-torsién. Por tanto, al aplicar TET a la anterior
€ €

sucesién queda un isomorfismo canénico en Re—Mod/ff entre sus dos
puntos medios. Teniendo en cuenta esto, obtenemos los isomorfismos
naturales
= = T Ind(S 2 T, (S
A= TETSEI'A ( A) f7(

De esta manera queda construido un isomorfismo natural entre los

gy Tg_ Id(SgA) | = [Indg (W],
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-] e i bjeto X de
funtores IdR ModsT y [ ]e Indg. Consideremos ahora un obje
[

R-gr/J-gr. Afirmamos que el Re—rnédulo a la izquierda (SST-ng)e es
T-cerrado. Para probar la veracidad de tal afirmacién,

observaremos primero que (Sff rX) es tT-libre de torsién. En
—ar e

efecto, si T = r(SST X), entonces RT es un submoédulo graduado
~gr e
v® -torsién de S X. Como S X es t*'-libre de torsién, RT = O
T —¢r T -gr
y esto implica que T = 0. Asi, (SST X} es Tt-libre de torsion.
-gr e

Seguidamente comprobaremos que (S, X) es T-inyectivo, lo que
€

T -gr
concluird la prueba de nuestra afirmacién. Para ello consideremos
un monomorfismo en Re—Mod, A-—— B cuyo conucleo C sea t-torsion y
una aplicacién Re—lineal f:A—-> (Si’T-ng)e' Razonaremos de manera
andloga a como se hizo en [NR, Proposition 2.1]. Es claro que el
monomorfisme A—— B induce un R-homomorfismo graduado con ntcleo

y condcleo t*'-torsién, Ind(A)—— Ind(B). Por otra parte, dado .

que Ind(A) = R@RA y que S

€

X es un R-mdédulo izquierda, el
T ~-gr

Re—homomorf ismo f:A—— (Sﬁ_ng)e se extiende a un R-homomorfismo

?:R@R A—— Sg_ng definido por f(rea) = rf(a). Es muy facil

€

comprobar que f es un morfismo de grado e y, por tanto, podemos
considerar f':Ind(SSTA)————a S?T—ng como un morfismo en la categoria
R-gr. Dado que Sg_ng es ¥ -cerrado y que Ind(A)—— Ind(B) tiene
ndcleo y conucleo rgr—torsién, obtenemos un R-homomorfismo de
grado e g:Ind(B)—— Sff_ng haciendo conmutar el diagrama

Ind(A)—— Ind(B)

l f g

S?T-grx
Aplicando ahora el funtor (—)e no hay problema en comprobar que g
(-]

extiende a f.
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Una vez probado que (Sﬂ-ng)e es T-cerrado podemos definir
un isomorfismo natural entre los funtores Id e Indge[-]
R—gr/f’T—gr i e

como sigue:
Indg([X]e) = TE’T—gr(R@)ReSS’TTfT(Sﬁ—ng)e) =

TogroT g

T?T—gr(R®Re(S?T—ng)e) =T
donde el penidltimo isomorfismo ocurre porque el R-homomorfismo

canénico R@R (s

e

?T—ng)e —> S?T-ng tiene nicleo y condcleo

r .z
'rg -torsidén. O

Obsevaciéon 3.1.2. Cuando tomamos en Re—Mod la subcategoria
localizante J = {0} correspondiente a la teoria de torsién
trivial, podemos inducir en R-gr la subcategoria localizante
Z = {X € R-gr| X = 0}
La proposicién 3.1.1. significa entonces que la categor‘l'a‘
Re—Mod puede ser reconocida como una categoria cociente de R-gr,
como resefia el siguiente corolario, que fue demostrado por primera

vez por C. Nastasescu [NI, Theorem 3.1.].

Corolario 3.1.3. Para un anillo graduado cualquiera R por un grupo
G, los funtores [-] :R-gr/Z—— R -Mod e Indz:R -Mod—— R-gr/Z
[ e [

establecen una equivalencia de categorias. o

Como consecuencia del anterior Corolario, R es fuertemente
graduado si y s6lo si Z = {0}. Esto es tanto como decir que la
subcategoria localizante Z de R-gr define una teoria de torsion
rigida en R-gr.

Nuestro  siguiente objetivo es caracterizar aquellas
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teorias de torsién T sobre Re—Mod para las cuales ¥ es rigida.
Esto nos llevard al final de la secciébn a proponer un concepto
relativo de anillo fuertemente graduado que funciona, en muchos
aspectos y especialmente en el categérico, de manera andloga al
concepto de anillo fuertemente graduado introducido por E. C. Dade
en [Dl]. Este concepto de anillo fuertemente graduado relativo fue
introducido por M.J. Asensio, B. Torrecillas y el autor en [AGTI1]
y [AGT2] para relacionar las dimensiones plana y de Krull
relativas graduadas y no graduadas. Asimismo, aparece en la Tesis
Doctoral de M.J. Asensio [Al. Posteriormente, hemos profundizado
en tal concepto y hemos mejorado nuestro conocimiento de los

anillos T-fuertemente graduados.

Observemos primeramente que siempre es posible construir a
partir de la teoria de torsién hereditaria T sobre Re—Mod una
teoria de torsién rigida i sobre R-gr de manera natural. Para
ello hacemos la siguiente construccién funtorial. Todo R-médulo
graduado se descompone, cuando es considerado como Re—médulo a la
izquierda, como suma directa de Re—submédulos X = ®g€GXg y
cualquier morfismo en R-gr, f:X—> Y, es, tras olvidar la
estructura R-lineal, un morfismo de Re—médulos a la izquierda

f:X— Y tal que lleva la g-ésima componente X of X en la g-ésima
g

componente Y de Y. Esta construccién define un funtor exacto
g

(_):R-gr— Re-Mod.
que permite inducir la teoria de torsién rigida "8 considerando
la subcategoria plena J-rig de R-gr cuyos objetos vienen descritos

como sigue
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J-rig = {X € R-gr| X es t-torsién} = {X € R-gr| X € 7}

La exactitud de (_) permite asegurar que J-rig es una subcategoria

localizante de R-gr y, por tanto, define una teoria de torsién

e = (F-rig, F-rig) sobre R-gr. Es evidente que J-rig £ JT-gr vy,

ri r i
por tanto, T ¢ = ¥, De hecho, % es la mayor de entre todas

. sz ;e . o~ r
las teorias de torsiéon rigidas mds pequefias que ¥,  Para

comprobar esto, supongamos que K = %" es una teoria de torsién
rigida. Hemos de probar que todo R-médulo graduado k-torsién es
T _torsién. Si X e R-gr es k-torsién, entonces X(g) es k-torsién
para todo g € G. Como Kk = ¥, X(g) es ¥ -torsién para todo g €
G. De esta manera, Xg = X(g)e es T-torsiéon para todo g € G. Pero
esto implica que X = ®gEGXg es T-torsién. Asi, X es 7 8-torsién.

Como antes, la adjuncién (3) permite definir funtores

entre las categorias cocientes construidas a partir de J y de .

J-rig segun el siguiente diagrama funtorial

Ind

R_gr\ N Re_MOd
(-)
e

Tﬂ'—rlg Sff—f‘lg Tg’ SET
rIndg

R-gr/J-rig R -Mod/J

r{-] °
<]
donde rlndy = Ty  elndeSy y rl-] = Tge(-) oSy . En

vista del satisfactorio resultado obtenido en la Proposicién

3.1.1., una cuestién natural es preguntarse si los funtores

r‘Indg
R-gr/J-rig . R -Mod/J
e

1"[—]e

establecen una equivalencia de categorias. El siguiente resultado

responde a esta pregunta.
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Teorema 3.1.4. Sea R = ® EGR un anillo graduado por un grupo G y
g€G g

sea T = (9,%) una teoria de torsion sobre Re—Mod. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(i) Los funtores

r'Ind:,T
R-gr/J-rig R Re—Mod/ T

r[—]e

establecen una equivalencia de categorias.

.s rig gr er P s < P
(it) < = 1T, esto es, T es una teoria de torsion rigida
sobre R-gr.

(iii) Las dos siguientes condiciones son satisfechas:

(a) RhR es T-denso en Rh para todo g,h € G.
g g

(b) Para cada R -mddulo izquierda de t-torsidn A, R®R A es
(-3

e

T-torsion.

Demostracién: (i)s(ii) Sea X un R-médulo izquierda graduado

gr . s rig .z s s eg

T -torsién. Hemos de probar que X es T “-torsién. Por definicién
gr

de T~ , tenemos que X es <t-torsién. Consideremos la sucesién
€

exacta en R-gr

¢} > K y X > S T X—> C—— 0,
f’f—rlg ff—rlg
donde K y C son r”g—torsic’m. Si aplicamos el funtor exacto (-)
e

obtenemos una sucesién exacta en R -Mod
€

’

O— K—> X— (S, T X)—> C—— 0
e e f'T—mg ff—rlg e e
con K y Ce Re—médulos T-torsién. Sabemos que
e

Tﬂ'Xe = T?T(Sﬂ'—rlng'T—rigX)e

X] = o.

pero, dado que X es <t-torsién, resulta que r[T
e f’T—rig e

Siendo r[—]e una equivalencia de categorias, deducimos que TST X
-rig
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= 0 y esto no ocurre a no ser que X sea 7 %-torsion.

(ii)»(i) Apliquese la Proposicién 3.1.1.

(ii)»(iii) Comprobemos primeramente la condicién (b). Dado un
Re-médulo a la izquierda <T-torsién A, es claro que R@R A es

e

r . . e ri .y .
¥ -torsién. Esto significa que R®RA es T ‘t-torsién, es decir,

(]

que R®R A es T-torsién como R -médulo a izquierda.
e
e

Para comprobar la condicién (a), consideremos el morfismo

de R-médulos graduados

Re R R(h) > C > 0,
R h

e

cuyo conucleo denotamos por C. Obtenemos la sucesién exacta en

R ~-Mod
€
(Re R s R(h) C > 0, (3)
R he e e
€
Dado que (Re¢ R) = R = R(h), obtenemos que C = 0. Esto
R he h e e
€
significa que C es ¥ -torsién. Pero ¥ = rrig, con lo que C es

"% -torsién. Esto permite deducir facilmente la condiciéon (a).

(iii)=(ii) Supongamos que X es un R-moédulo a la izquierda graduado
«® -torsién. Entonces Xe es T-torsiéon y las condiciones (a) y (b)
permiten asegurar que el morfismo candnico en Re—mod,

$:R ®R X —— X satisface que Im¢ y coKer¢ son Re—médulos a la
g e g

e

izquierda T-torsién para cualquier g € G. De aqui, obtenemos que
X es tT-torsiéon para todo g en G, lo que significa que X es
g

T-torsién. o

En este momento es oportuno hacer algunos comentarios a
proposito de las condiciones (a) y (b) establecidas en la parte

(iii) del Teorema 3.1.4., asi como de la naturaleza de la teoria
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r ri . . .
de torsidén rigida ® = ¥ = "% inducida por una teoria de

torsién T satisfaciendo las condiciones equivalentes del Teorema.
Una condicién muy similar a nuestra condicién (a), y que, de
hecho, la implica, fue introducida por F. Van Oystaeyen en {voll.
Siguiendo su nomenclatura, a lo largo de este trabajo diremos que

el anillo R es t-divisorialmente graduado cuando se verifique la

citada condicién, es decir, Rth es T-denso en Rgh para
cualesquiera g, h € G. De otra parte, la condicién (b} también ha
sido objeto de estudio. Concretamente, para un anillo fuertemente
graduado R, las teorfas de torsién rigidas sobre R-gr se
corresponden biunivocamente con las teorias de ‘torsién sobre
Re-Mod verificando (b) [NVO1]. Siguiendo [NVOl] diremos que una

teoria de torsién T sobre R -Mod es G-estable cuando para cada
e

R -médulo a izquierda A <t-torsién, el R -moédulo R@R A es
e e .
(]

T-torsién. Si el anillo R verifica las condiciones equivalentes

del Teorema 3.1.4. para una teoria de torsiébn T sobre R -Mod
e

diremos que R es t-fuertemente graduado. De esta manera, un anillo

T-fuertemente graduado no es sino un anillo T-divisorialmente

graduado para una teoria de torsién G-estable Tt sobre R -Mod. Por
€

simplicidad, como hemos sugerido mas arriba, denotaremos por © =

(ﬂ'g,S‘g) a la teoria de torsién rigida = = rrlg en el caso de un
anillo t-fuertemente graduado R.

Considerando la inclusién Re—-——> R como un morfismo de
anillos, es posible inducir canénicamente una teoria de torsién
hereditaria T sobre R-Mod a partir de cualquier teoria de torsién

T sobre Re—Mod. Concretamente, como en construcciones anteriores,

se usa un funtor exacto para definir T a partir de ©. En este caso
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el funtor es el restriccion de escalares
U:R—Mod———)Re—Mod.

Asi, T = (ﬁ, %) viene determinada por la subcategoria localizante
‘de R-Mod

§ = { X € R-Mod | UX es t-torsién} = { X € R-Mod | UX € T}

Por ultimo, tenemos otro funtor olvido relevante
V:R-gr———R-Mod

que asocia a cada R-moédulo a la izquierda graduado X el R-médulo
subyacente VX tras olvidar la graduacién. Es claro que UoV = ().

Si consideramos ahora una teoria de torsién hereditaria o
= (#,8) sobre R-Mod, el funtor exacto V permite definir una teoria
de torsién hereditaria gr(c) = (gr(¥), gr(§)) sobre R-gr sin mas
que definir

gr(#) = { X € R-gr | VX es o-torsién } = { X € R-gr | VX e ¥}
que, evidentemente, es rigida. Por tanto, estd determinada por un
filtro graduado £(gr(¢)). Pero, de otra parte, ¢ estd determinada
por un filtro £(¢). A partir de la definicién de gr(c) es sencillo
deducir que £(gr(¢)) € £(¢). En cierto sentido, la relacién mas
estrecha  posible entre estos filtros seria  que £(gr(c))
fuese un conjunto cofinal de £(¢), ya que, en tal caso, £(gr(c))
(y, a la postre, gr(c)) determinaria #(c) de una manera sencilla.
Las teorias de torsiéon hereditarias o sobre R-Mod con esta
propiedad han sido estudiadas con anterioridad. La definicién

original es la siguiente.

Definicién. Una teoria de torsién hereditaria ¢ sobre R-Mod se

dice que es graduada cuando #(o) contiene un conjunto cofinal de
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ideales homogéneos.

Lema 3.1.5. o es graduada si y sélo si #(gr(c)) es un conjunto

cofinal de £(c).

Demostracion: Si ¢ es graduada, consideremos £ un conjunto cofinal
de ideales a la izquierda homogéneos de £(c). Para I € ¥, se
tinene que R/I es o-torsién, ya que £ < ¥£(¢). Pero R/I es un
R-médulo a la izquierda graduado canénicamente lo que implica que
R/l es gr(o)-torsién. De aqui, 1 € &£(gr(c)), por definicién de
este ultimo filtro. Hemos obtenido por tanto que £ < #£(gr(c)).
Pero en vista de esta inclusién, si £ es un subconjunto cofinal de
£(c), también ha de serlo £(gr(c)).

El reciproco es evidente. o

Recordemos ahora la estrecha relacién existente entre
teorias de torsion rigidas sobre R-gr y teorias de torsidn
graduadas sobre R-Mod. Segin [NVOl, Lemma I1.9.5 and Theorem
I1.9.6], la correspondencia o——gr(c) establece una biyeccién
entre teorias de torsién graduadas sobre R-Mod y teorias de
torsioén rigidas sobre R-gr. Como consecuencia de esta biyeccién y
de [NR, Proposition 1.1], deducimos la siguiente caracterizacién
de las teorias de torsién graduadas, que de seguro es conocida,

aunque no haya aparecido enunciada definidamente, al menos hasta

donde el autor conoce.

Proposicién 3.1.6. Las siguientes condiciones son equivalentes
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para una teoria de torsién hereditaria o sobre R-Mod

(i) o es graduada

(ii) J(o) es la menor subcategoria localizante de R-Mod que
contiene a T(gr(c))

(iii) $(c) es el menor filtro que contiene a £(gr(c)).

Demostracién: (i) = (iii) Es facil argumentar que £(¢) es el menor
filtro que contiene a un subconjunto cofinal suyo cualquiera. Por
el Lema 3.1.5., £(gr(c)) es un conjunto cofinal de £(c). Para
obtener (iii) no resta sino completar el silogismo.

(iii) = (ii) Sea ¥ una subcategoria localizante de R-Mod que
contenga a J(gr(c)) y sea p la teoria de torsién asociada a ¥.
En particular, £(gr(c)) € £(u). Pero entonces £(c) & £(u), lo que
implica que J(¢) € T(u) = ¥.

(ii) = (i) Segin I[NR, Proposition 1.1], la teoria de torsion
graduada correspondiente a la teorfa de torsién rigida gr{o)
satisface que su clase torsiébn es la menor subcategoria
localizante de R-Mod que contiene a J(gr(c)). Como una teoria de
torsién estd determinada por su clase torsién, hemos de admitir

que ¢ es graduada. o

Proposicién 3.1.7. Sea T una teoria de torsion sobre Re-Mod. Las
siguientes afirmaciones son ciertas:

(D gr(z) = "%

(2) Si T es G-estable, entonces T es graduada.

(3) Si R es t-fuertemente graduado entonces

£T) ={I = R| R n1Ie L)
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Demostracién: (1) Dado X € R-gr, X es gr(t)-torsién si y soélo si
VX es t-torsién si y sélo si UVX es T-torsién. Pero UVX = X, lo
que asegura que X es gr(T)-torsién si y soélo si X es <" _torsién.
Por tanto, gr('l_:) = "8,

(2) Vamos a demostrar seguidamente que J(t) es la menor
subcategoria localizante de R-Mod que contiene a J(gr(t)). En
efecto, si consideramos ¥ una subcategoria localizante de R-Mod
tal que J(gr(t)) € ¥, vy X es un R-médulo a la izquierda T-torsién,

afirmamos que X € ¥. Para comprobar tal afirmacién observemos que

R X es T-torsién lo que, junto con el hecho de ser T G-estable,

e

implica que R@RX es T-torsién. De esta forma, Ind(R X) es

(=] e

gr(%)—torsién. Esto implica que R@R X € ¥. Ahora bien, tenemos un

e

epimorfismo de R-médulos a la izquierda

R®R X—X
e

definido canénicamente aplicando cada rex sobre rx, parar € R y x
€ M. Como ¥ es estable bajo imdgenes epimérficas, deducimos de
aqui que X € ¥.

(3) Supongamos que R es t-fuertemente graduado. Entonces T es
graduada por (2). Por el Lema 3.1.5.,

Llgr(T)) = {1

1A

R I = @gEGIgl R/1 es gr(t)-torsién}

es un conjunto cofinal para #(t). Pero gr(%) = r”g = &

, lo que
implica que
Plgr(T) = 2™ ={I= R, I=0o 1| le &) )
R g€G g e

De esta manera, un ideal a la izquierda I de R esti en el filtro

£(t) si y soélo si contiene un ideal homogéneo J tal que J e £(1).
€
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Pero .Ie € In Re, lo que nos asegura que I n R € £(t). De esta
manera,

gr) €{l= R| R nle £
Para comprobar la inclusién contraria, témese un ideal a
izquierda I de R tal que Re n I € £(t). Entonces R(Re nIl <l
Como R(Re n I) es homogéneo y su parte de grado e es Re n 1,
deducimos que R(Re nl e 2(z"'). Esto nos permite concluir que I

e £(1), ya que 2(t"®) es una base de filtro para £(t). o

Nos disponemos ahora a estudiar el comportamiento de la
coinduccién de médulos graduados a partir de R -médulos con
€
respecto de categorias cocientes. Recordemos [N1] que el funtor
(-} :R -Mod—— R-gr
[-] 1]
tiene un adjunto a la derecha llamado funtor coinduccién. Para
esta adjuncién seguiremos la notacién recogida en el siguiente
diagrama
R-gr
(-) l ]\Colnd (4)
e
R -Mod
e
Recordaremos brevemente la definicién de Coind. Para un R -moédulo
e
a la izquierda M podemos construir a partir de la estructura de

R -R-bimddulo de R el R-médulo a la izquierda HomR (R,M). Para
(-]
€
cada g € G sea
Hom (R,M) = {f € Hom, (R,M) | f(R ) = O para todo heG, h=g
g
(-] e

y definamos

Coind(M) = ¥ HomR (R,M)

gEG e g
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Es claro que Coind(M) es naturalmente isomorfo como Re—médulo a
e

la izquierda a HomR (R ,M) y este ultimo Re-—médulo a la izquierda
e

(5]

es naturalmente isomorfo a M. De esta manera tenemos un
isomorfismo natural
Coind(M)e = M
que proporciona la counidad de la adjuncién (4).
La unidad de la adjuncién (4) viene dada del siguiente
modo. Si X es un R-mddulo a la izquierda graduado, se tiene un
homomorfismo de R-médulos a la izquierda

u: X——Coind(X )
e

dado porque a x =}y x € Xy ar = Yr € R se le hace
g g
gEG 2€6
corresponder
ux)(r) = ¥r-1x e€X.
gE€G & €

Volviendo a nuestra teoria de torsidén hereditaria T =

(7,¥%) sobre Re—Mod, tenemos el siguiente diagrama de funtores

) Coind
R-gr = Re~Mod
(-)

(]

Tg v Sq_er Tg Sq

; Co indg
R-gr/J-gr Re-—Mod/i'T
[-1] !

]

donde Comdg = T?T-gro Coind o Si’T'

Proposicién 3.1.8. Los funtores [-] :R-gr/J-gr——>R -Mod y
[ €

Coindg:Re—Mod/ff—aR—gr/fT-gr definen una equivalencia de

categorias entre las categorias cocientes R-gr/J-gr y R -Mod/J.
1]

Demostracion: Sea A un objeto de R -Mod/J. Por definicién,
€
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[Coindg(A)]_ = Tz (S Coind(SzA)) _

T
g—gr f']—gr
Tenemos el morfismo canénico en R-gr con nlcleo y conucleo

r Y3
¥ -torsion

0————K—Coind( S?TA)————)S Coind(SETA)———>C———>O

T-gr | T-gr

que da, al aplicarle el funtor exacto (—)e, la sucesién exacta en

R -Mcd

e

0—K ——Coind(S,A) ——S T Coind(S,A) ——C —0
e T e 7-gr g—gr T e e

con K y C =t-torsién. Observemos ademas que existe un isomorfismo
€ €

candnico

R

S;A

Comd(SfTA)e g

De este modo obtenemos una sucesién exacta en R -Mod
€

( )
0“‘———'_)Ke \SgAl ,Sg-—-ngsf—gr

Al aplicarle a esta sucesién el funtor Tg" obtenemos el

Coind(S..A) C 50
T e e

isomorfismo natural

TySghA & Tg(Sq_ Tq_

Dado que A = TgSgA naturalmente, concluimos la existencia de un

Coind(Sz)) = [Coindg(A)]

isomorfismo natural
A= [Comd?T(A)]e
para cada objeto A de Re-—Mod/?T.
Observemos ahora que, dado X un objeto de R-gr/J-gr se
tiene

Coindg([X]e) = T?T_ngOmd Sg (Tﬂ(sﬂ_ng)e)

Tal y como se demostré en la prueba de la Proposicién 3.1.1., el
homomorfismo canénico

(Sg_ng)e——engg( ( Sﬁf_ng)e)

es un isomorfismo por ser (S?7 X) t-cerrado. Por tanto,
-gr e

aplicando el funtor Coindg a tal isomorfismo, obtenemos el
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isomorfismo canénico

Coindg((Sg_ng)e) = C°1ndgjngg((Sg_ng)e)

y aplicando ahora TE‘T—gr obtenemos
T?T_ngoindg((Sg_ng)e) x T:,T_ngomngng((S?T_grx)e) = Comdg([X]e)
Ahora bien, la counidad de la adjuncién (4) proporciona un

morfismo de R-médulos a la izquierda graduados con nucleo K y

conlcleo C

0 K S, X »Coind ((S,, X) )——C———0  (5)
f’T—gr T g—gr e
Al transformar la sucesién exacta anterior por el funtor (—)e se

obtiene una sucesién exacta en R -Mod
€

X)) >C 50

gr e’e e

s H
0 K (Sq_, X),——(Coindg (S

e

Pero es morfismo

——(Coind, ((S,; X))

(Sg_, . X) g(Sq_ X)),

€

es un isomorfismo. De esta manera, K = 0 y C = 0. En particular,

e (-] ‘
K y C son t-torsién, lo que implica que K y C son t° ~torsién.
€ =]

Asi, al aplicar el funtor T a la sucesién (5) se obtiene un

T -gr

isomorfismo canénico

T Coind
gr

Tg_.Sq_ X = Tq ((Sq X))

T T-gr e

Con toda la anterior informacién podemos concluir que

X

T grCoind (¢ X)) =

= Tg_ Sq X & Tg. g Sq_ X,

. — : {
Tff-grcomd?TSfTT?T((Sff_ng)e) = Comdg\[X]e)

Con esto concluimos que [—]e y Coindfr establecen la

equivalencia de categorias enunciada. o
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3.2. ANiLLos FTF A LA 1ZQUIERDA FUERTEMENTE GRADUADOS

Sea R =g2G Rg un anillo fuertemente graduado por un grupo
G. La clase de los submoédulos de R-médulos a la izquierda planos
sera denotada en lo que sigue por ?l; y reservarmos la notacién “".f’o
para la clase de los submédulos de Re—médulos a la izquierda
planos. Si el anillo R es FTF a la izquierda, denotaremos por "cl;
la teoria de torsién hereditaria sobre R-Mod para la cual ?2 es la
clase de los R-moédulos a la izquierda rﬁ—libres de torsién. Cuando

R sea FTF a la izquierda, la notacién correspondiente sera T
e

Proposicién 3.2.1. Se R es un anillo FTF a la izquierda, entonces

R es un anillo FTF a la izquierda.
€

Demostracion: Probaremos en primer lugar que ?0 es la clase de los
R;médulos ro—libres de torsién para alguna teoria de torsién sobre
Re-Mod y después demostraremos que T, €S necesariamente
hereditaria. Observemos que f’?o es cerrada bajo submébdulos. Vamos a
probar que E’io es estable por extensiones y productos directos

Consideremos una sucesién exacta de Re—m()dulos a la
izquierda

0—— N—— M—— L——0

con N, L € ?o. Ya que RR es plano, la siguiente sucesién de
e
R-médulos a la izquierda es exacta
00— R@RN———>R®RM———>R®RL——>O (1)
e e e

Por el Lema 2.3.1.(3), R ®R N, R @R L e ?i. De esta manera, (1) es

] €

una sucesion exacta de R-mddulos a la izquierda con extremos
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R ..
Ti—-libr‘es de torsién y esto implica que R e, M es 'co-hbre de
e

torsién, esto es, R ®, M e ?2. Por el Lema 2.3.1.(6), R ® M e ?0.
€ e

Dado que la inclusibn R € R es un monomorfismo escindido de
€

R -bimédulos, se tiene que la aplicacién

(]

6 : M—— Ro M
M R

e

definida por E)M(m) = lem para cada m € M, es un monomorfismo de

Re—médulos la izquierda. Asi, B M e ?o y esto prueba que ?O es
e

cerrada bajo extensiones.

Seguidamente, probaremos que ?0 es estable por productos
directos. Sea {Mi: i e I} una familia de Re—médulos en ?0 y
escribimos

M= M i e I

De acuerdo con el Lema 2.3.1.,, R ®R M1 € ?5 para todo i € I. Como -
[

R es FTF a la izquierda, S‘l; es estable por productos directos y
tenemos que

. R
R ® Mx' i el e ?70.

€

De nuevo el Lema 2.3.1. asegura que

mR @ Mi: ielle ?0.

e

Pero existe un monomorfismo obvio de R -médulos a la izquierda
e

n{Mi: iel} —— MR ® Mi: iel}

e

que muestra que n(Mi: iel}e ‘Jo. De esta manera ?O es cerrada
bajo productos directos y, asi, es la clase de los Re—médulos
To—libres de torsién para alguna teoria de torsién T, (en este
momento, posiblemente no hereditaria) sobre Re—Mod.

Para terminar, demostraremos que T es de hecho

0
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hereditaria, esto es, la clase de los R -mddulos ro—torsién es
€
estable bajo submédulos. Para ello, consideremos un R -moédulo a la
e

izquierda M Io—torsién y N un submédulo de M. Afirmamos que R ® M

€

. N R .
es un R-moédulo a la izquierda 'co—torsmn. Para comprobar esta

afirmacidén, es suficiente con mostrar que HomR(R . M, P) = O para

€
todo R-méddulo a la izquierda plano P. Pero
Hom (R ® M, P) = Hom_ (M, P) = 0,
R R R R
(<] [ e

ya que RP es plano (Lema 2.3.1.(6)) y, asi, 'co—libr'e de torsidn.
e

Ahora estamos preparados para probar que N € M es ro—tor‘sién como

Re-médulo a la izquierda. Comprobaremos que HomR (N,F}) = 0 para

e

todo R -médulc a la izquierda plano F. Como R es fuertemente
e
graduado, se tiene un isomorfismo de grupos abelianos

Hom (N,F) 2 Hom_ (R® N, Re F)
Re R-gr Re Re

Por otra parte, ya que RR es plano, existe un monomorfismo de

e

R-mddulos a la izquierda

Re® No—— R ® M.
R Re
(3

Asi, R ®RN es ri—torsién. De acuerdo con el Lema 2.3.1.(1), R
e

@R F es un R-médulo a la izquierda plano. De esta manera
€

Hom (R ® N, R @ F) = 0.
R R R

€ e

Como

Hom (R® N, R® F) < Hom (R N, Re_ F)
gr R R R R R

€ € e €

obtenemos I—IomR (N,F) = 0. o
e

En lo que sigue intentaremos una aproximacién al reciproco
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de la Proposicién 3.2.1. Si Re es un anillo FTF a la izquierda,
entonces la inclusién Rer——> R nos permite la construccién de una
teoria de torsion hereditaria 50 sobre R-Mod cuya clase torsion
?I('EO) consiste en aquellos R-moédulos a la izquierda que son

'L'o-tor'sién consideraros como R -médulos. Recordemos de la Seccién
€

3.1 que el funtor exacto

():R-gr——s R -Mod.
que descompone cada R-moédulo a la izquierda graduado X como suma

directa X = @ EGX de R -médulos permite inducir una teoria de
g€G g e

torsién rigida 'c(g]

sobre R-gr a partir de T, considerando como
clase torsién

57(1:5) ={X eR-gr | Xes ro—tor‘sién}

Los siguientes resultados dan alguna informacién sobre Ty

Proposicién 3.2.2. Supongamos que Re es un anillo FTF a la
izquierda y sea {—o la teoria de torsién inducida por T, en R-Mod.
Las siguientes condiciones son satisfechas.

(1) R es T, ~fuertemente graduado.

(2) '—co es una teoria de torsién graduada.

(3) La topologia de Gabriel l’(%o) asociada a %o es

g(-ro) ={ IsRR| 3 XX € INR -, con e ({X1""’Xn)) =0 )

e

(4) Un R-mddulo a la izquierda M es 1—:0- libre de torsién si y sélo
si Me¥.

R 0

e
Demostracién: (1) Es suficiente con probar que para cualquier
ideal a la izquierda a en el filtro .‘B(ro), y para cada g € G, el

Re—médulo a la izquierda R e R /a es ro—torsién. Como T es de
g e 0

e
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tipo finito (Proposicién 1.3.6.), a contiene un ideal a Ila

izquierda finitamente generado a,6 que es To—denso en Re.

Probaremos que R ®RR/QO es ro—torsién y, de esta manera,
g e

e

R®RR /a es 'co—tor‘sién por ser wuna imagen epimérfica de
g e
e

R ® R /a . Observemos que
g R e 0
[~

R ®« R/a 2R /Ra.
g R e 0 g g O
(]
Como R es proyectivo y finitamente generado como R -médulo a la
g e
izquierda y a, es finitamente generado, se sigue que R /R a  es un
g 2

Re-médulo a la izquierda finitamente presentado. Segin la

Proposicién 2.1.5., R ®, R /uo es ro-torsi()n si y sblo si
4 €
€

Hom (R « R/a, R) = 0.
R g R e O e
[ e
Pero
Hom (R ® R/a ,R)=Hom (R/a , Hom (R, R)) =0,
RegReeOe ReeO Rege

porque HomR (R, R) es un R -médulo a la izquierda plano (de
g e e -

€

hecho, es proyectivo).
(2) Por la Proposicién 3.1.7.
(3) Como R es ‘ro—f uertemente graduado podemos aplicar la
proposicién 3.1.7.(2), para obtener que
#2(z%) = (1= R | InR € () )
0 R e 0
Ahora, apliquese la Proposicién 2.1.5.

(4) Por [NR, Proposition 2.1.] o
Conocemos por la Proposicién 3.2.1. que si R es un anillo

FTF a la izquierda entonces Re es un anillo FTF a la izquierda. El

siguiente resultado analiza las relaciones entre las teorias de
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torsiéon .Eo y I§ sobre R-Mod. Por H denotaremos el conjunto de

todos los ideales homogéneos de R.

Propocicién 3.2.3. Si R es un anillo FTF a la izquierda los
siguientes enunciados son ciertos:
(D £ (T ) < £
] 0
(2) £(z¥) = 2(x7) n .

R _ = < . _R
De esta manera, T, T T, Sty soélo si To es graduada.

Demostracion: (1) Sea a € £ ('EO). Para probar que a € .‘8(1:5) es
suficiente con encontrar un ideal a la izquierda finitamente
generado a, contenido en a tal que HomR(R/aO, R) = O (Proposicién
2.1.3.(2)). Como a € ¥ (%o), existe (Proposition 3.2.2.(3)) un
ideal a la izquierda finitamente generado ¢ de Re tal que ¢ € a n

R y HomR (R/c, R) = 0. Sea ao= Re¢. Es claro que 0.0 es un ideal
e e €
[-]

a la izquierda finitamente generado de R contenido en a.
Observemos que o, € un ideal a la izquierda homogéneo de R.
Consideremos f e HomR(R/aO,R). Como R/a es graduado y finitamente
generado, HomR(R/u,R) = HOMR(R/Q,R) [D1], esto es, f puede
expresarse como una suma de aplicaciones R-lineales graduadas. De
esta manera, podemos suponer sin pérdida de generalidad que f es
graduada. Equivalentemente, { puede ser considerada como un
morfismo en la categorfa R-gr desde R/a hasta R(g) para algin g e
G. Si denotamos por f; a la restriccién de f a la parte de grado e
de R/a, es claro que fy es un Re—homomorfismo desde Re/c hasta Rg.

Dado que Rg es proyectivo como R -médulo y R /¢ es ro—torsién, se
€ e

sigue que f, = 0. Esto asegura que Im f n R = 0. Pero R es
g
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fuertemente graduado, asi, Im f debe ser cero.

(2) Observemos que, por la Proposicién 3.2.2.(2) y la parte (1) de
esta proposicién, .?3(1:5) = 2('7:0) n¥c .‘£(r§) n ¥. Resta por probar
que 58(1:5) n ¥ ¢ Q(ri). Dado o € .‘E(rs) n X, sea a € a un ideal a
la izquierda finitamente generado satisfaciendo HomR(R/uO, R) = O.
Consideremos a,...,a un conjunto de generadores de Q. Para cada

donde a es

i = 1,...,n, existe una descomposicién a = Y a ,
i gEG ig ig

la g-ésima componente homogénea de a. Definamos 6.0 como el ideal
a la izquierda homogéneo generado por el conjunto de elementos
homogéneos {alg:i=1,...n, g € G}. Como a < 50, es claro que
HomR(R/ ao, R) = 0 y, en particular, HomR_gr(R/ ao, R) = 0. Asi,

Hom (R/ a n R ,R) = 0. Equivalentememte, ~n (6 nR) =0. En
Re e 0 e e Re 0 e

vista de la Proposicién 3.2.2.(3), si probamos que 50 2} Re es un
ideal a la izquierda finitamente generado de Re, entonces ao estd -
en f(ti) y, asi, a € $(T§). Teniendo en cuenta que 50 es un ideal
a la izquierda homogéneo y finitamente generado, existe un
R-médulo a la izquierda libre graduado F y un epimorfismo de
R-moédulos graduados desde F sobre ao. Tomando en este epimorfismo
componentes de grado e, obtenemos un epimorfismo de Re—médulos

desde F sobre a nR . Pero F 2R @.. ® R como R -mbdulos
e 0 e e g g e

1 n

a la izquierda para ciertos gl,..., gn € G. De esta forma, Fe es
un Re—médulo a la izquierda finitamente generado y proyectivo.
Esto implica claramente que &o N Re es finitamente generado como
Re—médulo a la izquierda. De modo que hemos obtenido que a €

£(t ). o
0

Nuestro préximo objetivo es probar el reciproco de la
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Proposicién 3.2.1. para anillos fuertemente graduados por grupos
localmente finitos. Por un grupo localmente finito entenderemos un
grupe G satisfaciendo que todos sus subgrupos finitamente

generados son finitos.

Lema 3.2.4. Sea R un anillo y {R: i € I} una familia dirigida de
1

subanillos de R tal que R = U {Ri: i eI} Sea M un R-mddulo a la

izquierda tal que RM es plano como Ri—médulo para todo i € 1.

i

Entonces RM es un R-mddulo a la izquierda plano.

Demostracion: Para demostrar que RM es plano, utilizaremos [SI,
n

Proposition 10.7]. Sea } bkxk = 0 con bk € R, X € M. Como R =
k=1

U{Rl : 1 € I}, existe i € T tal que bk € Rl para k = 1,...,n. Pero
RiM es plano, por lo que existen ul,...,um e My akj € Ri k =

n
L...,n; j = 1,...,m) tales que ¥

= 0 para j = 1l,....m ¥y xk
Kk

bkak
1 J

m
= Y. akjuj para k = 1,...,n. Como Ri € R, las anteriores
=1

igualdades implican que RM es plano. o

Teorema 3.2.5. Supongamos que R es un anillo fuertemente graduado
por un grupo localmente finito G. Entonces R es FTF a la izquierda
si y so6lo si Re es FTF a la izquierda. Ademds, en tal caso, 'CE =

T .
o]

Demostracion: De acuerdo con la Proposicién 3.2.1. necesitamos

probar tan sélo que si Re es FTF a la izquierda entonces R es FTF

a la izquierda.
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Supongamos que Re es FTF a la izquierda, esto es, ??0 es la
clase de los R-moddulos a la izquierda ro—libres de torsién para
una teoria de torsidén hereditaria T, sobre Re—Mod. Esta teoria de
torsién induce canénicamente una teoria de torsién hereditaria %o
sobre R-Mod. Por la Proposicién 3.2.2.(4) ?i(%o) consiste

precisamente en aquellos R-médulos a la izquierda M tales que R M

e

€ 9’0. Este hecho, junto con el Lema 2.3.1.(5), da ?2 < S‘(%o) sin
hipétesis sobre el grupo G. Probaremos la igualdad en el caso en
que G sea localmente finito.

En un primer paso, supondremos que G es finitob. Dado M €
?(%0), la Proposicién 3.2.2.(4) dice que RM € fio. Asi, existe un

€

R-médulo a la izquierda plano P y un monomorfismo de R -médulos a
€
la izquierda M>—— P. Tensorizando por el R -médulo a la derecha
e
plano RR , obtenemos un monomorfismo de R-moédulos a la izquierda

e

R®R M—> R e P. Es claro que R ® P es plano como R-moédulo a la

e L] (-]
. . . R
izquierda. Para concluir que RM € ?O vamos a mostrar un
monomorfismo de R-médulos a la izquierda desde M hasta R e M.
(]

Como R es fuertemente graduado, RR -1 = Re para todo g € G. Para
g g

cada g € G, existe una descomposicién 1 = Z‘;ff) r(g)ls(g_l)i,

donde r‘(g)i € Rg y sg™h

€ R-1 para cada i = 1,...,n(g).
i g

Definimos ¢:M——> R ® M por ¢(m) = decz?:') r(g)l®s(g_1)lm. De

€

una forma andloga a como se hizo en [Nl, Lemma 2.1] puede probarse
que ¢ es R-lineal. Es facil ver que ¢ es inyectiva. De esta

manera, ¢ es un monomorfismo de R-médulos desde M hasta R e, My

e

. . R
esto implica que M € ?0. De esta manera, en el caso de ser G

finito, 9}; = ‘:?(-:'O), esto es, la clase E?l; es la clase de todos los
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R-médulos a la izquierda -_ro-libr‘es de torsién y R resulta ser FTF
a la izquierda.

Para trabajar en el caso de ser G localmente finito,
introducimos alguna notacién. Sea H un subgrupo f inito de G y
pongamos RH = th Rh. Es claro que RH es un subanillo de R y que
RH es H-fuertemente graduado. Denotemos por rg la teoria de
torsién hereditaria inducida por T, en RH—Mod cuya clase torsién
consta de aquellos RH—médulos a la izquierda que son ro-torsién
como Re—-médulos. Como H es finito, el anterior argumento asegura
que la clase de los RH—médulos a la izquierda r};—libres de torsién
es precisamente la clase 9‘}; de los submédulos de RH—m()dulos a la
izquierda planos. Por otra parte, la Proposicién 3.2.2.(4) dice

P . . . H .z . .
que un RH—modulo a la izquierda M es libre de TO—torsmn si y sblo

si R M e ?0. Tras todas estas observaciones, estamos preparados
. .

para terminar la prueba. Como en el caso finito, necesitamos tan
s6lo comprobar que "J(%o) < fr’i. Para M € ?(1—:0), sea E = E(RM) su
envolvente inyectiva en R-Mod. Es inmediato que E € ?({'o). Por la

Proposicién 3.2.2.(4), RE € ?0. Pero esto implica que R E € S‘g
e H

para todo subgrupo finito H de G. Como R es un RH—médulo a la

derecha proyectivo, se sigue que 2 E es inyectivo como RH-mc’)dulo
H

y, de esta manera, 2 E es un RH—médulo plano. Como G es localmente
H

finito, tenemos que R = U {RH: H es un subgrupo finito de G}. Asi,
el Lema 3.2.4. se aplica y RE es un R-médulo a la izquierda plano.
Hemos probado que M se encaja en un R-moédulo a la izquierda plano,
a saber, su envolvente inyectiva. Esto da la igualdad ?T:: = 95(%0),

que finaliza la prueba. o
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3.3. APLICACIONES.

Recordemos que un anillo R se dice que es IF a la
izquierda si todo R-moédulo a la izquierda inyectivo es plano o, en
nuestra notacién, si ?}; = R-Mod. Colby [C, Theorem 3] probé que un
anillo de grupo AG es IF a la izquierda si y sbélo si A es IF a la
izquierda y G es localmente finito. Como una consecuencia del
Teorema 3.2.5., extendemos este resultado al caso de anillos

fuertemente graduados generales.

Teorema 3.3.1. Sea R un anillo fuertemente graduado por un grupo
localmente finito G. R es un anillo IF a la izquierda si y sdélo si

R es un anillo IF a la izquierda. O
e

En [C, Proposition 5] se probé que un anillo IF a la
izquierda con dimensién débil finita es regular. Combinando este

resultado con el Teorema 3.3.1., obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.3.2. Sea R un anillo fuertemente graduado por un grupo
G localmente finito. R es regular si y soélo si Re es regular y R

tiene dimension débil finita. o
C. Nastasescu probé que si R es un anillo fuertemente

graduado por un grupo finito G, entonces Re tiene un anillo

maximal de cocientes a la izquierda QF si y soélo si R tiene un
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anillo maximal de cocientes a la izquierda QF [N3, Theorem 5.1 and
Corollary 2.10]. Vamos a obtener un resultado andlogo para anillos
maximales de cocientes bilateros y QF. Este resultado sera

deducido del Teorema 3.2.5. junto con el Teorema 2.3.10.

Teorema 3.3.3. Sea R un anillo fuertemente graduado por un grupo
finito G. R tiene un anillo maximal de cocientes bildtero QF si y

sélo si R tiene un anillo maximal de cocientes bildtero QF.
e

Demostracién: Por el Teorema 2.3.10. y el Teorema 3.2.5. podemos
suponer que tanto Re como R son anillos FTF a la izquierda y que
T, = ;0. Por [NR, Proposition 2.2] y la Proposicién 3.2.2., Re es
'ro—ar'tiniano si y sbélo si R es %O—artiniano. De nuevo por el

Teorema 2.3.10., tenemos tan sblo que demostrar que T, s perfecta

si y sélo si %o es perfecta. Sea Qe = Qr (R) y Q = Q% (R). Como
0 0

?7(1'0) < T(A), Re es A-artiniano. De esta forma, A es de tipo
finito y, por el Teorema 2.2.d., T, = A. Un argumento analogo
puede ser construido para 1:§. Esto da que Qe es el anillo maximal
de cocientes a la izquierda de Re ¥y que Q es el anillo maximal de
cocientes a la izquierda de R. Por [N, Theorem 5.1}, existe un
monomorfismo de anillos Qe—>Q, tal que el siguiente diagrama de

morfismos de anillos conmuta

Supongamos que T, € perfecta y sea M un Q-médulo a la

167



izquierda. Por I[Gl, Proposition 45.1}, M es ro—libre de torsion
como Qe—médulo a la izquierda. La Proposicién 3.2.2.(4) nos da que
M es '—Eo-libr‘e de torsién y, de nuevo por [Gl, Proposition 45.1],
-Eo es perfecta.

Reciprocamente, supongamos que T, €S perfecta y

consideremos un Q -médulo a la izquierda M. Entoonces Q®Q M un
e

e

Q-moédulo a la izquierda y se sigue de [Gl, Proposition 45.1] que

es 'Eo—libre de torsién. La Proposicién 3.2.2. asegura que Q@Q M es

e

to-libr‘e de torsién. Por [Nl, Theorem 5.1 Q es un sumando
e
directo de Q como Q -médulo. De esta manera tenemos un
e

Q -monomorfismo 8:M—— Q@Q M dado por 6(x) = lex para todo X € M.
e

e

Como una consecuencia del Teorema 3.3.3. y la Proposicién
3.2.2., obtenemos el siguiente resultado conocido ([N, Corollary

2.10D).

Corolario 3.3.4. Supongamos que R es fuertemente graduado por un

grupo finito G. Entonces R es QF si y sdlo si Re es QF. o

Algunos otros resultados de este tipo pueden ser deducidos
del Teorema 3.3.3. y caracterizaciones de distintos tipos de
anillos FTF como las que aparecen en el Capitulo 2. Asi por

ejemplo se tiene los siguientes resultados.

Teorema 3.3.5. Sea R un anillo fuertemente graduado por un grupo

finito G. Entonces R tiene un anillo maximal de cocientes bildtero
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semiprimario y QF-3 si y sélo si Re lo tiene.

Demostracién: Se sigue, como en el Teorema 3.3.3., teniendo en
cuenta que los anillos FTF a la izquierda 'co—artinianos son
exactamente aquellos anillos que poseen un anillo maximal de
cocientes bildtero y QF-3, segin se demostré en el Teorema 2.4.12.

o

Teorema 3.3.6. Supongamos que R estd fuertemente graduado por un

grupo finito G. Entonces R es semiprimario y QF-3 si y sdlo si R
€

es semiprimario y QF-3.

Demostracién: Combinar el Teorema 3.3.5. con el Teorema 3.2.5., el

Teorema 2.4.12. y el Teorema 2.3.4. O
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3.4. OBUETOS ESTATICOS EN CATEGORIAS COCIENTES.

Sean # y B categorias de Grothendieck y consideremos dos
funtores aditivos F y G, de manera que F es un adjunto a la

izquierda de G.
B

Fl TG M
A4

En [Na] fue usada la adjuncién Me - — HomR(M,—) definida
por un R-médulo a la izquierda M y S = EndR(M), para establecer
una equivalencia de categorias entre ciertas subcategorias de
R-Mod y S-Mod mediante la restriccion de los funtores M@S— y
HomR(M,—). El objetivo de esta seccién es tiransportar esta
construccién a una categoria cociente de «.

Si T = (9, ¥) es una teoria de torsiéon sobre « podemos
inducir una subcategoria ¥ de B tomando

¥ = {YeB|F(Y) es t-torsion}.

Es evidente que ¥ es estable bajo imadgenes homomérficas y
sumas directas ya que F es exacto a la derecha y preserva sumas
directas. Para comprobar que ¥ es cerrada por extensiones,
consideremos una sucesién exacta en B

0] X Y > Z > 0

donde X, Z € ¥. Aplicando F, obtenemos una sucesidén exacta en «,

F(X)—— F(Y) —2%5 F(Z) —— 0

con F(X) y F(Z) T-torsién. Construimos la sucesién exacta

0—— Ker g F(Y) F(Z) — 0.
Dado que Kerg = Imf y que F(X) es t-torsién se sigue que Kerg es

T-torsién y, de esta manera, F(Y) resulta ser t-torsién. Esto
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muestra que Y € ¥. Si queremos que ¥ sea una subcategoria
localizante de B, F debe satisfacer cierta propiedad de exactitud,

como muestra el siguiente resultado.

Proposicién 3.4.1. Sean 4, B dos categorias de Grothendieck.

Consideremos la siguiente situacidn de adjuncion

B

FUG

Sea T = (7,%F) una teoria de torsién sobre 4 y

¥ = {YeB|F(Y) es t-torsién}
la subcategoria de B inducida. La clase ¥ es una clase de torsion
para una teoria de torsion o = (¥,6) sobre B siempre que para todo

monomorfismo f:X —— Y en B, Ker(F(f)) sea t-torsidn.

Demostracién: Para cada monomorfismo en B, f:X—— Y, tenemos la
sucecién exacta

0—— Ker(F(f)) > F(X) Im(F(f))—> O.

Si FY es t-torsiéon entonces Im(F(f)) es tT-torsién. Asi F(X) es

T-torsién si suponemos que Ker(F(f)) es T-torsién. o

Definicién. Diremos que un funtor F es t-exacto cuando verifica

que Ker(F(f)) es T-torsién para cada monomorfismo f en B.

A lo largo de esta seccién supondremos que el funtor F es
T-exacto. Recordemos que es posible definir categorias cocientes
4/3 y B/¥. Denotaremos por Tfrzsd—» /9 y Sfr:s!l/ff——> 4 (resp.

Ty,:fB—> B/¥ Sy,:fB/y’% B) los funtores candnicos. Tenemos
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transformaciones naturales Qg:TgSg———a id y \Ilgzld—-é Sng tales

que ¢, es un isomorfismo natural; y para cada objeto X de « el

g
morfismo (\PET)X:X_> Sng(X) tiene nucleo y contdcleo t-torsién.

Usaremos analogas notaciones para B y ¥. La adjuncién (1) induce

funtores

b4 (2)

definidos como K = Ty’GSET(_) yH= Tff

Existen transformaciones naturales yx:HK—— id y viid——

FSy,(—).

KH descritas como sigue: Para cada objeto Y en B/¥ existe un

B-morfismo natural u :S,Y—— GFS, Y, donde u denota la unidad de
S y,Y ¥ ¥

la adjuncion F—G. Aplicando T componiendo con (&) "

g ¥ P’y

obtenemos un morfismo natural en B/¥,

-1
.Y’(uSy,Y)o(q).Y’)Y Y—— Ty,Sy,Y—> TyGFSy,Y.

T

Por otra parte, el morfismo natural en «

( )FS Y:FSy,Y——a S?TTSTFSy’Y

¢

permite considerar un morfismo natural en B

g

G((‘Pg)FSyY):GFSyY—> GSngFSyY
Aplicando de nuevo Ty, y componiendo el homomorfismo natural en B/¥
vyzY————> Ty,Sy,Y———> Ty,GFSy,Y——a Ty,GS?TTfTFSy,Y = KHY

definido por

= o o o -1
v, =T, G((‘I’i’T)FSy,Y) T.?’(uSy,Y) (<I>y,)Y

Por otra parte, dado un objeto X de «/7, podemos usar el morfismo

natural en 3B,
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(\I/.V’)GS X:GS?],X——> SyTyGS?]'X

T

con nicleo y conicleo o-torsién para definir el morfismo candnico

F((Wy)GSﬂ,X):FGS?TX—_) FSyTyGSg,X.
Aplicando T?T’ obtenemos un morfismo natural en £/7
TgF((\Py)GSgX):TgFGSgX e T?TFSy,Ty,GSﬂ,X
Vamos a demostrar seguidamente que TSTF((\I/y,)GS X) es un

T

isomorfismo. Para ello consideremos la sucesién exacta

g £ h
0—— K—/—— GS?TX—> Sg,Ty,GSfTX—> C——> 20

donde f = (\py’)GSgX’ K es el nicleo de f y C es el contcleo de f. A

partir de esta sucesién, podemos construir dos sucesiones exactas

cortas
0 K=£— GSgX—— Z—— 0
y
0—— Z-"— S,T,GSgX—— C—> 0
donde e es un epimorfismo, m es un monomorfismo y f = me. Si

aplicamos a la primera de estas dos sucesiones F, obtenemos una
sucesién exacta

0— Ker(Fg)— FK—%5 FGSgX—=5 FZ— 0
donde tanto Ker(Fg) como FK son objetos en J. Esto significa que
si aplicamos Tg al morfismo Fe, obtenemos un isomorfismo

T?TFe:TgFGSgX = TgFZ
Andlogamente, aplicando F a la segunda de las sucesiones
consideradas, obtenemos una sucesién exacta
0—— Ker(Fm)—— FZ—"5 FS, TGSy X~ FC— 0

con Ker(Fm) y FC objetos t-torsion. Esto permite asegurar que

Fm
TgFm. TfTFZ———> TgFSyTy)GSf]X
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es un isomorfismo. Por tanto,

TﬁF((‘PS’)GSgX) = TgF‘f = TgF(me) = TgFngFe

es un isomorfismo.
El morfismo canénico en £ (donde ¢ denota la counidad de la
adjuncién F—G)

CS?TX: FngX-———a SgX

permite definir un morfismo natural en £/J

T,“TCS?TX: TgFGSf]X”_"’) T:,TS?X.

De esta manera conseguimos un morfismo natural en £/J
xx:HKX = TgFSyTyGngX = TgFGS?TX———> TgSgX — X
definido por

= © < -1

X, = ((I’?T)x TS’TCS X (TETF((‘I}Y’)GS X))
J J

Estamos ya preparados para definir subcategorias plenas de

A4/9 y B/¥ equivalentes por restriccién de K y H.

Definicién. Un objeto X de #/J se dira F-estdtico siempre que la
trasformacién natrual xX:HKX————> X sea un isomorfismo. La
categoria de todos los objetos F-estaticos de «/J sera denotada
por sd/ﬂF. Esta subcategoria plena de #4/J es una categoria aditiva
ya que £4/9 lo es y los funtores H y K son aditivos. Un objeto Y de
B/¥ se dice F-co-estdtico si vyzY———a KHY es un isomorfismo. La
categoria de todos los objetos F-co-estaticos sera denotada por

.‘B/.‘/’F, la cual resulta ser una subcategoria plena aditiva de B/¥.

Observacién 3.4.2. Sea X un objeto de «/J. Tenemos que X, =

-1 . , -1
(fo)xon’]CSgXO(T?TF((\P?)GS?]X)) . Ahora bien, (TFTF((‘I.?)GS?]X)) y
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(q)ﬂ)x son isomorfismos, por lo que X, €s un isomorfismo si y sélo

si T es un isomorfismo. Es decir, X es F-estdtico si y sdélo

c
T SETX

si Tgcsgx’TijGSgX—_} TETSSTX es un isomorfismo.

Tenemos inmediatamente el siguiente resultado, que extiende

[Na, Theorem 2.5].

Teorema 3.4.3. Las restricciones de los funtores aditivos

K.

F
Ty’GSff(—)' sd/f’f};—) B/¥

F
H = TijSy(—)‘ B/ —— sd/fTF

constituyen una equivalencia entre las categorias sd/iTF y B/ . o

Como es usual, diremos que un objeto X divide a un objeto U-
si existe un objeto X’ en £ y un isomorfismo U = XeX’. Cuando X
divide a una suma directa finita de copias de U, diremos que X

divide débilmente a U.

Es claro que los funtores K y H preservan sumas directas

finitas. De esta manera, se obtiene el siguiente resultado.

Proposicidn 3.4.4. Las subcategorias sd/?TF y B/¥" son cerradas ba jo

sumas directas finitas y sumandos directos. o
Supongamos que M es un objeto T-cerrado de £ y consideremos

el anillo S = Endsa(M). Podemos tomar en el anterior esquema el

funtor G = HomA(M,_) y sabemos por [P, Corollary 7.3] que existe
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un funtor adjunto a la izquierda F:S-Mod———4 de G, satisfaciendo
F(S) = M y cuya counidad cM:FGM = M———M es la identidad sobre M.
Supondremos que F es Tt-exacto. A partir de este momento, y
mientras no se advierta lo contrario, queda fijada la anterior
situacién. En este caso, a los objetos de o F-estaticos los
llamaremos M-estaticos y los objetos de B = S-Mod G-co-estaticos

seran denominados M-co-estaticos.

Lema 3.4.5. T?TM es M-estatico y Ty,S es M-co-estdtico.

Demostracion: Segin la Observacién 3.4.2., para demostrar que TfTM

TE’TCS?TTHM:T‘:TF GSSTTSTM—) TgSngM es un

isomorfismo. Para demostrar esto, consideremos que (wa)MOCM

es F-estatico si y s6lo si

(wf’T)M tiene nUcleo y conlcleo <T-torsién. De esta manera,
TE’T((wa)MOCM) es un isomorfismo. Pero por la naturalidad de ¢ se

S T M° FG("bST)M' Esto implica que TE’T(CS T °

J°7 Ty
o FG(g), )

tiene que (lﬂg)MocM = ¢

FG(wa)M) = T?T((wg)M°CM) es un isomorfismo. Pero Ti’T(ngTg

= Tﬂ(csg.rg)o Tg(FG(\llg)M) y T?I(Fc(wﬂ)m) es un isomorfismo. De aqui,

TST(CS T ) es un isomorfimo. Con ello concluimos que Tf’TM es
T3
M-estatico. Como S = G(M), se sigue inmediatamente que Ty,S es
M-co-estatico. o
Como o = (#,8) es una teoria de torsién hereditaria en la

categoria de moddulos S-Mod, podemos considerar el filtro de
ideales a la izquierda de S £(¢) que determina a ¢ y podemos

construir la S-algebra Q@(S). Recordemos que es posible establecer
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ciertas relaciones entre las categorias S-Mod/¥ 'y QG(S)—Mod.
Como se observo en el Capitulo O, si U:QO_(S)—Mod—>S—Mod es el
funtor restriccién de escalares entonces existe un funtor pleno y
fiel Sé,:S—Mod/S’-———)QO‘(S)—Mod tal que el siguiente diagrama

conmuta

Ademas, S‘;,TyS es isomorfo a QG(S). Esto permite deducir que la
restriccién de S‘;, a la subcategoria plena de S-Mod/¥ de los

objetos que dividen débilmente a Ty,S y la subcategoria plena de
Qo_(S)—Mod cuyos objetos son todos los QG(S)—médulos a la izquierda
proyectivos de tipo finito. Esta ultima subcategoria de QU(S)-Mod
serd denotada por (QG(S)I weak QG(S)). A partir de este momento,
ambas categorias serdn identificadas mediante la restriccién de
SS’P' La subcategoria plena de sd/?TM cuyos objetos son precisamente
los objetos de #4/7 que dividen débilmente a TgM serd denotada por

(.4/5’7| weak M). Como consecuencia del anterior desarrollo,

deducimos el siguiente resultado, que generaliza [Na, Theorem 3.7]

Corolario 3.4.6. Las restricciones de los funtores aditivos

K

Ty (GSg(=)): (4/T|weak M)—— (Q_(S)| weak Q (SN

o)
t

T?T(FS.S"(_))" (QO_(S)| weak O@(S))——) (d4/9 | weak M)

forman una equivalencia entre las categorias (sd/?leeak M)y
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(Q(S)| weak Q_(S)).

Los anteriores resultados se pueden especializar para el
caso de categorias de médulos. Concretamente, tomamos 4 = R-Mod, M

un R-moédulo a la izquierda cualquiera y la adjuncién

S-Mod
Me - l T Hom_(M,-)
S R
R-Mod
donde S = EndR(M). Si T = (9,9) es una teoria de torsién

hereditaria sobre R-Mod, supondremos que el funtor M®S- es
t-exacto. Esto quiere decir que para cada monomorfismo de
S-médulos a la izquierda f:X———3Y, Ker(M@Sf) < M®SX es T-torsién.
En estas condiciones, segin la Proposicién 3.4.1., es posible
induci_r una teoria de torsién ¢ = (¥,6) sobre S-Mod considerando

¥ = {X e S-Mod | M@SXE?T)

En el caso absoluto, bajo la condicién de ser M finitamente
generado como R-médulo a la izquierda, es fécil probar [Na,
Theorem 3.7] que existe una equivalencia entre la categoria de los
R-médulos a la izquierda que dividen a M y la categoria de todos
los S-moédulos a la izquierda proyectivos. En nuestra situacién
cociente, necesitaremos para obtener un resultado analogo que la
teo‘r'l'a de torsiéon T sea de tipo finito ademas de la condicidon de
finitud sobre M. Cuando T es de tipo finito, el funtor
Tg:R—Mod———-—>R—Mod/57 preserva sumas finitas arbitrarias. De esta

manera tiene sentido considerar la subcategoria plena (R-Mod/J |

M) de R-Mod/7 cuyos objetos son los objetos que dividen a alguna
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suma directa de copias de TSTM' La . categoria de todos los
Q (S)-médulos a la izquierda proyectivos serda denotada por
c

(Q_(S)]Q_(S)).

Teorema 3.4.7. Supongamos que la teoria de torsion T = (J,%) sobre
R-Mod es de tipo finito y sea M un R-mdédulo a la izquierda
T~-finitamente generado. Las restricciones de los funtores adifivos

K = T (Hom (M,Sq(-)): (R-Mod/T| M)——> (Q_(S)|Q (S)

H = Tg(Me S, (=)): (Q_(S)| Q_(S))— (R-Mod/T| M)
forman una equivalencia entre las categorias (R-Mod/J | M)y

(Q (s)|Q_(S)).

Demostracién: Necesitamos tan sélo probar que K y H preservan
sumas directas y que estdn bien definidos. Primero, afirmamos que
o es de tipo finito. Una vez probada esta afirmacién, Ty, preserva
sumas directas por [Sl, Proposition XIiI.2.1] y entonces K
preserva sumas directas. Ademas, el hecho de ser ¢ de tipo finito

implica que cualquier QO_(S)—médulo a la izquierda proyectivo es

»

b4

identificada con la subcategoria plena de S-Mod/¥ cuyos objetos

o-cerrado. Dado que S es pleno y fiel, (QO(S)IQO_(S)) puede ser

son aquellos que dividen alguna suma directa de copias de TyS.
Esto muestra que K estd bien definido. Argumentos andlogos dan que
H preserva sumas directas y que estd bien definido. De esta
manera, la prueba estara completa si probamos la afirmacién de que

¢ es de tipo finito. Para ello, observemos que el filtro asociado

a ¢ €s
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L) ={I = S M/MI es T-torsion}.
Tomemos I un ideal a la izquierda de S en £(¢) y sean m,...,m  en
M tales que N = Rm1+...+Rmn es t-denso en M. Para cada i = l,...,n
existe un ideal a la izquierda finitamente generado ui de R en
£(t) tal que om € MI. Es rutinario probar que alml+...+anmn es
T-denso en N. Como N es t-denso en M esto implica que

o.lm1+...+a m es T-denso en M. Ahora, para cada i=l,...,n el ideal
n n

a la izquierda ai puede ser expresado como a =) RaU, para
' jea
1

ciertos alj en R y Ai un conjunto de indices finito. Asi,

n
am+..+a m =3y ¥ Raum1 € MI. Para cada i =l,...,n y para
n n
=1j€EA.
1

cada j € Al, existe flj € I tal que aUml € Imf . Esto implica

n
que } ) Imfi = M{f } es 7T-denso en M. Asi, el ideal a la
i=1j€A . H

izquierda de S, Io’ generado por los f i verifica que MI0 es
T-denso en M. Luego I0 estda en £{c) y esto muestra que o es de

tipo finito. o

3.5. Teoria DE CLIFFORD DIVISORIAL.

En esta seccién la notacién serd levemente modificada con
respecto de la seccién anterior. Asi, R =g20Rg denotara un anillo
G-graduado por un grupo arbitrario G con elemento neutro e y T =
(9,9) serd una teoria de torsién hereditaria sobre Re-Mod.
Recordemos de la Seccién 3.1. que T induce una teoria de torsién

rigida e (J-rig, F-rig) sobre R-gr tal que un R-moddulo a la
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izquierda graduado X es T"®-torsién si y sélo si X = @gEGXg es
T-torsién como Re—médulo a la izquierda. De otra parte, el funtor
(-)e: R—gr—-——)Re—Mod permite definir otra teoria de torsién ¥ =
(g?gr, F-gr) sobre R-gr cuyos objetos ¥ -torsién son aquellos
R-médulos a la izquierda graduados X tales que Xe es T-torsién. La
igualdad <%= 18 fue caracterizada en el Teorema 3.1.4. y en tal
caso el anillo R se dice que es t-fuertemente graduado. A partir
de ahora, supondremos que R es un anillo t-fuertemente graduado y

g

usaremos la notacién comun T~ para denotar a la teoria de torsién

rigida ¥ = ™% sobre R-gr.

Por otra parte, la inclusién Re—a R permite definir
canénicamente una teoria de torsién hereditaria T sobre R-Mod
cuyos objetos T-torsién son aquellos R-médulos a la izquierda que
son T-torsién considerados como Re—médulos a la izquierda por
restriccién de escalares. Como demostramos en la Proposicién
3.1.7., T se corresponde con %  mediante la biyeccién que
relaciona teorias de torsién hereditarias graduadas sobre R-Mod y

teorfas de torsién rigidas sobre R-gr, de manera que T es una

teorfa de torsién graduada sobre R-Mod.

Si R es un anillo t-fuertemente graduado, entonces RR

e

tiene una cierta propiedad de planitud relativa a T.

Proposicién 3.5.1. Sea R=gcé>GRg un anillo t-fuertemente graduado.

Para cada sucesion exacta 0 > K > L >N —> 0 en R -Mod
e

con K t-torsion, el ntcleo del morfismo candénico R8¢ L —> Re N
R R

€ e
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es t-torsion.

Demostracién: Consideremos la sucesién exacta en R-gr

R@R K—)R@R L——aR@R N——->0
e e €

El nicleo del morfismo R@R L——>R®R N es una image epimoérfica de

e <]

R®R K. Pero por el Teorema 3.1.4., R®R K es t-torsién, con lo que
€ €

concluye la prueba ya que cualquier imagen epimérfica de un
R -médulo a la izquierda t-torsidén es t-torsidén. o
[}

Para un R-moédulo a la izquierda graduado M, consideremos el
anillo § = ENDR(M) consistente en los endomorfismos graduados de

M. S estd canénicamenmte G-graduado. [D1, Sections 3 and 4]

poniendo
S = {feEND (M): f{iM ) € M for all heG}.
g R h gh
De este modo S = EndR (M,M). Antes de probar los resultados
[ -gr
principales sobre equivalencia entre ciertas categorias

construidas a partir del médulo M y la teoria de torsién T,
necesitamos algunos resultados técnicos. Estos hechos seran

establecidos en los siguientes lemas.

Lema 3.5.2. Sea R un anillo t-fuertemente graduado y M un R-mddulo
a la lizquierda graduado y t-libre de torsién. La aplicacidn
p:EndR_gr( M) — EndRe( Me)

dada por p(f) = fe para cada f € EndR_ l‘(M) es un isomorfismo de

g

anillos.
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Demostracién: Es claro que p es un homomorfismo de anillos.
Probaremos que tiene nucleo trivial y que es sobreyectivo.

Observemos que
Ker p = {f € EndR_gr(M): fe = 0}

Dado f € EndR_ (M), es claro que fe = 0 si y s6lo si (Im f‘)e = 0.

gr

Por el Teorema 3.1.4., Im f es un R-médulo a la izquierda graduado

1%-torsién. Dado que Im f € M y que M es t8-libre de torsién, Im f
= 0, es decir, f = 0. Esto prueba que Ker p = 0.

Para probar que p es sobreyectiva, tomemos f € EndR (Me).

[
Construimos el morfismo de R-médulos a la izquierda graduados

Re f:Re M— Re M
R R e R e

Consideremos el morfismo canénico de R-médulos a la izquierda

graduados

CRe M——> M
Ree

Dado que ce es un isomorfismo, se sigue del Teorema 3.1.4. que (

tiene nucleo y contcleo t8-torsién. Esto implica que

Lo(R® f: Re M—— M
R R e

e €

anula a Kerl, ya que M es t%-libre de torsién. Pero esto implica
que existe un morfismo de R-moédulos a la izquierda graduados

f:M—— M tal que
fol = Co(R e, f)

e

Se comprueba inmediatamente que f =f. Asi, p es sobreyectivo. o
e

Supongamos que M es un R-moédulo a la izquierda graduado y
t%-libre de torsién sobre un anillo T-fuertememte graduado R. Si
el Re-médulo a la izquierda Me es t-plano, la teoria de torsién T

= (7,%) sobre Re—Mod induce (ver Seccién 3.4.) una teoria de
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torisén hereditaria ¢ = (¥,6) sobre la categoria de médulos a la

izquierda sobre el anillo EndR (M ). Por el Lema 3.5.4. es posible
e

e

identificar EndR (Me) con Se y, de esta manera, M puede ser
e

e

considerado como un R ~S -bimédulo. De modo que, salvo
e e
identificacién, podemos reescribir

= Je)={(Be Se—Mod: Me®S B es t-torsién)

e

En este punto, podemos inducir teorias de torsién sobre
S-Mod canénicamente de dos formas. La primera idea es usar el
funtor restriccién de escalares mediante la inclusién Se—> S
para definir teoria de torsién hereditaria o = (9,8) sobre S-Mod.
Los S~méddulos a la izquierda son aquellos S-moédulos a la izquierda
que son o-torsién considerados como Se—m(’)dulos. La segunda
posibilidad es definir una subcategoria # de S-Mod usando el
funtor M®s—. Asi, un S-moédulo a la izquierda Y estara en P si y
solo si M@SY es T-torsién. Nuestro objetivo es probar que, en los
casos que nos interesa, P = ¥.

Dade, en I[Dl, Theorem 4.6], caracterizé en términos del
moédulo graduado M cuando S = ENDR(M) es fuertemente graduado.

Concretamente, demostré que S es fuertemente graduado si y sdlo si

M es débilmente G-invariante, esto es, M es isomorfo débilmente a

todas y cada una de sus suspensiones M(g). No es dificil probar
que un R-moddulo a la izquierda débilmente G-invariante con Me

t-libre de torsion debe ser t°-libre de torsién.

Lema 3.5.3. Sea M un R-mddulo a la izquierda graduado débilmente

G-invariante con M +t-plano y t-libre de torsidn. Supongamos que R
e
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es t-fuertemente graduado. Las clases de S-mddulos a la izquierda
¥ = {Y € S-Mod: < Y es o-torsidn}
€
P = (Y € S-Mod: Me Y es T-torsién}

coinciden.

Demostracién: Consideremos los siguientes calculos. Dado Y un
S-médulo a la izquierda, Y es o-torsion si y soélo si s Y es
e

o-torsiéon si y soélo si M@SY es T-torsién. Pero, dado que S es
[

e

R

fuertemente graduado, M e Y Me Se Y = Me Y. Asi, Y es
e S e S S S

e e

o-torsién si y sodlo si M@SY es T-torsion. o

Lema 3.5.4. Sea M un R-mddulo a la izquierda graduado débilmente

G-estable tal que M es T-plano y T-libre de torsién. Si R es
€

T-fuertemente graduado, entonces el anillo fuertemente graduado S

es o-fuertemente graduado.

Demostracién: Dado B en S -Mod, S@s B es o-torsién si y sélo si
€

e

M ®S S®S B es t-torsion si y sélo si M@S B es t-torsién. Pero
e
e e e

M®S B es un R-médulo a la izquierda graduado definiendo (M®S B) =
g

e e

Mg®S B para cada g en el grupo G. Asi, M@S B es t-torsién si y
€ €

Py . g .2
sélo si M®S B es t°-torsién y, por el Teorema 3.1.4., esto ocurre
€

si y sélo si (M@S B)e = Me®sB es 7T-torsién si y sélo si B es
e €

o-torsiéon. De esta manera, B es o-torsién si y sélo si S@ B es
S

(-]
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o-torsiéon y podemos usar el Teorema 3.1.4. para obtener que S es

un anillo o-fuertemente graduado. o

Como en la Seccién 3.4., tenemos funtores

R-Mod/J S-Mod/¥ (3)

F
_‘—_%
Y

G

definidos como F = Ty HomR(M,Sg,(—)) y G = Tﬁ(M®SS§(—)), donde

R-Mod/J es la categoria cociente de R-Mod construida a partir de T

(7.%) y S-Mod/¥ es la categoria cociente de S-Mod definida por ?

y Tg,, S§” T?—T, S§ denotan los funtores canénicos. Para cada objeto

X en R-Mod/J podemos considerar S?_TX como un Re—médulo a la

izquierda y es natural preguntarse si R 5?7 X es Tt-cerrado, es

e

decir, si SﬂT?TSS_T X es isomorfo a Sf'f X como Re-modulo a la

izquierda.

Lema 3.5.5. Si R es t-fuertemente graduado y X es un objeto de
R—Mod/?, entonces S?TT?TS?7X es isomorfo a S§X como R -mddulo a la
€

izquierda.

Demostracion: lLa demostracién de este hecho sigue un argumento

similar al expuesto en [NR, Proposition 2.1]. o

En este caso, S es o-fuertemente graduado por el Lema

3.5.4. y asi tenemos que cada objeto de S-Mod/#-Mod puede ser

considerado en S -Mod/¥ via el funtor Ty’S@' Estamos preparados
e

para establecer, por restriccién de los funtores F y G una

equivalencia entre ciertas subcategorias de R-Mod/J y S-Mod/¥.
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Teorema 3.5.6. Consideremos R un anillo T-fuertemente graduado y M
un R-mddulo a la izquierda graduado débilmente G-invariante tal

que M es un R -S -bimddulo T-plano y t-libre de torsién. Sean
e [ e

R-Mod/J = {XeR-Mod/J | T,;SzX es M -estdtico}
r-es‘t.Me J°T

Zrest.M

S-Mod/9"™"""e= (YeS-Mod/¥?| T,SzY es M ~co-esttico}

Y
Las restricciones de los funtores

F:R-Mod/J — 5 S-Mod/F =M,
rest.M

G:S-Mod/¥® "**Me  __,  R-Mod/7
rest.M
e

establecen una equivalencia entre las subcategorias plenas

—rest.M

R-Mod/J oy d€ R-Mod/T y S-Mod/¥ e de S-Mod/%.
re .
e

Demostracién: Necesitamos probar que la restriccién de

F:R-Mod/T — 5 S-Mod/P TestM,
rest.M
[

restM e R-Mod/T
rest.M
e

G :S-Mod/?

estdn bien definidos. Para ello, tomemos X e R-Mod/J em Y
rest.
e

observemos que

R

T HomR(M,SS—T X)=T

7 g
Ty Hom (Sz Tz (Re, M).S5 X) = Tp Hom (Re M _,Ss X),

e €

Hom (S5 TzM,Sz X) =

gl

donde el segundo isomorfismo estd dado por el Teorema 3.1.4.
Tenemos una sucesién exacta en S-Mod

0—» T — HornR(RcaR Me,S§X) —_ Sg,Tg,HomR(RcaR Me,S§X) -—C—> 0

€ e
donde T y C son S-médulos a la izquierda o-torsién. Si
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consideramos esta sucesién en S -Mod, entonces
[

Sy, yHom (Re eM ,S= X) = SyTy,Sy [ I—IomR(R®R Me,S§ X),
e
De este modo se tiene

Sg,Ty,Sy, HomR(M,Sg X) = S.Y’TyHomR(R®ReMe’S?7' X) =
Sy,Ty,Hom e( ?TT S X).
Dado que X € R-Mod/J , TaSzX es M -estatico por
rest.M JT e
€

definicién. Asi, Ty,Hom (M SngSgX) es Me—co-estatlco por el

e

Teorema 3.4.3. Tras los anteriores calculos,

Ty,Hom (M SfTT?TS?TX) g Ty,Sg-,Tg,HomR(M,SS—TX) Ty,Sy,FX

e

y tenemos que Ty,Sg,I?X es Me—co—estético, esto es, FX €

R-Mod/J i
rest.Me

De manera andloga, para cada Y € S-Mo ds/gest Me, GY e

R-Mod/J oM Concretamente, tenemos una sucesién exacta en
rest.

R-Mod

0 —— T — Me Sy,Y — Sng(M®SS§,Y) -—S C—050

con T y C t-torsién. Como en el anterior argumento, podemos

deducir que

(M@ S; Y) z SngSgT?](M(a S; Y)

como R -médulos. La afirmacién se sigue como en el anterior
e

argumento después de observar que M & M ®s S ya que S es
e

[

fuertemente graduado.

Ahora, probemos que F y G dan una equivalencia. Para X €

R-Mod/J ,

rest.M
e

SETTSTS?TGFX = SngsﬁTg(M(DSSg,Tg,HomR(M,S§X)) =
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S‘T ST(M ® Se Sy,TyHom (M, SSTX))

e

SgT (M ® Sy,Ty,Hom {M,S= X))

SSTT (M® SyTy,SyT Hom (M, SgX))

e

S, T,(Me ST Hom (MSTSﬂ.X))“STSX

T T es ¥°% R J°F I 5T
€
Como 537 lleva objetos desde R-Mod/J hasta Re—médulos
T-cerrados, podemos deducir que SgC_}i“X & Sﬂ—,X. Como 537 es pleno y

fiel, se sigue que GFX = X.

Dado Y € S-Mod/F =M,

SyTy,SgFGY y, jPSH,Ty,Hom (MS T (M@ Sz Y))”

Hom (S T (R® M)S T (M@ S Y))-—

e

5;’ ySyTy,Hom (R® M S T (M@ S- Y)) =

SeTySeTa

e

STHom (MST

oLy R_ q E’TSS‘TT (M@ Sg Y))

SyTy,Hom (M S

IR

fTT (Me®s S®SS§’Y))
e €
SyTyHom (M S T (M ® Sy,Ty,S aY)) = SyTysyY

Podemos deducir de nuevo de aqui que FGY = Y. o

Con el objeto de extender [Dl, Theorem 7.4], denotaremos
por (R—Mod/37|weak Me) la subcategoria plena de R-Mod/J cuyos

objetos son los objetos tales que T,SzX divide débilmente a T.M .

7 g T e
Si la teoria de torsién hereditaria T = (J,%) es de tipo finito,
entonces R-Mod/7 es cerrada bajo sumas directas. Asi, tiene
sentido considerar (R—Mod/f_flMe), la categoria de todos los objetos
S de R-Mod/J tales que ng ?TX divida a TgM Andlogamente,
(S—Mod/ﬁ—f’lweak Se) denota la subcategoria plena de S-Mod/¥ cuyos

objetos Y satisfacen que Ty,Sj—’,Y divide débilmente a Ty,S‘ Como se
€
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probé en el Teorema 3.4.7., ¢ es de tipo finito si T es de tipo
finito y Me es t-finitamente generado y podemos definir la
categoria (S—Mod/@|Se) cuyos objetos Y vefifican que Ty,Sg,Y divide
a Tg,Se. Recordemos de la Seccién 3.1 que denotamos por
S’§,:S—Mod/§’——> Q&(S)—Mod el funtor candnco que asocia
univocamente un Q&(S)—médulo a la izquierda a cada objeto de
S-Mod/¥. Andlogamente, tenemos es funtor fiel y pleno
S.;,:Se—Mod/.Y’H Qo(Se)—Mod. Primero, subrayamos el siguiente
resultado, que es consecuencia de ser los funtores F Y G aditivos.

Proposicién 3.5.7. Las subcategorias R-Mod/J y

rest.M
€
prest.M . . ..
S-Mod/¥ e son cerradas bajo sumas directas finitas y sumandos

directos. o

Lema 3.5.8. Si R es t-fuertemente graduado, Tt es de tipo finito y

M es un R-mdédulo a la izquierda graduado tal que M es
€

T-finitamente generado, entonces T es de tipo finito y M es

T-finitamente generado.

Demostraciéon: Sea I un ideal a la izquierda en el filtro
idempotente £(t). Por la Proposicién 3.1.7. RenI es un ideal a la
izquierda de Re que pertenece a £(t). Como T es de tipo finito,
RenI contiene un miembro finitamente generado J de #£(t). Pero RIJ
es uﬁ ideal a la izquierda finitamente generado de R y asi,
deducimos que T es de tipo finito, ya que RJ e £(T). Ahora
supongamos que M es un R-moédulo a la izquierda graduado tal que Me

es t-finitamente generado. Asi, M contiene un submoédulo
[
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finitamente generado y t-denso A. Consideremos la sucesiéon exacta

de R-médulos a la izquierda

0—>T—->R®RA————>R®RM3—>R®RMe/A——>O (3)
e e e

Dado que R es t-fuertemente graduado, podemos asegurar por la
Proposcién 3.5.1. y el Teorema 3.1.4. que (3) tiene puntos
extremos <t-torsién o, equivalentemente, T-torsién. Esto significa

que la imagen finitamente generada de R@R A en R@R Me es T-densa.
€ e

Un argumento andlogo muestra que la imagen canénca de R®R M en M
e
€

es T-densa. Componiendo estos morfismos canénicos obtenemos que la

imagen de R@R A en M es T-densa y finitamente generada. o

[]

Teorema 3.5.9. Consideremos una teoria de torsién T sobre Re—Mod
tal que R es t-fuertemente graduado. Sea M un R-mdédulo a la '
izquierda graduado débilmente G-invariante tal que el
Re—Se—bimédulo Me sea tT-plano y t-libre de torsion. Entonces se
verifican las siguientes afirmaciones:
(I) Las restricciones de los funtores

F‘:(R—Mod/?ﬂweak Me) _ (S—Mod/§’|weak S)
e

(_?:(S~Mod/§’|weak Se) e (R—Mod/§|weak Me)
establecen una equivalencia entre las subcategorias plenas
(R-Mod/T |weak M ) de R-Mod/T y (S-Mod/¥|weak S) de S-Mod/¥.
(II) si © = (9,9) es de tipo finito y Me es T-finitamente
generado, entonces las restricciones de los funtores

F(R-Mod/J| M) —— (S-Mod/$| s )
e (]
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G:(S-Mod/$| S ) —— (R-Mod/7 | M)
establecen una equivalencia entre las subcategorias plenas

(R-Mod/J | M) de R-Mod/J y (S-Mod/¥| S ) de S-Mod/¥.
e

Demostracién: Necesitamos comprobar que si X es un objeto de
(R-Mod/J |weak Me) entonces FX es un ob jeto en (S—Mod/§’| weak Se) y
que si Y es un objeto en (S—Mod/f7’| weak Se) entonces GY estda en
(R-Mod/J |weak M ). Para ello, tomemos X en (R-Mod/7 |weak M).

Existe un monomorfismo escincido en R-Mod/J, TGS%X———> (T(;M )"
e

Ahora calculemos

SyTyS§7FX = SyTyS‘?TpHomR(M, Sﬁ'X) =

Sy'Tysi’T@HomR(Me@s S, Sﬁ.X) = S.?’T.?HomR (Me, S

e e

Sy,Ty,HomR (Me, SﬁTﬂ’Sf_TX)

?7X) =

e

y observemos que si aplicamos el funtor S,T , Hom (M, S_(-)) al
¥y R e T

€

morfismo Tgsﬁ—rx—a (TgM )" entonces obtenemos un monomorfismo
e

escindido de S -moédulos a la izquierda
[

ny, n _
S, T HomR (Me, S?j(Tﬂ'Me) ) 2 (S, T I-IomR (Me, ST, M )) =

¥y ¥y T T e
e e
n n
(Sy,Ty,HomR (Me, Me)) = (SyTySe)
e
Dado que Sy, refleja monomorfismos escindidos, concluimos que

Ty,Sg,l?X divide débilmente Ty,Se. Siguiendo un argumento similar es
posible probar que GY e (R—Mod/?7|weak Me) siempre que Y €
(S—Mod/.?’| weak Se). La parte (I) se sigue de la Proposicién 3.5.7.
y del Teorema 3.5.6.

(II) Por el Lema 3.5.8., si T = (7,%) es de tipo finito y Me es

t-finitamente generado, entonces T = (J,%) es de tipo finito y M

es t-finitamente generado. De esta manera las categorias
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R-Mod/J VI S-Mod/#"***Me  tienen sumas directas arbitrarias
rest,

e

que son preservadas por los funtores F, G, TST’ Ty,, Tg S;,.
Utilizando estos hechos, es posible probar la parte (II) de manera

similar a como se ha hecho con la parte (I) o

Recordemos que tenemos un homomorfismo canénico de anillos
QG(SC)——>Q(;(S) ya que (S.?’T?S)e es isomorfo a S4T,S  siempre que
S sea o-fuertemente graduado. Por (Q(;(S)[weak Qo_(Se)) denotaremos
la categoria de todos los Q(;(S)—médulos a la izquierda que son
proyectivos de tipo finito considerados como Qo_(Se)-mc’)dulos.

Sea Y un Qg_(S)-médulo a la izquierda tal que existe un
isomorfismo de Q@(Se)—médulos a la izquierda f:YeC — Z, donde Z
es un Se—médulo a la izquierda o-cerrado. Supongamos que G es
finito. Siguiendo [NRVO, Theorem 3.1], el funtor olvido V:S-gr — _
S-Mod tiene un adjunto a la derecha _[Gl:S-Mod— S-gr que
construye para el S-médulo a la izquierda Y el S-médulo a la
izquierda G-graduado Y[G] = @gEGgY, donde ®Y denota una copia del
grupo abeliano Y. Si gy denota la imagen natural de un elemento y
de Y en el subgrupo %Y de Y[G] entonces la estructura de S-médulo
a la izquierda graduado en Y[G] esti dada estableciendo que (shgy)
= hg(shy) para s € Sh, y g&h € G. Tenemos [NRVO, Remark 3.2.1] un
S-homomorfismo canénico a:Y—— V(Y[G]) que es realmente una
aplicacién inyectiva. Es evidente que Y[G]e £ Y como Se-m()dulos a
la izquierda.y tenemos que Y is o-cerrado ya que es un sumando
directo del Se-médulo a la izquierda o-cerrado Z. Por [NR,
Proposition 2.1] esto implica que V(Y[G]) es o-cerrado y, de esta

forma, Y es o-libre de torsioén, Ahora tenemos un monomorfsimo
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canénico de S ( o Q&(S))-médulos Y— QE‘(Y) que extendemos

trivialmente a un monomorfismo de S médulos a la izquierda
e

g:YoC—r— QE_(Y)@C. Como el conicleo de g es o-torsién, el

isomorfismo f se extiende de manera Unica a un isomorfismo

R

F:Q(;(Y)@C——az. Esto implica que g es un isomorfismo. Asi, Y

Q(;(Y) y tenemos que Y es o-cerrado. Tomando Z un QG(S )-moédulo a
(<]

la izquierda libre (de rango finito, si ¢ no es de tipo finito),

es posible deducir el siguiente resultado.

Teorema 3.5.10. Sea R un anillo T-fuertemente graduado por un
grupo finito G, donde T es una teoria de torsion hereditaria sobre
Re-Mod y sea M un R-mdédulo a la izquierda graduado G-invariante

tal que el R ~S -bimdédulo M es t-plano y t-libre de torsion. Las
e €

e
siguientes condiciones se verifican.

(I) La restriccion de los funtores

F:(R-Mod/J (Weak Me) _— (Q(-)-_(S) | weak QO_(Se) )

G : (Qz(S) | weak Q. (S) ) — (R-Mod/T |weak M)
establecen una equivalencia entre las subcategorias plenas
(R-Mod/J | weak M) de R-Mod/T y (Q=(S)| weak Q_(S)) de
Q(;(S)—Mod.

(II) Si t = (9,9) es de tipo finito y Me es T-finitamente
generado, entonces la restriccion de los funtores

F:(R-Mod/T | M) — (Q=(S) | @ (S) )

G: (Qz(S)]| Q (S )) — (R-Mod/T| M)

establecen una equivalencia entre las subcategorias plenas
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(R-Mod/J | M) de R-Mod/J y (Q=(S)| Q,(S)) de Q-(S)-Mod. o

Sea M un R-médulo a la izquierda graduado y G-invariante
con M t-libre de torsién. Supongamos que Me es T-cocritico y
e
T-inyectivo, con lo que TgM es un objeto simple en Re-Mod/fT No
€

es dificil de ver que S = EndR (Me) es un anillo de divisién y
(-]
e

que S es un producto cruzado. Asi, M es plano como Se—médulo a la
e
derecha. Como S es un anillo de divisién, la subcategoria

e

localizante de S -Mod, ¥ = { A Se—Mod: ME®R A = 0} = {0). De
e

€

esta manera, tenemos que la subcategoria ¢ es trivial asimismo.
Ademas, todo Se—médulo a la izquierda es libre y, por tanto,
(S[Se) = S-Mod y (Slweak Se) es la categoria de aquellos S-médulos
a la izquierda que son finitamente generados como Se—médulos a la
izquierda. En este ultimo caso, para G finito, es posible probar
que un S-moédulo a la izquierda es finitamente generado como
S-médulo si y sélo si es finitamente generado como Se-médulo a la
izquierda. Esto ocurre porque S es fuertemente graduado y, asi, S
€S un Se—médulo proyectivo de tipo finito. Como un corolario del

Teorema 3.5.9., tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.5.11. Sea R un anillo T-fuertemente graduado por un
grupo G, donde T es una teoria de torsién sobre Re—Mod. Sea M un
R-mddulo a la izquierda graduado débilmente G-invariante tal que
Me. es T-cocritico y <t-inyectivo. Los siguientes hechos se
verifican.

(I) Si T es de tipo finito, entonces la restriccion de los
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funtores

Hom (M,Sz(-)):(R-Mod/J | M) — S-Mod

Ts (Me_-):S-Mod ——> (R-Mod/J | M)
establecen una equivalencia entre la subcategoria plena ( R—Mod/§|
Me) de R-Mod/Jy la categoria S~Mod.

(II) Si el grupo G es finito, entonces la restriccion de los
funtores

Hom (M,Sz (-))R-Mod/T | weak M) —— S-mod
€

T5(Me_-):S-mod ——> (R-Mod/J | weak M)

(]
establecen una equivalencia de categorias entre la subcategoria
plena (R-Mod/T | weak M ) de R-Mod/J y la categoria S-mod de todos

€

los S-moédulos a la izquierda finitamente generados. o
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