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INTRODUCCION

La teoria de ecuaciones integro-estocasticas ha tenido
un gran avance, por su importancia en las aplicaciones. Su prime
ra aparicidn (1930) se debe a Uhlenbeck y Ornstein, en el estudio
de la teoria dinamica del movimiento Browniano. La cuestidn del
significado matematico de las ecuaciones estocasticas y de sus
soluciones (1941-1942) se debe a Doob y K. Ito, que introducen
la nocidén de integral estocastica, generalizando el resultado ob
tenido por Wiener. Esta definicidn de integrales estocasticas,
generalmente conocidas como integrales Ito, ha sido adoptada por
muchos autores, como la base para el estudio de ecuaciones inte-
grales 6 diferenciales estocasticas y sus ramificaciones. Citamos
de entre ellos a Cabafia (1966), Daletskii (1967) y C. Fernandez
Vivas-R. Gutierrez Jaimez (1975), que dan versiones mas generales
de la integral de Ito y estudian la ecuacién integro-estocastica
asociada; del proceso solucidn de dicha ecuaciones; vamos a rea-
lizar un analisis detallado, a lo largo de este trabajo, contri-
buyendo con ciertos resultados relativos al caracter markoviano
fuerte y regularidades de las soluciones, asi como su'relacién

con la teoria de difusiones.
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Los objetivos que pretendemos alcanzar en esta memo-

ria son los siguientes:

Presentar un analisis detallado de las ecuaciones in-
tegro-estocasticas, analizadas por los autores anteriormente ci

tados, que nos sirva de fundamento solido para el desarrollo

posterior.

La propiedad de Markov fuerte, tiene gran importancia
para cualquier proceso estocastico; salvo en el caso de la ecua
cidén de Ito cldsica que se conoce el caracter felleriano del
proceso solucidn, no ha sido abordado este problema para las so
luciones de las ecuaciones que estamos estudiando; este sera
pues nuestro objetivo, demostrar que dichos procesos solucidn

verifican la propiedad de Markov fuerte.

Yor ( en su tesis, capitulo III-B ) realiza el estudio
de las regularidades de la solucidn de la ecuacidn estocastica
en un espacio de Hilbert, cuya integral estocastica, que define
previamente, es la de un proceso operador valuado con respecto
a un movimiento Browniano (N); como caso particular obtendriamos
los mismos resultados para el proceso solucidn de la ecuacidn
de Ito clasica, pero no podremos generalizarlos para las ecuacig
nes estudiadas por Cabafia y C. fernandez Vivas-R. Gutierre Jaimez
estudiaremos pues la variacidn de la solucién de dichas ecuacio-
. nes, cuando varian las condiciones iniciales y los coeficientes
de la ecuacidn, cuestidn no analizada para ecuaciones en las que
la integral estocastica tiene como proceso integrador el opera-

dor de Wiener.

Por ultimo, pretendemos obtener la relacidn del proce

so solucidn, de la ecuacidn estudiada por Cabafila, con la teoria



de difusiones, resultado que sera de gran importancia para mu-
chas aplicaciones y ejemplos concretos, y que solo se ha estu-

diado para la ecuacién de Ito clédsica.

En el capitulo 1, se comienza definiendo las integra
les estocasticas de Ito, de Cabafia, de Daletskii y de Ito gene
ralizada, que serviran para formular las correspondientes ecua
ciones integrales estocasticas asociadas. A continuacién pasa-
mos a investigar condiciones que garanticen la existencia y uni
cidad del proceso solucidn de tales ecuaciones. Se efectuara un
analisis detallado ( salvo en el caso de la ecuacién de Ito c1§_
sica ) de las demostraciones de los teoremas de existencia y u-
nicidad, pues algunos de sus pasos seran utilizados en capitulos
posteriores y deberemos hacer referencia al desarrollo que en
este tema realicemos, ya que en los 1ibros solo suele encontrar

se un breve esquema de demostracidn.

En el capitulo 2, se pasa a estudiar el caracter mar-
koviano fuerte de los procesos solucién de las ecuaciones inte-
grales estocasticas analizadas anteriormente; Inicialmente, se
daran una serie de definiciomnes y propiedades basicas que seran
fundamentales para una mejor comprensién del tema. Ya es conOci
do que la solucidén de la ecuacidén de Ito clisica; es un proceso
Feller, completaremos este aspecto demostrando el caracter mar-
koviano fuerte. Este mismo estudio se realizara para las otras
tres ecuaciones integrales estocasticas; viendo ademas en el'cg
so de la ecuacidn en espacios de Hilbert separables; algunas
propiedades importantes del operador de transicidén asociado a

su proceso solucién.
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En el capitulo 3, trataremos una importante cuestién,
aun no abordada para las ecuaciones cuyas integrales estocasti-
cas tienen como proceso integrador el operador de Wiener: '"Las
regularidades del proceso solucidn'. Realizaremos este estudio
en dos partes; en primer lugar, veremos la variacidn de la solu
cibén en funcién de los coeficientes de la ecuacibén, y en segun-
do lugar, dicha variacién en funcién de las condiciones inicia-
les. Como aplicacidén de los resultados que obtendremos en la
primera parte, se demostrara que se puede aproximaf la solucidn
general de la correspondiente ecuacibn integral estocastica, me
diante las soluciones de las ecuaciones en dimensidn finita;
los resultados de la segunda parte se utilizaran para estudiar
la derivabilidad de la aplicacidn que a cada x, le asocia el
proceso solucibn de la ecuacidn integral estocastica con valor
inicial dicho punto x.

El estudio de las regularidades del proceso solucibn, solo lo
haremos para la E.I.E. Ito en espacios de Hilbert separables y
para la E.I.E. Ito generalizada con objeto de no extendernos
demasiado, y, ya que para la E.I.E. de Ito cldsica resultaria
como caso particular de estas, ( 6 de la estudiada por Yor ) y
para la E.I.E. Ito en escalas de espacios de Hilbert, se obten-
dria partiendo de la de Yor y teniendo en cuenta el desarrollo

que en este tema realizaremos.

En el capitulo 4, nos centraremos en el proceso solu-
cién de la ecuacidn de Ito en espacios de Hilbert separables.
Dicha solucidn, como hemos probado en el capitulo 2, es un pro-
ceso de Markov fuerte; demostraremos en este tema que es tam-
bien un proceso de difusién y estudiaremos las ecuaciones aso-

ciadas a su densidad de transicidn "Ecuaciones de difusidn'.
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Previamente definiremos el concepto de C-difusidn y demostrare-
mos una acotacidén ( fundamental en el desarrollo posterior ) pa
ra la solucidén de la ecuacidn integral estocastica en espacios

de Hilbert separables, que estamos estudiando.

El trabajo, se finaliza con un Apendice en el que, a
titulo de 1lustracidn, se expone un ejemplo de aplicacién de la
teoria del Capitulo 4, obteniendo una generalizacién del proce-

so logaritmico-normal, en un espacio de Hilbert separable.

Las lineas generales de nuestro trabajo, quedan esque

matizadas del siguiente modo:
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Como problemas abiertos que a lo largo de esta Memoria

quedado sin abordar, podemos sefialar los siguientes:

El estudio de las propiedades de regularidad, en el caso de
Ecuaciones Diferenciales Estocasticas constituidas con otros
tipos de integrales estocasticas, tanto hilbertianas, como
generalizadas de Ito en otros sentidos ( las de McShane;

Young, etc. )

La extensidén a procesos multiparametricos, de la integracién
de Cabafia, linea ya comenzada muy recientemente, para tipos

mas simples.

La investigacidn de Difusiones asociadas a otros tipos de
Ecuaciones estocasticas no consideradas en esta Memoria, y

sus aplicaciones a modelizacidn.

Los problemas de Control estocastico, para las ecuaciones
de Cabafia y Daletskii, asi como la interpretacidn y estudio
de los modelos log-normales de Difusién con factores exoge-

nos, caso aqui no abordado, como caso particular de aquellos.

AGRADECIMIENTOS

A Dr. D. Ramon Gutierrez Jaimez, director de esta

memoria.



INTRODUCCION

CAPITULO

INDICE

ECUACIONES INTEGRALES ESTOCASTICAS
ASOCIADAS CON PROCESOS MARKOVIANOS

Introduccidn

Integracidn estocastica

A) Integral estocastica de Ito

B) Integral estocastica de Cabafia

C) Integral estocastica de Daletskii
D) Integral estocastica generalizada

Existencia y unicidad de la solucidn

de las E.I.E.

A) E.I.E. Ito

B) E.I.E. Ito en espacios de Hilbert
separables

C) E.I.E. Ito en escalas de espacios
de Hilbert

D) E.I.E. Ito generalizada

1ii

11
13
15

18
18

21

28
35



CAPITULO 2

CAPITULO 3

CAPITULO 4

ESTUDIO DEL CARACTER MARKOVIANO FUERTE
DEL PROCESO SOLUCION DE LAS E.I.E. 41

Introduccién 42

: Caracter markoviano fuerte de la solucidn

de 1la E.I.E. Ito 47

Caracter markoviano fuerte de la solucién
de la E.I.E. Ito en espacios de Hilbert
separables 51

: Caracter markoviano fuerte de la solucidn

de la E.I.E. Ito en escalas de espacios

de Hilbert 61
Caracter markoviano fuerte de la solucidn

de la E.I.E. Ito generalizada 66
REGULARIDADES DE LA SOLUCION DE LAS E.I.E. 72

Regularidades de la solucidn de 1la E.I.E.
Ito en espacios de Hilbert separables 73
A.- Variacidén de l1la solucidén en funcién

de los coeficientes de la ecuacidn 75
B.- Variacidn de la solucidn en funcidén

de las condiciones iniciales 4 80

Regularidades de la solucién de la E.I.E.
Ito generalizada | 95
A.- Variacidén de la solucién en funcién

de los coeficientes de la ecuacién 97
B.- Variacién de la solucién en funcién

de las condiciones iniciales 102

PROCESO DE DIFUSION, SOLUCION DE LA E.I.E.
ITO EN ESPACIOS DE HILBERT SEPARABLES 115



REFERENCIAS

APENDICE

Introduccidén

: Acotacidn para el proceso Xi (t)

0
Proceso de difusidn, solucién de la E.I.E.

Ito en espacios de Hilbert separables

: Bcuaciones de difusién

A) Ecuacidn atrasada
B) Ecuacidn adelantada

116

119

125

133
135
141

146



CAPITULO

1:

ECUACIONES INTEGRALES ESTOCASTICAS ASOCIADAS CON

PROCESOS MARKOVIANOS

Introduccidn

Integracidn
A) Integral
B) Integral
C) Integral

D) Integral

estocastica

estocastica de Ito
estocastica de Cabafia
estocastica de Daletskii

estocastica generalizada

Existencia y unicidad de la solucién

nes integrales estocasticas

A) E.I.E. Ito

B) E.I.E. Ito en espacios de Hilbert

C) E.I.E. Ito en escalas de espacios

D) E.I.E., Ito generalizada

de las ecuacio-

separables

de Hilbert



CAPITULO 1

ECUACIONES INTEGRALES ESTOCASTICAS ASOCIADAS CON PROCESOS

MARKOVIANOS

1.1 INTRODUCCION

Consideremos la ecuacion integral estocastica Ito:

t
a(t,X) drt +J b(t,X) dW(t,w)

0 %y

X(e,0) = Xg()+]
t

donde a(t,X) y b(t,X) son funciones a las que hay que exigir cier

tas condiciones, X(t,w) €S un proceso estocastico real y W(t,w)

un proceso de Wiener.

La segunda integral no puede interpretarse como una in-

tegral Stieltjes, puesto que 1a funcidén integrando es un proceso

Wiener, y se sabe que las realizaciones de tal proceso son de va-

riacién no acotada con probabilidad uno ( las trayectorias de un

proceso de Wiener no son diferenciables en casi todo punto )



Por tanto, para estudiar las soluciones de la ecuacién anterior,
hay que definir en primer lugar la integral estocastica que apa-

rece en ella.

El concepto de integral estocastica, tuvo su origen en
articulos fisicos. Wiener fue el primero en dar un tratamiento Ti-
guroso del movimiento Brownniano. En la formulacidn de dicho feno

meno, Wiener establecio una integral de la forma:

b

f f(t) dw(t,w)

a

donde f(t) es una funcién deterministica de t, ¥y W(t,w) es un pro

Ceso Wiener ( proceso estocastico del movimiento Brownniano )

Pero para estudiar las ecuaciones integrales estocasti-
cas Ito, es necesario generalizar la integral Wiener, consideran-
do integrandos aleatorios f(t,w), esta idea la llevo a cabo el ma

tematico Ito, con la definicidn de su integral:

b

f f(t,w) dW(t,w)

a

donde tanto el integrando como el integrador son procesos estocas

ticos reales.

A partir de Ito, diversos autores han dado versiones ca
da vez mas generales de su integral, mediante un debilitamiento
progresivo de las propiedades estocasticas del proceso integrador.
Asl se han ido considerando como integradores: Procesos Wiener;
Operadores de Wiener; Martingalas... , en domonios de integracidn
cada vez mas amplios: Espacio real; Espacios de Hilbert; Escalas

de Hilbert....



En el apartado 1.2 estudiaremos, ademas de la integral
estocastica de Ito, las siguientes integrales ( generalizacidn
de la de Ito )

Integral estocastica de Cabafia.
Integral estocastica de Daletskii.

Integral estocastica generalizada.

Definidas las anteriores integrales, el paso inmediato
es 1investigar condiciones que garanticen la existencia de un uni-
co proceso solucibén, para las ecuaciones integrales estocasticas
Ito correspondientes, asi como su continuidad, medibilidad, etc.
Esto sera estudiado en el punto 1.3, donde enunciaremos los teo-
remas de existencia y unicidad, realizando ( salvo en el caso de
la ecuaci6én de Ito cldsica ) una demostracién detallada de dichos
teoremas, ya que algunos pasos de estas demostraciones, seran pos

teriormente utilizados, y solo suele encontrarse un breve esquema

de ellas.

El objeto de este primer capitulo, es presentar un fun-
damento solido de las generalizaciones de la ecuacién integral es
tocastica Ito clasica, tanto de sus definiciones, como de lo con
cerniente a la existencia, unicidad y continuidad del proceso so-
lucidn, ya que en capitulos posteriores estudiaremos cuestiones,
aun no abordadas, relativas a la solucidn de tales ecuaciones in-

tegrales estocasticas.



1.2 INTEGRACION ESTOCASTICA

En este apartado, vamos a dar una exposicién detallada

de las definiciones de las siguientes integrales estocasticas:

Integral estocastica de Ito:

b
[ £(t,w) dW(t,w)
a

donde f(t,w) es una funcidn aleatoria real-valuada y W(t,w) un pro

ceso Wiener real.

Integral estocastica de Cabafia:

J b(t,w) dW(t,w)
0

donde W(t,w) es un operador de Wiener y b(t,w) un proceso estocas

tico valuado en un espacio de Hilbert.

Integral estocastica de Daletskii:

J B(t,w) dW(t,w)
S

donde W(t,w) es un proceso Wiener Hilbert-valuado y B(t,w) un pro-

ceso operador-valuado en una escala de espacios de Hilbert.

Desde el punto de vista del proceso integrador, la inte-
gral de Cabafia es mas general que la de Daletskii; pero esta tie-

ne la ventaja sobre la primera, de utilizar una escala de Hilbert

prem—
o

ot T
AL N
/(%’ 25\



En efecto, el estudio de las ecuaciones integrales estocasticas
en escalas de espacios de Hilbert, conduce a resultados ma gene-
rales que los obtenidos al considerar un solo espacio Hilbertia-

no.

Esta observacion nos lleva al estudio de:

Integral estocastica generalizada:

J B(t,w) dW(t,w)
0

donde tanto el proceso integrando, como el integrador son operador-

valuados en escalas de espacios de Hilbert.



A) INTEGRAL ESTOCASTICA DE ITO

Sea { W(t,w) ; t>0 } un proceso Wiener real y sea
{ f(t,w) ; t>0 } una funcidén aleatoria real - valuada.
La dependencia de Wy f es '"no anticipativa' es decir f(t,w) de-
pende como maximo de los valores presentes y pasados de W(t,w) 7<t
pero no de los valores W(t,w) T>t
Para definir este tipo de dependencia, introducimos una familia

{ 5£ ; t>0 } de o-algebras con las siguientes propiedades:

1. Fe € Jtz para t <t,
2. W(t,w) es $£ - medible, para cada t fijo.
3. Para t;>t,>t , los incrementos W(t,,w)-W(t,,w) son independien

-
tes de Jt .

4. Para cada t fijo, la variable aleatoria f(t,w) es f&-medible

Supondremos que f(t,w) es una funcidn aleatoria medible y que
T 2
p {w: J | £(t,w)|” dt < » } =1 donde T<w
0

El conjunto de todas las funciones f(t,w) que satisfacen esta ul-

tima propiedad, lo representaremos por ‘Mz(g%)
Para definir la integral estocastica de Ito
b
j f(t,w) dW(t,w)
a
se procede como en el caso de integrales no estocasticas: en pri-

mer lugar, se define para funciones simples & de salto, y despues

utilizando argumentos de completitud, obtendremos la integral es-



tocastica Ito, para toda funcidn f(t,w) perteneciente a M,, que
sea limite de sucesiones de funciones simples.

Tendremos por tanto que demostrar ( una vez que se defina una fun
cidn simple ) que cualquier f eM, puede aproximarse, en el senti-

do apropiado por una sucesién de funciones de salto

Una funcién f(t,w) se dice que es "simple 6 de salto",
si existe una particiédn de [a,b]

a = t0< t1< “ee <tn = b tal que
£(t,w) = £(t;,w) Yte[ti,ti+1]

Notemos que los puntos t, son independientes de w

El siguiente lema, cuya demostracién puede verse en {2}
muestra que VfeM,, 6 sea, para toda funcidn de cuadrado integra

ble en [0,T] , existe una sucesién de funciones simples £ e M

que aproximan f en media cuadratica.

" ¥f eM; , existe una sucesidn de funciones simples fne M, tal que

If
—

b 2
p{w: lim f If(t,w)-fn(t,w)l dt = 0 }
n>« /g
Por tanto, las funciones simples son densas en Mz, en el sentido

de la L,-convergencia.

La integral estocastica de una funcidn simple f(t,w) se
define como la suma Riemann - Stieltjes ordinaria:

b
{ f(t’w) dW(t,(L)) = f(t’w) I:W(vtkﬂ,w)-W(tk,w)]

a

o
1 ™Ms
=



Se demuestra que la sucesidn de integrales

b
f fn(t,w) dW(t,w)

a

sucesidn de sumas Riemann - Stieltjes, converge en probabilidad
a un limite ( univocamente definido salvo conjuntos de probabili-
dad nula ).

Este limite:

[b f(t,w) dW(t,w) = 1lim Jb fn(t,w) dW(t,w) (en probabilidad)
a n>o /g

es la integral estocastica de Ito, del procéso f(t,w)e M;, respec_

to del proceso de Wiener W(t,w), y puede interpretarse como un

funcional lineal, definido en M,

( Este limite es independiente de la sucesidén de funciones simples

que se haya tomado en M, )

Para las aplicaciones de la integral de Ito, en la for-
mulacidn de las ecuaciones integrales estocasticas, necesitamos
considerar la integral como una funcibn del limite superior

t
glt,w) = f flr,w) dW(t,w)
a
Como ¥t esta integral esta univocamente determinada, excepto en
un conjunto nulo, podemos suponer que g(t,w) es una funcidn alea-
toria separable.

Se demuestra que el proceso g(t,w) es una martingala y que es con

tinuo.



Es tambien posible definir la integral estocastica Ito
para funciones aleatorias con valores en R .
Sean W1(t,m),..., Wn(t,w), n procesos Wiener reales, mutuamente
independientes. Supongamos que existe una sucesidn de o-algebras

{ Fe o ot20 } , respecto de la cual los procesos Wi(t,w) son medi-

bles y tienen los incrementos independientes. Entonces puede de-

finirse la integral de Ito

b

f f(t,w) dWi(t,w)

a

para todo i = 1,..., n ; y cualquier funcién f(t,w) con valores
en R » Slempre que sus componentes fi(t,w) sean de cuadrado in-

tegrable en todo intervalo finito, Vi = 1,..., n

El calculo integral estocastico, basado en una integral
tipo Ito, no puede ser integramente compatible con el calculo in-
tegral cl3asico, basado en una integral ordinaria.

La teoria de ecuaciones estocasticas Ito es consistente consigo
misma, y no es una extensidn de la teoria clisica de ecuaciones

diferenciales ordinarias y ecuaciones integrales.



B) INTEGRAL ESTOCASTICA DE CABANA

Sean H y G dos espacios de Hilbert, con productos esca-
lares (, ) y <, > respectivamente; y sean H = L, (Q,H) vy
G = L,(2,G) , los espacios hilbertianos de las variables aleato-

rias de cuadrado integrable con valores en H y G.

Consideremos el espacio medible (0,%), donde © es un es
pacio parametrico de la forma _[O,T) con T <o [y B es el o -

algebra de conjuntos, generada sobre 0.

Sea W(t,w) un operador Wiener, es decir, una aplicacidn
de 0 en L, (2, £(H,G) ) . Para cada t fijo, W(t,u) es un operador
aleatorio que transforma variables aleatorias de H en variables

aleatorias de G.

Sea x(t,w) una funcidn aleatoria de © en ﬁ, que hace
corresponder a cada valor parametrico una variable aleatoria de
cuadrado integrable y hilbertiana.

Diremos que x(t,w) e ﬁ tiene la propiedad (P) con respecto al ope
rador W, si dados t, t], t2 con t < t] < t2 ; W(tz,w)-W(t1,w) y

x(t,w) son independientes

Sean Ii sub-intervalos de 0, i=1,...,n escribiremos Ij<Ii,Para

indicar que ningun punto de Ij es mayor que cualquier bunto de Ii’
y sea fie H. Entonces W(Ii,w)fi , representa una variable aleato-

ria de G ( operador aleatorio aplicado a una variable aleatoria

de.H ). -



Representamos por

W(I,w) £.¢6

™
i
M

i=1

donde los terminos de la suma verifican: " XI fi tienen la propie
j .

dad (P) con respecto a W para cada IjS_Ii " y definimos:

=}

oo (x)(E) = f.,x)y dv(t
0 ;gl {Ii ( i»XJg v )¥

siendo v(t) una medida definida enT®, absolutamente continua con

respecto a la medida de Lebesgue.

Cabafla demuestra que existe un fnico elemento y(x)e G

tal que
<E V) 25 = 0, (x)(E) (1

La aplicacién y:x—> y(x) es lineal y acotada.
Este Gnico elemento y(x) define la integral estocastica de x(t,w)

respecto del operador de Wiener W(t,w)

b(x) = [e x(t,0) dW(t,u)

que es la integral estocastica de Cabafia, donde ¢ (x) viene dado

por la relacidn (1).



C) INTEGRAL ESTOCASTICA DE DALETSKII

Sea H un espacio de Hilbert con producto escalar ( , );
y T un operador definido positivo, auto-adjunto, no acotado y tal
que [IT77]j< 1

&
Designamos por Ha el dominio de T% (a>0); vy H—a = Ha al dual de H

( conjunto de los funcionales lineales y continuos definidos en H )
Ha es denso en H y es un espacio de Hilbert completo con la norma:

||XHu = || T%x|| xeH,

Definimos un " sistema 6 escala de espacios hilbertianos "
como una familia uniparametrica de espacios de Hilbert

{ Hi ae (-=,®) } con Hy = H tal que:
(1) H, < HB’ -0 < B < g < y HxHu > HX”B xeH
.. %k
(11) H-u = Ha

Sea B(t,w) una funcién aleatoria con valores en
E(H_1,Ha); es decir, para cada t fijo, B(t,w) es un operador alea

torio de H_1 en Ha ; ¥y sea W(t,w) un proceso de Wiener con valo=
res en H_1.
Introducimos una familia de o-algebras {ﬁi; te © } de

subconjuntos de 2, respecto de la cual los procesos B(t,w) y
W(t,w) satisfacen las siguientes propiedades:
(a) Para cada t fijo, W(t,w) es ?f - medible.
(b) Para cada t fijo, B(t,w) es Fe - medible.

(c) Los incrementos de W(t,w) correspondientes a intervalos dis-

juntos son independientes de B(t,w).



(d) .
E{ |[B(t,w)] } dt =
fto 1B Cod )

T 2
J E{ || T¥B(t,w)T| © } dt < =
Yo

Bajo estas condiciones, Daletskii ha considerado la

integral estocastica de B(t,w) respecto del proceso de Wiener

W(t,w) con valores en H_1

T
I(B) = J B(t,w) dW(t,w)
t
0

definiendola mediante la relacién

( I(B),y ) = I( B (t,u)y )

es decir:

T T
y’(f B(t,w) dW(t,w)) = [ B (t,w)y dW(t,w)
%o %o

*
VYEHOL

*
donde B (t,w) representa la aplicacidén adjunta de B(t,w).

Propiedades

La integral estocastica de Daletskii verifica:
(1) E{ I(B)}
(2) ELIB)]

Q o
o

T 2
} < J E{ o“(T%B(7,w) )} dr

donde ¢ representa la norma Hilbert-Schmid



D) INTEGRAL ESTOCASTICA GENERALIZADA

Sean H y G dos espacios de Hilbert, y sean T y L dos
operadores auto-adjuntos, definidos en H y G respectivamente.

Ha y Ga representan los dominios de T% y L% ( >0 )
Sean { Ha, ae (-»=,») } y { Ga’ ae (-»,») } dos escalas de es-

pacios de Hilbert ( cuya definicién hemos visto en el apartado an

terior )

Sea W(t,w):0 —> LZ(Q:E(H@:GQ) ) un operador de Wie-
ner con valores en E(Ha,Ga), es decir, para cada valor parametri-

co fijo te© ; W(t, ) es un operador aleatorio de cuadrado inte-

grable. Si ademas fijamos w entonces W(t,w) representa un operador
%

de Hu en Ga . Sea W (t,w) la aplicacifén adjunta de W(t,w)

Wit,w): Hu_.—> Ga

t,w fijos

&
H (t,w): G-a——-> H-a

Sea B(t,w) un proceso estocastico, con valores en el es
pacio de operadores £(G_1,Ha). Fijado t, B(t, ) representa un o-
perador aleatorio ( variable aleatoria con valores en £(G_1,Ha) ).
Fijados t y w, B(t,w) representa un operador de G_1 en Hd. Sea
B*(t,w) la aplicacién adjunta de B(t,w)
B(t,w): G_

> H )
] a t,w fijos

*
B (t,w): H  ,—> 6,c6

Introducimos una sucesidn expansiva de o- algebras

{7

+ te® } de subconjuntos de 9, respecto de la cual los proce
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sos B(t,w) y W(t,w) satisfacen las siguientes propiedades:

(a) Para cada t fijo, W(t,w) es ?%-medible.
(b) Para cada t fijo, B(t,w) es E{-medible.

(c) Los incrementos de W(t,w) correspondientes a intervalos dis-

juntos, son independientes de B(t,w).

(@) ECIB(t,0) )Y oH) T E I9T®B (@)L fg } < =
- o

para cualquier J: H——> G

Bajo las hipotesis anteriores, podemos introducir, la
integral estocastica del proceso operador valuado B(t,w) con res-

pecto al operador de Wiener W(t,w)

I(B) = fe B(t,n) dW(t,w)

definiendola mediante la siguiente relacién

% *
< I(B),z > = I(BB W z)

es decir:

< J B(t,w) dW(t,w) , z > = jOB(t,w)B*(t,w)W*(t,w)z dW(t,w)
C

Como particularizacidn de esta integral, cuando H = G
se obtiene la integral de Daletskii, porque entonces

*
B(t,w) € E(H_],Ha) y W (t,w) aplica H_, en si mismo, con lo cual
ES
< I(B),z > = I(BB z) y ZesH_a

que es la integral de Daletskii.
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A continuacidn demostraremos una importante propiedad
que sera fundamental en la demostracién del teorema de existencia
y unicidad de la solucién de las ecuaciones integrales estocasti-

cas de Ito generalizadas.
" La norma de la integral estocastica J B(t,w) dW(t,w) es < 1 "

in efecto, para todo funcional lineal ze G~a

I ] Bctw) awe,w) | = su <] Bty awe,w) 2
0 I z5)=1 0

* *
=S Bt, B s W ’ ’
Hzﬁg1 | J@ (t,w)B (t,w)W (t,w)z dW(t,w) |

®
Como z eG“a » se tiene que W (t,w)z es un funcional

lineal en H_, » ¥y por tanto

* *
B(t‘,w)B (t,w)W (t,w)z € HOL
Luego, la integral que aparece en el ultimo yalor abisoluto, es del
tipo Cabafia y como la norma de dicha integral es s 1, se obtiene

el resultado deseado.
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1.3 EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCION DE LAS ECUACIONES
INTEGRALES ESTOCASTICAS ( E.I.E. )

A) E.I.E. ITO

Una ecuacidn integral estocastica Ito es de la forma:

t t
(1 X(t,w) = X(to,w)+J a(t,X(t,w)) dT+I b(t,X(t,w) dW(T,w)
t

0 _ to
donde X(t,w) es un proceso estocastico real, X(to,w) €s una va-
riable aleatoria ( t, fijo ), a y b son funciones que verifican

clertas condiciones que veremos mas adelante y W(t,w) es un pro-

ceso Wiener real.

La importancia de la ecuacidn integral estocastica Ito

se debe a que:

. n
(i) Una gran clase de procesos de Markov en R » puede representar
se como solucidén de tales ecuaciones.

(11) Sirven como modelos para procesos fisicos Yy sistemas de con-

trol estocasticos.

(i1i) Son de gran utilidad en el estudio probabilistico de las

ecuaciones en derivadas parciales.

Una vez que se ha dado significado a la " integral esto

castica de Ito "

T
J b(t,w) dW(t,w)
to

el siguiente paso es investigar condiciones que garanticen la
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existencia de un Gnico proceso solucidn de la E.I.E. Ito
Para que las integrales que aparecen en dicha ecuacibn esten
bien definidas, es necesario introducir una familia de c-algebras

31. Donde‘ﬂk es la o-algebra minimal respecto de la cual xo(m) =

X(to,m) y W(T,w)—W(tO,w) , Te€ [to,t] son medibles.

Antes de abordar el problema de existencia y unicidad,
definimos que entendemos por solucidén de la E.I.E. Ito:
" Una funcidén aleatoria { X(t,w): t.e[tO,T] } es solucidén de la
ecuacidén (1) si:
(a) X(t,w) es 5&-medible.

(b) Las integrales de la ecuacidn (1) existen.

(c) La ecuacién (1) es cierta para cada te [tO,T] c.s.

Solo veremos lo concerniente a las soluciones continuas
de la ecuacién integral Ito, ya que es facil probar que:
" S5i { Y(t,w) } es una funcidn aleatoria equivalente a la solu-
cién { X(t,w) } de la ecuacidén (1), entonces { Y(t,w) } es tam
bien una solucidén de la ecuacidén (1) "
Puesto que el lado derecho de la ecuacidén (1) ( equivalente al iz
quierdo ) es continuo c.s., tendremos que
" Para cualquier solucion de la ecuacidén integral Ito, existe una

solucidén continua, equivalente "

Pasamos ya a enunciar el teorema de existencia y unici-

dad , para la E.I.E. Ito.



TEOREMA
Sean a(t,x) y b(t,x) , t e[tO,T], xe R , funciones

medibles Borel, verificando las siguientes condiciones, para-
alguna constante k:
a.- ( C., de Lipschitz uniforme ) ‘

VX,y eR, |a(t,x)-a(t,y)]|+|b(t,x)-b(t,y)] < k|x-y]
b.- ( C. de Growth )

¥xe R, Ja(t,x) |2+ |b(e,x)]? < k3¢ 1+]x|? )
Entonces, existe una solucidn de la ecuacidén (1), y es finica en
el sentido siguiente:
Si X1(t,w) y Xz(t,w) son dos soluciones continuas ( para una con-

dicién inicial fija Xo(w) ) de la ecuacidn (1), entonces:

v { w: sup IXo (t,w)-X,(t,w)|=0 } = 1
te[tO,T] 1 2

Demostracidn

Puede verse con detalle en {2} 6 {36}



B) E.I.E. ITO EN ESPACIOS DE HILBERT SEPARABLES

Definida la " integral estocastica de Cabafia ', vamos
a abordar el problema de la existencia y unicidad de solucion de
la siguiente ecuacidén integral estocastica Ito:

t t
(2) X(t,w) = Xo(w)+J0 a(t,X(t,w)) dV(T)+J0 b(t,X(t,w)) dW(t,w)

donde W(t,w) es un operador de Wiener, X(t,w) una funcidn aleato-
ria, v una medida finita en 6 , absolutamente continua con respec
to a la medida de Lebesgue y a, b son funciones que verifican

ciertas condiciones que veremos mas adelante.

Antes de pasar a investigar las condiciones que garan-
ticen la existencia y unicidad del proceso solucidén, vamos é in-
troducir algunos espacios de funciones que seran utilizados mas
adelante.

Para cualquier funcidn aleatoria G-valuada X(t) con dominio 0O,

definimos:

WX = sup [X(t)] -
te® 2

donde [ ]2 representa la norma del espacio G = LZ(Q,G)

Sea Lm(ﬁ) el espacio de las funciones aleatorias X:0—>G
que verifican: X <
Lw(g) es un espacio de Banach con la norma ||| |

Y sea C(a)c:Lw(a) el sub-espacio de todas las funciones aleatorias

continuas



TEOREMA

Sean las funciones a(t,X):0xG—>G vy b(t,X):Ox§—+—>ﬁ
verificando:

(a) Para cualquier funcidn medible X:0—>G ;s a(t,X) y b(t,X)
son medibles.

(b) Existe una constante M tal que para casi todo te® y XeG

\

+

[a(e,0]2 < va X2

bee,0]? < Mia o+ [x12)

(c) Existe una constante L tal que para casi todo te® y X],Xzeé

[a(t,Xz) - a(t,X])]z < L[x2 - x]]

2

[b(t,X,) - b(‘c,xl)]2 < L[x, - X]]

2

Entonces, existe una finica funcidén aleatoria continua
X:0—>G

que verifica la ecuacibén (2) , Vte 0, con XOG G

Demostracidn

Definimos un operador T en C(a), como sigue:
t t . " -
100 = Xge[ aleX() avind+] bCx()) @)
0 0

Vamos a probar que bajo las hipotesis del teorema, se verifica:
I.- T aplica C(é) en si mismo.
II.- T es continuo.

III.- T! es una contraccidn, para algun n.

Demostrado esto, deducimos por el teorema de Hans, que
T tiene un Gnico punto fijo en C(G), con lo cual, nuestro teorema

quedara probado.
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I.- T aplica C(G) en si mismo
Tenemos que probar que si X eC(E) entonces TX«EC(G)
es decir que TX es continuo y que |||TX|]j< « ; & lo que es igual
que TX es continuo y que TX eLm(a)

(i) TX eL_(G)

Las condiciones (a) y(b) implican:

face, )12 = sup [a(t,x)]% < M2(1 + sup [X]Z)= wPca «fxIll %)
te® -2 te® 2
Analogamente
o ce,x) %< M+ Xl ®

Por la desigualdad de Schwarz y las condiciones anterio

res tenemos:

t t
[f a(t,X) dv(t)]z v(0,t) IO [a(r,ﬁ)]z*dvfr) <
0 2 2

A

[ VAN

vio,0) [a(r,01% < vie) [atr,x)]?

De donde
t
nlfo a(t,x) dv() 1% < vZ© lace, )2 < vEEu*a + [Ixl )

Por la desigualdad de Schwarz y puesto que la norma de

la integral de Cabafia es < 1 , obtenemos:

A

t t
[J b(t,X) dw(t,w)]? < f [b(t,X)]2 dv(t) <
0 2 0 2

1A

v(0,t) [b(r,00]% < v(e) [b(r,0]°



De donde

t |
I ben ancenli? s vl 0 % < v A

Luego, basandonos en las desigualdades anteriores dedu-

cimos que:

. 9 t t - 5
X - X7 = [ a0 e e [ vinn anu i s

1A

t t
2l | s wvolP 2l | e anco 1

20 v(e) + 1} v(e) M1 +|Ix|Il5

PA

Es decir

TX € Lw(a) como queriamos ver.

(ii) TX: 0—>G es continuo

En efecto, razonando igual que en el punto (i), obtenemos:

A

[TX () -TX (£ )]

t! t!
z[[t a(t,X) dv(r)]f + 2[[t b(t,X) dW(T)]f

AN

vE(e,eE (s [0+ vie, et [x]%)

[v(t,e') + 1] v(t,t IM>(1 + [x]f)

La continuidad se deduce de la hipotesis de que v es absolutamen-

te continua con respecto a la medida de Lebesgue.



I1.- T es continuo.

En efecto, aplicamos el operador T a dos elementos

N i)

X
t t

TX1 = XO + f a(T,X1) dv(t) + [0 b(T,X1) dwW(t)
t t

X, = XO + J a(T,XZ) dv(t) + { b(T,XZ) dw(t)
0

Calculamos:

2 t t 2
[TX,-TX,] " = EJO{a(T,xz)-a(r,x1)1dv(r) + [OJb(T,xz)-b(T,x,)ldwjz

tA

t t 2
(0 feCexp-atex I, » L] beox)-beexplad )

A

t 2 t 2
Z[Jo[a(T,Xz)-a(T,Xj)]dV]2 + Z[Io[b(T,Xz)—b(T,X1)]dW]2

Aplicando la desigualdad de Schwarz y que la norma de la integral

de Cabafia es < 1 ,obtenemos:

< t 2 t 2
z ZV(@)[O[a(T,XZ)-a(T,X1)]2 dv + ZJO[b(T,XZ)-b(T,X1)]2 dv

Por la condicidn (c) de las hipotesis del teorema:

LA

2(*t 2 2(*t 2
2v(0)L jo[xz-x1]2 dv + 2L [O[XZ—X1]2 dv

1}

t
2{v(0) + 1}L2f0[x2-x1]f dv

ZLZ{V(@) + 1} v(0,t) [Xz'XJf
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Luego:

I x,-1x 12 < 2Liv (o) + 13 ve) Illx,-X, Il

de donde se deduce la continuidad de T.

III.- T! es contractivo para algun n.

Dados XT’XZG C(G) , ﬁotaremos

A (1) = *x, - 1K

2 X

1

K
day (1) = a(t,TN,) - a(t,TF,)

k

Aby () = b(t,T*X,) - b(t,TkX1)

La condicidén (b) de las hipotesis del teorema implica:

(82, ()], < L [8()],

A

1A

[ab, (03], < L [8(0)],

Por tanto

[}

2 t t 2
[Ak(t)]z [J Aay (1) dv(t) + !o Abk_1(t) dW(T)]Z

0

1A

t 7 t 2
2[}0 hay (1) dV(T)]z * z[[o by 4 (1) dwm]2

A

t (T
2v(@)LZJO [y, (012 av(o) szfo [y, (]2 av(o)

i}

2 (* ¢ 2
2ive) + 1 [ [y (0] aveo
0

( Notemos que para k=1, Se obtiene el resultado del apartado II.- )
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Haciendo H = 2{v(0) + 1}L2 y dando valores a

k=1,2, ... nos queda:

_2 t
[A](t)| < H [Ao(t)Jz Jo dv (1,)
t T
- 2 2 2 1
(8,012 < 1 [ay(0)] [0 dv (1) fo av ()
t T
[, ()] < 1 [3y(e)]; Jo dvity) f vy

La integral iterada del lado derecho de la desigualdad anterior

vale:

-1 (T -1 _k
ah [ Cave - wn T VR,
0
puesto que v es absolutamente continua con respecto a la medida
de Lebesgue.

Por tanto, tenemos que:

-1

e M2 < &b Cave) 15 oy ce) I

Dado a € (0,1) , podemos tomar un n suficientemente grande pa-
ra que se verifique:

1 2

mH™ {HvE) ' < «

De donde
1™, = Tl = e W< allagll = el x,-x, I

. n « .
Es decir, T es una contraccidn.

Por el teorema de Hans, esto implica la existencia de

una Gnica solucidn X(t,w) de la ecuacidn (2), en C(G).
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C) E.I.E. ITO EN ESCALAS DE ESPACIOS DE HILBERT

Sea H un espacio de Hilbert y %, la clase de operadores
Hilbert-Schmidt en H.
Sea T un operador definido positivo, auto-adjunto, no acotado en
H, verificando HT-1H <1 . H, es el dominio de ¢ (a>0 ) ; R,
es denso en H, y es un espacio de Hilbert completo, con la norma

Il = 7%l X <H,

Analogamente se define H-a ; Ha y H—a son conjugados en el sen
tido de sus productos escalares.

Sea { H, ;o€ (-»,=) } con HO = H una escala de espacios de

Hilbert ( cuya definicidn ya hemos dado anteriormente ).

Vamos a estudiar la ecuacidn integral estocastica Ito:

t t

a(t,X(t,w)) dT+J B(t,X(t,w)) dW(T,w)

(3) X(t,0) = Xg(@)+] t
0

ty

donde a(t,X)esHa ; B(t,X) es una funcidén operador-valuada y

W(t,w) es un proceso de Wiener con valores en H_1.

Analizada la integral estocastica

t

f B(t,w) dW(T,w) " Integral estocastica de Daletskii "
t
0

la E.I.E. Ito (3) esta bien definida, y podemos considerar el

problema de la existencia y unicidad de su solucidn.

En primer lugar, introducimos algunos espacios de funcio

nes que seran utilizados en el teorema de existencia y unicidad.



xg : espacio de funciones Hq - valuadas, $£ - medibles ;

es un espacio de Banach con la norma:

BX P = sup B X(t,u)|2
te[ty,T]

C&(HQ) : espacio de funciones continuas definidas en Hu ,

Yy con rango Hu

Cy u(Ha) : espacio de funciones operador-valuadas, defini-
, _

das en Hq , COn rango E(H,HQ) y continuas.

Necesitamos tambien la siguiente definicidn:
" Una funcién valuada en un espacio de Banach £(t,X) , te[tO,T]
Xe“a , se dice que tiene la propiedad (L) si:

(1) e, Xyl < ¢y + Clix|,

(ii) HE(t,X]) - E(t,XZ)H < czux] - ina X1,X,eH 5 Cq,C, ctes "
TEOREMA
Consideremos el operador:
t t
SX(6,0) = $(0)+] a(t,X(0,00) de +| BELX(1,0)) dWT,w)
t t
0 0

(a) Si ¢(t)ex§m y las funciones a(t,X) y TQB(t,X) tienen la
propiedad (L) en los espacios Hu y OZ(H) respectivamente.

. . . 2m
Entonces el operador S es continuo en Xog o7 para algun n,

2

n . 2
S7 es una contraccidn en X,

(b) Si ¢(t)ex§ y las funciones a(t,X)e C (H ) y B(t,X)e CO,a(Hu)

tienen la propiedad (L). Entonces la E.I,E. Ito:
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t t
X(t,0) = 0(t) +| a(e,X(r,w)) dr +| B(1,X(r,0)) dH(t,u)
t t
0 0
donde ¢(t) = XO es una funcidén continua, independiente de W(t,w);

tiene una Gnica solucidén continua, que es ¥,

 -medible, Vte[t,,T]

Demostracidn

(a) Los pasos que seguiremos en la demostracidén de este apartado

son:
I.- S aplica xém en si mismo,
II.- § es continuo en xim

I11.- S es contractivo para algun n, en xé

En primer lugar, notemos que la funcidén SX(t,w) es

5£-medible.
t (t
Ist-o @ 2" = 11 [ ate,0 v+ [ Benx) anen |20
o %o
t ‘ t
U atn an iy s [ B an )17
t t
0 0
t t
< 2w e 12 22T B awen 2

t %

Tomando esperanzas:

t t
EHSX-¢(t)H§m < zzm'1EHJt a(t,X) dT”im " 22’“'1E||Jt B(T,X) dwném
0 0

Calculamos por separado los dos terminos que aparecen en el segun

do miembro de la desigualdad anterior:
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. t
(19) EHJ a(t,X) dr[]ém‘ < E{ (T-to)zm'1 f Ha(T,X)“ém dt }

to to
Acotacidn obtenida, aplicando la desigualdad de Schwarz; a

continuacidn utilizaremos el apartado (i) de la propiedad (L)

1A

t
A A M RN O RS
0

2m- 1

r Zm Zm t 2m
E{LZ(T—tO)] [c1 (T-ty) + C [t ”X(T,w)Hu dt ]}

2
0

1]

t .
[2(T-t)] 2" {C%m(T—tO) + com Jt B[ X (t,0) [I2™) dT}
0

t t
) 2 -1 m 2m :
(22) EHJ B(r,X) aw(o)||J" < (T-t " <hgzm-1g> f Eo “™(T"B(1,X))d1
t 2 t
0 0
La desigualdad anterior, se obtiene aplicando las propieda-
des de la integral estocastica de Daletskii ( o representa

la norma de Hilbert-Schmid ).

Por el apartado (i) de la propiedad (L), obtenemos:

1A

t
(T-to)m_1(m§2m-1)>m ft E{ ¢y + CZHX(T’w)”u 2™ 4r

2 0

1A

t

m-1 2m~1,..2m 2m 2

(T-t,) <m£2?~1))m ft 250 e ™ 5 EIX(t,w) 17 dv
0

1A

22m—1(T_t )m—l m(2m- m 2m + 2m t jj2m
. <_1_%_11) [c1 (1-ty) + 63" HIX(r,w) 5" ax
0

Llamando:
Cy = [20T-t]™™ 1 5 ¢, - [2(T-t)]™ " [m(zn-1)]"

y sustituyendo, se tiene:
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t
E(fsx-0 (0) 2™ < 22" V(e cy) (cfm(T—t0)+C§mJt EHX(T,w)Him dt
0

Tomando el superior de las esperanzas:

i 2m- 2 2
I sx-e) I 4™ < 2™ Ve vc) FeP™ « c2x ™ ] (o)
3 74 1 2 0
. 2m Zm . .
Por tanto, si XEXu , entonces SXexa ; es decir, S aplica

2m

X, en si mismo.

IT.- S es continuo.

En efecto, aplicamos el operador S a dos elementos

X],Xze X;m , ¥ calculamos:

t t
EHSXZ-SX]”ém = E”]t[a(r,xz)-a(T,X1)]dT + Jt[B(T,Xz)‘B(T’X1)]dW”§m
0 0

1A

t
22m'1E{H] [a(T,Xz)-a(T,XT)]dTuém ¥
t
0

+ H]t[B X,)-B(t,X,) ]dw>™}
-t (T’ 2 T’ 'l (X.
0

Aplicando la desigualdad de Schwarz y las propiedades de la inte-

gral de Daletskii:
t 2m
< Cq ft E{Ha(T,XZ)-a(T,X1)Ha.} dt +
t 2 o o
+ C4 J E{o m[T B(T,XZ)-T B(T,X1)]} dt

Utilizando el apartado (ii) de la propiedad (L)



t t
2m Zm Zm Zm
C-C5 [t E(IX,-X, |I57} dT + C,C5 It E{|X,-X ]I, ) dt

0 0

1A

_ o gy [ E{[X,-X, (™} d
TGy (GG ] 2~ Xl dt
0

Tomando el superior de las esperanzas:

Il sx,-5%, 2™ < 2™ (CgrC,) (T-ty) I %= Il 2"

de donde se deduce la continuidad de S.

ITI.- S" es contractivo para algun n, en xi

Para probar esto, debemos ver que:

L R LI

Utilizando la definicién de norma en xé , ¥y de forma analoga a

lo realizado en el apartado II.- anterior, tendremos:

Ilsx,-sxq I < 205 (T-ty*1) (T-tg) [l X, |l

Observando que:

t t
a(t,SX) dr +J B(t,SX) dW(r)

0 to

SZX(t,m) = S[SX(t,w)] = ¢(t) +J
t

Entonces, tendremos:

t
2 2
2C; (T-t4+1) f E{stz-sx]ua} dt

]| s%x,-52x. |2}
2 1Mo +
0

A

t
6] (1-egrn]? [ Goegd BRI dr

0

[IFAN

Tomando superiores

I s2,-s2%, I < 1 [2¢2 (Totgen]? (1-tg)? X, -, )2



Por un proceso de induccidén, obtenemos:

2 <l2cg (T-tpen]™ (Toeg)” I %,-% N1

n

n n
I s™x,-s"x,

2

Llamando K = (n!).1[2C2 (T—t0+1) (T-t )"

O) y eligiendo un n
suficientemente grande, se puede conseguir que K < 1

n ..
Por tanto, S es una contraccifn.

(b) Puesto que s™ es una contraccidén, el teorema de Hans afirma

la existencia de un unico elemento Xexé , tal que:

Pero S"SX = Sn+1X = X ; por tanto SX = X .
Luego podemos concluir que X = X(t,w) GXé es la unica solu-

cidén de nuestra ecuacibn integral estocastica.

Por otra parte, como por hipotesis a(t,X) e Ca(Hu) ;
B(t,X) e CO a(Ha) y ¢(t) es continua; la continuidad de la
)
solucidn X(t,w) se deduce trivialmente de la continuidad del

segundo miembro de la ecuacidn integral estocastica.

c.q.d.



D) E.I.E. ITO GENERALIZADA

Sean H y G dos espacios de Hilbert; sean T y L operado-
res auto-adjuntos definidos en H y G respectivamente. Por Hu y
Ga representamos los dominios de T y L (o > 0).
Sean { H, s ae(-w,o) 1} y { G, > ae(-w,®) } dos escalas
de espacios de Hilbert.

Consideremos la siguiente ecuacidn integral estocastica:

t t

a(t,X(t,w)) dt +I B(t,X(t,w)) dW(t,w)

() X(t,0) = X(0,w) [
t
0

to

donde W(t,w) y B(t,X) son procesos operador valuados en escalas
de espacios de Hilbert; denominada " Ecuacidn de Ito generaliza-

da "

Analizada la " integral de Ito generalizada "

B: OxN — .C(I'I--l’Ga)

t
B(t,w) dW(t,w) -
jto ’ W: Q@———> LZ(Q"{’(GO(,’HOL))

la ecuacidn anterior (4) esta bien definida, y podemos pasar a es
tudiar el problema de la existencia y unicidad del proceso solu-

cibén, asi como su continuidad, medibilidad

Acontinuacidn, introducimos algunos espacios de funcio-
nes que seran utilizados en el teorema de existencia y unicidad.
Xé representara el espacio de todos los procesos de segundo orden
valuados en Hd , €s decir: el espacio de todas las aplicaciones

X(t,w): 9xQ —> Hu
tales que; fijado te® , X(t,w) es una variable aleatoria de cua-

drado integrable con valores en Hq
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2 . .
X, ©s un espacio de Banach separable con la norma siguiente:

IX(t,o) 1% = sup E{IX(t,0)|| %} [t,t ) €0

te[to,t]]

Ca representara el espacio de todas las funciones continuas con

dominio y rango Hu

C_] a representara el espacio de todos los procesos continuos ,
b

operador-valuados con dominio H, y rango C(H_1,Gu).

TEOREMA

Consideremos el operador:

t t

a(t,X(t,w)) dt +J B(T,X(1T,w)) dW(t,w)

TX(t,w) = X(0,w0) +J
0 to

t
donde X(0,w) es una variable aleatoria continua perteneciente a xi,
a(t,X)esCu y B(t,X) EC_q,u
Supondremos que las funciones a(t,X) y B(t,X) satisfacen las si-
guientes condiciones:

(a) Para cada t fijo, son funciones medibles de X.

(b) Son uniformemente Lipschitzianas: 3JL >0 tal que

latexy) = atexll < L%, - Xl
1BC6,%,) - BEXD N € LIIX, - X,
(¢) M 0 tal que
lace, ) < w* 1+ x| )
IBCe,x)[I° < 2 1+ Ix)P )

Entonces la ecuacidn integral estocastica Ito generalizada

t t

a(t,X(t,w)) dr +J B(t,X(t,w)) dW(T,w)

X(t,0) = X(0,w) j t
0

%y

admite un proceso solucidn Gnico, continuo y medible V¥ tE[tO,t]]
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Demostracidn

Probaremos los siguientes apartados:

(12) T aplica Xé en si mismo.

(22) T es continuo.

(32) T es contractivo para algun n.

Demostrados estos puntos, deducimos por el teorema de Hans, que

T tiene un Gnico punto fijo, y con ello el teorema quedara proba

do.
(12) T aplica xi en si mismo.
Aplicando la desigualdad de Schwarz y la condicidén (c)

de la hipotesis del teorema, se tiene:

t t
HJ a(t,X) dTHZ (t-t,) Ila(T,X)HZ dt < (t-t )ZHa(T,X)H2
t 0 t 0
0 0

1A

EA

(et M2+ XI5 < (ep-e P+ (I

Teniendo tambien en cuenta que la norma de la integral

estocastica generalizada es < 1, obtenemos:

t

A

Hft B(t,X) dW(t,w)|® < f

B0 1P dr < (et llB(r,X) P <
tO t

0

EA

2. 2
(ty=tdM°Q + [1X]%)

2

Basandonos en lo anterior y en que (x+y+z)2 < 3(x2+y +zz)

deducimos que:

t t
1TX(t,w) | < {I1XC0,w) || +Hjt a(t,X) drfl +H[ B(t,X) dW(t) ||} <

0 to
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tA

t
age,x) a3l BEX) @l <

ixco,m I + 3
o o

[ VAN

X 0,0) | * 3(t1—t0)2M2(1 SNEE: 3(t1-t0)M2(1 LX) <

Gx 0,0 P+ 3(t )+ 1) (gt Q1+ e )

Tomando esperanzas:
\ 2 2
E{| TX (t,w) [} < SE{IX(0,w) |7} *
+ 3((£ “t) + 1) (t.-t OME[1 + ELfX(t w) 1]
‘ 1 70 1 70 ’
Por hipotesis, X(0,w) es una variable aleatoria de cua-

drado integrable; por tanto, si X(t,w) es de segundo orden, tam-

bien lo sera TX(t,w); es decir, T aplica Xi en si mismo.

(22) T es continuo.

En efecto, aplicando el operador T a dos elementos

2
X],Xze Xy y calculando:

2 t 2 t | 2
HTX]-TXZh < 2“[ [a(T,X1)-a(T,X2)]dTH + ZHJ [B(T,X1)-B(T,X2)]dwn
o o
t 2
< 2(t1’t0)Jt Ha(T,X1)-a(T,X2)H dtr +
0

t 2
cof el
y

Por la condicidn (b) de las hipotesis del teorema, S€ verifica:

t t
< Z(t]—tO)LZ(LIlX]~X2H2 dr + ZLZJ(T HX]-XZHZ dr =
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- 2<(t1-t0) 1)1 f:||x1-xzuz dr <
0

212 ((ty-tg) + 1) (t,-ty) 1%, %, 112

iA

Tomando el superior de las esperanzas:

Il 7, -1, {112

sup E{HTX1—TX2||2 <
t

tA

2L2<(t1"t0) + 1) (t1't0) ”|X1—X2 ”lz

de donde se deduce la continuidadde T.

(32) T" es contractivo para algun n.

Observemos que:

2 t t
T“X(t,w) = T(TX(t,w)) = X(0,w) +f a(t,TX) dr +f B(t,TX) dW(t)
o o
Luego:
t
2%, -1, 12 < 2Hft(a(r,Txl)-a(r,sz))drHZ :
0

t
. 2Hft<B(T,TX])-B(T,TX2)>dW(T)H2 <
0

2<(t]~to) - ])Lz

2<(t]—t0) . 1)L2f

2K(t1—t0) * 1)L2}2 (t-to)2 HX]-XZHZ
2

A

t 2

[ ITX,-TX, |7 dt <
o

t

PA

2((t]*t0) + 1)L2(I—tO)HX]~X2H2 dr

%

A



Analogamente

2<(t1~t0) + 1>L2 Jz ||T2X1'T2X
0

S ESS R S WL dt =

1 5

A

2

i

2«(t1-t0) + 1>L2l3 (t-t)® [1%,-X, I
N

En general, por un razonamiento de induccidn, se obtiene:

R I (T I L T M R

n

Tomando el superior de las esperanzas

n n 2 2]n n 2
T, 2 s 2f(ceg-eg) + )12 (o)™ Xy,
n
- -1 2 n
Llamando K = (n])” ' 2L <(t1-t0) + 1) (t,-ty) ,
podemos elegir un n suficientemente grande, de forma que se con-
siga que K< 1

Por tanto, T es una contraccidn.

Por otra parte, las hipotesis de continuidad y medibili
dad de las funciones X(0,w) , a(t,X) y B(t,X) implican la conti-
nuidad y medibilidad del segundo miembro de la ecuacidn integral.
Luego, el proceso solucidn es continuo y medible V t eto,t1 s
con lo cual el teorema queda demostrado.

c.q.d.
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CAPITULO 2

ESTUDIO DEL CARACTER MARKOVIANO FUERTE DEL PROCESO
SOLUCION DE LAS ECUACIONES INTEGRALES ESTOCASTICAS

2.1 INTRODUCCION

El objeto de este capitulo, es realizar un estudio
del caracter markoviano fuerte de los procesos solucidén de las
ecuaciones integrales estocasticas Ito, que han sido analizadas

en el Capitulo 1.

En este primer punto 2.1 , ademas de un esquema gene-
ral de lo que consta el capitulo, daremos una serie de defini-
ciones y propiedades basicas, que ayudaran a tener una mayor
compresidn del tema, ya que seran el fundamento para el desarro

1lo de los restantes apartados.

Ya ha sido demostrado el caracter felleriano de la

solucidn de la ecuacidén de Ito cldsica, {2} , en el punto 2.2 ,



realizaremos esta demostracidn con detalle y completaremos es-
te aspecto, viendo que dicho proceso solucidn tambien es fuer-

temente markoviano.

Para la ecuacién integral estocastica Ito en espacios
de Hilbert separables, aun no ha sido abordada esta cuestién,
demostraremos en el apartado 2.3 , que tambien en este caso, el
proceso solucién tiene la propiedad de Markov fuerte; viendo
ademas algunas propiedades del operador transicidn asociado al

proceso solucidn.

En los apartados 2.4 y 2.5 , se analizara el caracter
fuertemente markoviano del proceso solucidén de la ecuacidn in-
tegral estocastica Ito en escalas de espacios de Hilbert y 1la
E.I.E. Ito generalizada, respectivamente, quedando asi comple-

tado el objetivo de este capitulo.

Exponemos a continuacidn, como deciamos anteriormente,
las definiciones y propiedades que emplearemos a lo largo de es
te capitulo. ( Para mas detalle sobre ellas, hacemos referencia

a {11} y {30} )

DEFINICION 2.1.1

Consideremos un espacio de estados arbitrario (E,$ ).

La funcidén P(t,x,A) ( t < 0 ; xeE ; AeP ) se denomina

1

Funcién de transicién " , si se verifican las condiciones

siguientes:

T.- Para t, x fijos; P(t,x,A) es una medida en el o-algebra B .

k]

2.- Para t, A fijos; P(t,x,A) es una funcidén PB-medible de x.
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3.- P(t,x,E) < 1

4.- P(0,x,E-x)

i
o

5.- P(s+t,x,A) = J P(s,x,dy) P(t,y,A) (s, t<0)
E : .

Diremos que la funcidén de transicién P(t,x,A) es

1"

normal " si P(0,x,E) = 1 , VxeE ; y diremos que es " con-

servativa " si P(t,x,E)

1, VxeE , ¥t < 0 .

DEFINICION 2.1.2

Sea C el espacio de Banach, consistente en todas las
funciones medibles, continuas y acotadas, sobre el espacio me-
dible topologico ( E,C,H) , donde es una topologia sobre
( E,B).

Diremos que la funcién P(t,x,A) es una '" Transicidn

Felleriana " , si para cualquier feC , el operador transicidn

T, £(x) = f P(t,x,dy) f(y)
E

es continuo.
En otras palabras, P(t,x,A) es una funcidén Feller, si el semi-

grupo {Tt} aplica C = C( E,C,%) en si mismo.

DEFINICION 2.1.3

Una transicidén P(t,x,A), definida sobre el espacio de

estados topologico ( E,C,%H) se dice " Estocasticamente continua

si verifica:

lim P(t,x,U) =1 ; V UeCNB y VxelU
t—0 ‘



LEMA 2.1.4
Si la funcidn P(t,x,A) es estocasticamente continua
entonces, para cada feC = C( E,C,%H) y para cada xeE

(%) lim Tt f(x) = f(x)
t—0

Si para cada feC y cada xeE, se verifica (%), enton

ces, la funcidn de transicidn es estocasticamente continua.

DEFINICION 2.1.5
Un proceso markoviano X se dice: " Normal " , ' Con-

servativo " , " Felleriano " o " Estocasticamente continuo ' si

su transicién correspondiente es normal , conservativa ,

felleriana 6 estocasticamente continua , respectivamente.

PROCESO FUERTEMENTE MARKOVIANO

El principio markoviano, esta referido a instantes de
tiempo t no aleatorios. Si dicho principio, permanece valido aun
en el caso de 1la aleatoriedad de ciertos instantes, entonces -
se dice que el:proceso es fuertemehte markoviano
Esta idea intuitiva, queda precisada a continuacidn mediante la

nocién de 1instante markoviano.

DEFINICION 2.1.6
Sea X = ( Xt’ £, Heo PX ) un proceso de Markov.
La funcidn real
T(w) : § —>R

se denomina " Instante markoviano " si verifica:

(a).- 0 < 1(w) < &(w) wef



DEFINICION 2.1.7.
Un proceso markoviano X = ( Xt’ g, Mo PX ) en el

espacio de estados ( E,$) , se dice " Fuertemente markoviano "

si para cualquier instante de markov T ,

P (Xoyp A/ u_) = P(t,X ,A)

Se demuestra el siguiente criterio, para la propiedad

de markov fuerte:

PROPOSICION 2.1.8

" Todo proceso felleriano, continuo a la derecha, es

fuertemente markoviano "

A continuacidn, exponemos una versidn del Lema de

Cronwall, que sera fundamental para. las demostraciones posterio

res.
LEMA 2.1.9
+ + t
Sea f : R —> R , tal que f(t) ¢ a + b[ f(s) ds
0
Entonces, Vt : ~f(t) < a ebt

Este lema, sigue siendo valido para una medida v que
sea absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue,
observacidén que hacemos para cuando sea necesario emplearlo en
el apartado 2.3 ( alli volveremos a enunciarlo, bajo esta forma)
ya que la integral de Cabafia y por tanto la ecuacidn integral
estocastica Ito en espacios de Hilbert separables, se define en

terminos de tal medida.
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2.2 CARACTER MARKOVIANO FUERTE DE LA SOLUCION DE LA

ECUACION INTEGRAL ESTOCASTICA ITO

2.2.17 Introduccidn

Sabemos que el proceso solucién { X(t,w); tel[0,T) }

de la ecuacidn integral estocastica Ito:

t t

a(t,X(t,w)) dt + f b(t,X(1t,0)) dW(T,w)

(1) X(t,w) = £ + [
t
0

to

es un proceso de Markov, con funcidén de transicién:
P(t,&,B) = P{ X(t,w)eB / X(0,0) = & }

al cual se le denomina, '" Proceso Ito "

2.2.2 " E1 proceso Ito es un proceso Feller "

Para demostrar esto, tomaremos el semi-grupo {Tt}
asociado a la funcidn de transicidén del proceso, y comprobare-

mos su continuidad.

(A) .- Definimos el semi-grupo de operadores {Tt} como sigue:

TEE) = | P60y £0) = BEX(,0) / X(0,u) =€)
X

It

E{ f(Xg(t,w)) }

Siendo X el espacio de las funciones aleatorias medibles y
acotadas, el cual es un espacio de Banach separable, con la

norma:
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HX(t,w)”z = sup B |X(t,w)|2 }
te[t,,T]

Y f es una funcién perteneciente a C ( espacio de funciones con

tinuas sobre (X,B) )

(B).- Tomemos una sucesidn (gn) convergente en norma a & , €s

decir Hgn - g —>0

Vamos a demostrar que XE (tyw) —> Xg(t,w) en probabilidad
n

cuando Hgn - |} —>0

En efecto; bastara con probar que la siguiente acota-

cibn es cierta:

2
P{ lxgn(t,w) - X (t,0)] > e 3 < ‘Ei e, - ¢l
€

Aplicando la desigualdad de Schwarz y las propiedades de la in-

tegral estocastica de Ito, se tiene que:

E|X, (t)-X (t)|2 < 3¢ -Elz ‘
En € - n

+ 3(T~t0) [ Ela(T,Xgn)—a(T?XE)IZ dt +

ty

t
v 3 J‘ BIb(r,X, )-b(T,Xg)lz dt <
to n

Por las hipotesis del teorema de existencia y unicidad

|2 dt

t
< slgn-glz + 3k2[1+(T—t0)]Jt Elxg -X
0 n

g

Utilizando el Lema 2.1.9 , donde

a = 3]g_-g|? y b= 3k*[1+(T-ty)]

Obtenemos:

2
BIX, (0)-x,(0) [ < 5[ -g]? 3K [*(T-g) ] (t-2p)
n
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2 -
Llamando H = 3 3K [1+(T—t0)](T to) y tomando el.superior

de las esperanzas:

sup E{ |X, (t,w)-X.(t,w) 2 } < HIlg -Elz
wp B 1%, (6060 1P ) < el

Utilizando la desigualdad de Tchebychev, obtenemos:

PL (X, (t,0)-X,(t,w)|>e } < _1_EL |X; (t,0)-X (t,0)]% ¥ <
£ € L £ ; :
€
< 1 sup B |X, (t,w)-Xg(t,w)\z } <
2t n
€
< ule el
2
€
Por tanto; cuando [ -E|l —>0 , entonces
X, (t,w) —> X (t,w) en probabilidad.
£, :
(C).- Sea feC , por la continuidad de f , se tiene:
f[Xg (t,w)] —> f[Xg(t,w)] en probabilidad.

n
(D).- Por la definicién de Tt , dada en (A)
T £(8) = Ef[Xgn(t,w)] — Ef[Xg(t,w)] = T £(£)

Luego el semi-grupo {Tt} aplica C en si mismo, lo cual expre-

sa el caracter felleriano del proceso Ito.

1"

2.2.3 " E1 proceso Ito es fuertemente markoviano

Como consecuencia del apartado anterior, Yy utilizan-

do la propiedad de que todo proceso Feller continuo a la dere-
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con demostrar la continuidad a la derecha del proceso X(t,w);
entendiendo dicha continuidad en el siguiente sentido:
" Para cada we? , X(t,w) es continuo a la derecha en t , con

la topologia inducida por la norma || || ).

t+h 2 t+h 2
a(t,X) dt|“ + 2E|j b(1,X) dW(t,w)|

E|X(t+h,0) -X(t,0)|% < ZEIf
t

t
Aplicando la desigualdad de Schwarz, las propiedades de la in-

tegral estocastica de Ito y las hipotesis del teorema de exis-

tencia y unicidad.

t+h 2 t+h 2

< ZhEJ la(t,X) | dr + ZEJ Ib(t,X)|" dr
t t

< 20%K% (1+E[X]| %) + 2nk® (1+E[X|?)

= 2hk?® (h+1) (1+E|X|D)

Tomando superiores:

2

IX(t+h,w)-X(t,0) [ < 2nk? (h+1) (14X |5)

Haciendo h —> 0

, se tiene el resultado deseado.

c.q.d.
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2.3 CARACTER MARKOVIANO FUERTE DE LA SOLUCION DE LA

E.I.E. ITO EN ESPACIOS DE HILBERT SEPARABLES.

2.3.7 Introduccién

Sean H y G dos espacios de Hilbert separables, y sean
H y G los espacios de variables aleatorias de cuadrado integra-
ble, con valores en H y G respectivamente.
Dado un operador Brownniano W: O———>LZ(Q, £(H,G)) vy un prdceso

b: 6—>G tal que
2
fe Blb(t,0) |2 dv(t) < o

donde v es una medida finita en el intervalo 0 = [O,T) ; (T < )

se define la " Integral estocastica de Cabafa " ( ver capitulo 1 )

J b(t,w) dW(t,w)
0

El paso siguiente fue estudiar la ecuacidn integral es-

tocastica:

t t
(2) X(t) = XO + JO a(t,X(t) ) dv(t) + JO b(t,X(t)) dW(T)

Obteniendo ( teorema de existencia y unicidad ) que bajo ciertas
condiciones, existe un Ginico proceso continuo X: 6—>G que ve-

rifica la ecuacidn (2) , Vte0
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A continuacidn, vamos a demostrar el caracter fuertemen
te markoviano de dicho proceso solucidn; haremos este estudio de
la siguiente forma:

Probaremos el carecter Felleriano del proceso y aplicaremos el
siguiente resultado ( Dynkin, pagina 99 ):
" Todo proceso Felleriano continuo a la derecha, es fuertemente

markoviano "

Por ultimo, vamos a enunciar y demostrar algunas propie
dades del operador de transicidn Tt asociado al proceso solucion

de la ecuacién (2).

2.3.2 Estudio del caracter markoviano fuerte.

Como deciamos anteriormente, realizaremos este estudio

en dos partes:

(A) " E1 proceso solucidn de la ecuacién (2) es un proceso felle-
riano "
(A.1) Dotamos al espacio de estados (G,$) de una topologia
( sistema de abiertos ) y obtenemos un espacio medible topologico
(G,C,®) , al que podemos asociar el espacio de Banach C = C(G,C,P)

consistente en todas las funciones medibles, continuas y acotadas

con la norma:

N£]l = sup |£(x)]

xeG
La solucidén de la ecuacidn (2) sera un proceso Feller, si su tran
sicidén correspondiente P(t,x,A) es felleriana; es decir, si pa-

ra cualquier feC , la funcibén



(A.2) El operador de transicidn estara definido por:

th(x) JQ f(Xt(w)) Px(dw) = E { f(Xt(w)) / Xo(w) = x }

_ X
EX { f(Xt(m)) } Ef(Xt(w))
donde Xﬁ es la solucidén de la ecuacidn:

t t
X _ X X
Xt = X + IQ a(T,XT) dt + [0 b(T,XT) dWT

Tomemos una sucesién {xn} convergente en norma a x ,

es decir Hlxn~x\H———>0 . Vamos a demostrar que Xi converge en

X

probabilidad a Xt

X
< P( Hth - Xi” >€) —>0 , cuando n—>o >

Recordemos que la norma de un proceso con valores en un

espacio de Hilbert, se define como

lxll = sgp!lx(tﬂlﬁ = swp El| X(t,w)lly

(a).-

Xn X2
EH Xt - Xt”

1A

t Xn x
EHxn-x + jo[a(T,XT )-a(T,XT)] dv(t) +

t X
. Jo[b(r,xrn)-b(r,xf)] aw_|I*

A

t X ) .
3| x_-x||? + SE|I[O[a<r,xTn)-a(T,x’T‘)J av (1) |12
t x
. SE\IfOLb(T,xT”)-b(r,xf)] aw_|?

Aplicando la desigualdad de Schwarz y que la norma de la inte-

gral de Cabafia es < 1 , obtenemos:
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t X
< 3HXn'XH2 + 3v(0) JO EHa(T,XTn)-a(T,Xi)”Z dv(t) +
t *n X5 112
+ 3[0 E”b(T,XT )-b(T,XT)” dv(t)

Por las hipotesis del teorema de existencia y unicidad:

A

t  x
slix_-x|* + 3L%v(e) jo Bix ™ - xf”z dv(t) +

t X
+ 31,2 X E]]XTn - X¥H2 dv ()
0

t X
SHxn—xHZ + 317 [v(e)+1] J EHXTn - Xi“z‘dv(r)
0

Aplicando el Lema 2.1.9 , que con la observacién que realizamos

en el apartado 2.1 , seria:

LEMA

t
Sea f: R,—>R_ tal que f£(t) < a + b[ f(s) dv(s)
0

donde v es una medida absolutamente continua con respecto a la

medida de Lebesgue.

Entonces:
vt , f(t) < a ebv(o’t)
Obtenemos:
X 2
E”th _ Xﬁnz <3 eSL [V(@)+1]V(O’t) Hxn_xnz

Tomando superiores

- ‘
sup Euxzn ) Xinz <3 3L [v(e)+1]v(e) ”lxn_xlnz
t



(b).- Aplicando la desigualdad de Tchebychev

PIXT - x| > ) &

1A

Xn X
1 Ellxt - X <
2

£

X
< 1 sup BIxX,® - x¥|P
t

)

e 2

2_
<13 ST vie] vy x,-x |l %

2
Llamando K = 3 eV [v(e)+1] v(©)

Obtenemos:
X
P(IIx - XXl >e ) < 1k lx -xI?
82
X
Luego: th —_— Xi ( en probabilidad ) ,
cuando Hlxn-x|H —> 0

(A.3) La continuidad de f implica que:

X
f(th) —> f(xig) en probabilidad.

(A.4) Por la definicidédn de Tt dada en (A.2) se tiene que:

T, £(x) = E f(xtn) > f(x’t‘) = T, £(x)

Luego el operador de transicién Tt es continuo, lo cual prueba

el caracter felleriano del proceso solucidn.

(B) " El proceso solucidén de la ecuacidén (2) es continuo a la
P

derecha "
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Un proceso X se dice continuo a la derecha, si para
cada we , Xt(w) es continuo a la derecha en t, para teO y
respecto a la topologia apropiada ( en este caso la inducida

por la norma ||| ||| ).

Consideremos las siguientes trayectorias de la ecua-

cién (Z), con t<t!

t t
Xt = XO + J a(t,X) dv(t) + [0 b(t,X) dWT

t! t!
Xt' = XO + [ a{t,X) dv(t) + I

b(t,X) dw
0 T

0

t! t! ,
= Hf a(t,X) dv(t) + j b(t,X) dw_||* <
t t T

>
+
S
|

¢ -

t! t!

2 H[t a(t,X) dv()|? + 2 Hjt b(t,X) dw_|[?

1A

Aplicando la desigualdad de Schwarz y que la norma de la inte-

gral de Cabafa es < 1 , obtenemos:

t

| 2 -t' 2
s oviee)| a0l aveo z[t 1o (e, | dvin)

t

< 2vi (e, e Jlatn, 00+ 2v(e, e b, X |

Por las hipotesis del teorema de existencia y unicidad:

2vi(e, e (1w IxIB) ¢ avie, M (s Il

1A

2 [v(t,t") + 1]v(t,t')M2 (v + HXIF)

La continuidad se deduce de la hipotesis de que v es absoluta-

mente continua, bastara hacer t —> t!



De los apartados (A) y (B), aplicando la proposicidn
2.1.8 , obtenemos automaticamente que el proceso solucidn de

la ecuacidén integral estocastica (2) es fuertemente markoviano.

2.3.3 Propiedades del operador de transicidn

A continuacidn, vamos a demostrar algunas propiedades
del operador de transicién Tt asociado al proceso solucidn de
la ecuacidn (2).

Recordemos que la relacidén definidora de dicho operador es:

TOE00 = | PCexan) £) - | RO ) Py(dw) -
G Q
= E £(X{(w))
PROPOSICION
(i) (T,) es un semigrupo tal que Tt[U(G)]C:U(G)
'U(G) = Funciones uniformemente continuas y acotadas en G
(ii) VE£eU(G) ; IT £ - fHU(G) —> 0 cuando t—>0

(iii) V¥f acotada tal que lim £f(y) =0 ; 1im th(y) =0
[ly > [y |0

Demostracidn

(1) (Tt) es un semigrupo si VYt <0 , ¥Vs <0 ; T =T, .T

En efecto:

Tt+sf(x)

P(t+s,x,dy) £(y) = j ([ P(t,x,dz)P(s,z,dy5>fcy
‘G G\ G

- P(s,x,dz)<[ P(s,z,dy) f(y)>=
G G



= I P(t,x,dz) th(z) = Tt.TSf(x)
G

Veamos ahora que el semigrupo (Tt) aplica U(G) en si
mismo.
Sea feU(G)

_ T (0|

| E f(X¥)| = | JG P(t,x,dy) f(y) | <

IN

sup [£0) | PCe,x,dy) - Il€]
yeG G

Por lo tanto th es acotada.

Tambien queda demostrado que Tt es una contraccidén, ya que:

T £l = sup [T £ <
xeG

| £]]

Veamos que Ve>0 , 3§ , tal que |/x-y|| < & implica que
| T £(x) - T E(Y)] <
IT £ - T £ < sup £ -£(y) [+2] £PL|XT-X] | >r}
x-y|l<r .
Aplicando la desigualdad de Tchebychev

< £(x)-£(y) |+2[l €]l 1 E[xF-xY|?
R | X? ) I+2| ll__7 | xE-x2 1

T
Anteriormente hemos demostrado que existe una constante K(t)

tal que:

B - x| < k(o) [lx-y P

Teniendo en cuenta este resultado y que feU(G) , deducimos
la continuidad uniforme de th .

Luego theU(G) ; con lo cual queda demostrado que Tt apli-

ca U(G) en si mismo.

(ii) V£eU(G) ; ||T £ - >0 , cuando t —>0

f”U(G)—_-
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Sea er(x) un r-entorno del punto x, es decir: el

conjunto { y : {ly-x|lkr }

TEG) - 00 - | PR [E0E00] + £ [PCex 600 1] +
ErX .

; j P(t,x,dy) £(y)
G-¢
T
De donde:

T £(x) - £ < sup £ -£)| + 2l £[PC IXT - x|l > 1}
y/|ly-x|<r

Aplicando la desigualdad de Tchebychev

< s [EON-£00] ¢ A€ E x| 3

T oy/ly-x|<r R

Mayorando la esperanza que aparece en la anterior desigualdad.
b e 2 t X t X 2
EHXt—xH = E|| J a(t,X>) dv(t) + J b(t,X>) aw(t) ||
0 t 0 !

Aplicando la desigualdad de Schwarz y que la norma de la inte-

gral de Cabafia es < 1 , obtenemos:

t t
< 2v00,0) [ Bla(e, X2 aveo) + 2] BB, P avea)
0 0
Por las hipotesis del teorema de existencia y unicidad:

2v2 (0, t)M?

A

(1 + IR+ 2veo, 0 (1 [xE)R)

2[veo,t) + 1]veo, oM (1 + xXX)%)

Sustituyendo esta acotacidn obtenida, y tomando supe-

riores se tiene:
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IT £ - £l = sup [T, £(0) - £0)] <

xeG
<swp sup [E()-£00 | 4l £l [veo, 0+ ]ME (xS
x Ay/lly-x|[<r} Y

Teniendo en cuenta que v es una medida absolutamente
continua con respecto a la medida de Lebesgue, y que £feU(G) ,

obtendremos el resultado deseado:

IT £ - £l]—>0 si  t—>0

1}
(e
-

(iii) Vf acotada, tal-.que 1lim f(y) Lim T £(y) =0
yl|—>e Iy ||—>e

En efecto:

+

| T £0x) | P(t,x,dy) £(y)

j P(t,x,dy) £(y) |
G-ar .

| Isr(X)

tA

£ + || £]] PLIXT-x|t > ¢ }
y/”y§§%<r e |+ el POJIXE-x]b 2 ¢

A

sup (£ | + 2I£]l1_ [v(0,t)+1]v(0, )M (1+]|X]
$<r 2

y/lly-xl| R

de donde se obtiene el resultado deseado, ya que para ''r"
fijo:

lim  { su |[£(y)] } =0
(x> y/ly-xj<r

COROLARIO

El proceso solucidén de la ecuacién (2), es estocastil
camente continuo.

Demostracién

Se deduce del Lema 2.1.4 y de la proposicién anterior, punto (ii).



2.4 CARACTER MARKOVIANO FUERTE DE LA SOLUCION DE LA

E.I.E. ITO EN ESCALAS DE ESPACIOS DE HILBERT

2.4.1 Introduccidn

En el capitulo 1, hemos considerado la ecuacidn inte

gral estocastica:

t t

a(t,X(t,w)) dt + j B(t,X(1,w)) dW(T,w)

(3)  X(t,0) = Xg(@) + |
0 o

t
donde W(t,w) es un proceso Wiener y B(t,X) un proceso operador
valuado en una escala de espacios de Hilbert { Ha ; oe(-o,®) },
Para que esta ecuacidén estuviese bien definida, previamente da

bamos significado a la integral

J B(t,w) dW(t,w)
]

" Integral estocastica de Daletskii " . Pasando a continuacidn
a estudiar el problema de la existencia y unicidad del proceso
solucidén y obteniendo el siguiente resultado:

Bajo ciertas Hipotesis ( dadas en el teorema de existencia y
unicidad ) la ecuacidén (3) tiene una unica solucidén continua

en X2
o

( Por Xé representamos el espacio de los procesos de segundo
orden valuados en Hu ; €s un espacio de Banach separable con
la norma:

IIXct,w) 1% = sup  EL[IX(t,0) ] ) )
te tO,T
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2.4.2 Estudio del caracter Felleriano.

Vamos a demostrar que el proceso solucién de la ecua
cidén (3) es un proceso Feller; para lo cual, tendremos que to-
mar el semi-grupo {Tt} asociado a la funcidén de transicidn
P(t,x,A) del proceso y comprobar su continuidad. Es decir, he-
mos de demostrar que para cualquier feC ( espacio de las fun-
ciones medibles, continuas y acotadas sobre (Xé,:ﬁ) ) el ope

rador de transicién

Tt f(y) = JXZ f(x) P(t,y,dx) es continuo,
a

(A) .- Veamos como esta definido el semi-grupo de operadores {Tt}:
f(x) es una funcidén medible sobre el espacio de estados (Xi,:ﬁ)
entonces f(X(t,+)) es una funcidén sobre § ; la integral de es-
ta funcidén con respecto a la medida P , sera el valor de la fun

cidn " transformada "

TG0 = | £0O PCty,d0 = BUEC(E,)) / X(0,0) =y )
|G |

E{ f(Xy(t,w)) }

(B).- Demostraremos ahora que Xy (t,w) converge en probabili-
n
dad a X (t,w) cuando y —>y C Wy -yll—>0 ).

En efecto:

t
BIX, Ce,0) =X (e,0) |7 < slly -y I+ BEHtha(T,xyn)-a(T,xy)] ar ||° +

t

- se |l

[B(r,X, )-B(r,X))] aw(n | ® <

ty
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Aplicando la desigualdad de Schwarz y las propiedades de la in

tegral estocastica de Daletskii, se obtiene:

< sl I e steey | Elacex yacnx ) IR ar s
< 3y, -y 0 ), Xy Xy,

t
+ SJ E{ OZ[TQB(T,X Y-TB(t,X )] } dt
t Yn y
0
Por el punto (ii) de la propiedad L ( enunciada en el capitulo 1

antes del teorema de existencia y unicidad )

t

< Syl v seq (e B, X @) e

to

Aplicando el Lema 2.1.9 a la funcidn

g(t) = Enxyn(t,w)—xyct,w)nz

se verifica que:

L
Ell X, (t,w)'Xy(t,w)Hz < 3y -yl S3C L(T-t)+1](t-ty)
n

Tomando superiores

1}

l1x, (e =X, Ce,w) |2

2
(t,w)-X_ (t,w) ||" } <
i S(E0) |

sup E{ [|X
t Tn

1A

2 R |
3 &30 LT-t) 11 (Ttgd yy _y 2

2
Llamando K = 3 eSCZE(T-tO)+1](T-tO) y aplicando 1la desigual-

dad de Tchebychev:

tA

PUID, (60X (bl > e T 1 BlX, (t,0)-X, (t,0) [P <

n € n
< 1 sup EIX. (£,0)-X.(t,0) | <
7t Yn y

IA

2k -y P
E2



Por tanto si Hlyn—y}H —> 0 se tiene que

P{ HXy (t,w)-Xy(t,w)H >eg } —> 0 ; lo cual por definicidn
n

es la convergencia en probabilidad de Xy (t,w) hacia Xy(t,w) .
n

(C).- Por hipotesis feC , espacio de las funciones medibles,
continuas y acotadas sobre (Xé,{B); luego la continuidad de
f implica que:

f[xy (t,w)] —> f[}y(t,w)] en probabilidad.
n .

(D).- Por la definicidn de Tt tenemos que se verifica

T £ly)) = Ef[xyn(t,w)] —> Ef[xy(t,w)j = T £(y)

Por tanto, el semi-grupo {Tt} aplica C en si mismo, lo cual ex-
presa el caracter felleriano del proceso.

c.q.d.

2.4.3 Estudio del caracter fuertemente markoviano

Como consecuencia del resultado anterior, demostrare-
mos que:
" El proceso solucién de la ecuacidn (3) es fuertemente marko-

viano "

Bastara con probar la continuidad a la derecha del proceso ba-
sandonos, como en anteriores apartados en el Lema 2.1.8 ( Todo

proceso Feller continuo a la derecha, es fuertemente markoviano)

En efecto:

5 t+h 5 t+h
El|X(t+h,w)-X(t,w)||® < ZEHJ a(t,X)dt||” + ZEHJ
t t

B(t,X)dw|]
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Aplicando las propiedades de la integral estocastica de Dalets-
kii y las hipotesis del teorema de existencia y unicidad:
t+h

t+h
ZEhJt Ha(T,X)HZ dt + Z{t Eoz[TaB(T,X)] dt <

A

t+h ) t+h 5
< ZEh[ [C1+C2HXH] dr + ZJ E[C,+C IXI]* dT <
t t

t+h Jt+h

< znf2cth + 2c] J B X[|* at] + z[2cih + 2c2

2
) 2 [ B ]

t+h
= 22(h+1)[ cfh + cg J EHXHZ dt ]
t

Tomando el superior

]2

X Ceeh,0)-X(t,) 12 < ataeny [ e+ c2pxi? In

Haciendo h—>0 , obtenemos el resultado deseado.



2.5 CARACTER FUERTEMENTE MARKOVIANO DE LA SOLUCION DE LA

E.I.E. ITO GENERALIZADA

2.5.1 Introduccidn

En el apartado 1.3, D) del capitulo 1, hemos conside-

rado la ecuacibén integral estocastica:

t

.
(4) X(t,w) = X(0,w) +[ a(t,X(t,w)) drt +J B(t,X(t,w)) dW(t,w)
t t
0 0
donde W(t,w) : 0 —> LZ(Q, E(GQ,HG)) es un operador de Wiener

y B(t,X) un proceso operador valuado en una escala de espacios

de Hilbert.

Definida la " integral estocastica generalizada "
J B(t,w) dW(t,w)
C]

la ecuacidn anterior tenia sentido, y podiamos pasar a estudiar
el problema de la existencia y unicidad de su solucidn, obtenien

do el siguiente resultado:

Bajo las hipotesis del teorema de existencia y unicidad

la ecuacidén (4) tiene un unico proceso solucidén , continuo en

A

Xa

Siendo Xé un espacio de Banach separable, con la norma:

IxCt,w) |2 = sup B [[X(t,u) [

consistente en todos los procesos de segundo orden valuados en H_
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A continuacién vamos a estudiar el caracter fuertemen
te markoviano del proceso solucidn de la ecuacidén (4); haremos
este estudio en dos partes, en primer lugar demostraremos que
la solucidn es un proceso feller y en segundo lugar por aplica-
cién del Lema 2.1.9 , deduciremos el caracter fuertemente marko

viano.

2.5.2 Estudio del caracter felleriano.

(A) .- Dotamos al espacio de estados ( xé,:ﬁ) de una topo-
logia, consistente en un sistema de abiertos, con lo cual obte-
nemos un espacio medible topologico ( xé,(B,fB), al que le aso-
ciamos el espacio de Banach C = C( xé,(i,iﬁ) formado por todas

las funciones medibles, continuas y acotadas sobre ( xé,iB).

La solucidén de la ecuacidn integral estocastica (4) ,
sera un proceso feller, si su transicidén correspondiente P(t,x,A)
es felleriana; es decir, si para cualquier feC, el operador

de transicidn

T 00 5 | PCexay) £
2

Ko
es continuo.
(B) .- Veamos come esta definido el semi-grupo de operado-
res {Tt}
T, £0) = | PCexdy) €00 = BUECK(E,W)) / X(0,0) = X )
Q

E{ £(X%(t,w)) }
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X
(C).- Demostramos ahora, que X n(t,w) converge en pro-

babilidad a Xx(t,w), cuando X, converge en norma a X.

Xn X 2 t Xn X
E[X 7 (t,w)-X"(t,w)||° = EHXn-X + J»[a(T,X Y-a(t,X)] dr +
t .
0

t x 2
B ™ ] anw |

o

Utilizando la siguiente desigualdad: (x+y+z)2 < 3(X2+Y2+Zz)

se obtiene que

t X
< SHxn-xHZ + 3E|| J [a(T,X n)-a(T,Xx)] dT HZ
t
0

t X X 2
[B(t,X ™)-B(1,X*)] dw(r,w) ||

0

- sell |

t

Por la desigualdad de Schwarz y la propiedad de la integral es-

tocastica generalizada de que su norma es < 1 , es verifica:

t X
< Syl s [ flacnX ™ ace ) ety
0

t X Xe 12
+ 3E J IIB(t,X ™)-B(t,X)||* dt
%o

Aplicando las hipotesis del teorema de existencia y unicidad

t

A

X
3|, -x[? + 3(t-tO)L2JtEHX nxX|2 a4
0

o

0

+ 3L2f dt

t

tA

_rt X
3%, -x |° + SLZ[(t1—tO)+1JJ Bl X 2-x¥|% do
t
0
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Aplicando el lema 2.1.9 , donde:

X X 2
BIX (t,w)-X"(t,w) ||

£(t) =
a = 3l|x x|’
b = 3L2 [(t1 —t0)+1]

Tendremos que se verifica:

X 2
BIX " (t,u) XN (e ) | < 3 @3 L) 1 CEtg) gy )2
Tomando superiores

| 2
Csup EIX P(t,0)-X5(t,w0) |P <3 3L [(tl'tg)+1](t1'to)H|xn-x(H2

teLto,t1]

2 -
Llamando K = 3 e3L [(t1't0)+1](t1 tO) y aplicando la desi-

gualdad de Tchebychev, obtenemos

L EIX R0 X0 [P <

2
€

X :
PLIX (e, w)-X5(t,w)|[>e }

A

X
1 sup BIX P(t,w) X (t,0) [ <

A

2t
£
<1 K [lx -x]ll?
€
Por tanto, si H}xn-le —>0  entonces

X
PLIX P(t,0) - XN (t,w)l|>e } —> 0

X
Luego X M(t,0) —> XX(t,w) en probabilidad.

(D).- La continuidad de f implica que:

X .
£[x "(t,w)]—> £[X*(t,w)] en probabilidad.
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(E).- Por la definicidn de Tt , dada en 2.5.2 (B).- ,

tenemos que se verifica:

X
T f(x) = E{f(X Nie,0)) —> E(£XF(t,w)} = T £(x)

Por tanto, el semi-grupo {Tt} aplica C en si mismo, lo cual ex

presa el caracter felleriano del proceso.

2.5.3 Estudio del caracter markoviano fuerte.

Como consecuencia del resultado anterior, demostra-
remos que: " El proceso solucidén de la ecuacidén (4), es fuer-
mente markoviano .

Basandonos en el Lema 2.1.8 , bastara con probar la continuidad
a la derecha del proceso, entendiendo dicha continuidad en el
siguiente sentido: Para cada wef , X(t,w) es continuo a la de
recha en t , para cada te0,

t+h

2 2 t+h 2
B[ X (t+h, ) -X(t,0) | < ZEHJ a(r,x) ar|f? + zEu[ B(t,x) dawf? <
t

t
Aplicando la desigualdad de Schwarz, las propiedades de la inte
gral estocastica generalizada y las hipotesis del teorema de

existencia y unicidad, tenemos que:

(t+h (t+h
| 2 2
< 2hE Ha(t,X)||® dr + 2E IB(T,X)||” dt <
‘t ‘t
t+h 2 2 (t"’h 2 2
< 2hE M“ (1+]|X]|*) dt+ 2E ME(1+H]X|I7) dt <
‘t ‘t -
< 2n®m? (+EIx|®) + 2nM? (1+E|X]D)

2MPh(h+1) (1+B|x]19)



Tomando el superior de las esperanzas:

Hlxct+h,w)—X(t,w)fH2 S%p B X(t+h,w)-X(t,w) | <
< aM%h (he1) (X

Bastara hacer h —> 0 , para obtener el resultado deseado.



CAPITULO

3:

L1

REGULARIDADES DE LA SOLUCION DE LAS ECUACIONES
INTEGRALES ESTOCASTICAS

Regularidades de la solucidén de la E.I.E. Ito

en espacios de Hilbert separables.

A.- Variacidn de la solucién en funcidn de 1los
coeficientes de la ecuacién.

B.- Variacidén de la solucidén en funcidn de las

condiciones iniciales.

Regularidades de la solucidn de la E.I.E. Ito

generalizada.

A.- Variacidén de la solucidn en funcidn de 1los
coeficientes de la ecuacidn.

B.- Variacidn de la solucidn en funcidén de las

condiciones iniciales.



CAPITULO 3

REGULARIDADES DE LA SOLUCION DE LAS ECUACIONES

INTEGRALES ESTOCASTICAS

3.1 REGULARIDADES DE LA SOLUCION DE LA E.L.E. ITO

EN ESPACIOS DE HILBERT SEPARABLES

Sean H y G dos espacios de Hilbert separables
( con norma ||| ) y sean H = L,(2,H) , G = L,(2,G) los es-

pacios de Hilbert de las variables aleatorias de cuadrado

integrable, con valores en H y G respectivamente. ( con nor

ma [, = El )

Consideremos el espacio medible (©,B) , donde O es
un intervalo de la forma [0,T) con T < » y Bes el o-alge-

bra de conjuntos generada sobre ©

Sea W(t,w) un operador de Wiener, es decir, una
aplicacidén de @ en LZCQ, L(H,G)) ; y sea X(t,w):0—>G
una funcidén aleatoria.

Definimos:
I = sup [XCe)], = Sup E|X(x,0) |
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Sea Lw(a) el espacio de las funciones aleatorias
G-valuadas, tal que | | < o y sea C(@)C:Lw(ﬁ) el sub-

espacio de las funciones aleatorias continuas.

Consideremos la ecuacifn integral estocastica:

t

. |
(2) X(t,w) = X(0,0) + fo a(t,X(1)) dv(t) + jo b(t,X(t)) dW(t)

donde:
- a(t,X): 0 x G —>

an

janl}

- b(t,X): © X G —>

- v es una medida finita, absolutamente continua con

respecto a la medida de Lebesgue.
t
- J b(t,w) dW(t,w) es la integral estocastica de
0
Cabafia, cuya definicidén puede verse en el Capitulo 1,
Cuando "a" y "b" cumplan las hipotesis del teore-
ma de existencia y unicidad, diremos que verifican la con-

dicidén (a), es decir:

Para cualquier funcidén medible X:0—>G , a(t,X) vy
b(t,X) son medibles

) 3M talque Ve T Jlate, 00 < w1+ x)?)
16 (e, 1% < M2+ 1x)®

L, tal que Vt < T Ha(t,X1)-a(t,X2)H < L HX1-X2H

1 Ct,X)-b(t,X,) I < L I[X; =X, |

A continuacifn, vamos a estudiar las regularida-
des del proceso solucién de la ecuacidén (2). En primer lu-
gar veremos la variacién en funcidén de los coeficientes y

despues la variacién en funcién de las condiciones iniciales
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YOR ha realizado este estudio (en el capitulo III-B
de su tesis) considerando en la ecuaci6én , la integral esto-
castica de un proceso oz(H)— valuado con respecto a un movi

miento Browniano (N) construido Sobre H (H espacio de Hilbert
real separable).

No podemos generalizar de una manera automitica, los re
sultados obtenidos por YOR y asegurar que son ciertos para -
la solucidn de la ecuacidn (2), ya que.aunque en la integral
de Cabafia, el espacio de integracién sigue siendo un espacio
de Hilbert sepazable, el prodeso integrador es un operador -
Wiener.

Por tanto, teniendo en cuenta la definicién y propieda-
des de la integral de Cabafia, deberemos demostrar, bajo las-
hipotesis requeridas en nuestro caso, los teoremas relativos
a las regularidades de la solucién de la ecuacidn (2).

A.- VARTJACION DE LA SOLUCION EN FUNCION DE
LOS COEFICIENTES DE LA ECUACION

Consideremos las ecuaciones:

0 t
(B X(®) =X} [ ey (LX) (D

t
+j b, (r,X(1)) dW
0

A e A espacio topolégico.

Supondremos que ay, y bA verifican la condicién (o) con-
las constantes M y L independientes de A.
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TEOREMA 1.-

Sea Aoe A, Si se verifican las condiciones anteriores

y ademis:

1im ax(t,x) a

A>X

y. (t,x) (en G)
0 0

lim bk(t,x) = bA (t,x) (en H)
A+A 0

lim X

= x¢ (en C(G))
.

> O

Entonces la ecuacidn (EA) admite una solucidn undca,

continua Xx(t), tal que
lim Xk(t) = XAOCt)

X+A0

Demostracidn

Definimos el operador TAen C(G) como sigue:

t

T, X = X7 + J a, (1,X(1)) dv(r) +
0

0
A A

t
s J b, (T,X(1)) dW
0

Tendremos que ver que se puede aplicar el teorema de contrac
cién de Hans, cuando los coeficientes dependen continuamente
del pardmetro A; y que la aplicacién

A —> C((E)

A —> TA X

es continua en AO
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(a) Para probar la primera parte, habra que demostrar que:
1. T, aplica C(G) en si mismo

X

2. TA es continue en C(G)

3. T? es contractivo para algin n

Esto es inmediato, por el teorema de existencia y uni-
cidad la demostracidn seria andloga a la de dicho teorema,
valiendo las mismas mayoraciones., ya que por hipotesis a, y
bx verifican la condicidén (o) con las constantes M y L in-
depemdientes de A.

(b) Demostraremos ahora, la continuidad A—>T X en A,

i T, X(t) - TAOX(t)HlZ = Sgp E{ || T,X(t) - Tkox(t)” ‘)

t
= sup Cx) - Xgo . Jo [aA(T,X(T))-aAO(r,X(T)j]dv(r)

t
S Do @) - by x| f
<sup E {3 || x)-x0 % .
0
2

+

t
l jo L2 (5:X(0) - 2, (5,X(0) ] av(o) |

+

t
3] jo [y (. X(22) - oy (X ] a2 )
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Aplicando la desigualdad de Schwarz y que la norma de la
integral de Cabafia es <1 obtenemos:

0 2
Ao

< 3 {sup Ef x -x
t
t 2
¢ v(0). E J la, (t,X(1) - a, (1,x()) |2 av(x) +
0 0

t
LS N ENCHIOMNE by, (XN * av(o) )

- X HIZ tiende a 0 por hipote

> O
o

El primer termino Il Xg

sis, cuando A+A0.
En los otros dos terminos podemos aplicar el teorema de la
convergencla dominada de Lebesgue

2

]IaA(T,X(T))IIZ < M (1+|{X(T)|l2) que es integrable

lim a, (t,X(t = a T,X(T

t
j C ey (LX) - oay (LX) 2 gv(t) —> U
0 0

2

. b, (T,X(1)) H2 <M 1+ X( | 2) que eé integrable

lim bA(T,X(T)) = bk (1,X(71)) luego
A=A 0
0

t
jollbk(nxcn) < by (RX(D] 2 av(t) —s0

con lo cual queda probada la continuidad de

k~>IX en A

X 0
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APLICACION

Se puede utilizar el teorema anterior, para aproximar la
solucidén general de la ecuacidén (2), mediante las soluciones
de las ecuaciones integrales estocasticas en dimensién fini-

ta.

TEOREMA 2. -

Consideremos la ecuacién (2), con "a" y "b'" verificando

la condicidén (a). Sea (gn) una base ortonormal de G vy

Gn = (g1...gn) el espacio engendrado por g1:8,--.8,, DOtare-

mos por Pn, a la proyeccidén ortogonal asociada a la base

(P x = g; (x,85))

(I
-

Analogamente definimos (hn), Hn y Qn'
Entonces la ecuacidn

t
XM (t) = pnxo + [q P a(t,X(1)) dv(t) +

t
[ g pxe) a
0

~

admite una solucidén unica, que converge en C(G)
a X(t), solucidn de la ecuacidn (2).

Demostracidn

Veamos que se verifican las hipotesis del teorema 1,
con lo cual .aplicando dicho teorema obtenemos el resultado

deseado.
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Tendremos que probar que

(a) P
(b) lim
n-+co
lim
b o Rl

a vy Q b verifican la condicidén (a)

n
Poa(x) = a(x) ; Lin P x® = x°
Q, b(x) = b(x)

El apartado (b) es inmediato, luego nos limitamos a demostrar

(a)

e,

1Q

P

1Q

a(t,X) |2 <face,xf 2 < Mo x| Y

¥ Xe é
b(t,X) |2 <o, 2 < M2 x| D
a(t,X;) - Pla(t,X,) |l<lla(t,X)-a(t,X,)]] < Lf| X;-X,|
b(t,Xq) - Qb X )< 1D, X)-b(t, X)) < LI Xy-X,l|

A4 X1, X, €06

c.q.d.

B.- VARIACION DE LA SOLUCION EN FUNCION DE

LAS CONDICIONES INICIALES

Consideremos la ecuacidén integral estocastica (2), con-

HaH y Hb”

verificando la condicidn (o).



Vames a estudiar la aplicacidén F : C(G) —> C(G)

0

X —> X(t)

donde X(t) es la solucidn de la ecuacién (2).

Para simplificar los calculos y notaciones, nos limitaremos

al caso en que Xo(w) = X € G; es decir, estudiaremos

yp : G —> C(é)

x. — Xx(t)

De forma andloga a como en el apartado anterior utilizabamos
el teorema de contraccidén de Hans, el estudio que ahora nos
proponemos, parece ser posible, por medio de la aplicacién
del teorema de 1la funcidén implicita. No obstante, en el
caso particular que hemos expuesto antes, el lema siguiente

(versidén del lema de Gronwall ) nos permite un estudio mas
rapido.

LEMA
t

Sea f: R, — R, tal que £(t) < a + b [ £(s) dv(s).
J

Sea v una medida finita, absolutamente continua con res
pecto a la medida Lebesgue. Entonces:

vit, f£(t)<a.el v

TEOREMA 3, -

Sea la ecuacién

X*(t) = ’ x t X
(1) = x + | a(e,x¥(0)) av(D +J b(t,X¥(1)) aw
9 0

donde "a" y "b" verifican la condicién (o).
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Sea x € G, y € G. Entonces:
V t>0, 1la solucién Xx(t) de la ecuacidn anterior,

pertenece a C(G), vy ademds, existe una constante g(T) tal
que;

Vi<t Y (6 - x%) 2 < em Nyl 2

Demostracién

La primera parte, es consecuencia inmediata del teorema
de existencia y unicidad ( Cap. 1 ), en el caso particultar
que estamos estudiando de que xY (w) = x

La segunda parte la deducimos del lema anterior, y de
las acotaciones siguientes:

EL) XY - xX¥ce) || 2y =

tT!

t
oy« go [a(t, XY (1)) - a(r,x*(1)) ] av(r)

t
30 [b(r, XY (1)) - ber,x%(r)) ] aw || 23

+

1A

t
sE {ly 112+ | jd [a (XY (1)) - a (e, X ()] av(n)| 2

-+

t
ilf Co(r, XY (1)) - b(xX(1))] aw [ ®
0

Aplicando la desigualdad de Schwarz,y que la norma de la in-
tegral de Cabafia es < 1, tenemos:

t +4
<34y I+ v(,t) E jo latt, XY (e))-

a(t, X)) || % av(r) +

t
+ E [ b, X)) - b, X¥@)) || % dvir) )
0
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Por la condicidn (a) :

2 t
3 {1yl +v(o,t) L2 j
0

1A

E XY (0)-x¥(0)|| Zav(r)

+

t
R X @ - w12 ave )
4]

A

t
3Oy 0%+ 12 a1+ veo,m) EO E | XY () -
- XX(T)” 2 dv(t) }

Llamando f(t) = E {][XX+y(t) - XX (t) ,{2 } y aplicando el
Lema anterior, obtenemos

2 .
+ .
E { ” Xx+y(t) _ Xx(t)” 2 }<- 3 ” y ”2 . e3L (1 V(O,T) V(O,t‘
Tomando el superior de las esperanzas quedari:

2 :
I 6y - X ) 2 sy 7. &3 V0TV,

A

2
Luego si hacemos g(T) = 3 . e3L (1+v(0,T))v(0,T) se obtiene

el resultado deseado

X ey - x¥e) 1% < gmy . || ylI?

c.q.d.



APLICACION

Vamos a estudiar (utilizando los mismos metodos) la de-
rivabilidad de

v : G —> C(G)
x —> x*(t) = x¥
t
Utilizando la siguiente notacién:

a(t,X*(1))= a(xl)

b (T, X (1))= b(X3)

TEOREMA 4, -

Supongamos que "a" y "b" son dos veces derivables y con
derivadas acotadas, y que verifican la condicién (o).
Entonces ¥ es continuamente derivable y la derivada

y'(x) = L (G, C(a)), estd dada por la solucidn de:
t . %
(B]) : &, =k + JO [a' (X €] dv(r) +
X
+}10 [b'(x7) &, aw

es decir, v'(x) k = gt

Demostracién

(a) Veamos que la ecuacién (Ei) es del mismo tipo que

la ecuacién (2) y que se verifican las hipotesis del teorema
de existencia y unicidad (condicidén (a)) con lo cual dicha e
cuacibén tendrd una solucién unica en C(G).
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Hacemos

]

a; (v, s, w) = a' (Xg(w)) y

by 7y s, @) = b' (Xi(w)) ¥

as, b1 dependen de y, s, w., Podemos generalizar facilmente-

el teorma de existencia y unicidad para este caso.
Por otra parte, as, b1 verifican trivialmente la con--

dicién (o) ya que las aplicaciones
Yy _—>a1 (Y)

son lineales
b4 "—">b1 ()’)

y a', b' estidn acotadas por hipotesis.

Por tanto, V ke G, la ecuacién (Ei) admite una unica S0
lucién Ees dicha solucidn que pertenece a C(a) depende lineal

mente de k. Se notara K
&y = &y

(b) Veamos, en segundo lugar, que la derivada y'(x)

estd dada por la solucién de la ecuacién (Ei); es decir que

P k= e

Habrd que demostrar que

VOR) = w(x) ¢ Ep + e(h) L | Bl con e(h)—>0

para l’h“-¢ 0
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En efecto se tiene:

o () = [¥(x+h) - v(x) - g8 ]2 -

=B (I xFhoox¥ LR 2y

t t
=E{ || x+h * J

e O v

o bRy aw -

t t
- x - Jo a(xz) dv(t) - . b(XI) aw -

t

t
- h - jo a'(xf) gf dv(t) - [0 b (xﬁ) gf aw || %}

1A

t +
2E {IIJO [a 0™ - atx®) - a' () &7 av(ry | 2

t +
“ [0 ™) - b0 - b Xy R aw | B

t
< 2v(e) E JO I aed™y - aex®) - ar ™ e 2 avery o

't .
c2E [ eI ped b o i aven

Las dos integrales asi obtenidas, presentan las mismas
dificultades y las acotaciones que se obtengan para una de
ellas serdn iguales para la otra ; por tanto nos limitare-
mos al estudio (por ejemplo) de la segunda.
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Aplicamos a '"b™ 1la formula de Taylor, hasta el orden 2

con

B'" = Sup [|b"(x)]|; B' = Sup ||b'(xX)||
xeG XeG '

(o™ - ¥y - br(xXy XX - xX) .

1 L rvX x+h X X+h X
t g bUXD) (X7 - Xp s Xp - X o+ el ))

Luego:
t
h _ h , 2
2E ]0 O™y px - o 2 avn <
t
< 4E fo ey o™ - X - el ave
t 2 X+h X 4
R N P e
2 Eoox+h x4
< 4 B"“ E j | X277 - xT [l 7 odv(r) o+
0
2 t
+ 4 B' { pr(h) dv(Tt)
J 0

Realizando iguales acotaciones para la primera integral, ob-
tenemos;

t
op ) < Ky ar? v m?) [ ST Y gy
J

t o
+ KZ (sz + B'Z) JO pT(h) dv(t) o o
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Por una demostracidén andloga a la del teorema 3.- obtenemos

EOIG™ - XYy < cee )t
4 t
Luego: o () < ¢ IIn][* +c, [O o (h) dv(r)

Segun el Lema anteriormente enunciado

C, v(0,t)
p ) s Cp fInf* . e
es decir 4
o (h) < T(T) [[h] (t<T)
Luego o)y — 0 cuando ||h])] — 0 como que-

riamos probar.

(c) Veamos por ultimo, la continuidad de

U' G —> £(G,C(G))

Notaremos
. k
v' (x + h)k €x+h,t
. _ .k
v k= E

R S R LY R Y cy

Mayoracidn que se obtiene al aplicar la formula de Taylor a

a' y b', hasta el orden 1 y como consecuencia de los teoremas
anteriores,
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TEOREMA 5. -

Supongamos que "a" y "b'" satisfacen la condicién (a) Yy
que son tres veces derivables, con derivadas acotadas.

Entonces, ¥ es de clase C2 y la derivada
P (x) e £ (G, £(6,C(G)))

estd dada por la solucién de

t

(Bp) : n, = jJ [an () £, ] &, dv(r) +
(¢ x

o e e T g aw

t X t X
+J a' (%) n_ dv(r) + J b'(X¥) n_ aw
0 9

es decir
ng = (v"(x) . k) k con Et = P'(x) k

Demostracién

(a) Veamos en primer lugar, que la ecuacién (EE) es

del tipo de las ya estudiadas, con lo cual aplicando el teore-
ma de existencia y unicidad, podremos concluir que tiene una
unica solucidn.

Hacemos

t t
X so <[ Lanade ] g avo - JJ [om (x¥)e ] € aw

g (yss, @) = a' (XT(@)y 5 by (r, 5, w) = b' (XX (@) y
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s, b1 verifican la condicién (o) por las mismas razones que

en el teorema anterior.

Por tanto para ¢(t) € C(a), la ecuacidn (Ei) admite una

unica solucién Ny en C(G).

Consideremos la ecuacidén (Eﬂ k)

t } t
ne = | [neD ] e v | Doned er] eg an

t X t X
+ fo a' (XX n_ av(r) + Ia b (XX) n_ daw

Por la unicidad de la solucidn en C(G), (nt) dependeri

bilinealmente de h y k; notaremos por n%’h , a la solucién de

(Eﬁ).

(b) Veamos en segundo lugar, que la derivada ¥''(x) es
td dada por la solucién de la ecuacidn (Eﬁ) ; es decir, que

k,k

(v"(x) k) k = ng

Habrd que probar que:

h,h

¢+ e ||h||2; con e€(h)—>0

Vo) = p(x) + gD+ 1 on

Cllhff—>0 )
[ v(x+h) - ¥(x) - &

: » h
9 (h) t

X+h X h 1 h,h 2
EON g7 - xg - &g - 70



Podemos suponer, sin perdida de generalidad, que a=0, pues los

calculos son identicos en "a" y "b".

Después de esta consideracidn

t t
6. (h) = E{ | x+h + | bx®Py aw - x - [ bx%) aw
t Yo T 0 T
h t
' rvX h 1 nevX h h
- h - Iob Xy &? aw - 7J0 [br ) €8] £ aw
1t by oo gy 2
2 }0 ( T) Nt }

Teniendo en cuenta que la norma de la integral de Cabafia
es < 1, se tiene:

t
SE O pe™ - bed) - pred) er - Forad) A
7 e er] el P v

Utilizaremos la formula de Taylor aplicada a "b'", hasta
el orden 3:

( bRy = p(x¥) + br(x¥) (xXXR - x¥)s % b"(xﬁ)(x¥+h- xﬁfm

1 +h. 3
cg el o xS o)
Notaremos .
B = swp bl 1<i<s
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t .
h 1 h,h 2
e < 3B lbre DT d - - Aty ) ave

b2 12 gy (o)

t
B[ v o - ved

+
e

t +
c g el o™ -2 ) e

Desarrollando lo que aparece dentro de la norma, en la

integral del segundo termino

b - Y oy gy

h
T

h

. (Xx+h-XX-£h)

= hrtryX X+h X_
b (XT)(XT -Xi-¢ T T %7

Xx+h _x. ! neyX
) (X b (e

Sustituyendo y mayorando, obtenemos

2 ("
6. (h) < 3B io 6_(h) dv(t) +

t
+h_ X h 2 x+h X2
cop BT I T - X ave

t +
*C, E (0 I E? | 2 I{Xf h X? - g? 12 av(n)

t
6
+ Cy E Jo l|x§+h - XX 1° dv(n)

Aplicamos al desigualdad de Holder (p=q=2) a las integrales
del segundo y tercer termino, obtenemos las siguientes mayora-
ciones.

t +
E J (RN S [ P ot D ol - M CO N
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1

1
¢ t 1
{ E Jo (PSRRI R Sl R ¢S 12 {EJ; [Pt ol REMIEINE

LIVAN

t

h

E Pl 12 XX - Eh 2 e <
0

t

1
t 7 +
< {E Io Neh 1% aven) 1?2 (e jo (DSt Sl R MW

Por una demostracién andloga a la realizada en el teore
ma 4 podemos mayorar

-t
E Jo l|x§+h - XT - E? 4 av(n)

utilizando para ello que EI]Xf+h - X? f[4 < cte f‘h,|4

resultado que obteniamos del teorema 3 (como haciamos notar,
anteriormente).

La acotacidn que se consigue es: Kte flh[[s

Por otra parte, si aplicamos el resultado deducido del

teorema 3 a
h 4
E |l &2 |l

+h 6
y a Efl x370 - xX |

obtendremos lo siguiente:

2 [t 6
6.(h) < 3B J O (h) dv(r) + C(T) Il

0

De donde, utilizando el lema que antes enunciamos

)
et(h) C(T) ,lh![ 6 eSB V(O,t)

A

' 2
C(T) llh ” 6 63B V(O,T)

[N

Co(T) I3 || ©
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Luego 6 ,(h) —>0 si ||h| — 0

c.q.d.
(c) Veamos por ultimo, la continuidad de
$" : G — L (G, L(G,C(G)))

Se deduce de forma inmediata, al aplicar la formula de Taylor
a b", hasta el orden 1, y como consecuencia de los teoremas
anteriores.



3.2 REGULARIDADES DE LA SOLUCION DE LA E.I.E. ITO
GENERALIZADA

Sean H y G dos espacios de Hilbert, y sean T y L
operadores auto - adjuntos definidos en H y G respectivamen

te, por Hu y Gu representamos los dominios de T® y L% (a>0)

Sean { Hy ;oae(-,) } { G, 5 ae(-=,®) }

dos escalas de espacios de Hilbert.

Estudiada la integral estocastica generalizada:
J B(t,w) dW(t,w)
0

donde B(t,w) es un proceso operador - valuado en una escala
de espacios de Hilbert , y W(t,w) es un operador de Wiener

valuado en escalas de Hilbert. El paso siguiente fué& estu-

diar el problema de la existencia y unicidad de la solucién
de la ecuacidn integral estocastica de Ito generalizada:

t
(4) X(t,w) = X(0,w) + { a(t,X(t,w)) dr +

to

t
+ J B(t,X(t,w)) dW(T,w)

to

donde:
X(t,w) : 0@ x Q —> Ha
a(t,X) : 0 x Ha —_— Ha

B(t,X) : © x H -—> L(H_{,G,)

Wit,w) : @ —> LZ(Q, £(Ga,Ha)) Operador Wiener



Obteniendo que bajo ciertas hipotesis, dadas en
el teorema de existencia y unicidad, la ecuacidn integral
estocastica Ito generalizada, admite un unico proceso so-

lucidén X(t,w) continuo y medible, en Xi , Vte[to,t1]

donde [to,t1]c 0

Xi es el espacio de los procesos de segundo or-

den, valuados en Ha ; €s un espacio de Banach separable con
la norma:

I xce,0) |2 = sup _ E{ ||X(t,w)]® )
te to,t1

A continuacién, vamos a estudiar las regularida-
des de dicho proceso solucifbn,

En primer lugar, veremos la variacidén de la solu-
cidén en funcidn de los coeficientes de la ecuacidén, y como
aplicacidn de este apartado, demostraremos que se puede a-
proximar la solucidn general de la ecuacidén (4) mediante
las soluciones de las ecuaciones integrales en dimensidn
finita.

En segundo lugar, veremos dicha variacién en fun-
cidén de las condiciones iniciales, aplicando este resultado

al estudio de la derivabilidad de la aplicacidn:

v ox —> XN (t,w)
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A.- VARTACION DE LA SOLUCION EN FUNCION
DE LOS COEFICIENTES DE LA ECUACION

Consideremos las ecuaciones

0 ¢ t ,
(B : x(t) = x{ + jt (LX) 4T+ [ By (1,X(1) W (T;0)

0 %o
Ae A espacio topolégico

Supondremos que a,y B, verifican las condiciones a.- b.-
y c.- del teorema de existencia y unicidad ( Capitulo 1 ) con
las constantes L y M independientes de A.

TEOREMA 1. -

Sea Aoe A, si-se verifican las condiciones anteriores y

ademis:
lim a,(1,X) = a, (1,X (en H)
lin e, (1,0 = 8y (1)) N
0
lim BA(T,X) = B, (t,X) (en E(H_1,Ga)
X+k0 0
1im - x? = %O (en X%)
A A o
A+AO 0

Entonces la ecuacién (EA) admite un unica solucién con-
tinua Xk(t,m) tal que

lim X, (t,w) = X, (t,w)
A AO

A+AO



Demostracidn

Definimos el operador TA en Xé como sigue:

0 t t
T, X = XA + jt aX(T,X(T)) dt + J BA(T,X(T)) dW(t,w)

0 B

Tendremos que ver que se puede aplicar el teorema de
contraccidn de Hans, cuando los coeficientes dependen continua
mente del pardmetro A; y que la aplicacién

A —> X2
a

€s continua en XO'

(a) La primera parte es inmediata por el teorema de
existencia y unicidad, ya que por hipotesis se verifican las
mismas condiciones, la demostracidén seria andloga a la realiza
da en dicho teorema, valiendo las mayoraciones allf obtenidas,
ya que hemos supuesto que M y L son independientes de A.

(b) Demostremos, en segundo lugar, la continuidad

A —> T, X en X

A 0

T, X(t,0) - T, X(t,w) |2 = sup | E T, X(t,0)-T, X(t,w) 2=
' 0 te[to,t1 ' 0
= sup B{|[X) - x) jt [2, (1,X(1)) - a, (7,X(x))] dr +
t 0 ts 0

t
S| DB x) - By (o x@] @, |2
tO 0
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. t -
“sup B GG - sl Lay (nx00) - ey (X)) el
"0

2

t
. slljt (3, (1,X() - By (X(] an ° )

0

Aplicando la desigualdad de Schwarz y que la norma de la
integral generalizada es <1, obtenemos:

0 !‘2

0 i 2
S 3 {Sl-tlp E ”x)\ - X)\O + (t-]'to) It‘ “a}\(T’X(T)) - aXO(T’X(T))” d

0

£

2
. J U, (1,X(0) - B, (1,X(0)) || dr )
t, 0

El primer termino H|Xg - X?IHZ tiende a 0 por hipocte-
0
sis, cuando A ——>A0.

En los otros dos terminos, podemos aplicar el teorema de la
convergencia dominada de Lebesgue.

|[ak(T,X(T))’[2 < M (1+[[X(T)[|2) que es integrable

A

lim aA(T,X(T)) a (t,X(1)) luego

A>X

A
0 0

4

t1
IRPNER1C)
1t

ay (£, X(0) |4 dr —> 0
0 0

2

’!BX(T,X(T))lIZ <M (1+|IX(T)]!2) que es integrable

lim BX(T,X(T)) = BA (t,X(1)) luego
A 0
0
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t, 2 \‘
{t,; “BA(T,X(T)) - BKO(T’X(T)) 1% de —3 0

0
Con lo cual queda prbbada la continuidad de

}\. _— T)\ X en )\0

APLICACION

Se puede utilizar el teorema anterior, para aproximar
la sglucién general de la ecuacidn (4) mediante las soluciones

de las ecuaciones integrales estocasticas en dimensidn finita.

Q _ .0 o
Sea (hn) una base ortonormal en Ha y Hn,a— (h1"‘hn)

. a -
el espacio engendrado por h1...hiﬁ, notaremos por Pn 6 @ la
b

proyecCidn ortogonal asociada a la base

Qo
(P, oX= hY

Mg

(o4
. (X,0%))

Analogamente definimos (él) s G o Y Qn o
H s

TEOREMA 2. -

Consideremos la ecuacién (4) con "a" y "B" verificando
las hipotesis del teorema de existencia y unicidad.
Entonces la ecuacién:

t

t
XO +Jt Pn,aa(T’X(T)) dr +j Pn’-1 B(t,X(t)) Qn’a aw
0

XM (tw) = P
t
0

20

admite una solucién unica continua que converge en %j a X(t,w)
solucidén de la ecuacién (4).
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Demostracidn

Veamos que se verifican las hipotesis del teorema 1,
con lo cual aplicando dicho teorema, obtenemos el resultado
deseado.

Tendremos que probar que:

(a) Pn,a a vy Pn,-1 B Qn,a verifican las condi-
ciones a.- b.- y c.- del Teorema de existencia y unici-
dad.

(b) lim P a(r,x) = a(,x)

N+ s O

. = B(1,X
lim Pn,-1 B(T,X) Qn,a (1,x)
Nn->co
1im b X% = X°
> n,

El apartado (b) es inmediato, nos limitamos por tanto a demos-
trar (a).

1P, (%) 1% <flace,x || 2 < M oasfx]1H
I Ph,-1 B(t,x) QL I 2 <JIB(t,x)] < M (x|l
1Py qaCtsx) = Py jae,x) 1< Il att,x)-alt,xp)lIsLlixg-x,|

1P BCtx) Q@ (- Py B(t,xz)Qn,uH<HBQt,x11~3(t.x2)HsLHx1<x2H

c.q.d.
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B.- VARIACION DE LA SOLUCION EN FUNCION
DE LAS CONDICIONES INICIALES

Consideremos la ecuacién integral estocastica (4), con-
"'a' y "B" verificando las hipotesis del teorema de existencia
y unicidad.

Vamos a estudiar la aplicacién F : Xi —_ Xi

X(0,0) —> X(t,w)

donde X(t,w) es la solucién de la ecuacidén (4)

Para simplificar los calculos y notaciones nos limitaremos al

caso en que X(0,w) = _xe;Ha ; ¢€s decir, estudiaremos
) 2
Y Ha —_— Xa
X —> Xx(t,w)

El problema que hemos planteado, parece ser posible, por medio
de la aplicacidén del teorema de la funcién implicita (de forma
andloga a como en el apartado anterior utilizamos el teorema
de contraccidn de Hans). No obstante, en el caso particular ex
puesto anteriormente, el lema siguiente, nos permite un estu-
dio mas rapido,

LEMA. -
rt
Sea f : R, —> R_ tal que f(t) <a+b JO f(s) ds
; . : b .t
Entonces: V t , f(t) <a . e
Demostracidn
J. Nevev : "Notes sur I'intégrale stochastique"

Cours de 3éme cycle (2&éme semestre 1972)

Es un caso particular del lema de Gronwall
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TEOREMA 3, -

Consideremos la ecuacidn

t t
XX (t,w) = x + [ a(t,x*(1)) drt +J B(T,X*(1)) dW(T,w)
o t

donde "a" y '"B'" verifican las hipotesis del teorema de existen-
cia y unicidad.

Sean xe H, » y eH, . Entonces:
vVt >tO la solucién Xx(t,w) de la ecuacidn anterior pertene
ce a Xi , ¥ ademds, existe una constante K, tal que:
X+y X 2 2
Voo, XY - X0 12 <k yl
Demostracidn

La primera parte, es~consecuencia inmediata del teorema
de existencia y unicidad en el caso particular que estamos estu
diando, de que X(0,0) = x

La segunda parte, la deducimos del teorema anterior, y
de las acotaciones siguientes:

t
E { || XX (t,0) - xxct,w);[z }= E{|ly +I [a(T,XX+y(T))*a(T,XX(T)IldT
t
0

t
+ ft [B(t, X" (1))-B(r,xX())] aw | ? 3
0

t
< 3SE Ayl %+ | jt [a(t, X"V (1)) - a(r,x¥(1))] dr? +
0 .

t +
* H[t (B0, X" (1)) - B(r,X* ()] aw [[%)
0
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t
3y L2+ (t-ty) E | MateX V- ) |1F ar

0

A

t
+ E J llB(r,xx*y(T))-~B(r,xx(T))j|2 dr }
t )
0

[N

t +
Sy 1%+ (t-ty) SN EORR SO L
0

t
. LZ[ E XY () - XX 2 dr )
t
0

2

N

t +
50y % e L? [ty + 1] [t E X)) - X)) % de )

0

Llamando £(t) = E { [ X*(t) - xX*(t) |2 )
2
a =3 [y
b =3 12 [(t1-t0) + 1]

y aplicando el lema anterior, obtenemos
2
E @ - w12y o gy f et [t T oty

Tomando superiores:

2 -
. 3L [(t-ty) +1] (tq-t,)
[RSEACHNES ¥ N TIPS 10 P

L% [(ty-tg) +1] (tq-ty)
Luego si hacemos K = 3e

se obtiene el resultado deseado:

XY (t,0) - X¥ct,0) 1% <k (y|?
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NOTA : Bajo las mismas condiciones, una demostracién aniloga

nos conduce al siguiente resultado:

x> (e,0) - XXt,0) [ 2™ < km [y || 2"

APLICACION

Vamos a estudiar, (utilizando los mismos metodos) la de=
rivabilidad de:

Notacidn abreviada:

a(t, X*(1)) = a(x})
B(t, X' (1)) = B(X))

TEOREMA 4. -

Supongamos que "a" y "B" verifican las hipotesis del teo
rema de existencia y unicidad, y que son dos veces derivablies,
con derivadas acotadas.

Entonces ¥ es continuamente derivable, y la derivada
2

P e oy, X3

estd dada por la solucidn de:

t t
(Bl) @ &, = k+ Jt la'(x)) £] dr+ [t [Br(x) £ aw
0 0

es decir: p'(x)k = ¢
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Demostracidn

(a) Veamos, en primer lugar, que la ecuacién (Eﬂ) es

del mismo tipo que la ecuacién (4), y que se verifican las hipo

tesis del teorema de existencia y unicidad, con lo cual dicha e

2

cuacién tendrd wnaunica solucién continua en Xu‘

Hacemos

a;(y,s,w) = a' (X (@) y

By(y,s,0) = B'(Xg(w)) y

as; y B1 dependen de y, s, w; podemos generalizar facilmente el

teorema de existencia y unicidad para este caso.

Por otra parte, a; vy B1 verifican las condiciones a.-

b,- y c.- del teorema , trivialmente, ya que las aplicaciones

y — 3-1 (y)
son lineales
y —> B1 (Y)

y a' B' estdn acotadas por hipotesis.

Por tanto, V k ¢ Ha, la ecuacidn (Ei) admite una unica solucidn

Et, dicha solucién que pertenece a Xé depende linealmente de k.

k

Se notara Et = Et

(b) Veamos, en segundo lugar, que la derivada y'(x) es-
td dada por la solucidn de la ecuacidn (EL); es deécir, que;

Voo ko= ek

Habra que demostrar que:
Pocth) = w(x) + X+ en) . |n |

con ¢(h) —> 0
(I l—> o)
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i
[}

o, () = E | wCx+h) - y(x) - €0 |2

it
1]

E { | xﬁ*h - x§ - E%IIZ }

]
lgo]
=
~

+
=
+
v

~
>4

t
X*hy g0 4 j BOC'M) aw -

t t
- x - J a(xy) dr.- J B(xf) aw -

to %
t t L
-~ h - I ar (x¥) g ar - I B (xX) e aw 2
t T t T T
0 0

t
<28 O [aof™ - ad - ated et Jac
0

h

t
+ J BOE™) - 3O - Brx®) gf

to

t
$2tr) B Jaoq™ - a) - arod & 2
0
t
M LG I TS R o N Y
0

Las dos integrales asi obtenidas, presentan las mismas dificul-
tades; las acotaciones que se obtengan para una de ellas, serin
iguales para la otra, por tanto nos limitaremos al estudio (por
ejemplo) de la segunda.

(x) Aplicamos a B 1a formula de Taylor para aplicaciones, has
ta el segundo orden

X+h Xy_nt rvX X+h X T o pvX x+h__x.(2)
BOCT B =B () (}FT-XD) + 5 B o) 0P s ey
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Hacemos
B' = Sup IB'C) 5 8" =5Sup [B"(x)]
Xe Ha x e H-

t
N | Te SO IR Te IR e O KR T3

t

0
< 4 t H ' X X+h\ XX gh ”2 d
< 4E Jt B () (XX x¥ o ¢

0

C
+ 2B I g XXXt ax
t

t
4
6(h) dr+ 4g"° J Bl Xf+h - X7

B th

A
+~
=
~No
—

Realizando acotaciones andlogas para la primera integral ob-

tenemos:
2, 2y (© xth x4 2. 2.t
6.(h) < K, (a""+8"") E|IX2 7-XT || 7 dr+K, (o' “+8' )| 6_(h)dr
t - ¢ T T 2 £ T
0 0
Aplicando la nota del teorema 3.- a
E]]XX+h _ Xxll4
T T
obtenemos t
4
0,(h) < ¢ [nf[* +c, [t o (h) dr
0
y segun el lema anteriormente enunciado
C,(t-t,) C,(t,-t,)
o () < Cofnft . e 0o e 2T O
luego 6,(h) — 0 cuando ||h|— 0

c.q.d.
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(¢) Veamos, por ultimo, la continuidad de

2

p'oo H — L (H, X))
_ -k
Notaremos v'o(x+h) ko= £ o
_ .k
vt k=g

Aplicando la formula de Taylor a a' y B' hasta el primer
orden, y como conseCuencia de los teoremas anteriores, obtene-
mos la siguiente acotacidn

E I e, e - Exe 120 < ImI% i ? or

de donde se deduce la continuidad.

c.q.d.

TEOREMA 5. -

Supongamos que 'a'" y "B" satisfacen las condiciones del
teorema de existencia y unicidad, y que son tres veces deriva-
bles con derivadas acotadas.

Entonces, ¥ es de clase C2 y la derivada
2
V) e C(H,, CUH,,X2))

estd dada por la solucién de:

t t
(Ep)  n,= ]t [an0ce ] gear + | o) 0] g aw
0 0

t t
+ J a' (x¥) n_ dr + [ B'(XX) n_ aw
to &

es decir ne = (¥"(x) .k) k con g, = v'(x) k
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Demostracidn

(a) Veamos, en primer lugar, que la ecuacidn (EE) es

del tipo de las ya estudiadas, con lo cual, aplicando el teore-
ma de existencia y unicidad, podemos concluir que tiene una uni
ca solucidn.

Hacemos

t x t X
o) = [ Loy eleg av [ [0 €] g, aw

t t

0 0
a1(y,s,w) = a’(X?(m))y Verifican las condiciones

a.- b.- c.- por las mismas

B1(y,s,w) = B'(X?(w))y razones del teorema anterior.

Por tanto para ¢(t) ¢ Xé , la ecuacidn

t t
n, = ¢(t) + [ a,(y,T,w) dr 1 B, (y,T,0) dW(T,u)
t 1 1
t t
0 0
admite una unica solucidn nt en Xé

Consideremos la ecuacidn (Eﬂ k)
3

t t
- h 1 .k ’ ho .k
n, = It [an0) el ] eXar s jt [Br ) &M ] e aw
0 0
t X t X
+ J a'(XX) n_ dt + [ B'(XX) n_ dw
tO to

Por la unicidad de 1la solucidn en Xé, (nt) dependeri bilineal-

h,h

mente de h y k; notaremos por Ny

» @ la solucidn de (EH

R LA

ey N
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(b) Veamos en segundo lugar, que la derivada y'"(x) esté
dada por la solucién de la ecuacién (Eﬁ), es decir

h,h

(" GOh) h = n

Habra que probar que

POy = 90 v el e 2P ey |In)
con e€(h) — 0

(Inff —> o)

Y = Bl vixeh) - w(x) - gl - Laluhy2 s

t -~ 7"

h hy 2
E (| xXh XX - gl . % n?’ ES:

Podemos suponer sin perdida de generalidad, que a=0, pues los
calculos son identicos en "a'' y "B",

Despues de esta consideracién

t x+h t X
Y.(h) = B { [x+h + J BOXE™Y aw - x - J B(xY) aw
to %y
t X h 1 t X h h
- h - J B' (X)) £} aw - % I [Br(xX) €2 el aw
t t '
0 0
1 (t x, _h,h 2
-3 I B'(X7) n’ aw ||“ }
t T
0
t
+h X h 1 Xy .h,h
sE O meg™ - aed) - ) € - Farad of
0

1 " h
S rrod e 1l
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Utilizando la formula de Taylor, aplicada a B, hasta el orden 3

x+hy _ Xy 4wt yX Xth _ Xy 1 oupyXy yX+h _X(2)
B(XT™) = B(X) + b X X )+ 7 B (XT)(XT X

1 e +h 3
- ULN ¢ GO MN¢ GALINID o SN TEND
Y notando (1) - Sup || B(i)(x)” 1<1<3
X e HOL

t +
Y. (h) < 3E JtO I3 D™ - X - ek - Ry 2 g
t
fE ] IEey o @ e (2 e

o

t
3 ' 3) 2
+ B j [ANe oo e by Y CIFE:

o

Lo que aparece dentro de la norma en la integral del segundo
termino, lo desarrollamos de la forma:

Broch) o - X ey (P

= nreyX X+h X ;h +h . h +h h
= B (XY) X7 - X7 51)~(X¥ - Xf) M B‘(Xﬁ) 2 (X¥ ’XingT)

Por tanto:

2 t
Y. (h) < 3¢ jt Y. (h) dt+

0

t
+C, E j XX gR 2R L )X 12 ge s
t

1
0



t
h 2 X+h X h 2
+ - - +
cZEj g 15 X - xE - g2 ||°dn
t
0
t
+C, E (DS N TIE:
3 T T
B

Aplicando la desigualdad de Holder (p=q=2) a las inteprales
del segundo y tercer termino, obtenemos las siguientes mayora-

ciones:
t
X+h X h ;2 X+h X 2
E Jt IxT™ - xT - e e L I - T e <
0
1/2
{E S ][xﬁ*h -xf - gf[[4 dr }
B
t o x+th x4 1/2
{EJ' I =il ar 3
o
t
I L D o - LT
o
t h 4 1/2
{EI le? * ar
o

Repitiendo los calculos del teorema 4, podemos mayorar

E |IX¥+h - Xf - 62114 dt, haciendo uso tambien de la nota
t
0

del teorema 3, la mayoracidn que se obtiene es ctellh||8
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. . . . . X
Por ultimo si aplicamos reiteradamente dicha nota a Xt Yy una

h
vez a €T, obtenemos:

t
Y (h) < H[[h|[® + 3807 f v, (h) dr

.tO

de donde utilizando el lema

36'2(t-t0)

6 38'2(t1-t
v.(h) < H|R[" e < He

)
i g®
Yo < H,|nll®

Por tanto Yt(h) —> 0 cuando ||h|[——> 0

c.q.d.

(c) Veamos, por ultimo, la continuidad de

1] . ‘__ 2
V' H, —> L(Hy, L(Hy, X))

Como esn el teorema anterior, Se obtiene aplicando la formula de

Taylor hasta el primer orden, a B",
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0
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Ito en espacios de Hilbert separables.

4.4: Ecuaciones de difusidn.
A) Ecuacién atrasada.

B) Ecuacién adelantada.



CAPITULO 4

PROCESO DE DIFUSION, SOLUCION DE LA E.I.E. ITO EN ESPACIOS
DE HILBERT SEPARABLES.

4.1 INTRODUCCION.,

La integral estocastica de un proceso Hilbert - va-
luado con respecto a operadores Brownianos ( integral estocas

tica de Cabafia )
J b(t,w) dW(t,w)
S,

fue definida en el capitulo 1, y se demostro que bajo las hipo
tesis convenientes, la correspondiente E.I.E. Ito
t

t
(1) X(t,0) = X(0,0) + jo a(t,X(1,0)) dt + jo b(t,X(T,0)) dW(t,w)

tiene una unica solucidén continua.

11 £ _
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En {5} se da una nueva definicién de operador Brownia
no; la integral estocastica respecto de €l, se define en el mis
mo sentido y la ecuacidn integral estocastica Ito correspondien

te, puede considerarse como anteriormente.

Posteriormente, en el capitulo 2, hemos demostrado que
la solucidén de la ecuacidn (1) es un proceso Feller y por tanto
markoviano, mas aun, estudiamos el caracter fuertemente marko-
viano del proceso X(t,w), Cuyas probabilidades de transicién es

taban definidas por:

P(ty,x,t,A) = P{X(t)eA / X(ty) = x} = P{xﬁ (t)eA}
0

donde X? (t) es la solucién de la ecuacidn;
0

t t
(2) xfo(t) = x + j a(r,Xz (1)) dt + J b(r,xfo(r)) aw ()
t t

0 0 0

Es conocido, que el proceso solucién de la ecuacidn
de Ito cldsica es una difusidn, intuitivamente es esperable que
la solucién de las extensiones de la E.I.E. Ito, que han sido
estudiadas en el primer capitulo, tambien sean un proceso de
difusidn, generalizado en algun sentido; abordaremos esta cues
tién para la ecuacidn integral estocastica Ito en espacios de

Hilbert separables.

En el apartado 4.2 , demostraremos una acotacidn pa-

ra el proceso Xz (t) que constituira el punto de partida para
0

el desarrollo posterior, nos basaremos para ello en algunas pro

piedades de la integral de Cabafia, que previamente habremos ex

puesto.
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En 4.3, usando una construccién similar al modelo cla
sico, llegaremos al concepto de C-difusién. La generalizacidn
de la definicidén de proceso de difusién, habra de hacerse en
las condiciones donde intervengan directamente los elementos
Hilbertianos, asi como el operador de Wiener ( respecto del cual
esta definida la integral de Cabafia ), para que se tenga una
total analogia con la teoria clisica de difusiones.
Dada esta definicidén, demostraremos que el proceso solucidn de

la E.T.E. Ito en espacios de Hilbert separables es una C-difusidn.

Por ultimo, en el apartado 4.4 , estudiaremos las ecua
Ciones atrasadas y adelantadas de Kolmogorov ( ecuaciones de Fok
ker-Planck ) que verifica el proceso de difusién. Con lo cual
tendremos probado que el proceso solucién de la ecuacidn (1) es
aquel que tiene por transicidén, la unica solucién de dichas ecua

ciones.

( Sin perdida de generalidad, ver {5} , a lo largo de
este capitulo supondremos que la medida v respecto de la cual se
define el operador de Wiener, y por tanto la integral de Cabafia,

es la medida de Lebesgue. )
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4.2  ACOTACION PARA EL PROCESO xf (1)
0

4.2.1.- La definici6n y propiedades de la integral estocastica
de Cabafia, pueden verse con detalle en {4} 6 {5} ; aqui nos
limitaremos a recordar las que seran utilizadas en desarrollos

posteriores

PROPOSICION 1, -
E J b(t,w) dW(t,w) =10
©

Demostracidn.

Hacemos referencia a {4}, Teorema 5.1 (iii)

Como consecuencia de la nueva definicidén de operador

Browniano, en {5} pagina 261, se obtuvo:
Bl [ b oanll® < a E 2

A continuacidn ( sin basarnos en dicha definicién ) vamos a de
mostrar una propiedad equivalente, en los terminos que sera uti

lizada mas adelante.

PROPOSICION 2.-
Sea b(t,w) un proceso Hilbert-valuado, y W(t,w) un

operador de Wiener, supongamos que

[ Mot ar <=
S)
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Entonces V [a,b]c0o , se verifica que:

b b
Bl | ber,0) ange,m) ' < 36(b-a) [" Hbcem ) ar
a a

Demostracidn.

Aplicamos la formula de Ito generalizada ( {5}, pagina 262 ) a

las siguientes funciones:

b

o(t) = f b(t) dw(T)
a

2(x) = lIx|I* = (x,x)?

La expresidn que adopta dicha formula de Ito en este caso es:

b
3(0(t)) = [ ( Do(o(t)) , b(r) dw(t) ) +
a

N REACOIHORTSIRIS RS

Teniendo en cuenta los siguientes calculos:

Do (x) = 4(x,X)X.
Déo(x)h = 4.2(x,x)%x(x,h) + 4(x,x)h.

( p%e(x)h , h )

8(x,h)% + 4llx|Yn)? <

A

gl x4 nl* + alxlPnl? = 12 x PP

Tomando esperanzas y aplicando la proposicidén 1, tendremos:

b b '
Bl ban i - ol peca(n) b anCe) L b(x) dW(e) )
a a

D b
‘Jé%' E[ o (o) (2 [Ib(r) aw(r) |2
a

A
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b T
=6 Bl [ bes) awesy 12 vyl ax

a a

Aplicando la desigualdad de HGlder, con p = q = 2

A}

b T 1/2 b 1/2
< 6[[a Bl | bes) ans) H4~dr} !I Bl b(o) ¢ dr l

a a

Por la desigualdad de Schwarz y teniendo en cuenta que

T
E|| [ b(s) dw(s) ||
a

es una funcién creciente en <1, se desprende que:

b 4 . b 4 1/2
Bl b0 awco) 1* < 6fo-a)E] [ b a1t e

a a
b 4 1/2
I OIS

a

Elevando al cuadrado

b
E“b(T)H4 dt <EH J b(t) dW(T)[ﬁ)

a

b 2 b
<EH { b (1) dW(r)ll4) < 36cb-a)j
a

a

de donde obtenemos el resultado deseado:
b A b 1

E|| [ b(t,w) dW(t,w) ||7 < 36(b-a) J Hib(t,0) ] dr
a a

c.q.d.

4.2.2.- En este apartado demostraremos una importante acotacidn
para el proceso Xﬁ (t) que constituira el punto de arranque pa-
0

ra el desarrollo que haremos a continuacién.
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En la demostracidn, utilizaremos la proposicién 2 y la siguien
te versibén del Lema de Gronwall ( que ya ha sido aplicada en ca

pitulos anteriores ).

LEMA

t
Sea f: R, —> R, tal que f(t) < a + bJ f(s) ds

o

Entonces Vt , f(t) < a eP(t tp)

TEOREMA
Sea X? (t) el proceso solucidn de la ecuacién (2) ,
0
donde las funciones a(t,X) y b(t,X) verifican las hipotesis

del teorema de existencia y unicidad.

Entonces, existe una constante K, tal que:

2

a(xﬁo(t) - x| sk eee)? (1o x| )

Demostracidn.

Partiendo de la ecuacidén (2) y sumando y restando los terminos

apropiados, tenemos:

rt
X 4 _
B @ xt = I atexf (@) e s [

0

t b X 4
(t,Xy (1)) dw(o) ||
) 0
('t t
(200X (9))-a(,0)]dr + [ a(r,x) dr 4
t

0 0 ty

i
(v}

t

t .
.| [b(e,XF (0)-b(r,0)anen) + | b(r,x0 e |
t

0 o

Utilizando que (_x+y+z+k)n < 4n-1(xn+yn+zn+kn) obtenemos:

t
< Bl ate,x¥ (my-acr,oper)t
t, 0
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't x 4
CEIf Ih(eXE @) -vemnlanm | s
0

t t
. Enj a(t,x) dr|ft + EHJ b(t,x) dw(r) |}
% o

Aplicando la desigualdad de Schwarz, asi como la obtenida en

la proposicidén 2.- , se tiene que:

t
< 83| (ot [ Jlace X ()-ato | ar -

t
* 36(t-ty) EJt ”b(T,XiO(T))-b(T,X)“4 dt +
0

3 ot 4 t 4
* (t-t) EJ la(t,x)||” dt + 36(t-tO)EJ o, " dr
't t
0 0

Aplicando las hipotesis del teorema de existencia y unicidad

.
< 43 {(t-to)3 E{ LY X (o -x|f ar +
t, . 0

t
* 36 (t-ty) EJ L4HX§ (T)-X”4 dt #
t, 0

t
+ (t-ty)S EJ M2 1+ xP)]% dr o+
to

t
+ 36(t-t0) Ejt [M2(1+Hx”2)]2 dt }
0

A

t
43[(T-t0)2 + 36] L (t-ty) Jt Enxﬁo(r)-xu4 dt +

0
+ 431t + 36] ateeer)? (1o |l

) b 4 ae s 2 (g pxt

= Ci(t-tg) Jt E”XtO(T)_%” T+ Cy(t-ty)” ( x|[" )

0
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2

Llamando g(t) = EHX? (t)-x“4 y dividiendo por (t-t queda:
0

0)

et Jt__gg;L ar o+ ¢, (1 + |Ix* )
(t-to)z - tg (r-to)2

Aplicando el lema anteriormente enunciado, para

£(t) = __Eiili
(t'to)
a=C,( 1 +[x]*)
b =2¢C

se obtiene que:

f(t) < CZ( 1 +HXH4 ) eC1 (_t-to) < Cz( 1 + ”X”4 ) eC_I (T-to)

Por tanto,
B () -xllt < et ? e 01+ x]t ) G (%)
0

Llamando KX = C2 ec1(T—t0) , obtenemos la acotacién deseada:

2

HIXE (0) - xI* <k (et)? 1o+ xl*)

c;q.d.
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4.3 PROCESO DE DIFUSION, SOLUCION DE LA E.I.E. ITO EN
ESPACIOS DE HILBERT SEPARABLES.

Definicidén 4.3.1

Un proceso de Markov G-valuado ( G espacio de Hilbert
separable ), se denomina C-difusién, si su funcidén de transicidn

P(to,x,t,A) verifica las siguientes propiedades:
1) Para todo ¢ > 0, te[0,T) y xeG

J P(to,x,t,dy) = O(t-to)
ly-x|>e
2) Existe una funcién G-valuada a(t,x), tal que Ve>0, te[0,T)
y xeG

[ om0 Pltgxtay) = ale,0 (et + 0e-ty)

lly-x|l<e
3) Existe una funcién H-valuada b(t,x), tal que V¥e>0, tef[0,T)

y xeG

| om0 pirg,x,t,ay) = BCHIb(e,0 1+ 0ty
ly-xli<e
donde W: O~——>L2(Q,E(H,G)) es un operador de Wiener y
W(a) = W(t,w) - W(ty,w)

4) Los momentos, analogos a los anteriores, de orden tres 6 ma-

yor de tres son O(t-to).

( En el capitulo 3, cuando utilizamos la formula de Taylor pa-

. . . . . (i
ra aplicaciones, ya empleamos la notacién anterior (g) h re-
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cordemos que para geG, dicha expresibén representa un elemento

de GxGx g%} xG )

Nota 4.3.2

Para que X(t,w) sea una C-difusidén, en virtud de la

siguiente desigualdad ( {1} , pagina 40 )

k 1 2+6
(*) J HY'XH P(tO’X,t9dY) < gj:gtir j HY'Xh ~P(t0’x,tadY)

ly-x|>¢e

; 6 >0
es suficiente con que demostremos, que la funcidn de transicidn

verifica:

1*) Para algun § > 0

.J HY-XH2+6 P(tO’X’t,dY) = O(t'to)

2*) Existe a(t,x) tal que V¥ t, x

[ o0 Pty t,ay) = alt,x) (t-tg) + 0(t-t)

3%) Existe b(t,x) tal que V¥ t, x

[ oo pirg,x,t,ay) = BCHDbCEx) P+ 0oty

En efecto, en este caso

1 2+8
P(ty,x,t,dy) < —s [ y-x|l P(ty,x,t,dy) = O(t-t,)

ly-x|pe :

HJ (Y‘X) P(to,x,t’dY)Hf _T%g-!”Y'X“2+6P(t0’x>tde) = O(t’to)
ly-x|pe ©

1 om0y, anils - fiy=xIF*® Beg,x,t,ay) = 0Ce-ty)
ly-x|i>e ©
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Pasamos a continuacidén, a demostrar que el proceso sO
lucién de la ecuacibn integral estocastica Ito en espacios de

Hilbert separables es una C-difusidn.

TEOREMA 4.3.3

Sean las funciones a(t,x) y b(t,x) continuas respecto
a t, y verificando las hipotesis del teorema de existencia y u-
nicidad. ( capitulo 1, apartado 1.3, B) )
Entonces el proceso de Markov X(t,w), unica solucidn de la E.I.E,
Ito en espacios de Hilbert separables:

t

t
(1) X(t,w) = X(0,w) + J a(t,X(t,w)) dt + {0 b(t,X(t,w)) dW(t,w)

0

es una C-difusién.

Demostracidn.

En virtud de la definicidén 4.3.1 y de la nota 4.3.2

dividimos la demostracidn en los siguientes apartados:

(i) J P(toax’t’d}’) = O(t'to)
ly-x{p>e

La probabilidad de transicidén del proceso X(t) esta definida por

P(ty,x,t,A) = P{ X(t) A/ X(ty) = x } = P{ x§ (t) A}
0

coincide pues con la distribucibén de Xz (t) , tendremos por tan-
0

to que

[ ly=xI* et tan = BIXS (0 -xf
0

De la acotacidén obtenida para el proceso Xio(t)
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Euxﬁo(t)-xu4 <K (t-t? (1 o+ Ikt - 0(t-t)

utilizando la desigualdad (%) para k =0 y ¢ = 2, deducimos

el resultado deseado:

1 4
| ptgxtan < 5 [yl peegxtian - o(e-ty)
ly-x|l>e €

(ii) J (r=x) P(tg,x,t,dy) = a(t,x)(t-ty) + 0(t-t,)
ly-xl<e

Partiendo de la ecuacién (2), y usando la proposicién 1, se ob-

tiene lo siguiente:

1]

[0 Pltg.x,t,ay) = BDE (0] -
0

rt t
= E{ | a(1,X¥ (1))dr + j b(t,XX (1))dw(r) }
It to t ty
0 0
rt
= Bl | a(r,Xy (1) dt } =
't 0

1}

t
EJ [a(T,Xi (T))-a(T,X)]dT + a(t,x)(t-tO) +
0

to

t
+ J [a(T,x)-a(t,x)] d