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Introduccion

La confirmacion de la estructura discreta de la materia data de principios de siglo,
tras la creacion por Einstein en 1905 de la teoria del movimiento browniano y su
confirmacién experimental por Perrin entre los afios 1908 y 1909. Hasta no mucho
antes de esas fechas las propiedades de la materia se estudiaban desde un punto
de vista empirico, y las leyes resultantes consistian en relaciones entre parametros
macroscopicos que caracterizaban a los sistemas como un todo, v.g. volimenes, pre-
siones, conductividades térmicas, momentos magnéticos, etc. Hubo que esperar, pues,
hasta finales del siglo pasado, cuando la hip6tesis atomistica empez6 a ganra aceptacion
general, para que los sistemas macroscépicos se empezaran a analizar desde un punto
de vista “microscopico”, como sistemas compuestos por muchos dtomos o moléculas.
Este enfoque atomistico a problemas macroscipicos comenzé con la teoria cinética
de los gases diluidos, embrién de lo que después seria la mecdnica estadistica. Pos-
teriormente, con el advenimiento de la mecéanica cuéntica, se abrié el camino a una

descripcién de los sistemas compuestos por muchas particulas basada en conceptos

microscopicos mas realistas.

Explicar las propiedades de la materia a partir de las leyes que satisfacen sus consti-
tuyentes elementales es el problema central de la mecanica estadistica. Pero incluso en
los casos mas sencillos, cuando las interacciones entre dtomos individuales son simples
y bien conocidas, esta tarea dista de ser trivial. Por lo tanto, no es de extranar que la

primera formulacién de la mecdnica estadistica con cuerpo de doctrina ' se restringiera

'Debida a W. Gibbs en 1902, aunque desarrollada también por Einstein de forma independiente.

Véase [Nav] para una comparacién entre ambas formulaciones.
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4 Introduccion

a un caso particular: el del equilibrio termodinamico. Aunque no existen verdaderos
estados de equilibrio termodindmico en la Naturaleza, dado que requeririan de tiem-
pos infinitos y aislantes perfectos, o fuentes de calor también infinitas, sin embargo,
en muchas circunstancias es posible establecer condiciones en las que las predicciones
de la mecdanica estadistica del equilibrio constituyan una excelente aproximacién. Asf
lo acreditan muchos de los logros de la revolucién industrial del siglo pasado. Una
situacién similar se presenta en la mecdnica del punto material, donde el movimiento
en campos de fuerzas conservativos estd mucho méas presente en los libros que en la
Naturaleza. Pero la mayoria de los fendmenos naturales caen en la categoria de fuera
del equilibrio. Dada la enorme amplitud y la gran complejidad de este tipo de sistemas,
no ha sido posible todavia fundamentar la mecdnica estadistica de los sistemas fuera
del equilibrio con el mismo grado de rigor que la del equilibrio. Para aquéllos sometidos
a una perturbacién débil en algiin sentido, de tal manera que permanezcan “cerca del
equilibrio” existen esquemas tedricos (respuesta lineal, etc,[dGr, Pat]). En esta memo-
ria nos ocuparemos exclusivamente de sistmeas lejos del equilibrio, entendiendo por

esto aquellos modelos para los que dichos esquemas fallan.

Un método 1til para abordar este tipo de sistemas consiste en estudiar aquéllos
que, a la vez que manteniendo las dificultades propias de los alejados del equilibrio,
sean tan simples como sea posible. La situacién mds sencilla fuera del equilibrio la
constituyen los estados estacionarios lejos del equilibrio, situacién que se consigue
relajando las condiciones que definen el estado de equilibrio termodindmico hasta
el punto de que sélo se exige que sus propiedades macroscépicas no varien con el
tiempo. Asi pues, un sistema en un estado estacionario lejos del equlibrio no tiene
necesariamente que estar aislado, y permite la existencia de flujos energia o materia
entre ¢l y su entorno. También puede depender el estado estacionario de la evolucién
previa del sistema porque la condicién de ausencia de histéresis no rige para ellos. O
sufrir inestabilidades, conocidas con el nombre genérico de cambios de fase lejos del
equiltbrio. La transiciones de fase ocupardn una parte importante de este trabajo, en
concreto las de segundo orden o continuas. Se carcterizan éstas por carecer de una
escala de longitud tipica, lo que obliga para su estudio al uso de los métodos del grupo
de renormalizacién [Wil71, Wil74, Wil83, Wil79].



En esta memoria se analizaran las propiedades de algunos sistemas difusivos con
arrastre, esto cs, sistemas en contacto con un bafio térmico, bajo la accién de un
campo externo y sujetos a una ley de conservacién de particulas. Estudiaremos sus
estados lejos del equilibrio, aunque por simplicidad mantendremos dos de las condi-
ciones que caracterizan al equilibrio: la invariancia bajo traslaciones y en el tiempo.
En el capitulo primero introduciremos un modelo que, debido en parte a la simplicidad
de sus especificaciones microscopicas y en parte también a sus antecedentes histéricos,
ha disfrutado de cierta atencién el la pasada década, por encima de otras variantes
de sistemas difusivos con arrastre. No referimos al gas reticular con arrastre (DLG
por sus siglas en inglés? ). Resumiremos en dicho capitulo los resultados més impor-
tantes ya existentes, tanto los obtenidos mediante simulacién Monte Carlo como por .
teoria de campos. Trataremos de justificar posteriormente la necesidad de un nuevo
tratamiento, habida cuenta del nimero de cuestiones abiertas y la existencia de con-
tradicciones. El capitulo dos contiene la derivacion de una nueva ecuacién de Langevin
para el DLG mediante un formalismo propio. En el tercer capitulo analizaremos la
nueva ecuacién en campo medio. Aunque por los asuntos que se tratan en él esta es
su posicién logica, es el que deja un mayor nimero de cuestiones abiertas y lineas
de estudio para trabajos futuros. El cuarto capitulo estd dedicado a la regién critica,
especialmente al cdlculo de los exponentes criticos. Por ultimo, en el quinto capitulo se
comprueba la aplicabilidad del formalismo introducido en el capitulo dos al estudio de
otros sistemas difusivos con arrastre. Estos modelos no se han seleccionado de forma
caprichosa. Muy al contrario, guardan una estracha relacion con el DLG y permiten es-
tablecer una clasificacién general en clases de universalidad [Sta]. Aquellas cuestiones
que rompen injustificadamente la continuidad de la lectura se relegan a apéndices. En
su mayoria no son recopilaciones de teoria, sino que forman parte indisoluble de este
trabajo y como tales se anaden al final del capitulo al que corresponden. Por ltimo,

un resumen y nuestras conclusiones finales se recogen al final de la memoria.

2En lo que sigue daremos la versién en inglés, debidamente entrecomillada, de aquellos términos

que no tenga traduceion al espaiiol undnimemente aceptada.



Capitulo 1

(Gases reticulares con arrastre

De entre la enorme clase de sistemas que presentan estados estacionarios aleja-
dos del equilibrio destacan los gases reticulares con arrastre. Desde el punto de vista
tedrico, es uno de los modelos més sencillos que presenta propiedades que serian del
todo imposibles bajo las condiciones del equilibrio y, en consecuencia, paradigmatico
por su simpleza de las situaciones en las que no se da el equilibrio termodindmico.
En el aspecto experimental, estdn contenidos de una u otra forma en la descripcién
de varios fenémenos naturales de muy diversa indole. En este capitulo revisaremos los
ingredientes esenciales que definen este modelo. Comenzaremos por las definiciones
basicas, para pasar en la segunda seccién a comentar la informacién obtenida por
medio de simulaciones Monte Carlo y profundizar en los aspectos teéricos. En la ter-
cera seccién se recogen de manera somera alguna aplicaciones practicas. En la cuarta
y ultima se discuten los resultados mas importantes, tras lo cual se justifica la necesi-
dad de introducir un nuevo enfoque. El lector interesado podra encontrar informacién

exhaustiva sobre este modelo y otros afines en [Mar98b, Sch95|.

En lo que sigue nos referiremos al gas reticular con arrastre por sus siglas en inglés,

DLG (Driven Lattice Gas), siguiendo el criterio que ya indicamos en la introduccién.
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1.1. Definicion y generalidades 7

1.1 Definiciéon y generalidades

Consideremos un fluido compuesto por particulas idénticas confinadas en un vo-
lumen V. Dividamos ahora dicho volumen en celdas iguales de tal manera que los
centros de dos particulas no puedan ocupar simultdneamente la misma celda. Diremos
entonces que una celda estd ocupada o vacia dependiendo de si contiene o no el centro
de alguna particula. La distribucion espacial de particulas puede entonces caracteri-
zarse asociando a cada celda una variable de ocupacion, n,, que tomara los valores 0
6 1 en funcién de que la celda esté vacia u ocupada, siendo r es el vector de posicién
de cada celda. Por simplicidad, escogeremos la unidad de longitud tal que el volumen
de las celdas sea 1. Todas estas consideraciones permiten ahora describir de manera
sencilla la configuracién del fluido en un espacio de d dimensiones sin mas que dar el

conjunto de nimeros de ocupacién, C = {n,}, con r en una red o € Z%.

En cuanto al potencial de interaccién, la limitaciéon de los valores de n, refleja
que las particulas son rigidas e impenetrables. Ademads, supondremos una energia de

interaccién a vecinos préximos dada por

H(C)=—J) nxny, (1.1)

donde la sumatoria estd restringida a todas las parejas de nudos de la red tales que
|x —y| = 1. Un valor positivo de J modela una interaccién atractiva, mientras que
un J negativo implica interacciones interparticulares repulsivas. Hasta ahora no te-
nemos mas que el modelo de gas reticular [Yan]. Como es bien sabido, si se sustituyen
los nimeros de ocupacién por variables de espin, s, = %1, con s, = 2n, — 1, el
gas reticular se transforma en el modelo Ising en el sentido de que la funcién de
particién macrocanénica del primero coincide con la candnica del segundo [Sta]. Se
puede hablar entonces de antiferromagnetismo o ferromagnetismo segin que J sea

negativo o positivo, v de magnetizaciéon como equivalente a niimero total de particulas.

Un bano térmico a temperatura T. que simula fundamentalmente la interaccién
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del fluido con el gas de fonones asociado a las vibraciones térmicas de la red, induce la
evolucion en el tiempo de las configuraciones. Para dar cuenta de esta evolucion hay que
especificar cémo una, configuracién dada, C, evoluciona a una nueva, C’. Escogeremos
una dindmica de Kawasaki [Kaw], de manera que C'y C' se diferencian a lo sumo
en el intercambio de una particula con un hueco vecino préximo. Este mecanismo de
evolucién garantiza que el nimero total de particulas, n = > ,.c) ny, Sea constante en
el tiempo o, equivalentemente, que la densidad del sistema, ¢ = n/V, se conserve. La
dindmica queda finalmente especificada después de fijar la probabilidad de transicién
por unidad de tiempo de una configuracién C a otra C', W[C — ('], en una ecuacién

maestra en tiempo continuo (o una ecuacién de balance equivalente en tiempo discreto)
[vKal:

OP(C) =3 {W[C' = CIA(C") = WIC — C'|R(C) }. (1.2)

o
P,(C) es la densidad de probabilidad de la configuracién C en el tiempo ¢, que en
el limite £ — oo caracteriza el estado estacionario, P*(C) = lim; , P,(C). Para los
sistemas en equilibrio conviene restringir la forma de las probabilidades de transicién
con objeto de garantizar que la distribucién estacionaria coincida con la de equilibrio.

Para ello es suficiente que se satisfaga la condicién de microrreversibilidad

WIC" — O] Pey(C)
W[C = C']  P,(C')’
también llamada de balance detallado. Dado que las distribuciones de equilibrio vienen

dadas por el peso de Boltzmann, P,, o< exp(—BH(C)) con § = (kgT)™*, basta con

(1.3)

escoger las probabilidades de transicién como una funcién de la diferencia de energia
entre configuraciones, W[C' — C'] = D(BAH), donde AH = H(C') — H(C), de tal

manera que

D(—z) = D(z) €°, (1.4)

para que (1.3) se satisfaga. Diferentes elecciones para las D que cumplen con
esta propiedad son la de Metropolis D(z) = min{l,e™®} [Met], Kawasaki
D(z) =2(1+€*)7! [Kaw] o la de van Beijeren y Shulman D(z) = ¢2% [vBe]. Como



1.1. Definicion y generalidades 9

es bien sabido, cuando d = 2 y p = 1/2, este modelo presenta un cambio de fase de
segundo orden a T, = 0.4407.J/kg [Ons|. Los exponentes criticos asociados a esta tran-
sicién forman la clase de universalidad de Ising, y son independientes de la probabilidad

de transiciéon D escogida.

Finalmente, exponemos el sistema a la accién de un campo eléctrico uniforme y
constante en el tiempo, E, suponiendo que las particulas se comportan como iones
positivos s6lo con respecto al campo, es decir, no hay interaccién electrostatica entre
particulas. Por conveniencia, supondremos que E estd dirigido en una de las direcciones
principales de la red. El campo favorece el salto de particulas en su en su sentido, reduce
el nimero de saltos en su contra y no afecta a los intercambios particula-hueco en las
direcciones perpendiculares a él. En el caso de tener condiciones de contorno rigidas
(las particulas no puede atravesar los limites de la red), los efectos del campo serian
indistinguibles de los que causaria un campo gravitatorio si suponemos particulas con
masa. El unico efecto del campo seria entonces anadir un término de energia potencial
al hamiltoniano, y el estado estacionario lo seria de equilibrio y estaria caracterizado
por exp{—fB[H(C) + E ¥, n,r,]}, donde r, es la componente de r en la direccién de
E. Para conseguir un estado estacionario alejado del equilibrio, Katz et al. impusieron
condiciones de contorno periédicas. De esta forma, el efecto del campo ya no es deri-
vable de un potencial. Piénsese, por ejemplo, que el trabajo necesario para transportar
una particula de un punto a otro de la red depende de la trayectoria escogida. Con todo,
se puede incorporar el trabajo hecho localmente por el campo a las probabilidades de

transicion de la siguiente manera:

W[C — C'] = D(B(AH(C) + ¢E)). (1.5)

E =|E|y = -1,0,1 dependiendo de que el salto sea a favor, transversal o en contra
de E respectivamente. Las probabilidades de transicién D(z) siguen satisfaciendo la
condicion de balance detallado, con lo que se garantiza que el caso £ = 0 quede

descrito correctamente por una medida de Gibbs.

Otra diferencia con el caso de equilibrio es que la distribucién estacionaria del DLG

depende de la eleccién de las probabilidades de transicion, que por lo tanto jugaran un
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papel importante en el andlisis de las propiedades universales. Estas iltimas dependen

también de las simetrias del modelo, que es invariante bajo las siguientes operaciones:
1. Traslaciones médulo la periodicidad de la red.

2. Conjugacién de carga e inversién del campo: E & —E y n, & 1 — n,, es decir,

sustitucién de particulas (“cargas positivas”) por huecos (“cargas negativas”).

3. Reflexion en las coordenadas en la direccién de E e inversién del campo: E & —E

YT, —T,.

Una vez que el modelo ha sido definido s6lo hay, en principio, que resolver la
ecuacion maestra para hallar la distribucidn estacionaria, P*, y a partir de ésta las
magnitudes de no equilibrio de interés. En la préctica esto es inviable salvo dos ex-
cepciones. La primera son los sistemas con J = 0, es decir, los que presentan difusién
anisétropa de particulas sin otra interaccién que la exclusiéon de volumen. A esta ca-
tegoria pertenece el modelo de exclusion asimétrica, en esencia una red unidimensional
en la que las particulas se muevan hacia la derecha con probabilidad (1 + p)/2 y ha-
cia a la izquierda con probabilidad (1 — p)/2 [Der, Spi]. A parte de ser el prototipo
mas simple de sistema con arrastre, este modelo es equivalente a uno de crecimiento
de superficies [Kru] cuyo limite hidrodindmco conduce a un perfil de densidad que
obedece la ecuacién de Burgers unidimensional. En alguna de sus multiples variantes
comparte algunas propiedades de la ecuacién KPZ [Kar, Sch95]. En general, puede
demostrarse que la distribucién estacionaria para sistemas con J =0 es P* =1y que
no hay cambio de fase a menos que se modifiquen de manera adecuada las condiciones

de contorno o las probabilidades de transicién [Spi].

La segunda excepcion la constituyen los sistemas pequenos, con redes del orden de
diez nudos [Zha]. Aunque no se puede concluir nada sobre las propiedades colectivas de
un sistema con redes tan pequeiias, la solucién exacta de dichos modelos si que apunta
grandes diferencias con respecto a los casos de equilibrio. Un ejemplo ilustrativo puede
encontrarse en [Zia], donde se estudia la relacién entre las fluctuaciones de la energia
interna y el calor especifico en un DLG definido sobre una red 2 x 3 en los casos E = 0

y E = 0o. La igualdad propia de los sistemas en equilibrio, kgT?C, = (H?) — (H)?
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se satisface en el caso £ = 0, mientras que para £ = oo la diferencia entre estas dos

magnitudes, lejos de anularse, crece monétonamente con 7.

1.2 Resumen de algunos resultados previos

Extraer informacién sobre las propiedades colectivas de un sistema es, en general,
una tarea ardua. La introducciéon de métodos aproximados se hace pues necesaria.
De entre éstos destacan las simulaciones Monte Carlo, las teorias de campo medio
y los enfoques mesoscopicos en términos de ecuaciones de Langevin. Cada uno uno
de ellos presenta ventajas e inconvenientes pero, al complementarse en cierta forma,
proporcionan en conjunto una imagen completa del modelo a estudiar. En esta seccion
revisamos los resultados concernientes al DLG que se obtienen con cada uno de estos
tres métodos. Posponemos la discusién de los mismos a la ultima seccién de este

capitulo.

1.2.1 Simulaciones Monte Carlo

Resumimos aqui lo esencial de las simulaciones Monte Carlo del DLG en una,
dos y tres dimensiones. Como punto de partida se consideran configuraciones iniciales
aleatorias, que posteriormente evolucionan en el tiempo de acuerdo con (1.1)-(1.2), es
decir, a partir de una distribucién de particulas el sistema se actualiza seleccionando
una al azar uno de sus vecinos préximos. Si el vecino es un hueco, entonces se calcula
z = AH + ¢E. A menos que se indique otra cosa, las probabilidades de transicion
por unidad de tiempo son las de Metropolis, de manera que se efectia el intercambio
particula-hueco con probabilidad min{1l,e*}. Un paso Monte Carlo se define como
N de tales intentos, donde N es el niemro total de particulas. Para una recopilaciéon

completa de procedimientos y resultados se puede acudir a [Mar98b| y a las referencias

alli contenidas.

En una dimension se han empleado anillos de hasta 200 nudos. Solo existen cuatro
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Figura 1.1: Diagrama de las fases.

probabilidades de transicién independientes, en virtud de que sélo hay cuatro con-
figuraciones posibles de vecinos préximos de un par dado particula-hueco [Kat84]. La
conclusiones principales son la ausencia de cambio de fase y el decaimiento exponencial

de las correlaciones como en el equilibrio.

El DLG bidimensional es con mucho el més estudiado. Para ello se usan redes de
entre cien y 1 millén de nudos, tanto cuadradas como rectangulares. Como en el caso
del gas reticular de equilibrio, se encuentra una transicién de una fase desordenada a
otra ordenada. En concreto, a altas temperaturas y para cualquier valor de densidad g
y campo E existe una fase homogénea y anisétropa caracterizada por presentar unas

correlaciones espaciales que siguen una ley de potencia'. Debido a la conservacién de

1Al contrario que en el equilibrio, donde las correlaciones son de corto alcance (decaimiento ex-
ponencial) excepto en situaciones especiales, v.g. puntos criticos, lejos del equilibrio no es extrafio

encontrar correlaciones con deacaimiento algebraico [Gar90b).
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mensional en una red 300x300 bajo la accién de un campo eléctrico vertical infinito.

1.2. Resumen de algunos resultados previos

Figura 1.2: Estados estacionarios Mon
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de [Mar98b].
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Figura 1.3: Configuraciones Monte Carlo caracteristicas de un DLG bidimensional en
una red 300x300 con campo eléctrico horizontal infinito para, a la izquierda, o = 0.2
y T =113y, ala derecha, p = 0.35 y T = 1.2 (la temperatura en unidades de la de
Onsager T,(0)). Toamdo de [Mar98b]. 1

particulas, el ordenamiento se realiza mediante una segregacién de fases, anisotropica,
que sucede por debajo de una cierta temperatura T'(F, g). La temperatura de transicién
aumenta de forma mondtona con E y tiende hacia un valor maximo cuando £ — oo, lo
que implica que el campo eléctrico facilita el ordenamiento. En cuanto a la naturaleza
de la transicién, ésta depende de p. Para la densidad ¢ = 0.5 es continua, mientras
que para valores bajos, o < 0.2 (6 o > 0.8, recuérdese la simetria particula-hueco),
es claramente discontinua. Es dificil determinar el orden de la transicién en la regién
intermedia. Con muy pocas excepciones las simulaciones se realizan con la red medio
llena porque se espera que la densidad critica siga siendo 1/2. También, debido al
efecto de saturacién que se produce para campos grandes, en la inmensa mayoria de
los casos se considera F = oo. En la prictica esto quiere decir que los saltos contrarios
al campo se prohiben. En la figura (1.1) se muestra el diagrama de las fases para el caso
0 = 1/2. La temperatura de transicién T,(E) = T*(E,0.5), comienza con el valor de

Onsager para E = 0 y encuentra el valor de saturacién aproximadamente a 1.47:(0).

El estado ordenado consiste en una regién de vapor, o pobre en particulas, sepa-
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rada de otra liquida, o rica en particulas, por una interfase paralela al campo eléctrico.
En favor de la estabilidad de esta cofiguracion, se puede argumentar que los saltos
en la fase liquida son necesariamente poco frecuentes debido a la escasez de huecos, e
igual consideracién se puede hacer en la regién de vapor. Por otro lado, los intercam-
bios a través de la interfase suponen un alto coste energético aunque, estrcictamente
hablando, la minimizacién de la energia superficial sélo tiene un sentido preciso en
el equilibrio. Nunca se han observado interfases estables ortogonales al campo. En la
figuras (1.2) y (1.3) se muestran las configuraciones mds representativas. Posponemos
al tercer capitulo el resumen sobre los mecanismos de evolucién hacia el estado esta-

cionario.

Una cuestién primordial a la hora de estudiar un cambio de fase continuo es iden-
tificar un parametro de orden. En el modelo de Ising de equilibrio, sin conservacion
de magnetizacién, el principio de la transicién lo marca la aparicién de magnetizacion
espontinea. En el DLG, debido a la ley de consevacidn y a la anisotropia, la eleccién
del pardmetro de orden es un asunto que requiere algo més de atencién. Para empezar,
recordemos que el punto critico sélo es accesible si p = 1/2. En este caso, buscando
reflejar la anisotropia de la segregacién de fases, Katz et al. [Kat84] introdujeron el

siguiente pardmetro de orden:

M)l (1.6)

1
m= —ee [ (M) —
Amu—QW< )=

M, y M) son las magnetizaciones cuadraticas transversales y longitudinales respecti-

vamente, que vienen dadas por

1 2
My = Z 2(1 —2ny)| , (L.7)
Ly x Ly x Logy i@ " o ]

donde L, v L; son las dimensiones de la red. m mide la diferencia de densidades entre

la fase liquida y la gaseosa baséandose en la geometria de la segregacion. A temperatura
infinita y en el limite termodindmico, (M) = (M)), y por lo tanto m = 0. Por otro

lado, cuando la temperatura tiende a cero, (M) — 0y (M) — 1, por lo que m — 1.

Otras elecciones de parametros de orden estan relacionadas con ciertas compo-
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nentes del factor de estructura estatico,

50 = (b = 1) (| 1 - 20 ), (19)

siendo k; = 27n, /L, y ky = 27ny /Ly, con n_ ) enteros de [0, L | — 1]. Otro ejemplo

se introduce en [Bin]

m/ — \/<Mj_m>2 + <MJC_OS>2 + <M|Tm>2 + <M||cos>27 (19)

donde

. (1 — 2ny)sin (27rxL),

LT 2L %:%: L (1.10)

y el resto de términos se define de forma equivalente. Mas reciente es la eleccién de

ol sin(m/L})

; k=2xn/L,,0 1.11
2L[| ) (ﬂ-/ L )7 ( )

Z(l — 2my )ekX

X

que estd directamente relacionada con S(k,, k) = S(1,0).

Como cabia esperar, m,m’' y m” reflejan esencialmente las mismas propiedades
del estado estacionario en la fase condensada. En concreto, y siguiendo los métodos
familiares del equilibrio, se puede tratar de ajustar el pardmetro de orden por una ley

de potencia de la temperatura en las proximidades del punto critico,

m ~ |T — T,(c0)?, T — T.(c0)™. (1.12)

Tal ajuste es posible y se concluye que el valor de 8, usando m como pardmetro de
orden, es § = 0.3 [Val87]. Las estimaciones hechas con m’ o m” son coherentes con

1/4 < < 1/3y, en todo caso, son claramente distintas del valor de equilibrio 1/8.

Dada la discrepancia entre los valores de 3 que acabamos de mostrar y el predi-
cho por la teorfa de campos (véase en la siguiente seccién), se ha argumentado
que es necesario incluir la fuerte anisotropia del DLG en los andlisis de tamafio
finito (finite size scaling) [Leu91]. Ello implica, entre otras cosas, descomponer al-

gunos exponentes criticos en dos, paralelos y longitudinales. Cada grupo es carac-
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teristico del subespacio al que representa, aunque no son independientes comple-
tamente. Por ejemplo, del exponente 7, que caracteriza la divergencia del factor
de estructura cerca del origen en el espacio de momentos y en la regién critica,
S(k,t = 0) ~ |k|7®™ cuando k — 0, se pueden definir dos variantes via modi-
ficaciones del tipo, S(ky, k=0, =0) ~ |k, |~®~™) para k; — 0, etc. En general,
los exponentes asociados al subespacio transversal, v.g. ., z,,v,, coinciden con los
genéricos 7, z, v, mientras que los correspondientes al subespacio longitudinal estan
relacionados con aquéllos mediante leyes de escala en las que interviene un nuevo ex-
ponente, A, llamado exponente de anisotropia que tiene un valor aproximadamente

igual a 2. Por ejemplo, se tiene que v, = vy vy = v(1 + A) [Sch95).

Finalmente, resumimos brevemente algunos resultados en tres dimensiones. Como
es habitual, nos restringimos a campos infinitos, densidad 0.5 e interacciones atrac-
tivas en redes cubicas simples. Se han ensayado diferentes probabilidades de tran-
sicion, fundamentalmente la de Metropolis, Kawasaki y el caso en el que W = 1
para saltos en la direccién del campo, W = 0 para saltos en la direcciéon opuesta y
W = exp(—AH/2kgT) para cualquier intercambio transversal. Un ajuste de los datos
con (1.12) parece indicar 8 = 0.4 & 0.1, por lo que no se puede discernir claramente

entre el valor de equilibrio, 8 & 0.3, y el obtenido con teoria de campos, § = 1/2
[Mar98b).

1.2.2 Campo medio dindmico

Aparte de los métodos Monte Carlo, otra gran herramienta para extraer infor-
macion sobre las propiedades colectivas de un sistema son las teorias de campo medio,
que suelen ser el punto de partida de muchos enfoques analiticos. Sin embargo, aunque
proporcionan con cierta precisién el diagrama de las fases, la descripcion de otras
muchas propiedades dista mucho de ser correcta, especialmente en sistemas con in-
teracciones locales y bajas dimensiones. No obstante, se han ideado refinamientos que
permiten tratar las teorias de campo medio como una secuencia de aproximaciones

que conducen a resultados cada vez mas precisos. De hecho. en los desarrollos més
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Figura 1.4: Dominios usados en la aproximacién de pares en teorias de campo medio

dindmicas. Se senalan las variables de ocupacién interiores, n; y ns, y las exteriores s;.

recientes, que incorporan ideas de finite size scaling, los exponentes criticos se pueden
estimar con errores inferiores al 10 por ciento [Suz|. Estos mismos métodos se han
adaptado de forma especifica para estudiar el DLG [Dic]. El procedimiento consiste
en considerar un conjunto de particulas, que se tratan de forma exacta, y suprimir
las correlaciones entre estas particulas y el resto del sistema. El dominio de particulas
debe ser lo bastante grande para que puede tener lugar en él el proceso dindmico
que hace evolucionar al sistema. En el caso del DLG, la conservacién del nimero de
particulas fuerza a que el dominio minimo lo formen dos nudos. Estos, junto con su
frontera, se muestran en la figura (1.4). La razén de que haya dos se debe a que es
necesario considerar las dos orientaciones posibles con respecto al campo eléctrico.
En estas condiciones se puede escribir una ecuacién de evolucién para la distribucién
de probabilidad de las configuraciones dentro del dominio, ecuacién que se integra
numéricamente en un paso posterior. Para que esta distribucién sea representativa es
condicién necesaria que el sistema, esté en una fase homogénea, de ahi que el método
solo se pueda aplicar por encima de la temperatura de transicién. Hay que decir que el
grado de complejidad aumenta enormemente con el tamano del dominio y que incluso

para grupos pequenos de particulas el trabajo puede ser muy laborioso.

En el caso del DLG se han considerado dominios formados por dos y cuatro

particulas [Dic]. En el primer nivel de aproximacién, hay un acuerdo razonable con
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las simulaciones a densidad o = 0.5, acuerdo que mejora cuando se usan dominios
cuadrados. La temperatura de transiciéon crece de forma monéntona con el campo,
aunque en general la sobrestima. Por el contrario, en tres dimensiones se encuentra
que T.(F) disminuye con F, un resultado que contradice a los datos Monte Carlo. En
el caso d = 2, todo apunta a que la dependencia mondtona de 7, con £’ es consecuencia
de al anistotropia de las correlaciones. Igualmente interesante es el hecho de que los
resultados dependen en gran medida de las probabilidades de transicién utilizadas,
algo irrelevante en situaciones de equilibrio pero un factor esencial a tener en cuenta

cuando de sistemas alejados del equilibrio se trata.

1.2.3 Teoria de campos

La ecuacién de Langevin

La estructura reticular de muchos modelos, entre ellos el DLG, dificulta de manera
extraordinaria el tratamiento analitico. Para salvar estos inconvenientes uno se puede
beneficiar de los enfoques mesoscépicos en términos de ecuaciones de Langevin. Son
procedimientos a medio camino entre la descripcién microscopica y la macroscopica,
que se concentran en las propiedades a largas escalas temporales y espaciales y que
tratan de eliminar la red transformando el parametro de orden en un campo con-
tinuo. Para ello hay que identificar aquellas variables que tengan una evolucién lenta
comparada con la evolucién del resto de grados de libertad microscépicos (variables
rapidas) que se modelan con un ruido conveniente. En principio, se puede llegar a una
descripcién mesoscopica mediante un promedio adecuado a partir de una ecuacién
maestra para las variables de ocupacién microscépicas [Spo]. Sin embargo, en la
practica, las dificultades que presenta este camino son infranqueables y sélo en con-
tadas ocasiones se ha llevado a cabo de forma rigurosa®. En el caso del DLG, puede
encontrarse un esfuerzo en este sentido en [Eyk], aunque, como advierten los autores,

limitado a la regién de altas temperaturas y muy alejados del punto critico y de la

2Véase, por ejemplo, la deduccién de una ecuacién de reaccién-difusién continua a partir de un

modelo estocdstico microsedpico en [dMa].
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zona de coexistencia de fases.

El método habitual para construir ecuaciones de Langevin es postularlas basandose
en las simetrias del modelo. Para el DLG esto se hizo por primera vez por Leung y
Cardy [Leu86]. Vamos a resumir aqui las lineas principales del trabajo de Leung et al.

Para los detalles remitimos al lector a las referencias [Sch95, Leu86, Jan86).

Comencemos con el caso mas sencillo £ = 0, con lo que quedaran més claras las
diferencias entre equilibrio y no equilibrio. El campo mesoscépico adecuado es en este
caso la densidad local de particulas, o(x,t), cuya relacién precisa con las variables
de ocupacion ny, aunque desconocida, se supone irrelevante. La principal simetria del
DLG es la ley de conservacién de particulas. Asi pues, la ecuacién de movimiento para

el campo densidad p(r,t) tendra la forma de una ecuacién de continuidad

Oo(r,t) +V-J =0, (1.13)

donde J es la corriente de particulas. Dicha corriente puede considerarse el resultado
de dos contribuciones, J = Jp + J;. La primera de ellas, que llamaremos determinista,
tiene su origen en los gradientes de potencial quimico, u, que es el mecanismo principal
de relajacion en los sistemas difusivos. Entonces, por aplicacion directa de la ley de
Fick, postulamos Jp = —AVy, donde A es un coeficiente de transporte. El potencial
quimico viene dado por u = VH(0)/60, donde H(p) es el hamiltoniano mesoscdpico
y la notacién §/0p indica derivada funcional con respecto a o. En lo que sigue nos
restringiremos a ¢ = 1/2, que es con mucho el caso mas estudiado en simulacién y
con lo que esperamos tener acceso ademads al punto critico de equilibrio. Ademads, por
reflejar mejor las simetrias del sistema, trabajaremos con ¢(r,t) = 2p(r, t) — 1, es decir,
con la magnetizacién local y no con la de particulas. Finalmente, cogeremos para H(¢)

la forma del hamiltoniano de Landau-Ginzburg

1
H(@) = [ d'a |5(V6)7 + Z6°+ 24| (114)
donde el parametro 7 o« T'—T, mide la distancia al punto criticoy g > 0 para garantizar

la estabilidad de la teoria por debajo de T, y asegurar la aparicién de magnetizacién

espontanea.
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La segunda contribucién a la corriente, denominada de Langevin, modela los efectos
relevantes de los grados de libertad microscépicos rapidos que sobreviven al promedio,
es decir, constituyen un ruido térmico. Como en la mayoria de las ocasiones, supon-
dremos que el ruido esta sujeto a una distribucién gausiana. Asi pues, la ecuaciéon de

movimiento (1.13) adopta la siguiente forma concreta,

8=V - (w%u), (1.15)

donde £ es un ruido blanco gausiano:

(Gi(x,t)) = 0
(&(x, t)fj(x', t’)) = Nijé(x - XI)5(t - t,). (116)

Nj; es la matriz de las correlaciones del ruido. De igual manera que hay que imponer
ciertas condiciones a las probabilidades de transicién para asegurarse de que la dis-
tribucién estacionaria coincida con la del equilibrio, hay que escoger N;; de forma
que se satisfaga el teorema de fluctuacién-disipacion [Kub]. En general, si la estruc-
tura de una ecuacién de Langevin es 9;¢ = F(#,V¢,...) + ¢, con correlaciones del
ruido ((;(x,t)(;(x',t')) = N;;6(x — x')6(t — t'), entonces la distribucién estacionaria
P*(C) es simplemente proporcional al peso de Boltzmann, e P"_ en el supuesto de que

F = Nij%‘ 3. Este es el caso, sin mas que tomar

El sistema hasta ahora definido es el llamado Modelo B en la terminologia de
Hohenberg y Halperin [Hoh]. Las propiedades criticas, tanto estdticas como dindmicas,
se siguen tras aplicar los métodos usuales de la teoria de campos [Bau, Jan79]. En
concreto, de un tratamiento perturbativo junto con la renormalizacion de la teoria se

deduce que la dimensién critica superior, aquella por encima de la cual los exponentes

¥La mejor forma de ver la relacién entre F, N;; y P, es trabajando con la ecuacién de Fokker-Planck

equivalente a la de Langevin [Ris].
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criticos coinciden con los de campo medio, es d. = 4. Se puede entonces hacer un
desarrollo alrededor de d.., obteniéndose el punto fijo de Wilson-Fisher y los exponentes
criticos como serie de potencias en ¢ = d, — d. No abundamos més en las propiedades
del Modelo B. Simplemente resaltamos que se usa de forma extensiva en el estudio
de fenémenos criticos dindmicos en sistemas tipo Ising en equilibrio y que constituye

el equivalente continuo a estos modelos. Para mas detalles puede consultarse [Hoh,
Wil74).

Veamos ahora cémo se modifica el Modelo B después de introducir el campo
eléctrico. Hay dos efectos principales: 1) afiadir un nuevo término de corriente a la
ecuacién de continuidad, término que es proporcional al campo (ley de Ohm); 2)
romper la simetria entre las direcciones porque el eje sobre el que actua el campo es
distinto de los transversales a él. De nuevo, resulta imposible calcular la nueva corri-
ente como promedio sobre la dindmica microscépica, asi que se postula una con base
en las simetrias del modelo. En primer lugar, notamos que la nueva corriente Jg es
proporcional a E y que la constante de proporcionalidad tiene que ser par en ¢ y en
E debido a la simetria ¢ & —¢,E < —E. En segundo lugar, si localmente no hay
particulas o huecos (¢ = 0 6 1 — ¢ = 0), la corriente debe ser nula. La eleccién mas
simple que satisface estas condiciones es p(1 — g)€. & es el equivalente mesoscépico a
E, cuya dependencia explicita en los pardmetros microscépicos se desconoce aunque
se espera que no sea esencial en lo que respecta a las propiedades criticas del sistema

ni a las cualitativas. Asi pues, notando que ¢ = 2p — 1, escogemos

Jg = (1 - ¢HE. (1.18)

Para la regién en la que estamos interesados, T =~ 7., puede demostrarse que las
correcciones de orden superior en ¢ a Jz son irrelevantes en un sentido técnico. La se-
gunda modificacién importante tiene que ver con la anisotropia. Claramente, el campo
E distingue una direccién privilegiada. Cabe esperar entonces que su presencia genere
anisotropias que afecten a todos los operadores V2, desdobldndolos en dos compo-
nentes, la paralela al campo, (Vﬁ), y las transversales a E, (V3 ), acompanadas ambas

por diferentes coeficientes. La ecuaciéon de Langevin resultante es
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O0(x,t) = )\{(n —a, VI)Vio+ (1) — V1) Vg — 20, ViVie +

I (6 V2 + K V3% + EV B} — (Vi €, + 7)), (119)

*3)

mas conocida en la literatura como driven diffusive system (DDS). La anisotropia
también afecta a la matriz de las correlaciones del ruido que, aunque sigue siendo
diagonal, sélo es isétropa en el espacio transversal. Mas en concreto, el funcional F’
que mencionamos cuando hicimos referencia al teorema de fluctuacién-disipacion, es
justo la expresion entre corchetes en (1.19), mientras que la matriz del ruido es facil
comprobar que es de la forma Ny = n, V3 +n V. n_ ) son pardmetros que dependen
de E,J y T. Claramente, el teorema de fluctuacién-disipacién no se cumple en este

caso, sefial de que estamos tratando con un fenémeno alejado del equilibrio®.

Abundando aiin més en las diferencias entre el DLG y un sistema en equilibrio, es
de resaltar que aunque este tlitmo fuese anisétropo, el cumplimiento del teorema de
fluctuacién-disipacién acarrearia que tanto 7, como 7 han de ser proporcionales a la
susceptibilidad estatica. Por lo tanto, ambos se anulan a la temperatura de transicién,
T., y dan lugar al mismo exponente critico <y, si bien con amplitudes, en general,
diferentes. En el caso de equilibrio, pues, 7, = 7y = 0 marca la transicién de segundo
orden. En el DLG, la misma cuestiéon no puede resolverse analizando simplemente
las simetrias y, en consecuencia, la regién critica puede estar caracterizada por las

siguientes tres posibilidades:
Ly —=0yn >0

2. Ti>0y7'”——-)0.

3. 7. 2>0ym—0

4Existen sistemas que aun no satisfaciendo el teorema de fluctuacién-disipacién a escala mi-
croscopica, si que lo hacen a escalas suficientemente grandes [Sch93]. En general, el teorema de
fluctuacién disipacién se puede deducir a partir de la condicion de balance detallado para la dis-
tribucién estacionaria. Puede ocurrir que esta se cumpla a nivel macroscépico incluso aunque se viole

en el microscépico. Para profundizar en estas asuntos se puede acudir a [Sch95, Gra].
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La eleccién de una de ellas debe buscar reproducir lo que se observa en las simula-
ciones. Como vimos en la seccién previa, las configuraciones tipicas de la fase ordenada
consisten en una banda alineada con E. Esto es un indicio de que para temperaturas
inferiores a la critica domina la “antidifusién” en las direcciones transversales, es de-
cir, 7, < 0. Otro razonamiento intuitivo nos lleva a pensar que, dado que el campo
actia como un ruido extra en la direccién paralela, se puede hablar de una dismi-
nucién efectiva de las interacciones interparticulares en esa direccién. Eso implica que
en general 7/ > 7, asi que la regién critica estd marcada por 7, tendiendo a cero con
7 positivo. Todo esto nos lleva a escoger la primera opcién como la adecuada para
estudiar las propiedades criticas del DDS. Aiin es posible otro argumento més, en este

caso analitico, sobre el que volveremos después de tratar la renormalizacién de (1.19).

Limites de altas y bajas temperaturas

Una de las diferencias mas notables entre sistemas en equilibrio y los alejados de él
se muestra en las funciones de correlacién y en el factor de estructura. En los sistemas
en equilibrio con interacciones de corto alcance, las funciones de correlacién presentan
en general un decaimiento exponencial, a menos que se esté en un punto critico. Por el
contrario, lejos del equilibrio, los sistemas muestran factores de estructura singulares
y funciones de correlacién a dos cuerpos con decaimiento algebraico genérico, es decir,
sin necesidad de que haya cambio de fase de segundo orden. En esta seccién veremos

como aparecen estas propiedades en la descripcién mesoscépica del DDS.

Vamos a considerar primero la funcién de correlacién a dos cuerpos, G(r = (z,v)),
y su transformada de Fourier, el factor de estructura S(k). A temperaturas muy por
encima de T, el pardmetro de orden sélo presenta pequeias fluctuaciones alrededor
de cero, esto es, ¢(r,t) es pequefio. Por lo tanto se puede suponer que los términos
de orden ¢* o superior son irrelevantes comparados con los términos lineales. Esto

permite simplificar en gran medida (1.19), tras lo que se obtiene
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ag = M(rL— oV + (r — oqV}) V] — 20, A7 A% o +
(Vi €+ V). (1.20)

Ahora, con ayuda de una transformada de Fourier, se puede encontrar ficilmente
#(k, t) para cualquier realizacion de £, y entonces calcular los promedios sobre el ruido.
Este método constituye el punto de partida para los andlisis de la fase desordenada.

El factor de estructura se obtiene ahora sin més que calcular (¢(k)¢(—k)). Se obtiene

’nJ_k_2L + n“kﬁ

oM(rukE + kR + O(KL, ki, K2 RR))

S(k) (1.21)

El factor de estructura en un puente importante entre la teoria y el experimento, dado

que los experimentos de dispersién de radiacién miden S(k) como la intensidad de la

radiacién dispersada.

Dado que lo que nos interesan son las propiedades a grandes distancias, estudiamos

el limite del factor de estructura para |k| pequefio. Hay dos posibilidades para hacer

este limite,

. n
Jim, Sk ky =0) = 2,\;’
: _ _ M
Icl||l£>n05(k‘L = O,k”) = 2)\7_”. (1.22)

Si el teorema de fluctuacién-disipacion se satisfaciera, los dos limites darian el mismo
resultado. Dado que no es asi, no es de extriiar que S(k) tenga una discontinuidad

singular en el origen. De forma mas precisa, podemos definir

lim,c“_,o S(0, k“)
1ika___,0 S(ki_, O) ’

y medir dicha discontinuidad mediante R — 1. En equilibrio, claramente R = 1, pero

R

(1.23)

en nuestro caso R diverge cuando T — T, debido a que 7, = 0y 7 > 0. La principal
consecuencia de R # 1 se muestra en la funcién de correlacién a dos cuerpos, G(r).

Tras un calculo breve puede demostrarse que limyy . G(r) cumple que:
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1. Es proporcional a R — 1.

2. G(r) ~ |r|™2

3. G es anisotrépica; cambia de signo con el dngulo que forman r y la direccién del

campo.

La segunda propiedad era esperable en virtud de un argumento de Grinstein [Gri]
segin el cual la ley de conservacién de particulas da lugar a las autocorrelaciones
G(0,t) ~ t~%2_Si a esto se le anade que, por ser un sistema difusivo, r ~ v/Z, entonces
G(r) ~ |r|7%. Es decir, el decaimiento a largas distancias de las correlaciones no es
exponencial sino que sigue una ley de potencia. Recordemos, finalmente, que en el
equilibrio esto sélo es posible en un punto critico, mientras que aqui estamos muy por

encima de 7.

Seguidamente tratamos el caso T' < T,. Nuevamente, presentamos las propiedades
del DLG por comparacién con las del modelo de Ising, que son bien conocidas. Debido
a la ley de conservacion, el sistema muestra coexistencia de fases. Las fluctuaciones
dominantes son entonces las asociadas con la interfase. Si pensamos que ésta estd
alineada con el eje de las y, entonces se puede especificar su configuracién dando su
posicién en el eje de las z mediante la funcién altura h(y). El factor de estructura
asociado, S(g) = (h(g)h(—q)), diverge como ¢~ si se trata del modelo de Ising. Esta
propiedad es la manifestacién en el espacio de Fourier de que la anchura de la interfase
diverge como /L, siendo L, como es habitual, el tamaifio de la red. Las interfases con
anchuras divergentes se conocen como rugosas; sélo para d > 2 se puede presentar en

modelos tipo Ising transiciones de fases rugosas a suaves.

Simulaciones detalladas del DLG [Leu93] demuestran que S(g) ~ ¢~ para valores

~0-67 para g pequefios. Aunque 0.67 es practicamente

de ¢ grandes, con un cambio a ¢
el nimero racional 2/3, no existe hasta ahora ninguna teorfa viable que explique esta

supresién de rugosidad.
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Criticalidad

Finalmente, nos centramos en la region critica, caracterizada por 7, ~ 0 en (1.19).
En este régimen de temperaturas las fluctuaciones en todas las escalas posibles do-
minan las propiedades del sistema, que carece de una escala de longitud caracteristica.
Esta invariancia de escala estd asociada a una longitud de correlacién divergente, como
consecuencia de la cual existe un nimero, en teoria infinito, de grados de libertad
acoplados entre si. En estas circunstancias, los métodos tipo grupo de renormalizacién
son esenciales para poder analizar el modelo de forma cuantitativa. Para ello, se somete
al sistema a una serie de transformaciones que permiten expresar sus propiedades en
funcién de un conjunto de pardmetros efectivos expresados en una escala de longitud
diferente de la original. Los puntos fijos de estas transformaciones se identifican con
sistemas con invariacia de escala y del analisis de los observables tipicos, v.g. las fun-
ciones de correlacién, en el entorno de dichos puntos se determinan los exponentes
criticos. Las clases de universalidad surgen entonces cuando distintos modelos dan lu-
gar al mismo punto fijo bajo estas transformaciones. Para encontrar los puntos fijos se
pueden usar tanto métodos numéricos como analiticos. Para el DLG, sélo estos tiltimos
se han llevado a la practica en forma de un desarrollo perturbativo en € = d.—d, donde

d. es la dimensidn critica superior.

Para llevar a cabo los cédlculos perturbativos los métodos de la teoria de cam-
pos se muestran muy convenientes. Con este término denotamos cualquier modelo o
sistema capaz de ser descrito por una integral funcional. Las integrales funcionales,
también llamadas integrales de camino, fueron introducidas por Wiener [Wie] y pos-
teriormente por Feynman [Fey] en contextos diferentes. En mecénica estadistica, a
partir de un hamiltoniano, H, expresado como funcional de un pardmetro de orden
¢(r), los promedios térmicos en la colectividad canénica vienen dados por una inte-
gral funcional con peso de Boltzmann e #*/Z [Ami, Bnn, ZJ]. Cuando de estudiar un
fenomeno dindmico se trata, el punto de partida es una ecuaciéon de Langevin para
el campo ¢(r,t) donde las fluctuaciones térmicas vienen dadas por un ruido. Son los

promedios de varias funciones ¢ con respecto a la distribucion del ruido las magnitudes
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que nos interesa calcular. Desde un punto de vista técnico, es recomendable introducir
como representaciéon de estos promedios los llamados campos respuesta é(r,t), o de
Martin-Siggia-Rose [Mrt], que dan cuenta del ruido y permiten escribir los promedios

sobre el él como

()= [ DIDS - exp(~L(3,4)) (1.24)

donde [,(gzNS, ®) es el llamado funcional generador dindmico asociado a la ecuacién de
Langevin. £ juega un papel andlogo al hamiltoniano de la mecénica estadistica del
equilibrio y e=* al del factor de Boltzmann. Esta analogia con las teorias de campos del
equilibrio se mantiene en lo que respecta a los métodos diagramaticos, lo que permite
calcular de manera econémica las funciones de correlacién, que involucran sélamente
promedios sobre distintas ¢, o las funciones respuesta, compuestas por variables de
ambos tipos, ¢ y ¢. Como en el equilibrio, las magnitudes fisicamente interesantes son
las funciones de Green conectadas, Gz, es decir, los cumulantes de los momentos del
funcional generador compuestos por promedios con 7i campos g?) y n del tipo ¢. La
transformada de Legendre de éstas da lugar a las funciones vértice, [z, que contienen

toda la informacidon del sistema.

Concretando para el caso del DDS, el funcional dindmico puede demostrarse que

viene dado por [Leu86, Jan86]

£(9,¢) = [ dludi A{é[;%; —

+2axvﬁvi¢] — 2Bk V4 R TG+ E(VI9)6 +

7L — a1 V3)Vig — (1) — oy VL) Viig +

+—2—1Xg5(n||v|2| + ?Mvi)é} (1.25)

Se puede simplificar (1.25) eliminando los términos irrelevantes en el sentido de grupo
de renormalizacién. Siguiendo los métodos usuales de la teoria de campos, introduci-
mos una escala de momento externa, b, y procedemos a hacer las siguientes transfor-
maciones de escala: en primer lugar y dado que 7, = 0, los términos principales en

radientes son V2 y V2, de ahi que por simple recuento dimensional —naive power
1LY Vi q
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counting--k, ~ by kj ~ b*; en segundo lugar, como en el Modelo B ¢ ~ b=1. Con estos
ingredientes es posible calcular la dimensién asociada a cada término del lagrangiano.
En concreto, & ~ b5-2/2 y ¢ ~ b*~¢ de manera que conforme b — 20 el término
maés relevante es el asociado con £, mientras que la constante de acoplamiento g es
un operador peligrosamente irrelevante, es decir, aunque dimensionalmente se puede
descartar, es necesario incluirlo para estabilizar la teoria por debajo de la temperatura
critica. La dimensién critica superior, por encima de la cual los exponentes criticos
coinciden con los de campo medio, es d, = 5, como se puede comprobar notando que
es la que hace marginal a la no linealidad mas reievante. Los términos despreciables
comparados con los que se mantienen en el limite de longitudes largas son o), ay, K

y ny. Después se proceder a la simplificacion se obtiene

L(},0) = /ddxdt A{é[rlat + V- T“vﬁ]¢ +E(VP)p® + év%@}, (1.26)

donde se ha hecho n;, = 2\ mediante un rescalamiento adecuado. Conviene senalar
que para estudiar las propiedades cerca de la zona critica, pero no exactamente en el
punto critico, se puede afiadir a (1.26) el término A7 lgﬁ(—Vi)(ﬁ. También es importante
comentar que, ademas de las simetrias que se mostraron en la seccién 1.1, el funcional

L es invariante bajo las siguientes transformaciones:

1. ¢ = ad, ¢ — ad, o = alyy, poatny, £€—=adf.
2. 606, 6879, € B7E.

3.z = x +2)\Eat, > d+a, d— o

Damos ahora un nuevo argumento, antes anunciado, que lleva a la eleccion de
71 = 0 y 7 como la correspondiente a la teoria criitica. Incluso partiendo del punto
usual de equilibrio del Modelo B, Leung et al. [Leu86] han demostrado que un célculo
perturbativo conduce a 7 anisotrépicas. En concreto, los efectos de £ sobre la funcion
respuesta isotropa. Sy (k,w,7), dan lugara 7, =7y 7y =7+ C,E%, donde Cy es un

coeficiente positivo para todas las dimensiones de interés. Asi pues, cuando 7" — T,
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7 — 0, lo que conduce a 7, = 0y 7 = C4€? > 0. Esto refuerza atin més la hipétesis

de que se ha adoptado la teoria critica correcta.

La principal herramienta para trabajar con una teoria de campos es un desarrollo
en una serie de potencias en € = d, —d alrededor de una forma cuadratica que se puede
resolver exactamente. En el caso que nos ocupa, dicha forma cuadratica coincide con
la parte gausiana de (1.26), que llamaremos Ly, y que puede escribirse en el espacio

de Fourier como

- i dwl, - A(k,
£0(6.6) = [ fya 5 (-l —u). 8(-ke —w) G (zgk Tw”;) (1.27)
siendo
—2X\k2 iw + Akt + 7)kf)

G'= (1.28)

—tw + M(k] + TLk]) 0
Ly da lugar a lo que se conoce como teoria libre y constituye el orden mds bajo de
aproximacién posible, también conocido como aproximacion drbol o a cero “loops”.
Esta aproximacién es una teoria de campo medio y proporciona muchos resultados
exactos por encima de d.. Ademads, permite identificar los elementos que intervienen
en el desarrollo perturbativo, tales como los propagadores y vértices. Estos se pueden

obtener por inversién de G}, lo que conduce a

1
iw + Ak + ki)’
K2
TR+

Gll(k, w) = (&(k, w)¢(—k, —w)) =

Goa(k,w) = (¢(k,w)p(—k, —w)) = (1.29)

Por integracién en el plano complejo se puede pasar al dominio en el tiempo, donde

las condiciones de causalidad se aprecian mas claramente:

Culk,t) = (B(k,t)p(—k,0)) = 6(t) exp{~A(kL + k)i,

Gu(kt) = <¢(k,t)¢(—k,0)>:ﬁexp{d(%mwﬁ)ltl}- (1.30)



1.2. Resumen de algunos resultados previos 31

ANANNANANNANA—————— Goa(k, w)

Gll(k, ’U))

Vértice

Figura 1.5: Elementos de la teoria de perturbaciones para el DDS.

Nétese que Gpao(k,w) no es otra cosa que el factor de estructura dindmico, S(k,w).

En ausencia de anisotropia, este iltimo obedeceria la ley de escala

S(k,t,7) = b-2*"S(k/b, th*, T /b, (1.31)

relacién que también puede considerarse como definicién de los exponentes 17,z y v. La
presencia de la anisotropia obliga a modificar la ley de escala del factor de estructura

mediante la introduccién de un nuevo exponente, A:

S(ky, ky,t,7) = b3Sk /b, ky /b1, b7, 7 /bMY). (1.32)

Los exponentes criticos se identifican simplemente por comparacién con Ggz. Se sigue
inmediatamente que A = 1,» = 1/2 y z = 4. En la tabla (1.1) se recogen los valores

de los exponentes desdoblados en longitudinales y transversales .

El siguiente orden de aproximacién que consideramos es el desarrollo a un “loop”.
Omitiendo los detalles, para los cuales remitimos al lector a la literatura original

[Jan86. Leu86], diremos que s6lo dos funciones vértice presentan divergencias primiti-
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vas, a saber, I'y; y I'15. Gracias a la invariancia galileana es posible hallar una identidad

de Ward-Takahashi que relacione las dos,

Flg(k, w, O, O) = 2)\51{;_]_311111(1{7 ’LU) (133)
w

Gracias a ella, sélo es necesario hacer finita I'y; para que automaticamente I'15 lo sea

también.

En la tabla (1.2) se muestran los valores que se obtienen para los distintos expo-
nentes criticos. Es importante sefialar que del célculo se deriva que estos exponentes
son exactos, es decir, que los términos de orden superior en € son idénticamente nulos.

Por otro lado, conviene hacer hincapié en la importancia del término

%$Vi¢ (1.34)

Aunque irrelevante en el sentido del grupo de renormalizacién, no se puede prescindir
de él por debajo de T, donde garantiza la estabilidad de la fase ordenada. Juega, por lo
tanto, un papel similar a g¢* del modelo de Ising y es, pues, un operador peligrosamente

1rrelevante.

Exponentes

n=0 =1
z, =4 z) =2
v, =1/2 y=1
y=1 f=1/2

Tabla 1.1: Exponentes criticos en campo medio.
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Figura 1.6: Contribucién a 1 “loop” de I'y;.

1.3 Modelos de fenédmenos naturales

Se conoce con el nombre de superconductores idnicos a ciertos sélidos que presentan
conductividades i6nicas comparables a las de las disoluciones electroliticas. En con-
creto, mientras que la mayoria de los s6lidos salinos tienen conductividades iénicas del
orden de 1078Q~'cm™! a temperaturas moderadas (tal es el caso, por ejemplo, del NaCl
a 200 °C), los superconductores iénicos puede llegar a alcanzar valores del orden de
197 'em™!. El niimero de portadores de carga se puede estimar en 10 particulas/cm?,
es decir, del orden del nimero de Avogadro. Algunos ejemplos de materiales de este
tipo incluyen sélidos cristalinos (Agl), vidrios (0.75 Agl-0.25 AgoMoQy) y polimeros
(6xido de polietileno con NaBFy). En el caso del Agl, por ejemplo, la conductividad
por debajo de una cierta temperatura es del orden de 1Q7'em™!, lo que se justifica

gracias a que los iones Ag™ disfrutan de una gran movilidad a través de la red que com-

— N
Exponentes UNIVERSIDAD DE GRANADA |
=0 =(6+2e)/(6+¢ 1
L m = ( )/( | ) 7007 9% |
z) =4 2 =12/(6+¢) j
v=1 g=1/2 -

Tabla 1.2: Exponentes criticos a un “loop”.
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ponen los iones I~. Para los vidrios y polimeros las conductividades suelen ser bastante
inferiores, pero sin embargo compensan esta dismunucién con propiedades mecénicas
que les confieren ventajas practicas adicionales. Los superconductores i6nicos son ob-
jeto de estudio intenso desde hace mas de una década [Boy, Bat, Gel], lo que ha dado
lugar a la apracicién de multiples aplicaciones técnicas sobre todo entre los disposi-
tivos electroquimicos. Caben destacar las baterias de alta temperatura, membranas
selectivas, sensores de gas, por mencionar sélo algunos ejemplos [Bat]. Desde un punto
de vista mas bésico, lo superconductores iénicos involucran problemas fundamentales
dentro de la fisica estadistica y del estado sélido relacionados con la difusién, meca-
nismos atémicos de migracion, estados estacionarios fuera del equilibrio y transiciones

de fase.

Se observa experimentalmente en los superconductores i6nicos una fuerte depen-
dencia en la temperatura de las conductividades que es caracteristica de transiciones de
fase. Es decir, los superconductores iénicos presentan una fase a baja temperatura con
conductividad iénica pequena, y otra a alta temperatura caracterizada por una gran
conductividad. Esta y otras observaciones indican que los superconductores iénicos
sufren un cambio de fase alejado del equilibrio. El cardcter de no-equilibrio de la
transicién se debe a la presencia de un campo eléctrico externo que es el que genera
la corriente disipativa de iones. Los distintos comportamientos al pasar de la fase
aislante a la superconductora clasifican a los superconductores iénicos en tres grandes
grupos [Boy]: En los materiales tipo I se encuentra un cambio de fase de primer orden
bien definido. Entre ellos, el Agl es un buen ejemplo que presenta una variacién de
cuatro 6rdenes de magnitud a la temperatura de transiciéon. Esta movilidad de los
iones conductores, tan inusualmente alta, requiere de un gran nimero de vacantes.
Existe la creencia de que éstas se originan por la “fusién” de una de las subredes a la
temperatura de transicién. Esta opinién viene reforzada por el hecho de que el cambio
de entropia que se mide en esta transicién es comparable a la entropia de fusién del
material, ambos en general del orden de 10JK™! por mol [Oke]. Los materiales de tipo
IT presentan una curva continua de conductividad frente a temperatura con un cambio

de pendiente a la temperatura de transicién. En algunos materiales este cambio es
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gradual (PbF,) mientras que en otros es mas brusco (AgCrS;). Un pico en el calor
especifico en forma de lambda induce a pensar en un cambio de fase de segundo orden,
aunque una transicién de primer orden débil no se puede descartar segiin qué materia-
les. Finalmente, los materiales del tipo III muestran un crecimiento exponencial en la
conductividad a lo largo de un amplio rango de temperaturas (Na-3-Al,03). En este
caso no se observa ningun pico en el calor especifico y la presencia de un cambio de

fase no estd garantizada.

En los modelos reticulares mds simples de superconductores i6nicos las interac-
ciones se reducen a un volumen de exclusién y la difusién de los iones a un camino
aleatorio. De esta forma se pueden reproducir cualitativamente los datos experimen-
tales concernientes a algunos materiales, v.g. la S-alimina, pero en general se necesita
un tratamiento de las interacciones mas detallado para dar cuenta de las propiedades
estaticas y dindmicas. Debido a los efectos de apantallamiento, las interacciones cu-
lombianas se reducen en la prictica a un volumen de exclusién més una interaccién
de corto alcance que puede despreciarse mas all4 de los vecinos préximos. La mejor
manera, pues, de tener en cuenta la influencia de las interacciones entre los iones en
las propiedades del conductor, es considerar el sistema de iones como un gas reticular
e introducir los efectos del campo eléctrico externo mediante la modificacién adecuada
de las probabilidades de transicién. Este fue el camino seguido originariamente en
[Kat83, Kat84], donde se investig por primera vez en una y dos dimensiones la posi-
bilidad de estados estacionarios y su dependencia del campo eléctrico. En concreto,
Katz et al. realizaron simulaciones Monte Carlo en redes pequenas (30x30) con den-
sidad 1/2 y constantes de acoplamiento tanto positivas como negativas®. Aunque a
primera vista pueda pensarse que las interacciones se han de representar con J < 0
(repulsién de particulas o antiferromagnetismo) debido a la igualdad en el signo de
la carga de los iones, se ha demostrado que un J > 0 es suficiente para entender

mucho del comportamiento de los superconductores idnicos. Se puede argumentar que

SRecuérdese que el modelo de Ising ferromagnético y el antiferromagnético comparten las mismas
propiedades termodindmicas. Ello se debe a que las redes (hiper)cibicas se pueden dividir en dos
subredes equivalentes que se interpenetran [Gol]. En el DLG la presencia del campo externo rompe

esta equivalencia y, por lo tanto, los casos J > 0 y J < 0 son muy distintos [Leu89].
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esto se debe a la presencia de deformaciones en la red que producen fuerzas elésticas
que finalmente llevan a una interaccién efectiva [Die]. Con estos ingredientes, existe
un acuerdo aceptable entre las propiedades del DLG con ¢ < 0.5 y los datos experi-
mentales de materiales tipo I. La situacién ¢ = 0.5 es comparable a la de los tipo
IT (con las reservas antes apuntadas en lo que respecta al orden de la transicién) v,
finalmente, los de tipo III presentan similitudes con un DLG unidimensional. Surge
aqui la cuestion interesante del papel que juega la dimensién espacial. El DLG tridi-
mensional [Mar85] presenta algunas dificultades afiadidas de carécter numérico que
han hecho que se estudie de forma menos sistemética que sus analogos unidimensional
y bidimensional. Sin embargo, la estructura interna de los superconductores iénicos
sugiere que la conduccién esta restringida a canales de una o dos dimensiones, lo que
posibilita la comparacién con el DLG de dimensiones inferiores. Por ejemplo, los iones
de plata del AgCrS, permanecen practicamente en planos de la red. Un caso similar
es el de la holandita potasica, donde la conduccidn se realiza a través de canales casi
unidimensionales. Otros muchos otros materiales presentan también conductividades

fuertemente anisotrépicas.

El éxito del DLG como modelo de superconductor iénico es una manifestacion
de que muchas propiedades observables de origen cooperativo, v.g. cambios de fase,
fenémenos criiticos o leyes hidrodindmicas, dependen sélo de caracteristicas muy gen-
erales del sistema, como pueden ser la dimensién espacial, el parametro de orden, el
rango y la simetrias de las interacciones, o la presencia de escalas espaciales y tempo-
rales macroscodpicas y microscépicas bien definidas. Esta es la causa de que modelos
microscopicos, caricaturas de situaciones realistas, puedan de hecho reproducir las
propiedades macroscopicas observables de situaciones complejas. Lo tinico que hace
falta es que el modelo en cuestién recoja los ingredientes bésicos responsables del

fendmeno de interés.

El DLG, con las modificaciones oportunas, también es relevante en el estudio de
otros sistemas con arrastre. Valgan como ejemplo algunas formas de crecimiento de su-
perficies, de sedimentacion y electroforesis, flujos granulares y trafico, e incluso algunos

sistemas geoldgicos y bioldgicos. No abundamos més en estos asuntos y remitimos al
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lector a [Mar98b], donde se puede encontrar amplia informacién sobre éstas y otras
facetas del DLG.

Terminamos esta seccién con unos comentarios acerca de la posible realizacién
experimental del DLG. Esta es de una gran dificultad debido esencialmente a las
condiciones de contorno periédicas y a la uniformidad espacial y temporal del campo
eléctrico. En efecto, para establecer una situacién experimental andloga al DLG bidi-
mensional seria necesario suponer que la red estd situada sobre la superficie de un
cilindro y aplicar un campo magnético creciente en el tiempo de forma lineal y orien-
tado en la direccién del eje del cilindro. De esta forma, si las particulas estuvieran
cargadas, se crearia una corriente alrededor del cilindro. Si embargo, campos lineal-
mente crecientes en el tiempo sélo se pueden mantener durante tiempos relativamente
cortos, por no hablar de la longitud del cilindro que deberia ser lo suficientemente
grande como para enmascarar que las condiciones de contorno no son en realidad

toroidales.

1.4 Discusién

Debido en parte a la simplicidad de su formulacién, una modificacién en apariencia
menor al modelo de Ising, y a que es uno de los pocos sistemas alejados del equilibrio
que presenta un cambio de fase similar a los que se encuentran en la mecénica es-

"vadistica del equilibrio, €1 B 2a sido objelo de estudic preferente durante la dltima
década. Sin embargo, no obstante el esfuerzo invertido y la proliferacién de resultados,
abundan las cuestiones abiertas. Vamos, pues, a dedicar esta tltima seccién a justificar
por qué muchos de los resultados concernientes al DLG son insatisfactorios o, cuando

menos, poco concluyentes.

No existe hasta la fecha ningin argumento que permita predecir el signo de
T.(E)—T(0), menos ain su amplitud. Recuérdese que de la dependencia de la tempera-
tura critica del campo se deduce inopinadamente que la presencia del campo externo

favorece el ordenamiento. Por una parte, se puede razonar que las correlaciones a ve-
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cinos préximos se ven reducidas por la presencia de campo eléctrico [Val87], lo que es
coherente con la imagen de que el campo actiia como un ruido extra que reduce de
forma efectiva el acoplamiento entre vecinos proximos. Esta observacién , por si sola,
daria lugar a una 7,.(E) decreciente con E. Por otro lado, ya hemos comentado que
G(r), la funcién de correlacién a dos cuerpos, decae a grandes distancias como r~% con
una amplitud que depende del dngulo entre r y el campo [Gar90b]. En concreto, el
signo de la amplitud varia conforme el d4ngulo aumenta de 0 a 7/2, de tal manera que
las correlaciones paralelas a E son positivas y viceversa. En cualquier caso, la magni-
tud de G se ve fuertemente aumentada comparada con su equivalente en equilibrio,
que decae exponenecialmente. Las acrecentadas correlaciones negativas para grandes
distancias transversales se espera que “fuercen” a las particulas a situarse en franjas
paralelas al campo, mientras que las correlaciones longitudinales positivas también de-
berian favorecer este ordenamiento. En consecuencia, cabria esperar que T,(F) fuera
mayor que 7.(0). Claramente, los efectos de largo y corto alcance de las correlaciones

transversales compiten el uno con el otro y no es facil predecir cudl es el dominante.

Existe un desacuerdo persistente entre el valor Monte Carlo del exponente critico
asociado al parametro de orden, # = 0.3, y el predicho por la teoria de campos,
B8 = 1/2. Se ha argumentado que la causa de esta discrepancia estd en la anistropia
intrinseca del DLG, que hace necesario analizar los datos Monte Carlo con técnicas de
tamano finito anisotrépicas [Leu91]. A tal efecto, se requieren redes rectangulares de
longitudes L y L, relacionas por L) LlfA. Noétese que esto supone introducir un
nuevo exponente critico, A, que da cuenta de la anisotropia del modelo. No obstante,
los trabajos en este sentido no son en absoluto concluyentes por cuanto, por un lado,
se ha afirmado que los datos Monte Carlo, convenientemente analizados con finite size
scaling anisotrépico, son coherentes con § = 1/2 y A = 2 [Leu91], mientras que, por
otro lado, persiste 3 & 1/3 en otros trabajos [Ach95, Mar96]. Recientemente [Leu98],
en un intento de evitar las sutilezas que introduce el operador peligrosamente irrele-
vante, se ha tratado el caso d = 3. En efecto, las correcciones logaritmicas asociadas
a dicho operador se pueden calcular si d > 2, mientras que en dos dimensiones se

desconoce tanto su existencia como su posible forma. En [Leu98] se baraja la hipétesis
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de que son estas correcciones, impredecibles en d = 2, las que justifican las diferencias
entre la teoria de campos y las simulaciones. El resultado de este nuevo anélisis parece
invalidar las propuestas de escalamiento anisotrdpicas originales de [Bin], a la vez que

refuerza las de [Leu9l].

Kl problema de la anisotropia del DLG se traduce, a un nivel mas bésico, en la
discusion de si existen dos escalas de longitud independientes o, por el contrario, sélo
hay una. La primera postura es la que prevalece en teoria de campos y en los anélisis
de tamano finito anisotrépicos, que adoptan las condiciones equivalentes ky ~ EMte y
Ly Lf’A respectivamente. Ello implica la existencia de dos longitudes de correlacién
que divergen con distinto exponente segin se trate de la direccién paralela al campo

o de la perpendicular a él:

£ o T §oc T, (1.35)

donde 7 = T — T¢. Sin embargo, se han observado, tanto por encima de T, y cualquier
E como por debajo de T, y valores del campo pequefios, agregados de particulas
anisotidpicos que se pueden caracterizar por dos longitudes, £, y ¢ [Val87, Ach95,
Val87, Ach95]. Dado un valor de E, se encuentra que existe una relacién entre £, y £
que se mantiene en un cierto rango de temperaturas. Este hecho se puede interpretar
como que ambas longitudes no son independientes la una de la otra y, en consecuencia,

uno podria esperar una tnica longitud de correlacién [Mar98b).

Dada la controversia existente, parece natural acudir al estudio de modelos anélogos
al DLG, como medio para encontrar una relacién mas directa entre las especificaciones
microscépicas y las propiedades macroscépicas colectivas. Sefialamos de entre ellos el
modelo de dos temperaturas [Gar90b], el DLG con campo eléctrico aleatorio [Sch91] y el
DLG en dos planos [Ach95]. Anticipadndonos al capitulo quinto de esta memoria, donde
se analizardn por separado, hacemos notar que los tres muestran grandes similitudes
con el DLG: cambio de fase de segundo orden a un estado ordenado y segregacién de

fases en la direccién “transversal” exclusivamente [Che, Sch91, Ach92]®. Ademss, el

%El DLG en dos planos presenta dos transiciones de fase. Aqui hacemos referencia sélo a una de

ellas. Véase el capitulo quinto de la presente memoria para una exposicion detallada.
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acuerdo entre la teoria de campos y las simulaciones es excelente para los dos primeros:
B = 0.33. Para el DLG en dos planos no existe prediccién tedrica del valor de 3, aunque
de los datos Monte Carlo se desprende nuevamente § =~ 1/3. Estas similutudes a escala
microscdpica no se ven acompaifiadas por una teoria continua que de cuenta de ellas de
forma general. Finalmente, el andlisis del modelo de los dos planos parece indicar que
es la existencia de una interfase lineal, y no la presencia del campo eléctrico, el punto
relevante para la comprensién del DLG [Mar96]. Este resultado, claramente, choca de

lleno con las teorfas continuas actuales.

Con objeto de ganar perspectiva y dado que la clase de universalidad del DLG
parece ser amplia, Marro et al. han estudiado gases reticulares sujetos a una dindmica
que conserva el nimero de particulas y que pretende recoger los mecanismos esen-
ciales comunes al DLG y sus variantes. El modelo involucra dos pardmetros principales
[Mar98a]. Los valores limite del primero de ellos corresponden a los casos de campo
constante saturante, que induce una corriente positiva de particulas, y a un campo
aleatorio (corriente nula) respectivamente. La variacién del segundo pardmetro induce
atraccion o repulsién entre particulas en la direccién perpendicular al campo simulado.
La evolucién se produce mediante intercambios particula-hueco en el que, mediante la
regulacion de los dos pardmetros antes indicados, se superponen un proceso térmico
transversal y un mecanismo longitudinal de efectos anédlogos a los del campo eléctrico.
El ordenamiento en dos dimensiones y bajo interacciones atractivas, consiste en una
segregacion de fases separadas por una interfase lineal, y resulta ser independiente
del parametro asociado al campo y coherente con § = 1/3. Sélo existe, ademds, una
longitud de correlacién independiente. Nuevamente, parece ser la existencia de la in-
terfase lineal en una de las direcciones principales de la red la responsable tltima de

las propiedades del DLG.

Recientemente se han confrontado los datos Monte Carlo del DLG en dos dimen-
siones con los obtenidos de una ecuacién tipo Cahn-Hilliard modificada adecuadamente
para que recoga los efectos de un campo externo [Ale]. Aunque este asunto serd objeto
de parte del capitulo tercero, adelantamos aqui que se han encontrado discrepancias

notables entre ambos métodos. En efecto, las simulaciones microscépicas y la solucién
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numérica de (1.19) presentan ambas dominios triangulares de particulas que, en el
primer caso, apuntan en la direccién opuesta al campo, mientras que, por el contrario,
en el segundo los tridngulos apuntan mayoritariamente en el sentido del campo. Hasta

la fecha no existe explicacién alguna que justifique esta diferencia.

En resumen, creemos que la situacion actual del DLG adolece de contradicciones.
Todos los intentos por superarlas pasan por reinterpretar los datos Monte Carlo, res-
petando los resultados de la teoria de campos. Posiblemente la causa de esta actitud
esté en que en pocas ocasiones la teoria de campos da un resultado tan limpio —el
desarrollo en ¢ es exacto— y a que en general los enfoques empiricos para construir
ecuaciones de Langevin suelen dar buenos resultados. Por otro lado, el analisis de datos
Monte Carlo goza siempre de cierta holgura. Con todo, nuestra postura va en sentido
contrario. Creemos que la naturaleza de no equilibrio del modelo resta fuerza al enfoque
empirico mesoscépico. De hecho, hemos presentado pruebas que apuntan a una fuerte
influencia de la dindmica microscépica en los estados estacionarios. En todo caso, si la
dindmica no fuese relevante, seria deseable que este resultado fuera una consecuencia
del cdlculo y no una hipétesis. Por ello, y dado que en nuestra opinién las discre-
pancias que se observan son consecuencia de que la teorfa de campos actual no es el
equivalente continuo del DLG, presentamos en los capitulos que siguen una descripcién
basada en nuevo enfoque mesoscépico. Pretendemos que en el paso al continuo no se
pierda la dindmica microscépica original, y ser capaces de concluir si introducir dos
escaias de longitud independientes es necesario o superfluo. Ademds, seria deseable
poder establecer la existencia de una clase de universalidad fuera del equilibrio de la

que formen parte el DLG junto con otros modelos intimamente relacionados con él.

Terminamos esta seccién con una propuesta para aclarar la validez del DDS como
version continua del DLG. Se trata de deducir una identidad de Ward-Takahashi para
las correlaciones espaciales a partir de la simetria galileana presente en el DDS. De
si es posible 0 no comprobar en simulaciones Monte Carlo las propiedades predichas
por la identidad de Ward-Takahashi depende en gran medida aceptar el DDS como
contrapartida continua del DLG. Consideremos, pues, la ecuacién de Langevin de

Leung v Cardy una vez que se han despreciado los términos irrelevantes,
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dp = A —A+7.V3¢+7Vie+EV.¢Y] + ruido =
= AF(¢) + ruido, (1.36)

y su funcional generador asociado,

2() = [ Doexp{ [ ' ar %(atcﬁ “AF@)" + [ d dej(x, 0600} (137

Como se indicé en la seccién (1.2.3), Z(J) es invariante bajo la transformacién ¢ — ¢,
T — x|+ 2Xat, x1 — T, ¢ — ¢ + a. Se puede entonces hallar una relacion
de Ward-Takahashi asociada a esta simetria expresando la invariancia de la integral
funcional bajo el cambio de variable infinitesimal ¢(x,t) — ¢(z 1,z + 2AEat, t) [Z]].
El jacobiano de la transformacién es la unidad y, en virtud de la simetria galileana, la

tnica variacién proviene de la fuente, j(x,t). Un cdlculo directo conduce entonces a

/ddx dt [2)\5]'()(, t)V”;]i(:z) ++Z(J)j(x,t)| = 0. (1.38)

Por derivacién funcional con respecto a j(x,t) y evaluando en 7 = 0, se pueden en-
tonces hallar una jerarquia de identidades que han de satisfacer las funciones de co-
rrealcion espaciales que describen las implicaciones fisicas de la simetria de la ecuacion

de Langevin. En particular, para las correlaciones a uno .y dos cuerpgs se tiene

1
VHG(I) (x,t) = ToEr

2)\8t1Vle(2) (Xl, X2) + 2)\5t2VxZG(2) (Xg, Xl) + G(l)(Xl, tl) —+ G(l)(Xz, tg) = 0,

(1.39)

cuya verificacién mediante simulaciones proponemos como comprobacién de la relacion

del DDS con el DLG.



Capitulo 2

La ecuacion de Langevin

Como ya hemos dicho antes, dada la complejidad que presentan los sistemas aleja-
dos del equilibrio, se suele adoptar la actitud simplificadora de centrarse en el estudio
de aquellos sistemas que alcanzan un estado estacionario. Asi, aunque la distribucién
sobre el espacio de las fases no sea hamiltoniana, por lo menos es independiente del
tiempo. Con todo, los estados estacionarios de sistemas que estan alejados del equilibrio
presentan una sensibilidad extrema a la dindmica microscépica. Por eso, al contrario
que en los sistemas en equilibrio, donde la eleccién de las probabilidades de transicién
por unidad de tiempo sélo afecta a la velocidad con la que se alcanza el estado de
equilibric y no inHluye en €ste, lejos del equilibrio las probabilidades de transicién no
son simplemente un asunto de conveniencia. Por ejemplo, y concretando para el caso
del DLG, las teorias de campo medio dindmicas ponen de manifiesto la presencia de
anomalias en las funciones termodindmicas que son consecuencia de la dependencia
concreta del campo eléctrico E de la dindmica de Metropolis [Dic]. En este mismo
orden de cosas y sin abandonar las aproximaciones de campo medio, se encuentran
diferencias notables con respecto a la dindmica de Metropolis cuando la que se usa es
la de van Beijeren y Shulman [Gar90a, Pes]. Mds ain, del estudio de un modelo afin
al DLG, el modelo de los dos planos (véase el capitulo quinto de la presente memo-
ria), se desprende que, tanto en simulaciones Monte Carlo [Mar96] como en campo

medio dindmico [Alo], el mismo orden de la transicién depende de la “rate” escogida

43



44 Capitulo 2. La ecuacion de Langevin

hasta tal punto que se puede observar la existencia o ausencia de un punto tricritico

dependiendo de la eleccién de una u otra dindmica microscopica.

En este capitulo presentamos una nueva formulacién mesoscopica del DLG en
términos de una ecuacién de Langevin. Nuestro propésito es que esta ecuacion contenga
la informacién microscépica original del modelo. Como ya hemos comentado antes,
consideramos que esta informacién es valiosa y determinante para las propiedades
colectivas del sistema. Al contrario que en el capitulo anterior, donde la ecuacion de
Langevin se postulaba basandose en la eleccién de un pardmetro de orden y en las
simetrias subyacentes, nuestro punto de partida aqui serd una ecuacién maestra en
el continuo. El plan a seguir consiste en hacer un desarrollo de Kramers-Moyal de la
ecuacion maestra, hallar la ecuacién de Langevin estocdsticamente equivalente a la
Fokker-Planck resultado de cortar dicho desarrollo y, finalmente, dar los criterios de
relevancia para los distintos términos de la ecuacién en la regién critica. Esperamos
que esta derivacion “cuidadosa”’ soslaye algunos de los inconvenientes que presenta
el enfoque tradicional. Nos referimos, en concreto, a la falta de referencias en el pro-
ceso de construccién de la ecuacién de Leung y Cardy a la dindmica microscépica y
a su asuncién de hecho de ciertas hipé6tesis de aditividad en el término de corriente.

Volveremos sobre estos asuntos en la tercera seccién de este capitulo.

Creemos que seria perfectamente legitimo comenzar la exposicién partiendo direc-
tamente de la ecuacién maestra continua o de la Fokker-Planck obviando su justifi-
cacién microscépica. Incluso la nueva ecuacién de Langevin que propondremos para
el DLG al final de este capitulo se podria introducir en forma de postulado, argu-
mentando simplemente que tiene todas las simetrias necesarias para ser considerada
un DLG o, de forma més purista, justificindola en funcién de los resultados que de
ella se obtienen. Preferimos, sin embargo, una actitud més ecléctica, considerando que
las consecuencias de una ecuacién postulada no son del todo independientes de las
ideas que la han inspirado. Por eso dedicaremos la primera seccion de este capitulo
a mostrar las ideas que nos han llevado a la ecuacién maestra continua en su forma
final. A pesar de que no se trata de un paso al continuo riguroso, ayudard a precisar

y justificar algunos pasos del calculo posterior.
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P [
® o = Ty =
oo \
N Q. d(x,t) = 20(x, 1) — 1

Figura 2.1: Representacién esquematica del paso al continuo con un ejemplo de cons-

truccion de una caja en una red bidimensional.

2.1 La ecuacidén maestra

Consideremos un modelo DLG definido en una regién ® C Z¢ con condiciones de
contorno periédicas. En primer lugar, vamos a plantear una ecuacién maestra en el
continuo, andloga a (1.2). Para ello, es necesario sustituir las variables de ocupacién
Nx Por un campo continuo adecuado, en este caso la densidad de particulas po(x,t).
Con este propdsito, se construye alrededor de cada uno de los nudos de la red una
caja centrada en dicho nudo que contenga Q¢ espines. Definimos entonces una nueva

variable asociada a cada nudo, o, € R, tal que

1
Or = Q_d Z Tix, (21)
XEQ,

donde 2, es la caja centrada en r {véase la figura 1.1). Postulamos ahora la evolucién
temporal de las nuevas variables de densidad inspirandonos en la dindmica a la que
estaban sometidas las variables de ocupacién originales ny. Consideremos el salto de
una particula desde el punto r de la red al hueco vecino r+a. Si {n.} es la configuracién
previa al salto, entonces un proceso de este tipo da lugar a una nueva configuracién,

{n'}, relacionada con la original mediante

4 r+a

.

{n’x} = {nx + 5x,r+a - 5x,r}x€§ﬁ‘- (12)
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En términos de las nuevas variables de densidad, g, el salto se traduce en que
aquellas g, que se vean afectadas por el intercambio sufriran una variacién de médulo
Q9. Asi pues, llamando C™ a la configuracién después del intercambio particula-

hueco, tendremos

Cra = {Qx + Q_Gl(éx,era - 6x,r)}xE§R7 (23)

donde el superidice a hace referencia a la direccién a de la red. De manera més general,
consideraremos intercambios de magnitud n€2~¢ sujetos a una distribucién de proba-
bilidad f(n) que supondremos par en 7 y analitica en torno a n = 0. Por ejemplo, una
eleccién particularmente sencilla para f(7) es la bimodal f(n) = [6(n+1)+d(n—1)]/2.
La introduccién del grado de libertad extra 7 es algo natural porque conviene, en ausen-
cia del conocimiento preciso de la forma del término de intercambio infinitesimal en el

continuo, buscar una situacién lo mas general posible.

Ni que decir tiene que g, ya no esté restringida a los valores 0,1, y que cuando 2
es lo suficientemente grande el rango de valores para g, es practicamente continuo. De
forma mds precisa, el limite al continuo consiste en la operacién simultianea Q — oo y

L — o0, donde L es la dimensién lineal de R. Por lo tanto

Cm = {Q(X) + UQ_dvxaé(X - r)}xer7 (2'4)
siendo 7% un toro d-dimensional.

Finalmente, con objeto de reflejar mejor las simetrias del modelo, trabajaremos
con la magnetizacién local en vez de con densidades de particulas, es decir, ¢(x,t) =
20(x,t) — 1. No obstante, y dado que ambos “lenguajes”’ son equivalentes, hablaremos
en términos de particulas si la claridad en la exposicién asi lo requiere. En cuanto
al andlogo mesoscépico a la energia interna (1.1) adoptaremos como tal la forma del

hamiltoniano de Ginzburg-Landau

1
H(C) =0 [ % [5(v¢)2 R A (2.5)
Aqui, C = ¢(x,t) es una configuracién cualquiera, y la presencia del factor Q% se

puede justificar, aunque heuristicamente, de la siguiente manera: sea & la longitud
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de correlacién del sistema. Entonces, si 1 <« Q < &, la densidad promedio g, sera
aproximadamente constante en distancias menores o iguales a £. El factor Q¢ surge
después de realizar sumas parciales sobre regiones disjuntas de R de tamaiio lineal £.
Demostraremos mas adelante que este Q% es esencial para mantener la presencia de
las reglas de evolucién microscépicas en el equivalente continuo del DLG. Por eso, aun
en ausencia del argumento que acabamos de exponer, este hecho hubiera bastado de

por si para introducir ¢ en el hamiltoniano en forma de postulado.

Por iltimo, asociamos un peso estadistico dependiente del tiempo a cada con-
figuracién, P,(C), que evoluciona en el tiempo de acuerdo con la siguiente ecuacién

maestra

0P(C) = X [ dnfl) [dr (2.6)
x{W[C™ — CIP(C™) - W[C — C™|P,(C)}.

Escogeremos las probabilidades de transicién por unidad de tiempo, W[C' — C'] de

tal manera que

WI[C — C™] = D(H(C™) — H(C) + Hs(C — C™)), (2.7)

con

Hp(C = C™) = na-B(1 - ¢(r)*) + O(e), (2.8)

donde ¢ = Q™% Aqui estamos conservarndo la notacién dei capitulo anterior, de ma-
nera que D(z) son funciones sujetas a la condicién de balance detallado. Con esta
eleccion las probabilidades de transicién dependen de la diferencia de energia entre las
configuraciones inicial y final, mas un término cuya parte dominante en ¢ da cuenta
del incremento local de energia debido al campo externo. Ademads, le eleccién (2.8)
esta fuertemente fundamentada en resultados rigurosos sobre el proceso simple de
exclusién asimétrica [Spo], del cual ya tuvimos ocasién de hablar en el capitulo primero.

Fijaremos las correcciones de orden superior en € mas adelante.
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Insistimos de nuevo en que el proceso que hemos presentado en esta seccién carece
del rigor necesario para considerarlo un paso al continuo. En buena légica, este capitulo
podia haber empezado con la introduccién de (2.6) con las especificaciones (2.7)-(2.8)
en forma de postulado, dado que por simetrias son un DLG. Sin embargo, hemos
preferido incluir la linea argumental que lleva a (2.6)-(2.7)-(2.8) porque, de no hacerlo

asi, muchas de las hipétesis puedieran haber parecido arbitrarias.

2.2 De Fokker-Planck a Langevin

Sélo en casos muy especiales es posible resolver la ecuacion maestra explicitamente.
Por lo tanto, las aproximaciones son necesarias. La mads conocida es la de Fokker-Planck
[Ris], resultado de cortar el desarrollo de Kramers-Moyal de la ecuacién maestra en
segundo orden [vKa|. Para ello, primero hay que seleccionar un pardmetro adecuado
con respecto al cual desarrollar las probabilidades de transicién por unidad de tiempo,
W[C — C']. Dicho parametro debe ser pequefio en algtin sentido y gobernar el tamafio
de las fluctuaciones. Este papel lo cumple de forma natural €. Asi pues, en esta seccion
vamos a desarrollar la ecuacién maestra en serie de potencias de ¢. El resultado sera
una expresion formalmente idéntica a la ecuacién maestra y, por lo tanto, igualmente
dificil de tratar. No obstante, truncanndo la serie a orden £2 se obtiene una ecuacién
de Fokker-Planck para el DLG. A falta de otro criterio sobre la importancia relativa
de los términos del desarrollo, nos basamos en el teorema de Pawula, segin el cual si el
orden de las derivadas que se incluyen en el desarrollo de Kramers-Moyal es superior a
2 y finito, no se puede garantizar la positividad de la solucién [Paw|. Posteriormente,
y puesto que un mismo preceso estocastico se puede describir indistintamente por una
ecuacién de Langevin o de Fokker-Planck, hallaremos la ecuacién de Langevin asociada
al DLG. De momento, por claridad en la exposicién, trataremos primero el caso £ = 0,

para volver inmediatamente a E # 0 que es el que nos ocupa.

Comenzamos, pues, desarrollando en primer lugar los funcionales H(C™*) y
P,(C™) de (2.7) y (2.6) alrededor de C. Para los detalles del célculo remitimos al

lector a la primera seccién del apéndice de este capitulo, de cuyas conclusiones es
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inmediato que

H(C™) H(C)+§:l (_’7):!5"_ (v,u : djr))nH(C),
(™) = Pt<C)+i(‘r’jf)"(vra%m)"mm. (2.9)

El significado del operador (V,,8/d¢) quedé precisado en (A.1.5). Nétese también que
los desarrollos en € de H(C™*) y P,(C™*) son distintos. Ello se debe a que se ha
sacado el factor ¢! del hamiltoniano, y que por lo tanto H(C) queda redefinido como

el hamiltoniano ¢* habitual. Asi pues, si AH = H(C"™*) — H(C), la ecuacién maestra
queda

aP(C) =Y. [ drdnf(n) {(D(—AH) ~ D(AH))P(C) + (2.10)
=, (—ne)" 5 \" _
+32 CFL (v Reo) pi-am)

Llegados a este punto, atin es necesario desarrollar las probabilidades de transicién por

unidad de tiempo para que la expansién en ¢ se complete. Con este fin, la notacién

0H
=_vy, 2L 2.11
/\a V a6¢(r) ( )

se mostrara conveniente. Por ejemplo, por simple inspeccién se puede comprobar que

7725 J 2
AH =nAs — 5 [ Ve, 52 | Aa + O(e7), (2.12)

2 o
con lo que resulta que el desarrollo de las funciones D lo es alrededor de \,. Final-
mente, como aplicacién directa de los resultados del apéndice A2.1 y notando que la
integracion de términos impares en 7 da lugar a la simpiificacién de varios términos,

podemos escribir la siguiente ecuacién de Fokker-Planck

2

A P(C) = 2/ dr (vra%» {sh(Aa)p,(C) n %e()\a) (vra%) Pt(C)}, (2.13)

donde
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h(Aa) = [ dn f(n) n D(nAa),
= [ dn £n) n* D). (2.14)

Antes de continuar con el caso E # 0 debémoé resaltar que A, es de orden 1 y no de
orden . Esto se debe al factor Q¢ de (2.5), que asegura que la expansién de D no lo
es alrededor de cero. Este hecho es de la mayor importancia porque es lo que confiere
dependencia de la dindmica a la ecuacién (2.13). Como ejemplo de lo que acabamos de
decir, vamos a hacer un inciso con objeto de demostrar que la ausencia del factor Q¢ en
(2.5) hubiera llevado a una situacién bien distinta. En efecto, omitiendo el factor e*
se tiene inmediatemente AH = n),e + O(e?). Es decir, el desarrollo de las funciones

D es alrededor de cero. Explicitamente

D(AH) = D(0)+ D’(O)l— m:(vraa—%) + g Vra%ﬂ H,
D(-AH) = D(0) - D’(O)[— ne(Vra%> + @ VTG%Y]H

(2.15)

Ahora, dado que D(0) = 1 por convenio y D'(0) = —1/2 para cualquier D(z) que

satisfaga D(—z) = D(x)e®, un célculo elemental conduce a

5 e 5Pt 0H
9,P,(C / dr ( . M w5y TPV | (2.16)

que salvo por un rescalamiento trivial del tiempo conicide con el llamado Modelo B
de la conocida taxonomia de Hohenberg y Halperin [Hoh]. La ecuacién (2.16) es la
mas simple que se puede construir con variables continuas para un campo escalar que
pertenezca a la clase de universalidad dindmica del modelo de Ising de equilibrio con
parametro de orden conservado. Como ejemplo de su relevancia en el campo de los
fenémenos criticos dindmicos baste citar su uso en el estudio de separacién de fases en
aleaciones binarias, mezclas de polimeros, etc, contexto en el que es mas conocida por

ecuacién de Cahn-Hilliard-Cook [Cah, Coo]. Pero queremos hacer notar que en (2.16)
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cualquier dependencia de la forma de la funcién D se pierde por completo. De hecho
en el desarrollo de D alrededor de cero sdlo intervienen los dos primeros términos,
que son comunes a cualquier probabilidad de transicién que satisfaga la condicién de
balance detallado. Lejos del equilibrio, sin embargo, seria deseable conservar la forma
funcional de las probabilidades de transicién. A esta situacién es a la que nos dedicamos

seguidamente.

Consideremos ahora el caso E # 0 y escojamos Hg en (2.8) tal que

Hp(C — ¢y = A<E>+§(_")l+1€l v. 2\ e (2.17)
E — _na s (l+1)' r06¢ a 3 .

con A\P) = a-E(l - ¢(r)2). Esta eleccién de H g es conveniente desde un punto de vista
técnico. A orden cero en e coincide con (2.8), mientras que la forma del los términos
de orden superior permite que el desarrollo de Kramers-Moyal sea trivial. Esto es, sélo
hay que sustituir en (2.13) y (2.14) A, por A, = A, + A{E). De esta forma, podemos

escribir finalmente la siguiente ecuacién de Fokker-Planck para el DLG

8,P(C) = Z / dr (v,ﬁ%) {en(Aa)PAC) + (2.18)

+-§e(/\a) (Vrad—;(—r—)) P(C)}.

Una vez que hemos hallado la ecuacién de Fokker-Planck del DLG vamos a for-
mular el problema en términos de una ecuacién de Langevin, es decir, una ecuacién
diferencial para la evolucién temporal del campo ¢(r,t) con coeficientes aleatorios y
propiedades estocasticas dadas [vKa, Gad, Wio]. Como es bien sabido, dado un sis-
tema caracterizado por una ecuacién de Fokker-Planck, es posible describir el mismo
fendmeno mediante una ecuacién de Langevin. Sin embargo, para que esta equivlen-
cia esté exenta de ambigiiedad es necesario fijar un convenio, problema que se conoce
en la literatura como dilema de Ito-Stratonovich [vKa, Ito, Str]. Precisaremos estos
conceptos en la segunda seccién del apéndice de este capitulo. Aqui nos limitamos a

recurrir al principal resultado de dicho apéndice, en virtud del cual la ecuacién de
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Fokker-Planck

or(C)= X [ar (v%) »
x{ fa(; 1) P(C) + = (v

es equivalente a la ecuacion de Langevin

Orp(r,t) = 3, Vr, [fa($5 1) + 9a(857)Calx, )] (2.20)

usando el convenio de Ito y con (,(r, t) un ruido blanco gausiano, es decir, ((,(r,t)) = 0
¥ (Cal(r, t)Cu (x', ")) = 0406(t — t')d(r — r'). Entonces, en nuestro caso es inmediato

obtener la siguiente correspondencia:

fo = sh(Aa)—Z—Q(vm%)e(Aa),

Jo = € eq(Ag)Y2 (2.21)

No obstante, el segundo sumando de f, es idénticamente nulo como se demuestra en la
primera seccién del apéndice. Por lo tanto, la ecuaciéon de Langevin estocasticamente

equivalente a (2.18) es

Op(r,t) = 3 Vi, [h(Ag) + e(Aa)2Cu(x, 1)] (2.22)

donde el tiempo se ha rescalado por un factor ¢, y finalmente £ se ha hecho igual a

uno dado que no se van a considerar mas desarrollos perturbativos en ¢.

Antes de proseguir, conviene hacer notar que las simetrias basicas del DLG estan
presentes en la ecuacién (2.22): es invariante bajo el cambio simultdneo de F — —E'y
¢ — —¢ asi como por traslaciones en el espacio y en el tiempo. Es también de resenar
que (2.22) depende de la dindmica microscépica a través de las funciones h(A,) y
e(A,), un resultado que va més alla de los enfoques mesoscépicos tradicionales y del

cual sacaremos provecho en la préxima seccion.
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2.3 Recuento dimensional

Se puede simplificar la forma general (2.22) en funcién del régimen de temperaturas
considerado. En concreto, aqui nos vamos a centrar en la region critica, donde dominan
las fluctuaciones en todas las escalas posibles. Siguiendo el método estdndar de la
teoria de campos, vamos a eliminar lor términos irrelevantes en el sentido del grupo de
renormalizacién. Para ello introducimos una escala de momento externa b y hacemos

las siguientes transformaciones de escala anisotrépicas:

t — b7t
T — b_ITJ_,
Ty — b_UT“,

¢ — o, (2.23)

donde || representa a la direccién paralela al campo eléctrico E, y L a aquellas direc-
ciones perpendiculares a él. A partir de las correlaciones puede verse si dificultad que
el ruido escala segiin ¢, — b{*+4+7=1/2¢ Seguidamente, desarrollamos la ecuacién de
Langevin (2.22) en serie de potencias en b alrededor de b = 0, manteniendo sélo los
términos principales. La idea que subyace a estas manipulaciones es la de invariancia

de escala del modelo en el punto critico.

=, R (0 é e (0)
bz+58 =} v 2n+1 bl 6<V __) (2"")+
o %:L,;)zﬂ 6¢,120(n)'
+b—-v+d;z—l[ 0] e, ]
n=0 '
hin) n)( E)

ba J(VH g ) i}e( .
+b‘L”;”‘—I[Z "T(l E)A"}Wg”], (2.24)

n=0
Forzamos a que la derivada temporal, el ruido transversal y la interaccién espacial

_|_qu” l Z

n=0

transversal sean invariantes de la transformacion. Esta eleccion se justifica plenamente

porque, en primer lugar, es necesario conservar el término de evolucién temporal v, en
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segundo lugar, guiados por los resultados de la simulacién Monte Carlo hay que bus-
car una escala que permita “ver” estructura en la direccion transversal, que es donde
se produce la segregacion de fases. Por otro lado, el mantenimiento del ruido es un
requerimiento estandar que permite situarse en la escala natural de las fluctuaciones
y sin el cual la ecuacién final podria resultar determinista perdiendo su caracter es-
tocastico. De esta forma, los valores de z y d se pueden determinar, obteniéndose z = 4

y 6 = (0 +d — 3)/2. Los términos més representativos del desarrollo son entonces

O = —%0) [Aiqs + 0 2A LA 6 - b2 TA LG — b"*d‘S%Amz” +
B . +hl(E) |:b20+2A_LAH¢ + b4a_4Aﬁ(}5 _ 620—47_A”¢ o b30+d_7AH§b3 _

_b(30’+d—11)/2EVH¢2 + | |
+e(0)2 STV ¢+ 7 e(E) YAV ). (2.25)
4

Diferentes elecciones de o pueden dar lugar ahora a distintas situaciones. Una de ellas
es 0 = 2, con lo que los coeficientes de V4 y Vﬁ escalarian de la misma manera.
Asi ocurre en el recuento dimensional de la ecuacién de Leung y Cardy, como tuvimos
ocasién de ver en el capitulo uno de la presente memoria. En nuestro contexto, después

de sustituir o = 2 y de hacer el limite b — 0, suponiendo d > 3, se obtiene

d,¢(r) =

20 i o

=S ANp+TALH+ %Aﬂﬁg
T

—7 W(E) V3 — E W(E) V¢ + /e(0) S V.(i(x).

Aqui A/ es la derivada de la funcién h{A,), que estd intimamente relacionada con la

primera derivada de las probabilidades de transicién D.

Observemos detenidamente la estructura de la ecuacién (2.26). Como se puede
comprobar facilmente, coincide con la ecuacién de Langevin que Leung y Cardy pos-
tularon para el DLG. Pero en acusado contraste con [Leu86], la ecuacién (2.26) muestra
la forma precisa en céme la descripcién mesoscopica del DLG depende de la dindmica

microscépica. En términos mas precisos, las dos temperaturas criticas diferentes intro-
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ducidas por Leung y Cardy para el ordenamiento transversal y longitudinal, se iden-
tifican aqui como 7h'(E) y 7T respectivamente, mientras que la versién mesoscépica
del campo E es —FE'#'(E). Como ya sc ha comentado, todas las simulaciones Monte
Carlo del DLG se han hecho con campo externo infinito casi sin excepcién. Originari-
amente se supuso que un campo eléctrico microscépico infinito se correspondia con un
campo eléctrico mesoscépico finito y distinto de cero. En la ecuacién (2.26) mostramos
explicitamente que éste no es el caso. De hecho, resulta que cuando F — oo el término
de corriente desaparece. Creemos que esta es la razén de la discrepancia entre los
resultados de las simulaciones y el andlisis de la ecuacién de Langevin (2.26). Esta
ultima no es la adecuada para comparar con las simulaciones de ordenador porque
éstas se realizan siempre con campo eléctrico infinito y en la ecuacién (2.26) hay pre-
sente un término de corriente no nulo. Pero llevemos el calculo un paso méas adelante
y hagamos E = oo en (2.26). Entonces, todos los términos dependientes del campo
eléctrico desaparecen, como se puede comprobar independientemente de la ecuacién
que se considere, (2.22) antes del recuento dimensional, o bien en (2.26), después del

rescalamiento. De esta forma, (2.26) se simplifica a

O1g(r) = %C(O) [—A_ZLCb +T7A p+ %AL¢3] + \/6(0) Z ViCi(r,?). (2.27)

Esta iltima ecuacién constituye un modelo B [Hoh] en las direcciones transversales al
campo y carece de estructura en la paralela. Por lo tanto, el cambio de escala 0 = 2
para E = oo da lugar a un comportamiento trivial. Ademds, uno se da cuenta de
que imponer que Vi y Vi escalen de la misma manera no tiene sentido por cuanto
no existe el término de gradiente paralelo en la ecuacién de Langevin. No obstante,
tenemos la libertad de escoger atros valores de &, lo que dard lugar a teorias criticas
diferentes. Recordemos que esta libertad no existia en [Leu86] donde la eleccién o = 2
era obligada por cuanto la eleccién “natural” ¢ = 1 borraria todo efecto del campo
eléctrico, dando lugar a una ecuacién manifiestamente incapaz de describir nada nuevo.
De la eleccién ¢ = 1. coherente con la hipotesis de que sélo existe una longitud de

correlaciéon independiente, resulta una ecuacién andloga ag2-25)--aungue-bastante-mas=

SUA
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e(0

S—r

at¢:_

A26 1+ A A — b2 AL — bd-‘*%Ami”] +

—~ DN

+1 (F) [ALAHQS +Alp — b TA ¢ — bd‘4%A”¢3 ~ b<d>8>/2Ev”¢2] +

+hII(E) [b(d~4)/272v||(v||¢)2 + bd—4§7_EA“¢3 + b3(d—4)/2E2VH¢4:| _

hIII (E)

_b(5d~16)/2E3
6

V)i¢° +e(0)2 35V iCL + e(B) 2V g (2.28)
1
En particular, cuando E = 0 se recupera la teorfa de equilibrio (Modelo B). Para
campos E finitos la dimensién critica es d. = 8, pero alglin término peligrosamente
irrelevante se podria tener que tener en cuenta por debajo de la temperatura critica.
De hecho, siguiendo un razonamiento analogo al presentado en [Jan86] para justificar
la presencia de un operador peligrosamente irrelevante en la renormalizacién de DDS,
el término A @3 es claramente necesario para estabilizar la teoria en las direcciones
transversales cuando 7 < 0. En principio, dado que la dimensién marginal de A ¢?
es 4, no se puede descartar el acoplamiento de dicho operador con otros con la misma
dimensién marginal'. Por eso no hemos eliminado los términos trivialmente irrelevantes

en la ecuacién (2.28).

Cuando F = oo se obtiene una ecuacién mucho maés sencilla:

06 = %e(O) +

/e Y6+ L g0, (229)

Esta ecuacién carece de estructura en la direccién paralela, asi que corresponde a un

~ALA— AL+ AL+ ALY

gas reticular en el que las particulas se intercambian al azar en la direccién del campo
mientras que los saltos en las direcciones transversales estan condicionados por los
incrementos de energia. La diferencia mds notable entre los casos F finito e infinito

reside en el término de corriente estacionaria. Este no aparece en (2.29). Naturalmente,

1Véase [Ami], capitulo 2 de la segunda parte y la discusién que allf se sigue acerca de las correc-

ciones debidas a la presencia de operadores peligrosamente irrelevantes.
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dicha corriente existe, pero resulta ser una constante que aun pudiendo depender de la
densidad global del sistema no influye en las fluctuaciones ni afecta a las propiedades

criticas y por eso la ecuacién (2.29) no la recoge.

Es sorprendente encontrar un cambio tan drastico entre las ecuaciones de Langevin
que caracterizan los casos F finito e infinito. Este resultado hubiera sido dificil de des-
cubrir mediante consideraciones de simetria exclusivamente. Al hilo de este comentario,
queremos mostrar que si se despreciaran los términos irrelevantes de (2.28), el resul-
tado seria la ecuacién de Leung y Cardy para el DDS con “scaling” o = 1. Esto nos
induce a pensar que para campos eléctricos suficientemente pequenos la construccién
fenomenolégica de la ecuacién de Langevin en [Leu86] es correcta salvo por las co-
rrecciones —que pueden llegar a ser muy importantes— que se muestran en (2.28).
Sin embaigo, en el limite £ — oo dicha construccién es discutible porque se basa en
suponer que la contribucién a la corriente se puede desdoblar en un término térmico
mds otro de arrastre. Esta propiedad de aditividad dificilmente se puede asumir como
hipétesis de partida en una situacién tan fuertemente no lineal como la del DLG. Por
nuestra parte no ha sido necesaria ninguna hipétesis de esta naturaleza. Nuestros resul-
tados son consecuencia directa de un calculo cuyo ingrediente esencial es la presencia
de la dindmica microscépica. De ésta dependen directamente las propiedades de (2.28)
a través de las funciones h y e. No asi en (2.29), donde la dindmica no est4 presente.
Sin embargo, hemos encontrado que la presencia de las funciones D, que definen la
probabilidad de transicién, es esencial para los resultados que se obtienen en el limite

E — 00, aunque su forma, precisa es irrelevante.

También es digno de sefialar la ausencia de la simetria galileana [Jan86] tan util en
la renormalizacién de la teoria de Leung y Cardy. Anticipdndonos a la renormalizacién
de (2.29) (el célculo de los exponentes criticos se presentara en el capitulo cuatro de
esta memoria), hacemos notar que la dimensién critica es ahora d. = 4 y que dara
lugar a una clase de universalidad distinta de la obtenida para campos finitos. Por lo
tanto, se espera un valor de ( distinto de 1/2. Para finalizar, remarcamos el hecho de
que la ecuacion (2.29) es renormalizable, mientras que para valores finitos del campo

la renormalizacién se prevé ardua debido a la plétora de operadores peligrosamente
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irrelevantes que, en principio, puede que haya que considerar.

Finalmente, comentamos el caracter aditivo del ruido en (2.29), gracias al cual
el dilema de Ito-Stratonovich no entrard en el andlisis que de (2.29) haremos en el

capitulo cuatro, reduciéndose la cuestién simplemente a un asunto de conveniencia.
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A2.1 Desarrollos formales

Sea F' un funcional de ¢(x). Entonces, ante cambios arbitrarios ¢ en ¢, se puede

escribir el siguiente desarrollo formal en serie de Taylor para F

0" F
d(x1) ...00(xn)

F(p+6¢) = F(¢)+7§;ll—!/ddx1...ddxn5 Sp(x1) ... 6¢(xn,) =

5¢(X1) +
6?F
d¢(x1)d(x2)

— F(4) +/dx1%

-+ '})‘/dxldXQ 5¢(X1)6¢(X‘2) + ...

(A2.1)

donde 6F/é¢ quiere decir derivada funcional de F(¢) con respecto a ¢(x). Seguida-

mente tratamos de forma explicita el caso que nos ocupa, a saber

0¢p =€V, 6(x —r). (A2.2)

Por aplicacién directa de (A2.1) se sigue inmediatamente que

F(p+d9) = F(¢)+ i’: 71_!/dxl'“dxnéqb(x?)nis(gzb(xn) X

d0(xy—r)...V,, O0(x, — 1) =

. Tn,a

xe"V

Ll,a

= Fe)+Y %{ kli[l [ Ve 00 - ) 5500 }F((b).

59
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(A2.3)
Y sin més que integrar por partes se llega a
5 n
Plo+50) = F@)+ > S (Vs ) PO (A24)
El operador (VM%) viene dado por |
) . SF (o) B )
(v,,a%) F(¢) =V, ( o ) e (V.. F(9))- (A2.5)

Para demostrar esta ultima identidad conviene trabajar en un reticulo, sustituyendo

la derivada funcional por su versién discreta y el operador V por diferencias finitas.

Esto es,
OF 0g p o OF(bea) OF(b:) OF(frra) , OF(dr) _
Ta 5925 5¢ 8¢r+a a¢r aqﬁr 3¢r
_ OF($rsa) _OF(dr4a) _[ O 8 -
= a¢r+a 8¢r - 1:8¢r+a 8¢r]F(¢r+a) -
5
(Vrm>F(¢(r)).

(A2.6)

Finalmente, hacemos notar que el operador (Vra%) satisface las propiedades tipicas

de un operador diferencial. En concreto, una que resulta de utilidad es

(Vea55) (FLOF0)) = Fu(0) (T 5505 ) (@) + Fold) (Ve s ) Pl (42

)
" 5p(r) Y
Finalmente vamos a demostrar una propiedad interesante del operador (Vra&)

porque permite cierta simplificacién en los cdlculos. Consideremos una funcién u de ¢

y sus derivadas, u(¢, ¢',...,4™). En ese caso tendremos

iaqﬁ”) " > ,;

(5%
v,u_za¢n)¢"+l = ———Vu: :1(

k=0 k

" Ju
)+ 5""‘1)’
(%35)7 + X g
60
d¢ 09

" Ou
¢n+l) + . 5n+1) r,
)0+ 2 g
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(A2.8)

donde hemos omitido deliberadamente los argumentos de las funciones para aligerar
la notacién y, con el mismo fin pero sin pérdida de generalidad, nos hemos restringido
a un espacio unidimensional. Como se puede comprobar ahora sin més que desarrollar

los paréntesis de las sumatorias de (A2.8), resulta que

(V%)u — 0. (A2.9)

A2.2 Ecuaciones de Fokker-Planck y Langevin pa-
ra sistemas con parametro de orden conservado

Presentamos ahora una deduccién formal, aunque no completamente rigurosa desde
un punto de vista matemadtico, de la relacién entre las ecuaciones diferenciales es-
tocasticas de tipo Langevin y Fokker-Planck. Comenzamos considerando una ecuacién

de Langevin con pardmetro de orden conservado de aspecto general
p

0up(x,t) = > Vi, [fu(¢,%) + 9a(8, X)Ca(x,1)]. (A2.10)

Supondremos que (, es un ruido con distribucién gausiana:

P(¢(x,t)) x exp [— %/ddxdt C(x, t)], (A2.11)

donde la constante de proporcionalidad es igual formalmente al inverso de la integral

funcional

/DC exp [ - %/dda:dt C(x, t)] (A2.12)

La solucién de la ecuacién (A2.10) describird la evolucién estocéstica de la variable ¢.
Otra forma de descripcién del mismo fenémeno pasa por una ecuacién cuya solucion

sea la evolucién de la probabilidad de tener una cierta configuracién ¢ en el tiempo
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t, Pi(¢). Para conectar ambas descripciones es necesario discretizar en el tiempo la
ecuacién de Langevin (A2.10). Asi pues, sustituyamos la variable continua t € [ty, tn]
por una sucesién de valores discretos, t,,, de tal manera que t,, = tp+necon N > n >0
y € = (ty — t9)/N. En este proceso hay una gran libertad para construir versiones
discretas de la misma ecuacién de Langevin que coincidan con la original en el limite
e >0y N — o0 aeN = cte. Para dar cuenta de esta degeneraciéon introducimos un
pardmetro «, con 0 < a < 1, que junto con la notacion ¢, = ¢(X,t,), Can = Cu(X,t0),

nos permite escribir

¢n+1 ¢n+€ Z Vma [fa (CYQSH (1_a)¢n+17 X) +4. (a¢n+(1_a)¢n+1a X) Ca,n] ) (A2-13)

En particular, si @ = 1 se habla del cdlculo de Ito, mientras que o = 1/2 da lugar
al de Stratonovich. La eleccién de un valor concreto para « implica una forma de
discretizacién distinta de la cual depende la ecuacién de Fokker-Planck final. Nosostros

adoptaremos la eleccién de Ito. El motivo no es otro que la economia en el cdlculo.

Para aligerar la notacién definimos &, ,, = €,1(n, con lo con lo que &, , sigue siendo
un ruido blanco gausiano, es decir, con todos los cumulantes asociados nulos excepto
(£,€),) = €0pn6(x—xX'), y donde el promedio es con respecto al ruido €. La probabilidad
de que el sistema esté en la configuracién ¢, (r) en el tiempo ¢, viene entonces dada

por

Ponsbni) = ( [ 6P 5(50)) (a214

3
siendo Sy, = @pi1 — In — € X0 Vi, [fo + 9dl

6(Sn) ~ O(Pns1 — ¢n) +/d 1%@1)[

6%5(¢n
/da:ldué% xl;{;%(m? [——eszla...] [—E;Vm,a...]-l-
(A2.15)

- EZ Vi, [fa + gaCa]] +

El célculo se reduce ahora a promedios sobre el ruido. Sustituyendo (A2.15) en (A2.14)

se obtiene
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)
P =Py = =X [dag PV L)+

—I—%/dxldx?ml()s—‘s‘ﬁ(xﬁ[ ZV’MV“G( 6(x1_x2))}

a

(A2.16)

Kl primer sumando del segundo miembro de la ecuacién superior es simplemente igual

a

; / dx ((%) (P.fa), (A2.17)

mientra que el segundo conduce a

0P,V €2 , OP,e
-3 [d e 2onfe A2.18
Z / X = 5¢ xa (5 E <6¢) Xa 5¢ ( )
Por dltimo, de la reordenacién de términos y en el limite € — 0 se obtiene el resultado
final

o) = T [ ax(Veggis) [P+ 5 (V) sl 4219

La generalizacién al caso a # 1 hubiera desembocado en

aP(0) =¥ [ ix(Ve gz [P + l(vxa o) (P 58) -

- 50-a)(Vuge) P@)
(A2.20)

es decir, hubiera que haber considerado un término extra.



Capitulo 3

Campo medio

El estudio de la segregacién de fases cuando una aleacién binaria se enfria por
debajo de su temperatura critica es una asunto que tiene y ha disfrutado de gran interés
tanto teérico como practico [Gun]. Las investigaciones tedricas normalmente siguen dos
caminos diferentes: simulacién por ordenador del modelo microscopico o integracién
numérica de la ecuacién continua para las densidades mesoscopicas. Mientras que
el punto de partida para el primer método suele ser el modelo de gas reticular con
dindmica de Kawasaki [Kaw], el segundo suele explotar la ecuacién de Cahn-Hilliard
[Cah] o su versién estocdstica [Coo]. En este caso parece estar claro que los modelos
macroscopico y microscépico describen el mismo fenémeno [Rog]. Pretendemos en
este capitulo empezar a estudiar si esta equivalencia se mantiene en el DLG. La se-
gregacién de fases en presencia de campos externos se aborda normalmente mediante
una modificacién adecuada de la ecuaciéon de Cahn-Hilliard. Este es el método que
se ha seguido en el estudio numérico del “driven diffusive system”, la contrapartida
continua al DLG en la formulacién de Leung y Cardy [Yeu91, Yeu92, Ale]. Més en
concreto, la modificacién mas simple a la ecuacién de Cahn-Hilliard para describir la

descomposicion espinodal en un gas reticular con arrastre es

g =—V*|¢— ¢' + V9| + E- V¢, (31)

que no es otra cosa que la ecuacién de Leung y Cardy [Leu86] para el DLG antes del

64
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recuento dimensional y sin el ruido. Compararemos nuestros resultados con los que

se obtienen de esta ecuacion y los que se hallan directamente por simulacion Monte
Carlo.

En este capitulo se acomete la integraciéon numérica de la ecuacién de Langevin
(2 9292),
AN 77

Op(r,t) = 3 Ve, [B(Ad) +e(Aa) V2Ca(r, )]

Por simplicidad no consideraremos en lo sucesivo el ruido. El cardcter determinista de
la ecuacién resultante no elimina ninguna situacion de interés fisico y si reduce sustan-
cialmente el tiempo de cémputo. Cuando 0 < E < oo, (2.22) depende explicitamente
de la dindmica que se considere. En esos casos, para ilustrar la posible dependencia
de las probabilidades de transicién, utilizaremos D(z) == min{1,e~*} y D(z) = e™*/2,
que corresponden a las dindmicas de Metropolis [Met] y van Beijeren [vBe] respecti-

vamente.

La primera seccién esta dedicada simplemente a mostrar el proceso de segregacion
de fases y la evolucién hacia el estado estacionario. El la segunda seccién se estudia si
nuestra nueva ecuacién resuelve una importante discrepancia existente entre (3.1) y la
simulacién Monte Carlo. Finalmente, en la tercera y ltima estudiamos el “cross-over”

entre los regimenes 0 < F < oo y E = oo desde el punto de vista de las correlaciones.

3.1 Morfologl'a

Cuando se enfria de forma sibita un DLG a partir del estado homogéneo aparecen
pequenas inhomogeneidades en el parametro de orden que evolucionan hacia dominios
macroscépicos de los que, finalmente, resulta una segregacién de fases. En esta seccion
realizamos la simulacién numérica de este proceso, resolviendo para ello la ecuacion
(2.22) sin ruido. Adoptaremos un esquema de diferencias finitas, para lo cual comen-

zamos por considerar una red discreta de tamafio L x L y definiendo ¢ en cada nudo de
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la red. Usaremos el método de Euler para discretizar el tiempo, con un paso temporal
At, y una aproximacién a vecinos préximos para el laplaciano,
z; + Az) — f(z;)  fl@i) — flz; — Ax)

Vi) =Y Aix f 2) _ . . (3.2)

La eleccién de los pasos temporal y espacial, At y Az requiere algunos comentarios.

En principio lo ideal seria considerar Az lo m4as pequenios posibles y At grandes. Sin
embargo, las limitaciones del ordenador requieren un enfoque més practico y otras
cuestiones de caracter numérico obligan a tomar ciertas precauciones. Por ejemplo,
el maximo valor de Az estd restringido a la menor escala de longitud presente en el
sistema, que en este caso es la anchura de la interfase [Eld]. Esta eleccién de Az impone
un limite al maximo valor de At que se puede escoger. Una estimacién de la relacién
entre estos dos pardmetros se puede obtener linealizando la férmula de recurrencia que
resulta de discretizar la ecuacién en derivadas parciales. Es posible entonces, en espacio
de Fourier, hacer un anélisis de estabilidad y localizar la presencia de inestabilidades.
Un caso sencillo lo constituye la ecuacién (2.22) en el limite E — oo, porque la
dependencia de la dindmica desaparece y, como vimos en el capitulo anterior, resulta

simplemente

0= F1[~ Ao+ 7o+ L], (3.3)

donde ey = €(0). No se ha considerado el ruido. Después de discretizar

At 1
Grrne = Pr + 2(—A§0)_2 zﬂ: {bet + %925? - W %; ¢5t]7 (3.4)
donde
Y f(8) = i+ Azy) + oz — Az, y) — 2¢u(z, y), (3.5)

2 f@) = oz +Az,y)+ oz — Az,y) + ¢z, y + A) + Sz, y — A) = 44(z,y).

Pasando a Fourier mediante

2m1

Bu(x) = gexp{ -k x}qﬁt(k), (3.6)
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se llega a
€0 €9
ar=[1+ ST ke, 0) = — AT (ky, 0)T (ks ky)| 60 = Hicdr, (3.7)
siendo T'(k) = 2cos (%ﬂ) + 2cos (2—7Z°1) — 4. Las inestabilidades ocurren cuando

Hy < —1 o bien Hy > 1. La segunda situacién corresponde a la situacion de inesta-
bilidad fisica, esto es, la creacién inicial de dominios. La primera es una inestabilidad
de tipo numérico o bifurcacién subarménica [Eld, Rog]. Un célculo directo indica que

para evitarlas hay que tomar At tal que

(At
eo (8 + T(A:L‘)2)

Valores mayores de At serian posibles, pero entonces habria que considerar més vecinos

At <

(3.8)

en la discretizacién del laplaciano y seria necesario mas calculo por cada iteracién.

En situaciones menos favorables para este tipo de andlisis, como la que se da cuando
0 < E < o0, nos hemos guiado por los valores adecuados para el caso E = oo y
chequeado mediante simulaciones breves que At y Az no afecten a las magnitudes que
vamos a estudiar. Finalmente, comentamos que las condiciones de contorno periédicas
se imponen simplemente mediante ¢, ((L+ 1)Az, y) = ¢n(Az,y), donde n = t/At. El
estado inicial se ha preparado asignando a cada nudo de la red un nimero aleatorio
de una distribucién de media 0 (equivalente a o = 0.5). Se han considerado diver-
sas condiciones iniciales. La siguiente figura muestra una secuencia temporal de la
estructura de los dominios cuando £ = 0o, 7 = —1 y g = 1, tomando Az = 1.7y
At = 0.25. A tiempos pequenos los patrones son isétropos y muy similares a los que
se obtienen cuando E = 0. Sin embargo, rapidamente aparece una clara anisotropia
en la estructura de los dominios, que crecen mucho més deprisa en la direccién del
campo eléctrico. Cuando un dominio pequeiio se acerca a uno mayor es absorbido por
éste, dando lugar a un estado final formado por una fase densa separada de otra en-
rarecida por una interfase paralela al campo, semejante al que se mostré en la figura
(1.2) del capitulo primero. Todo esto lo mostramos en la figura (3.1), que corresponde
aE =00.8i0< E < 00, y considerando dindmicas de Metropolis y van Beiejeren, los

resultados son indistinguibles a la vista de los que ya se muestran. En la figura (3.2) de
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Figura 3.1: Estados intermedios en la evolucién hacia el estado estacionario segun la
ecuacioén (2.29) (caso E = oo). La densidad es ¢ = 0.5,7 = —1,g = 1, L = 100,
Az = 1.7 y At = 0.25. De izquierda a derecha y de arriba abajo, los tiempos son
t = 25,50, 125, 250, 500, 1000, 6250, 10000 y 100.000. Las particulas en negro.

la tercera seccién de este mismo capitulo se pueden ver algunas pasos intermedios de
la evolucién hacia el estado estacionario segiin resultan de simulacién Monte Carlo, en
buen acuerdo cualitativo con las que se muestran aqui. Patrones idénticos se obtienen

de la integracion de la ecuacién de Cahn-Hilliard modificada [Yeu91].

En cuanto a los estados estacionarios, puede comprobarse que (2.22) admite, entre
otras muchas, las soluciones estacionarias ¢(x,t) = 0y ¢(x,t) = 35—7 tanh (, / —"2—Txl).
En este analisis de tipo campo medio, la primera de ellas deberia ser la correspondiente

a la fase desordenada, y la segunda a la ordenada. Dejamos abierta para el futuro la
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cuestion del andlisis de estabilidad de estas soluciones, que permitiria hallar la curva

de descomposicion espinodal de nuestra versién continua del DLG.

3.2 Asimetria durante la segregacion de fases

Obsérvese la figura (3.2) que recoge tres estados intermedios en la evolucién Monte
Carlo hacia el estado estacionario de un DLG (véase el pie de figura para més detalles).
Como se ve claramente, existe una tendencia hacia la formacién de dominios trian-
gulares que apuntan en la direccién opuesta al campo. Por el contrario, en el modelo
macrsocdpico (3.1) los tridngulos tienden a alinearse a favor del campo, como puede
observarse en la figura (3.3). Esta discrepancia se ha comprobado mas all de la sim-
ple inspeccién visual en [Ale]. Para ello se han definido diversos factores de asimetria
(para un amplio rango de valores tanto de densidades como de campos eléctricos) de
cuyo signo se deduce la direccién hacia la que tienden a apuntar los triangulos. En la
siguiente figura, la (3.4), se pueden observar los mismos agregados triangulares, pero
en este caso corresponden a nuestra ecuaciéon con F = 0.4, dindmica de van Beijeren
y densidad 0.3 para que la separacién entre dominios sea mas clara. Otros patrones
con intensidades del campo distintas y otras dindmicas son similares. En todos ellos
los tridngulos apuntan en la direccién del campo eléctrico, y se repite el desacuerdo

con lo que se observa en simulacién Monte Carlo.

Para analizar un poco mas a fondo esta cuestidn se pueden variar las condiciones
iniciales y ver como afecta esto a la evolucién posterior. Asi pues, hemos ensayado
con configuraciones triangulares, cuadradas y circulares. Puede apreciarse en la figura
(3.5) la deformacién que sufre un dominio circular con el paso del tiempo con sim-
ulacién Monte Carlo. Por comparacién mostramos a continuacién (figura (3.6)) la
evolucién temporal de un dominio circular que hemos obtenido segin la ecuacién de
Cahn-Hilliard modificada (3.1). Los pardmetros son £ = 0.4, L = 100,At = 0.3, y
Az = 1.7, v de izquierda a derecha y de abajo a arriba ¢t = 0, 25, 50, 100, 200 y 300. Y
seguidamente el mismo fenémeno segiin nuestra ecuacién (2.22) en las figura (3.7) La

primera linea corresponde a dindmica de Metropolis a t = 125,250 y 375, v la inferior
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Figura 3.2: Configuraciones tipicas de simulaciones Monte Carlo después de enfriar a
partir de un estado desordenado tras ¢ = 1000, 5000, 10.000 pasos Monte Carlo (de
arriba a abajo) con E = 0.5, T = 0.6, y ¢ = 1/2. Se muestran secciones 256 x 128 de
una red 1024 x 512. El campo apunta hacia la derecha y los agregados de particulas

estdn dibujados en negro Tomado de [Ale].
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Figura 3.3: Configuraciones tipicas obtenidas después de resolver numéricamente la
ecuacién de Cahn-Hilliard modificada (3.1) en una red 128x128 con condiciones de
contorno periédicas. Los tiempos mostrados son, de arriba a abajo, t = 500, 1000 y
5000. La columna de la izquierd.a corresponde a ¢ = 0.3 y la de la derecha a p = 1/2.
El campo apunta hacia la derecha y las regiones negras corresponden a agregados de

particulas. Tomado de [Ale].
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Figura 3.4: Configuracién tras resolver (2.22) con dindmica de van Beijeren, 7 = —1,

g=1,E=04y p=0.3. Se ha usado Az = 1.7y At = 0.5 y t = 1500.

Figura 3.5: Evolucién temporal segin simulacién Monte Carlo de un dominio circular.
E = 0.5y se muestran secciones de una red 128 x 128 a los tiempos (en miles de pasos

Monte Carlo) 0, 0.5, 1, 2, 4, 6, 8 y 10, de izquierda a derecha y de arriba a abajo.
(R.K.P. Zia, sin publicar)
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Figura 3.6: Deformacion en el tiempo de un dominio circular a partir de la ecuacién

de Cahn-Hilliard modificada (3.1).

a van Beijeren con ¢ = 250,500 y 1000. Los pardmetros £ = 0.4,7 = —-1,9 = 1,
L =100, At =0.25 y Az = 1.7 son comunes. Se observa claramente que los patrones
que se obtiene con nuestra ecuacién son similares, si no idénticos, a los que resultan
de (3.1). En ambos casos la evolucidn es opuesta a la que se muestra en la figura (3.5).

Las condiciones iniciales triangulares y cuadradas no aportan nada nuevo y por eso no

incluimos figuras de ellas.

En conclusién, podemos afirmar que la ecuacién (2.22) no resuelve el problema de
la asimetria durante la segregacién. Hemos encontrado, no obstante, que cambiando
las condiciones de contorno periédicas en la direccién del campo por unas fijas, la for-
macién de tridngulos se produce de la misma forma que en simulacién Monte Carlo.
Sin embargo, consideramos este resultado como meramente preliminar y no descar-
tamos cualesquiera otras causas, por ejemplo cuestiones relativas a la discretizacion.
Pensamos que cualquier esfuerzo en este sentido pasa por analizar previamente mds
a fondo la formacién de dominios con simulacién Monte Carlo. Por ejemplo, en una
configuracion inicial circular se pueden representar con distintos colores las particulas

del semicirculo superior y las del inferior. De esta forma se quedaria al descubierto
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Figura 3.7: Deformacién de dominios circulares a partir de (2.22). Véase el texto para

mas detalles.

qué mecanismo es el responsable de la construccién del tridngulo, porque no esta claro
que la punta del mismo se forme a partir de las particulas del semicirculo inferior, que
pueden seguir ficilmente el sentido del campo eléctrico y aprovechar a las condiciones
de contorno periédicas. Otra posibilidad es que lo formen las del semicirculo superior,
que pueden encontrar dificultades para seguir el sentido del campo porque chocan con

una zona de alta densidad.

3.3 El factor de estructura

Uno de los resultados mas importantes de la capitulo anterior es que el DLG
con arrastre finito e infinito deben tratarse por separado. Surge asf la cuestién de la
conexién entre ambos regimenes (“cross-over”) y por qué no se aprecia esta distincion
en las simulaciones. Para responder a estas preguntas vamos a analizar la naturaleza
de las correlaciones, mediante el factor de estructura estacionario, segin el valor de E.

Consideremos, pues, la ecuacion (2.22)

Bd(x,1) = 3. Ve, [h(Aa) + e(A0) /*Calr, )]
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que caracteriza nuestra version continua del DLG para campos eléctricos arbitrarios,

y la que resulta del recuento dimensional con o = 1,

&g = —@ [Ai(p + AL AP~ bTPTAL - b"“‘%Am:‘] +
+hH'(E) |:AJ_AH¢ + Afjp — bA T — bd_‘l%Anfbg - b(d”s)/2EV|l¢2] +
+h”(E) [b(d—4)/27_2v” (VI|¢)2 + bd_4§TEA||¢3 + b3(d—4)/2E2v”¢4] —

_ hll/ E
_p(5d 16)/2E3_é_)vn¢6 + 6(0)1/2 Z V(L + e(E)l/?.VIICH,
1

Cuando la dimensién espacial es alta pueden despreciarse la mayor parte de las no
linealidades. De hecho, se pueden eliminar todas si d es lo suficientemente grande,
resultando una aproximacién lineal a la ecuacién de Langevin original. Esta aproxi-
macion se consigue en (2.28) sin mds que tomar d > 8, luego es equivalente a una

teoria de tipo campo medio porque se trabaja por encima de la dimensién critica. Se

tiene entonces

e
0,9 = —30 [Ai + AL A - TAL]¢ + h'(E) [AJ-AH + Aﬁ - TA“]¢ +
+ey*V L&) +e(E)?V. (3.9)

Esta ecuacién puede resolverse con la ayuda de una transformada de Fourier para
cualquier realizacién de €, y entonces efectuar los promedios sobre el ruido. Asi pues,

definiendo las transformadas de Fourier segin

d
o01) = [ sz 5oe e Op(k,w), (3.10)

es inmediato obtener

iwp(k,w) = _%(kiw(mkﬁ) (K2 +7)o(k,w) +iey*ky - €, +e(E) k). (3.11)

Se puede ahora, despejando ¢(k,w), calcular el factor de estructura a partir de su

definicion
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S(k,w) = ((k,w)d(-k, —w)), (3.12)

con ayuda de los segundos momentos de la distribucién del ruido:

<§J_,a(k,CU) §J_’a/(kl,w,)> = (27r)d+1 5a’a, 5(1{ _ k') 5(w . w/),
<£||(k,w) & (k’,w')> = (2m)%! 5k —K) §(w — ). (3.13)

La integraciéon de S(k,w) sobre w proporciona el factor de estructura estacionario,
andlogo al factor de estructura estatico de los sistemas en equilibrio y definido como
el promedio a tiempos iguales de la transformada de la funcién de correlacién a dos

CUerpos:

S(k) = (¢ (k,0)p(k, 1)) = / %@S(k, w). (3.14)

T

El resultado final es

k% + dBlpa 4
k. ki) = 6(0) I
Stks by) k: — ——Q—H’ kﬁ k247

Obsérvese que si E = 0 (3.15) adopta la forma de Orstein-Zernike S(k) oc (k% + 7)7!

[Sta]. Por otro lado, en el limite E — oo (3.15) se transforma en

(3.15)

kY + ki /2
k2(k2+r)

Estas expresiones ayudan a entender mejor a través de las correlaciones las diferen-

S(kJ_,k”) (3.16)

cias cualitativas entre los casos correspondientes a campos finitos e infinitos, y las
dificultades para apreciarlas plenamente en simulacién. La funcién h'(E) presenta
tipicamente un decaimiento exponencial con el campo eléctrico, como resultado del cual
S(k_, k) adopta rdpidamente la forma del factor de estructura asociado a E = co. Por
consiguiente, las correlaciones son, de forma efectiva, las correspondientes a arrastre
infinito incluso para valores del campo eléctrico no excesivamente altos. Una situacién
similar se da entre los casos de equilibrio, E = 0, y F finito. En lo que respecta a las

simuliaciones, esto puede entrafiar una gran dificultad para observar con claridad el
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comportamiento caracteristico del DLG con E finito, oscurecido porque el rango de
valores del campo propios de esta situacién es muy estrecho, derivando rapidamente

hacia cualquiera de los otros dos casos.

Las singularidades en el origen del factor de estructura vienen asociadas con de-
caimientos potenciales de las correlaciones en el espacio real. En este caso, ademas,
se da la circunstancia de que también existe una discontinuidad, lo que tiene implica-
ciones anadidas en las funciones de correlacion. Investigando la dependencia del factor
de estructura de los valores pequefios de |k| (este es el limite interesante dado que se
corresponde con las propiedades a largas distancias) se encuentran dos posibilidades,

a saber,

. 1e(E) _
1 S(0 = -= !
kluli,po \ ’kll) 9 h’(E)T ’
. _ -1
lilhI_I)lo S(k1,0) = 77, (3.17)

El que los dos limites den resultados distintos puede considerarse como una consecuen-
cia de la violacién del teorema de fluctuacion-disipacién. Como ya hemos comentado
todas estas particularidades se manifiestan en las funciones de correlacién. Por ejem-
plo, en el caso de E = 0o y en el punto critico, 7 = 0, el mds sencillo de analizar, la
funcién de correlacién a dos cuerpos es

T(d-

Gxzx] g:d—33) sin ((d — 3) arctan x—l), (3.18)

Zy
es decir, es una ley de potencia asimétrica y modulada en amplitud de una forma

peculiar.
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Criticalidad

En el segundo capitulo de esta memoria se presenté una nueva ecuaciéon de Langevin
para el DLG (2.22) cuyas propiedades deterministas (morfologia, diagrama de las fases,
etc.) se analizaron en el capitulo tres. Vamos ahora a concentrarnos en la regién critica,
en concreto en el calculo de los exponentes asociados a la transicion de fase de segundo
orden presente en el DLG cuando ¢ = 1/2. Recordemos que del anélisis de (2.22)
cuando T ~ T,(E) se concluyé la necesidad de discernir entre los casos 0 < E < o0
y E = oo, caracterizados por las ecuaciones (2.28) y (2.29) respectivamente. Esta
ultima de ellas, la correspondiente a campos infinitos, es la que va a ser objeto de
estudio en el presente capitulo. El motivo fundamental de esta eleccién es que buscamos
la comparacién con las simulaciones Monte Carlo y que éstas se reducen, casi sin
excepcién, al caso F = oo. Por otro lado, la presencia de un gran nimero de operadores
peligrosamente irrelevantes en (2.28) permite aventurar un tratamiento especialmente

complicado en el caso 0 < F < oc.

Asi pues, en lo que sigue vamos a considerar la ecuacién (2.29) caracteristica del
DLG con campo eléctrico infinito y T' =~ T,(co). En este régimen de temperaturas
grandes fluctuaciones de todas las escalas posibles dominan las propiedades del sistema,
asi que los métodos del grupo de renormalizacién [Wil74, Jan79] son indispensables.
En estos tratamientos los resultados analiticos exactos son escasos, y normalmente

s6lo se progresa mediante algin tipo de desarrollo perturbativo. Por ejemplo, se puede

78
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resolver la parte lineal de la ecuacién (2.29) y considerar los efectos de las no linea-
lidades de forma sistemadtica iterando la ecuacién integral asociada [Bar]. Desde un
punto de vista estrictamente técnico, es quizas mas adecuado formular el problema
en términos de una integral de camino e introducir un funcional generador del cual
extraer de forma sistematica la informacidn fisica de interés. De esta forma se pueden
explotar los métodos de la teoria de campos con un formalismo andlogo al que se
aplica en las situaciones de equilibrio porque el funcional generador juega el papel del
hamiltoniano y su exponencial es, desde el punto de vista del cdlculo, equivalente al
peso de Boltzmann. Cudl es el funcional generador asociado a (2.29) es el objeto de
la primera seccién de este capitulo. En la segunda estableceremos un esquema pertur-
bativo que permita calcular los exponentes criticos con el grado de aproximacién que
se desee. Para ello se comienza por identificar la teoria libre, vilida para dimensiones
superiores a d. = 4 y que permite obtener al valor de los exponentes criticos dentro
de una aproximacién de campo medio o a orden cero en € = 4 — d. Especificaremos
posteriormente el conjunto de reglas de Feynman de la teoria, mediante las cuales se
simplifica de manera notable la consecucién del desarrollo en el nidmero de “loops”.
Ya en el contexto de la aproximacién a un “loop”, hallaremos un punto fijo no tri-
vial responsable de que los exponentes criticos adopten valores distinto de los cldsicos.
Finalizamos con una seccién donde, a modo de resumen, se comentan los resultados

obtenidos a la vez que especula sobre posibles trabajos futuros.

4.1 El funcional generador

Consideremos un sistema gobernado por la siguiente ecuacién de Langevin

Bip(x,t) = K(¢,x) + £(x,1), (4.1)

donde ¢(x,t) es un parametro de orden o un campo que se conserva y £(x,t) una

variable estocastica caracterizada por una distribucién de probabilidad P(&) tal que
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€(x,1) =0,
€(xE(, 1) = Lx,x)é(t - 1), (4.2)

donde la notacién (-) indica promedio con respecto a ¢, es decir,

()= [ dg- P (4.3)
Estamos interesados en calcular las funciones de correlacién asociadas a (4.1). Con
este objetivo se puede resolver la ecuacién (4.1) para ¢ y entonces computar las co-
rrelaciones como promedios de productos de ¢(x,t) con respecto al peso P(£). Sin
embargo, es técnicamente mas conveniente introducir una accién que genere exacta-
mente las mismas funciones de correlacién. Definimos para ello el funcional generador

como

Ze(J) = exp / iz dt J(x,8)é(x, 1), (4.4)

donde ¢(x,t) es solucién de (4.1). De la definicién de Z;(J) es inmediato que

4] d )

t)0(Xarta) . (X 1)) = Ze(J >=

(D(x1,t1)P(Xa,t2) - . . D(Xn, tn)) <5J(x1,t1)5J(x2,t2) 8J (Xn, tn) el )J:O

0 ) )
= e Ze(J
8T (%1, 1) 0 (X9, t9) " 8 (%, L) ) L

(4.5)
por lo que de Z(J) = (Z¢(J)), también llamado funcional generador, se obtienen

las funciones de correlaciéon mediante derivacién con respecto a la fuente J(x,t). Ex-
isten varios procedimientos para calcular Z(J). Es posible, por ejemplo, remplazar
§ = 0,9 — K por ¢ en P(£) y luego escribir las expresiones para las funciones de co-
rrelacién en términos de integrales de camino. Se obtiene de esta forma un lagrangiano
estocéstico, también llamado funcional de Onsager-Machlup [Lan, Bau|. La forma de
este lagrangiano es por lo general muy complicada, pero se puede simplificar sustan-

cialmente mediante una transformacién gausiana [Ami, Bnn|, operacién que introduce
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unas nuevas variables conocidas como campos respuesta o de Martin-Siggia-Rose [Mrt].
El camino que vamos seguir nosotros estd basado en [dDo] y es algo mas directo y, por
supuesto, totalmente equivalente. El lector podra encontrar los detalles del calculo en

el apéndice de este capitulo, cuyo resultado nos limitamos a copiar ahora:

2(J) = [ D4DG exp [ i i {J(x, H(x, ) + i(x, 1) [0 — K(9,%)] -
0K (p,x

—- @258 e 0L )iy 0}, (46)

que como se puede observar tiene la esctructura de

| D16 exp (- £(4,9)). (4.7)

L es el llamado funcional dindmico y las nuevas variables é son los campos de Martin-
Siggia-Rose que dan cuenta del ruido, también llamados campos respuesta porque
en ciertas circunstancias se pueden interpretar como la reaccién de la ecuacién de
Langevin ante la inclusién de un término adicional dependiente del tiempo {Ma76].
Por ejemplo, si anadiéramos un campo externo dependiente del tiempo J al miembro
derecho de (4.1), esto darfa lugar a la aparicién del término J¢ en (4.6). Derivando
ahora con respecto a J se halla como “responde” el sistema ante la inclusién de este
campo adicional. Vemos pues que las fuentes J(X,%) y J(x,t) juegan un papel doble:
por un lado muestran cémo estudiar el modelo en presencia de campos externos vy,
por otro lado, nos permiten calcular las funciones de correlacién y de respuesta por
diferenciacién. En lo que sigue, anadiremos a (4.6) la fuente J del campo é. En cuanto
al pardmetro «, es resultado del proceso de discretizaciéon de la ecuaciéon de Langevin
necesario en un momento dei caiculo Al igual que en capitulo cegundo, optaremos por
el convenio de Ito, @ = 1, que simplifica en gran medida los célculos posteriores!. La

naturaleza aditiva del ruido en (4.1) garantiza que ambas opciones son equivalentes
[vKa].

'En el formalismo de operadores, por ejemplo via la férmula de Trotter, el problema de la dis-
cretizacion se transforma en uno de ordenamiento de operadores. No obstante, el resultado debe ser

el mismo.
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En este formalismo los promedios dindmicos vienen dados por

()= [DoDG - exp (- £(,9)), (48)
lo que permite usar las técnicas de la teoria de campos del equilibrio, v.g. los métodos
diagraméticos o las consecuencias de las simetrias continuas en la forma de identidades
de Ward. Las magnitudes fisicamente interesantes son las funciones de correlacién, que
son promedios de productos de funciones ¢ solamente, y las funciones respuesta, que
involucran a ambas ¢ y ¢. Con la notacién que vamos a usar, denotaremos por Gy, al

promedio de 7 campos ¢ y n del tipo ¢:

Gr’m(il,fla ‘e ,)Niﬁ, 'Eﬁ,Xl, tl, . .Xn,tn) = < H (]E()NCJ‘, 7?]) H ¢(Xz,tz)> =

n ) r 4] ~
- 9 72057
Il 6.J (%, 15) z:l_[l 0. (%, t:) W)

J=1

(4.9)

J=J=0

con la normalizacién Z(0,0) = 1. La naturaleza causal de las funciones respuesta
implica que Gin(X1,t1,. .., Xp, t,) = 0 si 3t; /t; > t; Vj < n. En otras palabras, las
funciones de correlacién a tiempos ¢y, . .., t, no se ven alteradas por la inclusién de un

campo externo en un tiempo posterior. Como caso particular, Gz = 0 Vn > 1.

Ya sélo queda aplicar este resultado general a nuestro caso particular. Recordemos

que la ecuacion de Langevin a estudiar es

0 =3[~ Ap6-Alo+rAG+ GVF
+eo Vi€, + \/62E Vidi (4.10

en la que el ruido estd caracterizado mediante

€x1) = 0,
(V-E(x,t)- V' - €(x, 1)) = —V*(x—x)o(t—1), (4.11)

Para ayudar a la identificacién con (4.1) vamos a redefinir el ruido mediante,
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CL =+Veo &y,

€
G = 50 Sk (4.12)
En estas condiciones se satisface que
C(x,1)) = 0,
! !/ / 1 ! !
(V-¢(x,8) - V' - ¢, ) = —eo(v?L + 5vﬁ)a(x X8t -1,  (4.13)

K (¢, x) coincide con la expresién entre corchetes de (4.10) (aparte del factor —ey/2) y
L(x,x') = —eo(V] + 3 V{)é(x —x'). Ahora, por aplicacion directa de (4.6) y el cambio

de variable simple ¢ — i¢, obtenemos finalmente el resultado buscado,

L@ = [ ddxdt{qS[at — (A AL - AL +7AL)]¢ - 25N -

N 1 .
—%"as(vi + 5vﬁ)¢}. (4.14)

Nétese que se han omitido las fuentes. El coeficiente lineal de ¢ lleva la informacién
sobre la parte determinista de la ecuacién de Langevin, mientras que el de #? coincide
con los elementos de la matriz del ruido. Por otro lado, la naturaleza gausiana del

ruido asegurd que no haya términos en ¢ superiores a los cuadréticos.

4.2 Desarrollos perturbativos

La principal herramienta para trabajar con una teoria de campos es un desarro-
llo en serie de potencias de una constante de acoplamiento? airededor de una forma
cuadratica que se puede resolver exactamente [Ami, Bnn, LBe, Par, ZJ]. Por ejem-

plo, si e ¢ fuera puramente gausiano, esto es, si se pudiera despreciar el término no

2Este y otros términos provienen de la teoria cuantica de campos, pero son de uso corriente en

mecanica estadistica.



84 Capitulo 4. Criticalidad

cuadritico gpA | ¢® en (4.14), entonces las integrales de (4.8) se podrian hacer de forma
exacta. Sin embargo, cuando T disminuye acercindose a 7, esta aproximacién no es
valida por cuanto 7 se hace indefinidamente pequenio lo que da lugar a la aparicién
de singularidades infrarrojas. Tomando en cuenta los términos de orden superior y
tratandolos como si fueran una perturbacién a la teoria gausiana, se puede demostrar
que los efectos de estas singularidades s6lo son dominantes por debajo de una cierta
dimensién espacial d., la dimensién critica. Ya hemos visto en el capitulo dos que
d. = 4 para el DLG con campo infinito, por lo que la aproximacién gausiana propor-
cionard una imagen correcta para dimensiones superiores a cuatro (si el operador que
se desprecia fuera peligrosamente irrelevante, entonces entonces habria que conside-
rarlo incluso por encima de d > d, para estabilizar la teoria). Si d < 4 entonces es
necesario tener en cuenta el término gdA | 3, pero aun asi la aproximacién gausiana
no carece de utilidad porque las funciones de correlacién del modelo se pueden calcu-
lar a partir de las de la teoria gausiana. Seguidamente vamos a analizar el DLG con
E = oo dentro de esta aproximacién. Después incluiremos los efectos del término no

cuadratico.

4.2.1 La teoria libre

Bajo el nombre de teoria libre o aproximacién gausiana se entiende la aproximacién
que resulta de hacer g = 0 en (4.14). En términos mas generales, recibe este nombre el
orden de aproximacion en el que se desprecien los términos mas alla de los cuadraticos
en un lagrangiano o en una ecuacién de Langevin. Es una aproximacién cruda que pres-
cinde todo aquello que impide tratar mateméticamente el problema de forma exacta
pero, como ya hemos visto, proporciona buenos resultados en dimensiones suficiente-
mente altas. Consideremos pues (4.14), que con g = 0 denotaremos L,. Usaremos la
siguiente prescripcién para las transformadas de Fourier,

d
ft)= [ (gw];d%é(k'xw)f(k,w), (4.15)

con lo que tenemos para L,
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{qg(k w)[ w+ — (k4 + 7k + kL ki )]¢(—k: —w) +
+929¢3(k,w)(ki + §kﬁ)¢3(—k, —w)}- (4.16)

expresion esta ultima que es conveniente escribir en forma matricial

~ / (ddk dw 1

Lo(¢,0) = @n)iana (é(—k, —w), ¢(-k, —w)) G™ (¢(k, w)> ; (4.17)

donde

a1 — eo(k3 + 3kf) w+ Lk (k* + 1) | (4.18)
—iw + Lk% (K* 4+ 7) 0
Introduzcamos ahora una fuente para cada tipo de campo con lo que podemos escribir

el funcional generador como

k du k,—w)d(k,w —-k,—w w
Zo(J,J) = / DpD ¢ o) G 3t (o)) (o —u)alw)) (4.19)
La notacién
é(k, w) J(k,w)
= J= : 4.20
o= () T(k,0) .20
permite escribir (4.19) de forma més compacta
dk dw 1
_[p we Llotg-1g4 gt ] 4.21
76 ew /(27r)d27r( 79676 +1'9) (4.21)

donde el simbolo t quiere decir traspuesto y complejo conjugado (recuérdese que al
ser los campos reales ¢*(k,w) = ¢(—k,w)). Para calcular (4.21) hacemos el siguiente

cambio de variable, ¢ — ¢ + GJ. Gracias a la hermiticidad de G™! tenemos

Zo(3) = Zo(0) exp (-;- / (gd’;d Z:JTGJ) (4.22)

donde
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: dik d
_ / DD exp( / Yo —1¢), (4.23)
2 )é 27‘(’
y
0 m
G = 1 LA . (4.24)
iw+Qk2 (k2+7)  w24(52)2k% (k2+7)2

De esta forma hemos conseguido factorizar Z(J) de tal manera que una de las
partes contiene la dependencia en las fuentes J y daré las funciones de correlacién por
diferenciacion funcional. La otra parte es independiente de las fuentes, no contribuye

por lo tanto a las funciones de correlacién y no es necesario calcularla. En concreto,

0 7 T ! 1 6220
G (k,w) = <¢(k,w)¢(k,w)>:§g5j(_k —0)8T(—k, ~w)|
1 5220 ~

Grk,w) = (p(k w)o(k,u)) =

Zo0J(—k, —w)0J(—k, —w)|

J=0
- 1 627,
G (k,w) = (dk,w)dk, ) = —— 0 . (4.25
11 ( ) (o( ok, w')) Z05J(—k, —w)6J(—k, —w) ( )
J=0
cuyos valores coinciden con los elementos de la matriz G, esto es,
—eo(ki + le)
G82(k7w) = 2 eg\217.4 22 : 2"
w? + (%)2k (k2 + 1)
Gyk,w) = 0 o _

; €0 1.2 (1.2

iw + k3 (k2 +7)
Las condiciones de causalidad se aprecian mejor expresando los propagadores en el
dominio del tiempo. Para ello basta con integrar en frecuencias siguiendo los contornos

en el plano complejo que se muestran en la figura (4.2.1) y aplicar el teorema del

residuo. Se obtiene para (p(k,t)¢(—k,0)) y (¢(k,)$(—k,0)) respectivamente

Go(k,t) = O(t)exp{ — k2 (k2 + 1)t}

2
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Figura 4.1: Contornos de integraciéon y polos: a la izquierda, C, y C_ corresponden a
GY, cont > 0y t < 0 respectivamente. A la derecha, C, y C_ son los contornos de

integracién adecuados para G, si t > 0 y ¢ < 0 respectivamente.

2 131.2
k1 + k|

0 (k,t) = —— 21
Gop (ks 1) k4 (k2 +7)2

exp{ - %"ki(k? +7)14}. (4.27)

Obsérvese que la funcién paso @ muestra la naturaleza causal de G;;. Nétese también

que de acuerdo con las condiciones de causalidad Gy = 0.

Concluimos esta seccién dando el valor de los exponentes criticos dentro de esta
aproximacién. Esto puede hacerse sin mds que identificar Gga(k,w) con el factor de
estructura dinamico S{k,w) definido en en el apartado de criticalidad del capitulo
primero. Alli vimos que, haciendo explicita la dependencia en 7, el factor de estructura

debe presentar las siguientes propiedades de escala

S(k,t,7) = Goa(k, t,7) = b " "Go(k/b, tb?, 7/b¥). (4.28)

Por simple comparacion es posible identificar los siguientes exponentes criticos:

n=0, v=1/2, z =4, (4.29)
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que coinciden con los que resultan de campo medio en equilibrio para el Modelo B. Por
leyes de escala se calcula el resto de exponentes [Sta]. Por ejemplo, para el exponente
8 se tiene que 8 = 1/2. Naturalmente, estos valores estdn de acuerdo con los que se

siguen del analisis dimensional.

4.2.2 Reglas de Feynman

La teoria libre, como cualquier aproximacién de campo medio, desprecia las fluc-
tuaciones del parametro de orden. Hemos visto que por encima de la dimensién critica
dichas fluctuaciones no son relevantes. Sin embargo, por debajo de d. juegan un papel
dominante. Esto hace necesario tener en cuenta los términos que se despreciaron en
la aproximacién gausiana si lo que se pretende es analizar la teoria cuando d < d..
Pero la inclusién de estos términos, equivalente a incorporar las fluctuaciones, acarrea
diversos problemas. Por ejemplo, el tratamiento analitico exacto se vuelve imposible.
Para resolver esta cuestién se tratan los términos no cuadraticos anadidos como una
perturbacion, es decir, se considera que son pequenos en algin sentido y se desarrollan
en serie. Lamentablemente este desarrollo perturbativo no estd exento de complica-
ciones ya que deja de ser valido en las proximidades del punto critico porque, conforme
T — T, el parametro del desarrollo, la constante de acoplamiento, diverge. Esto es
una manifestacién de la divergencia de las fluctuaciones en el punto critico. Veremos
en el siguiente apartado cémo sacar provecho de los métodos de renormalizacién en
teoria cudntica de campos para superar estas dificultades. Ahora estableceremos el
esquema perturbativo que permita tener en cuenta los términos que se despreciaron

en la seccién anterior.

Consideremos el funcional dindmico completo (4.14) y escribamos el funcional ge-

nerador asociado,

Z(j, J) = /Dq&Dq@e“ﬁf dizdt (Jg+7¢) %% [ dladt qSAJ_qb:" (4.30)

donde hemos separado explicitamente el término no cuadratico. Después de pasar de

posiciones a momentos,
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N o Lot [ L de (jgiig) € 9 / d%qy dw dqy dw,
_ J Gn Ed —— .« . X
Z(J,J) / DoD¢ e ) P13/ @rydor T (2n)d 2n

X(gm,z) (qu) (24: )é(ql,wl)---¢(q4,w4)}, (4.31)

1=1

que, usando la propiedad 6/6J(—k) exp(f J¢) = ¢(k) exp([ J¢), se puede escribir en

funcién de Zo(j, J) como

. € g dlq; dw; dq4 dw4( ) ( - ) ( : )
= .. 1 6 i 6 g X
2J.9) eXp{ 2 3! / (2m)d 27 7 (2m) 27 %m ;q ;;:w
5 )

X —= .
J(—qu, —wi) J(—(M’ —w4)

} Zo(J, J). (4.32)

La expresién superior permite, desarrollando la exponencial en serie de potencias de
la constante de acoplamiento g, calcular con el grado de aproximacién que se desee el
funcional generador. A partir de aqui, las funciones de correlacién se calculan derivando
con respecto a las fuentes e igualando posteriormente las fuentes a cero. La férmula

analoga a (4.9) en espacio de momentos es

Gnn(kla (:11, -y k’na wn) = = ~ H Z(J7 J) ) (433)
]I:I1(SJ(—‘ ],—w,-) i=1 (SJ( q;, ) J=J=0
que conjuntamente con la forma de Z;,
1 dq dw i
= - 4.34
%(3) = 20y exp (5 [ a5 9'63). (4.34)

reduce todo al célculo de muchas derivadas de tipo gausiano evaluadas en el origen.

Explicitamente
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Cada derivada funcional actuando sobre Z, genera un factor J o J. Dado que al final se
hace J = 0, para que el resultado total no sea idénticamente nulo alguna otra derivada
debe actuar eliminando este factor. Por lo tanto, las derivadas se agrupan por parejas
de todas las formas posibles. Estas consideraciones acerca del la forma de actuacién
de la derivadas constituye esencialmente el enunciado y la demostracién del teorema
de Wick. Por cada una de estas parejas aparece un elemento de matriz de G, es decir,
uno de los propagadores GY, o GY,. Asi pues, la expresién tipica de los términos del
desarrollo de Gy, en potencias de la constante de acoplamiento g, consiste en una
integral sobre las variables q; y w; de un producto de propagadores con las variables

k; y @; —que llamaremos momentos y frecuencias externos— sin integrar.

Claramente, este proceso es tedioso e implica manipular expresiones largas y com-
plicadas. Para evitarlo se introduce una notacién simple constituida por un conjunto
de diagramas conocidos como diagramas de Feynman. Las reglas de Feynman especifi-
can como asignar diagramas a cada expresién algebraica del desarrollo, el cual se lleva
entonces a cabo simplemente mediante la combinacién de gréaficos. Como paso final,
los diagramas se vuelven a traducir en férmulas. Damos ahora los elementos bésicos

para la cosntruccién de dichos diagramas en términos de momentos y frecuencias®.

Elementos para la construccién de diagramas

e Representaremos los dos tipos de propagadores mediante

G(l)l (q) w) = ANNANANANNNA————

G82 (q7 Cd)

Al primero de ellos lo llamararemos irreversible y al segundo reversible.

e Un vértice que proviene del término de interaccién ¢A | ¢3:

3Cualquier otra opcién, esto es, espacio de posiciones /momentos y tiempos/frecuencias, es factible.
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Gq, Wy
q1,w qs, W3
q2, w2
Reglas de Feynamn para las correlaciones
Para hallar la contribucién de orden O(g") a Gin(Q1, @1, - - -, Qns W) :

e Dibujar todos los posibles diagramas distintos que contengan N vértices y 2+ n
puntos externos, uniendo estos ultimos a los vértices mediante cualquiera de los
dos tipos de propagadores, de tal forma que 7 de los puntos externos emane una
linea ondulada y del resto, n, una lisa. Unir también los vértices entre si hasta
que de cada uno de ellos salga una linea ondulada y tres lisas, como en la figura
superior. Dos diagramas son distintos si no se pueden deformar el uno en el otro

moviendo los vértices o los puntos externos sin cortar ningin propagador.

e Etiquetar cada uno de los puntos externos con un par momento-frecuencia
(k;, ;) y cada propagador con (g;,w;). Los propagadores conectados a un punto

externo llevan la etiqueta del punto externo.

e Asociar a cada propagador su expresidn correspondiente, G, o GJ, segiin sea

reversible o irreversible.

e Asignar a cada vértice los factores ey/2g/3!, 2, siendo q el momento asociado
a la pata ondulada del vértice, y una delta de conservacion para los momentos

entrantes y las frecuencias.
e Integrar sobre todos los momentos y frecuencias internos.

e Multiplicar por (N!)~! y por un factor de simetria que dé cuenta del nimero de
formas en las que las lineas se pueden conectar respetando la primera regla y

dando lugar a un diagrama con la misma estructura topoldgica.
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e Sumar las expresiones resultantes para cada uno de estos diagramas.

A pesar de que la introduccién de los diagramas de Feynman suponen una gran
economia de calculo, es posible reducir el nimero de diagramas a tener en cuenta vy,
consiguientemente, simplificar ain mas el desarrollo perturbativo. Para ello conviene
notar que, segun las reglas que acabamos de enunciar, cabe la presencia de diagramas
desconectados, es decir, aquéllos compuestos por dos o més piezas disjuntas. En ellos
no todos los puntos externos son accesibles siguiendo las lineas internas partiendo de
otro dado. Naturalmente, las propiedades de un diagrama disconexo son idénticas al
pro‘ducto de sus partes disjuntas. Por eso cabe pensar en reconstruir una funcién de
correlaciéon completa a partir sélo de sus partes conectadas. A esta cuestién se refiere

el resultado que exponemos a continuacion.

Reglas de Feynamn para los cumulantes

Si en vez de calcular los momentos del funcional generador Z(J,J) calculamos sus
cumulantes, es decir, los momentos de W = log Z, entonces en el desarrollo de W,
y manteniendo las reglas anteriores, sélo intervienen diagrams conexos. A partir de

los cumulantes se pueden reconstruir las funciones de correlacién de forma sistematica

[Ami, Bnn, LBe, ZJ].

W (J,J) es el analogo a la energia libre de Helmholtz. Su transformada de Legendre
serd, pues, el equivalente a la energia libre de Gibbs. Sin necesidad de recurrir a
estas analogias formales, se puede explotar el hecho de que la expresién algebraica
de un diagrama compuesto por dos partes unidas por una tunica linea —es decir, que
amputando esa linea interna el gréfico dejaria de ser conexo— resulta ser igual al
producto de dichas partes. No hay integraciones que las liguen; sélo hay que incluir la
expresién del propagador que hace de nexo entre ambas partes. Por lo tanto, el nimero
de diagramas a considerar se ve reducido nuevamente. Sirvan estos comentarios para

introducir el siguiente resultado, que precisa y amplia lo expuesto hasta ahora.
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Reglas de Feynamn para las funciones vértice

Consideremos el funcional generador de los cumulantes de Z(J, J ) y su transformada

de Legendre con respecto a sus dos fuentes:

Xdlp dari-
(2m)d 27 L

L(p¢) = —log Z(J,J)+ [ ok, w)J(~k, —w)+p(k, )i (~k, ~w)], (4.36)

donde

d+1(510gZ/J J) ~

pk,w) = (2m) 57k, —) = (¢(k,w),)
logZ/J, :
olk,w) = (27r)d+16—0(g—/——))— (d(k,w)). (4.37)
Definimos ademds las funciones vértice como
; §"I(@, )
Ffln k y W ,"'7kﬁ ny Witn) = 27 (d+1)(A-+n) ~ ’
( b * * ) ( ) 5<P(—k1,'—w1)---5<P(—kﬁ+n,—wﬁ+n)\

(4.38)

con lo que se tiene entonces el siguiente desarrollo:

T(@, p) = Z n'%,' / d%kydw, . .. A%k ndwiin@(—k1, —w1) . .. p(=Kign, —Witn)Tan
" (4.39)
En estas condiciones es ficil demostrar que G=! = T, es decir, la matriz de las funciones
a dos cuerpos coincide con la inversa de ia matriz de las correlaciones a dos cuerpos.
G~! ya fue calculada en (4.18) dentro de la teoria libre, de manera que en el marco

de dicha aproximacidn se tiene

Mkw) = (GUkw)  =iw+ 2k (K +7),

2
Gy (kaw) 2 1 2
- |G?012<k,w>|2 = eolkL + ki),

Y% (k,w) = 0. ' (4.40)

Fg‘z(ka w)



94 Capitulo 4. Criticalidad

Puede demostrarse [Ami, Bnn, LBe, ZJ] que las reglas de Feynman para calcular
las funciones vértice coinciden con las de las correlaciones salvo por las siguientes

modificaciones:

e La aparicién de un signo menos global.

e No hay que considerar aquellos diagramas tales que si se les cortara alguna linea

interna dejarian de ser conexos.

e No aparecen los propagadores asociados a lineas externas, aquellas que enlazan

puntos externos y vértices. Se habla en este caso de em diagramas amputados.

Finalmente, vamos a comentar brevemente cémo se manifiestan las condiciones de
causalidad en forma de reglas diagramadticas. Para apreciar mejor dichas condiciones es
preferible trabajar en espacio de momentos y tiempos, en vez de momentos y frecuen-
cias. En ese caso cada linea tiene asociados los tiempos del propagador que representa.
No existe ninguna ligadura cronoldgica en el orden temporal para el caso de los propa-
gadores reversibles. En cambio, en los irreversibles, se da la circunstancia de que la

eleccién de tiempos no es arbitraria:

ANNNNNANAN————————— t < t.

t t
Esto es simplemente consecuencia de la funcién € que aparece en (4.27). Debido a
que en la eleccién de Ito #(0) = 0, entonces es evidente que cualquier diagrama que

contenga algin elemento como los siguientes serd idénticamente nulo:

La eleccion o = 1/2, coincidente con el esquema de Stratonovich, contiene un

término extra en el lagrangiano que genera diagramas que no aparecerian si se usa
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el cdlculo de Ito (en general, en cualquier esquema con a # 1 se dard este caso).
Tales diagramas se cancelan con otras contribuciones que tienen su origen en que en
el cdlculo de Stratonovich §(0) = 1/2, mientras que para Ito 8(0) = 0. Por lo tanto,

ambos esquemas son equivalentes. Véase al respecto, por ejemplo, [Bau, Jan79).

4.2.3 Desarrollos a un loop

Hemos calculado las funciones de correlacién y las funciones vértice como serie
de potencias de la constante de acoplamiento g. Existen, no obstante, otros tipos
de aproximacién, también sistemédticos, en los que el pardmetro de la expansién no
es la constante de acoplamiento. Aqui vamos a seguir el desarrollo en el nimero de
loops, que organiza los diagramas de acuerdo con el nimero de “loops” (o integraciones
internas) que contienen. Puede demostrarse que si £ — a~'£, donde a es un pardmetro
pequeno, entonces el desarrollo en el nimero de “loops” es una expansién en potencias
de a. [Ami, Bnn]. En teoria cudntica de campos # juega el papel de a, y por lo tanto el
desarrollo en en el niimero de “loops” es un desarrollo en potencias de & alrededor de la
teoria cldsica. El orden més bajo de aproximacién lo constituye la aproximacién arbol?,
que involucra diagramas que no contienen ningin “loop” y que puede demostrarse que
es equivalente a campo medio [Ami, ZJ]. En la figura (4.2) se muestra el desarrollo de
las funciones vértice I'y; y I';3 hasta orden un “loop”, que es el orden de aproximacién

que vamos a considerar en los calculos.

4.2.4 Divergencias en teoria de perturbaciones

Hemos visto en las secciones previas que es conveniente centrarse en las funciones
vértice, dado que son relativamente faciles de calcular y una vez que son conocidas se
pueden evaluar las funciones de correlacion rapidamente. Pero cuando la dimension del

espacio es suficientemente grande, tanto unas como otras pueden sufrir de divergencias

1También es conocida como aproximacién de fase aleatoria, “steepest descent”, método del punto

de silla, aproximacién de Landau, etc, segin preferencias y el contexto.
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-1
'y = ('\/VVVV\/\/\/—— ) +

e

Figura 4.2: Arriba, la funcién vértice I'y; a orden un “loop”, que incluye la primera
correccién al propagador irreversible. Abajo, también la primera correccién, en este

caso al vértice.
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ultravioletas cuando el momento ¢ asociado a alguna integracién interna tiende a in-
finito. Es el objetivo de esta seccién hallar qué funciones vértice son las que presentan

este problema, de cuya solucién nos ocuparemos en las préximas.

Para determinar si un cierto grafico correspondiente al desarrollo de una funcién

vértice diverge en el limite uiiravioleta,

hay que estudiar las propiedades asintéticas
del integrando. Esquemadticamente, la integral sobre q se comporta como [ A dg ¢’; si
6 +1 > 0 entonces la integral diverge como A%*!(In A)?, donde p es un niimero entero;
si 6 +1 = 0, la integral diverge como (InA)?; y si 6 + 1 < 0, entonces la integral
converge en el ultravioleta. J es el nimero de potencias de momento del numerador
del integrando menos el nimero de potencias del denominador, también llamado grado
de divergencia superficial de diagrama. Cuando hay més de un “loop” la situacién es
mas compleja y 4 es funcién tanto del nimero de “loops”, como del de lineas internas,
vértices, etc., del diagrama. Para calcularlo se puede recurrir a argumentos de cardcter

topolégico, o bien, como serd nuestro caso, de tipo dimensional.

Dimensiones

Ofrecemos ahora la recopilacion de las dimensiones de las principales magnitudes pre-

w

entes, segin se deducen de

k] = b, [p] =67, [g] =0b*4,
W] =0 @)= b, [[an] = bten = b= §G+n-24n—itd

Con ayuda de las dimensiones que acabamos de mostrar se puede calcular el grado
de divergencia de un diagrama. Como se puede comprobar ficilmente, d;,, que asi lo
llamaremos a partir de ahora para hacer explicito que es el asociado a un diagrama de

n patas onduladas externas y n lisas externas, es igual a

Oiin = din — 2N, — v(4 — d). (4.41)

v es el nimero de vértices y N el nimero de lineas onduladas externas conectadas a

un vértice. Como I[';, es proporcional a ¢” por la integral, entonces la dimensién de
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esta ultima debe ser igual a la de I';, dividida por la de ¢g”. El término Ng surge por

la integracién de algunas § de Dirac que eliminan variables [Bau].

Como observacién importante, resaltamos que 65, depende del orden teoria de per-
turbaciones a traves del término v(4 — d). Por lo tanto, existe una dimensién especial,
en este caso d. = 4, para la cual el nimero de divergencias es independiente de v.
Notese que para d > 4 las divergencias son cada vez més severas conforme se incre-
menta el orden de la teoria de perturbaciones. Para estas situaciones se dice que la
teoria no es renormalizable. Serd super-renormalizable si d < 4 'y renormalizable si
d = 4. Como resultado general se tiene que la condicién necesaria y suficiente para
que las divergencias de las funciones vértice sean independientes del orden de la teoria
de perturbaciones es trabajar en una dimensién tal que la constante de acoplamiento

sea adimensional.

La aplicacién de (4.41) trabajando en 4 dimensiones nos permite hallar las funciones

vértice divergentes. Procediendo sistemdticamente:

e Sin =0, 'y, =0 por causalidad.

e Si 7t = 1, entonces el diagrama es de la forma

Por lo tanto, Ng =1y d, =3 — n, que sélo es positivo cuando n > 3.

e Si i = 2, entonces se tiene
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Figura 4.3: Diagramas divergentes a 1 “loop”: a la derecha el correspondiente a I'3; y

a la izquierda el de I'y;.

Asi pues, Ng = 2 y no existe n tal que dy, > 0.

Es inmediato comprobar que si 7 > 2 el caso 7 = 2 se repite.

De forma que, como I'jg = 0, las dnicas divergencias estdn en 'y, ['yp y T'is.
Pero como I';5 no existe, como se deduce facilmente de la férmula de origen topolédgico
4v—(Ai+n) = 21, siendo I el nimero de lineas internas, concluimos que las divergencias
se muestran exclusivamente en 'y, y I'j3. Los diagramas correspondientes a orden un

“loop” se muestran en la figura (4.3).

Como ultima precisién antes de pasar a la siguiente seccién, comentaremos que
si s, recibe el nombre de grado “superficial” de divergencia es porque aunque un
diagrama pudiera ser superficialmente convergente, debido a subintegraciones podria
diverger. Los diagramas que son divergentes sin que contengan un subgrafico divergente
se llaman primitivamente divergentes, o que presentan divergencias primitivas. Son,
naturalmente, las divergencias primitivas las que interesa localizar. En el caso de los
diagramas de la figura (4.3), debido a su estructura simple, puede comprobarse sin

dificultad que son primitivamente divergentes.

4.3 Los exponentes criticos

Las divergencias que acabamos de encontrar demuestran que la teoria de campos
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que queremos construir no se puede definir directamente a partir del desarrollo per-
turbativo sin hacer algin cambio. Es posible eliminar estas divergencias absorbiendo
los infinitos mediante una redefinicién de la masa, la constante de acoplamiento y los
campos. La estrategia a seguir consiste, pues, en modificar la teoria para momentos
grandes (distancias cortas) de tal manera que los nuevos diagramas de Feynman sean
cantidades finitas y bien definidas y tal que, cuando un cierto pardmetro de control se
aproxime a un cierto limite, se recupere formalmente la teoria de perturbaciones ori-
ginal. A este procedimiento se le denomina regularizacidn. Existen muchos métodos de
regularizacién, cada uno de ellos con sus ventajas e inconvenientes. El més sencillo es la
introduccién de una cota superior en el espacio de momentos o “cutoff”, con lo que se
restringe las integrales sobre ¢ a |q| < A. Aunque 1til en argumentos heuristicos, este
procedimiento es impracticable salvo para casos particularmente sencillos. Otras op-
ciones son la regularizacién de Schwinger, Pauli-Villars, la regularizaciéon dimensional
o la regularizacién en una red. En general, la regularizacion dimensional es la que da
lugar a los célculos perturbativos mas simples [Ami, ZJ]. Dicho brevemente, en regu-
larizacién dimensional se prolonga analiticamente el valor de la dimensién espacial, d,
a valores complejos arbitrarios en los diagramas de Feynman. Para ello se aprovecha
el hecho de que los términos del desarrollo perturbativo convergen en dimensiones su-
ficientemente bajas. Las integrales, consideradas dependientes del valor complejo d,
son funciones analiticas dentro de un cierto circulo en el plano complejo, circunstan-
cia que se usa para prolongarlas analiticamente a todo el plano. En el dominio en el
que la integral converge es igual a su expresién regularizada, mientras que el hecho
de que para alguna dimensién la integral diverga se traduce en la aparicién de polos

dimenstonales. Es decir, la funcién obtenida por continuacién analitica es meromorfa.

El papel de la renormalizacién es eliminar las singularidades en d, y hacer la teoria
finita En nuestro caso son los polos en d = 4 los que hay que considerar, motivo por
el cual introducimos la notacién ¢ = 4 — d. en el nimero de dimensiones en que es
renormalizable [Ami]. Para ello empezamos por definir una constante de acoplamiento

adimensional
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£

u= A, (4.42)

donde A, es un factor numérico conveniente que se fijara mas adelante. En segundo
lugar introducimos unos nuevos parametros renormalizados 7g y ug, relacionados con

los originales o desnudos mediante

TR = ZTT7

La relacién entre funciones vértice desnudas y renormalizadas es

Ffllzn(kh s 7kﬁ, kﬁ+la s 7kﬁ+n; UR, TR) = (444)
= Z"2 7205 (K, - . -, Ki, Kagds - - -5 Kivgn U, 7).

Las constantes de renormalizacién Z se calculan orden a orden en el desarrollo en el
nimero de “loops”, absorbiendo la parte singular del desarrollo de Laurent en € de

las funciones vértice divergentes. Para ello recurrimos a las siguientes condiciones de

normalizacion:

€0
akzlrﬁo = 5TR
daTRlo = %OTE/QAE‘luR. (4.45)

Por conveniencia el punto de normalizacién es k; = w; = 0 y 7 = u?, donde p es una

escala de momento arbitraria. Las funciones vértice divergentes a orden uno son

Fll = Zw+e§0ki(k2+7')+D1,

donde Dy y D, corresponden a los diagramas izquierdo y derecho respectivamente de

la figura (4.3). El valor de las integrales asociadas a cada uno de los diagramas, I, e
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I, se calcula explicitamente en los apéndices (A4.3) y (A4.4). Gracias a la eleccién
del punto de renormalizacién, la segunda de ellas, I3, puede hacerse a momentos y
frecuencias externas nulas, lo que facilita extraordinariamente su calculo. I; no presenta
este problema. Por otra parte, los factores de simetria son 3 para D; y 2332 para D;.

Todo esto nos permite escribir

geo, o 5 .l
D, = 3=—k -
! 312 132720 o
2932 ;gey 5 7?1
D, - 9 e : 4.47
? 2! (3!2)327r2 e € (4.47)
con lo que, escogiendo A, = 5/6472, tendremos
€o geo 5 .1 e [ 57'_6/2g] €o [ u]
G Tuly = Lpyd0 2 epl e fy 9 [ Y,
i Titlo SERET L iy e K e
O Tralo = e—er_lTE/?u{l—g]. (4.48)
L 2 5

Por lo tanto, los factores Z desarrollados en serie de potencias de la constante de

acoplamiento son

Z, = 1+§+O(u2),

Z,=1- g +O(u?). (4.49)

Escribimos ahora las ecuaciones del grupo de renormalizacidon, que reflejan que las
funciones vértice desnudas, consideradas como funciones de los pardmetros desnudos,

son independientes de p:

140, Tiim = 0, (4.50)

donde la derivada se toma con 7 y u constantes. Sustituyendo (4.45) en (4.50) y
notando la dependencia implicita de TZ, de p a través de ug y 7 se obtiene la siguiente

expresion:

(10, + BBuy, + COr, | TR, = 0. (4.51)
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Los coeficientes v (, llamados funciones flujo porque muestran cémo cambian las

magnitudes up v 7g cuando la escala p varia, vienen dados por su definicién usual
[Ami, ZJ]

Blug) = yaﬂuR,

C(UR) = /zaﬂ(ln TR), (452)
Tras un célculo breve se llega a
Blur) = —eup+ug+O(up),
C(ug) = 2—wur+O(u%). (4.53)

La variacién de las funciones vértice, y por lo tanto de las funciones de correlacién,
bajo cambios en la escala de los momentos permite la identificacién de muchos ex-
ponentes criticos. Esto se debe a que las funciones vértice sélo dependen en realidad
de una combinacién particular de las variables basicas. Lamentablemente, puede de-
mostrarse (normalmente resolviendo las ecuaciones del grupo de renormalizacién por
el método de las caracteristicas [Ami, Bnn]) que dichas propiedades de escala son com-
plicadas y muy alejadas del comportamiento tipo ley de potencia que se observa en los
experimentos. No obstante, existe un caso especial en el que se recupera ese compor-
tamiento simple, cuando la constante de acoplamiento alcanza un valor tal que no se
ve afectada por cambios adicionales en la escala. Dicha situacién viene caracterizada
por B(ug) = 0, y a los ceros de esta ecuacién, u}, se les denomina puntos fijos. Depen-
diendo del valor de la derivada de la funcién 3 en u}, la constante de acoplamiento
renormalizada fluird, partiendo de un entorno de u}, hacia su valor en el punto fijo en
limite de momentos altos o bajos (nunca en ambos). En el primer caso se dice que el
punto fijo es estable en el ultravioleta, de lo contrario es estable en el infrarrojo [Ami.
Son estos tltimos los que controlan las propiedades macroscépicas. Resolviendo pues

B(ur) = 0 es inmediato hallar
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uRp = €. (4.54)

El primef;) de ellos es estable en el infrarrojo si d > 4; las funciones de correlacion
a largas distancias vienen caracterizadas entonces por ug = 0, lo que da lugar a un
comportamiento tipo campo medio, cosa que por lo deméas ya habiamos deducido con
anterioridad. Por otro lado, cuando d < 4, se vuelve estable en el ultravioleta y es el
otro cero es que se transforma en estable en el infrarrojo y controla las propiedades
a largas distancias de la teoria. Asi pues, estamos ya en disposicién de calcular los
exponentes criticos para dimensiones inferiores a d.. Por ejemplo, el exponente 7, la
dimension anémala del campo, es 7 = 0 dado que a un “loop” no ha habido necesidad
de renormalizar el campo. Para el exponente v, que controla la divergencia de la
longitud de correlacién con la temperatura, tenemos v~! = ¢* = ((u}) [Ami], lo que
da lugar a
1 e

vV = 5 -+ Z + 0(52) (455)

Compdrese este valor con el obtenido en [Jan86], v = 1/2, de donde se comprueba que
la versién continua del DLG con campo infinito pertenece a una clase de universalidad
distinta tanto de la de campo medio, como de la de Janssen et al. Otros exponentes

pueden deducirse a partir de leyes de escala. Por ejemplo, para el exponente 3 se tiene

f=5(d—2+n), (4.56)

que en este caso es equivalente a

1
=13, (4.57)

o bien, segtn la definicién del exponente critico dindmico [Bau), z =4 - (* =4 —¢.

Comentarios

Recogemos en la tabla (4.1) los valores de los exponentes criticos v, 7, 8y z en las aprox-
imaciones de cero “loops” (4.29) y un “loop”. El siguiente orden de aproximacién, a 2

“loops”, acarrea modificaciones en los valores calculados previamente. Es importante
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Figura 4.4: Contribucién a orden 2 “loops” a I'y;.

destacar que estas modificaciones no son sélo cuantitativas, sino también cualitati-
vas. En efecto, la correccién a dos “loops” al propagador, cuyo diagrama se muestra
en la figura (4.3), al contrario que la correccién a 1 “loop”, depende de momentos
y frecuencias externas. A dos “loops” habra pues que renormalizar los campos y el
coeficiente eg. Ademds, este diagrama depende de las frecuencias y las componentes
paralela y perpendicular de los momentos externos de forma asimétrica. Ello implica
que es en este orden de aproximacién cuando se introduce la anisotropia en el valor
de los exponentes. Por ejemplo, la relacién (4.56) deja de ser vélida en situaciones
anisotropicas, en cuyo caso hay que recurrir a métodos similares a los expuestos en el
capitulo primero referentes a la renormalizacién de la teoria de Leung et al. En cuanto
al célculo de integrales, es ficil ver que la asociada al diagrama (a) de la figura (4.3)
es simplemente I? y la del diagrama (b) y la de (c) son a su vez iguales. Por lo tanto,

para obtener resultados a dos “loops” hay que evaluar 5 nuevas integrales.

v nl| B z
Campo medio 1/2 0|1/2| 4
Orden 1 “loop” | 1/2+¢/4|0|1/2 |4—¢

Tabla 4.1: Valores de algunos exponentes criticos en campo medio v la primera cor-

reccion a 1 “loop”.
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(b) (c)
(e) (f)

Figura 4.5: Contribucién a orden 2 “loops” a I'y3.



Apéndice 4

A4.1 Calculo del funcional generador

Al

onsideremos una ecuacién de Langevin de forma general

Op(x,t) = K(,x) + £(x, 1), (A4.1)

donde el ruido esta caracterizado por

€x,t) =0,
(€(x,08(" 1)) = L(x,x)o(t—1).

(A4.2)

Para calcular Z¢(J), segin fue definido en (4.4), nos valemos de la identidad

1= / pS[I5(Sx.1)], (A4.3)

donde 4 es la delta de Dirac y DS es una medida de integracién que indica “suma sobre
todas las posibles configuraciones de la funcién S(x,t)” y que, de forma mas precisa,
se puede definir en una red de espaciado @ y N nudos como la expresién continua de

un producto discreto de diferenciales:

N

DS = lim N (a) [] dS.. (A4.4)

a—0

2=1

107
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El factor A(a) se escoge para que el limite exista al menos en los casos més comunes
y su valor concreto no es necesario precisarlo. Esta claro que la definicién (A4.4) es
puramente formal y que su existencia como medida de integracién requiere un estudio
mucho m4s profundo. Un tratamiento riguroso se puede encontrar en [Gli], aunque
para nuestros propésitos la exposicién dada es suficiente. Hagamos pues uso de (A4.3)

con

S(X, t) = at¢(x7 t) - K(¢a X) - f(X, t): (A45)

para implementar la ecuacién de Langevin. Tendremos,

(Ze(7)) = < / DS[E(SS(X, )] exp / e dt J(x,1) b(x, t)>, (A4.6)

que mediante un cambio de variable es posible expresar como

(06— K — €)] exp [ % dt T(x,1) p(x, t)> (A4.7)

~( /ool

El cédlculo del jacobiano de la transformacién conduce a

6S
¢

El parametro o, 0 < o < 1, es el resultado de la discretizacién de la ecuacién de

= exp ( (1-« /dda: dt —K (o, )) (A4.8)

Langevin, un proceso necesario para calcular el jacobiano. Aunque el valor de « es
arbitrario, las elecciones mds corrientes son & = 1 y o = 1/2, que corresponden a los
calculos de Ito y de Stratonovich respectivamente. Como tuvimos ocasién de ver en el
capitulo dos, el resultado depende en primera instancia del esquema de discretizacion

escogido.

Es conveniente recurrir ahora a otra identidad,

H(S(f(x, t)) = /Déexp {i/dd:v dt ¢(x, ) f(x, t)}, (A4.9)

que junto con (A4.8) nos permite escribir
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(2c01) = ( [ 60 e [ ' 05 htc) - 1 - T

+ig(Bup — K (x,1) — £(x, t))] >

(A4.10)

Finalmente, el promedio sobre el ruido se puede efectuar explicitamente recurriendo a

(A4.2). En ltima instancia se tiene

(Ze(J)) = / DéD exp / dz dt {J(x, 0$(x, 1) + i(x, 1) [ — K (¢, x)] -
~1- ) B [ty )L )b 1))

(A4.11)

A4.2 Identidades ttiles

Recogemos en la primera seccién de este apéndice algunas identidades ttiles para
resolver las integrales que aparccen en el capitulo cuatro. Casi todas ellas pueden
encontrarse en la bibliografia basica sobre teoria de campos [Ami, Bnn, Itz, LBe, ZJ] o

bien en [Grd]. En las dos secciones subsiguientes se hace el calculo explicito de dichas

integrales.

e La funcion I" de Euler:

Por definicién

Ma+1) = /Ooo dr e “x°. ' (A4.12)

Se cumple entonces que I'(a + 1) = al'(a) y ademds se tienen los siguientes
desarrollos de Laurent alrededor de 0 y -1 que son necesarios en el desarrollo en

g
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1 1 2 1 2 2
2[7 +67r]a+0(a),

[a—1) = ———(1—7)—%[(1—7)2+%7r2+1 a+ 0(a?).

o

(A4.13)

Los desarrollos son vélidos en —1 < o < 1 y v es la constante de Euler, definida

por v = lim [0, = —logn] =0,57721. ...

e La funcién Beta:

o t)ﬂ—l — I‘(Oé)]._‘(ﬁ)

B(a,ﬂ)z/oldt =11 s

e Parametrizaciéon de Feynman:

n a;—1
1o = o f don eSS

Z

e Una integral ttil:

diz B Wd/zF(O‘ — 2d)

_ 2 _ 2d/2—a
(2?2 +2x - p + ?) () (=7)

A4.3 La integral [;

q,w

1
g duw —60(Qi+g<Jﬁ)

(> aixi)zi o

Il =/ (27T)d§

La integracién en frecuencias es inmediata y da lugar a

diq 1 qﬁ
I = — / / = L + I
L Crig+r 2] Crig(@+nz TP

2
€
w2+-fq7 (g2+7)?

(Ad.14)

(A4.15)

(A4.16)

(A4.17)



Apéndice 4 111

I, se puede calcular por aplicacién directa de (A4.16). Se tiene

1

he =~ Gamym

I(1 —d/2)r%* 1, (A4.18)

En cuanto a Iy, realizaremos primero la integral sobre ¢, usando la parametrizacion

de Feynman:

/ d4lq, 1 _ Parametrizacién de Feynman
(2m)4" ¢} (¢ + g + 7) ar = ay = 1;a1 = q},2 = q} +m?
N —
m2
2I'(239) ds
= 2 a1 (m2) 2,
(d—3)(4m)z

(A4.19)

Para la integracion de (A4.19) sobre g, conviene hacer el siguiente cambio de variable

dq _ Tt
/ %qﬁ(qﬁ + 7)475/2 = [qﬁ =7 t} = B(3/2,1 —d/2), (A4.20)

donde se han obviado los factores numéricos. Finalmente, llamando como es habitual

€ =4 — d y haciendo uso de (A4.13) y (A4.14), se tiene

1—¢/2
or 1 (A4.21)

L=Lo+t1u= 3977 =




112 Capitulo 4. Renormalizacion

A4.4 La integral I,

k1+k2—q,w1+w2~w

ki, wy k3, ws
k - k1 + k2
ko, wo k4, wy
q,w
; _/ dlg do —eo(q + 3af) (k—q)?
2 = — , > )
(@r)12m o2 4 Sgd (g2 4 )2 iwr w2 —w) + Pk~ Q)T [(k —a) +7]

La integracion en frecuencias es un ejercicio simple de integracién en el plano

complejo y de aplicacién del teorema del residuo:

29 9

Contorno y polos para la integracién en frecuencias de Is.

o [ 4% —(dl + 34)) (k — q)2
? 2m)d (2 +7) i(wr +wo) + LA (@ +7)+ (k- @ilk— g2+ 7]

(A4.22)

Como ya se ha comentado en el la seccién correspondiente, es suficiente evaluar I,

en momentos y frecuencias externas nulas:

[ dY ¢t +3af
(2m)4 e9q? (¢? + 7)?
1 pdlqg 1 1 / d’q i
(2m)d g3 (% + 7)?

= Ipq + Io.

eod (2m)d (@2 +7)2 2
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(A4.23)
I, se puede calcular por aplicacién directa de (A4.16),

. F(2 B d/2) d/2-2
Iga = —WT . (A424)

En Iy, se hace uso de la parametrizacién de Feynman para la integracién en el sub-

esapcio que hemos llamado perpendicular:

/ dvlq, 1 _ Parametrizacién de Feynman _
(2m)4=1 g3 (¢] + (I12| +7)2  |ar=1lm =22 =q},a, = ¢} +m?
N’
m2
7-d
= TGy
(d-3)(dr) T
(A4.25)
La integracién sobre ¢ requiere del siguiente cambio de variable
t
/2 gi(qf + 7)1 = [qﬁ IT t] = B(3/2,2 — d/2), (A4.26)

que permite obtener, tras la aplicacién nuevamente de (A4.13) y (A4.14), el resultado
final
577¢/2 1

—. A4.27
3272 ¢ ( )

Iy =1Do+ Iz = —



Capitulo 5

Modelos relacionados

En los capitulos precedentes nos hemos centrado en un modelo muy concreto:
el gas reticular con arrastre y sus estados estacionarios. Aunque rico en estructura,
las especificaciones que definen el DLG son muy simples, y es esta combinacién de
simplicidad en el modelo y riqueza en la fenomenologia la que ha impulsado el interés
en el estudio de otras variantes del DLG. Es natural, pues, considerar modificaciones
del “modelo estdndar” con objeto de indagar méas a fondo en la relacién entre las
especificaciones microscépicas del modelo y sus propiedades macroscépicas colectivas.
Las posibles variaciones a considerar incluyen condiciones de contorno distintas de las
periédicas [Val89], campos externos aleatorios [Sch91, Sch93], interacciones repulsivas
[Leu89], interacciones anisotrépicas [Sha], impurezas distribuidas por la red [Sch96],
etc. En este capitulo analizaremos tres de ellas: el DLG con campo aleatorio, el modelo
de dos temperaturas y el DLG en dos planos. Entre los criterios que justifican esta
eleccién prima el de la comprobacién de la aplicabilidad del formalismo introducido
en el segundo capitulo. Pero ademas, las variantes que hemos elegido pueden ayudar
a dilucidar algunas de las cuestiones abiertas sobre el DLG, en especial la influencia

de la corriente (DLG aleatorio) y de la interfase (DLG en dos planos).

114
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5.1 EI DLG con campo aleatorio

El DLG com campo aleatorio [Sch91] (RDLG a partir de ahora) en un gas reticular
coi aiiasire sometido a la accién de un campo eléctrico que fluctia en intensidad en el
tiempo de acuerdo con una distribucién p{F(x, t)] con correlaciones espacio-temporales
tipo 4. Por hipétesis, p[E] es una funcién par. Por ejemplo, una de las mas simples es la
bimodal, 3[6(E + E,) + 6(E — E,)], que es ademds la mas empleada en simulacién con
E, infinito de forma efectiva. Otra distribucién facilmente implementable la gausiana.
En general se espera que todas las distribuciones pares y con correlaciones espacio-
temporales de corto alcance den las mismas propiedades colectivas en el limite de

tiempos y distancias grandes.

El RDLG es mds sencillo de realizar en el laboratorio que el DLG puesto que,
como ya hemos comentado, un campo toroidal espacialmente uniforme y constante en
el tiempo requiere un flujo magnético creciente linealmente en el tiempo. Pero, adema4s,
también presenta una mayor simplicidad analitica que el DLG por cuanto que no se
induce ninguna corriente estacionaria y se respeta la simetria particula-hueco. Sin
embargo, el sistema no alcanzard el estado de equilibrio y compartird muchas de las
propiedades interesantes del DLG. En particular, ambos sistemas ganan energia del
campo externo cuando se producen saltos en la direccién del campo, mientras que la
ceden al bano térmico via saltos transversales. Abundando maés en las similitudes entre
ambos modelos, diremos que RDLG también muestra un cambio de fase de segundo
orden cuando ¢ = 0.5 desde un estado desordenado a otro ordenado caracterizado
por una banda de alta densidad, paralela a la direccién del campo, embebida en un
medio enrarecido. De hecho, las configuraciones tipicas de las fases ordenadas de ambos

modelos son indistiguibles [Che].

Consideremos la descripcién mesoscopica del RDLG. Como en el caso del DLG, se
puede proponer una ecuacién de Langevin basdndose en criterios de simetria exclusi-
vamente. Siendo la tinica diferencia con el DLG la ausencia de una corriente promedio,
el resultado debe ser simplemente la ecuacion de Leung y Cardy [Leu86] expuesta en

el capitulo primero pero sin la presencia del término éhmico €V||¢2:
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Orp(x,t) = M (7L — 0L V) VS + (1) — o V1) Vig — 20 Vi Vi g +

+%(Mvi¢3 + R Vi — (Vi€ Vg (5.1)

Hay que recordar que aunque los términos lineales de ‘(5.1)7 yvlas correlaciones del
ruido son idénticas a las de (1.19), los pardmetros mesoscopicos son funcién de los
microscépicos mediante un promedio adecuado. De manera que, aunque represenata-
dos por los mismos simbolos, los coeficientes de la ecuacién de Langevin del DLG
y el RDLG deben considerarse distintos. De hecho, no hay ninguna razén para es-
perar que las funciones de correlacién a dos cuerpos medidas en simulacién del RDLG
se parezcan a las del DLG, excepto en algunos aspectos genéricos tales como el de-
caimiento algebraico, etc. No obstante, para campos grandes no se aprecian diferencias
[Hwa91, Hwa93]. Por lo demds, los ingredientes mas importantes del RDLG estén pre-
sentes en su equivalente de campo constante: la constante de difusion, o temperatura
efectiva, es mayor en el subespacio paralelo; la matriz de las correlaciones del ruido no
es proporcional a la matriz de difusién como consecuencia de la violacién del teorema
de fluctuacién-disipacién. Sin embargo, en el andlisis de las propiedades universales la
diferencia clave entre ambas ecuaciones estriba en que en la Langevin del RDLG el
término gV ¢* sustituye a £V¢? como la no linealidad m4s relevante. Omitiendo los
detalles del cdlculo, que pueden encontrarse en [Sch91, Sch93|, simplemente comen-
tamos los resultados de dicho anélisis. La dimensién critica pasa a ser d, = 3, y las
predicciones del calculo tipo grupo de renormalizacién a orden de 2 “loops” dan lugar a
los siguientes valores de los exponentes criticos: 3 = 0.32,v = 0.63 y n = 0.04 [Sch93].
Por razones que quedaran claras mds adelante, no comentamos ahora los resultados

de simulacién y los retrasamos hasta la préxima seccién.

La construccién de una teoria de campos para el RDLG tal y como la acabamos de
exponer, presenta los mismos inconvenientes que ya discutimos al hilo del estudio del
DLG. En definitiva, este método de proceder supone que sélo las simetrias globales
y las leyes de conservacién determinan las propiedades macroscdpicas, hipdtesis que
se puede ver afectada por las sutilezas propias de los modelos alejados del equilibrio.

Creemos que la afinidad entre el RDLG y el DLG permitira reconocer en el primero
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las misma influencias dinamicas que ya hemos hallado en el segundo. Por lo tanto,

vamos ahora a abordar dicho analisis mediante el formalismo del capitulo segundo.

Consideremos nuevamente la ecuacién maestra en el continuo que caracteriza la

evolucion temporal de la probabilidad asociada a una configuracién C,

aP(C) = X [ dnfln) [ dr (5.2)
x{W[C™® — CIP,(C™) = W[C — C™P,(C)}.

Recordemos que

C™T = {p(x) + eV, d(x — 1) }xere (5.3)

y que las probabilidades de transicién son tales que

W[C — C™] = D (H(C™) — H(C) + Hg(C — C™)), (5.4)

con

Hp(C = C™) =na-E(1 — ¢(r)?) + O(e). (5.5)

El célculo se repite ahora de forma idéntica a la del capitulo dos hasta (2.28), después

del recuento dimensional con o = 1:

0
Op = —6—(2—2 [A?LQS +A A9~ b2TA ¢ — bd—4%Al¢3] +
+H/(E) [A LA+ A — b2 Ayg — b I A g7 — 58 2EVH¢2] +
2
—|-h”(E) [b(d_4)/27_2v” (V||¢)2 + bd_4§TEA||¢3 + b3(d—4)/2E2V“¢4] —_

hIII (EI)

_b(5d~16)/2 E3
6

V”d)" -+ 6(0)1/2 Z Vi + 6(E)1/2VHC“. (5.6)
L

Es a partir de este momento cuando hay que realizar los promedios sobre el campo

eléctrico, del tipo EMAh) ademis de (/2{E). Como consecuencis de la simetria de

p[E(x,t)] y de las integraciones sobre 7, los promedios con m + n par son nulos,

mientras que el resto da lugar a los siguientes valores:
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u = [ dE plE] K(B),
= /dE plE] E h'(E),

V3

il
—
Q.
&
o
&
Ly
S
=
-/

La ecuacién de Langevin se puede entonces escribir como

Oy = '(T Y Vie+ ’YlA ¢+ (n— @)ALAW + A0 )TAiqﬁ — A6
L
6(0)

5 3,A 147+ 7(72 m) Dyo® + /e ZVLCJ_+’Y3V||CII (5.8)

Hemos derivado, por lo tanto, en una ecuacién completamente anisotrépica, es de-
cir, con todos los operadores gradientes descompuestos en componentes paralelas y
transversales a E. Hay que advertir que (5.8) es la ecuacién de Langevin asociada al
RDLG con campo externo finito. Como en el DLG, la situacién es totalmente distinta
si consideramos campos eléctricos infinitos. En efecto, pensemos en la distribucién p[E]
mas simple, a saber, la bimodal L[§(E+E,)+6(E — E,)|, y hagamos el limite E, — oc.
En estas circunstancias se comprueba ficilmente que los coeficientes 7; se anulan, de
resultas de lo cual (5.8) se simplifica hasta coincidir con (2.29), la ecuacién de Langevin
asociada al DLG con campo infinito. En conclusién, podemos afirmar que el RDLG
y el DLG, sometidos ambos a la accién de un campo eléctrico infinito, pertenecen a
la misma clase de universalidad. No deberia sorprender este resultado porque en el
caso I/ = 0o ya hemos comprobado que en el DLG la corriente no contribuye a las

propiedades criticas. En el RDLG, dicha corriente no existe siquiera.

5.2 El modelo de dos temperaturas

El modelo de dos temperaturas [Gar90b, Che] consiste en un gas reticular con condi-
ciones de contorno peridédicas. Las configuraciones evolucionan en el tiempo mediante

mecanismos de intercambio tipo particula-hueco de acuerdo con las siguientes reglas:
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st el vector a con origen en la particula y extremo en el hueco pertenece a un cierto
espacio n-dimensional, digamos el subespacio paralelo, entonces el intercambio estd
controlado por la probabilidad de transicién por unidad de tiempo D(AH/T)). Por
otro lado, si a pertenece al subespacio transversal, entonces el intercambio se produce
a temperatura 7. Naturalmente, en iltima instancia cogeremogh =1S1T =Ty,
entonces el modelo se reduce al gas reticular de equilibrio. En tanto que T, # T,
el equilibrio termodinamico es imposible porque se crea un flujo constante de energia
desde la fuente a temperatura mas alta hacia el bano de menor temperatura. Se sabe
que para densidad 1/2 este sistema presenta un cambio de fase de segundo orden
desde un estado desordenado a otro con segregacién de fases. Las configuraciones or-
denadas caracteristicas son visualmente indistinguibles de las del DLG y el RDLG.
La conexién con el RDLG se puede comprobar que es estrecha porque comparten ex-
actamente las mismas simetrias. Es mads, con la eleccién Tj) = co, que corresponde a
saltos de particulas completamente al azar en el subespacio paralelo y sujetos sélo a
la ligadura de la exclusién de volumen, se obtiene una situacién idéntica a un RDLG
con E, = oco. La tnica diferencia es un factor global, dado que los saltos contra el
campo sélo se intentan la mitad de las veces. Queda ahora claro por qué omitimos
la discusién de los resultados de simulacién del RDLG en su momento. La inmensa
mayoria de las simulaciones Monte Carlo del RDLG y del modelo de dos temperaturas
se han re-alizado con E, y T} ambos infinitos, y los resultados de uno se suponen
validos para el otro. En cuanto a la construccién de una ecuacién de Langevin para
el modelo de dos temperaturas, todos los argumentos que se usaron para el RDLG se
pueden aplicar aqui sin variacién y con idéntico resultado. La presencia de 7y # 7, se
interpreta aqui como la consecuencia natural de Tj # T, . Finalmente, dado que en
dichos argumentos no influye que E, o 7} sean finitos o infinitos, se considera que su

magnitud no influye en el problema.

Asi pues, los resultados teéricos para el modelo de dos temperaturas predicen un
exponente 3 ~ 1/3. Los estudios de simulacién de las propiedades criticas muestran
B = 0.235 [Che], de donde los autores concluyeron que el dos temperaturas pertenecia a

la clase de universalidad del gas reticular en equilibrio (8 = 1/8). Un analisis posterior
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[Pra] ha sugerido la necesidad de analizar los datos Monte Carlo con métodos de
tamaifio finito anisotrépicos, y cuyos resultados son coherentes con 8 = 0.33,v = 0.60

y n = 0.2 y se ajustan razonablemente bien con los tedricos.

Procedemos ahora a elaborar una teorfa continua para el modelo de dos tem-
peraturas siguiendo las lineas maestras de la derivacién de la ecuacién de Langevin
del DLG o del RDLG. El punto de partida es nuevamente la ecuacién maestra en
el continuo (5.3) junto con (5.3). Pero las probabilidades de transiciéon son ahora
WI[C — C'] = D(H(C")— H(C)), donde H(C) es el hamiltoniano de Landau-Ginzburg
con el coeficiente de ¢?, 7, dependiente de a. Si a pertence al espacio transversal en-
tonces 7 = 7,, y 7 = 7| en caso contrario. Dado que estamos interesados inicialmente
en el caso 7] — oo, supondremos que los intercambios particula-hueco en el subespacio

paralelo estan regidos por

H=0'] /dxqs?(x). (5.9)

La evolucidn en el subespacio transversal estd sujeta simplemente a

H(C) =00 [ atn [S(Vo) + T+ So1] (5.10)

De forma que es conveniente separar (5.3) en dos partes, cada una de ellas una suma
sobre cada uno de los subespacios. Después se siguen los mismos pasos que en el
capitulo dos, esto es, el desarrollo de AH y P,(C™) alrededor de C. El calculo es
directo: el caso a € L (en notacién simbdélica) lleva al mismo resultado que en el
capitulo dos, mientras que si a €|| se obtiene AH = —n7V,,. Seguidamente, se puede

hallar ficilmente la siguiente ecuacién de Fokker-Planck:

.8tPt(C’) - ; / dr (vra#r» {sh()\a)Pt(C)Jr
Sl (vm&ﬁ%) PO} +
+ a%:”/%e(mvw) (Vra%rﬂ R(C). (5.11)
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En el caso limite 7y — oo su ecuacién de Langevin estocdsticamente equivalente es

Bp(r,1) = 3 Ve, [P(A) + e(Xa) *Calr, 1)] + szmca (5.12)

a€l acl]
Finalmente, mediante andlisis dimensional y después de restringirnos a un espacio
paralelo unidimensional, suponiendo nuevamente que ¢ = 1 porque sé6lo es necesario

considerar una longitud de correlacion, se obtiene la ecuacién

do=  Leo)-aiap0- alerraigrLa,e]+
el0) T2+ DD (e, 1), (5.13)
1

en definitva, la ecuacién del DLG con campo infinito.

No se requiere esfuerzo adicional alguno para estudiar el caso 7j finito. De nuevo
se separa (5.3) en dos partes, pero ahora consideramos la expresién completa del
hamiltoniano y no (5.9). El resto del célculo se repite de forma exacta. Recordando

que en el recuento dimensional z = 4,0 =1y § = (d —2)/2, la expresién resultante es

(A% + (rods + A6 + 5 A¢3] /e—ZV,aCart (5.14)

A pesar del hecho de que la anisotropia sélo estd presente en las masas, cabe es-
perar anistropias mds generales. Un argumento que apoya esta idea es el siguiente: la
eleccién o = 1 implica isotropia simplemente en campo medio. Ya hemos visto en la
renormalizacion de la nueva ecuacién del DLG con arrastre infinito que, a pesar de que
el “scaling” es isotrdpico inicialmente, a orden de 2 “loops” se generan anisotropias
en la renormalizacién. De igual manera, no se puede descartar que el modelo de dos
temperaturas quedase mejor descrito mediante una extension de (5.14) con anisotropia
eni todos los coeficientes. Esto nos lleva a la ecuacion de Langevin que acabamos de

deducir en la seccién anterior para el RDLG en presencia de un campo finito.

En resumen, el RDLG con campo elétrico infinito, el DLG también con £ = oo y

el modelo de dos temperaturas con Ty = oo pertenecen los tres a la misma clase de
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universlidad. Por otro lado, el RDLG con F finito y el modelo de dos temperaturas con
T} < oo pertenecen a su vez a la misma clase de universalidad, distinta en principio

de la del DLG con arrastre finito.

5.3 El modelo de los dos planos

Dirigimos ahora nuestra atencién hacia una generalizacién del DLG. Consideremos
un par de redes bidimensionales, cuadradas, disjuntas y adyacentes, es decir, una
de ellas situada “encima” de la otra. Cada red es una copia de un DLG y ambas
estan acopladas al mismo bafio térmico y al mismo campo eléctrico externo. No hay
interaccion entre particulas situadas en distintas redes, de manera que Los intercambios
dentro de una misma red se producen como si la otra no existiera. Sin embargo,
supondremos que las particulas pueden saltar a la posicién vecina proxima de la red
adyacente, con probabilidades de transicién exclusivamente determinadas por las e-

nergias locales de cada plano.

Las motivaciones para estudiar el modelo de los dos planos son de diversa indole.
Por una parte, el modelo muestra interés practico por su utilidad en la fisica de con-
ductores iénicos rapidos y compuestos con capas intercaladas [Rub]. Desde un punto
de vista estrictamente teérico las razones son varias. Por un lado permite estudiar la
influencia de la dimensién en las propiedades criticas, considerando que el modelo de
los dos planos es una interpolacién entre un sistema bidimensional y otro tridimen-
sional. Por otro lado, para estudiar las propiedades criticas del DL.G es necesario fijar
la densidad global a 1/2, como consecuencia de lo cual aparecen dos interfases por de-
bajo de la temperatura critica. Estas interfases presentan propiedades muy diferentes
a la de las fases puras, y condicionan fuertemente el comportamiento del sistema a
la vez que complican serianmente su anélisis. Motivaciones aparte, el mode]o es inte-
resante de por si, como tendremos ocasién de comprobar seguidamente, tras recopilar

los resultados de simulacién.

Comenzamos resumiendo el caso de equilibrio, E = 0. Usando redes 100 x 100, se
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demuestra en [Ach96] que, cuando p = 1/2, se produce un cambio de fase de segundo
orden de la clase de universalidad de Ising. Debido a que no hay interaccién entre
los dos planos, la fase ordenada consiste en una segregacién entre redes; un plano
contiene una fase rica en particulas mientras que la del otro esta enrarecida. En el
caso limite T = 0, un plano estd completamente lleno y el otro vacio. Claramente,
esta configuracién minimiza la energia libre porque no existen interfases. Cuando la
densidad global no es 0.5, en uno de los planos se forma un agregado denso en equilibrio
con una fase enrarecida —una gota liquida en un medio gaseoso, digamos— mientras
que el otro plano sélo contiene gas. En este caso el cambio de fase es de primer orden.
Ejemplos de lo que acabamos de decir se pueden ver en la figura (5.1). Antes de pasar
a resumir el caso de no-equilibrio E # 0, comentamos la particularidad de que el
mecanismo de evolucién de este sistema no es el lento proceso de difusién. El grado de
libertad extra que supone que una particula pueda pasar a la red adyacente permite
que los tiempos de simulacion necesarios para alcanzar el estado de equilibrio sean

significativamente mas cortos que los de los gases reticulares.

Cuando se conecta el campo, sorprendentemente aparecen dos cambios de fase
en estudios de simulacién con campo infinito [Ach95]. Primeramente, al disminuir
la temperatura el sistema se ordena dando lugar a una fase con una banda rica en
particulas en cada plano. Obsérvese en las figuras (5.2) y (5.3) que los dos planos
presentan el mismo aspecto, y que a su vez cada uno de ellos por separado parece
haber sufrido la transicién propia de un DLG. Llamaremos T7(p) a la temperatura,
asociada a esta transicion, que es de primer orden si g # 1/2 y de segundo si g = 1/2,
con los mismos exponentes en este tltimo caso que los propios del 1a del DLG. Nétese
que la existencia de planos inhomogéneos implica que el coste energético propio de
las interfases parece no jugar ningin papel en el estado ordenado. Disminuyendo aiin
mas la temperatura surge una segunda transicién por debajo de T"(p). El estado con
bandas ricas en particulas se vuelve inestable y da lugar a dos planos homogéneos
con diferente densidad cuando g = 0.5. Es decir, reaparece la fase caracteristica del
modelo de dos planos en equilibrio. Cuando ¢ # 0.5, uno de los dos planos queda lleno

homogéneamente de gas mientras que el otro contiene una banda liquida en equilibrio
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Figura 5.1: Configuraciones Monte Carlo tipicas del modelo de los dos planos con
E = 0 (equilibrio). A la izquierda, ¢ = 1/2 y T < T,. A la derecha o = 0.2 y T por

debajo de la temperatura de segregacion a esa densidad. Tomado de [Mar98b].

con gas, como puede apreciarse en las figuras (5.3) y (5.3). La naturaleza de esta
segunda transicion depende de la dindmica que se escoja y del valor del campo E.
Esto se ha comprobado tanto en campo medio dindmico [Alo] como en Monte Carlo
[Mar96]. En concreto se encuentra un punto tricritico cuando E = E. ~ 2y la dindmica
es la de Metropolis. Esto implica que la transicién de fase es discontinua para campos
eléctricos lo suficientemente grandes, como se observa en simulacién Monte Carlo),
pero continua paralo suficientemente pequenos. Ademads, todo parece indicar que este
cambio de fase cuando F < F, pertenece a la clase de universalidad de Ising. Sin

embargo, no existe dicho punto tricritico cuando la dindmica es la de Kawasaki, por
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Figura 5.2: Estados estacionarios Monte Carlo tipicos del modelo de los dos planos.
El campo actda horizontalmente y es de magintud infinita. La densidad es o = 0.2
y las temperaturas, de izquierda a derecha, se corresponden a T > T'(0.2),
7'(0,2) > T > T"(0.2) y T < T"(0.2) respectivamente. Tomado de [Mar98b).

ejemplo, caso éste en el que el segundo cambio de fase es de primer orden para cualquier

valor del campo externo.

Antes de pasar a la descripcién continua del modelo de los dos planos remitimos
al lector interesado a [Hil], donde podrd encontrar una discusién acerca del origen de
estas dos transiciones extendiendo el modelo de manera que incluya interacciones entre

planos.

Como en ocasiones anteriores, consideramos prim
notacion. Llamaremos ¢, (r) y ¢(r) a los campos dens &H‘X&f@ﬁ!@&%ﬁ&%@?@

respectivamente, y C = {¢;, #»} a una densidad globa arbi rapag @qda 9a8Ed| & es ql

Y

COMISION DE DOCTORADO
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Figura 5.3: Estados estacionarios Monte Carlo tipicos del modelo de los dos planos.
El campo actia horizontalmente y es de magnitud infinita. La densidad es 0.5 y las
temperaturas, de izquierda a derecha, son T > T77(0.5),7'(0,5) > T > T"(0.5) y
T < T"(0.5) respectivamente. Tomado de [Mar98b].

resultado de un proceso de promedio sobre cajas andlogo al descrito en el capitulo dos.
Mediante C™* denotaremos a la configuracién que se obtiene después de efectuar un
intercambio de magnitud ne con un “vecino infinitesimal” en la direccién a en el plano
t. Los simbolos 77 y ¢ tienen el mismo significado que en el capitulo dos, y el intercambio
con un vecino infinitesimal el mismo sentido que alli se le dio. Los intercambios entre
1 daran 1 onfig i 11 cmr i t
planos, que dardn lugar a configuraciones que llamaremos C"*, provocan un incremento
de densidad 7e en el punto r de una de las redes y una disminucién de igual magnitud

en el punto equivalente de la otra. En concreto,
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Figura 5.4: Diagrama de las fases del modelo de los dos planos segin se desprende de
una aproximacién de campo mecio dindmico con dinamica de Metropolis. La curva de
puntos llamada Ag es la del DLG, y la inmediatamente inferior a la primera transicién

del modelo de los dos planos. Tomado de [Alo).

Cllm = {¢1 X +577an5( - r),¢2(x)},
Ci = {81(x), d2(x) + enVy,8(x — 1)},
Ccm = {hi(x)+ 8775()( — 1), $2(x) — end(x — 1)} (5.15)

Postulamos a continuacién la ecuacién maestra en el continuo, separando los procesos

de intercambio entre planos de los que suceden en una misma red:

HP(C) = / dr dnf (n){W[C{™ - CIP(C{™) - W[C — CI™|P,(C) +



128 Capitulo 5. Modelos relacionados

+WI[CF™ — CIP(CF™®) — W[C — CT|P(C)} +
+/dr dn f(n) {W[C™ = CIB(C™) — W[C = C™IP(C)}.
(5.16)

La notacién aqui coincide con la que se emple6é en el segundo capitulo, es decir,
W[C — (' = D(H (C'Y—-H (C)); como las dos redes estdn desacopladas, el hamil-

toniano H(C) es la suma de hamiltonianos tipo Landau-Ginzburg de cada plano,

e 1 2 T 9, 94
—c izzl/dr[g(qui(r)) + 2ot + 21 (5.17)
El célculo conducente a una ecuacién de Fokker-Planck se lleva ahora acabo como
ya es habitual, desarrollando H(C{"*), H(C™), P,(C{"*) y P,(C™) alrededor de C, y

posteriormente las funciones D hasta orde . La tnica novedad esta en el término de

evolucién entre planos. El resultado final es

8. P,(C ZE/dr( S )> {sh(/\ff))B(C) + (5.18)

=1 a
g2 , )
+5e()\a’)) (Vra e )) (C)}+
+ [ ar (vui) {z—:h()\lg)Pt(C) ) (vu 0 > (o)}.
¢(r) 2 ¢(r)

El primer término de esta ecuacién modela dos gases reticulares desacoplados, mien-
tras que el segundo es una versiéon “discreta” del primero que refleja los intercambios
entre planos. Por lo tanto, )\((j) tiene el mismo significado que en el capitulo dos pero

restringido al plano %, es decir,

: o0H
Ao =y, O
“ (quz(l')

Asimismo, las funciones h y e también se definen de forma idéntica, a saber:

= [ dn f(n) n D(a),
= /R dn f(n) n* D(n). (5.19)
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Con Vl??s% simplemente denotamos al operador

) B )
0¢1(r)  bea(r)’

Nuevamente, la ecuacién de Fokker-Planck contiene informacion dindmica a través de

1

las funciones h y e, informacién que se hubiera perdide de no anteponer el factor £}

delante del hamiltoniano. Puede comprobarse que de haberlo hecho asf la ecuacién de

Fokker-Planck hubiera resultado ser

GP(C) = 3T / dr( i )> {v,a%(% + P(C)V., ‘Z; ((f))} + (5.20)

=1 a

+ / dr <v12%> { (V”%(r)) P,(C) + P,(C) (Vu 3 ¢5(r))H (C)},

esto es, la suma de dos modelos B més un término de intercambio entre planos.

Anadiendo un campo eléctrico ahora, sélo hay que sustituir A\) por A®) para tener
en cuenta sus efectos. Por otro lado, en el apéndice al final de este capitulo se demuestra

que la ecuacién de Langevin equivalente a la Fokker-Planck

R Sy S v, g 8 (0
atp‘_\i:,i/ dr\”“é@)[ﬂf‘g 2\ ‘“6¢,)(Pe
+ / dr (Vm%) I:Ptfm + - <V12 5(; ) (RC%):I (521)

€s

Bpr = —fua(@) — era(d, X)C(x, 1) + 3 Vi, [fV(x, ) + eV (x, 9)(V(x,1)],
by = +fua(9) +ena(d, X)C(x,1) + 3 Vi, [f2 (%, ) + e (x, )¢ (x, 1)]

(5.22)

La identificacién de términos es inmediata y la ecuacién de Langevin resultante es

igual a
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Begr(r) = —This — De(Ai)'?((r,t) + > Vs, [A(AD) + e(AD) 2 Car, 1)],
Bido(r) =  Thig+ Le(Mz)/2((r, 1) + Z Vra[ Ag)) +e(AP) 2 (x, t)]'
(5.23)

¢ v (, son ruidos blancos gausianos, y I' es un coeficiente de transporte, que no resulta
del célculo, y que se introduce para modular la velocidad del mecanismo de evolucién
entre planos. Pretendemos reproducir a partir de (5.23) el diagrama de las fases que
se obtiene en simulacién para el modelo de los dos planos (5.4). Para ello, teniendo en

cuenta la conservacién de densidad, definimos los siguientes nuevos campos

m(x) = (¢1+62)/2,  @(x) = (¢1 — ¢2)/2. (5.24)

La ecuacién (5.23) se puede expresar facilmente en términos de los campos m y ¢.
A partir de aqui el proceso a seguir consiste en hacer un recuento dimensional para
simplificar las ecuaciones y mantener sélo aquellos términos que son relevantes para
las propiedades criticas. Pero dado que hay presentes dos transiciones de fase y cada
una de ellas tendra su escala de observacién caracteristica, vamos a proceder a efectuar
dos transformaciones de escala distintas. Escogidas adecuadamente, las ecuaciones re-
sultantes deben describir un DLG y una transicién de fase tipo Ising con un punto
tricritico, respectivamente. Consideremos pues las siguientes transformaciones de es-
cala: t = p =%, 7 = 177, 0 = ulo y m — u'm. Antes de proseguir hay que identificar
qué campo hay que considerar como pardmetro de orden en cada caso. Para la rama
superior del diagrama de las fases (5.4), la que corresponde a la transicién tipo DLG,
escogeremos m(x) como el campo que se ordena. El motivo no es otro que escoger
un campo conservado. El campo ¢(r), aunque fluctia, no se ordena. Dicho esto, con-
cretamos los valores de la transformacién: z = 4,0 = 1,6 = d/2y v = (d — 2)/2.
Con estos valores de los exponentes, después de despreciar los términos irrelevantes
en el sentido del grupo de renormalizacién, se puede comprobar que se llega simple-
mente a la ecuacién (2.29) del capitulo dos. Por lo tanto, en esta escala, se recupera

el comportamiento propio del DLG.
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En lo que respecta a la segunda transicién, consideraremos ¢(r) como un parametro

de orden que no se conserva. Proponemos entonces una teoria coherente en primera

Pamet

aproximacién con z = 2,0 = 1,0 = {d — 2)/2 y v — d/2. Suprimiendo los términos
que den una contribucién despreciable en el limite 4 — 0 resulta el siguiente par de

ecuaciones:

_ Thl(o) Th'(E) ) d-49 3
Op = (1— 5T )Am+<1— ST )Auso N 2

~,ud_Qg<,0m2 -y e(0)¢,
dm = 7(K(0)AL+H(E)A))m - ,ﬂ—’b’g-(h'(o)AJL + W (E)A)) (9*m)
~p IR ER (E)Vym® — p O BN (E)V¢?

+/e(0) 3 Vs O+ () +JeB)vy (" + ¢ (5.25)

Debido a la presencia del campo eléctrico, que particulariza una de las direcciones de
la red, todos los términos con gradiente resultan ser anisotrépicos. Existe un campo
eléctrico E que influye en el cambio de fase sdlo a través de un campo auxiliar, m(r),
que no se ordena. La dimensién de F es en primera aproximacién (d—2)/2r, a comparar
con (d — 8)/2 que se obtuvo en la seccién 3 del capitulo dos. Por lo tanto, este término
es ahora irrelevante comparado con gy® que lo sustituye como vértice de la teorfa.
Es de destacar que esencialmente se obtiene el mismo conjunto de ecuaciones que
en el estudio por medio de teoria de campos de los gases reticulares con arrastre e
interacciones repulsivas ([Leu89]), as{ que nuestro anélisis seguird las mismas lineas que
esta referencia. En concreto, se tiene que E es irrelevante para el punto fijo gausiano
hasta que la dimensién es inferior a 2. Suponemos ademss que E tampoco en relevante
para el punto fijo de Wilson en tanto que d < 4, asi que el unico efecto del campo
eléctrico es generar anisotropias. Conviene hacer notar que el campo m(r) no se ordena,
asi que no es necesario tenerlo en consideracién. Por lo tanto, las propiedades criticas
del modelo de los dos planos vienen dadas por la ecuacién de Langevin para el campo
©(r) y caen en la clase de universalidad del modelo de Ising. Sin embargo, correcciones a
orden O(E?) demuestran que g y 7 decrecen hasta un cierto valor que depende de E. En

ultima instancia, ambas pudieran anularse simultdneamente, mecanismo este que seria
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el responsable de la aparicién de un punto tricritico. Asi pues, en acuerdo cualitativo
con las simulaciones, la transicién seria tipo Ising hasta que el campo E alcanzase un
valor umbral més alld del cual el cambio de fase seria discontinuo o de primer orden.
Es interesante notar que este resultado esta sujeto a las especificaciones dindmicas a

través de las funciones h y e, tal y como se observa en simulacién ([Alo, Mar96]).



Apéndice 5

A5.1 La ecuacién de Langevin para el modelo de los
dos planos

Sea una ecuacién de Langevin de aspecto general

dd1 = —fa(@) = ena(d, X)C(x,8) + 3 Vi, [fD(x, B) + eV (x, 9)¢V (%, 1),
Ods = +fra(9) + era(, X)C(x, 1) + 3 Vi, [fO(x, 0) + eP (x, $)¢ (x, 1))

(A5.1)

¢ y ¢ son ruidos blancos gausianos, y o(x,t) = (¢1(x,t),d)2(x, t)) Al igual que
el apéndice del capitulo segundo, discretizamos en el tiempo la ecuacién precedente y
definimos € = (ty—tp)/N, donde ty y t, son los valores inicial y final que se consideran.

Nuevamente escogemos el cilculo de Ito ([Ito]) y escribimos

ol = o) e( — i+ Vrafél)) — €120 — Y Vi, (631’451’),
¢51le = qb,(f) — 6( + fi2 + Z Vl‘af,?)) + e12Cn — Z Ve, (6512)C¢£2))’
(A5.2)

con el entendido de que las funciones fis, €12, ), e y los ruidos estds evaluados

en valores discretos del tiempo. Nétese que ademas se ha absorbido un factor € en los

183
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ruidos. La probabilidad de que el sistema esté en la configuracién ¢, ,(r) en el tiempo

tn+1 viene entonces dada por el siguiente promedio

Fa(@uin) = ( [ d0uPu(9,)9(80) (45.3)

Aqui las componentes del vector S,, estdn definidas mediante

Sr(zl) = ¢n+1 ¢£Ll) - 6( - f12 + z Vrafél)) - elZCn - Z vra (el(zl)ct(ll))y
SO = gt — o) —e(+ fro+ 2 VrafP) + endn = 3 Vi (e7¢7)
S————— a a

~

57(12)* A;@)
n

(A5.4)

y 6(S,) es la delta de Dirac que implementa la ecuacién de Langevin. Desarrollando,

5(Sn) = 6(S%)+ i,zk% (l;) -1—| /dxldxz . dxg X

k=1 l=
§*8(Sz%)
ASOD(x1) ... ASD (xy).
ST - S AD 6D ) 39D g o ) BT

Se completa el desarrollo hasta orden ¢, tras lo cual, después de agrupar los términos

adecuadamente, se obtiene finalmente

) L | L G G
-l-/dr <V12 (5¢Z) l:PthZ + = <V12 (5(; ) (Pteé)].

(A5.5)



Resumen y conclusiones

En esta memoria se ha presentado una nueva descripcién continua de un mo-
delo reticular fuera del equilibrio, el gas reticular con arrastre (DLG), y de otros tres
modelos afines. A saber, el modelo de dos temperaturas, el DLG con campo eléctrico
aleatorio y el DLG en dos planos. Todos ellos muestran transiciones de fase lejos del

equilibrio, cuyo estudio es el principal objetivo de este trabajo.

En el primer capitulo se han introducido las especificaciones bésicas que definen el
DLG, asi como las motivaciones de indole tedrico-préactico que justifican su estudio.
Posteriormente hemos ofrecido un resumen de resultados previos sobre el particular. En
concreto, hemos sustanciado los que hacen referencia a simulaciones Monte Carlo para
temperaturas por encima, debajo y alrededor de la temperatura critica. En la regién
critica, de particular interés para nosotros, hemos puesto de manifiesto la existencia
de distintas corrientes de opinién acerca de la necesidad de considerar una o dos
longitudes de correlacién independientes, o acerca de si es el campo o la interfase el
elemento relevante para entender las propiedades del sistema. No hay unanimidad a la
hora de analizar los efectos de tamario finito y, en consecuencia, se obtienen distintos
valores de los exponentes criticos. En particular, 8 = 1/3 0 3 = 1/2 segin se consideren
una o dos longitudes caracteristicas y, en cualquier caso, suponiendo campos eléctricos
infinitos. También hemos comentado que en este punto existe confusién en la literatura,
y que hay autores que afirman no reproducir los resultados de otros utilizando sus
mismos métodos. El enfoque del DLG en términos de teoria de campos ocupa la
segunda parte del primer capitulo. Hemos resumido con cierta extensiéon la propuesta

de ecuacién de Langevin de Leung y Cardy [Leu86], y de forma somera el andlisis

185
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de sus propiedades universales de Janssen y Schmittmann [Jan86]. Con la asuncién
de que hay dos longitudes caracteristicas independientes y gracias a la presencia de
una nueva simetria galileana, [Jan86] obtienen como resultado mas representativo que
f = 1/2. Este valor es exacto, es decir, no hay correcciones en el desarrollo en . La
discusién siguiente justifica la necesidad buscar descripciones continuas diferentes de
las actuales. A las discrepancias sobre el valor de los exponentes criticos o acerca de qué
mecanismo es en realidad los responsable tltimo de las caracteristicas macroscépicas
del sistema se anaden otras cuestiones de cardcter mds fundamental. Nos referimos al
papel determinante que pueden jugar las probabilidades de transcicién por unidad de
tiempo en el estado estacionario. Por otro lado, en la ecuacién de Langevin postulada
en [Leu86] se acepta tacitamente que a la suma de causas —la dindmica est4 controlada
por (i) diferencias de energia interna determinadas por un hamiltoniano local y (ii)
el campo eléctrico— le corresponde la suma de sus efectos —(i) Modelo B més (ii)
término de corriente—. Es esta una hipétesis de linealidad en un escenario fuertemente
no lineal. Finalmente, hemos concluido el capitulo proponiendo un método parcial
para comprobar la equivalencia entre la teoria continué de [Leu86] y el DLG. Para
ello hemos calculado la relacién de Ward-Takahshi para las correlaciones asociada la
simetria galileana, porque esta siemtria es extrana al modelo microscépico. Queda para

el futuro comprobar computacionalmente si dicha relacién se satisface.

El segundo capitulo contiene el formalismo a emplear en nuestra derivacién de una
ecuacién de Langevin para el DLG y los otros tres modelos relacionados antes comen-
tados. En esencia, lo que se pretende es introducir los elementos bédsicos que marcan
la evolucién dindmica del DLG —las diferencias de energia entre configuraciones y el
campo eléctrico— en la ecuacién maestra y que sea el calculo posterior el que dictamine
sus consecuencias en la ecuacién de Langevin y no antes. A tal efecto hemos postu-
lado una ecuacién maestra en el continuo y deducido a partir de ella una ecuacién de
Fokker-Planck tras un desarrollo de Kramers-Moyal. Un punto a destacar es la presen-
cia en el hamiltoniano de Landau-Ginzburg de un factor residual del “coarse-graining”
gracias al cual la dependencia en la dindmica no se pierde. De hecho, se mantiene en

la ecuacién de Langevin final. En el anélisis de dicha ecuacién en la regién critica,
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despreciando los términos irrelevantes en primera aproximacién (“power counting”),
existe una gran libertad para escoger la escala de observaciéon. Optando por trans-
formaciones de escala anisotrépicas (¢ = 2) hemos podido reproducir la ecuacién
de Langevin de [Leu86] pero con el valor anadido de que los coeficientes ya no son
parametros empiricos. Muy al contrario, tienen una dependencia clara en la dindmica
original, gracias a lo cual es posible efectuar el limite E — oo de forma exacta. Se
puede demostrar que en este limite el equivalente mesoscopico del campo eléctrico, £,
se anula. Esto marca una diferencia notable con [Leu86, Jan86], donde se presupone
que £ es no nulo cuando E -+ co y que la dependencia de € en E es insustancial. El
limite de campo externo infinito acarrea ademads otras consecuencias. Una de ellas es la
aparicién de incoherencias en las transformaciones de escala. Pero lo principal es que la
ecuacion de Langevin final que se obtiene es trivial, lejos de cualquier descripcién rea-
lista del DLG. Esto induce a escoger la otra opcién natural, o = 1 o, equivalentemente,
transformaciones de escala isGtropicas. Nuevamente es posible diferenciar varias situa-
ciones: E =0,0 < E < ooy F = oo. En la primera de ellas se recupera el modelo B.
La segunda y la tercera originan dos nuevas clases de universalidad caracterizadas por
las dimensiones criticas d. = 8 y d, = 4 respectivamente. La conclusién fundamental

es que hay que distinguir entre los casos 0 < E < oo y E = o0.

El capitulo tercero estd dedicado al andlisis numérico de la nueva ecuacién de
Langevin (2.22). En primer lugar hemos resuelto la ecuacién determinista (sin ruido)
en cada uno de los dos regimenes posibles, a saber, con campo eléctrico finito e infinito.
Se muestran los estados estacionarios tipicos y algunas configuraciones intermedias de
la evolucién, todas ellas similares a las que se tienen en simulacién Monte Carlo. Nos
hemos ocupado del problema de los tridngulos. Recordemos que la evolucién hacia el
estado estacionario se produce por la fusién de dominios triangulares que, finalmente,
conforman una banda de particulas paralela al campo. Estos tridngulos apuntan en la
direccién de E o en la contraria segiin que la descripcion se haga resolviendo la ecuacién
de Cahn-Hilliard modificada o mediante simulacién Monte Carlo. No hemos conseguido
dirimir la cuestion, por cuanto la orientacién de los agregados triangulares que se

muestran sigue también la dereccién del campo eléctrico. No obstante, apuntamos



138 Resumen y conclusiones

como factor importante las condiciones de contorno periédicas, si bien es claro que se
hace necesario un estudio Monte Carlo cuidadoso de la formacién de dichos dominios
para abordar el problema con mayores posibilidades de éxito. Concluye este capitulo
con un andlisis breve de la conexién entre los tres regimenes, E =0,0 < E < ooy E =
oo (“cross over”). Hemos calculado el factor de estructura estacionario en dimensiones
altas con el propdsito de apreciar, desde el el punto de vista de las correlaciones, las
dife-rencias cualitativas que existen entre los casos de arrastre finito en infinito. Estas
diferencias distan mucho de ser evidentes en simulacién, debido posiblemente a que la
diferencia entre S(k, E) y S(k, E = c0) tiende a cero rapidamente con E. Es decir, las
correlaciones son, de forma efectiva, las propias del caso F = oo incluso para valores

del campo eléctrico no muy altos.

En el capitulo cuarto se aborda el calculo de los exponentes criticos en el caso del
DLG con E = oo, que es la situacién maés interesante porque permite la comparacién
con las simulaciones. Para valores finitos del campo este calculo tiene complicaciones
extraordinarias como consecuencia de la presencia de un grupo de operadores peli-
grosamente irrelevantes en la ecuacién de Langevin (2.28). Asi pues, hemos hallado el
funcional generador asociado a (2.29) e identificado las reglas de Feynman de la teorfa.
Después de localizar y eliminar las divergencias que aparecen en la teoria de pertur-
baciones, hemos calculado los exponentes criticos hasta orden uno en el desarrollo en
el nimero de “loops”. El resultado a destacar es que 8 = 1/2 + O(g?), pero con la
siguiente puntualizaacién. Es necesario ir hasta dos “loops” para que la anistropia se
muestre en los exponentes. De manera que en el siguiente orden de aproximacion se
espera no s6lo un refinamiento de los valores numéricos de los exponentes, sino difer-
encias cualitativas importantes. Se muestran igualmente las lineas generales que debe

seguir el calculo a dos “loops”.

En el quinto y tltimo capitulo se extiende la aplicacion del formalismo del capitulo
dos a tres modelos afines al DLG: el DLG con campo eléctrico aleatorio (RDLG), el
modelo de dos temperaturas y el DLG en dos planos. La derivacién de una ecuacion
de Langevin para los dos primeros modelos sigue fielmente la del capitulo dos para el

DLG. Hemos obtenido que, nuevamente, hay que distinguir dos situaciones. Campos
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eléctricos finitos en infinitos en el RDLG dan lugar a ecuaciones diferentes. Lo mismo
ocurre en el modelo de dos temperaturas, donde hay que distinguir entre que la tem-
peratura asociada a una de las direcciones de la red, pongamos por caso la paralela
a un cierto eje, sea infinita o finita. Surge entonces el siguiente esquema de clasifi-
cacién. El DLG con arrastre infinito, el RDLG con campo infinito y el modelo de dos
temperaturas con Tjj = oo pertenecen a la misma clase de universalidad. E1 RDLG
con campo finito y el modelo de dos temperaturas con T}, < oo son miembros de una
misma clase de universalidad, distinta de la anterior. El DLG con 0 < E < o0 es a su
vez de otra clase diferente. Todo ello estd en consonancia con los datos de simulacién
sl se tiene en cuenta que, en su inmensa mayoria, sélo hacen referencia a campos y
temperaturas infinitas, en cuyo caso § = 1/3 para el RDLG y el dos temperaturas,
mientras que para el DLG con arrastre infinito también cabe § = 1/3 con los criterios
que se apuntan en el capitulo uno. El el DLG en dos planos, que carece de una teoria
de campos establecida, permite estudiar la influencia de la geometria del sistema en
las propiedades macroscépicas emergentes. Ademads, hace posible que la segregacién
de fases se produzca sin la presencia de interfase, lo que simplifica la situacién y fa-
cilita la identificacién de los factores relevantes. Hemos conseguido llegar a un par de
ecuaciones de Langevin acopladas que caracterizan la evolucién del sistema a partir
de una ecuacién maestra continua. El anlisis de estas ecuaciones da cuenta de las dos
transiciones de fase consecutivas por las que pasa el sistema al bajar la temperatura
¥y que se obtienen en simulacién: la primera de ellas tipo DLG, y la segunda de tipo
Ising hasta un valor umbral del campo eléctrico por encima del cual es de primer
orden. Este valor umbral depende de la dindmica microscépica. Comentamos, final-
mente, que en principio se puede aplicar nuestro formalismo a otros muchos modelos,

no necesariamente del mismo tipo de los tratados en este ultimo capitulo.

Las contribuciones originales de esta memoria pueden encontrarse en:

e “A Langevin Equation for Driven Diffusive Systmes”, Phys. Rev. E 57, 752

(1998). Contiene esencialmente el capitulo dos.

e “Continuum Field Description of Driven Lattice Gases”, remitido a J. Stat. Phys.

Capitulos 2 y 5.



140 Resumen y conclusiones

e Los resultados correspondientes a los capitulos tercero y cuarto estan en fase de

redaccién.
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