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Introduccién

INTRODUCCION

En primer lugar hacemos un breve recorrido de las circunstancias personales
que nos condujeron a esta investigacion. Ellas dieron comienzo con la docencia en una
Escuela Normal dependiente de la Universidad Nacional de San Luis (Argentina). En
esos momentos se trataba de innovar, en cuanto a la ensefianza de la Fisica, y nos
metimos de lleno en el estudio y desarrollo de la experiencia disefiada por el Physical
Science Study Committee (PSSC). Le siguen afios de docencia universitaria en
Matematicas y Fisica formando, ademas, parte del Programa sobre Investigaciones
Interdisciplinarias en el Aprendizaje de las Ciencias.

Esta larga experiencia docente, compartida entre la Matematica y la Fisica, nos
llevé pronto a tomar conciencia de algunas peculiaridades de estas dos disciplinas.
Observamos que el Calculo Diferencial y la Fisica son, a partir de los cursos de
Bachillerato, las asignaturas que mas problemas presentan en su ensefianza-
aprendizaje. A sus dificultades intrinsecas debe afiadirse la manipulacion de objetos
matematicos que no siempre hallan justificacion satisfactoria en ambas o bien su uso

no estd suficientemente potenciado; como ejemplos, ya que de algunos de ellos nos

ocuparemos mas adelante, podemos considerar los casos de Z—y, dy, j f(x)dx ola
X

misma serie de Taylor.

Consideramos que un nuevo planteamiento o una investigacioén no puede surgir
solo de los afios y de la experiencia, sino que necesitaba de nuevas fuentes. Ellas
llegaron a través de la toma de contacto y conocimiento del programa de investigacion
“Pensamiento y Lenguaje Variacional” que es desarrollado por el Area de Educacién
Superior del Departamento de Matematica Educativa del Centro de Investigaciones y
de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional en México. Sobre las bases
de esta linea de investigacion nos referiremos en el capitulo 2.

Nuestra investigacion sigue las pautas de la metodologia de la “Ingenieria
Diddctica”, fundamentandose en las teorias de Situaciones Didacticas y de
Transposicion Didactica, para la cual se disefié e implement6 una particular situacion

didactica dirigida a los alumnos de primer curso de universidad. Una de las finalidades




Introduccién

de este disefio fue la de resignificar’ al concepto de derivada de una funcién a través de
las derivadas sucesivas situdndonos en el marco grafico. A partir de aqui, se considera
la derivada, en un sentido genérico, como la organizacién de las derivadas sucesivas en
relacion con la Serie de Taylor, para tratar con problemas planteados desde el contexto
de las Ciencias Experimentales. Situidndonos de este modo en el paradigma pre-
cauchiano para el Calculo, la serie de Taylor sera la herramienta para predecir los
fenémenos de flujo continuo en la naturaleza.

Este trabajo se estructura en seis capitulos, en el primero se presenta el interés y
la motivacién que da origen a nuestra investigacion, asi como los objetivos que se
pretende lograr basados en las hipétesis planteadas.

En el segundo capitulo se hace una revision sobre los distintos acercamientos a
la problematica de la ensefianza-aprendizaje de las Ciencias Experimentales y del
Célculo Infinitesimal, y se describe el marco teérico con el cual se fundamenta la
investigacion.

En el tercer capitulo se expone el método utilizado en la investigacién, el cual
se basa en la Ingenieria Didéactica como metodologia de investigacién; a quién esta
dirigida la investigacién, el contexto donde se realizé y las caracteristicas del grupo de
estudiantes que participaron en la misma. A continuacién se presenta el disefio de la
Situacién Didéctica que se aplicard, conjuntamente con el analisis a priori. Por dltimo,
se muestra la experiencia piloto llevada a cabo con alumnos de Ingenieria Técnica
Industrial y de la Licenciatura en Quimica.

En el cuarto capitulo se presenta el analisis de resultados y los episodios de
aprendizaje’ para la primera experiencia realizada con los alumnos, de primer afio, de

la licenciatura en Biologia en el curso académico 1999-2000.

' Con el termino resignificar queremos destacar que el concepto de derivada adquiere significaciones
que evolucionan con el progreso del alumno en su estudio. Asi, al principio, puede reducirse a la
aplicacién de una regla, después puede entenderse como razén de cambio y, mas tarde, como un factor
en la serie de Taylor. También, en otras ocasiones, habra que entenderlo conjuntamente con sus
derivadas sucesivas.

? Entendemos como episodios de aprendizajes aquellos momentos de interaccién donde se proponen y
discuten diferentes estrategias utilizando conocimientos previos y distintas representaciones para la

obtencién de resultados, asi como también dificultades y obstéaculos.
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En el quinto capitulo se presenta el andlisis de resultados y los episodios de

aprendizaje correspondientes a la segunda experiencia con alumnos, de primer afio, de

la licenciatura de Biologia del curso académico 2002-2003.

En el capitulo sexto se muestran los resultados obtenidos, las conclusiones y

propuestas de nuestra investigacion.

Finalmente se incluyen los anexos y la bibliografia.

A modo de resumen, presentamos un organigrama donde se secuencian las

distintas etapas de la investigacion:

Comenzamos realizando una exhaustiva revisién sobre los estudios
socioepistemologicos llevados a cabo dentro del grupo de investigacion
(Cantoral, 1990, 2001).

Como segundo paso hacemos un analisis de manuales escolares de nivel
medio y universitarios.

Siguiendo las lineas de investigacion del grupo, se plantean los
supuestos y se disefla una secuencia didéctica que se implementa con
dos grupos de estudiantes de diferentes titulaciones a modo de
experiencias piloto, en el curso académico 1998-1999.

Tras el analisis de los resultados de las experiencias anteriores
disefiamos una secuencia didictica previa para solventar algunas de las
deficiencias detectadas en los conocimientos de los alumnos.

Se organiza ¢ implementa la primera experiencia con alumnos
pertenecientes a la titulacion en Biologia, en el curso académico 1999-
2000.

Para dotar de garantias a nuestro trabajo sometimos la secuencia
didactica disefiada para realizar la experiencia a las opiniones de
expertos, profesores de la Universidad de Jaén, que nos observaron
algunas cuestiones y sefialaron algunas sugerencias.

En el curso académico 2002-2003 se lleva a cabo una segunda
experiencia con alumnos de la licenciatura en Biologia con el fin de
controlar algunas variables, como el tiempo, y con ello poder corroborar
y ampliar los resultados y conclusiones a los que arribamos en la

primera experiencia.
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Por ultimo, elaboramos las conclusiones y propuestas.
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Capitulo 1 Problema de Investigacion

CAPITULO 1

PRESENTACION Y PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE
INVESTIGACION

1.0.- INTRODUCCION

En este capitulo se muestra la naturaleza de la problematica que da origen a
nuestra investigacion. Se describen cudles han sido los motivos que nos llevaron a
realizar este trabajo y se presenta el planteamiento del problema objeto de estudio, asi
como la razén por la cual creemos que este problema es importante en el momento de
buscar mejoras para el funcionamiento del sistema educativo. Ademas, se exponen los
objetivos que se pretenden lograr, asi como los supuestos sobre los que basamos

nuestro trabajo.
1.1.- INTERES DE LA INVESTIGACION

Los problemas que provienen de la practica educativa son los que inspiran gran
parte de las investigaciones que se realizan en didéctica de las distintas disciplinas
cientificas. Su resolucion es el objetivo 1ltimo de los proyectos de investigacidén en
nuestro campo. Pero, a pesar de los esfuerzos y del gran nimero de resultados
empiricos desarrollados hasta el momento, no hay evidencia histérica de una
metodologia plenamente exitosa ni de ningun acercamiento tedrico que dé explicacion
de la naturaleza del transito entre los resultados de la investigacion didactica y su
puesta en escena en el sistema de ensefianza, como ya se ha sefialado ampliamente en
la literatura (Farfan, 1995).

Este es uno de los grandes problemas abiertos de nuestra comunidad, en algun
sentido sefialado en la ya célebre conferencia de Hans Freudenthal en Berkeley en
1980, y en multiples producciones internacionales en la disciplina (Biehler et al., 1994;
Nesher et al., 1992; Johsua & Dupin, 1993). Dicho problema se pone de manifiesto
en las actividades cotidianas de los propios protagonistas del hecho educativo:

estudiantes, profesores, padres, investigadores y un largo etcétera del conjunto de

nuestra sociedad.
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Entre los aspectos que caracterizan a la ensefianza de la Matematica y de los
procesos de matematizacion de las ciencias, consideramos en particular la ensefianza y
el aprendizaje del Célculo Infinitesimal, dado que ocupa un lugar preeminente en la
educacion superior, al ser una de sus ramas mas relevantes. Los vinculos que guarda,
tanto con la Matematica elemental como con la Matemética avanzada, y el papel que
desempeiia en el resto de las ciencias lo convierten en un conjunto de conocimientos
con valor tedrico y empirico considerables, sin lugar a dudas, indispensable en la
educacion superior.

En nuestra opinién, el Célculo no debe ser entendido como un curso terminal,
sino que debe preparar a los estudiantes en las areas de Ingenieria, Ciencias
Experimentales y Matematicas para abordar satisfactoriamente los contenidos de
cursos mas avanzados que, naturalmente, necesitan. Tampoco creemos que debe ser
entendido como la ensefianza de una coleccion de objetos matematicos
preestablecidos, sino como una poderosa herramienta que nos permita abordar los
problemas que desde otras ciencias se planteen y que requieran de él.

Tradicionalmente, la ensefianza de las ciencias basicas en los primeros cursos
del nivel superior asigna un papel formativo puramente tedrico a asignaturas como
Matemaética y Fisica en titulaciones como Ingenierias Técnicas, Licenciaturas en
Ciencias Experimentales u otros estudios cientifico-técnicos. Por ello la metodologia
docente consistia en la explicacidon de un largo temario mediante clases magistrales,
donde el estudiante era considerado un sujeto pasivo que asimila las ideas de “forma
natural”, mediante el estudio de sus apuntes de clase y de los textos recomendados.

Aunque los problemas de la educaciéon matematica son muchos y muy dispares,
la ensefianza del Calculo ha sido reconocida como una de las fallas mayores en la
educacién superior (Steen, 1988). Internacionalmente, las investigaciones realizadas
sobre la didéctica del Calculo han abarcado un amplio espectro. Haciendo una revisién
extensa de las fuentes observamos que en su mayoria no consideran que el discurso

ra 1 . . . . .y
matematico escolar sea susceptible de modificaciones pertinentes, confiriéndole en

1 . ,o . Ve ~
Entendemos por discurso matematico escolar al discurso que marca el inicic de una ensefianza. No se

reduce naturalmente a la organizacién tematica de los contenidos, ni a la profundidad expositiva, sino

que se preocupa de la formacién de consensos entre todos aquellos que forman lo que se ha llamado la

noosfera (editores, autores, profesores, matematicos, estudiantes, padres de familia, etc.)
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consecuencia un cierto caracter de inmutabilidad a los conceptos y procesos
matematicos en cuestion.

Por otra parte, existe una creencia generalizada de que su aprendizaje ultimo
debe hacer énfasis en los aspectos tradicionalmente formales de la disciplina,
marginando la intuicién y los aspectos heuristicos que, en conjunto, generan la
construccién del conocimiento (Tall y Vinner, 1981). Estos autores han investigado
fundamentalmente los procesos de aprendizaje de los alumnos, que consisten, segun
ellos, en la construccion y en la evolucidén de estructuras mentales asociadas a cada
concepto matematico, llamadas “concept image”. En su trabajo sobre limite,
“consideran que las contradicciones entre diversos elementos del concept image de
limite pueden favorecer un conflicto cognitivo que implica una acomodacion de la
estructura inicial que restablece el equilibrio. Por el contrario, los elementos del
concept image que solo estdn en contradiccion con la definicion formal de limite
pueden no provocar nunca un conflicto cognitivo y, por tanto, pueden ser un factor
que obstaculice el aprendizaje de la teoria formal, ya que los alumnos no necesitan
otras interpretaciones del concepto y consideran que la teoria formal es inutil e
inoperante” (citado en Azcarate, 1990, p. 23).

La ensefianza de las Matematicas, especialmente en el nivel universitario, se
caracteriza por un deductivismo exagerado, un exceso de formalizacién vy
generalizacion, y una presentacion centradas sobre ellas mismas, sin referencia a otras
ciencias (Nuflez y Font, 1995). Sin embargo, gran parte de los descubrimientos en
Matemadticas han sido el resultado del desarrollo de determinadas técnicas en un
contexto concreto, generalmente relacionado con otras ciencias, como es el caso del
Calculo Infinitesimal asociado a la Mecéanica en el trabajo de Newton. Por otra parte,
la desaparicion de la ensefianza de las conexiones de las Matematicas con otras
disciplinas puede privarla de sus caracteristicas basicas, desde el punto de vista
cientifico, haciendo mas dificil su comprension para los estudiantes (Sanchez, Garcia,
Sanchez, 1999).

Otros problemas en la comprension de los conceptos y teorias cientificas es la
descontextualizacidn, que gran parte de los investigadores en didactica de las ciencias

reconoce como uno de los problemas en la ensefianza en los primeros cursos de la
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universidades espafiolas (Nufiez y Font, 1995; Gil et al.,, 1991; Sanchez, Garcia,
Sanchez, 1999).

En nuestra mvestigacion diferimos de un gran nimero de investigadores porque
partimos de la base de que aquello que actualmente se le ensefia a los alumnos en el
aula no logra transmitirles las ideas matematicas necesarias para hacer frente a los
problemas que se le plantean en el campo de las Ciencias Experimentales. Esto nos ha
llevado a realizar una propuesta diferente, apoyada en la recuperaciéon de los
significados inherentes al concepto y las intuiciones primarias del sujeto que le
permitan acceder al concepto, aunque provengan éstas de diversas fuentes de
referencia.

La historia de la ensefianza del Calculo en particular, y de las Matematicas en
general, ha estado marcada por la reiterada ignorancia sobre la forma en la cual
aquéllos que van a aprender adquieren conciencia de su relacion con los saberes y de
cémo miran e interiorizan el saber los que aprenden. En definitiva, creemos que es
necesario conocer cudles son los procesos y fenémenos subyacentes a la construccién
del conocimiento matematico y al desarrollo del pensamiento matemético, sin los
cuales no pueden formarse en el individuo las habilidades mentales que le posibiliten
generar nuevos conocimientos.

Queremos rescatar en algiin sentido la idea basica que propuso hace unos afios
el Grup Zero, expuesta en Azcarate (1990), segin la cual la ensefianza de las
Matematicas deberia fundamentarse en la relacién dialéctica existente entre las
Matematicas como “instrumento de conocimiento” y las Matematicas como “objeto de
conocimiento”. Dado que, como continta diciendo dicha autora, el caracter de los
programas vigentes, exhaustivos, excesivamente formales y totalmente separados de la
vida cotidiana y de los programas de otras materias, asi como la propia estructura de
los estudios, ha inducido una ensefianza de las Matematicas en la que se ha descuidado
su papel de “instrumento de conocimiento”. Asimismo, una ensefianza de las
Matematicas como “objeto de conocimiento” ha resultado también distorsionada por el
caricter de estos mismos programas, pensados casi exclusivamente en funcién de las
necesidades de los niveles de ensefianza superior, dejando poco espacio para la

reflexiéon sobre las propias Matematicas, sobre su contenido, sus métodos y su

evolucidn.
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Estas reflexiones hechas por expertos en la ensefianza para el nivel medio
tienen mucho en comun con aquéllas a las que nosotros hemos llegado, y por lo tanto
perfectamente aplicables en la actualidad y a nuestro contexto. El analisis del estado
actual de la ensefianza, en los primeros cursos universitarios de la Facultad de Ciencias
Experimentales y de la Escuela Politécnica Superior, lo realizamos a través de los
programas, de los manuales y de nuestra propia experiencia docente.

Esta investigacion propone también, en lugar de estudiar cémo llevar al alumno
hacia un discurso tedrico inmévil caracterizado por el excesivo formalismo y rigor, una
forma diferente de plantear el saber enseflado, a partir de las intuiciones que dieron
origen a los diversos conceptos del Célculo. Para ello nos apoyamos en un estudio
realizado por Cantoral (1995) sobre el desarrollo de la Serie de Taylor. En él se parte
del antecedente inmediato a dicha serie, que es el binomio de Newton con exponentes
racionales, segiin la forma en que originalmente la concibié el mismo Newton. (La
importancia que tiene en este caso el teorema del binomio es como herramienta de
conocimiento para construir la serie de Taylor). Posteriormente presenta las
contribuciones que, relacionadas con la serie de Taylor, hiciera L Hospital en su texto
de Calculo. De esa contribucién interesa la identificacién grafica de los diferenciales
sucesivos de una variable continua, pues con ello es posible concebir a la serie de
Taylor en una variable como una expresion que se presenta en el problema de estimar
el valor de una ordenada préxima a otra conocida. A continuacién se presentan los
trabajos de Taylor y de MacLaurin en los que desarrollan la serie y las condiciones
para la localizacién de méximos y minimos. Estas son las razones que permiten
afirmar que de este modo se tiene a la serie de Taylor para una variable construida
mediante procedimientos ausentes en los textos actuales.

Por todo ello, haremos uso de elementos tales como la visualizacion, la
prediccién, el reconocimiento de patrones, el recurso de la analogia, la induccidn, los
diversos modos de validacién, y todo aquello que permitid, en algin momento de la
elaboracion del conocimiento, construir y transmitir informacién socialmente util, y

que hoy puede estar ausente en la ensefianza. Es decir, queremos reconocer y utilizar
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aquellas ideas germinales” relevantes para poder utilizarlas en nuestra labor educativa
adaptadas al momento histdrico presente.

Un recorrido por la Historia de las Ciencias muestra la estrecha relacién que ha
existido entre las Ciencias Experimentales y las Matematicas. A través de esta relacion
se puede observar como aquéllas han servido de motor para el desarrollo de una parte
de las Matematicas. Podemos afirmar que al desarrollo tecnoldgico, en la historia de la
humanidad, ha contribuido enormemente el conocimiento de la naturaleza realizado a
través de las Ciencias Experimentales y por ende el desarrollo de su lenguaje, que es
naturalmente el de las Matematicas.

En este mundo, consideramos los fendémenos de cambio como un hecho
cotidiano para todos nosotros. Los fisicos, por ejemplo, usan las Matematicas para
investigar fenomenos como el movimiento de los planetas, la desintegraciéon de
sustancias radiactivas, la velocidad de las reacciones quimicas, las corrientes
oceanicas, los patrones meteoroldgicos y un largo etcétera. Los ecdlogos por su parte,
exploran los patrones de contaminacién y los cambios en las poblaciones que implican
complejas relaciones entre las especies. En areas como la economia, la medicina o la
politica se usan modelos matematicos en los que la clave del estudio esta puesta en la
nocién de cambio. El estudio del cambio nos conduce a la nocién de variacién y el

estudio de ésta se realiza por medio del calculo diferencial e integral.
1.2.- MOTIVACION QUE DIO LUGAR A LA INVESTIGACION

Expondremos ahora algunas de las consideraciones generales que guiaron la
eleccidn de este trabajo:
» La fragilidad que se advierte en el aprendizaje del Calculo Diferencial entre los
estudiantes.
* La dicotomia en la enseflanza de las Matematicas y de las Ciencias

Experimentales como Fisica, Quimica o Biologia.

2 . ., .. .
Idea germinal: es el motor central en la construccién del conocimiento, y a partir de la cual tanto
procedimientos como significaciones se construyen paulatinamente y adquieren asi su completa

significacion espistémica. (Cantoral, 1990)
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» FEl poco éxito que suelen lograr los estudiantes cuando deben utilizar los
conceptos basicos del Calculo para abordar problemas del dominio especifico
de las ciencias como la Fisica, la Biologia o la Quimica.

= Lavisidn de que, a través de una reconstruccién del discurso escolar vigente, las
disciplinas que forman las Ciencias Experimentales pueden ser utilizadas como
complementarias en la construccién de los conceptos del Célculo Infinitesimal,
aun en el nivel superior.

Las investigaciones llevadas a cabo por diversos autores, entre los que podemos
citar a Pulido (1997) y Artigue (1982, 1983), nos han parecido especialmente
relevantes en relacion con nuestro trabajo. Ellos plantean que los enfoques dados a la
representacion de funciones en las clases de Fisica y en las clases de Matematicas, en
vez de ser complementarios, son totalmente divergentes.

Segun Artigue, la representacién grafica de una funcién en Fisica es un
instrumento que permite conocer sus propiedades generales, deducir su ecuacidn,
estudiar ciertas propiedades de las derivadas primera y segunda, de su primitiva,... Por
el contrario, el estudio de las representaciones graficas de funciones en Matematicas
esta ligado al estudio de la continuidad y de la derivabilidad, asi como de curvas, lo
cual suele ocupar los capitulos finales como resumen de una serie de propiedades que
sirven como ilustracion de todo el curso de Calculo. Por tanto, se trata no ya de un
Instrumento sino de un objeto de estudio.

Otras investigaciones llevadas a cabo en el nivel medio nos dicen:

“Después de llevar a cabo unos tests en las ultimas clases de Bachillerato
acerca de los temas de derivadas y de integrales planteados a partir de
representaciones grdficas, los resultados han demostrado un nivel de éxito muy bajo.
La mayoria de los estudiantes utilizan la grdfica para hallar una expresion algebraica
que, luego derivaban o integraban, pero olvidaban totalmente la grdfica inicial.
Poniéndose de manifiesto la diferencia de estatus de la representaciones grdficas en
Fisica y en Matematicas, y la absoluta separacion entre ambos enfoques”
(Azcérate, 1990, p. 27 ).

Segun la tesis sostenida en una investigacion llevada a cabo por Espinoza
(Espinoza, 1994, pp. 48, 79) hay un modelo implicito de funcién en el sistema de

enseflanza secundario, “el modelo implicito que hay en este sistema sobre las
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funciones es que éstas son simples expresiones algebraicas y por tanto las
complicaciones en el estudio de las mismas radican en el propio derivado de las
manipulaciones algebraicas. De ahi que una funcién sea distinta de una grdfica y
distinta también de una situacion real.” Y contintia diciendo “La relacion entre
funcion y grdfica es de consecuencia y no de definicion. Esto es, dada una funcion
(expresion algebraica) se puede obtener su grdfica, pero dado un grdfico éste no
representa ni tiene asociado un comportamiento funcional.”

Con esto ponemos de manifiesto solo algunas de las tantas diferencias que
tenemos a la hora de abordar y de utilizar los mismos conceptos en diferentes
disciplinas. Por lo tanto creemos que es imprescindible tener en cuenta hacia quién va
dirigida nuestra ensefianza intentando contextualizar los conocimientos impartidos.
Esta importancia es ain mayor en el nivel universitario por el caracter mas especifico
que adquieren las titulaciones. Nuestra atencion estara dirigida a los estudiantes de
ciencias e ingenieria. Para conocer como viven los conceptos que queremos abordar
en la ensefianza actual, y su tratamiento a partir de los textos de Calculo y de Fisica, se
realizé una revision sobre manuales de BUP, COU, Bachillerato-Logse y algunos de
los mas utilizados en los primeros cursos universitarios. Dicha revision puede verse en
el Anexo 1.

Queremos a continuacion transcribir algunas citas que creemos ponen de
manifiesto la importancia conferida a las Matematicas dentro del campo de las
Ciencias Experimentales y la Ingenieria.

W. Dale Compton, de la “National Academy of Engineering” (EE.UU.), dijo en
el “National Colloquium on Calculus for a New Century” (1987): la Ingenieria es, en
palabras del Comité de Acreditacion de Ingenieros y Técnicos, “la profesion en la cual
el conocimiento de matemdticas y ciencias naturales que se adquiere mediante el
estudio, la experiencia y la practica, se aplica juiciosamente para desarrollar maneras
de utilizar econdmicamente los materiales y fuerzas de la naturaleza para beneficio de
la humanidad”.

Eugene Paul Wigner, fisico estadounidense, premio Nébel de Fisica 1963, en
su articulo titulado “La irrazonable efectividad de la matematica en las ciencias
naturales” dice: “El milagro de la adecuacion del lenguaje de la matemdtica para la

Sformulacion de las leyes fisicas es un don maravilloso que ni entendemos ni
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merecemos. Deberiamos mostrarnos agradecidos por él y esperar que permanecerd
siendo valido en la investigacidn futura y que se extenderd, para bien o para mal, para
placer nuestro aunque también tal vez para nuestra perplejidad, a ramas mas amplias
del saber” (Colera, de Guzman, 1994, p. 211).

Por otra parte, es evidente la inquietud puesta de manifiesto por educadores e
investigadores para la integracion de las Matematicas y las Ciencias Experimentales en
el desarrollo de su ensefanza-aprendizaje y esto se hace evidente a través de las
publicaciones donde se da cuenta de los proyectos e investigaciones que se vienen
desarrollando en esta linea. Entre dichas investigaciones podemos destacar (Lewis,
2002) la llevada a cabo con un grupo de profesores de enseflanza elemental, y que
tiene por objeto iniciarles en el desarrollo de métodos para apoyar el uso de las
herramientas matemaéticas en las Ciencias. Ademads, en esta experiencia se hace un
analisis de los errores mas comunes que se ponen de manifiesto cuando los alumnos
resuelven un problema. Dichos errores surgen al utilizar las herramientas matematicas

con las que pretenden determinar las relaciones entre las variables involucradas en el

problema.
1.3.- PROBLEMA DIDACTICO

Nuestra investigacion trata de estudiar las causas de las dificultades que se
presentan en los procesos de ensefianza-aprendizaje del Calculo Infinitesimal cuando
se ensefla a estudiantes universitarios de Ciencias e Ingenieria, buscando las causas no
s6lo en la forma en que transmitimos ese conocimiento, sino también en la manera en
que se ha articulado el contenido matematico que se ensefia. Digamoslo de otro modo,
pensemos también como un problema didéctico la determinacidn del qué ensefiar y no
solo el de como ensefiar.

Este cambio de perspectiva plantea de entrada una serie de interrogantes que
permiten hacer una construccion racional de la ensefianza del Célculo: ;por qué
enseflamos lo que ensefiamos?, ;de donde procede esta matematica?, ;jcual fue su
motivacién?, ;como se construyd?, ;jcuales fueron sus €xitos y cuales sus fracasos?,
;qué debe esta Matematica a otras ciencias, a la experiencia y al experimento?, ;cdémo

contribuyé a su vez al enriquecimiento general de éstas? Finalmente, en las
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circunstancias en que hoy nos encontramos, ;qué parte de todo ese saber acumulado
debe procesarse y pasar a ser saber ensefiado’?... ¢ Como hacerlo? (Cantoral, 1995).

De acuerdo con la tesis anterior uno de los objetivos seréd “hacer ficil lo que, en
principio, se plantea como dificil”. El camino para lograrlo lo buscamos en el
momento de la creacidn del conocimiento, analizando las distintas maneras de
transmision, examinando las circunstancias que posibilitaron su construccién y
precisando cuéles son factibles de asimilarse a las practicas escolares actuales.

Esta busqueda nos ha permitido formular la conjetura de que es posible
reconstruir el discurso didactico de una parte del Calculo tomando como idea central
la serie de Taylor. En otro sentido, dicha hipdtesis sefiala que es posible redisefiar el
curriculum y su discurso didactico en torno de aquello que, consideramos, resulté
epistemologicamente indispensable en su génesis. Para ello nos basamos en la etapa
concerniente al campo conceptual de los inicios del Analisis Matematico clasico.

Nos ocuparemos de las derivadas sucesivas y de la serie de Taylor, sus
antecedentes, motivaciones, situaciones contextuales, evoluciones temporales,
presentaciones en textos clasicos y posibilidades de uso, algunas atn inexploradas, en
los textos actuales.

Para ello, partimos de la nocién de cambio en el Calculo Infinitesimal. Esta
nocién da lugar al concepto de variacién, describiendo las cualidades del cambio y
proporcionando elementos para saber c6mo es que cambia eso que cambia. En este
sentido consideramos la variacion como una medida de los cambios.

Existen muchas cosas a nuestro alrededor que estdan cambiando constantemente,
la forma de nuestros cuerpos, la temperatura de algunos materiales, el movimiento del
mar, el movimiento de electrones a través de un conductor, la economia, en fin,
podriamos citar infinidad de procesos en los cuales estan implicados los cambios. En
este sentido, consideramos como estrategias variacionales: la estimacién, la
comparacidn, la aproximacién, la prediccidn, la acotacion, etc.

Creemos sin embargo que la ensefianza de las Matematicas en general y del
Calculo en particular inhibe las ideas variacionales en los alumnos. Por lo tanto, con

esta vision podremos replantear el estudio de algunos de los elementos de esta

3 Objeto de ensefianza. Segun Chevallard (1991), la nocién de saber a ensefiar no se reduce sélo al texto

que aparece en los programas y cuestionarios, sino también a sus posibles interpretaciones.
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disciplina y de esta manera contribuir a la reconstruccién del discurso matematico de
una manera integradora.

El sistema de ensefianza en el que se encuentran nuestros alumnos no promueve
el estudio y analisis de la variabilidad de fendmenos sujetos al cambio, donde la
funcion encontraria una especial significacién estrechamente ligada a sus origenes
epistemoldgicos (Ruiz, 1994).

De los manuales de Calculo analizados (ver Anexo 1) se desprende que la serie
se estudia mas como un asunto de convergencia, ya se trate de residuo, de orden de
magnitud o de error. Esto pone de relieve que la nociéon de prediccion, que
originalmente era descrita por la serie, ha sido desplazada de la ensefianza actual. Se
opera una especie de “predacidon” de una idea, la convergencia, por sobre otra, la
prediccion. Ello obedece a un fendmeno de Transposicién Didéactica® (Cantoral, 1990).

Esta consideraciéon en cuanto a la idea de prediccion y de la nocién de
convergencia, en su relacion con la serie de Taylor, se presenta como una dificultad de
naturaleza didactica. Esto se pone de manifiesto cuando se pretende trabajar una
didactica sustentada en los fendmenos, como seria deseable, en la formacidn que se les
imparte a los estudiantes de las licenciaturas de las distintas disciplinas, enmarcadas
dentro de las ciencias experimentales e ingenierias.

Debemos tener en cuenta también que la nocion de prediccidn resulta ser una
de las caracteristicas esenciales de las teorias fisicas (Holton, 1979, pp.51-53).

Para centrar nuestra atencién en el movimiento en la naturaleza debemos
planteamos estrategias que nos permitan describir su evolucion, entendida ésta como el
pasaje sucesivo entre estados primarios y secundarios. Esto precisa de la determinacién
de los aspectos que caracterizan tanto a los estados sucesivos como a los transitos
sucesivos. Lo anterior plantea la necesidad de establecer el conjunto de variables que
en una mutua dependencia se relacionan en el fenémeno. Esto no es suficiente, ya que
precisa ademas del reconocimiento de aquellos aspectos invariables asociados a los

fenémenos de movimiento en la naturaleza. Estos aspectos suelen descansar en la

* La palabra transponer significa poner una cosa mas all4, en un sitio distinto del lugar que ocupaba. El
término fransposicion diddctica se refiere asi, en lo general, al proceso mediante el cual tiene lugar la
accién de transponer un saber hacia un sitio didactico, digdmoslo asi: llevar el saber al ambito escolar
(Cantoral, 1995, p. 60).
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naturaleza misma del movimiento, en la manera en que varian las variables.
Efectivamente, este fue el mérito de las estrategias de estudio del movimiento: la
constantificacién. Bsto permite que al analizar los cambios sucesivos de las variables
asociadas al fenémeno, se las identifique como constantes. Ello permite buscar la
relacion de dependencia funcional, ya no entre las variables en si, lo cual es el objetivo
del estudio, sino entre sus sucesivas variaciones instantaneas, pues s6lo mediante esas
ecuaciones habremos de recobrar la primera relacién entre las variables. Si deseamos
conocer la variacion que sufre la variable f{x), es decir, f{x+h), el problema se centra
en conocer ¢l desarrollo en serie que tiene esta expresion.

En términos de modelo didactico para la ensefianza de la Fisica y las
Matematicas, este estudio exhibe la aproximacién sugerida desde los trabajos de
Newton, donde la serie es un recurso de simplificacién, y al mismo tiempo un método
de descubrimiento aplicable al estudio de los fendmenos que fluyen continuamente con
el transcurso del tiempo. De ahi que Newton reflexionara en la velocidad de cambio de
las magnitudes estudiadas y denominara “mi método” a la asociacién entre el manejo
de las series infinitas, series de potencias, con el estudio de la velocidad de cambio, de
las que a su vez se sirve para determinar la propia cantidad que fluye en el transcurso
del tiempo. Del mismo modo encontramos en el éxito del céleulo diferencial de
L’Hospital la idea de diferencial en que aumenta o disminuye la variable. Y asi,
buscando la relacién entre los aumentos o disminuciones sucesivas de la variable, se
aproxima a la expresiéon en serie que afios més tarde Taylor utilizara de nuevo.
Centrandonos un poco en la presentacién que Taylor hiciera de su serie, vemos
expresada sutilmente la nocién de la serie como instrumento de prediccion. Esto es, si
conocemos el estado inicial de la magnitud a estudiar, es decir, si se conoce la
ordenada y sus variaciones sucesivas, es posible predecir el comportamiento del estado
vecino con la ayuda del método de los incrementos finitos (Cantoral, 1995).

Esta presentacion, en la que la expresién de la serie contiene intrinsecamente un
significado propio de las Ciencias Fisicas, es lo que la hace una construccién natural en
una vasta diversidad de fendmenos. Este esquema esta en uso en diversos contextos;
asi, es usual encontrar argumentos como el siguiente: “si g representa un cierto

parametro fisico en un instante dado de tiempo ¢, un instante después t+dt este
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parametro serda g-+dg”. Sin embargo, esta ausente en los tdpicos transmitidos en la
enseflanza escolar del Célculo.

Este acercamiento al estudio de la serie de Taylor se caracteriza por una idea
principal que es la prediccion. A esta presentacién la ubicaremos dentro de lo que
llamaremos paradigma newtoniano, que se apoya en los fendmenos de naturaleza fisica
de flujo.

La idea de prediccion se refiere al estudio de la cuantificacion de las “formas”
variables en la naturaleza: particulas moviles, cuerpos terrestres y celestes y
naturalmente los fenémenos de flujo continuo. En este ambiente la pregunta planteada
indaga sobre el comportamiento del estado vecino sobre la base de los datos que da el

estado de hecho (Cantoral, 1990, p. 200, V. 2).

N\

fix, + H=?

¥

fixs)

¥

X X+ h

Figura 1.1. Planteamiento del problema de prediccion.

Este planteamiento lleva como respuesta una expresién para la serie de Taylor

de la forma
Ffxo+h) =fxo) + (ko) b + f(xg) W20+ f7(xo) B3 + ..,

donde se conocen los datos iniciales xg, %, fixg), £ (x0), f*(x0), £ (x0), ... y se precisa
encontrar el valor de flxp+h), como se ilustra en la figura 1.1. Con estas
consideraciones, la serie de Taylor se expresa de la siguiente forma:

e Si p representa cierto parametro fisico en el instante ¢, un momento después

dt dicho parametro serd p + dp.
e Si se conoce el estado inicial del fenémeno, esto es f{0), °(0), 7’(0), ... se

tiene que un instante después

fO) =A0) +£0) t + £(0) 121 + £7(0) £2/31 + ..
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En los textos de Fisica e Ingenieria es frecuente encontrar este tipo de
argumentos. Estas ideas estan estrechamente vinculadas a las nociones pre-cauchianas
de la serie de Taylor, que requieren para su conceptualizacion el pensar en la serie
como un instrumento de prediccion y no como un objeto de convergencia como
aparece en los manuales de Matematicas. Vamos a trabajar sobre un ejemplo: sabemos
que las ecuaciones de la cinemaética para el movimiento rectilineo uniformemente
acelerado tienen la forma siguiente

s(t) = 5o+ vot + 1/2ar
v(t) = vy + at
a(t) = a.

Para deducir estas ecuaciones, segiin hemos visto en distintos manuales (Anexo
1) se recurre a argumentos tipicos como el geométrico, el algebraico y el de calculo
integral. Este acercamiento convencional posee el defecto de concebirse como un mero
recurso aislado sin conexién con el resto de los problemas, ni en concepcién ni en
gjecucién. Nuestra propuesta es plantearlo teniendo en cuenta que pretendemos
encontrar una relacién que permita determinar la dependencia entre las variables
asociadas en su estado inicial, esto es, establecer

s =5(s0, Vo, @, ty, ).

En tanto que se trata de un problema de prediccién, pensamos en el fenémeno
de movimiento y lo representamos por su instrumento natural de conocimiento, la serie
de Taylor. Asi, el valor futuro de la posicién estara dado por

s(t) = s(0) +s°(0) £ +57°(0) 21 + 5 (0) £ + ...

Pero s(0) = s¢, s'(0) =vy, s7°(0) =a, s”(0) =0 y como suponemos que esta
ultima igualdad se da para cualquier tiempo, es decir, la aceleracién es una constante,
entonces s°”’(0) =0, s™(0) =0, ... =0, de ahi que

s)y=sp+vot+a £n.
De la misma manera se procede para determinar v(f) y a(t), es decir:
) =vwtapt 'y al)=ag.
Para estudiar el caso del movimiento con aceleracién variable tenemos

s(8) = s(0) +s°(0) £ +57°(0) £2! + 5" (0) £3) + ...
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Pero s(0) = s0, s°(0) = vy, 5"(0) =aq, s""'(0) = a; y como suponemos que esta
ultima igualdad se da para cualquier tiempo, es decir la a; es una constante, entonces
s¥(0) =0, s"(0) =0, ... = 0. De ahi que

s(t)y=so+vot+ag 2R+ aq £/6.

Centremos ahora nuestra atencion sobre otro problema de la Fisica que tiene
innumerables aplicaciones, como es el movimiento armonico simple. A través de un
movimiento arménico se puede describir una corriente en un circuito eléctrico, la
concentracion de iones en un plasma, la temperatura de un cuerpo, etc.

Consideremos el caso de un cuerpo, de masa m, que cuelga de un muelle

vertical, como se muestra en la figura 1.2.

{a) &)

Figura 1.2 (extraida de Tipler, 1995, p. 380)

En dicha figura se observa lo siguiente: (a) Muelle vertical sin deformar. (b) El
muelle se alarga una cantidad yy = mg/k cuando cuelga de €l en equilibrio un objeto de
masa m. (c) Este oscila alrededor de su posicién de equilibrio y = yo con un
desplazamiento y; = y-yy.

En la posicidn de equilibrio las fuerzas que se ejercen sobre el cuerpo son
kyo = mg. &)
Para hallar la ecuacion que regula los cambios sucesivos entre las variables, utilizamos

la segunda ley de Newton, ma = F.

2

d’y
m =—ky+mg, 2
% ky + mg (2)

donde y se mide hacia abajo, desde la posicién sin deformar del muelle.
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Podemos reescribir la ecuacidon tomando como origen la posicion de equilibrio, y = yyp.

. . d d
Como y; e y difieren s6lo en una constante, sigue que —;;1— = ?);
Reemplazando en (2), tenemos
dzyl _ k _
m dl‘2 - (yl +yo)+mg__ky1 _kyo +mg .
Utilizando (1), obtenemos la ecuacién diferencial deseada:
Iy __k
dr’ m T

A partir de esta ecuacién es posible obtener algunos valores de las derivadas

sucesivas de la funcién en puntos particulares. Para ello es necesario conocer algunos

dyl)

. d*
valores iniciales como y,(0), (— ( yl ), 0

t=0>

Consideremos que se separa el cuerpo de su posicidén de equilibrio en un valor

A, es decir, el desplazamiento toma su valor maximo, y;(0) = A4 para el instante t=0. En

. d d? kA
ese momento el objeto esta en reposo, por lo que (L) o = ( yl )0

Como la 1dea de prediccion permite enunciar el valor futuro de un parametro
s6lo con los valores de la variable y de sus variaciones en un inicio, usaremos la serie

de Taylor en términos de los valores iniciales:

d’y,. & d’y t3
dtz )t=oa+( d3 )t =0 3' '”7

d
2,6 = 3 (0)+ (51 1+
dt
con lo que obtenemos

kt? k2! ke®

yl(t)zA—Am2!+Am24!— —at
Sustituyendo k/m = w’, se obtiene’
t2 ) 4 ] £6
y1(t) A - w’ E+W Z—W a.|_)

Observando que la expresion entre paréntesis es el desarrollo en serie de

cos(wt), se puede escribir

v, () = Acos(wt).

* La relacion k/m es positiva y, por lo tanto, es razonable sustituirla por el cuadrado de cierta magnitud.
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C

Figura 1.3. El desplazamiento y,,
la velocidad v y la aceleracién a
\/ t en funcioén del tiempo ¢.

TN
NS

En la figura 1.3 se observa que la aceleraciéon es proporcional y de sentido
opuesto al desplazamiento. Es importante determinar algunas regularidades en las
graficas de las derivadas sucesivas, y que creemos nos ayudaran en la construccién del
concepto de la serie de Taylor como elemento predictor.

Con este ejemplo hemos puesto de manifiesto la posibilidad de obtener, con
cierta naturalidad, el planteamiento y resolucién del problema que en los manuales
escolares, de este nivel, se presenta como algo muy complejo y fuera del alcance del
texto. Es evidente que, de esta manera, la determinacion de las condiciones iniciales y
la resoluciéon misma del problema sigue una logica de solucién explicita v,

eventualmente, bajo el control del alumno.
1.4.- DESCRIPCION DEL PROBLEMA DE INVESTIGACION

La nocién de derivada no se constituye en objeto estable del saber en un primer
curso de Célculo. Nosotros hemos observado que los alumnos asimilan la técnica pero
no reconocen, por ejemplo, las derivadas sucesivas como nuevas funciones. Esto
ocurre por diversas causas entre las que podemos destacar:

 La falta de estudio y de anlisis de la variabilidad de fenémenos sujetos al cambio.
« El no haber logrado articular la nocién de derivada con la nocidén de derivadas
sucesivas.

Estas razones nos llevan a sostener que la derivada no se debe entender sélo

como la primera derivada, sino que es algo que permite organizar las derivadas

21




Representacion y Planteamiento del

Capitulo 1 Problema de Investigacion

sucesivas, porque las nociones matematicas no pueden reducirse a su definicién. Esto
es, deberfa entenderse a las derivadas no como un algoritmo ni una simple iteracion,
como suele ser considerada en la mayoria de los textos de Célculo, sino como una
“sucesién” de funciones donde cada una provee de informaciéon muy rica en
significaciones, especialmente en el contexto de las Ciencias Experimentales. De esta
manera, conjeturamos que sé6lo entonces adquieren significacion propia los términos de
la serie de Taylor. Asi surge el concepto de funcién analitica, asociado con la nocién
de prediccién, para predecir el estado ulterior de un sistema fisico donde se conoce su
estado inicial, que es la idea germinal (Cantoral, 2000).

Con esta idea proponemos discutir con cuidado el proceso de reconocimiento

de 1a Matemaética en los fenémenos fisicos y no sélo aplicar la Matematica en la Fisica.

1.5.- OBJETIVOS Y SUPUESTOS DE LA INVESTIGACION

1.5.1.- OBJETIVOS

El objetivo general de nuesira investigacion es estudiar las causas de las
dificultades que se presentan en los procesos de ensefianza-aprendizaje del Cdlculo
Infinitesimal cuando se ensefia a estudiantes universitarios de Ciencias e Ingenieria,
buscando dichas causas no sélo en las formas en que trasmitimos el conocimiento sino
fundamentalmente en la manera en que se articula el contenido matematico que se
ensefia. Para ello nos proponemos los siguientes objetivos especificos:

A. Favorecer en el alumno el pensamiento y el lenguaje variacional que le
posibilite abordar con éxito los problemas propios de las Ciencias
Experimentales.

B. Desarrollar en los estudiantes los mecanismos que permitan transitar desde la
prediccioén, nocidn propia de las ciencias experimentales, a lo analitico, nocion
propia de las Matemdticas, utilizando para ello estrategias del pensamiento y
el lenguaje variacional.

Para lograr estos objetivos partimos de los supuestos que exponemos a continuacion.

1.5.2.- SUPUESTOS DE PARTIDA

1. En la actualidad, en la ensefianza de las derivadas sucesivas de una funcion f

se realiza una argumentacion matemdtica que no le da entidad propia pues la
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liga, mediante un algoritmo, a la nocion de derivada primera, es decir
(D)) "...)". Entendemos que ello se podria lograr si al presentar las
derivadas sucesivas de una funcion se les da significado a cada una y a su
conjunto, mostrandolas como una “sucesion” o una “n-upla” de derivadas, es
decir (L1 " ., f7, ).

2. En la ensefianza de la Fisica y las Matematicas que se realiza en la actualidad
las series de Taylor se utilizan bdsicamente como instrumento para la
aproximacion. Pensamos que para abordar, a través de funciones analiticas,
los problemas que requieren de la nocion de prediccion en fenomenos de flujo
continuo en la naturaleza, nocion ésta propia de las ciencias experimentales,

es mas propicia la concepcion sobre derivadas sucesivas antes indicada.
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CAPITULO 2

ANTECEDENTES Y MARCO TEORICO

2.0.- INTRODUCCION

Dedicamos la primera parte de este capitulo a hacer un breve recorrido por las
principales lineas de investigacién en Didactica de las Ciencias y las Matematicas;
para ésta tltima, nos centraremos en el Calculo Diferencial. A continuacion se presenta
un esquema sobre la epistemologia de los objetos involucrados en nuestra
investigacién. Por ultimo, indagamos sobre los fundamentos tedricos que hemos
considerado bésicos para el desarrollo de este trabajo como es la teoria de las
situaciones didécticas, que es €l marco para la elaboracion de una ingenieria didactica,
la cual hemos tomado como metodologia de investigacién y a la que nos referiremos

en el capitulo siguiente.

21.- REVISIQN DE DISTINTOS ACERCAMIENTOS A LA PROBLEMATICA
DE LA ENSENANZA-APRENDIZAJE DE LAS CIENCIAS
EXPERIMENTALES.

A lo largo de las dos ultimas décadas se ha producido un desarrollo de la
didéctica de las ciencias tan pujante que ha sido calificado de auténtica revolucién
(White, 1999), dando lugar a la emergencia de una nueva disciplina cientifica.

Algunas de las dificultades que ha tenido, y a las que tendra que enfrentarse
esta nueva disciplina, derivan de los vinculos existentes entre la didactica de las
ciencias y la psicologia de la educacién o ciencias de la educacién ya que, para
algunos, la did4ctica de las ciencias sigue teniendo una dimension meramente practica
de aplicacion de los conocimientos tedricos elaborados por las ciencias de la
educacion. Es la existencia misma del cuerpo de conocimientos sobre la ensefianza y el
aprendizaje de las ciencias lo que hace posible una integracion efectiva de las
aportaciones de la psicologia de la educacion (Gil, 1993a).

Conviene también tener presente que la didactica de las ciencias posee

relaciones privilegiadas, no sélo con la psicologia educativa, sino también con la
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historia y la filosofia de la ciencia. La atencién cuidadosa a las implicaciones de estas
Gltimas es relativamente reciente (Matthews, 1994) y responde a necesidades del
propio desarrollo tedrico de la didactica (Gil, 1993b).

“I lamamos la atencidn contra una concepcion de la didactica de las ciencias
como mera aplicacion prdctica de la psicologia del aprendizaje. Se trata, insistimos,
de una seria dificultad para su desarrollo. Pero mayor es, si cabe, la dificultad que
representa la creencia - todavia muy extendida - de que ensefiar es una actividad
simple para la que bastan los conocimientos cientificos y algo de prdctica. Mientras
esta concepcion persista - en la sociedad, en las autoridades académicas y en los
mismos docentes - la diddctica de las ciencias verd muy limitada su influencia sobre la
actividad en el aula, lo que, a su vez, se convierte en un serio obstaculo para el
desarrollo del nuevo cuerpo de conocimientos” (Gil, Carrascosa y Martinez, 2000, p.
21).

A continuacién haremos una breve revisién de las principales lineas de trabajo
que han centrado el interés de los investigadores a lo largo de estas dos 1ltimas

décadas y que han influido en nuestro trabajo.
2.1.1.- CONCEPCIONES ALTERNATIVAS

En Gil, Carrascosa y Martinez (2000, p. 23) hay una importante relacion de
trabajos e investigadores que destacan en esta linea de investigacion, que es una de las
mas fructiferas en Espafia, y donde mas tesis doctorales se recogen.

La investigacion sobre concepciones alternativas sirvié para cuestionar la
eficacia de la ensefianza por transmisién de conocimientos ya elaborados, o la idea de
que ensefiar ciencias es una actividad simple para lo cual basta con conocer el material
y tener algo de experiencia.

Estudios rigurosos como las tesis de Driver (1973) y Viennot (1976)
cuestionaban la efectividad de la ensefianza alli donde los resultados eran considerados
mas aceptables, ya que los estudiantes parecian tener menos dificultades en responder
una pregunta “tedrica” que en resolver un problema. Por lo tanto, la utilizacién de
sencillas cuestiones cualitativas son suficientes para mostrar graves problemas de
comprension. Es preciso resaltar esa capacidad de cuestionar de la investigacion sobre

preconcepciones, puesto que ha contribuido més que cualquier otro estudio a
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problematizar el estudio y aprendizaje de las ciencias y a romper con la inercia
tradicional asumida acriticamente (Gil, 1994).

Hay un gran niimero de denominaciones que se han utilizado para referirse a las
ideas previas de los alumnos sobre fendmenos cientificos. Los mas comunes son: ideas
previas, concepciones alternativas, preconcepciones, esquemas de los alumnos,
constructos, modelos mentales, representaciones e ideas intuitivas, etc.

Las caracteristicas mas importantes de las ideas previas de los alumnos son (de Posada,
2000, p. 369):

e El individuo moviliza ciertas nociones o esquemas en el transcurso de la
actividad representativa a partir de las cuales podemos inferir una
concepcion, pero ésta no es explicita.

e La concepcion alternativa es un modelo explicativo. Este puede
evolucionar a medida que se construye el conocimiento. A menudo el sujeto
no es consciente de que posee representaciones. Los individuos utilizan sus
esquemas con un grado de conmsistencia y estabilidad variable aunque
significativo (Oliva, 1999).

o Las concepciones tienen una génesis al mismo tiempo individual y social.
Las representaciones se elaboran a lo largo de la vida del individuo a
través de la accion cultural de los padres y familiares, la escuela, medios
de comunicacion y mds tarde por la actividad social y profesional en el
adulto.

o Estas concepciones se presentan asociadas a una metodologia,
denominada de la superficialidad, que se caracteriza por respuestas
rdpidas, seguras y no sometidas a ningun tipo de andlisis (al menos
cientifico) (Gil y Carrascosa, 1990).

e Se ha encontrado paralelismo entre la evolucion de determinado conceptos
en la historia de las ciencias y las ideas que los alumnos mantienen sobre
ellas en su propio desarrollo cognitivo. Esto puede interpretarse como
modos peculiares abordados por la mente para resolver problemas en los

que los alumnos hacen uso del sentido comun para analizar las situaciones

que encuentran.
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Existen diferentes posiciones que abordan la construccién y evolucién de las
ideas previas de formas muy diferentes; éstas son:
e Posiciones epistemoldgicas e histéricas
e Posiciones psicologicas:
1. Piaget y las concepciones previas.
2. Ideas previas y el aprendizaje seglin Vygotsky.
3. Las ideas previas y el aprendizaje significativo de Ausubel.

Es sabido que las concepciones previas que traen los estudiantes influyen en el
aprendizaje de los conceptos cientificos en el aula. Un buen conocimiento de esas
concepciones por parte de los investigadores y profesores ayudaria a determinar qué
actividades son necesarias para la adecuada asimilacién de ciertos conceptos. Sin
embargo esta tarea es muy compleja, entre otras cosas porque las concepciones de los
alumnos suele tener una logica interna diferente a la de la ciencia; también ocurre que
en un determinado grupo de alumnos puede haber numerosas concepciones
alternativas coexistiendo. Para hacer frente a las dificultades que presentan las ideas
previas los investigadores han disefiado numerosas estrategias entre las que destacan

algunos modelos a los que nos referiremos brevemente.

- Modelo de cambio conceptual

El método se debe a Posner et al. (1982) y ha sido revisado por Strike y Posner
(1992). Se han realizado numerosas experiencias didacticas en 4reas de conocimiento
muy dispares, entre las que podemos citar: dinamica fisica (Hewson y Beeth, 1995),
teoria de la evolucién (Demastes et al., 1996), ensefianza de las disoluciones (Sanchez
et al. 1997), optica geométrica (Perales y Nievas, 1995) y la teoria de la relatividad
(Toledo et al., 1997), entre otras.

Los autores del modelo de cambio conceptual indican que se trata de un
modelo de aprendizaje y que por tantc no determina un tipo concreto de ensefianza.

Los diferentes modelos de ensefianza mediante cambio conceptual parten de un
punto comun, las ideas previas que traen consigo los estudiantes. Plantean cuestiones o
actividades para que exterioricen sus concepciones aplicandolas en las actividades
concretas. A continuacién son introducidas otras cuestiones en las que los estudiantes,
al utilizar dichas ideas, llegan a situaciones imposibles o claramente erréneas. Se les

hace percibir a los alumnos la existencia de conflictos para que puedan aceptar las
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concepciones cientificas que el profesor va a impartir a continuacién. Por ultimo se

aplica el esquema cientifico a nuevas situaciones con resultados coherentes.
- Utilizacion de la historia de las ciencias

El conocimiento de la historia de las ciencias muestra la gran dificultad que la
comunidad cientifica ha tenido para avanzar y aceptar nuevos hechos y teorias. Este
conocimiento puede mejorar la actitud de los alumnos hacia la ciencia y facilitar la
comprension de como se hace y evoluciona ésta. La hipotesis de que la mente de los
alumnos funciona basicamente como la de los investigadores se ve apoyada por el
hecho de que se han encontrado paralelismos entre la evolucién de algunos conceptos
en la historia de las ciencias y los mismos conceptos en el desarrollo cognitivo de los
alumnos. Al respecto encontramos trabajos sobre la estructura interna de la materia
(Furio, et al., 1987) y la electrostatica y electrodinamica (Benseghir y Closset, 1996),

entre otros.
2.1.2.- RESOLUCION DE PROBLEMAS

En nuestro &4mbito son numerosas las Tesis Doctorales dedicadas a la
resolucién de problemas y se ha publicado abundante bibliografia al respecto. Cabe
destacar también que en €l Handbook of Research on Science Teaching and Learning
se hace referencia a la relevante aportaciéon de un equipo espafiol en este campo
(Maloney 1994, p. 344).

Haremos una clarificacién sobre los vocablos mas comunes implicados en esta
tematica siguiendo a Perales (2000, p. 291). El concepto genérico de problema lo
define como “una situacion incierta que provoca en quien la padece una conducta
tendiente a hallar la solucion y reducir de esta forma la tension inherente a dicha
incertidumbre”. Podemos distinguir entre problemas cotidianos y problemas
académicos. Estos ultimos contemplan habitualmente los siguientes elementos
(Dumas-Carré, 1987):

- La descripcién de un dispositivo y su funcionamiento, eventualmente
acompafiado de un esquema.

- Las condiciones experimentales a que esta sometido.

- Unas simplificaciones o modificaciones parciales que inscriben el fenémeno

estudiado en un marco teorico simple.
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- Unos datos o valores tomados por ciertas magnitudes fisicas que se llaman a
menudo “condiciones iniciales”.
- Unas consignas de respuesta, mas o menos implicitas, interviniendo en la
formulacién de la pregunta.
Las nuevas tendencias pedagdgicas recomiendan la necesidad de utilizar en el
aula la resolucién de problemas abiertos. La clasificacién en problemas abiertos y
cerrados hace referencia a la solucién, esto es, si el resultado es tnico el problema es
cerrado y si son posibles varios resultados el problema es abierto.
De acuerdo con dichas tendencias la resolucién de problemas podria permitir:
- Diagnosticar las ideas previas de los alumnos y ayudarles a construir sus
nuevos conocimientos a partir de las mismas.
- Adquirir habilidades de distinto rango cognitivo.
- Promover actitudes positivas hacia la Ciencia y actitudes cientificas.
- Acercar los ambitos de conocimiento cientifico y cotidiano, capacitando al
alumno para resolver situaciones problematicas en este ultimo.
- Evaluar el aprendizaje cientifico de los alumnos y el propio curriculum.

Los modelos de investigacién en resolucion de problemas los agrupamos segin
Perales (2000) en:

La solucion de problemas como un problema de muchas variables. Se
considera la solucién de problemas como una tarea compleja en la que
interviene un gran niimero de variables. Corresponde a los investigadores hacer
explicitas tales variables e incidir sobre ellas con el fin de mejorar la eficiencia
de tal actividad. Los supuestos que se asumen con este enfoque giran en torno a

la ensefianza tradicional de las Ciencias y de la Psicologia Conductista.

La resolucion de problemas por expertos y por novatos. Se trata de poner de
manifiesto de una forma rigurosa cémo abordan la resolucién de problemas los
expertos para tratar de ensefiar a los novatos los procesos utilizados por los
primeros. El origen de este modelo de investigacién se sitda en la Psicologia
del Procesamiento de la Informacidn y en la Inteligencia Artificial. Algunas

consecuencias genéricas de esta linea de investigacién se mencionan en Perales
(2000, p. 297).
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La ensefianza de estrategias heuristicas. Se pretende ensefiar a los alumnos
estrategias de resolucién de problemas que les permitan resolverlos con mayor
acierto. Tales estrategias fueron enunciadas por Polya (1945), a partir de su
trabajo sobre los modos de resolucion de problemas por parte de los individuos:

U Definicidn del problema: seleccion de la informacion pertinente.

O Planificacion del problema: elaboracién del esquema de resolucion.

U Ejecucion: resolucion propiamente dicha.

L Retroaccion: revisidn del proceso.
Del importante papel desempefiado por la resoluciéon de problemas en los

modelos mas influyentes en la Didéctica de las Ciencias se hace referencia en Perales

(2000, p. 298). A continuacidn, transcribimos las caracteristicas del modelo que maés se

adecua a nuestro trabajo.

- Modelo constructivista

» Los problemas deben jugar un papel esencial en el aprendizaje conceptual.

e Su enunciado y resolucion deben estar conectados con la experiencia previa del
sujeto.

e El objetivo fundamental del problema sera facilitar el cambio conceptual:

- Articulando el propio alumno sus ideas previas (el problema como
“diagnostico”).

- Contrastando sus ideas previas con las explicaciones cientificas (el
problema como actividad para el “cambio conceptual”).

- Aplicando las nuevas ideas (el problema como “consolidacién del cambio
conceptual”).

e En una extensidn de la nocién de cambio conceptual, también deberia servir la
resolucion de problemas para un cambio de estrategias (o metodoldgico), desde las
espontaneas puestas de manifiesto habitualmente por los alumnos, a las heuristicas
mas propias del ambito de resolucidn cientifica.

Otras lineas de investigacidn de similar importancia se han desarrollado sobre
cuestiones como:

- Practicas de Laboratorio (Gil et al., 1991, cap. I, Lazarowitz y Tamir, 1994;

Caamafio, Carrascosa y Ofiorbe, 1994; Luneta, 1998).
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- Disefio curricular (Gil et al., 1991, caps. VIIL, IX y X; Bybee y DeBoer, 1994; Del
Carmen, 1996; Garcia, 1998; Van Den Akker, 1998; Wallace y Louden, 1998; Bybee y
Ben-Zvi, 1998)

- Relaciones ciencias/tecnologia/sociedad y el papel del medio (Garcia, 1987; Solbes
y Vilches, 1989 y 1997; Jiménez y Otero, 1990; Gilbert, 1992; Jiménez, 1995; Catalan
y Catany, 1996; Gil, et al., 1999).

- Evaluacion (Geli, 1986; Gutiérrez et al., 1990, 4* parte; Gil et al., 1991, cap. VII;
Alonso, 1994; Del Carmen, 1995; Jorba y Sanmarti, 1995; Tamir, 1998).

- Formacion del profesorado (Porlan, 1989 y 1993; Gil y Pessoa, 1994; Anderson y
Mitchener, 1994; Carnicer, 1998; Mumby y Rusell, 1998; Porlan y Rivero, 1998).

- Cuestiones axioldgicas que plantean las diferencias de género, la creciente
diversidad cultural, etc., (Fraser, 1994; Kahle y Mece, 1994; Atwater, 1994; Baker,

1998; Nichols et al., 1998).

Por dltimo, podemos decir que dichas lineas de investigacién aparecen cada vez
mas integradas, lo que muestra que se ha llegado a comprender la imposibilidad de
introducir innovaciones eficientes en algunos aspectos de la ensefianza-aprendizaje de
las ciencias si no se tiene en cuenta a las restantes. Esta atencién a la globalidad se esta
traduciendo en la ruptura de barreras tradicionales en la ensefianza de las ciencias, que
aparecen ahora sin fundamento; ejemplo de esto puede ser la diferenciacién entre
ensefianza y evaluacion. Como se sefiala en (Gil, Carrascosa y Martinez, 2000, p. 25),
“se trata de lograr la total confluencia entre las situaciones de aprendizaje y de
evaluacidn, explotando el potencial evaluador de las primeras y disefiando las

segundas como verdadera situaciones de aprendizaje”.
2.1.3.- ORIENTACIONES CONSTRUCTIVISTAS COMO MARCO TEORICO

Podemos distinguir tres niveles de andlisis en relacién con los postulados
constructivistas: el epistemoldgico, el psicoldgico y el educativo. Una posicién
epistemoldgica que ha tenido importantes implicaciones para otros niveles de analisis,
como el psicologico y el educativo, considera que “puesto que el conocimiento es una
construccion subjetiva, la realidad deja de ser una entidad absoluta: el
constructivismo asume que el conocimiento supone una perspectiva relativa sobre la

realidad” (Pozo, Pérez y Mateos, 1997). Sin embargo, cuando nos referimos al analisis
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psicoldgico y al educativo hablaremos de concepciones constructivistas, ya que
existen distintos modelos y teorias de constructivismo (Luque, Ortega y Cubero,
1994). La perspectiva constructivista en psicologia se refiere a las relaciones entre la
actividad del sujeto y su evolucién psicoldgica. “Como tal es una herramienta
fundamental para la comprension de los procesos de enserianza aprendizaje en el
aula, pero no es suficiente, ni es la unica” (Rodrigo y Cubero, 2000, p. 89).

La perspectiva constructivista de los procesos de ensefianza y aprendizaje,
segun la propuesta de Coll (1996, p. 164), consiste en tomar en consideracion “la
naturaleza y funciones de la educacion escolar y de las caracteristicas propias y
especificas de las actividades escolares de ensefianza y aprendizaje” para elaborar una
concepcidn integrada, situada en la educacién escolar. En el &mbito de la didactica de
las ciencias los planteamientos constructivistas han sido desarrollados no sélo en
relacidn con las estrategias de ensefianza, el como ensefiar, sino también con la
formulacién de los propios contenidos educativos, el qué ensefiar (Rodrigo y Cubero,
2000, p. 90).

Es necesario clarificar qué aspectos del proceso de ensefianza- aprendizaje se
pueden enfrentar desde una perspectiva constructivista. Esta no puede dar cuenta de
todos los problemas educativos ni puede explicar todos los problemas del aprendizaje.
En este sentido, por un lado, encontramos el debate sobre si todo aprendizaje puede ser
considerado como una construccion y, por otro lado, se encuentra el debate en torno a
si todo aprendizaje constructivista es un aprendizaje en el que se produce un cambio
conceptual.

Los estudios sobre el aprendizaje de las Ciencias Experimentales han planteado
si la comprensién, dentro de un dominio, implica ampliar la comprensién conceptual
afiadiendo nueva informacion a la que ya dispone el alumno, o en qué medida consiste
en integrar nueva informacién de manera que el estudiante reestructure lo que ya sabia.
El cambio conceptual, como proceso de adquisicién de conocimiento, ha sido
interpretado por la mayoria de los autores como un proceso de estructuracién o de
reestructuracion, aunque la terminologia utilizada y las descripciones varien de unos
autores a otros (Rodrigo y Cubero, 2000, p. 91).

La propuesta de organizar el aprendizaje de los alumnos como una construccién

de conocimientos responde a la situacién de una investigacién dirigida, en dominios
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completamente conocidos por el profesor y en la que los resultados parciales,
embrionarios, obtenidos por los alumnos, pueden ser reforzados, matizados o puestos
en cuestion, por los obtenidos por los cientificos que les han precedido, (Gil,
Carrascosa y Martinez, 2000, p. 31). “Las situaciones problemdticas abiertas, el
trabajo cientifico en equipo y la interaccion entre los equipos se convierten asi en tres
elementos esenciales de una orientacion que hemos denominado constructivista
radical del aprendizaje de las ciencias” (Gil, 1993). Lo que se ha dado en llamar una
orientacién radicalmente constructivista, “es wuna propuesta que contempla una
participacion efectiva de los estudiantes en la construccién de los conocimientos” (Gil,
Carrascosa y Martinez, 2000, p. 32).

Dentro de las distintas propuestas que se autodefinen como constructivistas
presentamos aqui un analisis, realizado por Jiménez (2000), sobre algunos de los
rasgos en que parece existir acuerdo. Entre los argumentos de relevancia podemos
distinguir

¢ Fundamentos empiricos

Aparecen relacionados con las investigaciones sobre ideas alternativas (Driver
et al. 1989, Giordan 1982, Osborne y Freyberg 1991). Segiin éstas, los estudiantes
mantienen sus interpretaciones de los fenémenos naturales a pesar de la instruccién. Se
recomienda que se preste atencién a sus concepciones que, segun Driver (1988),
constituyen esquemas activos que actiian dindmicamente como “modelos de ver” la
realidad y que, a su vez, son utilizados por el alumno para construir un conocimiento
posterior.

¢ Fundamentos psicolégicos y epistemologicos

Los enfoques cognitivos consideran al aprendizaje como un cambio en las
estructuras de conocimiento. Piaget menciona la actividad constructiva de la mente.
Para €, cuando el sujeto realiza una percepcidn, ésta es asimilada necesariamente a un
esquema o estructura mas o menos compleja, siendo esto precisamente lo que permite
dar una significacién a lo que es percibido o concebido (Piaget, 1980, p. 7). En tanto
que para Kelly, las personas se explican a si mismas y a su entorno construyendo
modelos hipotéticos y evaludndolos. Tampoco hay que olvidar a Ausubel (Ausubel et
al., 1986) por su concepcion del aprendizaje significativo. Segin el autor, éste se da

cuando el contenido a ensefiar estd relacionado de modo sustancial con lo que el
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alumno ya sabe, de modo que la nueva informacidén es asimilada en la estructura
cognoscitiva.

La epistemologia de la ciencia como proceso de interpretacion de la realidad
mediante la construccién de modelos que pueden ser sustituidos por otros se basa,
fundamentalmente, en la perspectiva de Kuhn.

e Principios

Aprender ciencias es reconstruir los conocimientos partiendo de las ideas
propias de cada individuo. Es decir, el aprendizaje no es una reproduccién del
contenido a aprender, sino que implica un proceso de construccién individual. Por lo
tanto, ensefiar ciencias es mediar en este proceso de aprendizaje en todas las tareas
implicadas en esta actividad.

e Modelo de accion

Se toma como base las ideas de los estudiantes, ya sea para desarrollar otras
mas acordes con la ciencia o para confrontarlas con éstas y sustituirlas. Es importante
que el docente las conozca pero que también los alumnos se den cuenta de que las usan
en la interpretacion de fenémenos (Jiménez, 1991).

El curriculum se configura como un programa de actividades, de situaciones de
aprendizaje en las que los estudiantes construyen sus propios significados. Como
gjemplo podemos tomar los programas-guia de Fisica y Quimica (Calatayud et al.
1990).

e Sistema social

La responsabilidad del proceso de aprendizaje recae en el estudiante, es él el
que construye significados, atribuye sentido a lo que aprende y nadie, ni siquiera el
profesor, puede sustituirlo en ese cometido. El papel del docente debe ser flexible, en
tanto que la participacion del estudiante deber ser activa. Las interacciones son
multiples, tanto entre profesor y estudiantes, como entre éstos. El clima que requiere
este aprendizaje es de didlogo, donde todos puedan exponer sus ideas sin el temor de
equivocarse.

Creemos que el constructivismo ofrece mas un marco donde trabajar que una
solucion “lista para usar”. Teniendo en cuenta algunas criticas recientes a diversos
aspectos de este modelo, podemos sefialar la relacién del constructivismo con otros

modelos anteriores de aprendizaje y aceptar que muchas practicas docentes, vinculadas
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a los modelos anteriores, son eficaces y deben ser incorporadas a la nueva perspectiva,

reconstruyendo sobre lo anterior (Jiménez, 2000).

2.1.4.- INTERACCION ENTRE IGUALES Y APRENDIZAJE DE CONCEPTOS
CIENTIFICOS

En esta aproximacidn nos encontramos ante un cambio en las concepciones
acerca del aprendizaje que transita desde el modelo de aprendiz individual, nocién de
claro origen piagetiano, a la representacion del sujeto que actiia como un ser social en
un determinado contexto histérico y cultural, de influencia vygotskiana. Este 1iltimo
punto de vista subraya que dicho contexto es parte integral, no un simple soporte
accesorio, de modo que las decisiones relativas a la organizacién de la ensefianza
debiera centrarse esencialmente en como se va a considerar esa dimensidn social, mas
que en si ha de tenerse en cuenta o no (Kutnick y Rogers, 1994).

Bajo el término cooperacién en el aula se pueden encontrar diversas
aproximaciones: aprendizaje cooperativo (Kempa y Ayob, 1995), colaboracién entre
iguales (Alexopoulou y Driver, 1996) y la tutoria entre iguales (Thorley y
Treagust,1987).

En cuanto a los modelos tedricos que suelen guiar estas investigaciones destaca
la perspectiva de cohesion social y el constructivismo social de raiz vygotskiana. En
cuanto a los métodos de investigacién, se aprecia una elevada proporcién de disefio
experimentales puros, en general de dos grupos, tratamiento y control, con pretest y
postest y, en crecimiento, un enfoque cercano al analisis del discurso. Este
desplazamiento del foco de interés resulta fundamental para abordar de lleno el estudio
de los procesos grupales, de los intercambios verbales que conducen al aprendizaje.
(Rodriguez y Escudero, 2000).

Si, como dice Lemke (1990), aprender ciencia significa hablar de ciencia, la
interaccion entre iguales se convierte en una herramienta poderosa. “El acto de
verbalizar argumentos a un compariero y el de recibir explicaciones proporciona a los
estudiantes la oportunidad de ensayar a expresarse en términos cientificos, libre de
las presiones, reales o imaginarias, debida a la presencia de los profesores”

(Rodriguez y Escudero, 2000).
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2.2.- REVISION DE DISTINTOS ACERCAMIENTOS A LA PROBLEMATICA
DE LA ENSENANZA-APRENDIZAJE DEL CALCULO INFINITESIMAL

La investigacion en los problemas de ensefianza-aprendizaje de las matematicas
como una disciplina cientifica se inicia en la década de los setenta.

“En esta época se acepta como una premisa funcional el que esta disciplina
estudia los procesos de construccion, transmision y adquisicion de los diferentes
contenidos matemdticos en situacion escolar. No se reduce a la busqueda de una
“buena manera” de ensefiar una cierta nocion fijada previamente, sino que permite
tomar como objeto de estudio, por ejemplo, la organizacion de una actividad cuya
intencion declarada sea el aprendizaje de un cierto saber aunque este objetivo no sea
alcanzado” (Cantoral, 1998, p. 354).

La investigacién en este campo se propone incidir sobre el sistema educativo en
un sentido positivo, mejorando los métodos y los contenidos de la ensefianza,
proponiendo las condiciones para un funcionamiento estable de los sistemas
didacticos, asegurando entre los alumnos la construccion de un saber viviente,

susceptible de evolucidn, y funcional, que permita resolver problemas y plantear

verdaderas preguntas.
2.2.1.- UN PARADIGMA: PENSAMIENTO MATEMATICO AVANZADO

En su inmensa mayoria, las investigaciones en didactica se han ocupado de
estudiar y documentar las dificultades de los estudiantes cuando se enfrentan al
aprendizaje de las ideas del Célculo Infinitesimal. Se ha tratado de obtener toda clase
de evidencia empirica susceptible de explicar el origen de las dificultades entre los
alumnos.

Existen diferentes acercamientos y resultados de investigaciones cognitivas
sobre procesos de pensamiento matematico avanzado. Dreyfus (1990) comenta sobre
la ambigiiedad de la frase “pensamiento matematico avanzado” que la palabra
“avanzado” puede referirse a matematicas, a procesos o a ambos. Especifica también
que los procesos de pensamiento matemaético avanzado incluyen:

- Pensamientos acerca de topicos en matematicas avanzadas.

- Procesos avanzados de pensamiento matematico como abstraccion, prueba

y razonamiento bajo hipétesis.
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En general, podemos decir que la mayoria de las investigaciones en esa
direccién se centran en tépicos de Calculo Infinitesimal, se ocupan de estudiar las
nociones de niimero real, funcién, limite, continuidad, diferenciacién, integracion y
ecuaciones diferenciales. Aunque se reconoce que no existen diferencias claras que
separen los conceptos de la matemaética avanzada de los de la llamada matematica
elemental, dado que cada concepto avanzado se basa en conceptos mas elementales, se
acepta que los conceptos de la matematica avanzada poseen una complejidad
intrinseca.

Los estudiantes, aparentemente, no pueden comprender el significado de una
ecuacion diferencial a menos que hayan entendido los conceptos de diferenciacién, ni
pueden comprender las ideas detras de los métodos de solucién sin un entendimiento
de integracion ligado a ideas visuales y numéricas. Similarmente, la diferenciacion e
integracién suponen una comprensién del concepto de funcidn, y éste supone la
comprension de la nocién de variable, la cual presupone el concepto de nimero. Cada
concepto tiene un alto grado de complejidad y solamente puede ser comprendido
dentro de una red simultanea de otros conceptos.

En estas revisiones se suelen hacer diversas clasificaciones, unas tematicas y
otras relativas a los procesos involucrados. Por ejemplo, se dice que la investigacion
sobre pensamiento matematico avanzado se ha centrado en la abstraccién, prueba y
resolucién de problemas, pero también se sefiala que la Investigacion trata
principalmente del célculo infinitesimal, las ecuaciones diferenciales, la induccién
matematica, el tratamiento matematico del infinito y del algebra lineal.

La investigacion cognitiva sobre el pensamiento matematico avanzado tiene,
segln sefiala Dreyfus, dos clases de precursores:

1- Una clase es presentada en trabajos de matematicos con un interés en la
educacidn, entre ellos Lebesgue, Poincaré, Hadamard, Halmos, Hilton y Tom.

Ellos tomaron el contenido matematico y su estructura como base de sus

pensamientos. No tuvieron en cuenta al estudiante involucrado en el

aprendizaje de las Matematicas o en los detalles de su comprension ni cdmo es
que ecste se logra. No investigaron los procesos de pensamiento de los

estudiantes. Una de las razones de la presente crisis en la ensefianza de la
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Matematica es precisamente que ésta no considera los procesos cognitivos, sino

solamente el contenido matematico.

2- La segunda clase de precursores analiza la investigacion cognitiva en el
aprendizaje de las Matematicas tratando con tépicos elementales,
principalmente en la adquisicién temprana del concepto de numero. Estos
investigadores forman el “Grupo Internacional para la Psicologia de la
Educacién Matematica” (PME), el cual desarrolld sus trabajos hasta la mitad
de los ochenta y fue un intento interdisciplinario de Psicélogos y Matematicos.
En 1985 un nuevo grupo comienza a trabajar sobre pensamiento matemdtico
avanzado. Su trabajo se ha centrado sobre construcciones psicoldgicas tales
como representaciones y la descripcion de procesos que ocurren en el
aprendizaje de topicos matematicos avanzados.

El creciente interés de los matematicos profesionales en los asuntos de la
ensefianza y el aprendizaje, asi como la estabilidad y madurez alcanzada por
comunidades de investigacién que se organizan en torno de grupos académicos con
paradigmas propios, como son los casos de los grupos “Psichology of Mathematics
Education”, el “Comité Latinoamericano de Matematica Educativa” o los IREM
(Instituto para la investigacion sobre la Ensefianza de las Matematicas) entre otros,
consideramos que son factores que han dado lugar a un crecimiento vertiginoso de
investigaciones que se ocupan de los procesos de pensamiento, llamados avanzados, en
los temas matematicos de la educacién superior.

Dentro de las distintas corrientes del pensamiento citaremos a continuacion
algunos de los mas destacados acercamientos en nuestro medio. Los tres primeros
comparten una fuerte inclinacién cognitiva, desatendiendo aspectos culturales y

sociales o la vida de las instituciones escolares y cientificas.
2.2.1.1.- Los acercamientos estadisticos

Prueba objetiva.
Entre las primeras investigaciones que fueron objeto de algunas revisiones
referidas anteriormente, encontramos los acercamientos estadisticos de corte operativo.

Los investigadores representativos de esta aproximacion son Anderson y Orton.
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Sus trabajos se fundamentan en la Estadistica y sus muestras incluyen un gran
nimero de estudiantes de los niveles medio y superior. El mensaje general que envian
estos autores es que mediante una ensefianza mas persistente, mas localizada en aliviar
dificultades, se podrian remediar los problemas detectados en sus estudios; es decir, si
supiéramos que ciertos errores son factibles, entonces se podrian eliminar
atendiéndoles con mas cuidado en su ensefianza.

Por ejemplo, en Anderson (1979) se desarrolla un curso enfatizando la
dimensién que condiciona la certeza de los resultados del Calculo y, al mismo tiempo,
desalienta a los estudiantes de ciertas intuiciones, conduciéndolos, segin se dice, a la
necesidad de la demostracion. Se afirma que el método de la prueba objetiva produce
informacién acerca de las concepciones erréneas de los estudiantes en el Calculo y en
esa medida se podria estar en mejores condiciones de producir aprendizajes.

Orton, por su parte, investigd ya sobre algunos aspectos de la comprensién en
el calculo elemental entre estudiantes de Matematicas. Su muestra consté de 110
alumnos (55 hombres y 55 mujeres) y las tareas fueron agrupadas en 38 preguntas,
tratando cada una de ellas diferentes aspectos (Orton, 1980).

Las tareas usadas estuvieron relacionadas con: la comprension del limite en el
caso de sucesiones numéricas y de algunas situaciones geométricas, la idea de
integraciéon como medida del 4rea bajo una curva usando rectangulos, la idea de tasa de
cambio usando graficas y tablas de diferencias que conducen a diferenciacion, asi
como con algunas de sus aplicaciones tanto para la diferenciacién como para la
integracién. En sus escritos se concluye o se recomienda que en la ensefianza inicial
del Célculo Infinitesimal se requiere de un mayor vinculo con las ilustraciones

apropiadas, incluyendo diagramas y graficas.

2.2.1.2.- La dicotomia

Imagen del concepto - definicion del concepto.

Quiza el primer acercamiento con un cierto nivel de influencia en distintas
escuelas del pensamiento fue la construccién tedrica del profesor Vinner en Israel. Al
inicio de los afios ochenta sefiala que los estudiantes no usan necesariamente la
definiciéon cuando deciden si un objeto matematico dado es o no un ejemplo del

concepto en cuestion. En muchos casos deciden sobre la base de una imagen del
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concepto que han podido construir con su accionar sobre los objetos matematicos; es
decir, en su accionar sobre el conjunto de todas las imagenes mentales asociadas en sus
mentes y vinculadas con el nombre del concepto, conjuntamente con todas las
propiedades con que ellos las caracterizan. La imagen de los estudiantes es un
resultado de su experiencia con ejemplos y contragjemplos del concepto. El conjunto
de objetos matematicos considerado por el estudiante es ejemplo del concepto y no
necesariamente es igual al conjunto de objetos matematicos determinados por la
definicién. Si estos dos conjuntos no son iguales, el comportamiento de los estudiantes
puede ser diferente del esperado por el profesor.

Los ejemplos de este acercamiento, ya clasicos, fueron desarrollados por Tall;
asi es posible aun hoy encontrar en distintos sitios del orbe estudios en esa misma
direccion. En términos generales dichos estudios tienen una estructura que proviene de
la respuesta a la siguiente cuestion: ;Cual es la imagen del concepto x que tienen los
estudiantes del nivel escolar y en el sistema educativo z? Este acercamiento permitio
sin duda durante estos afios construir una explicacion plausible de las dislexias
escolares.

En la obra de Tall y Vinner (1981) aparecen por primera vez los términos
“imagen del concepto” y “definicion del concepto”. En ella se dice: “Usaremos el
término imagen del concepto para describir la estructura cognitiva total que estd
asociada con el concepto, la cual incluye todas las imdagenes mentales y propiedades
asociadas y procesos ... todos los atributos mentales asociados con un concepto, sean
conscientes o inconscientes, serdn incluidos en la imagen del concepto, ellos pueden
contener el germen de futuros conflictos ... llamaremos a una parte de la imagen del
concepto o de la definicion del concepto que puede entrar en conflicto con otra parte
de la imagen del concepto o de la definicion del concepto, un factor potencial del
conflicto ... solamente cuando los aspectos del conflicto sean evocados

simultdneamente en cualquier sentido del conflicto o confusion”.
2.2.1.3.- La dialéctica

Proceso y objeto.
Unos afios después, a partir de investigaciones de Thompson (1985), se

propuso un sistema tedrico un poco mas elaborado que el anterior segun el cual el
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conocimiento matematico es caracterizado en términos de procesos y objetos. Estas
ideas estdn basadas en el trabajo de Piaget, principalmente en la nocién de abstraccion
reflexiva; es decir, los nimeros, las variables, las funciones y otros conceptos
matematicos pueden ser considerados como objetos. Estos objetos estan conectados
por relaciones, pues ellos forman parte de estructuras de objetos. Los procesos estin
compuestos de operaciones sobre estos objetos. Ellos por lo tanto transforman a los
objetos. Las estructuras pueden o no preservarse bajo estas transformaciones.

Una razén para la complejidad del conocimiento matematico, segin esta
aproximacion tedrica, radica en que muchas nociones pueden tomar el papel de
procesos o de objetos, dependiendo de la situacién problema y de la concepcioén del
estudiante. Tipicamente, el aprendizaje en torno de un concepto incluye varios estados,
empezando por efectuar las operaciones de un proceso en términos concretos. Cuando
el estudiante se familiariza con un proceso y éste toma la forma de una serie de
operaciones que se pueden efectuar mentalmente, el estudiante entonces ha alcanzado
un pensamiento operacional respecto a este concepto. Un estado posterior, el bosquejo
mental de este proceso, cristaliza en una entidad tnica, un nuevo objeto. En este
momento el estudiante es capaz de pensar respecto a esta nocién, ya sea
dindmicamente como un proceso, o estaticamente como un objeto. Esto le permite al
estudiante pensar en términos de posibilidades: ;qué sucederia si efectio o no cierta
operacion? En estos términos, uno de los pasos mas esenciales en el aprendizaje de las
Matematicas es la formacion de objetos: hacer un objeto de un proceso. Uno de los
objetivos es desarrollar un pensamiento operacional, pensamiento acerca de procesos
en términos de operaciones sobre objetos.

En esta direccidn es posible encontrar estudios recientes que pretenden
construir modelizaciones de los procesos del pensamiento cuando se quiere que los
alumnos accedan a ideas avanzadas, como pueden ser, Algebra Abstracta, Matematica
Discreta, Analisis Matemético o Calculo Elemental.

Este intento por describir el aprendizaje de las Matematicas en términos de la
construccién de objetos y procesos mentales por un estudiante es sistematico, pero da
lugar a varias preguntas, tales como: ;puede el aprendizaje y el desarrollo de la

comprension describirse sistematicamente? ;Es la descripcion demasiado rigida? ;El
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contenido matematico se estd perdiendo detras de los procesos y objetos, o son ellos el

contenido matematico mismo? (Dreyfus, 1990)
2.2.1.4.- Obstaculos epistemolégicos

El conocimiento fruto de la lucha.

La introduccién de la nocién de obstaculo epistemoldgico en didactica se dio
como medio para cambiar el estatus del error; asi fue posible mostrar que “el error no
es sélo el efecto de la ignorancia, de la incertidumbre o del azar, como lo conciben las
teorias conductistas, sino el efecto de un conocimiento anterior, que tenia su interés,
que incluso habiendo sido exitoso se presenta como falso o inadaptado” (Brousseau,
1976)

Puede afirmarse que las principales dificultades del desarrollo cientifico no han
consistido en aquello que se ignoraba sino en lo que se creia saber, en lo que aparecia
como evidente y por tanto no se cuestionaba, convirtiéndose en auténtico obstaculo
epistemoldgico (Bachelard, 1981). Con ello se origina un nuevo paradigma del cual
surge la didéctica como disciplina cientifica, desterrando al conductismo.

Distinguimos tres tipos fundamentales de obstaculos en la enseflanza: uno de
origen ontologico, ligado a las capacidades cognitivas de los estudiantes engarzados en
un proceso de ensefianza; otro de origen diddctico, relacionado con el modo de ensefiar
los conocimientos y que son consecuencia del sistema de ensefianza y uno de origen
epistemologico, ligado al propio conocimiento y que se puede hallar en la evolucion
histdrica de los conceptos.

Bachelard (1981), en su obra “La formation du esprit scientifique”, que trata
sobre el aprendizaje de la Fisica, dice: “Cuando buscamos las condiciones
psicoldgicas de los procesos de la ciencia, llegamos pronto a la conviccion de que es
en términos de obstdaculos como es preciso exponer el problema del conocimiento
cientifico ... Se conoce contra un conocimiento anterior, destruyendo conocimientos
mal hechos, superdndolos”.

En diversas investigaciones en Didactica del Calculo, como las desarrolladas
por Comu (1983) y Sierpinska (1984), se bosquejan algunos de los obstéculos
principales para la comprension de la nocidn de limite (limite de sucesiones numeéricas

en el primero y nocién topoldgica de limite en el segundo) y se busca establecer una
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especie de paralelismo con las dificultades encontradas en la historia. Esta
investigadora considera que “un obstdculo tiene cardcter de inevitable y se repite en la
Jilogénesis y ontogénesis de los conceptos”, por lo que “la nocidn de obstdculo
epistemoldgico puede ser estudiada en el desarrollo histérico del pensamiento
cientifico y en la practica de la educacion”; afirma que “un obstdculo epistemoldgico
es un obstdculo para comprender” y considera en él esencialmente que es especifico
de un concepto y sélo de él y que su toma de conciencia es indispensable para el
desarrollo de dicho concepto.

Los investigadores, a los que se hace referencia, informan de resultados como
los siguientes:

a) El aspecto metafisico de la idea: “Las matematicas no se reducen a
célculos y propiedades algebraicas simples; interviene el infinito y estd
rodeado de misterio”.

b) El infinitamente pequefio y el infinitamente grande: “Existen numeros
reales muy pequefios pero diferentes de cero”.

¢) (Se alcanza el limite? La expresion tiende a se reserva para el caso donde
no se alcanza el limite.

d) El paso al limite: otro obstaculo que parece importante es el paso de finito
a infinito.

Los obstdculos epistemoldgicos relativos a la nocién de limite son examinados
por Sierpinska (1985); ella aborda una experiencia en la que participan cuatro jévenes
estudiantes, después de analizar sus reacciones a los problemas que les plantea
(construir una representacion de la tangente a una curva y la obtencién de su ecuacién,
si la curva es y = sen(x) en x = 0). En dicho estudio, por su parte, se darfa a conocer los

siguientes obstaculos relativos a la adquisicién de la nocién de limite.

I.- Horror del infinito.

El primer grupo de obstaculos incluye: 1. La persona rehtisa admitir que el paso
al limite es una operacién matematica. 2. Eliminar el problema del infinito tomando
tantos términos como sean necesarios (método de exhaucién). 3. Razonamiento basado
en la induccién (fisico, opuesto al matemético), pensamiento inductivo basado en

célculos numéricos. 4. Transfiriendo propiedades de los términos de la sucesién a su

44



Capitulo 2 Antecedentes y Marco Teérico

limite. 5. Transfiriendo métodos del Algebra propios para manipular magnitudes de

tamafio finito a magnitudes infinitas.

IL.- Obstaculos restringidos a la nocién de funcidn.
Fijan su atencidn en funciones monotonas y en la férmula y = f{x), mas que en

su dominio y contra dominio.

II1.- Obstaculos geométricos.
Se basan esencialmente en la idea geométrica de la diferencia entre una

magnitud variable y una magnitud constante, la cual es su limite (método de

exhaucidn).

IV.- Obstéculos logicos.
Relacionados con el orden de los cuantificadores y los simbolos de operacion

usados en el paso al limite (los estudiantes usan lenguaje natural més que simbolos).

2.2.1.5.- Calculo grafico

“Calculo grafico” es una aproximacion al Calculo desarrollada por Tall (1991),
quien reconoce los obstaculos conceptuales conocidos en el concepto de limite y
propone una secuencia de aprendizaje construida sobre la visualizacion de la
“linealidad local” de las graficas. Usa las posibilidades graficas y dinamicas del
ordenador para dar una base cognitiva a las nociones de derivada e integral en
educacion secundaria, que puede conducirnos mas tarde a formalizaciones en Anélisis
estandar o no-estandar (Artigue, 1991).

Para alcanzar este objetivo se le proporciona al estudiante un medio ambiente
computacional (micro-mundo) disefiado para fomentar la exploracion de ejemplos de
procesos y conceptos matematicos especificos. Esto requiere de una clase especial de
software.

Tall reconoce que un organizador genérico no garantiza al estudiante ser una
herramienta de abstraccién por el solo hecho de usarlo y sugiere la necesidad de un

“agente organizador” (guia de un profesor, un libro de texto o un material

computacional apropiado).
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2.2.1.6.- Fenomenologia

Este acercamiento se basa en la fenomenologia de las nociones matematicas
consideradas. Daremos a continuacién la definicién de la palabra segin Freudenthal
(1983):

“La fenomenologia de una idea matemdtica es su descripcidn en relacion con
el fenémeno por el cual fue creado, y por el cual ha sido extendido en los procesos de
aprendizaje del hombre. Dentro del contexto del proceso de aprendizaje de los nifios,
se convierte en fenomenologia diddctica”.

Vemos que Farfan (1989) y Cantoral (1989b) tratan de construir una
aproximacién didactica para el tema de series infinitas y la serie de Taylor,
examinando aspectos histéricos evidentes en la fenomenologia fisica. En esos articulos
se describe solamente la primera etapa del estudio, es decir, la caracterizacién de la
fenomenologia de los conceptos. Farfan menciona que Fourier, pensando en el estado
permanente de temperatura alcanzada por un cierto sistema, verifica la convergencia
de la serie, la cual representa la temperatura en un tiempo dado. El problema de
calcular sumas de serie infinitas se transfiere al estudio de su convergencia.

En el articulo de Cantoral se pone de manifiesto un contraste entre dos posibles
aproximaciones didécticas hacia la serie de Taylor. Una se basa en consideraciones
fisicas de trabajos de Newton, Euler, Laplace, etc., que segiin el autor es casi ignorada;
la otra, que es predominante, se basa originalmente en el trabajo de Cauchy, donde la

serie de Taylor se obtiene en forma abstracta del concepto de limite y del teorema del

Valor Medio.
2.2.1.7.- Una aproximacion sistémica sociocultural

El acercamiento socioepistemoldgico.

Estos acercamientos se han conformado més recientemente. Sus primeras
publicaciones se encuentran a principios de la década de los 90. Han desarrollado,
desde el punto de vista de la construccién social del conocimiento, estrategias de
investigacion de naturaleza epistemoldgica que no se reducen a la busqueda de
obstaculos epistemoldgicos ni a su eventual clasificacidn, sino mas bien se ocupan de
la epistemologia en otro sentido. La entienden como el estudio de las circunstancias

que permiten construir conocimiento, por ello es que incluyen entre los aspectos o
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circunstancias que favorecen la construccién del conocimiento los aspectos sociales y
culturales, de manera que en esta vision se pretende desvelar el origen social del
conocimiento, sus diversos usos sociales y su evolucion en el seno de las instituciones,
como la escuela, la academia o los servicios, entre otros (Cantoral, 1999).

Este tltimo autor representa la aproximacion teérica del grupo en el que se
desarrolla parte de este trabajo, desde el punto de vista de la Didéctica de las
Matematicas.

Dentro de dicho grupo, en un Programa de Investigacién encaminado al
reconocimiento y construccién de las nociones mas significativas del Calculo, se
hallan los trabajos de Cantoral y Farfan. Por el momento, dicho programa consta de
dos estudios: “La construccién de la nocion de analiticidad” y “La construccion de la
nocién de convergencia”.

Estos investigadores, que tienen a su cargo la formacién y actualizacion de
profesores de Matematicas de nivel superior en diversas especialidades de Ingenieria,
estan plenamente convencidos de la unidad del pensamiento humano y, por lo tanto,
también de que la construccion de los conceptos y procesos matematicos se ve
favorecida en los ambitos que adquirieron progresivamente significacién propia.

Su problema central de investigacion consiste en analizar los procesos de
construccion del conocimiento matematico cuando éste se orienta a través del
pensamiento fisico; especialmente por el que se nutre de las peculiaridades de los
fendmenos de flujo continuo en la naturaleza. Por ello, en lo que concierne al estudio
de analiticidad, Cantoral reconoce y examina los mecanismos funcionales que operan
la refacién dialéctica entre la nocién de prediccion propia de las Ciencias Fisicas y de
la Ingenieria, y de lo analitico, peculiar de la Matematica. Por otra parte, Farfan en su
estudio de convergencia identifica la nocién de estado estacionario relativo a un
sistema de temperaturas con el concepto de convergencia de series infinitas. El
problema que enfrentan, por su naturaleza, les llevd a analizar los siguientes puntos
(Cantoral y Farfan, 1989), que son elementos para la accidn, sin pretender constituirlos
en un algoritmo conductor de la investigacion:

a) La génesis historica.

b) La didactica de antafio.

¢) La fenomenologia intrinseca.
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d) Los constructos caracteristicos.

e) La reconstruccidn de significados asociados.

f) La praxis educativa.

En la primera parte de su acercamiento se centran en la localizacién y el
analisis de lo que ellos llaman la idea germinal, entendiéndose esto como aquella idea
que en sus primeras formulaciones reside en la intuicién y las vivencias cotidianas de
los sujetos, y que con el desarrollo de los cuerpos tedricos, aun cuando conservan su
nivel primario de intuicién en la mayoria de los individuos, evoluciona hasta
convertirse en argumento base de resultados teéricos. El hecho educativo opera con
tales resultados tedricos, ignorando la relacion de la naturaleza simbidtica y predadora
que se establece entre las distintas formulaciones de la idea germinal. En la perspectiva
didactica, como estudiosos del problema educativo, buscan la construccién de una
didéctica mas cercana a la intuicion y vivencias cotidianas de los profesores. Para ello,
se intenta un redisefio del discurso educativo donde resulta imprescindible establecer la
fenomenologia intrinseca de los conceptos matematicos en estudio, asi como el analisis
de la did4ctica de antafio a fin de obtener los elementos que posibiliten tal
construccion. Estas consideraciones se apoyan en los estudios acerca de la
Fenomenologia Didactica y de la Transposiciéon Didactica. Por ejemplo, en Cantoral
(1989b) se presenta un estudio sobre como la didactica de antafio se asimila a una
didéctica actual. En el trabajo se establece un contraste entre dos paradigmas asociados
con la Serie de Taylor, uno estrechamente vinculado a la idea de prediccién en los
fenémenos de flujo continuo en la naturaleza (hidrodindmica, aerodinamica,
desintegracion radiactiva, propagacién del calor, etc.) y el otro asociado a la idea de
convergencia en el céalculo infinitesimal. Cantoral sefiala que el segundo de estos
modelos es absolutamente predominante en el discurso matematico escolar
contemporaneo, en tanto que el modelo asociado a la idea de prediccidn, escasamente
tratado en los textos de Fisica, se encuentra ausente en las actuales aproximaciones
didacticas.

El trabajo de Cantoral (1989b) constituye un primer acercamiento a la
fenomenologia de las funciones analiticas. Centra su atencién en los distintos
fenomenos en los que la serie de Taylor adquiere su significacién primera. Se sefialan

modelos de representacién que van de lo discreto a lo continuo, de lo fisico a lo
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matematico, de lo intuitivo a lo formal. En términos generales los resultados se pueden
resumir en lo siguiente:

1.- El discurso matemaético escolar actual, en cuanto a la ensefianza del Calculo,

coloca en franca contradiccion al sujeto epistémico con los objetos de

conocimiento.

2.- Los procesos de Transposicidon Didactica, entre las dos grandes

concepciones didacticas del céalculo: paradigma newtoniano y paradigma

cauchiano, operan directamente sobre las significaciones de los conceptos y

procesos involucrados.

3.- La expresién més nitida de los procesos de “simbiosis” y “predacion” entre

conceptos y procesos matematicos se da en el terreno didactico, particularmente

como elemento subyacente del discurso matematico escolar.

4.- Existen evidencias empiricas que permiten reconocer la presencia de lineas

de pensamiento que, partiendo de estados elementales, conducen mediante un

proceso didactico fenoménico a estados superiores de construccion.

En el terreno de la construccién del conocimiento matematico, en aquellas
situaciones ambientales fuertemente sustentadas en los fendmenos fisicos de flujo
continuo en la naturaleza se apunta principalmente lo siguiente: existen mecanismos
idénticos entre los niveles psico y ontogenético de la construccién del saber, cuyo

sustento parte del pensamiento fisico y es de caracter tanto tedrico como empirico.

2.2.1.8.- Pensamiento y lenguaje variacional

Como parte del Pensamiento Matematico Avanzado, el Pensamiento y
Lenguaje Variacional trata sobre las relaciones entre la matematica de la variacién y el
cambio, por un lado, y con los procesos complejos del pensamiento, por otro.

El pensamiento y lenguaje variacional estudia los fendmenos de ensefianza y
comunicacién de saberes matematicos propios de la variacidn y el cambio en el
sistema educativo y en el medio social que le da cabida. Pone particular atencién en el
estudio de los diferentes procesos cognitivos y culturales con los que las personas
asignan y comparten sentidos y significados utilizando diferentes estructuras y
lenguajes variacionales. Es una linea de investigacién que posee una triple orientacion.

Por un lado, se ocupa de estructuras variacionales especificas desde un punto de vista
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matematico y epistemolégico; en segundo término, estudia las funciones cognitivas
que los seres humanos desarrollan mediante el uso de conceptos y propiedades
matematicas del cambio; en tercer lugar, tiene en cuenta los problemas y situaciones
que se abordan y resuelven en el terreno de lo social mediante las estructuras
variacionales consideradas en la escuela, el laboratorio y la vida cotidiana.

Se ha encontrado que la ensefianza y el aprendizaje de situaciones variacionales
plantean un gran ntimero de problemas no triviales. Cada concepto avanzado que se
desea ensefiar suele apoyarse en conceptos méis elementales y se resiste al aprendizaje
si no se antecede por una sélida comprensién de los conceptos previos. Este paso de la
investigacién fundamental en el disefio de ingenierias didécticas toca tres preguntas de
investigacion que, segun Cantoral y Farfan (1998), ocupa, por el momento, la atencién
del grupo:

1. ;Cuales son las leyes que regulan las situaciones de ensefianza del pensamiento
variacional en nuestro sistema educativo y en el sistema social?

2. ;De qué naturaleza son las regularidades en los actos de comprensidn, ante
situaciones que precisan del pensamiento variacional?

3. ¢Cudles son las formas de articulacién de los saberes matematicos de modo que
la aprehensién de situaciones variacionales sea alcanzada por la mayoria de los
estudiantes en situacion escolar?

Dentro de este programa de investigacién se describen algunas situaciones
donde interviene el pensamiento y lenguaje variacional, entendiendo el término
situacion en el sentido que suele dérsele en psicologia, a saber, los procesos del
pensamiento y las situaciones cognitivas estdn en funcién de las circunstancias a las
que el individuo ha sido expuesto. Luego se busca entender cémo el pensamiento y
lenguaje variacional se construye progresivamente en los estudiantes y en los grupos
escolares. Particularmente, el interés se centra en localizar y analizar las etapas por las
que transita, esperanzados en dotar de enfoques alternativos a las realizaciones

didécticas que atiendan seriamente al paradigma del aprendizaje (Cantoral, 1998).

2.3.- HACIA UNA METODOLOGIA DIDACTICA

Teniendo en cuenta nuestro perfil académico, es de esperar que esta

investigacion trate de utilizar las distintas posturas y puntos de vista entre la Didactica
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de las Ciencias y la Didactica de las Matematicas, prestando especial atencién entre
otras a metodologias didacticas como La ensefianza para un cambio conceptual
(Duschl, 1995; Hewson y Beeth, 1995), Interaccion entre iguales (Rodriguez y
Escudero, 2000) y Pensamiento y lenguaje variacional (Cantoral y Farfan, 1998). Con
ello queremos colaborar, aunando esfuerzos, para que la ensefianza-aprendizaje de las
Ciencias Experimentales y de las Matematicas, estrechamente vinculada a ellas, se
realice sobre las bases cientificas que han ido creando los investigadores en estas
disciplinas, y que hemos puesto de manifiesto en la revisién que hemos presentado.
Queremos insistir una vez mas que, en el terreno didactico, nuestra
investigacidn apunta hacia la construccidn de una didactica basada en las intuiciones y
vivencias cotidianas de los individuos involucrados (profesores y alumnos), inspirada
en un acercamiento francamente fenoménico, en su relacidn con el concepto

matematico, y no el concepto en si mismo.

2.3.1.- LA EPISTEMOLOGIA DE ALGUNOS OBJETOS INVOLUCRADOS EN LA
INVESTIGACION

En primer lugar, en la perspectiva de la construccion social del conocimiento,
diremos que la naturaleza del concepto de funcién es en extremo complejo. Su
desarrollo se ha hecho casi a la par del humano, es decir, encontramos vestigios del uso
de correspondencias en la antigiiedad, y actualmente se debate sobre la vigencia, en el
ambito de las matematicas, del paradigma de la funcién como un objeto analitico.

Sin embargo, el concepto de funcién adquirié todo su protagonismo en el
momento que se le concibe como una férmula. Es decir, cuando se logré la integracién
entre dos dominios de representacion: el Algebra y la Geometria.

La complejidad del concepto de funcién se refleja en las diversas concepciones
y representaciones con las que se enfrentan los estudiantes y profesores. Una lista
exhaustiva de obstaculos epistemoldgicos del concepto de funcidn se encuentra en
Sierpinska (1992).

Desde el punto de vista de las funciones cognitivas, los objetos inmersos en el
campo conceptual del Célculo son particularmente complejos a este nivel pues, como
en el caso que nos ocupa, la presentacion habitual de la nocion de funcidn se presenta

como un procedimiento que se aplica a unos ciertos objetos llamados nimeros; este
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mismo concepto, el de funcidn, se transforma en objeto al ser operado bajo otro
proceso como la diferenciacién o la integracion y asi se sigue hasta nociones aliin mas
avanzadas.

Estamos convencidos de que la introducciéon al Calculo precisa de la
adquisicion de un lenguaje grafico que posibilite la transferencia de campos
conceptuales inexistentes a causa de las ensefianzas tradicionales. De esta manera, se
presenta la posibilidad de construir un universo amplio de funciones a partir de sus
derivadas sucesivas, ya que el manejo simultdneo y coordinado de las derivadas
sucesivas parece ser una condicidn necesaria sin la cual la formacion de la idea de las
nociones de variacion y prediccién queda inevitablemente fragil. Por lo tanto, creemos
que uno de los problemas didacticos estriba en la dificultad para adquirir maestria en el
contexto grafico.

Por otra parte, consideremos el binomio de Newton, que se escribe por vez

m

primera como (P+PQ)7 y no como (a+b)"; segin Cantoral (1998), las expresiones,
aunque equivalentes matematicamente, son conceptualmente distintas. Ello obedece a
una concepcidn alternativa que se apoya en una epistemologia sensiblemente diferente
de la que hoy ensefiamos en clase. De hecho, sostiene que ella obedece a un programa
emergente en aquella época, un programa alternativo en el campo de las ciencias, en el
que se busca modelar, anticipar, predecir fendmenos naturales con el respaldo
matematico. En ciertas situaciones necesitamos conocer el valor que tomard una
magnitud B con el paso del tiempo. Sabemos, por ejemplo, que B depende a su vez de
otra magnitud P que fluye incesantemente. De modo que si P evoluciona de una cierta
manera, la cuestion central consiste en saber cémo sera B(P) si conocemos el inicio de
P, el cambio que sufre P, el cambio del cambio de P, etc. El caso de mayor interés se
presenta naturalmente cuando no se dispone en forma explicita de la relacion entre B 'y
P. En ese caso habrd que hacer emerger progresivamente una nueva nocién, una
nocion que permita de algin modo la generacién de la solucidn, considerando tanto la
diversidad de contextos en los que puede suceder la variacién como la variedad de
fendmenos estudiados con estrategias similares. En su momento, este programa
newtoniano de investigacién llevé al surgimiento de una progresiva cadena de

elaboraciones tedricas, cada vez mas abstractas, que culmina, por asi decirlo, con el
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programa lagrangiano, donde emerge la nocién de funcién analitica. Los detalles de
este estudio pueden consultarse en Cantoral (1990).

Esa nueva nocion, la prediccion, se construye socialmente a partir de las
vivencias cotidianas de los individuos, pues en ciertas situaciones necesitamos conocer
el valor que tomarad una magnitud con el paso del tiempo. Se requiere determinar
entonces el valor que tomara la variable dependiente antes de que la independiente
pase del estado uno al estado dos. Pero a causa de nuestra imposibilidad de adelantar el
tiempo a voluntad, debemos predecir. En tal caso, no disponemos de razones para creer
que el verdadero valor buscado esté distante de las expectativas que nos generan los
valores en un inicio, de la forma en que ellos cambian y cambian sus cambios, y asi
sucesivamente.

Por ejemplo, el flujo de agua se induce por la presencia de una diferencia de
presién en sitios vecinos p(x + dx) - p(x) que, en caso de ser nula, indicara equilibrio
y, por lo tanto, ausencia de movimiento; naturalmente, en caso contrario anuncia la
presencia del flujo, el cual habrd de darse en alguna direccién preferencial.
Analogamente, la propagacion del calor se determina por la presencia de una
diferencia efectiva de temperaturas en puntos proximos I(x + dx) - T(x). La
transferencia de calor a un cuerpo obedece a la accién de la diferencia neta de la
variacién de la temperatura en puntos vecinos.

La naturaleza de los fendmenos de flujo sefiala la necesidad de estudiar
expresiones del tipo fix + dx) - fix), donde f puede representar una amplia gama de
parametros fisicos particulares. De este modo, esta diferencia fundamental es el
instrumento cognitivo por excelencia y participa de la naturaleza del fenomeno; la
manera de anunciar su valor es proporcionada por el ambiente fisico en el que tiene

lugar el fenémeno, y estara completamente determinada por el comportamiento de sus

variaciones en el punto x:

P 1) =)= peps LI SO

En nuestra opinidn, estos hallazgos favorecen la discusién y elaboracion de
propuestas de ensefianza que traten sobre el qué ensefiar y no, como ha sido habitual,
solo sobre el como ensefiar. En sintesis, nuestra linea de investigacion toma como

objeto de estudio la socioepistemologia de los saberes matematicos e incluye las
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intuiciones primarias del alumno con el fin de redisefiar el discurso matematico escolar

(Cantoral y Farfan, 1998).
2.3.1.1.- La idea germinal relativa a la nocion de funcion analitica

Al iniciar esta investigacién tuvimos en cuenta una revisién de las ideas en la
historia que nos permite establecer la fenomenologia intrinseca del concepto de serie
de Taylor en su génesis (Cantoral, 1989) y en cuanto a la Didactica de antafio
(Cantoral, 1995). En dicha revisién se encuentra que la nocién de prediccion en los
fenémenos de flujo continuo en la naturaleza se ubicé como la base de significacién
primaria para el concepto matematico de serie de Taylor. Un proceso de naturaleza
simbidtica permitié el transito de una nocién a otra entre dominios cientificos
contiguos, como son la prediccion propia de las Ciencias Experimentales y lo analitico
de la Matematica. Esta significacién de naturaleza fisica sufre un proceso predador de
transposicién didéctica que oculta su significacién primera. El nuevo paradigma del
Calculo asigna a la serie la significacion propia de un resultado matematico, es decir,
aqueél que se nutre de la relacién con otros objetos matematicos (Cantoral, 1991).

Este andlisis permiti6 reconocer la existencia de dos modelos didécticos para la
enseflanza del Calculo que, en cierto sentido, coexisten en el discurso escolar
contemporaneo, uno sugerido por los trabajos de Newton, Euler y Laplace, entre otros,
donde la expresion de la serie lleva consigo un significado perteneciente a las Ciencias
Experimentales, y que es introducido por una construccién natural para una gran
variedad de problemas, y el otro, propuesto por los trabajos desarrollados por Cauchy,
donde las series son un resultado mas de la teoria, una consecuencia del concepto de
limite y del teorema fundamental del Célculo. Como sabemos bien, el wltimo esquema
es el que estd presente en los cursos del Célculo actual, y el otro, aunque usado en
varios contextos, estd ausente de los temas impartidos en la ensefianza secundaria y
universitaria.

A continuacién, consideremos el siguiente problema matematico planteado
histéricamente hacia el ltimo decenio del siglo XVIIT y resuelto en el primer tercio
del siglo XIX: ;Es posible representar cualquier funcién real de variable real mediante

una serie de potencias? Es decir, dada una funcién f; ;jexisten coeficientes ¢; reales

tales que: flx) = > ax’ i=0,1,- ?
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La respuesta argumentada por Lagrange fue positiva, mientras que Cauchy
mostré que no era posible.

Hacia el ocaso del siglo XVIII se generaliz6 la discusién sobre los principios
del Célculo Diferencial o, como era habitual entonces, sobre la metafisica del Calculo
Infinitesimal. En esta atmoésfera surgieron las propuestas de D'Alembert con su
definicion de limite y el estudio de los coeficientes finitos de los elementos
infinitesimales; la de Carnot sobre la idea de la compensacién de errores; y la de
Lagrange sustentada en el desarrollo en series de potencias de las funciones. Esta
ultima es en la que nos detenemos por el uso que hace de la serie de Taylor. Ya que,
desde la perspectiva de nuestro trabajo resulta indispensable desentrafiar los
argumentos que hicieron posible el programa de Lagrange (Lagrange, 1797).

En su primer capitulo explica la forma en que se obtiene el desarrollo en series
de potencias de una funcion. Tomando a la funcién f{x), e incrementando de x a x + A,
donde # es una cantidad cualquiera indeterminada, la funcién devendra en fix + A) y
por la teoria de series se tendria: f{x + ) = f{x) + ph + gh’ + rh’ + etc., en la que f(x)
es la funcién primitiva y p, ¢, r, etc., las funciones derivadas de la primitiva. A
continuacién argumenta cémo es que excluye los términos de la forma uh™" en la
serie, dado que darian » distintos valores para el sumando del que forman parte, que al
combinarlo con aquellos valores de f{x) tendria una contradiccion. En el siguiente
articulo del mismo capitulo observa que flx + 4) tendra por valor a f{x) para el valor
particular 2 = 0, de ahi que f{x + %) deba ser de la forma:

fix+h)=fx)+hP,
donde P es una funcién tanto de x como de 4, que no tiende a infinito cuando # = 0. Lo
mismo ocurre para P, pues P = p + h(Q, donde AQ se anula cuando 4 = 0y Q es

funcion de x y /; asi sucesivamente, se tendra

flct By =flx) + kP =f(x) + hp + I* O = fix) + hp + K’q + I°R, ete.

Del desarrollo anterior comenta que para cada caso se proporciona el valor
exacto del residuo (Ph, Qh’, RK’, etc.) y sélo el niimero de sumandos que se quieran.
Este comentario, asf como el pérrafo siguiente en el escrito original, describen por si
solos su concepcién en cuanto al uso que se espera tener de la serie y, por ende, del
papel que en ella desempeiia el residuo. Consideramos que esta observacién arroja una

informacién distinta sobre la evolucién de las concepciones asociadas a la serie de
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potencias. En el articulo 6 del mismo capitulo desarrolla lo que él considera la
principal ventaja de su método (Lagrange, 1797, p.14), a saber, que los primeros
términos de las series, para valores pequefios de las variables, dominan al resto de los
términos de la serie.

En los siguientes capitulos muestra la relacion que guardan p, g, r, etc., con la

funcién f{x), adquiriendo entonces la forma en derivadas:

foo, L@ )
2! 3!

Finaliza su libro con una gama de aplicaciones en las que, efectivamente, se
observa la serie truncada en alglin sumando. Estos argumentos, que vivieron en los
textos de la época, fueron impugnados por otros investigadores. A continuacién
presentamos, a efectos de contraste, el acercamiento que hace Cauchy de la serie de
Taylor y de su convergencia. En este acercamiento, Cauchy precedid al estudio de las
series infinitas el analisis de su convergencia, de tal suerte que las series de Taylor
seran entonces un ejemplo del estudio de series. Las series numéricas infinitas son el
cuerpo del que se desprenderan, entre otras, las series de potencias. Cauchy rechazé la
propuesta lagrangiana de fundamentacion del Calculo Diferencial, para lo cual muestra
la existencia de funciones que, aunque su serie de Taylor converge, no tienen por
limite a la funcién propuesta (Cauchy, 1829, p. 398). Las siguientes son ejemplos de
tales funciones:

I 12

fey=e L fw=e e

En Cauchy se aprecia su preocupaciéon por la convergencia, o dicho de otro
modo, por la garantia del acoplamiento de las graficas del polinomio de Taylor y de la
funcidn en todo el intervalo centrado en €l punto de contacto.

En el Calculo diferencial de Cauchy, como ya apuntamos, las series de Taylor
se presentan principalmente en el contexto de un teorema, un resultado de la teoria.
Mientras en la Teorfa de las Funciones Analiticas de Lagrange, éstas son ¢l punto de
partida de todo el desarrollo ulterior.

Cauchy inaugura con su teorfa el discurso matemético escolar vigente en
nuestros dias. Sin embargo, a pesar de su gran influencia, los libros de texto (Lacroix,

1797) continuaron suponiendo, durante algunos afios después de sus trabajos, que toda

funcién era susceptible de desarrollarse en serie.
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Un anélisis profundo sobre los trabajos originales de Lagrange y Cauchy,
realizado por Cantoral (1990, 1995), ha proporcionado los elementos para un posible
redisefio del discurso matematico escolar, pues lejos de calificar a Lagrange de
aigebrizante o limitado, se vio que detras de su epistemologia existe un robusto cuerpo
conceptual que podria dar lugar a nuevos acercamientos didacticos, que sélo seran
adecuados a sus fines si muestran que efectivamente pueden vivir entre los estudiantes
en situacién escolar. En dicho cuerpo conceptual encontramos que la nocién de
prediccidn de los fendmenos de flujo continuo en la naturaleza se ubicd como la base
de significacién primaria para el concepto matematico de serie de Taylor.

Cuando se pone la atencion en el fendémeno por encima del concepto se trata de
buscar la prediccidn de la posicion vecina (futura) que se tendra una vez que transcurra
el tiempo, siempre que se tenga informacion del estado inicial del movimiento. Es
decir, si se conoce la posicion inicial y la forma en que varia con el tiempo, entonces el
objetivo es claramente predecir el estado vecino con los datos que inicialmente se
poseen. Asi se tiene

s(t) > s(t+h)
h2
s(t+h)=s(t)+s'(t)h +S”(Z‘)?+"'

Queda claro que se precisa observar la variacidén en su conjunto. Este proceso
necesariamente debe involucrar un mecanismo que nos permita decidir qué parte de la
informacién total es suficiente para la descripcidn satisfactoria del fendmeno. Sin lugar
a dudas, esto exige aceptar la posibilidad de predecir, de reconocer que el
comportamiento del fendémeno, siempre que mantenga cierta regularidad, posee
herencia: bastard conocer como varia en un inicio para indicar como lo hard
posteriormente. Queremos sefialar que si se trabaja sobre fendmenos con el soporte
exclusivo de las clases de las funciones analiticas, no se pierde nada de lo que el
discurso matematico escolar logra actualmente; por el contrario, se enriquece
sobremanera al tomar como objeto de estudio la base fenomenoldgica de los
significados de los entes matematicos a partir de las intuiciones primarias del sujeto
(Cantoral, 1991).

La incesante relacién entre el pensamiento fisico y el pensamiento matematico
brinda la oportunidad de contar con elementos ausentes en la Matemética escolar, pero

presentes en la Matematica del periodo histdrico correspondiente. El objetivo es el de
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explorar ¢ investigar la posibilidad de beneficiar las practicas escolares a partir del
conocimiento de la naturaleza y funcionamiento de esas relaciones:

- Responder, por ejemplo, el por qué Lagrange crey6 en la posibilidad de
representar a toda funcién como una serie de Taylor y por qué, aun cuando
Cauchy prob6 su imposibilidad, los textos de Matematicas y las practica de
los cientificos no excluian de sus cuerpos tedricos los acercamientos
precauchianos.

- Modificar las practicas sociales de ensefianza tomando como elementos los
hallazgos de una cierta epistemologia que permite asumir que las razones
de Lagrange para creer que toda funcién podria expresarse como serie de
Taylor fueron méas profundas que el solo sefialamiento de su “obsesiva”
visidn algebraica, como se aprecia de la opinién dada por Grattan-Guinness
(1970).

Esta blisqueda permitié formular la hipdtesis de que es posible reconstruir el
discurso didactico del Calculo tomando como idea central de su desarrollo a la serie de
Taylor. En otro sentido, dicha hipoétesis sefiala que es posible redisefiar el curriculum y
su discurso didactico en tomo a aquello que, consideramos, resultd
epistemoldgicamente indispensable en su génesis.

Cabe esperar, por otra parte, de acuerdo con las concepciones constructivistas
del aprendizaje (Resnick, 1983), que las dificultades en la construccién de las ciencias
tengan su correlato en el proceso de aprendizaje.

En esta investigacién se examinan los mecanismos de construcciéon de
conceptos y procesos matematicos del Calculo Infinitesimal, orientados por los
aspectos del pensamiento fisico de la prediccion en los fendmenos de flujo continuo
en la naturaleza. Es decir, se estudian aquellos mecanismos que operan el transito entre
las nociones de predicciéon y lo analitico en dominios cientificos contiguos: la
prediccion propia de las Ciencias Experimentales y la funcion analitica peculiar de las
Matematicas. Para dicho estudio nos basamos en el analisis del concepto de serie de
Taylor en su génesis historica realizado por Cantoral (1990).

Siguiendo la metodologia que hemos resefiado anteriormente, analizaremos a

continuacién dos problemas tipicos de las ecuaciones diferenciales.
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Problema 1: Desde la terraza de un edificio de altura sy se lanza una pelota hacia
arriba con una velocidad inicial vo. La razon de cambio de la velocidad se mantiene

’

constante, es decir s’' = - g, donde g es la aceleracion de la gravedad. Predecir su

posicion para cualquier instante t.

Usando la idea de prediccidén expuesta anteriormente, el problema consiste en
hallar el valor posterior en términos de los datos iniciales: ¢, s(¢), s’ (f0), 87’ (t0), s (Y0),

etc. Es evidente que como la serie de Taylor puede ser expresada de la forma
1
sty +h) =s(t) = s(t,) + 5"t —1,) '*‘55”(50)(Zf _to)2 Ty

ella es el instrumento idoneo para conocer el estado posterior de nuestro parametro.
A partir de la ecuacion diferencial que regula el comportamiento entre las

variables tenemos que  s(#)=so, 5’ (to)=vo, 5° (t0)=-g, 5"’ (#0)=0, ... . Reemplazando en la

serie, se obtiene
1
sty +h)=s()=s, +v0(t—t0)—5(z‘-t0)2 +0+0+--- .
Si ¢, =0, entonces adquiere el aspecto

1
s@) =s, +v0t—~5gt2.

Problema 2: Supongamos que una cierta poblacion crece de forma que la razon de

crecimiento especifico permanece constante, es decir, ~ =k. Sea Ny el numero de

individuos en el instante ty. Predecir el tamadio de la poblacion para un instante

posterior .

Utilizando la serie de Taylor como instrumento de prediccién vamos a hallar el

tamafio de la poblacidén después de un cierto tiempo ¢:
1 1
N(t) = N(to) + N'(to)(t _to) +§N”(to)(t _l‘o)2 +§;N"'(t0)(t _to)3 +eee

Utilizando la ecuacion diferencial que nos muestra la relacién entre las
variables tenemos que N(¢,) = N,, N'(t,) =kN,, N''(t,) =k’N,, N'""'(t,) =k’N,, -
Reemplazando en la serie anterior se obtiene

1

§k3No(r—t0)3+~--.

N() = N, +kNO(t—t0)+j21—‘k2No(t-to)z +
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N(@) = No(l+k(t—t0)+%k2(t—t0)2 +%k3(1_t0)3 L)

N(t) = Nyt

Con estos sencillos problemas se pone de manifiesto que el estado ulterior del
fendmeno de variacion depende completamente de las circunstancias que caracterizan
el estado de hecho; la evolucién de un sistema esta determinada completamente por sus
variaciones primeras, por ello hablamos del caracter hereditario del cambio.

Creemos que con esta nueva perspectiva hemos dotado de una cierta
naturalidad al planteamiento y a la resolucion del problema. Este proceso se revela
vivo también si analizamos las producciones originales de los cientificos de otros
siglos y los manuales escolares de otras épocas. Ademaés, como se sefiala en Cantoral
(1998, p. 368): “Se reproduce también en la produccion de los estudiantes y profesores
contempordaneos cuando ellos forman parte del disefio y ejecucion de las ingenierias
diddcticas, aun en el caso de que ellos no hayan sido sometidos a una ensenanza

explicita de tales pasajes originales. Este hallazgo refuerza nuestra vision de la

unidad del pensamiento humano”.
2.4.- FUNDAMENTOS DIDACTICOS INVOLUCRADOS

En este apartado presentamos y comentamos el marco conceptual en el que se
sustenta la investigacion realizada. Si tenemos en cuenta que se efectia una
investigacion tanto desde el punto de vista de la Didactica de las Matematicas como de
la Didactica de las Ciencias Experimentales, dicho marco tedérico no puede quedar
determinado por una Unica teoria o paradigma (Kuhn, 1987), sino que en él han de
conjugarse distintas tendencias y teorias propias de cada disciplina involucrada. Tales
teorias, creadas por distintos investigadores y movimientos que los apoyan, dan lugar a
unos modelos tedricos que incluyen ciertos términos no suficientemente diferenciados.
Es decir, se trata de un modelo teorico mixto, de tal modo que aspectos tedricos de

distintas tendencias pueden ser utilizados conjuntamente (Lakatos, 1970).

2.41.- EPISTEMOLOGIA GENETICA

La epistemologia genética, desarrollada por Piaget, busca comprender cémo se

construyen y se desarrollan los conocimientos en el pensamiento del sujeto. Considera
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que la naturaleza de los conocimientos depende de su modo de formacion y que su
desarrollo se efectia por niveles de organizacién sucesivos. Sitia al sujeto en el centro
de su aprendizaje. El sujeto aprende a través de fases de rupturas y de reequilibrios por
asimilacién y acomodacion.

Piaget consideré el problema del conocimiento (epistemologia) como el
problema de las relaciones entre el sujeto y el objeto. Como bidlogo, tradujo este
problema al estudio de la adaptacién del organismo humano al medio intelectual.
Como epistemologo, las preguntas a las que ¢l trataba de responder eran: ;queé es el
conocimiento? y ;cémo aprendemos?. Piaget estudié el desarrollo del nifio porque
estaba convencido de que éste era el mejor medio para responder a las cuestiones
epistemoldgicas acerca de la naturaleza del conocimiento en los adultos y de la historia
del conocimiento humano.

Los fildsofos han discutido durante largo tiempo acerca de cémo llegamos a
alcanzar el conocimiento. Dos corrientes epistemoldgicas, el racionalismo y el
empirismo, se han desarrollado principalmente como respuestas a esta cuestion.

Los empiristas (Locke, Berkeley, Hume) insistian en que el conocimiento viene
primero de la informaci6én sensorial que llega desde fuera del individuo hasta su
interior a través de sus sentidos. Ellos consideraban al individuo como una tabla rasa
en la que se inscribian las experiencias. Los racionalistas (Descartes, Kant) rechazaban
la informacién sensorial como el principal origen de la verdad e insistian en que la
mejor forma de alcanzar el conocimiento era la razén pura. Los racionalistas apuntaban
al hecho de que nuestros sentidos a menudo nos conducen erréneamente a ilusiones
perceptivas, argumentando asi la desconfianza que se debe tener respecto a la
informacidén sensorial como fuente de conocimiento. Los racionalistas mantenian
también sus argumentos apoyandose en la certeza y la claridad del conocimiento
matematico que estd basado en la razén pura.

La aportacién de Piaget es una sintesis del empirismo y del racionalismo, pero
con un predominio de la tendencia racionalista. Piaget y sus colaboradores reconocen
fuentes exteriores ¢ interiores de conocimiento. El conocimiento de objetos y de
personas tiene origenes que son principalmente exteriores al individuo. El
conocimiento logico matematico, sin embargo, estd basado en fuentes que son

principalmente internas. Una de las distinciones que Piaget hace es entre el
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conocimiento fisico y el conocimiento 16gico-matematico. Mientras que el origen del
conocimiento fisico est4, al menos parcialmente, en los objetos, el origen del
conocimiento l6gico-matematico estd en el sujeto.

La idea de que la experiencia, no en un sentido empirico de repeticién, sino de
actividad e interacciéon con el medio, juega un papel preponderante en el aprendizaje,
constituye uno de los fundamentos de la teoria cognitivista de Piaget. La accién es
pues primordial para la génesis de los conceptos, cuya construccién es la fuente del
saber. Es de la accion de la que procede el pensamiento en su mecanismo esencial, que
es el sistema de operaciones logicas y matematicas, y es el andlisis de las acciones
elementales y su interiorizaciéon o mentalizacién progresivas lo que nos revelara el
secreto de la génesis de estas nociones (Piaget, 1973, p. 26).

El aprendizaje, en este proceso, se adapta a la realidad del entorno a través de
dos procesos: asimilacion y acomodacion.

La asimilacion designa la incorporacién por el sujeto de datos exteriores a
través de su accion, algunos de ellos se integran en esquemas o en conceptos ya
preconstruidos, otros seran inconscientemente dejados al margen, mientras que no sea
urgente resolver las contradicciones que resulten, cuando estos datos no encuentren un
cuadro conceptual apropiado para encajarlos y admitirlos.

La acomodacion comienza cuando el alumno no soporta mas el desequilibrio
engendrado por las contradicciones precedentes y busca integrar y clasificar las
informaciones que dejé anteriormente al margen en la fase de acomodacion. Trata de
modificar su campo conceptual intentando explicar, asi, las informaciones asimiladas.

En suma, la asimilacion seria la adopcidn de nuevos datos a las estructuras ya
existentes, la aceptacion de nuevas ideas; la acomodacién consistiria en la
modificacion y enmienda de las estructuras existentes para hacer posible la
asimilacién.

Existen, pues, discontinuidades en las adquisiciones del saber, hay
desequilibrios en los cuales el alumno trata de reconciliar las perturbaciones existentes
(conflictos, contradicciones, rupturas, etc.) con la estabilidad de su estado mental. Esta

reaccion que actua como “contrapeso” ante la perturbacion es lo que Piaget denominé

equilibracion.
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Desde la perspectiva de la equilibracién una de las fuentes del progreso en el
desarrollo de los conocimientos es buscar en los desequilibrios como tales, lo que
obliga al sujeto a pasar de su estado actual para tratar de buscar en cualquier otra
direccion nueva (Piaget, 1975b, p. 17).

Este proceso no puede ser inmediato, sino que en la mayoria de las ocasiones
provoca, en principio, una regresion, a la cual sucedera una fase de reorganizacion de
los conocimientos, conduciendo a la constituciéon de un nuevo equilibrio. Para este
investigador, la equilibracion es el proceso fundamental del desarrollo cognitivo.

Los sucesores de Piaget han demostrado que la apropiacién colectiva de
conocimientos puede favorecer las adquisiciones individuales y han puesto en
evidencia la funcién de los conflictos cognitivos y los conflictos de comunicacién
(conflictos colectivos) en el seno de una clase. Los resultados que obtienen en sus
investigaciones les llevan a afirmar que el intercambio colectivo no s6lo puede facilitar
el trabajo cognitivo, sino que en ocasiones, y bajo ciertas condiciones, el conflicto
socio-cognitivo fomenta la formacién de las operaciones, ya que pone en marcha los
desequilibrios necesarios para el desarrollo de nuevos conocimientos.

Estas hip6tesis tedricas también han influido particularmente en los estudios de

“Didactica de la Matematica e Interacciones sociales” que, desde principio de los 80,
se llevan a cabo en la Universidad de Ginebra (Suiza). A propdsito de estos ultimos,
Schubauer-Leoni (1986), afirma:
“En los resultados de nuestra investigacion intentamos mostrar, por una parte, que las
interacciones sociales, y el contexto cultural en el que los alumnos se situan, juegan
una funcion esencial en la elaboracion del pensamiento del individuo, y por otra, que
el propio sujeto estd también activamente implicado en el desarrollo de sus
instrumentos de comprension. La actividad del nifio es el origen de la elaboracion de
sus posibilidades cognitivas, pero esta actividad pasa siempre, en ciertas etapas de su
desarrollo, por una coordinacion con la del “otro”. El individuo no es mds el co-autor
del desarrollo de su inteligencia. Sus colaboradores son las personas (adultos o nifios)
con los que se integra’ (Schubauer-Leoni, 1986, p. 69).

Bajo esta oOptica las adquisiciones de cualquier competencia por los alumnos
han de considerarse como fruto de una dindmica psicoldgica, social y cultural. Estas

manifestaciones individuales de competencias (niveles operatorios, estrategias de
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resolucién de problemas, razonamientos, etc.) deben ser comprendidas como
respuestas activas de una persona que, entre otras y junto a ellas, completa sus
acciones y sus respuestas en funcion de su historia personal, en el interior de un campo
social y de un contexto institucional preciso, en torno de una tarea particular, en una

situacion relacional a la que asigna determinadas significaciones.
2.4.2.-TEORIA DE LAS SITUACIONES DIDACTICAS

La teoria de situaciones didécticas, introducida por Brousseau (1983), se basa
en una hipotesis acerca de la construccion del significado de una nocién. Una nocidn
aprendida no es utilizable sino en la medida en la que ella es relacionada con otra; esas
relaciones constituyen su significacion, su etiqueta, su método de activacion. Pero no
es aprendida si no es utilizable y utilizada efectivamente, es decir, s6lo si es una
soluciéon de un problema. Tales problemas, junto con las restricciones a las que la
nocion responde, constituyen la significacion de la nocion (op.cit., pp.169-171). De lo
que se infiere que el significado de una nocidén no puede darsele al alumno; él debe
construirlo a partir de un conjunto de problemas en donde tal nocién funciona de
manera mas o menos local. En consecuencia, el profesor, en vez de proporcionarle al
estudiante el conocimiento, debe proponerle una situacion disefiada en forma tal que
este conocimiento sea necesario para la solucién Optima. El alumno aprende
adaptandose a un medio, factor de dificultades y desequilibrios (Farfan, 1997, p. 13).

Brousseau (1986) entiende el aprendizaje por adaptacién del siguiente modo: el
alumno aprende adaptandose a un medio que es factor de contradicciones, de
dificultades, de desequilibrios, un poco como lo ha hecho la sociedad humana. Este
saber, fruto de la adaptacién del alumno, se manifiesta por respuestas nuevas que son
la prueba del aprendizaje (p. 49).

Si el alumno se adapta a la situacion y llega a la solucidn, estara
proporcionando evidencias de haberse apropiado del saber en cuestién, es decir,
aprendié. En sintesis, la teoria de situaciones provee de una explicacién en donde la
construccién del significado de un concepto pasa por su movilidad dentro de un

espacio limitado del problema y donde su puesta en escena es necesaria para la

solucidén 6ptima o unica.
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Por otra parte, la investigacion de los fendmenos relativos a la ensefianza de las
Matematicas tampoco puede reducirse a la observacion y analisis de los procesos que
tienen lugar cotidianamente en el aula, puesto que su objetivo es la determinacion de
las condiciones en la que se produce la apropiacién del saber por los alumnos, y por
esto necesita ejercer un cierto grado de control sobre ellas, lo que implica que el
investigador debe participar en la produccion de las situaciones didacticas que analiza.
De aqui la necesidad de construir montajes experimentales o, en la terminologia de
Chevallard (1982), de desarrollar una “ingenieria didactica”, subordinada a la
investigacion en Didéctica de las Matematicas (Galvez, 1998).

Brousseau (1982b) define la situacion didactica como:

“Un conjunto de relaciones establecidas explicita y/o implicitamente entre un alumno
o un grupo de alumnos, un cierto medio (que comprende eventualmente instrumentos u
objetos) y un sistema educativo (representado por el profesor) con la finalidad de
lograr que estos alumnos se apropien de un saber constituido o en via de
constitucion”

Estas relaciones se establecen a través de una negociacidén entre maestro y
alumno cuyo resultado ha sido designado como contrato didactico.

Esta concepcidn del aprendizaje, segin Margolinas (1993), estd en muchos
aspectos muy préxima a la de Piaget: el alumno construye su propio conocimiento y
actua en un medio fuente de desequilibrios. Es precisamente la constitucion y
organizacién de este medio el objeto principal de una ensefianza que quiere provocar
un aprendizaje por adaptacién (Ruiz, 1994).

Asi lo expresa Brousseau: “la concepcion moderna de la ensefianza va a
demandar del maestro provocar en el alumno las adaptaciones deseadas, por una
eleccion juiciosa de los problemas que le propone. Estos problemas, elegidos de forma
que el alumno pueda aceptarlos, deben hacerle actuar, hablar, reflexionar,
evolucionar por su propia cuenta. Entre el momento en que el alumno acepta el
problema como suyo y el momento en que produce su respuesta, el maestro rehisa
intervenir como comunicador de los conocimientos que él quiere ver aparecer”
(Brousseau, 1986, p. 49).

El aprendizaje por adaptacion da una importancia fundamental a la génesis de

los conocimientos para la constitucion del sentido de éstos: “admitimos que el sentido
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de un conocimiento proviene, en buena parte, del hecho de que el alumno lo adquiere
adaptandose a las situaciones didacticas que le son propuestas (devueltas)”
(Brousseau, 1986, p. 67).

Para el disefio de estas situaciones fundamentales (que contemplan todos los
aspectos fundamentales de un concepto), Brousseau (1986) define tres tipos de
situaciones a-didacticas (ibid., pp.75-85) que inducen a los alumnos a transitar por
diversas etapas propias de la actividad matematica: la accidn, la formulacién y la
validacion. Posteriormente se completé con una cuarta fase, que la constituyen las

situaciones de institucionalizacion.

1) Situaciones de Accion.

Consiste en poner al alumno ante una actividad o problema llamada “situacion
de accién”, cuya solucidn, en las condiciones propuestas, constituye el conocimiento a
ensefiar. Debe ademéas permitir al alumno actuar sobre ella, de tal manera que pueda
recibir informacién sobre su accidn.

Asi, el propio alumno abandona o mejora su modelo para crear otro por medio
de modificaciones o refuerzos de su accién; la situacién provoca un aprendizaje por
adaptacién, conforme a la teoria de Piaget.

La serie de “situaciones de accién” constituye el proceso por el cual el alumno
va a fabricar estrategias, es decir, a construir un método de resolucion de su problema.
Se instaura un verdadero didlogo a elaborar entre el alumno y la situacién. Esta
sucesion de interacciones entre el alumno y el medio constituye la llamada “dialéctica
de la accion™: “se trata de la asociacion de ciertos estimulos a ciertas respuestas”
(Brousseau, 1972, p. 431).

Esta fase no supone la aparicién de un saber definitivo; lo importante es el
trabajo durante €l cual el sujeto va poco a poco modificando su representacion de la

situacion. Se construye un modele implicito de la accién en el curso de muiltiples

interacciones con el medio.

2) Situaciones de Formulacion.

Brousseau considera necesario, no solamente que el alumno trate de modificar
su modelo, sino que construya una descripcién o una representacién de este modelo: el
alumno puede obtener de la situacion cierta informacién, pero no alcanza por su sola

accién a obtener el resultado pedido. Busca entonces la colaboracién de otras personas
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con quien intercambiar informacion; éstos son los mensajes establecidos entre “emisor
y receptor”. Se instaura asi una “dialéctica de la formulacién”.

Fl emisor quiere obtener un resultado, utiliza un lenguaje que debe permitir al
receptor dominar la situacién. El receptor construye el conocimiento de la misma en
funcién del mensaje. Si el resultado es negativo, el problema no se ha resuelto o el
mensaje simplemente no se ha entendido. En esos casos el emisor puede corregir su
formulacion enviando otros mensajes. De este modo, debe poner a prueba, controlar y
corregir el vocabulario empleado.

Segin Brousseau, la dialéctica de la formulacidn consiste en “poner a punto
progresivamente un lenguaje, que todo el mundo comprenda, y que tenga en cuenta las
relaciones establecidas en la situacion de forma adecuada, permitiendo los

razonamientos utiles y las acciones coherentes”.

3) Situaciones de Validacion.

El conocimiento matematico no consiste solamente en explicar los saberes a
través de mensajes apropiados; hace falta poder afirmar que es verdadero lo que se
dice. No se trata solo de describir, sino de probar. Es decir, hay que justificar que
aquello que se cree es la verdad del modelo propuesto.

Los alumnos no estdn ahora en posicion de “emisor” y “receptor”, sino de
“proponente” y “oponente”.

Para Brousseau, esta “dialéctica de la validacion” supone la “manifestacion del
repertorio logico y matemdtico del cual se sirven los alumnos para establecer sus
convicciones y para tratar de elaborar una teoria matemdtica axiomdtica de forma
diferente segun su edad y el tipo de situaciones a la que han estado enfrentados”
(Brousseau, 1972).

De las tres situaciones, la de validacion parece la mas compleja y dificil de

llevar a la préctica. Las estrategias del profesor parecen aqui determinantes.

4) Situacion de Institucionalizacion.

Una vez construido y validado, el nuevo conocimiento va a formar parte del
conocimiento matematico del conjunto de los alumnos. Las situaciones de esta fase son
llamadas “situaciones de institucionalizacion”, y son “aquéllas por las que se fija
convencionalmente y explicitamente el estado cognitivo de un conocimiento o de un

saber. La institucionalizacion es interna si un grupo fija libremente sus convenciones
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segun un proceso cualquiera. Es externa si toma sus convenciones de una cultura: es
la situacién mds frecuente en la diddctica clasica” (Brousseau, 1981, p.113).

Es conveniente sefialar que “los tres primeros tipos de situaciones (accion,
formulacion y validacién) no son totalmente distintos, son casos particulares los unos
de los otros. Una situacidn de formulacicn es un caso particular de una situacion de
accion, donde la accidn debe ser acompariada de una formulacion. Una situacion de
validacién es un caso particular de una situacion de formulacion (y en consecuencia,
de una situacién de accién también), donde la formulacion no es aceptada si no estd
suficientemente validada” (El Bouazzoui, 1982).

La teorizacion de las situaciones didécticas ha tenido también consecuencias
metodolégicas. Es asi como ella ha conducido a desarrollar una metodologia
especifica: la ingenieria diddctica, en oposicion con los paradigmas comparativos
clasicos de experimentacion en clase.

La construccién de situaciones problema en las que se introduzcan variables
didacticas que, controladas por el profesor, permitan a los alumnos realizar elecciones
y anticipaciones, tomar decisiones, llevar a cabo acciones, comunicaciones y
formulaciones que posteriormente puedan probar y validar, es pues una tarea compleja,

fruto de un serio analisis didactico y de una elaborada ingenieria didéctica.

2.4.3.- LA TRANSPOSICION DIDACTICA

La palabra transponer significa poner una cosa mas allé, en lugar diferente del
que ocupaba. La transposicion didactica se refiere asi al proceso mediante el cual es
llevado el saber al ambito escolar.

En el sentido clasico, como se presenta por ejemplo en Dupin y Joshua (1993),
la transposicién didactica designa el proceso que sufre el saber especializado, saber
aceptado por la comunidad matemitica o fisica, segun sea el caso, al pasar a la
ensefianza.

La pedagogia tradicional ha creido en la posibilidad de introducir los saberes en
juego hacia el interior de una relacion didactica de una manera simple y transparente.
De manera que los saberes aparecen como un “dato”, un objetivo previamente fijado,

de modo que se pueden definir las caracteristicas de su introduccién mediante ciertas
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elecciones externas a los actos didacticos propiamente dichos, como si se tratara de un
simple “resumen” de los saberes mas desarrollados en la ciencia.

En 1975, Halbawachs sefialé la necesidad de una ‘fisica del maestro”,
cualitativamente distinta tanto de aquella del “fisico” como de la del “alumno”. De
hecho, reconocié que la presencia en clase de un objeto a enseflar es la consecuencia
de una historia particular, el resultado de un tratamiento didactico que obedece a
limitaciones precisas. Son esos mecanismos generales los que permiten pasar de un
objeto de saber a un objeto de ensefianza. Chevallard (1982) desarrolld los primeros
estudios en ese sentido para el campo de las matematicas y los reagrupé bajo el
nombre de transposicion didactica.

De los estudios se ha desprendido que los objetos destinados para ensefiar no
pueden en ninglin caso analizarse como simplificaciones de objetos més complejos,
proporcionados por la sociedad cientifica. Ellos son, por el contrario, el resultado de
ajustes didacticos, de una construccién que les hace diferir cualitativamente de sus
saberes de referencia.

“El objeto de saber” es definible en el dominio del “saber erudito”, es decir
aquél que es reconocido como tal por una comunidad cientifica determinada, aunque
no es ensefiado bajo esa forma. Son mecanismos precisos los que deben asegurar su
extraccion del dominio “culfo” y su insercion en un discurso didactico. Una vez que
este tratamiento se ha realizado, ¢l saber didactico es intrinsecamente diferente del
saber erudito que le ha servido de referencia. Su ambiente epistemoldgico en particular
es diferente.

El saber que debe ser ensefiado se presenta como “un texto de saber”. Los
procesos reales que han conducido a la elaboracién de los saberes son borrados. Las
indecisiones y la subjetividad del investigador son dejadas de lado. El texto sigue un
orden “logico” que tiene poco que ver con los problemas que han estado presentes en
la obra del investigador. Este es el coste para que el saber abandone a su productor y a
la esfera estrictamente privada para llegar a ser publico; en este proceso el saber es
extraido del ambiente epistemoldgico en el que se halla inicialmente.

Una distincion capital se impone entonces entre la “ciencia que se hace” y la

“ciencia que se ensefia”. Por naturaleza, la primera tiene pocos dominios claramente
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delimitados, donde los contenidos y los métodos empleados son previstos por la
comunidad cientifica.

Fl dominio a transponer tiene una fuerte tendencia a presentarse como
“cerrado”, aunque esa presentacion ha perdido la viva complejidad que ha precedido a
su elaboracién, y el saber erudito (la cosa a transponer) se presenta con un marcado

aspecto sintético.
2.4.4.- LAS CONCEPCIONES

Los investigadores utilizan normalmente términos tales como concepcion,
imagen conceptual, modelo, representacién, etc., como recursos que le permiten
explicar y dar cuenta del grado de conocimiento que tienen los alumnos de una
determinada nocién. Con estos términos tratan de “modelizar” los aprendizajes de los
alumnos. Asf es frecuente encontrar expresiones del tipo: la concepcién de una funcién
que encontramos con mas frecuencia en los alumnos es la de férmula algebraica.

Aunque se utilizan términos diferentes (representacién, modelo,...), no obs-
tante, la palabra mas extendida en la literatura didactica de todas las “escuelas” es la de
concepcién. Con ella se intenta describir el estado de los conocimientos de los
alumnos con el fin de establecer una distincion entre el objeto matemdtico que es
unico y las significaciones variadas que le pueden asociar nuestros alumnos.

Artigue (1989) hace una reflexién sistemética sobre la importancia y la signifi-
cacién de la nocion de concepcidn en Didactica de la Matematica. Para ella la nocion
de concepcion responde a dos necesidades distintas:

1. Poner en evidencia la pluralidad de los puntos de vista posibles sobre un
mismo objeto matematico, diferenciar las representaciones y modelos de
tratamiento que le son asociados, poner en evidencia su adaptacién mas o
menos buena en la resolucién de diferentes tipos de problemas.

2. Ayudar al didacta a luchar contra la ilusién de transparencia de la co-
municacion didactica inducida por la epistemologia escolar y los conoci-
mientos efectivamente construidos por el alumno (p. 14).

Ademas, la uniformidad de las definiciones y ejercicios propuestos en los manuales

oculta la riqueza y la complejidad de las concepciones que los alumnos le pueden

asociar.
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Por su parte Brousseau (1983) indica que el objeto de la didéctica es justamente
estudiar las condiciones que deben cumplir las situaciones o los problemas propuestos
al alumno para favorecer la aparicién, el funcionamiento y el rechazo de concepciones
sucesivas.

Siguiendo los trabajos de Vergnaud (1982) y Artigue (1989), consideramos que
la nocién de concepcion del sujeto debemos caracterizarla por:

e Los invariantes que el sujeto reconoce como notas esenciales que deter-

minan el objeto matematico;

e Fl conjunto de representaciones simbdlicas que le asocia y utiliza para

resolver las situaciones y problemas ligados al concepto;

e El conjunto de situaciones, problemas, etc. que el sujeto asocia al objeto, €s

decir, para las cuales encuentra apropiado su uso como herramienta.

También se utiliza el término concepcion (concepcion institucional) para refe-
rirnos a las concepciones que han sido asociadas a un objeto matematico a lo largo de
su evolucion histérica, o bien a las que se manifiestan en los programas oficiales o en
los manuales escolares. Asi, en la nocion de concepcion cabe sefialar una doble
vertiente, la cognitiva (concepcién del sujeto) y epistemoldgica (concepcién en la

Matematica o transmitida en la ensefianza.)

2.45.- TEOREMA FACTUAL

Es posible formarse una imagen de los conocimientos y representaciones de los
estudiantes a partir de los observables de que disponen, es decir, de las acciones del
sujeto en una situacion—problema y de los testimonios simbolicos que éste proporciona
de su actividad (formulaciones verbales, graficos, etc.). Las diferentes respuestas y
soluciones aportadas por los estudiantes pueden ser consideradas como concebidas por
reglas de producciéon o procedimientos. Metodologicamente, es necesario identificar
éstas para poder comprender su significado, teniendo en cuenta las relaciones a las que
ellas se aplican. Es fundamental considerarlas como teoremas implicitos, a los que se
llamard teorema factual.

Asi, Albert (1996, p. 46) sefiala que el concepto de teorema factual denota las
propiedades de las relaciones percibidas y utilizadas por el sujeto en situacidn de

resolucion de un problema, sin dar por hecho que €l sujeto sea capaz de explicitarlas o
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justificarlas. Raramente estd manifiesto, es una produccién de los estudiantes
inventada por ellos, pues tal problema nunca se les ha ensefiado, es producto directo de
la conceptualizacion de los alumnos en un campo; podria hablarse incluso de cierta
“teoria implicita”.

En resumen, en este capitulo hemos delimitado los objetos matematicos que
estan implicados en esta investigacion a través de un estudio epistemologico de los
mismos. Mostrando, ademds, cémo se hallan integrados en diferentes situaciones
problemas que se plantean desde las Ciencias Experimentales.

En el modelo constructivista, aunque con caracteristicas propias
diferenciadoras, inscribimos la feoria de las situaciones diddcticas; dicha teoria
constituye el marco teérico de referencia para elaborar y desarrollar las propuestas
metodoldgicas que se formulan en ingenieria diddctica, cuyas caracteristicas seran
analizadas en el capitulo siguiente, puesto que serviran de guia para la presente
investigacion.

Con la descripcién del concepto de teorema factual completamos la
determinacién del marco teérico en el que sustenta nuestra investigaciéon y que, como
ya sefialabamos al comienzo de esta seccion, conjuga elementos tedricos de distintas

tendencias.
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CAPITULO 3

METODOLOGIA DE INVESTIGACION

3. 0.- INTRODUCCION

Para llevar a cabo los objetivos de la ensefianza de las ciencias, nosotros los
docentes tomamos una serie de decisiones sobre qué ensefiar y cdmo hacerlo. Estas
decisiones y estrategias responden a un modelo que todos los profesores poseemos, ya
sea en forma implicita o explicita.

Los modelos didacticos tratan tanto de los aspectos del aprendizaje como de los
de ensefianza. Para algunos autores no existe una relacion lineal entre un modelo de
aprendizaje y uno de enseflanza; para Ausubel, Novak y Hanesian (1986) “enserniar es
s6lo una de las condiciones que pueden influir en el aprendizaje”. Otros autores como
Gil (1993c), escriben ensefianza / aprendizaje para subrayar la estrecha vinculacién
entre ambos aspectos. En nuestra investigacién tendremos en cuenta que en la realidad
del aula los modelos raramente se practican de forma absoluta, siendo frecuente que
las estrategias de un modelo aparezcan combinadas con las de otros.

Nuestro estudio lo situamos en el nivel universitario inicial de las carreras de
Ingenieria Técnica y Licenciatura en Quimica y Biologia. Todos nuestros alumnos han
tenido al menos un curso de Calculo en su Bachillerato.

Basamos este estudio en:

o La resignificacion del concepto de derivada a través de las derivadas
sucesivas, éstas como medidas del cambio o variaciones.

o La serie de Taylor, como organizacion de las derivadas sucesivas,
como herramienta de prediccién.

Para ello nos limitamos a trabajar con funciones analiticas, fundamentalmente
polinémicas, en el contexto de las Ciencias Experimentales y en el marco gréafico.
Disefiamos para esto unas secuencias de enseflanza que presentan situaciones
didacticas donde se interrelacionan los saberes matematico y fisico con el alumno, el
profesor y el medio. Asi pues, hemos utilizado como metodologia de investigacion la

ingenieria diddctica ya que consideramos que es una metodologia que tiene en cuenta

73



Capitulo 3 Metodologia de investigacién

las realizaciones didActicas en clase y nos permite tener un mejor control de ellas, de

su disefio y de su analisis.
3.1.- INGENIERIA DIDACTICA

“La nocién de ingenieria diddctica surgid en la diddctica de las matematicas a
comienzos de los afios ochenta. Se denomind con este término a una forma de trabajo
didéctico equiparable con el trabajo del ingeniero, que para realizar un proyecto
determinado se basa en los conocimientos cientificos de su dominio y acepta
someterse a un control de tipo cientifico. Sin embargo, al mismo tiempo, se encuentra
obligado a trabajar con objetos mucho mds complejos que los objetos depurados de la
ciencia y, por lo tanto, tiene que abordar practicamente, con todos los medios
disponibles, problemas de los que la ciencia no quiere o no puede hacerse cargo”
(Artigue 1995, p. 34).

Por lo tanto, la ingenieria did4ctica es una metodologia de investigacion que se
aplica a los productos de ensefianza basados o derivados de ella, y también es una
metodologia de investigacion para guiar las experimentaciones en clase.

“E] término ingenieria diddctica designa un conjunto de secuencias de clase
concebidas, organizadas y articuladas en el tiempo de manera coherente por un
profesor-ingeniero, con el fin de realizar un proyecto de aprendizaje para una
poblacién determinada de alumnos. En el transcurso de la interaccion entre el
profesor y los estudiantes, los proyectos evolucionan bajo las reacciones de los
estudiantes y en funcioén de las selecciones 'y decisiones del profesor. De esta forma,
la ingenieria diddctica es a la vez un producto, resultado de un andlisis “a priori”, y
un proceso en el transcurso del cual el profesor ejecuta el producto adaptdndolo, si se
presenta el caso, a la dindmica de la clase” (Douady, 1995).

Su sustento teérico proviene de la teoria de la transposicion didactica y de la
teoria de las sitnaciones didacticas.

Diversos estudios han mostrado los obsticulos que se oponen a la transmision

correcta de las ingenierias didacticas (Artigue & Perrin, 1991). Estos obstaculos estan

ligados a diferentes factores:
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- La falta de adecuacién entre las concepciones sobre el aprendizaje de quienes
reciben los resultados y aquéllas que subyacen a la teoria de las situaciones
did4cticas sobre las que se basan las ingenierias.

- La complejidad de los productos de la ingenieria y el nivel de conocimiento y
experiencia que se requiere para su gestion apropiada (tanto en el plano
pedagdgico, como en el plano matematico).

- La ruptura entre las caracteristicas de estos productos y el funcionamiento usual de
la ensefianza (por ejemplo, actividades abiertas concebidas a lo largo de varias
sesiones).

- El nivel mismo de la descripcién de los productos que ponen el énfasis sobre los
puntos claves de la ingenieria y sobre las rupturas cognitivas, que tiende a dar
menos importancia a aquellos aspectos que corresponden al funcionamiento mas

continuo y comun del aprendizaje.

Esta orientacién también tiene implicaciones sobre la concepcidn misma de lo
que es importante transmitir en una formacion. Esto se expresa, de manera evidente, en
la importancia que se le da a lo que proviene de la teoria de las situaciones didécticas
y, en particular, a las herramientas conceptuales y a las técnicas de analisis “a priori”
de las situaciones didécticas: nociones de variables didacticas, de devolucién e
institucionalizacién, de contrato didactico, la distincidn entre situaciones adidacticas y
didacticas, entre status util y status objeto de los conceptos matemaéticos, entre los

cuadros de funcionamiento de un mismo concepto, etc. (Artigue,1995).

3.1.1.- METODOLOGIA DE LA INGENIERIA DIDACTICA

En la metodologia de la ingenieria didactica se pueden distinguir cuatro fases:
1.- Analisis preliminar.
2.- Concepcidn y andlisis “a priori” de las situaciones diddcticas de la ingenieria.
3.- Experimentacion.

4.- Andlisis “a posteriori” y evaluacion.

A continuacién se describe cédmo se aplican las distintas fases en nuestro

problema de estudio.
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3.1.2.- ANALISIS PRELIMINAR

Un analisis preliminar de la situacién a abordar debe tener en cuenta:

- El analisis epistemologico de los contenidos contemplados en la ensefianza.

- El analisis de la ensefianza tradicional y sus efectos (didactica).

- El andlisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades y

obstaculos que determinan su evolucién (cognitiva).

- El analisis del campo de restricciones donde se va a efectuar la secuencia

de ensefianza.

En este analisis hay dos componentes que no son propiamente didacticas pero
si indispensables para el disefio de una ingenieria: la componente epistemologica y la
cognitiva.

El analisis epistemoldgico provee de historicidad a los conceptos que la
ensefianza usual tiende a presentarlos como objetos universales, tanto en tiempo como
en espacio, perdiendo esa categoria de verdades en si mismos.

Igualmente provee de historicidad a las nociones metamatematicas y
protomatematicas, tales como el rigor, y con ello contribuye a mostrar que la
concepcidn de un rigor eterno y perfecto de las Matematicas es sélo una ficcion.

También permite conocer la disparidad que hay entre el saber cientifico y el
ensefiado y con ello contribuye a desterrar otra de las ficciones de la escuela, como es
la concepcidon de que los objetos de ensefianza dan copias simplificadas, pero fieles a
los objetos de la ciencia. El analisis epistemoldgico nos permite, por una parte,
comprender qué es lo que gobierna la evolucidn del saber cientifico, y por otra, tomar
conciencia de la distancia que separa a esos dos sistemas. La nocién de transposicién
didactica da cuenta de ello.

La epistemologia juega también un papel protagenista en el nivel tedrico y
metodolégico de la disciplina, a partir de la consideracion de la nocién de obstaculo
epistemolégico (Farfan, 1997, pp. 13-25).

Atendiendo a lo anterior, se escogieron una serie de situaciones-problemas para
llevar a cabo una experiencia piloto con alumnos de Ingenieria Técnica y de
Licenciatura en Quimica (ver Anexo 3).

A la vista de los resultados obtenidos con la experiencia piloto se disefié e

implementd un trabajo previo, consistente en la discusién y resolucién de un grupo de

76



Capitulo 3

Metodologia de investigacién

problemas (ver Anexo 2) con alumnos de la Licenciatura en Biologia, con la finalidad

de familiarizar a los estudiantes en los aspectos necesarios para el desarrollo de la

experiencia. Para tal seleccion se tuvo en cuenta:

a)

b)

d)

€)

Hacer un tratamiento matematico de problemas que conducen a modelos que
describen variacion y cambio en diferentes contextos.

Familiarizarse con el lenguaje variacional en los distintos contextos que se
van a utilizar.

Reconocer la derivada como una nueva funcién, anticipando sus
caracteristicas graficas como crecimiento, concavidad, maximos y minimos,
etc., de manera que a través de su estudio se puedan predecir fendémenos de
variacion.

Presentar al estudiante la serie de Taylor no sélo como una herramienta de
aproximacion sino como la organizacién de las derivadas sucesivas con un
fin predictivo. Se quiere dar una nueva visidn de esta serie que nos acerque a
una nueva metodologia, de manera tal que nos permita hallar los valores de
un parametro, conocido éste en un unico sitio temporal o espacial, en un
estado posterior. De esta manera, la serie de Taylor se presenta como la
herramienta que nos permite matematizar un conjunto de intuiciones y
vivencias cotidianas sobre el cambio en la naturaleza.

También tendremos en cuenta los conceptos y teoremas pertinentes.

En principio, desde el punto de vista de la matemaética de la situacidn, se

pretende tratar fundamentalmente las cuestiones principales siguientes:

Dado un fenémeno de variacion, analizar la grafica que lo describe y hallar
los elementos que permiten anticipar y analizar la evolucion del fendmeno.
Dotar a las funciones derivadas de significacion a través de los distintos
contextos de la ciencia de manera que sean entendidas como nuevas
funciones. Estas nuevas funciones van a describir, a su vez, el
comportamiento y la evolucidn del fendmeno.

De la misma forma, conocida la grafica de la funcidén derivada de algin
orden que describe el fendmeno planteado, se busca anticipar graficamente la

funcion derivada del orden anterior.
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- Cdmo organizar las derivadas sucesivas a través de la serie de Taylor de

manera que nos permita resolver ecuaciones diferenciales.

Nos basamos en que los fendmenos fisicos, sobre todo fendmenos de la
naturaleza, deben ayudarnos a construir las derivadas sucesivas, trabajando con la
interaccion de diferentes marcos como el geométrico, grafico, algebraico, analitico y
numérico a partir de un contexto fisico.

Hemos buscado problemas donde se planteen situaciones que sirvan para
introducirnos en el tema, y lo hacemos a través del trabajo individual y de discusién en

grupo. Nos situamos en contextos fisico y biolégico fundamentalmente .

3.1.3.- DISENO DE LA SITUACION

En esta fase de la ingenieria didactica se consideraron diversas situaciones-
problemas (Anexo 3); entre ellas se hizo una seleccién para construir las situaciones
didacticas para llevar a cabo las experiencias piloto. Esto nos ayud6 a reestructurar
algunas preguntas y obtener la nueva situacion didactica con la que hemos trabajado
con alumnos de la Licenciatura en Biologia.

Con ella hemos tratado de que los alumnos desarrollen progresivamente el
pensamiento variacional. Nos hemos apoyado en problemas que describen variacidn y
cambio en el ambito de la Cinemética para resignificar el concepto de derivada. Para
ello hemos utilizado las derivadas sucesivas, primera, segunda y tercera con
significacidn en la Cinematica, concebidas como una sucesion de derivadas en lugar de
una iteracion, es decir como f, £, f’... yno como (((f)’)’)’... que es justamente a lo
que nos referimos cuando hablamos de resignificacién. Con lo cual el alumno no
necesita de una derivada para poder interpretar la de orden superior siguiente. Esto nos
lleva, en los dos tltimos problemas, a trabajar con la derivada como una organizacién
de las derivadas sucesivas, en la serie de Taylor, y con ella resolver problemas de

prediccion propios de la Fisica y de la Biologia.

3.1.4.- ANALISIS A PRIORI

Una vez disefiada la secuencia didactica nos abocamos a analizar las

caracteristicas de ésta, las posibilidades de accién, de decisiéon y de control de los

78




Capitulo 3 Metodologia de investigacion

estudiantes en cada situacién- problema, asi como sus posibles comportamientos. En el

siguiente capitulo se presenta el estudio pormenorizado de este analisis.

3.1.5.- PUESTA EN ESCENA

Tras el disefio de la situacion didactica, se procedié a su implementacion. Se
recopilaron los datos y se realizé el andlisis de resultados con los que se efectué una
confrontacion entre el andlisis a priori y el analisis a posteriori. Justamente, una de
las originalidades de la ingenieria didactica es su modo de validacién, que es
esencialmente interno.

Para la puesta en escena de la situacion didactica se implementaron las cuatro
etapas que contempla la teoria, esto es:

- Accion.

- Formulacion.

- Validacion.

- Institucionalizacion.

En la etapa de accidn, los alumnos trabajaron de forma individual. La situacién
didactica se realiz6 en una sesion de tres horas y al finalizar los alumnos entregaron
sus informes escritos.

En la etapa de formulaciéon, se formaron cuatro equipos, de tres integrantes
cada uno, los cuales nuevamente trabajaron la misma situacién. La finalidad de esta
etapa fue la discusioén, en grupo, con base en las soluciones individuales que cada
alumno habia obtenido en la etapa anterior. Al finalizar, cada equipo entregd un
informe esctito. A lo largo de esta etapa se realizaron grabaciones para analizar como
fue construyendo cada grupo su propio conocimiento y como algunos alumnos
lograron superar lo realizado en la etapa anterior.

En la etapa de validacion, a discusion fue entre equipos.

En la etapa de institucionalizacion, la totalidad de los alumnos, junto con el
profesor, discutieron la situacién didéctica, dejando claro cuéles fueron sus objetivos.

La sesion tuvo una duracién de dos horas y fue grabada.

3.1.6.- ANALISIS A POSTERIORI

A la fase de experimentacion le sigue una de analisis “a posteriori”. Para ello

hemos recopilado los datos obtenidos en la fase anterior y algunos trabajos realizados

79



Capitulo 3 Metodologia de investigacién

por estos alumnos después de transcurrido un mes de la fase de experimentacion. Una
vez elaborado este analisis se confronta con el analisis “a priori” efectuado.
En la confrontacion de estos dos analisis se fundamenta, en esencia, la
validacién de las hipétesis formuladas en la investigacién (Artigue, 1995, pp. 36-48).
Queda claro que la ingenieria diddctica estd basada en una metodologia
constructivista donde la creacién y desarrollo de la situacién didactica son
fundamentales a fin de que el alumno pueda construir, reconstruir 0 avanzar en sus

conocimientos.
3.2.- REVISION DE MANUALES ESCOLARES

A través de este estudio se pretende analizar cémo los autores elegidos, entre
los més consultados por los estudiantes en su momento, presentan los conocimientos
involucrados en nuestra investigacion.

Teniendo en cuenta que el texto es precisamente uno de los elementos que
determina la practica docente, en él se manifiesta no sélo la concepcién de los autores
y el sentir did4ctico de una época determinada, sino también las distintas concepciones
que se transmiten en el proceso de ensefianza a los estudiantes, una vez que se ha

optado por un determinado texto (El Bouazzoui, 1988).

3.2.1.- CRITERIO DE SELECCION

Se consideraron libros de texto, unos dirigidos a alumnos de Ensefianza Media
y otros a estudiantes de Ensefianza Universitaria. La seleccién de los manuales se ha
realizado a partir de ediciones de los afios 90.

En Ensefianza Universitaria se seleccionaron manuales de primer curso,
elegidos de entre los que aparecen en la bibliografia de los programas de las
asignaturas correspondientes, tanto para la Escuela Politécnica Superior como para la

Facultad de Ciencias de la Universidad de Jaén.

3.2.2.- TAMANO DE LA MUESTRA

Se analiz6 un total de 8 textos, de los cuales cuatro corresponden a Ensefianza
Universitaria, dos de Célculo y dos de Fisica, y cuatro a Ensefianza Media, siendo dos

de Matematicas y dos de Fisica.

Se resefian a continuacion el autor, afio de publicacidn, titulo y editorial.
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1)
2)

3)
4)

5)

6)

7)

8)

3.2.3.-

Granero, Francisco. (1990). “Cdlculo”. Ed. Mc Graw-Hill.

Larson, R.; Hostetler, R. y Edwards, B. (1995). “Cdlculo y Geometria
Analitica”. Ed. McGraw-Hill.

Tipler, P. A. (1995). “Fisica”, Vol. 1. Ed. Reverté, S.A., 3% Edicion.

Alonso, M. y Finn, E. J. (1995). “Fisica”. Ed. Addison — Wesley
Iberoamericana.

De Guzméan, M.; Colera, J. y Salvador, A. (1991). Matemadticas. Bachillerato 2
(BUP). Ed. Anaya.

Colera, I.; Oliveira, M. J. y Garcia, R. (2001). Matematicas II. Grupo Anaya
S.A.

Candel, A.; Satoca, J.; Soler, J. B. y Tent, J. J. (1991). “Fisica y Quimica’.
Bachillerato 2 (BUP). Ed. Anaya.

Candel, A.; Satoca, J.; Soler, J. B. y Tent, J. J. (1992). “Fisica y Quimica’.
Bachillerato 3 (BUP). Ed. Anaya.

TEMAS A REVISAR

Los temas que hemos analizado sobre conocimientos matematicos son:

o Derivadas, en especial derivadas sucesivas.

e Polinomios de Taylor, en especial teorema de Taylor, series de Taylor.

Sobre los conocimientos fisicos nos hemos centrado en:

3.24.-

o Cinematica, observando especialmente el uso de graficas y demas
herramientas matematicas utilizadas en el desarrollo del tema, como el
concepto de derivada y derivadas sucesivas

e Movimiento Armdnico Simple, desde el punto de vista de las herramientas
matematicas utilizadas para describir tal movimiento y resolver la ecuacion
correspondiente. Esto es, qué conceptos matematicos se hallan

involucrados, qué marcos utiliza para describir el modelo, etc.

CONCLUSIONES SOBRE LA REVISION DE MANUALES

Las variables consideradas para la revision de manuales y el analisis en detalle

puede verse en el Anexo 1. En cuanto al conocimiento matemético revisado, a modo

de resumen, podemos decir:
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o En general, los graficos se reservan para aclaraciones intuitivas de ciertos
conceptos, resultados o demostraciones de los mismos, pero a nivel de problemas y
gjercicios la primacia de las preguntas, a partir de expresiones algebraicas de
funciones, es practicamente exclusiva.

o Se dedica escasa atencion a potenciar la interconexién entre el marco analitico y el
grafico. Se detecta una fuerte tendencia hacia el primero en detrimento del
segundo.

o Se brinda muy escasa oportunidad para que los alumnos puedan explorar, en
situaciones que deben modelar graficamente, las consecuencias de sus decisiones.
Por ejemplo, incluir en un problema de cinemética una aceleracién negativa en un
tramo donde la funcién posicién es creciente y observar que la velocidad no puede
aumentar en dicho tramo.

o En la resolucién de problemas y ejercicios, se pone de manifiesto una primacia
total en la transferencia de resultados tedricos, formulados en términos algebraicos-
analiticos.

o La Matematica, en la ensefianza de la Fisica, es usada casi exclusivamente en
forma algoritmica.

o La serie de Taylor en los manuales de Calculo se presenta como una parte del tema
de convergencia de series infinitas, ya sea en el sentido de la aproximacién en
intervalos o en vecindades infinitesimales, o propiamente en ambito de la
convergencia. Esta situacién se caracteriza muy nitidamente cuando estudiamos el
papel que se le asigna al residuo de la serie de Taylor.

o La prediccién, concepto inherente a las ciencias experimentales, estd ausente en
forma explicita en los manuales escolares. Asi, vemos como un resultado
relativamente sencillo, a saber la solucién de la ecuacion del movimiento armoénico

simple, se muestra como complejo al estar ausente de los textos de fisica

universitaria a nivel inicial.

3.3.- SELECCION Y CARATERISTICAS DE LOS ALUMNOS

Para llevar a cabo la parte experimental del proyecto era indispensable contar
con alumnos que dispusieran al menos de doce horas extra-escolares. Esto es bastante

dificil por la cantidad de asignaturas, horas de clases y practicas que tienen los
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alumnos universitarios durante el curso. La eleccidn recayd en el primer curso de la
licenciatura de Biologia porque en dicho curso la persona que lleva a cabo este trabajo
es responsable de la asignatura de Matematicas. Se han desarrollado dos experiencias,
la primera en el curso 1999-2000 y la segunda en el curso 2002-2003; el andlisis de las
mismas se presenta en los capitulos 4 y 5, respectivamente.

En la primera experiencia participaron once alumnos (ocho mujeres y tres
hombres), de los cuales diez han cursado COU y uno Bachillerato-LOGSE y todos
ingresan a la Universidad a través del examen de selectividad en €l curso 1999-2000.
En la segunda experiencia participan once alumnos, ocho mujeres y tres varones, de
los cuales nueve han cursado el Bachillerato-LOGSE y dos el COU. Ingresan a la
universidad ocho en el curso 2002-2003, dos en el curso 2001-2002 y uno en 1998-
1999. Los alumnos que participaron en las experiencias lo hicieron de forma
voluntaria.

Matematicas se cursa en el primer cuatrimestre; en el momento que se
desarroll6 la primera experiencia contaba con cuatro créditos. La segunda experiencia
se lleva a cabo en el curso 2002-2003, donde las Matematicas tienen asignados 6
créditos. Por ofra parte, estos alumnos cursan en el segundo cuatrimestre la asignatura
Fisica de los Procesos Bioldgicos, con cuatro créditos.

Los contenidos de dichas asignaturas en los cursos académicos considerados no

han variado, dichos contenidos se detallan a continuacién:

Matematicas

Tema 1. Sistema de ecuaciones lineales. Matrices y determinantes.

Tema 2. Espacios vectoriales y transformaciones lineales.

Tema 3. Diagonalizacion.

Tema 4. Continuidad y derivabilidad de funciones reales de una variable.
Tema 5. Integracion de funciones reales de una variable.

Tema 6. Funciones reales de varias variables.

Tema 7. Ecuaciones diferenciales.
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Fisica de los Procesos Biologicos

Tema 1. Aspectos generales de la mecdnica.

Tema 2. Estatica. Estabilidad y equilibrio.

Tema 3. Propiedades eldsticas de los materiales.

Tema 4. Mecdnica de fluidos ideales.

Tema 5. Flujo de fluido viscoso.

Tema 6. Difusion y osmosis.

Tema 7. Campo eléctrico y corriente eléctrica.

Tema 8. Propiedades eléctricas de muestras bioldgicas.
Tema 9. Potenciales bioeléctricos.

Tema 10. Campo magnético e induccion electromagnética.
Tema 11. Optica geométrica.

Tema 12. Sistemas opticos centrados. El ojo humano.
Tema 13. Introduccion a la fisica atomica y nuclear.

Tema 14. Radiacion ionizante. Dosimetria.

A continuacién se realiza el analisis de cada una de las situaciones-problemas
con las que han trabajado los alumnos en las diferentes etapas de la ingenieria
didactica (Apartados 3.5 y 3.6). También, se presenta un estudio de las experiencias

piloto que contribuye a estructurar los trabajos posteriores (Apartado 3.6).
3.4.- ANALISIS DE LAS SITUACIONES-PROBLEMAS. ANALISIS A PRIORI

En esta seccién haremos un analisis de la secuencia didactica que hemos
desarrollado a partir de nuestros supuestos y que consta de situaciones-problemas. Para
cada situacién-problema mostramos:

a) Las razones de su eleccion.

b) Importancia de la situacidén-problema para los alumnos.
¢) Los comportamientos que se quieren provocar.

d) Medios de que disponen los alumnos.

e) Los marcos utilizados.

f) Variables del problema y elecciones didacticas.

g) Algunas preguntas interesantes para analizar la situacion-problema.
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Con esto ponemos de relieve los criterios y necesidades para las que han sido
seleccionadas y sus caracteristicas, ademas de las posibilidades de accién, de decision
y de control de los estudiantes en cada situacién-problema, asi como sus posibles
comportamientos, es decir, un andlisis a priori de las mismas. También, una vez
revisadas las producciones de los estudiantes en la etapa de accion, preparamos
algunas preguntas realizadas a partir del anlisis efectuado al estudio piloto. Estas
preguntas son interesantes ya que, formuladas en las sucesivas etapas (validacion e
institucionalizacién), nos ayudaran a poder indagar en la forma en que los alumnos van
construyendo sus respuestas

En las situaciones 1, 2, 3, 4, 5, y 8 tomamos como objeto de conocimiento el
concepto de variacién (la medida del cambio) y, como instrumento de conocimiento,
las derivadas sucesivas. El concepto de variacién, descrito mateméticamente por la
derivada conjuntamente con sus derivadas sucesivas, se estudia ligado a situaciones
fisicas, muy especialmente a la velocidad, aceleracién y la nocion de “tirén”, esta
Gltima como lo hacen Alonso y Finn (1992, p. 31), para el movimiento rectilineo. La
ventaja de apoyar nuestro estudio en esta parte de la cinematica se debe principalmente
a que aparecen las derivadas sucesivas con nombres propios y ademas por su
proximidad al alumno, ya que estan relacionadas con experiencias extra escolares de
cada dia.

Para las situaciones restantes (6, 7, 9 y 10) nuestro objeto de conocimiento es la
prediccién, desarrollada matematicamente por la serie de Taylor, y el instrumento de
conocimiento son las ecuaciones diferenciales ordinarias que describen fendmenos
fisicos o biolégicos.

El planteamiento de estas situaciones-problemas es original en cuanto hemos
tenido en cuenta, como ya hemos sefialado (Apdo. 1.5), que el objetivo de nuestra
investigacién es estudiar las causas de las dificultades que se presentan en los procesos
de ensefianza-aprendizaje del Calculo Infinitesimal cuando se ensefia a estudiantes
universitarios de Ciencias e Ingenieria, buscando dichas causas no sélo en las formas
en que trasmitimos el conocimiento sino principalmente en la manera en que se

articula el contenido matematico que se ensefia.
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Los procesos que hemos querido privilegiar con estas situaciones-problemas
son: la abstraccion, la observacion, el analisis y la reflexion. A continuacion pasaremos

a analizar cada una.

o SITUACION1

Consideremos dos tanques, uno cilindrico y el otro con forma de cono circular
recto con vértice hacia arriba (como se muestra en la figura); ambos tienen igual

radio y altura. En ellos se vierte agua a un ritmo constante, comenzando al mismo

tiempo.

a) Bosqueja, en los mismos ejes, una grdfica h(t) (altura en funcion del tiempo)
asociada con el llenado de los dos recipientes, en las condiciones descritas
anteriormente. Compara las grdficas y escribe todo lo que puedas concluir sobre
ellas.

b) ;Cambian las grdficas si invertimos la posicion de los recipientes? (ver figura).
¢De qué manera? Haz un bosquejo como en el apartado anterior.

c) Bosqueja, en los mismo ejes, la tasa de variacion o velocidad de cambio de h(¥),
para cada uno de los casos anteriores. Compdralas y describe su comportamiento

en relacion con las grdficas de h(t) obtenidas en a) y b).

a) Las razones de su eleccion.
Se trata de comenzar con un problema cuyo enunciado consideramos que es de facil

comprensiéon para cualquier alumno de ciencias o ingenieria. Fundamentalmente se

trata de presentar un problema elemental de variacion.
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b) Importancia de la situaciéon-problema para los alumnos.

La importancia que tiene esta situacién para el alumno es que, a través de un problema
sencillo que requiere sélo conocimientos basicos, aprendidos por ellos en otros niveles
de ensefianza, puedan reflexionar sobre lo que varia, respecto a qué y como varia. Esto

es, que distingan, contextualmente, lo que en Matematicas seran h(t) y h'(2).

¢) Los comportamientos que se quieren provocar.

- Tratamos de provocar en el alumno una bisqueda de la coherencia y el desarrollo
del espiritu critico respecto a sus conclusiones y resultados.

- Ademés, queremos poner a prueba la iniciativa para utilizar la idea intuitiva sobre
la variacion y el cambio y su capacidad para traducirlo en una grafica.

- Pretendemos desarrollar un comportamiento reflexivo sobre los elementos de la
grafica que describen la variacion que da cuenta de los cambios que ocurren en €l
fenémeno observado.

- Que diferencien claramente los valores de la funcién de los valores de la variacion.

d) Medios de que disponen los alumnos.
- Los conocimientos que han adquirido en el nivel secundario.
. La derivada en sus dos concepciones, como razén de cambio y como pendiente de

la recta tangente.

¢) Los marcos utilizados.
Hemos escogido un contexto fisico para describir un fenémeno de cambio. Para
analizarlo es necesario hacer interactuar distintos marcos como:
- El geométrico, a través de las formas de los recipientes y relacién entre sus
dimensiones.
- Fl algebraico, en tanto que se puede calcular y comparar sus volumenes.
- Fl analitico, al determinar los pardmetros que varian y de qué manera lo hacen.
-l grafico, una préctica de representaciones en coordenadas cartesianas de las
relaciones entre dos variables relacionadas para describir el fendémeno

observado.
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f) Variables del problema y elecciones didacticas.

Forma y dimensién de los recipientes.

Numero de recipientes.

Posicién de los recipientes.

Entrada de igual caudal de agua para ambos recipientes.

El caudal es constante en el tiempo a lo largo de la experiencia.

g) Algunas preguntas interesantes para analizar la situacion-problema.

1.

;Qué parimetros permanecen constantes y coémo ellos se reflejan en las
graficas?

.Se llenan los dos recipientes al mismo tiempo? ;por que?

(En el tiempo ¢ = 0 el valor de % es el mismo para los dos recipientes?

En el caso del recipiente cilindrico, tomemos dos intervalos de tiempos iguales,
¢ha variado 4 en la misma cantidad para los dos intervalos considerados?

La misma pregunta nos hacemos para el otro recipiente.

Si A(f) es una funcién que para intervalos de tiempos iguales experimenta
variaciones iguales, ;qué grafica representa esta situacién?

. Qué tipo de grafica puede describir aproximadamente lo que ocurre con A(f)
para el recipiente conico?

. Qué valor toma en ¢ = 0 la funcién que han considerado?

. Cual es la forma de crecimiento de dicha funcién en los puntos proximos al

origen?

10. ;Aumenta la altura del liquido en la misma cantidad al comienzo que al final?

o SITUACION 2

Un movil se desplaza con movimiento rectilineo no uniforme. En la siguiente

tabla se muestran las posiciones (en metros, desde el origen de coordenadas) en

ciertos instantes.

t 0 1 2 3 4 5
(segundos)
s (metros) 5 -2
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5

a) A partir de estos datos, determina (razonando tu respuesta) para cudntos valores

de t, como minimo, el movil tiene velocidad instantdnea cero.

b) ¢Para cudntos valores de t, como minimo, la aceleracicn es cero? ;por qué?

¢) ¢;Se puede asegurar que la variacion instantinea de la aceleracion s’’'(1),
conocida como tirén, toma el valor cero en algin instante dentro del intervalo

considerado? Explica con detalle los motivos y razones de tu respuesta.

a) Las razones de su eleccion.

Se pretende que el alumno prediga ciertas caracteristicas de un fenémeno de la
cinematica donde el comportamiento de las variables viene dado a través de una tabla.
Por ejemplo, los cambios de crecimiento o decrecimiento de la primera derivada
provocan cambios de signo en la aceleracién y aparicién de instantes donde la

aceleracién es nula. Tales puntos se corresponden con los puntos de inflexion de la

grafica.

b) Importancia de la situacién-problema para los alumnos.

. Se trata de familiarizar a los alumnos en el analisis de una situacién de cambio
donde la relacién de las variables se conoce s6lo a través de una tabla.

- En este caso, es a partir del marco numérico que se trata de predecir y cuantificar el
cambio.

- Se espera que los alumnos lleguen a tabular datos y puedan, a partir de ellos,
bosquejar una grafica teniendo en cuenta y dando sentido a los conceptos que estan

en juego: movimiento rectilineo y grafica de una funcion derivable.

¢) Los comportamientos que se quieren provocar.

- La observacién de los valores dados en la tabla, en cuanto a los signos, deberia
ayudarles a determinar la cantidad minima de ceros de la funcidn en ese intervalo.

- La observacion del comportamiento de los valores dados en la tabla, en cuanto a
crecimiento y decrecimiento, deberia facilitarles la determinacién de la cantidad
minima de extremos que presenta la funcion en ese intervalo.

- Pretendemos que evolucione su concepcién de que la derivada es un concepto

dinamico que nos sirva para cuantificar el cambio.
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A partir de los datos de la tabla queremos que reconozcan algunas caracteristicas
de la funcién y de sus derivadas como el nimero minimo de extremos relativos que
presentan.

A partir de los datos recogidos en una tabla queremos que sean capaces de
predecir y explicar alguna s caracteristicas del fenémeno fisico de la Cinematica

que aquélla describe.

d) Medios de que disponen los alumnos.

Los medios de que ellos disponen son:

Funcidn continua, teorema de Bolzano.

Crecimiento y decrecimiento de la funcion.

Interpretacién geométrica de la derivada.

Teorema de Rolle y corolario.

Ejemplos donde se analiza la velocidad de cambio o tasa de variacién de una

variable respecto de otra.

¢) Los marcos utilizados.

Nos situamos en el marco numérico, a través de una tabla que da las coordenadas
de algunos puntos de la funcién que representa el fendmeno.

El problema se sitia en el contexto de la Cinematica, para un movimiento
rectilineo.

El marco analitico.

El marco grafico, por cuanto para visualizar el problema les resulta indispensable
representar los puntos en el plano y tratar de bosquejar una grafica con ellos.

Este ejercicio favorece la interrelacion entre los marcos numérico (a través de

tablas), el grafico (al representar los puntos en el plano) y el analitico.

f) Variables del problema y elecciones didacticas.

El ntimero de puntos escogidos para confeccionar la tabla.
Los valores que toman las variables.

El niimero de ceros de la funcién.
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g) Algunas preguntas interesantes para analizar la situacion-problema.

1. Explique lo que ocurre en =4

2 Entre =2 y t=3 la funcion tiene un cero. jPor qué crees que se puede realizar
esta afirmacion?

3. (Entrez=0 y t=1 como deberia ser la funcion, creciente o decreciente?

4. ;Entre t=1y =2 como deberia ser la funcion, creciente o decreciente?

5 La funcion pasa de creciente a decreciente o viceversa en un punto que llamamos
critico, ;qué valor tiene la pendiente de la recta tangente en ese punto?

6. El punto donde cambia el crecimiento de la funcion es un punto que tiene una
caracteristica particular en la funcion derivada, ;puedes indicar cudl es esa

caracteristica?

o SITUACION 3

En la siguiente grdfica se representan la funcién de movimiento, s(), la

velocidad, s'(t), y la aceleracion, s’'(t), de un movil.

| —
// N
3t P g \\
2 T ///// \ . |
,//”// = // T AN
1 k’-—’/—V _— \
/// e \
= , \ . \\ .
0.5 1 1.5 2 \ 25
-1 k \ \
\\ \\
2L \ \
: \ \
_3 \\ \
k \ \\

a) ;Puedes identificar cada una? Jcomo?

b) Determina aproximadamente los intervalos donde s’’’(t) es positiva.

¢) Describe cudles son las caracteristicas de la funcién que, a tu juicio, son mds
relevantes a la hora de trazar las grdficas de su primera, segunda y tercera

derivada.
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a) Las razones de su eleccion.

Se trata de un problema donde se presentan tres graficas. Una representa la
posicion de un mévil a lo largo de un cierto tiempo, que se mueve con movimiento
rectilineo. Otra representa la tasa de variacidén de la posicion respecto del tiempo,
es decir, la velocidad. La ultima es la tasa de variacion de la velocidad respecto del
tiempo, la aceleracion.

Nuestro propésito es que puedan describir el movimiento a través de las graficas
que representan el desplazamiento s(¢), la velocidad v(¢) y la aceleracién a(f) del
mismo.

Este enunciado puede ser comprendido aun por alumnos del ultimo curso de
bachillerato, pero creemos que reviste importancia para alumnos que estan en el
nivel basico universitario ya que han adquirido ciertos conocimientos que, por

tanto, les permiten abordarlo desde una perspectiva diferente.

b) Importancia de la situacién-problema para los alumnos.

Les permite visualizar las situaciones de cambio a través de las derivadas
sucesivas.

Se trata ademas de familiarizar a los alumnos en el analisis de una situaciéon de
cambio donde la relacidn de las variables se conoce sélo a través de graficos.
Sintetizar los conocimientos adquiridos a través de los problemas anteriores.
Ayudarles a sistematizar conceptos aprendidos por separado y dentro de otros
contextos.

Permite visualizar dentro de un contexto grafico la tasa de variacidn o velocidad de
cambio de la variable independiente respecto de la variable dependiente para el
caso de derivadas sucesivas.

Permite observar las derivadas sucesivas imprimiéndole un significado facil de

comprender para el alumno, ya que representan fendmenos con los que estén

familiarizados.

¢) Los comportamientos que se quieren provocar,

A través del problema escogido queremos que el alumno reconstruya el concepto

de derivada.
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Que logre visualizar el comportamiento dec las derivadas sucesivas y hallar sus

regularidades a través de los signos de v(t) y a(?).

Que observen los alcances y las limitaciones que proporciona el marco gréafico.

d) Medios de que disponen los alumnos.

Los medios de que ellos disponen son:

Ejemplos donde se analiza la velocidad de cambio o tasa de variacién de una
variable respecto de otra, asi como ejemplos de la vida cotidiana.

La adquisiciéon de conocimientos que las dos situaciones que han trabajado

anteriormente les hayan aportado.

El comportamiento de las variables s, v, @ para un movimiento rectilineo.

e) Marcos utilizados.

Nos situamos fundamentalmente en el marco grafico.

También esta presente el marco numérico, ya que, al presentarse los ejes
graduados, les permite comparar cuantitativamente los valores que toman los
parametros en distintos instantes.

El marco analitico también juega un papel relevante cuando se analiza la variacion
del parametro a lo largo del tiempo, pero ademés es importante desde el punto de

vista analitico comparar los valores de las variables independientes para un mismo

valor de ¢.

f) Variables del problema y elecciones didacticas.

Presentacion, en el mismo par de ejes, de las graficas de las tres funciones.

Las funciones en el intervalo [0, 2.2] muestran valores maximos y puntos de
inflexion.

Presentar los ejes graduados de manera que sea posible comparar los valores que
toman las graficas para un mismo valor del tiempo.

La grafica de la funcidn primitiva presenta un sélo cambio de concavidad.
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g) Algunas preguntas interesantes para analizar la situacion-problema.

1. ¢(Para un movimiento rectilineo la funcién s(f) puede tomar en ¢ = 0 valores
diferentes de cero?

2. Una vez identificados los puntos criticos de cada grafica, jcudl es el siguiente
elemento que has observado para poder identificarlas?

3. El criterio de la Cinematica que dice: el valor absoluto de la velocidad crece
(decrece) cuando la velocidad y la aceleracion tienen el mismo signo (distinto
signo) jcrees que se cumple también entre sy v?

4. (Has observado alguna caracteristica de las funciones derivadas que puedan

deducirse de la concavidad de la funcién primitiva?

El analisis que acabamos de presentar es valido también para la situacién 8 ya

que son estructural y conceptualmente analogas.

o SITUACION 4

La funcién posicion s(t) del movimiento de una locomotora que se desplaza

sobre una via recta viene descrita por la grdfica que se muestra.

sit]
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Indica en qué intervalo o intervalos de tiempo va marcha atras.
En forma aproximada da los intervalos de tiempo donde la velocidad es positiva y

donde es negativa.

Indica los intervalos de tiempo donde la aceleracion es positiva y donde es

negativa.

La tercera derivada da la variacion instantanea de la aceleracion. ; Toma el valor

cero en algun instante? ;En cuantos? ; Por que?

a) Las razones de su eleccion.

Percibir y trabajar la nocién de cambio a través de las variaciones presentadas por

la grafica que representa s(t).

Hallar los elementos de la grafica s(f) que permitan determinar los signos de w(?),
a(t) y T(?).

Estimular al alumno para que sea capaz de bosquejar las situaciones de cambio que

se plantean en un problema de cinematica, trabajando con las distintas

concepciones de la derivada que lleva implicito.

b) Importancia de la situacién-problema para los alumnos.

Es el analisis de una situacidon de variacion donde las relaciones de las variables se

conocen sélo a través de un grafico. Ademas, la grafica que representa la tasa de

variacion o velocidad de cambio de la variable independiente respecto de la variable

dependiente deben construirla para cada caso dentro de un contexto grafico.

Esta situacién en parte es nueva, aunque se trata de utilizar conceptos ya aprendidos

que obligan a un cierto grado de abstraccién como:

Si la grafica de la funcion es creciente, la grafica de su derivada tendra valores

positivos.

Si la grafica de la funcion es decreciente, la grafica de su derivada tendra valores

negativos.

Donde la grafica de la funcién alcance un maximo, la gréafica de su derivada tendra

un valor cero.

Donde la grafica original tenga un punto de inflexidn, la grafica de su derivada

tendrd un minimo si en la original pasamos de concava hacia abajo a cdncava hacia
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arriba. Si pasamos de cdncava hacia arriba a concava hacia abajo, la funcién

derivada tendrd un maximo.

- Donde la gréfica original tenga un punto de inflexion, la grafica que represente la
segunda derivada tendra un cero.

- En el intervalo donde la funcién original es cdncava hacia abajo, la funcién
derivada es decreciente, y donde es concava hacia arriba, la funcién derivada es

creciente.

- Dos cambios de signos consecutivos en la funcioén, s(¢), (+ - + 6 ~ + -) obliga a un

cero en la tercera derivada, 8”7’ (¢).

¢) Los comportamientos que se quieren provocar.

A través del problema escogido queremos reconstruir en el alumno el concepto de
funcién derivada, no s6lo como un objeto, sino principalmente como una herramienta
que les sirva para estudiar los cambios. Para ello se propone utilizarla como tasa de
variacion o velocidad de cambio, pendiente de la curva en un punto y conjuntamente
con sus derivadas sucesivas, todo dentro de un contexto grafico. Para esto

consideramos importante que vayan creando estrategias que les permitan relacionar los

distintos elementos de las graficas.

d) Medios de que disponen los alumnos.
Los medios de que ellos disponen son:

- El concepto de funcién continua.

- Recta tangente.

- Interpretacién geométrica de la derivada.

- Ejemplos donde se analiza la velocidad de cambio o tasa de variacién de una

variable respecto de otra.

e) Los marcos utilizados.

- Nos situamos en el marco grafico, donde se presenta la funcién que describe el

problema y es en el mismo marco donde deben mostrar sus resultados al bosquejar

las funciones derivadas.
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El marco numérico también estd presente, ya que los ejes, al estar graduados, les
permiten operar numéricamente.
El marco analitico, ya que a través de la grafica de la funcién y de los bosquejos de

algunas de sus funciones derivadas se analiza la relacién entre las variables

involucradas.

f) Variables del problema y elecciones didacticas.

Las variables didacticas que hemos escogido en este problema son:

Una funcién continua en el intervalo [0,10].
La funcién presenta dos minimos y un maximo relativo.

La funcién, que es un polinomio de cuarto grado, presenta dos puntos de inflexién

en el intervalo escogido.

Se presentan los ejes graduados de manera que sea posible obtener los valores de

las pendientes de las rectas tangentes en varios puntos de la grafica.

g) Algunas preguntas interesantes para analizar la situacion-problema.

1.

10.

(Se podria hallar una expresién analitica para la funcidn, sabiendo que se trata de
una expresion polinémica, a partir de la grafica dada?

(Cuantos ceros tendran como minimo las graficas de v(¢) y a(¢)?

Indicar algunos puntos sobre la gréafica de s(f) donde la velocidad tenga los mismos

signos.

Indicar algunos puntos sobre la grafica de s(f) donde la aceleracion tenga los
mismos signos.

(Puede aumentar la velocidad si la aceleracion estd disminuyendo?

(En qué instante se alcanza la méxima aceleracion?

Indicar algunos puntos sobre s(f) donde la velocidad y la aceleracion tengan el

mismo signo.

Indicar algunos puntos sobre s(f) donde la velocidad y la aceleracion tengan signos
opuestos.
(Cuéntas derivadas no nulas puede aceptar una funcién polindémica de grado »?

¢La concavidad da informacién sobre el crecimiento y decrecimiento de la funcién

derivada?
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11. ;El nimero de veces que cambia la concavidad nos da el niimero minimo de ceros
de la funcidén derivada segunda?
12. Indicar, sobre la grafica dada, los puntos donde se hallan los méximos de s(¢), v(£) y

a(f) y estudiar a ambos lados de dichos puntos los signos que tendra la funcién

correspondiente.
13. ;Cuantos ceros tiene como minimo la funcién derivada tercera?

14. ;Cuantas veces debe cambiar la concavidad de la funcién para concluir que la

funcion derivada tercera tiene al menos un cero?

o SITUACION 5

Un coche que parte del reposo alcanza la velocidad de 100 km/h en 10
segundos; a partir de ese instante continiia con esa velocidad. Suponiendo que los
cambios en la aceleracion se han realizado en forma suave:

a) Dar grdficos realistas del espacio, velocidad, aceleracion y variacion instantanea
de la aceleracion en funcion del tiempo para los primeros 20 segundos.

b) Se puede seguir cualquier orden para dibujar las grdficas pero, una vez que se haya
establecido, se debe indicar qué criterios se han seguido para ello.

¢) (Qué crees que debes tener en cuenta para que las grdficas representen un

fenomeno real?

a) Las razones de su eleccion.

Para esta eleccion prim6 el contexto donde se situaba el enunciado del problema.
También consideramos importante que sean capaces de discernir el tipo de gréafica y
las caracteristicas que debe cumplir para que represente distintos fendmenos que se
presentan en la naturaleza. Ademas, pretendemos captar el significado que a nivel del
marco grafico le atribuyen los estudiantes al concepto de funcioén continua y derivable

en un punto, con aportaciones de argumentaciones fisicas asociadas a estos conceptos.

b) Importancia de la situacion-problema para los alumnos.
Adquirir destreza para plasmar en el marco grafico un fendomeno observable. Ademas,
lograr identificar, a partir del Teorema del Valor Medio, cuéles son las condiciones

suficientes que se derivan del signo de la funcién derivada de una funcién dada para

analizar el comportamiento de la funcidn primitiva.
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c¢) Los comportamientos que se quieren provocar.
Aquellos en que sea posible observar como utilizan los recursos graficos para expresar
la idea de mayor o menor variacién, ademas de los conceptos que emplean para

relacionar, por ejemplo, la forma de la curva v(¢) y la variacion de la aceleracion.

d) Medios de que disponen los alumnos.
Los conocimientos adquiridos de los cursos de COU y primero de Universidad que ya
hemos mencionado anteriormente. En particular, pensamos que facilita el problema la

asociacion del concepto de derivada con el de pendiente de la recta tangente.

e) Los marcos utilizados.

Una vez interpretado el problema se espera que se sitien en el marco grafico, ademas

interactdan los marcos analitico y algebraico.

f) Variables del problema y elecciones didacticas.
- Se conoce el comportamiento de la velocidad en el intervalo a analizar.

- Las graficas deben representar funciones continuas y derivables en todo el

Intervalo.

g) Algunas preguntas interesantes para analizar la situacién-problema.
- Representar un movimiento donde la velocidad sea cero en £ = 0 y la aceleracién en
ese mismo instante también tome el valor cero.

- Representar un movimiento donde la velocidad sea cero en ¢+ = 0 pero la

aceleracion para ese instante tome un valor diferente de cero.

A continuacién enunciaremos las situaciones 6 y 7 y seguidamente haremos un
analisis conjunto, que es valido también para la situacion 9, ya que son anélogas
estructuralmente. Con ellas se persigue construir una solucién para problemas
variacionales descritos a través de ecuaciones diferenciales. Se trata, pues, de que los

alumnos se familiaricen con la herramienta de prediccion alrededor de la que hemos

desarrollado esta investigacion, la serie de Taylor.
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o SITUACION 6

Desde la terraza de un edificio de altura s, se lanza una pelota hacia arriba

con una velocidad inicial v,. Esta situacion viene descrita por la siguiente ecuacion

diferencial:

IR

s’ =-g,  dondeg es la aceleracion de la gravedad.
Predecir la posicion de la pelota para cualquier instante t, es decir, hallar la

expresion de s(t). Utilizar como herramienta de prediccion la serie de Taylor.
o SITUACION 7

Desintegracion de elementos radiactivos. E! radio se desintegra a una

velocidad proporcional a la cantidad presente, es decir:
R'=—kR(?)
donde k es una constante positiva llamada constante de desintegracion. El signo
negativo indica que dicha velocidad es cada vez menor, al haber menos cantidad de
elemento a medida que transcurre el tiempo.
Supongamos que en t, =0 se tiene R, gramos de radio. Se desea predecir la

cantidad de radio presente en cualquier instante posterior t, es decir R(t). Utilizar

como herramienta de prediccion la serie de Taylor.

a) Las razones de su eleccion.

Presentar situaciones que aparecen a menudo en las Ciencias Experimentales, donde es

necesario predecir el valor de un parametro.

b) Importancia de la situacion-problema para los alumnos.
Poder interpretar y resolver con éxito innumerables problemas que se presentan en las

distintas disciplinas en los estudios de las Ciencias Experimentales. Ello, mucho antes

del estudio de la teoria de las ecuaciones diferenciales.

c¢) Los comportamientos que se quieren provocar.

- Que sean capaces de determinar el parametro que se va a predecir y su dependencia

temporal o espacial.
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- Que sean capaces de plantear las condiciones de inicio del problema y usarlas para

fines predictivos.
-  Que adquieran destrezas para reconocer o plantear ecuaciones que describan

situaciones variacionales.

- Adquirir destreza para utilizar la serie de Taylor como herramienta para resolver un

problema variacional.

d) Medios de que disponen los alumnos.

Los instrumentos de que disponen los alumnos, ademdas de sus conocimientos previos
adquiridos en la ensefianza secundaria que ya hemos mencionado anteriormente, son
los de la etapa que llamamos de la ensefianza preparatoria (Anexo 2), ya que se
imparte a los alumnos antes de comenzar con el desarrollo de la experiencia, con
objeto de unificar sus conocimientos minimos, el lenguaje que se va a utilizar, etc. En
ella se desarrollan, entre otros, los siguientes contenidos:

- Nocidn sobre series de potencias.

- La concepcién de funcién como una suma infinita de términos.

- La conciencia de que no todas las funciones son desarrollables en serie.

La serie de Taylor como instrumento de aproximaciéon y como instrumento de

prediccién.

¢) Los marcos utilizados.
- El marco analitico de las funciones.
- El marco algebraico.

- El marco numérico.

f) Variables del problema y las elecciones didacticas.
- El tipo de situacion variacional, que lleva a una ecuacion diferencial ordinaria de

segundo orden en el caso del problema 6, y de primer orden para los problemas 7 y
9.

- Las condiciones de inicio del problema.
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g) Algunas preguntas interesantes para analizar la situacién-problema.

1. Dar una descripcién fisica o bioldgica del problema e interpretar el significado del
parametro a predecir.

2. ;Cuales son las diferencias entre una ecuacién algebraica y una ecuacién
diferencial?

3. ;Qué se entiende por hallar la solucidén de una ecuacién? ;Esta respuesta es valida
para cualquier tipo de ecuaciones?

4. En el caso de que se haya utilizado un procedimiento diferente para resolver el

problema, ;cémo se espera que sean los resultados? Analizar las diferencias, si las

hay.

o SITUACION 8

Un estudiante tiene ocho problemas para realizar en casa. Ha reservado diez
horas de trabajo ininterrumpido. La produccion del estudiante viene dada por la
Sfuncion P(t) que corresponde a una de las curvas que se muestran en la grdfica, donde
t es el tiempo (en horas). Las otras dos curvas corresponden a la primera y segunda
derivadas de dicha funcion. Analizar la figura y, con los elementos del problema y las
herramientas matemdticas que posees, identifica la funcion P(t) y sus derivadas.
Numeéralas de la siguiente forma: 1 = P(t), 2 = P’(t), 3 = P’’(¢t). En todos los casos
explica detalladamente cudles han sido las razones para tu eleccion. A continuacion, y
siempre utilizando la figura, halla:

a. Una interpretacion para P’(t) y P"'(t).

b. Elinstante en que la produccion del estudiante es maxima.

¢. ¢Como varia la velocidad de produccion del estudiante a lo largo
de las diez horas de trabajo? Describelo de forma detallada.

d. (A qué hora el numero de problemas que resuelve es menor que los

resueltos en la hora anterior?
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8 ) 10

o SITUACION 9

Ciertos parasitos se reproducen a gran velocidad, para exterminarlos se estd
empleando un medicamento nuevo. De forma experimental se halla que la velocidad

de cambio en el numero de pardsitos vivos con respecto al tiempo t (en semanas)
puede expresarse como

N'=6000¢% —75¢*.

Predecir, utilizando la serie de Taylor, cudntos pardsitos habria en el tiempo 1,
si originalmente hay 3000. (Mett y Smith, 1991, p. 330)

Su analisis es analogo al de las situaciones 6 y 7.

o SITUACION 10

Una masa sujeta a un resorte se estira hasta que se halla a diez unidades
debajo de la posicion de equilibrio, en ese momento se suelta partiendo del reposo. En
ese instante comenzamos a contar el tiempo. El movimiento que realiza la masa,

alrededor de su posicion de equilibrio, viene descrito por la siguiente ecuacion:

y'’'=-16y.
a) Predice, utilizando la serie de Taylor, la posicion de la masa para cualquier
instante 1.

b) ¢Donde se halla la masa transcurridos % segundos?
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a) Las razones de su eleccion.

Por su relevancia este problema se halla totalmente desarrollado en el apartado 1.3.
Como es sabido, el movimiento armonico simple se halla en todos los manuales de
Fisica, del nivel que nos ocupa, ya que constituye la base conceptual que permite dar
explicacidén a un gran numero de fendomenos dentro de las Ciencias Experimentales.
Algunos ejemplos que nos son mas familiares los representa un sistema mecanico

como el reloj, o sistemas biolégicos como el corazén y los pulmones (Rémizov, 1991,
p. 148).

b) Importancia de la situacion-problema para los alumnos.

En los manuales consultados (Sears, 1971; Alonso y Finn, 1995 y Tipler, 1995) no
resuelven la ecuacidn diferencial; se ensaya como solucion una funcidn trigonométrica.
Con el acercamiento que proponemos contamos con una herramienta sencilla que nos
permite hallar la solucion del problema. Partiendo de la ecuacion diferencial que regula
los cambios sucesivos entre las variables es posible obtener valores de algunas de sus
derivadas sucesivas en puntos particulares; para ello debemos conocer algunos valores
de inicio. Esto, como ya hemos sefialado, es otra diferencia que encontramos con la
forma de presentarlo en la mayoria de los manuales escolares, donde los valores
iniciales y de frontera suelen introducirse un tanto sibitamente, sin justificaciéon y sin
control del alumno. En nuestro acercamiento, en cambio, se permite reconocer cuales
habrian de ser las restricciones a fin de poder utilizar la estrategia de resolucién del
problema. Dichos valores, para este caso, seran la posiciéon que se separa el cuerpo de
su posicion de equilibrio, y(0) = 4, y la velocidad con que inicia su oscilacion,
¥’ (0)=0.

c) Los comportamientos que se quieren provocar.

- Que sean capaces de determinar el pardmetro que se va a predecir y su dependencia

temporal o espacial.

- Que sean capaces de plantear las condiciones de inicio del problema y usarlas para

fines predictivos.

- Que adquieran destrezas para reconocer o plantear ecuaciones que describan

situaciones variacionales.
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- Adquirir destreza para utilizar la serie de Taylor como herramienta para resolver un

problema variacional.

d) Medios de que disponen los alumnos.
Los instrumentos de que disponen los alumnos, ademas de sus conocimientos previos,
que ya hemos mencionado anteriormente, son los de la etapa de la ensefianza

preparatoria (Anexo 2) y los que han ido desarrollando a través de la secuencia

didactica propuesta.

¢) Los marcos utilizados.
- El'marco analitico de las funciones.
- El marco algebraico.

- El marco numérico.

f) Variables del problema y elecciones didacticas.

- El tipo de situacion variacional, que lleva a una ecuacién diferencial ordinaria de

segundo orden.

- Las condiciones de inicio del problema.

g) Algunas preguntas interesantes para analizar la situacion-problema.

1. Dar una descripcion fisica del problema e interpretar el significado del parametro a
predecir.

2. Realizar un bosquejo del desplazamiento, la velocidad y la aceleracion del objeto
en estudio y describir las regularidades observadas.

3. En el caso de que se haya utilizado un procedimiento diferente del propuesto para

resolver el problema jcomo se espera que sean los resultados? Analizar las

diferencias, si las hay.

Por 1ltimo, queremos dejar claro que los medios de base pueden estar mas o
menos instalados en las respuestas de los alumnos pero no esperamos que sean,

estrictamente hablando, usados a plenitud en sus respuestas.
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Acabamos de presentar las situaciones-problemas en su version final. En las
experiencias piloto se presentan con ligeras modificaciones ya que hemos preferido

mantener el enunciado original con el que, en su momento, han trabajado los alumnos.

3.5.- VALORACION DE LAS SITUACIONES-PROBLEMAS A JUICIO DE
LOS PROFESORES DE MATEMATICAS Y FiSICA

Hemos creido necesario recabar la opinién de los profesores universitarios de
Matematicas y Fisica, especialmente de aquellos que desarrollan la docencia en las
titulaciones cuyos alumnos participan en esta investigacion. Para ello hemos
considerado la opinién de una muestra de profesores consultados sobre las
situaciones—problemas 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 y 9. Teniendo en cuenta que los problemas 8 y
10 no afiadian nuevas herramientas matemaéticas de las ya utilizadas en los problemas
anteriores, no se incluyeron en las situaciones a evaluar por los profesores. Con esta
valoracién queremos obtener informacién relevante sobre su interés intrinseco, la
validez de formulacion y presentacion, y el grado de dificultad que puede plantearle
cada item del problema a los alumnos universitarios. Para ello les hemos pedido que
resuelvan cada situacion-problema y luego nos hicieran una valoracién de las mismas,
siempre teniendo en cuenta que los destinatarios son los estudiantes.

Creemos que este juicio nos dara una pauta para estimar si estas cuestiones
facilitardn la resignificacidon y construccién de conceptos basicos en Matematicas y
Ciencias Experimentales, desde el punto de vista de qué enseriar, que es uno de los
pilares de nuestra investigacién.

La muestra considerada esta formada por siete profesores de la Universidad de
Jaén y un alumno del tercer ciclo de la Escuela Politécnica Superior de la misma

Universidad. Los profesores se distribuyen de la siguiente manera:

Profesor | Departamento | Titulacién o grado Funcion
, . Catedratico de
1 Fisica Doctor Universidad
2 Fisica Doctor Asociado
3 Matemaéticas | Licenciado en Fisica Tltulgr de I.Esc_uela
Universitaria
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4 Matematicas Doctor (,ate.drat1'co de
Universidad

5 Matematicas Doctor Titular de Universidad

6 Matematicas Doctor Catedrat.lco d.e E_scuela
Universitaria

7 Matematicas Doctor Catedrat.lco Qe Escuela
Universitaria

g i Ineeniero Alumno del Tercer

& Ciclo de Ingenieria

Tabla 3.1. Participantes en la valoracion de las situaciones-problemas.

A continuacién presentamos en una tabla la valoracién que hacen los profesores
de cada situacion. Las categorias que hemos establecido para dicha valoracion son las
siguientes:

1. Inadecuado (1)

2. Muy dificil (MD)
3. Dificil (D)

4. Adecuado (A)

5. Facil (F)

A los profesores le asignamos un nimero y los agrupamos por departamento.

Situaciones

Profesor | Departamento | 1 2 3 4 5 6 7 8
1 Fisica Aplicada | MD | A A |MD| A I A A
2 Fisica Aplicada | MD | A A | MD F I A A
3 Matematicas A A D D A A A A
4 Matematicas | MD [ D A F D F D F
5 Matematicas D F F D F F F
6 Matematicas F F F F F |MD| MD
7 Matematicas F F F D A A A

Alumno del 3¢
8 ciclo de A A A A D D D A
Ingenieria

Tabla 3.2. Valoracion de las situaciones-problemas.
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Podemos destacar, dentro de las sugerencias realizadas, las siguientes:

- En el caso de la situacién 6, el profesor 1 la califica de inadecuada y nos hace una
muy oportuna aportacion que hemos tenido en cuenta a la hora de la redaccidén
final. Sefiala que puede llegarse a una expresién errénea de s(f) al no haber
considerado en el enunciado el caracter vectorial de la aceleracion de la gravedad.

- El profesor 3 nos hace algunas sugerencias en cuanto a la terminologia empleada,
como por ejemplo “razon de cambio” y “tiron”; en el caso del problema 9 piensa
que seria més adecuado hablar de velocidad de exterminio. Por otra parte, califica
de muy interesante la situacién 4.

- El profesor 4 nos hace interesantes sugerencias en cuanto a la redaccién de los
enunciados de los problemas 1, 2, 3, y 7, como por gjemplo, que se deberia aclarar
que nos estamos refiriendo a una distancia orientada para el caso de las situaciones
2 y 4 . Opina ademés que las situaciones 4 y 5 son mas adecuadas para los alumnos
de Ingenieria.

- El profesor 5, refiriéndose a los problemas 2 y 4, nos hace el siguiente comentario:
“resulta complicado interpretar graficamente la tercera derivada. Puede deducirse
que dos cambios de signo consecutivos de la funcion s(t) (+ - + 6 - + -) obliga a un
ceroens’’(¢)”.

- Los profesores 4, 5 y 7 resuelven detalladamente cada una de las situaciones-
problema como se les habia pedido. El profesor 6 lo hace para las primeras cinco
situaciones y los profesores 1, 2 y 3 no muestran resolucion alguna en los folios
que se les habia dado para tal fin.

- El alumno del tercer ciclo resuelve todas las cuestiones dando sus respectivas

valoraciones; sugiere que en el problema 7 se aclare explicitamente el método de

resolucidn que se quiere utilizar.

Del analisis de la valoracidn realizada, y que aparece en la tabla, se observa
que: la situacion 1 es considerada como muy dificil por el 38 % de la poblacion
encuestada, el 25 % la considera adecuada, otro 25 % como facil y es considerada
dificil por el 13 %. En el caso de la situacion 2, el 50 % la considera adecuada, el 25 %
la considera dificil y por el otro 25 % es considerada como facil. La situacion 3 es

calificada como adecuada por el 50 %, de facil por el 38 % y como dificil en el 13%.
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Del analisis de la situacion 4, se desprende que para el 50 % es facil, es muy
dificil para el 25 %, dificil para el 13 % y adecuada para otro 13%. La situacion 5 es
considerada como dificil en un 50 %, facil en un 25 % y adecuada para el otro 25 %.
En el caso de la situacion 6, el 38 % la considera facil, el 25 % adecuada, para otro 25
% es inadecuada y dificil en el 13 %. Continuando con la situacion 7, nos encontramos
que el 50 % la considera adecuada, el 25 % dificil, un 13 % facil y el otro 13 % la
califica de muy dificil. Por ultimo, la situacion 8 es valorada de adecuada por el 63 %,

de facil por el 25 % y como muy dificil por el 13 %. Esto se muestra

esquematicamente en la siguiente tabla:

Valoracion
Situaciones Inadecuada | Muy dificil | Dificil | Adecuada Facil

o % % % A
1 0 38 13 25 Y
2 0 0 25 50 25
> 0 0 13 50 38
4 0 25 13 13 <0
> 0 0 50 25 95
6 25 0 13 25 38
7 0 13 25 50 3
9 0 13 0 63 Y

Tabla 3.3. Distribucidn porcentual segin la valoracion.

Podemos decir que se observa una cierta unanimidad entre la opinién de los

profesores de Fisica, en tanto que es mas variada para el resto.

3.6.- EXPERIENCIAS PILOTO

3.6.1.- ENFOQUE METODOLOGICO EMPLEADO

En una primera aproximacién, a modo de estudio piloto, nos propusimos
realizar un sondeo previo de la situacién cognitiva de dos grupos de alumnos antes de
abordar el posterior trabajo de investigacién que nos ocupa. Este estudio es
fundamentalmente metodoldgico, y los aspectos generales que se quieren lograr, con

referencia a destrezas de la investigadora, se pueden resumir en los siguientes puntos:
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- Practica de la investigadora en el analisis de la situaciéon de un grupo de
alumnos desconocidos, en cuanto a su dominio de unos determinados
procedimientos y habilidades considerados como requisitos previos.

- Introduccién y familiarizacién de la investigadora con las técnicas de
preparacién y realizacién de una Ingenieria Didactica como método de
obtencién de informacién acerca de las estructuras cognitivas de los alumnos
relativas a unos determinados conceptos, prescindiendo totalmente de objetivos

docentes.

- Introduccién y practica de la investigadora en los métodos de anélisis de datos

cualitativos obtenidos de la metodologia empleada.

3.6.2.- POBLACION Y MUESTRA PARA LAS EXPERIENCIAS PILOTO

Los estudios piloto se llevaron a cabo con alumnos universitarios, de primer
curso, pertenecientes a la Escuela Politécnica Superior y a la Facultad de Ciencias
Experimentales de la Universidad de Jaén.

Nuestras sesiones de trabajo, tanto con el grupo de Quimica como con los de
Ingenieria, se efectuaron en la segunda mitad del segundo cuatrimestre del curso 1998-
1999. Dichos alumnos pertenecian, en ambos casos, a un grupo de Précticas de las
correspondientes asignaturas de Matematicas; dichas Précticas no tienen caracter de
obligatorias. Durante ese curso lectivo el nimero de grupos en que se dividi6 el total
de alumnos de Quimica fue de seis, y fueron doce en el caso de los alumnos de las
Ingenierias Técnicas en las tres especialidades. La eleccion de los dos grupos con los
que se trabajo se hizo en funcién del horario y la disponibilidad de sus profesores para
ceder sus alumnos y su hora de clase semanal. Queremos hacer notar que es casi
imposible, por la gran cantidad de horas de clases tedricas y practicas, que los
estudiantes dispongan de tiempo extra.

En la Escuela Politécnica Superior participaron los alumnos de un grupo de Précticas
del primer curso de las Ingenierias Técnicas en las distintas especialidades. De entre
ellos se seleccionaron diez estudiantes, seis de Mecanica y cuatro de Electricidad. La
seleccién se hizo atendiendo a que estos alumnos habian asistido a todas las sesiones.

El tiempo empleado para llevar a cabo esta experiencia fue de tres sesiones de una hora

de duracion cada una.
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O Estos alumnos estan bajo el Plan de Estudios 95 publicado en el B.O.E. de
03/02/96, que tiene una carga lectiva global de 225 créditos. Acceden a la carrera
con algunos de los estudios siguientes: C.0O.U., 2° curso de Bachillerato regulado
en la ley organica 1/1990 (LOGSE), F.P. 2° grado y Moddulos Profesionales
postsecundarios nivel III correspondientes.

La distribucion de las asignaturas, por especialidad, en el primer curso de

Ingenieria Técnica es la siguiente:

Especialidad en Electricidad

Primer cuatrimestre Segundo cuatrimestre
Expresion Grafica. Circuitos.
Fundamentos de Informatica. Electrometria.
Fisica Eléctrica. Fisica Mecanica.
Matematicas 1. Matematicas II.
Fundamentos de Quimica. Me¢étodos Estadisticos.
Ciencia de Materiales. Dibujo Industrial en Electricidad.

Materiales Eléctricos y Magnéticos.

Especialidad en Electronica Industrial

Primer cuatrimestre Segundo cuatrimestre
Expresion Grafica. Fisica Mecanica.
Fisica Eléctrica. Matematicas II.
Matematicas I. Instrumentacion Electrénica 1.
Fundamentos de Informatica. Métodos Estadisticos.
Fundamentos de Quimica. Teoria de Circuitos.
Ciencias de Materiales. Dibujo Industrial en Electronica

Industrial.

Especialidad en Mecanica

Primer cuatrimestre Segundo cuatrimestre
Expresion Grafica. Disefio asistido por Ordenador.
Ciencia de Materiales. Fisica Eléctrica.

Fundamentos de Informatica. Matematicas II.

Fisica Mecéanica. Ingenieria Fluidomecanica.
Matematicas I. Mecanica General.
Fundamentos de Quimica. Meétodos Estadisticos.

Tabla 3.3. Asignaturas del primer curso de Ingenieria Técnica Industrial
para las distintas titulaciones.

Si nos fijamos en los cuadros anteriores, se observa que las asignaturas del
primer cuatrimestre difieren, en las tres titulaciones, en los contenidos de las fisicas.

En el caso de las dos primeras especialidades se cursa la Fisica Eléctrica en el primer
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cuatrimestre y la Mecéanica en el segundo cuatrimestre, en tanto que en la ultima
especialidad se cursa la Fisica Eléctrica en el segundo cuatrimestre.

Consultados los programas vemos que éstos son los mismos para las tres
titulaciones.

En cuanto a la asignatura Matematicas I, a través de la observacion de los

programas se deduce que es comun para las tres titulaciones.

U En la Facultad de Ciencias Experimentales la experiencia piloto se lievd a cabo
con alumnos de la licenciatura de Quimica. Participaron los veintiun alumnos
integrantes de un grupo de Practicas de Matematicas del primer curso de la
licenciatura. Los alumnos realizaron el trabajo en tres sesiones de una hora cada
una.

Estos alumnos estan bajo el plan de estudios de 1995, publicado en el B.O.E. de
03/02/96. La titulacién tiene una carga lectiva global de 330 créditos y el acceso se
realiza a través de C.0.U. y Selectividad.

La titulacién esta dividida en dos ciclos y el primer curso comprende las

asignaturas siguientes:

1° Curso de la Licenciatura en Ciencias Quimicas

Asignaturas anuales

Fisica.
Matematicas.
Ingenieria Quimica.
Bioquimica.
Fundamentos de Quimica Inorgénica.
Primer cuatrimestre Segundo cuatrimestre
Enlace quimico y estructura de la Introduccion a la Experimentacién en
materia. Quimica Analitica.
Introduccién a la Experimentacion en Introducciéon a la Experimentaciéon en
Quimica Organica. Quimica Fisica.
Introduccion a la Experimentacion en
Quimica Inorgénica.
Quimica Fisica Basica.

Tabla 3.4. Asignaturas del primer curso de la Licenciatura en Quimica.

Por lo tanto, segin se desprende del cuadro anterior, en el momento de la
experiencia estos alumnos han desarrollado mas de la mitad del programa de

Matematicas y de Fisica.
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3.6.3.- INSTRUMENTO DE RECOGIDA DE DATOS Y ANALISIS DE LOS MISMOS

En estos estudios piloto se desarrolld la etapa de accion, que consistié en
resolver en forma individual las situaciones-problema propuestas. Por lo tanto, el
instrumento para la recogida de datos consistié en un trabajo escrito. Las situaciones-
problemas las hemos disefiado sobre las bases de la Ingenieria Didactica con la
finalidad de que podamos observar, indagar y predecir las estrategias que ponen en
juego los alumnos para resolver problemas planteados desde el contexto' de las
Ciencias Experimentales. Es decir, queremos estudiar los mecanismos funcionales que
permitan construir conocimientos matematicos avanzados, especificamente referidos a
la matematica de la variacion y el cambio, fundamentales para el aprendizaje de las
ciencias. Justamente, una de las caracteristicas de estas situaciones-problemas es la de
presentar las Matematicas en el contexto de las Ciencias Experimentales, utilizando
fundamentalmente para su presentacién el marco’ grafico.

Queremos remarcar que dichas situaciones-problemas han sido disefiadas como
situaciones de aprendizaje, de manera que los alumnos puedan poner en juego todos
los conceptos aprendidos para dar respuestas a nuevos planteamientos y que éstos, a su
vez, le sirvan para avanzar y resolver nuevas situaciones problemas. De esta forma
tratamos de que se produzcan situaciones novedosas en el discurso e interpretacion de
los conocimientos que les han sido impartidos. Los principios que hemos utilizado para
el disefio de las situaciones problemas pueden verse mas ampliamente en Cantoral y
Marcolini (2000).

En la aproximacion teodrica que utilizamos se busca investigar aquellos aspectos
que ayuden en la reconstruccién de una didactica para el Calculo, que se base mas en
la intuicion y las vivencias diarias de los estudiantes que en las reglas de inferencia de

la logica formal aplicadas a sucesivos encadenamientos de operaciones simbolicas.

! Contexto: conjunto de circunstancias en que se situa un hecho (Enciclopedia del Siglo XXI, 1992, p.
348). Nosotros lo usamos para referirnos a las ciencias involucradas en las situaciones-problemas. Por
ello nos referimos a un contexto Fisico, Matematico, Bioldgico, etc.

? Marco: limite en que se encuadra un problema, cuestion, etapa histérica, etc. (Diccionario de la lengua
Espaifiola, 1994, p.1322). Nosotros usamos la palabra para referirnos a los distintos dominios de una
misma disciplina. En el caso de las Matematicas los marcos serian: geométrico, numérico, algebraico,

grafico, analitico, etc.
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Nos situamos en los fenémenos de variacién, cambio y prediccion en la
naturaleza, descritos mateméaticamente por derivadas sucesivas y la serie de Taylor.
Este discurso es un tanto distinto a la visién generalizada que se tiene de la serie de
Taylor en las Ciencias, especialmente en las Matemaéticas, ya que para éstas constituye

.sobre todo un instrumento para la aproximacion.

3.6.4.- VALORACION DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS CON LA MUESTRA
DE ALUMNOS DE 1° CURSO DE LA LICENCIATURA DE QUIMICA

A continuacion se analizan las respuestas dadas por los alumnos de la
Licenciatura en Quimica a cada una de las situaciones problemas. Con esta experiencia
nos propusimos fundamentalmente adquirir habilidad en el analisis de datos. Nos

"centramos en conocer los marcos en los que se apoyan los alumnos para trabajar y
elaborar sus respuestas ya que, por las caracteristicas de esta investigacion que toma
como base la Didactica de las Matematicas y de las Ciencias Experimentales y la
interdisciplinaridad, es importante conocer cudl gjerce mayor influencia.

En primer lugar hemos agrupado respuestas semejantes y obtenido el
porcentaje de alumnos que han respondido en esa linea.

Posteriormente presentamos un cuadro donde se reflejan los diferentes marcos
en que los alumnos se han situado para elaborar su respuesta. Cada alumno puede
responder un item desde varios marcos. Damos en cada caso el porcentaje de alumnos
que han respondido desde cada uno, haciendo de nuevo la salvedad de que pueden
haber utilizado varios, es decir, los marcos son complementarios.

Un analisis completo de las situaciones-problemas asi como los objetivos de
cada una de ellas se han presentado en el apartado 3.4. A continuacién se analizan las

- respuestas de los alumnos a las situaciones-problemas. Hemos utilizado dos numeros
para enumerar las situaciones-problemas en estas experiencias; el primero corresponde
al orden en que se han propuesto y el segundo, que aparece entre paréntesis, al lugar en

que se encuentra dicho problema en el apartado 3.4.
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o SITUACION 1 (1)

Consideremos dos tanques, uno de forma de cono circular recto con vértice
hacia arriba, y el otro de forma cilindrica con el mismo radio y la misma altura, en
los que se vierte agua a un ritmo constante.

Construye una grdfica cartesiana (altura en funcion del tiempo) asociada con

el llenado de cada uno de los recipientes.

Esta situacion la han trabajado 21 alumnos. Comenzamos agrupando respuestas

equivalentes.
% Respuestas alumnos
43 % Un anélisis de la geometria de los recipientes les lleva a las graficas
? correctas.

Calculan el volumen de los dos recipientes por integracion. Dicen que,
10% como AI.//At = cte., concluyen que en ambos cas.os-las graficas son rectas.
La pendiente de la recta que representa la variacién de la altura con el
tiempo para el caso del cono es de mayor pendiente.

0 Hace el anélisis de la geometria de los cuerpos y de la variacién de altura
5% )
con el tiempo, correctos. Representa #(%) en vez de A(?).

Representa A(f) para el caso del cilindro en forma correcta. En el caso del

5% cono, después de varios intentos dibuja una parabola, pero la corta antes
del llegar al (0,0).

Después de consideraciones geométricas dice que el cono no se puede

5% llenar por la posicidén en que se encuentra. Dibuja la grafica A(f), para el
cilindro, correcta.

Hace un analisis de A(f) dando algunos valores numéricos, compara lo que
5% deberia suceder para el caso del cilindro y para el caso del cono. Las
graficas estan mal.

Compara el volumen de los dos cuerpos concluyendo que se llena antes el
5% cono. Las graficas las dibuja como rectas que en ambos casos acaba antes
del (0,0), y la del cono tiene mayor pendiente.

5% fdem al anterior pero en este caso las rectas toman el (0,0).

De acuerdo al volumen el cono se llena antes del cilindro. Luego dibuja

5% dos rectas con, aparentemente, igual pendiente y a las que corta antes de
llegar al (0,0).

115




Capitulo 3 Metodologia de investigacion

Los dos tanques se llenan a la misma vez. Representa #(/) a través de dos
5% rectas que se cortan, en el mismo par de ejes, una pasa por el (0,0) y la
otra por (0,). Luego, dice, se siguen llenando a tiempos diferentes.

Hace un anilisis de la geometria de los cuerpos, correcta. La curva
3% correspondiente al llenado del cilindro, bien. La que corresponde al cono
esta mal.

Tabla 3.5. Respuestas de los alumnos a la situacién 1.
A continuacion, en la figura 3.1, se muestran algunas graficas significativas

realizadas por los alumnos.

&Q\’w \.\41 |
e ]

e Lo
\

2 Y S 8 (‘o ’((e‘,*og C f‘) Gmh). ; - e
; <
4
'ﬁl LG\ aj (»Kr a
(oo A YRIonew
s ie l«

‘{’f\d\,;.od,g”qu
dod’ho.

Cq,‘-lt'nﬂl'ﬂ’

t

Figura 3.1. Muestra de las graficas realizadas por los alumnos.
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Una de las caracteristicas a destacar es que, geométricamente, no se representa
el hecho de que en el tiempo cero, la altura es cero (no hay agua), es decir las graficas
deben comenzar en (0,0) (20 %).

El analisis geométrico, que en casi todos los casos es cuantitativo e intuitivo,
tiene en cuenta en la mayoria de los casos el volumen de los recipientes. Este puede ser
uno de los motivos de que a la hora de hacer las graficas las dos son rectas, con
pendientes diferentes, con lo que quieren reflejar que uno se llena antes que el otro.

Los alumnos estan acostumbrados a tener, en forma explicita, la ley que rige
tales cambios; ésta ha sido otra de las dificultades que se pone de manifiesto. El
andlisis de lo que varia y respecto de qué es algo a lo que no estan familiarizados; se
nota que no saben cémo determinar tal dependencia, lo que se pone de manifiesto al
bosquejar graficas de #(A) (10%).

Realizamos una exploracién para detectar en qué marcos se sitian los alumnos
para analizar el problema planteado; ellos pueden ser:

- Marco analitico si los alumnos utilizan herramientas propias del Célculo

(limites, derivadas, etc.). De forma intuitiva o con la definicién formal.

- Marco grdfico si en sus respuestas se ayudan con graficos, ya sea con un
esbozo o con la descripcion completa.

- Marco numérico cuando hay célculos, es decir, resuelven utilizando valores
numéricos estimando o realizando las operaciones.

- Marco geométrico si se utiliza la geometria de los elementos involucrados en

el problema (féormulas del volumen, area, etc.) de manera intuitiva u

obteniéndolos con sus férmulas.

Dentro de cada marco tratamos de determinar si utilizan argumentos correctos

(C) o incorrectos (I) para llegar a la solucidén que exponen. A través de la siguiente

tabla se observa, en porcentaje, los resultados.

Cuestiones
Intuitivo 5%C 5%C
Marco Analitico 5%C 59 C
Formal
5%I1 5%]1
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- 43 % C 76 % C
sbozo
Marco Grdfico 41 %1 14%1
Descriptivo
) ) 5%C 5%C
Estimacién
Marco Numérico 5%1 5%1
Aritmético
_— 48 % C 339%C
uitivo
5%1
Muarco Geométrico
. | 0%C 19%C
orma
5%1

Tabla 3.6. Categorizacién de los argumentos utilizados por los alumnos.

La mayoria de los alumnos, como se puede apreciar por la tabla anterior, se
sitla en un marco geométrico; esto lo hacen al comparar la forma de los recipientes,
los volimenes y en algunos casos el area.

Como puede verse, el porcentaje de alumnos que logra bosquejar una grafica
correcta de A(f) para el caso del cilindro es bastante satisfactorio (76%).

En el caso del cono, el anlisis que realizan y la posterior grafica de A(f) tienen
un menor porcentaje de aciertos (43 %), frente a un porcentaje del 41 % de intentos
fallidos. Esto se puede deber a que no tuvieron en cuenta, en muchos casos, cudl es el
parametro que varia y de qué manera, ya que la gran mayoria comienza comparando
el volumen de ambos recipientes. En el caso de que no determinen la variable, lo

anterior no da suficiente informacidn para hallar la representacion pedida.

o SITUACION 2 (2)

La siguiente tabla da los valores de la posicion (distancia desde un punto
arbitrario O, escogido como origen del sistema de coordenadas) en ciertos tiempos
para un movil que se mueve con movimiento rectilineo no uniforme.

t (segundos) 0 1 2 3 4

s(t) (metros) 3 2 5 -2 0
a) ;Puedes decir a partir de estos datos en cuantos valores de t, como minimo, el
movil tiene velocidad instantdnea cero?

b) ;En cuantos instantes, como minimo, la aceleracion es cero?
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c¢) ¢Se puede asegurar que la variacion instantanea de la aceleracion, s'"'(t), toma el

valor cero en algun punto?

Para un total de 21 alumnos hemos agrupado las respuestas para cada apartado

y sus porcentajes en los siguientes cuadros.

O Apartado a)

% Respuestas alumnos
33% Los instantes donde v=0sonent=4 y/oent=0.
24% Representan los puntos y los unen con lineas quebradas. A partir de
? esta grafica responden que hay tres instantes donde v = 0.
Representan los puntos y los unen con lineas quebradas. Los instantes
19% donde v = 0 son aquellos donde la grafica intercepta al eje ¢. Como
justificacién se dice, v = e/t, v= 0 donde e = 0.
Representan los puntos en un plano ¢-s y los unen con una curva suave,
10 % es decir derivable. Estiman aproximadamente tres valores de ¢ para los
que v=0.
10% Les faltan datos para responder.
La representacién de los puntos y la grafica no es correcta pero a través
5% de un andlisis de los valores dados en la tabla, correcto, llegan a la
respuesta y hallan tres instantes donde v = 0.

Tabla 3.7. Respuestas de los alumnos a la situacion 2a.

A continuacién, en la figura 3.2 se muestra la grafica mas representativa

trazada por los alumnos.

Figura 3.2. Muestra de la grafica realizada por los alumnos.
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U Apartado b)
% Respuestas alumnos
La aceleracion es cero en los mismos instantes en que v = 0, ya que
43 %
a=v/rt2.
2% a = 0 en los instantes en que comienza el movimiento y donde el mévil
? se detiene.
14 % Llega, después de un analisis correcto, a responder que son dos los
? instantes en que como minimo a = 0.
14 % En ningun instante a = 0, o creen no poder asegurar nada.
5% Responde que en dos instantes @ = 0 ( el analisis no es correcto).
Tabla 3.8. Respuestas de los alumnos a la situacion 2b.
Q Apartado ¢)
% Respuestas alumnos

29% No sabe

29% No contesta

24% No

14 % Cuando a=0.

5% Donde hay un punto de inflexién.

Tabla 3.9. Respuestas de los alumnos a la situacion 2c.

A la vista de los porcentajes persiste fuertemente la idea de que, como v = e/,
luego v = 0 donde e = 0, ya que, dicen, 0/t = 0. De 1a misma manera, como a = v/,
entonces a = 0 donde v = 0.

Otras de las peculiaridades observadas es la forma de unir los puntos para
dibujar la grafica. El hecho de que la grafica represente un movimiento rectilineo
parece que los lleva a representar la curva de la ecuacion del movimiento, s(f), con
trozos de lineas rectas. No tienen en cuenta la variacién que conlleva el concepto de

cinematica. Esto se hace mas patente en la imagen conceptual que tienen de velocidad
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y aceleracidn y que aqui han utilizado. Este es un error al que se le deberia prestar mas
atencion e indagar algunos trabajos de investigacidn realizados sobre el tema.

En la siguiente tabla hacemos un analisis de los diferentes contextos y marcos
que han utilizado los alumnos para elaborar sus respuestas. Las respuestas pueden ser

correctas (C) o incorrectas (I), dadas a partir de cada contexto y marco utilizado.

Apartados
a b c
Contexto Fisico Intuitivo 14%C 5%C 5%C
61 %1 86 %1 48 % 1
Formal 5%C

Marco grdfico Esbozo 24%C 10%C

48 %1 24 %1 14%1
Descriptivo
No sabe o no 43 %
contesta

Tabla 3.10. Contextos y marcos utilizados en las respuestas a la situacion 2.

A partir de esta tabla y para cada apartado podemos decir:

Apartado a)

— Se refieren en la mayoria de los casos al espacio recorrido.

— No consideran como tal la funcién de movimiento o desplazamiento.

— No utilizan el Calculo Infinitesimal como herramienta para abordar el problema.

— El concepto dinamico de funcién, de variacion, tasa de variacion, razéon de cambio,
etc., esta ausente del analisis de los alumnos.

Apartado b)

— Desde el contexto fisico hay un 86 % que piensa que la aceleracion es cero en los
instantes donde la velocidad es cero, ademas de los instantes iniciales y finales del
movimiento.

— Un 24 % da su respuesta a partir de la grafica dibujada en el apartado a) y, por lo
tanto, con las caracteristicas ya analizadas.

— Sélo entre un cinco y un diez por ciento se sitdan en el contexto fisico, en el marco

grafico o en ambos para dar una respuesta satisfactoria.
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Apartado c)
— El 43 % dice que no sabe.
— El 48 % que se situa en el contexto fisico y parte de una premisa falsa en el

apartado a), utiliza la misma para responder en c).

o SITUACION 3 (5)

Un coche que parte del reposo alcanza la velocidad de 100 km/h en 10
segundos,; a partir de ese instante continua con esa velocidad. Suponiendo que los
. cambios en la aceleracion se han realizado en forma suave:

’ a) Dar grdficos realistas de la posicion, velocidad, aceleracion y variacion
. instantanea de la aceleracion en funcion del tiempo para los primeros 20 segundos.
b) Puedes seguir cualquier orden para dibujar las grdficas pero una vez que lo

hayas establecido debes decirnos qué criterios has seguido para ello.

¢) ¢Qué crees que debes tener en cuenta para que las grdficas representen un

fendmeno real?

Esta situacion la han trabajado 18 alumnos.

% Respuestas alumnos
22% Explican con dibujos y luego hacen los graficos pero son incorrectos.
17% Grafica v(f), s(f) y a(t), las dos tltimas en forma incorrecta.

Hacen las gréficas de s(7), v(f) y a(#). Las han resuelto en este orden pero
11% teniendo siempre presente a(f).

Los modelos representan fendmenos reales.

Dibuja v(¢) y a(f), pero esta ultima sélo donde es diferente de cero.
6 % Como dice que da/dt = 0, no la dibuja.

Las graficas no representan fendmenos reales.

Representa w(7), a(t), s(¢), pero v(¢) es incorrecta.

6%
Las gréficas son aproximaciones de los fenémenos reales.
Representa s(¢) en forma incorrecta, v(¢f) y a(¢) pero esta ultima sélo en el
intervalo en que es diferente de cero.

6 %

Para que el fendmeno fuera real la grafica de a(f) no deberia pararse en
seco alos 10 s.
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Dibuja s(¢) en forma incorrecta, w(f) y a(?).

6 % Para que las graficas representen fenémenos reales hay que tener en
cuenta la aceleracién y la velocidad.
Dibuja s(f) en forma incorrecta, v(f) y a(f), esta ultima también
6 % incorrecta. No sabe qué tener en cuenta para que las graficas representen
fenomenos reales.
A través de un dibujo explica el enunciado. En los intervalos donde la
6% aceleracion es cero dice que no hay aceleracién. No hace graficas.
0
Para representar fendmenos reales hay que dibujar en forma clara y usar
simbolos correctos.
Representa v(f), a(f) y s(¢). Muestra como deben ser las graficas que
6 % representan fendmenos reales; para ello dibuja nuevamente la grafica de
a(t) haciéndola derivable en ¢ = 10.
6% Grafica v(¢) y a(¢), esta ultima en forma incorrecta.
0
Para representar fenomenos reales hay que tener en cuenta la fisica.
6 % Representa s(¢), v(f) y a(?), esta tltima en forma incorrecta.

Tabla 3.11. Respuestas de los alumnos a la situacién 3.

Se muestran a continuacidn, figura 3.3, las graficas mas representativas

trazadas por los alumnos.

S(w)
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Figura 3.3. Muestra de las graficas trazadas por los alumnos.
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Respecto al orden en que realizan las graficas, explicitamente solo lo indican

dos alumnos (11 %), aunque si podemos agruparlos de acuerdo al orden en que

presentan los dibujos:

% Respuestas alumnos
33% s(®), v(1), a(?).
17% W(o), s@0), a().
11 % (1), a(t), s(@).
11% W), a(®).

Tabla 3.12. Orden en que los alumnos
presentan las graficas en la situacion 3.

El orden s(¢), w(£), a(t), que se da en un 33 %, puede estar influenciado por la
formulacién del enunciado.

Ha sido muy dificil agrupar respuestas semejantes, que no fueran por el orden
de las graficas, ya que existen todas las combinaciones posibles al analizar cuales de

éstas son correctas. Esto ultimo podemos verlo en la siguiente tabla.

Porcentaje % Graficas correctas
28 s(2)
67 v(?)
28 a(f)
0 da/dt

Tabla 3.13. Graficas correctas trazadas por
los alumnos en la situacion 3

Algunas de las peculiaridades a destacar en este anéalisis son las siguientes:
- Solo un alumno (6 %) se refiere a la variacion instantanea de la aceleracidn (da/df),
diciendo que es cero, pero no hace la grafica.
- Tres alumnos (17 %) dibujan a(?) en el intervalo donde es diferente de cero, luego
dicen que es cero o que en ese intervalo no hay aceleracién.
- Respecto a la ultima pregunta, que la grafica represente un fendmeno real (F.R.),

refiriéndonos obviamente a que sea continua y derivable, sélo un alumno (6 %)
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dibuja una grafica de tales caracteristicas para a(f) en ¢+ = 0. Otro alumno hace
referencia a ello pero no lo plasma en gréaficos.
A continuacién presentamos otro analisis del problema a la luz de los marcos y

contextos utilizados.

Apartados
s@®) (%) | v(t) (%) | a(®) (%) | da/dt (%) | F.R. (%)
Intuitivo 17-C 17-C 6-C 6-C 17-C
Contexto 22-1 22-1 33.1 11-I 50-1
Fisico
Formal 6-C 6-C 6-C
Intuitivo 17-C
Marco 6-1 6-1 6-1 6-1
Analitico
Formal
Esbozo 22-C 78-C 17-C
Marco 61-1 17-1 72-1 6-1
Grdfico Descriptivo
6-1
Estimacion 6-C
Marco .
Numérico | — 6-1
Aritmético
No sabe o no 72 17
contesta.

Tabla 3.14. Contextos y marcos utilizados en las respuestas a la situacion 3.

A la ultima pregunta, “;Qué debes tener en cuenta para que las graficas
representen un fenomeno real?”, el 17 % que se coloca en el contexto fisico intuitivo o
en el analitico intuitivo (7 %) esboza alguna idea que no llega luego a plasmar en el
trazado de la grafica. El 50 % trata de explicarlo desde el contexto fisico pero lo hace
en forma poco satisfactoria.

A simple vista estos resultados nos permiten afirmar que el 78 % de los
alumnos han interpretado el problema, por cuanto resuelven satisfactoriamente la
grafica de v(¢); sin embargo sélo el 22 % llega a la grafica de s(¢).

Esto se debe, a nuestro entender, a que el hallar la grafica de la funcién

primitiva se trabaja menos en clase que el hallar la funciéon derivada; ademas es mas
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intuitivo imaginar esta ultima. El orden en que presentan las graficas es el de s(?), v(?),
a(?) en un 33 %, lo que puede deberse, como ya hemos apuntado, a que se ha dado en
el enunciado del problema o porque, como dicen algunos alumnos, es el orden que se
sigue en Fisica.

Se observa que el 72 % de graficos de a(f) son incorrectos; de esto nos llama la
atencion que cuando a = 0, concluyen que no hay aceleracion y por lo tanto no hay
gréafico en ese intervalo.

Hay un 72 % de los alumnos que no sabe o no contesta cuando deben hacer la
grafica de la variacion instantanea de la aceleracion; esto lo explicamos a la luz de que
no tiene significacion para ellos en el estudio de la cinematica.

De acuerdo a lo que han manifestado, cuando a = 0, “no hay aceleracion”, por

tanto no pueden hacer la grafica. Podemos intuir que les ocurre lo mismo con da/dt y

no saben dibujarla.

o SITUACION 4 (3)

Las siguientes grdficas representan la ecuacion del movimiento rectilineo s(t),

la velocidad s’(t) y la aceleracion s’ (1) de un movil. ;Puedes identificar cada una?

7 -
T :7/:: g :
1 U i_‘:’i:::// » - >
0.5 1 s 2 -
._1 D

En la tabla 3.16 se refleja en porcentaje, sobre un total de 14 alumnos, los
marcos y contextos que han utilizado para elaborar la respuesta. Hacemos la salvedad

de que pueden situarse en mas de uno para tal fin.
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Contexto Marco Gridfico Marcos Marco otros
Fisico Numeérico/ Analitico
Algebraico
79% 1 7% C 14% 1 7% C 14%1
7% 1 7% 1

Tabla 3.16. Contextos y marcos utilizados
en las respuestas a la situacién 4.

Las concepciones que predominan son:

- Si el movimiento es rectilineo debe estar representado por rectas. Esta concepcion
es la que les conduce a la eleccion de s(f) en forma correcta, pero sélo porque es la
que mas se aproxima a una recta.

- Otra concepcidn es que s(f) > v(f) > a(f). Esto podria estar detras de afirmaciones
del tipo: la grafica de s(?) es la primera porque el espacio siempre estd aumentando.

- Si 5(0) = 0 entonces v(0) = 0, esto les lleva a afirmar que “la velocidad inicial
deberia ser cero ya que el movil se encuentra parado, en estado de reposo”.

Hay un porcentaje de 43 % de alumnos que dice no tener conocimientos fisicos

o datos suficientes para resolver el problema.

o SITUACION 5 (4)

La distancia de una locomotora desde un punto fijo sobre una via recta en el
instante t viene descrita por la grdfica que se muestra.

a) ¢Podrias indicar en qué intervalo o intervalos de tiempo va marcha
atras?.

b) ;Podrias escribir, en forma aproximada, los intervalos de tiempo donde la
velocidad es positiva y donde es negativa?

¢) Indica los intervalos de tiempo donde la aceleracion es positiva y donde es
negativa.

d) La tercera derivada da la variacion instantanea de la aceleracion.
¢Podrias decirnos, en forma aproximada, en qué intervalos de tiempo la

tercera derivada es positiva y en cudles es negativa? ;jPor qué?
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Trabajan con este problema 14 alumnos.

U Respuestas del apartado a).

Para el analisis comenzamos agrupando las respuestas semejantes en el primer

apartado.
Y% Respuestas alumnos
579% Iria hacia atras en el intervalo de tiempo (5, 9.9), ya que en este intervalo
? el espacio toma valores negativos.
o Va marcha atrés cuando disminuye la distancia con el tiempo, esto es entre
29% .
2.5 y 8.1 segundos (la curva es decreciente).
Va marcha atras entre 3 y 8 segundos. Esto es porque la derivada es
negativa, luego la velocidad es negativa, v = s’(¢). Si la velocidad es
7% positiva es que esta avanzando en una direccidén. Cuando la velocidad es
negativa significa que va en retroceso, en sentido contrario. La velocidad
es una magnitud vectorial.
7% Va marcha atras durante el intervalo 5-8 pues la distancia es negativa.
Tabla 3.17. Respuestas de los alumnos a la situacién Sa.
A continuaciéon mostramos los marcos y contextos que ha utilizado cada

alumno. Hemos colocado una S cuando la respuesta ha sido satisfactoria y PS para el

caso que haya sido poco satisfactoria.
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Alumno

1121314516 |7}181911011112]13114
Contexio| g |pg| g |ps|ps|ps|pPs|PS|s |PS| - |- |ps| -
Fisico
Marco | ¢ ipglg| - |ps|-|-|ps|s|ps|s|s|ps|ps
Grdfico
Marco 3 FE S U U U BV ) i
Analitico

Tabla 3.18. Contextos y marcos utilizados en
las respuestas a la situacidn Sa.

Podemos concluir que un 7% se sitila en ambos marcos y en el contexto fisico
elaborando una respuesta correcta. El 14% utiliza el contexto fisico y el marco grafico
para elaborar una respuesta correcta. En tanto que otro 14% elabora una respuesta
satisfactoria a partir del marco grafico. Hay un 36% que, utilizando el contexto fisico y
el marco grafico, su respuesta es poco satisfactoria. Otro 21% sdlo a partir de la fisica
da una respuesta poco satisfactoria. En tanto que un 7% responde en forma incorrecta a
partir del marco grafico.

Debemos remarcar que hay un porcentaje muy elevado (64%) que cree que el
movil va marcha atras cuando la grafica es negativa, frente a un 36% que habla de
intervalo donde la funcién es decreciente.

Es interesante destacar que no se habla de desplazamiento ni de funcién

posicidn, sino de espacio en todos los casos.

O Analizamos ahora las respuestas para el apartado b).

Comenzamos agrupando respuestas semejantes:

% Respuestas alumnos

La velocidad es positiva en los intervalos (0, 5) y (9.5, «) y es negativa

s : , :

en (5, 9.9). Como v =—, concluye que la velocidad seria negativa cuando
29% . o . .
el espacio o el tiempo lo fueran y como el espacio es negativo en un solo
intervalo, la velocidad es negativa también s6lo en ese intervalo; en los
otros seria positiva.
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En los intervalos (0, 3) y (8, «) la velocidad es positiva. En tanto que, en

21% el intervalo (3, 8) la velocidad es negativa. La derivada de s(f) se
corresponde con la tangente a la curva. Cuando la pendiente de la recta
tangente es positiva, la derivada es positiva.

Desde (0, 3) la velocidad es positiva. Desde (3, 8) la velocidad es

21% negativa.

Desde (8, 12) la velocidad vuelve a ser positiva.
Siempre que el cuerpo recorra un espacio positivo, es decir se mueva hacia

14% delante, su velocidad va a ser positiva, mientras que si se mueve hacia

? atras serd negativa. Por esto los intervalos donde la velocidad es positiva
seran (0, 4.8) y a partir de 8.7 en adelante.
20 Calculan la velocidad media para diferentes intervalos y obtienen que en
’ (0,3),(8,9) vy (9, ) espositivayen (3, 5), y (5, 8) es negativa.
7% Entre (0, 5), (9.8, 12).

Tabla 3.19. Respuestas de los alumnos a la situacién 5b.

La mitad de los alumnos (50%) tienen una idea “estatica” de la velocidad, es

decir, sélo la conciben como el cociente entre el espacio y el tiempo.

Veamos a continuacion cuales son los marcos y contexto utilizados.

Alumnos

Contexto
Fisico

Marco | ¢\ g1 g lps|ps|ps|ps|ps|{s|s!|s|s|ps|ps
Grdfico

Marco
Analitico

Marco
Numeérico

ls |- - -

Tabla 3.20. Contextos y marcos utilizados en las respuestas a la situacioén 5b.

Aqui se pone de manifiesto un obstaculo que trataremos de clarificar

analizando la distinta literatura que tienen disponible los alumnos, desde el nivel

secundario hasta el universitario, referente a los términos distancia, espacio y

desplazamiento.
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U Las respuestas del apartado ¢ se muestran en la tabla siguiente.

Y% Respuestas alumnos

Siempre hay aceleracion porque no hay ningun tramo con velocidad fija.
50% Los signos de la aceleracidn serian como los de la velocidad: positiva en
los intervalos (0, 2.5) y (8.1, 11). Es negativa en (2.5, 8.1).

La curva es convexa, entonces s’’>0. La curva es cdncava, entonces s”’<0.

La curva tiene dos puntos de inflexion. Por lo tanto en (0, 1) la curva es
7% convexa, la aceleracidn es positiva.

En (1, 6) la curva es cdncava, la aceleracién es negativa.

En (6, =) la curva es convexa, la aceleracion es positiva.

794 La aceleracion ha de ser positiva en los intervalos de crecimiento de la
0 . . . ..
velocidad y negativa en los intervalos de decrecimiento.

7% Donde sea el espacio negativo la aceleracidn sera negativa.

En una grafica de espacio-tiempo, segin mi razonamiento, nunca podria
7% saber las caracteristicas de la aceleracion, ni tampoco im_aginérmela. Este
apartado, segun yo, no lo podria contestar. Falta precision a la hora de
plantear el problema.

La aceleracion seria siempre positiva ya que creo que el signo de €sta no
7% influye, pues aunque se mueva hacia delante o hacia atras siempre tiene
que ser positiva.

En (0, 1) y (7.5, 8.5) hay aceleracion positiva. En (2.5, 3.5) hay
7% aceleracidén negativa. En el resto la aceleracion es cero y la velocidad
constante.

Tendria que derivar la velocidad respecto del tiempo, aunque donde la
7% velocidad es positiva, también lo es su aceleracion, por lo tanto tiene el
mismo signo que la velocidad.

Tabla 3.21. Respuestas de los alumnos a la situacion Sc.

Observemos que hay un 64% (50% + 7% + 7%) de los alumnos que piensan
que el signo de la aceleracion debe ser el mismo que el de la velocidad. Esto es a causa

de que la concepcidn que ellos tienen de la aceleracion es “estatica”, por la formula
v : . .

a=—, llegando a decir explicitamente que los signos se conservan ya que en la
14

expresion anterior, el tiempo no puede ser negativo. Esta concepcion es predominante,
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ya que, algunos tienen en mente que la aceleracion se obtiene derivando la funcién

velocidad, como vemos en el ultimo apartado de la tabla 3.21.

En las respuestas analizadas se detectan los marcos y contextos siguientes:

Alumnos

1121314156 {7 8191011121314
Contexto
.. - | - |PS|PS|PS| - |[PSIPS| - |PS|PS|PS|PS|PS
Fisico
Marco
GrdﬁCOSSS-—PS--PS--——-
Marco
Analitico S e e e e e e R R B

Tabla 3.22. Contextos y marcos utilizados en las respuestas a la situacion Sc.

Este cuadro nos muestra que un 71% de los alumnos elabora la respuesta

situandose, ademas, en el contexto fisico. En tanto que el 50% parece que sélo tiene en

cuenta el contexto fisico.

O Consideramos ahora las respuestas dadas al apartado d)

% Respuestas alumnos

43% No contestan / No saben.

Hace un bosquejo de la grafica de la funcion derivada segunda vy,
fijandose en la pendiente de la recta tangente a la curva, responde: la
7% tercera derivada es positiva en (0, 0.5) y (3.5, o), es negativa en

(0.5, 3.5), que son los intervalos de crecimiento y decrecimiento,
respectivamente, de la funcién que ha bosquejado.

7% No consigue imaginarse la tercera derivada ni los intervalos.

7% Los signos son los mismos que en los dos ultimos apartados.

79 Con la grafica de espacio-tiempo no puede determinar donde la
(/]

aceleracion es positiva, por lo tanto tampoco donde lo es su derivada.

7% Como la aceleracién es siempre positiva, supone que su derivada no varia.

La derivada de la aceleracidn seria positiva en aquel intervalo en que crece

la aceleracion y negativa en el que decrece, pero no sabria decir con esa
informacién en qué intervalos de tiempo se encontraria.

7%
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Dice no entender la pregunta, ya que cdmo va a calcular la derivada
tercera si la aceleracidn ya es la segunda derivada de una ecuacién de

7% segundo grado, y pone como ejemplo, y = x> , y'=2x, y"=2.

Tendria que ser la ecuacidn del espacio de tercer grado, por lo menos.

Su respuesta es negativa, porque no recuerda que en COU le pidieran una
derivada tercera. Pero ademas dice que cree que vale cero, porque si
7% deriva la aceleracion respecto al tiempo tiene la velocidad, al derivar la
velocidad respecto del tiempo cree que tiene el espacio y de aqui al hacer
la tercera derivada tiene como resultado nada (0).

Tabla 3.23. Respuestas de los alumnos a la situacién 5 d)

En la siguiente figura se muestra la tnica grafica que trazé un alumno.

&) NJp—\MMoC(‘b Lo ¢esumda olans v ada .

(o, O'()Ce_éu,nd\n - s“‘({f)q(;owh‘m
(o) 3'5’) pegmd o ~> s"'(H « méqew
(2'5, o) s tgunde ™ c(t) 4 oY

hhq‘vp(um 2 Ls P—Wﬂ&w{i
ch la  neda o%

Figura 3.4. Muestra de la grafica realizada por los alumnos.

Aqui se pone en evidencia que hay dificultad con el concepto de una funcién
cuyo valor es cero en todo su dominio (14%). Si observamos la ultima respuesta, el
alumno hace la equivalencia entre “nada” y “cero”.

Aparece de forma implicita la dificultad y la limitacion en obtener fiablemente,
en forma grafica y con las herramientas utilizadas, mas alld de la segunda derivada
(28%). Hay que destacar la iniciativa muy positiva de una alumna al intentar bosquejar
la grafica de la segunda derivada, si bien entre cero y uno no logrd trazarla
adecuadamente.

La grafica de s(¥) corresponde a un polinomio de cuarto grado que presenta dos
minimos, en 0 y 8, y un maximo en 3. Su ecuacion es la siguiente:

s(t) =3t — 448 +1447° .

Hay un 50% que no contesta o dice no saber qué contestar.

133



Metodologia de investigacion

Capitulo 3

En cuanto a los marcos y contextos los mas utilizados han sido los siguientes.

Alumnos

1213|4567 |89 (1011121314

Co:;t.exto_ - /PSP -1 -1 -|PS|-|-1-1-1-1-1PS
Fisico
Marco

GrdﬁcoPSPSPS-—PS---S----
Marco

Analz’ticoS_________PS_—PS

Tabla 3.24. Contextos y marcos utilizados en las respuestas a la situacion 5d.

a SITUACION 6 (6)

Desde la terraza de un edificio de altura sy se lanza una pelota hacia arriba

con una velocidad inicial vy, Esta situacion viene descripta por la siguiente ecuacion

diferencial:
s = -g, donde g es la aceleracion de la gravedad.
Resolver esta ecuacion es encontrar la funcion s(t) que describe el movimiento.
Te proponemos intentarlo utilizando el desarrollo de la formula de Taylor para s(t) en
to = 0. Para ello recordemos el desarrollo de Taylor para la funcion s(t)
S(t) =s(ty) + 8'(tg) (t-10) + 8 (k) (t-t0) / 21 + 5" (8g) (t-10)>/ 3! + ...

Una vez que hallas utilizado los datos proporcionados en el enunciado habrds
hallado una solucion particular del problema. Como en toda ecuacion, una vez
hallada la solucion hay que ver si satisface la ecuacion. ;Puedes verificar la que tu
haz hallado? ;Como?

Trabajan este problema 14 alumnos. Hemos agrupado las respuestas

semejantes, siendo las mas significativas las que se presentan en la tabla siguiente,

junto con el porcentaje de las mismas.

% Respuestas alumnos

“Creo que no podré resolverlo ya que no me dan ningun dato de espacio

0,
21% ni de tiempo.”
“Sélo puedo aproximar hasta s’ porques’’=0.”

14%
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“Pero es més facil hacerlo por Taylor, ya que me estdn dando s’’(t) = -g,
7% me dicen que s'(t,) =v, y que s(f,) =s5,. Luego es mas rapido y se
llega a lo mismo.
7% “Echando mano de lo aprendido en fisica y como me dan los datos para
0

calcular las constantes de integracién no me hace falta Taylor”.

Tabla 3.25. Respuestas de los alumnos a la situacién 6.

En la siguiente tabla vemos, en forma sucinta, las respuestas dadas por cada

alumno.
Alumno Por integracion Por Taylor

1 C C

2 C C

3 C

4 Integra pero no halla las No sabe.
constantes.

5 Escribe la formula de la No recuerda.
velocidad.

6 No entiende el enunciado.

7 No sabe hallar los datos.

8 No sabe. No sabe.

9 No sabe.

10 Idem a 4. Utiliza lo anterior en la

serie.

11 No sabe.

12 No sabe.

13 Idem a 4.

14 Utiliza ) = 0 y obtiene

s() =0.

Tabla 3.26. Categoria de respuestas dadas por los alumnos.

Analizando las respuestas hemos advertido también que:

- Tratan de verificar el resultado obtenido por el método propuesto utilizando, segin

algunos manifiestan, lo que le han ensefiado en Fisica, es decir integrando. No

atienden a la sugerencia que se hace en el ultimo parrafo del enunciado.

- Hay dificultad a la hora de extraer las condiciones iniciales del enunciado del

problema.
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Que los términos de la serie, a partir del tercero, sean nulos lo interpretan como
“hasta alli se puede llegar”.

En cuanto al contenido y organizacién de los problemas planteados, durante la
revision y el analisis del material recogido pudimos hacer una serie de consideraciones
que nos ayudaron a plantear mejor el trabajo posterior objeto de la investigacion que

nos ocupa. Las observaciones mas relevantes son las siguientes:

La importancia del conocimiento de los alumnos para poder preparar un
adiestramiento previo. Esto se puso de manifiesto especialmente en la dificuitad
que manifestaban tener a la hora de enfrentarse a una tarea desconocida, que les
obligaba a desarrollar un cierto trabajo intelectual. Ademas, es fundamental
acordar el lenguaje, ya que nos encontramos con algunos casos que desconocian
cierta terminologia especifica, lo que dificulté la comprensién del problema.

La medida del tiempo estaba mal establecida y es fundamental para este tipo de
trabajo.

3.6.5.- VALORACION DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS CON LA MUESTRA
DE ALUMNOS DE 1ER CURSO DE LAS INGENIERIAS TECNICAS

Con el objetivo de avanzar en nuestra experiencia como investigadores y con
base en el trabajo realizado con los alumnos de la Licenciatura en Quimica
organizamos una hueva experiencia piloto con alumnos de primer curso de las
Ingenierias Técnicas. En ésta, fundamentalmente, 1o que hemos variado respecto de la
anterior ha sido el modo de analizar la produccion de los estudiantes. Seleccionamos el
trabajo de diez alumnos de un grupo de Practicas de Matematicas porque ellos
participaron en las tres sesiones.

Los anélisis de las experiencias piloto tienen ademas como objetivo conocer la
situacion cognitiva en que se hallan los alumnos. Con ello queremos obtener una
imagen actual y realista de las concepciones de los estudiantes sobre lo que
consideramos los aspectos claves de nuestro estudio. Aqui propondremos un anélisis
cualitativo y cuantitativo de la produccion de los estudiantes. Todo esto también sera
utilizado para diagramar y organizar una sesidon (Anexo 2) para la puesta en marcha de

los diferentes aspectos de la experiencia. Las concepciones sobre las que estamos
indagando son:
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e FEl concepto de variacion y su medida a través del cambio dado por la derivada.
e Lanocién de derivada sucesiva.
e Lanocién de prediccidn con base en la serie de Taylor.

Aqui también las situaciones-problemas llevan dos nimeros, el primero indica
el orden en que se han propuesto a los estudiantes y el segundo (que se halla entre
paréntesis) es el que tienen asignado en el apartado 3.4.

En relacién con los aspectos cualitativos de las respuestas de los alumnos,
debemos categorizar las diferentes argumentaciones, interpretaciones y conclusiones
que aparecen en las respuestas de los estudiantes. Con este objetivo analizamos por
separado cada uno de los items del problema.

Para evaluar en forma cuantitativa el resultado de esta prueba piloto hemos

seguido a Cajaraville (1996, p. 110), sobre estos criterios:

CATALOGACION DE LA RESPUESTA PUNTAIJE
En blanco o totalmente erronea. 1
Uso de conceptos o procedimientos proximos sin €xito. 2
Uso de conceptos y procedimientos proximos y/o adecuados, 3
con €xito limitado o con lagunas en la argumentacién.
Respuesta correcta. 4

Tabla 3.27. Formas de catalogar las respuestas.

0 SITUACION 1 (2)

La siguiente tabla da los valores de la posicion (distancia desde un punto
arbitrario O, escogido como origen del sistema de coordenadas) en ciertos tiempos
para un movil que se mueve con movimiento rectilineo no uniforme.

t(segundos) 0 1 2 3 4
s(t) (metros) 3 2 5 -2 0

a) ;Puedes decir, a partir de estos datos, en cuantos valores de t, como
minimo, el movil tiene velocidad instantdnea cero?

b) ;En cuantos instantes, como minimo, la aceleracion es cero?

¢) ;Se puede asegurar que la variacion instantanea de la aceleracion, s'"'(1),

toma el valor cero en algun punto?
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Categorizacidn de las respuestas al item a)

CATEGORIA PORCENTAJE
La velocidad instantanea vale cero cuando el valor de s(metros) es 70 %
cero, ya que v = ds/dt.
Bosqueja una grafica continua y derivable en todo el intervalo 10 %

utilizando los valores de la tabla, de la que deduce que la velocidad

es cero en los tres puntos donde la pendiente de la recta tangente es
cero. (resp. correcta)

Argumentacion fisica correcta, bosqueja una grafica uniendo los 10 %
puntos por segmentos.

La velocidad toma el valor cero en cinco instantes. Ellos son los tres 10 %
instantes donde ha bosquejado la grafica con esquinas y los dos
puntos donde, segun ésta, s es cero.

Tabla 3.28. Categorizacion de las respuestas al item a.

Aqui observamos primero la dificultad que tienen los alumnos de analizar datos
a partir de una tabla, lo que se manifiesta ante la necesidad de bosquejar la grafica, y
luego aparece la dificultad para analizar dicha grafica. Respecto a la forma de unir los
puntos a través de segmentos, indagaciones posteriores realizadas a través de
entrevistas personales nos confirman que el motivo que esgrimen es de que se trata de
un movimiento rectilineo. Esto, a nuestro modo de ver, aparece como un obstaculo que
puede tener un aspecto cognitivo (en cuanto confunde la trayectoria del mévil, que es
rectilinea, con la funcién posicidn, s(f)), pero también un origen didactico
(influenciado por la manera en la que los manuales introducen el concepto, ver Anexo
1). Otra observacién importante es que el 70 % de los alumnos participantes no
interpretan el significado de pendiente en un contexto de variacién de s(f). Confunden
velocidad cero con los ceros de s(¢). Este error es calificado por Azcérate (1990) como
“error tipico” y consiste en confundir los puntos de velocidad méxima, velocidad
minima y velocidad nula con el méximo, minimo y puntos de ordenada nula de la
grafica que representa s().

A la vista de los puntos escogidos en la tabla era de esperar que los alumnos se
ayudaran, entre otras cosas, del teorema de Rolle; sin embargo nadie lo utiliza. Esto

nos hace pensar que, a pesar de que aparece repetidas veces en los distintos niveles de
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enseflanza, su descontextualizacion y aplicabilidad, ya que s6lo se contempla desde sus
consecuencias para el teorema del Valor Medio, aparecen como primera dificultad.

Catalogacidn de las respuestas del item a):

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE . . : : 1.6
ALUMNOS

Tabla 3.29. Catalogacion de las respuestas del item a.

Categorizacion de las respuestas al item b)

CATEGORI{A PORCENTAIJE
Donde la velocidad instantanea es cero, pues como @ = vt, siv =10 60 %
entonces a = 0.
La aceleracion instantanea es la derivada de la velocidad con 10 %

respecto al tiempo. Si a = 0 quiere decir que el mdvil lleva velocidad
constante; como se ve por la gréfica, la velocidad no es constante en
ningln instante. Luego la aceleracion instantanea no es cero en
ninguln instante.

Cuando la velocidad es constante o cuando es cero. 10 %

En tres puntos que son de inflexion (toma los tres puntos donde, 10 %
segun su grafica, hay un cambio de sentido).

La aceleracién sera cero en los instantes en los que la velocidad no 10 %
sea constante, es decir, que varie con el tiempo.

Tabla 3.30. Categorizacidn de las respuestas del item b.

Un 60 % de los alumnos encuestados no asocia el enunciado a fendmenos de
cambio, ya que hacen una descripcion del movimiento a través de la expresion v = at.

Ademads, podemos concluir que un 20 % (10% + 10%) de los alumnos
encuestados tiene la idea de que f{x) = cte., si y s6lo si f(x) = 0. Pero no advierten
que f’(x) puede anularse en un punto sin ser constante f{x).

El 70 % (60% + 10%) de los estudiantes mantienen que v y a tienen ceros
comunes. Si esto se analiza desde el punto de vista de la Fisica, pensamos que existe
un obstaculo proveniente de la descripcion de este fendmeno mediante expresiones del
tipo v = e/t, a = v/t, conceptos previos al de velocidad y aceleracion instantaneos y, por

ende, al de derivada. Hay un alumno que hace referencia a los puntos de inflexidn, es
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decir, asocia la aceleracidn con la segunda derivada y con el estudio de graficas, si bien
en su dibujo no es capaz de mostrar adecuadamente dénde se sitian los puntos de
inflexion.

Catalogacidn de las repuestas del item b)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE 7 2 1 0 1.4
ALUMNOS

Tabla 3.31. Catalogacion de las respuestas del item b.

Categorizacion de las respuestas al item c)

CATEGOR{A PORCENTAJE
Si, en los valores donde v =0. 50 %
Si. 10 %
Si, debido a que para que cambie la aceleracion de positiva a 10 %
negativa debe pasar por cero.
No puede asegurar nada con los datos que tiene. 20 %
No contesta. 10 %

Tabla 3.32. Categorizacion de las respuestas al item c.

Se confirma lo ya visto en el item anterior, con el 50 % de respuestas en las que
se hace evidente que la concepcion de los alumnos es quev=0->a=0-> a’=0.

Un considerable porcentaje, el 30 %, no puede responder a esta pregunta, lo
que pone de manifiesto las grandes dificultades que tiene el alumno para analizar la
informacién dada por una tabla.

Posteriormente, los estudiantes que salvan esta dificultad, cuando vuelcan los
datos en un grafico, se centran solamente en el contexto fisico, olvidando las
herramientas que les proporciona el Calculo y que les permitiria, apoyandose en ellas,
avanzar con ¢xito sobre la situacidén planteada. Aqui se observa claramente la
dicotomia que se mantiene en la ensefianza-aprendizaje de las diferentes disciplinas;
para el alumno se esta en el contexto de la Fisica o de la Matematicas.

En esta situacidn se ponen de manifiesto varias dificultades:
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- Se debe analizar un movimiento a través de valores dados en una tabla sin
conocer la expresidn analitica ni la forma grafica.
- Hay que pensar y relacionar diferentes marcos y contextos.

- Identificar, a partir del teorema de Rolle y sus corolarios, los ceros de la

funcion derivada.

- Poder captar los signos de Ia funcion derivada a partir de la tabla.
Catalogacién de las respuestas del item c)
PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4

NUMERO DE 1.4

ALUMNOS 8 0 2 0

Tabla 3.33. Catalogacion de las respuestas del item c.

A continuacion ilustramos una de las producciones mas representativas dadas

por los alumnos.
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Figura 3.5. Muestra de la respuesta dada por los alumnos.

o SITUACION 2 (3)

Las siguientes grdficas representan la ecuacion del movimiento rectilineo s(1),
la velocidad s'(t) y la aceleracion s'°(t) de un movil. jPuedes identificar cada una?

\.\“ L \“x .
0.5 1 1.5 2\ 2.5
— \\ \\
1y \ \
‘\\ \
2t "\\ \\
r ) Y
' \ \
_.3 \ \\
\ \
\ \

Para analizar las respuestas asignamos un nimero a las curvas, de la siguiente
manera: 1 =s(f),2=5'@y3 =s"(%).

Categorizacion de respuestas:
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CATEGORIA PORCENTAIJE

Las curvas estan bien escogidas. La razén por la que toma 1 como 40 o
. . . . . (1]
s(t) es que el espacio no puede disminuir, siempre debe aumentar.

No responde. 20 %

Toma bien las curvas; la razén de la eleccion la basa sobre el analisis 10 %
e 0
de los puntos criticos.

Escoge las curvas de la siguiente manera: 1 =s°(t), 2=s5"(f) y3 =
s(t). La eleccion de las dos primeras la explicaria por la relacion que, 10 %
seglin dice, deberian guardar s '(¢) y s "(¢).

Toma bien las curvas y trata de explicarlo, con poco éxito, 10 %
analizando los puntos criticos. °

Toma bien las curvas. La eleccidn de s(¢) se debe al analisis de las 10 %
graficas en el origen. °

Tabla 3.34. Categorizacion de las respuestas.

Se observa que un 20 % de alumnos no responden, lo que evidencia las
dificultades que manifiestan para establecer relaciones entre diferentes conceptos,
proporcionados a través de un marco grafico en un contexto fisico. Detectamos
también un posible obsticulo didactico que les lleva a afirmar, en un 40 %, que s(¢)
debe ser una funcidn creciente. Este obsticulo didactico se origina cuando se utiliza
con caracter casi exclusivo un modelo concreto para ejemplificar determinado
resultado fisico (véase Anexo 1). Pensamos que si se utilizan ejemplos variados, los
alumnos serdn capaces también de argumentar de manera alternativa.

Catalogacién de la respuesta:

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE 5 . ¢ | 2.6
ALUMNOS

Tabla 3.35. Catalogacion de la respuesta.
A continuacion ilustramos una de las producciones mds representativas dadas

por los alumnos.
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Figura 3.6. Muestra del trabajo realizado por los alumnos.

a SITUACION 3 (4)

La distancia de una locomotora desde un punto fijo sobre una via recta en el
instante t viene descripta por la grdfica que se muestra.

a) ¢Podrias indicar en qué intervalo o intervalos de tiempo va marcha atras?

b)

¢Podrias escribir, en forma aproximada, los intervalos de tiempo donde la

velocidad es positiva y donde es negativa?

negativa.

Indica los intervalos de tiempo donde la aceleracion es positiva y donde es
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d) La tercera derivada da la variacion instantdnea de la aceleracion.

(Podrias decirnos, en forma aproximada, en qué intervalos de tiempo la

tercera derivada es positiva y en cudles es negativa? ;Por qué?

s(t]

2000 |
1500 -

1000 f

4
-500
-1000 |
Categorizacion de las respuestas al item a)
CATEGORIA PORCENTAJE
Va marcha atras en el intervalo (3, 8), ya que en ese intervalo la
e : 60 %
funcioén s(7) es decreciente (respuesta correcta).
Donde la grafica de s(f) es negativa. 40 %

Tabla 3.36. Categorizacidn de las respuestas al item a.

Catalogacion de las respuestas al item a)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE 2.8
ALUMNOS 4 0 0 6

Tabla 3.37. Catalogacidn de las respuestas al item a.
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Categorizacién de las respuestas al jitem b)

CATEGORIA PORCENTAIJE
La velocidad es negativa en el intervalo donde s(f) es decreciente, es 80 %
decir, en el intervalo (3, 8). En el resto, es positiva (resp. correcta).
Utilizando que v = e/t, concluye que los intervalos positivos son 10 %
(0, 5), (9.75, 11), y que el negativo es (5, 9.75).
Es negativa en los intervalos (3, 5) y (8, 9.7). 10 %

Tabla 3.38. Categorizacion de las respuestas al item b.

Como vemos, hay un alumno que al situarse sélo en el contexto fisico y utilizar

mal las férmulas, llega a una respuesta errénea que le induce a pensar que la velocidad

es negativa cuando s(f) es negativo.

Catalogacion de las respuestas al {tem b)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA

1 2 3 4

NUMERO DE 3.5

1 1 0 8

ALUMNOS

Tabla 3.39. Catalogacion de las respuestas al item b.

Categorizacién de las respuestas al item c)

CATEGORIA

PORCENTAIJE

Utilizando que a = v/, la aceleracion es negativa donde 1o es la
velocidad, es decir, en los intervalos decrecientes de s(?).

70 %

La aceleracion es positiva en (0, 1.6), aproximadamente en t = 1.6 es
donde se halla el primer punto de inflexién de s(z). Es positiva
aproximadamente en el intervalo (1.6, 6), es decir, hasta donde se
halla el segundo punto de inflexién. Por Gltimo, de ¢ = 6 en adelante
vuelve a ser positiva. (resp. correcta)

10 %

Es negativa donde la grafica de s(r) es negativa y positiva donde lo
es (7). Escribe las formulas: e = av, a = v/, v = at.

10 %

Al ser curva la gréfica del espacio, sé que la velocidad no sera
uniforme, luego se podra derivar y por lo tanto existirs aceleracion.
La aceleracion serd negativa cuando se oponga al movimiento, o sea
cuando €] tren esté frenando, es decir, en (2,3)y(7,8), ysera
positiva en el resto.

10 %

Tabla 3.40. Categorizacion de las respuestas al item c.
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Pensamos que estamos frente a un obstdculo que proviene de creer que, en el
movimiento rectilineo, el valor absoluto de la velocidad crece cuando la aceleracién es
positiva y decrece cuando es negativa (70 %). Es decir, el alumno es incapaz de
relacionar la aceleracién con la segunda derivada y, luego, analizar los intervalos de
concavidad de la grafica. En los manuales de Matematicas consultados observamos
que los argumentos conceptuales y estrategias que se manejan en los mismos tienen
como objetivo que el alumno sea capaz de representar funciones a partir de su
expresion algebraica, y la obtencién del signo de las derivadas se realiza desde el
marco algebraico. Todo esto viene a explicar la fragil visién geométrica y grafica que
los estudiantes muestran en sus producciones. Ademas se pone de manifiesto, entre
otras cosas, que los alumnos siguen estrategias basadas en patrones instruccionales y
que las asignaturas son compartimentos estancos.

Catalogacion de las respuestas al item c)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE . ; . : 22
ALUMNOS

Tabla 3.41. Catalogacién de las respuestas al item c.

Categorizacion de las respuestas al item d)

CATEGORIA PORCENTAJE

Utilizando que a = v/, esta tercera derivada es negativa cuando lo es 0

) 10 %
la velocidad.
No responde. 60 %
Sera negativa cuando la aceleracion esté disminuyendo, pero ya no 10 %
puede decir en qué intervalo ocurre eso.
En los mismos intervalos (abiertos) donde la aceleracion es positiva 10 %
o negativa.
Es negativa en (0, 9.7), yaque —a > a. 10 %

Tabla 3.42. Categorizacién de las respuestas al item d.
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Catalogacion de las respuestas al item d)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE 7 2 1 0 1.4
ALUMNOS

Tabla 3.43. Catalogacidon de las respuestas al {tem d.

En los apartados c) y d) hay un bajisimo porcentaje de éxitos alcanzados.

Consultados otros trabajos (Cajaraville, 1996) para similares problemas, pero donde la

funcién se conoce algebraicamente, el porcentaje de éxitos supera el 50 %. Esto pone

una vez mas de manifiesto la necesidad de profundizar didacticamente sobre la

fenomenologia del concepto de derivada apoyada por las derivadas sucesivas y su

capacidad explicativa en diferentes contextos.

A continuacién ilustramos una de las producciones de los alumnos maés

representativas.
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Figura 3.7. Muestra de la respuesta elaborada por los alumnos.

a SITUACION 4 (5)

Un coche que parte del reposo alcanza la velocidad de 100 km/h en 10
segundos; a partir de ese instante continua con esa velocidad. Suponiendo que los
cambios en la aceleracion se han realizado en forma suave:

a) Dar grdficos realistas de la posicion, velocidad, aceleracion y variacion
instantanea de la aceleracion en funcion del tiempo para los primeros 20 segundos.

b) Puedes seguir cualquier orden para dibujar las graficas pero una vez que lo

hayas establecido debes decirnos qué criterios has seguido para ello.

c) ¢Qué crees que debes tener en cuenta para que las grdficas representen un
fenomeno real?
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Categorizacién de las respuestas:

CATEGORIA PORCENTAIJE

Lo que hace estad mal o no hace nada. 20 %

Fl orden que sigue es W(¢), a(t), s(t) y a’(¢). La primera y la tercera
son satisfactorias. La segunda grafica estd mal, pues dibuja una 10 %
parabola hasta los 10 segundos. Para a’ (f) s6lo aparecen dibujados °
los ejes.

Dibuja las graficas en el orden x(¢), v(¢), a(?). La segunda y la tercera
son satisfactorias. Para la primera traza una parabola con eje
horizontal hasta los 10 segundos y a partir de alli una linea oblicua. o

) > . , = 10 %
No hace ninguna referencia a la cuarta. Escribe explicitamente vy =
0, pero no le da significado al dibujar s(¢). También escribe algunas
féormulas fisicas que utilizan diferenciales e integrales.

Traza s(f), v(¢), a(t), a (f). La primera, después de rectificarla, y la
segunda son satisfactorias. En la tercera dibuja una parabola con eje 10 %
horizontal. Para la cuarta s6lo traza los ejes.

Las presenta en este orden: v(¢), a(?), e(t). La primera es satisfactoria.
La segunda sélo logra el éxito hasta los 10 segundos, a partir de alli 0

. . . 10 %
no continda con el dibujo. Para la tercera traza una recta del tipo
e(t) =t. Sobre la cuarta no dice nada.

Se presentan en este orden s(f), v(¢), a(f). La primera y la tercera son
satisfactorias. En la segunda dibuja hasta los 10 segundos una

parabola, igual que lo hace para s(¢), pero a partir de los 10 y hasta 10 %
los 20 segundos traza una linea horizontal. No hace referencia a

a’(?).

El orden dado es s(¢), v(¢), a(?). En la primera dibuja dos rectas

quebradas con distinta pendiente. La segunda y la tercera son 10 %

satisfactorias. No hace referencias a a (¢).

Dibuja v(f) y a(?) en forma satisfactoria. De s(f) y de a’(¢) no dice

0
nada. 10%

Traza sélo v(f). Sobre unos gjes graduados dibuja puntos que
corresponden a v = 10¢ que une formando una linea recta de 0 a 10 10 %
segundos. No hace nada més.

Tabla 3.44. Categorizacidn de las respuestas.
Cuando la aceleracién vale cero no la dibujan, responden que no hay
aceleracion; éste es el motivo por el que el 20 % no resuelve con éxito la situacion.

Esto nos hace pensar que para estos alumnos el estatus de una recta horizontal, y(x) =
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k, es diferente en el caso de que £ = 0. E1 30 % dibuja los intervalos donde @ = 0 o cte.
E1 80% no puede bosquejar nada para el caso de a’(z).

El orden en que realizan las graficas es importante para nuestro analisis porque
con ello esperamos que se pongan de manifiesto algunas de las estrategias utilizadas
por los alumnos; el 50 % comienza graficando w(z).

Para que la grafica represente un fenémeno real, no tienen respuesta el 80 % de
los encuestados. El 20 % dice que debe ser el resultado de una experimentacidén con
datos reales. Con esta pregunta se pretende hacer reflexionar sobre algunas de las
condiciones que deben cumplir las graficas que representan la mayoria de los
fenomenos reales, como es la continuidad y la derivabilidad. En todos los casos las
graficas son dibujadas con puntos angulosos. Los alumnos desarrollan el problema
situdndose en el marco de la Fisica. No hay referencias explicitas al marco analitico-
grafico que encierra implicitamente este problema. Por lo tanto, no se realizan estudios
en puntos particulares, como el origen, ni referencias a la razén de cambio que
conlleva esta situacion. Teniendo en cuenta lo anterior, podemos decir que logran una
grafica aceptable para s(f) en un 30 %, para v(f) en un 60 %, para a(f) en un 40 % vy el
0 % para a ().

No se han detectado estrategias matematicas para pasar de w(¢) a s().

Catalogacion de las respuestas:

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 | 3 \ 4
NUMERO DE 22
ALUMNOS 2440

Tabla 3.45. Catalogacion de las respuestas.

A continuacién ilustramos una de las producciones mas representativas dadas
por los alumnos.
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Figura 3.8. Muestra del trabajo elaborado por los alumnos.

o SITUACION 5 (6)

Desde la terraza de un edificio de altura sy se lanza una pelota hacia arriba

con una velocidad inicial vy, Esta situacion viene descripta por la siguiente ecuacion

diferencial:

st =-g, donde g es la aceleracion de la gravedad.

Resolver esta ecuacion es encontrar la funcion s(t) que describe el movimiento.

Te proponemos intentarlo utilizando el desarrollo de la formula de Taylor para s(t) en

to = 0. Para ello recordemos el desarrollo de Taylor para la funcion s(t)

S(t) = s(ty) + 8'(tg) (t-tg) + 5" (1) (t-1)° / 21 + 57 (1) (t-10) /3! + ...
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Una vez que hayas utilizado los datos proporcionados en el enunciado habrds
hallado una solucion particular del problema. Como en toda ecuacion, una vez

hallada la solucion hay que ver si satisface la ecuacion. ;Puedes verificar la que ti
has hallado? ;Como?

Cuando propusimos esta cuestion a los alumnos de Ingenieria, en el enunciado

les recordamos la expresion de la serie de Taylor y ademas le pediamos que, una vez

hallada la solucidn, la verificaran.

Categorizacion de las respuestas:

CATEGORIA PORCENTAIJE

No responde. 40 %

Desconoce la serie, ya que al pedirle el desarrollo en ¢y = 0, o
20 %
reemplaza por cero el factor (¢ — zy).

Utiliza bien la serie llegando a la expresion s(f) = so+ vot — gt*/2
( resp. correcta).

10 %
Para verificar el resultado parte del enunciado e integra dos veces.
No utiliza la férmula pero intenta algunos artificios para llegar a una 10 %
expresion que le resulta familiar en fisica. °
Reemplaza los dos primeros términos de la serie por cero con lo cual
halla que s(r) = -g/2. Verifica, en forma correcta, derivando dos 10 %
veces s(f).
Resuelve en forma tradicional integrando y utilizando las

. . 10 %
condiciones iniciales. ,

Tabla 3.46. Categorizacidn de las respuestas.

Hay un porcentaje muy elevado, 70 %, que no es capaz de abordar el problema,
poniéndose de manifiesto el desconocimiento que tienen los estudiantes sobre la serie
de Taylor. Esto nos lleva a pensar que existen obsticulos epistemoldgicos que
dificultan la conceptualizaciéon de las ideas que encierra tal serie, incluso a nivel
operativo. Podemos decir que incluso los que han intentado resolver el problema
utilizando la herramienta propuesta no pudieron llegar a un resultado satisfactorio.
Esto dltimo a pesar de que los manuales analizados incluyen ejemplificaciones

practicas de como determinar valores aproximados de funciones a través de los
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polinomios de Taylor. S6lo un alumno, que habia cursado Matematicas y Fisica para la
carrera de Fisica el afio anterior, logré utilizar con éxito la herramienta propuesta.

El método tradicional de integrar, que aparece en los libros de COU
consultados, es la herramienta que utilizan para intentar resolver el problema un 30 %
de ellos.

Catalogacion de las respuestas:

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE 1.7
ALUMNOS >4 0l

Tabla 3.47. Catalogacion de las respuestas.

A continuacién ilustramos una de las producciones mas representativas dadas

por los alumnos.
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Figura 3.9. Muestra del trabajo elaborado por los alumnos.
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CAPITULO 4

PRIMERA EXPERIENCIA: DESARROLLO Y ANALISIS DE LAS
ETAPAS DE APRENDIZAJE

4.0.- INTRODUCCION

En este capitulo presentamos la experiencia correspondiente al curso 1999-
2000; participaron en ella once estudiantes de primer afio de la Licenciatura en
Biologia. Los alumnos emplearon aproximadamente 12 horas de trabajo, que se
desarrollaron en las aulas de la Universidad de Jaén en horarios extraescolares.

Este estudio esta basado en un acercamiento socioepistemolégico, ya que él
nos permite un mejor control del efecto de nuestros disefios didacticos en los
aprendizajes de los alumnos. Las cuatro componentes de este acercamiento fueron
incorporadas en el analisis preliminar, el cual forma parte de la metodologia empleada
para el disefio de la secuencia didactica. Como ya hemos sefialado, la teoria de las
situaciones didécticas es basica en dicha metodologia.

Una situacidon didactica comprende las relaciones establecidas explicita o
implicitamente entre los alumnos, un cierto medio (que incluye instrumentos y objetos)
y el profesor, con el objetivo de que los alumnos se apropien de un cierto
conocimiento.

Dentro de esta teoria se dice que aprender un cierto conocimiento significa
adaptarse a una o a un conjunto de situaciones adidacticas especificas de dicho
conocimiento. Esto se pone de manifiesto mediante un cambio de actitud del alumno
que le lleva a poner en préctica una estrategia que resuelve el problema planteado en la
situacién, de manera que ésta sea estable en el tiempo y estable respecto a los
diferentes valores de las variables didacticas.

Desde el punto de vista social se deben considerar dos hechos fundamentales,
que rigen todo proceso de aprendizaje:

1.- Aunque el aprendizaje se pueda considerar como un logro individual, no
debemos olvidar que es el resultado de un proceso colectivo. Es decir, el proceso de

estudio se desarrolla en el interior de una comunidad, en nuestro caso, en el aula.
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2.- El aprendizaje debe ser algo compartido dentro del grupo para que el
estudio sea efectivo. Esto es, para que el individuo aprenda es necesario que el grupo
aprenda.

Realizaremos un analisis del trabajo de los alumnos a través de las distintas
etapas de aprendizaje que contempla la Ingenieria Didactica. Para ello, tendremos en
cuenta todas las interacciones de los estudiantes con el medio. En la primera etapa sus
producciones fueron individuales y escritas, en las siguientes la informacion fue
captada en cintas de audio.

La actividad planteada consta de cinco situaciones-problemas. Con
posterioridad, para estudiar la evolucién de los significados personales se trabajé sobre
otras tres situaciones-problemas. Dichas situaciones-problemas se hallan descritas en
el apartado 3.4.

De forma general, el analisis lo enfocamos de la siguiente manera:

1. Nos centramos en los esquemas conceptuales de los alumnos sobre los
conceptos que hemos clasificado como claves. Para ello, analizamos las
respuestas dadas por los estudiantes en forma individual.

2. Observamos, ademas, los procedimientos que utilizan los alumnos en el
tratamiento de dichos conceptos.

3. Por ultimo, se hace un estudio de la evolucion de los esquemas
conceptuales y procedimientos de los alumnos a lo largo de las diferentes
etapas de aprendizaje.

La metodologia de la Ingenieria Diddctica es de preeminencia cualitativa; sin

embargo, a lo largo del analisis realizado en esta investigacion trataremos de obtener
datos cuantitativos en la medida que esto sea posible, dado el reducido nimero de

alumnos con los que hemos trabajado.
4.1.- ETAPA DE ACCION

Primero planteamos lo més relevante en cuanto a la construccién realizada por
los alumnos en la etapa individual. A continuacién construimos categorias de las
diferentes argumentaciones, interpretaciones y conclusiones que aparecen en las
respuestas de los estudiantes. Con este objetivo analizamos por separado cada uno de

los items del problema. Por ultimo catalogamos las respuestas, obteniendo asi una
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puntuacién media. Esta forma de evaluar la produccion de los estudiantes es la misma
que hemos adoptado para la valoracién de la muestra piloto de los alumnos de
Ingenieria Técnica (apartado 3.6.5).

Por lo tanto, el estudio y analisis de esta etapa queda ordenada, por situacién-
problema, de la siguiente manera:

1.- Produccién de los alumnos.

2.- Conclusiones.

3.- Categorizacion y catalogacion de las respuestas.

4.- Muestra representativa de la produccidn de los alumnos.
Participan en esta experiencia once alumnos, salvo en la situacion 1, que lo hacen diez;

nos referiremos a ellos por sus nombres.

o SITUACION 1(1)
Consideremos dos tanques, uno cilindrico y el otro con forma de cono circular recto con
vértice hacia arriba {como se muesira en la figura), ambos tienen igual radio v altura. En ellos se vierte

agua a un ritmo constante, comenzando al mismo tiempo.

&= &=
B
A —
1 Vol
“h Y
/1 \ \ I/
/ Iy %W‘ i | /,»j

a) Bosqueja una grdfica h(t) (altura en funcion del tiempo)} asociada con el llenado de los dos
recipientes, en las condiciones descritas anteriormente. Compara las grdficas v escribe todo lo
que puedas concluir sobre ellas.

b} ¢Cambian las grdficas si invertimos la posicion de los recipientes? (ver figura). ;De qué

manera? Haz un bosquejo como en el apartado anterior.
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1.- Produccion de los alumnos
Alicia
A través de un andlisis de la geometria de los recipientes concluye que el cono
tiene menor volumen, por lo que se llena antes. En el siguiente paso analiza la
variacion de la altura del agua a medida que se va llenando el recipiente cénico, con lo
que concluye que “en principio lo hace mds despacio, pero conforme va subiendo
cada vez tarda menos tiempo en subir”. Acaba diciendo que la gréafica es exponencial.
Para el caso del recipiente cilindrico dice que el ritmo de llenado es constante,
por lo que la grafica es una recta. Trata de dar algunos valores numéricos para
corroborar lo que ha pensado, realizando graficas a escala para el caso de los dos

recipientes.

Cuando considera los recipientes en la posicidn invertida dibuja, para el caso
del recipiente cénico, la grafica de una funcidn irracional del tipo y = #/x . A fin de

realizar el bosquejo toma una escala.
Observaciones

Podemos concluir diciendo que logra en forma muy satisfactoria representar
graficamente el fenomeno, si bien le falta el analisis en los instantes inicial y final del

mismo.

Penélope

Comienza observando los elementos fisicos y geométricos del problema. Luego
hace una descripcion del fenémeno que le lleva a concluir para el caso del recipiente
cbnico que éste viene descrito por una grafica de tipo potencial, en tanto que para el
recipiente cilindrico la grafica es una recta. Ambas graficas pasan por (0, 0) y por (¢,
h), pero no compara los tiempos que se necesitan en cada caso para alcanzar la altura
total.

Cuando cambia la posicion de los recipientes, en el caso del cilindrico dice “no

ocurre nada’; para el recipiente conico “la grdfica seria al revés que la otra” y dibuja
la rama correspondiente a una funcidn del tipo y = 1x .

Observaciones
Podemos concluir diciendo que establece una acertada observacion y

descripcion de los fenomenos en forma independiente, ya que en ningiin momento
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hace referencia a los tiempos que tardan en llenarse en forma comparativa. Realiza los

graficos sin utilizar escala.
Inma

Dibuja los dos recipientes observando sus caracteristicas geométricas. El
fendmeno, en el caso del recipiente coénico, lo representa aproximadamente por una
parabola y sobre el mismo par de ejes dibuja la recta que describe el fendmeno que
ocurre en el recipiente cilindrico. Hace notar, ya que los graficos los realiza a escala,
que el tiempo que tarde en llenarse el primer recipiente es menor que el del segundo.
Refiriéndose al recipiente cilindrico dice “la grdfica del cilindro sigue una altura de
llenado a un ritmo constante de tiempo, por tanto es continuo”.

Al invertir los recipientes dibuja, para el recipiente cilindrico, la misma grafica
tomando una escala en el eje del tiempo. Mientras que para el recipiente conico dice “
la cosa cambia a la inversa” y dibuja en el mismo par de ejes la rama aproximada de
una parabola con eje x. La particularidad de esta grafica es que todos los puntos de la
parabola estan por debajo de los de la recta.

Observaciones

Para concluir, podemos decir que realiza el analisis de los fendmenos
adecuadamente, pero no advierte que el tiempo que tarda en llenarse el recipiente
conico debe ser el mismo en cualquier posicion en que se encuentre. Por lo tanto, hay
dos puntos en ambas graficas que deben coincidir, que son justamente los instantes
inicial y final. Es de resaltar que en el eje del tiempo toma una escala en todas las

graficas.
Susana

Hace una descripcidn de cdmo concibe el fendmeno. Para el caso del recipiente
conico, dice “empieza llenandose lentamente porque su espacio en la base es grande
pero cada vez va aumentando la rapidez de llenado ya que va disminuyendo su
espacio segun va tomando altura”. Dibuja una grafica del tipo potencial.

Para el caso del recipiente cilindrico, dice “la velocidad es siempre la misma
ya que el espacio es el mismo en todo el recipiente”. Dibuja una recta bisectriz en el

primer cuadrante.
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Al invertirse los recipientes el fendmeno lo describe por graficas en un mismo
par de ejes. La que corresponde al recipiente cilindrico la mantiene igual, en tanto que
para el otro recipiente muestra una grafica del tipo y= ifx, que crece muy
rapidamente casi hasta la altura total y luego la continua casi constante con el valor A.
Observaciones

En conclusidén, no utiliza ninguna escala para realizar las graficas; sin embargo
es evidente que considera que el recipiente conico tarda menos tiempo en llenarse que

el otro. Tampoco considera explicitamente la dimension de los recipientes.

Rosario

Dibuja los dos recipientes teniendo en cuenta sus dimensiones. Representa los
fendmenos a través de rectas sobre ejes cartesianos donde toma en el eje de las x la
altura y en el eje de las ordenadas el tiempo. La recta con la que representa el
fendmeno en el recipiente cilindrico es de mayor pendiente que la otra. Ademas, dice
“El cilindro se llena en el doble de tiempo que el cono, ya que el volumen de éste es la
mitad que el del cilindro”.

“Las grdficas no cambian al variar la posicion de los recipientes”, después de
hacer esta afirmacién vuelve sobre sus pasos porque parece darse cuenta de que lo que
ha hecho para el caso del recipiente cénico no estad bien. En la nueva grafica retoma las
variables sobre los ejes de la misma forma que hizo anteriormente y nos explica “la
funcion es una curva ya que el tiempo es constante, pero no lo es la altura, la altura

aumenta mds rapidamente en el mismo tiempo”. Dibuja para un caso una funcion del
tipo y =x" yen el otro yzw.
Observaciones

Para concluir podemos decir que no nos parece que haya entendido fisicamente
los fendmenos que tiene que modelizar. Nos llama la atencién que no repare que la

variable independiente es el tiempo. No justifica el motivo que le llevo a pensar en las

nuevas graficas.

Lydia
Dibuja los dos recipientes teniendo en cuenta sus dimensiones. Luego escribe
las férmulas del volumen: ¥, =§r2h ,  V,=m’h para el recipiente cdnico y
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cilindrico respectivamente. A partir de ellas infiere que el primero se llena mas rapido
1
porque es 3 menor que el segundo. La grafica con la que representa el fenomeno para

el primer recipiente es una funcién potencial; la dibuja tomando una escala en los ejes.
En el caso del segundo recipiente el fendmeno es modelado por una recta de pendiente
positiv; para su trazado no utiliza escala.

Cuando invierte los recipientes dice “la grdfica del primer tanque pasa de ser
parabdlica a exponencial debido a que el tanque se llena antes con el vértice abajo”,
se retracta de esa afirmacion y concluye que el tiempo que tarda en llenarse es el
mismo. Dibuja las graficas que corresponden al recipiente conico en las dos posiciones
mostrando que se llena en el mismo tiempo. La grafica para el segundo recipiente
permanece igual que en la primera posicidn.

Observaciones

Concluyendo, podemos decir que analiza el volumen de ambos recipientes
llegando acertadamente a que el primero se llena antes que el segundo, pero no explica
por qué el fendémeno lo representa en un caso por una funcién potencial y en el otro por
una recta. Cuando cambia la posicidon de los recipientes habla de una funcién

exponencial sin ahondar en la forma de ésta en el origen.

Maria del Carmen

Dibuja los dos cuerpos teniendo en cuenta sus dimensiones. Construye las
graficas teniendo en cuenta una escala sobre los ejes. La grafica que modeliza el
fendmeno en el recipiente cénico es una funcidén potencial, en tanto que para el
segundo recipiente lo modeliza con una funcién lineal. Puede observarse que considera
que el primer recipiente tarda menos tiempo en llenarse.

Al cambiar la posicion de los recipientes cambia la grafica del primero por una
funcion del tipo y = 1fx y la segunda la mantiene igual, haciendo una descripcién del
fenémeno.

Observaciones

Logra hacer una buena descripcién de los fenomenos fisicos y de su

modelizacion a través de graficas.
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Rafael

Dibuja ambos recipientes y luego traza las graficas en un mismo par de ejes
tomando una escala sobre ellos. Con esto nos muestra sus ideas de los modelos
comparativamente. Para explicarlas dice “la grdfica A es una grdfica uniforme que
muestra que al principio tarda lo mismo en llenarse los dos recipientes, pero luego A
empieza a ganarle terreno y acaba antes, debido a que tiene menor volumen que B, es
una grdfica uniforme y rectilinea”.

Al invertir la posicion de los recipientes mantiene la del tanque cilindrico como

una funcidn lineal, en tanto que para el otro cuerpo dibuja una curva que se aproxima
a una funcién del tipo y =1/x. Lo explica diciendo “Ahora A se llena rapido al
principio, pero va perdiendo velocidad de Illenado, es decir, cada vez tarda mas en
llenar cada cm” debido a que cada vez es mayor el volumen. B no cambia debido a las

propiedades de un cilindro”.

Observaciones

Ha logrado entender el fendmeno y ha creado un modelo grafico para

visualizarlo.
David

Dibuja los recipientes teniendo en cuenta sus dimensiones. Dibuja las graficas
en un mismo par de ejes, con escala sobre ellos. En el caso del recipiente cilindrico la
grafica es una recta y en el caso del recipiente conico una funcién potencial. Ademas
realiza un calculo aproximado del tiempo que tardan en llenarse.

Al invertir la posicion de los recipientes mantiene la grafica del cilindro, en
tanto que para el otro cuerpo dice “se obtiene una grdfica del tipo exponencial que es
la inversa de la parabola anterior”. Parece que el tiempo que tardan en llenarse ambos
recipientes lo considera igual.

Observaciones

En general logra un modelo grafico bastante aproximado para describir los

fenémenos.

Mari Carmen

Dibuja los recipientes llamando A al cilindrico y B al cénico. Para el primero

dibuja sobre ejes graduados una recta. En el caso del segundo aproxima la curva con
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una funcién potencial mediante trazos rectilineos; esto lo explica diciendo “Sin
embargo, en la grdfica B observamos una recta creciente debido a que el cilindro es
distinto en cuanto a estructura, es decir, es mds ancho por una parte que por otra, lo
que conlleva a que en un determinado tiempo, al estar en la superficie mds ancha, el
cilindro se llena menos rdpidamente que con la superficie mds estrecha sobre la cual,
en un mismo intervalo de tiempo, va a coger mds altura”.

Cuando se invierten los recipientes mantiene la recta para representar el
fenémeno que ocurre en el cilindro y, para el caso del cono, dibuja sobre ejes
graduados una curva que aproxima por segmentos rectilineos a una funcion del tipo
y=Ax.

Se refiere a grafica uniforme para el caso del cilindro. Ademas hace un analisis
aislado para cada situaciéon y no compara el tiempo que tardan en llenarse ambos
recipientes.

Observaciones

Para concluir podemos decir que logra expresar, a través de un modelo grafico,
la variacién de A(%).
2.- Conclusiones

Podemos concluir diciendo que logran en forma muy satisfactoria representar
graficamente el fendmeno. Sin embargo creemos conveniente remarcar las

observaciones siguientes:

- Deberian realizar un analisis mas exhaustivo del fendmeno en los instantes
iniciales y finales.

- Falta una referencia explicita a los tiempos que tardan en llenarse en forma
comparativa ambos recipientes o el mismo recipiente en dos posiciones

diferentes.

- En algin caso se habla de una funcioén exponencial sin ahondar en la forma
de ésta en el origen.
3.- Categorizacion y catalogacion de las respuestas
Para la categorizacion de las respuestas dadas a esta situacién la dividimos en
dos items, dependiendo de la posicion de los recipientes. Trabajaron esta cuestidn,

como ya hemos sefialado, diez alumnos.
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Categorizacion de respuestas al item a)

CATEGORIA PORCENTAJE

El fendmeno, para el caso del recipiente cénico, se representa por una
funcidn irracional clibica (o aproximadamente por una parébola) y 80 %
para el recipiente cilindrico por una funcién lineal (respuesta °
satisfactoria).
Toma en el eje horizontal los valores de % y en el eje vertical ¢. En el
caso del recipiente cilindrico dibuja una recta y para el otro 10 %
recipiente, aproximadamente, una parabola con eje vertical.
El fenémeno, para el caso del recipiente conico, puede representarse

10%

por una funcidn del tipo exponencial y para el recipiente cilindro por
una recta.

Tabla 4.1. Categorizacidn de las respuestas a la situacion la.

Catalogacion de las respuestas al item a)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA

1 2 3 4

NUMERO DE
ALUMNOS 0 0 2 8

3,8

Tabla 4.2. Catalogacion de las respuestas a la situacion 1 a.

Categorizacion de respuestas al item b)

CATEGORIA PORCENTAIJE

La grafica para el recipiente cilindrico no cambia. En el caso del
otro recipiente, la grafica que representa el fendmeno corresponde a 80 %
una funcidn irracional ctbica (resp. satisfactoria).
Representa la altura sobre el eje horizontal y el tiempo sobre el eje
vertical. La gréfica para el caso del recipiente cilindrico no varia y o

o e ) ) : 10 %
para el caso del recipiente conico la parabola tiene ahora eje
horizontal.
En el caso del recipiente cilindrico la grafica permanece igual. Para 10 %

(1]

el recipiente conico la grafica varia a una exponencial.

Tabla 4.3. Categorizacion de las respuestas a la situacién 1 b.
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Catalogacién de las respuestas al item b)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA

1 2 3 4

NUMERO DE

A

3,8
LUMNOS

Tabla 4.4. Catalogacion de las respuestas a la situacion 1 b.

En general, las estrategias utilizadas explicita o implicitamente son las de

comparar volimenes y luego la forma de los recipientes. Notamos la falta de

observacion sobre lo que sucede en los instantes inicial y final. Podemos decir, y se ve

por la puntuacion media obtenida, que todos los alumnos han logrado expresar

satisfactoriamente a través de un modelo grafico la variacion de A(f), que era el

objetivo de esta situacion.

4.- Muestra representativa de la produccion de los alumnos

Presentamos a continuacién una muestra significativa de la produccion de los

estudiantes.

H.

S;\ (bnt)*/\l.u{\m Ry %o w\ “ﬁr\w\dc s (vumd\.\ anlutretion ok
do. aolio Jﬂ IO rm da OX{MM O&%‘Q\'\A\. Q u%m‘g\

Yo o dim Q ik o8 3k Qe G d N
Jg) Q Oﬁnhehw\m%g; M&D m/\)?»&z,\@ el
o ormlos Gms sond st ) 2onds Py, O

<. %"‘”C{m G dndv as Qa4 A arue. DQ(’Judu o
@\%Q Y 6re B e DR O n rades Gm{cm‘h.

ol \(of\qm olindn e WW*JWP o rsen qu 3 8Rie iy o o

ST UGN cawj’mx o\\amu rocth. 0% 0erlny o&kn&m% 0¥ fm\m
o ohoiy o b e B
Q;n ) NN W

m S Qo SN WQ)‘\'N»
T

¥ 3
i L ENG LR T P S T =

167




Capitulo 4

Sk Grn Papafey e 9}«1&5 N mlkx fodlf\nﬂ_ Gruan Pﬁmd) \pma\& Ot d L‘)-}QMYVEV\
JR Gre o parsn e R A clmdes P Q}C{;mw\(& n Pore v pOran
‘bwp&.

g dd G lodie o o e ek que b O rveriourthy GreoTnkinn

T, pin o cbedds e e > po.den N@MMVM Q iore
o~ W panm Q. ner TN O;Q-ORt&\h Q\JE‘.Q)\ Q%M Fox el Gh‘\“h"t.;o Grre

A Broboe & precn tidiede fodi pderan ot vandi o o estie
S L W U %w‘do QA{./\WPQ qwm%dﬁ_ FIN r\m)\'f}o\ e O df'é‘;%ny_g&
Tr widanbpey Q poailonde & adpraden @quhic 0 elindde o los
Qs plaotmn M eman QR & omnes Omlftt\, [ Qdd gra 2 Grnluc.
oR¥erud> ofoda Lre %N‘:;}«ex dmj\»es @x‘)nmd:;\ R RIN L unis e
Q @%’Q{& ol € gre fr & cuFenion

jorm i
[Sagt For Q(}llrvéa d"bcm«Pe tre o e,
§ ™~y Qo&tm» on @ (W\‘of‘”n .

Wea d
Lo

AN A I S TERE PR

N L

Figura 4.1. Muestra de la produccién de los estudiantes en la situacién 1.

Primera experiencia

o SITUACION 2(2)

Un movil se desplaza con movimiento rectilineo no uniforme. En la siguiente tabla se muestran

las posiciones (en metros, desde el origen de coordenadas) en ciertos instantes.

t (segundos) 0 1

2 3 4

s (metros) 3

2 5 -2 0

a)

b)

A partir de estos datos, determina (razonando tu respuesta) para cudntos valores de 1,
como minimo, el movil tiene velocidad instantanea cero.

¢Para cudntos valores de t, como minimo, la aceleracion es cero? jpor qué?

(Se puede asegurar que la variacion instantanea de la aceleracion s’’°(3), conocida como

tirén, toma el valor cero en algin instante dentro del intervalo considerado? Explica con

detalle los motivos y razones de tu respuesta.
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1.- Produccion de los alumnos
Alicia

Comienza dibujando los puntos en un par de ejes donde representa el tiempo en
las abscisas. Une dichos puntos con segmentos, pero suaviza los vértices. Luego trata
de recordar las formulas de la Cinematica diciendo “la formula de la velocidad era la
derivada del espacio” y con esto concluyequeen¢t=0,v=0 ytambiénent=1, v
= (); después de esto advierte que hay algo raro y lo deja.

Ve~ Vi,
¢

En el apartado b) dice “la aceleracion era igual a la

con lo cual concluye

que todo es cero. En este momento se da cuenta de que no puede seguir.
Observaciones

En conclusion, trata de enfocar el problema haciendo una grafica cartesiana con
los puntos dados en la tabla. También intenta recordar las férmulas de la cinematica

con poco éxito. Por ultimo, se da cuenta de que no puede abordar el problema.

Penélope

Construye dos graficas, la grafica z-s 1a hace uniendo los puntos con segmentos.

. . . ds
Luego toma un camino, que mas tarde abandona, teniendo en cuenta que v = & con lo
t

cual concluye que v(4) = 0. Prosigue diciendo v = ) , V=0 cuando s = 0, pero advierte
t

que el mdvil se mueve alejdndose y acercandose a un punto fijo, lo que le lleva a decir
“el movil en los instantes en que cambia de sentido tendrad velocidad cero, ademds de

en el ultimo segundo, porque supuestamente se para’.
» ¢ v . 7 ’
En el apartado b) escribe “a =—, entonces la aceleracion seria cero en los puntos o
t

instantes donde la velocidad fuese cero, en los que el movil se para”.
En el apartado c) después de escribir Aa =a, —a,, no puede continuar.
Observaciones

Para concluir, podemos decir que estamos frente a un teorema factual del tipo:

v(t,)=0->a(t,)=0. El analisis grafico que realiza a partir de la Cinematica le lleva a

obtener para el apartado a) buenos resultados. El punto 7 = 4 es conflictivo.

169




Capitulo 4 Primera experiencia

Inma

Dibuja una grafica cartesiana tomando el tiempo en el eje de las ordenadas. De
acuerdo con esta grafica dice “e/ movil tiene velocidad instantanea cero en los puntos
donde cambia el crecimiento de la funcion, concretamente aquéllos que son mdximos y
minimos relativos”, por lo tanto, para ¢t = 0, t = 4. Luego, contimia diciendo “son
también puntos donde la funcion pasa de concava a convexa y viceversa y ademds la
derivada de la funcion en ese punto es cero”.

En el apartado b) los instantes donde a(f) = 0 se hallan en (¢, s) = (4, 0) y (1, 2)
porque, segun ella, es en el tramo no creciente, ya que la velocidad disminuye.

En el apartado c) escribe lo siguiente s’”’(#) =0 parat =0, s(f) =3. Perono lo
justifica.

Observaciones

Podemos concluir diciendo que en algunos casos utiliza con bastante eficacia
las herramientas y conceptos matematicos que conoce, como lo hace en el apartado a),

llegando a resultados satisfactorios.

Susana

Al dibujar los puntos en un sistema de ejes coordenados toma el tiempo en el
eje de las ordenadas; a dichos puntos los une con trazos rectos. Luego calcula la
velocidad media para cuatro intervalos y lo explica de esta forma “en el intervalo de t
=2 at =4 el movil sale con una velocidad de 2 pero justo en el segundo 4 la

velocidad es cero y su recorrido también es cero, pero en ese momento no es la

velocidad instantanea”.

0

En el apartado b) hace el siguiente razonamiento, en ¢ = 4, §=Z =0; por lo

0
tanto a=—=0.
i

En el apartado c) calcula la velocidad media en los diferentes intervalos y en
todos los casos obtiene valores diferentes de cero, lo que le lleva a afirmar “el movil

lleva una aceleracion determinada igual que ocurria en la velocidad instantanea”.

Observaciones

Para concluir, lo primero que podemos observar es que no tiene en cuenta cual

es la variable independiente y cudl la dependiente. Adem4s, une los puntos con una
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poligonal formando una grafica que no es derivable en todo el intervalo donde debe
considerarla. Otra cosa a destacar es que prima en ella la idea de que si v = 0 entonces
a = 0 para un instante determinado. No tiene claro el concepto de velocidad media y
velocidad instantanea, lo mismo que para el caso de la aceleracion media e

instantanea.
Rosario

No realiza graficos cartesianos. En el apartado a) afirma que en ningun instante
la velocidad es cero y lo justifica de la siguiente manera: “En ninguno porque el movil
no se para en todo el tiempo”.

Para el apartado b) dice “En ninguno porque cambia de velocidad en todos los
instantes’.

Contesta al apartado c) diciendo “No, porque en todos los instantes cambia de
velocidad ™.

Observaciones

Como conclusién podemos destacar que hace un dibujo donde quiere reflejar el

movimiento de un movil. Creemos que no entendid el enunciado, pues no intenta

abordar con argumentos validos el problema.
Manuel

Dibuja los puntos en un par de ejes #-s y los une a través de una poligonal.
Luego determina los intervalos donde el mévil retrocede y donde avanza. Los instantes
en que v=0sonparat =1, 2, 3 porque en esos instantes, dice, e/ movimiento cambia
de direccion. Asegura que la derivada del vector velocidad sera cero.

En el apartado b) los instantes donde se anula la aceleracién sonz=1,2y3 lo
justifica de la siguiente manera: “Para que un movil detenga su desplazamiento en
cualquiera de los dos sentidos debe haber una aceleracion positiva y una
desaceleracion negativa”. A continuacidn utiliza una version del teorema de Bolzano
para mostrar que en esos puntos el valor de la aceleracién es cero porque, dice, la
aceleracion toma valores de signos opuestos en los extremos del intervalo.

El apartado c) no lo responde.
Observaciones

Como conclusion, hacemos notar que aparece el teorema v =0 -» a =0 para
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t = t,. También podemos destacar que trata de usar argumentos tanto fisicos como

matematicos para justificar sus respuestas.
Lydia
Representa los puntos en un par de ejes coordenados #-s y los une formando una

grafica con derivadas en todos sus puntos. A continuacién dice que v = y por lo

~ |t

tanto v=0 donde s =0; esto ocurre paratentre2 y 3 yent=4.

. . : : . s
En el apartado b), siguiendo ¢l razonamiento anterior, dice “si a =—- cuando
t

lo fuera la superficie t = (2,3) ypara t =4".
En el apartado c) no hace nada.

Observaciones

., .8
Como conclusidon podemos destacar que aparece el teorema factual, siv=—,
t

s=0-=2>v=0->a=0parat=t,. Hace referencia a la superficie, creemos que la
confusion se debe al nombre con el que hemos indicado el desplazamiento. No
identifica en la grafica que construye ninguna herramienta ni concepto matematico que
sea capaz de asociar a los conceptos fisicos y le ayuden a avanzar en el problema

planteado.

Maria del Carmen

Dibuja, en un par de ejes s-¢, los puntos dados en la tabla del enunciado,

tomando como variable independiente s, y los une con una poligonal. Luego, tratando

, . L ) 1
de recordar las féormulas de la Cinematica, escribe v, , =v, +—at’; de esta toma

inst

v, =0 porque dice “la grdfica no empieza desde el eje de coordenadas” y luego

concluye que v=0 cuando ¢=0.
En el segundo apartado dice “la aceleracion es cero cuando t = 0, al ser no
uniforme quiere decir que va cambiando la velocidad, por lo tanto debe haber

aceleracion salvo que t = 0 y cuando v, ,=0—>a=0". A continuacién repite la

inst

primera grafica para s, y hace otra para s’ pero ahora cambiando el crecimiento de la
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’

funcion para los mismos intervalos. Para s ", s6lo dibuja los gjes. Concluye que cuando
§=0->v=0—>a=0.
En el tercer apartado no hace nada.
Observaciones

En resumen, se ve claramente la presencia del teorema factual
s=0—>v=0—>a=0. En la representacion grafica toma como variable independiente
a 5. Recuerda que si la velocidad varia existe una aceleracién diferente de cero, pero

luego basa su anélisis en el teorema factual que le lleva a conclusiones falsas.
Rafael

No hace graficos. Hay un sélo instante donde afirma que la velocidad toma el
valor cero, en ¢t = 4. Ademas habla de un choque que debe haberse producido para que
el movil se desplace 2m en sentido contrario, luego reflexiona “sin embargo, para
invertir el sentido ha tenido en algun momento que pararse’.

La aceleracion es cero en el instante inicial, es decir en el punto (0, 3) porque
va a velocidad constante. En el resto no, afirma, porque el movil acelera y desacelera.

En el tercer apartado asegura que en algin instante s’ ’’(f) = O y justifica
diciendo “ya que cuando el movil choca v = 0, por lo que en ese instante a = 0.
Observaciones

Aqui podemos destacar que trata de buscar las causas del movimiento al hablar
de choque y del principio de accién y reaccion. Se nota la presencia del teorema
factual v=0 - a =0 = a’ = 0, aunque no haga referencia a esta ultima en forma

explicita. No realiza ninguna representacion grafica.
David

Representa los puntos en un par de ejes -5 y los une formando una gréfica

derivable en todo el intervalo. Luego considera los instante donde se anula la
velocidad, ¢=3.5 yt=4y agrega, por la férmula v = —j— , s1s = 0 entonces v = 0.

En el apartado b) responde que a seré cero en los mismos instantes en que v =0.

Fl apartado c) no lo responde.
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Observaciones

Como conclusién podemos destacar que no utiliza la grafica que traza con
bastante acierto y en la que, en principio, creimos que se iba a apoyar para analizar y
progresar en el problema. Mas bien pensamos que ésta actud en él como un obstaculo

ya que a través de ella y de la relacién v = i, infiere que en los puntos (¢, 0) la

t

velocidad es cero.
Mari Carmen

Construye la grafica de una funcién derivable que pasa por todos los puntos
dados. Luego da los valores donde v=0, que son t=2.5yt=4.

En el apartado b) infiere que a =0 donde v=20, es decir,ent=2.5yt=4.

En el apartado c) dice “No, porque la aceleracion en el medio va a ser
constante, si nos referimos concretamente a un tipo de aceleracion, entonces podemos
decir que si, puede que tenga valores diferentes e incluso el valor cero”.
Observaciones

Podemos concluir diciendo que se nota la presencia del teorema factual. No
hace un uso correcto de la grafica y de todos los elementos que ésta le ofrece para

analizar el problema; mas bien, infiere conclusiones erréneas.
2.- Conclusiones

A la luz de este analisis debemos tener presentes las siguientes observaciones
realizadas sobre la produccidén de los estudiantes.

- La parte algebraica, es decir, la busqueda de la férmula que pueda
manipularse algebraicamente es lo que prima, en un alto porcentaje: 64% de
los casos.

- La tasa de variacién de la aceleracion o variacidon instantanea de la
aceleracion, que ademas se ha indicado como la derivada tercera, s’’(¢), no
logra significacion alguna en un 45% de los casos.

- Las afirmaciones que hacen a partir de la Cinematica como son: a) donde hay
variacién de velocidad hay una aceleracion diferente de cero; b) la variacion
de posicion indica la existencia de una velocidad diferente de cero, etc., son

afirmaciones que no se reconocen en la grafica; luego, nos hace pensar que
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¢ésta no les ayuda a evolucionar en el problema, mas bien parece que les lleva

a donde el teorema factual estd muy presente, en un 82% de los casos.

- En esta primera etapa se nota la necesidad de apoyarse en lo algebraico,
como las férmulas de la cinematica, para avanzar en la resolucién de un
problema fisico. Visualizar el problema a través de una grafica ofrece una
herramienta poderosa para las ciencias experimentales, ya que permite
predecir la evolucion del fenémeno sin la necesidad de apoyarse
exclusivamente en el modelo algebraico. Esto creemos que estd poco
explotado en nuestro sistema de ensefianza.

A continuacion presentamos un cuadro donde se resumen, para cada estudiante,
las caracteristicas relevantes observadas en su producciéon. Dichas caracteristicas las
podemos englobar asi:

1. Busca una férmula algebraica que le ayude a resolver el problema.

2. Observa alguna caracteristica, en la grafica de la funcién que ha
construido, que le permita reconocer los puntos notables de la grafica de
la funcién derivada primera.

3. Idem para el caso de la funcién derivada segunda.

4. ;La aceleracién es una funcion derivable?

5. (La gréfica, que construye con los puntos dados en la tabla, es derivable

en todo el intervalo?

6. Aparece el teorema factual: S=0—=>v=0—->a=0,
En el cuadro que mostramos a continuacién consideramos estas seis
caracteristicas para resaltar como se ponen de manifiesto en la produccion individual

de los estudiantes; para ello utilizamos la siguiente simbologia:

Cuando a través de su produccién se infiere una resolucidn satisfactoria o positiva de
+ la situacion planteada.

Cuando la produccién del estudiante es poco satisfactoria o negativa para poder
- resolver la situacién planteada.

0 No contesta

Aborda el problema en forma positiva aunque no llega a una resolucion satisfactoria
del mismo.
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CARACTERISTICAS RELEVANTES

ALUMNOS
1 2 3 4 5 6
ALICIA + o) ) o) + +
PENELOPE + + 3 / 3 +
INMA 3 + + + 3 B
SUSANA + _ _ + _ +
ROSARIO _ _ _ _ O _
MANUEL _ + _ O _ +
LIDIA + _ _ O + +
M. DEL CARMEN + _ _ O ~ +
RAFAEL . _ _ + O +
DAVID + _ _ O + +
M. CARMENR.S. + B _ / + +

Tabla 4.5. Caracteristicas relevantes en la produccién

individual de los estudiantes en la situacion 2.

A continuacidn realizamos un analisis cualitativo y cuantitativo de cada item de

esta segunda situacidon-problema.

3.- Categorizacion y catalogacion de las respuestas

Categorizacién de respuestas para el item a)

CATEGORIA PORCENTAJE
La velocidad es cero en los instantes en que el mo6vil cambia de
: . . 36 %
sentido; ademas en ¢ = 4 porque se detiene.
La velocidad es cero donde s toma el valor cero. 27 %
Toma ¢ en ¢l eje de las ordenadas y s en el eje de las abscisas. 18 %
Utilizan las ecuaciones de la Cinemaética para el M.R.U. y M.R.U.A. °
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Dibuja el tiempo en el eje de las ordenadas y s en el eje de las
abscisas. La velocidad instantanea es cero en los méximos y 9%
minimos de la funcion.

No toma nunca el valor cero ya que el movil estd siempre en 9 9
. . (o}
movimiento.

Tabla 4.6. Categorizacién de las respuestas a la situacidén 2 a.

Catalogacion de las respuestas para el item a)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA

1 2 3 4

NUMERO DE 2,2

ALUMNOS

Tabla 4.7. Catalogacién de las respuestas a la situacion 2 a.

Categorizacion de respuestas para el item b)

CATEGORIA PORCENTAIJE
La aceleracion es cero donde v =0. 64 %
La aceleracion nunca toma el valor cero porque la velocidad 18 %

cambia en todos los instantes

La aceleracidn es cero donde la velocidad disminuye. 9 %

La aceleracién se anula donde el tiempo es cero. 9%

Tabla 4.8. Categorizacidn de las respuestas a la situacion 2 b.

Catalogacidn de las respuestas para el item b)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA

1 2 3 4

NUMERO DE g | 3| 0| o 13

ALUMNOS

Tabla 4.9. Catalogacion de las respuestas a la situacion 2 b.
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Categorizacion de respuestas para el item c)

CATEGORIA PORCENTAIJE
No sabe o no contesta. 46 %
No toma el valor cero o no puede asegurar que tome el valor cero en 27 %

algin punto del intervalo.

La variacién de la aceleracion, s’ ’’(¢), toma el valor cero donde 18 %
s(t)=0.
Si, donde v=0. 9%

Tabla 4.10. Categorizacidn de las respuestas a la situacion 2 c.

Catalogacion de las respuestas para el item c)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA

1 2 3 4

NUMERO DE 12

ALUMNOS

Tabla 4.11. Catalogacion de las respuestas a la situacion 2 c.

Hay un porcentaje del 27 % que utiliza s como variable independiente en lugar
del tiempo. Podemos afirmar que el contexto es fundamental porque, como vemos, se

centran en €l y no utilizan como herramientas los conceptos estudiados en otros
contextos y disciplinas.
4.- Muestra representativa de la produccion de los alumnos

A continuacion presentamos una muestra representativa de la produccién de los

estudiantes.
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Figura 4.2. Muestra de la produccion de los estudiantes a la situacion 2.

o SITUACION 3(3)

En la siguiente grafica se representfan la funcion de movimiento, s(t), la velocidad, s’(t), y la

aceleracion, s’'(t), de un movil.

¢Puedes identificar cada una? ; como?
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1.- Produccion de los alumnos
Alicia

Toma como grafica de s(¢) la correcta, pero como explicacion a esta eleccion
dice “porque describe un movimiento rectilineo”. El motivo que le lleva a elegir la
grafica correspondiente a s’(f) es observar la parte final de la grafica anterior, ésta
presenta un maximo, por lo que dice que el movimiento disminuye, por lo tanto debe
disminuir la velocidad. Al disminuir la velocidad disminuye también la aceleracion,
por lo tanto la tercera es la de la aceleracién.
Observaciones

Intenta utilizar argumentos de la Cinematica para justificar su eleccién. No
hace referencia a ninguna caracteristica geométrica, ni puntos criticos de las curvas.
Llega al resultado correcto pero no parece que modifique o construya nuevos

conocimientos.

Penélope

Comienza tomando una escala en los ejes, lo que le permite hallar valores
numéricos. Habla de rectas al referirse a las curvas. El criterio que utiliza para elegir la
curva s(¢) es que es la unica que en el instante inicial no pasa por el origen. Dice que la
velocidad y la aceleracion en el instante que se inicia el movimiento deben ser cero.
Observaciones

No utiliza ningtin argumento del Céalculo para auxiliarse, y los de la cinematica

sobre los que pretende apoyarse no son correctos.
Inma

Elige como grafica de s(f) la que pasa por el punto (0, 1), pero sin argumentos
validos, “porque es la grdfica principal, y porque cuando hagamos su derivada se
encontrard en el punto (0, 0) que serian las otras dos”. Observa las formas de las
graficas y encuentra que la que llama A, que corresponde a s’(f), y B, que corresponde
a s’’(¢), son similares de forma; dice que “B es derivada primera de la A”. En la
realidad estas graficas son una la derivada de la otra. Por ultimo se plantea una

pregunta “;por qué las grdficas Ay B decrecen y C crece?”
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Observaciones

Habla de funciones derivadas pero le faitan argumentos para compararlas y

reconocerlas.

Susana

Elige con acierto las graficas y trata de dar una explicacién cinemaética que
resulta muy intuitiva y poco rigurosa. Habla de rectas de la velocidad y aceleracion
cuando dice que deben ser parecidas, ya que la velocidad depende de la aceleracién.
Observaciones

No utiliza en ningin momento las herramientas del Calculo para explicar el

problema. Intuye que hay una relacién entre la velocidad y la aceleracidn pero no dice

cuil. La derivada no la nombra.

Rosario

Hace varias elecciones que no justifica, salvo la que creemos que es la ultima.
Esta queda asi, a la grafica s(f) la toma como tal, esto porque comienza desde cero y es
creciente. En dos elecciones anteriores aparecen como s(f) y s”’°(¢), respectivamente. A
la grafica correspondiente a la funcién velocidad dice que es s’’(f) porque “la
aceleracion no tiene por qué partir de cero, en la posicion 1 es cuando se produce el
primer cambio de velocidad’. Anteriormente penso en ella como s°°(f) y s(¢). Por
ultimo dice que la grafica de la aceleracion es s°(f) ya que la velocidad pasa por (0, 0).
Observaciones

Creemos que no ha pensado en la Matematica como una herramienta que le
podria ayudar para avanzar en el problema. Se basa s6lo en creencias pseudofisicas,
tales como que la velocidad en el instante inicial siempre debe ser cero o que la

funcion de posicion debe iniciar en (0, 0) y ser creciente.

Manuel

En primer lugar propone elegir una de las graficas como funcién original y
luego tener en cuenta las relaciones que hay entre la grafica de una funcién y las de sus
funciones derivadas. No da la razoén que le lleva a elegir como funcién de posicién la
que corresponde a la funcidn derivada. Luego toma como s’(¢f) a s°(f) y a s() como

s”’(¢). Cuando analiza los intervalos de crecimiento de la funcion ve que coinciden con
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el signo que debe tener la derivada de ésta en dichos intervalos. Esto va bien, ya que,
en este caso una es la derivada de la otra. Para justificar la eleccion de la grafica de la
derivada segunda habla de sustituir los posibles puntos de inflexién en la grifica de la
segunda derivada y de esa manera, dice, nos confirmaran si estos valores son realmente
valores extremos. Esto lo aplica para ¢ = 1.5, en ese punto el valor de la funcién y el de
su derivada segunda toman el valor 2. Esto, dice, nos demuestra que s(¢) tiene en ese
punto un extremo. Plantea una duda, ;por qué no se cumplen estas propiedades si
considera a s’(f) como funcidn original y a s>’(¢f) como primera derivada de s’(¢)?.
Observaciones

Utiliza las herramientas matematicas aunque no con todo el potencial que ellas
brindan. En la eleccién de la funcién de posicién no sabemos qué criterios ha utilizado.
Luego justifica la eleccion de la segunda derivada con una afirmacion que es falsa, que

es pensar que donde la funcidn derivada segunda tiene un punto de inflexién la funcién

presenta un extremo.
Lydia

Realiza la eleccién de las graficas justificando de la siguiente manera, s(f) “es
la linea de movimiento constante”; toma la grafica de s’°(f) como s’(¢) y dice “es
aquella que parte del mismo punto que el movimiento”, y por ultimo toma como s’*(7)
a la grafica de s’(¢) porque un movil puede partir de una aceleracién dada, dice, y
ademas la velocidad y la aceleracion estan relacionadas y por ello disminuyen ambas.
Observaciones

Se nota la ausencia de elementos matematicos que le permitan hacer un analisis
mas profundo. En cuanto a la Fisica parece dificil pensar que un mévil tenga velocidad

inicial; la relacidn entre velocidad y aceleracion esta presente, pero no muy clara con la

funcién de posicion.

Maria del Carmen

No explica explicitamente cual es la razén de su eleccion. Observamos en sus
respuestas que dicha eleccion esta basada en algunas caracteristicas de la funcién y de
sus derivadas, que no en todos los casos son correctas. Toma como funcidn, en la
primera eleccion, la que corresponde a la derivada primera, como derivada primera a la

grafica de la derivada segunda y como derivada segunda a la grafica de la funcion.
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Luego hace una segunda eleccion que en ese caso es correcta. Dice a modo de
justificacion “la funcion cuando es creciente, la derivada de dicha funcion decrece,
cuando la funcion decrece la derivada de la funcion crece”. Y continlia “cuando hay
puntos maximos en la funcion, entonces la pendiente es cero, entonces en la derivada
puede haber un maximo o un minimo y segunda derivada punto de inflexion”.
Observaciones

No creemos que los argumentos que da le hayan ayudado a cambiar la eleccidn,

mas bien se nota que le parecen cosas que no las tiene demasiado interiorizadas.

Rafael

Su eleccidn es tomar la grafica de la velocidad como la del movimiento y
viceversa, la grafica del movimiento como la de la velocidad. La aceleracion es
correcta.

Argumenta lo siguiente para el caso de la velocidad “es la velocidad del movil
debido a que aunque deje de acelerar sigue avanzando, por eso llega a 3 y se mantiene
mas tiempo que la aceleracion y el movimiento™; se refiere a la forma de estas dos
ultimas graficas alrededor del tiempo ¢ = 2. También habla de la inercia, pero luego se
desdice. Analizando 1o que ocurre en el origen dice “ademds en cuanto acelera toma
velocidad en forma paulatina, mientras que 2 (se refiere a la grafica que ha escogido
como la representacion del movimiento) empieza en la posicion 1 directamente”.
Observaciones

Tiene una idea intuitiva del movimiento y trata con ella de explicar las graficas.
David

Hace varias elecciones para decidir que la grafica del movimiento es la de la
velocidad y la velocidad la del movimiento, tomando al final acertadamente la
aceleraciéon. Da argumentos de los que luego se arrepiente y dice que no se le ocurre
nada légico. Trata de argumentar con ideas intuitivas del movimiento.

Observaciones
Aparece la idea de que una variacién de velocidad indica una aceleracidén pero

no aparecen los elementos matematicos que modelicen el fendmeno.
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Mari Carmen

Sobre las gréaficas hace una eleccién pero cuando argumenta la cambia. La
grafica del desplazamiento que acaba tomando como la de la aceleracién lo hace
porque, dice, tiene poca variacién y con el transcurso del tiempo tiende a ser constante.
A la grafica de la velocidad la toma como la del movimiento rectilineo, “debido a que
al principio va recto pero conforme varia la aceleracion y transcurre el tiempo junto
con los metros, sufre algunas variaciones, ademds parte de un punto”. Por ultimo a la
grafica de la aceleracién la toma como la grafica de la velocidad porque, dice, aumenta
cuando se pone en marcha el automovil pero disminuye conforme disminuyen los
metros recorridos por un determinado tiempo.

Observaciones
Pone en juego los elementos intuitivos que tiene de la Cinematica para

encontrar argumentos que le permitan resolver el problema. La Matematica estéd

ausente.
2.- Conclusiones

Para finalizar diremos que, como desde el punto de vista de la Cinematica, el
movil para ¢ = 0 puede hallarse en cualquier sitio, la mayoria piensa que debe hallarse
en la posicion (0, 1). También cabe pensar que tal movimiento puede tener velocidad
inicial, pero el teorema factual, si v = 0 entonces a = 0, que esta presente en la mayoria
de los estudiantes y es una de las razones que les lleva a elegir las dos graficas que
pasan por (0, 0) como la representacidn de la velocidad y aceleracidn respectivamente,
les lleva a concluir que hay una posicion privilegiada.

Al pensar la derivada sélo como un proceso algebraico, los estudiantes no
encuentran una correspondencia entre lo que hallan al derivar una funcién, dada en
forma analitica, y el trabajo que supone reconocer estas graficas. Aun en los casos que
intentan pensar en ellas como las graficas de las derivadas sucesivas, les faltan
elementos y no acaban de construirlos en esta primera fase de la experiencia. En la
mayoria de los alumnos, creemos que no se ha logrado elaborar o construir la relacién

que existe entre el fenomeno fisico y los elementos mateméticos que les permitan

modelizar tal fenomeno.
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3.- Categorizacion y catalogacion de las respuestas

Para hacer un analisis cualitativo y cuantitativo de las respuestas vamos a
asignarle un numero a cada una de las funciones, de la siguiente manera: 1 = s(f), 2 =
v(f) v 3 = a(?). Consideramos, en todos los casos, el siguiente orden s-v-a, que con los
numeros asignados seria 1-2-3. El orden y el numero indican la grafica que los
alumnos consideran que representa cada funcion.

En el siguiente cuadro presentamos la categorizacion de las respuestas:

CATEGORIA PORCENTAJE
2-1-3 36 %
1-2-3 (respuesta correcta) 27 %
2-3-1 27 %
1-3-2 9 %

Tabla 4.12. Categorizacion de las respuestas a la situacion 3.

En el siguiente cuadro se muestra la catalogacién de las respuestas:

PUNTOS PUNTUACION MEDIA

1 2 3 4

NUMERO DE 11713 ] o 22
ALUMNOS

Tabla 4.13. Catalogacidn de las respuestas a la situacién 3.

A la luz de estos resultados creemos que en las etapas sucesivas de aprendizaje
serdn capaces de construir los elementos necesarios que les permitan, a partir de la
grafica de la funcidn, reconocer algunas caracteristicas de las graficas de sus funciones

derivadas.
4.- Muestra representativa de la produccion de los alumnos

A continuacién presentamos una muestra representativa de la produccién de los

estudiantes.
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Figura 4.3. Muestra de la produccion de los estudiantes en la situacion 3.

o SITUACION 4(4)

La funcion posicion s(t) del movimiento de una locomotora que se desplaza sobre una via recta

viene descrita por la grdfica que se muestra.
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a) Indicar en qué intervalo o intervalos de tiempo va marcha atras.

b) En forma aproximada dar los intervalos de tiempo donde la velocidad es positiva y donde

es negativa.
¢) Indica los intervalos de tiempo donde la aceleracion es positiva y donde es negativa.

d) La tercera derivada da la variacién instantinea de la aceleracion. ; Toma el valor cero en

algun instante? ;En cudntos? ; Por qué?

1.- Produccion de los alumnos
Alicia

a) En principio cree que la locomotora va marcha atras cuando el desplazamiento es
negativo pero luego rectifica diciendo, “Acabo de darme cuenta que me he
equivocado, creo que cuando va marcha atrds es simplemente cuando la curva
desciende, respecto de las unidades de espacio ya que mide la distancia de la

locomotora al punto de partida (esto es lo que antes no tenia claro), asi que va

marcha atras del t =3 al t = 8.

b) Para indicar los intervalos donde la velocidad es positiva o negativa, considera
e . . . ” : ,
v=— y con ello infiere que como el tiempo es siempre positivo la velocidad serd

t

positiva donde el espacio sea positivo, es decir, det=0at=5 ydesr=10en
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adelante. Esto luego lo rectifica para decir “la velocidad serd negativa siempre que
se retroceda, por lo tanto serd de 3 a 8 segundos”.

¢) Dice para el tercer apartado, “la aceleracion sera negativa cuando la velocidad
disminuya, por lo tanto, en el mismo intervalo en que la velocidad es negativa, de
3 a 8 segundos ™.

d) En el ultimo apartado, al considerar los signos de la tercera derivada, dice que serd
negativa cuando la grafica es negativa, es decir, de 5 a 10 segundos y positiva de 0
a5 yde 10 para adelante.

Observaciones

El poco éxito alcanzado es evidente que se debe a que en ningun momento
considera las herramientas matematicas involucradas en el problema, como el concepto

geométrico de la derivada y la tasa de variacidn.

Penélope

a) Considera el intervalo [3, 8] donde la locomotora va marcha atrds y lo ilustra

dibujando la gréfica en ese intervalo.

b) Toma la velocidad como 2 y de alli deduce que la velocidad es negativa o positiva
t

segun el signo de s. Entonces tiene en los intervalos [0, 5] y [9.5, 11] velocidad
positiva. En el intervalo [5, 9.5], velocidad negativa. En todos los casos realiza la

grafica en los intervalos que ha elegido.

Vf—

v

. .y 0 .

c) En el tercer apartado considera la aceleracién como ———, luego dice que la
t

aceleracién dependera de los valores de la velocidad en dos puntos, es decir de la

v, y la v,. Por tanto, la aceleracién serd negativa en (5, 9.5) y los intervalos de

aceleracion positiva son [0, 5] y [9.5, 11].
d) Este apartado no lo contesta porque dice que no lo sabe.
Observaciones
En el primer apartado hizo un buen razonamiento sobre la grafica, sin embargo
no pudo utilizar las herramientas matematicas. Ello se debe, en parte, a un obstaculo
cognitivo que se detecta en las definiciones de las magnitudes fisicas s(f), v(¢) v a(?)

que utiliza.
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Inma

a) Elintervalo donde la locomotora va marcha atras lo obtiene observando los puntos
méaximo y minimo, y lo justifica diciendo que va desde el maximo, donde
comienza a decrecer, hasta el minimo, donde empieza a crecer. Para ilustrar dibuja
el trozo de curva entre los dos extremos relativos.

b) En el segundo apartado da unos intervalos donde la velocidad es positiva y donde
es negativa, luego los cambia. No justifica dicha eleccion ni el motivo del cambio.
Dibuja una grafica a la que llama “grdfico velocidad”, donde excluye el intervalo
entre los dos extremos relativos. A continuacién transcribimos los intervalos que
considera: velocidad positiva en (0, 5) y (=10, «); velocidad negativa en (5,~10).
Luego los cambia por: velocidad positiva entre 0 y 3 y =10 a +o; velocidad
negativa entre 8 y = 10.

¢) Elintervalo donde dice que la aceleracion es positiva es (3, 5), y negativa en (5, 8).
Elige estos intervalos sin justificacion.

d) Este ultimo apartado no lo contesta.

Observaciones

Por su respuesta parece que el primer criterio que adopta para la eleccion de los
intervalos en el apartado b) es que la velocidad es positiva donde la grafica de s(¢) es
positiva. Luego, cambia con acierto el primer intervalo, dando la sensacion de que ha
advertido el error; sin embargo esto no ocurre en el segundo intervalo, que lo deja
inalterado. Para el caso de la velocidad negativa, cuando cambia el intervalo lo reduce
considerando ahora como negativa la parte positiva. Por todo esto y por las respuestas

dadas en el apartado c) nos resulta dificil, por el momento, obtener mayores

conclusiones.

Susana

a) Considera que el intervalo donde la locomotora va marcha atras esdet=3 at =38
donde, dice, la s(f) empieza a disminuir.
b) Responde a este apartado de la siguiente manera “Aproximadamente, la velocidad

es positiva en los intervalos de tiempo 0-2-4 y 10, y es negativa en los intervalos
6-8”.
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c) Para la aceleracion los intervalos positivos y negativos, dice, son los mismos que
para la velocidad.
d) No responde.
Observaciones
Ante las respuestas dadas en los dos primeros apartados y la falta de

argumentos, no nos es posible determinar en forma clara, por ahora, conclusiones.

Rosario

a) Elintervalo de tiempo en que la locomotora va marcha atras es (3, 8). Ademas hace
una descripcion de como ve el movimiento a lo largo de la grafica

b) Los intervalos donde la velocidad es positiva son (1, 3) y (8, +*). La velocidad es
negativa en (3, 8). No analiza lo que ocurre desde = 0 a ¢ = 3. Tampoco justifica
las respuestas.

c) En este apartado da una primera respuesta tomando como negativa la velocidad en
el intervalo (5, 8) porque, dice, en él la velocidad varia retrocediendo. El intervalo
donde la aceleracion es positiva es (8, +°) ya que, dice, “varia la velocidad y lo
que hace es avanzar de posicion”. Sin embargo abandona estos criterios para
concluir que la aceleracion es positiva y negativa en los mismos intervalos donde
lo es 1a velocidad. En este caso toma como positiva la aceleracion en (0, 3).

d) Para este ultimo apartado los intervalos positivos, dice, son (0, 5) y (9.75,+®), y el
negativo (5, 9.75) “ya que nos encontramos con un minimo en el punto (8,-1000) .

Observaciones

Para concluir, podemos decir que prima la idea de que los signos de la
aceleracion deben ser los mismos que los de la velocidad. Asocia la velocidad positiva

y negativa con la tasa positiva y negativa, respectivamente, de la variacion de s(¢)

aunque no ha analizado qué sucede en las proximidades del cero. En el caso de la

tercera derivada ha elegido los intervalos donde la funcion es positiva; esto nos hace

pensar que la tercera derivada no tiene significacion, para ella, dentro de la cinematica.

Manuel

a) La locomotora va hacia atras en el intervalo (2.4, 8) porque la funcidén es
decreciente, entendiendo por hacia atrds el desplazamiento en sentido hacia abajo

respecto del centro de coordenadas.
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b) Para determinar los intervalos donde la velocidad es positiva y negativa estudia los
intervalos de crecimiento de la funcién ya que éstos le ayudan a determinar, en
forma aproximada, los signos en los diferentes intervalos de la gréfica de la
primera derivada. Dice a continuacién, “como la funcion primera derivada es la
expresion del vector velocidad, se puede determinar los intervalos en la cual ésta
es positiva o negativa”. Para el primer caso considera los intervalos (0, 2.4) y
(8,+), y es negativa en (2.4, 8).

¢) En este apartado propone considerar como la funcién a analizar la funcién
velocidad, luego la aceleracion serd la derivada de ésta. Por lo tanto estudiando la
monotonia de la funcién velocidad hallara los intervalos aproximados donde la
aceleracion es positiva o negativa, con lo que determina que la aceleracion es
positiva en los intervalos (0, 2) y (4.6, ®), y es negativa en (2, 4.6). Dice ademas,
“hay que tenmer en cuenta que cuando partimos de v = 0 con sentido de
desplazamiento negativo la aceleracion es negativa, no porque desacelera la
velocidad sino por el sentido del movimiento. Por el mismo razonamiento una
aceleracion positiva cuando el movil se desplaza en sentido negativo actuard como
desaceleradora de la velocidad”.

d) Asi nos explica su postura respecto de este apartado “No existe la variacion
instantanea de la aceleracion en un intervalo de tiempo, pues ésta se halla por
definicion en un valor concreto de t, luego a cada valor de t corresponde una sola

imagen, es decir un solo valor de la aceleracion, no comprendo la posibilidad de

una variacion”.
Observaciones
Resumiendo, podemos decir que con este analisis obtiene buenas

aproximaciones. Con las graficas correspondientes corrobora sus resultados. Creemos

que le falté un analisis mas profundo alrededor del cero.
Lydia
a) Toma como intervalo en el que la locomotora va marcha atras (5,~9.75) porque en

¢l “la grdfica se vuelve”.

b) Los intervalos positivos son (0, 5) y (9.75,+ %) y negativo en (5, 9.75). Justifica

esto diciendo: “Este razonamiento lo hacemos fijandonos en la definicion de
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. . S . . . .
velocidad que dice que v=—, es decir, la superficie por unidad de tiempo. Para
t

que la velocidad sea positiva, la superficie ha de serlo, ya que, el tiempo no puede

ser negativo. Por tanto la velocidad seria negativa cuando lo fuera la superficie”.

. . . . s
¢) Con el mismo razonamiento y definiendo la aceleracion como a=-—, llega a la
t

conclusidn de que los signos de ésta y la velocidad deben ser los mismos.

d) La variacién instantanea de la aceleracion, dice, tiene los mismos signos que la
velocidad porque ambas estan relacionadas.

Observaciones

De nuevo tenemos aqui un claro ejemplo de la presencia del teorema factual.

Maria del Carmen

a) El intervalo de tiempo que va marcha atréas es el (3, 8) y lo justifica porque s(f) en

ese intervalo es decreciente.
. s .
b) En este apartado considera que v=— y que por lo tanto cuando s es negativo la
t

velocidad es negativa.

c) Con aceleracion positiva toma los intervalos (3, 0), (8, 11) y es negativa en (3, 8)
“porque el movil va frenando”.

d) No responde.

Observaciones

Como en ocasiones anteriores creemos que esta muy presente el teorema factual.

Rafael

a) Primero, considera el intervalo (5, 10) justificindolo de la siguiente forma, “este
intervalo esta en la posicion por debajo del eje de ordenadas que indica que la
locomotora esta retrocediendo, ya que el signo (-) nos indica un cambio de 180
grados en el sentido del movimiento, y es solo en este intervalo”. Luego rectifica
considerando el (3, 8) y ahora lo justifica diciendo “la grdfica muestra un descenso
en el eje de abscisas que implica un cambio de sentido temporal de 180 grados™.

b) Considera los intervalos donde la velocidad es positiva en [0, 3] v [§, 11], “porgue

el movil avanza por el sentido positivo del eje vertical, avanzando kilometros”. Es
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negativa en [3, 8], “porque el movil avanza en el sentido negativo del eje vertical,

o sea, de abscisas”.

c) Lo mismo que para la velocidad.
d) Idem.

Observaciones
Para resumir diremos que no estd suficientemente clara la justificacion del

apartado a). Las respuestas a los apartados ¢) y d) muestran la presencia del teorema

factual.
David

a) El intervalo en que la locomotora va marcha atras es {5, 9.75], “ya que en este

intervalo de tiempo el espacio que recorre es negativo y como la formula de la
velocidad es v=— y el tiempo es siempre positivo, cuando el espacio recorrido
t

sea negativo la velocidad sera negativa, y si es negativa la locomotora ira marcha
atras”.

b) Por la misma razdén que ha expuesto en el apartado a) dice que los intervalos donde
la velocidad es positiva son, [0, 5] y [9.75, +x). Luego afnade, “la velocidad la
indica la derivada primera de la funcion”.

¢) Los intervalos donde la aceleracidn es positiva los considera igual que los de la

e

velocidad ya que la aceleracion la define por la férmula a=—
t

. Por ultimo dice “la

aceleracion la indica la derivada segunda de la funcion”.
d) Mantiene el mismo criterio para este apartado.
Observaciones
Aqui, ademas del teorema factual, esta presente un obstaculo cognitivo que se

detecta en la definicion de las magnitudes fisicas v(¢) y a(?) que utiliza.

Mari Carmen

a) El intervalo de tiempo, por su respuesta, en que considera que la locomotora va
marcha atras es desde #=5 a = 10. Parece que toma la grafica del desplazamiento
como la de la velocidad ya que dice que de t =3 at=15 “la locomotora disminuye

su ritmo y llega un momento en el que se para, no aumenta (t=15).
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b) En este apartado sc confirma nuestra sospecha, ya que, al preguntarle en qué
intervalos la velocidad es positiva y donde negativa, contesta que es positiva de
t=0a¢=5ydet=10 en adelante, y es negativade t =5 at = 10.

c) Al responder sobre la aceleracidén, considera los intervalos positivos donde la
gréafica s(t), que ella supone una v(t), es creciente y es negativa donde dicha grafica
es decreciente. Es decir, positivade t=0a¢ =35 y de f = § en adelante. Es negativa
det=3ar=8.

d) Este apartado no lo contesta.

Observaciones

Resumiendo, podemos decir que confunde las graficas de s(¢) con v(¢). Ademas,

no realiza ningtn anélisis en ¢ = 0.

2.- Conclusiones

El poco éxito alcanzado es evidente que se debe, entre otras cosas, a que se
centran en el contexto fisico, casi exclusivamente, olvidando las herramientas
matematicas involucradas en el problema, como:

- el concepto de tasa de variacion.

- el concepto geométrico de la derivada.

- las caracteristicas de la grafica de la funcién y como ellas se reflejan en las
funciones derivadas.

En el contexto fisico observamos un obstaculo cognitivo en el concepto de las
magnitudes fisicas s(f), v(¢) y a(f), por cuanto es evidente por sus respuestas que en
ellos priman las siguientes definiciones: v = s/¢t, a = v/t.

Como consecuencia, observamos que:

- Se ha instalado en ellos el teorema factual: s=0 > v=0-2>a=0-> a’ =0.
- Laidea de que en todos los casos los signos de la aceleracién deben ser los
mismos que los de la velocidad.

3.- Categorizacion y catalogacion y de las respuestas

Realizamos a continuacion un estudio cualitativo y cuantitativo de las

respuestas dadas a esta situacién-problema. Consideramos este estudio por items.
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Categorizacion de respuestas al item a)

CATEGORIA PORCENTAJE
En el intervalo donde la funcidn s(7) es decreciente (3, 8) (respuesta 73 9
correcta). °
Donde s(¢) es negativa (5, 9.7). 27 %

Tabla 4.14. Categorizacion de las respuestas a la situacién 4 a.

Catalogacidn de respuestas al item a)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA

1 2 3 4

NUMERO DE 3,4

ALUMNOS

Tabla 4.15. Catalogacién de las respuestas a la situacién 4 a.

Categorizacion de respuestas al item b)

CATEGORIA PORCENTAJE
La velocidad tiene los mismos signos que s. 46 %
La velocidad es positiva en los intervalos (0, 3), (8, 12) y es negativa 36 %

en (3, 8) (respuesta correcta).

Otros intervalos. 18 %

Tabla 4.16. Categorizacion de las respuestas a la situacién 4 b.

Catalogacién de las respuestas al item b)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA

1 2 3 4

NUMERO DE 1,8

ALUMNOS

Tabla 4.17. Catalogacion de las respuestas a la situacién 4 b.
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Categorizacion de respuestas al item c)

CATEGORIA PORCENTAIJE
La aceleracion tiene el mismo signo que la velocidad. 73 %
Otros intervalos. 18 %
La aceleracidn es positiva aproximadamente en los intervalos 9%

(0,1.4), (6,12) y negativa en (1.4,6) (respuesta correcta).

Tabla 4.18. Categorizacién de las respuestas a la situacion 4 c.

Catalogacion de las respuestas al item c)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA

1 2 3 4

NUMERO DE
ALUMNOS

1.3

Tabla 4.19. Catalogacién de las respuestas a la situacion 4 c.

Categorizacion de respuestas al item d)

CATEGORIA PORCENTAJE
No contesta o no sabe. 46 %
Tiene los mismos signos que la aceleracion. 27 %
Otros intervalos. 27%
El tirén es positivo en (3.6, 12) y negativo en (0, 3.6) (respuesta 0%

correcta).

Tabla 4.20. Categorizacidn de las respuestas a la situacion 4 d.

Catalogacion de las respuestas al item d)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA

1 2 3 4

NUMERO DE 9 2 0 0
ALUMNOS

1.2

Tabla 4.21. Catalogacién de las respuestas a la situacion 4 d.
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4.- Muestra representativa de la produccion de los alumnos

A continuacidn presentamos una de las producciones representativas del trabajo

realizado por los alumnos.
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a SITUACION 5(6)

Desde la terraza de un edificio de altura s, se lanza una pelota hacia arriba con una velocidad
inicial vo. Esta situacion viene descrita por la siguiente ecuacion diferencial:
s’ =-g,  dondeg es la aceleracion de la gravedad.
Predecir la posicién de la pelota para cualquier instante t, es decir, hallar la expresion de s(t). Utilizar

como herramienta de prediccion la serie de Taylor.

1.- Produccion de los alumnos
Alicia

Lo primero que hace es tratar de resolver la ecuacién diferencial propuesta
integrando dos veces. Cuando integra no tiene en cuenta las constantes de integracion,

ni las condiciones iniciales dadas en el enunciado, por lo que llega a la siguiente

expresion: s(f) = —g%. Este resultado lo sustituye en la férmula de Taylor y llega a
la expresion anterior, ya que considera “s'(¢,) = s'(0)=-g0=0".
Observaciones

En este momento le resulta mas familiar el paso inverso de la derivada, que es
la integral. No utiliza bien las condiciones iniciales en ninguno de los dos casos; de
hacerlo para el caso de Taylor se hubiera sorprendido con el resultado y seguramente
hubiera intentado encontrar alguna explicacion. Creemos que utilizd Taylor para

verificar el resultado hallado a través de las integrales.

Penélope

Para situarse hace un dibujo que ilustra el enunciado del problema. Luego,
reemplaza la notacidn por otra méas comunmente utilizada para estas magnitudes

fisicas. Al sustituir en el primer término, s(zy), lo hace por cero sin tener en cuenta que
es una condicidn inicial del problema, s,. Después de efectuar algunas operaciones
llega a la expresién s(t)=v, —g +a;... .

Observaciones

Al final se nota la necesidad de apoyarse en lo que para ella tiene mayor

. ., .y v
significacion, que es la relacion a =—.
t
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Inma

Utiliza un dibujo para situarse en el enunciado del problema. A continuacion,
transcribe la férmula cometiendo un error. Por tltimo llega a que s(¢)=—gt* sin méas
que reemplazar ¢, =0.

Observaciones

El error que comete al transcribir la formula nos muestra la escasa significacién

que para ella tiene.
Susana

En la serie, que se le presenta en el enunciado, toma el primer término igual a

cero y luego, sin mas, despeja s''(¢,) .
Rosario

Esboza un dibujo ilustrando la situacién planteada y a continuacién escribe la

formula: s(¢) =s, + vt — gt’.
Manuel

Hace una grafica de la situacion del problema. En ella sitia el origen del
sistema de coordenadas a una distancia s, del suelo. Considera algunas magnitudes

fisicas con los siguientes valores:

m m m
g=9'gs_2, vozo_s_, vf=0~S—, e, =0m, e, =(sq+x)m, t,=0s.

Con estos valores reemplaza en la formula de Taylor y obtiene como resultado
s(t)=s,, del que dice que no es un resultado con sentido. Luego, continia
considerando que s"(f)=-g > s5"(0)=-9.8; con esto vuelve a reemplazar en la

férmula de Taylor que, al igual que en el caso anterior, slo considera hasta el término

2

de segundo grado. Ahora obtiene como resultado s(f) =— , Ya que considerd que

5(0)=0 yque s'(0)=v,=0.

Para verificar, calcula las derivadas primera y segunda de s(7) y, por ultimo,

halla los valores de s(0), s'(0) y s"(0).
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Lydia

Lo primero que se le ocurre es integrar dos veces, con lo que halla que
x2
s(t)= —g;. Vemos que se equivoca al considerar la variable, pero lo que llama mas

la atencidn es que no considera las constantes de integraciéon. A continuacién trabaja
con la férmula de Taylor, donde considera el espacio inicial y la velocidad inicial cero,
con lo cual el resultado que obtiene es el mismo que integrando.

Para verificar, primero iguala s(f) a cero, con lo que halla para ¢ = 0, s(f) = 0.
Creemos que este resultado no le satisface porque lo rechaza y concluye diciendo:

“Para verificarlo damos valores a t dando la variacion del movimiento en el

intervalo”.

Maria del Carmen

Comienza con un pequefio dibujo, luego reemplaza en la serie de Taylor ¢, por

cero. Vuelve a escribir la serie, pero ahora, salvo el primer término que lo sigue

considerando en ¢, =0, los restantes los vuelve a escribir en funcién de #,. En la
misma, reemplaza s''(0) por -g(¢,).
Rafael
No responde sobre esta situacion.
David

Comienza diciendo, “La integral es la inversa de la derivada, por lo tanto

para conseguir s(t) basta con integrar la s’°(f) = -g hasta conseguir s(t)”. Asi es como

integra dos veces y halla s(¢) = ; notamos que hay una confusién en las

variables. Pero lo que realmente 1lama la atencion es que no se percate de que en los
dos casos la integral es indefinida, luego hay dos constantes de integracion que tendra
que determinar y por lo tanto sera necesario considerar otros elementos que, en este
caso, son parte del problema.

A continuacién trabaja con Taylor y llega al resultado anterior, ya que considera los
dos primeros términos del desarrollo iguales a cero. Para ver si satisface la ecuacidn,

dice que se le dan valores a .
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Mari Carmen

Realiza una grafica cartesiana de s(f), que es aproximadamente una parabola

que corta al eje y en sy.
2.- Conclusiones

Resumiendo, sobre esta situacién queremos resaltar que la mayoria de los
alummnos habian visto, en forma sucinta, el concepto de la férmula y serie de Taylor en
una etapa que hemos dado en llamar etapa de la ensefianza preparatoria (Anexo 2).
A pesar de que en todos los manuales de COU consultados aparece el concepto de
polinomios de Taylor, desde comienzos de los afios 90 no se incluye en los programas
de ensefianza secundaria. Aquellos alumnos que saben, de sus clases de Bachillerato,
que la integracion es la operacion inversa de la derivacion se sienten muy satisfechos
al encontrar resultados aproximados al resolver por ambos caminos.

Podemos sefialar algunas causas que creemos que han influido negativamente a
la hora de resolver con éxito este problema.

- No son interpretadas ni fisica ni matematicamente las condiciones iniciales;
pensamos que una de las causas puede deberse a la notacién utilizada.

- La integral se ha visto como una operacién inversa a la derivada, por lo que
prima este concepto sobre el nuevo, Teorema de Taylor, al que por razones
de programacién se le ha dedicado poco tiempo.

- Ningtin alumno tiene en cuenta las constantes de integracion.

- Los que han utilizado los dos métodos llegan al mismo resultado, como

consecuencia de lo dicho anteriormente; por lo tanto son incorrectos.
3.- Categorizacién y catalogacién de las respuestas

A continuacién realizamos un estudio cualitativo y cuantitativo de las
respuestas dadas por los estudiantes a esta situacion problema.

Categorizacion de las respuestas:

CATEGORIA PORCENTAJE
Utiliza la serie de Taylor pero no logra calcular con éxito todos sus 0
términos. 64 %
No sabe o no contesta. 27 %
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Utilizan la serie de Taylor para verificar el valor de s(f) que
: : 9%
previamente han hallado integrando dos veces.
Tabla 4.22. Categorizacion de las respuestas a la situacion 5.
Catalogacion de las respuestas:
PUNTOS PUNTUACION MEDIA

1 2 3 4

NUMERO DE 24

ALUMNOS

Tabla 4.23. Catalogacién de las respuestas a la situacion 5.
4.- Muestra representativa de la produccién de los alumnos

Presentamos, a continuacion, una produccion representativa del trabajo de los

estudiantes.
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Figura 4.5. Muestras de la produccién de los estudiantes en la situacién S,

4.2 - ETAPAS DE FORMULACION Y VALIDACION

En este apartado analizaremos el trabajo realizado por cada uno de los tres

equipos que se formaron durante la actividad. Nuestro objetivo es, con base en el

analisis a priori, que mediante el trabajo en equipo se logre un avance con respecto a lo

que cada uno de los alumnos logré construir en la etapa previa, denominada de accién.

En las etapas de formulacién y validacién se emplearon aproximadamente 3 horas.

Al igual que en la etapa de accién, el analisis se realiza para cada una de las

situaciones-problemas, presentandose a continuacién las evidencias mas relevantes que

se encontraron en la discusién realizada por cada grupo de alumnos. En esta etapa se

grabo en cinta de audio el desarrollo de la situacién didactica; aqui se transcriben la

mayoria de los episodios de aprendizaje. En la trascripcion de los dialogos producidos
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en el seno de los distintos equipos, hemos utilizado algunos simbolos con el siguiente

significado:
« // se produce un silencio.
e ... frase inconclusa.
« ... cuando se encuentran solos en un renglén significan que continian

los intercambios verbales entre los componentes del grupo, sin

relevancia para el aprendizaje.

Para realizar un analisis cuantitativo de estas etapas, una vez que hemos
trascrito el material grabado en audio, estudiamos las relaciones entre los intercambios
verbales que se producen, dentro y entre los equipos de estudiantes, en los episodios de
aprendizaje seleccionados. Esto nos dard una medida del aprendizaje que sus
miembros experimentan colectiva e individualmente.

Para un analisis més exhaustivo de los intercambios verbales que se producen
dentro de cada equipo hemos utilizado parcialmente las categorias de interaccion,
segin las investigaciones de Cohen (1994), Webb, Troper y Fall (1995) y Rodriguez y
Escudero (2000). Hemos adaptado a nuestra investigacién algunas de las categorias
que ahi se sefialan en la siguiente forma:

e Caracter cognitivo, si las interacciones verbales estin relacionadas con la tarea
que estan realizando.

En ella, consideramos tres subcategorias:

_  Emisiones, debidas a locuciones verbales emitidas en las que se da
ayuda, se pide ayuda, se cometen errores.

—  Recepciones, debidas a locuciones verbales recibidas cuando se ha
pedido ayuda o se contesta uno a si mismo.

—  Prdctica posterior, debidas a locuciones verbales en las que se pone en
practica la ayuda recibida o simplemente se expresa aprobacion.

e Caracter organizativo, cuando no se corresponden con la tarea en si misma sino
mas bien con su organizacion.
Dentro de ésta distinguimos dos subcategorias:
— Integradoras, cuando se invita a participar en la tarea.

— Directivas, cuando se dan instrucciones.
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Nuestra participacion, en estas etapas, ha sido casi exclusivamente de caracter
organizativo.

Hemos asignado un puntaje a cada tipo de locucién considerada en las distintas
subcategorias. Para la asignacién de este puntaje (0 o 1) nos hemos basado en la
existencia de una correlacién positiva y significativa entre algunas de estas
interacciones y el aprendizaje (Cohen, 1994; Webb, Troper y Fall, 1995 y Rodriguez y

Escudero, 2000). Todo lo anterior lo hemos esquematizado en la siguiente tabla:

‘ DE CARACTER
DE CARACTER COGNITIVO ORGANIZATIVO
Emisiones Recepciones Practica posterior Integradoras (I)(0)

Dar ayuda (DA), (1)

Recibir ayuda con

Poner en practica la

. L, ayuda recibida irecti
Pedir ayuda (PA), (0) |Peticién (RA), (1) &R), ) Directivas (D)(0)
Cometer errores (E), |Contestarse a si Bx bacis
. presar aprobacion
(0) mismo (AR), (0) (EA), (0)

Tabla 4.24. Sistema de categorias y puntaje para el analisis del habla.

Estas etapas de aprendizaje son las previstas dentro de la ingenieria didactica
que estamos desarrollando. Por lo tanto, el grupo de alumnos es el mismo que ha
trabajado la etapa de acci6n, analizada en el apartado anterior, y que cursaban el
primer afio de la Licenciatura en Biologia. La composicién de los equipos ha sido
heterogénea; para ello nos hemos basado en el trabajo de los estudiantes en la etapa

anterior, quedando constituidos de la siguiente manera:

EQUIPO A1 (E-Al): Alicia (A), Penélope (P), Inma (1), y Susana(S).

EQUIPO A2 (E-A2): Rosario (R), Manuel (M), Lydia (L) y Maria del Carmen (M del
Q).

EQUIPO A3 (E-A3): Rafael (R), David (D) y Mari Carmen (MO).

Pasamos a transcribir desde las cintas de audio algunos episodios de
aprendizaje que se han producido en esta ctapa. Los intercambios verbales entre los
componentes del grupo seran enumerados en forma secuencial. Dicha enumeracién

sera utilizada posteriormente en el cuadro donde se califica cada elocucién.
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o SITUACION 1(1)

Consideremos dos tanques, uno cilindrico y el otro con forma de cono circular recto con

vértice hacia arriba (como se muestra en la figura); ambos tienen igual radio y altura. En ellos se vierte

agua a un ritmo constante, comenzando al mismo tiempo.

a) Bosqueja, en los mismos ejes, una grdfica h() (altura en funcion del tiempo) asociada con el
llenado de los dos recipientes, en las condiciones descritas anteriormente. Compara las grdficas y

escribe todo lo que puedas concluir sobre ellas.

b) ;Cambian las grdficas si invertimos la posicion de los recipientes? (ver figura). ;De qué manera?

Haz un bosquejo como en el apartado anterior.
¢) Bosqueja, en los mismo ejes, la tasa de variacién de h(t). Compdralas.

En esta actividad, al comenzar la etapa de formulacién, hemos agregado el

ultimo item.

= E-A1
Episodio de aprendizaje

Comienzan la discusion tratando de aclarar cudl es la diferencia entre dibujar
h(f) para cada uno de los recipientes y la tasa de variacion de la altura con el tiempo.
Llegan a concluir que es lo mismo que se les pedia antes, solo que ahora deben
dibujarlas en un mismo par de ejes. Surge también, a lo largo de la discusién, que el
pedir que se dibujen juntas debe ser para poder compararlas. Esto les lleva a concluir

que al principio las graficas coinciden, pero rapidamente se alejan estando la del cono

por encima del cilindro.
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Con todo, vuelven a repetirse lo de “fasa de variacién”, notindose claramente
que carece de significacion para el grupo. Es Alicia quien para concluir dice:

A: Esto debe ser, mas tiempo, mads altura; en cambio en el cilindro, igual
tiempo, igual altura.

Para acabar de convencerse prueban con algunos valores numéricos.

Aqui no hay un episodio de aprendizaje relevante, si bien seria Alicia, en este
caso, quien al verbalizar las conclusiones obtiene més beneficio en el intercambio. Por
lo tanto no haremos en este caso un analisis verbal.

Lo positivo de esta discusién es que acabd creando un conflicto que en
principio es de lenguaje. Una terminologia analoga se habia utilizado, en otro contexto,

en una pre-etapa de la experiencia (Anexo 2).

= E-A2
Manuel, en esta primera hora de trabajo, est4 ausente.
Episodio de aprendizaje

Comienzan revisando las graficas que han obtenido, en cuanto a sus formas. Se
hallan de acuerdo en que para el caso del recipiente cénico es una curva y en el otro
caso el fenémeno viene descrito por una recta.

Cuando se invierten los recipientes, estén las tres de acuerdo en que la grafica del
recipiente cilindrico no varia; en cuanto al cénico, dicen:

1 -R: Se llenan al mismo tiempo.

2 -L: No, el tiempo de llenado es la tercera parte que la del cilindro.

3 -R: No, me refiero al mismo recipiente.

4 -M del C: ;Pero no se llena antes?

5 -R: Se llenan al mismo tiempo, es el mismo volumen. Es al contrario la
posicion.

6 -M del C: Si, se llena al mismo tiempo.

Pasan al tltimo item y alli las tres estan de acuerdo en que lo que se les pide es
dibujar las graficas del cono y del cilindro en el mismo par de ejes. Centran la
discusion en las formas de las graficas en los instantes iniciales. La expresion tasa de

variacion sigue sin lograr significacién para ellas.
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7 -L: Al comienzo, como las bases son iguales, las grdficas coinciden, pero

después el cono se va llenando en menos tiempo. La curvatura deberia ser grande.

8 -M del C: Es que, como no lo hagas con cuadritos (se refiere a la escala).

9 -R: Yo he representado el tiempo en funcion de la altura. Me hice un lio con

€50.

Analisis de las verbalizaciones

Analizamos las verbalizaciones producidas en el episodio de aprendizaje del

equipo A2 en la situacion 1.

Verbalizacion Rosario Lydia Maria del C.
1 DA(1)
2 UAR(1)
3
4 PA(0)
5 DAP(1) RA(1)
6 EA(0)
7 DA(1)
8 EA(0)
9 EA(0)
X 0.2 0.2 0.1

Tabla 4.25. Analisis del habla, equipo A2, situacion 1.

De este intercambio verbal el mayor aprovechamiento cognitivo corresponde a

Rosario y Lydia.

= E-A3

Mantienen muy poca discusién porque parece que todos coinciden. Lleva la

voz Daniel y los demas asienten.
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Episodio de aprendizaje
1 -D: Lo he sacado por el volumen, el volumen del cono es menor que el del
cilindro. Los tomo de altura 10 y de radio 1. Entonces la grdfica del cono es media
pardbola y el cilindro es una recta, ya que aumenta progresivamente y siempre igual.
El resto del grupo est4 de acuerdo, dice haber llegado a la misma conclusion.
2 -D: Al invertir los recipientes cambia la grdfica del cono, la del cilindro
permanece igual. Cambia de una pardbola a una exponencial. Justamente la inversa.
Aqui vuelven a estar de acuerdo, aun cuando Daniel parece decir que la inversa

de la funcion potencial es la exponencial.
Analisis de las verbalizaciones

Analizamos los intercambios verbales del equipo A3 en la situacion 1.

Verbalizacién Rafael David Mari Carmen
1 DA(1)
2 EA(0) E(0) EA(0)
X 0 0.5 0

Tabla 4.26. Analisis del habla, equipo A3, situacion 1.

En este episodio de aprendizaje es David el que lleva la voz cantante y los otros
asienten. En su segunda intervencidon comete un error; por tanto, ésta no actua
positivamente.

Al final, no sabemos si con la comparacién de los tiempos quieren responder a
la ultima pregunta. Ellos afirman que el tiempo que tardan en llenarse es el mismo.
Suponemos que se refieren al mismo recipiente cuyos tiempos comparan en las dos

posiciones.

o SITUACION 2(2)

Un movil se desplaza con movimiento rectilineo no uniforme. En la siguiente tabla se muestran

las posiciones (en metros, desde el origen de coordenadas) en ciertos instantes.

T (segundos) |0 1 2 3 4

s (metros) 3 2 5 -2 0
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A partir de estos datos, determina (razonando tu respuesta) para cudntos valores de t, como

minimo, el movil tiene velocidad instantdnea cero.
¢Para cudntos valores de t, como minimo, la aceleracion es cero? ;por qué?
(;Se puede asegurar que la variacion instantdnea de la aceleracién s’’’(1), conocida como tirén, toma el

valor cero en algin instante dentro del intervalo considerado? Explica con detalle los motivos y

razones de tu respuesta.

= E-A1

Comienzan haciendo una larga discusién sobre el significado de los datos que
se dan en la tabla y sobre qué ejes representar cada variable.

Se les aclara, ante sus preguntas, cdmo pueden realizar la grafica con los puntos
de la tabla.

Recogemos algunas de sus ideas y afirmaciones.

Episodio de aprendizaje

1 -P: En el tiempo cero el movil ha recorrido 3m, en un segundo ha recorrido
2m, y asi siguiendo.

2 -A: No, la tabla nos da la posicién. En el tiempo cero el movil se halla a tres
metros del origen; cuando ha transcurrido un segundo se halla a dos metros del
origen, y asi siguiendo.

La discusidn se centra, a continuacién, sobre la trayectoria que sigue el movil,
En este tema se detecta un obstaculo didactico al confundir la curva que representa la
funcién de posicién con la trayectoria que sigue el movil, que en este caso es rectilinea.

Tratan de explicar cémo el mévil pasa de la posicion 3 a la posicion 2
Recogemos algunas de sus razones.

3 -P: Si estoy sobre una calle recta y en el tiempo cero estoy en tres, para
pasar al dos tengo que retroceder.

4 -S: La grdfica me muestra el recorrido, ;quién dice que es una linea recta?
Se dan cuenta de que el enunciado del problema lo dice, luego Penélope reafirma su
idea.

5 -P: Yo entiendo que va para atrds cuando estando en tres va al dos.

6 -I: Es que yo no entiendo.

A continuacién vuelven sobre el problema de determinar los puntos donde la
velocidad es cero. Aparece la idea de que si se les da el espacio en funcion del tiempo,

entonces ésa es la grafica de la velocidad. Para confirmar esto me preguntan:
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7 -S: ;Yo puedo pensar que la velocidad es cero cuando la grdfica corta al eje
x?

Aqui se les dan algunos criterios para que puedan avanzar, como que observen
la grafica que ellas han trazado, con los valores de la tabla, para que determinen que
informacién pueden exiraer de ella, es decir, que lo que tienen es s = s(#). Que
recuerden la relacién entre s(f) y w(f), observando los maéximos, minimos y los
intervalos de crecimiento. Se les pregunta por la razén que les lleva a unir los puntos
con trazos rectos, y lo que sacamos como conclusion es que, en su mayoria, lo hacen
asi porque es la forma en que les resulta mas facil. Veamos cémo llegan a determinar
en cuantos puntos la velocidad es cero.

8 -A: ;/La derivada es cero? Eso era algo de maximos y minimos.

9 -I: Tenia algo que ver con el crecimiento y decrecimiento de la funcion.

10 -S: En los mdximos y minimos la velocidad es cero.

11 -A: Cuando hay un madximo o un minimo la derivada es cero, por lo tanto,
cuando hay un mdximo o un minimo la funcion que representa la velocidad va a ser
cero. Luego, eso ocurreen t =1, t=2 y t=3.

12 -P: Donde cambia el sentido de la marcha, alli estan los maximos y los
minimos.

Hasta aqui parece que estan todas de acuerdo. Sin embargo, el concepto de
velocidad instantanea no estd para todos claro. Se quedan con la idea de que es la
velocidad en un instante, sin mas.

En el siguiente {tem se les pide determinar en cuantos puntos la aceleracién es
cero. Aqui parece casi unanime la idea de que donde la velocidad es cero la
aceleracion es cero. Veamos lo que ellas dicen.

13 -P: Si tenemos que la velocidad para estos tiempos es cero, también es cero
la aceleracion, en los mismos en que el coche se detiene para cambiar el sentido de la
marcha.

14 -1: En los mismos puntos, maximos y minimos.

15 -A: Se supone eso, que la aceleracion va ligada con la velocidad.

16 -S: Segun esto, donde la velocidad es cero, la aceleracion es cero, pero jy

por cuentas?
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Esto abre una discusion sobre el tipo de movimicnto de que se trata, llegando a
la conclusion de que, si bien no recuerdan ninguna férmula, aqui no podrian aplicarse
ya que se trata de un tipo de movimiento que no han estudiado.

17 -A: De cualquier manera estamos lo mismo que antes, la aceleracion es la
segunda derivada y la segunda derivada de algo que vale cero, es cero.

18 -P: Cuando la velocidad es cero la aceleracion es cero. Una cosa que no
tiene velocidad no puede tener aceleracion, por lo tanto en esos puntos es seguro.

Sobre estas afirmaciones parece que estan todas de acuerdo; a partir de alli
tratan de encontrar si hay mas puntos donde la aceleracién se anula. Observan el
primero y el Gltimo punto, llegando a descartar cualquier afirmacion sobre éste, ya que
en él no saben si el movil se para ni como sigue luego.

Hasta este momento han acordado que en los puntos donde hay maéximos y
minimos, en la grafica de posicidn, la velocidad y la aceleracién son cero. Consideran
también los puntos de corte con los ejes; el movimiento que lleva el mévil en ellos lo
explican asi:

19 -P: En los puntos de corte con el eje el movil ha vuelto al punto de origen o
referencia y en esos puntos tiene velocidad.

Acuerdan estudiar la grafica en distintos intervalos y hacer un dibujo. La
discusién vuelve sobre el estudio de funciones, cémo se hallan los extremos relativos y
los puntos de inflexién.

20 -P: Cuando la segunda derivada es cero hay un punto de inflexion, y en un
punto de inflexion ;qué pasaba?

Piensan que la forma de avanzar en el problema es a través del estudio de
funciones, pero como la discusién no avanza, porque no pueden recordar el método
aprendido para tal fin, preguntan cémo hacerlo. A esta pregunta se les contesta que no
deben utilizar métodos analiticos ni algebraicos. Se les recuerda que solamente deben
avanzar utilizando el dibujo que han construido con los puntos de la tabla. Se les
sugiere utilizar un criterio de la Fisica que les permita determinar los signos de la
aceleracion a partir de la grafica de la velocidad y de esa manera, en forma
aproximada, determinar el niimero minimo de puntos donde la aceleracién se anula.

21 -P: Aqui, que la aceleracion es negativa, no lo entiendo.

22 -S: En el momento en que se estd parando, la aceleracidn es negativa.
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Una creencia muy generalizada es que, en el movimiento rectilineo, el valor
absoluto de la velocidad crece cuando la aceleracion es positiva y decrece cuando es
negativa, pero eso no es cierto. Este puede ser un obstaculo.

Este resultado parece que les reafirma en sus creencias, es decir, que donde la
velocidad es cero la aceleracion también se anula y en ningun otro instante.

Pasan al apartado siguiente.

23 -A: Yo no sé ni lo que es la derivada tercera.

24 -1: La derivada de la derivada segunda.

25 -P: No, pero la variacion instantanea de la aceleracion ;qué significa? ;La
variacion entre el instante 1y 2 por ejemplo?

Hacen la analogia con lo que ocurre cuando sale un coche (el de 1a madre de
Inma); por ello tratan de analizar el problema, en principio, en el origen. Se van
haciendo las siguientes conjeturas:

26 -P: ;Seria la aceleracion que toma al salir entre 0y 0.1?

27 -S: Te puedes tomar el intervalo que quieras.

28 -P: Si es conocido como tiron es porque hay algo que lo mueve.

29 -I: Para que haya tiron debe haber aceleracion. Si fuera cero en algun sitio
no habria tiron.

30 -A: Como es una variacion se puede tomar el valor final menos el valor
inicial.

31 -S: Yo lo hice por cuentas y me sale que en ningun punto se anula. Pero las
cuentas no valen.

32 -P: La aceleracion de tiron es la que llevamos al salir, y la variacién de la
aceleracidn es la final, que nunca es cero, menos la inicial, que puede ser cero.
Entonces la variacion de la aceleracion seria negativa, pero nunca cero.

Aqui se ve claramente que les cuesta desprenderse de las herramientas
algebraicas. Dejan de lado la tabla y la grafica que han construido para tratar de

apoyarse en el trabajo algebraico, que lo sienten més fiable.

Analisis de las verbalizaciones

Analizamos los intercambios verbales que se producen en el equipo Al en la

situacion 2.
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Verbalizaciones Alicia Penélope Inma Susana
1 E(0)
2 DA(1)
3 DA(1)
4 PA(0)
5 DA(1) RA(I)
6 PA(0)
7 PA(0)
8 PA(0)
9 RA(1) DA(1)
10 DA(1)
11 UAR(1)
12 UAR(1)
13 E(0)
14 EA(0)
15 EA(0)
16 PA(0)
17 E(0)
18 E(0)
19 DA(1)
20 PA(0)
21 PA(0)
22 RA(1) DA(1)
23 PA(0)
24 RA(1) DA(1)
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25 PA(1)

26 PA(0)

27 RA(1) DA(1)
28 DA(1)

29 E(0)

30 E(0)

31 E(0)
32 E(0)

5 0.1 0.2 0.1 0.1

Tabla 4.27. Analisis del habla, equipo Al, situacion2.
Penelope, que es la que mas dialoga, es también la que logra mejor puntaje v,
por lo tanto, la que mas avances logra a nivel cognitivo.

Aqui esta claro que no logran superar el teorema factual, v = 0>a = 0.

= E-A2
Episodio de aprendizaje

Para analizar el problema propuesto, dos de las alumnas representan en ejes
cartesianos los datos de la tabla. Cuando comparan dicha representacién surgen dos
diferencias fundamentales. La primera es la forma de unir los puntos para formar una
curva continua; la razén la explican de esta manera:

1 -L: ;Por qué unes los trazos formando picos?

2 -Mdel C: No lo sé.

3 -L: Yo pensé que al ser un movimiento rectilineo no uniforme debia unirlos
con curvas porque en los picos no existe la derivada.

La otra cuestion es qué variable tomar sobre cada eje coordenado. Esta no
queda resuelta ya que Lydia, que toma el tiempo sobre el eje de las abscisas, reconoce
que primero lo hace al revés, que es como lo presenta Marfa del Carmen. No entran a
discutir esto, si bien reconocen que alguna lo tiene mal.

En el apartado a) cada alumna expone lo que previamente ha elaborado en la

etapa anterior. Para llegar a un consenso tratan de determinar dénde la velocidad es
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positiva y dénde negativa; esto no lo logran porque interpretan mal la grafica. Al final

se ve que prevalece el teorema factual: v = 0 donde s = 0.

4 -L: Yo pensé que la velocidad es cero cuando cruza al eje del tiempo, cuando

lo corta, porque el tiempo es cero y no hay movimiento.

5 -R: Yo pienso que en ningun instante, porque el movil no se para en todo el
tiempo.

6 -M del C: Yo pensé que cuando el tiempo es cero.

7-R: S8is =0 no tiene por qué estar parado.

Aqui se desencadena la discusion que lleva a Lydia a decir lo siguiente:
8 -L: Es que v=§, esta grdfica es la de la velocidad en funcion de sus

coordenadas. Por lo tanto la velocidad es cero en dos instantes, que son los puntos

donde corta al eje x.
9-Mdel C: ;Cudandos =0, noesv =107

Y con esto parece que se ha llegado al consenso.

Se continda con el apartado b); se hacen las siguientes afirmaciones:
10 -L: Donde no hay velocidad no puede haber aceleracion.

11 -R: En ningun punto la aceleracion es cero porque cambia el movil de

velocidad en todos los instantes.

12 -M del C: Entonces a = 0 cuando v = 0.
De la discusion sobre el apartado ¢) podemos remarcar lo siguiente:

13 -L: Yo la derivada tercera la he usado solo para hallar los puntos de
inflexion en el estudio de la éurvatura de la funcion.

14 -M del C: No sé por qué sigues hablando de derivadas.

15 -L: Porque la velocidad es la derivada primera, la aceleracion la segunda.

16 -L: Yo lo que sé es que si la derivada primera es positiva la segunda es

positiva y la tercera tiene que ser positiva, no tienen por que cambiar de signo.

17 -R: La aceleracion es cambio de velocidad ;entonces, como dices que
aumentas la aceleracion? La aceleracion no se puede aumentar. Cambiara la

velocidad para que haya aceleracion, la aceleracion en si no cambia. //
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18 -R: Lo que quieres decir es que donde la aceleracidn es constante el tirén
toma el valor cero.
19 -L: Lo que quiere decir es que la derivada tercera es igual a cero cuando lo

es la segunda ;jno?

20 -L: La derivada tercera es cero cuando la derivada segunda es un valor k,
constante.

21 -M: Tendriamos que ver en qué puntos la aceleracion es constante. //

22 -M: Si es una funcion constante es una recta paralela al eje y.

Analizan esta propuesta y llegan a la conclusién de que en todo punto la
funcién s(7) y su derivada v(f) van variando en cada instante, tomando distintos valores
numéricos.

Todavia discuten si la grafica s(f) muestra en cada punto la velocidad. Uno de

los obstaculos didécticos que les impide comprender dicha grafica es la definicién de

: e
velocidad como —.
{

23 -R: Hemos dicho que la aceleracion es constante en toda la funcién, por lo

tanto no hay tiron.

24 -L: Como la derivada segunda toma valores constantes. //

25 -M: Hemos concluido que la funcién es de segundo grado, su derivada )
de primer grado, su segunda derivada es constante, por lo tanto la derivada tercera,
que es la derivada de la aceleracion, es siempre cero y no hay tirén.

Han utilizado sélo algunos recursos matematicos elementales que ya poseen,
pero no han sabido combinarlos con los elementos que se les proporciona en la tabla,
por lo que sus conclusiones no son en nuestra opinién demasiado satisfactorias.

Respecto a la tercera derivada, llegan al resultado que ellos esperaban, ya que

les resulta dificil concebir una tercera derivada con significacién especifica.

Analisis de las verbalizaciones

Analizaremos las verbalizaciones producidas en el episodio de aprendizaje del

equipo A2 en la situacion 2.
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Verbalizaciones

Rosario

Manuel

Lidia

Maria del C.

1

DA(1)

2

PA(0)

DA(1)

RA(1)

E(0)

E(0)

E(0)

DA(1)

E(0)

PA(0)

10

E(0)

11

E(0)

12

E(0)

13

DA(1)

14

PA(0)

15

DA(1)

RA(1)

16

E(0)

17

DA(1)

18

UAR(1)

19

E(0)

20

DA(1)

21

EA(0)

22

DA(1)

23

E(0)

24

EA(0)
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25 UAR(1)

o 0.2 0.1 0.1 0.1

Tabla 4.28. Analisis del habla, equipo A2, situacion 2.
De acuerdo a las verbalizaciones producidas, han aparecido dos teoremas
factuales, v=0-2a=0y(x) >0 > f’(x) >0 > f”’(x) > 0, sin que se haya logrado

superarlos; lo mismo podemos decir del obstaculo didactico v = e/t.

= E-A3

Como habia entre ellos muchas coincidencias sobre el trabajo que elaboraron
en la etapa anterior, preguntan si van por buen camino. Aprovechando la pregunta se
les hacen algunas sugerencias para que puedan avanzar en el problema.

Se les recuerda el concepto de velocidad instantanea y se les sugiere que, a la
luz de ello, reconozcan cuales son los instantes donde se anula. También se les hace
mencién de un criterio de la Fisica que permite determinar los signos de la aceleracién
a partir de la grafica de la velocidad para diferentes intervalos.

Es evidente aqui que ellos han considerado los valores de la tabla como el

espacio recorrido y el tiempo empleado para ello respectivamente. Lo que prevalece
. »y e s
del movimiento rectilineo es que v=—. Esto hace dificil que puedan extraer
¢

conclusiones directamente a partir de la tabla, observando simplemente cémo
evoluciona la posicién del mévil. Dificultad que persiste, aun trabajando con la gréfica,
y que atribuimos al obsticulo cognitivo que supone el concepto de velocidad
instantanea.

Discuten y analizan dénde crece la grafica y dénde decrece, dénde y cuéntos
maximos y minimos hay, tratando de hallar y dar una razén por la que en esos puntos
la velocidad instantanea es cero.

1 -R: En los mdximos y minimos ocurre algo como un choque que lo hace
cambiar de direccion, por lo tanto en ese momento la velocidad es cero.

2 -D: jEstamos de acuerdo con que la velocidad es cero en los mdximos y

minimos?

3 -R: Claro porque, si lo piensas, cuando choca hay un momento en que para.
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4 -D: No es que choca, es que aqui cambia la aceleracion, o sea, que aqui va
disminuyendo, aqui aumenta. // Al cambiar la aceleracion quiere decir que el movil se
para y vuelve a empezar. Llega un momento en que la velocidad es cero y la
aceleracion es cero. Luego cambia, puede ser positiva o negativa, depende de lo que
haga.

5-R: Ya, ya.

Pasan a discutir el apartado b)

6 -D: La aceleracion tiene que ser cero en los mismos // no, la aceleracion es

cero en los puntos de inflexion cuando la derivada segunda sea cero.
Rafael y Mari Carmen indican puntos sobre la grafica, diciendo aqui y aqui... Nos
parece que tienen dificultades en identificar los puntos de inflexién y en aceptar que la
aceleracién sea distinta de cero en los puntos donde la velocidad se anula, porque
acaban indicando los ya sefialados como méaximos y minimos. Como esta conclusién
parece conformar a los tres, pasan al siguiente item.

7-R: Al pasar del 2 al 3 hay un choque, y claro donde hay un choque tiene que
parar un poquito para cambiar la direccion de la velocidad. Es decir, hay un momento
en que se detiene para poder cambiar la direccion de la velocidad, entre 2 y 3
segundos.

8 -D: Yo no entiendo, no sé lo que significa la variacion instanténea de la
aceleracion.

9 -R: Es un cambio brusco de la aceleracion en un punto.

10 -D: Aqui cambia y aqui también.

11 -R: No es instantdnea, el tiron es una cosa progresiva.

12 -MC: Yo creo que instantdnea es en todos los cambios que se producen, de
aqui a aqui y ast siguiendo.

13 -R: Entonces también serian en otros puntos.

14 -MC: Es que si aqui hay un cambio de direccion, aqui a la fuerza tiene que
haber otro.

15 -R: No, porque no hay ningun signo negativo.

16 -D: Si la aceleracion en este punto es cero aqui es positiva y aqui negativa.

17 -R: Hay un cambio de la aceleracion, quiere decir que ha habido un

momento que ha sido cero.// Que toma el valor cero en ese punto, claro que también
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toma el valor cero. // Yo, que en los mdximos y minimos era cero no lo sabia. Yo lo
habia tomado como un choque.

18 -MC: Esos puntos tienen velocidad cero y aceleracion cero, (no?

19 -D: No tiene por qué, // bueno, la velocidad y la aceleracion estan
relacionadas.

20 -R: Si la derivada de la velocidad es cero, entonces aceleracion no hay y la
derivada de la aceleracion te va a salir cero.

21 -D: Yo lo saco por la formula de la aceleracién, que es velocidad final
menos velocidad inicial partido por el tiempo. Si la velocidad es cero la aceleracidn es
cero tambiéen.

Discuten dénde avanza y dénde retrocede el mévil y, por ultimo, llegan a la
conclusién de que en todos los puntos hay un cambio de aceleracién, pero no pueden
responder en cuantos, como minimo, sera cero.

Aqui, aparecen los obstaculos ya observados y que dificultan la interpretacion
de los fenémenos de variacidn y cambio. Estos estamos tratando de superarlos a través
de modelos matematicos sencillos. Ademas, nos encontramos con cierta resistencia a
interpretar la tercera derivada. Esta resistencia se torna tan fuerte que podria comparase

con la que se produce al pasar del estudio espacial de tres a cuatro dimensiones.

Analisis de las verbalizaciones

Analizamos cuantitativamente las verbalizaciones que se han producido en el

equipo A3 en la situacion 2.

Verbalizaciones Rafael David Mari Carmen
1 DA(1)
2 UAR(1)
3 EA(0)
4 E(0)
5 EA(0)
6 DA(1)
7 DA(1)
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8 PA(0)

9 DA(1)

10 EA(0)

11 E(0)

12 DA(1)
13 EA(0)

14 DA(1)
15 E(0)

16 DA(1)

17 E(0)

18 PA(0)
19 DA(1)

20 E(0)

21 E(0)

¥ 0.1 0.2 0.1

Tabla 4.29. Analisis del habla, equipo A3, situacion 2.

o SITUACION 3(3)

En la siguiente grdfica se representan la funcion de movimiento, s(t), la velocidad, s'(t), y la

aceleracion, s’'(¥), de un movil.
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¢ Puedes identificar cada una? ;como?

133

Determina aproximadamente los intervalos donde s '’ ’(1) es positiva.

Describe cudles son las caracteristicas de la funcion que, a tu juicio, son mds relevantes a la hora de

trazar las grdficas de su primera, segunda y tercera derivada.

A esta situacidn, en esta etapa, le hemos agregado los items b) y ¢) con el fin de
poder determinar claramente si han logrado crear alguna estrategia que les permita
reconocer las graficas de la funcidén y de sus derivadas, y también que sean capaces de
anticipar los signos de la tercera derivada. Ademas, queremos conocer cuéles han sido
los elementos (geométricos, fisicos, algebraicos, etc.) que ellos reconocen como maés
relevantes a la hora de elaborar tales estrategias.

Con el fin de facilitar la identificacién de las graficas en sus conversaciones, les hemos

asignado un numero: 1 =s(2),2=v(t) v 3 =a(t).

= E-A1

El criterio que prima en este grupo desde el principio es que la velocidad y la
aceleracién “deben ser parecidas”. Fundamentalmente, utilizan esta expresion para
referirse al valor que, seglin ellas, deberian tomar en ¢ = 0, como veremos a
continuacion.
Episodio de aprendizaje

1 -I: Tomo ésta (1) como la velocidad.

2 -A: La velocidad y la aceleracion, que es la derivada de aquélla, nunca va a
ser uno.

3 -P: Tengo que partir del espacio igual a uno pues la velocidad y la
aceleracion deben empezar por cero.

4 -I: Cuando hagas la derivada de la velocidad en el punto cero nunca dard
uno.

En este momento el grupo se divide en dos por un motivo de horarios. Lo que
aqui se transcribe corresponde al trabajo de una hora realizado por Alicia e Inma.

1 -A: La que parte de uno es s(f), es decir, estd midiendo un espacio // claro,
pero es que la velocidad y la aceleracién son las que van a empezar en cero. Es que
no encajaria porque si fuera la del espacio...

2 -I. Siempre es positiva la velocidad, jno?

224




Capitulo 4 Primera experiencia

3 -A: Esta estd midiendo el espacio en funcion del tiempo. Si ésta fuera la del
espacio (2), en el segundo cero estd a un metro, en el segundo uno a casi dos metros,
en el segundo dos esta a menos metros, es que a partir de aqui (maximo) va para
atrds. Esto va desde cero asi, llega hasta el mdximo // fijate en una cosa, la primera
derivada tiene que ser cero cuando hay un mdximo o un minimo. Entonces, como ésta
(2) es el espacio y tenemos un mdximo en casi 1.6, ahi la velocidad tiene que ser cero.

4 -A: Entonces la roja (2) es el espacio y como su mdximo coincide con el cero

de la azul (3), ésta es la velocidad // Entonces, me he equivocado yo.

5 -A: Entonces ésta debe ser la de la velocidad (3) y ésta (1) debe ser la de la

aceleracion.

6 -I: También debe haber alguna causa para decir que ésta (1) debe ser la de
la aceleracion.

7 -A: Lo vamos a pensar ahora.

Hasta aqui estan asumiendo lo que ha construido Inma en la etapa de accidn.
Ademas, viene a corroborar lo que ellas piensan, que la velocidad y la aceleracion en
cero deben ser cero. Sin embargo, van a tratar de justificar esta eleccién recurriendo a
un criterio de la Cinematica.

8 -A: Se supone que ésta (3) es la velocidad y ésta (1) la aceleracion. Desde
cero hasta uno la velocidad // la velocidad crece y es positiva y la aceleracion (1) es
positiva, hasta aqui bien. Ahora de uno a 1.5 la velocidad es positiva, pero disminuye
en modulo, luego la aceleracion deberia ser negativa. // Entonces, ésta (1) tampoco
puede ser la aceleracion.

9 -I: La velocidad no puede partir de uno, porque llegué a pensar que la del
movimiento rectilineo podia ser la verde (1).

10 -A: Esa es la que puse yo.

11 -I: Yo llegué a pensarlo de las tres formas y me quedé con ésta, porque al
comenzar en uno su derivada va a ser cero en el punto cero, que es la velocidad, y la
aceleracion es cero donde la velocidad es cero, pero ya me he liado.

En este momento a Inma se le ha creado un conflicto que es lo que creemos le

va a ayudar a superar algunos obstaculos y avanzar en el problema.

225



Capitulo 4 Primera experiencia

12 -A: No sabemos el concepto de aceleracion negativa, a lo mejor lo de la
aceleracion negativa es que va para atrds.

13 -I: Mira, velocidad positiva, aceleracion negativa, disminuye // la velocidad.

A continuacién intentan ver si por ese camino pueden avanzar y responder al
siguiente apartado. Proponen bosquejar la derivada tercera; para ello parten de la
grafica (1) que ellas suponen representa la aceleracion, es decir, la derivada segunda.

14 -I: La derivada tercera seria cero en cero y siempre seria positiva, jno?

15 -A: No siempre, porque a veces donde la velocidad es positiva la
aceleracion es negativa. // Es que este punto es muy critico, lo dice todo. Lo dice para
esta grdfica (7) y para ésta (7).

16 -A: Esta (2) que parte de uno // aqui que se hace cero coincide con un

maximo y donde se hace cero su derivada debe ser... no sé //

17 -A: Yo la he cogido por iluminacion. El caso es que ésta (?) es la derivada
de ésta (7).

Al llegar a este punto estén casi convencidas de que la que parte de uno (2) es
s(¢). Sin embargo, preguntan si estan en lo cierto. Se les recomienda tener en cuenta los
puntos criticos o notables de las gréficas y analizar lo que debe ocurrir en esos puntos
en la funcidn derivada.

18 -I: Vamos a ver cudles son los puntos notables. Yo he estado observando y
me he dado cuenta, mientras habldbamos con ella, lo bien que se ve y antes no
veiamos nada.

19 -A: Vamos a estudiarlo como antes, con los intervalos de crecimiento y
decrecimiento. Lo que es seguro es que la azul (3) es la derivada de la roja (2) y ésta
la derivada de la verde (1). Entonces la que llega mds arriba es la ecuacidn principal,
o sea la ecuacion del movimiento rectilineo.

Tratan de explicar, con los elementos y conocimientos que tienen y que se les
ha inducido a utilizar, las razones del cambio en la eleccién. Con todo se dan cuenta de

que todavia no logran resolver satisfactoriamente el problema. Por ello avanzamos con

més elementos y explicaciones.

226




Capitulo 4 Primera experiencia

Por fin parece que llegan a un acuerdo sobre que el mévil tiene velocidad
inicial, diferente de cero, en el instante en que se comienza a contar el tiempo, es decir
ent=0.

20 -A: Derivada del espacio en el punto cero, que va a ser la velocidad, vale
uno. // Bueno, sustituyendo en la ecuacion pero como no la conocemos no tenemos ni
idea de como va. Entonces la aceleracion también es cero jesa es otra cosal

21 -I: No hay ni aceleracion ni velocidad.

Aqui se pone de manifiesto que la informacién que consideran fiable la
obtienen conociendo la expresion analitica de la funcién y a través de operaciones
algebraicas. Si bien han encontrado como satisfactorio para explicar el fenémeno en el
instante inicial el uso de la cinematica, prima en ellas el teorema factual del que hasta
aqui no pueden desprenderse.

22 -A: Velocidad si, lo que no hay es aceleracion. El espacio es el punto cero,
pero ;como explicas eso de que no haya aceleracion para que la aceleracion sea
cero? // Lo que puede ser es que viniéramos con un movimiento uniforme, Sin
aceleracién // 'y a partir del punto cero del espacio comenzamos a acelerar, a
disminuir o a aumentar la velocidad.

23 -I: 81, pero eso no lo sabemos.

24-A: Pero es lo mds légico, como estamos dando todo por supuesto... estamos
suponiendo cosas, pues es la unica manera de que encaje. Suponemos que tenemos
una velocidad constante // por lo tanto no tenemos aceleracion y a partir de t = ()
vamos a tener aceleracion. Por eso la grdfica del espacio tiene un mdximo al final de
todo, aproximadamente en 2.1. Si bajamos una vertical a partir de ese punto vemos
que coria.

25 -I: Que su derivada primera tiene un cero, que coincide con la grdfica de la
velocidad.

26 -A: Exactamente y ésa (2) es la velocidad.

27 -I: Ahora estudiemos la grdfica de la velocidad, que es la que comienza en
uno.

28 -A: Exactamente, entonces nosotros llevamos una velocidad. Vemos que
conforme el movimiento nosotros vamos de cero metros hasta tres metros, en ese

espacio nuestra velocidad va aumentando al principio y luego disminuye y es logico
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porque desde cero hasta 1.5, mas o menos, donde se cortan las dos grdficas // hasta
alli el recorrido va aumentando.

29 -1: Y en ese punto comienza a disminuir.

Es evidente que no se han percatado de que estan en presencia de un punto de
inflexidn.

30 -A: La del espacio desde aqui hasta aqui aumenta, pero si te das cuenta en
el mismo tiempo aumenta mucho menos. Es decir, el espacio aumenta cada vez un
poquito menos, por lo que la velocidad va disminuyendo un poco. // Por eso
disminuye la velocidad. Y entonces de aqui lo mas seguro es que se hiciera a lo mejor
constante o a lo mejor...

31 -1: 4 disminuir.

32 -A: Eso es lo que se supone. Entonces en el espacio lo que estamos
haciendo es retrocediendo porque si tomamos éste (?) como punto arbitrario, si
nosotros hemos llegado hasta el tres entonces lo que estamos haciendo a partir de
aqui es volver hacia atrds. Entonces, al volver hacia atrds ;la grifica de la velocidad
qué hara? Pues disminuir, ir hacia abajo, hasta que se hara incluso negativa. Y luego
estd la aceleracion porque en el uno, mas o menos //

33 -I: En el 1.5 tiene el maximo la grdfica de la velocidad y su derivada alli se
hace cero.

34 -A: Claro, y eso significa que la grdfica de la aceleracion es la tercera (3),
la que mas se dobla, que es la derivada de la otra (2).

A continuacién analizan la grafica de la aceleracién para dar respuesta al
siguiente item.

35 -I: Tenemos un mdximo en uno.

36 -A: En el uno tenemos un mdximo, entonces pasara por alli la tercera

derivada.

37 -1: También hard otra curva pero Jahora por dénde pasard, por el origen

también, igual que la otra?

38 -I: Es positiva desde cero hasta uno, en el punto uno comienza a decrecer
porque luego se hace cero. La derivada tercera debe ser cero en el punto uno. Desde

cero hasta uno es positiva pero, aqui tiene que alcanzar otra cota ;Jno?
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39 -A: ;Por qué? //
40 -A: No, no tiene que alcanzar ninguna cota porque no sabemos si la cuarta
derivada es cero ahi. Si supiéramos que la cuarta derivada toma el valor cero entre

0.5 y 1 entonces st que tiene que haber a la fuerza un mdximo, pero como no sabemos

como es la cuarta derivada...

41 -1: Entonces se supone que es positiva.

42 -A: No ;porqué la vamos a dar positiva?

43 -I: Porque debe pasar por el uno.

44 -A: Si, pero puede ser que venga por aqui.

45 -I. jPor qué? Si comienza por el cero. Todas comienzan por el cero y a
partir de cero son todas positivas.

Esta afirmacién nos hace pensar que dan por supuesto que si s <0, v<0 vy

da
a <0, entonces —=>0.
dt

46 -I: No entiendo por qué. ;Por qué, por ejemplo, la derivada tercera va a ser
negativa?

47 -A: ;Y por qué va a ser positiva? //

48 -I. Vamos a estudiar, por ejemplo, el intervalo de la grdfica que va desde
cero hasta uno. Como es creciente, la velocidad es positiva jno? //

49 -A: Bueno, la aceleracion. De cero hasta uno la aceleracion es positiva.

50 -I: Por lo tanto su derivada debe ser positiva también.

Aqui se preguntan si el criterio de la cinematica que les permitié deducir los
signos de la aceleracion, a partir de la grafica de la velocidad, sera valido. Es decir, si
es posible utilizarlo para deducir a partir de la grafica de la segunda derivada los signos
de la tercera.

51 -A: Si vale ese criterio entonces la derivada tercera serd positiva. La
derivada tercera es la conocida como tirén ;no?

52 -I: No, aqui no tiene nada que ver. //

53 -I: ;Y donde pegaria el coche el tiron?

54 -A: Los tironcitos en todo caso empiezan desde aqui, entonces ese tiron //

es que la variacion de la aceleracion instantdnea...
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Aqui preguntan sobre la variacidén instantanea de la aceleracién, su concepto.
Se nota que hay cierta dificultad en conceptualizar la derivada tercera a partir de la
cinematica.

55 -A: En fin, que tenemos que suponer eso ;no? Bueno, es que lo mas légico
es lo que tu dices.

56 -I: Si la derivada segunda crece y es positiva en ese intervalo, la derivada
tercera también debe ser positiva.

57 -A: Por lo tanto de aqui para acad es negativa, entonces seria una cosa ast.

De esta manera logran determinar el signo de la tercera derivada como se les
habia pedido. Para acabar responden al ultimo apartado diciendo:

58 -A: Los maximos, los minimos, los puntos de corte... Cuando lo lef dije jQué
cosa mas dificil! jEs que no tengo ni idea! Y mira las cosas que hemos sacado.

A continuacion se transcribe el trabajo de una hora realizado por Penélope y
Susana sobre la misma cuestion y que ya habia iniciado el equipo completo.

1 -S: Habiamos quedado en que éstas dos, al ser paralelas, como son mds o
menos parecidas, deben ser la velocidad y la aceleracion.

2 -P: También deciamos que ésta otra no puede ser la de la posicidn porque la
derivada... jo como era? // Que ésta no puede ser la de la velocidad porque la

derivada de la posicion, s°, si esto es cero, no podia ser uno.

3 -P: ;Como es esto, en los mdaximos?

4 -S: La derivada va a ser cero, la velocidad va a ser cero.

5 -P: Los maximos, jcomo se miraban?, con la primera derivada, ;jno?
Entonces donde hay un maximo, si la derivada es cero seria la velocidad. Si tenemos
un madximo, hacemos la derivada y nos da cero, seria con... la de la posicion.

6 -S: Seria la aceleracion.

7-P: ¢La aceleracion o la velocidad?

8 -8: Esa es la velocidad, la derivada de la velocidad es la aceleracidn.

9 -P: ;Como sabes tu que...?

10 -S: Porque el maximo al hacer la derivada da cero.

11 -P: Entonces, cuando hay un mdximo la derivada // ;la derivada de qué?

12 -S: De este punto, va a dar cero.
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13 -P: ;Entonces ésta es la posicion (1), ésta la velocidad (2) y la aceleracidn
(3)?

14 -S: Yo creo que si.

15 -P: Porque ésta corta a ésta // si tenemos un mdximo... en los puntos
mdximos la primera derivada es cero. Entonces si aqui tenemos un mdximo, la
derivada es cero, entonces seria la aceleracion.

16 -S: En este punto va a ser cero porque después empieza a bajar.// Entonces

es como si se para y vuelve.

17 -P: Entonces si lo miramos asi seria, mirando desde arriba, la primera seria
la de la posicion, la segunda la velocidad y la tercera la aceleracion.

18 -S: Si.

19 -P: Entonces, a ver, a medida que el mévil va andando comienza con una
velocidad. El modvil tiene posicion constante jentonces, por qué disminuye la
velocidad?

20 -S: Al disminuir la velocidad y la aceleracion ya no sube mds, se quedaria
constante.

21 -P: ;Y no comenzaria a bajar también?

22 -S: No, no, sube.

23 -P: Si disminuye la velocidad ;como?

24 -S: Ah, ya.

25 -P: ;Lo dejamos asi, entonces?

26 -S: Es que yo lo puedo hacer por las derivadas, lo que pasa que para decir
por qué la velocidad empieza en cero...

27 -P: Podriamos decir que tiene una velocidad inicial, no tiene por qué ser la
velocidad inicial igual a cero, ;o no? // ;Entonces, puede salir con una velocidad
inicial y una aceleracion cero?

28 -S: Se supone que si, no sé.

29 -P: Es que si no estamos como antes, deberia ser ésta la de la velocidad (1)
y ésta la de la posicion (2), pero // ;Como ésta va a seguir aumentando y la de la

posicion va a bajar?
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30 -S: ;Cémo habia que enfocar lo de la velocidad? ;Disminuye cuando son
contrarios? ;No?

3 1 -P: Claro, si disminuye tiene que ser de distinto signo.

32 -S: Tiene que ser contrario el signo de la velocidad y el de la aceleracion.
En este caso éste es positivo y éste negativo... si no, no daria esto.

33 -P: La primera es la del espacio, la segunda la de la velocidad y la tercera
es la aceleracion. Porque en el punto donde la velocidad es maxima // la aceleracion
es cero, // Jy mirando la recta de la velocidad?

34 -S: Es maxima y la aceleracion toma el valor cero.

35 -P: Y mirando la recta de la velocidad, la velocidad disminuye cuando la
aceleracion aumenta.

36 -S: El modulo.

37 -P: Cuando el modulo de la velocidad es positivo y la aceleracion es
negativa, entonces mirando la recta de la velocidad vemos que cuando disminuye la
velocidad la aceleracion comienza a aumentar.

38 -S: La aceleracion comienza a aumentar en sus modulos. // La aceleracion
engloba todo.

39 -P: La aceleracion comenzaria a aumentar tomando valores negativos,
/no?... La aceleracion disminuye...

40 -S: Aumentaria, aumenta en modulo, pero tiene signo negativo.

41 -P: ;Entonces asi es como nos ha dicho?

42 -S: Si, la velocidad es maxima cuando la aceleracion es cero.

43 -P: Velocidad madxima, la derivada de esa velocidad va a ser la aceleracion
y va a ser cero. Vamos a ver si lo hemos puesto bien porque en el punto donde s es
maximo, la velocidad es mdxima y la aceleracion es cero. Mirando la recta, cuando la
velocidad disminuye, la aceleracion aumentaria en médulo desde este punto aqui,
hasta aqui. Entonces lo hemos puesto bien.

44 -S: Ahora, a su vez, cuando tu lo realices matemdticamente la derivada de
la velocidad maxima es cero, que es la aceleracion.

45 -P: La otra recta, que es la de la posicidn, ;qué estd indicando?

46 -P: Cuando aumenta la velocidad aumenta la aceleracion.
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47 -S: Cuando ya no aumenta mds se queda constante.

Ahora van a abordar el apartado donde deben determinar los intervalos en que
s"" es positiva.

48 -P: Esta era la aceleracién cuando tenemos una velocidad inicial cero,
luego al salir tenia esa aceleracion.

49 -S: Pero ;como consideramos el tiron de la aceleracion?

50 -P: Para que saliese dijimos que era la variacion de la aceleracion, es
decir, la aceleracion final menos la aceleracion inicial. Si la aceleracion inicial es
cero, la aceleracion final puede ser un numero cualquiera.

51 -S: ;Cudndo tendra signo positivo?

52 -P: Cuando la aceleracion inicial es menor que la final o cuando la
aceleracion inicial sea menor o igual a cero, // no.

53 -S: Tiene que ser menor que la final, o igual a cero.

54 -P: O igual a cero. Entonces seria en el punto donde la aceleracion corta al
egje de las x.

55 -S: Pero si la aceleracion inicial es negativa también nos va a dar.

56 -P: Ah, claro. Un sitio seria donde la aceleracion corta al eje de las x y
donde la aceleracion se considera negativa.

57 -S: No, pero ahi es positiva.

58 -P: Aqui, en este trozo, como la velocidad disminuye pero es positiva, la
aceleracion tiene que ser positiva.

Es evidente que aunque matematicamente han logrado determinar las curvas,
no han logrado construir en forma aceptable una caracterizacion del concepto. Desde el
punto de vista de la Fisica tampoco han logrado interiorizar el criterio pertinente.

Hasta aqui llegé el trabajo de estas alumnas; en la siguiente seccion continua el
equipo completo.

A continuacién el equipo (E-Al) hace una puesta en comun sobre los
resultados obtenidos al trabajar en dos grupos separados. La enumeracién de las
verbalizaciones continiia a partir de donde se ha dividido el equipo en dos grupos.

Penélope se apresta a explicar el analisis que han realizado para escoger cada

una de las graficas.
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5 -P: Donde era la velocidad mdxima, la derivada de la velocidad debe ser la
aceleracidn. Entonces, cuando la velocidad es mdxima su derivada es cero. Entonces,
Jjusto en el punto donde la velocidad es mdxima, que es éste (;), la derivada es cero,
que es la aceleracion.

6 -A: jPor qué ésta (1) es la del espacio?

7 -P: En el momento en que la velocidad comienza a disminuir, la posicion se
empleza a mantener constante, no aumenia ni disminuye.

8 -I: Porque aqui observamos que hace como una especie de curva y por eso
nosotros pensamos que no es recta como tu piensas, ;no? Y dijimos que posiblemente
puede haber un mdximo, que al hacer su derivada que es cero, coincide con esta
grdfica que pasa justo por ese punto.

9 -A: Es que lo mds seguro es que aqui haya un mdximo.

10 -P: S, yo lo entiendo, es lo mismo que si éste (t = 1.5) fuera el mdximo de
la velocidad y éste (t=1) el de la aceleracion.

11 -A: Pero es que ésta (2) también puede ser la del espacio y ésta (3) la de la
velocidad. Porque la velocidad es la derivada del espacio.

12 -P: Claro, pero luego tu al hacer la derivada de la velocidad no te va a dar
la otra.

13 -1: i, eso si.

14 -A: Pero tampoco lo sabemos.

15 -P: Como te va a dar, si ésta (2) es la de la velocidad, como te va a dar su
derivada.

16 -A: Esta claro que ésta (1) es la del movimiento. Pero lo mismo que da una
pardbola y luego la derivada es una linea recta, quién sabe si la derivada de ésta no
puede ser ésta (().

Pasan a discutir los signos de la derivada tercera.

17 -P: Nosotros pusimos que la derivada tercera era positiva cuando la
aceleracion final es mayor que la aceleracion inicial o cuando la aceleracion inicial
es cero, entonces seria donde corta al eje de las x.

18 -A: Nosotros consideramos que de cero a uno es positiva.

19 -P: ;Por qué?

20 -I: Porque aqui la grdfica es creciente y luego...
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21 -P: Si, pero es que luego aqui la grdfica disminuye pero la aceleracion
aumenta, entonces tenemos aceleracion positiva y velocidad negativa.

22 -A: Entonces, hemos dicho que de cero a uno es positiva porque al crecer la
grdfica la funcion y su derivada van a tener el mismo signo.

23 -P: Yo he puesto primero donde la aceleracion corta al eje de las x. ;Por
qué en este punto seria positiva? Ya no me acuerdo. También donde la aceleracion
fuese negativa.

24 -S: Porque en este punto es cero (la aceleracion). Como da cero y el otro es
positivo da positivo.

25 -P: ;Como? Al final eso de la variacion ...

26 -A: Lo de final menos inicial no era asi. Mds bien debemos guiarnos por los
puntos notables.

27 -P: ;Puntos notables? Bueno, los que cortan al eje x.

28 -A: Aunque aqui la ecuacion de la aceleracion, imaginaros que éste es el

punto x, y que f(x,) =0, eso no quiere decir que f'(x,) =0. Es decir que la tercera

derivada no tiene que ser cero. No es cero, puede tener cualquier valor.

Parece que Alicia convence con sus argumentos a Penélope, que desecha su

af—a

hipétesis inicial en la que usaba a'= L para hallar los signos de la derivada

Ly
tercera. Al utilizar esta definicidn estan calculando un valor promedio y lo que se les
pide son los valores instantdneos. El valor instantaneo es un limite y aqui se
encuentran con un obstaculo didactico que creemos actila negativamente, si no es
superado, sobre la construccion y comprension del valor instantdneo de estas
magnitudes fisicas y, por ende, sobre el concepto de derivabilidad.

28 -A: Es lo que hemos dicho siempre, en este intervalo la grdfica crece, la
aceleracion es positiva, por lo tanto su derivada es posiiiva. De aqui a aqui la
aceleracion es positiva pero, como decrece, la variacion de la aceleracion es negativa,
o sea que aqui nada. A partir de 1.5 deciamos que en modulo aumentaba.

29 -P: Es que de aqui () a aqui (}) tendria velocidad negativa, movimiento que

disminuye y aceleracion negativa.
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30 -A: Pero como en mddulo aumenta se supone que estd creciendo, la
variacion de la aceleracion va a ser positiva. Entonces se supone que el intervalo
donde es positiva va a ser de 0 a 1 y de 1.5 a... // hasta que termina.

31 -I: Yo lo del 1.5 no lo veo.

32 -A: Porgue de aqui (0) a aqui (1) crece, como tiene el mismo signo es
positiva su derivada también. De aqui (1) a aqui (1.5) es positiva pero como estd
decreciendo la otra serd negativa. De aqui (1.5) en adelante decrece, por lo tanto van

a ser de distinto signo, como ésta es negativa la otra serd positiva.
Analisis de las verbalizaciones

Vamos a analizar seguidamente los intercambios verbales que se han
producido, en la situacién 3, con los dos grupos del equipo Al y a continuacién lo

haremos con el equipo completo.

GRUPO I GRUPO 11
Verbalizaciones
Alicia Inma Penélope Susana
1 E(0) E(0)
2 PA(0) E(0)
3 E(0) PA(0)
4 E(0) RA(1) DA(T)
5 E(0) PA(0)
6 PA(0) E(0)
7 1(0) PA(0)
8 DA(1) DA(1)
9 PA(0) PA(0)
10 BA(0) RA(1) DA(1)
1 E(0) PA(0)
12 PA(0) RA(1) DA(1)
13 RA(1) DA(1) PA(0)
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14 PA(0) EA(0)
15 DA(1) RA(1) UAR(1)

16 PA(0) DA(1)
17 E(0) UAR(1)

18 1(0) EA(0)
19 DA(1) PA(0)

20 DA(1) E(0)
21 E(0) PA(0)

22 DA(1) E(0)
23 EA(0) PA(0)

24 DA(1) EA(0)
25 UAR(1) PA(0)

26 EA(0) PA(0)
27 1(0) DA(1)

28 DA(1) EA(0)
29 DA(1) PA(0)

30 DA(1) PA(0)
31 EA(0) DA(1) RA(1)
32 E(0) UAR(1)
33 DA(1) DA(1)

34 UAR(1) RA(1)
35 DA(1) E(0)

36 UAR(1) EA(0)
37 PA(0) E(0)

38 DA(1) E(0)
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39 PA(0) PA(0)

40 AR(0) DA(1)
41 DA(1) EA(0)

42 PA(0) DA(1)
43 DA(1) E(0)

44 E(0) DA(1)
45 E(0) PA(0)

46 PA(0) AR(0)

47 PA(0) E(0)
48 1(0) E(0)

49 DA(1) PA(0)
50 UAR(1) E(0)

51 DA(1) PA(0)
52 E(0) E(0)

53 PA(0) EA(0)
54 E(0) E(0)

55 1(0) E(0)
56 DA(1) E(0)

57 UAR(1) E(0)
58 1(0) E(0)

< 0.2 0.2 0.1 0.2

Tabla 4.30. Analisis del habla, equipo A1 subdividido, situacién 3.
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Continuamos con el andlisis verbal del equipo completo.

Verbalizaciones Alicia Penélope Inma Susana
1 E(0)
2 E(0)

3 E(0)

4 E(0)
5 DA(1)

6 PA(0)

7 E(0)

8 RA(1) DA(1)
9 EA(0)

10 DA(1)

11 E(0)

12 DA(1)

13 EA(0)
14 PA(0)

15 DA(1)

16 EA(0)

17 E(0)

18 DA(0)

19 PA(0)

20 DA(1)
21 E(0)

22 DA(1)

23 E(0)
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24 E(0)
25 PA(0)

26 DA(1)

27 PA(0)

28 DA(1)

29 DA(1)

30 E(0)

31 E(0)

32 PA(0)

33 E(0)

5 0.2 0.1 0.1 0

Tabla 4.31. Analisis del habla, equipo A1 completo, situacion 3.

= E-A2

Hacen una puesta en comun sobre los resultados que ha elaborado cada uno en
la etapa de accion. Hay varias posturas, por lo que intentan llegar a un consenso.
Episodio de aprendizaje

1 -L: Yo tenia considerado que las derivadas no cambiaban de signo. Si la
derivada segunda es positiva, la derivada tercera también es positiva. // Pero es que
depende del intervalo donde lo estds valorando, que es lo que tii me preguntas.

2 -M: Yo lo tengo claro en este tema. Cuando la funcidn es creciente la
derivada primera estd por arriba del eje y cuando la funcién es decreciente la
derivada primera estd por debajo del eje de las x. Y en los maximos y minimos la
derivada corta al eje x.

3 -L: Puede que lleves razon ;pero entonces, por qué has puesto aqui que la
derivada segunda es siempre positiva?

Se refiere a que Manuel ha elegido como la curva de la aceleracién la (1).

4 -R: La aceleracion parte de uno porque cuando estd en la posicion uno es

cuando se ha dado un cambio de velocidad.
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5 -M del C: Podriamos considerar cada grdfica e ir estudiando la derivada de
cada una.

Aqui, primero se ponen de acuerdo dénde consideran que la funcién es positiva
y donde negativa, cuando creciente o decreciente y qué significa que la velocidad
aumente en valor absoluto.

Hay una idea que se repite “la aceleracién y la velocidad siempre van
relacionadas”. La jerarquia de esta relacion, para ellos, es mas fuerte que las otras que
aqui se encuentran implicadas.

6 -M del C: ;Como una derivada va a salir de uno?

7 -L: Yo pienso que la velocidad y la aceleracion tienen que estar
relacionadas.

No hay acuerdo en cual tomar como la curva que da la posicién ni en los
criterios para analizar y poder reconocer cada curva. Hablan de maximos de
crecimiento, pero parece que no saben cémo utilizar todos estos conceptos.

8 -R: Es segun como las mires porque ésta (?) puede ser la velocidad y ésta (?)
la aceleracidn porque sigue siendo ésta (?) la derivada de ésta (?).

9 -L: Nada, porque entonces la funcion no tendria mdximo, porque aqui se
estabiliza. No tiene mdximo, entonces no tiene derivada.

En una primera aproximacién el grupo elige la (2) como s, la (3) como v y la
(1) como a. Luego vuelven a analizar la (3) para ver si realmente su derivada cumple
con ¢l criterio que estan utilizando.

10 -M: Si tomamos la (3) como la velocidad y la analizamos como si fuera una
Jfuncion corriente encontramos que tiene un mdximo aqui, entonces su derivada debe
cortar al eje en uno.

11 -L: No tiene porqué.

12- M del C: Tiene que cortarlo. Cuando hay un mdximo aqui la siguiente
derivada tiene que pasar por aqui, tiene que cortar al eje x en ese valor.

13 -M: Igual que ocurre con las otras dos.

14 -L: Entonces, jen qué quedamos?

15 -M: Estas dos estan bien porque coinciden, las que no coinciden son ésta

(3) con ésta (1).
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16 -M del C: ;Y si consideramos como la posicion ésta (1)?
Aqui queda la propuesta de Maria del Carmen; como se sienten un poco
agobiados al no poder avanzar pasan a ocuparse del ultimo item de la cuestion anterior

que les habia quedado por concluir.

17 -L: Déjame ver una cosa, // ;Por qué tienen que decirte que la velocidad
comienza en cero? ;Quién te dice a ti que debe comenzar con velocidad cero?

18 -R: ;Entonces, tu quieres decir que la velocidad es la que parte de uno?

19 -L: Quiero decir que cualquiera puede ser la grdfica del movimiento, de la
velocidad o de la aceleracion, depende de como corta. //

20 -L: Yo pienso que ésta, por la forma puede ser una funcion de cuarto grado.
Entonces la derivada de ésta, que es la mds parecida...

Este camino parece que no les resulta exitoso. Entonces vuelven a pensar por
donde debe pasar la funcién derivada cuando la funcién tiene un extremo. Insisten en
la eleccion que habian hecho anteriormente, ya que es evidente que la (3) es la
derivada de 1a (2) y eso lo tienen claro.

Maria del Carmen vuelve a insistir con la idea que habia planteado
anteriormente y que no llegaron a considerar.

21 -M del C: Si ésta (1) hace asi, se vuelve otra vez.

22- R:  Si consideramos que ésta (1) hace asi (quieren decir que en
aproximadamente 2 tiene un maximo) su derivada para ese valor debe pasar por aqui
(cortar al eje x en el valor dos). // Yo creo que aqui, ésta (1) tiene un mdximo.

23 -L: Descartando que se vuelva constante ;no?

24 -M del C: Asi es como lo traje yo el primer dia.

Lydia sigue pensando en el grado de las funciones; no ha conseguido superar
algunos obstaculos que ha puesto de manifiesto desde el comienzo.

Pasan a responder el siguiente {tem.

25 -M: Donde es creciente la segunda derivada serd positiva la tercera

derivada.
26 -L: ;Entonces, serd creciente por aqui (7)?

27 -R: No, porque es que por aqui // bueno podria cortar asi también.
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28 -M del C: De cero a uno seria positiva. Porque donde la segunda derivada
es creciente la tercera debe ser creciente, positiva jno?

29 -L: Entonces el intervalo donde es positiva seria entre 0y 1.6 jno?

30 -M del C: No llega al uno // bueno, al uno aproximadamente.

A la ultima pregunta responden que lo mas relevante, para ellos, han sido los

maximos, la monotonia, crecimiento y decrecimiento de las funciones.
Analisis de las verbalizaciones

A continuacién, analizamos los intercambios verbales que han ocurrido en los
episodios de aprendizaje que acabamos de presentar en el seno del equipo A2 sobre la

situacion 3.

Verbalizacién Rosario Manuel Lidia Maria del C.

1 E(0)

2 DA(1)

3 PA(0)

4 E(0)

5 D(0)

6 PA(0)

7 DA(1)

8 DA(1)

9 E(0)

10 DA(1)

11 E(0)

12 UAR(1)

13 DA(1)

14 PA(0)

15 DA(1)

16 UAR(1)
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17 DA(T)
18 PA(0)
19 DA(1)
20 E(0)
21 DA(1)
22 UAR(1)
23 E(0)
24 EA(0)
25 DA(1)
26 PA(0)
27 EA(0)
28 E(0)
29 E(0)
30 DA(1)
X 0.1 0.2 0.1 0.1

Tabla 4.32. Anélisis del habla, equipo A2, situacion 3.
* E-A3

Episodio de aprendizaje

1 -MC: Yo he puesto que la aceleracion es la primera, ésta (3).

2 -D: Es que yo de este ejercicio no tenia ni idea. Habia pensado que la

segunda (2) era la del movimiento rectilineo.

Cuando le toca el turno a Rafael dice no recordar por qué su eleccién recayo

sobre la (1) como la grafica del movimiento rectilineo. Pero estd claro que los

argumentos de Daniel le parecen validos porque los asume enseguida.

3 -D: Yo pensé que ésta (2) es la del movimiento rectilineo, que parte de uno.

Es decir, parte a lo mejor desde una altura de 100 metros sobre el nivel del mar.
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4 -D: No, yo creo que es igual que el anterior, se refiere al desplazamiento, que

empieza ya desde un cierto valor.

Concluyen tomando la (1) como la velocidad, la (2) como la grafica de la

funcién posicién y la (3) como la aceleracién, sin ahondar mas en el tema.

Analisis de las verbalizaciones

Realizamos el analisis de las verbalizaciones del equipo A3 en la situacién 3.

Verbalizacién Rafael David Mari Carmen
1 E(0)
2 E(0)
3 E(0)
4 E(0)
X 0 0 0

Tabla 4.32. Analisis del habla, equipo A3, situacién 3.

La discusion fue tan pobre que no hay episodios de aprendizaje relevantes y el

aprendizaje individual y de grupo se puede considerar nulo.

o SITUACION 4(4)

La funcion posicion s(t) del movimiento de una locomotora que se desplaza sobre una via recta

viene descrita por la grdfica que se muestra.

a) Indicar en qué intervalo o intervalos de tiempo va marcha atrds.

b) En forma aproximada dar los intervalos de tiempo donde la velocidad es positiva y donde

es negativa.

¢) Indica los intervalos de tiempo donde la aceleracion es positiva y donde es negativa.

d) La tercera derivada da la variacion instantinea de la aceleracidn. ;jToma el valor cero en

algtin instante? ;En cudntos? ; Por qué?
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s{t]

2000 ¢

1500

1000 f

500 ¢

-500 p

~1000

= E-A1
Abordan esta situacion Alicia e Inma.
Episodio de aprendizaje

1 -I: Va marcha atrds de los 3 a los 8 segundos, es decir, desde el mdximo
hasta el minimo relativo.

2 -A: Yo también lo he puesto asi.

3 -I. Porque la funcion empieza a decrecer, por lo tanto, he supuesto lo de
antes // la aceleracion se hace negativa y la velocidad sigue siendo positiva.

4 -A: Pero es que esta grdfica no es la de la velocidad, ésta es la grdfica del
movimiento. Es que estamos midiendo el espacio que ha recorrido un movil partiendo
desde un punto cero. Entonces a los tres segundos la posicion, vamos a suponer, es de
unos trescientos o cuatrocientos metros. El movil ha recorrido desde esta silla hasta
aquella en tres segundos. Pero luego resulta que a los cinco segundos esta otra vez
aqui, es decir, estd otra vez en cero. Entonces eso nos hace suponer que vuelve para
atras. Es lo mds logico, porque aqui estamos midiendo el espacio. Puede disminuir o
puede aumentar la velocidad, porque puede ser que cuando vuelva para atrds venga
mucho mds rdpido y es asi porque de cero hasta tres, en tres segundos, ha recorrido la
misma distancia que recorre luego en dos segundos, porque ha subido y ha bajado.

Entonces en dos segundos al ir para atras viene con mds velocidad. Es como si yo voy
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para alld a cincuenta kilometros por hora, en coche, y luego vuelvo a cien kildmetros
por hora, // es que tardo aproximadamente un tercio. Y luego de cinco a ocho
segundos ha ido de cero hasta la pared, alld atrds, hasta menos 1000. Entonces, como
estamos midiendo el espacio, ha retrocedido también. Si nos estan diciendo que se
mueve sobre una linea recta, no puede ser de otra manera.

5 -1: Estamos de acuerdo.
Pasan a desarrollar el siguiente item.

6 -I: Considero la velocidad positiva en el intervalo que va desde cero hasta
tres, donde alcanza la grifica un mdximo relativo. También es positiva la velocidad,

porque la grdfica es creciente, desde los ocho segundos, donde estd el minimo

relativo, hasta aproximadamente once segundos.

Alicia intenta hallar los intervalos donde la velocidad es positiva utilizando un
criterio de la cinemaética.

7 -A: Yo creo que desde cero hasta cinco segundos la grdfica de la velocidad es
positiva.

8 -1: Pero, cuando decrece...

9 -A: Bueno, ésta es la grdfica del espacio, ;no? Entonces sabemos que en (3)
la velocidad pasa por cero.

10 -1I: Entonces tiene que ser asi.

11 -A: No sabemos si es positiva ahi.

Parece que la duda radica en saber si la grafica, cuando corta al €je a los tres
segundos, viene por arriba o por abajo del eje del tiempo. Para encontrar una
justificacién a lo que defiende Inma contintian analizando lo que ocurre en el siguiente
intervalo.

12 -I: Ahora, entre cuatro y cinco, al haber un punto de inflexion ;qué puede
ocurrir? La segunda derivada cuando hay un punto de inflexion se hace cero jno?

13 -A: ;Cudndo qué?

14 -1: Cuando la segunda derivada se hace cero hay un punto de inflexion.
Porque los puntos que hay que estudiar son los dos extremos, mdximo y minimo y los
de corte con el eje del tiempo.

15 -A: La concavidad y la convexidad.
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16 -I: Bueno, vamos a estudiar los extremos, luego ya veremos los otros. En el
mdximo ya hemos dicho que pasa por tres. En el minimo tiene que pasar
aproximadamente por ocho, o sea, que no sabemos si va a crecer o va a decrecer.

17 -A: Hemos dicho antes que del tres al ocho va para atrds, esto estd midiendo
solamente el espacio. Pero si va para atrds y luego vuelve otra vez para adelante, la
velocidad tiene que aumentar, al empezar a venir para atrds, porque ha tenido
primero que parar. Si tii vas para adelante, luego al ir para atrds, a los tres segundos,
tienes que parar aunque sea un momento.

18 -I: Entonces es asi, es concava. De cero a tres es concava.

19 -I: Vamos a estudiarlo por partes. Desde tres hasta cero, creo que es
positiva. [Es a la fuerza positiva!

20 -A: jPor qué? // La velocidad es positiva... ah, si claro, espérate, si.

21 -I: La velocidad es positiva, tiene que ir por arriba.

22 -A: Yo todavia no me entero. Lo que sé es que tiene que aumentar la
velocidad, porque recorre espacio, por lo tanto hay velocidad y aumenta.

23 -I: Porque en tres se para.

24 -A: Si, pero también puede ser que venga con una velocidad negativa. // Si,
(;sabes por qué? Porque es imposible que una grdfica... no claro pero puedes tener
velocidad. // es imposible que en tres pares...

25 -I. Y vengas de un espacio negativo.

26 -A: jEs que tienes que tener velocidad!, de cero a tres tienes que tener

velocidad, que est¢ aumentando o que esté disminuyendo...

27 -I: Es positiva.

28 -A: Es que es imposible que venga de menos mil creciendo, porque lo que
estd haciendo en médulo la velocidad es disminuir, jqué pasa?... es que la velocidad
disminuye. No ves que en tres te paras. La velocidad tiene que disminuir, ;o no?. Si
vas andando y cuando llegas a la raya te paras, la velocidad ha tenido que ir
disminuyendo // entonces puede ser que vaya asi, no asi. No parte de cero sino que
siempre decrece. No que crezca primero hasta aqui y luego decrezca, o que venga de
abajo.

29 -1: No, de abajo no puede venir, digo yo.
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30 -A: Si puede porque estd disminuyendo. En médulo la velocidad estd
disminuyendo.

Aqui hacen una pausa para preguntar si van bien encaminadas. Se les sugiere
que recuerden la interpretacion geométrica de la derivada, ya que la velocidad se
obtiene derivando la funcién desplazamiento. Por lo tanto, les serd de ayuda para
analizar el comportamiento de la velocidad observar cémo varia la pendiente de la
recta tangente en distintos punto de la grafica s(f).

31 -I: Trazando la recta tangente en el punto cero tiene una inclinacién
levemente para arriba, entonces es positiva.

32 -A: Es muy poca pendiente la que tiene.

33 -1: Es muy poca inclinacion.

34 -A: Es muy poquita inclinacion y es positiva porque va para arriba.
Entonces, segun lo que hemos dicho, el criterio de una funcién para llegar a su
derivada cuando la funcion crece los dos signos son iguales, de la funcion y de la
derivada y cuando decrece son distintos. Pues si de cero a tres lo que hace es crecer el
espacio, y el espacio es positivo, la velocidad es positiva. Por tanto de cero a tres la
velocidad es positiva. Y luego también...

35 -I: De tres a ocho.

36 -A: Y de tres a cinco, ;/qué pasa?

37 -I. La funcidn decrece, luego la velocidad es positiva.

38 -A: No, el espacio es positivo, entonces si decrece, la velocidad es negativa.

39 -I: Porque disminuye. // Entonces, también tiene que ser la derivada
negativa ;no? Porque a mi todavia no me queda muy claro.

40 -A: Claro, la derivada es negativa porque si estd disminuyendo y aqui es
positiva, como tiene que ser de signo contrario entonces la velocidad es negativa.

41 -I: Entonces de tres a cinco es negativa. Hasta que llega a cinco decrece //
ahora de cinco a ocho... Podemos llegar a la conclusién de que el punto de inflexion
que hay en cinco puede ser un mdximo o un minimo en la funcidn de la velocidad.
¢Por qué he pensado eso? Porque tiene que pasar a la fuerza por ocho. No sé por qué,
pero de cinco a ocho la funcion, en modulo, va a ser decreciente.

42 -A: La grdfica crece. Pero lo que tu dices es que, en médulo, la velocidad

disminuye porque va de menos quinientos a cero.
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43 -I: Eso es lo que quiero decir y no sabia como explicarlo. Y en cinco habra
un minimo. Cinco serd un punto de inflexion en la derivada segunda, pero la velocidad
es la derivada primera. Si en cinco hay un minimo, quiero decir que la funcidn
velocidad toma un valor minimo en cinco.

44 -A: En cinco el espacio da cero. Por lo tanto, si sustituyes cinco aqui (?) va
a dar distinto de cero, por lo que habrd un minimo.

45 -I. Exactamente, lo que quiero es llegar a una conclusion para saber por
qué este punto es un minimo. Porque si la segunda derivada es cero, entonces se forma
un punto de inflexion, que es por lo que llegamos a esta conclusion.

46 -A: La segunda derivada es cero.

47 -I. Yo quiero concluir...

48 -A: O sea que en cinco tiene que ser la segunda derivada cero.

49 -I. Claro, para que sea un minimo en la primera derivada. Para que sea un
minimo la segunda derivada tiene que dar cero, y da cero.

50 -A: Pero ésta no es la segunda derivada.

51 -I: Es un punto de inflexion.

52 -A: §i, pero ésta es la primera derivada. Lo que pasa entonces es que si
aqui (en cinco) hubiera un minimo (en la primera derivada), la segunda derivada tiene
que pasar también por aqui (por cinco), al igual que su grdfica primitiva, s(t).

53 -It Por eso creo yo que el cinco seria un minimo de esta funcion.

54 -A: Pero yo no lo termino de tener claro. Empecemos de cinco a ocho a ver
lo que pasa.

55 - En modulo la funcidn crece, pero la velocidad es negativa.

56 -A: No, el espacio es negativo, pero como va de cero a menos cien, en
modulo crece y al ser creciente son los dos del mismo signo. Por eso la velocidad es
positiva.

57 -1. Y por eso crece la funcion (velocidad).

58 -A: Es que simplemente creo que la explicacion estd en que Si nosotros
estamos tomando el intervalo de cinco a ocho pues en cinco va a cambiar. Porque de
tres a cinco la velocidad es negativa, entonces de cinco a ocho la velocidad va a ser
positiva.

59 -I: No, va a ser negativa la velocidad.
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60 -A: Positiva.

61 -I: Lo que es positivo es el desplazamiento, pero el médulo no.

62 -A: Es verdad.

63 -I: La velocidad serd negativa, pero el desplazamiento es positivo.

64 -A: Si, como estd creciendo en modulo, tiene que tener el mismo signo y el
espacio es negativo, por lo que la velocidad es negativa. // Entonces, jqué pasa? es
negativa pero no sabemos si va para acd o va para abajo. Pero de cinco a ocho no
quiere decir que la velocidad crezca, eso se sabe con la segunda derivada jno? //
Bueno si, como en ocho tiene que ser cero porque hay un minimo, pues uni esto (?) y
esto (7).

65 -1: 57, éste es un minimo.

66 -A: Si, esto tiene que ser cero.

67 -I. Tiene que pasar por aqui (por ocho) y tiene que crecer. Ahora vamos a
estudiarlo de ocho hasta arriba.

68 -A: De ocho hasta diez.

69 -I: En modulo la velocidad, o sea, el médulo del desplazamiento disminuye.

70 -A: Por tanto van a ser de signo contrario.

71 -I: La velocidad es positiva.

72 -A: La aceleracion es negativa y la velocidad es positiva.

73 -I. Pues crece. Y ya desde diez hasta once en mddulo es positivo, la
velocidad es positiva y la aceleracién es positiva, porque es creciente, coinciden.

74 -A: El desplazamiento es positivo, como estd creciendo la velocidad es
positiva.

Comienzan aqui la puesta en comin del equipo completo. Como en el apartado
a) hay coincidencia, pasan a analizar el b). Alicia explica cdmo han utilizado la recta
tangente para determinar los signos de la velocidad.

1 -I. Nosotros hemos supuesto, con el calculo de la pendiente, que la grdfica de
la velocidad comienza aproximadamente en cero.

2 -P: ;Pero, como hacéis el calculo de la pendiente?

3 -A: La recta tangente a un punto de la grdfica da el signo positivo o negativo

de la derivada en ese punto. En el principio, mds o menos, la recta tangente no va
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para abajo, sube. Entonces se supone que la velocidad es positiva. Por lo tanto, se
supone que la velocidad de cero a tres es positiva.

4 -P: ;Cudl seria la derivada?

5 -A: La pendiente de la tangente. La recta tiene distintas pendientes uno, dos,
tres, cuatro...

6 -P: ;Entonces, ésa va a ser la derivada, la pendiente de la tangente?

7 -A: No, eso era solo para el principio para saber como era la grdfica de la
velocidad en cero.

8 -I. Para saber si la grdfica (se supone la de la velocidad) es positiva o
negativa.

9 -P: Si, nosotros también dudamos en la velocidad, por ahi no sabiamos si
venia de arriba o por debajo.

10 -A: Exactamente, pues entonces la velocidad es positiva ahi.

11 -P: ; Positiva donde seria?

12 -I: Lo mismo que antes, de cero a tres, que hay un mdximo. De cero a tres
es creciente, la velocidad es positiva, el espacio...

13 -P: ;Entonces hay que hacerlo con la grdfica ésta?

14 -A: Hay que hacerlo compardndolo, aqui utilizando si crece o decrece y el
signo que tiene y ya con eso sacamos la derivada por unas reglillas que hay (se refiere
al criterio de la cinematica). En esta grdfica, que es el espacio, aqui el espacio es
positivo y como crece su derivada va a ser del mismo signo, cuando aumenta tiene el

mismo signo, cuando disminuye era de signo diferente. Entonces de aqui (3) a aqui (5)

la velocidad va a ser positiva.
15 -1: Va a ser negativa.
16 -A: La velocidad negativa.
17 -P: Mas o menos es hacerlo con la recta que nos da ella, con...
18 -A: Si, con la grdfica que nos da ella sabremos cémo es la derivada.

19 -P: Entonces, si lo tenemos y lo tenemos ahi puesto. Y de cinco a ocho

también es negativa.
20 -A: También era negativa, ;por qué?
21 -I: Yo tengo aqui velocidad negativa.

22 -8: ;Pero aqui, qué? ;Que ésta es negativa o que disminuye?
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23 -A: La velocidad es negativa.

24 -S: Pero si esta de esta parte, que es positiva.

25 -A: No, estd en esta parte que es asi pero la grdfica de la derivada no
sabemos cémo es. Es que la grdfica de la derivada seria una cosa asi, bajaria por
aqui.

26 -I jEs que el estudio de la velocidad se hace sobre esta grdfica, sobre la
azul?

27 -A: Si, pero como no sabemos cémo es, nos la vamos imaginando, es que la
conoceremos a partir de la que tenemos. Mds o menos creemos que seria asi, y
creemos que aqui tendria un minimo porque al hacer su derivada sale cero y pasa por
el punto. Entonces por aqui, en cinco, hay un minimo, en la velocidad.

28 -I: De cinco a ocho crece.

29 -A: Vamos a fijarnos en ésta, s(t), en médulo se supone que aumenta jno?

30 -I: Pero bueno, es la grdfica de la velocidad, no la del desplazamiento.

31 -A: Pero aqui tenemos que fijarnos para sacarla como lo hicimos con la
velocidad. Bueno vamos a controlar si eso estaba bien. Yo qué sé. De cinco a ocho
disminuye, si disminuye los signos van a ser diferentes.

32 -1: Si, pero hay que verlo en médulo.

33 -A: Aumenta, en médulo aumenta, por lo tanto los signos van a ser iguales.
Como el espacio es negativo, la velocidad va a ser negativa. Por eso dijimos que la
grdfica tiene que estar todavia por aqui abajo. De cinco a ocho la velocidad es
negativa.

34 -P: Yo no entiendo por qué es negativa.

35 -A: Porque aqui lo tenemos que sacar de la negra (se refiere a la grafica
dada en el enunciado del problema). Esto es cosa nuestra, no nos ha dicho ella que
esté bien, a lo mejor estd fatal. Nosotros nos tenemos que fijar en la negra y a partir
de ella tenemos que concluir. La grdfica la pintamos para que nos ayudara. //
Entonces de cinco a ocho en modulo el espacio estd aumentando.

36 -P: Si, eso lo entiendo.

37 -A: Entiendes por qué sale la grdfica negativa ;jno?, entonces ya estd.

38 -P: Bueno, de cinco a ocho la velocidad es negativa y luego de ocho a diez

es positiva.
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39 -A: No, no de ocho a diez seria negativa, o sea que seria... En modulo ;qué
estd haciendo? ;Disminuye o aumenta? En médulo estd disminuyendo, entonces los
signos van a ser contrarios. La grdfica que nos dan en ese intervalo es negativa, luego
la velocidad va a ser positiva. Ademds no hay mds que ver lo que hace, del menos mil
vuelve al punto cero, por lo tanto estd aumentando la velocidad y es positiva, /pero,
entiendes por qué?

En nuestra opinién, Penélope y Susana aun no llegan a comprender lo que las
otras dos compafieras quieren hacerles ver, a pesar de los esfuerzos de éstas. Lo que
estan haciendo es una ejercitacién de provecho, ya que a medida que tratan de buscar
razones para convencer a las compafieras de lo bien que han resuelto el problema, se
encuentran con que ellas atin no han logrado una construccién eficiente de los
conceptos que estan en juego.

40 -P: Bueno, pues el espacio aumenta en modulo, o sea que es positivo. No, es
negativo y como aumenta, la velocidad es negativa. Vale, aqui aumenta en mddulo, no,
disminuye en modulo...

41 -A: En modulo disminuye.

42 -P: 8i, si, vale.

43 -A: Entonces, al final es positiva porque esta en la parte positiva, por lo
tanto la velocidad también va a ser positiva, o sea que de ocho hasta el final va a ser
positiva.

Aparentemente han llegado a un consenso sobre los signos de la velocidad, a
continuacion pasan a discutir los signos de la aceleracion. Penélope y Susana habian
llegado a discutir hasta este punto.

44 -1: ;La aceleracion era la derivada de la velocidad?

45 -A: Es la segunda derivada.

46 -P: Vamos a hacerlo segun la recta que tenemos y ya estd. Si aqui tenemos
una velocidad positiva y la grdfica del espacio aumenta, la velocidad también
aumentaria, jno? Entonces la de la aceleracion deberiamos suponer que aumenta. Si
tenemos que la aceleracion en mddulo aumenta y la velocidad es positiva, la
aceleracion en ese trozo deberia ser positiva también.

47 -S: Pero no en todo el intervalo.
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48 -A: Si-nos basamos en ese criterio ¢ho seria en todo el intervalo? Es que si
nos basamos sélo en lo que nos da ella, que es lo mads prudente, de aqui (?) a aqui (?)
tendriamos que definir un signo, pero de todo, y sin embargo no podemos.

49 -P: Pero lo mismo nos pasaria con la velocidad, porque la velocidad en este
trozo hemos dicho que es positiva yaqui ...

50 -I: Sigue siendo positiva.

51 -P: Claro, si, no lo habia pensado.

52 -A: Bueno, entonces la aceleracion, al disminuir la velocidad...

53 -P: Tiene que ser negativa jsabes?

54 -A: Es que tiene que ser negativa, es que cuando la velocidad...

55 -P: Vamos a ver si estd bien. Decimos que tenemos que empezar desde cero,
luego el espacio aumenta hasta el punto donde hay un mdximo. En el mdximo la
derivada tiene que ser cero. En ese punio justo tiene que pasar por aqui, y recta no
creo que vaya, entonces hacemos una curva. Luego tiene que disminuir porque el
espacio también esta disminuyendo.

56 -I: ;Y aqui (?) qué hay, un punto de inflexion?

5T -P: Aqui hemos dicho que tenemos velocidad negativa, entonces la
velocidad disminuye hasta aqui (?) que empieza ... no, no me hagan caso. ;Ah claro!
velocidad negativa, simplemente que de aqui (?) a aqui (?) la grdfica es negativa.
Entonces por aqui, no sabemos exactamente donde, hay un minimo.

58 -I: En el cinco, que es donde la otra grdfica corta al eje.

59 -A: Es un seis.

60 -P: ;Por qué habéis puesto aqui esto si luego tiene que aumentar la
velocidad a partir de ocho?

61 -A: En el ocho pasa también por aqui porque hay un minimo, es decir, pasa
por cero. Esta grdfica estd bien porque de aqui (?) a aqui (?) la velocidad es positiva.
Luego de aqui (?) hasta ocho la velocidad es negativa, la tenemos por la parte
negativa, y a partir de ahi la velocidad es positiva.

62 -P: Ahora vamos a sacar la gréfica de la aceleracion.

63 -A: Hacemos otra grdfica que comienza en cero.

64 -I: Pero si ya estd hecha.

05 -A: Pero de la segunda derivada.
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66 -P: Si, empieza en el punto cero y solo nos estd pidiendo donde la
aceleracion es positiva y donde es negativa.

67 -1. Entonces tenemos que comenzar estudiando el intervalo entre cero y
tres, luego de tres a ocho y de ocho al final, como antes jno?

68 -P: No, porque aqui, entre cero y dos, aumenta y aqui, enire dos y tres,

disminuye.

69 -A: Es que si nos fijamos en la grdfica que nos han dado primero, nosotros
hemos dividido y salian signos distintos. Entonces aqui habrd que dividir también.

70 -P: Entonces seria hasta aproximadamente dos, la grdfica aumenta, la
velocidad es positiva, por lo tanto la aceleracion serd positiva. Luego analizamos de
dos a tres, la velocidad disminuye en mddulo y es positiva, entonces la aceleracion
tiene que ser negativa.

71 -A: A que estd teniendo logica jno?

72 -I: Luego de ires a cinco, que alcanza el minimo, en modulo crece //

73 -P: Si en médulo la velocidad crece y es negativa, entonces al disminuir la
aceleracion sera negativa.

74 -A: Aumenta en modulo, la velocidad es negativa, por lo tanto la
aceleracion es negativa.

75 -I: De cinco a ocho//

76 -P: Este no es un cinco, yo tengo seis.

77 -1: Pues entonces lo tienes mal.

78 -P: ;Y por qué?

79 -I: Porque aqui, en cinco, hay un punto de inflexion. Entonces de cinco a
ocho la velocidad sigue siendo negativa, en modulo decrece, por lo tanto la
aceleracion tiene que ser positiva.

80 -A: Es que no es mds que mirar la grdfica de la velocidad. Lo que estamos
haciendo otra vez es acelerar.

81 -P: De ocho hasta el final ...

82 -1: Va a ser positiva.

Han llegado hasta aqui utilizando un criterio que aparentemente esta

consensuado por todo el grupo y que a decir de ellos el problema se resuelve en forma
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“bastante Iégica”. Esto les da confianza para abordar el ultimo item “con un nivel que
no veas”.

83 -I: Tenemos que derivar, otra vez, la aceleracion.

84 -A: Si, pero es muy ficil. Aqui (0) va a pasar por cero, aqui (?) va a pasar
por ceroy alli (?) va a pasar por cero.

85 -I: Va a ser una linea recta (no?

86 -A: No, una linea recta no.

87 -P: ;Entonces, saldria de cero?

88 -I: jClaro!

89 -A: Lo dificil estd en saber si aqui es positiva o sale de aqui positiva.

90 -P: Es que no vamos mds que disminuyendo. Los intervalos que tenemos los
vamos haciendo mds pequefios, mds pequerios. Los vamos cogiendo mds pequerios y
cambidndoles el signo, el que es positivo pasa a negativo, el que es negativo pasa a
positivo y asi siguiendo. // Ahora va a ser esto hasta el dos (ddnde tenemos un
minimo?

91 -I: Hasta el cinco. // Oye, en tres puede alcanzar un minimo.

92 -P: Tiene un minimo aqui y luego sube (no?

93 -A: ¢ Ti has hecho la grdfica de la aceleracidn? (Donde estd la grdfica de
la aceleracion?

Aqui parece que han perdido el control de los papeles porque se dan cuenta de
que no es la grafica de la aceleracién sobre la que estan trabajando. Discuten un poco
hasta encontrarla y luego hacen un control de los signos de la misma en los cuatro
intervalos que han escogido. En el primero es positiva, en el segundo y tercero
negativa y en el cuarto positiva. Después de ese analisis estan de acuerdo en que €sa es
la grafica de la aceleracién que habian construido.

94 -I: Ves cémo lo tenemos dominado.

95 -P: De cero a uno la tercera derivada seria positiva. Del uno al dos
disminuye, seria negativa, como la aceleracion es positiva su derivada es negativa.
Del dos al tres, donde hay un minimo, aumenta en modulo, la aceleracion es negativa,
su derivada debe ser positiva.

96 -1: No, yo pienso que es negativa.
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97 -P: De dos a tres aumenta en modulo, como la aceleracion es negativa su
derivada es negativa.

98 -1. jClaro!

99 -P: Del tres al cinco en médulo disminuye, como ademdas la aceleracion es
negativa, su derivada es positiva. De aqui al final aumentaria, la aceleracion es
positiva y como aumenta su derivada es positiva. Nos va quedando que cada vez son
mas grandes los valores positivos del final. Mira, a partir de aqui (?) la velocidad es
positiva y a partir de aqui (?) la aceleracion es positiva y la tercera derivada a partir
de aqui (?) es positiva.

100 -I: Bueno, entonces en el primer intervalo seria positiva, en el segundo y
tercero negativa y el cuarto positiva. Tendria dos minimos ;verdad?

Esta claro que en este analisis les ha faltado un estudio mas profundo de lo que
sucede en cero. Sin embargo creemos que han logrado acercarse a un criterio que les
facilita ver la integracion entre la cinematica y el calculo diferencial a partir de un

contexto grafico.
Analisis de las verbalizaciones

Analizamos primero los intercambios verbales ocurridos en algunos episodios

de aprendizaje, de la situacion 4, entre Alicia e Inma y a continuacién el equipo Al

completo.

Verbalizacién Alicia Inma Verbalizacion Alicia Inma
1 DA(1) 2 EA(0)
3 E(0) 4 DA(1)
5 EA(0) 6 DA(1)
7 E(0) 8 PA(0)
9 DA(1) 10 DA(1)
11 E(0) 12 DA(1)
13 PA(0) 14 DA(T)
15 DA(0) 16 PA(0)
17 E(0) 18 E(0)
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19 DA(1) 20 EA(0)
21 DA(1) 22 PA(0)
23 DA(1) 24 E(0)
25 EA(0) 26 PA(0)
27 DA(1) 28 PA(0)
29 DA(0) 30 E(0)
31 DA(1) 32 EA(0)
33 EA(0) 34 DA(1)
35 E(0) 36 PA(0)
37 E(0) 38 DA(1)
39 PA(0) 40 DA(1)
41 UAR(1) 42 EA(0)
43 DA(1) 44 EA(0)
45 DA(1) 46 EA(0)
47 1(0) 48 PA(0)
49 DA(0) 50 PA(0)
51 DA(1) 52 UAR(1)
53 EA(0) 54 D(0)
55 DA(1) 56 E(0)
57 DA(1) 58 E(0)
59 DA(1) 60 E(0)
61 E(0) 62 EA(0)
63 E(0) 64 DA(0)
65 EA(0) 66 EA(0)
67 D(0) 68 EA(0)
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69 DA(1) 70 DA(1)

71 DA(1) 72 E(0)

73 DA(1) 74 UAR(1)

p 0.1 0.3

Tabla 4.33. Anélisis del habla, equipo Al subdividido, situacidn 4.

Es interesante observar como se mezclan, en el discurso, los dos contextos, el

matematico y el fisico. Inma, en el contexto matematico, obtiene mejores resultados

que Alicia. Sin embargo, y a pesar de la larga discusion, no logran encontrar el

paralelismo que hay entre las concepciones en los dos contextos. Pensamos que, si bien

los resultados son positivos, deben acabar de construir los conceptos involucrados.

Analisis de las verbalizaciones

Veamos, a continuacion, cuales son los resultados del intercambio verbal del

equipo Al completo para la situacién 4.

Verbalizacion Alicia Penélope Inma Susana
1 DA(1)
2 PA(0)

3 DA(1)

4 PA(0)

5 DA(1)

6 UAR(1)

7 E(0)

8 DA(1)
9 EA(0)

10 EA(0)

11 PA(0)

12 DA(1)
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13 PA(0)

14 E(0)

15 DA(1)
16 EA(0)

17 EA(0)

18 DA(1)

19 UAR(1)

20 PA(0)

21 EA(0)
22 PA(0)
23 DA(1)

24 PA(0)
25 DA(1)

26 PA(0)
27 DA(1)

28 UAR(1)
29 PA(0)

30 E(0)
31 E(0)

32 DA(1)
33 UAR(1)

34 PA(0)

35 DA(1)

36 EA(0)

37 1(0)
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38 UAR(1)

39 DA(1)

40 UAR(1)

41 EA(0)

42 EA(0)

43 DA(1)

44 PA(0)
45 DA(1)

46 E(0)

47 DA(1)
48 PA(0)

49 PA(0)

50 RA(1) DA(1)
51 EA(0)

52 PA(0)

53 DA(1)

54 PA(0)

55 DA(1)

56 PA(0)
57 PA(0)

58 E(0)
59 EA(0)

60 PA(0)

61 DA(1)

62 D(0)
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63

E(0)

64

E(0)

65

EA(0)

66

EA(0)

67

PA(0)

68

DA(1)

69

DA(1)

70

DA(1)

71

EA(0)

72

DA(1)

73

DA(1)

74

EA(0)

75

PA(0)

76

E(0)

77

B(0)

78

PA(0)

79

DA(1)

80

EA(0)

81

EA(0)

82

EA(0)

83

DA(1)

84

E(0)

85

PA(0)

86

E(0)

87

PA(0)

263




Capitulo 4

Primera experiencia

88 E(0)
89 PA(0)

90 E(0)

91 E(0)
92 E(0)

93 PA(0)

94 I(0)
95 E(0)

96 DA(0)
97 UAR(1)

98 EA(0)
99 DA(1)

100 E(0)
z 0.1 0.1 0.1 0

= E-A2

Tabla 4.34. Andlisis del habla, equipo Al completo, situacién 4.

El grupo comienza discutiendo cuéles son los datos que tienen a través de la

grafica que se les presenta. La primera duda, como ya veremos, es si la grafica

representa posicion-tiempo o espacio-tiempo.

Episodio de aprendizaje

1 -M del C: La derivada de la posicion da la velocidad, no la grdfica del

espacio.

2 -L: ;Y espacio partido de tiempo da velocidad también?

3 -M del C: El espacio partido por el tiempo representa la velocidad.

Se les sugiere que lean en forma comprensiva los dos primeros renglones del

enunciado. Sin embargo, como veremos a continuacidén, persiste la dificultad en

entender como si el movimiento se produce sobre una trayectoria rectilinea, se le esta
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representando con una curva. Por lo que se traté de mostrarles, con un ejemplo
practico, qué representa la grafica de la funcién posicién.

4 -R: Pero es una via recta y esto es curvo.

5 -L: Lo que dice, y que a ti te ha confundido, es que el tren se desplaza sobre
una recta, pero eso no significa que su movimiento sea recto porque es uniforme, es
rectilineo y no uniformado, porque si no, no tendria aceleracion.

6 -R: Ni velocidad. Bueno, si tendria velocidad pero...

7 -M del C: Esta es la via del tren, es una via recta. En el segundo tres estd a
cuatrocientos metros...

8 -L: Lo que estd representando la linea recta es el tiempo. Tii vas en el tren, la
via es recta, sin embargo tiene un movimiento que puede ir para adelante y para atrds

Y eso se representa todo en una curva.

9 -R: Entonces yo he puesto que va marcha atrds entre tres y ocho segundos
porque va retrocediendo en el espacio.

10 -M: Aqui estd el punto cero, en este eje que son los metros, ves que los
metros aumentan 'y a partir de aqui (3s) va para atrds.

11 -L: Va para atrds, pero aqui sigue recorriendo espacio negativo. Yo pienso
que se para cuando llega aqui (5s).

12 -R: Es que no estamos hablando de parar.

13 -L: 8%, pero es que aqui luego tiene espacio negativo.

14 -M del C: Si, pero luego desde aqui (8s) ya va para arriba.

15 -R: Es que te vuelves y en cinco llegas al punto de partida, donde
empezaste, y continias ;entiendes?, a los ocho segundos te vuelves otra vez, vas para
adelante, pasas por el punto de partida, aproximadamente a los diez segundos, y
continuas asi.

16 -L: El espacio que esta recorriendo es negativo.

17 -R: Si, pero no te estdn preguntando si es negativo, te estdn preguntando
ddnde esta retrocediendo.

18 -L: ;Entonces el espacio que retrocede es de tres a ocho?
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19 -L: Yo no estoy de acuerdo si parte de aqui (3) o de aqui (5), porque aqui
(5) la velocidad también seria cero.

20 -R: Ese seria un punto de inflexion donde cambia de positiva a negativa

(suponemos que se refiere a 5 segundos).

Lydia no se convence, como veremos en ¢l resto del debate, pero asume, con el
resto del grupo, que el intervalo que va marcha atrés es entre los tres y ocho segundos.
Pasan al segundo apartado sobre el que, en principio, apenas discuten.

21 -L: Entonces la velocidad es positiva de cero a tres, es negativa de tres a
ocho y de ocho en adelante seria positiva ;no?

Contintan con el tercer item.

22 -L: Ese st lo sé, donde la velocidad es positiva la aceleracion es positiva.

23 -M: De cero a ires, en tres se para.

24 -L: Me parece que cuando la grdfica de la velocidad es creciente, la
aceleracion tiene el mismo signo que la velocidad. Cuando es decreciente tiene signo

contrario. De aqui (0s) a aqui (3s) es creciente, la velocidad es positiva...

Después de algunas disquisiciones, Lydia hace un resumen del trabajo
realizado hasta el momento, de esta forma:

25 -L: La locomotora daba marcha atrds en el intervalo de tres a ocho
segundos, porque el intervalo era decreciente. En el segundo apartado es positiva la
velocidad, en funcion de la derivada, en el intervalo cero a tres y ocho a infinito. En el
intervalo de tres a ocho era negativa. El tercer apartado lo vamos a discutir ahora.

26 -M: De tres a ocho, parte de cero y vuelve a cero otra vez. La aceleracion

tiene que ser positiva en uno y negativa en otro.

27 -L: Si tu tienes una velocidad negativa, la aceleracion no tiene porqué ser
negativa. Yo tengo entendido, visto matemdticamente, que cuando la grdfica es
decreciente la aceleracion lleva signo contrario a la velocidad. O sea, la segunda
derivada en la grdfica del espacio tiene signo contrario a la primera.

28 -M: La grdfica es decreciente, la derivada esta por debajo del eje, o sea, es

negativa.
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29 -L: Entonces me das la razén, si la velocidad en todo este espacio es
negativa, la aceleracion aqui es negativa.

30 -M: Si i haces la derivada de aqui a aqui hasta donde sea, va a ser un
intervalo que es decreciente ;no?. La aceleracion, que es la derivada de ésta, va a
estar por debajo.

31 -L: Eso no tiene nada que ver para que sea positiva o negativa. Vamos a
ver, si viene un coche, esto es cuesta arriba, y va subiendo la cuesta, la aceleracion
tiene que disminuir jno?

32 -M: Veamos, lo cierto que aqui, en la grdfica del movimiento, es cero. Tiene
que haber una aceleracidn a partir de un punto, que sea contraria a la velocidad, para
que el movil se detenga.

33 -L: Yo lo tengo muy claro, si la velocidad es negativa, de tres a ocho, la
aceleracion en ese intervalo es positiva. La aceleracion es positiva de cero a tres yla
aceleracion seria ... La aceleracién seria positiva en toda la grdfica. |

34 -M: De aqui partimos con velocidad cero. Aqui va avanzando y aqui
retrocediendo, llega un momento que es éste (3) cuando se para. Aqui tiene que haber
una aceleracion a favor de la velocidad para que avance y luego cuando el mévil...

35 -L: No tiene por qué. Porque el moévil va marcha atrds, la aceleracion serd
negativa jno?, tu estds desacelerando.

36 -M: Tu aqui estds parada, pero la aceleracion es como ti dices. Si la
velocidad es negativa la aceleracion serd negativa. Irds avanzando, avanzando hasta
que la aceleracion cambiard de signo, y el movil se ird parando.

37 -L: Yo lo que tengo puesto es que la aceleracion, cuando la velocidad es
decreciente, serd de signo contrario. Eso fue lo que me explicaron en Matemdticas, en
la derivada. Entonces aqui la aceleracion seria negativa igual que estd, entonces aqui
seria de signo contrario.

38 -M: La aceleracion es negativa, porque es decreciente la grdfica de tres a
cinco. A partir de cinco vuelve a subir.

39 -L: La aceleracion no, tiene que pasar sélo por el minimo, vamos a poner
que lo corta aqui, entonces puede ser una cosa asi. Entonces la aceleracion seria
constante por lo que hemos estado hablando, si hacemos la supuesta segunda

derivada. // Aunque se pare no tiene por qué cambiar de signo la aceleracion. // Yo
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digo que si la grdfica es creciente, la velocidad es mayor que cero, en este intervalo es
positiva, entonces la aceleracion tenia que tener el mismo signo. Al ser decreciente la
grdfica, la velocidad es negativa. Por lo tanto, de tres a ocho como es decreciente, la
aceleracion tiene que tomar signo contrario a la velocidad. Y ahora aqui (?), que es lo
que yo pienso, al ser creciente la grdfica, la velocidad es positiva y la aceleracion
tiene el mismo signo que la velocidad. Entonces, la aceleracion es constante.

40 -M: Esto apoya lo que yo te decia. No importa donde tenga el minimo, ésta
es una funcion parabdlica, al hacer la derivada va a tener un grado menos, entonces
aqui (7) seré una rvecta. Ahora matemdticamente estoy de acuerdo contigo. Pero
fisicamente ...

41 -L: Teniendo en cuenta que fisica no he dado en mi vida... Es que tu vas y te
detienes y vuelves marcha atrds, pero estas acelerando para ir marcha atrds, y te
vuelves a detener y ahora, en lugar de ir marcha atrds te vuelves para adelante //

42 -M: Pasa por un estado cero de velocidad y aceleracion.

43 -L: Que serian las derivadas, los puntos de maximo y minimo, y ahora
sigues hacia delante y vuelves a acelerar, entonces en todo el intervalo es positiva. Tu
pierdes el movimiento cuando llegas al punto madximo.

Cuando llega el momento de sintetizar, para responder a la pregunta del tercer
apartado, Lydia deja constancia de las diferencias en esta discusion de la manera
siguiente:

44 -L: A menos que yo tenga razon y la velocidad fuera marcha atras donde el

espacio es negativo. Entonces habria cambios de velocidad y aceleracion.

45 -L: Entonces la aceleracion la consideramos constante en todo el intervalo,
¢y el tiron?

46 -M.: Si la aceleracion es constante su derivada seria cero.

Lydia no se muestra satisfecha con las conclusiones a que han llegado; Manuel
trata de convencerla dandole mas argumentos.

47 -M: En la primera funcion, s(t), tienes un mdaximo y un minimo, por lo tanto
la grdfica de la primera derivada debe cortar al eje en dos puntos.

48 -L: Claro.
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49 -M: La grdfica de la tercera derivada solamente va a cortar al eje en un

punto porque la segunda derivada tiene solamente un minimo.

50 -L: Eso st que lo entiendo, estoy convencida. Entonces, es constante e igual
a cero, por lo tanto no hay intervalos positivos ni negativos Jno?

Manuel estd mostrando tener unas concepciones, desde el contexto de las
Matematicas, bastante claras y que ademés reafirma, pero sus concepciones sobre la
Cinematica y los argumentos de Lydia nos parece que no le han permiten avanzar todo
lo que hubiera podido.

Analisis de las verbalizaciones

Hacemos un anélisis sobre los intercambios verbales que se han producido en el

equipo A2 para la situacién 4.

Verbalizacién Rosario Manuel Lidia Maria del C.

1 DA(1)

2 PA(0)

3 DA(1)

4 E(0)

5 DA(1)

6 EA(0)

7 DA(1)

8 DA(1)

9 DA(L)

10 DA(1)

11 E(0)

12 I(0)

13 E(0)

14 DA(1)

15 DA(1)
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16 E(0)
17 1(0)

18 PA(0)
19 PA(0)
20 E(0)

21 UAR(1)
22 E(0)
23 DA(1)

24 E(0)
25 UAR(1)
26 DA(1)

27 E(0)
28 DA(1)

29 E(0)
30 DA(1)

31 E(0)
32 DA(1)

33 E(0)
34 DA(1)

35 E(0)
36 DA(1)

37 E(0)
38 E(0)

39 E(0)
40 E(0)
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41 E(O)
42 E(0)

43 E(0)
44 E(0)
45 PA(0)
46 DA(1)

47 DA(1)

48 EA(0)
49 DA(1)

50 E(0)
. 0 0.2 0.1 0.1

Tabla 4.35. Anélisis del habla, equipo A2, situacién 4.
= E-A3

Episodio de aprendizaje
Veamos cdmo se desarrollan algunos di4logos.

1 -D: Llegamos a la conclusion que va marcha atrds cuando la velocidad
disminuye, o sea cuando va por debajo de cero. Pero ahora hay que saber cudndo va
por debajo de cero.

2 -R: Cuando esta por debajo del eje de las x.

3 -D: Eso si, pero la velocidad va aumentando aunque es negativa y al ser
negativa el movimiento va marcha atrds. // Entonces desde cinco hasta 9.75 es el
intervalo en que la velocidad es negativa. O sea que el mévil va hacia atrds.

Contintan con el segundo item.

4 -M C: De cero hasta cinco...

5 -D: Cuando la velocidad sea cero la incluimos como positiva jno? // Aqui
(3), aplicando lo que nos dijo, seria cero la velocidad porque hay un mdximo, aqui (5)

también seria cero ...
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6 -M C: jPero entonces de aqui (0) a aqui (3) seria positiva y de aqui (3) a
aqui (5) seria negativa?

7 -D: Yo creo que nos hemos equivocado en el primer item, el intervalo seria
hasta ocho.

8 -M C: ;Exactamente!

9 -D: Porque si aqui es cero, a partir de aqui empieza a ir para arriba, // aqui
en ocho empieza a aumentar. // Como sabemos, la derivada primera da la velocidad.
Donde la derivada primera vale cero existe un mdaximo o un minimo. // Entonces la
velocidad es negativa de cinco a ocho.

10 -R: Hay un cambio de direccidn, de tres hasta ocho seria ... Desde cero, es
decir desde aqui (3) hasta aqui (8) ... aqui también la velocidad seria cero.

11 -M C: ;Claro!

12 -R: ;Cudndo cambia de sentido el coche? ;aqui cambia de sentido?

13 -M C: En los maximos y en los minimos.

14 -R: jEntonces en cinco va marcha atrds?

15 -M C: Yo creo que es del tres hasta el ocho.

16 -D: ;Llevas razon!

17 -R: En tres es cuando cambia de sentido ;jno?

18 -D: De cero hasta tres es positiva, de tres a ocho, como decrece, la
velocidad es negativa. // Porque en tres y en ocho es cero. // De tres a ocho decrece y
luego vuelve a aumentar. // Ya esta. // Hemos llegado a la conclusion por la derivada.
Cuando la derivada es cero es porque hay un mdximo o un minimo y desde ahi hasta
ahi es donde hay un cambio de direccion.

Pasan al apartado c).

19 -D: Eso es lo que estuvo explicando la otra vez, sabemos que si ... Desde
cero hasta el mdximo la aceleracion es positiva, la grdfica es creciente // La velocidad
es positiva, por lo tanto la aceleracion es positiva. // De aqui (3) hasta aqui (8) la
grdfica decrece ...

20 -M C: La velocidad es positiva pero la aceleracion es negativa.
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21 -D: Pero ella tomaba también, como valor para analizar, los puntos de corte
con los ejes. // Entonces, de tres a cinco tenemos que estudiar la aceleracion, porque
aqui la grdfica decrece, la velocidad es positiva y la aceleracidn también.

22 -M C: Igual que de aqui (5) a aqui (8). jVamos! La aceleracion es negativa,
la velocidad es positiva.

23 -D: Aqui, como la grdfica decrece Y en médulo la velocidad es positiva // no,
la velocidad es negativa entonces la aceleracion es positiva. Es siempre lo contrario,
cuando decrece, la velocidad y la aceleracion son de signo contrario. // Como en
mddulo la velocidad es positiva la aceleraron es negativa, no por otra cosa.

24 -M C: ;Claro! Es lo que decia, exactamente. ¥ ahora de ocho hasta arriba la

aceleracion es positiva y la velocidad es negativa.

25 -D: Aqui (?) el médulo de la velocidad es negativo, se acerca a cero y ya de
aqui (?) a aqui (?) la grdfica crece, la velocidad es positiva, por lo tanto la aceleracion
es positiva. // Entonces yo creo que hemos entendido esta grdfica también.

Pasan al dltimo apartado.

26 -R: La tercera derivada jqué es? La aceleracion ino?

27 -M C: Es la variacién instantinea de la aceleracion.

28 -R: Entonces es en estos puntos. Som variaciomes instantineas de la
aceleracion.

29 -D: ;Donde haya un cambio de aceleracion? (En los maximos o minimos?

30 -R: Eso es lo que yo queria decir.

31 -M C: ;Donde hay un cambio de aceleracién?

32 -D: Porque una cosa aqui es positiva y aqui es negativa, entonces para que
haya un cambio el incremento de aceleracion se mide por aceleracion final menos
aceleracion inicial, jno?

33 -R: jClaro, claro!

34 -D: Entonces aqui (3) y aqui (8) es donde hay un punto de cambio en la
aceleracion.

35 -M C: En los maximos y en los minimos.
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36 -D: Como la pregunta dice en qué intervalos de tiempo ... Entonces de cero
a tres es positiva luego de tres a ocho es negativa y de ocho en adelante seria positiva.

Aqui se les aconseja que revisen y reflexionen sobre sus conclusiones,
indicandoles que bosquejen, en lo posible, las distintas graficas.

37 -R: Tenemos que hacer la derivada de esta grdfica. Hay que tener claro la
velocidad absoluta que hay aqui (?). Sabemos que aqui (?) la velocidad era positiva, la
absoluta, porque la velocidad y la aceleracién eran positivas jno? Entonces en la
grdfica de la velocidad, en este intervalo, es positiva.

38 -D: Si, pero primero vamos a distinguir que hay dos puntos en los que
sabemos que la velocidad vale cero, en esos dos puntos. Esos puntos son tres y ocho.
Entonces cuando hagamos la nueva grdfica de la velocidad sabemos que en el punto
tres y en el punto ocho va a cortar con los ejes x. Ahora tenemos que averiguar como
va la grdfica a la izquierda y a la derecha de esos dos puntos. Cémo es la velocidad.
Nos guiamos por el médulo de esa velocidad. Sabemos que desde tres, a la izquierda,
al ser la grdfica creciente la velocidad es positiva. Entonces lo que quiere decir es que
la grdfica vendria por aqui ;jno? Una cosa asi. De tres hasta cinco //

39 -M C: La grdfica decrece, la velocidad sigue aumentando, lo que pasa es
que la aceleracion es negativa.

40 -R: Porque los dos, posicion y velocidad coinciden, es negativa.

41 -M C: La velocidad es positiva hasta que llega a cero, pero sigue siendo
positiva ahora.

42 -D: Desde cinco hasta ocho la grafica decrece. El médulo de la velocidad
sigue siendo positivo, aunque la velocidad es negativa.

43 -M C: jExactamente!

44 -R: ;Pero el mddulo de la velocidad es positivo o negativo?

45 -D: Es positivo, sigue aumentando, hasta ocho sigue aumentando y a partir
de ocho llega y disminuye hasta llegar a cero.

46 -R: /No dijimos que tiene que cortar en el punto ocho?
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47 -M C: Es que en el punto ocho la velocidad tiene que ser cero ... entonces la
velocidad no puede estar aqui (primer cuadrante), fiene que estar aqui (cuarto

cuadrante).

48 -D: Pues entonces seria asi y esto a partir de aqui (5) decrece, aqui la

velocidad es negativa.

49 -M C: Es que desde aqui (8) hasta aqui (10) es negativa, luego desde aqui
(10) ya hasta arriba es positiva. Desde el ocho al diez //

50 -D: Es negativa. Entonces esto vendria ... Aqui estaria el tres, aqui estaria
el ocho, entonces esto vendria por aqui (?).

51 -M C: Abajo hasta el tres, luego del tres //

52 -R: Al ocho //'y después del ocho // Ahi va. Bueno, ;a partir de aqui
entonces qué seria? ;La aceleracion seria positiva?

53 -M C: Hay que hacer otra grdfica con la aceleracion.

54 -D: Lo que no me cuadra es que aqui (3) haya un minimo. Porque aqui
deberia haber un ...

55 -M C: Pero aqui (8) hay otro, en esos puntos la velocidad es cero.

56 -D: No, porque eso nos indica que es un punto de inflexién. Fijdndonos aqui
podemos sacar la derivada segunda.

57 -R: jAh!'Y a partir de esto nos damos cuenta que aqui hay un cambio de la
aceleracidn porque los puntos de inflexion /te acuerdas qué eran? //

58 -D: Los puntos de inflexion se sacan con la derivada segunda. Entonces ya
sabemos que con la derivada segunda // Aqui la derivada segunda vale cero.

59 -R: Pero, vamos a ver, esto es lo que yo quiero dejar claro. Entonces hemos
quedado que del ocho hasta el diez la velocidad era negativa.

60 -M C: Es negativa y la aceleracion es positiva, pero del diez para arriba la
velocidad es positiva //

61 -D: La aceleracion también es negativa, si crece tienen que ser las dos del

mismo signo.

62 -D: Entonces estamos de acuerdo ya en esto ;no?, Sabemos que la grdfica

aproximada de la velocidad podria ser ésta, y fijandonos bien vemos que aqui //
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63 -R: Hay dos puntos de inflexion.

64 -D: No, solo hay uno jno?

65 -R: ;Y éste?

66 -D: La verdad, aqui (8) cambia también de //

67 -R: Claro, porque son los dos sitios donde hay un cambio de la aceleracion.

68 -M C: Pero aqui (10) hay otro cambio.

69 -D: Entonces haciendo una grdfica de la aceleracion sabemos que en el
punto tres la aceleracion deberia ser cero, o sea aqui (3), aqui pasaria por el eje x,
también en tres, y en ocho pasaria por el eje x, seria cero. Y fijandonos en la grdfica
del movimiento, hemos pensado que desde cero hasta tres la aceleracion seria
positiva, o sea que vendria por aqui también. Desde tres hasta cinco la aceleracion
seria negativa, o sea que bajaria por aqui y desde cinco hasta ocho seria la
aceleracion positiva.

70 -M C: Es negativa.

71 -D: Sigue siendo negativa hasta ocho ;no?

72 -M C: Hasta ocho y luego de ocho a diez seria positiva.

73 -D: Ahora si es positiva aqui (10), pues aqui ha habido otro cambio.

74 -M C: Otro cambio y ahora de diez para arriba otra vez positiva.

75 -R: Todavia no me queda claro del tres al ocho. En el intervalo del tres al
ocho la aceleracion es negativa. Tiene que tocar el ocho, pero ;jcomo va a tocar el
ocho siendo la aceleracion negativa?, entonces quiere deciv que aqui hemos subido ja
cuento de qué?

76 -D: Porque en el punto ocho sabemos que la aceleracion tiene que ser cero.

77 -R: Si, ya sé por qué, porque nosotros sabemos que tiene que pasar por ahi.
Ahora me estoy preguntando ;por qué hacemos nosotros esto?

78 -D: Porque es aproximada. Puede hacer esto, o puede hacer esto o puede
hacer cualquier cosa. El caso es que tiene que pasar por ahi.

79 -M C: Ahora hacemos la variacion de la aceleracion.

80 -D: Tenemos que ver donde la derivada tercera va a ser cero. ;Dénde es

cero? Tiene que ser aqui (entre 3 y 8) solo.

276



Capitulo 4 Primera experiencia

81 -D: Hay que hacer la tercera grdfica, de la derivadu tercera. Sabemos que
aqui (0-3) la aceleracion es positiva, aqui (3-8) es negativa y aqui (de 8 en adelante)
positiva.

82 -M C: (El cambio, donde se produce? ;en el punto ocho?

83 -D: En el tres, en el ocho //

84 -M C: ;Qué se representa? ;Sobre qué?

85 -R: Sobre el tiempo. Entonces esta grdfica nos sirve para ver los puntos
donde hay un cambio en la variacién de la aceleracién. Entonces //

86 -D: Esta grdfica lo que da es la variacion instantdnea de la aceleracién.

87 -R: Entonces tenemos que poner aqui los puntos donde cambia la variacion.

88 -D: Es que lo que entendemos nosotros por variacién no es lo que piden
aqui. Si la variacion instantanea de la aceleracién es la variacion de la aceleracion en
cada instante, miramos en la grdfica que hemos dibujado de la aceleracion y nos
fijamos en cada uno de los instantes //

89 -M C: Va variando siempre, la aceleracion siempre varia.

90 -R: ;Y sobre la aceleracion, qué seria? ;jla aceleracién media? Entonces
esta seria la instantanea. Entonces es la misma.

91 -D: No puede ser la misma grdfica de la aceleracién que la de la variacion
instantanea de la aceleracion. No es lo mismo la aceleracidn instantdnea que la

variacion instantdnea de la aceleracion jno?

92 -R: Tendria un punto en el eje x.

93 -D: Cortaria el aje x en el minimo.

94 -R: Ahi donde es el minimo, hay un punto ahi.

95 -D: Seria una linea recta.

96 -R: ;Eso es!

Persisten, sin apenas modificaciones, sus concepciones. A pesar de la larga
discusiéon no se advierte un avance positivo que les permita arribar a una solucién

aceptable del problema.
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Analisis de las verbalizaciones

Analizamos a continuacién en forma cuantitativa las verbalizaciones que se han
producidos en los episodios de aprendizajes seleccionados en el equipo A3 para la

situacion 4.

Verbalizacién Rafael David Mari Carmen
1 E(0)
2 EA(0)
3 E(0)
4 PA(0)
5 E(0)
6 DA(1)
7 UAR(1)
8 EA(0)
9 DA(1)
10 UAR(D)
11 EA(0)
12 PA(0)
13 DA(1)
14 PA(0)
15 DA(1)
16 EA(0)
17 PA(0)
18 DA(1)
19 E(0)
20 E(0)
21 E(0)
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22

E(0)

23

E(0)

24

E(0)

25

E(0)

26

PA(0)

27

DA(1)

28

PA(0)

29

E(0)

30

EA(0)

31

PA(0)

32

E(0)

33

EA(0)

34

E(0)

35

E(0)

36

E(0)

37

E(0)

38

DA(L)

39

E(0)

40

E(0)

41

E(0)

42

DA(1)

43

EA(0)

44

PA(0)

45

E(0)

46

DA(1)
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47

DA(1)

48

UAR(D)

49

E(0)

50

E(0)

51

EA(0)

52

PA(0)

53

D(0)

54

PA(0)

55

DA(1)

56

DA(1)

57

PA(0)

58

DA(1)

59

E(0)

60

E(0)

61

E(0)

62

1(0)

63

E(0)

64

PA(0)

65

PA(0)

66

E(0)

67

E(0)

68

E(0)

69

E(0)

70

E(0)

71

PA(0)
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72 E(0)
73 E(0)

74 E(0)
75 PA(0)

76 E(0)

77 PA(0)

79 E(0)

79 D(0)
80 DA(1)

81 E(0)

81 PA(0)
82 E(0)

84 PA(0)
85 E(0)

86 DA(1)

87 E(0)

88 DA(1)

89 UAR(D)
90 PA(0)

91 DA(1)

92 DA(1)

93 UAR(1)

94 EA(0)

95 DA(1)
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96 EA(0)

0 0.1 0.1

2y

Tabla 4.36. Analisis del habla, equipo A3, situacion 4.
La puntuacién obtenida confirmar lo que observamos respecto a los argumentos poco

sélidos utilizados por Rafael y al escaso uso que le da a las ayudas recibidas.

o SITUACION 5(6)

Desde la terraza de un edificio de altura S, se lanza una pelota hacia arriba con una

velocidad inicial V,. Esta situacion viene descrita por la siguiente ecuacion diferencial:

3

s’ =-g, donde g es la aceleracion de la gravedad.
Predecir la posicion de la pelota para cualquier instante t, es decir, hallar la expresion de s(t). Utilizar

como herramienta de prediccion la serie de Taylor.

Debemos destacar que el primer contacto que tuvieron estos alumnos con los
temas sobre ecuaciones diferenciales, series de funciones y, en particular, polinomio y

serie de Taylor, fue a través de la etapa de la Enseflanza Preparatoria (Anexo 2).

« E-A1

De este equipo, para este problema, por un fallo técnico en el aparato de audio
no disponemos de la discusién que realiz6 para defender y demostrar sus afirmaciones.
Nos vamos a basar para el anélisis en las conclusiones a que han llegado, después de
una puesta en comun, y que han documentado en forma escrita.

Consideran la serie con la notacién adecuada para el problema. Entre las cosas
que podemos destacar es que solamente se ha considerado hasta la segunda derivada,
como si alli se “acabaran”. Al calcular la funcién y sus derivadas en el punto cero
suponen que s(0) = 0 y que s’(0) = 0. La condicién inicial v(0) =v, no se ha utilizado

correctamente porque, como se ve, no han sabido interpretar la notacidn.

1
Llegan al resultado s(¢) = 5 gt® que, seglin declaran, no saben verificar.
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= E-A2
Episodio de aprendizaje

1 -M: En el polinomio de Taylor voy sustituyendo los valores, como sy= 0, y
luego en la segunda derivada en el polinomio de T. aylor en vez de poner s’ pongo - g.
Simplifico y sustituyo - g por 9,8 .

2 -L: Estamos de acuerdo, yo lo hice por integracion y hallé la funcion. Ahora
lo que me quedaria //

3 -M: (Qué relacion matemdtica hay entre el polinomio de Taylor y la
integracion?

4 -L: Es lo mismo. Utilicé integracion para hallar la Jfuncion. El polinomio de
Taylor tiene que ver con la aproximacién en un intervalo de esa funcion. Entonces
utilizas los polinomios para, en ese intervalo, aproximar la funcién a un determinado
valor.

5 -M.: Al final obtenemos la funcion.

6 -L: Yo he utilizado lo que sabia, que al hacer la integral me daba la
derivada.

7 -M: Como si tii partes de cero y sumas dos, luego sumas otros dos y luego
otros dos.

8 -L: jClaro!

9 -M: Luego tu has quitado dos, dos y dos y te da otra vez cero.

10 -L: Pues asi es, y luego lo que explicé esta mafiana Marta, que da lo mismo.

2

Yo encuentro que s(t)=

— 8t . . .,
‘g y utilizando polinomios, como explic, nos da

s(t) =5, +v,t —% gt*. Es decir, que nosotros lo que hemos hallado es nada mds que

esta parte de la grdfica.

11 -M: Porque los primeros valores son cero.

12 -L: No, porque a ti te dicen que desde una terraza de altura tal se lanza una
pelota con velocidad inicial tal. Que si, que pueden ser cero y que nos haya dado
concretamente ese resultado //

13 -M: EI espacio inicial como es un eje de coordenadas, ti lo puedes poner

donde quieras. Si lo planteas cero, arriba en la azotea el espacio inicial es cero.
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14 -L: Igual que la velocidad, si yo lo tengo cogido en la mano la velocidad
que tiene ahora mismo es cero, cuando lo suelto ... Lo hemos hallado medianamente

bien, pues se supone que deberiamos haber hallado esto ;no?

15 -M: Bueno, ahora la verificacion.

16 -L: Ddndole valores jno? Depende del incremento de tiempo que le quieras
meter.

17 -M: Si ti consideras aceleracion cero // no, ti consideras la aceleracion
inicial, inicialmente tiene esa aceleracion, 9.8.

18 -L: Si, aceleracion — g.

19 -M: T4 haces la derivada segunda de la funcion que hemos hallado, que es
la aceleracion, y te tiene que dar 9.8.

20 -L: Entonces serta hacer otra vez lo mismo pero para atrds.

21 -M.: ;Claro! Por ejemplo aqui la velocidad es la primera derivada, en el
punto cero la velocidad es cero.

22 -L: Bueno, por métodos distintos pero hemos hallado lo mismo. Concluimos
1 .,
que s(t) = ——z-gt .

En la situacion fisica que deben resolver se enfrentan con dos problemas que
son, por un lado, el sistema de referencia y el de las condiciones iniciales. Vemos
cémo en el desarrollo de Taylor estas condiciones aparecen en forma natural pero los
alumnos, que estin en la construccion de este concepto, sienten cierta inseguridad al
tener que usar una herramienta nueva. Es por ello que se esfuerzan en buscar una
justificacién donde se vea una equivalencia entre los resultados, ya que el concepto de

que la integracion es una operacion inversa de la derivacion prima en ellos.

Analisis de las verbalizaciones

Analizamos los intercambios verbales que se han producido en los episodios de

aprendizaje del equipo A2 en la situacion S.

Verbalizacion Rosario Manuel Lydia Maria del C.
1 DA(1)
2 EA(0)
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3 PA(0)

4 DA(0)
5 EA(0)

6 E(0)
7 PA(0)

8 EA(0)
9 PA(0)

10 DA(1)
11 PA(0)

12 DA(0)
13 DA(0)

14 E(0)
15 D(0)

16 PA(0)
17 E(0)

18 EA(0)
19 DA(1)

20 UAR(1)
21 E(0)

22 1(0)
X 0 0.1 0.1 0

Tabla 4.37. Analisis del habla, equipo A2, situacién 5.

* E-A3

De los tres alumnos que forman este equipo, sélo uno, David, habia trabajado

sobre el problema en la etapa de accién, integrando dos veces. Con ellos se vuelve a
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repetir lo que habiamos observado con el equipo anterior. Utilizan el concepto de la
integracién como una antiderivada, pero a pesar de la larga discusién en ningin
momento se hace referencia a la familia de curvas, solucién de una integral indefinida.

Esto representa una dificultad a la hora de comparar los resultados.

Episodio de aprendizaje

1 -D: Pero no hace falta que lo tires en forma parabdlica. Se tira recto. En
general cuando se tira algo te subes a la azotea y lo tiras para arriba y la gravedad no
lo desplaza hacia un lado, le hace que caiga otra vez. // Es que yo ni hice una grdfica
ni nada, yo me basé en integrales. Como ésta es la derivada segunda y te dice la
aceleracion, pues hice la integral de ésta. La integral es la inversa de la derivada.
Basta integrar dos veces para conseguir s(f).

2 -R: ;Qué resultado te dio?
3-D: s(t) = ——;-gx2 .

4 -R: Donde x, ;qué seria?

5 -D: Esta seria la ecuacion del movimiento, que es lo que te piden. He
encontrado la ecuacion.

6 -MC: Vamos a ver, jésta es la inversa de qué?

7 -D: Yo dije que como la integral es la inversa de la derivada, aqui nos dan la
derivada segunda, haciendo la integral de la derivada segunda consigo la derivada
primera y haciendo la derivada de ésta consigo la ecuacion de s(t), que es lo que nos
piden. // Luego dice, te proponemos intentarlo utilizando el desarrollo de Taylor para

Bueno, después lo he hecho desarrollando por Taylor y sustituyendo
adecuadamente, teniendo en cuenta que para t = 0 tenemos esto. Cogiendo esta

grdfica, que es s(f) en cero, pues coge s(0), la derivada primera que es — g ...

8 -R: Sustituiste, seria como dos maneras de hacer el ejercicio jno?

9 -D: No porque tu utilizas Taylor una vez que has conseguido la ecuacion.

10 -R: ;Para comprobarlo, dices tu?

11 -D: No, porque te pide que lo desarrolles. Después, una vez que has

conseguido s(f) por integracion desarrollas Taylor. Utilizando la derivada primera
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que has conseguido antes, lo que tienes que hacer es sustituir en el punto cero, tp=10, y

ya te sale por Taylor.

Llegado a este punto preguntan si estan bien encaminados, en principio se les
remite a la explicacién y a los ejemplos que sobre el tema se les dio en la Etapa de la
Ensefianza Preparatoria ya que daban muestras de no haberlo tenido en cuenta.

12 -D: Bueno, ha dicho Marta que hallemos esa ecuacion por Taylor. Nosotros

sabemos solamente que s"(t) = ~g . Es lo 1inico que conocemos yquet=t,=0.

13 -R: Tt sabes la derivada segunda, entonces es hacer sustituciones Y ya esta,
(no? Ahora haces la derivada de éste y consigues la derivada tercera,

14 -D: No te hace falta la derivada tercera. El polinomio de T aylor llegaria
hasta la segunda derivada porque es la que conocemos. Entonces aqui sustituimos la
to que es cero en todo el polinomio. Vamos a intentar hacerlo.

15 -MC: ;s(¢) lo conocemos?

16 -R: No, pero conocemos su segunda derivada.

17 -D: Eso es la que tenemos que averiguar, pero como pone s(t,) pues vamos

sustituyendo, ;entiendes? Entonces tenemos que
1
$(0) = 5(0) +5'(0)(¢ = 0)+ 5" (0)(t ~ 0)”.
Operando aqui seria

s(t) = s(0) + 5'(0)t — %gtz,

y si te das cuenta, s(t) = % gt®, es decir, desarrollando por T. aylor conseguimos el

mismo resultado ya que los otros dos términos tienen que ser cero a la fuerza, porque

Si no, no resultaria. Seguro que al sustituir en una funcién //

18 -D: No, porque aqui entonces si es s(0) y se supone que es un polinomio // Si
es un polinomio s(0) va a ser siempre cero. // No, no tiene por qué. Porque si es un

término independiente no tendria por qué ser cero.
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19 -R: Pero s(0) es la posicion cero, por lo tanto siempre va a ser cero estando
en el origen de coordenadas ¢no? Y cuando le haces la derivada te sale cero por eso
mismo jno?

20 -D: Estos dos términos tienen que ser cero. De esta manera la férmula del

movimiento seria la misma que yo he calculado.

21 -D: A mi me queda la duda de si s(0) vale cero y la derivada es cero. Yo
recuerdo que en clase hicimos un ejercicio, que ella saco la ecuacion y dijo, esto es
cero y esto es cero. Pero claro, yo tampoco sabia por dénde venian los ceros.

22 -R: Yo creo que es por eso jno? Porque la posicion cero va a ser cero, ya
siempre. Eso lo sabes tu del tirdn jno?

23 -D: No, porque si tii tienes una grdfica cuya ecuacion es y = X +2,enx =
0 va a ser dos.

24 -MC: jExactamente!

25 -D: Puede darse el caso de que este movil tenga //

26 -R: Pero claro, tii dices que estd a una altura determinada.

27 -MC: Entonces no es cero, es W0), no //

28 -D: Dice que tiene una velocidad inicial y que estd situado a una
determinada altura. Entonces tendriamos esta situacion, estaria aqui // si suponemos v
/

Acaban aqui con una sesién de trabajo en la que han encontrado grandes
dificultades para avanzar, al querer hacer coincidir los dos resultados que han hallado.
Retoman el tema en la siguiente hora.

29 -D: Por integrales respaldamos el valor de 5(t). Por Tt aj/lor nos da el mismo
valor pero tenemos que explicar por qué s(0) = 0 y también por qué s'(0)t = 0.

30 -R: También verificamos el valor hallado haciendo las dos derivadas y nos
da la funcion inicial.

31 -D: En principio vamos a pensar que s(0) = 0 porque al sustituir t en s(f)
da cero. Pero también, me acaba de decir Marta, que cuando te dan el valor, el punto
to= 0, quiere decir que tomamos el valor t también como cero. Entonces lo tenemos

mds facil todavia, porque s’(0)t se nos eliminaria, porque si t es cero se elimina.

Entonces sélo nos queda s(0).
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32 -R: Claro, si ésta es una derivada, al integrar una cosa que es cero, la

integral de esto que es cero, va a salir cero.
1
33 -D: Pero de todas formas ya tendriamos aqui  s(t) = s(0) - 5 gt’, si

despejdsemos ... nada, qué vamos a despejar.

34 -R: Es que no hace falta, si sabes el valor de la derivada, sabes el valor de
la anterior. Porque nada mds tienes que ... (sabes lo que te quiero decir? Sabes que
esto vale cero, pues integras esto y como es cero, ya es cero lo otro.

35 -MC: ;/No se considera el espacio inicial para nada?

36 -D: Tiene un s, que no sabemos cudl es.

37 -MC: ;s(¢) es la velocidad?

38 -D: s(?) es la ecuacion del mévil, la ecuacion que rige ese movil, s'(f) da la

velocidad y s’ '(t) da la aceleracion.

39 -MC: ;Pero la ecuacion que relaciona el espacio con la velocidad? ...
Velocidad inicial por // algo que relaciona la velocidad, el tiempo y el espacio desde
donde se tira. Es que para algo nos da S, (no?

40 -R: jHombre! s, es la posicién inicial ;no?

41 -D: Tenemos esta situacidn, estamos aqui a un S, y desde aqui le
imprimimos una velocidad inicial. Nosotros nos encontramos aqui, en este puntos,.

Este seria el punto cero. Desde aqui hasta aqui vamos a poner que hay diez metros y

desde ahi hacia arriba se le imprime una velocidad inicial de diez metros por segundo.

42 -D: Entonces aqui seria t, =0 y en el momento que le damos esa velocidad
inicial para arriba ya comienza a contar el tiempo. Pero es que no se.

43 -MC: ;Y te vas a acordar de las tres ecuaciones que habia en Fisica? La
Vs, luego la del recorrido y la de ... es que no me acuerdo.

44 -D: La de la aceleracion era velocidad final menos velocidad inicial partido
por tiempo, o la de la posicion. Es que con esas formulas puedes sacar, en vez de

vf -V

i

poner eso pones g = . Entonces aqui conoces la gravedad, conoces la
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velocidad inicial, que se supone que te la tienen que dar, y conoces el tiempo. En estos
casos siempre te piden la velocidad final. Pero la velocidad final aqui no tendria
sentido, porque la velocidad final que alcanzaria seria cero, pues llegaria un momento
en que se pararia y comenzaria a bajar. Pero es que no sé, eso no tiene sentido. Es que
no se me ocurren mds cosas sobre esto. Sabemos que hemos llegado al resultado
correcto pero no sabemos //

45 -MC: ;Este es el movimiento que realiza?

46 -D: Si, ésa es la ecuacion del movimiento, pero lo mds gracioso es que
hemos llegado al resultado correcto pero no sabemos aplicarlo en la forma en que nos
piden.

47 -R: Si, lo hemos hecho por Taylor.

48 -D: Si, se supone que lo hemos hecho por Taylor pero no sabemos explicar
todavia por qué s(0) es cero. A menos que supongamos que s(0) se sustituye en lo que
nosotros creemos que es la ecuacion de movimiento y entonces si tiene la explicacion

de que es cero.

49 -D: ;No! s, no, s(0) pensamos que debe ser cero para que // s, y s(0) no
tienen por qué ser lo mismo jno?

Tratamos de sacarlos del “circulo” en que se han metido, ya que vemos que no
logran avanzar. Aqui otra vez se nota que se esta priorizando el resultado obtenido por
integracion, que ademas no es el correcto, frente a una nueva propuesta. Ademas se

les aclara sobre la interpretacion de ¢,, que parece que no se habia logrado

adecuadamente. Primero comenzamos haciéndoles reflexionar sobre el resultado que
se obtiene de una integral indefinida, preguntando como y dénde han tenido en cuenta

las constantes de integracion. Luego les inducimos a determinar dichas constantes con

los datos del problema.
50 -D: jEntonces ya estd!
51 -R: Entonces hemos llegado al mismo resultado.
52 -D: §i, si, pues ya esta. Como no sabemos ese espacio inicial lo que vale,

pues ya estd. Solo decir que tenemos esa funcion mas s(0) que no sabemos.
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Nuevamente se les Ilama la atencién para hacerles observar que han realizado
dos integrales, luego tienen dos constantes de integracién, y que hay mas condiciones
iniciales en el enunciado del problema que deberian utilizar para determinarlas.

53 -D: Se refiere a cuando integramos la primera vez, que tenemos —gt+Cy
: 1
luego integramos de nuevo y es s(t) = ~3 gt* +C y la suma de esas dos C // son esas

dos la suma de s°(0)t + 5(0) que no conociamos del Polinomio de Taylor. Ahora si que
hemos llegado al mismo resultado. Tenemos que considerar que s(0) es la constante de

la segunda vez que integramos Y 8°(0)t es la constante que resulta de la primera vez

que integramos.

54 -R: Es que lo que hace el teorema de T aylor es darte //

55 -D: jExactamente! Te la da mds exacta que una integral porque la integral
siempre te da la funcion integral pero tienes que sumarle una constante C, que es la
constante de integracion.

56 -MC: Podriamos averiguar las dos constantes, jlas otras no?

57 -D: Cada una de ellas tienen que ser ésas. Las que hemos obtenido por
integracion son ésas. O sea, ésta es la funcién integral y éstas son las dos constantes
de integracion que hemos obtenido.

58 -MC: ;Y qué representan? ... Una, el espacio inicial //

59 -D: Y la otra la velocidad inicial. Bueno, tendremos que machacarlo mads,
seguro.

Analisis de las verbalizaciones

Analizamos los intercambios verbales producidos en el equipo A3 para la

situacién 5.

Verbalizacién Rafael David Mari Carmen
1 DA(1)
2 PA(0)
3 E(0)
4 PA(0)
5 DA(1)
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6 PA(0)
7 DA(1)

8 PA(0)

9 E(0)

10 PA(0)

11 E(0)

12 1(0)

13 DA(1)

14 E(0)

15 PA(0)
16 DA(1)

17 E(0)

18 AR(0)

19 E(0)

20 AR(0)

21 AR(0)

22 E(0)

23 DA(1)

24 EA(0)
25 DA(I)

26 DA(1)

27 DA(1)
28 DA(1)

29 1(0)

30 1(0)
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31 E(0)

32 EA(0)

33 AR(0)

34 E(0)

35 Da(1)
36 Da(1)

37 PA(0)
38 DA(1)

39 DA(1)
40 DA(1)

41 DA(1)

42 DA(1)

43 PA(0)
44 DA(1)

45 PA(0)
46 EA(0)

47 EA(0)

48 E(0)

49 E(0)

50 1(0)

51 1(0)

52 EA(0)

53 DA(1)

54 DA(1)

55 EA(0)
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56 PA(0)
57 1(0)
58 DA(1)
59 DA(1)
5 0.1 0.2 0.1

Tabla 4.38. Anélisis del habla, equipo A3, situacién 5.

Después de trabajar sobre la situacion 5, en esta etapa de formulacion
presentamos a los alumnos una nueva situacién; con ella se pretende que realicen una
sintesis de los conceptos construidos con la anterior. Ademas, en esta situacion se les
propone un trabajo un poco diferente al realizado en la situacién anterior que consiste
en la elaboracién de un informe conjunto, por grupos, sobre los resultados a los que

lleguen. A continuacién pasamos a analizar éstos para los diferentes equipos.

o SITUACION 6(7)

Desintegracién de elementos radiactivos. E! radio se desintegra a una velocidad
proporcional a la cantidad presente, es decir:
R'=—kR(f)
donde k es una constante positiva llamada constante de desintegracion. El signo negativo indica que

dicha velocidad es cada vez menor, al haber menos cantidad de elemento a medida que transcurre el

tiempo.
Supongamos que en t, =0 se tiene R, gramos de radio. Se desea predecir la cantidad de radio

presente en cualquier instante posterior t, es decir R(f). Utilizar como herramienta de prediccion la

serie de Taylor.
= E-A1

Lo mas significativo es que consideran las condiciones de inicio del problema
de la siguiente manera: o = 0, Ro = 0.

A continuacién escriben correctamente la forma general de la serie que
corresponde a la situacion planteada, desarrollando hasta el término de orden tres y
colocando a continuacién los puntos suspensivos. Calculan las primeras derivadas,

pero no reemplazan en la serie esos valores.
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= E-A2

En el caso de este equipo vuelve a repetirse la forma en la que escriben las
condiciones iniciales: ¢ =, = 0, R = Ry = 0; sin embargo, a la hora de reemplazar Ry en
las distintas derivadas no lo consideran cero. Consideran el valor, equivocado, que le

han dado a la cantidad de radio inicial, R(0) = 0, al reemplazar en el primer término de

la serie, pues escriben lo siguiente:

R(@®) =0+ (-kRo)t+ K Ry 12! — K Ry £/3.
Se observa que sélo han tomado Ry = 0 en el primer término y consideran sélo

hasta el término de tercer orden sin indicar que continta.

= E-A3

Consideran las condiciones iniciales de la misma forma que los dos equipos
anteriores.
Escriben correctamente la serie para el caso del problema propuesto y calculan

la primera y segunda derivada en el punto, pero no reemplazan luego éstas en la serie.

Observaciones

Creemos que, aunque se nota un avance respecto a los resultados de la situacién
anterior, no han logrado construir conceptualmente la serie de Taylor ni como un
objeto matematico, que no es nuestro objetivo, ni como una herramienta de prediccion
y esto puede deberse a varias razones, entre las que podriamos citar:

« Problemas de notacién, que se evidencian entre otras cosas cuando deben

expresar las condiciones de inicio del problema.

» Saber determinar el punto donde se desarrolla la serie y, por tanto, donde se
calculan la funcién y sus derivadas.

« La dificultad para discernir dentro del contexto del problema los datos
(condiciones de inicio, de contorno y relaciéon entre las variables) que
permiten calcular las derivadas sucesivas en funcién de ellos.

« Tener en cuenta que la serie de Taylor tiene infinitos términos y que, por lo
tanto, hay que efectuar todas las derivadas posibles. De esta manera se
podra hallar alguna regularidad en las derivadas sucesivas que permita

reconocer las series correspondientes a las funciones mas elementales.
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+ El error que se manifiesta cuando dicen que no hay més derivadas porque
éstas valen todas cero.
« El enfrentarse por primera vez a una manera diferente de trabajar tanto en

las Ciencias Experimentales como en Matematicas.
Conclusiones

A modo de resumen y como conclusion de las etapas de aprendizaje

colaborativo presentamos la siguiente tabla, que muestra los aprovechamientos

individuales.
Situaciones/Alumnos 1 2 3 4 5 Resultados
Alicia - 0.1 0.2 0.1 - 0.1
Penélope - 0.2 0.1 0.1 - 0.1
Inma - 0.1 0.2 0.2 - 0.2
Susana - 0.1 0.1 0 - 0.1
Rosario 0.2 0.2 0.1 0 0 0.1
Manuel - 0.1 0.2 0.2 0.1 0.2
Lydia 0.2 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
Maria del C. 0.1 0.1 0.1 0.1 0 0.1
Rafael 0.1 0.1 0 0 0.1 0
David 0.5 0.2 0 0.1 0.2 0.2
Mari Carmen 0 0.1 0 0.1 0.1 0.1

Tabla 4.39. Resultados por alumno en el trabajo colaborativo.

4.3 - ETAPA DE INSTITUCIONALIZACION

En esta etapa se ha realizado una discusién con todos los alumnos que tomaron
parte en el trabajo. Es aqui donde el docente ha jugado un papel mas activo, aclarando
algunos aspectos de las situaciones de aprendizaje. Ademaés es en esta etapa donde se
han utilizado, a modo de ayuda para institucionalizar los saberes involucrados en esta

investigacién, las preguntas interesantes que hemos formulado en el apartado 3.5.
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Esta etapa esti documentada en cinta de audio; a continuacién presentamos un

resumen de las partes mas relevantes que se han producido.

o SITUACION 1(1)

En este problema, cuando se les propone dibujar la grafica correspondiente al
recipiente cénico con el vértice hacia abajo, David (E-A3) expone que ellos lo hicieron
a traveés de una exponencial. Se le formulan algunas preguntas, de entre las que
aparecen en el apartado 3.5, para provocarle una situacién de conflicto frente al
modelo que han escogido y que los incentive para superarlo. Se acuerda que una
posible grafica que describe la experiencia es la rama positiva de una parabola con eje
x y vértice en el origen.

En ¢l caso del recipiente cilindrico la representacion es una recta “que pasa por
el origen, que va creciendo proporcionalmente altura con tiempo” dice David (E-A3).
A lo que Lydia (E-A2) apostilla “y = x, la grdfica forma un dngulo de 45 grados”. Esta
idea es compartida por el grupo.

Aqui evidentemente se detecta una dificultad en el concepto de
proporcionalidad, que se pone de manifiesto al suponer que la constante de
proporcionalidad vale uno.

El dltimo item se trabajé poco dentro de los equipos porque se afiadié al final.
Se tom6 un poco de tiempo para la discusion hasta llegar a algunas conclusiones; entre
ellas destacamos la siguiente: la tasa de variacién de la altura respecto del tiempo
representa fisicamente la velocidad con que se llenan los recipientes. Para el caso del
recipiente cilindrico, la velocidad con que se llena es siempre la misma; por lo tanto,
dicen, estard representada por una recta horizontal. También concluyen que las graficas
de la velocidad corresponderan a las graficas de las derivadas, que para el caso del
recipiente conico son rectas oblicuas.

Llegado a este punto tratamos de advertirles que han caido en algunas
contradicciones con el modelo escogido.

Una vez que han llegado a un acuerdo sobre las graficas que representan las
tasas de variacion para cada modelo realizan un andlisis. Utilizan para ello valores del
tiempo muy proximos al comienzo y al final del fendmeno y observan si ellas
describen el fenomeno. Concluyen que, en el caso del recipiente cénico con vértice

hacia arriba, para el instante # = 0 la velocidad con que se llena tiende a cero, ya que €l
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radio es méaximo. En el caso del recipiente cénico con vértice hacia abajo, la velocidad

en el entorno de ¢ = 0 es muy grande ya que el radio del recipiente tiende a cero.

a SITUACION 2(2)

Cuando representan los datos de la tabla en un par de ejes #- s unen los puntos a
través de lineas rectas. La explicacién es siempre la misma “el movimiento es
rectilineo”; claro esta que confunden la funcién posicién con la trayectoria del moévil.
Nos encontramos aqui con un obstaculo didactico.

El aspecto que hemos trabajado de este obstaculo se centra principalmente en el
hecho de que la grafica que representa la posicién, que no la trayectoria del movil,
debe ser derivable. Hemos tenido en cuenta que, en la naturaleza, un gran nimero de
fenémenos de variacién y cambio son descritos por este tipo de curvas.

Otro obstaculo que hemos detectado se centra en una elaboracién particular del
concepto de espacio y posicion, lo que consideramos dificult6 la interpretacién de los
valores dados en la tabla. Este obstaculo, en cierto sentido, se extiende a la definicion
de velocidad, que se interpreta, segin la mayoria de los estudiantes, como “el espacio
dividido por el tiempo”™.

También se ha detectado un teorema factual que a lo largo de las diferentes
etapas no todos han logrado superar. Para eso, en esta etapa, se les recomend6 que
analizaran una experiencia simplificada con la que estuvieran familiarizados en la vida
cotidiana. A la par, se ponia énfasis en que observaran el comportamiento en los
instantes en que cambia el sentido de la trayectoria, asi como en instantes anteriores y
posteriores. También se les sugiere que observen, en la grafica s(¢), el comportamiento
de la pendiente de la recta tangente en tales puntos y un entorno de los mismos.

A preguntas tales como ;qué representa la funcion derivada en la situacion real
que ha elegido?, la mayoria responde que representa la velocidad. Acto seguido se les
pide que analicen lo que sucede con los valores de la velocidad en la vecindad de los
puntos donde ellos han determinado que la velocidad vale cero y donde toma los
valores maximos y minimos. ¢Tiene ésta el mismo valor para todos los puntos del
entorno? Luego se les pide que observen cémo varian las pendientes de las rectas
tangentes para puntos del entorno.

Una vez que hayan obtenido y discutido algunas conclusiones se les sugiere

que vuelvan sobre los mismos puntos, pero que analicen cémo cambia la posicion al
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aumentar ¢ en ¢+h, cuando A—0. Es decir, se pretende que lleguen a las mismas

conclusiones pero ahora utilizando la derivada, ya no en su concepcidén geométrica

. .., . . .ds .
sino como tasa de variacién o razén de cambio, es decir 7 =s'=v . Lo mismo se les
t

pide para la grafica de la velocidad.

De esta manera, utilizando la derivada en su concepcién geométrica y ademads
como tasa de variacién, conjuntamente con el criterio de la cinematica, se pretende
ayudarles a superar el teorema factual: s =0 > v =0 — g = 0.

El criterio de la cinematica al que hacemos referencia y que hemos utilizado
como herramienta dice lo siguiente:

* El valor absoluto de la velocidad crece (esto es, el mévil va mas rapido) cuando la
velocidad y la aceleracién tienen el mismo signo.

¢ El valor absoluto de la velocidad decrece (esto es, el mévil va mas lento) cuando la
velocidad y la aceleracion tienen distinto signo (Bradley y Smith, 1998, p.136).

Para analizar y construir los graficos han observado sus caracteristicas
geométricas como son los méximos, minimos y puntos de inflexién, ademas del
crecimiento y decrecimiento. También han tenido en cuenta la variacién de la
pendiente de la recta tangente a lo largo de la curva y el valor de la pendiente en
puntos notables como son los méximos, minimos y de inflexién.

A través del bosquejo de las sucesivas graficas

s(H) = v(t) —> a(t) = da/dt,
se logran los objetivos propuestos para esta situacion, si bien hay que destacar que a
partir de los datos de la tabla ningtin alumno logré responder a los items propuestos.

Creemos que las primeras limitaciones se encuentran en los obstaculos
enumerados anteriormente y en el nivel de abstraccién necesario para inferir resultados

a partir de tablas.

o SITUACION 3(3)

El trabajo, que consisti6 basicamente en individualizar las gréaficas, apoyandose
en la situacion anterior, fue realizado con éxito por la mayoria de los alumnos. La

dificultad se les presenté para determinar el méaximo de la grafica que corresponde a

s(2).
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a SITUACION 4(4)

Este problema ya es abordado por los alumnos con cierta soltura. Esto se nota
cuando, entre ofras cosas, hablan de determinar los valores donde la aceleracion se
anula y para ello tratan de individualizar los puntos de inflexion.

Donde hemos observado que necesita realizarse un analisis més profundo es en
(0, s(0)). Alli el eje horizontal es tangente a la grafica; esto parece que no es facil de
deducir a partir de 1a mera observacidn.

Es por ello que hemos centrado nuestra discusion en el intervalo (0, 3), y le
hemos preguntado, entre otras cosas: ;qué pendiente aproximada creen que tiene la
recta tangente en el origen? ¢la curva mantiene en el intervalo (0, 3) la misma
concavidad?. Lo primero que ha aparecido, por sus comentarios, es el punto de
inflexién. Dicho punto les ha permitido afirmar que la aceleracién toma el valor cero
alli. Ademas de que la velocidad en dicho punto toma un valor extremo. “Donde hay
un punto de inflexion hay un extremo en la primera derivada, ya que la grdfica de la
segunda derivada tiene un cero para ese valor” (Alicia E-Al).

Ademés se observé que cuando la curva pasa de concava hacia arriba a concava
hacia abajo el punto de inflexién es un méximo para la funcién derivada y, viceversa,
si la curva pasa de concava hacia abajo a concava hacia arriba el punto de inflexién es
un minimo en la funcién derivada.

Las graficas, una vez superadas estas dificultades, las bosquejan utilizando las
propiedades geométricas y el criterio de la cinematica que venimos utilizando. Es a
partir de ellas que dan los valores aproximados de los intervalos donde son positivas y
donde son negativas.

Hemos de remarcar que es en esta etapa donde se supera, en parte, el teorema
factual. Este llevo a Penelope (E-Al) y Lydia (E-A2), en su momento, a afirmar que

“todas las grdficas, es decir s(t), (¢, a(t) y da/dt, serian iguales en forma salvo que

los intervalos serian mds pequefios”.

o SITUACION 5(6)

Para abordar eficazmente este problema los alumnos deben conocer la serie de
Taylor, tanto a nivel de su notacién como de su concepcion. Este fue el principal

escollo que tuvimos que salvar en esta etapa ya que, por razones de programacion, los
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temas Polinomios y Serie de Taylor se presentaron a los alumnos casi a la par de esta
experiencia.
Sin embargo, creemos que en la mayoria de los casos que se presenta en la

enseflanza a este nivel es suficiente conocer la forma del desarrollo de la serie y

algunos desarrollos elementales como, por ejemplo, el de e™, cos(wt), etc., para
obtener resultados sorprendentes.

La concepcién que tienen los alumnos de la integral como inversa de la
derivada les lleva a integrar dos veces para hallar la expresiéon de la funcién. Aqui,
como las operaciones son extremadamente sencillas, el principal. obstaculo lo
presentan las constantes de integracidn.

Se insiste en que deben trabajar con la serie y luego comparar los resultados;
creemos que la resistencia a utilizar esta herramienta es por lo expuesto anteriormente.

Este ejercicio nos sirve, ademas, para crear una situacién de desequilibrio sobre
los conocimientos previos.

Animamos a los alumnos a utilizar los datos del problema y la notacién usual
de la cinematica para obtener un resultado reconocible.

El mayor esfuerzo se realiz al comparar los resultados obtenidos por los dos
metodos y tratar de discernir cuél representaba el modelo para nuestra experiencia.
Esta tarea se realizé tanto desde el contexto de la Fisica como del Calculo Diferencial e
Integral, utilizando las estrategias variacionales como la idea de prediccion aqui

involucradas.

a SITUACION 6(7)

Por ultimo, para acabar de institucionalizar el concepto involucrado se hace
una extensa discusion entre todos los alumnos participantes sobre la situacién 6(7).
Teniendo en cuenta ésta y el andlisis que se hizo del problema, en la etapa anterior, el

docente acaba con una amplia exposicién integradora.
4.4.- EVOLUCION DE LOS SIGNIFICADOS PERSONALES

Para finalizar la investigacion, transcurridos cinco meses de las ctapas

anteriores, se le enfregd a los estudiantes tres situaciones-problemas para que las
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desarrollaran en forma personal y por escrito. Con esto queremos medir cual ha sido la

evolucion personal, y ademas:

- En qué medida han superado el teorema factual.

- Cbmo han construido los conocimientos necesarios para reconocer la serie

de Taylor como herramienta de prediccion.

- Coémo y en qué medida han adquirido las destrezas necesarias para trabajar

con las derivadas sucesivas y la serie de Taylor.

Las situaciones-problemas propuestas son las siguientes:

o SITUACION 7(8)

Un estudiante tiene ocho problemas para realizar en casa. Ha reservado diez horas de trabajo

ininterrumpido. La produccion del estudiante viene dada por la funcion P(Y) que corresponde a una de

las curvas que se muestran en la grdfica, donde t es el fiempo (en horas). Las otras dos curvas

corresponden a la primera y segunda derivadas de dicha funcién. Analizar la figura y, con los

elementos del problema y las herramientas matemdticas que posees, identifica la funcién P(f) y sus

derivadas. Numéralas de la siguiente forma: 1 = P(f), 2 = P(f), 3 = P’’(t). En todos los casos explica

detalladamente cudles han sido las razones para tu eleccion. A continuacion y siempre utilizando la

JSigura halla:
a. Una interpretacion para P'(t) y P’’(1).
El instante en que la produccion del estudiante es méaxima.
c. ¢Como varia la velocidad de produccion del estudiante a lo largo de las diez
horas de trabajo? Describelo de forma detallada.
d (A qué hora el nimero de problemas que resuelve es menor que los resueltos en
la hora anterior?
P, BT, P'*
B 3 -
T
/’///
-
6| /
4 L
2|
N - , .t
2 4 6 8 10
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o SITUACION 8(9)

Ciertos pardsitos se reproducen a gran velocidad; para exterminarlos se estd empleando un
medicamento nuevo. De forma experimental se halla que la velocidad de cambio en el mimero de

pardsitos vivos con respecto al tiempo t (en semanas) puede expresarse como

N'=6000¢% —75¢*.

Predecir, utilizando la serie de Taylor, cudntos pardsitos habria en el tiempo t si originalmente
hay 3000.

o SITUACION 9(10)

Una masa sujeta a un resorte se estira hasta que se halla a diez unidades debajo de la posicion de
equilibrio; en ese momento se suelta partiendo del reposo. En ese instante comenzamos a contar el

tiempo. El movimiento que realiza la masa, alrededor de su posicién de equilibrio, viene descrito por la

siguiente ecuacion:

y=-16y.

a) Predice, utilizando la serie de Taylor, la posicion de la masa para cualquier instante 1.

v
b) ;Dénde se halla la masa transcurridos — segundos?

Pasamos a analizar el trabajo de cada alumno y, por dltimo, en el capitulo 6
haremos el andlisis comparativo de la evolucién conceptual de cada estudiante al pasar
por las distintas etapas de aprendizaje, extrayendo las conclusiones pertinentes.

Para el analisis observaremos algunos comportamientos especificos para cada
situacién-problema. En el caso de la primera seran:

a- Identificacion de cada grafica.

b- Anélisis e interpretacién de las mismas.

c- Elaboracion de respuestas y resultados.

Para el caso de la segunda y tercera situaciones-problemas observaremos los siguientes
comportamientos:

d- Interpretacion y determinacién de los valores de inicio del sistema.

e- Reconocimiento de la serie de Taylor como herramienta para resolver el

problema.

f- Destreza en el manejo de las derivadas sucesivas y la serie.

A cada uno de estos comportamientos le asignaremos un puntaje que va del
cero al uno.

A continuacion volcamos estos datos en una tabla.
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Alumnos Situacién 7(8) | Situacion 8(9) | Situacién 9(10) | Puntuacién

%

a b c d e f d e f
Alicia 1 10605 0 (05/04(03| 1 {038 60
Penélope 1 10607 0 0 0 0 0 0 30
Inma I 1071 1 1 108 0 0 0 60
Susana I {07105 1 1 |08 O 0 0 60

Rosario 0.8 103] 0 0 0 0 1]03] 1 |08 40

Manuel I 107103 1 1 108104 ] 1 |05 70

Lydia 1 10605 1 1 108} 0 0 0 50

MarfadelC.| 1 | 0.7 07| O 0 0 03] 0 |08 40

Rafael 05(04]107] 0 0 0 03] 0 |08 30

David 1 1 1 1 1 (08| O 0 0 60

Mari C. 1 102104 1 1 |08] O 0 0 50
% 90 | 60 | 60 | 50 | 60 | 50 | 10 | 30 | 30

Tabla 4.40. Resultados de la produccién de los estudiantes a las situaciones
7(8), 8(9) y 9(10).

El puntaje que obtiene cada alumno en forma individual aparece en la columna
de la derecha; podemos decir que son satisfactorios, ya que rondan el 50%. En la
ultima fila tenemos el porcentaje de respuestas satisfactorias de acuerdo a los
comportamientos que nos propusimos observar:
> Desde el punto de vista matematico creemos superado el teorema factual en un

70 % de los casos, de acuerdo a los puntajes obtenidos en los tres primeros items
de la tabla.

» Respecto a los porcentajes que corresponden a la situacién 9(10), vemos que son
significativamente inferiores a los anteriores. Lo ocurrido puede deberse a varios
factores.

- Algunos pueden encontrarse en la fisica del problema, por ejemplo al

presentar serias dificultades para interpretar y reconocer las condiciones de
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inicio del problema, como se observa por los resultados de la séptima
columna.

También se encuentra que un 50 % escribe la funcién del movimiento de la
masa, y(f), memoristicamente, y utilizando los valores dados en la
situacion-problema determinan los restantes parametros de dicha funcion;
por ultimo reemplazan la expresién de y en y”’.

Otra razén se halla en sus preconcepciones, ya que los conceptos de
derivacidn e integracion se presentan como operaciones inversas una de la
otra, seglin vemos en los manuales escolares analizados (Anexo 1). Este es
uno de los motivos que les lleva a integrar dos veces y’” para hallar el valor
de la funcion deseada, y(f); sin embargo, no son capaces de hallar la
solucion particular del problema (70 %). El método, utilizado como un
algoritmo, lo detectamos como un obstaculo a la hora de reconocer cuales
habrian de ser las restricciones a fin de poder utilizar la estrategia de
resolucién del problema. Naturalmente, dichos valores serdn la posicion
inicial de la masa, y(0), la velocidad de 1a misma en el momento que inicia
su oscilacién, y’(0), y su aceleracion, y*’(0) = -16 y(0).

Por ultimo, creemos que otra razdn se encuentra en que sigue
predominando el pensamiento algebraico por encima del pensamiento fisico
y analitico. Sélo un 30 %, a pesar de no utilizar correctamente todas las
condiciones de inicio del problema, reconoce en la serie de Taylor la

herramienta idonea para hallar la solucién.
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CAPITULO 5

SEGUNDA EXPERIENCIA: DESARROLLO Y ANALISIS DE LAS
ETAPAS DE APRENDIZAJE

5.0 - INTRODUCCION

Esta parte del estudio se ha planteado con la intencién de indagar con mayor
profundidad sobre los obstaculos y dificultades en el aprendizaje detectadas en el
estudio preliminar. La experiencia fue diseflada siguiendo la metodologia de la
Ingenieria Didactica. Para ello hemos disefiado y utilizado una secuencia didactica
compuesta por nueve situaciones-problemas, escogidas entre aquéllas que fueron
desarrolladas y analizadas en el apartado 3.4 del capitulo tercero de esta tesis.

Como trabajo preliminar se discutié con los alumnos el contenido del anexo 2;
para ello empleamos dos horas. A continuacién los alumnos trabajaron, en forma
individual, siete situaciones-problemas, presentando por escrito sus producciones. El
tiempo que dispusieron para la etapa de accién fue de 8 horas, distribuidas en dos
semanas con cuatro horas de trabajo cada una.

Se constituyeron pequefios grupos de trabajo a fin de llevar adelante las
siguientes etapas de aprendizaje, etapas de formulacién y validacién; observando sus
primeras producciones, intentamos que los grupos fueran heterogéneos. Las
producciones de ambas etapas fueron registradas en cintas de audio.

La etapa de institucionalizacion, etapa final de la experiencia educativa, se
llevé a cabo de manera individual a través de entrevistas personales entre alumno e
investigadora.

Formaron parte de la experiencia once estudiantes de primer afio de la
Licenciatura en Biologia del curso académico 2002-2003. La participacién fue
voluntaria entre los alumnos que habian cursado Matematicas en el dltimo curso del
Bachillerato. De esta manera, en esta segunda experiencia controlamos una variable
mas, y es que todos los estudiantes habian recibido un curso de Matematicas en el

ultimo afio de secundaria.
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A continuacién, analizamos el material obtenido siguiendo las diferentes etapas

y atendiendo, dentro de ellas, a las situaciones-problemas.
5.1 - ETAPA DE ACCION

Siguiendo el modelo de analisis desarrollado en la primera experiencia,
agrupamos por categorias las respuestas de los alumnos y, con base en ellas, las

catalogamos como se muestra a continuacion:

CATALOGACION DE LA RESPUESTA PUNTAJE
En blanco, totalmente erréneo o no es interpretado el 1
problema.
Uso de conceptos o procedimientos proximos sin éxito. 2
Uso de conceptos y procedimientos préximos y/o adecuados, 3
con ¢xito limitado o con lagunas en la argumentacién.
Respuesta correcta. 4

Tabla 5.1. Formas de catalogar las respuestas.
El estudio y analisis de esta etapa queda ordenada de la signiente manera:
1.- Produccion de los alumnos
2.- Observaciones
3.- Categorizacion y catalogacion de las respuestas

4.- Conclusiones
o SITUACION 1(1)

Consideremos dos tanques, uno cilindrico y el otro con forma de cono circular recto con vértice
hacia arriba (como se muestra en la figura); ambos tienen igual radio y altura. En ellos se vierte agua a

un ritmo constante, comenzando al mismo tiempo.
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a) Bosqueja, en los mismos ejes, una grdfica h(f) (altura en funcién del tiempo) asociada con el
llenado de los dos recipientes, en las condiciones descritas anteriormente. Compara las grdficas y

escribe todo lo que puedas concluir sobre ellas.

b) ¢Cambian las grificas si invertimos la posicién de los recipientes? (ver figura). ;De qué manera?

Haz un bosquejo como en el apartado anterior.
¢) Bosqueja, en los mismos ejes, la tasa de variacion o velocidad de cambio de h(), para cada uno de

los casos anteriores. Compdralas y describe su comportamiento en relacion con las grdficas de h(t)

obtenidas ena) y b).

1.- Categorizacion de la produccién de los estudiantes

De las graficas bosquejadas en los items a) y b) observaremos las siguientes
caracteristicas:

a) En todos los casos A(0) = 0.

b) Las graficas que representan el recipiente cénico, en las dos posiciones,
coinciden en los primeros instantes con la grafica del otro recipiente, pero luego se
ubican por arriba de la grafica de aquél.

¢) El tiempo que tarda en llenarse el recipiente cénico es menor que en el otro
recipiente, aunque en ambos el liquido alcanza la misma altura.

El bosquejo de las graficas, realizadas por los estudiantes en los items a)yb),
seran consideradas:

- Satisfactorias (S), si se observa a), b) yc).
- Medianamente satisfactorias (MS), si cumplen con a) y ¢) 0 a) y b)
- Poco satisfactorias (PS), si s6lo se observa a).

El bosquejo de las graficas realizadas por los estudiantes en el item c) seran

consideradas;

Satisfactorias (S), si resultan ser las derivadas de las graficas bosquejadas en los

items a) y b).

- Medianamente satisfactorias (MS), si sélo dos de ellas resultan ser las derivadas de
las grificas bosquejadas en los items a) y b).

- Poco satisfactorias (PS), en el caso en que sélo una coincida con la derivada de las
graficas de los items a) y b).

- En el caso, evidente, de que no se haya interpretado el problema lo indicaremos

con (NI).

Para facilitar la escritura utilizaremos las abreviaturas siguientes:
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- Recipiente cilindrico (C1).
- Recipiente conico con la base hacia abajo (C2).

- Recipiente cénico con la base hacia arriba (C3).

Los marcos que utilizan para argumentar sus respuestas pueden ser:
- Geomeétrico: distinguimos entre las referencias s6lo a las formas de los

recipientes (gtf) y las dirigidas a las formulas del volumen (gt).
- QGréafico (gf).

- Analitico (an).
Vamos a estructurar el trabajo de los alumnos, para categorizar sus respuestas,

en la Tabla siguiente:

Alumno tem a) Marcos | Item b) Marcos item c) Marcos
utilizados utilizados utilizados
Alicia S gt S gt PS gt
Carlos PS gtf MS gt PS gt—an
Mercedes S gt S gt - -
Maria J. S gtf PS gt NI -
Agueda S gtf PS gt NI -
Francisco PS gt MS gt MS gt —an
Josefa PS gt MS gt NI -
Daniel PS gt PS gt - -
Purificacién PS gt PS gt MS an
Marta S gt S gt MS an
Elena MS gt MS gt - -

Tabla 5.2. Categorizacién de las respuestas a la situacién 1(1).
2.- Observaciones
- Larecta que representa /(7) para el recipiente cilindrico, en la mayoria de los €asos,
es dibujada como la recta bisectriz.

- Se observa dificultad para comprender la terminologia “tasa de variacién o

velocidad de cambio de A(z)”.

- Tres de once (27 %) recurren a la ecuacién del volumen, aunque no siempre con

éxito.
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- Enel ultimo item nos encontramos con que el 36 % utiliza ¢l marco analitico.

- Hayun 27 % que da muestras evidentes de no interpretar el item y otro tanto que

no responde.

3.- Catalogacion de las respuestas

La adaptacién de la nomenclatura utilizada para la categorizacién de las

respuestas, en la Tabla 5.2, y la puntuacién para la catalogacion de las mismas seran

las siguientes:
o
o
o
o

Catalogacion de la

NI (no se interpreta la consigna) o en blanco = 1 punto
PS (poco satisfactoria) = 2 puntos

MS (medianamente satisfactoria) > 3 puntos

S (satisfactoria) - 4 puntos

s respuestas del ftem a)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE 0 5 1 5 3
ALUMNOS

Tabla 5.3. Catalogacion de las respuestas del item a.

Catalogacioén de las respuestas del item b)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE 0 4 4 3 3
ALUMNOS

Tabla 5.4. Catalogacion de las respuestas del item b.

Catalogacion de la

s respuestas del ftem ¢)

o PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE 6 2 3 0 1.7
ALUMNOS

Tabla 5.5. Catalogacién de las respuestas del item c.

4.- Conclusiones

- La primera diferencia observada con respecto a la experiencia anterior es que aqui

se hacen evidentes las variables que han debido tener en cuenta en el momento de

bosquejar las graficas, como el tiempo y la altura méxima.
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- Hemos afiadido el item c¢), donde de acuerdo a los resultados que muestra la Tabla
5.5, es evidente que no se interpreta la propuesta. Nosotros pensamos que se debe a
la falta de conceptualizacion de la primera variacién y al limitado lenguaje

cientifico que manejan.

o SITUACION 2(8)

Un estudiante fiene ocho problemas para realizar en casa. Ha reservado diez horas de trabajo
ininterrumpido. La produccion del estudiante viene dada por la funcion P(t) que corresponde a una de
lfas curvas que se muestran en la grdfica, donde t es el tiempo (en horas). Las otras dos curvas
corresponden a la primera y segunda derivadas de dicha Juncién. Analizar la figura y, con los
elementos del probiema y las herramientas matemdticas que posees, ideniifica la funcién P(f) y sus
derivadas. Numéralas de la siguiente forma: 1 = P(®),2=P'(t), 3= P’(f). En todos los casos explica

detalladamente cudles han sido las razones para tu eleccion. A continuacion y siempre utilizando la

figura halla:
a.  Una interprefacion para P'(t) y P*'(1).
El instante en que la produccion del estudiante es maxima.
¢. ¢Como varia la velocidad de produccién del estudiante a lo largo de las diez
horas de trabajo? Describelo de forma detallada.
d. ¢A qué hora el nimero de problemas que resuelve es menor que los resueltos en
la hora anterior?

DGR

hul

1.- Catalogacion de la produccién de los estudiantes

La produccién de los estudiantes se ha considerado de la forma siguiente:

- Satisfactoria (S), si responde y argumenta satisfactoriamente.

312



Capitulo 5

Segunda experiencia: desarrollo y
andlisis de las etapas de aprendizaje

- Medianamente satisfactoria (MS), si responde satisfactoriamente pero los

argumentos son poco satisfactorios o no argumenta.

- Poco satisfactoria (PS), si responde y argumenta en forma poco satisfactoria.

- No interpreta (NI), si muestra evidencias de no haber comprendido el problema.

Nota: Daniel y Elena no trabajaron esta situacién-problema; por lo tanto, aqui tenemos

nueve alumnos.

Alumnos | Identificar | [tem a) ftem b) Item c) Item d)
funciones

Alicia MS - PS MS PS
Carlos S S S S
Mercedes - PS MS PS

Maria J. MS - PS MS MS
Agueda MS - PS PS PS
Francisco - PS S S

Josefa S - S MS MS
Purificacién MS - S S
Marta MS - PS PS PS

Tabla 5.6. Categorizacion de las respuestas a la situacion 2(8).

2.- Observaciones

- Identifican las graficas en forma satisfactoria el 44 %, en tanto que el 56 % lo hace

en forma medianamente satisfactoria.

- En el item a) nos encontramos que el 11 % lo responde en forma satisfactoria

mientras que el 89 % no responde.

- El item b) es respondido en forma satisfactoria por un 33 % y en forma poco

satisfactoria por el otro 67 %.

- En el caso del item c) el 33 % da una respuesta satisfactoria, el 44 %

medianamente satisfactoria y el 22 % poco satisfactoria.

- Por dltimo, el item d) lo responde el 33 % en forma satisfactoria, el 22 %

medianamente satisfactoria y el 44 % poco satisfactoria.
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3.- Catalogacion de las respuestas

Adaptamos la nomenclatura utilizada para la categorizacién de esta situacién a
la forma de catalogar las respuestas presentada en la Tabla 5.1 y con la misma

puntuacién que lo hemos hecho en el analisis de la situacion 1(1), es decir:

Categoria S MS PS NI

Puntaje 4 3 2 1
Tabla 5.7. Puntaje utilizado para la catalogacion de respuestas.

Catalogacién de las respuestas a la identificacion de funciones:

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3
NUMERO DE 0 0 5 4 34
ALUMNOS

Tabla 5.8. Catalogacion de las respuestas para identificar funciones.

Catalogacion de las respuestas del item a)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE 8 0 0 1 1.3
ALUMNOS

Tabla 5.9. Catalogacion de las respuestas del item a.

Catalogacién de las respuestas del item b)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE 0 6 0 3 2.7
ALUMNOS

Tabla 5.10. Catalogacién de las respuestas del item b.

Catalogacidn de las respuestas del item c)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE 0 2 4 3 3.1
ALUMNOS

Tabla 5.11. Catalogacidn de las respuestas del item c.
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Catalogacion de las respuestas del item d)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE 0 4 2 3 2.9
ALUMNOS

Tabla 5.12. Catalogacion de las respuestas del item d.

4.- Conclusiones

A la vista de los resultados es evidente que la primera y segunda derivadas
carecen de significado para los alumnos. Hemos presentado la matematizacidn, en
forma grafica, de un problema de la “vida real” donde la primera y segunda
variaciones tienen especial relevancia a la hora de describirlo. Creemos que la
dificultad de tales interpretaciones responde a un problema de origen didéctico. Al
observar las aplicaciones que se presentan en los manuales escolares (Anexo 1) se
echan de menos actividades diferentes al calculo de una velocidad o aceleracién, que

en todos los casos se realiza algoritmicamente utilizando la forma analitica de la
funcién.

a SITUACION 3(2)

Un movil se desplaza con movimiento rectilineo no uniforme. En la siguiente tabla se muestran

las posiciones (en metros, desde el origen de coordenadas) en ciertos instantes.

t (segundos) 0 1 2 3 4 5

8 (metros) 3 2 5 -2 0 3

a) A partir de estos datos, determina (razonando tu respuesta) para cudntos valores de f,
como minimo, el movil tiene velocidad instantinea cero.

b) ;Para cudntos valores de t, como minimo, la aceleracién es cero? ;por qué?

¢) (Se puede asegurar que la variacidn instantanea de la aceleracion s "’(t), conocida como
tiron, toma el valor cero en algun instante dentro del intervalo considerado? Explica con

detalle los motivos y razones de tu respuesta.

1.- Categorizacion de la produccion de los estudiantes
Las respuestas seran consideradas:
- Satisfactorias (S), si se da el nimero de veces que como minimo v, @ y a’ toman el

valor cero, razonando la respuesta en forma satisfactoria.
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- Medianamente satisfactoria (MS), si es capaz de terminar el numero de veces con
un razonamiento medianamente satisfactorio.

- Poco satisfactoria (PS), si con el razonamiento que utiliza no logra determinar el
numero minimo de veces que ocurren tales eventos.

- No interpreta el problema (NI), si no es interpretado el problema o esta totalmente
erroneo.

Los contextos que utilizan para elaborar las respuestas pueden ser: contexto fisico
(CF) y/o el contexto matematico (CM). Dentro de ellos consideramos los marcos
siguientes:

- Grafico (MG), se basan en el bosquejo de una grafica.
- Numérico (MN), se basan en féormulas y realizan operaciones numeéricas.

- Analitico (MA), se basan en el razonamiento del Calculo Infinitesimal.

; Contextos | , Contextos | , Contextos
Alumno | Item a) Item b) Item c)
Marcos Marcos Marcos
o CF CF CF
Alicia PS PS PS
MG-MN MG-MN MG
CF CF CF
Carlos NI PS PS
MN-MA MN MN
CF CF CF
Mercedes NI PS PS
MG-MN MN MG-MN
CF CF CF
Maria J. NI PS PS
MG-MN MN MN
, CF CF CF
Agueda NI PS PS
MG-MN MN MN
) CF-CM CF CM
Francisco MS PS MS
MA MN MG
CF CF CF
Josefa NI PS PS
MN MN MN
CF CF F
Daniel PS PS PS ¢
MN MN MN
CM CM
Purificacion S S S M
MG-MA MG-MA MA
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CF CF CF
Marta PS PS PS
MG-MN MG-MN MG-MN
CF CF
Elena MS PS - -
MA MN

Tabla 5.13. Categorizacién de las respuestas a la situacion 3(2).

2.- Observaciones

Los porcentajes de las respuestas al item a) son los siguientes: 9 %,
satisfactorias; 18 %, medianamente satisfactorias; 27 %, poco satisfactorias y 45 %,
totalmente erréneas. En tanto que en el 82 % de las veces se sitian en el contexto
fisico para elaborar las respuestas, el 9 % lo hace en el matematico y el 9 % se ha
situado en los dos contextos.

Para el item b) tenemos los resultados siguientes: el 9 % responde en forma
satisfactoria y el 91 % restante lo hace en forma poco satisfactoria. Para elaborar las
respuestas el 91 % se sittlan en el contexto fisico y el 9 % en el contexto matematico.

El item c) arroja los porcentajes siguientes: en forma satisfactoria y
medianamente satisfactoria responden el 9 %, en tanto que un 73 % es poco

satisfactorio y otro 9 % esta en blanco.
3.- Catalogacion de las respuestas

Utilizamos los mismos criterios y puntuaciones que en las situaciones

anteriores.

Catalogacion de las respuestas al item a)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE 5 3 2 1 1.9
ALUMNOS

Tabla 5.14. Catalogacién de las respuestas a la situacién 3(2), a.

Catalogacion de las respuestas del item b)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE 0 10 0 1 22
ALUMNOS

Tabla 5.15. Catalogacién de las respuestas a la situacién 3(2), b.
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Catalogacidn de las respuestas del item c)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE 1 8 1 1 22
ALUMNOS

Tabla 5.16. Catalogacién de las respuestas a la situacion 3(2), c.

4.- Conclusiones

Se presenta en el 73 % el teorema factual: sis=0>v=0>a=0->a’ =0 que
ya habiamos observado en las experiencias anteriores. Pensamos que éste se deriva
de un obstaculo de naturaleza epistemoldgica en el aprendizaje de los conceptos de
velocidad, velocidad media y velocidad instantanea.

“La velocidad es igual al espacio dividido por el tiempo” es una frase que forma
parte de una especie de saber universal, que nadie discute y que permite dar una
solucién aparentemente convincente a todas estas situaciones. Por tanto, actiia
como un obstaculo de naturaleza multiple, epistemoldgico y didactico de origen
epistemologico.

En los manuales de Matematicas revisados (Anexo 1) se observa que se aplican las
derivadas sucesivas para el estudio y construccién de graficas. A nuestro criterio,
esto se realiza en forma completamente algoritmica porque en ningtin momento se
presentan f, f, f°,..., simultdneamente para favorecer la comparacién y analisis de
las caracteristicas que, de cada una, se traslada o se refleja en las siguientes.

El 36 % de los alumnos bosqueja una grafica a partir de los datos de la tabla
uniendo los puntos con lineas quebradas. Un 18 % lo hace a través de una curva
suave y derivable en todos sus puntos. Esta tltima no es una caracteristica que
tengan en cuenta los manuales de Fisica; sin embargo, pensamos que se observa en
muchos fenémenos reales descritos por graficas posicién-tiempo.

A nuestro criterio es importante tener en cuenta los contextos y marcos en los que
se sitian los alumnos para construir y argumentar sus respuestas. Creemos que un
mismo problema observado desde diferentes puntos de vista facilita la eleccién de

estrategias adecuadas para avanzar sobre su solucién.
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o SITUACION 4(4)

La funcion posicion s(t) del movimiento de una locomotora que se desplaza sobre una via recta

viene descrita por la grdfica que se muestra.

s(t]

2000
1500
1000 ¢

500 ¢

-500 f

-1000 |

10 12

1. Indica en qué intervalo o intervalos de tiempo va marcha atrds.

2. En forma aproximada da los intervalos de tiempo donde la velocidad es positiva y donde

es negativa.

Indica los intervalos de tiempo donde la aceleracion es positiva y donde es negativa.

4. La tercera derivada da la variacion instantinea de la aceleracion. ;Toma el valor cero en

algun instante? ;En cudntos? ; Por qué?

1.- Categorizacion de la produccion de los estudiantes

Las respuestas a esta situacién-problema seran consideradas:

- Satisfactorias (S), si indica bien los intervalos y justifica en forma satisfactoria.

- Medianamente satisfactoria (MS), si indica bien los intervalos pero justifica

utilizando argumentos poco satisfactorios o no justifica.

- Poco satisfactoria (PS), si los intervalos no estan bien determinados pero utiliza

argumentos bastante préximos.

- No interpreta el problema (NI), si no es interpretado el problema o esta totalmente

erroneo.
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Vamos a mostrar los contextos utilizados por los alumnos al elaborar sus
respuestas; para ello las abreviaturas seran las mismas que en la situacion anterior.
Estructuramos el trabajo de los alumnos, para categorizar sus respuestas, en el

cuadro siguiente:

Alumno |item1)| Cont. |Item2)| Cont. |item 3)| Cont. |item4)| Cont.
Alicia MS - MS - NI - NI -
Carlos S CM-CF S CM-CF S CM-CF| PS CF

Mercedes PS CF PS CF PS CF NI CF

Maria J. PS - S CM PS M NI |CM-CF

Agueda PS CM S CM PS |CM-CF| NI CF

Francisco MS - S CM-CF S CM-CF| NI |CM-CF
Josefa S CM MS - PS CM-CF| PS |CM-CF
Daniel S CF S CM-CF| PS CF NI | CM-CF

Purificacion| PS |CM-CF| MS - NI - NI |CM-CF
Marta PS |CM-CF| NI |CM-CF| NI |CM-CF| NI |CM-CF
Elena S CF S CM-CF - - - -

Tabla 5.17. Categorizacion de las respuestas a la situacion 4(4).

2.- Observaciones

Los porcentajes de las respuestas al item 1) son los siguientes: El 36 % es
satisfactorio, el 18 % medianamente satisfactorio y €l 45 % son poco satisfactorias. En
tanto que en el 27 % de las veces se sitian en el contexto fisico para elaborar las
respuestas, el 18 % lo hace en el matematico, el 27 % se ha situado en los dos
contextos y otro 27 % no nos ha sido posible identificarlo.

Para el item 2) tenemos los resultados siguientes: el 55 % responde en forma
satisfactoria, el 27 % medianamente satisfactoria, el 9 % poco satisfactoria y el restante
9 % da una respuesta totalmente erronea. Para elaborar las respuestas el 9 % se sitlia en
el contexto fisico, el 18 % en el contexto matematico, el 45 % utiliza ambos contextos
y enun 27 % no ha sido posible identificarlo.

El ftem 3) arroja los porcentajes siguientes: responden en forma satisfactoria el
18 %, poco satisfactoria el 45 %, en forma totalmente errénea el 27 %, en tanto que un

9 % esta en blanco. Para elaborar las respuestas el 18 % se sitiia en el contexto fisico,
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el 9 % en el contexto matematico, el 45 % utiliza ambos contextos y en un 27 % no ha
sido posible identificarlo.

Para el item 4) tenemos los resultados siguientes: el 18 % responde en forma
poco satisfactoria, el restante 73 % da una respuesta totalmente errénea y el 9 % no
responde. Para elaborar las respuestas el 27 % se sitlia en el contexto fisico, el 55 %

utiliza ambos contextos y en un 18 % no ha sido posible identificarlo.
3.- Catalogacion de las respuestas

Utilizamos los mismos criterios y puntuaciones que en las situaciones
anteriores.

Catalogacién de las respuestas al item 1)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3
NUMERO DE 0 5 2 4 2.9
ALUMNOS

Tabla 5.18. Catalogacion de las respuestas a la situacién 4(4), 1.

Catalogacién de las respuestas al item 2)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE 1 1 3 6 3.3
ALUMNOS

Tabla 5.19. Catalogacién de las respuestas a la situacion 4(4), 2.

Catalogacion de las respuestas al item 3)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
2 3 4
NUMERO DE 4 5 0 2 2
ALUMNOS

Tabla 5.20. Catalogacion de las respuestas a la situacion 4(4), 3.

Catalogacion de las respuestas al item 4)

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE 9 2 0 0 1.2
ALUMNOS

Tabla 5.21. Catalogacién de las respuestas a la situacion 4(4), 4.
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4.- Conclusiones

- La creencia de que la velocidad es positiva cuando la aceleracién es positiva es un
obstaculo que ya habiamos observado en la experiencia anterior.

- Hemos observado que no se asocia la velocidad instantdnea con la pendiente de la
recta tangente a la grafica de la funcién s(z).

- Para poder responder al item 4) hay que utilizar esencialmente estrategias
variacionales; de ahi el escaso éxito.

- La mayoria de las respuestas al item 4) son del tipo, donde ¢ = 0 = a’ = 0,

poniendo en evidencia la presencia del teorema factual.

o SITUACION 5(9)

Ciertos pardsitos se reproducen a gran velocidad; para exterminarlos se estd empleando un
medicamento nuevo. De forma experimental se halla que la velocidad de cambio en el numero de

pardsitos vivos con respecto al tiempo t (en semanas) puede expresarse como:

N'= 6000t —75¢*.

Predecir, utilizando la serie de Taylor, cudntos pardsitos habria en el tiempo t si originalmente
hay 3000.

1.-Categorizacion de la produccion de los estudiantes
Para su categorizacion, la produccién de los estudiantes, en esta situacion-
problema y en las dos siguientes, serd considerada de la manera siguiente:
- Satisfactoria (S), si en ella se atiende satisfactoriamente a los siguientes elementos:
1. Determinacion de los parametros constantes y variables.
Condiciones iniciales.
Relacion que liga las variables.

2
3
4. Calculo de las variaciones.
5. Planteo de la serie.

6

Analisis de las regularidades que se presentan en las variaciones.

7. Presentacion del modelo buscado.

- Medianamente satisfactoria (MS), si se observan sé6lo los primeros cinco elementos

enunciados arriba.

- Poco satisfactoria (PS), si se observan los cuatro primeros elementos.
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- No interpreta el problema o es totalmente erréneo (NI).
Estructuramos el trabajo de los alumnos, para categorizar sus respuestas, en el

cuadro siguiente:

Alumno Categoria
Alicia S
Carlos S

Mercedes S

Maria J. S

Agueda NI

Francisco
Josefa
Daniel NI

Purificacién PS
Marta NI
Elena PS

Tabla 5.22. Categorizacion de la situacion 5(9).

2.- Observaciones

El 55 % interpreta el problema como una prediccion y llega a una respuesta
satisfactoria. Hay un 18 % que lo hace en forma poco satisfactoria y un 27 % no

interpreta el problema.
3.- Catalogacion de las respuestas

Utilizamos los mismos criterios y puntuaciones que en las situaciones

anteriores.

Catalogacion de las respuestas:

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE 2 2 0 6 2.7
ALUMNOS

Tabla 5.23. Catalogacién de la situacion 5(9).
4.- Conclusiones

Creemos que se han obtenido resultados alentadores en cuanto al uso de la

herramienta de prediccion, si bien debemos tener en cuenta que esta situacién no ha

323




Segunda experiencia: desarrolio y

Capitulo 5 analisis de las etapas de aprendizaje

presentado para el alumno mas problemas de interpretacion que la expresion velocidad

de cambio.

a SITUACION 6(6)

Desde la terraza de un edificio de altura Sy se lanza una pelota hacia arriba con una velocidad

inicial V,. Esta situacion viene descrita por la siguiente ecuacidn diferencial:

25

s’ =-g,  dondeg es la aceleracion de la gravedad.

Predecir la posicicn de la pelota para cualquier instante t, es decir, hallar la expresion de s(%).

Utilizar como herramienta de prediccion la serie de Taylor.

1.- Categorizacion de la produccion de los estudiantes

Usando las categorias escogidas en la situacidn-problema anterior

estructuramos el trabajo de los alumnos en el cuadro siguiente:

Alumno Categoria
Alicia MS
Carlos

Maria J.

Agueda NI

Francisco
Josefa
Daniel NI

Purificacion S
Marta NI
Elena NI

Tabla 5.24. Categorizaci6n de la situacién 6(6).

2.- Observaciones

Se presenta la produccién de 10 estudiantes, donde el 50 % responde de forma

satisfactoria, el 10 % medianamente satisfactoria y el 40 % no interpreta el problema.

3.- Catalogacion de las respuestas

Para catalogar las respuestas, utilizamos los mismos criterios y puntuaciones

que en las situaciones anteriores.
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Catalogacion de las respuestas:

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE 4 0 1 5 2.7
ALUMNOS

Tabla 5.25. Catalogacion de las respuestas a la situacion 6(6).

4.- Conclusiones

A diferencia de la situacién-problema anterior, ésta requiere de una mayor
abstraccién para su interpretacién. Sin embargo, pensamos que a la vista de los

resultados se avanza en la construccion de la idea de prediccion.
o SITUACION 7(7)

Desintegracion de elementos radiactivos. El radio se desintegra a una velocidad proporcional

a la cantidad presente, es decir:
R'= —kR(?)
donde k es una constante positiva llamada constante de desintegracion. El signo negativo indica que
dicha velocidad es cada vez menor, al haber menos cantidad de elemento a medida que transcurre el
tiempo.
Supongamos que en t, =0 se tiene R, gramos de radio. Se desea predecir la cantidad de

radio presente en cualquier instante posterior t, es decir R(t). Utilizar como herramienta de prediccion

la serie de Taylor.

1.- Categorizacion de la produccion de los estudiantes

Alumno Categoria
Alicia S
Carlos S

Mercedes S

Maria J. MS

Agueda S

Francisco PS
Josefa MS
Daniel NI

Purificacion S

325




Segunda experiencia: desarrollo y

Capitulo 5 analisis de las etapas de aprendizaje

Marta NI

Flena NI

Tabla 5.26. Categorizacién de las respuestas a la situacion 6(6).

2.- Observaciones

Se observan que el 45 % responde en forma satisfactoria, el 18 %
medianamente satisfactoria, el 9 % poco satisfactoria y el 27 % no interpreta el

problema.
3.- Catalogacion de las respuestas

Para catalogar las respuestas, utilizamos los mismos criterios y puntuaciones
que en las situaciones anteriores.

Catalogacion de las respuestas:

PUNTOS PUNTUACION MEDIA
1 2 3 4
NUMERO DE 3 1 2 5 2.8
ALUMNOS

Tabla 5.27. Catalogacion de las respuestas a la situacién 7(7).

4.- Conclusiones

Esperamos que en la nueva etapa de aprendizaje se superen las dificultades
observadas y expuestas y se logre una mayor conceptualizacion de la idea de

prediccidn, ya que alrededor del 30 % no lo ha superado en esta etapa.
5.2 - ETAPAS DE FORMULACION Y VALIDACION

Estas etapas en el disefio de las actividades para el aprendizaje de los alumnos
participes en la experiencia son las previstas dentro de la Ingenieria Didactica que
estamos desarrollando. Por esa razon, el grupo de alumnos es el mismo que ha
trabajado en la etapa de accion. La composicion de los equipos ha sido heterogénea,;
para ello nos hemos basado en los trabajos de los alumnos en la etapa anterior. Se

agruparon en tres equipos de la manera siguiente:

EQUIPO B1 (E-B1): Alicia (A), Carlos (C) y Mercedes (M).
EQUIPO B2 (E-B2): Maria José (MJ), Agueda (AG), Francisco (F) y Josefa (J).
EQUIPO B3 (E-B3): Daniel (DR), Purificacién (P), Marta (M) y Elena (E).
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En las etapas de formulacién y validacién se emplearon en su realizacion
aproximadamente 4 horas. Nuestra participacién ha sido exclusivamente de caracter
organizativo.

En estas etapas se grabd en cintas de audio el desarrollo de la situacion
didactica, y aqui se transcriben la mayoria de los episodios de aprendizaje. Vamos a
recordar el significado de algunos simbolos que hemos utilizado en la trascripcion de
los didlogos producidos en el seno de los distintos equipos.

« // seproduce un silencio.

o .. frase inconclusa.

+ ... cuando se encuentran solos en un renglén significan que continuan
los intercambios verbales entre los componentes del grupo, sin
relevancia, en nuestra opinion, para el aprendizaje.

Al igual que lo hemos hecho en el capitulo anterior con la primera experiencia,
para realizar un analisis cuantitativo de estas etapas, una vez que hemos transcrito el
material grabado en audio, estudiamos las relaciones entre intercambios verbales que
se producen en los episodios de aprendizaje seleccionados entre los equipos de
estudiantes. Esto nos dard una informacién del aprendizaje que sus miembros
experimentan colectiva e individualmente.

En la siguiente tabla recordamos las categorias, subcategorias y puntuacion que
vamos a utilizar para el analisis de las verbalizaciones de los estudiantes en los

distintos episodios de aprendizaje.

, DE CARACTER
DE CARACTER COGNITIVO ORGANIZATIVO
Emisiones Recepciones Practica posterior Integradoras ()(0)

Dar ayuda (DA), Poner en practica la

Recibir ayuda con DI
(1) peticion (RA), (1) ayuda recibida o
(UAR), (1) Directivas (D)(0)
Pedir ayuda (PA),
(0)

Cometer errores (E), g?gr‘fst?g)a ?(1)) Expresar aprobacion

(0) (EA), (0)

Tabla 5.28. Categorias, subcategorias y puntaje para las verbalizaciones.
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A continuacién damos comienzo al analisis de cada situacion, por equipos.
o SITUACION 1(1)

Consideremos dos tanques, uno cilindrico y el otro con forma de cono circular recto con
vértice hacia arriba (como se muestra en la figura); ambos tienen igual radio y altura. En ellos se vierte

agua a un ritmo constante, comenzando al mismo tiempo.

a) Bosqueja, en los mismos ejes, una grdfica h(t) (altura en funcion del tiempo) asociada con el
llenado de los dos recipientes, en las condiciones descritas anteriormente. Compara las grdficas y

escribe todo lo que puedas concluir sobre ellas.

b) (Cambian las grdficas si invertimos la posicidn de los recipientes? (ver figura). ;De qué manera?

Haz un bosquejo como en el apartado anterior.

¢) Bosqueja, en los mismo ejes, la tasa de variacion o velocidad de cambio de h(t), para cada uno de
los casos anteriores. Compdralas y describe su comportamiento en relacion con las grdficas de h(t)

obtenidas en a) y b).
= E-B1

Episodio de aprendizaje

Apartado a)
1 -C: Las grdficas ;como creéis que seran? la del cilindro, sabemos que ...
2 -M: La del cilindro constante, una recta vamos ...
3 -C: Pero por qué? que tenemos que razonarlo ...

4 -M: Porque siempre es igual, esa figura no ...
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5 -C: Exactamente ... , la superficie del cilindro que se tiene que ir ocupando
por un volumen es siempre constante.

6 -M: Y el cono no, porque termina en pico y la superficie es redonda (se
refiere a cénica), y por lo tanto una curva (se refiere a la grafica).

7 -C: Muy bien; ahora tenemos que ver si el cono estd hacia arriba (el vértice
hacia arriba), si el pico estd hacia arriba, exactamente, es exponencial (la grafica)...

8 -M: Y si estd hacia abajo pues al revés // se invierte la curva y ya ...

9 -C: Exactamente, las caracteristicas. Luego, aparte, vemos los volumenes. El

del cilindro hemos dicho que es el drea de la base, que es un circulo, jno?

10 -M: No se, creo que es 2rv.

11 -C: Yo creo que no, si es 2 7w r porque seria la longitud, el drea 2 7+’ y el
volumen 7 v’ por la altura. Y el cono como es una figura que termina en pico y es
semejante, la base es semejante a la del cilindro y la altura es la misma, seria...

12 -M: Pues, el darea de la base y dividido entre 3.

13 -C: Claro, pero quiere decir entonces que seria el volumen del cilindro
partido por 3. O un tercio del volumen del cilindro, o sea lo mismo. Bueno, pues yo
creo que es todo lo que habria que buscar de las grdficas, ;no? Luego también como
la altura es la misma alcanzaran un mismo valor en el eje de las // ordenadas, jno?
Pero el tiempo obviamente serd un tercio. Va a alcanzar un mismo valor en el eje de
las Y, ;pero qué va a pasar en el eje de las X?, que es el tiempo.

14 -A: Pues, el cono va a ser un tercio del tiempo del cilindro.

Apartado b)

15 -M: Pues ya lo hemos dicho antes que la del cilindro no cambia y la del
cono, si. Porque ahora la base esta arriba, entonces la curva ahora es sigmoidea en

vez de exponencial.

Apartado c)

16 -A: Pues en el cilindro, como es constante se va a ir llenado

constantemente, pues la velocidad va a ser constante, entonces va a ser una recta //
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17 -C: Una recta horizontal.
18 -A: Exactamente. Y // el cono pues no va a ser constante ;no?
19 -C: Exactamente, el cono empezard desde cero y luego al principio la

velocidad serd muy lenta y luego aumentard.

20 -M: ;Por qué?

21 -C: Porque ... de la curva exponencial para la velocidad, porque al
principio la velocidad es muy pequefiita porque la superficie es mayor y a medida que
va disminuyendo la superficie, la velocidad es mds rdapida por lo cual va aumentando.
Pero la altura es al revés, la altura al principio del tiempo ... la grdfica sigue siendo
exponencial para la grdfica del cono hacia arriba, y con el cono hacia abajo supongo
que también sera igual. Al principio la altura ira ... digo el caso primero, en el
apartado a), la altura ird creciendo a una velocidad mayor y la velocidad de llenado
también, porque al principio el espacio de llenado fijate, es una cosita asi, un puntito,
un vértice, recordad, hablo del cono con el vértice hacia abajo, con lo cual la
velocidad va a ser igual; al principio va a ser muy rapida y después ...

22 -M: Después mas lenta, si.

23 -C: La velocidad, la grdfica de la velocidad de los conos, coincidira con la
grdfica de altura partido tiempo.

24 -A: St

25 -C: Ya lo hemos visto, la del cilindro no, la del cilindro en un primer
momento, la grdfica de la altura con el tiempo sera constante porque // siempre va
aumentando la altura comstantemente. Sin embargo, la velocidad no aumenta, se
mantiene, con lo cual la grafica de la velocidad de llenado serd constante; diferird de
la de la altura ;entendéis? ;bien? Repitemelo tu, Alicia.

26 -A: Si, la de la altura va a ir aumentando jno? y la de ...

27 -C: ; Como aumentara?

28 -A: Pues constantemente, y la de la velocidad va a ser siempre igual serd

una recta horizontal.
29 -C: mmmm muy bien. ;Y la de los conos era ...?

30 -A: Van a ser iguales, las dos.
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31 -M: Las dos.

32 -C: Las dos, perfecto, cosa que yo creo que en mis ejercicios puse mal.

Analisis de las verbalizaciones

Analizamos las verbalizaciones producidas en el episodio de aprendizaje del

equipo Bl en la situacién 1.

Verbalizacién Alicia Carlos Mercedes
1 1(0)
2 E(0)
3 1(0)
4 DA(1)
5 UAR(1)
6 DA(1)
7 UAR(1)
8 E(0)
9 PA(0)
10 E(0)
11 DA(0)
12 E(0)
13 DA(0)
14 DA(1)
15 E(0)
16 DA(1)
17 UAR(1)
18 PA(0)
19 DA(1)
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20 PA(0)
21 DA(1)

22 RA(1)
23 E(0)
24 EA(0)
25 DA(1)
26 EA(0)
27 1(0)
28 UAR(1)
29 1(0)
30 E(0)
31 EA(0)
32 EA(0)
_ 0.1 0.2 0.1
X

Tabla 5.29. Verbalizaciones producidas por el equipo B1 en la situacion 1.

Quien obtiene mayor provecho de la discusion es Carlos, ya que continuamente
trata de explicar el fendmeno a sus compafieras. En esa busqueda entra en
contradicciones con su produccion anterior, lo que le hace reflexionar aunque no llegue
siempre a respuestas satisfactorias. Mostramos, textualmente, una frase emitida en esta
discusién e ilustrativa de sus concepciones “ la grdfica de la velocidad, en los conos,

coincidira con la grdfica de altura partido tiempo”.

« E-B2

1 -F: En las grdficas que vamos a bosquejar, representamos el tiempo(t) en el
eje X y la altura(h) en el eje Y. La grafica que representa el cilindro es una recta,
esto se debe a que el radio del cilindro es constante en toda su altura, por lo tanto el

llenado de agua que se produce en el cilindro es el mismo en cada unidad de tiempo.

332




. Segunda experiencia: desarroilo y
[?ap/tu/o 5 analisis de las etapas de aprendizaje

2 -AG: Si, porque la forma que posee el cilindro es uniforme, por eso el radio
es igual en toda la grdfica.

3 -MJ: Pues yo pienso que en el cono ocurre todo lo contrario porque ...

4 -J: No, no es exactamente lo contrario, sino que la grifica que describe el
llenado del cono es una parabola ya que // en una unidad de tiempo el cono se llena
mas rapido que en la unidad anterior.

5 -MJ: Y qué pensdis que ocurre en el apartado b? ;Creéis que cambian las
grdficas si invertimos la posicién de los recipientes?

6 -F: Pues yo creo que la grdfica del cilindro no va a cambiar porque la forma
de éste va a ser la misma aunque le demos la vuelta, por lo tanto la Juncién seguird

siendo la misma recta que en el caso anterior.

7 -AG: Claro, llevas razén, pero en el cono no ocurre eso, porque su forma no
es constante, ya que el radio aumenta, por lo tanto la grdfica que obtenemos es mds ...

8 -J: Aqui lo que ocurre es que en una unidad de tiempo el cono se llena menos
que en la unidad de tiempo anterior.

9 -F: Bueno, pues vamos con el apartado c).

10 -AG: Yo, es que el apartado c) no lo entendia muy bien, y no lo hice.

11 -F: Yo lo que creo que pasa en el apartado c) es que hay que representar las
derivadas de las funciones anteriores. En el eje X representamos el tiempo, y en el eje
Y representamos como varia la altura en funcion del tiempo. Creo que la derivada
que representa la grafica del cilindro es una recta, y ésta es paralela al eje X, porque
como hemos dicho antes, la velocidad de llenado es constante a lo largo de toda la
Juncion. Sin embargo, la grdfica que representa cémo varia la velocidad de la altura
con respecto al tiempo de los dos conos van a ser también dos rectas, pero no
perpendiculares al eje X, sino que la gréfica del cono va a tener mayor pendiente que
la grdfica del cono invertido, porque como dijimos, en el cono, conforme aumenta la
altura, el llenado es mas rapido, por eso tiene mayor pendiente; sin embargo, en el
cono invertido pasa todo lo contrario, cuando aumenta la altura, el radio va
aumentando, por esto el llenado del cilindro va a ser mads lento, entonces esto quiere

decir que la funcién derivada va a tener una pendiente menor,
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Analisis de las verbalizaciones

Analizamos las verbalizaciones producidas en el episodio de aprendizaje del

equipo B2 en la situacion 1.

Verbalizaciones Maria J. Agueda Francisco Josefa
1 DA(1)
2 UAR(1)
3 PA(0)
4 DA(1)
5 1(0)
6 DA(1)
7 PA(0)
8 DA(1)
9 D(0)
10 PA(0)
11 E(0)
_ 0 0.1 0.2 0.2
X

Tabla 5.30. Verbalizaciones producidas por el equipo B2 en la situacién 1.
Se observa que, en esta discusién, el mayor provecho es para Francisco y Josefa
porque explican y argumentan sus posturas; en cambio Maria José y Agueda se limitan

a pedir ayuda pero luego no la utilizan para ir construyendo conocimientos.

» E-B3

1 -DR: Mdas o menos hemos llegado los cuatro a la misma conclusion. Que el
primero y el segundo se van a llenar de distinta forma. La gréfica del primero es una

recta constante. ;Y por qué has dicho ti que es constante?

2 -M: Porque conforme avanza la altura de forma proporcional avanza el

tiempo. Segun avanza el tiempo la altura va a subir.
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3 -DR: Hemos puesto los tres lo mismo, las mismas grdficas. ;Y el cono?
4 -M: Al principio empieza igual que €l cilindro, ya que tienen el mismo radio

pero luego cuando pasa poco tiempo ...

5 -E: En un espacio de tiempo muy corto aumenta mucho el volumen porque el
radio es mas pequerio.
6 -DR: Y el apartado ... a ver que mds hay que poner. Compara las grdficas ...

esto lo hemos puesto. Bueno, pero lu tercera grdfica es ya comparando si lo

invertimos.

Apartado b)

7-P: Si cambian, el cilindro es igual porque tienen las bases iguales.

8 -DR: Da igual si lo invertimos.

9 -P: Y en el cono la pardbola seria al revés (se refiere a una parabola con eje
X). Se llenaria al principio muy rdpido y luego ya ...

10 -M: Mas o menos igual que el cilindro.

11 -DR: La velocidad de llenado disminuye conforme aumenta la altura.

Apartado ¢)

12 -M: Yo en el primer caso, que es el cilindro, me sale una recta
perpendicular al eje Y porque si aqui hemos puesto esta grdfica que es y = x hacemos
la derivada de x nos sale que para todo valor de la altura que es y, x siempre va a 1.

13 -DR: A ver, repitemelo, ;jcomo es eso?

14 -M: Entonces esta grdfica es x = y. Para todo valor de x la y te vale 1.
Entonces si derivas esto te da la tasa de variacion y sale que y = 1, entonces para todo
valor de y, x siempre vale 1...

15 -P: Pues yo en vez de ponerla perpendicular la he puesto horizontal.

16 -E: En vez de la derivada de x es la derivada de y. Eso es por que has

invertido los ejes también, no?
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17 -DR: Pero yo creo que es lo que ti dices, que en vez de derivar una cosa ha
derivado la otra.

18 -E: Bueno, pero entonces es lo mismo.

19 -M: Yo he puesto que la altura se mantiene constante conforme va
avanzando el tiempo y ella ha puesto que el tiempo va pasando conforme va
aumentando la altura.

20 -P: Yo he puesto que la variacion de altura es siempre la misma conforme
va pasando el tiempo. Siempre aumenta lo mismo.

21 -M: Y yo es que he puesto que el tiempo es el que se mantiene constante.

22 -P: El tiempo no se puede mantener constante, el tiempo va variando.

23 -DR: El tiempo varia siempre. Es que es lo que dice ella que el tiempo no se
puede mantener constante. El tiempo transcurre y lo que puede variar es la otra
variable.

24 -M: No, no, no. Yo también lo he dicho bien, porque por ejemplo si
representas un momento (0,1) lo representamos aqui. Esto seria la altura, entonces
seria aqui. La altura seria 0y el tiempo seria 1. Entonces conforme vaya avanzando
aqui, en 0 ...

25 -DR: Entonces éste seria el tiempo y ésta la altura.

26 -M: Claro // es una pardbola. Le doy valores a este ... porque esto es una
parabola cuadrada.

27 -P: Yo lo que he hecho es coger una pardbola de la representacion de los
conos y como la derivada de la parabola es una recta pues yo he puesto una recta. Lo
que pasa es que no se sabe cudl es la pendiente ni en qué punto cortard al eje de las X
porque no sabemos cudl es la ecuacion de la pardbola. Entonces dependeria de la
ecuacion que nos den ... es una recta.

Analisis de las verbalizaciones

Analizamos los intercambios verbales que se producen en el equipo B3 en la

situacion 1(1).

Verbalizaciones Daniel Purificacion Marta Elena
1 1(0)
2 DA(1)
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1(0)

PA(0)

DA(1)

1(0)

DA(1)

EA(0)

DA(1)

10

DA(1)

11

UAR(1)

12

DA(1)

13

PA(0)

14

DA(1)

15

E(0)

16

DA(1)

17

EA(0)

18

EA(0)

19

E(0)

20

DA(1)

21

E(0)

22

DA(D)

23

EA(0)

24

PA(0)

25

1(0)

26

E(0)
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27 DA(1)

- 0 02 0.1 0.1
b

Tabla 5.31. Verbalizaciones producidas por el equipo B3 en la situacion 1.

Purificacién es quien obtiene mayor provecho de esta discusion, en el sentido de
ser ella quien, en la mayoria de los casos, argumenta sus emisiones en forma
satisfactoria. En cambio Daniel es el menos beneficiado pues se limita a asentir sin

utilizar apenas la ayuda recibida por sus compafieros.
a  SITUACION 2(8)

Un estudiante tiene ocho problemas para realizar en casa. Ha reservado diez horas de trabagjo
ininterrumpido. La produccion del estudiante viene dada por la funcién P(f) que corresponde a una de
las curvas que se muestran en la grdfica, donde 1 es el tiempo (en horas). Las ofras dos curvas
corresponden a la primera y segunda derivadas de dicha funcion. Analizar la figura y, con los
elementos del problema y las herramientas matemdticas que posees, identifica la funcion P(f) y sus
derivadas. Numéralas de la siguiente forma: 1= P(1),2=P(t), 3 = P’’(f). En todos los casos explica
detalladamente cudles han sido las razones para tu eleccion. A continuacion y siempre utilizando la
figura halla:

a. Una interpretacién para P’(t) y P’'(1).

b. FElinstante en que la produccion del estudiante es maxima.

¢. ¢Como varia la velocidad de produccién del estudiante a lo largo de las diez
horas de trabajo? Describelo de forma detallada.

d ;A qué hora el nimero de problemas que resuelve es menor que los resueltos en

la hora anterior?
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A continuacion analizamos las verbalizaciones producidas por los equipos en la

situacién 2(8).

« E-B1

Episodio de aprendizaje

1 -C: Vamos a ver, hemos dicho que se interpretan los ejercicios que va
resolviendo el estudiante en funcion del tiempo. La que crece continuamente es la
grdfica de ...

2 -M: De la funcion.

3 -C: De la funcién, pero jpor qué?. Porque los problemas siempre van
aumentando, es decir siempre va resolviendo los problemas, independientemente de
que lo haga mds deprisa o mds despacio siempre va resolviendo problemas, aunque
borre alguno porque esté mal lo vuelve a repetir.

4 -M: Es la funcion. Esta es ...

5 -C: (La primera derivada qué significa?, la velocidad de ... en la que va
resolviendo los problemas. No hace falta que lo mires. La primera derivada es la
velocidad y la segunda la aceleracion que supongo que seria el rendimiento, cémo
estd rindiendo el muchacho.

6 -M: Ea pues entonces ... ésta es la primera.

7 -C: La primera derivada seria ésta. Ademds, ;por qué? Por lo de los infinitos
y los limites. Empieza de cero, cuando esté yendo a infinito estd yendo a cero, es decir,
sabes lo que estoy diciendo, haciéndolo matemdticamente, es decir, de cara a las
Matematicas, de cara a la Geometria, por los limites. Cuando la grdfica tiende a
infinito ... tiende a cero. Entonces aqui hay un mdximo. ;Qué quiere decir este
maximo? Que aqui ha llegado el valor mdximo de la velocidad, es decir, que hasta ahi
ha alcanzado la velocidad mayor de hacer los problemas.

8 -M: Y aqui, ;jesto seria un minimo?

9 -C: Es decir, que hasta aqui va mads rdpido haciendo los problemas y a partir
de ahi ya ha bajado el rendimiento, es decir, ha seguido resolviendo los problemas

pero a velocidad cada vez menor, se ha ido durmiendo en los laureles. El rendimiento
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por tanto, que seria la ultima, la que baja incluso por debajo de cero, empieza a
rendir mucho al principio, realmente empieza en un valor de rendimiento, supongo
que luego va bajando, va bajando, va bajando ;Por qué? Porque el estudiante desde
el primer dia se va cansando, empieza con muchas ganas pero se cansa.

10 -M: Pero después se cansa, si, suele pasar.

11 -C: ;Qué quiere decir que esto baje a cero?

12 -M: Eso ya seria, seria nada, negativos todos.

13 -C: Si. Pero que la grdfica baje hasta cero tiene que tener una explicacion.
Incluso baja de cero y luego se va acercando otra vez a cero.

14 -M: Es que ya se acerca del todo a cero jno? Mira.

15 -C: Si os dais cuenta coincide mds o menos con el mdximo, el mdximo de la
velocidad, légico. Cuando éste alcanza el mdximo, el otro el minimo, la derivada,
quiero decir.

16 -M: Eso es lo que te he dicho antes, que aqui hay un minimo.

17 -C: Exactamente. Entonces, bueno ya hemos interpretado. Interpretacidn
para P’y P’: ya hemos dicho que P’ seria la velocidad, como va resolviendo el
estudiante; y la segunda, la aceleracion. Que por lo visto al principio la aceleracion
se mantiene ... La primera hora, fijate, hay un mantenimiento, una aceleracion
constante, es decir, ;por qué? Porque si os dais cuenta que al principio la velocidad
crece, por eso es constante, es decir, nos estd diciendo que cada vez mds deprisa.
Entonces si la velocidad crece la aceleracion se mantiene, la aceleracion es constante,

estd acelerando cada vez mas. Pero, a partir de un cierto punto que es el maximo ...

18 -M: El instante en que la produccién del estudiante es mdxima (enunciado).

Pues donde esta el mdaximo, jno?
19 -A: El maximo de la grdfica de la velocidad.
20 -M.: Si, de la primera derivada.
21 -C: Seria donde la velocidad es mayor, ;jno? Pregunto

22 -M: Aqui dice, la produccion del estudiante es mdxima, pues en el mdximo,

que tiene en la ...

340




Segunda experiencia: desarrollo y

Capitulo 5 andlisis de las etapas de aprendizaje

23 -C: La produccion del estudiante ;jqué seria? ;En qué se mide la
produccidn del estudiante? ;En velocidad tiempo o en ejercicios resueltos-tiempo?

24 -A: Claro.

25 -C: En ejercicios resueltos-tiempo. A lo mejor se ha tirado cinco horas u
ocho horas tal, pero ha llegado a su produccién mdxima ;cudndo va a ser? Creo yo,
yo estoy dando mi opinion, ;jno?

26 -M: Si.

27 -C: Va a ser cuando termine con todos los problemas. Otra cosa es en qué
momento estd rindiendo mds, en qué momento la velocidad es mayor. Pero la
produccion yo creo que seria cuando ha terminado totalmente todos los problemas.
(No? ;Qué opinais vosotras?

28 -M: Yo creia desde el principio que era donde estaba el mdximo, en la
grdfica de la velocidad, pero ... viendo lo que me dices, pues ya ...

29 -C: Claro, es que una cosa es que si el estudiante estd aprovechando el
tiempo, por decirlo de alguna manera, es decir, si los estd resolviendo a un buen
ritmo, que seria la velocidad, o la aceleracion, no estoy muy seguro, creo que la
velocidad. Y otra cosa es la produccion independientemente de cuanto tarde. Yo
cuando mas he producido ha sido cuando he hecho todos los ejercicios. Si al final de
hacerlos todos hay uno que realmente no he podido hacer porque no, la produccion
ahi no es ...

30 -M: No es maxima.

31 -C: Entonces, bajo mi punto de vista, seria cuando la primera grdfica, la
grdfica de produccion de ejercicios resueltos-tiempo, el mdximo, es decir, cuando
llega hasta las diez horas esas de produccidn, o sea, cuando haya resuelto los ocho
ejercicios.

32 -M: Cuando ha resuelto todos los ejercicios.

33 -C: ;Tu te convences o sigues pensando lo otro? Que también puede ser, o
sea, ya no te digo que esté bien, digo que es lo que yo creo. ; Ti qué piensas, Alicia?

34 -A: Es eso, es lo de los ejercicios por tiempo pero no tiene por qué ser
cuando ha resuelto los ocho ejercicios, jno?. Porque ha resuelto los ocho en, ;jqué

son? dias, en diez dias o en diez horas .
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35 -C: Pero eso seria la velocidad, yo cuando me dicen la produccion me fijo
exclusivamente en el eje de las ordenadas, es decir, ;cudndo estdn todos los ejercicios
resueltos? Porque yo, repito, en la produccion, creo que a mi no me interesa, es que
claro, hay un matiz, para mi es cuando los ejercicios estén todos resueltos, pero a lo
mejor la produccion se refiere a los ejercicios comparados con el tiempo, es decir, esa
seria la velocidad. Ahi estd el matiz. Para mi es eso, no sé cémo.

36 -M: Yo pensaba que era ...

37 -C: Bueno, bueno, pues lo sigues pensando, no te digo que no. Yo creo que
es eso vamos. // ;Como varia la produccién del estudiante a lo largo de las diez horas
de trabajo? (enunciado). La velocidad de produccion, entonces ahora si que es la
velocidad.

38 -M: Ahora si que es esa.

39 -C: La velocidad como varia. Al principio la velocidad aumenta porque
puede ser que el estudiante lo haya cogido, seria una hipdtesis para apoyar la grafica,
el estudiante ha cogido el ejercicio con muchas ganas o que el primero que es ... es
cuando mas aumenta la velocidad. Si os dais cuenta a mediados del segundo // ya es
cuando se estabiliza. Entonces el primer ejercicio o ha sido facil o lo ha cogido con
ganas o lo que sea, pero el caso es que ha ido aumentando la velocidad, ha ido yendo
mas deprisa. En el ... cuando ha terminado el primero en el segundo ha tenido que ser
mds dificil o algo porque la velocidad se estabiliza; ya sigue una linea un poco recta y
a partir ya de ese segundo e incluso antes de terminar el segundo la velocidad es baja,
es decir, que va cada vez mds despacio, bien porque el problema seré mds dificil o
bien porque no tendrd tantas ganas o lo que sea, pero el caso es que va bajando la

produccion, la velocidad de produccion.
40 -M: Si, de todas maneras se ve clarisimo.
41 -C: Entonces, diriamos que durante la primera hora, las primeras dos horas
aqui pone un dos jno?
42 -M: Si.
43 -C: Aqui llega hasta un mdximo si te das cuenta, la velocidad aumenta ...
44 -M: Después empieza a disminuir ...
45 -C: Se estabiliza y a partir yo creo de la tercera hora, es que este intervalo

es recto o creciente casi, pero vamos que no se ve muy bien, a partir de la tercera hora
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fijo, bueno es que ademads fijate justo a partir de la tercera justo cuando baja, os dais
cuenta de lo que os decia antes.

46 -M.: Si. Empieza a bajar pero después se mantiene ...

47 -C: En la segunda, es que es curioso, en la segunda ... derivada justo donde
la velocidad empieza a decrecer, empieza a ir cuesta abajo, es cuando la aceleracion,
si tedricamente hemos dicho que sea la aceleracion, pasa por debajo de cero, lo cual
es ldgico porque si os dais cuenta la aceleracion en un primer momento se mantenia
puesto que la velocidad ;qué pasaba? Que aumentaba.

48 -M: Que aumenta.

49 -C: // ;Como serd la aceleracion? Cero. Porque ya no hay aceleracion ni
buena ni mala, simplemente no hay aceleracion, con lo cual esto explica los valores
que le hemos dado a las ... o sea las asociaciones que hemos dado a cada grdfica. Esta
es la general, ésta es la derivada y ésta tal. Y a partir de ese momento que
tedricamente la velocidad empieza a decrecer, la aceleracion es menor que cero.

50 -M: Claro.

51 -C: ;Por qué?

52 -M: Porque no hay.

53 -C: Todavia no. No. No hay justamente porque es negativa. No empieza a
acelerar ya empieza a frenarse, es decir, hay una aceleracidn pero es negativa. Ahora
el estudiante no estd acelerando, estd frenando, por decirlo de alguna manera, porque
la velocidad estd bajando. Hasta que llega un valor minimo cero. Veis lo que quiero
decir con la aceleracion, ahora si que se empieza a aplicar las interpretaciones.
Porque la primera todo el rato estd aumentando, es la grdfica de la produccion, //
primero supuestamente y tedricamente que esto estd apoyando lo que nosotros
estamos diciendo, aumenta y luego disminuye, es decir primero acelera, acelera,
acelera y luego se mantiene porque hay algunas dificultades, y luego ya baja, es decir,
va frendndose. Entonces la aceleracion al principio es constante puesto que la
velocidad va aumentando, en un determinado momento, a las dos horas o asi, se
estabiliza la velocidad y si se estabiliza la velocidad, ;qué pasa con la aceleracién?

54 -A: Que es cero.

55 -C: Que es cero // Que es cero la aceleracién. Y cuando la velocidad ya

empieza a disminuir, es decir se va frenando, la aceleracion es negativa. Hasta que ya
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se aproxima a un valor cero porque la velocidad ya se estd quedando en cero.
Entonces por eso después la aceleracion se va acercando al eje de las ... de las
abscisas. Estoy hablando yo todo el rato, explicadmelo vosotras.

56 ~-M: No vamos a pasar ya ...

57 -C: Que luego Marta me dice que estoy hablando mucho. Bueno ...
(enunciado) ;Cémo lo veriais? Pues // que el numero de problemas es menor que el

que ha resuelto en la hora anterior.

58 -A: La velocidad.

59 -C: La velocidad. Fijaros la velocidad nos relaciona la relacion de
problemas que va resolviendo respecto al tiempo. No es la produccidn en si, si no la
produccidn con respecto al tiempo. Hasta este tiempo, un momentito, con lo cual al
principio aumenta la velocidad de produccion ¢no? Hasta llegar a 1.5 mds o menos y
ahi empezaria. Entonces a las dos Yy media mds o menos cuando empieza a bajar. A las
Ires aproximadamente la produccion de problemas empieza a bajar. A las tres hay
casi unos dos problemas resueltos, bueno uno y medio mds o menos. Y a partir de las
tres a las cuatro ya hay menos de lo que habia a las tres. Y a las ocho ya hay
muchisimos menos. ;Qué quiere decir? (qué los va borrando?, no, porque es la
velocidad de produccion.

60 -A: O sea, este eje cuando haces la derivada ya no seria el nimero de
efercicios, seria la velocidad. Entonces aqui no puedes mirar los problemas.

61 -C: Por eso aqui mismo, aqui arriba no han puesto valores. Este Siempre es
tiempo pero éste no. Entonces para esta grdafica la que siempre crece, ésta es la
produccion de ejercicios. En el caso de la segunda grifica es la velocidad yen el caso
de la segunda derivada es la aceleracion. Entonces nos fijariamos en la grdfica de la
velocidad y seria a partir de las tres, las tres y las cuatro. Conclusion, el estudiante
empieza a buen pie, se estaciona y empieza a bajar. Con lo cual la velocidad empieza
aumentando, se mantiene y baja; con lo cual la aceleracion al principio es constante,

baja por debajo de cero y después es negativa porque va frenando hasta ya que se

termina la cosa y ya estd.
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Analisis de las verbalizaciones

Analizamos los intercambios verbales que se producen en el equipo Bl en la

situacién 2(8).

Verbalizaciones Alicia Carlos Mercedes
1 DA(1)
2 EA(0)
3 DA(1)
4 EA(0)
5 DA(1)
6 UAR(1)
7 DA(1)
8 PA(0)
9 DA(1)
10 EA(0)
11 1(0)
12 E(0)
13 PA(0)
14 EA(0)
15 E(0)
16 EA(0)
17 DA(1)
18 E(0)
19 E(0)
20 E(0)
21 PA(0)
22 1(0)
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23 1(0)
24 EA(0)
25 DA(1)
26 EA(0)
27 DA(1)
73 EA(0)
29 DA(1)
30 EA(0)
31 DA(1)
37 EA(0)
33 1(0)
34 E(0)
35 DA(1)
36 E(0)
37 DA(1)
38 EA(0)
39 DA(1)
40 EA(0)
41 DA(1)
42 EA(0)
43 DA(1)
44 UAR(])
45 DA(1)
46 UAR(1)
47 DA(1)
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48 EA(0)
49 DA(1)

50 EA(0)
51 I(0)

59 EA(0)
53 DA(1)

54 DA(1)

55 DA(1)

56 D(0)
57 1(0)

58 DA(1)

59 DA(1)

60 UAR(1)

61 DA(I)

B} 0 0.4 0

X

Tabla 5.32. Verbalizaciones producidas por el equipo B1 en al situacién 2(8).

Evidentemente es Carlos quien con un gran niimero de verbalizaciones ha
salido beneficiado en esta discusion, ya que en cada una de sus intervenciones busca
argumentos para explicarse y explicar a sus compafieras el problema, lo que le permite

avanzar en forma satisfactoria en la solucién del mismo.
= E-B2

Episodio de aprendizaje

1 -MJ: Tenemos una grdfica con tres funciones: la primera es la que mds se
aleja del eje de las X, y, es la que muestra el trabajo realizado por el estudiante
durante las ocho horas. La segunda funcion es la primera derivada y tiene un mdximo

en el punto de inflexion de la funcion, por eso, vemos que tiene menos pendiente. Y la
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tercera funcion es la segunda derivada que muestra como ha disminuido el trabajo del
estudiante durante las ocho horas porque pasa ...

2 -F: ;Qué interpretacion le dais a la primera y segunda derivada?

3 -AG: En la primera derivada se ve como varia la velocidad // y la segunda
derivada es la ...

4 -F: ;Y el instante en que la produccion del estudiantes es mdxima? // No,
pero es lo que he dicho antes, en el punto de inflexion de la funcion, la derivada va a
tener un mdximo, y es ese maximo el que representa ... Tiene un maximo la derivada.

5 -AG: ;Cémo varia la velocidad de produccién del estudiante?

6 -F: ;Que como varia la produccion del estudiante? Ahi, nos tenemos que
fijar en la primera derivada. // Claro, al principio va aumentando, y luego ... Aumenta,
llega hasta el punto tres, que es un maximo y luego va ... Eso significa que al principio
va realizando mds ejercicios hasta que llega a la hora tres, donde es la produccion
mdxima, y a partir de esa hora empieza a disminuir. // Viendo la otra grdfica, que era
el numero de problemas que resuelve en la hora anterior que son menos.

7 -J: Es donde se produce el cambio ...

8 -F: Claro, el cambio de la primera derivada en el intervalo que va de las tres

a las cuatro. Ademas, // la segunda derivada ...
Analisis de las verbalizaciones

Analizamos los intercambios verbales que se producen en el equipo B2 en la

situacion 2(8).

Verbalizaciones Maria J. Agueda Francisco Josefa

1 DA(1)

2 1(0)

3 DA(1)

4 E(0)

5 1(0)

6 DA(1)

7 DA(1)
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8 DA(1)
;c 0.1 0.1 0.3 0.1

Tabla 5.33. Verbalizacion producida por el equipo B2 en la situacién 2(8).

Este equipo ha producido un escaso nimero de verbalizaciones, viéndose
beneficiado de ellas Francisco, pues da argumentos satisfactorios en sus emisiones mas

veces que sus compafieras.
= E-B3

Episodio de aprendizaje

1 -P: Primero vamos a decir cudles son las grdficas,;no?

2 -DR: La que tiene el punto de inflexion

3 -M: La que alcanza mas problemas.

4 -P. La que tiene un mdximo en 8. El mdximo de la funcidn lo tiene en ocho
problemas.

5 -DR: Que al final es lo que supongo que quiere decir que hace al final los
ocho problemas aunque no Ileve el ritmo de trabajo que sea constante. La segunda es
la que tiene el punto mdximo en uno y pico y medio o por ahi, ;no? Esa es la primera
derivada y la otra la que va por debajo del eje X. La segunda derivada es la que va
por debajo del eje X. Y ahora lo que nos pide ;qué era?

6 -P: El rendimiento mdximo que seria sobre las tres horas.

7 -DR: Igual que en Fisica esto lo que marca es la velocidad. Es el rendimiento
del estudiante, entonces llega un punto que estd estudiando mejor y luego va
descendiendo el ritmo de trabajo. Y la segunda derivada? Es esto de aqui.

8 -P: Que va aumentando su rendimiento hasta un punto en que ya lo hace
mdximo y a partir de ese punto va decreciendo su produccidn, que lo podemos ver
porque una parte es positiva.

9 -M: Ahi la produccion es maxima. No va aumentando, va bajando. Vemos

que la produccion es mdxima y luego va bajando pero luego vemos que en

aproximadamente nueve, no nueve no.

10 -DR: La segunda derivada lo que representaria seria la ...
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11 -M: A4 partir de tres o de cuatro va aumentando otra vez su produccion.

12 -DR: Claro, pero lo que representa es numero de problemas con respecto al
tiempo. Es el numero de ejercicios, al ritmo que va trabajando pero en funcion del
tiempo. Entonces lo que va ...

13 -E: Pero si esta por debajo.

14 -DR: Lo que va haciendo es que siempre va decreciendo, o sea que siempre
no, hasta por aqui que tiene un punto minimo. Hasta el cuatro y poco.

15 -E: Pero bueno, si esta en negativo, ;jqué quiere decir?, que no hay
problema, jno?

16 -DR: Que va trabajando a menor... a un ritmo...

17 -P: Yo creo que cuando va positivo es que va aumentando su produccion,
que va aumentado progresivamente hasta alcanzar un maximo. Porque no parte de la
produccion mdxima, porque si nos fijamos en la primera derivada parte de cero,
entonces va aumentando la produccion hasta que alcanza un minimo, que se ve
representado por un punto cero en la segunda derivada.

18 -M: Pero aqui no se ve ningun punto de inflexion, se ve que empieza en cero
v va bajando. Es el numero de problemas que hace y va bajando conforme pasa el
tiempo. Pero no es que aumente la produccion.

19 -P: Es que aumenta la produccion hasta un punto y luego a partir de ese
punto va bajando.

20 -M: Pero si es que desde que empieza va bajando.

21 -DR: Bueno, ;y qué diriais que pasa entonces cuando corta el eje X?

22 -P: Pues que alcanza el punto mdximo y a partir de ese punto va
disminuyendo la produccion

23 -DR: (El punto maximo?

24 -P. El punto maximo de produccion que es cuando mds problemas ha hecho
por tiempo.

25 -DR: ;Y eso no seria al principio?

26 -M: Tu estas diciendo que cuando el tiempo es igual a menos tres los
problemas son maximos, si los problemas son cero.

27 -P: No, pero es maximo la produccion.

28 -M: Si aqui es cero.
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29 -P: Y como hay un madximo en la primera derivada pues eso corresponde a
cero en la segunda. Al ser un mdximo la pendiente seria horizontal, seria cero.

30 -M: Entonces la produccion es cero.

31 -P: No, la produccion no es cero, la produccidn es mdaxima.

32 -M: Pero si el maximo es en la primera derivada.

33 -P: Ya, porque la primera derivada es la produccion y la segunda derivada
no sé lo que es pero no es la produccion.

34 -E: Mira, yo lo que creo que quiere decir es que es como en el espacio que
hace la primera derivada y representa la velocidad y hace la segunda derivada y
representa la aceleracion. Entonces quiere decir que la primera derivada es una cosa
y la segunda es otra cosa.

35 -DR: Claro, yo lo que no entiendo muy bien es por qué parte de uno o por
ahiy lo que no entiendo es qué pasa aqui, en el punto que corta al eje X.

36 -P: Como hay un mdximo se supone que la pendiente seria horizontal y
seria un punto cero. Como en la primera tenemos un punto de inflexién, en la primera,
en la normal tenemos un punto de inflexion, eso deriva a un mdximo y ese mdximo
deriva en la segunda derivada a un punto de corte, en relacién con la primera.

37 -DR: Apartado b), el instante en que la produccion del estudiante es
maxima. Pues ya lo hemos dicho, en t = 3.

38 -P: (Como varia la produccion del estudiante a lo largo de las diez horas de
trabajo? Pues la velocidad de produccicn seria la segunda derivada.

39 -DR: No, la velocidad de produccion seria la primera.

40 -P: ¢) jA qué hora el numero de problemas que resuelve es menor que los
resueltos en horas anteriores?

41 -E: A la hora o por ahi, no?

42 -P: Pues serd justo después de pasar el mdximo porque el mdximo es...

43 -E: Dice la velocidad, pues justo en el momento en que es mas baja. Serd un
momento en que ya no hace ... es el punto mds bajo.

44 -P: Lo que yo digo es que no te dice cudl es el menor, dice que es menor
que el que ha hecho antes.

45 -P: Es cuando pasa el punto de inflexion.
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46 -DR: Ahi esta. Cuando pasa el punto de inflexion es cuando cambia el ritmo
de trabajo.

47 -P: Ya va disminuyendo, entonces es menor.
Analisis de las verbalizaciones

Analizamos los intercambios verbales que se producen en el equipo B3 en la

situacién 2(8).

Verbalizaciones Daniel Purificacion Marta Elena

] 1(0)

2 E(0)

3 DA(1)

4 UAR(1)

5 DA(1)

6 DA(1)

7 DA(1)

8 EA(0)

9 E(0)

10 1(0)

11 E(0)

12 E(0)

13 PA(0)

14 DA(1)

15 PA(0)

16 DA(1)

17 E(0)

18 PA(0)

19 DA(1)
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20 PA(0)

21 1(0)

22 E(0)

23 PA(0)

24 E(0)

25 PA(0)

26 E(0)

27 E(0)

28 E(0)

29 DA(1)

30 E(0)

31 E(0)

32 PA(0)

33 E(0)

34 DA(1)

35 PA(0)

36 DA(1)

37 E(0)

38 E(0)

39 DA(0)

40 1(0)

41 E(0)

42 DA(1)

43 E(0)

44 1(0)
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45 DA(1)
46 UAR(1)
47 UAR(1)
X 0.1 0.2 0 0
Tabla 5.34. Verbalizaciones producidas por el equipo B3 en la situacién 2(8).

En esta discusién se han producido abundantes verbalizaciones. Es Purificacién

quien mas

se ha beneficiado de ellas, pues a lo largo de la misma trata de buscar

argumentos que le permitan avanzar en la solucién del problema, pero ademas utiliza

adecuadamente la ayuda recibida por sus compafieros. Se nota una cierta falta de

precision en el lenguaje utilizado a lo largo de toda la discusién, como puede verse por

ejemplo en el siguiente parrafo: “Va aumentando su rendimiento hasta un punto en

que ya lo hace mdximo y a partir de ese punto va decreciendo su produccion”.

o SITUACION 3(2)

Un mévil se desplaza con movimiento rectilineo no uniforme. En la siguiente tabla se muestran

las posiciones (en metros, desde el origen de coordenadas) en ciertos instantes.

t (seg)

0 1 2 3 4 5

s (metros)

3 2 5 -2 0 3

a) A partir de estos datos, determina (razonando tu respuesta) para cudntos valores de t,

b)

= E-B1

como minimo, el movil tiene velocidad instantdnea cero.

JPara cudntos valores de t, como minimo, la aceleracion es cero? ;por qué?

¢Se puede asegurar que la variacion instantanea de la aceleracion s’’’(t), conocida como
tirén, toma el valor cero en algun instante dentro del intervalo considerado? Explica con

detalle los motivos y razones de tu respuesta.

Episodio de aprendizaje

1 -C: En el tiempo 0 hay 3 metros, empieza en 3 metros. En un segundo, dos,

esto quiere decir que va bajando en 2 hay 5. En 3, -2. Esto se representaria mds o

menos asi,

supongo. Claro es que aqui se utilizan varios términos y yo siempre me
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hago un lio con eso: el término de la posicién, de la distancia y de los metros, del
espacio. Bueno hagamoslo con el boligrafo. El boligrafo arranca en este punto,
entonces corre el tiempo y esto va avanzando. Aqui lleva por ejemplo 2 metros, aqui
lleva 5 metros recorridos. Con lo cual ésta es la distancia y éste es el espacio, que es
diferente. Ahora veréis, porque coinciden. Ahora éste coge, frena y va marcha atrds,
entonces los metros que ha recorrido iran aumentando, es decir, aqui habia 5 metros o
algo ast, ;jno? y ha recorrido otros 3 mds, en sentido contrario hacia el origen, pero
va recorriendo, no se estd quieto, con lo cual el espacio que estd recorriendo aumenta,
pero la posicion disminuye, porque la posicion se rige desde el punto de origen hasta
la posicién final, es decir, posicion inicial-posicién final; con lo cual el espacio
aumenta pero la distancia no va aumentando, incluso llega a tomar valores negativos
que nos indica que ha pasado ya el punto donde empezé a andar y se ha ido para
atrds. Pero el espacio recorrido sigue aumentando. ;Entiendes lo que te quiero decir?
Entonces esto se refiere supongo a la posicién, no al espacio que ha recorrido en
total. Porque aparece el signo negativo, y el espacio que alguien recorre siempre es
positivo, siempre. La distancia no, porque la posicion puede ser positiva o puede ser
negativa cuando pase del otro lado del origen desde el que ha empezado.

2 -M: Bueno de todas maneras ahi pone espacio. ;Para cuantos valores de t
como minimo, el movil tiene velocidad instanténea 07

3 -C: ;La velocidad cémo se define...?

4 -M: Espacio igual velocidad por tiempo. Pues ahora despeja.

5 -C: La velocidad es la derivada del espacio partido por el tiempo. La
derivada quiere decir el aumento de ... partido por el tiempo, entonces en el momento
que no se recorra ...

6 -M: Espérate, espérate. A ver ...

7 -C: Claro en el tiempo 0 obviamente la velocidad es 0, porque el mévil no se
ha empezado a mover, estd fijo. Ahora nos estd preguntando si hay otro valor en el
tiempo en que la velocidad sea 0. Entonces pues muy fécil, es la derivada de la
posicion partido por el tiempo. Entonces en el tiempo en que la posicion sea 0 la
velocidad también es 0. Es que a mi es como me lo explicaban; haciamos un cuadrado
en un vértice y poniamos al movil, entonces la velocidad media, media no instantdnea,

se define como el espacio recorrido total es decir, esto mds esto, mds esto, entre el
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tiempo empleado. Pero la velocidad instantinea es la posicion que lleva en un
determinado momento entre el tiempo. Aqui llevara una velocidad instantdnea v; aqui
llevard una velocidad instantanea v, aqui llevard una velocidad instantdnea vs, pero
(como serd aqui la velocidad? Habra recorrido todos los metros que ti quieras pero
ha llegado al origen. Ha salido de aqui y ha llegado ahi. Con lo cual realmente la
distancia que ha recorrido ha sido 0. Aunque haya recorrido 4000 Km andando la
distancia ha sido 0, porque ha llegado a la misma posicion inicial. Entonces, en el
punto en que la posicion sea 0 independientemente del espacio que haya recorrido
anteriormente la velocidad instantanea es 0. Entonces, la velocidad instantdnea serd 0
en el primer instante, puesto que aqui no se ha empezado a mover y ent = 4 en el que
la distancia es 0, la posicion, vamos, es 0. Bueno, yo lo que dije fue el espacio
recorrido y la distancia; pero la distancia y la posicion confundo porque esos
términos tampoco son iguales pero los confundo. El caso es que distingamos bien lo
que es la posicion y lo que es el espacio pues ahi es donde estd el quid de la cuestion.
Si ha recorrido muchisimos Km pues bien, pero si vuelve al mismo origen, por mucho
que haya recorrido la velocidad es 0. Bueno, entonces jpara cudntos valores de t
como minimo la aceleracion es 0? ;jPor qué? Pues entonces en cual serd sin mirar la
grdfica, o sea, en qué valores ... no quiero valores especificos sino dénde podria ser
ceuando habra una aceleracion?

8 ~A: Cuando la velocidad sea 0.

9 -C: No, cuando habrad una aceleracion, ;cudndo la habrd? Cuando haya una
variacion de la velocidad, ;no?

10 -M: Claro.

11 -C: Cuando la velocidad varie. Entonces, pues como minimo en los tiempos
que hemos dicho antes, porque si pasa del reposo a un movimiento.

12 -M: Eso es ya aceleracion.

13 -C: Exactamente, aunque luego el movimiento sea rectilineo, sea uniforme,
tiene que haber habido alguna aceleracion para que adquiera esa velocidad. Y lo
mismo en este tiempo, si hemos dicho que la velocidad ha vuelto a ser 0, aqui también
ha tenido que haber una variacion de la velocidad. Para arrancar por asi decirlo ha
tenido que haber una aceleracién. En t = 4 estd un poco mds confuso. Yo esto lo

interpreto como que el movil ha salido de aqui, ha dado la vuelta y ha vuelto al sitio
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inicial. Entonces si yo me desplazo linealmente porque aqui te dice algo de que ... jes
un movimiento rectilineo, uniforme?

14 -M: No uniforme.

15 -C: Exactamente eso se refiere a que hay velocidad y hay aceleracién. Por
eso no me servia el del cuadro, porque es rectilineo. Entonces pongamos esta recta, si
el movil ha ido hasta aqui pero el espacio en t = 4 es 0, va marcha atrds; luego
obligatoriamente ha habido un punto en el que ha tenido que parar, [frenar por asi
decirlo, y dar marcha atrds. Por lo tanto ahi también ha tenido que haber una
aceleracion negativa, porque ha frenado. Entonces en este tiempo también, cho? Lo
que me preocupa es el —2, porque esto queria decir que ha recorrido 3 metros, luego
2, ha dado la vuelta ...

16 -M: Que ha recorrido 3 metros no, que en tres segundos el espacio ...

17 -C: No, los segundos son los de aqui arriba. En cero segundos empieza en 3
metros, es decir, esto son los metros, no. Entonces aqui con el tiempo 0 habria
empezado aqui en los 3 metros. Desde aqui empieza el mévil a moverse, 3 y va hasta
el 2, es decir, la direccion es para alld, es negativa por asi decirlo.

18 -M: Claro.

19 -C: Luego va hasta 5, es decir, 3, 2y 5, luego da otra vez aqui la vuelta.

20 -A: Entonces ahi la aceleracion seria 0 ; no?

21 -C: Claro, eso es lo que estoy pensando ahi también. Entonces hay mas
puntos donde la velocidad puede ser 0, mas de los que hemos dicho antes. Luego 5 y
llega después hasta —2. Es decir, vuelve otra vez hasta aqui, hasta 2. Luego va hasta
0 otra vez y luego hasta 3, es decir, bueno esto ya seguird aqui asi // hasta 3. Entonces
supongo, no estoy seguro, pero supongo que ha debido haber varios cambios de
velocidad. Porque si aqui ha dado la vuelta, es decir, se ha tenido que parar y ha dado
la vuelta. Aqui también y aqui también, y suponiendo que aqui se pare, eso no lo dice
el problema, aqui también. Este es el que no sabemos si se para o sigue adelante.
Entonces hay mas de los que nosotros pensibamos, antes, posiblemente.

22 -A: Hay 3.

23 -C: Claro pues entonces en el momento que ... de 3 a 2 va bajando, de 2 a 5
ya ha aumentado. Entonces seria 3, 2, 1, pero no seria 3, 2, 5. Es decir, que aqui ha

tenido que dar la vuelta. Y de 5 a —2 también ha tenido que dar la vuelta. Es decir, que
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ha habido por lo menos 4 cambios; bueno 3, si suponemos que en el ultimo instante ha
frenado ya y se ha parado habria 4, porque ahi también tenia que haber frenado, pero
como el problema no lo dice, como minimo 3.

24 -A: Cuando cambia de marcha atras a marcha adelante.

25 -C: ... Entonces ;jpara qué valores de t como minimo la aceleracion es 07
Pues para los valores en que la velocidad también es cero o aquellos valores en los
que la velocidad se mantenga.

26 -M: Claro, que no se acelera, o es cero o se mantiene la velocidad.

27 -C: Seria 0 en este tramo por ejemplo. Seria 0 ent = 4.

28 -M: En el mismo que en el apartado a) en 0, en 4 y en 3.

29-C: Serianent =4,det =4 at =735, en ese intervalo es cero la aceleracion.

30 -M: No, yo no entiendo lo que dices.

31 -C: Aqui hemos dicho. Tu misma lo has dicho. Que como sabiamos en
cuantos valores de t, como minimo, la aceleracion es 0. Pues hemos dicho o la
velocidad es 0 o es constante. En esos dos casos la aceleracion es 0, si la velocidad es
0 seguro que la aceleracion es 0. Y también si es constante, como es constante no hay
aceleracion. Pues aqui es el mismo caso, porque ;qué es la aceleracion? La derivada
de la velocidad. Y ;qué es el tiron? La derivada de la aceleracién. Entonces es el

mismo caso.

32 -M.: Es que no. Que no entiendo la pregunta, ése es mi problema.

33 -C: En el apartado b) nos preguntaban ... bueno las tres preguntas son las
mismas, solo que la primera como no hay derivada. Nos preguntan en el apartado a)
cuando la velocidad es 0; y hemos dicho o bien cuando la posicion inicial es 0, es
decir en el primer instante, en el que arranca, o bien cada vez que el mévil cambia de

posicion, porque para cambiar de posicién tiene que frenar entre comillas, ;no? Bien.

(Hasta ahi lo entendemos?
34-M: 87, la ...
35 -C: La b) nos pregunta exactamente lo mismo. ;Cudndo es 0?
36 -M: Cuando la velocidad es 0 o cuando es constante.

37 -C: Exactamente. Y ahora nos dice la tercera, que es el tircn, que es la

derivada de la segunda.
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38 -M: Pues lo mismo que en el segundo ...

39 -C: Pues lo mismo que el segundo caso cuando la aceleracion ...
40 -M: Es cero.

41 -C: ... O cuando la aceleracién ...

42 -M: Es constante.

Analisis de las verbalizaciones

A continuacién, analizamos los intercambios verbales que han ocurrido en los

episodios de aprendizaje que acabamos de presentar en el seno del equipo Bl de la

situacién 3(2).

Verbalizaciones Alicia Carlos Mercedes
1 DA(1)
2 1(0)
3 1(0)
4 E(0)
5 E(0)
6 PA(0)
7 E(0)
8 EA(0)
9 DA(1)
10 EA(0)
11 E(0)
12 EA(0)
13 E(0)
14 1(0)
15 DA(1)
16 E(0)
17 DA(0)
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13 EA(0)
19 DA(1)

20 E(0)

21 DA(1)

22 UAR(1)

23 DA(1)

24 UAR(1)

25 E(0)

26 EA(0)
27 E(0)

28 E(0)
29 E(0)

30 PA(0)
31 E(0)

32 PA(0)
33 DA(1)

34 EA(0)
35 1(0)

36 E(0)
37 1(0)

38 E(0)
39 1(0)

40 E(0)
41 1(0)
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42 UAR(1)

X 0 0.2 0

Tabla 5.35. Verbalizaciones producidas por el equipo B1 en la situacién 3(2).

Se han producido un buen nimero de verbalizaciones, pero en ellas hay largos
mondlogos por parte de Carlos y muchas expresiones de asentimiento por parte de sus
compafieras que no favorecen, en nuestra opinién, la construccién compartida del
conocimiento.

A continuacién hemos querido resaltar algunos pérrafos textuales que se han
dado en el grupo B1 y que confirman lo que hemos venido observando.

“Es que aqui se utilizan varios términos y yo siempre me hago un lio con eso: el

término de la posicion, de la distancia y de los metros, del espacio”.

"La derivada quiere decir el aumento de ... partido por el tiempo, entonces en el

momento que no se recorra ...”

“La velocidad media, media, no instantdinea, se define como el espacio recorrido
total, es decir, esto mas esto, mds esto, entre el tiempo empleado. Pero la velocidad

instantdanea es la posicion que lleva en un determinado momento entre el tiempo”.

E-B2
Episodio de aprendizaje

1 -MJ: Yo creo que la velocidad instantdnea es cero en tres puntos de la
Juncidn. Uno es un maximo y los otros dos, minimos, que representan la funcion de la
posicion.

2 -F: ;Y no podria ser en vez de la funcidn posicion, en los mdximos y minimos
que representa la funcion derivada que seria la velocidad? En los mdximos Yy minimos
de la derivada que sea la velocidad instantdnea cero.

3 -MJ: No, no porque es cero en los puntos que corta al eje de las X.

4 -F: Claro, entonces, si ésta es la funcion velocidad, es la derivada de la
posicion en esto punto, que pasa por cero, y es cuando vale cero.

5 -d: ¢Para cuantos valores de t, como minimo, la aceleracion es cero?

6 -AG: Pues Yo pienso que es para tres, porque son los puntos de inflexién, y

es donde corresponde a los mdximos y minimos de la primera derivada.

361




Segunda experiencia: desarrollo y

Capitulo 5 analisis de las etapas de aprendizaje

7 -MJ: ;Y como puedes asegurar que la variacion instantdnea de la
aceleracidn, que se conoce como tiron, toma el valor cero en algun instante dentro del
intervalo?

8 -F: Teniendo en cuenta lo que hemos dicho antes // la tercera derivada
tomarad el valor cero en los mdaximos y minimos de la aceleracion y entonces la funcion
que representa el tiron, cuando la aceleracion tenga un mdximo, éste pasard por cero.
Entonces, podemos asegurar que tomard el valor cero, que se tomara en el punto que
corresponda al mdaximo o al minimo de la funcion posicion, y también en ese punto
vemos que la aceleracion pasa de negativa a positiva y de positiva a negativa // y tiene
que pasar por cero.

9 -MJ: Y no seria cero //

10 -F: Yo creo que no. Seria cero en los mdximos y minimos de la funcion
aceleracion, porque si tu haces la derivada de ésta, ves que en los mdximos y los
minimos el tirén pasa por cero y ademds también, cuando una funcion cambia de
positiva a negativa, en el punto mdaximo, la derivada es cero. Entonces, cuando la
aceleracion cambia de signo, en ese punto, el tirén va a ser cero, y eso se corresponde

con el maximo //
Analisis de las verbalizaciones

Analizamos los intercambios verbales que han ocurrido en los episodios de

aprendizaje del equipo B2 en la situacién 3(2).

Verbalizaciones | Maria José Agueda Francisco Josefa

1 DA(1)

2 PA(0)

3 DA(1)

4 UAR(1)

5 1(0)

6 E(0)

7 PA(0)

8 E(0)

362



. Segunda experiencia: desarrollo y
Capitulo 5 analisis de las etapas de aprendizaje

9 PA(0)
10 E(0)
M 0.2 0 0.1 0

Tabla 5.36. Verbalizaciones producidas por el equipo B2 en la situacién 3(2).

En esta discusion es Marfa José la que sale beneficiada ya que logra argumentar
sus conocimientos en forma satisfactoria. La ayuda que brinda es aprovechada por

Francisco ya que creemos que con ella modifica en cierta medida sus concepciones.
= E-B3

Episodio de aprendizaje

1 -E: Pensamos que para que el mévil tenga velocidad cero el espacio debe ser
constante durante un rato, el movil tiene que estar en el mismo sitio mientras
transcurre el tiempo. Y en esta grdfica que nos da pues yo creo que para que el movil
pare un momento, por ejemplo, empieza en tres y retrocede hasta dos y luego tiene que
parar un momento para después continuar avanzando jno? Entonces los puntos donde
... serian lo que tu has dicho.

2 -P: Los mdximos y los minimos serian los puntos donde cambia la direccién.

3 -E: Serian los puntos (1,2), (2,5), (3,-2).

4 -DR: Estoy pensandolo porque vosotros decis que en cada punto, aqui en
cada punto va a ser la velocidad cero, jno?

5 -E: Claro, porque yo estoy en tres y da marcha atrds hasta dos pero luego
vuelve a recorrer el espacio que habia recorrido antes ¥ hace un espacio nuevo y es
porque el movil ha hecho asi. Ha ido para atrds y aqui ha ido para adelante, y para
eso tiene que parar.

6 -DR: Si, si.

7 -P: Esto es del desplazamiento, pero ..., pero ...

Apartado b)

8 -DR: Yo he pensado que igual que en Fisica. Si la aceleracién es la derivada

de la velocidad, si le haces la derivada en el punto en que nos sale la velocidad cero

363



Segunda experiencia: desarrollo y

Capitulo 5 analisis de las etapas de aprendizaje

va a salir que la aceleracidn es cero también ;no? Y en el apartado c) pues lo mismo
de antes. Si tu derivas la aceleracion te va a salir la aceleracion instantdnea, que es el
tirén y si derivas los puntos donde la aceleracion es cero te da también la aceleracion
cero. Coinciden los puntos de la aceleracion con la velocidad.

9 -P: Nos dice que le demos un numero minimo de valores. Cudntos creemos
que pueden salir.

10 -DR: La velocidad cero te salia uno, dos y tres.

11 -M: Pues la aceleracion otros tres y el tiron uno.

12 -DR: Que yo pienso que todas las veces que la velocidad se te haga cero, la
aceleracion se va a hacer cero y la aceleracion instantanea llamada también tirdn
también se te va a hacer cero. Y como la velocidad nos salia al principio que se hacia
tres veces cero que era en los puntos, que?

13-P:(1,2), (2,5 y (3 -2).

14 -DR: Entonces la aceleracion en esos tres puntos también va a ser cero y la

aceleracion instantanea también va a ser cero en esos puntos ;no?
Analisis de las verbalizaciones

Analizamos los intercambios verbales que han ocurrido en los episodios de

aprendizaje del equipo B3 en la situacién 3(2).

Verbalizaciones Daniel Purificacién Marta Elena
1 PA(0)
2 DA(1)

3 UAR(1)
4 PA(0)

5 DA(1)
6 EA(0)

7 E(0)

8 E(0)

9 1(0)

10 E(0)
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11 E(0)
12 E(0)
13 1(0)
14 E(0)
) 0 0.1 0 0.1
X

Tabla 5.37. Verbalizaciones producidas por el equipo B3 en la situacién 3(2).

La mejor puntuacioén, aun siendo baja, la han obtenido Purificacién y Elena.

Creemos que como el liderazgo del grupo lo mantiene Daniel, sus fizertes convicciones

basadas en el teorema factual no han sido propicias para generar una mayor discusion

de manera que se expusieran argumentos que permitieran al grupo modificar algunas

de sus concepciones.

o SITUACION 4(4)

La funcidn posicion s(t) del movimiento de una locomotora que se desplaza sobre una via recta

viene descrita por la grifica que se muestra.

Indica en qué intervalo o intervalos de tiempo va marcha atrds.

s5(t]

2000 F

1500 p

1000 F

500

-500 }

-1000 |

10

12

2. En forma aproximada da los intervalos de tiempo donde la velocidad es positiva y donde es

negativa.

3. Indica los intervalos de tiempo donde la aceleracion es positiva y donde es negativa.

4. La tercera derivada da la variacién instantinea de la aceleracion. ¢Toma el valor cero en algiin

instante? ;En cudntos? ; Por qué?
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« E-B1

Episodio de aprendizaje

1 -M.: Yo, creia desde un principio que va marcha atrds aqui, de 6 a 8, porque
es negativo, ese es el razonamiento que yo he hecho: que al ser negativo va marcha
atras. Pero no tiene por qué, ;no?

2 -A: Pues yo creo que va marcha atras cuando decrece jno? O sea de ...

3 -M: Asi mientras va decreciendo, ya. Es que estaba pensando pero si yo
decia, si esto lo razoné yo después de otra manera en el ejercicio. Que si, cuando va
asi, y cuando empieza a crecer ya no.

4 -C: Claro, es que es mejor dibujar la linea en un papel. Como suelen ser
movimientos rectilineos, es el eje de coordenadas y suponemos que el movil sale de
aqui. Aqui va siendo positivo porque date cuenta que éste es el espacio aunque se dice
espacio se hace normalmente referencia a la posicion porque el movil puede recorrer
mucho pero la posicion no es lo mismo jeh? Es decir aunque el movil haya recorrido
cuatro mil kilometros a lo mejor la posicion es cero porque haya empezado en la
posicion que ha empezado. Entonces eso es en lo que nos tenemos que fijar. Que en el
momento que crezca va hacia delante porque la posicion va aumentando.

5 -M: Y cuando disminuye va hacia atras.

6 -C: Cuando la posicion va disminuyendo es que el movil ha tenido que dar la
vuelta.

7 -M: Y cuando empieza a aumentar otra vez ya va otra vez para adelante

8 -C: Entonces, jen qué intervalo de tiempo? Pues en el intervalo mds o menos
... a 8 exactamente, es decir, en el intervalo en el que la curva decrece. En el que la
pendiente por asi decirlo es menor.

9 -M: Ahora vamos a hacer el apartado dos. (Enunciado)

10 -C: Ahora no tiene nada que ver que vaya para atrds, porque para atrds a
lo mejor, yendo para atrds la velocidad es positiva, porque estd ... Entonces // Pues
simplemente ver las pendientes. Donde la pendiente sea positiva la velocidad es la

primera derivada. La primera derivada grdfica se ve con la pendiente. Entonces donde

la pendiente sea positiva supongo ...

11 -M: La velocidad es positiva también, claro.
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12 -C: Cuando, estd claro, cuando arranca. Luego entonces, uf jque lio! Seria
mds o menos cuando la curva es exponencial. La curva es exponencial cuando el
espacio va aumentando, dice cuando crece, jno? ;Dénde la velocidad es positiva y
ddnde negativa?, entonces ... cuando crece y cuando decrece.

13 -M: Entonces seria igual que antes jno?, aqui y aqui es positiva.

14 -C: Seria de 0 a 2, puesto que de 0 a 2, mds o menos, estd acelerando.
Cuando llega a donde hemos dicho antes del punto 3, mds o menos, se ha parado.
Entonces, de 3 a 6, también serd positiva. Es decir, de 0 a 2 la locomotora arranca y
va para adelante. Como hemos dicho que a los 3 cambia de direccion, a partir de los 2
o por ahi, tiene que empezar a frenar para poder pararse y cambiar de direccion.
Entonces el primer instante acelera o tiene una velocidad, es positiva, a partir de los 3
como ha dado la vuelta, ha pasado del reposo otra vez a la velocidad, a un
movimiento, con lo cual en el intervalo 3-6, la velocidad es también positiva, (DOY qué
6?7, porque después otra vez hacia la mitad mds o menos, ha tenido que empezar otra
vez a frenar, para que ... En los mil metros para otra vez y vuelve a hacer lo mismo
que antes da la vuelta y va otra vez para adelante, ;jentiendes? Ademds, esa es la
explicacicn, grdficamente seria lo de las curvas, aqui es asi, aqui es aqui, entonces si
aqui hemos dicho que acelera, aqui frena, seria hacia la mitad, por eso jsabes por qué
te digo que no es aqui ni aqui?, hacia la mitad me refiero del intervalo de la grdfica en
el tiempo igual a seis, porque aqui otra vez empezaria a frenar para pararse. En el
tiempo igual a ocho y volver otra vez a comenzar el movimiento hacia delante.
Entonces al empezar el movimiento, la velocidad es positiva, aumenta. En el intervalo
3-6 de tiempo, también aumentaria porque ha pasado del reposo otra vez a ir para
atras. Ir para atrds, ird pero acelera. Después a los ocho segundos, ya se ha parado,
con lo cual a partir de los ocho segundos otra vez tiene que empezar a acelerar y de
ahi, ya hasta donde llegue, es decir esos son los intervalos de velocidad. Luego, donde
es negativa, pues, donde no sea positiva. Aqui todo menos en la parte justamente en el
punto tres, alrededor del intervalo 3, y alrededor del intervalo 8 que, mas o menos es
un poquito asi suave, como las curvas no son picos, son suaves, hay un espacio/tiempo
que a lo mejor son diez minutos que la velocidad es constante (no?, pero bueno,

vamos a poner todo para facilitarlo que, o bien crece o bien decrece, es decir, o bien
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acelera o bien decelera. Ya esta. Entonces donde no sea creciente, es decreciente.
¢(Donde es decreciente?, pues donde esta frenado, es decir, de 2 a 3 mds o menos, o de
1,5 a 3. Aqui, hasta que ya se frena. De 6 a § que vuelve a frenar.

15 -M: Y ya esta. Indicar los intervalos de tiempo donde la aceleracion es
positiva y donde es negativa.

16 -A: Claro, donde la velocidad ... Es la aceleracion también positiva.

17 -C: Donde la velocidad varie, ;entonces donde varia?. Cuando pasa del
reposo al movimiento o al revés, cuando pasa del movimiento al reposo, porque o bien
tiene que acelerar o bien tiene que frenar. Entonces en aquellos instantes donde eso.
Es decir, estamos mas o menos igual que en lo de antes, porque como hemos tomado
todo que o bien acelera o bien frena, es decir que no se mantenga constante en el
espacio, pero bueno. Seria entonces en el primer instante acelera, en el instante justo
antes de 3, mds o menos, frena para pararse. Otra vez de 3 a 4, mds o menos, empieza
a acelerar otra vez alrededor de 5 a 6, mds o menos frena.

18 -M: Y después acelera otra vez.

19 -C: Exactamente aqui estd acelerando. Seria de 6 a 8 estaria frenando. La
velocidad seria negativa y ademds estaba frenando para pararse en el 8, en el tiempo
igual a ocho. Entonces, a partir de tiempo igual a 8, aceleraria. Que luego ya, una vez
por ejemplo a partir de 10, sigue acelerando, pues no lo sabemos, bueno si que lo
sabemos porque si aqui el movimiento, la aceleracion ya seria constante, esta grdfica
seria asi. Es decir la grafica a partir de tiempo igual a 10, ya seria una recta, como no
es una recta tedricamente, es una curva exponencial, sabemos que estd acelerando en
todo momento porque la velocidad no es constante, si fuera constante nos daba una
recta y en los otros casos, pues lo mismo. Entonces, la tercera derivada punto cuatro;
la tercera derivada de la variacion instantdnea de la aceleracion, la tercera derivada
que era el tiron, jos acorddis?, es decir la derivada de la aceleracidn. ;Tenia el valor
0 en algun instante?, jen cudntos?, ;por qué?, ;qué hemos dicho antes?, ;dénde es la
tercera derivada si el tiron o como se llama cuando la tercera derivada es 0?.

20 -M: Donde la segunda y la ...

21 -C: La segunda, lo otro ya son consecuencias. Donde la segunda es cero, es
decir donde la aceleracion, lo que hemos dicho antes, es cero.

22 -M: O donde la velocidad es 0, jno?
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23 -C: Exactamente. Claro, eso era por esto. O cuando la aceleracion es 0 que
si que si se cumple lo que ti dices, que cuando la aceleracién es 0 es por que la
velocidad es 0 o es constante. Pero nos quedamos solamente aqui. O cuando la
aceleracion es 0 o cuando la deceleracién es constante. Es decir la aceleracién
sabemos que es constante, seguro, seguro, porque los otros no lo sabemos muy bien,
porque como no es una grdfica muy larga. A partir de 10, seguro que la aceleracién es
constante. Porque aqui, ya no se vuelve a parar ni se vuelve a hacer nada ¢y cuando
es 07, pues cuando el movimiento estd a 0 que seria en tiempo igual a 0.

24 -A: En los puntos de ...

25 -C: Justo, exactamente, en los mdaximos y en los minimos.

26 -A: No, en los mdximos y en los minimos no.

27-M: En8en.

28 -C: §i, justo en el mdximo y en el minimo, quiere decir que ahi se ha parado
totalmente. No que se estd parando, sino que se ha parado entonces.

29 -M: En el 8 también es 0.

30 -C: Exactamente, entonces en tiempo igual a cero, tiempo igual a tres,
tiempo igual a ocho y a partir de tiempo igual a diez, suponemos que la aceleracion es
constante entonces también. Bueno eso ya suponemos, no podemos asegurarlo. En los
otros tres puntos, si lo podemos asegurar, jvale? jen cudntos? ;por qué? Ya lo hemos
dicho, ;por qué?, porque la aceleracién es 0 o se mantiene constante o lo que es lo
mismo, la segunda derivada es 0, la segunda derivada es 0, cuando se mantiene

constante o cuando la velocidad es 0, la aceleracién, perdon. Y ya estd.
Analisis de las verbalizaciones

Analizamos los intercambios verbales que han ocurrido en los episodios de

aprendizaje del equipo B1 en la situacién 4(4).

Verbalizaciones Alicia Carlos Mercedes
1 E(0)
2 DA(1)
3 EA(0)
4 DA(1)
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5 PA(0)
6 DA(1)

7 UAR(1)
8 DA(1)

9 1(0)
10 E(0)

1 DA(1)
12 DA(1)

13 PA(0)
14 E(0)

15 1(0)
16 E(0)

17 E(0)

18 EA(0)
19 E(0)

20 E(0)
21 E(0)

22 E(0)
23 E(0)

24 PA(0)

25 E(0)

26 DA(1)

27 E(0)
28 E(0)

29 EA(0)
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30 E(0)

X 0.1 0.1 0.1

Tabla 5.38. Verbalizaciones producidas por el equipo B1 en la situacién 4(4).

La discusién ha producido los mismos beneficios para todos los integrantes del
equipo. Observamos que Carlos cae en largas emisiones donde en muchos casos se va
contestando a si mismo, esto no parece producir ningun beneficio hasta que no sea
capaz de entrar en conflicto con sus concepciones. Dentro de estas emisiones hay una
frase significativa que se repite, “La curva es exponencial cuando el espacio va
aumentando, cuando crece” (asocia la grafica de la funcién exponencial con las

graficas de las funciones crecientes, o al menos un cierto aspecto del crecimiento).

* E-B2

Episodio de aprendizaje

1 -J: Yo creo que va marcha atrds en los intervalos donde decrece, por
ejemplo, del 3 hasta el 8.

2 -MJ: ;Y por qué no puede ser de 5 a 8?

3 -J: Porque el 5 desde antes ya ha empezado a decrecer, o sea desde el 3,
entonces tiene que ser en el 3.

4 -F: Y los intervalos, cuales serian? ;Los intervalos donde la velocidad es
positiva serian ...?

5-J:De0a 3.

6 -F: Yde 8 a 10, entonces negativa seria ...?

7-J: Y negativa de 3 a 8 porque es donde la funcién decrece.

8 -F: Los intervalos donde la aceleracién es positiva y donde es negativa.

9 -J: Sera positiva donde la derivada de la Juncién va creciendo y serd
negativa donde la derivada de la funcién va decreciendo.

10 -F: La aceleracion es la derivada de la velocidad ¢no? /I Serd positiva
donde la funcion velocidad crece, y negativa en los intervalos donde la Juncion
velocidad decrece.

11 -MJ: ; Entonces seria igual al intervalo anterior?
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12 -F: No, seria positiva de cero a dos porque la funcion velocidad crece y
también de seis a diez porque la velocidad también crece. Seria negativa de dos hasta
seis mas o menos, donde la velocidad va decreciendo.

13 -MJ: ;Creéis que toma el valor cero en algun instante la tercera derivada
de la aceleracion?

14 -J: En los maximos y los minimos de la funcion aceleracion ;no?

15 -MJ: Si, porque la funcion crece y decrece ...

16 -F: Donde cambia de positiva a negativa (se refiere a la tercera derivada).

Tiene que pasar por el eje de las X.
Analisis de las verbalizaciones

Analizamos las verbalizaciones producidas en el episodio de aprendizaje del grupo B3.

Verbalizaciones Maria José Agueda Francisco Josefa

1 DA(L)

2 PA(0)

3 DA(1)

4 1(0)

5 DA(L)

6 UAR(1)

7 DA(1)

8 1(0)

9 DA(L)

10 UAR(1)

11 E(0)

12 DA(1)

13 1(0)

14 DA(1)

15 UAR(1)
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16 DA(1)

X 0.1 0 0.3 0.4

Tabla 5.39. Verbalizaciones producidas por el equipo B2 en la situacién 4(4).
Josefa es quien obtiene mayor provecho de esta discusién, en el sentido de ser
ella quien, en la mayorfa de los casos, argumenta en forma satisfactoria més niimero de
emisiones. Francisco, por su parte, utiliza las ayudas recibidas por Josefa y avanza en
forma positiva en la solucién del problema consiguiendo una buena puntuacion. En

tanto que Agueda permanece, claramente, ajena a la discusién.

= E-B3

Episodio de aprendizaje

1 -E: Creemos que llega hasta el tiempo tres, avanzando, Yy recorre unos

cuatrocientos metros y en el punto tres empieza marcha atrds porque empieza a
desandar el camino recorrido hasta llegar a cero y sigue marcha atrds recorriendo un
espacio negativo hasta —1000 m, que es el punto ocho, el momento ocho y en el
momento ocho vuelve a ir hacia delante porque recorre otra vez el camino desandado
hasta llegar a cero y comienza un camino nuevo.
Sobre el apartado 2, tenemos dos teorias. Una es que pensamos que la velocidad serd
negativa en todos los puntos en que el coche vaya marcha atrds, siempre que el coche
vaya marcha atrds serd la velocidad negativa y cuando vaya hacia delante pues la
velocidad es positiva.

2 -DR: Y la otra teoria es que aqui en el punto tres, el punto que tiene un
mdximo hasta el ... cinco. En ese primer intervalo pasa por encima de X, al hacerle la
derivada a la ecuacidn de la posicion la velocidad va a salir positiva y ... Por debajo
del eje X, cuando el espacio es negativo, el desplazamiento es negativo, al hacer la
derivada se sabe si la velocidad es negativa, ;no?

3 -M: Entonces ti dices que en el tiempo ;diez? La velocidad es negativa

4 -DR: Ahi esta.

5-M: Y, ;por qué?. Pero de ocho a diez, ;por qué es negativa?

6 -E: Porque estd por debajo de la X.
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7 -DR: Claro, y al hacerle la derivada a la ecuacion de la posicion también te
va a salir negativa, jno?

8 -P: Yo creo que es positiva en los puntos donde crece y negativa donde
decrece. La derivada de la velocidad sabemos que tiene puntos cero en los mdximos
de la posicion... donde crece es positiva, donde decrece es negativa y asi
sucesivamente. Aunque también la otra...

9 -E: Es que también al ser la derivada negativa, pues ...

10 -DR: Puede ser que se nos esté escapando algo, no lo sé.

11 -P: 4 lo mejor.

Apartado 3)

12 -DR: Pues lo mismo que dijimos antes, jno?

13 -E: Digo yo que serd lo mismo.

14 -M: Cuando la velocidad es negativa la aceleracion también serd negativa,
;no?

15 -DR: Mantienes la teoria de antes, ;no? Si//

Apartado 4)

16 -M: Donde la posicion es cero logicamente tiene que ser cero. Es lo mismo
que hemos dicho antes. Teniamos dos mdximos, ;no? Y si eran cero, pues luego en la
Jposicion? Y en la derivada también tienen que ser cero, aunque no hubiera maximos.
Entonces aqui es cero ... Donde la velocidad sea cero.

17 -E: ... por que la posicion no es cero, la posicion pasa por cero.

18 -P: Si, pasa por un punto ...

19 -E: Y en un instante es cero pero no para ... aunque la aceleracion pase

negativamente.

20 -P: i, yo creo que en posicion cero la velocidad es cero.
21 -E: Claro.

22 -DR: Eso es seguro. Cuando la velocidad es cero, la aceleracion serad cero.

Analisis de las verbalizaciones

A continuacién, analizamos los intercambios verbales que han ocurrido en los

episodios de aprendizaje del equipo B3 de la situacion 4(4).
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Verbalizaciones

Daniel

Purificacién

Marta

Elena

1

DA(1)

2

E(0)

PA(0)

E(0)

PA(0)

E(0)

E(0)

DA(1)

PA(0)

10

PA(0)

11

EA(0)

12

E(0)

13

EA(0)

14

PA(0)

15

1(0)

16

E(0)

17

PA(0)

18

EA(0)

19

DA(1)

20

E(0)

21

EA(0)

22

E(0)

X

0

0

0

0.1

Tabla 5.40. Verbalizaciones producidas por el equipo B3 en la situacion 4(4).
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Notamos, a lo largo de la discusi6n, falta de precisién en el lenguaje, lo cual
consideramos como una dificultad adicional a la hora de avanzar en las interacciones
verbales. Ademas, percibimos poca conviccién al momento de argumentar y defender
sus propias posturas, como resulta evidente en el caso de Purificacion, quien al tratar

con el teorema factual no logra superar una de las causas. Solo Elena obtiene una
puntuacion minima.
o SITUACION 5(9)

Ciertos pardsitos se reproducen a gran velocidad; para exterminarlos se estd empleando un
medicamento nuevo. De forma experimental se halla que la velocidad de cambio en el nimero de

pardsitos vivos con respecto al tiempo t (en semanas) puede expresarse como:

N'= 6000¢% —75t*.

Predecir, utilizando la serie de Taylor, cudntos pardsitos habria en el tiempo t si originalmente
hay 3000.

» E-B1
Episodio de aprendizaje
1 -C: Tenemos tres datos que son: N’, que ya nos la han dado, N en el tiempo
0, que es 3000, y N’, porque nos han dado N’ en el tiempo 0, que es N'(0) = 0.
2 -A: Si, y yo tengo otro dato también, que es ty que es 0.

3 -C: Claro,... a ver... jAh! Pues yo creo que tu lo has sacado diferente de
como lo he sacado yo... bueno, es igual,; entonces,... hallariamos la primera derivada,
que ya la tenemos, y la calculamos en 0, que ya la tenemos: es N'(0) = 0; luego la
segunda a partir de la primera, que seria 12000t - 300¢. Cuya segunda derivada en
cero N'’(0) es 0; la tercera, igual, que seria 12000 — 900£, y N**°(0), 1200 ...

4 -A: 12000.
5-C: ;120007
6 -A: Si, si, se esta calculando en 0.

7 -C: jAh! Claro, si, perdén. N = -1800t, ;no?, y calculada en 0, N?(0) = 0,
y N =-1800, y seria N (0) = -1800.

8 -A: Exactamente.
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9 -C: Bien, entonces ya sustituimos directamente en la serie de T aylor, y seria:
SO O)(t-0)+(0)(1-0)*/21+ .., y sustituyendo nos da que ...

10 -A: Bueno los 0 los quitamos, y nos da: N@) = 3000 + 120008 / 3! —
18007 /5.

11 -C: Me he comido un 0, si...pero bueno, sale bien (el resto de la expresion),
... 120007 , serian 2000 ...,12000/3! que es 12000/6=2000. Bien, la situacion cinco

era facil.
12 -A: Bueno... pero ahora, haciendo las cuentas, sale 20008 — 15¢ + 3000,

13 -C: Exactamente, si derivamos para ver si nos sale, seria exactamente
60007 — 75¢" Justo la primera derivada que nos han dado. Esto entonces representa ...
(qué es lo que representaba?, la velocidad de cambio en el nimero de pardsitos.
Analisis de las verbalizaciones

A continuacién analizamos las verbalizaciones que se han producido en el

equipo B1 para la situacion 5(9).

Verbalizaciones Alicia Carlos Mercedes
1 DA(1)
2 DA(1)

3 DA(1)
4 DA(1)
5 PA(0)
6 DA(1)
7 DA(1)
8 EA(0)
9 DA(1)
10 DA(1)
11 DA(1)
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12 DA(1)
13 DA
;C 0.4 0.4 0

Tabla 5.41. Verbalizaciones producidas por el equipo B1 en la situacioén 5(9).

Notamos que Mercedes se ha mantenido al margen del trabajo que fueron
llevando adelante Alicia y Carlos. Estos ultimos, con un didlogo muy fluido y mucha
colaboracién, como se observa de los resultados, fueron resolviendo en forma

satisfactoria la situacion-problema planteada.

= E-B2
Episodio de aprendizaje

1 -AG: Tendremos que calcular la funcién N(t) sabiendo que N’ = 6000¢-75¢*
y que la funcion sustituida por cero es igual a tres mil.

2 -MJ: Para hacer este ejercicio usamos el Teorema de Taylor que dice:

fB)=fl)+f (a)(b-a)/1!+ [ (a)(b-a)/2!+...+ [ (a)(b-a)/n!~+ [ (c)(b-a)/(n+1)!.
Consideramos b variable, que es el tiempo, y desarrollamos la serie en a=0.

3 -F: Pues, para desarrollar la serie, el primer término que tenemos es N igual
a cero y lo tenemos como dato en el ejercicio que es igual a tres mil, por lo tanto, el
primer término de la serie serad tres mil.

4 -J: La primera derivada serd 6000¢-75¢* y sustituyendo por cero da cero, y
la segunda derivada de t es igual al2000t-300F | y si lo sustituimos por cero también
nos da cero.

5 -MJ: La tercera derivada es 12000-900¢ y si lo sustituimos por cero nos da

12000.

6 -F: La cuarta derivada es -1800t, que si sustituimos por cero ésta derivada
nos da cero.

7-J3: Y la quinta derivada es —1800, que sustituyendo por cero da —1800.

8 -AG: Ya, a partir de aqui, no podemos seguir derivando.

9 -F: Bueno, pues ya la tenemos, pues ahora lo unico que tenemos que hacer es

sustituir los datos que tenemos en la formula y obtendremos N(t) que serd igual a
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N() = 3000+0/11+0¢/21+12000£/31+0/¢'/41-1800¢/5 .
10 -MJ: En total es N(t) = 3000+2000£-15¢.
11 -F: Pues ya, sustituyendo cualquier valor de t en la funcion que hemos

obtenido al final, sabemos el nimero de pardsitos que hay en cada tiempo.

Analisis de las verbalizaciones

Analizamos a continuacion las verbalizaciones producidas por el equipo B2

para la situacién 5(9).

Verbalizaciones | Maria José Agueda Francisco Josefa
1 DA(1)
2 DA(1)
3 DA(1)
4 DA(1)
5 DA(1)
6 DA(1)
7 DA(1)
8 E(0)
9 DA(1)
10 DA(1)
11 DA(1)
X 0.3 0.1 0.4 0.2

Tabla 5.42. Verbalizaciones producidas por el equipo B2 en la situacién 5(9).

La discusién ha sido bastante participativa. Observamos que es Francisco el
que mas verbalizaciones con aciertos ha producido; por lo tanto, es el que obtiene
mejores resultados. Agueda, con dos verbalizaciones, de las cuales una ha sido emitida
con poco acierto, obtiene menor puntaje. Observamos su emisién tomada textualmente
ya que es bastante ilustrativa: “Ya, a partir de aqui, no podemos seguir derivando”

(las derivadas toman el valor cero).
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= E-B3
Episodios de aprendizaje

1 -M: Como nos da la primera derivada y nos dice que cudntos pardsitos
habrd en un tiempo t si al principio habia 3000, pues he sacado la funcion sin derivar
que es: 2000£-15+3000 y a partir de ahi de la primera derivada ya sacas todas
hasta que llegas a N = -1800 que ya su derivada es cero y ya para la serie de Taylor
no te sirve.

2 -DR: No se puede seguir derivando.

3 -M: Yo planteo la serie de Taylor y ya no sigo. Ya no he seguido porque ya
tienes dos incognitas, x, que es el numero de pardsitos y t que es el tiempo, pero como
no tienes un tiempo determinado entonces no lo puedes calcular.

4 -E: Yo he puesto como funcion inicial N(tg) = 3000N,.

5 -M: Que Ny seria la primera derivada y luego 3000.

6 -E: ;Pero como Ny va a ser la primera derivada?

7 -M: Lo que dijimos ayer.

8 -E: Bueno, luego hacemos la primera derivada y ya se incluye en la serie de
Taylor.

9 -DR: Creo que se ha quedado muy claro eso.

10 -P: Bueno, pues hemos hecho la primitiva de la funcion N’y hemos tenido
que la funcion sin derivar seria 2000¢-15£+3000; luego hemos ido sacando las
derivadas que nos dan: N’ = 6000¢ —75t4; N’’ = 12000t 300 SN =1 2000—900t2;
N® = _1800t y N? = —1800; luego ya la sexta derivada valdria cero y ya no se
incluiria en la serie de Taylor. Y una vez que tenemos estos datos los incluimos en la
serie de Taylor y tendriamos la funcion polinomica de N en cualquier tiempo.

11 -M: Eso nos queda:

N = (2000£’-158 +3000)+(60008-75¢*) (x-1)/1+(12000t-3008) (x-1)*/21+

(12000-9008") (x-1)°/31+(-18008) (x-t)*/41+(-1800) (x-1)°/5 !

y N no la hemos puesto porque es cero y ya ..
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Analisis de las verbalizaciones

Verbalizaciones Daniel Purificacion Marta Elena
1 E(0)
2 E(0)

3 E(0)

4 E(0)
5 E(0)

6 PA(0)
7 1(0)

8 E(0)
9 EA(0)

10 E(0)

11 E(0)

X 0 0 0 0

Tabla 5.43. Verbalizaciones producidas por el equipo B3 en la situacion 509).

Las verbalizaciones que se han producido en este grupo han sido evidentemente
poco satisfactorias a los fines de construir un nuevo conocimiento, segun lo hemos
explicitado a lo largo de la tesis. Se han encerrado en la idea de “hallar la primitiva, ya
que la integral es la operacion inversa a la derivada”. Creemos pues, que no se ha
interpretado el problema por cuanto tampoco han logrado dar un sentido al resultado

que han obtenido y por cierto no han desarrollado o utilizado con sus propios medios

la nocién de prediccidn.

o SITUACION 6(6)

Desde la terraza de un edificio de altura s, se lanza una pelota hacia arriba con una velocidad
inicial V. Esta situacion viene descrita por la siguiente ecuacion diferencial:

s =-g,  dondeg es la aceleracién de la gravedad.
Predecir la posicién de la pelota para cualquier instante t, es decir, hallar la expresion de s(f).

Utilizar como herramienta de prediccion la serie de Taylor.
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» E-B1

Episodio de aprendizaje

bl

1 -C: Tenemos la segunda derivada, s’ = —g, s en ty, es decir s en el primer
instante, que es sg, y s'(0), que nos la da el problema porque el problema nos dice que
la velocidad en ty es igual a vy, y como la velocidad es la primera derivada de la
ecuacién s(t), que es lo que nos piden, pues directamente ya s’(0) es v,
independientemente de lo que sea s’ en cualquier instante (s'(t)), luego hallando la
tercera derivada en 0 (s’°°(0)), seria igual a 0, ;por qué? puesto que no hay ninguna
variable, y por tanto se nos va a quedar 0 al derivar; es el ultimo término que

necesitamos saber ya para hacer la serie de Taylor ..., como s’ nos dicen que es -g,
s"’(0) serd 0, porque como no hay ninguna variable t, es decir, -g es una constante, y
ya directamente seria 0 (al derivar). No, en esto me he equivocado, a ver...

2 -A: Es que esto seria una constante...
3 -C: No, estd bien, si, es que he hecho la tercera primero y luego la segunda...

Luego ya directamente con todo esto, sustituimos y obtenemos la serie de Taylor, que
seria: s(t) = fla) + f(a)(t-a) / 1! + f (@) t-a)* / 2! + £ "(a)(t-0)’/3! + ... etc., siendo a
= (. Entonces ya sustituimos y obtenemos: s(t) = f(0) + f(0)t + f (0)F/2+ .. etc., que
en nuestro caso. s(t) = sp+vp t-1/2gt y ya estd. La dificultad que tenia este problema
era que no nos daban informacion suficiente como para hallar las derivadas
genéricas, esto es, las derivadas en cualquier tiempo, derivadas en funcion de t, pero
como nos daban directamente la derivada que nosotros queriamos, que era la
derivada segunda, en t,, y la primera, también en ty, que era la vy, ademds del primer
termino, sg, pues con eso ya hallariamos la serie de Taylor; como la derivada segunda
era una constante, con eso ya sabemos que la derivada tercera es 0, unico término que
teniamos que hallar para completar la serie de Taylor. El primer término es igual a sy,
el segundo término, la primera derivada en t), que es igual a vy, y el tercer término, la
tercera derivada en ty, que es igual a -g.

4 -A: Ademas fijate que esto es un ..., una ecuacion de éstas de fisica.

5 -C: Exactamente, seria ...

6 -A: Espacio mas ...

7 -C: 81, si, la ecuacion de un movimiento rectilineo y acelerado jno? Bueno,

no sé seguro si serd rectilineo pero aceleracion si que tiene porque tiene t* ...
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8 -A: 81, eso es.

Analisis de las verbalizaciones

Analizamos las verbalizaciones producidas por el equipo B1 para la situacién 6(6).

Verbalizaciones Alicia Carlos Mercedes

1 DA(1)

2 DA(1)

3 DA(1)

4 DA(1)

5 EA(0)

6 PA(0)

7 DA(1)

8 EA(0)

;C 0.3 0.4 0

Tabla 5.44. Verbalizaciones producidas por el equipo B1 en la situacién 6(6).

Observamos que Mercedes no toma parte en esta discusion, en tanto que Alicia
y Carlos van construyendo de forma satisfactoria la solucién al problema. Al final, nos

parece que con sorpresa y alegria se dan cuenta de que han obtenido una ecuacién

conocida de las clases de Fisica.

» E-B2

Episodios de aprendizaje

1 -AG: Primero tenemos que calcular la funcion posicién de la pelota y para
ello lo que el problema nos da es la segunda derivada que es igual a -g que es la
aceleracion de la gravedad y también podemos saber v y s a partir del enunciado.

2 -MJ: Entonces tenemos que la segunda derivada es la aceleracion, que es -g

(la gravedad) y al sustituirla por cero da —g. La primera derivada es la velocidad yal
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sustituirla por cero da la velocidad inicial, vo. La funcion posicion, al sustituirla por
cero da la posicion inicial que es Sg.

3 -F: La tercera derivada de s(t) es igual a cero, y todas las demas derivadas
que siguen también serian iguales a cero. Entonces tenemos que al sustituir en la serie
de Taylor s(t)=s(0)+s (0)/i/11+s” (0)F /2!,

4 -MJ: Entonces el resultado final seria que s(t) = so+ vq t-1/2gt.

5 -F: Y sustituyendo cualquier valor de t en la funcion posicion podemos saber

la posicion de la pelota en cada instante.
Analisis de las verbalizaciones

Analizamos los intercambios verbales que se producen en el equipo B2 en la

situacion 6(6).

Verbalizaciones | Maria José Agueda Francisco Josefa
1 DA(1)
2 DA(1)
3 DA(1)
4 DA(1)
5 DA(1)
X 0.4 0.2 0.4 0

Tabla 5.45. Verbalizaciones producidas por el equipo B2 en la situacion 6(6).

En este caso es Josefa quien se mantiene al margen de la discusién. Sus
compaiieros, cuyas emisiones en todos los casos son satisfactorias, obtienen un buen

puntaje, aunque son Maria José y Francisco los mas favorecidos pues son los que mas

participan en un cierto sentido.

= E-B3

Episodios de aprendizaje

1 -DR: Bueno, aqui es lo que dijimos de lo de la ecuacion de fisica ... aquélla

que era: s(t) = sgtvet-1/2at’, que al derivarla quedaba: s’(t) = vp—at. Y al hacer la
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segunda derivada ya quedaba la aceleracion negativa, lo mismo que nos da en el
problema.

2 -E: Entonces en la serie de Taylor incluimos la funcion primitiva inicial, la
Jormula del espacio, la primera derivada y la segunda derivada ya no se podria
derivar, ;jno? Seria una serie de Taylor de tres ...

3 -P: De tercer grado.

4 -DR: ;Entonces, mds o menos, como quedaria la serie de T aylor? //

5 -M: Quedaria s(t) = sg+vyt-1/2at*+ vy—at por ...

6 -E: Por x-t creo yo que seria.

7-M: ¢x aqui qué seria?

8 -P: Porque en el otro ejercicio era el mimero de parasitos // En el otro
gjercicio x seria el numero de pardsitos pero aqui en este problema ;qué es lo que
seria x? ;qué es lo que nos daria? Eso es lo que no sé. Si nos daria la altura, o la
velocidad o qué.

9 -E: Esa x que no sabemos cudl ... ;qué valor seria en esta Sfuncién?

10 -DR: Pero es que aqui creo que no tendriamos por qué poner x. Tenemos
que las incognitas son syy la s.

11 -M: Yo creo que puse s,y t.

12 -DR: Claro, yo creo que x tampoco hay que ponerlo, Yo creo que hay que
poner a t que es una de las incdgnitas que dependiendo del tiempo pueden tener un ...
¥ la posicion va a ser la otra incdgnita que es s, o .

13 -E: Pero tu piensas que x es una funcién. T cuando pones f(x), x es una
Juncion, no es un nimero como a. Y aqui s, y v, son niimeros.

14 -DR: s, ti lo puedes poner como x,, también, y s, también es una Sfuncion.
¢Entiendes lo que te digo?

15 -E: No es una funcion porque tii cuando derivas te queda, se te va entero, se
te va s,. Se queda 0 ahi.

16 -P: Pero eso se te va porque no estd en funcion del tiempo.

17 -E: Pues eso, pero es un nimero, no es una funcion. Es que aqui en cambio
si derivas se queda 1. Si tii tienes x, aqui derivas y se queda 1.

18 -M: Tenemos que buscar un nimero ... Lo que no sabemos es el niimero ése

que tiene que ser.
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19 -E: Claro, si estamos de acuerdo, si es lo que yo he dicho. Seria cualquier
numero menos t.

20 -P: No sabemos si va a dar la posicion, o va a dar la velocidad o qué es lo
que se va a tomar para ponerlo ahi.

21 -E: Bueno, pues ponemos a, porque si no lo sabemos ponemos como si fuera
a. Tenemos a ... Bueno, pues sigue.

22 -M: A ver, quedaria lo siguiente:

s(t) = sotvot-1/2at’ +vo-gt(t — x)/11+(-g)(t — x)*/21.

Y luego ya no se puede seguir porque ya es —g.

23 -DR: Y es una constante y al hacer la derivada queda 0, jno?

24 -P: Bueno, pues la g se queda 0 porque creemos ...

25 -DR: Cero no, negativa.

26 -P: Es negativa, perdon, porque creemos va en contra del movimiento, que
lo impide, jno?

27 -DR: Depende también de como tomemos el origen del movimiento.

28 -P: Si.

29 -DR: Que aqui al ser la aceleracion 0 quiere decir que la ..., el punto de

origen es el suelo.

30 -E: Claro.

31 -DR: /No? Que depende también de si tomamos, por ejemplo, el punto de
origen a 20 metros del suelo, entonces ahi varia ...

32 -P: Y, porque si tomamos como punto de origen la velocidad que alcanza la
pelota, pues a partir de ese punto, en el que se para, ya la aceleracion seria positiva
" porque facilitas el movimiento. Va cayendo, entonces seria positiva.

33 -DR: Eso depende de donde se tome el punto de ...
34 -P: El origen.

Analisis de las verbalizaciones

Analizamos los intercambios verbales que se producen en el equipo B3 en la

 situacion 6(6).
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Verbalizaciones Daniel Purificacion Marta Elena

1 DA(1)

2 E(0)

3 EA(0)

4 PA(0)

5 E(0)

6 E(0)

7 PA(0)

8 PA(0)

9 PA(0)

10 E(0)

11 E(0)

12 DA(0)

13 DA(1)

14 E(0)

15 E(0)

16 DA(1)

17 E(0)

18 PA(0)

19 E(0)

20 E(0)

21 1(0)

22 E(0)

23 EA(0)

24 EA(0)
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25 PA(0)

26 E(0)

27 E(0)

28 EA(0)

29 E(0)

30 EA(0)
31 PA(0)

32 E(0)

33 E(0)

34 EA(0)

X 0 0 0 0

Tabla 5.46. Verbalizaciones producidas por el equipo B3 en la situacién 6(6).

La larga discusion mantenida por este equipo no nos ha arrojado resultados
positivos. Creemos que ello se debe a que tienen dificultades para reconocer las
condiciones iniciales del problema, pero mas aun, al parecer no pueden determinar las
variables que intervienen en la solucidén. Observamos, por ejemplo, alguna de las
expresiones textuales que creemos son muy significativas: “Tu cuando pones f{x), x es

una funcion, no es un numero como a’.

o SITUACION 7(7)

Desintegraciéon de elementos radiactives. El radio se desintegra a una velocidad

proporcional a la cantidad presente, es decir:

R'= —kR(t)

. donde k es una constante positiva llamada constante de desintegracion. El signo negativo indica que
dicha velocidad es cada vez menor, al haber menos cantidad de elemento a medida que transcurre el
tiempo.

Supongamos que en ty, =0 se tiene R, gramos de radio. Se desea predecir la cantidad de

radio presente en cualquier instante posterior t, es decir R(¥). Utilizar como herramienta de prediccidn

la serie de Taylor.
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= E-B1
Episodio de Aprendizaje

1 -C: (Lee la situacion 7). Entonces, Alicia has hecho el desarrollo matematico,
o sea, como hay que hacerlo, sacando las derivadas, y haciendo la serie de Taylor, y
yo como en la segunda derivada ya me perdia un poco lo he ido haciendo un poco en
funcion del significado de esta ecuacion. Explicamelo tu primero porque yo te puedo
explicar lo que significa la ecuacion final.

2 -A: Bueno, pues tenemos R’(t) que es igual a —kR(t) y luego también sabemos

que R en ty es 0, como dice ahi ;jno?; entonces vamos a hacer las derivadas, la R’
seria —k por R".

3 -C: R'(1), si, éste es el paso en el que me pierdo precisamente, de la R’ a la

R’’, porque si a mi me dan como antes una ecuacion normal, o sea, una derivada que

sea un polinomio normal de grado lo que sea, puedo ir haciéndolo, pero cuando en el

., en la ecuacion de la primera derivada me sale la expresion de la primera

ecuacion, sin ningun termino en concreto //, ahi es donde me pierdo.

4 -A: Si, porque la derivada de R(t) seria R’, pero a su vez la R’ es —kR(t),
entonces seria I°R(t); y asi ya todas, y todas elevadas a su ..., subiendo un grado a la

k.

5-C:OseaR’K,R"E, porque se iria multiplicando al anterior por -kR(t)

otra vez.
6 -A: Exactamente.

7 -C: ¢Pero no seria entonces —kR(t) todo elevado al cuadrado?jAh! no es
verdad, seria (-k)(-kR(t)), y la otra seria (-k)(-k)(~kR(t)), si ya te entiendo, es que
multiplicas -k no -kR(t) otra vez.

8 -A: Exactamente, y luego ya R’(t,), pues -kR(ty) pero R(ty) hemos dicho que
es Ry, y asi ya todos.

9 -C: Ah ... ya vale, y a partir de ahi entonces ya sacariamos la ecuacion de

Taylor.
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10 -A: 87, ya sustituimos en la serie, entonces seria: Rg—kRo(t-to)+k2Ro(t-t0)2/2!

..., bueno y vas cambiando el Signoy ...
11 -C: Pero al final la ecuacion que tienes es diferente.

12 -A: Si, si, sacamos factor comun Ry y sale Ry(1 -k(t-t0)+(k2 (t—t0)2/2 D).y

eso, lo que multiplica a Ry es & ™.

13 -C: O sea, que la ultima funcion que obtenemos responde al patrén del

desarrollo de la exponencial, ;no?

14 -A: Exactamente.

15 -C: Yo lo que habia hecho era tomar la primera, —kR(t), y que R(0) = Ry,
desde ahi he empezado a hacerlo, pero obviamente ... , o sea, me he perdido en algo,
he pensado que era, en vez de —kR’(t), —kR(t)R’(t), entonces era lo que a mi no me
salia, o sea me perdia, y luego sustituyendo Ry, me da —kRyR’(0) y salia 0, y luego la
tercera también me salia 0, porque hacia mal ese paso. Entonces lo que yo intenté fue
deducir un poco en funcion de qué era lo que significaba aquello; sabemos que la
ecuacion lo que nos mide es lo que nos va quedando de un elemento que se va
desintegrando, por tanto la ecuacion tiene que responder a una grdfica que sea ... ,
que tienda a ... , cuando la x tienda a infinito, la funcion tendrd que tender a 0; y
cuando x tienda a 0, la funcion tiende a un valor en concreto, porque partimos de un
valor concreto y ese valor va disminuyendo, puesto que tendremos ... Yo fui
dibujandolo un poco, ;no?, tenia que si esto era el Radio, al cabo de un periodo de
semidesintegracion T , pues tendriamos la mitad de Radio, y la otra mitad que
corresponderia a lo que se ha desintegrado (a la vez que lo explica, elabora un
sencillo esquema en el que representa las proporciones de elemento nativo o “elemento
padre”, y el elemento al que ha quedado desintegrado o “elemento hijo™); y al cabo de
otro periodo, tendriamos, la mitad del radio que antes se ha desintegrado, mas la
. mitad del radio anterior que nos habia quedado libre, y asi sucesivamente, cada vez
- que pasara un periodo; entonces yo sabia que esto iba disminuyendo cada vez mds, e
iria tendiendo a 0. Entonces de aqui ya deduje que tenia que ser una serie de Taylor
que fuera infinita, es decir, que no fuera como la de los anteriores ejercicios que se

nos cortaba en la segunda o la tercera y ahi ya la teniamos, sino que siguiera hasta el
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infinito, puesto que cada vez se te iba la mitad, de ahi la mitad, y de ahi de nuevo la
mitad y asi sucesivamente.

Entonces dije, pues esto tiene que responder obligatoriamente a una funcion
que ya habriamos desarrollado antes, es decir, Seno, Coseno, Logaritmo o
Exponencial. Entonces fui eliminando: la del Seno no puede ser, porque tanto la del
seno como la del coseno son periodicas, lo cual indicaria que siempre se mantendra la
misma cantidad de Radio, y eso es imposible, o sea, que se desintegre del todo y luego
vuelva a regenerarse todo eso, como que no, entonces seno y coseno eliminados.

La del logaritmo, el logaritmo positivo es tal que asi (lo va dibujando), tiende a
infinito cuando x tiende a infinito. Y la del logaritmo negativo, también tiende a
infinito, por la izquierda , o sea, a —infinito, pero sigue siendo infinito, lo cual tampoco
nos vale.

Entonces me fijo en la de la exponencial; la normal, o sea, la exponencial
positiva €', tampoco me valdria puesto que también tiende a infinito, cuando x tiende a
infinito, la funcion también tiende a infinito; ahora, pensé, pero €™, seria justamente la
contraria, la que yo estoy buscando, entonces, tecricamente en el eje de las x, que
seria t, 0 sea que representaria a t, en tg tendriamos obviamente un valor, a partir del
cual va disminuyendo la mitad, y de ahi la mitad, hasta que tiende a 0; entonces de
aqui di por supuesto que era e la grdfica que yo buscaba. Claro, todo esto después de
hacer muchos calculos y dibujos representando el enunciado del problema, viendo si
podria responder o no a la primera derivada que nos dan. Entonces, de todo esto ya

/4 —k(1-1
saqué que era & "

, ca ver como te sale a ti? jAh! Pues yo he tenido un fallo, que he
omitido el término Ry, claro, como el término Ry, cuando derivamos la primera vez se
nos va porque seria 0 ... Bueno, yo saqué entonces en conclusion que seria e*

16 -A: Si, bueno mds o menos.

17 -C: Es decir yo voy razonando en funcion de qué es lo que significa esa
grdfica (esa ecuacion); y ahora es mds, ya una vez viendo la grdfica, que es R(t) = Ry
gt pienso que podriamos sacar también, incluso a cuanto equivale la k, si damos

un valor a Ry, para este caso en el que T =100 arios, puesto que cada elemento posee

un T diferente.
Analisis de las verbalizaciones

Analizamos los intercambios verbales que se producen en el equipo Bl en la
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situacion 7(7).

Verbalizaciones Alicia Carlos Mercedes

1 I(0)
2 DA(1)
3 ) PA(0)
4 DA()
5 | UAR(1)

B 6 - EA(0)
7 UAR(1)
8 DA(1)
9 - EA(0)
10 DA(1)
11 PA(0)
12 i)A(l)
13 UAR(1)
14 EA(0)
15 DA(1)
16 E‘A(rm
17 DA(1)
% 0.3 0.3 0

Tabla 5.47. Verbalizaciones producidas por el equipo B1 en la situacién 7(7).

Nos parece que la discusion entre Alicia y Carlos es muy productiva, ya que

ambos dan argumentos satisfactorios a fin de ir avanzando sobre la solucion del

problema, planteado en principio desde diferentes puntos de vista. Mercedes no

participa en la discusidn.
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= E-B2

Episodio de aprendizaje

1 -J: En el momento inicial ty = 0, entonces la cantidad del radio sera R(0) =
Ry. El desarrollo de la serie de Taylor es:

R(1) = R(O)+R(0)t/11+R ""(0)F/2!+ ... + R™(0)f"/n!+ R"V(c)(1-¢)" /in+1)1.

2 -F: Bueno, para empezar a sustituir en la serie de Taylor tenemos que ir
haciendo las demds derivadas. La primera derivada en t es la que nos da el enunciado
del problema, que es R'(t) = -kR(1), sustituyendo t por cero obtenemos que la primera
derivada en cero es - k R(0). Siguiendo asi, la segunda derivada seria —kR'(t) y esto
igual a (-kj(-k)R(t) e igual a K'R(1). Si sustituimos esto en cero, obtenemos que la
segunda derivada en cero seria K°R(0).

3 -MJ: La tercera derivada en t seria K'R’(t) = -I’R(t) y al sustituirlo por cero
serfa, R7'(0) = I’R(0). Luego, siguiendo con las derivadas sucesivas, hasta llegar al
término general, que seria R™ (1) = (-1)"K'R(1).

4 -AG: Y después sustituyendo todo esto en la serie de Taylor, obtenemos que
R(t)=Ra—Rot/ 1 +ICR o /21-IC R /314 +(-1) K Rt (-1 /R () (t-¢)" i+ 1) 1.
Y esto ultimo es el desarrollo de la serie de Taylor.

5 —F: Bueno, pues ya hemos obtenido la formula de R(t). Si sustituimos t por el
valor de tiempo que queramos podemos saber la cantidad de radio ... pues sustituimos

t por el numero y sabemos la cantidad de radio que hay en ese momento.

Analisis de las verbalizaciones

Verbalizaciones | Maria José Agueda Francisco Josefa
1 DA(1)
2 | DA(1)
3 | | DA( 1)
¢ DA(1)
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5 1(0)

X 0.2 0.2 0.2 0.2

Tabla 5.48. Verbalizaciones producidas por el equipo B2 en la situacion 7(7).

En este caso no se ha producido una verdadera discusion del problema; parece
que hubo coincidencia en cuanto a los conceptos, herramientas y métodos que debian

usar y por lo tanto sélo se limitaron brevemente a exponerlos.
= E-B3

Episodio de aprendizaje

1 -E: En R de ... Como funcion inicial en t) tenemos Ry. La primera derivada
seria la que nos da, pero en R ... la primera derivada en ty quedaria R(ty) = -kRy. La
segunda derivada en t quedaria R’'(t) = kR’, y en ty quedaria R’'(t;) = KRy Y la
tercera derivada en t seria R*’’(t)=-K’R’ o -I’R. Y la tercera derivada en t quedaria
R’'(ty) = -I’Ry.

2-DR:Y aqﬁz’ nunca sabemos cuando parar de derivar, ;jno?

3 -E: No, aqui no. Aqui hasta que tu quieras. Porque como los términos tienen
esta forma y lo unico que va aumentando es el exponente... Luego reemplazamos todo
en la serie de Taylor y quedaria R(t) = Ro+kRo(t~to) *K Ro(t—ty)*/21+K’ Ro(t—tg)/31 Y
podriamos continuar...

4 -DR: Que lo unico que hacemos de derivada a derivada es poner el ...
aumentar el exponente de la constante y multiplicarla por la Ryque es la ...

5 -P: Entonces aqui, ;jcudndo se pararia de ...? ;De qué grado seria la serie de

Taylor?

6 -E: Yo no sé qué grado, sé que la puedes derivar hasta donde quieras. Vas
aumentando el exponente ...

7 -DR: Entonces no se puede saber cuando termina, ;no? Si tii no sabes el
grado que tiene la funcién inicial.

8 -P: No sabes cuando va a comenzar a dar cero la derivada.

9 -DR: No sabes cuantas derivadas tiene.

10 -E: Claro, como la funcién inicial no es un valor, pues no lo sabes.

394




, Segunda experiencia: desarrolio y
Capitulo 5 analisis de las etapas de aprendizaje

Analisis de las verbalizaciones

Analizamos los intercambios verbales que se producen en el equipo B3 en la

situacién 7(7).

Verbalizaciones Daniel Purificacion Marta Elena
1 DA(1)
2 PA(0)

3 DA(1)
4 UAR(1)

5 PA(0)

6 DA(1)
7 PA(0)

8 E(0)

9 E(0)

10 E(0)
¥ 0.1 0 0 0.3

Tabla 5.49. Verbalizaciones producidas por el equipo B3 en la situacion (7).

Observamos que es Elena la que produce argumentos que permiten al grupo
avanzar en la solucién del problema. Podemos sefialar la falta de precisién en el
lenguaje, por ejemplo, cuando dice “como la funcidn inicial no es un valor” al
referirse a la condicion inicial. También podemos destacar que tratan de determinar en
qué momento los términos de la serie comienzan a ser constantes. Hacen la analogia
con las anteriores situaciones-problemas donde las series a partir de un cierto término

toman el valor cero. En esta discusion Marta no interviene.
5.3 - ETAPA DE INSTITUCIONALIZACION

La etapa de institucionalizacién fue trabajada, como dijimos anteriormente,
por medio de entrevistas personales. En ella se emple6 una hora de trabajo con cada

alumno. Nos basamos en las producciones personales y en equipo obtenidas por los
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estudiantes en las etapas anteriores. De manera que se indagd y discuti6 basicamente

sobre aquellas ideas y conceptos que a nuestro juicio no se habian logrado construir

adecuadamente. A continuacién hacemos una exposicién de las mismas:

- La gréfica que representa el fendmeno presentado en la primera situacién-problema
es y = x, “la grdfica forma un dngulo de 45 grados”. Esta idea es compartida por
todos los alumnos. Aqui evidentemente se detecta una dificultad en el concepto de
proporcionalidad, que se pone de manifiesto al suponer que la constante de
proporcionalidad vale uno. Se discutié sobre cuales son los parametros que tienen
influencia sobre la pendiente de la recta y de qué manera deben cambiar para que
varie dicha pendiente. Este hecho no fue planteado ni tomado en cuenta por los
estudiantes en ninguna de las etapas anteriores.

- Cuando representan los datos de la tabla en un par de ejes ¢ — s unen los puntos a
través de segmentos de lineas rectas. La explicacion es siempre la misma “el
movimiento es rectilineo”; evidentemente confunden la funcién posicién con la
trayectoria del mévil y el espacio recorrido. Este hecho es expuesto explicitamente
por Carlos durante el trabajo en equipo (B1) sobre la situacion 3(2).

- Otro obstaculo se manifiesta con el tratamiento del concepto de velocidad, el cual
se interpreta, segin la mayoria de los estudiantes, simplemente como “el espacio
dividido por el tiempo” y que es consecuencia de los dos teoremas factuales que
hemos detectado anteriormente. Por otro lado, creemos que lo anterior se debe a
que las nociones de variacién y cambio no se hallan suficientemente desarrolladas,
limitando con ello la construccién de la idea de prediccion que, como dijimos, es
bésica en la Fisica y en general en las Ciencias Experimentales.

Superar el teorema factual es basico para lograr apropiarse de la idea de que la
derivada, cualquiera que sea el orden, es otra funcidon con entidad propia y que mide
una variacién. Cuando dicen: v(¢y) = 0 = v’(#y) = 0 no estan pensando en v’(¢) como
una funcidn, ni mucho menos en qué representa cada punto de esa funcidn respecto de
la anterior. Esta es una dificultad que creemos proviene de presentar las derivadas
sucesivas como (((f))’...) enlugardef, f, 1, ...j(").

Una forma de ayudarles a superar ¢l teorema factual fue presentando la misma
situacién—problema a través de diferentes representaciones: grafica, numérica

(mediante tablas), por esquemas o dibujos, etc. Cuando intentan explicar el problema
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en cada una de estas representaciones entran en contradicciones y esto les permite

reflexionar sobre sus conocimientos y reconstruirlos.

- En lo que respecta a la idea de prediccién, basicamente se indagé y discutid sobre
el reconocimiento de los parametros que describen el sistema en el estado inicial.
Nos centramos en la forma de la serie que maés ilustra la idea que queremos

desarrollar:

=10 + W)= () + 3.6,

donde las C; son las variaciones.

Es decir,

* C1=f"(x) h es laprimera variacion de la funcién.

o Co= f(xp) 2! es la segunda variacién de la funcién o, lo que es lo mismo, la
variacion de la variacidn.

o Ci=1"(x) 1/31 es 1a tercera variacion, y asi sucesivamente.

A partir de ella se trabajé también sobre el significado de las distintas
variaciones, asi como la forma de obtener las mismas y sus regularidades. La mayor
dificultad se encontrd, como se habia puesto de manifiesto en las etapas anteriores, a la
hora de determinar los pardmetros que describen el sistema en el estado Inicial.
Creemos, sin embargo, que han superado esta dificultad.

Esta etapa de aprendizaje concluye con un trabajo individual de los alumnos.
Para ello se les hizo entrega de dos situaciones—problemas, del mismo tipo que las
anteriores, sobre las que debieron trabajar en una sesién de dos horas. Dicho trabajo se
desarrolldé, como el resto, en las instalaciones de la Universidad de Jaén. Las

situaciones—problemas fueron las siguientes:

o SITUACION 8(3)

En la siguiente grdfica se representan la funcion de movimiento, s(1), la velocidad, s°'(t), y la

aceleracion, s*'(t), de un mévil.
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2 2.5

a) ¢Puedes identificar cada una? como?

b) Determina aproximadamente los intervalos donde s’ (1) es positiva.

€) Describe cudles son las caracteristicas de la funcion que, a tu juicio, son mds relevantes a

la hora de trazar las grdficas de su primera, segunda y lercera derivada.

o SITUACION 2(8)

Una masa sujeta a un resorte se estira hasta que se halla a diez unidades debgjo de la posicion
de equilibrio; en ese momenio se suelta partiendo del reposo. Fn ese instante comenzamos a contar el
tiempo. El movimiento que realiza la masa, alrededor de su posicion de equilibrio, viene descrito por la

siguiente ecuacion:

y=-16y.

a) Predice, utilizando la serie de Taylor, la posicion de la masa para cualquier instante L.

w
b) ¢Dénde se halla la masa transcurridos E segundos?

A través de la produccion presentada por los estudiantes en estas dos
situaciones queremos indagar sobre los siguientes comportamientos generales, ya que
nos ayudaran a observar en qué medida se cumplen los objetivos y supuestos que nos
hemos planteado en el apartado 1.5.

- En qué medida han superado el teorema factual.

. Cémo han construido los conocimientos necesarios para reconocer la serie

de Taylor como herramienta de prediccion.

- Como y en qué medida han adquirido las destrezas necesarias para trabajar

con las derivadas sucesivas y la serie de Taylor.

398




., Segunda experiencia: desarrollo y
Capitulo 5 analisis de las etapas de aprendizaje

Para el andlisis observaremos algunos comportamientos especificos para cada

situacion-problema. En el caso de la 8(3) seréan:

a- Identificacion de cada grafica.
b- Andlisis e interpretacién de las mismas.

c- Elaboracién de respuestas y resultados.

Para el caso de la situacién-problema 9(10) los comportamientos especificos
seran:
d- Interpretacion y determinacién de los valores iniciales del sistema.
e- Reconocimiento de la serie de Taylor como herramienta para resolver el
problema.

f- Destreza en el manejo de las derivadas sucesivas y la serie.

A cada uno de estos comportamientos le asignaremos un puntaje que va del
cero al uno.
Los resultados obtenidos del analisis de la produccién de los estudiantes en las

situaciones 8(3) y 9(10) se muestran en la tabla siguiente.

Situacién 8(3) Situacién 9(10) P“nt;a"i"’n
Alumno 0
a b c d e f

Alicia 1 0.8 0.7 0.7 0.8 1 83
Carlos 1 1 1 1 0.5 0.5 83
Mercedes 1 0.3 0.3 0.8 0.8 0.6 63
Maria José 1 0.6 0.5 0.5 0.6 0.6 63
Agueda 1 0.5 0.5 0.8 0.5 0.5 63
Francisco 1 1 1 1 1 1 100
Josefa 1 0.6 0.6 0.6 0.8 0.5 68
Danjel 1 0.8 0.8 1 1 0.5 85
Purificacion 1 0.8 1 1 1 1 97
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Marta 1 1 0.8 1 1 1 97
Elena 0.2 0.2 0.2 0.6 0.8 0.6 43

% 93 69 67 82 80 71

Tabla 5.50. Anélisis de la produccion de los estudiantes en las situaciones 8(3) y 9(10).

El puntaje que obtiene cada alumno en forma individual aparece en la columna
de la derecha. El resultado es muy satisfactorio, ya que podemos destacar que diez de
once alumnos superan la media y que tres de once estudiantes obtienen un puntaje
superior al 95 %. En la ltima fila tenemos el puntaje (%) correspondiente a cada uno
de los comportamientos que nos propusimos observar en estas dos situaciones. Con
estos resultados podemos inferir que estos comportamientos se han superado en tres
cuartas partes de los casos.

Queremos destacar que aunque no se hayan hecho evidentes grandes avances
en la construcciéon de conocimientos en las etapas de aprendizaje donde se

desarrollaron las discusiones por equipo, ellas fueron fundamentales en cuanto que:

- Contribuyeron a interpretar y mejorar el lenguaje que se utiliza en cada area de
conocimiento.

- Facilitaron el reconocimiento de saberes mal adaptados y su posterior
resignificacion.

- Favorecieron la apropiacién de conocimientos, ya que ésta es una de las tantas
actividades sociales del individuo.

- Permitieron la construccién de un lenguaje de base que les permite el intercambio

de ideas propias de la Matematica avanzada.
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CAPITULO 6

ANALISIS GLOBAL DE RESULTADOS, CONCLUSIONES Y
PROPUESTAS

6.0 - INTRODUCCION

Las Matematicas y las Ciencias Experimentales han planteado a través de su
historia y de la historia particular de su enseflanza, retos impresionantes al intelecto
humano. Las probleméticas ligadas al aprendizaje de estas ciencias: de sy contenido,
sus métodos y sus procesos, han sido recientemente abordadas desde multiples
perspectivas, aunque sus efectos no han provocado todavia los suficientes cambios. Si
bien habria que reconocer Ila produccién de numerosos trabajos que aportan
conocimientos sobre las concepciones que los estudiantes y sus profesores tienen de
ellas, faltan ain estudios que localicen y analicen los obsticulos de naturaleza
didactica o epistemoldgica que se tienen que enfrentar en todo proceso educativo y que
nos permitan intervenir en el proceso de aprendizaje de una cierta nocién, de un
dominio del conocimiento o de un modo particular de funcionamiento dado. A pesar
de ello, en general, en la mayoria de las aulas se sigue optando por seguir una ruta
bastante limitada: que los estudiantes solucionen ejercicios de manera mecanica y
seleccionados bajo el criterio de una resolucién inmediata, mediante los algoritmos
enseflados en clase y evitar asi, aparentemente, el tratamiento de obstaculos.

La ensefianza tradicional, en el ambito de las Matematicas y de las Ciencias
Experimentales, se centra en evaluar los conocimientos adquiridos en cada uno de esos
campos del saber cifiéndose, en la mayoria de los casos, a un rigido temario
tacitamente aceptado en el ambiente escolar sin cuestionarse apenas el qué ensefiar. En
contraste, nuestra investigacién se ha centrado en la busqueda de “qué enseriar”, en
lugar de sélo “cémo ensenar”, apoyandonos en el contexto que nos brinda la visién
interdisciplinaria de las Ciencias Experimentales, donde, en nuestra opinién, las
Matematicas han tenido su mayor motor de desarrollo.

Para llevar a cabo nuestra investigacion, nos hemos basado en un exhaustivo
estudio de corte epistemoldgico realizado por nuestro grupo de investigacién durante

algunos afios y que ha dado lugar a diversos estudios en el terreno educativo (Cantoral,
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1990, 1998). Como consecuencia de tales estudios, al analizar los origenes de la serie
de Taylor, se identificaron dos aspectos centrales que caracterizaron las imagenes

conceptuales', en un sentido amplio, propias del siglo XVII.

1 — El reconocimiento de las aplicaciones ¢ influencias de la serie en el desarrollo de
algoritmos y patrones numérico—algebraicos.
2 — El estudio puntual de los fendmenos de movimientos de cuerpos rigidos y del

analisis de las curvas.

La segunda es la idea que habra de ser germinal, en el sentido de producir
diversos y novedosos resultados, para el desarrollo ulterior del Célculo y que sigue
vigente en diversas ramas de las ciencias Fisico-Matematicas y de la Ingenieria. Dicha
idea se conforma sobre la base de la accion y efecto de predecir el estado posterior
conociendo el estado actual del sistema, accién que acontece con el reconocimiento de
patrones de regularidad que permiten conocer al todo sélo con mirar la parte.

En ese estudio se presentan diversos esquemas o paradigmas asociados con el
instrumento de conocimiento, la serie de Taylor, en diversos contextos y momentos
histéricos, clasificandolos en ocho modelos. La investigacién que ahora reportamos se
acerca mas al modelo que ha sido dado en llamar modelo de prediccion paramétrica.

Como hemos descrito ampliamente en ¢l cuerpo de la tesis, el presente trabajo
se basé en un disefio experimental sofisticado apoyado en la metodologia de la
Ingenieria Didactica, la cual se fundamenta en un sentido general en la teoria
constructivista del aprendizaje de Piaget, y mas especificamente en la teoria de
situaciones didécticas y la teorfa de la transposicion didactica. Aplicar estas teorias al
conocimiento interdisciplinario de las Mateméaticas y las Ciencias Experimentales
llevo, en un intento por captar la complejidad del proceso de ensefianza—aprendizaje
dentro del aula, a considerar las situaciones-problemas presentadas a los alumnos
como un factor importante para hacer evolucionar sus representaciones y sus
procedimientos. De esta manera es conveniente conocer los problemas, los obstaculos
y concepciones personales de los estudiantes ante un contenido dado. La situacion

didactica implico una interaccion dialéctica del alumno con situaciones-problemas

' Se refiere a la nocion de imagen conceptual segtin Tall (1981), “Usaremos el término concept image
para describir la estructura cognitiva total que se asocia al concepto y que incluye todas las imagenes

mentales, propiedades asociadas y todos los procesos”
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especificas, donde debe anticipar y finalizar sus acciones, comprometer sus
conocimientos anteriores, someterlos a revisién, modificarlos, complementarlos o en
su caso rechazarlos para formar concepciones nuevas, es decir, para favorecer el
aprendizaje. La nocién de obstaculo y problema son entonces fundamentales en este
proceso de investigacion.

En nuestro caso, a través de una situacién relacionada con la ensefianza del
Calculo en el contexto de las Ciencias Experimentales, se explor a un nivel cognitivo
la construccién entre los estudiantes de las nociones de variacién y cambio en un
ambiente escolar determinado. Para ello se construyeron situaciones-problemas donde
se hallan involucradas las derivadas sucesivas en los contextos de la Cinemética ydela
Biologia en ambiente escolar, mediante el apoyo de secuencias didacticas que
permitieron a los estudiantes construir nociones y procedimientos en el momento de
interactuar entre ellos por medio de problemas no rutinarios que ademas les llevaron a
reconocer la necesidad de nuevos conocimientos.

Dado que la Ingenieria Didéactica, como metodologia de investigacién, se
interesa por los procesos que suceden en situacién escolar, de ahi que se base en un
analisis cualitativo y en la validacién interna, fue la eleccidn que juzgamos adecuada
para nuestra investigacion.

Con relacién a la revisién de manuales escolares, realizada sobre cuatro
manuales de nivel universitario y cuatro de nivel medio, observamos que en la mayoria
de ellos se presenta la teorfa con mas o menos demostraciones, dependiendo de la
epoca o del estilo didactico del autor, para luego dar paso a ejercicios de tipo
algoritmico. De modo que los alumnos, por lo general, no entienden en profundidad la
teorfa y por lo tanto se muestran fragiles al momento de interpretar, discutir o construir
conocimientos.

Es importante, en nuestra opinion, el mencionar también que los autores de los
libros de texto mas usuales en el dmbito universitario, al juzgar el desarrollo de sus
exposiciones, no prevén la interaccién de los alumnos con los conocimientos, es decir,
no se deja bajo la responsabilidad del alumno la tarea de reconstruir con sus propias
palabras las ideas o los procedimientos, sino que su accién se reduce a la parte
operativa de la teoria. De este modo, los alumnos, en realidad, se encuentran en

dificultades al momento de intentar construir el conocimiento en un sentido pleno vy,
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por tanto, no puede lograrse un aprendizaje significativo. A menudo se piensa en la
practica educativa, que desglosando paso por paso un tema se garantiza por si mismo
el aprendizaje. Por eso, a los autores les basta con que el estudiante entienda su
exposicion y luego resuelva los ejercicios propuestos.

Ahora bien, dado que los autores enfatizan la algoritmizacién en la
presentacién de sus lecciones, se procurd con base en nuestra aproximacion teorica,
que el disefio de las secuencias didcticas permitiera a los estudiantes interactuar y, si
fuera posible, lograsen construir o reconstruir conceptos a través de problemas no
rutinarios a fin de explorar la naturaleza y posibilidad del aprendizaje de la nocién de
variacién y cambio, ademas de llevar a los alumnos a reconocer la necesidad de nuevos
conocimientos.

En las experiencias piloto intervinieron dos grupos de estudiantes
pertenecientes a diferentes titulaciones, en un caso cursaban las asignaturas de
Matematicas y Fisica simultineamente y en el otro so6lo Matematicas. Nuestro
propésito fue explorar sus producciones orales y escritas con relacion a las nociones
implicadas en este estudio.

A la vista de los resultados obtenidos se disefid una secuencia didéctica
preliminar para proporcionar a los alumnos las ayudas necesarias a fin de reforzar las
nociones basicas relativas a nuestro estudio y, al final de la secuencia, determinar el
estado de conocimientos actuales del tema sujeto a situacién escolar. Dicha secuencia
se trabajé con los grupos de estudiantes de la Licenciatura de Biologia en las dos
experiencias posteriores.

El trabajo realizado por los alumnos se aprecia claramente al analizar sus
producciones y se describe, con mayor precision, en los episodios de aprendizaje
respectivos donde se muestra la evolucion de sus estrategias al mostrar sus acciones,

ideas y percepciones en que se basan para formular y justificar las respuestas que nos

fueron proporcionando a lo largo del estudio.
6.1 - DIFICULTADES Y OBSTACULOS

El analisis realizado de sus producciones nos permitié identificar algunas

dificultades de naturaleza diversa y ciertos obstaculos para el aprendizaje. A fin de
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facilitar su exposicién, hemos agrupado en los dos bloques siguientes la exposicién de

este asunto:

1) Sobre el papel de las derivadas sucesivas en el contexto de la Cinemaética.
2) Acerca de la organizacién de las derivadas sucesivas: Serie de Taylor, en el

contexto de las Ciencias Experimentales.

A continuacidén pasamos a enunciarlos detenidamente.
1) Las derivadas sucesivas en el contexto de Ja Cinematica

En cuanto a los conocimientos de Fisica se ha observado que:

* Cuando los alumnos se refieren a la velocidad de un mévil en un punto de la
grafica posicién-tiempo, utilizan con frecuencia la siguiente expresién “Ia
velocidad es igual al espacio partido por el tiempo”, y con ello emplean la
conocida “férmula” cuando les es requerida:

V==
¢

* Al momento de presentarles las graficas posicién-tiempo referidas a trayectorias
rectilineas, en la mayorfa de los casos los alumnos esperan encontrar las graficas
formadas por segmentos rectos. Este obstaculo de naturaleza didactica proviene,
pensamos que en parte, de la forma en que se presenta ¢ ilusira el tema en los
manuales escolares y como se prolonga en las clases. Ello les dificulta obtener las
variaciones que tienen lugar Justamente en los instantes en los que la velocidad
toma el valor cero pues, de acuerdo al concepto matematico de derivada, ésta no
existe en esos puntos.

" Rara vez se presenta al alumno, en el marco grafico, los casos en que la posicién es
negativa o que la posicion inicial sea negativa o que s(7) responda a una ecuacién
de tercer grado, lo que se traduce en una dificultad a la hora de desarrollar en forma
mas amplia su nocién y por lo tanto se muestra incapacitado para abordarlos.

* Enel caso de la representacién de una magnitud en cuestion que pasa por el origen,
hemos observado que no realizan ningln estudio para conocer su posterior
evolucién en dicho punto.

* Confunden con frecuencia los puntos donde la grafica de la funcién s(¢) tiene un

maximo relativo con los puntos de velocidad maxima, los puntos donde dicha
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grafica tiene un minimo relativo con los puntos de velocidad minima y los puntos
donde la grafica tiene una ordenada nula con los puntos de velocidad nula.
Rara vez se les muestran o se les pide que grafiquen las funciones s(£), v(2) y a(?);
sin embargo las consideramos muy utiles a la hora de construir la nocion de
derivada en forma estable.
Se han detectado dos teoremas factuales que consideramos importantes:
Primero-s=02>v=02>a=0-2> ¢ =0.
Segundo - [ >02>f7">02>f"">0..
Dificultad para interpretar y concebir a la tercera variacion en problemas de
Cinematica.
Problemas en el lenguaje especifico de la asignatura como espacio, posiciomn,
desplazamiento o las expresiones “velocidad de cambio” y “tasa instantanea de
variacion”.
Hemos observado la dificultad que representa para el alumno la dicotomia entre el
discurso matematico escolar que se mantiene en la clase de Matematicas, y las
Matematicas que se utilizan en la clase de Fisica, incluso a nivel del lenguaje.
En cuanto a las graficas de s(¢), nos encontramos con que la mayoria de los
alumnos no lograron interpretarlas. Ellas son tomadas como graficas de las

trayectorias del movimiento.

En cuanto a los conocimientos de Matematicas se ha observado que:

. o . d .
La notaciéon de Leibniz d_y causa serios problemas conceptuales pues es tratada
X

simultineamente como razén de diferenciales y como un simple simbolo cuyos
componentes son indisociables.

En sus producciones prima el marco algebraico en detrimento del marco gréfico.
Tienen dificultades para interpretar y manipular con datos presentados en tablas y
graficas.

No utilizan ni reconocen, como herramientas utiles para resolver las situaciones-
problemas planteadas, tanto el teorema de Rolle como el del Valor Medio.
Creemos que esto viene a mostrar la escasa relacién que tienen para los alumnos

los conocimientos aprendidos en las distintas asignaturas de una misma titulacion.
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Estaremos entonces dando prueba de la existencia de un hecho didactico que
puede enunciarse asi: las dificultades que manifiestan los estudiantes ante cierto tipo
de problemas, tienen como fuente principal el escaso desarrollo del pensamiento
variacional relacionado con la variacién y su medida del cambio. Es decir,
independientemente de la situacién cognitiva, los estudiantes revelaran dificultades en
ciertas clases de problemas, atribuibles al aspecto didactico de la derivada como
variacién. Las interpretaciones que (tal como se muestra en este trabajo) hacen los
estudiantes, dan cuenta de las dificultades para discutir cuestiones de cambio y

variacion, fuera de los cédigos algoritmicos que son usuales en sus clases.

2) La organizacion de las derivadas sucesivas: series de Taylor, en el contexto de

problemas de las Ciencias Experimentales

* Dificultades en interpretar las derivadas sucesivas, esto se manifestd claramente en
la situacion-problema 2(8). Soélo dos, de once alumnos, lograron dar una
interpretacion medianamente satisfactoria a la primera y segunda variacion para el
caso de la funcién de produccion.

* Tienen problemas cuando interpretan los parametros que intervienen en el
fendmeno fisico o biolégico para distinguir las variables del problema.

* Muestran dificultades en el momento de interpretar las condiciones iniciales.

* Cada vez que tratan con cuestiones del infinito, al igual que informan otros
estudios sobre el tema, muestran serias dificultades cognitivas. Por ejemplo los
relacionados con la concepcién de convergencia de sumas infinitas.

* La reducida interpretacion de la integral como operacion inversa de la derivada.
Esta idea, por lo tanto, opera como obstaculo a la hora de considerar la integral

como una suma infinita o como un proceso de acumulacién.

6.2 - CONCLUSIONES GENERALES

En el aspecto metodolégico, esta investigacién aporta en dos direcciones. Por un
lado, al wusar la metodologia de la ingenieria didactica en un contexto
interdisciplinario, logramos extender su margen de aplicabilidad. Por otro, nos
permitié analizar informaciones cualitativas caracteristicas al estudiar un nimero
reducido de casos y sin abandonar el 4mbito escolar, cuya representatividad no se

plantea, pero que nos permiten interpretar y comprender ciertos aspectos de la
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forma de razonar de los alumnos ante tareas especificas. Otra caracteristica es la
validacién interna.

Se estima que es necesario que los alumnos construyan esquemas conceptuales con
lenguaje preciso, unas imagenes graficas adecuadas y unos recursos propios que les
permitan comprender y describir situaciones puntuales de un movimiento variado.
La formula: “la velocidad es igual al espacio dividido por el tiempo”, que
caracteriza el esquema conceptual de la mayoria de los alumnos, resulta ser tan
estable que dificulta e incluso impide la construccién del esquema conceptual de la
nocidén de velocidad instantanea, actuando como un obstaculo epistemolégico.

Por los resultados obtenidos en las Experiencias Piloto podemos decir que los
estudiantes tienden a abordar los problemas a partir del contexto que se les plantea
sin explorar en otros contextos y marcos. Esta situacién plantea un nuevo reto a
saber, el problema de la transferencia del conocimiento escolar. El hecho de
observar el fenémeno desde diferentes puntos de vista creemos que es beneficioso
a la hora de discernir sobre las herramientas que resultan mas eficaces para
solucionar los problemas.

El marco grafico por si s6lo es insatisfactorio, pero provee de una intuicién global
cualitativa que es fundamental para lograr un movimiento versatil entre distintos
marcos y contextos.

El presentar los conceptos involucrados en la Cinematica, para el caso del
movimiento rectilineo con aceleracidn variable, desde diferentes marcos, ha
favorecido en el alumno un desarrollo mas amplio de la nocién de velocidad,
aceleracion y tirén. Esto, a la luz de los resultados que hemos mostrado, clarifica
los conceptos de la Cinematica, ademas de ampliar la nocién de funcién derivada

que en la mayoria de los casos se restringia a un mero algoritmo.

En relacion con los supuestos formulados (Apartado 1.5.2) podemos concluir

que nuestro trabajo aporta datos experimentales suficientes en apoyo de los mismos.

Respecto al primero, que hacia referencia a la resignificacién del concepto de derivada,

se han tenido datos positivos segiin se recoge del analisis de las producciones de los

estudiantes en las dos experiencias llevadas a cabo (Capitulos 4 y 5).

En referencia al segundo, hemos mostrado como a partir del supuesto anterior,

era posible desarrollar en el alumno la nocion de prediccidén y, usando como
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herramienta la serie de Taylor, lograr resultados positivos como se desprende del
analisis de resultados de las experiencias (Capitulos 4 y 5).
Por ultimo cabe decir que, si bien en la segunda experiencia hemos superado

los resultados de la primera, éstos se mantienen bastante estables en cuanto a las

dificultades y obstaculos observados.

6.4 - PROPUESTAS

En nuestra opinién, estos hallazgos favorecen la discusion y elaboracion de
propuestas de ensefianza que traten sobre el qué enseriar y no sélo, como ha sido
habitual, sobre el como enseriar. En sintesis, nuestra linea de investigacion tomd como
objeto de estudio la socioepistemologia, es decir la epistemologia de las practicas, de
los saberes propios de las Matematicas y de las Ciencias Experimentales e incluyd a
las intuiciones primarias del alumno con el fin de redisefiar el discurso escolar.

Proponemos nuestro trabajo como un modelo didéactico interdisciplinario,
donde interactuan la Didactica de las Ciencias Experimentales y la Didactica de las
Matematicas, las dos respetando sus peculiaridades pero compartiendo una nueva
propuesta de enseflanza-aprendizaje.

Sin embargo, somos conscientes de que nuestra investigacion se ha limitado
solo a una pequeifia parte de la fenomenologia asociada a la nocién de prediccion. Esta
limitacién hace necesario la continuidad de trabajos de investigaciéon que aborden otros
modelos.

A lo largo de nuestra investigaciéon que busca “qué enseriar”, nos hemos
encontrado con que es necesario profundizar en las dificultades de aprendizaje que esto

conlleva. Por ello, seria relevante como campo de investigacidn el realizar estudios
sobre:

» Estudio de la influencia en el aprendizaje en una experiencia interdisciplinar entre
Matematicas y Ciencias de la Naturaleza sobre la nocién de variaciéon y cambio,
tomando como base la nocién de derivadas sucesivas como una sucesion de

derivadas, es decir f, f°, f°, ...,f(“), en lugar de la forma tradicional (((f)’) ... )" en
Bachillerato.

» Bstudio de la influencia en el aprendizaje a través de una experiencia

interdisciplinar entre Matematicas y Ciencias Experimentales, especialmente
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dirigida a la nociéon de prediccion para fendomenos de flujos continuos con

estudiantes de Bachillerato y Universidad.

» Estudio, por medio de Ingenierias Didacticas especificas, de las concepciones de

los alumnos y la superacion de obstaculos tanto didacticos como epistemoldgicos

en el aprendizaje de la nocion de prediccion.

A pesar de haber clarificado cémo el estudiante construye ideas matematicas con
soporte en las ciencias experimentales, creemos que esta investigacién ha dejado

abiertos una seric de interrogantes nuevos que quiza alguien esté interesado en

continuar.
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ANEXO 1

REVISION DE MANUALES ESCOLARES

Con el fin de analizar el tratamiento que los autores de manuales escolares dan
a los procedimiento, nociones, y conocimientos en un sentido amplio, hemos escogido
un conjunto de textos y en ellos hemos seleccionado algunas variables de analisis a fin

de apoyar nuestra revision . Esta nos ha ayudado en la construccion de las secuencias

didacticas que esta tesis reporta.

1.- VARIABLES CONSIDERADAS PARA LA REVISION DE TEXTOS
MATEMATICOS

La revisién de textos matematicos se conforma a partir de las siguientes

variables:

1.- Caracteristicas generales del texto:

a) Presentacion

b) Notas histdricas

¢) Tecnologia utilizada o propuesta (calculadora, ordenador, etc.)
d) Graficos y figuras

e) Ubicacion de los ejercicios y problemas propuestos (final de epigrafe,

de capitulo, etc.).

f) Caracteristicas especiales.

2.- Organizacién de contenidos (bloques temaéticos, lecciones, capitulos, etc.).

Se consideraron los indices de contenidos de todos los manuales utilizados, ya que en
ellos se refleja la situacidn y relevancia que el autor da a los conceptos que estamos

estudiando respecto de otros contenidos del Célculo.

3.- Estructura general del tema.

3.1. Secciones, Epigrafes, etc.
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3.2. Ubicacién y extension que ocupa el tema en la cxposicién general del

texto.

4.- Tratamiento dado al tema (derivadas sucesivas - teorema de Taylor)

4.1. Formas de introducirlo (a través de ¢jemplos, dando la definicion, etc.)

4.2, Tipos de ejemplos:
a) Algoritmicos o de comprensidn.

b) Marcos en los que se plantean (analitico, algebraico, grafico,

numerico).

¢) Contextos en los que se situan (fisico, matematico, bioldgico, etc.).

4.3. Tipos de ejercicios y problemas propuestos al final de la seccidén (las

mismas consideraciones que en 4.2).

4.4. Tipos de ejercicios y problemas propuestos al final del capitulo (las

mismas consideraciones que en 4.2).

2.- VARIABLES CONSIDERADAS PARA LA REVISION DE TEXTOS DE
FISICA

La revisidn de textos fisicos se conforma a partir de las siguientes variables:

1.- Caracteristicas generales del texto:

a) Presentacion.
b) Notas historicas.

¢) Tecnologia utilizada o propuesta (calculadora, ordenador, etc).

d) Graficos y figuras.

e) Ubicacién de los gjercicios y problemas propuestos (final de seccidn,

de capitulo, etc.).

f) Apartado o anexo donde se repasa los conceplos mateméticos que va a

utilizar.
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2.- Organizacion de contenidos (bloques temaéticos, lecciones, capitulos, etc.).

Se consideraron los indices de contenidos de todos los manuales utilizados, ya que en
ellos se refleja la situacidn y relevancia que el autor da a los conceptos que estamos

estudiando respecto de otros contenidos de la Fisica.

3.- Estructura general del tema

3.1 Secciones, Epigrafes, etc.

3.2 Ubicacion y extension que ocupa el tema en la exposicidn general del

texto.

4.- Tratamiento dado al tema (cinemaética / movimiento armonico simple)

4.1. Forma de introducirlo (a través de ejemplos, férmulas, definiciones, etc.)
4.2. Conceptos matematicos utilizados en el desarrollo del tema
(trigonometria, funciones, limites, derivadas, ecuaciones diferenciales, etc.)

- Sirepasan, a la vez que se desarrollan, los conceptos fisicos.

- Sélo se utilizan como herramientas.
4.3. Tipos de ejemplos o gjercicios de aplicacién

a) Aplicacion directa de férmulas.
b) Situacidn préxima a la realidad.

c¢) Marcos en los que se plantean (grafico, algebraico, analitico, numérico

a través de tablas, etc.)
d) Conceptos matemaéticos involucrados.
e) Procedimientos matematicos utilizados para resolverlos (algebraicos,
algoritmicos, etc).
4.4. Tipo de ejercicios y problemas propuestos al final de la seccion (las
mismas consideraciones que en 4.3)

4.5. Tipo de ejercicios y problemas propuestos al final del capitulo (las

mismas consideraciones que en 4.3)

4.6. Cuestiones (ubicacién donde se plantean, si versan sobre contenidos

tedricos o practicos, conceptos matematicos involucrados)
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3.- REVISION DE LOS TEXTOS ESCOLARES

3.1.- TEXTOS DE MATEMATICAS DE NIVEL UNIVERSITARIO

GRANERO, F. (1990). “Calculo”. Mc Graw-Hill.

1.- Caracteristicas generales del texto

a) Presentacion: Consta de un solo volumen con 736 paginas y tapas flexibles.

b) Notas histéricas: En el prologo hace una resefia histérica con la intencion
de que el lector tenga una vision panoramica del calculo. Comienza con los origenes
del calculo integral con Arquimedes (287-212 a. de C.) para hallar el area de figuras
planas hasta llegar a nuestros dias con la aplicacién de la teoria de integracion a la
teoria de la probabilidad, medida de Haar, teoria espectral y anélisis armonico.

c¢) Tecnologia: No propone ejercicios ni problemas para utilizar tecnologia

como, por ejemplo, la informatica.

d) Graficos y figuras: Hay un numero limitado a lo largo del texto para ayudar
a visualizar los conceptos.

e) Ubicacion de los ejercicios y problemas: Respecto a los problemas,
debemos destacar que al acabar cada una de las dos partes en que se divide el texto,
propone varios con su solucidon. En la primera parte hay veinte problemas, en su
mayoria originales, propuestos en examenes de la Escuela Técnica Superior de
Ingenieria. Sus caracteristicas son similares a las de final de capitulo.

f) Caracteristicas especiales: Presenta la bibliografia, considerando también
libros de problemas. La estructura de los contenidos es la menos frecuente en textos de

este nivel, tratando en cada tema los conceptos para el caso de una variable y a

continuacion su extension a dos o mas variables.

2.- Organizacién de contenidos

El libro esta dividido en dos partes, con 28 capitulos en total. Conforman la

primera parte los primeros 18 capitulos y la segunda los 8 capitulos restantes. Cada

capitulo esta dividido en temas y éstos a su vez en subtemas.

Los temas estan expuestos en el siguiente orden:

1.- Los niimeros.
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2.- Potencia de conjuntos.

3.- Espacios métricos.

4.- Espacios topologicos.

5.- El conjunto de los nimeros complejos.

6.- Sucesiones numéricas.

7.- Series numéricas.

8.- Suma de series.

9.- Limites y continuidad de funciones.

10.- Derivabilidad y diferenciabilidad de funciones.
11.- Generalizaciones.

12.- Funciones compuestas.

13.- Funciones implicitas.

14.- Cambio de variables.

15.- Determinantes funcionales.

16.- Funciones homogeéneas.

17.- Desarrollo en serie de funciones.

18.- Extremos de funciones.

19.- Curvas en el plano.

20.- Representacion y estudio de las funciones trigonométricas e hiperbdlicas.
21.- Integrales indefinidas.

22.- Integrales definidas.

23.- Generalizacién del concepto de integral definida segtin Riemann.
24.- Integrales paramétricas.

25.- Integrales Eulerianas.

26.- Integrales numéricas.

27.- Medida de conjuntos. Integral de Lebesgue.
28.- Aplicaciones de la integral definida.

3.- Estructura general de los temas

Los temas especificos a revisar se presentan en los capitulos 10 (p. 175-217) y

17 (p. 303-347), con el siguiente itinerario didactico:
10.- DERIVABILIDAD Y DIFERENCIABILIDAD DE FUNCIONES.
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10.1. Introduccion.

10.2. Derivadas de funciones de una variable.

10.3. Interpretacion geométrica de la derivada.

10.4. Relacién entre la continuidad y la derivabilidad.

10.5. Diferenciales de funciones de una variable

10.6. Definicién formal de la diferencial de la funcidn y = f(x): Propiedades.
10.7. Derivadas de funciones de dos variables. Derivada parcial.

10.8. Interpretacién geométrica de la derivada parcial.

10.9. Teorema del valor medio o de los incrementos finitos para funciones de
dos variables.

10.10. Derivada en una direccion o derivada direccional: Gradiente.

10.11. Derivadas sucesivas de funciones de dos variables.

10.12. Teorema de Schwarz relativo a las derivadas cruzadas.

10.13. Diferenciales de funciones de dos variables.

10.14., Definicidn formal de la diferencial de la funcién z = f(x,y): Propiedades.

10.15. Interpretacién geométrica de la diferencial de la funcién z = f(x,y).

Ejercicios.

17.- DESARROLLOS EN SERIE DE FUNCIONES.
17.1. Presentacion del problema en el caso de una variable.
17.2. Polinomio de Taylor de grado n.
17.3. Férmula de Taylor Lagrange.
17.4. Forma diferencial de la férmula de Taylor.
17.5. Férmula de Maclaurin.
17.6. Acotacion del error cometido al tomar como valor de y = f{x) el polinomio
de Taylor p(x).
17.7. Desarrollo en serie de funciones de varias variables.
17.8. Desarrollos limitados de funciones.

17.9. Sucesién y serie de funciones. Convergencia y convergencia uniforme.

17.10. Series de potencias o series potenciales.
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4.~ Tratamiento dado a los temas

El itinerario que sigue para los temas derivadas y derivadas sucesivas es el
siguiente:

A continuacion del estudio del Limite y Continuidad de Funciones, en el Tema
10, se centra en la Derivabilidad y Diferenciabilidad de Funciones. Comienza el
desarrollo del tema dando una tabla de “derivadas de una funcidn”.

Seguidamente define formalmente a la derivada en el punto x a través del limite
del cociente incremental. Después define derivadas laterales y da una interpretacion
geométrica.

Luego muestra dos ejemplos con respecto a la relacidon entre continuidad y
derivabilidad. En el primero se ve que f{x) puede ser continua aunque no derivable,
pues sus derivadas laterales existen pero no son iguales entre si en el punto en cuestion.
En el segundo ejemplo se trata de una derivada lateral que no existe aunque la funcion
es continua.

A continuacion introduce el concepto de diferenciabilidad, las propiedades que
ligan la derivabilidad y diferenciabilidad de funciones, Teorema de Rolle, Teorema del
Valor Medio generalizado de Cauchy. Las derivadas de orden superior sélo las da
dentro del apartado de un ejemplo que resuelve en el tema de diferenciabilidad, p. 184.

El ejemplo es el siguiente:

“ Sea la funcion:

enx para todo (x,y)#0

y=f(x)=

1 parax=0

a) Hallar 17(0).

b) Obtener para x = 0, con dx = 0.1, la diferencial en el caso de que exista.

¢) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f{x) en el punto x = 0.
d) Recordando que las derivadas de orden superior al primero se obtienen
derivando sucesivamente f(x), e igualmente que d(dy) = d’y = d(f’(x) dx) =
(F'(x) dx)’dx = (f’(x) dx + 0- f'(x))dx (dx = cte,), de donde d’y = () dx’, y
en general d™y = " (x) dx", hallar (si existe) la diferencial segunda (d°y) en el

punto x = 0.
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En el apartado 10-11 se considera una funcién f{x, y); si sus derivadas primeras
son derivables entonces halla, derivando las dos derivadas parciales de primer orden,
las cuatro derivadas segundas. Del mismo modo, si dichas derivadas segundas son a su

vez derivables, podran obtenerse las derivadas terceras y asi sucesivamente. Esto se
ilustra con el siguiente ejemplo:

“Dada la funcion:

2

Y(x, 0,0
2= f(ey) = Ty (x, ») = (0, 0)

0 para(x, y) = (0, 0),
calcular en el punto (0, 0) el valor de f, ¥y fyx (derivadas cruzadas).”
Los ejercicios que se presentan al final del capitulo son del mismo tipo que los
ejemplos que aqui se reflejan. De entre ellos podemos destacar el problema 8, apartado
2, que da una funcién (polinémica) de distribucion de energia y pide hallar su derivada

en el punto P y en el sentido del vector (0, 0, -1). En el inciso 4 del mismo problema

2
define la funcién g =

a partir de la formula del periodo de un péndulo y pide se

estudie su diferenciabilidad y hace una aplicacién al célculo de error.

El itinerario que sigue para el caso de serie de Taylor es el siguiente:

En el capitulo 17 hace el desarrollo en Serie de Funciones. Comienza diciendo:
“comsidérese una funcion y = f(x), que verifica unas ciertas condiciones, las cuales
inmediatamente estudiaremos. La formula de Taylor es una generalizacion muy
interesante del Teorema de los incrementos finitos, que permite expresar con una
aproximacion deseada el valor de f{x) mediante un polinomio p(x) que recibe el
nombre de Polinomio de Taylor de grado n”.

Luego toma una funcion polinomial f{x) de la forma

ap+ ayx +apx® + ...+ ax"’, a; e R,
para demostrar que es posible expresarla como
flx)=bg + by(x-a) + by(x-a) + ... + by(x-a)"; bna € R,
y que esta forma es unica. Considerando a f{x) como un vector del espacio vectorial

sobre R de los polinomios de grado < n, y como la dimensién de dicho espacio es
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n + 1, siendo la base usual (1, x, x°, ..., x"), se ve rapidamente que (1, (x-a), (x-a)*, ...,
(x-a)") constituye también otra base, y por tanto que el vector f{x) se puede expresar
univocamente en esta base.

A partir de aqui obtiene las coordenadas b, en dicha referencia, con lo que llega

a escribir el polinomio de Taylor de grado » de la forma:

f(x)= f(a)+f( ) (x—ay+ f”( )(x a)2+---+——f(”)'(a)(x—a)”.
n.

Luego dice: “Taylor lo generaliza a todo tipo de funciones que cumplan ciertas
condiciones. Para ello sumo a su polinomio un término complementario, llamado resto
(nulo si f(x) es polinomio), que mide el error cometido cuando se toma el polinomio de
Taylor p(x) como valor de la funcion f(x) .

Da a continuacién las expresiones de los errores segun Lagrange, Young y
Cauchy. Més adelante presenta el Teorema de Taylor y la forma diferencial de la
Foérmula de Taylor.

De acuerdo al itinerario dado mas arriba, las series de potencias se desarrollan
en el capitulo 17, en el tema 17.10, con los siguientes subtemas: Teorema de Abel
relativo a la convergencia absoluta. Clasificacion de las series potenciales. Célculo del
radio de convergencia de una serie potencial. Estudio de la convergencia uniforme de
series potenciales mediante el criterio de suficiencia de Weierstrass. Teorema de Abel
relativo a la convergencia uniforme de series potenciales. Operaciones con series de
potencias. Diferentes formas de obtener el desarrollo en serie de potencias.

Los ejemplos y ejercicios propuestos al final del capitulo estan planteados en un
contexto analitico y son de tipo calculatorio; algunos enunciados tipo de los que

aparecen son: “Obtener el desarrollo en serie potencial de...”, “Hallar el

29

desarrollo. ..

LARSON, R., HOSTETLER, R. y EDWARDS, B. (1995).
“Calculo y Geometria Analitica”. McGraw-Hill.

1.- Caracteristicas generales del texto

a) Presentacion: Consta de dos voliimenes, con tapas flexibles, de 770 paginas

el primero y 576 el segundo.
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b) Notas historicas: Presenta breves biografias de matematicos ilustres, con
objeto, entre ofras cosas, de mostrar la naturaleza de los problemas para cuya

resolucidn fue inventado el Calculo.

¢) Tecnologia: Utiliza recursos graficos y programas de 4lgebra simbdlica, tanto

en el texto como en los ejercicios.

d) Graficos: Contiene un buen nimero de ellos, generados por ordenador.

e) Ubicacién de los ejercicios y problemas: Los capitulos estan divididos en
secciones; al final de cada seccién se propone un buen nimero de ejercicios. Estos
egjercicios tienen caracteristicas muy similares a los presentados al final del capitulo.
Entre ellos se incluyen de tipo calculatorio, de aplicaciones a la Fisica principalmente y
a la Biologia y Economia, y otros planteados desde un contexto grafico. Dichos

ejercicios estan graduados seglin su dificultad; algunos requieren de calculadoras u

ordenadores.

2.- Organizacion de contenidos

El primer volumen est4 conformado por los siguientes capitulos:
1. El plano cartesiano. Funciones.
2. Limites y sus propiedades.
3. Derivacién.
4. Aplicaciones de la derivada.
5. Integracion.
6. Aplicacion de la integracion.
7. Funciones logaritmicas y exponenciales.
8. Funciones trigonométricas y sus inversas.
9. Técnicas de integracion. Integrales impropias.

10. Series infinitas.

Los siguientes capitulos estan contenidos en el segundo volumen:

11. Coénicas.
12. Curvas en el plano, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares.
13. Vectores y curvas en el plano.

14. Geometria analitica y vectores en el espacio.

15. Funciones de varias variables.
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16. Integracion multiple.
17. Analisis vectorial.

18. Ecuaciones diferenciales.

3.- Estructura general de los temas

Los temas que vamos a analizar son derivadas sucesivas y series de
Taylor.
Las derivadas sucesivas aparecen en el capitulo 3, cuyo contenido es:
3.1.- La derivada y el problema de la recta tangente.
3.2.- Velocidad, aceleracion y otras razones de cambio.
3.3.- Reglas de derivacién de potencias, multiplos constantes y sumas.
3.4.- Reglas de derivacion de productos y cocientes.
3.5.- Laregla de la cadena.
3.6.- Derivacidn implicita.
3.7.- Razones relacionadas.
El siguiente tema de nuestro interés es polinomios y series de Taylor, que se
presenta en el capitulo 10 con el siguiente itinerario didactico:
10.1.- Sucesiones.
10.2.- Series y convergencia.
10.3.- El criterio integral y las p-series.
10.4.- Comparacioén de series.
10.5.- Series alternadas.
10-6.- Los criterios del cociente y de la raiz.
10.7.- Polinomios de Taylor y aproximacion.
10.8.- Series de potencias.
10.9.- Representacién de funciones por series de potencias.

10.10.- Series de Taylor y de Maclaurin.

4.- Tratamiento dado a los temas

= DERIVADAS SUCESIVAS:

Como se observa, introduce la derivada a través del problema de la recta
tangente. Considera también el caso de la recta vertical tangente. A continuacion se

define la derivada de una funcién f'en x como
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() = 7 S+ Ax) - f(x)
S(x) =limy, Ax ’

supuesto que exista tal limite.

Con ejemplos calcula las derivadas de tres funciones utilizando la definicion. A
continuacién, a través de un teorema, da la derivada de una funcién en un punto y
define las derivadas laterales para concluir con el teorema que muestra que la
derivabilidad implica continuidad.

El tema que nos interesa analizar se encuentra en la seccidon 3.2; aqui el
itinerario didéctico seguido es el siguiente: Movimiento rectilineo. Velocidad media.
Velocidad instantanea. Aceleracion. Derivacion de orden superior. Otras razones de
cambio.

Con mucho detalle comienza explicando el movimiento rectilineo, la
convencion de signos (positivo hacia arriba o hacia la derecha), la funcidén posicidn s(¢)

que da la posicidn respecto del origen del mévil como funcién del tiempo y la razén

media de cambio —i—s-, que es la velocidad media.
t

El ejemplo que presenta es un interesante ejercicio donde, a partir de la funcién
posicién s(£) = -16¢° + 100, se pide hallar la razén media de cambio de la altura para
tres intervalos de tiempo. En él muestra en una figura la posicién en un eje horizontal
en que se halla el cuerpo para los tiempos indicados. Esto lo refleja en una tabla s/z. A
partir de la tabla obtiene los datos necesarios para calcular las razones medias de

cambio.

Con esto se aspira a que el alumno adquiera destreza en la codificacidon de los
registros graficos a los numeéricos.

A partir del ejemplo anterior introduce, primero numéricamente y luego con la
definicidn, el concepto de velocidad instantinea como:

s(t+ A —s(t)
At -

v(t) =lim,, ,,

s'(t).

De la misma manera, asi como la velocidad es la derivada de la funcion

posicion, la aceleracion es la derivada de la funcion velocidad.

Hay otro e¢jemplo que merece especial atencidn; a partir de la funcion
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oS0
t+5
se pide comparar en una tabla su velocidad y su aceleracién cuando 7 = 0, 5, 10.
Calcula la aceleracion utilizando la definicion de derivada y luego construye la
tabla. De esta tabla es importante que los alumnos analicen lo que sucede en ¢ = 0 con
la velocidad y la aceleracion y lo que sucede con la aceleracidén cuando la velocidad se
estabiliza (para ¢ > 50).
Pasa a tratar las derivadas de orden superior diciendo que la segunda derivada
es un ejemplo de derivada de orden superior, la tercera derivada es la derivada de la
segunda derivada y asi sucesivamente. A continuacion se da la notacion hasta el orden

n.

Al analizar los ejercicios que presenta al final de la seccidon, los hemos
agrupado de la siguiente forma:
U 1-6: Aqui se da la funcidon y se pide que se calcule la razén de cambio para un
intervalo y la razén de cambio instantaneo para los extremos del mismo.
U 7-14, 25-30: En su mayoria son aplicaciones a la cinemaética; estos problemas no
difieren de los presentados en los textos de Fisica en los mismos temas.
O 15-18: Son ejercicios planteados en un contexto grafico del tipo siguiente:
- Dada la grafica de la funciéon posicidon, esbozar la grafica de su
correspondiente funcién velocidad.
- Dada la gréfica de la funcién velocidad, esbozar la de su correspondiente
funcién posicion.
O 19-24: Se da la expresion de la funcién derivada de un determinado orden y se pide
hallar Ia funcién derivada de algunos érdenes superiores.
O 31: En un contexto grafico se pide que se comparen razones medias e instantaneas
de cambio.
Los ejercicios de repaso del final del capitulo son del mismo tipo.
» SERIES DE TAYLOR:
Veamos la seccion 10.7. En ella se comienza presentando una imagen
algebraica y grafica de cémo ciertos polinomios se pueden utilizar para aproximar, en
un punto y su entorno, otras funciones elementales. Para ello construye un polinomio

de primer grado con la condicién de que su valor y su pendiente coincidan con los de la
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funcion a aproximar en x = 0. El siguicnte polinomio lo construye agregando a las
condiciones anteriores una mas, a saber que los valores de la segunda derivada del
polinomio y la funcién coincidan en x = 0. El polinomio de menor grado que satisface
las tres condiciones conjuntamente aproxima mejor la funcién en el punto y su entorno.

El método se extiende a través del ejemplo a polinomios de tercer grado y por
ultimo se generaliza para hallar polinomios de grado #, en x = ¢, donde ¢ es arbitrario.

A continuacidn se define el enésimo polinomio de Taylor y de Maclaurin.

A través de varios ejemplos va presentando los polinomios aproximantes, de
diferente grado, para funciones elementales tales como las trigonométricas y
logaritmicas. Incluye en algunos ejemplos tablas cuyos elementos se han hallado con
calculadora grafica y ordenador.

Define el resto segun Lagrange y demuestra el Teorema de Taylor.

Las aplicaciones que presenta a este teorema son las de determinar la precision
de una aproximacion y aproximar un valor funcional con precision prefijada.

Utiliza en esta seccion, entre otros, el concepto de derivada sucesiva como

herramienta.

Los ejercicios del final de la seccion los podemos agrupar de la siguiente

manera;

U 1-4: Hacer una correspondencia entre polinomios de Taylor de distintos grados,
dados en un contexto analitico con su representacién en un contexto gréfico.

U 5-20: Hallar polinomios de Taylor o Maclaurin.

O 21-24: Se trabaja en un contexto analitico determinando polinomios de distintos
grados; luego se pide determinar tablas que permitan comparar los valores de la
funcién en varios puntos con el de los polinomios de distintos grados en dichos

puntos. También en el contexto grafico se pide comparar la funcién y sus

polinomios aproximantes.

O 25-28: Calculatorios.

(W]

31-34: Estos problemas estan planteados para trabajar con el resto.
O 29,30,34-37: Proponen pequefias demostraciones o cuestiones tedricas.

En la seccion 10.10 trata sobre series de Taylor y de Maclaurin.

426



Anexo 1 Revisién de manuales escolares

Como en secciones anteriores el autor abordé el tema de series de potencias;
aqui comienza dando un teorema sobre la forma que debe tener una serie de potencias
convergente. Indica que como los coeficientes de esta serie de potencias son

precisamente los coeficientes de los polinomios de Taylor, la serie se llama serie de

Taylor:

i—————f(n)(c)(x—c)” :f(c)+f'(c)(x—c)+~--+f—(nm(x—c)"+--- :
n=0 n! n!

En el primer ejemplo muestra cémo formar una serie de potencias y resalta el
problema de la convergencia que, si bien es un punto sutil, es muy importante; para
ilustrarlo da un ejemplo. En una nota hace hincapié en el resultado de un teorema que
ha dado anteriormente, que decia que si una serie de potencias converge a f{x), la serie
tiene que ser una serie de Taylor. El teorema NO dice que toda serie formada por los
coeficientes de Taylor converja a f{x). Se da el teorema que garantiza esa convergencia.

“Si una funcion f tiene derivadas de todo orden en un intervalo I centrado en c,

entonces la igualdad
o0 (n)
c n
f@ =310
n=0 n.
se cumple si y s0lo si

Iim _,, R, (x)=0

n—

entodoxdel”.

Hace un ejemplo para la funcidén f{x) = sen x. En el contexto grafico muestra tal
convergencia utilizando los polinomios de Taylor. Ademaés resalta cudl es la estrategia
para hallar una serie de Taylor y da una lista con las series de potencias para varias
funciones clementales, ya que ellas facilitan la deduccién de una serie nueva. En el
ultimo ejemplo hace la siguiente aplicacion: Utiliza una serie de potencias para
aproximar el valor de una integral con un error menor a un valor prefijado.

Siguiendo la linea de los ejemplos presentados a lo largo del desarrollo, se
muestran los ejercicios del final de la seccidn; éstos ponen claramente de manifiesto la
jerarquia del concepto dentro de este curso.

En los gjercicios 1-30 se pide hallar las series de Taylor o Maclaurin para

diferentes funciones.
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U 31-36, 53-56: Hay que hallar una aproximacion polindmica de una funcion dada y
representar ambas con el ordenador.

U 37-44: Mediante series de potencias se pide aproximar una integral.

U 57-58: Se sittia en un contexto fisico, dando la funcién que describe la trayectoria
de un proyectil y pide reescribirla utilizando el desarrollo en serie.

Observamos que en cuanto al tratamiento sobre el Polinomio de Taylor,
basicamente los textos revisados siguen la misma secuencia. Primero sefialan la
importancia del mismo, ya que permiten desarrollar a cierta clase de funciones como
polinomios. Construyen el Polinomio y prueban el Teorema de Taylor, que en sintesis
significa demostrar que es posible expresar una funcién con propiedades especiales,
como la suma de un Polinomio de Taylor mas un resto. Ello se logra en la mayoria de
los casos mediante una serie de artificios que, sin duda, restan naturalidad al desarrolio
del tema.

En cuanto a la Serie de Taylor en los manuales de Calculo se presenta como
una parte del tema de convergencia de Series Infinitas, ya lo sea en el sentido de la
aproximacion en intervalos o en vecindades infinitesimales, o propiamente en el
ambito de la convergencia. Esta situacién se caracteriza muy nitidamente cuando

estudiamos el papel que se le asigna al resto de la férmula de Taylor.

3.2.- TEXTOS DE FiSICA DE NIVEL UNIVERSITARIO

TIPLER, P. A. (1995). Fisica”, Vol. 1. Reverté, 3* Edicion.

1.-Caracteristicas generales del texto

a) Presentacion: Consta de dos tomos con una encuadernacion en tapas
blandas y dimensiones de 21x27 cm” .

b) Notas histdricas : Presenta 18 ensayos, con los cuales trata de proporcionar
una vision de las aplicaciones e importancia de la fisica. Por ejemplo, en el capitulo 7
Ralph Llewellyn relata como las leyes de conservacidén desempefian un papel crucial en
el descubrimiento del neutrino.

c¢) Tecnologia: En el capitulo 5 se incluye una seccion sobre métodos numéricos

para poder resolver problemas mediante ordenador. Una serie de tales problemas se

incluyen al final de cada capitulo.

428



Anexo 1 Revision de manuales escolares

d) Graficos: Hay un gran nimero de graficos y fotografias, casi todas en color,
que a la par de producir un gran impacto visual mejoran la eficacia pedagogica de la
ilustracién.

e) Ubicacién de los ejercicios y problemas: Los problemas planteados al final
de cada capitulo se agrupan en tres niveles de dificultad. Los problemas del nivel 1
siguen el orden en que se han desarrollado las secciones en el capitulo y son muy
similares a los ejemplos dados. Los problemas del nivel 2 no estan divididos por
secciones, por lo que requieren una comprension mas profunda. Los problemas del
nivel 3 son para los alumnos mas avanzados, de esta manera han tratado de que todos

los estudiantes encuentren un reto y un estimulo al nivel apropiado de su capacidad o

conocimientos.

2.-Organizacién de contenidos

El primer tomo se divide en tres partes. Parte 1, Mecanica, que consta de los
capitulos 2-11. Parte 2, Oscilaciones y ondas, en los capitulos 12, 13 y 14. Parte 3,
Termodinamica, subdividida en los capitulos 15, 16 y 17. El capitulo 1 es Sistemas de
medida.

Cada capitulo concluye con un resumen, una lista de sugerencias bibliograficas,
la revision y los problemas. La revision contiene: a) unos objetivos que establecen una
lista de conocimientos; b) una relacién de términos que el estudiante debe saber
identificar y definir; ¢) un conjunto de cuestiones sobre las que hay que decidir si son
verdaderas o falsas.

En un apéndice se expone una revision general de conceptos matematicos. A lo
largo del texto el tratamiento matematico requerido se incrementa gradualmente. Los
conceptos y métodos matematicos nuevos, motivados por la Fisica, son aclarados con

ejemplos.

3.- Estructura general de los temas

Los temas a analizar se encuentran en el capitulo 2 (p. 20-40) con el siguiente

itinerario didactico:
2.- MOVIMIENTO EN UNA DIMENSION.

2.1. Médulo de velocidad, desplazamiento y velocidad vectorial.

2.2. Velocidad instantanea.
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2.3. Aceleracion.

2.4. Movimiento con aceleracion constante.
2.5. Integracion.

Resumen.

Sugerencias bibliograficas, revision, problemas.

4.- Tratamiento dado al tema

Comienza con una breve introduccién sobre lo que trata la cinematica y el
método utilizado para su estudio.
A continuacién define la velocidad vectorial media de una particula como

M xp-x
Vp = =

A Lol
Se dan ejemplos de tipo numérico que ilustran esta definicidén. Se presenta una
grafica de x(f) para un movimiento rectilineo arbitrario, con la que se explica que al

considerar los puntos inicial y final p; y p,, respectivamente, y unirlos mediante un

segmento, la pendiente de dicho segmento representa la velocidad media —A—,
t

dependiendo del tipo elegido.
Se plantean tres cuestiones:
1. ;Qué sentido hay que dar, si es que lo hay, a la siguiente afirmacion?: “La
velocidad media del coche a las nueve de la mafiana era de 60 km/h”.
2. Bs posible que la velocidad media de un determinado intervalo sea nula aunque la
velocidad media correspondiente a un intervalo mas corto incluido en el primero no

sea nula? Razonar la respuesta.

3. (Cudl es la velocidad media aproximada de los coches de carrera en las pruebas de
Indianapolis 5007
La velocidad instantinea se presenta planteando una paradoja.
Nuevamente usando la grafica de la trayectoria se disminuye el intervalo de
tiempo que comienza en #; y dice que la velocidad media para este intervalo tiende
hacia la pendiente de la recta tangente a la curva en el instante t;, para concluir que la

velocidad instantanea se define como la pendiente de esta recta:

430



Anexo 1 Revisién de manuales escolares

v=Im,,, A ﬁ(cierivaafa) .
At dt

Se hace un breve comentario sobre los signos y acaba diciendo que la magnitud
del vector velocidad instantanea se denomina velocidad instantinea, y es un escalar.

Se resuelven dos ejemplos. En el primero se dibuja la trayectoria x = x(f) en
cuadriculas y se pide hallar la velocidad instantanea en ¢ = 2s. ;Cuando es mayor la
velocidad? ;Cuando es nula? ;Es negativa alguna vez?

El segundo ejemplo dice: “La posicion de una piedra que a partir del reposo se
deja caer desde un acantilado viene dada por x = 5¢, donde x se mide en metros y
hacia abajo desde la posicion inicial cuando t = 0, y t se expresa en segundos. Hallar
la velocidad en un instante t cualquiera (Se omite la indicacion explicita de las
unidades para simplificar la notacion)”.

Se muestra la representacién grafica de x(z) = 5, donde se han trazado las
tangentes correspondientes a los instantes f, t,, f3. Las pendientes de dichas rectas
tangentes van aumentando constantemente, lo que indica que la velocidad instantanea
aumenta constantemente en el tiempo. Como se considera instructivo el examen
numeérico del paso al limite, construye una tabla de desplazamiento y velocidad media
para diversos intervalos de tiempo A¢, empezando en ¢ = 2s. Se ve que a medida que los
intervalos de tiempo disminuyen la velocidad media se aproxima a la velocidad
instantanea.

Las cuestiones que se plantean aqui son las siguientes:

1. Sila velocidad instantanea no varia de un instante a otro, jdiferiran las velocidades
medias correspondientes a distintos intervalos?

2. Siv,= 0 durante cierto intervalo de tiempo Az, ;debe ser la velocidad instantanea v
nula en algin momento del intervalo? Razonar sobre un esquema de una curva
posible de x en funcién de ¢ que tenga Ax = 0 para algun intervalo At.

En el siguiente paragrafo se estudia la aceleracién. Define

. . Av
Aceleracion media=q,, = —,

At
. . longitud
cuyas dimensiones son: [——g—r. ].
tiempo
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C, , . Ay
Aceleracion instantanea = g = limps —,

pendiente de la recta tangente a la curva w(z).

“La aceleracion es, por tanto, la derivada de la velocidad respecto al tiempo™.
“Como la velocidad es también la derivada de la posicion x respecto a t, la

aceleracion es la segunda derivada de x respecto a £

ldx
dv CZ d*x
a= —=—t=—"
e dt dr’

Se hace un breve comentario para los casos en que a =0 o a = cte.

Los dos ejemplos y el ejercicio propuesto son de tipo calculatorio y de
aplicacion de la definiciéon dada anteriormente. Halla las derivadas calculando el limite,
por lo que a continuacién dice que para calcular rapidamente estas derivadas se usan
reglas que se dan en una tabla incluida en el primer apéndice. Recuerda, porque indica
que la va a usar muchas veces, la derivada de la funcidn potencial x(¢) = ¢ 2.

Las ecuaciones importantes, las leyes y las tablas se destacan mediante un
fondo de color. Las palabras claves s¢ han impreso en letras negritas. Al final de cada
seccion del capitulo se incluyen preguntas de reflexion o cuestiones. Algunas de estas
cuestiones son de facil respuesta a partir del texto que las precede, otras pueden servir

para la discusién en clase.

Las cuestiones que se plantean a continuacion de esta seccidn son las
siguientes:
1. Dar un ejemplo del movimiento en el que la velocidad sea negativa pero la
aceleracién positiva; por ejemplo, dibujar una grafica de v en funcién de ¢.
2. Dar un ejemplo de movimiento en el que tanto la aceleracién como la velocidad
sean negativas.
3. (Es posible que un cuerpo tenga velocidad nula y aceleracion no nula?
Luego se pasa a la seccion siguiente: Movimiento con aceleracién constante.
“Una aceleracion constante significa que la pendiente de la curva v, funcion de
t, es constante; es decir, la velocidad varia linealmente con el tiempo. Si la velocidad
es voen el tiempo t = 0, su valor v en un tiempo posterior viene dado por v = vptat.”

A través de consideraciones algebraicas obtiene las siguientes ecuaciones:
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Vi =2 (V0+V),
velocidad media para un movimiento con aceleracion constante.

El desplazamiento para un movimiento con aceleracion constante es, por tanto,

Ax =vyt =Y2 (Votv)t.

Sustituyendo v = vy + at en la ecuacién anterior, la funcién posicién para un

movimiento con aceleracion constante queda

x=xp+ vt + Vs at’.
Trabajando algebraicamente con las ecuaciones anteriores el autor llega a una

ecuacion de la velocidad en funcién de x para el mismo movimiento,

V= v02+ 2a Ax.

Se resalta la importancia de elegir convenientemente el sistema de coordenadas.
Transcribimos a continuacion dos ejemplos:

e Se lanza una pelota hacia arriba con una velocidad inicial de 30 m/s. Si esta
sometida hacia abajo a una aceleracién de 10 m/s® , jcudnto tiempo tardard en

alcanzar el punto maés alto de su trayectoria? ;Cual es la altura maxima?
e ;Cual es el tiempo total que permanecera la pelota del ejemplo anterior en el aire?
Se hace notar a través de las graficas de x(¢) y v(¢) en los ejemplos anteriores que

para la altura maxima que se alcanza a los tres segundos, la velocidad de la pelota es

cero, pero el valor de la pendiente de la curva v(f) no lo es.

A continuacién siguen ejemplos de distancia de frenado, ejemplos de problemas
de encuentro y las cuestiones siguientes:
e Dos muchachos que estan juntos encima de un puente tiran piedras verticalmente

contra el agua que pasa por debajo. Tiran dos piedras simultaneamente, pero una

choca contra el agua antes que la otra. ;Cémo puede ser esto si las piedras estan

sometidas a la misma aceleracion

e Se lanza verticalmente una pelota. ;Cual es su velocidad en la parte mas alta de su

trayectoria? ; Cudl es su aceleracidn en dicho punto?
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En la seccion 2-5 se trata la integracion como el problema inverso a la
derivacion. Se considera el problema de determinar la velocidad y la posicién a partir

de una aceleracion conocida, como se muestra a continuacion:

Sea dv/dt = a, (a = cte.); por lo tanto, la funcién méas general cuya derivada nos
da esta aceleracidn es v = at+vy (v = cte.). La funcidn posicidn, x(f), es aquélla cuya

derivada da la velocidad, dx/d¢ = at+vy, con lo cual: x(¢) = ai12 vt + Xo.

Las constantes que se han afiadido reciben el nombre de condiciones iniciales y

el problema de “dado a(t), hallar x(t)” se denomina problema de valor inicial.

A continuacién dice que el problema de la integracion esta relacionado con el

de la obtencidn del 4rea bajo una curva.

Se considera una grafica de v(¢) en funcion de ¢, y en ella una particion de ¢
entre ¢ y £, con lo que visualiza la afirmacion de que el recorrido total desde ¢, hasta £,
es el area bajo la curva en este intervalo, que puede obtenerse aproximadamente

sumando las areas de los rectangulos. Mateméaticamente escribe esto de la forma

siguiente:

Para intervalos de tiempo cada vez mas pequefios,

f
Ax=x(t,) = x(t,)=lim Y v,At,= [vdt. Delamisma forma,
Ar—0 : ;
15
Av=lim Zai At, = Ja dt.

A0
f

Para concluir se hace un resumen de todo lo expuesto en el capitulo mostrando

las férmulas principales. También hay una sugerencia bibliografica de articulos de

fisicos destacados y de temas de interés como distancia de frenado, etc.

En el apartado de revision se da lo siguiente:

A. Objetivos.

B. Definir, explicar o simplemente identificar (a continuacion da una lista de palabras

clave).
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C. Verdadero o falso. Si la afirmacion es verdadera, explicar por qué lo es. Si es falsa

dar un contraejemplo, es decir, un ejemplo que contradiga la afirmacién:

o%

. 1 (r .
% La ecuaciéon Ax = v y at* es valida para todo movimiento en una

dimension.
% Si la velocidad es cero en un instante, la aceleracion sera cero también en

ese instante.

% Sila velocidad es cero, la particula no puede estar moviéndose.

¢ Si la aceleracién es cero, la curva x en funcién de ¢ es una linea recta.

% La ecuacion Ax = v, Ar es valida para cualquier movimiento
unidimensional.

Se plantean 76 problemas con tres niveles de dificultad. Los problemas del

Nivel I son relativamente faciles. Estan ajustados a las secciones correspondientes del

capitulo. Los problemas del Nivel Il requieren mayor comprension y no estan divididos

por secciones. Los problemas del Nivel III son los mas complejos pensados para los

alumnos mas avanzados.

ALONSO, M y FINN, E. J. (1995). “Fisica”. Addison — Wesley Iberoamericana.

1.- Caracteristicas generales del texto

a) Presentacién: Es un texto con unas dimensiones de 20 x 25 cm?,
encuadernado en tapas flexibles, que consta de 957 paginas.

b) Notas histdricas: Hace una breve referencia al trabajo mas notable del
cientifico al comienzo del capitulo donde se desarrolla el tema, incluyendo fotografia.

c) Tecnologia: En cuanto a la informdtica, no propone ejercicios o problemas
donde sea especialmente necesaria o recomiende su utilizacion.

d) Graficos: Se utilizan muchos graficos a lo largo del texto. Con ellos se quiere
facilitar la comprension de los conceptos fisicos, y en algunos casos minimizar los

requisitos matematicos al alumno.
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e) Ubicacion de los ejercicios y problemas. Los podemos agrupar de la
siguiente manera:
» Aplicacién de las formulas, de tipo calculatorio: 1, 2, 3, 6, 8, 13, 14, 15, 16, 17, 18,
19, 21-31.

Y

Resolucion en un contexto grafico o interaccidn de varios contextos: 4, 5, 9, 10, 12,

V’

Demostrativo: 7.

A\

Problema de condiciones iniciales: 11.

2.- Organizacidn de contenidos

El texto se divide en 41 capitulos, abarcando los siguientes contenidos:

1. La estructura de la materia.
Mediciones y unidades.
Movimiento rectilineo.
Movimiento curvilineo.

Movimiento circular.

2.

3.

4.

5.

6. Fuerza y momentum.

7. Aplicaciones de las leyes del movimiento.
8. Torque y momentum angular.
9. Trabajo y energia.
10. Movimiento oscilatorio.

11. Interaccién gravitatoria.

12. Exploracidén del espacio.

13. Sistemas de particulas: momentum lineal y momentum angular.
14. Sistemas de particulas: Energia.

15. Gases.

16. Termodinamica.

17. Mecanica estadistica.

18. Fenomenos de transporte.

19. La teoria de la relatividad.

20. Procesos de alta energia.

21. Interaccidn eléctrica.

22. Interaccién magnética.
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23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.

Estructura eléctrica de 1a materia.
Corrientes eléctricas.

El campo eléctrico.

El campo magnético.

El campo electromagnético.
Movimiento ondulatorio.

Ondas electromagnéticas.
Interaccion de la radiacién electromagnética con la materia: fotones.
Transiciones radiactivas.

Reflexidn, refraccion y polarizacion.
Geometria de las ondas.
Interferencia.

Difraccidn.

Mecénica cuantica: fundamentos.
Mecéanica cuantica: aplicaciones.
Atomos, moléculas y sélidos.
Estructura nuclear.

Procesos nucleares.

La estructura fundamental de la materia.

3.- Estructura general del tema

Analizamos el capitulo 3, Movimiento rectilineo, con el siguiente itinerario

didactico:

3.1
3.2
33
34
3.5
3.6
3.7

Mecanica.

Sistemas de referencia.

Movimiento rectilineo: velocidad.

Movimiento rectilineo: aceleracion.

Algunos movimientos especiales.

Movimiento vertical libre bajo la accién de la gravedad.

Representacidn vectorial de la velocidad y la aceleracion en el movimiento

rectilineo.

3.8

Composicion de velocidades y aceleraciones.
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3.9 Movimiento relativo.

4.- Tratamiento dado al tema

En su introduccién explica cual es la parte de la Fisica que constituye la
mecénica y presenta a los cientificos que en su época contribuyeron al desarrollo de la
misma.

A continuaciéon aclara que reposo y movimiento son conceptos relativos e
introduce los sistemas de referencia para describir el movimiento.

Para describir la trayectoria de un objeto considera una relacidén funcional del
tipo x = x(f) y muestra una grafica del desplazamiento como funcion del tiempo.

Define velocidad media como

x'-x Ax
Vmed = t-t Z—A—l’

donde Ax = x-x’ es el desplazamiento del cuerpo y At = £~ es el tiempo transcurrido.

Ax
Velocidad instantanea = v = lim ar>0 Vined = 1iM at>0 E

“Pero ésta es la definicion matemdtica de la derivada temporal de x, es decir,
dx
="
dt’

de modo que la velocidad instantdnea es igual a la tasa de cambio del desplazamiento

con respecto al tiempo”.

En general, v = w(f). En el caso de que la velocidad permanezca constante, el

movimiento es uniforme.

La velocidad también puede determinarse facilmente a partir de una grafica de
la posicién como funcion del tiempo, es decir, x = x(¢f). La velocidad media,

geométricamente, es la pendiente de la recta secante a la grafica x = x(f) que pasa por

los puntos considerados.

Si deseamos medir la velocidad instantanea en el tiempo ¢, debemos hallar la

pendiente de la tangente a la curva en el punto.
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Dada la grafica de v = v(¢) se halla el desplazamiento como el area bajo la curva
desde #; a ¢. Para ello se considera una particién de ¢ en intervalos sucesivos pequefios
dto, dty, ... . Entonces el desplazamiento total del cuerpo se obtiene de la suma de todos
los desplazamientos pequefios, como

Desplazamiento = x-xo = vo dtg + vy dty + ... = Z; vy dl.

Si los dt son muy pequefios la sumatoria es equivalente a la integracion

xX=Xxgp+ ].le.

fo

Se recuerda el signo y las unidades de la velocidad.

A continuacién se presentan tres ejemplos. En el primero los datos se dan en
una tabla (tiempo-kilometraje); se pide calcular la velocidad media en cada uno de los
intervalos. En el segundo ejemplo se da la tabla de datos tiempo-velocidad y la grafica
correspondiente a v = v(¢). En ella se han dibujado los rectangulos cuya suma (por
defecto) da una estimacion de la distancia total desplazada entre la primera observacién
y la ultima; esta estimacidén se mejora si se calcula la velocidad media en cada
intervalo.

En el ejemplo 3 se da la ecuacién de posicion x = x(f) y se pide calcular la
velocidad media para intervalos cada vez mas pequefios. Esto tiene como objetivo

mostrar que a medida que At disminuye, la velocidad media se aproxima a la velocidad
instantanea.

Movimiento rectilineo: aceleracion.

La aceleracion media la define como la pendiente de la recta secante a la grafica

correspondiente a v = (),

Ly

Amed = P

<~

La aceleracién instantaneca es el limite de la aceleracidn media cuando el

intervalo de tiempo, At = £’-¢, se hace muy pequefio. Esto es,

, , Ax
a = liMat>0 Gmed = liMarso A—t

lo que da como resultado
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“La aceleracion instantanea es igual a la tasa de cambio de la velocidad con

respecto al tiempo”. Luego se hace mencidn a los signos de la aceleraciéon.

Conocida la aceleracion como funcién del tiempo se calcula el cambio de

velocidad, v-vg, a través de la integral

t
y=1yy+ jadt.

iy

Esto se ilustra con una grafica ¢ = a(f), donde se ha considerado una particién

en el intervalo de tiempo t-#; , haciendo la salvedad de que dt; debe ser muy pequefio y

!
que la sumatoria Zaidz‘i es equivalente a la integral Iadr .

fy

En caso de que la aceleracién varie rapidamente, como en el caso de un cohete,
se define la rapidez de cambio de la aceleracion con respecto al tiempo, conocida como
“tiron”.

En los ejemplos siguientes se calcula, en el primero, la aceleracion media con
los datos presentados en la tabla de un ejemplo anterior, y en el segundo, los valores de
v(t) v a(t) en cualquier instante y para dos instantes determinados, ademas de los
valores medios para un At, todo ello a partir de una funcién de posicion x(¢) dada.

A continuacidn hace mencion a algunos movimientos especiales:

a) Movimiento rectilineo uniforme.

Cuandov=cte, x=xg+ Lo’ vdt=xptv Itot dt.

Luego representa las graficas de v(f) y x(f) para el movimiento rectilineo

uniforme.
b) Movimiento rectilineo uniformemente acelerado.
Sia=cte, entonces v=yy+ f,o’ adt=vy+a LOZ dt,

X=Xyt Lo[ [vo+ a (t-ty)] dt = xo+ o ,[,01 dt+a Lol (I—to) dt.
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Se presentan a continuacion las graficas de v(f) y x(¢) para el movimiento

uniformemente acelerado.

1 . .,
La relacion x = xq + vy (t-1o) + 5a (t-15)* se puede deducir también calculando

el area bajo la grafica de la velocidad para un cuerpo que se mueve con aceleraciéon
uniforme. Esto se ilustra en una grafica y la deduccién se hace geométricamente.
Para finalizar se hace un resumen de las ecuaciones del movimiento rectilineo.
En el ejemplo siguiente se dan como datos la velocidad y la desaceleracion (que
permanece constante) y se calcula la distancia a la que deben aplicarse los frenos para

que un tren se detenga en la estacion, y el tiempo que tarda en detenerse.

c) Movimiento vertical libre bajo la accién de la gravedad.
Hace las consideraciones sobre la aceleraciéon que experimentan los cuerpos al

caer bajo la accidén de la gravedad, dando su valor y la convencién de signos que

adopta:

m . . .. . .
a=-g=-938 e tomando como sentido convencional positivo hacia arriba.

a=g=98 7 » S1 8¢ toma como sentido positivo hacia abajo.

Para los dos casos se consideran las ecuaciones para el movimiento
uniformemente acelerado y se resuelven los dos ejercicios que a continuaciéon se
transcriben:

» Ej. 3.7 — Una pelota se lanza verticalmente hacia arriba con una velocidad de
98 m s desde la cima de un edificio de 100 m de altura. Hallar el tiempo
necesario para que lu pelota alcance su altura maxima sobre el piso, el valor de la
altura, el tiempo total transcurrido antes de que la pelota llegue al suelo y su

velocidad en ese instante.

‘

» Ej. 3.8 — Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial
de 50 m s”'. Dos Segun(jos' después se lanza otra pelota hacia arriba con la misma
velocidad. ;A qué altura y en qué tiempo se encontrardn? ;Cudl sevd su velocidad
cuando se encuentren?

El dltimo ejemplo muestra la importancia de mantener una orientacion

consistente de los ejes a lo largo de todo ¢l problema.
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Representacion vectorial de la velocidad y la aceleracion en el movimiento
rectilineo.
Se considera el movimiento rectilineo horizontal y vertical y las relaciones

vectoriales entre velocidad y aceleracidén en todos los casos, a través de diagramas

vectoriales.

Composicion de velocidades y aceleraciones

Trata el tema ilustrandolo con un mévil sujeto a distintos agentes, donde cada
uno de ellos le imprime una velocidad y/o aceleracion diferente, como es el caso de un
bote que se mueve con una cierta velocidad y donde el agua a su vez fluye con cierta
rapidez.

Se desarrollan dos ejemplos sobre el mismo fenémeno y un tercer ejemplo
sobre la aceleracion de un cuerpo que se desliza a lo largo de un plano inclinado.

Por ultimo se desarrolla el tema del movimiento relativo. Se da el caso de dos
objetos que se mueven con velocidad v, y vg respecto de un origen de coordenadas y
sus velocidades relativas:

VBA= VB-VA Y VAR = VA-VB.

De manera parecida sucede con las aceleraciones.

Hay un ejemplo con dos aviones donde, conocidas sus velocidades relativas al
suelo, hay que hallar las velocidades relativas de uno respecto al otro.

Para cerrar hay una nota sobre la edad del universo; estas notas que se suceden
a lo largo del texto son explicaciones mas detalladas o extensiones del mismo.

Siguen ocho preguntas que son del tipo siguiente:
-, Qué se quiere decir con “el movimiento es relativo™?
- Por qué la velocidad y la aceleracion son cantidades vectoriales?

Se proponen 32 problemas, y al final del texto se dan los resultados de los

numeros impares.

Los problemas siguen el orden en que se desarrollan los contenidos y su nivel

de dificultad esta de acuerdo a los mismos.
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Anexo 1

3.3.- TEXTOS DE MATEMATICAS DE NIVEL MEDIO

DE GUZMAN, M.; COLERA, I. y SALVADOR, A. (1990).
“Matematicas”. Bachillerato 2 (BUP). Anaya.

1.- Caracteristicas generales del texto

a) Presentacién: es un libro de texto con mucho colorido. Cada tema comienza
con una pagina inicial que sirve de introduccién y al final aparece la “Revista”, cuya
finalidad, en palabras de los autores, es motivar, interesar, entretener y, en algunas
ocasiones, completar las visiones histéricas de las introducciones.

b) Notas histéricas: Las notas historicas y la biografia de los matematicos mas
relevantes aparecen, de forma amena, en la Introduccion y la Revista.

c¢) Tecnologia: Propone el uso de la calculadora para realizar operaciones.

d) Graficos: El texto se encuentra ilustrado por un buen numero de graficos,
con color y tamafio adecuado.

f) Ubicacion de los ejercicios y problemas: Aproximadamente un 20% de los
ejercicios que presenta al final de cada tema analizado se sitdan en el contexto fisico,
predominando el marco algebraico. El resto se plantean en el contexto matematico,

donde se hallan representados fundamentalmente los marcos algebraico, numérico y

geométrico.

2.-Organizacion de contenidos

El texto contiene siete bloques tematicos: Sucesiones, Trigonometria,
Funciones, Derivadas, Integrales, Funciones exponenciales y logaritmicas y Geometria.

Cada bloque incluye una Introduccion, y dos, tres o cuatro temas, cada uno seguido de

la correspondiente Revista.

3.- Estructura general de los temas

Nos ocuparemos del cuarto bloque: Derivadas, que contiene los temas 10 y 11.
Tema 10. Concepto de derivada.

Tasa de variacién media.

Derivada de una funcidn en un punto.

Ejercicios del tema.

Revista matematica.
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Tema 11. Funcion derivada.
La derivada como funcién.
Algunas reglas para el calculo de derivadas.
Funciones derivables y no derivables.
Ejercicios del tema.

Revista matematica.

4.- Tratamiento dado a los temas

Queremos destacar una situacion que plantea en la introduccién que nos parece
muy Interesante, tanto como motivaciéon para el concepto correspondiente en la
asignatura de Matematicas como el que corresponde al de Fisica.

“Al lanzar un cohete de verbena verticalmente hacia arriba, su altura siguio la
ecuacion

h=1t -9 +24
durante un vuelo que durd 10 s. Debido a un fallo de la polvora, el cohete que estaba

subiendo pierde altura, luego se recupera y sube de nuevo. ;En qué instante el cohete

cambia el sentido de su marcha?”

El tema 10 comienza presentando el grafico de una funcién sobre una
cuadricula donde los ejes estan graduados. Esto le permite calcular las pendientes de
las rectas tangentes en varios puntos. Continta con el estudio de la tasa de variacidn
media utilizando el calculo de la velocidad media para su introduccidn; a continuacién
la define y resuelve tres ejemplos.

Se proponen siete ejercicios que podemos clasificar de la siguiente manera: el
primero y el cuarto estan planteados a partir de un marco grafico, el tercero a partir de
una tabla. En el problema 6 se trata de describir una experiencia real. En los restantes
el marco utilizado es ¢l algebraico, y a partir de la expresion analitica de la funcion
llega al calculo de la tasa de variacion media.

Para entrar en el estudio de la derivada de una funcidén en un punto utiliza como
motivacién el movimiento uniformemente acelerado a través de la siguiente situacion:

“Un tenista da un fuerte raquetazo a una pelota verticalmente hacia arriba. La

altura de la bola, en funcidn del tiempo obedece a la ecuacion

a =30t -5t
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v queremos saber la velocidad que lleva 2 segundos después del golpe.”

Resuelve primero el problema de forma gréfica y luego lo generaliza a partir de
la expresidn analitica de la funcién; acaba dando la regla de los cuatro pasos.

Los tres ejemplos que plantea a continuacion son aplicacidn de la regla anterior.

Se plantean doce ejercicios, que clasificamos de la siguiente manera: cuatro son
para aplicar la definicién de derivada, siendo conocida la funcién en forma analitica; en
otros dos se pide hallar la tangente para valores determinados y dentro del mismo
marco que los anteriores; cinco estan planteados desde el marco grafico y otro desde el
contexto fisico.

Los catorce ¢jercicios que se plantean al final del tema son del mismo tipo que
los anteriores. Entre ellos aparecen dos planteados desde un marco geométrico, uno
desde la Biologia, cuatro desde la Fisica. En otro se pide completar un cuadro con el
calculo de los cocientes finitos. En los restantes se deben hallar rectas tangentes,
secantes y tasa de variacién media para funciones, cuyas expresiones vienen dadas en
forma analitica y en puntos predeterminados.

En el tema 11 halla, para una funcién polinémica de segundo grado y a partir de
la definicién de derivada en un punto, la ecuacion de la recta derivada de aquella. Por
ultimo, aplica la regla de los cuatro pasos en un punto cualquiera para mostrar que se
obtiene la ecuacidn de una funcién que para este caso es la ecuacion de la recta. Con
esto resuelve la cuestién planteada inicialmente, que nos parecié muy motivadora.

Contintia con el segundo punto dando las reglas para ¢l calculo de derivadas; se
refiere siempre a derivadas de primer orden. Entre los ejercicios propuestos, hay uno
planteado en el contexto fisico y otro en el bioldgico. Haremos referencia al primero,
su enunciado dice:

“El espacio y, en metros, recorrido por una moto (que acaba de arrancar) en
un tiempo t, en segundos, viene dado por la formula y = 2t* + 5t .

a) Calcular lo que indica el velocimetro cuando t = 2 segundos.
b) Encuentre la funcion velocidad (ayuda: se trata de derivar la funcion espacio
respecto a la variable tiempo).

>

¢) Calcular la velocidad cuando ha recorrido 3 metros.’
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Queremos hacer notar, una vez mds, que en Fisica la terminologia de espacio,
posicion, desplazamiento, trayectoria, ecuacion de movimiento, que conceptualmente
son diferentes pero que en algunas circunstancias pueden coincidir (para algunos
intervalos y bajo algunas condiciones), constituyen un obstaculo para el alumno y, por
lo tanto, hay que ser cuidadosos con la precision en el lenguaje.

Se acaba desarrollando el tema pero en ningin momento se habla de derivadas

sucesivas ni se llega mas alla de la funcién derivada primera.

COLERA, J.; OLIVEIRA, M. J. y GARCIA, R. (2001).
“Matematicas I1”. Anaya

1.- Caracteristicas generales del texto

a) Presentacién: El texto consta de 415 péaginas con una encuadernacioén en
tapas blandas. Tiene varios tipos de letras; los conceptos més importantes quedan
resaltados en letra negrita o dentro de cuadros de color amarillo y el resto del texto
tiene el mismo tamafio y tipo de letra.

b) Notas histéricas: Contiene una doble pagina de notas histéricas al comienzo
de cada bloque de unidades y alguna pequeifia referencia historica en los margenes de
las paginas.

¢) Tecnologia utilizada: Para resolver los ejercicios propuestos es necesario el
uso de calculadora, aunque el libro no hace referencia a ello. No se requiere el uso de
sistemas informaticos para la resolucién de los problemas matematicos que contiene
este texto.

d) Graficos y figuras: Contiene abundantes tablas, graficos y dibujos para
facilitar la compresion de los conceptos y el manejo adecuado de los conocimientos.

e) Ubicacion de los gjercicios y problemas propuestos: A continuacion de la
teoria y al final de cada unidad hay ejercicios propuestos para valorar si el alumno es
capaz de aplicar los conceptos estudiados con anterioridad. En el ultimo apartado de la
unidad y junto a los ejercicios propuestos aparecen ejercicios resueltos, destacados con

un cuadro verde, que facilitan la asimilacion de la teoria expuesta.

2.- Organizacién de contenidos
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El manual se inicia con unas paginas dedicadas a la resolucién de problemas,
donde aparecen técnicas con la finalidad de facilitar esta tarea.
El texto queda dividido en 14 unidades agrupadas en tres bloques tematicos.

Las unidades, a su vez, se subdividen en apartados. Los temas a tratar en cada unidad

son:
Bloque I. Algebra

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss.

Unidad 2. Matrices.

Unidad 3. Determinantes.

Unidad 4. Resolucidn de sistemas mediante determinantes.
Bloque II. Geometria

Unidad 5. Vectores en el espacio.

Unidad 6. Rectas y planos en el espacio.

Unidad 7. Problemas métricos en el espacio.

Unidad 8. Lugares geométricos en el plano y en el espacio. Conicas.
Bloque III. Funciones

Unidad 9. Limites de funciones. Continuidad.

Unidad 10. Derivadas. Técnicas de derivacion.

Unidad 11. Aplicaciones de las derivadas.

Unidad 12. Representacién de funciones.

Unidad 13. Célculo de primitivas.

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones.

3.- Estructura general del tema.

El tema que se quiere analizar ocupa dos unidades del texto, que corresponden
a las unidades 10 y 11. Los apartados que las conforman son:
Unidad 10. Derivadas. Técnicas de derivacion.

10.1. Derivada de una funcién en un punto.

10.2. Funcidn derivada.

10.3. Reglas de derivacion.

10.4. Estudio de la derivabilidad utilizando las reglas de derivacion.

10.5. Derivada de la funcién inversa o reciproca de otra.
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10.6. Nuevas técnicas de derivacion.
10.7. Demostracion de las férmulas de derivacion.
Unidad 11. Aplicaciones de las derivadas.
11.1. Recta tangente a una curva en uno de sus puntos.
11.2. Informacion extraida de la primera derivada.
11.3. Informacion extraida de la segunda derivada.
11.4. Optimizacién de funciones.
11.5. La derivada para el calculo de limites: Regla de 1’Hopital.
11.6. Dos importantes teoremas.

11.7. Aplicaciones tedricas del teorema del valor medio.

Ubicacién y extension que ocupa el tema en la exposicidn general del texto:
Los apartados que se va a analizar de forma més especifica son el 10.2 y el 10.3 y del
10.2 derivan dos apartados que aparecen en la unidad 11:
10.2. Funcién derivada.
10.3. Reglas de derivacion.
11.2. Informacién extraida de la primera derivada:
- Crecimiento y decrecimiento de funciones.
- Relacidn del crecimiento de una funcidn con el valor de su derivada.

- Criterio para identificar tramos crecientes o decrecientes a partir del signo

de la derivada.

- Maximos y minimos relativos. Definicién.

Condicién necesaria de maximo o minimo relativo en funciones

derivables.
- Regla para identificar extremos relativos.
11.3. Informacién extraida de la segunda derivada.
- Definicién de concavidad, convexidad y punto de inflexion.
- Relacién de la curvatura con la segunda derivada.
- Criterio para detectar el tipo de curvatura.

- Aplicacidn a la identificacion de maximos y minimos.

El primer apartado (10.2) ocupa una pagina, mientras que de los apartados del

tema 11, el primero ocupa 3 paginas y el segundo 2 .
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4.- Tratamiento dado al tema (derivadas sucesivas)

- Forma de introducirlo.
La unidad 10 comienza dando la definicidén de la derivada de una funcion en un

punto:

. A )
“El limite llm-l:hm
h—0 h B0

, Si existe y es finito, se llama

S +h) - [ (%)
h

derivada de la funcion f en xy y se designa f'(xg)”

Este apartado presenta una grafica que ilustra la ecuacion anterior, luego

contintia exponiendo:

f '(xo):lz'm J (x°+h2_f (XO); f(xo) significa la pendiente de la recta

h—0

tangente a la grdfica de y = f(x), en el punto de abscisas xy. Si existe f’(x) se dice
que f es derivable en x.

Salvo alguna excepcion, las funciones conocidas son derivables en todos los
puntos en los que estdan definidas.

Para introducir las derivadas sucesivas da las siguientes definiciones:

“Si una funcion, f, es derivable en todos los puntos de un intervalo, I, la
funcion f’:x — ['(x) definida en I, se llama funcién derivada de f.”

“Si f' es derivable, su derivada se llama f’' (se lee f segunda). Asi,
sucesivamente, se definen f°°, f, ... f" (f tercera, f cuarta, f n-ésima).”

“La funcion derivada, f’(x), puede obtenerse directamente de f(x) aplicando la

definicion:
+h) -
f’(x)zging JS(x 2 f(x), es la derivada en un punto x que permanece
variable.”

En el apartado 10.3, se exponen las reglas de derivacion.
En el apartado 11.2 (p. 301) se muestra la informacién que nos proporciona la
primera derivada sobre las caracteristicas de la funcién como son: crecimiento,

decrecimiento, maximos y minimos. En la mayoria de los casos se conoce la forma

analitica de la funcidn.
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En el apartado 11.3 (p. 304) se estudian las caracteristicas de las funciones
extraidas de la segunda derivada como la concavidad y los puntos de inflexion. En la

mayoria de los casos se conoce la expresion analitica de la funcién.

- Tipos de ejemplos:

Incluye ejemplos que se plantean en un marco numérico y se sitian en un

contexto puramente matematico; presenta abundantes graficas.
Tras hablar del concepto de derivadas, en el apartado 10.1 (p. 276) se plantean
dos egjercicios, que son de aplicacion de una férmula y, por tanto, algoritmicos. El

mismo tipo de ejercicios ilustran las secciones 10.2, 11.2 y 11.3. A modo de ejemplo

presentamos algunos.
a Ejercicios (p. 276)
1) Si f(x) =x", hallar su derivada en xp = 1.
3\/—
2)S8i f(x) =N*, hallar su derivada en xg = 0.
a Ejercicio 1 (p. 278)
Dada la funcién f(x) = 5x - x°,

a) Hallar su funcion derivada, f’(x), mediante el limite del cociente incremental.

e) Hallar las derivadas sucesivas ' (x), f'"'(x),...
o Ejercicio 1 (p. 305)
Estudiar la curvatura de la funcion f(x) = X +3x7

- Tipos de ejercicios y problemas propuestos al final de la seccién.

Al final de la seccién 10.3 presenta 5 ejercicios propuestos. Todos estos ejercicios son
de tipo algoritmicos, que consisten en calcular derivadas utilizando las reglas de

derivacion. En la seccidn 11.2 hay 3 gjercicios propuestos y en la 11.3 hay dos. Son del

mismo tipo; presentamos a continuacion un enunciado.
a Ejercicio 1 (p. 305)
Estudiar la curvatura de la funcién y = 3x* —8x’+35.

- Tipo de ejercicios y problemas propuestos al final del capitulo.

450



Anexo 1 Revision de manuales escolares

La mayoria son del mismo tipo que los anteriores. Hay dos apartados, uno con
gjercicios resueltos y otro con ejercicios propuestos. En la unidad 10 los ejercicios
propuestos son 79 y estan divididos en 36 ejercicios para practicar, 26 ejercicios para
resolver, 7 cuestiones teoricas, 9 para profundizar y 1 para pensar un poco mas.

A continuacion mostramos algunos enunciados.

a Ejercicio 7 (p. 291, resuelto)

1
Prueba que existe un punto de la curva y = arc Zg(l il xj en el que la tangente
-x

a esa curva es paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

a Ejercicio 33 (p. 294, propuesto)

Dada la funcion f(x) = ¢, halla f'(5), {'(9) y""'(5).
a Ejercicio 36 (p. 294, propuesto)

Calcula las derivadas primera, segunda 'y tercera de la funcion
f(x)=4Inx—x" +1 en el puntox = 1.

En la unidad 11 presenta 15 problemas resueltos y 94 ejercicios y problemas
propuestos; estos ultimos se dividen en 12 para practicar, 46 para resolver, 28
cuestiones teoricas, 6 para profundizar y 2 para pensar.

La mayoria son de tipo algoritmico, dados en el contexto matemaético y en el

marco analitico. Seleccionamos uno para transcribir, dentro de los clasificados para

profundizar, porque estd planteado en el marco grafico.
o Ejercicio 92 (p. 327)
De la funcion f(x) definida en [— 3,3] se conoce su grdfica.

a) Estudiar la continuidad de la funcidn.
b) Estudiar la derivabilidad de la funcion.

¢) Dibujar razonadamente la grdfica de f"(x).

3.4- REVISION DE TEXTOS DE FiSICA DE NIVEL MEDIO

CANDEL, A.; SATOCA, J.; SOLER, J, B. y TENT, J. J. (1991).
“Fisica y Quimica”. Bachillerato 2 (BUP). Anaya.
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1.- Caracteristicas gsenerales del texto

a) Presentacion: Se trata de un libro lleno de colorido con un buen numero de
figuras, graficos y diagramas. El texto se ha estructurado en nueve unidades; en cada
unidad se distinguen tres partes:

1- Una doble pagina de presentacion del tema.
2- Temas que se desarrollan en la unidad.
3- Practica de laboratorio.

b) Notas historicas: Cada tema se cierra con una doble pagina denominada
“complementos”, donde se presentan breves notas historicas y bibliograficas sobre los
temas y personajes mas relevantes tratados en él. Ademas, en el mismo se ofrecen
comentarios de textos cientificos, libros comentados, practicas sencillas, pasatiempos y
ejercicios de mayor nivel.

¢) Tecnologia: Al final de cada unidad el autor propone una PRACTICA. En
ella se describen todos los pasos a seguir y el material empleado, que en su mayoria es
de tipo casero. No se proponen tareas en las que sea necesario el uso de calculadora u

ordenador.

d) Graficos: Los temas se ilustran a través de figuras y graficos con mucho

color.

e) Ubicacion de los ejercicios y problemas: Hay un numero elevado de

ejercicios que se resuelven a través de calculos después de aplicar las férmulas

correspondientes a los conceptos estudiados.

2.- Organizacidon de contenidos

Fl libro presenta 23 temas agrupados en nueve unidades, las seis primeras
corresponden a Fisica y las restantes a Quimica. Las unidades son las siguientes:

Unidad I. La ciencia y su método. El proceso de medida.

Unidad II. La cinematica.

Unidad III. La dinamica.

Unidad IV. El trabajo y la energia.

Unidad V. Las ondas.

Unidad VI. Electromagnetismo.

Unidad VII. La materia. El atomo. Los enlaces.
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Unidad VIII. La reaccion quimica.

Unidad IX. La quimica del carbono

3.- Estructura general de los temas

Analizaremos la unidad II, que esta dividida en dos temas que abarcan los

siguientes titulos:

Tema 3. Magnitudes de movimiento
o ,Qué es el movimiento?
e Medimos la rapidez del movimiento: la velocidad.
e Lavelocidad en un instante y la velocidad media.
e Mejorando la presentacidn: grafica v-¢
e Aceleracion.
Tema 4. Tipos de movimiento
¢ El movimiento rectilineo uniforme.
e El movimiento rectilineo uniformemente acelerado.
o Como medir distancias en el M.R.U.A.
e (aida libre: un ejemplo de M.R.U.A.
e El movimiento circular uniforme.
e Practica.

4.- Tratamiento dado a los temas

La cinematica estd dividida en dos temas. En el primero comienza dando
definiciones intuitivas de movimiento, movimiento relativo, sistema de referencia,
desplazamiento y distancia recorrida. No se utilizan vectores, s6lo una breve referencia
para sefialar que para especificar el cambio de posiciéon de un cuerpo no basta con
indicar la distancia recorrida, sino que debe indicarse también la direccién y el sentido
en que s¢ produce el desplazamiento. Si bien se ilustra todo esto con una figura, hay
que destacar que a la palabra desplazamiento se la ha utilizado con dos significados.

Como ejemplo se presenta una grafica posicion-tiempo a través de una lineas
rectas quebradas que forman cuatro vértices. Destaca con letra mdas oscura que la

grafica no debe confundirse con la trayectoria del mévil.
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A continuacién propone como ejercicio construir la grafica posicion-tiempo
para el caso de un tren que se acerca a una estacion, se detiene y luego sigue su camino.

Continua definiendo la veloeidad como el espacio recorrido por unidad de
tiempo.

Como primer ejercicio se propone hallar la velocidad de tres vehiculos a través
de tres graficas posicién-tiempo. Las graficas corresponden a rectas con distintas
pendientes. En el segundo ejercicio la grafica es una parabola; se intenta que el alumno
vea que en este caso la velocidad varia cuando lo hace el intervalo de tiempo escogido.

Mas adelante se introduce la definicion de velocidad media y de velocidad
Instantanea (siempre intuitiva y sélo considerando magnitudes escalares). Para esta
ultima dice:

“Para determinar la velocidad en un instante, iremos calculando la velocidad
media, que corresponde a intervalos de tiempo cada vez menores, procurando que
estos intervalos incluyan el instante que se considera”.

“A este proceso en matemdtica se le llama paso al limite. Por lo tanto la

velocidad instantanea es v =lim,__,v, .

Presenta el grafico velocidad-tiempo compuesto por cuatro tramos, los tres
primeros son lineas quebradas y el ultimo una curva.

Se proponen tres ejercicios, el primero consiste en dibujar el grafico velocidad-
tiempo de un autobus que se acerca a un peatdén situado en la parada del autobus. El
segundo ejercicio pide dibujar la grafica velocidad-tiempo a partir de una grafica
posicién-tiempo. Y por dltimo, dada la grafica velocidad-tiempo se pide dibujar la
posicion-tiempo correspondiente.

A continuacion explica e ilustra el caracter vectorial de la velocidad.

., Av v, -V, .
La aceleracion se define como a = —- = £—~X remarcando que al igual que

At At
la velocidad, la aceleracion es una magnitud vectorial. Distingue entre aceleracion
tangencial y aceleraciéon normal o centripeta.
Los ejercicios propuestos aqui son, el primero de caracter grafico, determinar la

aceleracidon para distintos intervalos de tiempo en un grafico velocidad-tiempo. El
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segundo, de caracter numérico, cuyo resultado es una aceleracion negativa y se le pide

al lector interpretar el signo. Y el ultimo es una cuestion.

Al final del tema se proponen 10 gjercicios de revisién. Cuatro de ellos estan
planteados desde un contexto gréafico, otro desde un contexto numeérico a través de una
tabla y los restantes desde un contexto predominantemente fisico.

Los unicos conceptos matematicos de los que hacen uso explicito los autores,
son las operaciones matematicas elementales.

En el siguiente tema el autor muestra los diferentes tipos de movimientos.

Comienza haciendo referencia al movimiento rectilineo y uniforme, definiendo la

. s = . L .
velocidad como v = ((——0))—; de aqui obtiene s-—s, =Vv(f—1,), que proporciona la
t—t,

distancia recorrida en el intervalo de tiempo considerado.

En el ejemplo que sigue proporciona los datos a través de una tabla
tiempo/posicion. ;Se trata de un movimiento uniforme?. Responde a esta pregunta
diciendo que al ser un movimiento rectilineo basta con comprobar que el médulo de la
velocidad no varfa. En una tabla presenta para distintos intervalos de tiempo la
distancia recorrida y la velocidad correspondiente, en la que puede verse que €sta toma
para todos los intervalos calculados el mismo valor. A continuacién presenta los dos
graficos, la velocidad en funcién del tiempo y la posicion en funcidn del tiempo.

En los ejemplos que le siguen se pretende hacer reflexionar al alumno a la hora
de aplicar las férmulas y construir las graficas.

Por ultimo propone tres cuestiones y un ejercicio, donde los datos estan dados

en una tabla.

Sigue con el movimiento rectilineo uniformemente acelerado, diciendo: ‘“‘la
ecuacion que nos define este movimiento es a = cte.”

Con un ejemplo, a través de las tablas tiempo/velocidad, intervalo de
tiempo/cambio de velocidad/aceleracion, muestra que en todos los intervalos de tiempo

el valor de la aceleracion es el mismo.

Sobre 1a relacién entre la velocidad y el tiempo dice “no tiene sentido hablar de

la velocidad del movimiento, sino de la velocidad en cada instante”; luego, a partir de

.. ., V-, , .

la definicion de aceleracién, a = (—Q, deduce la féormula que da la velocidad en un
r—t
0
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instante ¢, v=v,+a(t~¢,). A continuacion representa el grafico v-¢ para el ejemplo
anterior. El ejemplo que sigue sirve como entrenamiento para utilizar las férmulas. Hay
ocho ejercicios propuestos, de los cuales tres se resuelven aplicando las féormulas y en
los restantes estdn presentes para su resolucidén los contextos fisico, grafico y
aritmético.

Para hallar la distancia recorrida en el M.R.U.A. parte de la grafica v-¢ y halla el

area de la misma manera como lo hizo para el M.R.U., llegando a que la posicién en

cualquier instante viene dada por

S =8, +v,(t—t,) +—12—a(t -1,)".

Tomando los datos de un ejemplo anterior obtiene la grafica de s(¢), que viene
representada por una parabola. Aqui, en la pagina 47 del texto, se desliza un error al
decir: “Puesto que todo M.R.U.A. responde a esta ecuacion, el grdfico s-t de estos
movimientos sera siempre una pardabola cuyo eje de simetria serd el de ordenadas(eje
vertical), o el de abcisas (eje horizontal), segun que la aceleracion sea positiva o
negativa (movimiento de frenado)”. En realidad siempre tendremos una parabola con
eje vertical, abierta hacia los valores positivos o negativos segin sea el signo de la
aceleracion.

El ejemplo y el ejercicio que hay a continuacidon son de aplicacién de férmulas.
Siguen 5 cuestiones. Como aplicacién de este ultimo movimiento considera el caso de
la caida libre. Termina ¢l tema 4 con el movimiento circular uniforme.

Los trece problemas presentados al final del tema como ejercicios de revision
son del mismo tenor que los planteados al desarrollar el mismo. Se nota la

preocupacion por presentar enunciados que planteen situaciones reales.

CANDEL, A.; SATOCA, J.; SOLER, J, B. y TENT, I. J. (1992). “Fisica y Quimica”.
Bachillerato 3 (BUP). Anaya.

1.- Caracteristicas generales del texto
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a) Presentacion: Este manual es de los mismos autores que el analizado para el

curso anterior; por lo tanto, mantiene sus mismas caracteristicas y estructura

organizativa.

2.- Organizacion de contenidos

Consta de 22 unidades, que a su vez se dividen en temas; en total hay 23 temas.

3.- Estructura general de los temas

Haremos una descripcion de la primera unidad, que es donde se desarrollan los
temas de nuestro interés.
Unidad I. Cinematica.
Tema 1. Magnitudes cinematicas.
a A qué llamamos vector.
a Operaciones bésicas con vectores.
O (A qué llamamos movimientos? Sistema de referencia.
o A qué llamamos velocidad.
o (Quées la aceleracion?
Tema 2. Estudio del movimiento.
o Cuando el movimiento es rectilineo y uniforme.
a Cuando el movimiento rectilineo se acelera.
o Composicién de movimientos.
o Movimiento armoénico simple.

o Practica.

4.- Tratamiento dado a los temas

El primer tema comienza definiendo vector, operaciones basicas, momento de

un vector respecto de un punto y derivada de un vector; esta ultima lo hace de la

siguiente manera:

" v Y - dv. . -
By, SOOI v By
dt At dt dt dt

A continuacion se dan las reglas de derivacién mds importantes.
El desarrollo del resto de los temas se efectiia formalmente con la notacién

vectorial, siguiendo el orden previsto. Al definir la velocidad instantanea como
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v =lim,,__v,, dice “Este proceso es el cdalculo de la derivada del vector posicion
. . dr
con respecto al tiempo, vV =—",
dt

En el ejemplo que sigue se pide calcular la velocidad media, médulo, velocidad
instantanea dada la ecuacién de movimiento de un objeto en forma vectorial. Luego se
propone un ejercicio con los mismos items, donde la ecuaciéon de movimiento estd
expresada a través de sus funciones componentes. Por tltimo hay tres cuestiones.

Para el caso de la aceleracion procede de la misma manera, concluyendo que la
aceleracion es la derivada del vector velocidad, y por tanto resulta ser la segunda
derivada respecto al tiempo del vector posicidén. El ejemplo siguiente consiste en
calcular la aceleracién media ¢ instantanea y su moédulo cuando se conoce la ecuacion
vectorial del movimiento. El gjercicio propuesto es igual, pero en este caso lo que se da
son las componentes de la velocidad. Siguen dos cuestiones.

Los gjercicios de revision estan planteados desde un contexto fisico, siendo su
resolucion de tipo operatorio en la mayoria de los casos.

En el segundo tema se estudian los tipos de movimiento. Se sigue el mismo
esquema del texto anterior formalizando a través de la notacion vectorial. Se revisan
los graficos posicion-tiempo y velocidad-tiempo. El ¢jemplo que sigue es un caso de
encuentro, a continuacion se plantea un ejercicio y cuatro cuestiones. En la ultima
cuestidn se pide sefialar el tipo de movimiento que corresponde a un grafico posicidn-
tiempo y velocidad-tiempo. Para el primer caso aparece una recta de pendiente
negativa, para el segundo la recta es horizontal cortando al eje de las ordenadas en un
valor negativo. Esta es la primera grafica donde la velocidad es negativa.

Para el caso del movimiento rectilineo acelerado, simplifica los célculos
haciendo coincidir uno de los ejes con la direccion del movimiento y siguiendo un

tratamiento escalar del problema.

Para determinar la ecuacion del movimiento parte de la definicidn de

., dv . o
aceleracion, a = e que segun dice se puede escribir como dv = adt. Se les presenta
it

aqui un conflicto con lo estudiado en Célculo, ya que en aquél se les dice que este

cociente es una notacion en su conjunto que no tiene sentido separarlo. Continua
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diciendo “integrando entre los instantes t, (en que la velocidad es v,)y t (en que la
velocidad es v ), resulta v—v, = a.(t —t,).”
Sigue el mismo camino a partir de la definicién de velocidad, v = e

Escribe dr = v dt; reemplaza v por la expresién obtenida anteriormente y dice
“integrando de nuevo entre los mismos limites, resulta r-rg = v(t-tg)+1/2 a(t-ty)’”
Como 7, v, y a tienen la misma direccion escribe la tltima ecuacidén en notacion
vectorial.

Los limites de integracion aparecen un tanto subitos; esto explicaria por qué los
alumnos integran pero no consideran los limites de integracion, ni hacen referencia a
las condiciones iniciales del problema; todo esto carece de significacién para ellos.

Revisa los graficos posicion-tiempo y velocidad-tiempo. En el primero presenta
una parabola con vértice en el origen, que se abre hacia el eje positivo de las
ordenadas.

En el segundo la recta tiene pendiente positiva con una ordenada al origen
también positiva. Los graficos presentan pocas variaciones.

El ejemplo siguiente es de encuentro para el caso del movimiento vertical.
Propone luego, como ejercicio, lo mismo que el anterior pero ahora cambiando el
sistema de referencia y llevandolo al punto desde donde se deja caer la segunda pelota.
Se dan cinco ejercicios mas. El ultimo presenta, en un grafico posicién tiempo, una
parabola con eje paralelo al de ordenadas, con vértice en un punto del primer
cuadrante, que se abre hacia los valores negativos del eje de ordenadas. El segundo
grafico es velocidad-tiempo y en ¢l se dibuja un segmento de recta con pendiente
negativa que va desde (0, v) hasta (¢, -v); se pide describir el movimiento e indicar un
movimiento real que corresponda con estos graficos.

Contintia con composicion de movimientos y, por ultimo, con el movimienio
armonico simple. Este movimiento queda claramente ilustrado en el texto por una
figura que muestra un objeto colgado de un muelle que oscila alrededor de la posicion
de equilibrio, al separarlo de ésta y dejarlo en libertad. Destaca una caracteristica de
este movimiento y es que “la aceleracion del mismo no es constante”. Para hallar Ia

ecuacion de movimiento utiliza como recurso el movimiento circular uniforme, con lo

459



Anexo 1 Revision de manuales escolares

que llega a determinar que la ecuacién de movimiento de un objeto, que describe un

movimiento armonico simple de periodo Ty amplitud A4, tiene como expresion
2
y=Asen (—1t).
T

La velocidad y la aceleracién las obtiene derivando.

Destacamos que una vez que ha conseguido la formula, muestra la grafica
correspondiente.

En el ejemplo que sigue se dan los valores de la amplitud, el periodo y la
posicién del objeto en el instante inicial y con ello se pide determinar:

a) La ecuacién de movimiento.

b) La posicion que ocupara el objeto transcurridos 10 s. desde que se inicio la

oscilacion.
c) Lavelocidad y la aceleracion en ese instante.

d) Demostrar que la méaxima velocidad se alcanza cuando el movil pasa por la

posicién de equilibrio.

En el problema que plantea a continuacidén, conocida la ecuacion de
movimiento, pide que se determine la amplitud, periodo, frecuencia, posiciéon inicial

del objeto y punto en que la aceleracion es maxima.

También se plantea una cuestion, a saber, demostrar que la velocidad es nula en

los puntos en que la elongacion es maxima.

Aqui se observa, de forma evidente, la falta de utilizacién del recurso grafico,

sobre todo en el planteo de ejercicios y problemas.

Los ejercicios de revision son doce y estan planteados desde el mismo contexto

que los ejemplos. Su resolucidn gira en torno a la aplicacion de las férmulas.

Debemos aclarar que el tema “Férmula de Taylor”, que aparece en los libros de
COU, se elimin6 de los programas de ensefianza en la Comunidad de Andalucia a
comienzo de los afos noventa.

Para concluir, podemos decir que en la revision de los textos de matematicas se

nota que el razonamiento que se sigue enriquece ciertamente la matematica como

estructura cientifica, pero el discurso educativo se ve empobrecido.
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ANEXO 2

ETAPA DE LA ENSENANZA PREPARATORIA

Para los fines de nuestra experiencia fue necesario construir una secuencia
didactica previa donde se discutieran con los alumnos algunos conceptos del Calculo
Infinitesimal referidos al estado primitivo y al estado de flujo caracterizados por el
elemento fenomenoldgico “Serie de Taylor”. Para ello creimos necesario hacer
hincapié en las derivadas como tasas de variacidon y el estudio de los graficos de las
funciones analiticas y de sus derivadas en algunos érdenes. La caracteristica
fundamental de este disefio fue la presentaciéon de la Matematica en contexto,
centrando la discusion sobre diferentes problemas propios de las disciplinas que se
imparten en el primer curso de la carrera de Biologia, como Fisica, Quimica,
Bioquimica, Zoologia o Boténica. Seguimos con el estudio de los Polinomios de
Taylor, el Teorema de Taylor y la Serie de Taylor para construir la nocidén de
prediccion en la Serie de Taylor. Esta base de significacion se construye sobre la idea
intuitiva de los fluidos en la naturaleza y principalmente en la concepcion y disefio de
los dispositivos, tanto tedricos como empiricos que a menudo se utilizan para concebir

explicar, medir y modelar su flujo (Cantoral, 2001).

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Hacer un tratamiento matematico de problemas que conducen a modelos que

describen variacién y cambio en diferentes contextos.

Familiarizarse con el lenguaje variacional en los distintos contextos que se van
a utilizar.

Reconocer la derivada como una nueva funcién, anticipando sus caracteristicas
graficas como crecimiento, concavidad, maximos y minimos, etc., de manera que a
través de su estudio sean capaces de describir fendmenos de variacion.

Presentar al estudiante la serie de Taylor, no s6lo como una herramienta de
aproximacién sino como una forma de lograr la organizacion de las derivadas
sucesivas con fines predictivos, propia de las ciencias. Se quiere dar una nueva vision

de esta serie que nos acerque a una nueva metodologia, de manera tal que nos permita
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hallar el valor de un parametro, conocido éste, en un unico sitio temporal o espacial, en
un estado posterior. De esta manera, la serie de Taylor se presenta como la herramienta
de prediccién que nos permite matematizar un conjunto de intuiciones y vivencias

cotidianas sobre el cambio en la naturaleza.

También tendremos en cuenta los conceptos y teoremas pertinentes, como el

Teorema de Rolle y el Teorema del Valor Medio.

En principio, se pretende tratar fundamentalmente las cuestiones principales
siguientes:
- Dado un fenémeno de variacion, analizar la grafica que lo describe y hallar los
elementos que permiten anticipar y analizar la evolucion del fenémeno.
- Dotar a las funciones derivadas de significacién a través de distintos contextos de la
ciencia, de manera que estas nuevas funciones describan, a su vez, el comportamiento
y la evolucidén del fenémeno de variacién.
- De la misma forma, conocida la grafica de la funcion derivada de algun orden que
describe aspectos del fendmeno planteado, se busca anticipar graficamente la funcion
derivada del orden anterior.
- Reconocer alglin patrén de construccién en el establecimiento de las ecuaciones que
rigen el comportamiento de un sistema, por ejemplo en el movimiento de medios
continuos.
- Como organizar las derivadas sucesivas, a través de la serie de Taylor, de modo que

nos permita plantear y resolver ecuaciones diferenciales que describan situaciones de

flujo en la naturaleza.

1 - LA DERIVADA COMO RAZON DE CAMBIO

Nos basamos en que el examen de fenémenos de la naturaleza deben ayudamos
fundamentalmente a construir las derivadas sucesivas, trabajando con la interaccion de
diferentes marcos, como el verbal, grafico, algebraico, analitico y numérico, a partir de
un contexto de las ciencias experimentales.

Hemos buscado ¢jercicios y ejemplos donde se planteen situaciones que sirvan
para introducimos en el tema y aunar, entre otras cosas, el vocabulario necesario para
llevar adelante la experiencia. Esta secuencia se desarrolla en tres sesiones de una hora
cada una con el grupo de alumnos de primer afio de la Licenciatura en Biologia que

toman parte de esta experiencia de investigacién. El trabajo se realiza en forma grupal,
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siempre bajo la supervision y direccion del docente investigador. A continuacion
presentamos algunos de tales problemas.

Problema 1.- (Mett, 1991, p.52). Los bidlogos encontraron que el crecimiento
de las células de levadura puede indicarse por y = 1.5 ¢ + 0.01, donde ¢ representa el
tiempo (en horas) e y el tamafio (en miles de células) de la poblacién de levadura.
Trace una grafica que muestre esta relaciéon y determine el aumento del numero de

c€lulas de levadura por hora.

a.5 1 1.5 = Z.5 3

Aqui tratamos de que se discutan algunos conceptos que vamos a utilizar como
la ecuacion general de la recta, que sabemos que viene dada por y = m x + b, donde m-
es la pendiente. Ella da geométricamente la inclinacion de la recta, pero ademas a los
cientificos les revela una valiosa informacion; por ejemplo, en este caso nos dice como
varia el numero de células por unidad de tiempo:

m = 22" —1 5 unidades/h.
I, — 1

Observando que la inclinacién de la recta es constante, se concluye que la
poblacion de levadura se incrementa o eleva en 1.500 células/h.

Problema 2.- (Mett, 1991, p. 80). Los fisidlogos han medido el consumo de

oxigeno C(v) de un corredor como una funciéon de su velocidad:
y=C)= % v +1, 0<v<10.

La funciéon es creciente. A medida que la velocidad aumenta, aumenta el

consumo de oxigeno, como puede observarse también en la grafica correspondiente:
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Nos preguntamos por las siguientes cuestiones:
a) (Seincrementa el consumo de oxigeno siempre en la misma cantidad?
b) (Coémo se puede medir el incremento medio del consumo de oxigeno entre 0 y 3
km/h y entre 3 y 6 km/h?

¢) Comparemos con el incremento medio sufrido entre 6 y 9 km/h.
d) ¢En cual de los tres intervalos la variacién de oxigeno por km/h es mayor?
e) (Qué elemento geométrico nos permite visualizar la circunstancia anterior?

Se espera también que el alumno lo relacione con la pendiente de la recta
secante. Aqui se puede hablar de la velocidad media del consumo de oxigeno. Los
valores que se obtienen de los apartados b) y ¢) se presentan a continuacion:

©_CB-CO _15-1

V(0,3) 30 3 =0.17
v = C(6g— 3C(3) _32-15_ o
o = CO=CO) 623245,

Recordamos que la pendiente de la recta se mide por la tangente del angulo que

forma con la horizontal, es decir,

. - elevacion
tg o = pendiente m = Y2 . .
X, — X, desplazamiento
v

Consideremos una funciéon f{x); diremos que ™ es la razon promedio de

cambio de f{x) con respecto a x.
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Considerando incrementos cada vez mas pequefios en Ax, se tiene

lim gy M =lim,, Jar A - /@) .
Ax Ax

Esta razon instantanea de cambio en f{x) con respecto a x se llama derivada de
la funcién f{x), que simbolizamos como f*(x).
Si f estd definida en un intervalo (a, b) y es derivable en todo punto de él, la

funcidén que a cada x de (a, b) le asigna f’(x) se llama la funcién derivada de f'en (q, b).

2-LARECTA TANGENTE

La recta tangente en un punto a una curva, de modo intuitivo, se puede
considerar como la “trayectoria de escape” de un objeto acelerado. Esto se puede
ilustrar considerando una bolita que se acelera a lo largo de una curva y luego
subitamente se deja en libertad. Entonces la bolita se moveria a lo largo de una recta en
la misma direccion en que se movia en el instante en que se suelta. Esa trayectoria es la
“recta tangente” a la curva en el punto. Se define la pendiente de una curva en un
punto P como la pendiente de la tangente a la curva en P. La porcion de la curva
cercana a P puede, por lo menos dentro de cierta aproximacion, sustituirse por la
tangente. Por lo tanto, la pendiente de la curva en P, es decir, la pendiente de la
tangente en P, mide la razén de incremento o disminucién de la curva al pasar por P.

Problema 3.- (Goldstein, 1990, p.55). Supongamos que llevamos un registro
continuo del nivel de petréleo de un tanque de almacenamiento que utiliza un conjunto

habitacional. La grafica de un periodo tipico de un dia es la siguiente:
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Podemos trazar una recta tangente en cada punto de la curva, pero si

observamos un poco la recta tangente en el punto P, veremos que es la de mayor

pendiente.

La pendiente de la recta en P nos da la tasa de disminucién del nivel de
petroleo a las 7 horas. En realidad, la pendiente en cualquier punto da la tasa de
variacion del petrdleo en el instante considerado; observemos que dicha pendiente es,
en casi todo punto, negativa. Que tenga la mayor inclinaciéon a las 7 horas tiene su
explicacion, ya que la mayor parte de las personas despierta alrededor de esa hora,

enciende su calefaccion, se bafia, etc. Por lo tanto, en este caso, la pendiente nos esta

midiendo la velocidad de consumo de petrdleo.

3 - INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA.

Sea y = flx) una funcién que supondremos derivable en x = xp, y consideremos

los puntos 4 y B de abscisas x y xo + A, respectivamente.

Slxg + H)-

Sxo)

B-C _ [+~ [(x,)

Observemos que tga =

C-4 h
En consecuencia, cuando 4 se aproxima a cero, A y B son cada vez mas
préoximos. Por lo tanto, la recta secante tiende a la recta tangente en el punto 4 (éste es

el punto de vista de D’ Alembert sobre la concepcion de recta tangente); esto se expresa

como
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h)— , . .
tg a‘:il’m S + ll)z J (%) = f'(x,), que llamamos derivada de la funcién fen x = x;,

=()
Si consideramos un punto genérico (x, f{x)) de la grafica de f, la pendiente viene dada

S+ h) - f(x)
h

por lim = ["'(x), que llamamos funcion derivada.

h—0
Problema 4.- Un bidlogo estima que el nimero de bacterias presentes en el
instante 7 est4 dado por N(z) = 500 + 2¢ + 5¢*,
1. Obtener N'(¢) utilizando las reglas de derivacién, e interpretar esta nueva
funcion.
2. Estimar la razon instantanea de cambio del nimero de bacterias en a) t=1,
byt=3yc)t=>5.
3. Representar las dos funciones y compararlas respecto a crecimiento, signo,
concavidad, periodicidad, etc.
Se representan las dos graficas; esto nos permite comparar cémo varia el
nimero de bacterias en un intervalo de tiempo y la velocidad de cambio del nimero de

bacterias en el mismo intervalo.

750} ,, 25!
| ;

'IUO! &0,
i

650 ¢

400

500 .
200

Grifica de V() Grifica de N'(f)
Los valores requeridos en 2) son los siguientes:
a) N’(1)=2+10=12, incremento del niimero de bacterias ent = 1.
b) N’(3) =32, incremento en ¢ = 3.
c) N'(5)=52,incremento en ¢ = 5.
Se discute la interpretacién de estos valores.
Problema 5.-(Goldstein, 1990, p. 97) Los funcionarios de salud publica de una

ciudad, donde se ha desencadenado una epidemia de gripe, estiman que el nimero de
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personas enfermas en el tiempo ¢ (medido en dias a partir del inicio de la epidemia) es
aproximadamente
P()=60 - £ con0< <40

Se plantean las siguientes cuestiones:
a) (A qué razdn se propaga la gripe cuando ¢ = 0, 10, 20, 30, 40 dias?
b) Bosquejar una grafica donde se muestre la razén o velocidad con que se propaga la
gripe en los primeros cuarenta dias.
¢) Bosqueje la graficas de la funcién P(f) y compare con la obtenida en el apartado b).

Sabemos que la razén a la que se propaga la gripe estd dada por la razén de
cambio de P(f), es decir, por la derivada P’(r) = 1201-37% (0<1<40); cuando ¢ = 0,
P’(0) = 0; para ¢ = 20, P’(20) = 120 20-3 (20)* = 1200 p/d. Asi que 20 dias después del
inicio de la epidemia, la gripe se propaga a razén de 1200 personas por dia. Para

t=10 o ¢t =30 la gripe se propaga a razén de 900 personas por dia.

1200 -
30300
: 1000
25055 | E R
i . i
20000 | 800}
180601 ' 500 ,
: i
100001 0o
5000 | 2060
- ; . -
- Lo P 30 4i)
Grifica de P(?) Grifica de P°(¥)

Tenemos que hacer notar las particularidades de estas graficas. La primera tiene
en el intervalo considerado un maximo y un minimo absolutos, y ademas un punto de
inflexion. La curva es concava hacia arriba en su primera parte, hasta el punto de
inflexién, y luego cambia a céncava hacia abajo. A continuacién hay que hacer un
analisis y discusion donde se ponga de relieve como influyen estas caracteristicas en la
forma de la grafica de P’(¥).

Problema 6.- Sobre unas vias rectas un tren subterranco viaja de la estacion A4

a la estacion B en dos minutos, alcanzando su velocidad méxima en + = 1 m. Su
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posicion, cn funcion del tiempo, a la estacion 4 puede verse en la siguiente grafica. A

partir de ella vamos a analizar las siguientes cuestiones.

g)

0.5 1 1.5 2

Los signos de la velocidad a lo largo de todo el recorrido.

Los intervalos de crecimiento de la velocidad.

Bosquejar la grafica de v(?).

¢ Cual sera la razon de cambio de la velocidad en ¢t = 1 m? ;Qué interpretacion
tiene este resultado?.

¢ En qué intervalos la aceleracion es positiva y en cudles negativa?

Analizar todo lo que pueda sobre la razén de cambio de la aceleracién a (), a
lo largo del recorrido, y exponer las conclusiones.

Bosquejar las graficas de las funciones a(f) y a'(f), enumerar y analizar los

obstaculos hallados para ello.

Uno de los objetivos de este problema es dar cuenta de las ventajas que tiene el

método grafico pero también sus limitaciones.

Para abordarlo es importante que recordemos que la funcidn velocidad, v(z) =

s'(¥), representa matematicamente la razén de cambio de la posicion s(z) de un movil.

Andlogamente, la aceleracidon representa la razéon de cambio de la velocidad. La

funcién aceleracion se expresa por a = v'(¢f) = 5’ '(f). Luego la razén de cambio de la

aceleracion, conocida como tirén, estara dada por a’(f) = s’ '(¢).

Un error que se comete con frecuencia en el movimiento rectilineo es creer que

el valor absoluto de la velocidad crece cuando la aceleracidon es positiva y decrece

cuando es negativa. Lo que ocurre en realidad es lo siguiente:
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- El valor absoluto de la velocidad crece (esto es, el movil va mas rapido) cuando

la velocidad y la aceleracién tienen el mismo signo.
- El valor absoluto de la velocidad decrece (esto es, el mévil va mas lento)

cuando la velocidad y la aceleracion tienen distinto signo (Bradley, 1997,
p.136).

4 - APROXIMACION DEL CAMBIO DE UNA FUNCION

Como ya se ha visto, cuando % esta cerca de cero tenemos la siguiente relacion:

fla+h)-f(a)
h

Supongamos, por ejemplo, que a = 2 y f(a) = 5. Entonces, para valores
pequefios de # se tendria f{2+h)-f2) = 5h. Esto nos dice que si x s¢ incrementa de 2 a

2 + h, el cambio en el valor de f(x) (es decir, f2+h)-f(2)) es aproximadamente S A. Es

decir, cuando x varia cerca del 2, el valor de f{x) varia a una razén igual a 5 veces el

~ f'(a).

cambio en x. Se puede generalizar esta observacion para llegar al siguiente importante

resultado. Si % es pequefia, entonces
Nath)yfla) = fa)h.
5 - ¢ EXISTE SIEMPRE LA DERIVADA?

Decimos que la derivada de f en un punto no existe si no existe el limite del
cociente incremental. Hay tres gjemplos tipicos en que la derivada en el punto no
existe.

« Un punto en que la recta tangente a la grafica sea vertical.
« Un punto en el que la grafica tenga una esquina.

« Un punto de discontinuidad.

6 - DERIVABILIDAD IMPLICA CONTINUIDAD

Si la funcidén f'es derivable en un punto ¢ de su dominio, entonces la funcidn es
continua en dicho punto.

Los teoremas que enunciamos a continuacién son de fundamental importancia
dentro del calculo diferencial. Ellos permiten analizar con detalle el comportamiento
local de la grafica de una funcién suficientemente regular, aportando herramientas

poderosas ligadas al concepto de derivadas sucesivas para dicho estudio.
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7 - TEOREMA DE ROLLE

“Sea f una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b). Si fla) = fib),
entonces existe al menos un numero ¢ en (a, b) tal que f’(c) = 0”,

Como consecuencia del teorema de Rolle se puede enunciar el siguiente
resultado que relaciona el nimero de raices de f'y de su derivada f”.

Sea f:4-—>R una funcién derivable. Entonces

a) Si f tiene n raices reales, f”tendra al menos n — 1 raices reales.

b) Si ftiene n raices reales, ftendra a lo sumo n + 1 raices reales.

Problema 7.- (Bradley y Smith, 1998, p. 201) Probar que, si un mévil que sigue un
movimiento rectilineo tiene la misma velocidad en dos instantes diferentes (esto es,

w(t1) = v(t;) cuando #; # 1), entonces hay un instante intermedio en que la aceleracién

€8 CCro.

8 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO (DE LAGRANGE)

“Si fes continua en [a, b] y derivable en (a, b), existe un nimero c en (a, b) tal

que

f'(C)=f(b;—f(a) »
—da

Discutiremos en todos los casos las interpretaciones graficas y geométricas de

los teoremas.

9 - LA PREDICCION Y LA SERIE DE TAYLOR

Si los valores de un parametro son conocidos en un Unico sitio espacial o
temporal, digamos que para un valor x = a, ;cdmo podremos conocer, con estos datos,
el estado posterior de dicho parametro, es decir, en un valor ¢ + 27 Un primer intento
de solucion a este problema lo hallamos en el apartado 2.3; éste constituye un primer
intento de aproximacion lineal de una funcién en el entorno de un punto.
Posteriormente consideramos el teorema 1.7 (Teorema del Valor Medio) por el que se
verifica la igualdad siguiente:

b)y=fay+f(c)y(b-a), a<c<bh.

Considerando variable el extremo superior del intervalo, es decir b = x, se tiene

fx)=Ra)+f(c)(x-a), a<c<x.
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La generalizacion de este polinomio a polinomios de cualquier grado viene

dada por el teorema siguiente (Valderrama, p. 152):

TEOREMA DE TAYLOR: Sea f: [¢, b] > R una funcion n-derivable en [g, b] y tal que

existe derivada de orden n + 1 en (a4, b). Entonces existe al menos un punto ¢

perteneciente (a, b) tal que:

0= f@+ f@ "+ @) “) @t f("“’()(b( ai;.

Si en el teorema de Taylor consideramos b = x, y la funcién f es infinitamente

derivable en el intervalo considerado, entonces la anterior formula nos sugiere el

siguiente desarrollo:

f0) = f@)+ @)=~ +f”()( ) N +f<n>()(x a)

Esta expresion se denomina desarrollo en serie de Taylor de f{x).

Por lo tanto, se puede ver a la derivada en x = a de la funcion f como el
coeficiente del segundo termino en la expansion en serie de f alrededor de a, segin el
punto de vista de Lagrange. De esta forma, apoyandonos en éste, la segunda derivada
puede verse como el coeficiente del tercer término de dicho desarrollo y de la misma

manera el resto de las derivadas, en x = a.

Definicién: Las funciones expresables a través de la serie de Taylor se llaman

analiticas.

Problema 8.- Dada la funcién polinémica f{x) = x*+3x% = 2x* + 1, a) escribir
directamente y sin hacer ningun calculo el polinomio de Taylor de grado 3, relativo a
flx) y al punto @ = 0; b) utilizando el polinomio de Taylor y sin realizar ninguna

derivada dar el valor de /Y)(0); ¢) analizar las caracteristicas que presenta F0).

10 - DESARROLLO EN SERIE DE ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES

A continuacién daremos el desarrollo en serie, en a = 0, de algunas funciones

elementales:
fix)=¢€"

e =1+x/11+X220+ 131 + ..
foy=e*

e =1/ 1!+ (kx)* /2! — (kx)*/31 + (k)*/4) — (k)50 + ...
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fix)=In(x) (ena=1)
In(x) = (x-1)/1 — (=122 + (x-1)/3 = (x-1)*/4 + ...
fix)=cosx

cos x = 1- x*/2V + x*/41 — x5/6) + ..

11 - NUESTRA HERRAMIENTA DE PREDICCION

Ahora estamos en condiciones de responder a la pregunta que nos formulamos

al comienzo del apartado 2, para ello consideremos la siguiente expresion:
fla+h)=f(@)+3.C,
i=1

donde las C; son las variaciones.
Es decir,
Cy=f(a) h eslaprimera variacién de la funcién.
Cy = f(a) h/2! es la segunda variacién de la funcién o, lo que es lo mismo, la
variacion de la variacion.
Cy=f""(a) 1’/31 es la tercera variacion, y asi siguiendo.

Si al estado inicial le sumamos las infinitas variaciones tenemos un valor del
estado posterior del sistema. Para hallar la expresién analitica de la funcién que
modela el fenémeno debemos ademas hallar, si las hay, las regularidades en las
variaciones o cuando las variaciones comienzan a tomar valores constantes o cuasi-
constantes.

Por lo tanto si reescribimos la serie de Taylor, presentada en el apartado 2.1,
considerando x — a = A, queda

flath)y=fa) +f(a) h+ @) W21+ P (a) B3+ .+ @) Bl + .,
de modo que, al conocer los valores de inicio, a, &, fla), f(a), etc., se podra anunciar el
valor posterior del parametro en cuestion; en este caso se trata del valor de flath).

Aqui se hace evidente que la serie de Taylor es el instrumento idéneo para
predecir el estado posterior del pardmetro en fendmenos de flujo continuo en la
naturaleza.

A modo de ejemplo vamos a obtener la derivada en el sentido de Lagrange,
para el caso en que se conoce la funcion; sea f(x) = x* — x?. Entonces

FO+h)=+h —(x+h)’= X +3xX h+3xh+ —x"—2xh-h*

==X+ B x =2 h+ 3 x—1) R+
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Por cierto, el caso de mayor interés se presenta cuando no conocemos en forma
explicita la relacion entre las variables. Estudiemos a continuacién un tema tipico de la
Fisica para las Ciencias Biologicas donde aparece la forma mas elemental de ecuacion
diferencial, y el resultado que se obtiene con el auxilio de la Serie de Taylor.

Problema 9.- FLUJO EN TUBERIAS - LEY DE POISEUILLE

Consideremos una situacion como la de la figura que se presenta a continuacion
(Rémizov, p. 178).

LT N T g O L L
“ Vaup
" PPndig
T U
AR I — 4 By e romen oo =
4
i O W e S
S e e eyl Ly e e o e e e
2 /
[T — _[7-([1_.. e s i e s s

7
AR 7 R RN RN

Figura 2.1

Analizamos aqui el flujo de un fluido viscoso comprendido entre dos placas
paralelas de area S. La placa inferior tiene una velocidad vy = 0 y la superior v = vy,p,.
El liquido que hay entre ellas esta dividido en capas que se desplazan unas sobre otras;
las adyacentes a las placas estan adheridas a ellas y se desplazan con su misma
velocidad. La capa que se mueve con una velocidad mayor imprime a la capa que tiene
menor velocidad una fuerza que acelera el movimiento de ésta, y viceversa, de parte de
la capa mas lenta se imprime una fuerza sobre la més rapida que retarda su
movimiento. Estas fuerzas, que se denominan fuerzas de rozamiento interno, van
dirigidas tangencialmente a la superficie de las capas. La fuerza de rozamiento interno
es proporcional al area S de las capas de interaccion y serd tanto mayor cuanto mayor
sea su velocidad relativa. Por cuanto la separacion en capas es convencional, la fuerza
suele expresarse en dependencia de la variacion de la velocidad referida a la longitud
en la direccion perpendicular a la velocidad, o sea, en dependencia de dv/dx, que es el

gradiente de velocidad (velocidad de desplazamiento):

Fpe = nd—vS :
B} dx

474



Anexo 2 Etapa de la ensefianza preparatoria

Esta es la ccuacién de Newton. Aqui 77 es el coeficiente de proporcionalidad,
que se conoce como viscosidad. La viscosidad depende del estado y de las propiedades
moleculares del fluido.

Debido a la simetria queda claro que en un tubo las particulas del fluido
equidistantes respecto al eje tienen igual velocidad. La mayor velocidad la poseen las
particulas que se mueven a lo largo del ¢je del tubo; la capa de liquido mas préxima al
tubo esta inmovil.

Para determinar la dependencia de v = v (r) separemos imaginariamente un
volumen cilindrico de liquido con cierto radio r y cierta longitud /, como puede verse

en la figura que sigue (Timoreva, p.176):

1
\.L o
/A
| ’f W \l
l\‘\ /” !
\_/__“Tf‘ s geRniai
/
Figura 2.2

Este pequefio cilindro se halla en equilibrio (moviéndose con velocidad
constante) accionado por la fuerza debido a la diferencia de presion entre sus extremos,
menos la fuerza retardadora de viscosidad que actua en su superficie exterior. La

primera de dichas fuerzas vale
F:plmz _p2m2 =(p, _pz)mz-
La fuerza de viscosidad, en virtud de la ecuaciéon de Newton, es

dv dv

F_=n—=S=n—2nrl,
roz 77 d}" 77 d}"

donde S =27rl es el area de la superficie lateral del cilindro.
Igualando ambas fuerzas, se obtiene

) dv

(py = p)mr™ =—n——27rl

dr .

El signo menos en el segundo miembro de la ecuacion se debe a que

? < 0 (la velocidad disminuye con el aumento de r).
¥

Por lo tanto la variacion de v con » viene dada por
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ﬁ‘i =—Nr , donde N-= M
dr 2in

Teniendo en cuenta los valores de frontera ya considerados, w(0) = vps ¥
V(R)=0, podemos predecir el valor de v(#), a través de la serie de Taylor, de la siguiente
manera:

v(r) = v(0) + v’ (0) r + v (0) /21 + v (0) /31 + ... = Vipax — NF/2.

NR? 2

Cémo W(R)=v,,, - de aqui obtenemos v . =(p, — pz)zl—- , yporlo

fanto,
v(r) = (R® — 1) P P2)
4ln
Hemos hallado la velocidad de la corriente del liquido en funcién de la distancia

al eje del tubo. Es decir, esta ecuaciéon muestra la dependencia parabdlica de la

velocidad con el radio, que presentamos en la siguiente figura (Rémizov, p. 180):

Figura 2.3

Ahora determinemos el volumen ¥ de liquido que sale del tubo en un tiempo
determinado ¢. Para ello es necesario establecer de qué factores depende el volumen
del liquido que fluye por un tubo horizontal. Con este fin, consideremos una capa
cilindrica de radio » y espesor dr (fig. 2.2); por cuanto la capa es delgada, se puede

considerar que ésta se desplaza con igual velocidad, v. En el tiempo ¢ la capa transporta

el siguiente volumen de liquido:
dV =vi2mrdr

Sustituyendo v por su valor, obtenemos la ley de variacién del volumen con el
radio:
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av _w(p —py)t

R*r—r?).
dr 2 (Rr=r’)

La reescribimos como

iIi:M(RZr—r3) , donde MZMZH.
dr 2ln
Teniendo en cuenta que V{(0) = 0, podemos predecir el volumen de liquido

que pasa por un tubo de longitud / y radio r, utilizando la serie de Taylor, de la

siguiente manera:

2 3 4 5
V(r)= V(0)+V'<,0>r+V"(0)52-,—+V'"(0>’”3—,+V(’V’(0>2—,+V“’><o>%+...

V(r) Y —er“ :erz(ZR2 —-r?) =1Z(—p‘l2)(21’32r2 —r').
2 4 4 8nl

El volumen de liquido en la unidad de tiempo, para » = R , nos da el caudal

0= 7(p, _pz)R4

(Ley de Poiseuille).
&nl

Como se advierte por esta férmula, para las condiciones externas prefijadas (p,
y D2), por el tubo fluye tanta mayor cantidad de liquido cuanto menor sea su viscosidad
y mayor el radio del tubo. La fuerte dependencia de Q respecto al radio viene
condicionada por la variacién, no solamente del volumen, sino también por la parte

relativa de las capas dispuestas cerca de la superficie del tubo.
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