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Introduccion

La teoria de la Probabilidad es, en la actualidad, una de las ramas mas fecundas de las
Matematicas. Sus multiples desarrollos teoricos y las aplicaciones practicas a los campos mas
diversos estan desbordando las expectativas mas optimistas de los propios probabilistas. La
explicacion de este fendmeno es doble: por una parte necesitamos tomar a menudo decisiones que
conllevan consecuencias inciertas; por otro lado disponemos de informaciones estadisticas sobre
estas posibles consecuencias, gracias a las bases de datos recopiladas por diversas instituciones
y a la difusion al gran publico de los medios informaticos y de telecomunicacion. Sin esta
informacion sobre las frecuencias relativas esperadas de diferentes sucesos asociados a un
experimento aleatorio de nuestro interés, los desarrollos tedricos de probabilidad serian de escasa
utilidad, ya que no encontrariamos muchas aplicaciones, fuera del terreno de los juegos de azar,
donde fuese razonable asumir el principio de indiferencia en la asignacion inicial de probabilidades.

Esta disponibilidad de la informacion estadistica y la importancia de la misma en la toma
de decisiones plantea a la comunidad de educadores matematicos el reto de la formacion
estocastica de los futuros ciudadanos (Hawkins ez al. 1992). El razonamiento estocastico
correcto, la comprension adecuada de los modelos de probabilidad seran sin duda tan necesarios
en el siglo que va a comenzar como lo eran hace unos afios la capacidad aritmética o algebraica
elementales.

El desafio se acentia por el caracter contraintuitivo de algunos de los resultados mas
simples del Calculo de Probabilidades, que se pone de manifiesto no solo en el aprendizaje, sino
en el desarrollo historico de la propia disciplina. Como explicacion de las dificultades de
aprendizaje se ha sugerido que la ensefianza del tema ha sido excesivamente formal y que la
resolucidn de problemas ha estado excesivamente ligada al calculo combinatorio (Ahlgren y
Garfield, 1991). Pero el razonamiento combinatorio no se desarrolla, en general, hasta bien
entrada la adolescencia, lo cual ha sido también una barrera que ha retrasado el estudio de la
probabilidad hasta los 14-15 afios, cuando ya el alumno ha construido algunas de sus creencias
erroneas sobre los fendmenos aleatorios.

Una reciente sugerencia para favorecer la ensefianza y el aprendizaje es iniciar a los
alumnos mas jovenes en la experimentacion con fendmenos estocasticos sencillos, como por
ejemplo, juegos con monedas, dados o ruletas. La recogida de datos sobre los resultados de estos
experimentos y ¢l analisis de los resultados obtenidos podrian ayudar al alumno a construir
algunas intuiciones correctas sobre los modelos estocasticos, que pudieran servir como base para
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una futura ensefianza formal del tema. Este enfoque es también el puente que permitiria integrar
estadistica y probabilidad y comprender sus mutuas relaciones, esto es, promover el razonamiento
estocastico.

En este trabajo analizamos la problematica didactica asociada a la "aproximacion
frecuencial" de la ensefianza, en la que una de las ventajas sobre la "aproximacion clésica”, es la
ampliacion del campo de aplicaciones de la probabilidad mostrado al alumno. Esta problematica
ha sido tratada escasamente en las investigaciones en el campo de la Didactica y se puede describir
resumidamente en las siguientes preguntas:

* ;/Cuiles son los objetos matematicos ligados al enfoque frecuencial de la ensefianza de
la probabilidad? ;Cuales de ellos son asequibles a los alumnos de secundaria? (Como diseiiar
situaciones - didacticas adecuadas para este enfoque de la ensefianza?

* ;Son asequibles a los alumnos las caracteristicas basicas de los experimentos aleatorios
que les proponemos en estas situaciones y de las secuencias de resultados aleatorios obtenidas en
la experimentacion? ;Cuales son las actuaciones de los alumnos en la resolucion de los problemas
propuestos? ;Cuales de estas actuaciones son concordantes con el significado de la aleatoriedad
desde un punto de vista matematico y cuales no? ;Encontramos en los alumnos las mismas
heuristicas y sesgos descritos en sujetos adultos?

* ;Cuil es el grado de comprension de los alumnos de la probabilidad en su acepcion
frecuencial? ;Admiten los alumnos la posibilidad de estimar la probabilidad en base a los datos
experimentales? ;Entienden los alumnos el caracter aproximado de los valores de probabilidad
que obtenemos?

La respuesta a estas preguntas requiere un estudio previo del significado de la aleatoriedad
y de las secuencias aleatorias desde el punto de vista matematico, pues este estudio es la pauta
de comparacién con los significados personales de los alumnos. Este estudio se aborda en el
primer capitulo de la Tesis y es completado con el analisis epistemologico y psicologico que nos
permite comprender mejor las dificultades de los estudiantes. Todos estos antecedentes nos han
servido también para la construccion de las situaciones didacticas y los instrumentos de recogida
de datos utilizados en la fase experimental. Esta fase experimental esta descrita en los dos
capitulos restantes, donde abordamos una primera aproximacion a las preguntas de investigacion
que nos hemos formulado.

En el capitulo segundo describimos unas secuencias didacticas orientadas a la in ion
de conceptos probabilisticos a los alumnos con el nuevo enfoque y analizamos su proceso de
resolucion por una muestra de 20 alumnos. Los datos sobre estos procesos fueron obtenidos

mediante la técnica de entrevista. Una primera conclusion es que las actividades experimentadas
resultaron en general interesantes y asequibles para los alumnos. Estos mostraron no solo ideas
correctas sobre diferentes conceptos matematicos, sino que desarrollaron estrategias adecuadas
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en la solucidn de bastantes de los apartados de estas situaciones. No obstante, se detectaron
algunas dificultades generalizadas, empleo de heuristicas incorrectas y atribucion de propiedades
inadecuadas a las secuencias aleatorias.

Estas dificultades son estudiadas en el tercer capitulo, en una muestra mas representativa
mediante un MO escrito, con objeto de determinar su extension en la poblacion de
estudiantes. Este cuestionario evalia tres componentes diferenciados del razonamiento
estocastico, todos ellos fundamentales para el enfoque frecuencial en la ensefianza de la
probabilidad. Estos componentes son las propiedades atribuidas por los alumnos a las secuencias
de resultados aleatorios, la interpretal&gg ;ie enunciados de probabilidad frecuencial y el uso de
heunstlcas en la resolucnon de problemas probabilisticos sencdlos Cada uno de estos apartados
es analizado con detalle, a partlr de las respuestas y argumentos de los alumnos

reahzadas por los alumnos en la resolucion de problemas propuestos y se comparan con las que )
serian adecuadas desde un punto de vista matematico. Asi mismo se estudia la relacién de estas
practlcas con diversas variables de tarea de los items, 1dent1ﬁcando factores diferenciados en cada
uno de los componentes del cuestionario. La dualidad sefialada por Hacking (1975), que ha sido
asociada al término probabilidad desde sus origenes, se ha manifestado también en nuestros
resultados. En especial, la influencia del contexto y de los resultados de las simulaciones sobre las
respuestas de los alumnos, muestran la tension entre los aspectos objetivos y subjetivos de la
probabilidad.

Estos resultados apuntan también a la diversidad de significados que a los mismos objetos
matematicos asignan los alumnos y avisan a los profesores de las posibles dificultades en el
aprendizaje. También les proporcionan informacion sobre los puntos en que habra que trabajar
para lograr que estos alumnos construyan un significado més acorde con el correspondiente al
punto de vista matematico, de modo que puedan conseguirse los objetivos sefialados en los
nuevos disefios curriculares.

Finalizamos el trabajo con el capitulo de conclusiones en el que revisamos nuestras
hipotesis iniciales, asi como las generadas a lo largo del estudio y se apuntan lineas de
continuacién de este trabajo. Los anexos incluyen datos sobre los resultados en una muestra
piloto, asi como los instrumentos empleados, los cuales pueden ser utilizados por los profesores
en la evaluacion del razonamiento estocastico de sus alumnos.






CAPITULO 1
FUNDAMENTOS Y PROBLEMA DE INVESTIGACION






1.1. INTRODUCCION

Este primer capitulo comienza con la descripcion detallada del problema que hemos
descrito resumidamente en la Introduccion, asi como de los objetivos concretos de nuestra
investigacion. El interés del problema se justifica a partir de dos puntos. El primero de ellos es la
inclusion en los nuevos disefios curriculares para la ensefianza primaria y secundaria de contenidos
probabilisticos. El segundo, los resultados de nuestra Memoria de Tercer Ciclo (Serrano, 1993),
en la que se detecto la existencia de posibles dificultades sobre el aprendizaje de estos alumnos
con el nuevo enfoque recomendado para la ensefianza. El marco teérico desarrollado por Godino
y Batanero (1994; en prensa), que ha sido utilizado en este trabajo, se describe resumidamente
en la seccion 1.2.2.

El primer objetivo de la investigacion es realizar un analisis tedrico de las ideas de

aleatoriedad, experimentos y secuencias aleatorias que se recoge en el resto de este primer
capitulo. Empezamos con el analisis del concepto de aleatoriedad y, posteriormente, el estudio
se concreta en tres tipos de modelos estocasticos que subyacen en los item de los instrumentos
empleados en la fase experimental. Estos modelos son las sucesiones de ensayos de Bernoulli, los
recorridos aleatorios y el proceso de Poisson en el plano.

El estudio tedrico se lleva a cabo desde el punto de vista epistemologico y matematico
ambos a nivel elemental pero suficiente para apoyar el estudio experimental. Completamos el

capitulo con los antecedentes de nuestra investigacion en Psicologia y Educacion Matematica
clasificados con el mismo esquema.

Finalmente incluimos en este capitulo la descripcion de la metodologia empleada en la fase
experimental de la Tesis, que combina elementos cuantitativos y cualitativos y en la que hacemos
extenso uso de analisis de datos multivariantes, todo ello dentro de los presupuestos del marco
teodrico utilizado.



Capitulo 1

1.2. DESCRIPCION DEL PROBLEMA DE INVESTIGACION Y DEL MARCO
TEORICO EN EL QUE SE INSCRIBE

1.2.1. INTRODUCCION

Como se sefiala en el Decreto 105 / 1992 de Educacion de la Junta de Andalucia (BOJA
20/5/92), por el que se establecen las ensefianzas correspondientes a la Educacion Primaria, la
concepcion sobre los conocimientos matematicos, su enfoque educativo y la incidencia e
importancia que se les atribuye va cambiando segiin las ideas y planteamientos educativos. Ello
se nota especialmente en el campo de los fendmenos estocasticos, donde actualmente asistimos
en Espafia y otros paises desarrollados a una propuesta de cambio curricular en todos los niveles
educativos. Se sugiere esta ensefianza a una edad temprana e introducir la probabilidad en su
acepcion frecuencial (MEC, 1989, 1992; Junta de Andalucia, 1989, 1992; NCTM, 1989).

Asien el Decreto de Educacion Primaria de la Junta de Andalucia,se recomienda poner
a los alumnos en situaciones de exploracion y descubrimiento del caracter aleatorio de algunas
experiencias y la comparacion de probabilidades sencillas.

La metodologia recomendada estd basada en la experimentacion y simulacion de
experimentos aleatorios, el registro de los resultados obtenidos y el estudio de las propiedades de
las frecuencias relativas de los sucesos asociados a los experimentos reales o simulados. Se
supone que esta metodologia ayudara a superar las dificultades y obstaculos que, sobre el
desarrollo de la intuicion estocastica, han descrito distintos autores, como Fischbein y Gazit
(1984), Fischbein et al. (1991), Kahneman et al. (1982).

Pero toda secuencia de resultados obtenidos en la repeticion sucesiva de un mismo
experimento un nimero dado de veces, que representa al fendmeno simulado, es en realidad una
realizacion o trayectoria de un proceso estocastico en tiempo discreto. Estos procesos se
caracterizan por dos aspectos: En primer lugar la variabilidad local e imprevisibilidad de su
comportamiento, que debe hacerse en términos probabilisticos. En segundo lugar, la regularidad
global manifestada por la convergencia o estabilidad de las frecuencias.

El segundo de estos aspectos se comprende intuitivamente, especialmente en aquellos
casos en que las probabilidades teoricas pueden también ser calculadas mediante las propiedades
de simetria de los sucesos elementales o mediante razonamientos de tipo geométrico. Esta
regularidad global es reforzada habitualmente en la ensefianza elemental, especialmente la basada
en la experimentacion y simulacion.

Sin embargo, la variabilidad de los procesos estocasticos produce resultados
experimentales contraintuitivos, que podrian ser mostrados y dar lugar a la discusion de los
mismos con ocasion de la realizacion de esas mismas experiencias. Pensamos que éste es un

10
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aspecto descuidado en la ensefianza de la probabilidad que plausiblemente tenga repercusion en
la persistencia de sesgos en el razonamiento probabilistico, aun después de una instruccion sobre
el tema, descrita por diferentes investigadores (Fischbein, 1975; Kahneman ef al., 1982,
Shaughnessy, 1992)

En nuestra Memoria de Tercer Ciclo (Serrano, 1993), sugerimos también que el nuevo
enfoque de la ensefianza pudiera no ser tan sencillo como se ha supuesto. Hay al menos tres
fuentes diferentes de posibles dificultades de aprendizaje, si la ensefianza se realiza segun la
metodologia sugerida en estos disefios curriculares:

- El uso de heuristicas, como la representatividad y la existencia de sesgos en la
asignacion de probabilidades a los sucesos. De acuerdo con la representantividad los sujetos
evaltian la probabilidad de un suceso tomando como referencia sélo el parecido con la poblacion
de la que proviene y olvidando la variabilidad de los procesos de muestreo (Kahneman et al.,
1982; Pérez Echeverria, 1990, Serrano, 1993). Otro sesgo importante es la equiprobabilidad
(Lecoutre y Durand, 1988, Lecoutre, 1992), por el cual los sujetos generalizan indebidamente la
regla de Laplace, aplicandola en situaciones en las que no es pertinente.

o - La falta de apreciacion de caracteristicas basicas de las secuencias aleatorias, como
existencia de rachas, independencia de los ensayos, propiedad de pérdida de memoria, etc. (Green,
1988, 1989).

4)4 - La interpretacion incorrecta de enunciados de probabilidad desde el punto de vista
frecuencial, esto es el "outcome approach" (enfoque en el resultado) descrito por Konold (1989).
Segun este autor ciertos sujetos interpretan las afirmaciones probabilisticas como referidas a la
prediccion de un resultado en un solo experimento y no a la frecuencia de apariciéon de un
resultado en una serie de ensayos. No consideran equivalentes las repeticiones del mismo
experimento aleatorio.

A la vista de estas posibles fuentes de dificultades, creemos necesario estudiarlas con
mayor profundidad y evaluar su incidencia en los estudiantes a los que van dirigidas las nuevas
propuestas. También se debera explorar su estructura de relaciones, asi como su estabilidad, con
el fin de proporcionar a los profesores informacion necesaria para detectar los posibles problemas
en los estudiantes. Estos son los fines generales de nuestra investigacion, cuya consecucion se
abordara en una doble vertiente teorica y practica. Como resultado, esperamos también obtener
instrumentos validados de evaluacion de los significados personales que los alumnos de secundaria
asignan intuitivamente a estas nociones, que podrian ser empleados con finalidad diagnéstica al
iniciar la ensefianza de la probabilidad.

11
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1.2.2. RESUMEN DEL MARCO TEORICO UTILIZADO

Esta tesis doctoral no ha sido realizada de forma aislada dentro de esta problematica, sino
que forma parte del trabajo realizado dentro del Departamento de Didactica de la Matematica de
la Universidad de Granada en dos lineas de investigacion. La primera de ellas es la Didactica de
la Probabilidad y Estadistica, en la que ya se han finalizado anteriormente las tesis doctorales de
Estepa (1993), Vallecillos (1994) y Navarro-Pelayo (1994). Ademas de ello, se inscribe en la linea
de investigacion sobre Teoria y Métodos de Investigacion en Educacion Matematica. Mas
particularmente, pretende contribuir a ejemplificar el analisis tedrico sobre la naturaleza de los
objetos matematicos y su significado, que es uno de los Proyectos de investigacion actualmente
en curso dentro de esta linea de investigacion.

En consecuencia, se ha empleado como principal marco teérico de nuestro estudio la
teoria desarrollada en Godino y Batanero (1994), (en prensa), de la cual presentamos a
continuacion un resumen.

El punto de partida de dicho trabajo es considerar la Matematica desde un triple punto de
vista:

a) como actividad de resolucion de problemas, socialmente compartida.
b) como lenguaje simbolico.
¢) como sistema conceptual logicamente organizado.

A vpartir de las ideas de problema y campo de problemas, se definen los conceptos
tedricos de prdctica, objeto (personal e institucional) y significado (personal e institucional), con
el fin de tener en cuenta este triple caracter de la Matematica, asi como la génesis personal e
institucional del conocimiento matematico. Esta teoria esta apoyada en los trabajos de Chevallard
(1989, 1992) sobre prdctica, objeto y relacion al objeto y en las teorias pragmaticas del
significado (Wittgenstein, 1953).

Generalmente los problemas no aparecen aislados, sino englobados en campos de
problemas para los cuales puede ser valida la misma solucion o soluciones parecidas. En
particular, en esta investigacion nos interesamos por el campo de problemas del que surgen las
nociones de experimento, suceso y sucesion aleatoria. Uno de estos problemas es el siguiente,

usado como item en nuestro cuestionario (Anexo 2):
Se pidid a cuatro nifios lanzar una moneda 40 veces. Algunos lo hicieron correctamente.

Otros hicieron trampas. Pusieron C para indicar una cara y X para indicar una cruz. Este es el
resultado de Daniel:
CXCXXCCXCXCCXXCXXCCXXCXCCXXCXCXCXCXCXXCX

¢Hizo trampas Daniel? ;Por qué?

12



Fundamentos y problema de investigacion

Otros problemas semejantes se obtendrian cambiando las variables de tarea de este item,
en particular el nimero de caras y cruces en la secuencia planteada, la longitud de la racha mas
larga o el niumero total de rachas. También podriamos considerar mas de dos posibles resultados
o analizar una distribucion en el plano como las que se proponen a los alumnos en el item 4 del
cuestionario.

Puesto que este campo es muy amplio, lo restringiremos a subconjuntos de problemas que
se describiran con mas detalle en los siguientes apartados, como por ejemplo, la generacion de
secuencias de resultados similares a los que se esperan obtener mediante una moneda equilibrada
o el reconocimiento de secuencias de resultados obtenidos de una moneda equilibrada y su
discriminacion respecto a los que se obtendrian con una moneda sesgada, situaciones que se
abordan en el capitulo 3.

Los autores citados llaman prdcfica a toda actuacion o manifestacion realizada para
resolver problemas matematicos. Como tales practicas citamos: descripcion de problemas o
situaciones, representaciones simbolicas, definiciones de objetos, enunciados de proposiciones y
procedimientos que son invariantes caracteristicos del campo de problemas, argumentaciones, etc.

Una practica es significativa (o tiene sentido) si, para la persona, esta practica desempefia
una funcion para la consecucion del objetivo en los procesos de resolucion de un problema o bien
para comunicar a otro la solucion, validar la solucion y generalizarla a otros contextos y
problemas. Consideramos de interés esta definicion para nuestra investigacion, uno de cuyos
objetivos sera describir las practicas de los alumnos en la resolucién de las situaciones
problematicas propuestas. Asi, para discriminar secuencias de resultados obtenidos usando una
moneda sesgada, los alumnos de nuestra muestra han calculado la frecuencia de aparicion de cada
uno de los resultados posibles (cara y cruz) y lo han comparado con la proporcion %2 que
esperarian obtener con una moneda correcta. Cuando la diferencia entre esta frecuencia esperada
y la observada en los problemas propuestos les ha parecido excesiva, han considerado que la
secuencia no es aleatoria. Esta practica lleva implicita el reconocimiento de ciertas caracteristicas
matematicas de las secuencias de resultados aleatorios y es de una gran complejidad, ya que lleva
el germen de varios de los componentes de un test de aleatoriedad.

En general, el estudio didactico se interesa por los invariantes operatorios puestos de
manifiesto por las personas en su actuacion ante situaciones problematicas, no por las muestras
particulares de las mismas, es decir trata de caracterizar las prdcticas prototipicas. Generalmente

se utiliza mas de una practica diferente en relacién a un campo de problemas, por lo que hablamos
del sistema de prdcticas asociadas a un campo de problemas. Otra practica significativa para el
alumno en los problemas propuestos ha sido identificar las rachas largas. Si encuentra una racha
de cuatro o cinco caras o cruces seguidas, rechaza la sucesion como no aleatoria, pensando que
se ha hecho trampas.
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Debido al caracter subjetivo con que se dota esta definicion, se diferencia entre prdcticas
personales y prdcticas institucionales asociadas a un mismo campo de problemas. Las primeras
pueden variar de un sujeto a otro y las segundas son compartidas socialmente en una misma
institucion.

Una institucion esta constituida por las personas involucradas en una misma clase de
situaciones problematicas. La institucion matematica (M) es el conjunto de personas que en el
seno de la sociedad estan comprometidas en la resolucion de problemas matematicos. Pero
también existen otras instituciones como las escolares o profesionales que podrian estar
interesadas en un mismo campo de problemas, los cuales utilizan practicas diferentes para
resolverlos. Esta diferenciacion nos parece interesante desde el punto de vista didactico, porque
permite recoger en un tnico marco tanto los procedimientos y soluciones a los problemas que la
institucion considera correctos como los que considera incorrectos, pero que para los alumnos
constituirian buenas soluciones al problema planteado. El primer ejemplo de practica que antes
hemos citado es correcto desde el punto de vista de la institucién matematica, pero en nuestra
investigacion los alumnos han utilizado otras practicas, que serian consideradas incorrectas desde
el punto de vista matematico, como la segunda practica consistente en rechazar las rachas largas
en las secuencias aleatorias.

A partir de la actividad de resolucion de un campo de problemas y del sistema de practicas
asociadas a un campo de problemas, se produce en la institucion la emergencia progresiva de
ciertos objetos, productos globales de la actividad constituida por el sistema de practicas. La
emergencia del objeto es progresiva a lo largo de la historia: sucesivamente el objeto es
nombrado, generalizado o modificado o bien se emplea para resolver otros campos de problemas.
Fl sistema de practicas institucionales asociado al objeto se define como significado institucional
del objeto.

Hay que destacar que de un campo de problemas pueden emerger diversos objetos que,
como consecuencia, estan mutuamente relacionados. Asi mismo, los objetos institucionalmente
reconocidos son fuente de nuevos problemas y pueden ser usados como herramientas en la
resolucion de otros. Esta mutua implicacién también se pone de manifiesto en nuestro estudio,
donde los conceptos de aleatoriedad, suceso, frecuencia y probabilidad, entre otros, aparecen
mutuamente relacionados. En el estudio tedrico llevado a cabo en la seccion 1.3 se pone de
manifiesto la diversidad de objetos matematicos relacionados con la problematica de discriminar
(o definir) las secuencias aleatorias.

La nocion de significado, elaborada por Godino y Batanero (1994), permite introducir
en la problematica epistemologica y didéctica el estudio de la estructura de los sistemas de
practicas sociales de los que emergen los objetos matematicos, asi como de su evolucion temporal
y dependencia institucional. El analisis semiotico de los objetos institucionales implica la
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consideracion de las situaciones problematicas y los objetos que intervienen en las actividades de
resolucion correspondientes.

Similarmente, el aprendizaje del sujeto se produce mediante la emergencia progresiva del
objeto personal a partir del sistema de précticas personales que manifiesta la persona para resolver
el campo de problemas. Este sistema de practicas personales asociadas a un campo de problemas
constituye el significado personal del objeto.

En consecuencia, de un mismo campo de problemas C que en una institucion ha dado
lugar a un objeto O, con significado S(O,), en una persona puede dar lugar a un objeto O, con
significado personal S(O,). La interseccion de estos dos sistemas de practicas es lo que desde el
punto de vista de la institucion se consideran manifestaciones correctas, esto es, lo que la persona
"conoce" o "comprende" del objeto O, desde el punto de vista de I.

Con los constructos genéricos de objetos y significados (personales e institucionales) los
autores persiguen basicamente dos objetivos:

- distinguir las entidades emergentes (objetos) del sistema de practicas de donde
provienen; este sistema de practicas es nombrado como "significado del objeto" correspondiente.

- distinguir las entidades psicologicas (personales) de las entidades epistemolégicas
(institucionales), que tienen un caracter colectivo o sociocultural.

Estas diferenciaciones nos parecen esenciales para evitar un enfoque exclusivamente
psicologico al estudiar los procesos de ensefianza y aprendizaje de los contenidos matematicos
en las instituciones escolares.

La diferenciacion entre el objeto (emergente inobservable de un sistema de practicas) y
el significado del mismo (sistema observable de précticas), que hacen los autores, supone también
el reconocimiento de la problematica de la evaluacion de los conocimientos de los alumnos. Estos
conocimientos tendrian un carcter inobservable, y su naturaleza se infiere de las précticas
explicitadas durante la resolucion de los problemas propuestos. Estas practicas serian los
indicadores empiricos utilizables en la evaluacion de dicho conocimiento.

1.2.3. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION E INTERES DE LOS MISMOS

El objetivo general del trabajo que presentamos ha sido realizar una descripcion de la
evolucion del significado del objeto "aleatoriedad” en la institucion matematica hasta llegar a su
version formalizada utilizada en la actualidad y compararlo con el significado que las muestras de
alumnos participantes en la investigacidn asignan a dicho objeto. Esta comparacion permitira
realizar también una interpretacion de diferentes trabajos de investigacion en el campo de la
Didactica de la Probabilidad, desde una perspectiva conjunta. Este objetivo general se puede
descomponer en los siguientes objetivos parciales:
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X Objetivo 1: Analizar desde el punto de vista epistemologico los diversos significados asociados
al término "aleatoriedad” en su emergencia historica en la institucion matematica, llegando a una
descripcion simplificada del significado actual del término.

Como resultado de este analisis, que se presenta en el apartado 1.3, llegaremos a mostrar
la complejidad de este significado que conduce a una coleccion de modelos estocasticos implicitos
en las secuencias aleatorias. Debido a la dificultad y amplitud del tema, nos hemos restringido a
tipos muy simples de secuencias aleatorias, como la sucesion de ensayos de Bernoulli, el proceso
puntual de Poisson en el plano y los recorridos aleatorios. Incluso para estos modelos sencillos,
el analisis presentado no es completo, sino que se limita a sus propiedades mas elementales. A
pesar de ello, la complejidad del tema se hace patente, lo que puede dar una explicacion de tipo
epistemologico al gran nimero de sesgos descritos sobre el razonamiento estocastico en sujetos,
incluso adultos.

K Objetivo 2: Realizar un estudio tedrico de las investigaciones previas sobre percepcion subjetiva
de la aleatoriedad y sobre heuristicas y 'sesgos en la asignacion de probabilidades, usando los
resultados del estudio del significado institucional de la aleatoriedad, para presentar una
perspectiva de sintesis de las mismas.

La percepcion subjetiva de la aleatoriedad, el empleo de heuristicas y la interpretacion de
enunciados frecuenciales de probabilidad han sido, hasta la fecha, estudiadas en forma aislada,
aunque algunos autores como Green (1983 b, 1988) han incluido este tipo de cuestiones dentro
de instrumentos mas comprensivos sobre el razonamiento probabilistico. Deseamos hacer una
sintesis de estas investigaciones, interpretandolas desde el punto de vista de nuestro marco
teorico.

Por otro lado, las investigaciones sobre el reconocimiento y generacion de sucesiones
aleatorias han sido con frecuencia criticadas. Puesto que el significado del objeto "aleatoriedad”
es complejo, es demasiado simple estudiar si un sujeto reconoce 0 no una sucesién como
aleatoria. Mediante nuestro analisis, que se presenta en la seccion 1.4, queremos mostrar que el
objeto "aleatoriedad” esta en realidad compuesto de una serie de modelos que el sujeto aplica para
discriminar las situaciones y secuencias aleatorias. La falta de reconocimiento de estas secuencias
y situaciones no es una cuestion simple, sino que sera debida a la falta de aplicacion de alguno de
los modelos particulares, que variara en los distintos individuos y en funcién de las variables de
tarea de los items propuestos. Muchos de estos modelos no son intuitivos, por lo que no debe

. esperarse que el sujeto los aplique antes de la instruccion.

){( 'g dbjetivo 3 .- Preparar instrumentos que puedan ser empleados para evaluar sobre los mismos

- alumnos los tres aspectos sefialados (percepcion subjetiva de la aleatoriedad, uso de heuristicas
e interpretacion de la probabilidad frecuencial).
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Usaremos dos tipos de instrumentos, que constituiran también un resultado de nuestra
investigacion, puesto que podran ser empleados en la futura ensefianza del tema, para diagnosticar
dificultades especificas de los estudiantes y evaluar la efectividad de propuestas de ensefianza.
Estos instrumentos seran los siguientes:

a) Cuestionario de papel y lapiz, que puede proporcionar informacion sobre una muestra
amplia de estudiantes.

b) Guiones de entrevista que se emplearan con un nimero restringido de participantes, con
el fin de estudiar con mayor profundidad los aspectos de interés. En la entrevista, se usara la
simulacion de fenomenos aleatorios, para evaluar la estabilidad de los significados personales y
el efecto de las simulaciones sobre las mismas.

Asimismo pretendemos incluir en el estudio un nuevo tipo de item no utilizado hasta la
fecha, salvo en nuestra Memoria de Tercer Ciclo (Serrano, 1993). Se trata de cuestiones relativas
a los recorridos aleatorios en el plano, en el contexto de juego de apuestas, que permite evaluar
también el significado que los alumnos atribuyen a 1a nocion de esperanza matematica.
Objetivo 4 - Realizar una descripcion y analisis del significado que los estudiantes de secundaria
atribuyen a las sucesiones aleatorias y otros objetos matematicos involucrados en las mismas y
estudiar la estructura de dichos significados personales.

Este objetivo se alcanzard mediante la obtencion de datos, a partir de una muestra de
estudiantes de secundaria con los instrumentos citados. La recogida de datos se llevara a cabo con
estudiantes de 14 y 18 afios, por lo que un resultado adicional serd la comparacion de las
respuestas obtenidas en estos dos tipos de estudiantes. Ellos nos permitiran evaluar hasta qué
punto los sesgos y dificultades de los estudiantes son estables o bien se produce una evolucion
favorable en los estudiantes con la edad y la ensefianza actual de l1a probabilidad en bachillerato.

Asimismo este estudio incluira un analisis comparado de nuestros resultados con
anteriores investigaciones, en particular las de Green (1983 b, 1988, 1991), Lecoutre y Durand
(1988), Lecoutre (1990) y Konold (1989, 1991).

En la literatura de investigacion en Didactica de la Matematica se utilizan distintas
expresiones como: concepciones, intuiciones, representaciones mentales, esquemas o marcos
mentales, invariantes operatorios, etc, para referirse a la variedad de entidades psicolégicas que
surgen cuando se estudian los procesos de cognicién humana. Cada expresion es usada dentro de
diversas comunidades o paradigmas de investigacion, con matices diferenciados mas o menos
nitidos y relevantes.

Todas estas expresiones designan abstracciones o generalidades emergentes de sistemas
de practicas que realizan los sujetos cuando se enfrentan a cierta clase de situaciones - problemas.
Por tanto, y dentro del marco teorico elegido para nuestra investigacion, estas expresiones serian
asimilables a los "objetos personales o mentales". Remitimos al trabajo de Godino y Batanero
(1994) donde se analizan las relaciones entre estos constructos.
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En esta investigacion empleamos, en ocasiones, algunas de las expresiones anteriores, en
especial las de "concepciones” e "intuiciones". Estos términos son habitualmente utilizados en la
literatura especializada del campo de la probabilidad con un sentido compatible al de "objeto
personal” de nuestro marco tedrico.

1.3. FUNDAMENTOS EPISTEMOLOGICOS Y MATEMATICOS
1.3.1. INTRODUCCION

Las cuestiones epistemologicas ocupan un lugar fundamental en la reflexién de las
personas interesadas por el aprendizaje de las matematicas. Ello es debido a que los obstaculos
surgidos historicamente en la formacion de los conceptos se reproducen, con cierta frecuencia,
en los alumnos. Otras veces, los estudios de tipo epistemolégico pueden ayudar a comprender las
dificultades de los alumnos en el uso de los conceptos para la resolucion de problemas.

El calculo de probabilidades ocupa una situacion muy particular a este respecto, ya que,
a pesar de contar con una axiomatica satisfactoria, prosiguen las controversias sobre la
interpretacion de conceptos bésicos, como los de probabilidad o independencia. Estas
controversias no son de tipo técnico, ya que el calculo de probabilidades, como tal, no plantea
contradicciones ni paradojas, como ocurriera en el caso de la teoria de conjuntos, ni se han
propuesto otras axiomaticas que compitan con éxito con la de Kolmogorov. Los problemas que
la axiomatizacion no ha resuelto se refieren a la naturaleza de los objetos que se analizan por
medio de la probabilidad. Como indica Matalon (1979), "de modo mds o menos explicito, todos
los tedricos admiten que el cdlculo de probabilidades formaliza algo que, en cierto sentido
"existe" en todas partes; las divergencias se refieren a la naturaleza de ese "algo”, el cual
estaria representado a través de la probabilidad del matemdtico” (pag. 121).

En esta seccién vamos a presentar un analisis epistemologico y matematico -desde una
perspectiva didactica- de los conceptos y modelos estocasticos sobre los que versa nuestra
investigacion. Comenzamos con el analisis de la nocion de aleatoriedad, la cual, junto con la idea
de probabilidad es el punto de partida del calculo de probabilidades. El interés y necesidad de este
estudio nos parece claro, ya que la mayor parte de los nuevos curriculos de matematicas de los
niveles de ensefianza obligatoria proponen intensificar el estudio de los fenémenos aleatorios. Las
expresiones "experimento aleatorio”, "suceso aleatorio", incluso los sustantivos el "azar", lo
"aleatorio”, aparecen con frecuencia, tanto en el lenguaje cotidiano, como en los manuales
escolares. Pero su significado, al referirse a una entidad abstracta, no queda univoca y nitidamente
determinado. Tanto en la vida ordinaria como en los textos escolares encontramos diferencias en
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las propiedades asignadas a los experimentos y sucesos aleatorios. (Ortiz de Haro, 1996), (Ortiz
de Haro et al., 1995).

Como se afirma en Godino y Batanero (1994), el significado de los objetos matematicos
no puede reducirse a su mera definicién matemética cuando nos interesamos por los procesos de
ensefianza y aprendizaje de los mismos. Las diversas situaciones probleméticas y las practicas que
hacen las personas para resolverlos en distintas instituciones y momentos historicos aportan
rasgos caracteristicos de las nociones que en ellas intervienen, las cuales deben ser tenidas en
cuenta en la ensefianza.

El analisis de los usos de este concepto ha llevado en el siglo XX a diferenciar el proceso
(aleatorio) y su resultado, de modo que el interés se centra en la caracterizacion de las secuencias
aleatorias, independientemente del proceso que las genera. La definicion matematica de secuencia
aleatoria lleva a la repetibilidad e independencia de ensayos, cuya versién mas simple es la
secuencia de ensayos de Bernoulli y una de sus generalizaciones -el recorrido aleatorio sobre los
enteros- , al que dedicamos la segunda seccion. Finalmente, analizamos brevemente el proceso
de Poisson, que subyace en algunas de las situaciones experimentales que han sido empleadas en
los antecedentes de nuestra investigacion, asi como en el presente trabajo.

1.3.2. ALEATORIEDAD, EXPERIMENTOS Y SECUENCIAS ALEATORIAS

En lo que respecta a la nocion de aleatoriedad, veremos que en distintos momentos
histdricos se ha interpretado de forma diferente y que, incluso en la actualidad, se resiste a una
definicion sencilla que permita determinar con nitidez si un suceso o una secuencia de sucesos es
o no aleatoria. Por este motivo presentaremos una discusion de estas cuestiones, a partir de las
reflexiones realizadas por estadisticos, filosofos, psicologos e investigadores en Didactica de la
Matemitica preocupados por este problema. Tomaremos como base una version previa de este
trabajo, ya publicada (Batanero y Serrano, 1995).

Aleatoriedad y causalidad

Una primera acepcion de lo aleatorio la podemos encontrar en el diccionario del uso del
espafiol de M. Moliner (1983), donde encontramos la siguiente definicion: "Incierto. Se dice de
aquello que depende de la suerte o del azar”, siendo el azar "la supuesta causa de los sucesos
no debidos a una necesidad natural ni a una intervencion humana ni divina". En este sentido
lo aleatorio seria contrapuesto a aquello de lo que se conocen sus causas y el "azar" estaria
personificado como una supuesta causa de los fendmenos aleatorios. Corresponderia a una
primera fase historica exploratoria en el desarrollo de la idea de aleatoriedad que se extenderia,
segun Bennett (1993) desde la antigiiedad hasta el comienzo de la Edad Media. En esta etapa los
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dispositivos aleatorios como dados o huesos de astralago se usaron para adivinar el futuro, y
tomar decisiones. También se empleaba en los juegos, cuando se queria impedir dar ventaja a
alguna de las partes interesadas, puesto que se suponia que lo aleatorio no podia ser controlado
humanamente.

Se atribuya 0 no a fuerzas sobrenaturales, el azar suprimia la posibilidad de que la
voluntad, inteligencia o conocimiento humano influenciara en la decisién o en el destino. Poincaré
(1936) indico que los clasicos diferenciaban los fendmenos que parecian obedecer a leyes
armonicas, establecidas de una vez para siempre,y aquellos que se atribujan al azar, que no
podian preverse porque se rebelaban ante toda ley. Segln este autor, la aleatoriedad tenia,
ademas, un sentido preciso, objetivo. Lo que era aleatorio lo era para cualquier persona.

Una variante de esta acepcion es suponer que todo fendémeno tiene una causa. "Nada
sucede por azar sino que todo ocurre por una razon y por una necesidad" (Leucippus, siglo V
a.c., citado por Bennet). Es debido a nuestra ignorancia por lo que existe "el azar" para nosotros.
Incluso lo que es aleatorio para una persona puede no serlo para otra, por lo que, en esta
acepcion, tendria un caracter subjetivo: "El azar no es mds que la medida de nuestra
ignorancia. Los fenomenos fortuitos son, por definicion aquellos cuyas leyes ignoramos”.
(Poincaré, 1936, pag. 69 de la reproduccion en el libro de Newman).

Poincaré encuentra que esta definicion no es satisfactoria, ya que ciertos fendémenos cuyas
leyes no conocemos son, sin embargo, considerados como deterministas. No sabemos con
seguridad por qué, llegados a un punto de envejecimiento morimos, pero la muerte es considerada
un hecho seguro, lo mismo que lo sera la puesta del sol para un nifio o0 una persona primitiva que
desconociera el fendmeno de rotacion de la tierra. Ademas, ciertas teorias fisicas, como la teoria
cinética de los gases, tienen causas conocidas que son explicadas precisamente mediante leyes
probabilisticas. Las leyes que se utilizan para explicar estos fenomenos serian mucho mas
complicadas si, en lugar de emplear la hipétesis de que las particulas se mueven
aleatoriamente, se supusiera que siguen una cierta ecuacion de tipo determinista. Por ello, entre
los fendmenos de los cuales ignoramos sus leyes, Poincaré diferencia los aleatorios o fortuitos,
sobre los cuales el calculo de probabilidades nos informara provisionalmente y los que no lo son,
sobre los cuales no hay posibilidad de prediccion hasta que hayamos encontrado las leyes que los
rigen.

Para los primeros, incluso el dia que encontremos sus reglas, el calculo de probabilidades
no perdera su validez. Asi, el director de una compafiia de seguros de vida ignora cuando morira
un asegurado particular. Sin embargo, sus beneficios seguiran siendo los mismos, incluso cuando
conociese el tiempo de vida que queda a cada uno de estos asegurados, porque la distribucion
estadistica de esta poblacion seria la misma, independientemente de este conocimiento; por tanto,
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estos beneficios no son fruto de su ignorancia. Como indica Ayer (1974) un fenémeno se
considera aleatorio si se comporta de acuerdo al calculo de probabilidades.

Una causa muy pequefia determina a veces un efecto considerable y decimos que el
resultado es aleatorio, porque la prediccion resulta imposible. Es el caso de la meteorologia o del
juego de la ruleta. En otros casos, como en la teoria cinética de los gases, al barajar las cartas o
en la teoria de errores, es la complejidad o multitud de las causas lo que determina un resultado
aleatorio.

En definitiva, la interpretacion de lo aleatorio como contrapuesto a lo causado 0 como un
tipo especial de causacion no es, en general, adecuada. A este respecto Ayer (1974) diferencia
cinco razones respecto a los cuales puede decirse que algunas cosas suceden por azar 0 que un
suceso es aleatorio, que son las siguientes:

1) Un suceso se considera aleatorio si es miembro de alguna serie que se conforma de
acuerdo con el calculo de probabilidades. Esto no implica que el suceso no resulte causado. Una
consecuencia del uso del término en este sentido es que cuando la frecuencia con la cual un cierto
suceso ocurre, tiene una desviacion significativa respecto al valor esperado, nuestra inclinacion
nos lleva a afirmar que esta desviacion no puede ser atribuida al azar.

2) Existen casos en los cuales una de las razones para afirmar que un suceso ocurre por
azar es precisamente que constituye una desviacion con respecto a una frecuencia establecida.
Este es el sentido, por ejemplo, con que hablamos del azar de las mutaciones en biologia. Una
acepcion semejante ocurre en ciertos acontecimientos historicos, donde consideramos la causa
inconmensurable con el efecto.

3) Cuando hablamos de sucesos causados por azar por seres humanos u otros agentes,
significa que no estaba en la intenciéon del agente este suceso. Por tanto azar aqui no seria
sinonimo de falta de causa, sino de falta de intencién o de resultado no previsto a partir de la
causa.

4) Hablamos de coincidencias por azar de sucesos, cuando su concurrencia no es
intencionada y, aunque podemos explicar cada uno de ellos por separado, no encontramos razon
que los una entre si. En general hablar de sucesos que aparecen juntos por azar no significa que
no estén conectados en alguna forma o que no se descubrira nunca alguna ley que los coordine.
Implica que una ley de tal tipo no figura en nuestro sistema aceptado de credibilidad.

5) En el caso de generalizaciones estadisticas se puede decir cuales, entre los individuos
que se encuentran bajo tal generalizacion, poseen esta propiedad en cuestion, por ¢jemplo el sexo
o un cierto oficio. Esta acepcion del azar es 12 Ginica en la cual esta implicito el que los sucesos
individuales mismos no han admitido una regulacion mediante leyes causales.

Finalmente Ayer (1974) sugiere que existe aun otra razoén importante por la cual se
puede afirmar que el azar se introduce en el mundo. Aunque es un campo bien determinado por
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leyes causales, la imprecision de los instrumentos de medida hace que las observaciones de los
fenomenos contengan un "error aleatorio de medicion”.

Aleatoriedad y Probabilidad

Al surgir el calculo de probabilidades, se relaciona la aleatoriedad con la equiprobabilidad,
que se basa en el principio de indiferencia. Esto es debido a la relacion de los primeros desarrollos
teoricos con los juegos de azar, en los que el mimero de posibilidades era finito y el prihcipio de
indiferencia podia considerarse razonable. Esta interpretacion se encuentra, por ejemplo, en el
Liber de Ludo Aleae de Cardano. Bennett (1993) indica que, hacia el final del siglo XVIII y
principios del XIX, hay un desplazamiento de las situaciones consideradas aleatorias, desde el
mundo de los juegos de azar al de los fendmenos naturales. Paralelamente, se produce un cambio
en el concepto de aleatoriedad, que se hace progresivamente mas formalizado. Se introduce el
concepto de "independencia”, que se considera un requisito imprescindible para asegurar la
aleatoriedad de un suceso en sucesivos experimentos repetidos. Sin embargo, el resultado de un
experimento aleatorio es para estos autores determinado pero desconocido, dependiente de la
ignorancia del hombre.

También, actualmente, la nocion de aleatoriedad se explica, a veces, en términos de
probabilidades y esta explicacion dependerd de la concepcion subyacente respecto a la
probabilidad. En lo que sigue, nos referiremos a las concepciones clasica (o laplaciana),
frecuencial y subjetiva que se describen con detalle en Borovcnik ez al. (1991) y Godino et al.
(1988). En un concepto clasico de probabilidad decimos que un objeto ( 0 un suceso) es un
miembro aleatorio de una cierta clase, si la probabilidad de este objeto es igual que la de
cualquier otro miembro de su clase. Aunque esta definicion, en principio, es suficiente para los
juegos de azar basados en dados, monedas, cartas, extraccion de bolas en urnas, etc., podemos
aplicarle las mismas criticas que se atribuyen a la concepcion laplaciana de la probabilidad. Es
dificil, a partir de esta definici6n, discriminar un miembro aleatorio o no aleatorio en una clase
dada. Por ejemplo, ;como sabemos que una moneda dada o un dado, no estan ligeramente
sesgados?

Kyburg (1974) sugiere que este método de definir la aleatoriedad impone restricciones
severas y no naturales a la aplicacion de esta idea. Sélo podriamos decir que un objeto es un
miembro aleatorio de una clase, si la clase es finita. Si fuese infinita, entonces la probabilidad de
cada miembro de la clase siempre seria nula (por tanto idéntica), aunque el método de
seleccion fuese sesgado. ;Qué ocurriria, ademas, en el caso de sucesos elementales no
equiprobables? Sin embargo, la idea de equiprobabilidad es muy atrayente para definir la
aleatoriedad, como se ve, por ejemplo, al definir las muestras aleatorias -todos los elementos
tienen la misma probabilidad de ser elegidos- o la asignacion aleatoria de sujetos a los
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experimentos -cada sujeto tiene la misma probabilidad de ser asignado al grupo experimental o
al control.

Cuando desplazamos la aplicacion de la idea de probabilidad a situaciones del mundo
fisico o natural, como por ejemplo, el grupo sanguineo de un recién nacido o cualquier otra
caracteristica hereditaria, nos encontramos con que no podemos aplicar el supuesto de
equiprobabilidad. Podriamos decir, en estos casos, que un objeto es un miembro aleatorio de una
clase si pudiéramos elegirlo mediante un método que proporcionase a cada miembro de la clase
una cierta frecuencia relativa "a priori" a la larga . Usariamos, en estos casos, la concepcion
frecuencial, que es especialmente adecuada cuando disponemos de estadisticas registradas sobre
un gran numero de casos, como en los ejemplos citados. Tendriamos, sin embargo, el problema
teorico de decidir el nimero necesario de experimentos para considerar que, a partir de este
numero, habriamos probado suficientemente el caracter aleatorio del objeto.

En estas dos acepciones, la aleatoriedad es una propiedad "objetiva" que se asigna al
suceso o elemento de una clase, como podria asignarsele un color o un sexo, si se trata de una
persona. Kyburg (1974) critica esta visidn y propone una interpretacion de la aleatoriedad
compuesta de cuatro términos, que son los siguientes:

- ¢l objeto que se supone es miembro aleatorio de una clase.

- el conjunto del cual el objeto es un miembro aleatorio (poblacion o colectivo).
- 1a propiedad con respecto a la cual el objeto es un miembro aleatorio de la clase
dada.

- el conocimiento de la persona que emite el juicio de aleatoriedad.

Si un objeto es o0 no considerado como miembro aleatorio de una clase, depende, en esta
interpretacion, de nuestro conocimiento sobre el mismo. Lo que puede ser aleatorio para una
persona puede no serlo para otra. La aleatoriedad no es una propiedad fisica "objetiva", sino que
tiene un caracter subjetivo. Reconocemos en esta definicion el paralelismo con la concepcion
subjetiva de la probabilidad, por la que todas las probabilidades serian condicionales. Esta vision
seria mas adecuada en las situaciones en que poseemos cierta informacion, que puede cambiar
nuestro juicio sobre la aleatoriedad o la probabilidad de un suceso.

Para Kyburg hay cierta clase de situaciones que todo el mundo consideraria aleatorias, y
donde el uso de la idea de equiprobabilidad para definir un suceso aleatorio parece claro y no
controvertido. Por ejemplo, en el caso de un dado equilibrado, cualquier lanzamiento es
simplemente un ejemplo de cualquier otro posible lanzamiento. No hay nada nuevo que podamos
conocer acerca del dado que nos permita predecir otra probabilidad diferente de 1/6 para un
resultado particular del dado.

En otros casos la situacion no es tan clara. Consideremos, por ejemplo, la probabilidad
de que un individuo particular viva mas de 35 afios. Es verdad que poseemos informacion
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estadistica sobre sus posibilidades de supervivencia a esta edad, pero hay muchas consideraciones
que podrian influenciar un cambio en esta probabilidad, si tuviésemos que estimarla. Por ejemplo,
el hecho de que el sujeto sufriera una cierta enfermedad como cancer o sida o que fuese piloto de
carreras.

En este ejemplo reconocemos la importancia de elegir la clase de referencia adecuada para
juzgar la probabilidad de un cierto suceso. Asimismo podemos ver aqui la importancia del cuerpo
de conocimientos, puesto que, si el sujeto en cuestion sufre una enfermedad muy grave y lo
supieramos, nos llevaria a hacer una estimacion diferente de su esperanza de vida.

Procesos y secuencias aleatorias

Para Zabell (1992) la idea de aleatoriedad contiene dos aspectos distintos que, a veces,
pueden no coincidir, que son:

- el proceso de generacion, que es lo que, matematicamente, se conoce Como
experimento aleatorio;

- el patron de la secuencia aleatoria producida como consecuencia del
experimento.

Hasta ahora hemos considerado que estos dos aspectos estan ligados entre si, ya que
esperamos que un proceso aleatorio proporcione un patron de resultados aleatorios. Veremos que
estos dos aspectos son separables.

En primer lugar, puede haber secuencias que, aparentemente, parezcan aleatorias, siendo
producidas por un proceso completamente determinista. Consideremos, por ejemplo la secuencia
32823066470938446095. Por su aspecto, parece ser una secuencia aleatoria de nimeros. Pero
es, en realidad, la expresion de los digitos decimales 111 al 130 del nimero ©. Aunque el patron
que sigue esta secuencia parezca aleatorio, el proceso que la genera no lo es, porque siempre
obtendremos la misma secuencia de cifras como resultado del "experimento”.

Por otro lado, incluso una secuencia aparentemente regular y determinista, como
100100100, puede obtenerse como resultado de un experimento aleatorio. Esta secuencia
particular es tan probable como cualquier otra secuencia de ceros y unos obtenida en 9 ensayos
en que los valores 1 y O sean equiprobables. Su probabilidad sera 2°. Si repetimos el
experimento un nimero mayor que 2° veces, cabe esperar que se obtenga alguna vez la
sucesion dada por azar.

No fue hasta finales del siglo XIX cuando el empleo de la estadistica en la investigacion
aplicada empez6 a basarse en la eleccion de muestras aleatorias de datos, a partir de los trabajos
de Edgeworth, Galton, Pearson, Fisher y sus colaboradores. Anteriormente, los estudios
estadisticos estaban basados en la recogida de datos empiricos masivos, esto es, tenian un caracter
descriptivo de poblaciones completas, mas que un caracter inferencial. En los casos en que se
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utilizaban muestras, éstas no se elegian al azar, porque no se era consciente de la importancia de
elegir muestras aleatorias para poder realizar inferencias validas y precisas sobre la poblacion.
Cuando los desarrollos tedricos empiezan a mostrar la importancia de este punto, empieza el
interés por encontrar modelos de procesos que aseguren la consecucion de largas secuencias de
digitos aleatorios. Estas serian utilizadas para elegir muestras aleatorias en las aplicaciones
estadisticas.

Procesos que generan sucesiones aleatorias

Hay tres modelos basicos de procesos que se emplean para generar secuencias aleatorias:
dispositivos fisicos; las tablas de nimeros aleatorios y los generadores de numeros
pseudoaleatorios.

Ciertos procesos fisicos pueden generar resultados aleatorios, como, por ejemplo, elegir
a ciegas una bola de una urna llena de bolas de distinto color. Este tipo de dispositivos - dados;
ruletas; bombos con fichas,...- es el sistema mas antiguo, familiar y natural de obtener tales
resultados aleatorios. Es el método que también empleamos en clase con nuestros alumnos,
aprovechando el interés que muestran por los juegos de azar. Sin embargo, es muy dificil
conseguir construir dispositivos que aseguren la aleatoriedad fisica perfecta, por ejemplo, asegurar
que un dado asigne exactamente una probabilidad 1/6 a cada una de sus caras. Ademas, es un
procedimiento lento si queremos obtener una serie larga de resultados aleatorios.

Debido a la dificultad de disponer con suficiente rapidez de secuencias aleatorias largas
con dispositivos fisicos, se crean las tablas de nimeros aleatorios. Lord Kelvin y Tippet se
encuentran entre los pioneros en la construccion de las mismas. Otras tablas notables son las de
Fisher y Yates publicadas en 1938, o las de Kendall y Babbington- Smith en 1939, culminando
en la publicacion de la corporacion RAND "Un millon de digitos aleatorios” en 1955. Este tipo
de tablas puede también ser usado en clase con los alumnos de educacion secundaria.

El tercer método importante para generar nimeros aleatorios consiste en el uso de
una foérmula, es decir, mediante los llamados "niimeros pseudoaleatorios”. Con ayuda de un
algoritmo de ordenador, se produce una secuencia numérica que puede ser empleada como
aleatoria para los propositos practicos. La mayor parte de los ordenadores traen incorporadas este
tipo de ordenes, con lo que podemos comodamente obtener sucesiones aleatorias dentro de una
magnitud numérica y longitud deseada. Asimismo, podemos obtener sucesiones aleatorias
extraidas de distintos tipos de distribucion teérica, como la distribucion normal con una cierta
media y varianza.
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Formalizacion de la idea de aleatoriedad

Con las tablas de nimeros aleatorios surgi6 la preocupacion de asegurar la "calidad” de
los mismos. Estas condiciones implican una serie de propiedades que cumplen las secuencias de
resultados aleatorios. La obtencién de niimeros pseudo-aleatorios con ayuda de algoritmos
deterministas sugirié también que debia examinarse la sucesion producida, independientemente
del proceso por el cual habia sido generada. En el siglo XX se llevan a cabo estas discusiones,
que llevarian a la formalizacion del coricepto.

Fine (1973) discute algunas de las aproximaciones que se han usado para definir lo que
seria una sucesion aleatoria. La reflexion sobre este tema parti6 de la idea intuitiva de que una
sucesion deberia ser considerada como aleatoria si nos llevara al convencimiento de que es
imposible inventar un método que nos permita ganar en un juego de azar cuyos resultados fuesen
los de la sucesion dada; o bien de la vision de la sucesion aleatoria como altamente irregular o
compleja. A continuacion presentamos estos dos enfoques:

Enfoque de los algoritmos de seleccién

Von Mises introdujo 1a idea de colectivo, como fendmeno de masas, suceso repetitivo o
larga serie de observaciones, para las cuales hay razones suficientes para creer en la hipotesis de
que la frecuencia relativa de un suceso tiende a un limite fijo: "Ahora debemos introducir un
nuevo término que serd muy til en el curso futuro de nuestra argumentacion. Esta palabra es
"colectivo” y denota una serie de acontecimientos o proceso semejantes que difieren en ciertos
atributos observables”..." El principio que se halla encerrado en esta forma de tratar la
probabilidad es el de que un colectivo puede existir antes de que comencemos a hablar de
probabilidad” (Von Mises, 1946, pag. 29) "En el futuro solo consideraremos tales sucesiones
de acontecimientos u observaciones que satisfacen la condicion de ser reacias a toda ley o
arbitrarias, y nos referiremos a ellas como a colectivos" (pag. 45).

A partir de esta idea, defini6 la aleatoriedad en una secuencia de observaciones,
empleando el término "azar" proponiendo una propiedad para todas sus posibles subsucesiones.
Esta propiedad consiste en exigir que la frecuencia relativa de cada posible suceso en la sucesion
aleatoria sea invariante en todas sus posibles subsucesiones: "Un colectivo apropiado para la
aplicacion de la teoria de la probabilidad debe satisfacer dos condiciones. En primer lugar, la
Jfrecuencia relativa de los atributos debe poseer valor limite. En segundo, estos valores limite
no deben alterarse en las sucesiones parciales que podamos seleccionar de la original" (pag.
46).

Dicho de otra forma, en una secuencia aleatoria no se puede encontrar un algoritmo por
el cual seleccionar una subsecuencia en la cual la frecuencia relativa de uno de los resultados se
vea afectada. Supongamos, por ejemplo, que al elegir todos los elementos pares, o cada diez
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elementos, o todos los elementos primos en una sucesion de caras y cruces obtenidas al lanzar una
moneda obtuviese una secuencia en la que la probabilidad de cara fuese 2/3. Consideraria,
entonces, que la secuencia dada no era realmente aleatoria, ya que podria obtener ventaja en un
juego de azar apostando a favor de la cara cada dos, diez jugadas o en las jugadas nimero primo.

Kolmogorov formalizé la idea de Von Mises, sugiriendo que, dada una sucesion binaria
S, formada por ceros y unos, de longitud mayor o igual que neN, seria aleatoria (n,e) con
respecto a una familia finita b de algoritmos admisibles {Y }, si existe algin p tal que las
frecuencias relativas de unos en las subsucesiones S, de longitud igual o mayor que n, generadas
al aplicar {Y} a S, todas se aproximan a p en menos de €. Es decir, la frecuencia relativa en esta
sucesion finita es aproximadamente invariante respecto a cualquier método de seleccion de una
subsucesion de longitud minima n.

(Como escoger la familia b? Esta familia es una familia de contrastes sobre las posibles
regularidades de la sucesion; (propiedades que pudiesen emplearse para obtener ventajas por
parte de un jugador en un juego de azar). Esta definicion es intuitiva en el caso de sucesiones
infinitas. El problema, cuando observamos una sucesion finita, es que si tomamos una coleccion
b suficientemente amplia, uno de los algoritmos podria llevarnos a, razonablemente, rechazar
S, como no aleatoria. Por ejemplo, en una sucesion finita de longitud n formada por cerosy
unos, solo hay 2" sucesiones binarias distintas, por lo que nunca obtendriamos una sucesion
aleatoria finita no trivial de longitud dada.

Esta definicién de aleatoriedad es, sin embargo, la base de los contrastes de aleatoriedad
por los cuales se prueban las tablas de nimeros aleatorios, antes de ponerlas en uso en la
comunidad cientifica. Sin embargo, puesto que todo contraste de hipétesis siempre lleva asociado
una posible probabilidad de error, nunca podriamos tener total seguridad de que una sucesion
dada, a pesar de haber pasado todas las pruebas, tuviese algun tipo de patron que nos hubiera
pasado desapercibido y, por tanto, no fuese totalmente aleatoria.

Enfoque de Ia complejidad absoluta

Otro intento, debido a Kolmogorov, de definir la aleatoriedad de una sucesion, se basa
en su complejidad computacional, que puede definirse a partir de la teoria de autématas y
computabilidad. Si una sucesion cumple la definicion de aleatoriedad basada en la
complejidad, cumplira también la definicion estadistica de aleatoriedad. (Fine, 1973, pag
121).

La complejidad que presenta una sucesion de este tipo es la dificultad de describirla (o
almacenarla en un ordenador) mediante un codigo que nos permita reconstruirla mas tarde. El
minimo niimero de signos necesarios para codificar esta sucesion proporciona una escala para
medir la dificultad de almacenarla, o, lo que es lo mismo, su complejidad. El procedimiento de
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calculo de S puede ser visto como un algoritmo O que acepte como entrada un programa P y
genere como salida S_; S,=O(P).

En general, puede haber méas de un programa que permita primero almacenar y luego
recuperar la misma sucesion La complejidad debe ser juzgada a partir de la forma mas simple de
almacenar la sucesion. Por ejemplo, si comparamos las secuencias:

CC++C+CC++

C+C+C+C+C+
vemos que puedo codificar abreviadamente la segunda como SC+, siguiendo lo sugerido en
Konold y Falk (1992). Por el contrario, no puedo codificar la primera con menos de diez
caracteres. Por lo tanto la primera sucesion es mas compleja que la segunda, ya que precisa mas
signos para codificarse. Bajo este enfoque, una secuencia seria aleatoria si no se puede codificar
en forma mas abreviada, por lo que la ausencia de patrones periodicos seria su caracteristica
esencial. Es decir, una secuencia seria aleatoria si solo podemos describirla listando uno tras otro
todos sus componentes. Chaitin sugirié que esta definicion establece una jerarquia en los grados
de aleatoriedad de diferentes sucesiones y que la aleatoriedad perfecta seria vista como un
concepto teodrico o limite.

Como resumen, y siguiendo a Steinbring (1991), podriamos sefialar que el concepto de
aleatoriedad se refiere a dos dominios diferentes; formal e informal. Desde el punto de vista
informal, hablamos del azar, como patron que explica aquellos efectos para los que no conocemos
la causa o que no son predecibles. Se ha usado para tratar relaciones causa-efecto que parecen
demasiado complejas para ser analizadas o en las que no hay una relacion determinista entre causa
y efecto. Esta interpretacion refleja muchos aspectos filosoficos, epistemologicos, sociales y
personales y es una importante fuente de confrontacion entre las probabilidades subjetivas y
objetivas. Desde €l punto de vista formal se concreta en la idea de sucesiones aleatorias cuya
matematizacion se ha descrito resumidamente y se estudiara con detalle en la seccién 1.3.3.

Implicaciones sobre Ia practica educativa

A pesar de las dificultades filosoficas y psicologicas descritas, las situaciones aleatorias
revisten una gran importancia. El problema de asegurar que una sucesion sea aleatoria sigue
teniendo una gran actualidad debido a sus aplicaciones. Los nimeros aleatorios se necesitan hoy
para organizar planes de muestreo en la industria y la experimentacion médica, sociologica y
demografica. Gracias a los ordenadores, mediante los métodos de simulacion, se resuelven
problemas probabilisticos muy complejos en fisica, ecologia, o gestion, que estan basados en la
obtencion de largas secuencias de resultados aleatorios. De todo ello se deduce la importancia de
desarrollar en los alumnos una comprension adecuada de los rasgos de los fenomenos y
secuencias aleatorias.
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En los nuevos disefios curriculares se sugiere realizar experimentos de simulacion, basados
en la obtencion de secuencias aleatorias. Por ejemplo, en el Disefio Curricular Base del Ministerio
de Educacion y Ciencia (M.E.C., 1989) para la ensefianza secundaria obligatoria, en el bloque 5,
denominado "Tratamiento del azar"- encontramos, como concepto a presentar a los alumnos:
"Fenomenos aleatorios y terminologia para describirlos". Dentro de los procedimientos, se hace
referencia a la "utilizacion del vocabulario adecuado para describir y cuantificar situaciones
relacionadas con el azar" y a la "confeccion de tablas de frecuencias y grdficas para
representar el comportamiento de fenomenos aleatorios". Entre los algoritmos y destrezas a
desarrollar se sugieren la "obtencion de nimeros aleatorios con diversas técnicas, tales como
sorteos, tablas, calculadoras” y la "deteccion de los errores habituales en la interpretacion del
azar". Como estrategias generales previstas encontramos el "reconocimiento de fendmenos
aleatorios en la vida cotidiana y en el conocimiento cientifico", 1a "formulacion y comprobacion
de conjeturas sobre el comportamiento de fenémenos aleatorios sencillos" y la "planificacion
y realizacion de experiencias sencillas para estudiar el comportamiento de fenomenos de azar".
Parecidos términos se emplean respecto a las actitudes que conviene fomentar en los alumnos. El
curriculo del MEC no es una excepcion, ya que términos o expresiones similares encontramos en
los disefios curriculares de las comunidades auténomas y en otros paises, como Inglaterra o
Estados Unidos, que han propuesto reformas recientes sobre el curriculo de Matematicas.

A la vista de la importancia y dificultad del tema, ;c6mo hacer asequible a los alumnos los
rasgos caracteristicos de estas situaciones? Desde nuestro punto de vista, ello pasa necesariamente
por una aproximacion gradual, como la que se sugiere en Godino et al. (1988), en la que se guie
a los alumnos, a partir de sus experiencias con juegos y simulacion, hacia la formalizacion
progresiva.

Comenzando con materiales manipulativos con propiedades de simetria, como dados o
monedas, puede pasarse progresivamente al estudio de materiales que no tengan estas
propiedades -ruletas con areas desiguales, chinchetas; y, posteriormente, al de fenémenos
demogréficos o sociales. Al final de la ensefianza secundaria puede iniciarse el uso de tablas de
niimeros aleatorios para seleccionar muestras, incluso puede iniciarse el analisis de las propiedades
de los mimeros aleatorios generados mediante una calculadora u ordenador.

La experimentacion, registro y analisis de las secuencias producidas en todas estas
actividades permitira integrar el estudio de la probabilidad con el de la estadistica. La introduccion
gradual de los conceptos y notacion probabilisticos servira para explicar matematicamente las
regularidades observadas en los datos recogidos. Actividades similares se sugieren en
Shaughnessy y Arcidiacono (1993) o en Shaughnessy y Batanero (1995). Esperamos que, a partir
de estas experiencias, los alumnos reconozcan las siguientes caracteristicas esenciales de los
fenomenos aleatorios:
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1. En condiciones fijadas de antemano hay mas de un resultado posible.

2. Con los conocimientos que posee el sujeto que emite el juicio, el resultado concreto que
ocurrira es impredecible.

3. Hay posibilidad -al menos imaginada- de repetir indefinidamente la observacion o
produccién del fenomeno.

4. Las secuencias de resultados obtenidas en esta repeticion carecen de un patron que el
sujeto pueda controlar o predecir.

5. En este aparente desorden, pueden descubrirse una multitud de regularidades globales,
comenzando por la estabilizacion de las frecuencias relativas de cada uno de los resultados
posibles. Esta regularidad global es el fundamento que nos permite estudiar estos fenémenos
aleatorios mediante el calculo de probabilidades.

Como argumentan Konold e? al. (1991 a), de hecho, es preferible ver el término
"aleatoriedad" como una "etiqueta" a la que van asociados muchos conceptos, como los de
experimento, suceso, espacio muestral, probabilidad, etc . En este sentido, la palabra aleatoriedad
nos remite a una coleccion de conceptos y procedimientos matematicos que podemos aplicar en
muchas situaciones. Por ello, deberiamos pensar en una orientacion que tomamos hacia el
fenémeno que calificamos de "aleatorio” mas que en una cualidad del mismo. Aplicamos un
modelo matematico a la situacion, porque nos resulta 0til para describirla y comprenderla pero
no creemos que la situacion sea "idéntica" al modelo. Decidir cuando el calculo de probabilidades
es mas conveniente o adecuado a la situacion que otros modelos matematicos es una parte del
trabajo de modelizacién que debiéramos fomentar en nuestros alumnos.

A continuaciéon analizamos resumidamente los modelos matematicos implicitos en las
situaciones problematicas empleadas en el cuestionario y en el guion de entrevista en la parte
experimental de esta Tesis, extendiendo el analisis que hicimos en Serrano ef al. (1991).

1.3.3. SUCESIONES DE ENSAYOS DE BERNOULLI

Dedicaremos esta seccion a analizar el caso mas simple, dentro de las secuencias
aleatorias, constituido por los ensayos de Bernoulli. Consideramos solo dos resultados posibles.
El conjunto de propiedades que descubrimos sobre estas secuencias forman parte de su
significado en la Institucidon Matematica. Hemos utilizado situaciones problematicas que se
refieren a este tipo de ensayos, tanto en el guion de entrevista (capitulo 2) como en el cuestionario
(capitulo 3). Las respuestas de los alumnos a las cuestiones planteadas nos permitiran descubrir
el significado personal de las secuencias aleatorias para los alumnos de la muestra.

Sea una serie de experimentos que se realizan sucesivamente, de forma que las
condiciones de cada uno de ellos pueden o no ser influidas por el resultado de los precedentes.
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Sean (E,, 4,, P)), ... (E,, 4,, P, ) los espacios probabilisticos asociados a n experimentos. El
espacio producto asociado al experimento compuesto es el (E, 4, P), enel que E es el
producto cartesiano (E, x..XE,), A es el algebra engendrada por los productos A, x..XA,,
donde A, €4,, ...A, €4, y P es una medida de probabilidad sobre (E, 4).

Los experimentos considerados son independientes si y solo si para todo suceso A, x..x
A, con A, € 4; se verifica:

P(A;x.xA)=P,(A)).P,(A)

El ejemplo mas importante de experimento compuesto por ensayos independientes
es la repeticion sucesiva del mismo experimento.

Este tipo de ensayos se denominan pruebas de Bernoulli, cuando solo hay dos
resultados posibles, tal como ocurre en el lanzamiento de una moneda, la determinacion del
sexo de un recién nacido, y, en general, cuando al extraer al azar un individuo de una poblacion
se desea saber si posee 0 no una caracteristica. Estas experiencias pueden estudiarse de modo
directo o simulado. Asociados a él pueden estudiarse diferentes modelos probabilisticos.

Distribucion binomial

Consideremos un experimento aleatorio cualquiera, y en relacion a é€l, estudiemos un
suceso A, de probabilidad p y su contrario de probabilidad g = /-p. El numero de ocurrencias
del suceso A en una serie de n repeticiones independientes de dicho experimento es una variable
aleatoria, que sigue la distribucion binomial de probabilidades:

P(5=r)=( :)p A

Esta distribucion tiene por valor medio y varianza:
pH=np o’=np.q

Observemos que esta variable toma tebricamente todos los valores posibles entre 0
y n. Pero, mientras la media crece proporcionalmente al valor n, la desviacion tipica solo lo
hace proporcionalmente a la raiz cuadrada de n. Por ello, el intervalo de valores centrales con una
probabilidad dada, también crece en funcién de la raiz de n. Los valores proximos a la media
son mas probables al aumentar n. A veces, sin embargo, debido a la heuristica de la
representatividad se espera una varianza menor que la tedrica en esta distribucion.

Otro dato de interés es la forma de la distribucion y como varia en funcion de los
parametros. Aunque, para n pequefia y p proxima a 0 o 1, la distribucion es fuertemente
asimétrica, esta asimetria se debilita al crecer n, debido a la aproximacion normal
(Kalbfleisch,1984).
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Teorema de Bernoulli
Si, a partir de la variable aleatoria &, con distribucion binomial de parametros p y n,

. . 13 . .
consideramos el cociente h = —= , obtenemos una nueva variable aleatoria que representa
n

la frecuencia relativa de ocurrencia del suceso A en n experimentos, que tiene por media p = p;

2 P4
n

y por varianza: o

Estas expresiones muestran que, aunque al aumentar n, la media de la variable aleatoria
h, permanece constante, la varianza disminuye en funcién inversa del tamafio de la muestra. Este
hecho no es intuitivo, y prueba de ello es que uno de los sesgos sobre el razonamiento estocastico
es la insensibilidad al tamafio de la muestra descrito por Kahneman ef al. (1982). En nuestra
Memoria de Tercer Ciclo (Serrano, 1993) encontramos también casos de alumnos que creian que
la varianza aumenta con el tamafio de la muestra.

Aplicando el teorema de Tchebycheff a esta variable se obtiene, que, para todo k:

P( h,-pl 2 k,l-’-’-'—"—) <L
n k2

Si mantenemos constante p y hacemos tender n a infinito observamos que la probabilidad
de que la diferencia en valor absoluto entre la frecuencia relativa de un suceso y su
probabilidad tedrica sea menor que un niimero dado, puede hacerse tan préxima a uno como se
desee, con tal de tomar un nimero n de experimentos suficientemente elevado. Este resultado
viene a corroborar tedricamente la ley de estabilidad de las frecuencias y es el resultado del dato,
ya sefialado, de la variacion de la desviacion tipica de la distribucion binomial en funcién de n.

Sin embargo, hay que hacer notar que esta convergencia no tiene el mismo sentido que
el atribuido ordinariamente a la palabra limite. Si tomamos un nimero suficientemente elevado
de pruebas no podremos afirmar que el error cometido en la estimacion de la probabilidad al usar
la frecuencia relativa sea menor que un numero dado. Sélo que es muy poco probable que sea
mayor que tal nimero. De este modo, aunque se sigan produciendo oscilaciones de la frecuencia
relativa, tanto fuertes como débiles, las oscilaciones fuertes son cada vez mas raras.

32



PO OGO 0EGP00C00ICT00C0C0ECI0C0000°0300800000CCOCOCGQROOGINIISIOIOTIOIEBOTIOSEOETOI

Fundamentos y problema de investigaciéon

En nuestro trabajo previo (Serrano, 1993) observamos que algunos alumnos no solo no
advierten esta convergencia empirica sino que por el contrario esperan que la varianza de la
frecuencia relativa aumente con el tamafio de la muestra. En este nuevo trabajo trataremos de
confirmar esta creencia de los alumnos.

Distribucién geométrica

Otro problema diferente es el estudio del nimero £ de pruebas que son necesarias para
que ocurra por primera vez el suceso S (Gutiérrez Jaimez ef al. 1992). Este nimero, que es una
variable aleatoria, sigue la distribucion geométrica de probabilidades:

P(E=r)=q"p
Su media y varianza vienen dadas por:

r p?
Entre las propiedades de interés de esta distribucion esta la llamada de "pérdida de
memoria"

P(g=r|E2k)=P(§=r), Vk<r

que quiere decir que el conocimiento de los resultados en los k ensayos primeros, no
modifica la probabilidad de ocurrencia en el ensayo nimero r. Esta propiedad solo la posee
la distribucién geométrica, en el caso discreto y la exponencial en el caso continuo.
Intuitivamente, sin embargo, se olvida esta propiedad, lo que se conoce como "falacia del
Jjugador". Cuando en un juego de azar se espera la aparicion de una cara o de un nimero
cualquiera, tras una racha de no ocurrencias, se espera que salga antes que tras una racha de
ocurrencias. En la vida real, esta propiedad basada en la independencia de los sucesos es, sin
embargo, una modelizacion matematica que no siempre se cumple. Asi puede ocurrir, por
ejemplo, en los procesos de produccion, en los que la probabilidad de un defecto puede variar
conel tiempo. La adecuacion del modelo a la realidad solo puede verificarse estadisticamente.

1.3.4. PROCESOS ESTOCASTICOS EN TIEMPO DISCRETO

Al considerar n ensayos sucesivos de un experimento, podemos representar sus resultados
mediante un vector (€, §,, . . . ,, §,) en el que, para cada i, §; es una variable aleatoria. Si en
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lugar de considerar n finito, estudiamos una sucesién de variables aleatorias ( &, ),
obtenemos un proceso estocastico en tiempo discreto (Resnick, 1992). Un ejemplo seria la
sucesion de caras y cruces obtenidas al lanzar sucesivamente una moneda.

Supongamos que S es el conjunto donde toman todos su posibles valores las variables &;
(en el caso de la moneda S={C,+}). Llamamos a S el espacio de estados del proceso (£,).

De esta forma, un proceso estocastico en tiempo discreto puede ser visualizado como la
sucesion de estados por los que pasa un "sistema" en unos instantes de tiempon=0, 1, 2,...,
siendo &, el estado del sistema en el instante i.

Supongamos que en los instantes 1,2, .., k, el sistema ha pasado por los estados x;,
X, ,... , X, . Llamaremos a w,=(x,, X,, ..., X, ) una trayectoria o realizacion del proceso hasta el
instante k.

Sea D = {w, } ¢l conjunto de todas las posibles trayectorias de este tipo. Si se conoce la
distribucion inicial de probabilidad de la variable &; y todas las posibles probabilidades de
transicion P, (x, | x,, X,, ..., X.; ) del sistema al estado x, en el instante r, dado que ha pasado
sucesivamente por los estados Xx,, X,, ..., X,; podemos determinar univocamente la
probabilidad de todo suceso w, € {Q, }.

Aunque en nuestro caso nos limitamos a un ejemplo muy sencillo, los procesos
estocasticos discretos tienen gran importancia por sus aplicaciones, ya que una gran parte
de los fenomenos aleatorios de interés practico no ocurren una sola vez, sino que se repiten. De
otro modo no seria posible aplicar la concepcion frecuencial para aplicar la teoria de la
probabilidad a estos fenémenos. Por otro lado, el estudio de muchas de sus propiedades
elementales no precisa la consideracion de un namero infinito de ensayos, sino solo considerar a
n como un parametro finito.

Para algunos de estos procesos, se pueden estudiar muchas de sus caracteristicas a partir
de un razonamiento combinatorio simple, por lo que pensamos seria abordable su estudio una
vez que el alumno tuviese estos conocimientos, esto es, durante la ensefianza secundaria. Ya
algunos autores como Engel (1988) han sugerido experiencias en este sentido con alumnos de
estas edades. Utilizaremos este enfoque en las situaciones problematicas propuestas en el guién
de entrevista que se describe en el capitulo 2.

La sucesién de prucbas de Bernoulli como proceso estocdstico discreto
La condicion de independencia de sucesos ocurre en particular en el caso de la sucesion
de ensayos de Bernoulli, en la que la probabilidad de cada trayectoria viene dada por el producto
de las probabilidades de cada uno de los estados que la constituyen, al ser cada uno de los
ensayos independiente del anterior:
P(x,, X,, ..., X ) = P(x,) P(x,)..P(x%)
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Asi una sucesion obtenida al lanzar una moneda, por ejemplo:
CCCHCHCCCHCHH+H+CHCHCCHCHCCCCHAHCHCH ...

puede ser considerada como una realizacion, hasta un instante dado, de un proceso estocastico
discreto. El enfoque tradicional con los alumnos, después de haber obtenido ésta u otra
trayectoria es pedirles el recuento y registro grafico de las frecuencias de caras y cruces. A
continuacién se discute la variabilidad de resultados obtenidos por cada alumno y por ultimo
se calcula la frecuencia relativa total de toda la clase.

Aunque este enfoque permite, por ejemplo, comparar el efecto sobre la estimacion de la
frecuencia del tamafio muestral, no esta exento de inconvenientes. En primer lugar, ;como estar
realmente seguros de que todos los experimentos realizados por los diferentes alumnos son
equivalentes?; jno es posible que alguna de las monedas, dados , ruletas, no esté muy equilibra-
da?

En segundo lugar, se reducen rapidamente las trayectorias obtenidas por los alumnos al
total de caras y cruces. Se elimina el estudio de las fluctuaciones y del orden de aparicion de
los resultados, de los tiempos de espera, del nimero y longitud de las rachas, etc. De este modo
no se concede la importancia que tiene el orden en que ocurren los sucesos, lo que puede ser

- causa de la posterior dificultad con razonamientos combinatorios en experimentos compuestos.

1.3.5. RECORRIDOS ALEATORIOS

Otro tipo de proceso importante es aquél en el que las probabilidades de transicion
solo dependen del resultado de la Giltima prueba, es decir:

P, (%, | %Xy %, s %) =P (X, [ %)

en cuyo caso el proceso recibe el nombre de Cadena de Markov. La cadena de Markov es
homogénea si las probabilidades de transicion P, (x Ix )= p; no dependen del instante r, sino
solo de los estados x; yx; .

Un ejemplo importante de cadena de Markov homogénea es el "recorrido aleatorio”
sobre el conjunto de los enteros. Supongamos un mévil que en el instante inicial t=0 esta
colocada en el origen de coordenadas. A partir de la posicion z en cada instante dado k, puede
dar un salto a los enteros z,+1 con probabilidad p o a z-1 con probabilidad g=1-p.
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Podemos describir el estado z, del moévil en el instante k como la suma: z=§,+§,+ ..
. +€, donde cada una de las variables aleatorias £; toma los valores 1 o -1 con probabilidades
Py q respectivamente. Mediante este modelo, a cada sucesion de k realizaciones de una serie de
pruebas de Bernoulli le podemos asociar una sucesion de estados o trayectoria del recorrido
aleatorio. Reciprocamente, toda posible trayectoria del recorrido, hasta el instante k, determina
una sucesion de posibles resultados en los ensayos, como se muestra en la figura 1.3.5.1.

'FIGURA 135.1

Por ello, cada una de las propiedades del recorrido aleatorio se corresponde con otra
dela sucesion de ensayos. A veces, sin embargo, una de las presentaciones tiene una mayor
fuerza visual o intuitiva que la otra.

También podemos interpretar una trayectoria como la descripcion del juego de un
jugador ficticio que en cada ensayo gana o pierde una cantidad unitaria. La sucesion de
estados representa las ganancias acumuladas en cada instante que, como expone Feller (1973),
estan sujetas a fluctuaciones del azar de caracter totalmente inesperado. Uno de los objetivos
de las entrevistas efectuadas en la fase exploratoria de la investigacion (capitulo 2) es analizar la
posibilidad de usar estas situaciones en la ensefianza secundaria.
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El modelo puede servir también como aproximacién a muchos procesos acumulativos
mas complicados en fisica, economia y teoria del aprendizaje. A continuacion describimos
algunas de sus propiedades, que se estudian con detalle en el texto de Feller (1973).

Numero de trayectorias

A veces, puede ser de interés el estudio del nimero de trayectorias que cumplen una
cierta condicion, para aplicar la regla de Laplace en el calculo de algunas probabilidades de
interés.

El niimero de trayectorias del origen a (k, z, ) es:

N. = k = k
by k+zk k -z,
2 2

que corresponde al nimero de sucesiones de longitud k, formada por los valores 1 6 -1, cuya
suma es z,.

El nimero de trayectorias de longitud k es 2%, ya que hay 2 posibles sucesiones formadas
por los valores (1, -1). Uno de los objetivos de nuestras entrevistas sera estudiar la capacidad de
enumeracion de trayectorias cortas por parte de los alumnos.

Probabilidades de transiciéon
La probabilidad de una visita a r en el instante k es:

P =P =7 = kol g
kE+r

De este modo, por la propiedad de los coeficientes combinatorios, los términos centrales
tienen una mayor probabilidad y los términos simétricos tienen probabilidades iguales. Sin
embargo, los alumnos podrian aplicar incorrectamente la regla de Laplace suponiendo una
distribucion uniforme para las probabilidades de transicion.

Distribucién de probabilidades en el instante t

Como consecuencia, podemos deducir con facilidad que, en el instante t, hay t+1 estados
posibles, que se disponen simétricamente respecto al eje de tiempos (nimeros impares para t
impar y pares para t par). La probabilidad de alcanzar estos distintos estados, en el instante t,
viene dada por la distribucion binomial B(t,p).
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Retornos al origen

Ocurrira un retorno al origen si z, =0, esto es, si se igualan las frecuencias de caras
y cruces. Sucede esto si, en un momento dado, la frecuencia relativa es exactamente 1/2. Esta
situacion y las que siguen a continuacion se visualizan mucho mejor empleando el recorrido o
el grafico del recorrido aleatorio de frecuencias relativas.

En lo que sigue, consideraremos la moneda equilibrada, esto es, p = 1/2. Como Feller
(1973) expone, y de acuerdo a nuestra intuicion, la llamada ley de los promedios deberia
garantizar que, en un juego largo de lanzamiento de monedas, cada jugador esté ganando
aproximadamente la mitad del tiempo y que el liderato (llevar ventaja) pase frecuentemente de un
jugador a otro.

Ultimo retorno al origen y niimero de cortes con el eje

Sin embargo, al considerar un nimero grande de ensayos 2n (lo consideramos par,
puesto que el empate solo puede ocurrir para un valor par del tiempo) y buscar el instante de
tiempo 2k en que se produjo el anterior retorno al origen, se muestra que la distribucion es
simétrica. Esto quiere decir que es igual la probabilidad de que este valor fuese 2n-2k. La
simetria de esta distribucion se mostr6 empiricamente con auxilio de los ordenadores y solo
después se verificod tedricamente.

Esta simetria también implica que hay una probabilidad 1/2 de que no se produzca ningin
empate (retorno al origen) en la segunda mitad de este juego (independientemente de n),
es decir, que durante ese tiempo uno de los jugadores fuese siempre ganador. Ademas, las
probabilidades cercanas a los puntos finales son las mayores, lo que quiere decir que lo mas
probable es, o bien un empate reciente, o bien que la mayor parte del tiempo uno de los jugadores
haya llevado ventaja. Por el contrario, los sujetos esperan un tiempo corto de retorno al origen
y una igualacion de fortunas en la mayor parte del juego.

Por otro lado, el recorrido aleatorio comienza cada vez que el movil regresa al origen. La
época del r-ésimo retorno es, por tanto, la suma de r tiempos de espera, que se pueden
interpretar como "mediciones de la misma cantidad fisica en condiciones idénticas". Se cree que,
generalmente, el promedio 7/ de esas observaciones convergera obligadamente al "valor
verdadero", esto es al tiempo de espera de un solo retorno 7,.

Pero la suma es, casi seguro, del orden de magnitud de r* con lo que el tiempo medio
t/r crece aproximadamente en proporcion a r. Un analisis mas profundo revela que es probable
que haya, entre los r tiempos de espera, uno del mismo orden que la magnitud de la suma total
r* . Habitualmente esto se toma como "un error de medida". Estos tiempos de espera no son mas
que el nimero de ensayos entre sucesivos cortes con el eje. Como vemos, después de cada uno
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de los cortes con el eje, aumenta el tiempo de espera hasta el siguiente, resultado que también es
contraintuitivo.

Tiempo de permanencia a un lado del eje
En contra de nuestra intuicion, es bastante probable que, en un juego prolongado de
lanzamiento de monedas, uno de los jugadores permanezca practicamente la totalidad del
tiempo en el lado ganador. Los valores cercanos a 1/2 de la proporcion de tiempo que el recorrido
permanece a uno de los lados del eje son los menos probables, y los extremos los mas probables.
Otra paradoja es que el nimero de cambios de liderato se debiera incrementar en proporcion

ala duracion del juego. Sin embargo, este nimero solo aumenta en la proporcion J;

Miximos
La probabilidad de que el maximo de una trayectoria de longitud k sea igual a r
coincide con p,, 0 py ., , es decir, con la probabilidad de una visita a r en los instantes k o k+1.

Tiempos de primer paso

Igualmente observamos que el tiempo medio de espera del primer paso por r aumenta con
el cuadrado de r, en contra de lo que intuitivamente se espera, esto es, que aumente con 1. En
un contexto de apuesta, esto significaria que para obtener una ganancia doble, por ejemplo, seria
necesario un numero de jugadas cuatro veces mayor.

En la exposicion que acabamos de efectuar se pone de manifiesto el gran nimero de
resultados inesperados y paradojas que acompaiian al estudio de la variabilidad local de procesos
estocasticos simples, asociados a la sucesion de pruebas de Bernoulli.

Puede parecer al lector, a la vista de lo expuesto, que la dificultad del tema lo hace
desaconsejable para su tratamiento en la ensefianza no universitaria. No debemos olvidar, no
obstante, que hay muchas posibilidades de acercamiento a un mismo concepto, como
mostraremos en la parte experimental de este trabajo.

Numerosas investigaciones en Psicologia atribuyen al empleo de heuristicas en la toma de
decisiones la frecuencia con que cometemos errores sobre el comportamiento de los fenémenos
estocasticos. Una explicacion alternativa podria ser la falta de experiencia en la observacion y
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analisis de la componente de variabilidad local de dichos fendmenos, asi como la complejidad del
significado de los conceptos implicados que hemos puesto de manifiesto en este estudio.

1.3.6. PROCESO DE POISSON Y SU GENERALIZACION EN EL PLANO

La aproximacién de Poisson a la distribucién binomial

En muchas aplicaciones tratamos con ensayos de Bernoulli en los que el nimero n de
ensayos es comparativamente grande y la probabilidad p de obtener éxito en cada uno de los
ensayos es pequefia, mientras el producto np=A tiene un tamafio moderado. En estos casos, €l
valor aproximado de la probabilidad de obtener k éxitos en los n ensayos puede aproximarse por
el valor:

P,(x=k)=(e* 19/k!

que es la distribucion de Poisson, de parametro A. La media y la varianza de esta distribucion
son iguales y vienen dadas por el valor del parametro. La aproximacion es suficientemente
precisa, en opinion de Rios (1967), cuando p<0.1 y np< 5.

Una de las aplicaciones de la distribucién de Poisson se obtiene en los procesos puntuales
de Poisson, cuyo caso mas simple es el lineal. Un mecanismo aleatorio que produzca un conjunto
de puntos al azar, se denomina proceso estocastico puntual. El proceso de Poisson es un caso
particular de cadena de Markov. (Engel, 1988). Es ademas un caso particular de proceso de
Markov con un conjunto de estados discretos y tiempo continuo (Cox y Miller, 1963).

Consideremos un suceso E, que se repite a intervalos aleatorios de tiempo. Estudiemos
el namero total N(t) de tales sucesos ocurridos en un intervalo de tiempo (0,t), medido desde un
cierto origen. Sea p,(t) la probabilidad de que la variable aleatoria N(t) tome el valor n.

La familia de variables aleatorias {N(t) , t >0} es un proceso estocastico, que depende de
un parametro continuo t, que en este caso representa el tiempo transcurrido. Admitimos tres
supuestos:

1.- Independencia: N(t) es independiente del nimero de ocurrencias del suceso E
en cualquier intervalo anterior a (0 , t). En general, las ocurrencias de sucesos en
intervalos de tiempo que no se solapan entre si, son independientes.

2.- Homogeneidad en el tiempo: p,(t) depende unicamente de la longitud t y es
independiente de la situacion del intervalo, es decir, mediante p(t) indicamos la
probabilidad de n ocurrencias del suceso E en el intervalo (t, , t + t,), para todo t,.
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3.- Regularidad: En un intervalo de longitud infinitesimal h, la probabilidad de
exactamente una ocurrencia es Ah+o(h) y la probabilidad de mas de una ocurrencia es
o(h), siendo o(h) un infinitésimo respecto a h.

Bajo las hipotesis 1, 2, 3; N(t) tiene una distribucién de Poisson con media At. (Feller, 1973).

En particular, si un intervalo unitario lo dividimos en k partes, en cada una de las partes
obtenemos una distribucion de Poisson de media A/k.

Una de las propiedades interesantes del proceso de Poisson es la de homogeneidad en el
tiempo. Ello implica que si un intervalo unitario lo dividimos en k partes, la probabilidad de
obtener un punto es la misma en cada una de los subintervalos. Reciprocamente puede definirse
el proceso de Poisson de la siguiente manera:

"Cuando en un intervalo (0, t) se toman n puntos independientemente y cada uno
de ellos se distribuye uniformemente en el intervalo, obtenemos el proceso de Poisson

de parametro An." (Doob, 1953).

En el caso de que t=1/k, esto es de que un intervalo unitario lo hayamos descompuesto
en k partes, en cada una de ellas obtenemos una distribucion de Poisson de parametros n/k para
el nimero de puntos en el subintervalo. "

Imaginemos un intervalo unitario de tiempo partido en k subintervalos de longitud 1/k.
Podemos considerar que una coleccion dada de un nmimero finito de puntos en el intervalo es el
resultado de un proceso estocastico, en el que cada uno de los puntos pudiera estar situado con
igual probabilidad en cada uno de los subintervalos.

Una de las situaciones estocasticas cuya comprension por parte de los nifios ha sido
estudiada por Piaget e Inhelder (1951) y Green (1983 b) entre otros, consiste en proponer a los
sujetos la distribucion aleatoria de n puntos en una cuadricula bidimensional formada por kxk
celdas. Siempre que la probabilidad de situar uno de los puntos sea menor que 0.1 (por ejemplo,
para una cuadricula de 4x4 celdas) podremos considerar que estamos ante un proceso estocastico
de Poisson en el plano.

La distribucién del nimero de puntos en cada una de las celdas viene dada por la
distribucion de Poisson de parametro A =np, siendo p= 1/(kxk). Puede verse en Doob (1953) la
definicion y propiedades de los procesos de Poisson espaciales.

En este tipo de proceso estocastico el interés se centra no en el orden en que se van
colocando los puntos en la diferentes celdas, sino en el nimero de puntos en cada una de las
celdas. Debido, ademas, a la disposicion espacial, podremos también analizar otras propiedades,
como:
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Propiedad aditiva: La suma de dos procesos independientes de Poisson de parametros o
y P es un proceso de Poisson de parametro a+f (Medhi, 1982).

Esto implicaria, por ejemplo, que al sumar el nimero de puntos en cuadriculas adyacentes
en las tareas propuestas a los nifios, por ejemplo de 2 en 2, de 3 en 3, etc., obtendriamos de nuevo
distribuciones de Poisson aunque con parametro modificado.

Evolucion sin efectos posteriores. Un proceso puntual tiene esta propiedad si el numero
de puntos en el intervalo (0 , t) no afecta al nimero de puntos posterior a t y viceversa. (Snyder,
1975). En el proceso espacial esta propiedad se traducira en el caso especial en que el nimero de
puntos en una serie dada de cuadriculas no afecta a la probabilidad de obtener un punto en las
cuadriculas adyacentes.

1.4. ANTECEDENTES DE NUESTRA INVESTIGACION
1.4.1. INTRODUCCION

Puesto que nos hemos centrado en la problematica didactica de la ensefianza de la
probabilidad, desde el punto de vista frecuencial y en el nivel de educacién secundaria, hemos
revisado las investigaciones sobre el tema. Ademas de los trabajos sobre desarrollo cognitivo de
Piaget e Inhelder (1951) y Fischbein (1975) los que revisten mas importancia desde nuestro
punto de vista son los relativos al estudio de sesgos, razonamientos incorrectos y estrategias
incorrectas de decision relativas al pensamiento estocastico, que han sido descritos a partir
del trabajo de Kahneman et al. (1982).

Otros estados de la cuestion se presentan en Garfield y Ahlgren (1988), Shaughnessy
(1992), Scholz (1983), (1987), (1991) y Batanero et al. (1994). Sélo haremos referencia a los
conceptos que vamos a investigar en nuestro trabajo, que se refieren a la apreciacion de la
aleatoriedad de una secuencia, a las heuristicas y sesgos relativos a la asignacion de
probabilidades, asi como a la dificultad de interpretacion de los enunciados de probabilidad, desde
el punto de vista frecuencial.

Pensamos que estos sesgos describen componentes del significado personal que difieren
en puntos fundamentales del significado institucional de dichos conceptos y pueden servir de
ejemplificacion de la teoria propuesta por Godino y Batanero (1994; en prensa). Clasificamos el
estudio de las investigaciones previas respecto a los diferentes conceptos investigados en nuestro
trabajo. Finalmente trataremos de presentar una sintesis y una perspectiva integradora de estas
diversas investigaciones desde el punto de vista de la mencionada teoria del significado.
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1.4.2. SIGNIFICADOS PERSONALES DE LA ALEATORIEDAD

1.4.2.1. LA IDEA DE AZAR Y EL CONCEPTO DE EXPERIMENTO
ALEATORIO

El punto de partida de nuestro trabajo es la idea de aleatoriedad y experimento
aleatorio. Este es un concepto clave en probabilidad y estadistica cuya complejidad, desde el
punto de vista psicologico, es resaltado por Falk y Konold (1994). Comenzamos presentando la
parte del trabajo de Piaget relacionada con ella.

El estudio de Piaget e Inhelder

Piaget e Inhelder (1951) vieron la comprension del azar por parte del nifio como
complementaria a la de la relacion causa-efecto. Para ellos, sin esta comprension de la
causacion no hay un marco de referencia para identificar los fenémenos aleatorios. Desde
el punto de vista fisico, el azar se caracterizara por procesos de mezcla irreversible, mientras que
la causalidad mecanica tendra una reversibilidad intrinseca.

Puesto que, en el periodo preoperacional, el nifio tiene un pensamiento irreversible,
segin Piaget no puede comprender la aleatoriedad, ya que no puede diferenciar entre
acontecimientos reversibles y los fortuitos, originados por mezclas de causas irreversibles. En
consecuencia, hasta la etapa de las operaciones concretas en la que hay cierta apreciacion de los
factores que caracterizan los fenémenos causados, el nifio no puede adquirir la idea de
aleatoriedad.

Segiin este autor, €l azar es debido a la interferencia de una serie de causas independientes
y la "no presencia” de todas las interferencias posibles, salvo en el caso en que hubiera un gran
numero de repeticiones del experimento. Habria que concebir el azar como el dominio
complementario de la composicion logica, que no puede ser adquirido hasta que se constituyen
las operaciones reversibles, por comparacion con ellas. Las operaciones logicas y aritméticas se
pueden componer entre st de modo riguroso y siempre reversible. Las transformaciones fortuitas
no pueden componerse en forma rigurosa y son esencialmente irreversibles.

En su opinion, el nifio, bien porque comprende la interferencia de las causas, sin
reconocer su independencia, bien porque comprende la independencia y no la interferencia, no
llega a construir la idea de azar. Los casos aislados son indeterminados o imprevisibles (Piaget e
Inhelder, 1951, pg. 212) pero el conjunto de posibilidades puede determinarse mediante un
razonamiento de tipo combinatorio, con lo que se vuelve previsible. Esta es la via por la que
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aparece la idea de probabilidad expresada por la razon entre las posibilidades de un caso y del
conjunto de posibilidades. Por tanto, la idea de azar, para Piaget, lo mismo que la de probabilidad,
no puede ser totalmente adquirida hasta que se desarrolle el razonamiento combinatorio, en la
etapa de las operaciones formales.

Es natural que, antes de esta etapa, el nifio no asimile esta nocién, pues antes de
captar la posibilidad de interferencia de las series causales o de la mezcla de objetos moviles, es
preciso concebir el sistema de estas secuencias y la representacion de sus posibles posiciones y
desplazamientos. El pensamiento del nifio, que es ain irreversible, permanece inaccesible a la idea
de azar, porque le falta la organizacion mental capaz de distinguir lo racional reversible de los
acontecimientos fortuitos, debidos a la mezcla y a las interferencias.

Para estudiar las creencias de los nifios, estos autores utilizan un dispositivo consistente
en una caja con bolas de dos colores, haciendo preguntas a los nifios sobre las mezclas de la
posicion inicial de las bolas que se forman al balancear esta caja. En el estadio preoperacional los
nifios no comprenden la naturaleza de estas mezclas, creyendo que hay un desplazamiento global
de las bolas (por ejemplo, que todas las bolas blancas se mueven simultineamente), sin tener en
cuenta la independencia del movimiento de cada una de las bolas y la interferencia de sus
trayectorias, al chocar entre si. El resultado después de una mezcla (permutacion de las bolas) es
para ellos un accidente momentaneo, por lo que esperan que en un nuevo balanceo de la caja las
bolas vuelvan a su lugar. El nifio no diferencia lo posible y lo necesario, o bien se niega la mezcla,
porque piensa que se realiza de forma regular.

En la etapa de las operaciones concretas van construyendo progresivamente un
esquema de las permutaciones, aunque no lo generalizan por completo. Son capaces de
predecir las mezclas progresivas de las bolas, que ya no son aparentes y regresivas, aunque
piensan que las bolas retornaran a un orden finalmente, a partir de una nueva mezcla y no de
invertir una mezcla ya formada. Este periodo marca el primer desarrolio de la idea de azar. El
descubrir la necesidad deductiva y operatoria, permite, por antitesis, concebir €l caracter no
deducible de las transformaciones fortuitas aisladas y diferenciar lo necesario de lo posible.

Sélo cuando aparecen las operaciones formales se comprende el proceso de aleatoriedad
fisica y los hechos de las mezclas particulares formadas se asimilan dentro de un esquema de
permutaciones. Los adolescentes comprenden que las posiciones finales de las bolas dependen de
las interferencias de las mezclas en balanceos sucesivos de la caja. Hay una sintesis entre el azar
y las operaciones, que permite estructurar €l campo de las dispersiones fortuitas mediante un
sistema de probabilidades. Ello es debido a la construccion de un esquema combinatorio que
permite imaginar el conjunto de las permutaciones posibles. El pensamiento formal posibilita el
descubrimiento de las proporciones y Ia ley de los grandes nimeros aplica las razones de
proporcionalidad a estas mismas operaciones combinatorias.
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Otras investigaciones

Hoeman y Ross (1982) sefialan que, en los tres estadios descritos por Piaget, ven
una falta de diferenciacion entre sucesos causados y aleatorios en las primeras etapas; la
natural inclinacion de la persona a buscar el orden y estructura, incluso donde no existe,
puede explicar la incapacidad de los nifios pequefios para comprender apropiadamente
los sucesos aleatorios.

Algunos autores han documentado la inhabilidad de los nifios para reconocer la
no contingencia de aspectos que no estan relacionados con un suceso aleatorio. A veces
explican ganancias altas o bajas como el resultado de la habilidad o concentracién en un
juego de azar. Por ejemplo, Fischbein y Gazit (1984) estudiaron estas creencias que pueden
afectar los juicios probabilisticos. En Fischbein et al. (1991) muestran que algunos estudiantes
suponen posible controlar un experimento aleatorio si lo repiten varias veces.

Konold ez al (1991 a) exploran las diferencias entre la concepcion de experimento
aleatorio en novicios y expertos. Reconocen que la investigacion acerca de la aleatoriedad ha sido
criticada desde diversos puntos de vista, incluyendo el argumento de que, ya que una sucesion
aleatoria no puede definirse rigurosamente, tiene poco sentido hablar, en términos. absolutos,de
la incapacidad de la gente para generar una sucesion de este tipo.

Estos autores argumentan que, de hecho, el término "aleatoriedad" comprende
una familia de conceptos. Asi mismo es interesante la discusion de Green (1982 b) sobre
los diferentes modelos subyacentes en una secuencia aleatoria. En este sentido, como ya
hemos discutido, la aleatoriedad es una coleccion de modelos abstractos que pueden ser
aplicados a varias situaciones.

Konold et al. (1991 a) caracterizan las concepciones de los sujetos sobre los fenémenos
aleatorios en las siguientes categorias:

- Sujetos para los que un fenémeno es aleatorio solo si los posibles resultados son
igualmente probables;

- Sujetos para los que un fenémenos aleatorio es aquél con miltiples posibilidades;

- Aleatoriedad como falta de causalidad,

- Aleatoriedad como incertidumbre;

- Aleatoriedad como modelo para representar ciertos fenémenos.

Otro tema relacionado con la nocién de aleatoriedad es la comprension que tienen los
nifios de los generadores de resultados aleatorios, como, por ejemplo, un dado. Un problema
planteado por Truran (1994) es si los nifios consideran isomorfos, a efecto de la sucesion de
resultados aleatorios que producen, los generadores aleatorios fisicamente diferentes aunque
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mateméaticamente isomorfos. Como resultados de sus experimentos con dados, bolas numeradas
y ruletas, concluye que los nifios predicen diferentes resultados dependiendo del tipo de generador
aleatorio usado en un juego.

1.4.2.2. RECONOCIMIENTO Y GENERACION DE SECUENCIAS DE ENSAYOS DE
BERNOULLI

El estudio de Piaget e Inhelder _

Estos autores analizan el sentido que dan los nifios a la aleatoriedad en el juego
de lanzar una moneda y obtener cara o cruz, frente al "milagro” que constituiria una sucesion
compuesta solo por caras o por cruces. Para ello, se comparan las reacciones de los nifios
respecto a dos tipos de resultados de lanzar 10 0 20 monedas correctas frente a otras 10 0 20 en
que las dos caras son idénticas.

En el primer estadio el nifio, aunque se sorprenda de obtener solo cruces ( o sélo
caras) con la moneda trucada, no ve en ello una imposibilidad desde el punto de vista
probabilistico. Incluso cuando se le ensefia como se ha trucado la moneda, piensa que podria
obtener el mismo resultado con la moneda correcta.

El segundo estadio se caracteriza por un sentido global de la probabilidad, pero
la eleccion final entre las dos hipdtesis no se debe a una cuantificacion combinatoria. El
nifio esta convencido de que no pueden obtenerse todos los resultados idénticos. Pero
la probabilidad de obtener estos resultados idénticos no es funcion, para él, del nimero
de ensayos. Por el contrario en el tercer estadio son conscientes de la disminucion progresiva de
esta probabilidad, que tenderia hacia la imposibilidad.

El aprendizaje probabilistico de Fischbein

Fischbein concede una gran importancia a la intuicién, como parte de la conducta
inteligente. Para €1, las intuiciones son adquisiciones cognitivas que tienen las caracteristicas de
inmediatez, globalidad, capacidad extrapolatoria, estructurabilidad y autoevidencia. Clasifica las
intuiciones en primarias y secundarias. Las intuiciones primarias se derivan directamente de la
experiencia del sujeto, mientras que las intuiciones secundarias se forman mediante la educacion,
especialmente en el contexto escolar.

Fischbein y sus colaboradores analizan las intuiciones de los nifios, tratando de
demostrar la existencia de intuiciones primarias sobre las secuencias aleatorias. Observan
como los nifios adaptan su conducta a las frecuencias con que se presentan los sucesos
en una secuencia aleatoria (Fischbein, 1975). Enfrentan a los nifios ante un dispositivo
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eléctrico en el que dos bombillas de diferente color se encienden aleatoriamente con ciertas
frecuencias predeterminadas. El nifio tiene que adivinar el color de la bombilla que se encendera,
para ganar un premio.

Como resultado de sus experiencias, observan la conducta de emparejamiento entre las
probabilidades a priori de los diferentes colores de las bombillas y la frecuencia empirica de las
respuestas de los sujetos a partir de los cinco afios. Esta adaptacion varia con la edad. Los nifios
pequefios suelen utilizar sélo el color que aparece con mayor frecuencia. A veces, sin embargo,
se observa el efecto de "recencia positiva", que consiste en repetir la Gltima respuesta que origind
un acierto. Conforme crecen, los nifios intentan deducir los patrones en las secuencia aleatorias
que se les presentan, realizando hipétesis complejas sobre estos patrones, y adaptando sus
respuestas a los patrones esperados.

Las investigaciones de Green y Toohey

Green (1991) describe un estudio longitudinal con escolares de 7 a 11 afios en
el que ha empleado cuestiones relativas a la nocion de aleatoriedad, algunas de las cuales
han sido adaptadas para ser utilizadas en nuestro trabajo.

La primera pregunta pide a los nifios escribir una sucesion de caras y cruces que
represente lo que ellos creen que se obtendria al lanzar 50 veces una moneda equilibrada.
Identifica tres aspectos basicos en las sucesiones generadas: la frecuencia relativa de cada
uno de los sucesos, la independencia de los elementos de la secuencia y la consistencia
entre las dos mitades de la secuencia generada.

La investigacién que realiza sobre la frecuencia relativa consiste en preguntarse
si los alumnos, en promedio, producen aproximadamente el mismo nimero de caras que
de cruces. El estudio probé que son muy exactos al reflejar la equiprobabilidad. Ademas
producen sucesiones cuya primera y ultima mitad son altamente consistentes; quizas demasiado
consistentes para reflejar la variabilidad aleatoria.

Para analizar la independencia, aquellos alumnos de la muestra cuyas secuencias
eran anormales fueron clasificados en dos tipos: alternantes y replicantes. Green usé la
racha de mayor longitud para identificarlos. Si la racha de mayor longitud es de longitud
1, el alumno es clasificado como alternante; si la longitud de la racha mas larga es 25 o
mas signos iguales consecutivos, tenemos un replicante. Asimismo se basd en el nmimero
total de rachas en cada una de las sucesiones generadas por los alumnos (relacionado
con el contraste anterior, aunque no idéntico).

Green observo que la longitud media de la racha mas larga en su muestra era inferior al
valor tedrico, en nifios de todas las capacidades y de todas las edades. No encontré mejora
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durante los cuatro afios de seguimiento longitudinal. También comparé el nimero de rachas de
las distribuciones teéricas y de las generadas por los alumnos, encontrando que, en general, los
alumnos producen demasiadas rachas de longitud corta.

Las investigaciones de Green (1983 b) y Toohey (1995) incluyen una pregunta en la cual
los nifios deben diferenciar entre una sucesion generada por un mecanismo aleatorio y
otra que no cumple esta condicion. Las dos sucesiones propuestas simulan el resultado de lanzar
150 veces una moneda equilibrada. Como resultado, descubre que la mayor parte de los nifios
elige precisamente la secuencia no aleatoria y que no mejora la apreciacion de la aleatoriedad con
la edad. Entre las razones aducidas por los nifios para justificar su decision, encontr6 las
siguientes:

a) Razones correctas
- El patrén de la sucesion es demasiado regular para ser aleatorio
- Demasiadas rachas o rachas demasiado cortas

b) Razones incorrectas:

- El patron de la sucesion aleatoria es demasiado irregular; no se apreciaba
suficientemente la irregularidad de una sucesion aleatoria;

- Se espera que la frecuencia relativa fuera exactamente el 50% de caras
y cruces o un valor muy proximo; no se admiten fluctuaciones logicas en esta proporcion,
es decir, se aplicaria la heuristica de la representatividad (Kahneman et al. , 1982).

- La contraria de la anterior, parece que la proporcion de caras o cruces
es demasiado proxima al 50% para ser realmente aleatoria; a juicio de estos alumnos la
fluctuacion debia ser mayor, es decir, no se aprecia el fendmeno de la convergencia de la
frecuencia a la probabilidad teérica o ley de los grandes numeros.

- Rachas demasiado largas; no se admite la posibilidad de este tipo de rachas en
una sucesion aleatoria.

Posteriormente, Green (1991), construye una serie de tests para estudiar las concepciones
de aleatoriedad de los nifios, en los que incluye preguntas sobre secuencias de ensayos de
Bernoulli. Incluye los siguientes tipos de tarea:

a) Generacion de sucesiones aleatorias, simulando los resultados de lanzar una
moneda equilibrada.
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b) Reconocimiento de sucesiones aleatorias que simulan el lanzamiento de 40
monedas. Las variables de tarea consideradas en los distintos distractores fueron
las siguientes:

- La frecuencia absoluta de caras y cruces (19/21 o 12/28)

- La distribucion de la longitud de las rachas. Si mediante (a,b,c,d) indicamos que
hubo a rachas de longitud 1, b rachas de longitud 2, etc.; podemos describir las
distribuciones empleadas en los distractores en la forma siguiente, donde cada
nombre corresponde a la sucesion supuestamente generada por el nifio que tenia
este nombre:

Mark (12,5,3,1,1); David (12,4,5,2); Diane (11,4,4,2);

Marie (12,5,2,1,1) Daniel (19,10,0,0,0) y Martin (14,4,1,1,1).

Combinando estas variables, Green comparé sucesiones con igual frecuencia de
caras y cruces y diferente distribucion de rachas y sucesiones con igual distribucion de
rachas y diferentes frecuencias de caras y cruces. Concluye que los alumnos reconocen
y reproducen con facilidad las frecuencias relativas de los sucesos en las secuencias aleatorias. Por
el contrario, la variabilidad puesta de manifiesto en el nimero de rachas y su longitud no es
facilmente reconocida ni reproducida.

Toohey (1995) realiza un estudio de la percepcion de la aleatoriedad en 75 alumnos entre
12 y 16 afios, empleando algunos items de Green (1983 b, 1991) y otros de Konold ef al. (1991
a). Como consecuencia describre seis componentes en el razonamiento sobre la aleatoriedad de
los adolescentes que son: orden, patron, imprevisibilidad, multiples posibilidades, esquema de
seleccion y aproximacion a un modelo estandar. Estos componentes recogen los argumentos
descritos por Green.

Otras investigaciones.

La percepcion subjetiva de la aleatoriedad es un tema que ha interesado a los psicologos
desde hace tiempo, Como muestra citamos a Bar Hillel y Wagenaar (1993), que realizaron un
resumen de estas investigaciones, entre las que se encuentran Bakan (1960), Ross (1955) y Falk
(1975).

La principal consecuencia obtenida de estas investigaciones es la tendencia a la
generacion de rachas cortas de dos o tres simbolos adyacentes en alg(in sentido, por ejemplo
nimeros consecutivos o letras sucesivas del alfabeto. También se encontro el sesgo de alternancia
o "recencia negativa" que consiste en producir secuencias equilibradas en una racha corta.

En el caso de emplear experimentos con mas de dos resultados, rara vez se obtiene una
distribucion uniforme. Por ejemplo, Triesman y Faulkner (1987) encontraron que, al pedir a los
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sujetos secuencias de digitos aleatorios, éstos empleaban los digitos 0 y 1 con menor frecuencia
que el resto.

Falk (1975, 1981) encontr6 que las personas adultas no aprecian suficientemente
ni construyen adecuadamente este tipo de sucesiones. En su estudio con alumnos de secundaria
usd secuencias de 21 cartas verdes y amarillas, preguntandoles si eran o no aleatorias. Los
estudiantes tendian a considerar aleatorias las secuencias con mas alternancias entre los dos
colores, aunque de hecho es mas probable que una secuencia aleatoria contenga algunas rachas
largas de un mismo color.

Obtuvo el mismo resultado al pedir a los estudiantes que escribiesen una secuencia
aleatoria de longitud dada. Concluy6 que tendemos a ver patrones en sucesos aleatorios en donde
tales patrones no existen. También tendemos a inferir aleatoriedad en situaciones en la que no esta
presente.

Konold y Falk (1992) exponen que dos sucesiones aleatorias de igual longitud
obtenidas a partir del mismo experimento, cuyos sucesos elementales son equiprobables,
son también equiprobables. Sobre esta base, han de ser consideradas igualmente aleatorias.

Sin embargo, al considerar diferentes atributos de la sucesién. como, por ejemplo, el
numero de rachas, una de las sucesiones podria ser consideradas como mas caracteristica de un
proceso estocastico que otra por los sujetos.

Consideremos las secuencias [1] y [2]:

[1] OXOXOXOXO000XXXXO0X0XO0O0
[2] OXOXXXXXO0OX0000X000XXO

Matematicamente [1] y [2] tienen igual probabilidad (%4)*', como cualquier otra
secuencia ordenada de la misma longitud aleatoriamente producida de lanzamientos de
una moneda no sesgada. Sobre esta base, se las podrian juzgar igualmente aleatorias. Por
otro lado, si consideramos algunos atributos especificos de las secuencias, hay un mayor
nimero de posibles secuencias semejantes a [2] que semejantes a [1]. En este sentido,
[2] se podria considerar mas caracteristica de un proceso aleatorio que [1].

Uno de estos atributos es la probabilidad de alternancia entre los dos tipos de sucesos
simbolizados. Para cada secuencia binaria finita, podemos determinar las frecuencias relativas de
los dos simbolos y la probabilidad condicional de cambio (o continuidad) después de cada caracter
en la secuencia. Dada una secuencia de longitud n, hay n-1 posibilidades para un cambio de
simbolos (todos salvo el primer caracter en una secuencia pueden ser distintos de un caracter
precedente). La probabilidad de cambio en una secuencia particular P(A), se obtiene al dividir el

50



P00 0000000000000 0C0000000000000000000000O0O0C00COCFCOCKCGFCGICINNINOGONIOGIOSTOS®TO® VNI

Fundamentos y problema de ixivestigaci()n

numero de cambios actuales del simbolo tipo por n-1. Los valores de P(A) de [1] y [2] estan por
encima de 0,7 y 0,5 respectivamente. Cuando las probabilidades de los dos simbolos son iguales,
el valor de P(A) en muestras aleatorias tiende a 0,5.

Este resultado es consecuencia del principio de independencia; independientemente de lo
que ya haya ocurrido en la secuencia, la probabilidad de que el caracter siguiente a uno dado sea
diferente del anterior es 0,5. Las secuencias con valores de probabilidad distinta que 0,5 ocurren
con menos frecuencia. Adicionalmente, las desviaciones de ese valor modal tienen igual
probabilidad en las dos direcciones. De este modo, secuencias con P(A)= 0,7, que contienen mas
variaciones que las esperadas, tienen la misma probabilidad de suceder que secuencias con
P(A)=0,3, en las que hay menos variaciones (series largas) de las esperadas.

También la secuencia [2] es considerada mas aleatoria que la [1], desde la perspectiva de
la teoria de la informacion. La aleatoriedad, en esta teoria, se define como una medida de
complejidad (Fine 1973, Cap 5). La secuencia [1] podria codificarse como 4 0X 3 0 4 X 2 OX
2 O, dando una medida de complejidad 12/21 = 0,57. Esta medida es la razon del nimero de
caracteres del codigo y el nimero de caracteres de la sucesion. Hay 18 caracteres en el codigo
de [2], solo algo menos de los 21 caracteres originales; esta medida de complejidad 18/21 = 0,86
es muy cercana al valor maximo de 1. Usando este esquema de codigo, [2] es considerado mas
aleatorio que [1], porque comparado con [1], no se puede comprimir sustancialmente. Pese
a las razones matematicas para considerar [2] mas aleatoria que [1], las investigaciones
psicoldgicas han mostrado que la mayoria de los sujetos tienen una concepcion opuesta de las
secuencias aleatorias. Al seleccionar secuencias aleatorias, la gente prefiere secuencias que
incluyan mas alternancias de las que ocurren tipicamente (Falk, 1975, 1981, 1991). La
conocida falacia del jugador, segun la cual las cruces son consideradas mas probables que las
caras después de una serie de caras consecutivas, puede estar basada en esta creencia.

Tversky y Kahneman (1982) explican estos resultados por su teoria de las heuristicas. Para

ellos, el juicio de que [1] es mas aleatorio que [2] se basa en una incorrecta creencia en que las
pequefias muestras deberian parecerse a la poblacion de la que proceden (Tversky y Kahneman,
1971). [2] se juzga menos aleatorio porque tiene rachas largas (ejemplo XXXXX), lo que no
representa una distribucion equitativa de simbolos de la poblacion. Las secuencias aleatorias
también deberian evitar los modelos obvios. La perfecta alternancia es, por consiguiente, juzgada
no aleatoria. Para considerar una secuencia con maxima aleatoriedad, debe haber un equilibrio
entre evitar patrones simples de alternancia y mantener un nimero de simbolos tipos equitativo
en cualquiera de sus segmentos.

En los trabajos de Kahneman y Tversky los juicios de aleatoriedad se basan en

la nocion de similaridad. Las caracteristicas de una muestra se comparan con las correspondientes
caracteristicas de la poblacion. La investigacion de Konold y Falk (1992) sostiene una hipotesis
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alternativa. Que las percepciones de la aleatoriedad se basan en la valoracion de la complejidad.
La complejidad de una secuencia se valora midiendo la dificultad de codificarla. Nosotros
frecuentemente necesitamos copiar 0 memorizar la informacién. Si esta informacion puede
reorganizarse en trozos significativos, se puede memorizar o copiar mas facilmente.

Trocear una secuencia es obviamente un camino para comprender los datos. Por
lo tanto, las valoraciones de la truncabilidad de una secuencia son también juicios sobre
su dificultad de codificacion. En consecuencia, estos autores sugieren que se hace uso de
este tipo de juicios en la valoracion de la aleatoriedad en una secuencia. En su informe,
usan el tiempo requerido para memorizar una secuencia como medida de dificultad en
la codificacion. Comparan estos tiempos con anteriores resultados de investigaciones, en
las que los sujetos tasan la aleatoriedad de secuencias similares. Si los juicios aleatorios
estan enraizados en valoraciones de complejidad, esperan que las secuencias que fueran
mas dificiles de memorizar serian consideradas como mas aleatorias.

Sus conclusiones apoyan la hipétesis de que los juicios sobre aleatoriedad estan
mediatizados por valoraciones subjetivas de la complejidad. Consideran que ello puede
tener importantes implicaciones en la instruccion. Creen que la introduccion de la idea
de aleatoriedad como el resultado de un proceso de muestreo, o a partir de la independencia
estadistica, puede dificultar la comprension, porque. los estudiantes carecen de una intuicion
anterior que pueda integrar esas ideas. Sugieren que una interpretacion de la aleatoriedad como
complejidad puede ser mas intuitiva para el estudiante y por lo tanto proporcionaria la base en la
que se podria construir una comprension inicial del concepto.

1.4.2.3. RECONOCIMIENTO Y GENERACION DE PROCESOS ALEATORIOS
PUNTUALES EN EL PLANO

La investigacion de Piaget

Piaget e Inhelder (1951) investigaron la comprension de los nifios sobre lo que
ellos llamaron "distribuciones uniformes", que en realidad eran distribuciones de Poisson
en el plano. Estos autores piensan que es usual observar la distribucion de las gotas de lluvia sobre
un embaldosado. La técnica experimental es la siguiente: una hoja de papel blanco es dividida en
cuadrados de 2 0 3 cm, y algunas fichas se lanzan sobre la hoja de papel al azar. Simulando gotas
de lluvia, se pide al nifio que prevea donde caeran las gotas de luvia sucesivas y como se
efectuara la distribucion, cuando aumentamos el nimero de gotas.

Los nifios saben que, cuando cae la lluvia, habrd gotas por todas partes, aunque
ello no implica que comprendan que la distribucién es, a la vez, aleatoria y cada vez mas
regular. En el primer estadio, el nifio estd convencido de la distribucion regular de la lluvia.
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Cuando trata de reproducirla, distribuye las gotas sistematicamente, de modo que van rellenando
uno a uno todos los cuadrados, antes de repetir uno de ellos.

Al preguntarles donde caeria la siguiente gota de lluvia, los nifios del estadio 1
( 6 a 9 afios) las distribuian aproximadamente en igual numero sobre cada cuadro de la
cuadricula. Si la reticula tenia todos los cuadros con alguna gota, excepto un cuadro vacio, los
nifios colocaban la gota en el cuadro vacio, de modo que se lograse un patrén uniforme. El deseo
de regularidad domino las predicciones de los nifios.

En el estadio 2 (9 a 12 afios) se aceptaba la irregularidad de la distribucion, aunque el
cuadrado "seco" se veia todavia como el mas probable para recibir la siguiente gota. Las
reacciones del segundo estadio progresan, ya que la uniformidad de la distribucion se comprende
como, a la vez, creciente y debida al azar. Ya no se encuentran sujetos que repartan
uniformemente las gotas en todos los cuadrados. Pero la comprension de la ley de los grandes
nimeros es s6lo intuitiva y empirica, faltandoles aun la idea de la proporcionalidad de las
diferencias de las frecuencias entre las diferentes celdas respecto al nimero total de gotas
distribuidas. El nifio de 7 a 12 afios no tiene la nocion métrica de proporcioén, porque considera
las frecuencias como absolutas y no como relativas. Sin embargo, los sujetos poseen una intuicién
cualitativa de la proporcionalidad. Entrevén la compensacion creciente del nimero de gotas
colocadas en cada una de las celdas, aunque no las puedan expresar como proporcionalidad
cuantitativa.

Con el estadio 3, por el contrario, la distribucién uniformemente progresiva se
atribuye por fin a las diferencias decrecientemente proporcionales no absolutas, sino relativas.
Comprenden finalmente el mecanismo de la compensacion progresiva. En funcién del nimero
cada vez mayor de gotas, la diferencia entre las baldosas cada vez disminuye mas, no en forma
absoluta, sino en forma relativa. La ley de los grandes nmimeros se comprende por su doble
aspecto combinatorio y proporcional. En este estadio (12 afios 0 mas) aparece el razonamiento
proporcional y Piaget e Inhelder creen que los nifios comprenden la ley de los grandes nimeros,
que establece que, con nimero creciente de gotas, la regularidad se incrementa en términos
proporcionales.

Las investigaciones de Green y Toohey
Green (1989) realiza una investigacion sobre este tipo de tarea. En una muestra
restringida pidio a los nifios que rellenasen una cuadricula con gotas de lluvia, en la forma que
piensan que ocurriria en la realidad. Clasificé las distribuciones obtenidas en los tipos siguientes:
a) Una gota en cada cuadrado de la reticula.
b) Distribucion de las gotas por los bordes de la reticula, dejando vacio el interior.
c¢) Distribucion aleatoria.
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Utilizd este tipo de respuestas como opciones en una pregunta similar con formato de
opciones multiples, con 320 nifios de 11 a 16 afios. Quedé sorprendido al ver un mejor
comportamiento en los mas jovenes, de los que casi la mitad seleccioné el patron aleatorio. En
general encontrd que los nifios mas inteligentes seleccionaban con mayor frecuencia que sus
compatieros el patron regular. Estos dos hechos le plantearon serias dudas sobre la relevancia de
los estadios de desarrollo cognitivo sugeridos por la teoria de Piaget.

Una variacion de este item se incorpord en un estudio longitudinal con 2930 escolares.
(Green, 1983 b). Con sorpresa observo que el porcentaje de nifios que seleccionaba la distribucion
aleatoria o semialeatoria descendia al aumentar la edad. Al no encontrar explicacion a este hecho,
intenté refinar el item utilizado y prepard una nueva prueba con 1600 nifios de 7 a 11 afios
(Green, 1988).

Aunque descendia, al aumentar la edad, el porcentaje de los alumnos que elegian el patron
regular, no encontré un aumento apreciable de eleccion del patron aleatorio o semialeatorio
después de los 8 afios. (No encontré diferencias significativas respecto al sexo, pero si respecto
a la habilidad general de razonamiento, evaluada subjetivamente por el profesor del nifio). Ello
le llevo a preguntarse si éste ftem, tomado de las investigaciones de Piaget, media realmente la
concepcion sobre la aleatoriedad, la comprension de la ley de los grandes numeros o el
conocimiento del fendmeno fisico de la ltuvia.

Con el fin de evitar la interferencia con este Gltimo aspecto, ideé una variante del item
consistente en numerar los cuadros de la cuadricula y rellenarlos con una x, en funcién de la
extraccion de una serie de bolas numeradas de una urna. El item, en formato de opciones
multiples, mostraba ocho patrones diferentes, que se suponia habian sido rellenados por nifios que
jugaron este juego, preguntando cudl de los nifios hizo trampas.

La mayoria de los nifios rechazaban los patrones extremadamente regulares, aunque a
veces no reconocian la posible irregularidad de patrones aleatorios, la posibilidad de ocurrencia
de cuadros vacios o con multiples resultados, etc. Observd que muchos nifios se concentraban
mas en el patrén visual general que en las frecuencias de la celdas individuales.

Posteriormente, construy6 una serie de tests para medir la concepciones de los nifios sobre
las sucesiones aleatorias lineales y distribuciones aleatorias de puntos en el plano. Respecto a estas
ultimas, utiliza los siguientes tipos de tarea:

a) Reconocimiento de distribuciones puntuales aleatorias en el plano:
al) Simulando la caida de lluvia o nieve sobre un pavimento, con formato de
opciones multiples. Las opciones a elegir incluian distribuciones aleatorias,

regurales, semialeatorias.
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a2) Simulando la extraccion de bolas numeradas de una urna y rellenando una
cuadricula numerada, de acuerdo con el resultado de la extraccion. Se presenta al
nifio varios resultados posibles obtenidos por diferentes nifios que han jugado a
este juego y se le pregunta cual o cuales hacen trampas.

Entre las variables de tarea consideradas, se encuentran el nimero de cuadros vacios en
la cuadricula, la colocacion de los puntos dentro del cuadro (centrada o irregular) y la distribucion
del nimero de puntos por cuadro.

b) Generacion de distribuciones aleatorias de puntos en el plano:

b1) Simulando la extracciéon de bolas numeradas de una urna y rellenando una
cuadricula numerada, de acuerdo con el resultado de la extraccion. Se pide al nifio
rellenar diferentes nimeros de sucesos (12, 16 y 30 en un item) para estudiar la
consistencia de su comportamiento.

b2) Simulando el fallo de dispositivos eléctricos. Dado un dibujo de seis lamparas,
cada una con 6 bombillas, en las que se supone que se han fundido un cierto
numero de bombillas, se pide que dibujen la posicién en que esperarian estuviesen
las bombillas fundidas. Se varia el nimero de bombillas fundidas (6 y 12).

b3) Simulando la colocaciéon de chicos y chicas en una clase (10 chicas y 25
chicos). Las supuestas mesas estan colocadas en forma de cuadricula.

b4) Simulando la colocacion de los chicos/as con zapatos negros en una clase (10
de 25). Las supuestas mesas estan colocadas en forma de cuadricula.

Los resultados obtenidos confirman sus investigaciones anteriores.

En su investigacién, Toohey incluye alguno de los items de Green (1983 b, 1988),
describiendo, a partir de sus resultados, dos perspectivas de la aleatoriedad; una local y otra
global. La perspectiva local implica un mayor énfasis en la disposicion de los puntos en cada
cuadrado, mientras que la global se concentra en las frecuencias mas que en la disposicion fisica
de los puntos. La segunda perspectiva supone un nivel superior de razonamiento, ya que requiere
tener en cuenta todo el enrejado y no sélo los cuadros aislados.
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1.4.3. HEURISTICAS Y SESGOS EN EL RAZONAMIENTO ESTOCASTICO
1.4.3.1. INVESTIGACIONES SOBRE HEURISTICAS EN PSICOLOGIA

La investigacion de los errores y conductas atipicas en la elaboracion de juicios y tomas
de decisiones ante situaciones probabilisticas se incluye entre los estudios sobre la
racionalidad humana (Jungerman, 1983). Este no es un término genuino de la psicologia
cientifica, sino que ha sido tomado de la filosofia y economia. La definicion mas comun de
racionalidad, seglin este autor, consiste en decir que una accion es racional si estd de acuerdo
con los valores y creencias del individuo implicado o, con mas precision, si es logica o
consistente, segln establece un conjunto de axiomas. Enla psicologia de la decision, los
modelos normativos han desempefiado un papel muy importante. La investigacion se ha
centrado en la descripcion y explicacion de las discrepancias entre las predicciones derivadas
de los modelos normativos y los juicios y decisiones tomadas.

. Enestos estudios, la concepcién antropoldgica de hombre racional sufre un brusco giro
y se pasa a concebir el razonamiento como un hecho no basado estrictamente en unas normas
logicas. Es sobre la década de los afios setenta cuando se ve un cambio en la forma de concebir
el razonamiento no determinista. Trabajos de autores como Kahneman y Tversky contribuyen
a este cambio en la concepcion del razonamiento probabilistico, que aporta gran informacion a
diversos campos en los que la toma de decisiones es fundamental.

Pueden distinguirse dos lineas en este debate: los investigadores "pesimistas" defienden
que las decisiones y juicios bajo incertidumbre muestran a menudo errores serios y sistematicos,
debido a las caracteristicas intrinsecas al sistema cognitivo humano. Los ataques mas fuertes
desde que Simon (1955) propuso el concepto de "racionalidad limitada" han venido de las investi-
gaciones de Tversky y Kahneman (1982) y Nisbett y Ross (1980). Hay tres variantes en la
explicacion de estas violaciones: los sesgos en los juicios, explicados en el caso de la
probabilidad por las heuristicas descritas en los trabajos de Kahneman ef al. (1982); los errores
representacionales, resultantes de la aplicacion de mecanismos ligados a ilusiones perceptuales,
que causan una deficiente percepcion de los problemas de decision y las deficiencias de tipo
motivacional en la busqueda y seleccion de la informacién.

Los investigadores "optimistas”, por su lado, defienden que los juicios y decisiones son
altamente eficientes y funcionales, incluso en situaciones complejas. Entre otros, se ha aplicado
el argumento de metarracionalidad, que, en esencia, postula que el comportamiento de decision
que viola los principios de racionalidad aparentemente, puede ser perfectamente racional, si se
tiene en cuenta el coste cognitivo de la toma racional de decisiones, frente a los posibles
beneficios obtenidos en la aplicacion de dichas estrategias. Por otro lado, otras explicaciones
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se basan en el comportamiento racional, dado que el individuo hace una interpretacion del
problema no acorde con la supuesta por el investigador.

Dentro de las anteriores corrientes, la que mas implicaciones ha tenido en el campo de la
investigacion educativa es la referida al empleo de heuristicas, de acuerdo con los trabajos de
Kahneman et al. (1982), por las posibles implicaciones que esta teoria puede tener sobre la
ensefianza. Desde nuestro punto de vista, otra interpretacion muy diferente de algunos de los
errores y sesgos asociados a la resolucion de problemas probabilisticos, es en términos de
obstaculos epistemologicos o didacticos en el aprendizaje (Brousseau, 1983). A continuacion
exponemos un breve resumen de la primera de estas teorias siguiendo a Pérez Echeverria (1990).

Esta autora indica que los trabajos recientes sobre las tomas de decisiones se han basado
en las teorias c\ognitivas y del procesamiento de la informacién. La utilizacién de heuristicas es
caracteristica de este modelo y se describen éstas como "mecanismos por los que reducimos la
incertidumbre que produce nuestra limitacion para enfrentarnos con la complejidad de
estimulos ambientales” (pag. 51). Es decir, son principios generales que reducen tareas complejas
a simples juicios. En el analisis del razonamiento probabilistico, un juicio de este tipo (heuristica)
seria un procedimiento que nos llevaria en forma inmediata a la solucion del problema. Se
diferencian de los algoritmos en que son generalmente automaticas y se aplican de forma no
reflexiva sin considerar su adecuacion al juicio a realizar, contrariamente al algoritmo que
propone criterios concretos para su uso.

Seria necesario recordar aqui la gran diversidad de estudios hechos sobre el término
"heuristica/o"”. Como sefialan Groner ef al. (1983) hay una tendencia a emplear los términos
heuristica/o como etiqueta de moda para un gran nimero de significados diferentes que van desde
"método imperfecto de solucion" hasta "logro creativo". Estos autores analizan el uso de este
término en Matematicas, Psicologia, Inteligencia Artificial y Toma de Decisiones. En Matematicas
lo hacen partiendo de los comentarios a la obra de Euclides por Pappus de Alejandria y citando
entre otros a diversos autores que trabajaron sobre el tema, como Descartes, Leibnitz, Bolzano,
etc. Modernamente Polya (1982) trata el término de heuristica y en €l se refiere a la comprension
del método que conduce a la solucion de problemas y mas concretamente a las operaciones
mentales tipicamente utiles en este proceso. Afiade que la heuristica se construye sobre una
experiencia resultante, al mismo tiempo, de la solucion de problemas y de la observacion de los
métodos del préjimo.

Aunque la heuristica tiende a la generalidad, al estudio de métodos independientes de la
cuestion tratada, y se aplique a problemas de todo tipo, Tversky y Kahneman hicieron uso del
enfoque heuristico para el analisis de razonamientos probabilisticos, estudiando y analizando
errores y sesgos tipicos en estos razonamientos. Para estos autores las heuristicas son procesos
mentales que restringen la complejidad de un problema, de modo que sea accesible al resolutor.
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No garantizan automaticamente la resolucion del problema, al contrario del algoritmo que es un
procedimiento paso a paso que produce la solucién para cualquier problema, dentro de una clase
dada. ‘

En cuanto a la clasificacion del tipo de heuristica, ésta se hace atendiendo a la forma
de acceso a la informacion o al proceso cognitivo empleado. Kahneman Slovic y Tversky
clasifican las heuristicas utilizadas en los juicios probabilisticos en tres: representatividad,
disponibilidad y ajuste y anclaje.

1.4.3.2. LA HEURISTICA DE LA REPRESENTATIVIDAD

La heuristica de representatividad, descrita por Kahneman et al. (1982); Benzt, (1982),
Benzt y Borovenik, (1982 a) consiste en calcular la probabilidad de un suceso en base a la
represeritatividad del mismo respecto a la poblacion de la que proviene. En primer lugar, se
prescinde del tamafio de la muestra, y con ello del estudio de la variabilidad del muestreo,
produciéndose una confianza indebida en las pequefias muestras. En segundo, se supone que cada
repeticion del experimento, aunque sea limitada, ha de reproducir todas las caracteristicas de
la poblacion. Por ejemplo, se espera que la frecuencia de una caracteristica en la muestra coincida
con la proporcién de la misma en la poblacién; por ello, tras una racha larga de aparicion de un
suceso se espera intuitivamente la aparicion del suceso contrario, olvidando la independencia de
los ensayos repetidos.

Mediante esta heuristica, se resuelven juicios probabilisticos reduciéndolos a situaciones
en las que se han dado ciertas caracteristicas analogas a la presente y se establecen ciertas
comparaciones con ellos. Podria decirse que con esta heuristica se establece cierta relacion
entre un suceso probabilistico previo y algiin acontecimiento asociado posterior, sirviendo el
primero como modelo comparativo.

Kahneman et al. (1982) distinguen cuatro casos diferentes en los que se puede emplear
la heuristica de la representatividad, partiendo de un modelo M y un suceso X asociado a €l:

a) En el caso de que M sea una clase y X un valor de una variable aleatoria definida
sobre esta clase (el sueldo de un profesor o la edad de un matrimonio). Aqui los valores
mas representativos son los que se acercan a las medidas de tendencia central (mediana, moda,
media,...). La relacion de representatividad depende del conocimiento que se tenga de la
distribucion de probabilidad que la variable X tenga en la clase M.
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b) En el caso en el que el valor que se estudia X sea un ejemplo de la clase M, como en
el problema clasico en que se pregunta por la probabilidad de que una persona con unas
ciertas caracteristicas tenga una profesion dada. Se reconoce mejor a ejemplos mas
representativos que a otros menos representativos pero mas frecuentes en una misma clase.
Luego esta representatividad puede sesgar el reconocimiento de determinadas caracteristicas.

¢) Cuando el valor a estudiar X es un subconjunto de M. En este caso el subconjunto
representard no solo los valores tipicos, sino la variabilidad de la poblacién o clase. Segun ésto,
se puede decir que es mas representativo quesen cincuenta lanzamientos de monedas haya, por
ejemplo 28 caras y 22 cruces a que haya 25 caras y 25 cruces.

d) En el caso en que M sea un sistema causal y X sea una posible consecuencia del
mismo. Por ejemplo, M puede ser la economia y X la tasa de inflacion. La posible consecuencia
sera representativa del sistema causal M, debido a que, normalmente, esté asociada a ella o a que
la gente crea correcta o incorrectamente que M causa X.

En estas cuatro clasificaciones, el grado de representatividad de M respecto a X es
diferente. En el caso a) la representatividad est4 determinada por la percepcion de la frecuencia
relativa (probabilidad), en b) y c) por la similaridad entre la clase y el ejemplo o subconjunto, y
por fin en la d) por la creencia que se tenga.

La evaluacion de la probabilidad de un suceso incierto es un proceso complejo que
comprende la interpretacion del problema, la busqueda de la informacién relevante y la
eleccion de una respuesta adecuada. La representatividad se suele usar para predecir sucesos,
ya que, normalmente, los acontecimientos mas probables son mas representativos que los menos
probables, o bien se sobreestima la correlacion entre una causa y su efecto (Kahneman et
al. 1982). Pero su uso inapropiado da lugar a diferentes sesgos en los juicios probabilisticos.
Estos sesgos no son debidos a la no comprension de las normas probabilistas o estadisticas,
sino a la facilidad quetiene el uso de la representatividad por su bajo coste de razonamiento
frente al uso de célculos normativos. Estos errores no son solo tipicos en estudiantes, sino que
expertos en el tema llegan a cometerlos. Tversky y Kahneman (1982) muestran los sesgos mas
comunes que surgen de la utilizacion de esta heuristica y que son:

i - Insensibilidad al tamafio de la muestra.

ii - Insensibilidad a las probabilidades a priori

ili- Concepcion errénea de las secuencias aleatorias.

iv - Intuiciones erroneas sobre las probabilidades de experimentos compuestos.
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- Insensibilidad al tamafio de la muestra.

El valor esperado del estadistico de la muestra es el del parametro en la poblacion y no
depende del tamafio de la muestra, aunque la varianza de la muestra cambia proporcionalmente
a su tamafio, cambiando entonces las probabilidades de los sucesos.

Segun indican Tversky y Kahneman (1971) se hace una extension indebida de la ley de
los grandes numeros, creyendo en la existencia de una "Ley de los pequeftos numeros”, por
la que pequefias muestras serian representativas en todas sus caracteristicas estadisticas de
las poblaciones de donde proceden. Este error se ha encontrado en individuos de niveles
formativos diferentes; asi Fischbein (1975) los describe en nifios en etapas de formacion de
aprendizaje de la probabilidad y Tversky y Kahneman (1971) los describen en psicologos con
suficiente  experiencia. Este error puede tener importantes consecuencias de cara a la
investigacion experimental, ya que los cientificos que creen en la "ley de los pequefios mimeros”
sobreestiman la potencia de sus métodos estadisticos, estiman a labajala amplitud de sus
intervalos de confianza y tienen unas expectativas injustificadas en la replicabilidad de
experimentos realizados con pequefias muestras.

En un proceso aleatorio, se espera que una parte de la trayectoria represente fielmente el
proceso. Por ello, secuencias relativamente ordenadas no parecen el resultado de un proceso
aleatorio. Un evidente ejemplo se da entre los jugadores de 1a Loto, que mayoritariamente creen
que los nimeros han de salir sin un orden, error que también ha sido descrito en investigaciones
con escolares (Fischbein y Gazit 1984). En este sentido, un error tipico es la llamada falacia del
jugador.

iciones erroneas sobre las probabilidades de experimentos compuesta

Otro error tipico de esta heuristica se suele dar en el calculo de la probabilidad de
un suceso en un espacio muestral producto. Se puede llegar a creer que es mas probable la
interseccion de dos sucesos que su union. Asi, suele pensarse que es més probable encontrar un
loco asesino a encontrar un hombre que solamente sea loco 0 que solamente sea asesino.

En sus ultimos trabajos, Kahneman y Tversky mantienen que los juicios sobre
probabilidad pueden estar influenciados por la representatividad, pero no dependen Gnicamente
de ella. En cambio, si se tiene en cuenta esta heuristica, apareceran sesgos en el juicio
probabilistico. Esta heuristica es, de las estudiadas por Kahneman, Slovic y Tversky, la que mas
criticas ha sufrido. Anotemos aqui las de Wallsten (1983):
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* La representatividad no se ha definido nunca a priori como uno de los rasgos
especificos del suceso estudiado. Sin embargo, es facil diferenciar a posteriori los juicios basados
en razonamientos probabilisticos y los basados en la representatividad, ya que las predicciones
de esta heuristica se basan en rasgos que no influyen en la probabilidad de un suceso.

* Casi todos los estudios sobre esta heuristica se han hecho mediante problemas verbales
con protocolos escritos y no se han tenido en cuenta las influencias que pueden tener las variables
de tarea (Kilpatrick, 1978) en los procesos de resolucion de dichos problemas. En Castro (1991)
y Puig y Cerdan (1988) se describen diversas clasificaciones de las variables de tarea de problemas
aritméticos y se resefian investigaciones que prueban que estas variables pueden influir en el
procedimiento de resolucion de los problemas.

Otros autores como Bar-Hillel (1983) presentan los siguientes puntos de discrepancia:

* Segun la forma de presentar las tareas, los sujetos responden a rasgos concretos, en
lugar de a representaciones abstractas de la tarea. Los sujetos responden en Kahneman, Slovic
y Tversky a caracteristicas superficiales de la tareas en lugar de tener en cuenta datos relevantes
subyacentes en esas caracteristicas.

* Califican esta teoria como teoria descriptiva, al no predecir la actuacion de los sujetos
ni evaluar todas las variables a usar en un razonamiento probabilistico, asi como tampoco busca
el origen de los principios heuristicos.

* La falta de analisis estadistico de las pruebas realizadas, la ausencia del método
experimental empleado y el no indicar todas las caracteristicas de los sujetos usados para las
pruebas.

Respecto a los trabajos de apoyo a los de Kahneman, Slovic y Tversky, se ha obtenido
evidencia empirica de que el conocimiento previo de las probabilidades a priori lo utilizan los
sujetos por lo menos en tres situaciones:

1) Si se tiene experiencia previa en el problema que se esta estudiando (Wallsten, 1981),
como en el caso del diagnéstico médico.

2) Silos sujetos no perciben las probabilidades a priori como importantes, no las tienen
en cuenta en la resolucion del problema.
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Cuanto mas pequeiias sean las muestras, mas relevantes consideraran la probabilidad a
priori. Bar- Hillel (1983) llega a sugerir que la falta de empleo de las probabilidades a priori se
debe a la dificultad de conversion de las probabilidades previas en términos de individuos
concretos, debido a fallos en los calculos matematicos. Con ello se ve que la facilidad del manejo
del calculo matematico y lo especifico que resulte la informacién, pueden influir en el uso del
conocimiento de las probabilidades a priori.

3) La relevancia de la informacion influye enla utilizacion de las probabilidades a
priori. Sila informacion es concreta y comprensible, su uso serd mas seguro y mas eficaz.

De todo este analisis podremos deducir que la heuristica de la representatividad esta
determinada por las circunstancias, que pueden ser muy variadas, tal y como se aprecia de todas
las investigaciones que se han realizado y que conllevan estudios de aspectos muy diversos. El
estudio de esta heuristica no esta atin finalizado y consideramos de gran importancia el
abordar este estudio desde una perspectiva didactica, en la que se tenga en cuenta la
estabilidad de dicha heuristica frente a situaciones de aprendizaje, asi como en relacion con el
reconocimiento o no reconocimiento de sucesiones aleatorias y sus caracteristicas.

1.4.3.3. LA HEURISTICA DE LA DISPONIBILIDAD

Otra de las heuristicas usadas en el razonamiento probabilistico es la disponibilidad,
por la que se juzgan mas probables los sucesos mas faciles de recordar. Igual que con la
representatividad, la presencia de errores derivados del uso de esta heuristica se evalia después
de su utilizacion y no hay intento de predecir a priori bajo qué condiciones van a aparecer.

Como sefialan Sherman y Corty (1984), esta heuristica se apoya en el concepto de
muestra, que es también uno de los conceptos claves en estadistica. Al evaluar las probabi-
lidades de un suceso, generalmente se usan muestras de datos para su estudio. Con ello
corremos el riesgo de que la muestra no searepresentativa de la poblacion a estudiar
o esté sesgada, cometiendo los consiguientes errores sistematicos. Por nuestra parte relacio-
namos, al igual que Navarro- Pelayo (1991), esta heuristica con una falta de adecuada
capacidad de razonamiento combinatorio.

Tversky y Kahneman asocian a esta heuristica dos fenomenos caracteristicos como la
"correlacion ilusoria” y la construccion de escenarios. El primero de ellos es el fendmeno que se
atribuye a aquellos estudios en los que se pretende establecer una correlacion entre variables que
parecen estar relacionadas en sentido semantico, sin estarlo en sentido estadistico, juzgando la
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correlacion solo a partir de los casos en que los dos caracteres estan presentes y no en aquellos
en que los dos estan ausentes.

Respecto al segundo, se ha llegado a considerar por Kahneman, Slovic y Tversky, como
una heuristica per se, llamandole estos autores heuristica de simulacion. Asi esta heuristica parte
de la facilidad con que se pueden construir ejemplos o "escenarios" en la valoracion de
probabilidades y asignaciones de causas, frente a la heuristica de disponibilidad que se basa en la
facilidad para encontrar ejemplos.

Pérez Echeverria (1990) indica que existen cinco casos en los que puede actuar esta
heuristica de simulacion;

a) Valoracion de la situacion que ocurrira en un futuro acontecimiento.

b) Valoracién de la probabilidad de un posible suceso.

c) Valoracion de las probabilidades condicionales.

d) Valoracion de hechos en los que no hubiese sucedido alguno de los sucesos
previos. '

e) Valoracion de la atribucion de la causalidad.

Esta heuristica da lugar a sesgos o errores que facilmente se pueden creer generados por
las heuristicas de disponibilidad o de representatividad, ya que, por ejemplo, la facilidad para
construir un ejemplo, se puede atribuir a que acuden con rapidez a nuestra mente acontecimientos
analogos o que podemos extraer de nuestra memoria los sucesos mas representativos de una clase
semejante.

1.4.3.4. OTRAS HEURISTICAS Y SESGOS EN EL RAZONAMIENTO
PROBABILISTICO

1pr ili

En los experimentos de Lecoutre (1985, 1992), Lecoutre y Durand (1988), Lecoutre y
Cordier (1990), se describe la creencia de los sujetos en la equiprobabilidad de todos los sucesos
asociados a cualquier experimento aleatorio. Como ejemplo, usan un problema en el que se
pregunta si al lanzar dos dados hay la misma probabilidad de obtener un 5 y un 6 que la de obtener
dos vecesun 5.

A pesar de variar el contexto y el formato de la pregunta, los resultados siempre coinciden
y demuestran la estabilidad de la creencia en que los dos resultados son equiprobables. Lecoutre
y sus colaboradores defienden que ello no es debido a la falta de razonamiento combinatorio, sino
a que los modelos combinatorios no se asocian facilmente con las situaciones en que interviene
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"el azar". Los alumnos a los que se les pasé la prueba consideran que el resultado del experimento
"depende del azar" y en consecuencia todos los posibles resultados son equiprobables.

Ajuste y anclaje

Con esta heuristica se suelen utilizar estimaciones parciales iniciales no bien ajustadas, en
el calculo deuna probabilidad compleja. Seglin Tversky y Kahneman (1974) se suelen hacer
estimaciones seglin un valor inicial que se utiliza para tener la respuesta final. El punto de partida
para este calculo puede ser la formulacion de un problema o el resultado de un caso parcial,
donde los ajustes no son adecuados. Partiendo desde puntos distintos se producen estimaciones
diferentes y sesgadas hacia los valores iniciales. Supongamos, por ejemplo, que queremos calcular
el nimero de permutaciones de cinco objetos, que es 5! = 5x4x3x2x1 = 120. Podemos hacer una
estimacion sabiendo que las permutaciones de 4 objetos son 24 y calcular como permutaciones
de 5 objetos un mimero algo mayor, por ejemplo 30 6 40. Podemos también partir del calculo 5x4
= 20 y estimar un nimero alrededor de este valor. A este fendmeno le denominan anclaje.

Hay diferencia de opinion respecto a esta heuristica, ya que autores como Vega (1984)
lo consideran un caso especial de la heuristica de disponibilidad, y creen que ciertos errores que
se cometen en las estimaciones pueden estar motivados por los calculos incompletos que se
reflejan en la informacion del problema. También se puede considerar esta heuristica al interpretar
erroneamente la probabilidad de acontecimientos compuestos por la interseccion de sucesos
(Sherman y Corty, 1984), originando errores de sobreestimacion de la probabilidad de la
interseccion, cuando la probabilidad de los primeros sucesos que se observan es muy alta y no se
hace un adecuado ajuste de los siguientes sucesos.

Analogamente, en acontecimientos varios donde debe ocurrir al menos uno de ellos
(sucesos disjuntos), la probabilidad de cada uno es muy pequeiia, aunque no lo sea la de su unién.
Pero por el anclaje que puede existir, la probabilidad final se puede subestimar. También y
debido a un insuficiente ajuste, la informacion recibida en primer lugar puede llevar a inferir
estimaciones erroneas de posibles exploraciones posteriores.

ITOT: I

Diversos autores como Falk (1986 a, 1986 b), Bar-Hillel (1983); Borovcnik (1988) han
estudiado las dificultades de los alumnos con la probabilidad condicional; ademas del error
sefialado por Steinbring (1986) respecto a la falta de apreciacion de la independencia de
ensayos sucesivos, les resulta dificil comprender que la probabilidad de un suceso pueda
condicionarse por otro que ocurra después que €l. Estos sujetos encontrarian sin sentido una
pregunta sobre la probabilidad de que la madre de una persona de ojos azules tenga ojos azules.
Falk sugiere que esto puede ser debido a una confusion entre condicionamiento y causacion.
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También se confunden con frecuencia las probabilidades P(B | A) y P(A | B). En particular esto

ocurre en la interpretacion dada por los estudiantes universitarios al nivel de significacion en un

contraste de hipotesis (Falk, 1986 a), (Vallecillos, 1992, 1994). Este concepto se define usando |
una probabilidad condicional como "la probabilidad de rechazar una hipétesis nula cierta” y es

interpretado por algunos sujetos como "la probabilidad de que sea cierta una hipétesis nula

rechazada".

1.4.3.5. EFECTO DE LA INSTRUCCION SOBRE LAS HEURISTICAS Y SESGOS

En las entrevistas realizadas en la primera parte de nuestro trabajo exploramos el posible
efecto de algunos experimentos simples de ensefianza basados en la simulacion, sobre el empleo
de heuristicas y sobre los sesgos manifestados por los alumnos. En esta seccién recogemos los
resultados de otros experimentos de ensefianza sobre las heuristicas y sesgos en el razonamiento
estocastico.

Shaughnessy (1992) indica que, en los ultimos afios, los educadores matematicos han
puesto mucho interés en la ensefianza y el aprendizaje de los conceptos estocasticos. Estas
investigaciones pueden clasificarse en tres tipos:

- Estudios de la viabilidad de la ensefianza de ciertos temas de probabilidad y estadistica
para alumnos de ensefianza primaria y secundaria.

- Investigaciones sobre el efecto de la ensefianza de la probabilidad en otras variables
como las actitudes, la simbolizacion, o el calculo.

- Estudios que compararon los efectos de algunas aproximaciones para ensefiar una unidad
de probabilidad.

La mayor parte de estas investigaciones indican que los alumnos de ultimos cursos de
primaria y de ensefianza media ya poseen alguna idea de probabilidad antes de su instruccién, y
que es posible ensefiarles conceptos estocasticos. También se ha encontrado relacion entre
diferentes pruebas de inteligencia general y el éxito en los tests de probabilidad.

En su capitulo, Shaughnessy considera que la combinatoria debe ser considerada aparte
de los conceptos estocasticos. Es verdad que la combinatoria puede ser util para calcular
probabilidades. Sin embargo, los conceptos fundamentales de aleatoriedad, independencia,
distribucion y parametro, no tienen ninguna relacion conceptual con la combinatoria. Nosotros
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no entraremos aqui en el analisis de las investigaciones sobre combinatoria, aunque, como
excepcion sefialaremos la investigacion de Navarro-Pelayo (1994), ya que ha sido realizada dentro
de nuestro equipo de investigacion. En esta tesis se mostr6 que la ensefianza mejora la capacidad
general de resolucion de problemas combinatorios de los alumnos de Bachillerato. Sin embargo,
esta mejora no fue homogénea, habiendo algunos tipos de problemas sobre los cuales la ensefianza
no parecio tener resultados significativos.

Fischbein y sus colaboradores se cuentan entre los pioneros en el estudio de los cambios
en las intuiciones de la probabilidad a lo largo de la instruccion. Cuando los nifios, incluso los de
preescolar, recibieron instruccion sobre las tareas de probabilidad similares a las propuestas por
Piaget, mejoraron en sus prondsticos de los resultados (Fischbein ez al. 1970a). Esta mejora fue
mas destacada entre los nifios que tenian entre 9 y 10 afios, lo que para Fischbein contradice la
teoria de etapas de Piaget. Lo mismo ocurrié cuando se proporciond instruccion en combinatoria
(Fischbein y col. 1970b). Desgraciadamente, ninguno de estos estudios parece haber evaluado
totalmente la comprension de los nifios antes de la instruccién, ni se dispuso de un grupo de
control para su comparacion.

En un estudio posterior, Fischbein y Gazit (1984) examinaron los efectos de la ensefianza
de los conceptos de probabilidad y de frecuencia relativa, sobre las intuiciones de los nifios.
Cuando compararon los grupos experimental y de control, encontraron resultados diversos, en
cuanto a la mejora de las intuiciones erroneas sobre la probabilidad. También parecia haber un
efecto negativo de la instruccion en las tareas de comparacion de Piaget; sin embargo este estudio
tampoco evalué las intuiciones de los estudiantes antes de la instruccion, por lo que no se pudo
llegar a una conclusion sobre este punto. Esta claro que Fischbein cree que la instruccion puede
mejorar las ideas intuitivas sobre la probabilidad de los estudiantes.

En una tentativa de examinar los efectos de la instruccion sobre el uso de las heuristicas,
Shaughnessy realizd un experimento de ensefianza (Shaughnessy, 1977). Evalu6 los
conocimientos de los estudiantes y el uso que hacian de las heuristicas, por medio de cuestionarios
escritos y entrevistas antes y después de la instruccion. Unas tareas parecidas a las de Kahneman
y Tversky fueron utilizadas para evaluar el empleo de las heuristicas, y los estudiantes se vieron
animados a explicar por escrito o verbalmente sus respuestas. Se encontraron al final de la
instruccion diferencias importantes entre las dos clases de control y las dos clases experimentales,
con un uso sumamente reducido de las heuristicas en los grupos experimentales.

El curso experimental fue muy intensivo, con cinco clases a la semana. Los estudiantes
realizaron muchos experimentos y simulaciones, trabajando siempre en pequefios grupos. El
investigador observo y registro los cambios en sus concepciones, como por ejemplo el dia en que
se dieron cuenta de que hay 64 posibilidades diferentes cuando se lanzan seis monedas a cara o
cruz, o el dia que experimentaron con chinchetas y comprendieron que no todos los experimentos
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aleatorios tienen resultados equiprobables. Los estudiantes mantuvieron un diario de todos sus
experimentos en la clase y de todos los problemas planteados, con sus comentarios personales
sobre lo que habian aprendido.

Aunque el curso tuvo mucho éxito, algunos estudiantes no cambiaron sus creencias.
Shaughnessy deduce que resulta muy dificil sustituir las concepciones erréneas por una
concepcion normativa, una intuicion primaria por una intuiciéon secundaria, o bien el empleo de
una heuristica por el de un procedimiento matematico.

Atribuy6 su éxito al modelo de ensefianza que habia utilizado. En este modelo, los
estudiantes tenian que interesarse en la tarea, adivinando el resultado del experimento. Después
tenian que recoger y organizar datos para contestar una serie de preguntas. Comparaban sus
resultados experimentales con sus predicciones iniciales, lo que permitia confrontar las
concepciones erroneas con la evidencia experimental. Finalmente se construia un modelo de
probabilidad tedrica para explicar los resultados experimentales.

El potencial que tiene este tipo de ensefianza fue notado por Del Mas y Bart (1989). Estos
investigadores idearon una tarea en la que los estudiantes compararon sus predicciones sobre las
secuencias aleatorias obtenidas al lanzar sucesivamente una moneda, con los resultados
producidos experimentalmente.

La experiencia demostré un aumento apreciable en el uso de una explicacion normativa
entre los estudiantes del grupo experimental, junto con una disminucion de explicaciones
normativas en el grupo de control. Del Mas y Bart concluyen que obligar a los estudiantes a
comparar explicitamente sus predicciones con los resultados empiricos, les ayuda a emplear el
modelo probabilistico normativo. Por el contrario, sus resultados también sugieren que los
estudiantes que no tienen la oportunidad de confrontar sus conceptos estocasticos erroneos,
acabaran fidindose ain mucho mas de las heuristicas después de la instruccion.

Durante bastante tiempo los investigadores de probabilidad y estadistica han insistido en
que la instruccion en probabilidad no es suficiente para superar los conceptos ¢ intuiciones
erroneas. Del Mas y Bart muestran que no solo es insuficiente la instruccion tradicional, sino que
puede tener efectos negativos en la comprension de los sucesos estocasticos en los estudiantes.
Se necesita una mayor investigacion de este tipo para confirmar los resultados de Del Mas y Bart,
pero las implicaciones de su estudio plantean un desafio enorme a los educadores de matematicas
y estadistica.

Garfield y Del Mas (1989) utilizaron un programa de ordenador, llamado "Coin Toss",
para examinar los efectos de su uso en la ensefianza sobre las concepciones erroneas en
probabilidad. El softiware mostraba la variabilidad de muestras y el efecto del tamafio de la
muestra. Sus resultados fueron positivos, pero gran niimero de estudiantes persistieron en sus
errores después de la experiencia.
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En Garfield y Del Mas (1991) informan de un nuevo estudio extenso sobre la estabilidad
de las concepciones probabilisticas de los alumnos. Sobre una muestra de 78 alumnos realizan una
prueba pretest-postest, explorando la consistencia de los estudiantes respecto a la respuesta en
los diferentes items. En contraste con la literatura de investigacion, encuentran que los alumnos
no parecen emplear una estrategia consistente para resolver los problemas probabilisticos. En
lugar de ello, las estrategias parecen variar item a item. Sugieren que el contexto del problema
puede oscurecer los detalles matematicos relevantes. No obtienen conclusiones generales sobre
la utilidad del logicial respecto a la mejora sistematica del razonamiento de los alumnos. Aunque
los alumnos empleaban, al menos parcialmente, una estrategia correcta en el pretest, parecen
mejorar con la instruccién. Sin embargo, muchos estudiantes también pasaron de una estrategia
incorrecta a otra incorrecta o de una correcta a otra incorrecta.

Konold (1989) describe un experimento de ensefianza con ordenador. Encontré que
algunos estudiantes cambiaron sus interpretaciones de las tareas de la probabilidad después de la
instruccion, mientras que otros también persistieron en mantener interpretaciones no normativas
de las tareas. Konold interpreta en la forma siguiente sus resultados. Mucho antes de su
instruccién formal en probabilidad, los estudiantes han tratado numerosas situaciones que
implicaban incertidumbre y han aprendido a utilizar palabras como probable, casual,
independencia, suerte, azar, justo e improbable. Tienen una comprension intuitiva que les permite
elaborar frases con estas palabras, comprensibles para los demas en situaciones cotidianas. Es en
esta red de significados en la que los estudiantes intentan integrar y utilizar correctamente su
experiencia en el aula. La teoria de Konold es que algunas de estas intuiciones previas de los
estudiantes sobre la probabilidad no pueden llegar a ser suficientemente comprobadas o refutadas
en el aula.

Konold sugiere la siguiente técnica de ensefianza para confrontar y superar estas
concepciones erroneas. Consiste en animar a los estudiantes a:

1. Investigar si sus creencias coinciden con las de otros.

2. Investigar si sus creencias son compatibles con sus propias creencias sobre otras
cosas afines.

3. Investigar si sus creencias estan confirmadas por la evidencia empirica.

Cox y Mow (1992) realizan una experiencia clinica con estudiantes universitarios en la que
confrontan a los sujetos con sus razonamiento probabilisticos incorrectos. No obtienen un efecto
apreciable de la experiencia sobre la superacion de los sesgos manifestados por los estudiantes.
Finalizan sugiriendo la necesidad de posterior investigacidn sobre el disefio y explotacion de
unidades didacticas destinadas a mejorar la capacidad de razonamiento probabilistico de los
alumnos.
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1.4.4. COMPRENSION DE LA PROBABILIDAD DESDE EL PUNTO DE VISTA
FRECUENCIAL

La interpretacion frecuencial de la probabilidad o "probabilidad empirica" se restringe a
fenomenos en los cuales es posible repetir indefinidamente ensayos "idénticos". Puesto que la
probabilidad se define como la frecuencia en una serie larga de experimentos, no tiene sentido en
esta perspectiva hablar de la probabilidad de que ocurra un suceso en un experimento del que sélo
hay un ensayo aislado y nico, a menos de que imaginariamente pueda repetirse el experimento.
Aunque esta interpretacion se considera dentro de las corrientes objetivas, no significa que esté
libre de consideraciones de tipo subjetivo. Por el contrario, esta interpretacion requiere que un
sujeto considere que los resultados de una larga serie de experimentos puedan ser considerados
idénticos, a fines de calcular la frecuencia de aparicion de cada suceso particular. Por ejemplo, el
hecho de que todos los lanzamientos que hacemos con una misma moneda puedan ser
considerados idénticos, es, hasta cierto punto, subjetivo, ya que la persona que las lanza puede
introducir sesgos en algunos de los lanzamientos.

La investigacion de Konold (1989) sugiere que es frecuente la dificultad de interpretar
la repeticion de un experimento aleatorio como parte de una trayectoria o porcion de proceso
estocastico (el constituido por la realizacion de los n ensayos del experimento). Los sujetos que
muestran esta dificultad, consideran que cada una de las repeticiones del experimento esta
aislada, no tiene por qué guardar relacién con las anteriores o posteriores; estos sujetos
tendrian dificultad en comprender un enfoque frecuencial de la probabilidad, puesto que
consideran cada ensayo como un experimento aleatorio diferente del resto y no como la
repeticion del mismo.

Konold (1991) indica que el caracter dual del término "probabilidad" desde su nacimiento
-como grado de creenciay como limite de las frecuencias relativas de una sucesion de ensayos-
puede explicar esta confusion. En el "enfoque en el resultado aislado” los estudiantes hacen
una interpretacion errénea de las preguntas sobre probabilidad. Para estos alumnos, el fin
principal de las situaciones de incertidumbre no es llegar a la probabilidad de ocurrencia, sino
predecir con éxito el resultado de un ensayo simple.

Konold (1991) estudié un patréon de errores que considera mas fundamental que las
heuristicas descritas por Kahneman y sus colaboradores. En lugar de explorar como los sujetos
realizan los juicios de probabilidad, se interes6 por como interpretan las preguntas sobre la
probabilidad o el valor de una probabilidad. Como resultado de sus entrevistas a estudiantes
universitarios llegé a la conclusion de que éstos interpretaban una pregunta sobre la probabilidad
de forma no probabilistica.
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Por ello, una pregunta en la que se pide explicitamente la probabilidad de un suceso se
interpreta como tener que predecir si el suceso en cuestion ocurrird 0 no en el siguiente
experimento. Al interpretar una prediccion meteorologica en la que se dan unas probabilidades
de lluvia de un 70%, muchos sujetos indican que llovera el dia en cuestion. Si el dia en cuestion
no llueve, pensaran que el meteorélogo se equivocod en sus predicciones. Esta conducta es
razonablemente consistente con la primitiva acepcion de la palabra probable (Hacking, 1975),
en la que un acontecimiento es probable si es verosimil que suceda. Si llueve un 70% de dias para
los que se pronosticé un 70% de probabilidades de lluvia, pensaran que el meteorélogo es poco
fiable.

Las probabilidades, en este tipo de sujetos, se evaluan comparandolas con los valores 0%,
50% y 100%. Si una probabilidad se acerca a los extremos 0% o 100%, el suceso se considerara
como imposible o seguro, respectivamente. Solo si se acerca al 50% se considerara
verdaderamente aleatorio. Los estudiantes que muestran este tipo de comportamiento, tiende a
buscar explicaciones causales en lugar de aleatorias a la ocurrencia de resultados inesperados y
a la variabilidad de los fenémenos aleatorios. Por ejemplo, la frase "70% de posibilidades de
lluvia" se interpreta como "70% de superficie cubierta por las nubes" o "70% de humedad
relativa”. Asimismo se ignora la informacion de tipo frecuencial, prefiriendo basar los juicios en
consideraciones subjetivas sobre el fendmeno en cuestion.

1.4.5. INTERPRETACION ALTERNATIVA DE ALGUNOS SESGOS SOBRE
PROBABILIDAD

En anteriores secciones se ha efectuado un resumen de los principales resultados
obtenidos en investigaciones psicologicas referidas a estrategias incorrectas y sesgos en el
razonamiento probabilistico. En esta seccion tratamos de realizar una sintesis e interpretacion
personal de ellos, utilizando el marco tedrico sobre el significado de los objetos matematicos
descrito en Godino y Batanero (1994, en prensa).

En dicho marco tedrico, que se describié en la seccion 1.2 de este primer capitulo, se
define el significado personal e institucional de los objetos matematicos como el sistema de
précticas empleadas por los sujetos o instituciones para resolver los problemas de donde emergen
los objetos matematicos, validar esta solucién o comunicarsela a otra persona o institucion.

Entre las diferentes instituciones cobra especial relevancia la institucion matematica, asi
como las diferentes instituciones escolares. Respecto a la nocion de aleatoriedad, en la seccion
1.2 hemos analizado algunos componentes del significado matematico de la misma, que
comprende una variedad de modelos probabilisticos, incluyendo la definicion de objetos
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matematicos, el estudio de sus propiedades, asi como diversos procedimientos de resolucion de
problemas. En particular, hemos estudiado algunos de los problemas y modelos asociados a la
sucesion de ensayos de Bernoulli y otros procesos estocasticos relacionados con ella.

Los resultados de diferentes investigaciones descritos en la seccion 1.4 sefialan todos ellos
diferentes tipos de practicas que, desde el punto de vista de la institucion matematica, se
consideran erroneas o no normativas y que los sujetos emplean para resolver problemas
probabilisticos. Las diversas corrientes dentro de la investigacion atribuyen estos errores a
heuristicas en la resolucion de problemas, a interpretacion incorrecta de enunciados de
probabilidad o a la falta de capacidad para percibir la aleatoriedad de una sucesion.

Por nuestra parte, creemos que todas estas manifestaciones de los sujetos indican que el
significado personal respecto a las sucesiones de resultados aleatorios y a los modelos
matematicos que se deducen de ellas contienen elementos que se diferencian del correspondiente
significado en la institucion matematica. Estas diferencias de significado son posibles en los
sujetos que no han recibido ensefianza de la probabilidad. Aunque en la vida ordinaria nos
enfrentamos con multitud de problemas probabilisticos y toma de decisiones en ambiente de
incertidumbre, estos problemas no abarcan la variedad de matices del campo de problemas
asociados a las sucesiones aleatorias, que se han descrito brevemente en la seccion 1.2. En
consecuencia, puesto que parte del significado de los objetos matematicos esta ligado a las
situaciones problematicas y a convenios culturalmente asumidos, los sujetos que no han recibido
ensefianza de la probabilidad construyen en ocasiones conjuntos de practicas incorrectas para la
solucién de otros problemas mas complejos, que son nuevos para ellos.

Mas aun, incluso después de la ensefianza pueden persistir estas practicas incorrectas,
debido a que se ha presentado a los alumnos una muestra no representativa del campo de
problemas ligado a las sucesiones aleatorias y de las practicas matematicas convenidas. Nuestro
interés en estos errores o practicas incorrectas es que pensamos pueden estar ligados a un
excesivo énfasis, 0 a una aplicacion incorrecta o incompleta, de una aproximacion frecuencial en
la ensefianza de la Probabilidad. Ademas creemos que podria ser posible, aprovechando las
experiencias aleatorias recomendadas en este enfoque, una mejora en este tipo de practicas
incorrectas. Gradualmente, seria posible acercar el significado personal que los alumnos
construyen sobre los experimentos y secuencias aleatorias al correspondiente significado
matematico.

Como indica Shaughnessy (1992) el fenémeno de los errores en el razonamiento
estocastico sigue siendo de interés tanto para los psicélogos como en el campo educativo. Para
este autor e! fin de la investigacion en ambos campos es diferente y debe ser complementédo.
Mientras que el psicologo es principalmente un observador y un descriptor, el educador ha de
ser un interviniente en el proceso. Puesto que nuestro fin es la mejora del conocimiento

71



Capitulo 1

estadistico por los alumnos, debemos tratar de provocar y estudiar los cambios en las practicas
incorrectas de los alumnos al resolver problemas sobre probabilidad y estadistica. Como indica
Scholz (1991) mientras que el interés del psicologo se centra en el estudio aislado y estatico
de las concepciones, para la educacion el enfoque sistémico y dinamico es el adecuado.

En esta seccion abordamos esta interpretacion de los resultados descritos de la
investigacion en los apartados anteriores. Todos ellos podrian ser debidos a que los sujetos han
estado mas enfrentados a problemas probabilisticos referidos a la regularidad de los procesos
estocasticos que intervienen en la repeticion de un ensayo y por el contrario, no han sido
enfrentados al estudio de la variabilidad local. A continuacion analizamos estos resultados desde
la éptica sefialada.

"Enfoque en e resultado aislado

La dificultad descrita por Konold (1989) se refiere a la interpretacion de la repeticion de
un experimento aleatorio como parte de una trayectoria o porcién de proceso estocistico (el
constituido por la realizacion de los n ensayos del experimento). Estos sujetos consideran que
cada una de las repeticiones del experimento esti aislada; no tiene por qué guardar relacion
con las anteriores o posteriores. También tendrian dificultad en comprender un enfoque
frecuencial de la probabilidad, puesto que consideran cada ensayo como un experimento
aleatorio diferente del resto y no como la repeticién del mismo.

Estos estudiantes se centran en la prediccién de sucesos individuales y no en el calculo
de la frecuencia de sucesos en una muestra de experimentos. Asimismo, tienden a atribuir
explicaciones causales frente a las aleatorias, ignorando los datos referidos a las frecuencias. Se
confunde la evaluacién frecuencial de la probabilidad, como referida a cada suceso simple y no
2 un proceso estocastico del que dicho suceso forma parte. Dichos sujetos darian una estimacion
subjetiva de la probabilidad de un suceso, sin tener en cuenta las frecuencias de aparicion de los
mismos.

Estos sujetos podrian tener dificultad en la identificacion de un fenomeno de masas
como equivalente a las distintas repeticiones de un mismo experimento. Es la misma dificultad
que hemos sefialado podrian tener algunos nifios para admitir que los experimentos realizados
individualmente en clase pudiesen considerarse como idénticos. Pensamos que ¢llo podria ser
debido a que existen pocas situaciones problematicas en la vida diaria que requieren la recogida
de datos frecuenciales sobre fendmenos aleatorios y su utilizacion para hacer predicciones sobre
su comportamiento futuro. Asimismo, en la ensefianza son mucho més frecuentes los problemas
sobre probabilidades de tipo laplaciano que sobre probabilidades de tipo frecuencial.
Posiblemente, el nuevo enfoque recomendado de la ensefianza pudiera contribuir a mejorar este
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tipo de error en la interpretacion de la probabilidades frecuenciales, siempre que se enfatice el
estudio del proceso estocastico frente a los sucesos aislados.

"Recencia positiva y negativa”

La "recencia {negativa" (negative recency) consiste en la tendencia que presentan ciertos
sujetos a creer, por ejemplo, que después de una racha de caras, las cruces tendrian una mayor
posibilidad de aparicion.

Esuno de los sesgos que se supone explicado por la heuristica de la representatividad.
Sin embargo, podria también ser explicado por el hecho de que los problemas probabilisticos de
la vida diaria, asi como los escolares, se centran en la tendencia de los fenémenos aleatorios, mas
que en el estudio de su variabilidad. Si el sujeto llega a comprender la convergencia de la
frecuencia relativa a la probabilidad, sin apreciar la variabilidad de esta convergencia y su caracter
estocastico, es logico suponer que al aumentar el nimero de lanzamientos, deban equilibrarse los
resultados para obtener una frecuencia cada vez mas cercana a la probabilidad tedrica.

El caso de "recencia” positiva consiste en creer que después de una racha, por ejemplo
de caras, seria mas probable que apareciese otra cara de nuevo. Tiene una interpretacion analoga,
al poder suponerse que se esta trabajando con un dispositivo sesgado, ya que no se encuentra la
convergencia a la probabilidad tan pronto como se esperaba.

Algunos su;etos no toman en cuenta el efecto del tamafio muestral sobre la vanabilidad
de los estadisticos. Como ejemplo podemos citar las respuestas dadas al "problema del hospital”
descrito en Kahneman y Tversky.

Estos sujetos, segin nuestra interpretacion, podrian creer que la regularidad del proceso
estocastico debiera presentarse localmente, al reducir el proceso a su tendencia. Como hemos
sefialado, Ia frecuencia tiende ala probabilidad, confirmando nuestra intuicion, pero solo en
grandes muestras. Otros fendmenos del proceso estocéstico, como el nimero de cortes de la
trayectoria con el eje, no se estabilizan, sin embargo, con el tiempo. Podria darse ¢l caso de que
individuos que si son sensibles al tamaflo muestral, generalizasen la ley de los grandes nimeros
en otra forma indebida: la de suponer que todas las caracteristicas estocasticas se estabilizan
con el tiempo.

En ensayos repmdos, se oonsadera, por e]emplo menos probable la secuencia CCCCCC
que la secuencia CCXXCX. Se reduce el proceso a la proporcion, teniendo en cuenta solo la
regularidad, por lo que no se considera necesario distinguir el orden de ocurrencia. Realmente,
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la proporcion 1 es menos probable que la 1/2. Puede ser dificil para el alumno visualizar los
multiple espacios muestrales presentes en un proceso estocastico. E, ExE, ExExE, ...

Falk (1981) mostré que al preguntar cual de dos secuencias de caras y cruces es aleatoria,
los estudiantes tienden a elegir la que mas cambios presente de patréon (o menos rachas). Lo
mismo ocurre si se les pide que escriban una secuencia aleatoria, o bien si predicen los resultados
esperados en un proceso bidimensional. Esto puede ser debido a la creencia de que el tiempo de
permanencia en cada estado debe igualarse, y el nimero de cambios de estado debe ser
frecuente.

Anélogamente otras practicas incorrectas descritas en la investigacion de Green sobre
produccion por parte de los nifios de secuencias aleatorias o distribucion aleatoria de puntos en
el plano indican un significado personal de los sujetos no acorde con el significado matemético.
Entre estas practicas destacamos:

- La falta de produccion de rachas de un mismo resultado al escribir una secuencia
"aleatoria".

- La reproduccién demasiado exacta de la frecuencia relativa de cada posible resultado,
no admitiendo ligeras desviaciones.

- Repartir demasiado uniformemente los puntos en una cuadricula, no dejando ningin
cuadro vacio o bien no admitiendo ningun cuadro con varios puntos en el mismo cuadro.

En consecuencia, podemos considerar que todas las investigaciones anteriormente
descritas investigan diversos puntos en que se producen las diferencias entre el significado
personal e institucional de los objetos mateméticos ligados a las sucesiones aleatorias. Puesto que
estas diferencias han sido investigadas aisladamente en sujetos de diversa edad y formacion, no
poseemos informacion de la posible existencia de estas diversas practicas incorrectas en alumnos
de secundaria. En consecuencia, la parte experimental de la Tesis trata de completar la descripcion
de los significados personales que los alumnos de secundaria han construido respecto a las
sucesiones aleatorias y los objetos matematicos con ellas relacionados. Ademas tratamos de
analizar la estabilidad de algunas de ellas a lo largo de secuencias instruccionales basadas en la
simulacion de experimentos aleatorios.
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1.5. ENFOQUE METODOLOGICO
1.5.1. CARACTERISTICAS GENERALES DE LA METODOLOGIA EMPLEADA

En la fase empirica del trabajo hemos realizado una evaluacién de los significados
personales que los alumnos de la muestra asignan a situaciones y conceptos probabilisticos. En
esta seccion describimos el modo en que hemos abordado los aspectos metodologicos en esta
parte de la investigacion, entendiendo la metodologia en el sentido de Taylor y Bogdan (1986),
como modo de enfocar el problema de investigacion y buscar sus soluciones.

En primer lugar explicitamos nuestra posicion respecto al problema de la evaluacion de
conocimientos matematicos de los sujetos, que son esenciales para la investigacion y la practica
en la educacién matematica, como puede apreciarse en el "ICMI Study" dedicado al tema (Niss,
1993).

Entendemos la evaluacion en el sentido de Romberg et al. (1991): "La intencion es
evaluar la creacion de conocimientos y los procesos implicados, mds bien que medir el grado
en que los estudiantes han adquirido wna parcela del campo de las matemdticas; se precisa una
variedad mas amplia de medidas, muchas de ellas cualitativas® (p. 35). Por consiguiente, frente
a una Unica medida de los conocimientos de los alumnos hemos preferido fuentes multiples de
datos y variables de tipo diverso.

Nuestra investigacion combina elementos cuantitativos y cualitativos, por lo que nos
encontramos en un punto intermedio entre ambos paradigmas de investigacion (Shulman, 1989).
Por un lado, las principales variables de interés son de tipo cualitativo, ya que el fin principal de
1a investigacion es interpretativo (Kirk y Miller, 1986), (Denzin y Lincoln, 1994). Nos interesamos
mas por los componentes cualitativos de los significados personales que los alumnos de la muestra
asignan a las situaciones estocisticas planteadas, y a los objetos mateméticos que derivan de ella,
que en los porcentajes de respuestas correctas o incorrectas a estas actividades. Se han utilizado
entrevistas en profundidad, como método de recogida de datos, asi como andlisis de los
argumentos de los alumnos. Asimismo, para la interpretacion de las respuestas de los alumnos,
nos apoyamos en el estudio previo, matematico, filosofico y psicologico que se ha presentado en
este primer capitulo y es de tipo cualitativo.

Por otro lado, se han recogido datos de una muestra de estudiantes de tamafio moderado,
empleando un cuestionario y se han obtenidos indicadores cuantitativos de las respuestas de los
alummnos. En esta faceta del trabajo, concebimos el objeto de estudio de un modo externo y hemos
intentado lograr Ia mayor objetividad posible. Aunque nos interesamos por la variabilidad de los
casos particulares, aspiramos a que nuestras conclusiones describan tendencias aplicables a un
grupo mas amplio que el que ha sido estudiado. Pese a que la finalidad del estudio no es
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confirmatoria, utilizamos métodos estadisticos, incluso el contraste de hipétesis, aunque con
filosofia exploratoria. La investigacion contaba con hipétesis iniciales, que se refinaron en la
segunda fase, aunque, como hemos dicho, el contraste de estas hipotesis se realiza de modo
informal.

En la clasificacion que hace Bisquerra (1989) de tipos de investigacion en Educacion,
considerariamos nuestro trabajo como investigacion fundamental y basica, aunque no exenta de
la preocupacion por las aplicaciones de la misma. Nuestro fin principal es proporcionar nuevo
conocimiento tedrico sobre el campo de la ensefianza de 1a probabilidad, mas que la solucién de
un problema practico inmediato. Enfatizamos el aspecto nomotético, nos hemos orientado a la
obtencion de conclusiones y no a la toma de decisiones, nuestro objetivo es predictivo. Nuestra
investigacion es descriptiva, por su temporalizacion transversal y por su enfoque correlacional.

Respecto a la manipulacion de las variables, caeria mas bien en un estudio de tipo
cuasiexperimental, ya que las muestras han sido tomadas intencionalmente. Aunque no se han
manipulado las variables del sujeto, hemos considerado como variable explicativa el curso al que
pertenece el alumno y, ademas, hemos manipulado ciertas variables de tarea en el cuestionario.

Respecto a las dimensiones sefialadas por Goetz y Lecompte (1988),nuestra investigacion
se encuentra en un punto intermedio entre el polo deductivo-inductivo, generativo-verificativo
y constructivo-enumerativo. Esta mas inclinada hacia el aspecto objetivo, aunque también tiene
en cuenta la dimension sujetiva. Nuestras preguntas de investigacién han estado guiadas por la
teoria previa, especialmente el marco tedrico que se describe en la seccién 1.2 y las
investigaciones que se describen en la seccion 1.4. Sin embargo, hemos estado abiertos a nuevas
ideas teoricas surgidas de la misma investigacion. Las categorias de analisis han sido fijadas, en
una gran parte, antes de la toma de datos, aunque hemos refinado esta categorizacién como
consecuencia de nuestros resultados. El enfoque predominantemente objetivo lo marca el tomar
como pauta de analisis de los significados personales de los estudiantes el significado institucional
analizado en la seccion 1.4.

Nos situamos también en una perspectiva estructuralista (Herman, 1990), ya que nos
interesa no solo la descripcion de los elementos del significado personal, sino la estructura de
dicho sistema. El término estructura lo tomamos del analisis de sistemas, como unidad global
organizada de interrelaciones entre elementos, acciones o individuos (Morin, 1986). La
modelizacion como sistema de los procesos didacticos nos parece util para enfatizar un punto de
vista holistico en el estudio de estos procesos y resaltar su estructura relacional.

En el proceso de analisis estructural, Herman distingue varias fases, que tendremos en
cuenta en nuestra investigacion:
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- La reduccion de la variabilidad de lo cualitativo a la nocién de conjunto o universo de
objetos que se diferencian entre si desde un determinado punto de vista; esto es, la
determinacion de Ias unidades de analisis y variables.

- La clasificacion y categorizacion de las diferentes variables.

- El establecimiento de un sistema de relaciones entre variables o entre categorias de la
misma o diferentes variables, que ha sido llevado a cabo mediante el analisis de
correspondencias.

Fases de la Investigacion

La parte experimental de la Tesis ha estado dividida en dos fases con distinta
temporalizacioén, muestras e instrumentos de recogida de datos.

La primera fase consistio en una serie de entrevistas clinicas a un grupo reducido de
alumnos y fue llevada a cabo durante el curso 1990-91. Estas entrevistas tuvieron como objetivo
experimentar la viabilidad de situaciones didacticas disefiadas para llevar a cabo una ensefianza
de la probabilidad en la que se introdujeran de modo intuitivo diversas nociones relativas a la
componente de variabilidad de un proceso estocastico. Asimismo pretendiamos explorar las
concepciones intuitivas de los alumnos participantes sobre ciertos conceptos probabilisticos
implicitos en las situaciones.

El enfoque de esta primera fase fue predominantemente cualitativo, ya que se bas6 en la
entrevista y observacion de alumnos, interaccionando con ellos en su propio lenguaje. Su fin fue
exploratorio. Unos primeros resultados de esta fase fueron publicados en nuestra Memoria de
Tercer Ciclo (Serrano, 1993), asi como en Serrano e al. (1992) y Serrano et al. (1994). En el
Capitulo 2 incluimos estos resultados que han sido revisados y extendidos bajo la optica del marco
tedrico en que apoyamos nuestro trabajo.

Como resultado de esta primera fase de estudio de casos (Yin, 1994), se vio la necesidad
de realizar un estudio de algunos de los resultados obtenidos en una muestra mayor de estudiantes
para ampliar la validez externa. Ello llevo a tomar una nueva muestra de la que se recogieron
datos mediante un cuestionario escrito. Esta segunda fase de la investigacion tiene un enfoque mas
cuantitativo, teniendo un fin mas predictivo y explicativo que la fase anterior. Sus resultados se
recogen en el capitulo 3.

1.5.2. POBLACIONES Y MUESTRAS

Poblaciones y muestras
En el estudio del conocimiento de los alumnos hay diferentes procesos de inferencia
implicados. El interés de la psicometria est4 en la inferencia para cada uno de los sujetos
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particulares que han realizado la prueba. Sin embargo, en la investigacion didactica se trata de
generalizar tanto respecto a otras tareas como respecto a otros sujetos (Cuadras, 1991).
Respecto a los sujetos, la poblacion objetivo es la de estudiantes de secundaria comprendidos
entre 14 y 18 afios de edad. Esta poblacion objetivo es el ideal al que pretenderiamos, en un
principio, extender nuestras conclusiones. Las posibilidades limitadas de levar a cabo nuestro
trabajo nos ha hecho fijarnos en una poblacion mas restringida.

En primer lugar, hemos limitado el tramo de edad a alumnos de 14 y 18 afios, por lo que
las edades interiores a este intervalo no han sido consideradas en nuestro estudio, quedando para
una posterior investigacion.

Ademas, las muestra han sido tomadas de forma intencional, dentro de los estudiantes de
la ciudad de Melilla. Segiin Azorin y Sanchez Crespo (1986) el muestreo intencional puede estar
indicado en los estudios exploratorios, para reducir costes y para obtener un mayor control del
proceso, lo que se aplicaria a la fase de entrevistas. Otra justificacion, que consideramos valida
para la fase del cuestionario es cuando es dificil llevar a cabo un muestreo probabilistico con
suficientes garantias y la caracteristica estudiada se espera tenga una homogeneidad suficiente
para poder obtener conclusiones fiables con una muestra intencional. (Ghiglione y Matalon,
1989).

Hemos incluido en la muestra un niimero similar de varones y hembras. Se han
aproximado los tamafios de muestras de alumnos de 14 y 18 afios. En cada una de la muestras se
han incluido alumnos de distinto estrato social, de varios centros de Bachillerato y con un nivel
variado de rendimiento en matematicas, dado por su calificacion media en los cursos anteriores
en esta materia. La muestra utilizada en la fase de entrevistas ha estado limitada a 10 alumnos de
cada uno de los grupos y se describe con mayor detalle en el capitulo 2. La muestra de alumnos
que cumpliment6 el cuestionario estuvo formada por un total de 277 alumnos y se describe con
mayor detalle en el capitulo 3.

1.5.3. VARIABLES E HIPOTESIS

a) Variables respuesta o dependientes

Siguiendo la terminologia de Fox (1981), consideramos variables dependientes aquellas
que se evalian en la investigacion. Estas variables son denominadas por Moore (1995) variables
respuesta.

De un modo global, nuestras variables dependientes son los posibles indicadores empiricos
de los cuales podemos inferir los significados que los alumnos asignan a conceptos probabilisticos.
En la eleccion de estos indicadores somos conscientes de que, como describe Webb (1992), en
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la evaluacion hay que tener en cuenta "las situaciones de evaluacion, las respuestas, el andlisis
e interpretacion, asi como el conocimiento que se evalia, las caracteristicas del individuo o
grupo que tiene que responder y el propésito de la evaluacion * (p. 668). En consecuencia, cada
uno de estos aspectos ha sido fijado en cierto modo, y estas restricciones constituyen los limites
asumidos de nuestro estudio.

Dentro de las respuestas obtenidas de los alumnos, hemos utilizado variables de tipo
cuantitativo y cualitativo.

Entre las variables de tipo cualitativo hemos analizado las siguientes:

- Opciones elegidas por los alumnos en cada uno de los items propuestos, tanto en la fase
de entrevista, como en la de cuestionario.

- Argumentos de los alumnos, en cada uno de los items propuestos, tanto en la fase de
entrevista, como en la fase de cuestionario. Entre estos argumentos, destacamos:

- Argumentos en los que los alumnos apoyan su consideracion de una secuencia de
resultados o una distribucion de puntos como aleatoria o no aleatoria.

- Argumentos empleados en la asignacion de probabilidades en experimentos compuestos.

- Interpretaciones dadas por los alumnos a expresiones de probabilidad, en su acepcion
frecuencial.

- Estrategias seguidas en la construccion de secuencias aleatorias lineales,

Como varisbles cuantitativas consideramos:
- Ntimero de secuencias construidas en algunos items de la entrevista.

- Valor estimado del mimero de cortes con el eje y del namero de jugadas entre dos cortes
sucesivos con el eje, en un recorrido aleatorio, durante la entrevista.

- Valor esperado de la ganancia en un juego en la fase de entrevista.
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- Nuamero de caras en las secuencias generadas por los alumnos, asi como en cada una de
las dos partes de la misma, en el cuestionario. .

- Longitud de la racha mas larga y nimero de rachas en las secuencias generadas por los
alumnos en el cuestionario.

-Numero de cuadros con 0, 1, 2 y 3 6 mas puntos en las distribuciones aleatorias
producidas por los alumnos en el item 3 del cuestionario.

b) Variables explicativas

Nuestra investigacion trata de relacionar las variables respuesta de nuestro estudio, en
funcion de otras variables didacticas que pueden influir en las anteriores. Preferimos designar a
estas variables con el calificativo de "explicativas”, que en la terminologia de Moore (1995) es
mas adecuado que el de independiente, ya que no hemos tenido un control de tipo experimental
puro.

Hemos considerado como variable explicativa el grupo del alumno (Primer Curso de
Bachillerato o Primer Curso de Magisterio en Ia fase de entrevistas; Primer Curso de Bachillerato
y COU en la fase de cuestionario). Somos conscientes de que en esta variable se encuentran, en
realidad, dos variables confundidas, que son la diferencia de edad de los alumnos y el haber
recibido o no ensefianza en probabilidad. Por ello, de nuestro estudio no puede deducirse si las
diferencias encontradas son atribuibles a una u otra variable. Este es un posible problema abierto
para continuar nuestro trabajo, aunque consideramos que las conclusiones obtenidas sobre las
diferencias son ya una aportacion importante, aiin cuando no se hallen suficientemente explicadas.

Otras variables explicativas consideradas en la fase de cuestionario son las siguientes:

- Opcion correcta o incorrecta para el analisis de los argumentos en los items 5,6, 7, 8y
9.2 del cuestionario.

- Respuesta "hizo trampas” 0 "no hizo trampas” para el anilisis de los argumentos en cada
uno de los apartados de los items 3 y 4, y en el anilisis de correspondencia conjunto de

estos argumentos.

- Caracteristicas del item (distribucion lineal o plana, homogeneidad o variabilidad) en el
analisis de correspondencia de los argumentos de los alumnos en los items 3 y 4.
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c) Variables extrafias controladas

Ademas de las variables explicativas consideradas en nuestro estudio, son muchas las
posibles variables que pudieran influir en las respuestas de los alumnos. El control que hemos
hecho sobre ellas es el siguiente:

Las calificaciones previas de los alumnos, sexo y clase social se han descrito para que
otros investigadores puedan juzgar la comparabilidad de sus estudios con el que ahora
presentamos.

Respecto a las tareas propuestas, el resto de variables no descritas como explicativas se
han mantenido fijas o bien se han variado sistematicamente, constituyendo también posibles
variables cuyo efecto podria analizarse en estudios posteriores.

HIPOTESIS

Una vez descritas nuestras principales variables, conviene presentar resumidamente las
expectativas sobre los posibles resultados que han ido guiando la investigacion en sus diferentes
fases. Es en este sentido en el que entendemos el término hipotesis, y no como hipétesis
estadisticas nula o de no efecto, puesto que el enfoque de nuestro trabajo no es de tipo
confirmatorio.

Como indica Fox (1981) la formulacion de estas hipotesis ayuda a estructurar la seleccion
del método y técnica de recogida de datos, asi como su anlisis estadistico. En segundo lugar
permiten comprender al lector del informe de investigacion lo que el investigador espera obtener
de su estudio.

Hipétesis iniciales

Puesto que las dos fases de nuestra investigacion han tenido un enfoque diferente, también
ha sido distinto el papel jugado por las hipétesis en cada una de ellas. La primera fase,
correspondiente a las entrevistas, tuvo un caracter exploratorio y descriptivo. En algunas de las
preguntas y situaciones planteadas (como los recorridos aleatorios) no disponiamos de datos
previos de investigacion. Por ello, no disponiamos de base suficiente para poder predecir algunos
de nuestros resultados, caracteristica que Fox (1981) sefiala es comun en las investigaciones
descriptivas.

Como hemos indicado, para la realizacion de esta fase se disefiaron tres situaciones
didacticas a partir de las cuales queriamos plantear a los alumnos preguntas relativas a sus
intuiciones sobre los procesos estocisticos subyacentes (sucesion de ensayos de Bernoulli y
caminata aleatoria), asi como sobre la convergencia de la frecuencia relativa a la probabilidad.
Nuestras expectativas sobre estas experiencias se pueden resumir en la forma siguiente:
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K H1: Las actividades didacticas diseRadas para el estudio resultan asequibles a los alumnos que

no han tenido ensefianza reglada. Por medio de ellas es posible plantearles preguntas de su
interés respecto a la componente de variabilidad de los procesos estocdsticos subyacentes.

¥ H2: Los alumnos de la muestra aprecian la estabilizacion de las frecuencias relativas a largo
plazo, esto es, aprecian la tendencia en el fendmeno de la convergencia estocdstica.

¥ H3: Los alumnos de la muestra no aprecian suficientemente la variabilidad aleatoria de los
/ procesos estocdsticos. En particular, los alumnos tienen dificultad con la idea de independencia
estocdstica.
Estas hipotesis se estudiarin a partir de las opciones, argumentos, estrategias y variables
cuantitativas analizadas en la fase de entrevista.

Una vez finalizada la fase de entrevistas, estas hipotesis iniciales enunciadas en forma tan
amplia se vieron reforzadas. Ademas, los datos experimentales nos proporcionaron un apoyo para
reformular las hipétesis iniciales y hacerlas mas concretas. Por otro lado, tanto la obtencion de
algunos resultados inesperados, como la nueva revision bibliografica, nos permitio completar
nuestras hipotesis iniciales con las que enunciamos a continuacion.

Estas hipotesis se diferencian en funcion de las distintos apartados de nuestro cuestionario.
En primer lugar hemos estado interesados por los significados que los alumnos asignan a las
secuencias de ensayos de Bernoulli. Tanto nuestras entrevistas, como los resultados obtenidos
en las investigaciones de otros autores, especialmente de Green, indican que los alumnos son muy
exactos al reflejar las frecuencias relativas de los diferentes sucesos, pero no asi la variabilidad
aleatoria de las secuencias. Ello nos lleva a las hipotesis H4 y HS.

* H4: Esperamos que las respuestas de los alumnos de la muestra reflejen con notable precision
las frecuencias relativas de caras y cruces en las secuencias generadas. Asimismo esperamos
que los alumnos asignen un cardcter no aleatorio a las secuencias en que las frecuencias
observadas difieran bastante de las esperadas.

> HS: Suponemos que los alumnos manifestardn un sesgo de representatividad local. Es decr,
produciran demasiadas rachas en las secuencias generadas y rechazardn como aleatorias
aquellas secuencias con rachas largas.
Para el estudio es estas hip6tesis, utilizaremos las opciones y argumentos de los alumnos
en el item 3 y las variables cuantitativas analizadas en el item 1.
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Otro segundo grupo de actividades se refiere a las distribuciones aleatorias de puntos en
el plano. En consistencia con las investigaciones previas, elaboramos la hipotesis H6.

H6: Esperamos que los alumnos de la muestra distribuyan los puntos en la cuadricula en forma
que todos los resultados posibles estén representados, pero con alguna variabilidad en las
Jrecuencias de los distintos resultados. Esta variabilidad sera menor que la tedrica.

Para el estudio es esta hip6tesis, utilizaremos las opciones y argumentos de los alumnos
en el item 4 y las variables cuantitativas analizadas en el item 2.

La segunda parte del cuestionario evaliia el empleo por los alumnos de diversos sesgos
y heuristicas en la asignacion de probabilidades en experimentos compuestos. Respecto a esta
parte del cuestionario hemos elaborado las hipotesis H7 y HS8.

H7: Solo una pequefia proporcion de alumnos serd capaz de proporcionar respuestas correctas
al total de items en esta parte de la prueba.

HS8: Los principales tipos de razonamientos incorrectos que esperamos encontrar son la
expectativa de una representatividad local de los procesos estocdsticos, el "enfoque en el
resultado aislado” y el sesgo de equiprobabilidad.

Para ¢l estudio es estas hipotesis, utilizaremos las opciones y argumentos de los alumnos
enlos items 5 a 8.

Por ultimo, hemos inchzido unos items sobre interpretacion de enunciados de probabilidad
en su acepcion frecuencial. Sobre esta parte hemos elaborado la hipotesis HO.

H9: Los alumnos de la muestra tienen dificultades en interpretar los emunciados propuestos
desde un punto de vista probabilistico, centrdndose en la prediccion de un resultado. Esta
dificultad, sin embargo, dismimuye cuando el problema se les presenta en un contexto mas
Sfamiliar.

Para el estudio es esta hipotesis, utilizaremos las opciones y argumentos de los alumnos
enlositems 9y 10.

Todas estas hip6tesis nos han sido sugeridas en gran parte por las investigaciones previas.

Para completar dichas investigaciones, se ha incluido el analisis de la consistencia entre los
argumentos de los alumnos y las opciones elegidas en los items, el estudio de las diferencias de
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opciones elegidas y argumentos entre los dos grupos, asi como en el analisis de correspondencias
entre diferentes items. Nuestras hipotesis sobre estos puntos son las H10 a H13.

H10: Esperamos obtener una consistencia de los alumnos entre las opciones elegidas en los
items y los argumentos en que se apoyan. Es decir, esperamos una correspondencia entre
argumentos correctos (incorrectos) y opciones correctas (incorrectas).

H11: Esperamos que los argumentos de los alumnos nos permitan descubrir que algunas
respuestas atribuidas en investigaciones previas a un cierto tipo de heuristica (sesgo) tengan una
explicacion alternativa.

H12: Esperamos una mayor proporcion de respuestas y argumentos correclos en el grupo de
alumnos de 18 afios. Es decir, esperamos un mejor razonamiento probabilistico en estos

alumnos, respecto a sus compatieros de menor edad.

H13: Esperamos obtener una estructura multifactorial en cada uno de los andlisis de
correspondencias realizados. Ello es consecuencia de nuestros presupuestos epistemologicos
sobre la naturaleza sistémica y componencial de los significados personales sobre un objeto
matematico, en general, y sobre los conceptos probabilisticos en particular.

1.5.4. TECNICAS DE RECOGIDA Y ANALISIS DE DATOS

Instrumentos de recogida de datos

En la primera fase del estudio hemos empleado una entrevista semiestructurada (Fox,
1981) para recoger datos sobre las concepciones de los alumnos participantes y sus estrategias
en la resolucion de las situaciones problematicas propuestas. Como indica Gutiérrez (1991), en
ocasiones se requiere un seguimiento continuo, completo y detallado de los estudiantes durante
su actividad, siendo en este caso insuficiente un cuestionario para la toma de datos.

De acuerdo con lo expuesto en Sierra (1985), consideramos en esta entrevista tres
elementos: a) la situacion experimental en la que tratdbamos de evaluar las concepciones de los
alumnos sobre conceptos probabilisticos, b) el instrumento de observacion, que fue un
cuestionario preparado al efecto, que se presenta en el Anexo uno y ¢) el modo en que se realiza,
que fue la interaccion personal.

La entrevista fue semiestructurada, porque, aunque se tenia un guion de preguntas, éstas
se variaron o completaron a juicio del investigador. Se realiz6 individualmente a cada uno de los
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alumnos participantes y el entrevistador tuvo libertad para pedir aclaraciones a los alumnos sobre
el sentido de sus respuestas. Tanto las actividades como el guién de entrevista fueron
cuidadosamente planeados de acuerdo con los objetivos perseguidos, teniéndose en cuenta las
recomendaciones de Novak y Gowin (1988). En particular, se escogié un tema en el cual el -
investigador estaba ampliamente familiarizado, se procuré escuchar al alumno, tener paciencia,
lograr un ambiente relajado y emplear el mismo lenguaje que el estudiante.

En la segunda fase se empled un cuestionario que se describe en el capitulo 3. El
cuestionario es indicado para ser aplicado y valorado de forma uniforme en los distintos sujetos,
incluso, cuando se pase en dias diferentes (Sachs, 1983), estando englobado dentro de las técnicas
objetivas de recogida de datos (Scott, 1988; Thorndike, 1989).

La construccion de un cuestionario es una tarea compleja, especialmente la redaccién de
los items de prueba. Por ello en nuestro caso la mayor parte de los items han sido tomados de
investigaciones previas, con lo que estaban suficientemente validados. Sin embargo, se han
completado pidiendo a los alumnos que expliquen el por qué de la opcion elegida. El tipo de
pregunta fue variado, incluyendo items de opciones miultiples; pregunta de verdadero o falso,
ambas completadas con una opcion de respuesta abierta y tareas a realizar por el alumno.

Puesto que la finalidad es obtener datos a nivel profundo de los conocimientos de los
alumnos, como método de recogida de datos se engloba en la medida. En ella planteamos a los
sujetos unas tareas a nivel consciente para generar una medida de su conocimiento o destreza
(Audrey, 1989; Dane, 1990).

Técnicas de analisis de datos

Hemos empleado diversas técnicas de analisis de datos, segun la fase de la investigacion.

En el analisis de las entrevistas, €l primer paso ha sido la transcripcion de las mismas. El
analisis de contenido (Weber, 1986; Bardin, 1986) de estas transcripciones y de los cuestionarios
completados por los alumnos, proporcioné una serie de categorias de respuestas en las variables
consideradas en cada uno de los diferentes apartados de los items utilizados: estrategia seguida,
argumento dado por el alumno, solucion aportada, etc.

Las categorias se han obtenido mediante un proceso ciclico de comparacion de respuestas
similares y de agrupacion o divisién de categorias cuando se ha considerado conveniente, segin
se recomienda en Miles y Huberman (1984), Huberman y Miles (1994).

Como indica Gil (1994), los datos aislados no son significativos, por lo que, una vez
codificados los datos, se elaboraron tablas de frecuencias para las diferentes variables. Estas tablas
se han cruzado con el grupo de alumnos, por lo que se presentan como tablas de contingencia.
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Asimismo se analizaron los patrones de respuestas de los alumnos en la parte final de la
entrevista, para estudiar con mayor profundidad la consistencia de estos alumnos en el empleo de
la heuristica de la representatividad.

Los datos obtenidos del cuestionario son de dos tipos. Por un lado, la opcion elegida en
cada item. Por otro, el argumento en que se apoya la respuesta. Para esta parte cualitativa se ha
seguido el mismo proceso de categorizacion descrito para la fase de entrevistas.

Una vez codificados los datos, y puesto que el mayor tamafio de muestra nos lo permite,
se ha procedido a un estudio de tipo inferencial para efectuar diversos tipos de comparaciones:

a) Comparacion de respuestas y argumentos en los dos grupos de alumnos para
comprobar la hipotesis de igualdad de distribucion de respuestas (o de argumentos).

b) Comparacion de argumentos segin opcion correcta/incorrecta al item, para descartar
la posibilidad de que los alumnos elijan al azar una de las opciones del item y para comprobar su
comprension de la opcion elegida.

Ambos tipos de contrastes se han hecho empleando ef estadistico Chi cuadrado.

Ademas, en cada una de las tres partes de la prueba se ha llevado a cabo un estudio
multivariante para analizar las interrelaciones entre respuestas a los diferentes items.

Como afirma Cornejo (1988), "El mayor problema que se ha planteado hasta fechas muy
recientes al estudio simultdneo de un gran niimero de variables ha sido la enorme dificultad de
captar el conjunto sin perder la red fina de interrelaciones especificas" (pg. 6). La solucion
viene dada hoy dia por las técnicas multivariantes de analisis de los datos. Segin Gras (1992)
constituyen una ruptura epistemolégica con la estadistica clasica respecto a los objetivos, los
datos tratados, el proceso, los métodos matemiticos empleados y los conceptos implicitos en los
mismos. Este analisis multivariante ha sido de dos tipos diferentes:

En la primera parte de la prueba, referente a sucesiones aleatorias y distribuciones
aleatorias de puntos en el plano, se han analizado las interrelaciones entre las razones dadas por
los alumnos para considerar o no aleatoria 1a situacién descrita. En total se han considerado ocho
situaciones correspondientes a los cuatro apartados de los items 3 y 4 del cuestionario. Cada una
de estas ocho situaciones se ha cruzado con las categorias comunes de argumentos de los alumnos
y con la respuesta positiva o negativa al item, obteniendo una clasificaciéon cruzada de tres
variables a la que se ha aplicado un analisis de correspondencias simple.

El analisis de correspondencias simple permite el trabajo con variables cualitativas, y sus
propiedades de equivalencia distribucional y representacién dual lo hacen un instrumento
especialmente valioso. Utiliza una descomposicion de la x° y el estudio se realiza mediante una
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representacion grafica conjunta de filas y columnas, que tienen aqui un papel intercambiable. Una
propiedad importante de la distancia x’ es lo que se denomina la equivalencia distribucional:
puesto que en esta distancia no intervienen los valores de la variable, sino su distribucion de
frecuencias, la distancia entre dos filas o columnas es independiente del codigo que hayamos
asignado a cada categoria. Evita asi la arbitrariedad de la codificacion o particionamiento de la
realidad (Cornejo, 1988).

El analisis de correspondencias puede entenderse también como la bisqueda de la
representacion dual éptima en la que filas y columnas de una tabla de contingencia juegan un
papel simétrico. Por tiltimo, existe la posibilidad de representacion, sobre los ejes obtenidos, de
filas y columnas suplementarias, que no han intervenido en la formacion de estos ejes. Esta
posibilidad es considerada como un nuevo enfoque de la regresion y permite, no sélo ver en
perspectiva cualquier otra variable de interés, sino posicionar "perfiles ideales” propuestos por la
teoria, cuya posicion privilegiada en el plano de proyeccion tiene siempre un caracter de "prueba”
(Escofier y Pagés, 1988).

En cada uno de los otros dos apartados (uso de heuristicas e interpretacién de los
enunciados frecuenciales de probabilidad) se ha realizado un anilisis de correspondencias
multiples de las respuestas correctas o incorrectas en cada apartado de los items que la componen.
Fl analisis de correspondencias multiple es una extension al caso de una poblacion clasificada por
tres 0 mas variables cualitativas y puede considerarse semejante al analisis de componentes
principales para variables cuantitativas.

Las cuestiones de validez y generalizabilidad

Las fuentes de error en la investigacion se derivan de los procesos de muestreo implicitos
y pueden tener un caricter aleatorio o sistematico. La validez esta relacionada con la falta de
sesgos sistematicos, mientras que la fiabilidad se refiere al control de los errores aleatorios, que
son, hasta cierto punto inevitables, pero que podemos reducirr aumentando el tamafio de la
muestra (Messick, 1991).

"La fiabilidad concierne a la extension por la cual un experimento, test u otro
procedimiento de medida proporciona los mismos resultados en pruebas repetidas” (Carmines
y Zeller, 1979, pg. 11). "La validez es la extension por la que proporciona una respuesta
correcta" (Kirk y Miller, 1986, pg. 19).

Respecto a la validez, Cook y Campbell (1979) diferencian cuatro tipos: interna, externa,
estadistica y de constructo. Cada una de ellas debe ser juzgada en la medida en que la
investigacion controla los diferentes tipos de sesgos implicados y no es nunca una cuestion de
existencia 0 no existencia, sino de grado.
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En esta investigacion la validez estadistica se ha controlado mediante un uso adecuado de
los procedimientos estadisticos empleados, que han sido escogidos entre técnicas aplicables a
variables estadisticas cualitativas. Los requisitos de aplicabilidad de las pruebas chi- cuadrado, en
cuanto al tamaiio de las frecuencias esperadas, han sido tenidos en cuenta, reagrupando categorias
semejantes cuando ha sido necesario. Por otro lado, las técnicas estadisticas han sido aplicadas
con una filosofia de anlisis inicial de datos (Cabria, 1994), puesto que no hemos pretendido
realizar contrastes de hipétesis formales.

El grado de validez externa viene dado por el tamafio de muestra empleado y su
representatividad con respecto a otros alumnos similares. Puesto que no hacemos contrastes
formales de hipotesis respecto a las variables explicativas, las cuestiones de validez interna no son
pertinentes en esta investigacion. Finalmente la validez de constructo viene dada por el grado en
el cual los items empleados en los instrumentos permiten obtener indicadores empiricos de las
variables respuesta de interés.

Segun nuestros presupuestos tedricos, las posibles tareas relativas a los conceptos
analizados constituyen una poblacion de la cual los items seleccionados son una muestra. Hemos
tratado de aumentar la validez de constructo mediante un analisis a priori del campo de problemas
de interés, descrito en la seccion 1.3 y la seleccion de una muestra representativa de situaciones
de este campo de problemas.

Somos conscientes de que el tamafio limitado de la muestra de preguntas empleadas no
permite abarcar toda la riqueza de dicho campo de problemas. No obstante, hemos tomado la
opcion de incliir una muestra mas variada de problemas, con objeto de conseguir una mayor
representatividad, frente a la opcion de restringirnos a un tnico tipo de problema en el cual se
controlasen todas las posibles variables. Esta segunda opcion, a nuestro juicio, aumentaria la
precision de nuestros resultados, aunque limitaria la validez de construccion del mismo.

Puesto que consideramos que las variables objeto de nuestro estudio tienen un caracter
multidimensional, hemos preferido el marco de la teoria de la generalizabilidad (Brennan, 1983),
frente al calculo de un indice clasico de fiabilidad. Los indices obtenidos se incluyen en la seccién
3.3.
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ESTUDIO EXPLORATORIO DE RESOLUCION DE PROBLEMAS
PROBABILISTICOS EN SITUACION DE SIMULACION






2.1. INTRODUCCION

Al considerar la posibilidad de utilizar un enfoque frecuencial en la ensefianza de la
probabilidad, basado en la realizacion de experiencias aleatorias, reales o simuladas, hemos
analizado en la seccion 1.3 como la sucesion de experimentos aleatorios da lugar a la nocion
matematica de proceso estocastico en tiempo discreto. Incluso el lanzamiento de una moneda
es un modelo matematicamente muy rico, a partir del cual se pueden plantear diversos
problemas de los que emergen las principales distribuciones de probabilidad y puede ser asociado
con otros procesos estocésticos;, por ejemplo, los recorridos aleatorios. En estos procesos
estocasticos podemos distinguir dos partes: la tendencia, representada por la regularidad global,
especialmente por la frecuencia relativa de los sucesos del experimento simple en el total de
ensayos, y la variabilidad local, que es mucho mas rica.

Aunque son muchas las propuestas curriculares basadas en la experimentacion o
simulacién, como en Schools Council Project (1980), Glayman y Varga (1975), Shulte y Smart
(1981), Godino er al. (1988), Shaughnessy y Arcidiacono (1993), generalmente el interés se
centra en el estudio de la regularidad global. Se estudian las frecuencias relativas de sucesos
asociados al experimento simple o compuesto de 2 o 3 experimentos simples, y se olvida el
estudio de la variabilidad del proceso. Este tema solo es objeto de estudio en cursos
especializados de algunas licenciaturas y siempre desde el punto de vista formal.

Sin embargo, con estas actividades se presenta la oportunidad de plantear problemas de
los que surjan, de modo intuitivo, algunas nociones relativas a procesos estocasticos, como ya
se seflala en trabajos de Engel (1988), Glayman y Varga (1975) y otros autores. Entre estas
nociones estarian las rachas, maximos y minimos, tiempos de espera de un cierto suceso,
probabilidades de transicion, etc. No queremos sugerir un estudio formal de estos conceptos, sino
plantear situaciones en que se presenten de forma implicita, de modo que el alumno pueda
observar sus propiedades.

Como hemos sefialado, pensamos que los errores descritos relativos a la probabilidad
condicional, la falta de apreciacién de un ensayo como parte de un proceso estocastico y la
confianza indebida en las pequefias muestras pudieran ser debidas a un énfasis excesivo 0 a un
enfoque incompleto en la aproximacién frecuencial de la probabilidad. De este modo, la
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adquisicion de un significado personal incompleto sobre la probabilidad pudiera constituirse en
obstaculo (Brousseau, 1983) para la comprension posterior de otros conceptos, especialmente
la probabilidad condicional y la independencia.

Por el contrario, un enfoque frecuencial en el que se estudiasen algunas propiedades
sencillas, aunque fuese a nivel intuitivo, del proceso estocastico subyacente en la realizacion de
las experiencias, puede ser un modo adecuado para la superacion de las dificultades descritas.
Este enfoque supondria presentar al alumno una muestra representativa de los problemas que dan
origen al concepto de probabilidad, desde el punto de vista frecuencial.

En esta primera fase de la parte experimental de Ia tesis hemos iniciado una investigacion
sobre la posibilidad de efectuar esa aproximacion en la ensefianza de la probabilidad con
alumnos de secundaria. Como el tema es bastante complejo, se han disefiado y lievado a cabo
experiencias muy controladas con un nimero reducido de alumnos, para estudiar el
significado que los alumnos atribuyen a los objetos mateméticos que intervienen en dichas
experiencias. Las preguntas que nos hemos planteado son las siguientes:

a) ;, Cuales son las practicas intuitivas que realizan los alumnos al comenzar su aprendizaje
de la probabilidad para resolver algunos problemas sencillos sobre una sucesion de ensayos,
como, por ejemplo: Describir una trayectoria, calcular la probabilidad de transicion, estimar el
tiempo de espera o el tiempo medio, identificar la propiedad de pérdida de memoria, etc.?

b) (Cules de estas practicas son incorrectas y en qué sentido? ;Se pueden clasificar o
encontrar patrones en las respuestas de los alumnos?

c) ;Son capaces los alumnos de cambiar el modo de representacion de una sucesién de
ensayos a otro proceso como el recorrido aleatorio y viceversa? ;Cual de estos tipos de represen-

tacion les resulta mas intuitivo? ;Con cuél de ellos resuelven mejor los problemas planteados?

d) ;Son capaces los alumnos de resolver los problemas que les planteamos en las
situaciones didacticas, relativos a las sucesiones de ensayos? ;(Cuales son las dificultades que
encontramos?

) (Se ha producido cambio en las practicas empleadas por los alumnos, después de
la realizacion de las experiencias? ;Qué tipo de cambio?

Los resultados obtenidos sobre estas preguntas se describen en el resto de este capitulo.
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2.2. DESCRIPCION DEL GUION DE ENTREVISTA Y DE LA MUESTRA DE
ALUMNOS

La prueba utilizada en esta primera fase del trabajo experimental se incluye en el Anexo
1y consta de diecisiete preguntas/actividades divididas en cuatro apartados, en los que se han
tratado los siguientes conceptos: experimentos aleatorios, sucesiones de Bernoulli, recorridos
aleatorios y esperanza matematica, representatividad, frecuencias relativas y su representacion.
Aunque se ha preparado un guién de entrevista compuesto de las referidas preguntas para su
realizacion, esta pensada para ser propuesta individualmente a cada uno de los alumnos, y
combina la respuesta a las preguntas, con la realizacién de experimentos aleatorios ( o su
simulacion) y el registro grafico de sus resultados.

Las entrevistas estaban dirigidas a alummnos que acababan de terminar el C.O.U. y a otros
que acababan de terminar la E.G.B., de un nivel socio-cultural medio y homogéneo de la ciudad
de Melilla. Al elegir estas dos clases de alumnos el fin pretendido fue estudiar las diferencias en
las concepciones de estos dos grupos de alumnos, ya que los primeros tienen una mayor edad y
han recibido instruccion en probabilidad durante el bachillerato. Puesto que la muestra es reducida
e intencional, la intencion del estudio es exploratoria y no se pretende la generalizacion de los
resultados.

La muestra estaba formada por diez alumnos de primer curso de bachillerato y otros diez
de primer curso de magisterio, siendo la edad de los alumnos de bachillerato entre catorce y
quince afios y en los alummnos de magisterio entre diecisiete y diecinueve afios. El motivo por el
que se eligi6 estos alumnos de magisterio fue la facilidad de acceso a los mismo y el hecho de que,
al realizar las entrevistas durante los primeros dias del curso académico, podemos considerarios
similares a otros alumnos que acaban de finalizar el bachillerato. No obstante somos conscientes
de las limitaciones en las posibilidades de generalizacion de nuestro estudio, al tratarse de una
muestra restringida. Esta muestra, que se obtuvo de forma aleatoria, entre un niimero aproximado
de 40 alumnos de los citados cursos, contaba con una distribucion de cuatro mujeres en el grupo
de bachillerato y de seis en el segundo grupo, magisterio. En cuanto a sus calificaciones, el rango
de calificaciones ha variado desde sobresaliente en las calificaciones previas, hasta aprobado,
siendo sus notas medias en la asignatura de matematicas de notable alto en los alumnos de
bachillerato y de bien en el grupo de magisterio.

La prueba se paso individualmente a cada sujeto, utilizando para ello una bolsa con dos
bolas de dos colores diferentes (verde, rojo), dos fichas del mismo color y material, pero con una
inscripcion que las diferenciara (femenino, masculino), magnetofon en el que se grabaran los
comentarios en las realizaciones de la prueba, guion de la prueba para cada alumno y un guién
de direccion para el investigador. Se ha puesto el mayor cuidado en no influir sobre la respuesta
de los alumnos, asi como en darles el suficiente tiempo de reflexion en sus respuestas. Al

93



Capitulo I

disponerse del registro de la entrevista en magnetofon, ademas del formulario cumplimentado,
se podia interpretar cualquier duda en el proceso de codificacion, asi como verificar la fiabilidad
de este proceso. Puesto que el estudio es cualitativo y exploratorio, no considero adecuado el
célculo de un indice cuantitativo de fiabilidad, como por ejemplo el de Cronbach. Sin embargo,
la categorizacion fue revisada por otro investigador del Departamento. A continuacion se describe
el contenido del cuestionario.

Este apartado consta de dos items: 1.1y 1.2. En él proponemos dos situaciones diferentes para
estudiar como los sujetos perciben las caracteristicas de la aleatoriedad en sucesos de este tipo.

ftem 1.1.- Juan lanza una moneda diez veces y su caspafierc Pedro va anotando los resultados
obtenidos. Después Pedro muestra a Juan tres listas de resultados de las que Juan elegird la
verdadera. ;Cuil crees ti que seria la verdadera de las tres siguientes?:

a) ¢,¢,¢,C,C %X X, X XX
b) ¢,X,C,X,C,X,C,X,CX
¢) ¢,%,c0,0,C,%X,X,C,X%,C

iPor qué?

Este item presenta al alummo tres sucesiones de caras y cruces de longitud 10, pidiéndole
nos dé su opinion sobre cual de estas sucesiones considera que es aleatoria. Para resolver este
problema, el alumno debe explicitar las propiedades que atribuye a dichas sucesiones.

No es nuevo este item en la literatura de investigacion sobre probabilidad. Como
¢jemplo, Green (1982 b) utiliza un item de este tipo en su test sobre intuiciones probabilisticas,
presentando al alumno dos sucesiones de caras y cruces en €l contexto de que una de estas
sucesiones ha sido obtenida a partir de una moneda y laotra es trucada. Asimismo, el paquete
de programas GASP (Fisch y Griffeath, 1988) presenta una actividad consistente en pedir al
alumno que adivine cusles, entre una serie de sucesiones de caras y cruces, proceden de un
experimento aleatorio. También en la seccién 1.4.2 describimos otras investigaciones similares.

El objetivo perseguido es averiguar si el alumno es consciente de dos caracteristicas
fundamentales de los procesos estocasticos: la regularidad global, representada por la
convergencia de la frecuencia relativa de los sucesos elementales a las probabilidades tebricas y
1a variabilidad local, consistente en los diferentes patrones aleatorios de las muestras pequedias
de resultados de los experimentos aleatorios. Estos dos objetivos son los perseguidos en
nuestro caso con este item.

Hemos presentado al alumno tres sucesiones diferentes de ensayos, que en realidad son
equiprobables, ya que aplicando la regla de Laplace, cada una de ellas tiene una probabilidad
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o Sin embargo, investigaciones sobre la percepcion subjetiva del azar como las de Green
2

(1988) y de Konold et al. (1991) muestran que los sujetos no las perciben como igualmente
aleatorias. En las sucesiones a) y b) se presenta exactamente la misma frecuencia de caras y
cruces, y en la ¢) una frecuencia aproximadamente igual. Ademas, en la segunda se presenta una
alternancia y una estabilidad de la frecuencia en el proceso, incluso a corto plazo. Enla a) se
presenta un suceso que, en la heuristica de 1a representatividad (Kahnemann et al. 1982) es
considerado como muy improbable, siendo realmente tan probable como los otros dos. Final-
mente la c) presenta una sucesion en que se manifiestan tanto la regularidad global como la
variabilidad local. El nimero de ensayos se ha limitado conscientemente a 10, para que la
estructura global sea facilmente asequible a los alumnos.

ftem 1.2 ;Crees que se puede predecir con sequridad el préximo resultade al lanzar de nuevo la
moneda? Explica tu respuesta.

Tiene como proposito el averiguar si alguno de los alumnos tiene la creencia en su
capacidad de prediccion de un suceso aleatorio particular, o por el contrario sabe que la Ginica
prediccion posible sobre tal tipo de sucesos puede hacerse en términos de probabilidades.

En el caso de suponer que puede predecir el resultado, podrian darse tres posibilidades:

- El alumno utiliza la heuristica de la representatividad y basa su prediccion en la "recencia
positiva" o "negativa" (Piaget e Inhelder, 1951).

- El alumno no comprende el término seguro. Segun las recientes investigaciones de
Fischbein et al. (1991) hay una mayor dificultad en la comprension de este concepto frente a la
idea de posible.

- El alumno piensa que puede influenciar el azar, por ejemplo, controlando la fuerza con
que lanza la moneda y su posicion inicial. Esta creencia de ciertos alumnos es también
descrita en el trabajo de Fischbein et al. (1991).

combinatoria

En este apartado se estudian las concepciones de los alumnos sobre las sucesiones de
Bernoulli (Feller, 1973; Engel, 1988), comenzando con la idea de sucesion limitada de
ensayos (o experimento compuesto de n ensayos simples) que, progresivamente, se va ampliando.
Debido a la relacion fundamental del experimento compuesto con las operaciones combinatorias
(Heitele, 1975) hemos aprovechado también esta parte de la prueba para estudiar la capacidad
combinatoria de los alumnos.
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Aqui se pasaron siete preguntas con diferentes apartados y con ello s¢ pretende
obtener la idea que los alumnos tienen de los siguiente conceptos.

A) Operaciones combinatorias y capacidad de enumeracion sistematica. Diferentes
investigaciones como las de Fischbein y Gazit (1988), Lecoutre (1985), Maury y Fayol
(1986), Batanero et al. (en prensa) muestran la relacion entre razonamiento combinatorio
y probabilistico y las dificultades de los estudiantes respecto al razonamiento
combinatorio. Una sintesis de estas investigaciones puede verse en Navarro-Pelayo
(1991) y (1994).

B) Independencia de sucesos. Una caracteristica de gran importancia en la definicion de las
pruebas de Bernoulli es la hipotesis asumida de independencia de los sucesivos
experimentos que componen la sucesion de ensayos.

C) Experimento compuesto, espacio muestral del experimento compuesto y también se
pretende ver si utilizan la estrategia de representatividad y si presentan el sesgo de
"recencia positiva o negativa".

ftem 2.1 8Saca una bola de las dos que hay en la bolsa, anota si es roja o verde y devuélvela
a la bolsa. Haz lo mismo otras dos veces.

Este item es realmente una actividad en la que el alumno realiza una experiencia
aleatoria por tres veces seguidas y anota sus resultados. Nos hallamos, en consecuencia,
ante una breve sucesién de pruebas de Bernoulli, o repeticion sucesiva de un mismo
experimento aleatorio. Aunque en la practica escolar lo ordinario es considerar exclusivamente
el experimento en forma aislada y centrar el interés sobre la frecuencia relativa de aparicion de
cada suceso, en esta parte de la prueba el fin perseguido es diferente.

Conscientemente vamos a considerar desde el principio el experimento compuesto de los
tres ensayos. El interés se centrard en el espacio muestral producto, en lugar de considerar
los sucesos de un solo experimento. Ademas, rapidamente se pasara a considerar la
continuacién de la prueba efectuando nuevas extracciones. Por tanto, mais que estar
interesados en un espacio producto particular E,, E,, etc., se trata de estudiar las concepciones
de los alumnos sobre la estructura del espacio de probabilidad E, , donde n se puede ir
aumentando a voluntad, esto es en el estudio del comportamiento de una sucesion de ensayos.

ftem 2.2 ;Crees que esta forma es la finica o podria haber salido de otra forma?
8i crees que hay otras posibles secuencias en la extraccidén de las bolas, escribe algunos
de los resultados que podrian haber salido.
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El primer apartado de este item trata de hacer reflexionar al alumno sobre el suceso
concreto que se ha obtenido en el experimento compuesto por las tres extracciones y su caracter
aleatorio,

En el segundo apartado se le pide que escriba otras posibles secuencias que podrian
obtenerse como resultados de dicho experimento. Conscientemente empleamos la palabra
secuencia, para sugerir la sucesion de ensayos, que no ha de estar limitada a los tres ensayos, sino
que puede ser continuada (incluso indefinidamente). Pretendemos ver si el alumno ha
comprendido cuales son los posibles sucesos elementales de este experimento (que estan
formados por una terna cualquiera de sucesos elementales del experimento simple). También se
pretende ver su capacidad combinatoria, estudiando los procedimientos que siguen los alumnos
para escribir alguna de estas posibles ternas. En una primera fase, tan sélo se les pide algin
ejemplo, sin buscar la exhaustividad.

ftem 2.3 De los Gltimos resultados gue tG has escrito, ite parece mis prcbable alguno de ellos?
Cuil?
zpor qué?

Al escribir varios ejemplos diferentes de sucesiones es facil que el nimero de bolas rojas
y verdes sea diferente en alguno de ellos. Se pretende en este item averiguar si el alumno es
capaz de aplicar la regla de Laplace a los sucesos elementales del espacio producto, puesto que
en este caso pueden aplicarse los criterios de simetria y de razon insuficiente o, por el contrario,
supone alguna causa para asignar mayor probabilidad a unos sucesos que a otros. En este caso,
es probable que el alumno aplique la heuristica de la representatividad.

ftem 2.4 ;Serias capaz de escribir todos los posibles resultados que podemos cobtener al sacar
tres veces una bola de la bolsa, si cada vez devolvemos la bola a 1la bolsa?

El objetivo de este item es ver la capacidad combinatoria de los sujetos, ya que se les pide
la enumeracion sistematica del espacio muestral producto en un experimento compuesto.
Sobre esta capacidad combinatoria, nos interesa averiguar los puntos siguientes:

- Si el alumno es consciente de la necesidad de tomar en consideracion el orden en este
experimento, o bien si confunde las variaciones con repeticién con las combinaciones con
repeticién, para este caso. La dificultad de tener en cuenta el orden de los sucesos,
cuando los experimentos se plantean con objetos indistinguibles, ha sido estudiada por
autores como Lecoutre (1985, 1992), Lecoutre y Durand (1988) y Fischbein ez al. (1991).

- Si el alumno, teniendo el orden en cuenta o no teniéndolo, emplea un procedimiento
de enumeracion sistematico o por el contrario emplea un procedimiento de ensayo y
error. En ambos casos, si el procedimiento empleado le lleva o no a completar
satisfactoriamente el espacio muestral producto.
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ftem 2.5 Haz otras diez extracciones y anota el resultado.

Elitem 2.5 es una continuacién en la realizacion de ensayos, con otras diez extracciones
y el registro de sus resultados. De este modo se introduce al alumno la idea de posible
continuacion de la sucesion de ensayos por un nimero cualquiera de ensayos y se le hace
reflexionar sobre las caracteristicas que ha presentado hasta ahora el proceso desde su
comienzo.

ftem 2.6 Viendo los resultados que has cbtenido hasta ahora en el anterior ejercicio, ies mis
probable que la préxima bola sea roja © que sea verde?
cPor qué?

Insistimos de nuevo en la posibilidad de prediccion de resultados individuales del proceso.
De este modo tratamos de estudiar la posible resistencia de las concepciones iniciales del
sujeto, asi como el posible proceso de aprendizaje que, sin duda, se esta realizando en el alumno
como consecuencia de la realizacion de esta experiencia que combina experimentacion, registro
y reflexion sobre los resultados, metodologia recomendada para la ensefianza de la probabilidad
por diferentes autores, como Bruni y Silverman (1986), Godino et al. (1988), Shaughnessy
(1992), entre otros.

Aunque el proposito de la experiencia no es la ensefianza, sino el estudio de las
concepciones de los alumnos, es imposible eludir el componente de aprendizaje. Esta
caracteristica no es exclusiva de nuestro experimento, sino que creemos es inherent¢ a toda forma
de evaluacion de concepciones.

ftem 2.7 81 en el lanzamiento de una moneda se ha obtenido cara, jes mis probadble que en el
préximo lanzamiento sea cara © es mis prcbable que sea cruz?
iPor qué?

Nuevamente se hace la pregunta de prediccion, aunque se cambia el contexto. Al dar por
supuesto que se conoce el resultado inmediatamente anterior, se quiere evaluar si el alumno
supone o no la independencia en las pruebas repetidas.

Este apartado consiste en proponer al alumno 1a simulacién de un juego de apuesta
a partir de la cual se le plantean diferentes preguntas.
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Como recurso didéctico para la ensefianza de la probabilidad, la simulacion presenta
posibilidades que han sido sefialadas, entre otros por Badrikian (1982), Engel (1988),
Gnanadesikan ef al(1987) y Knowler y Knowler (1981). Estas posibilidades se han visto
incrementadas por el ordenador, como se pone de manifiesto en Biehler (1991, 1993), Bland
(1985) y Collis (1982). No obstante, esta actividad no se debe presentar sola, sino integrada en
una enseflanza que contemple los necesarios aspectos de formulacion, validacion e
institucionalizacion (Brousseau, 1986). Para esta experiencia hemos preferido, sin embargo,
realizar una simulacion sin ordenador. La finalidad de la misma, por otro lado, no es de
ensefianza; es de evaluacion, aunque ya hemos indicado la posibilidad de que se produzca un
efecto de aprendizaje.

En el contexto de estudiar la evolucién de la fortuna de un jugador a lo largo de las
diferentes partidas, se introduce la representacion gréfica de un recorrido aleatorio, que servira
para plantear al alumno diversas cuestiones sobre algunos conceptos relacionados con este
proceso estocastico.

Los recorridos aleatorios constituyen una clase de proceso estocastico abordable en forma
intuitiva desde una edad temprana y su estudio es fundamental en el célculo de Probabilidades.
Como ejemplo, citaremos la exposicion de este tema en el libro de Feller (1973), en el que
obtiene una gran cantidad de resultados teoricos, simplemente a base de razonamientos
combinatorios y en el que muestra la gran cantidad de fenémenos a los que puede aplicarse este
modelo. Sin llegar a la profundidad de esta exposicion, sin duda adecuada para alumnos de
ultimos afios de bachillerato o primeros cursos de universidad, si creemos que pueden tratarse
de modo intuitivo algunos aspectos de esta clase de procesos estocasticos, relacionados con
las sucesiones de Bernoulli, en cuanto que se puede generar una recorrido aleatorio a partir de
una sucesion de Bernouili y reciprocamente.

Entre los diferentes aspectos que se querian tratar en este apartado destacamos:

Recorrido aleatorio.

Registro y representacion grafica de datos.
Trayectorias y trayectorias alternativas.
Estados y transicion entre estados.

Sesgo de representatividad local.
Independencia de sucesos.

Propiedad de Markov.

El ejemplo elegido, basado en el clasico problema de 1a ruina de un jugador, nos parece
doblemente instructivo: por la importancia que este problema ha tenido en el célculo de
probabilidades (véase, por ej. Zaki y Pluvinage, 1991) y por el atractivo que los juegos de
apuesta tienen para los alumnos. La importancia de los juegos como recurso didéctico en la
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ensefianza de la probabilidad es puesta de manifiesto en los trabajos de Bright y Harvey (1986),
Bright ef al. (1981, 1982).

item 3.1 supongamos que un jugador juega a sacar una bola de una bolsa en la que hay dos
bolas, una roja y otra verde, apostando siempre a que sale bola roja. En cada prueba se juega una
moneda. 81 sale bola roja gana una moneda y si es verde pilerde una moneda. Al principio del
juego tenia 50 monedas.

- Haz esta prueba diez veces, como si fueses el jugador y ancta los resultados.

~ Segin lo que has cbtenido en tus extracciones, ;cuintas monedas tendrias ahora?

- Representa en el grifico la secuencia y el namero de monedas que tiene el jugador después de
cada una de las jugadas.
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Se introduce al alumno en la situacion del juego de apuesta, pidiéndole que simule una
serie de 10 jugadas, preguntandole por la fortuna final del jugador tras este experimento.

Esta situacion didactica sirve para introducir al alumno en la representacion grafica
de la fortuna deljugadoren cada partida del juego. Se utilizan unos ejes, representando en
el eje de las X el mimero de la partida y en el eje de las Y la fortuna del jugador. El origen de
este Gltimo eje es puesto inicialmente en el valor 50, que es el valor inicial.

De este modo, se obtiene la representacién grafica de una trayectoria del recorrido
aleatorio asociada con este experimento, para los 10 primeros ensayos. En el mismo gréfico se
registra la sucesion de bolas verdes y rojas obtenidas, con lo que es posible apreciar la
correspondencia biunivoca entre esta sucesion, el recorrido aleatorio y la sucesion de valores de
la fortuna del jugador. Estos tres procesos estocasticos no son, sin embargo, totalmente
equivalentes, ya que el conjunto de estados de uno es el conjunto de los enteros, e incluso
podemos llegar a definir estados absorbentes, si se supone que al llegar a cero el jugador se
arruina y el juego finaliza. En la sucesion de bolas, el conjunto de estados sélo tiene dos
valores (V R), no habiendo estados estacionarios. Por otro lado, con el recorrido aleatorio
podemos definir conceptos, como el de corte con el eje, que no tienen sentido en la sucesién
de ensayos.
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Este experimento se repite tres veces, con objeto de obtener tres trayectorias
diferentes para el proceso estocastico dado y poder comparar sus semejanzas y
diferencias.

ftem 3.2 Después de las cinco primeras jugadas nuestro jugador tenia 51 monedas. Ha pasado de
50 monedas a 51 siguiendo la trayectoria que se te indica:
RYVRRV.

éHay otras trayectorias posibles para pasar de 50 a 51 monedas?

8i tu respuesta es que si, dibuja en el grifico alguna de las trayectorias que tu
propones.

¢Podrias haber conseguido exactamente la misma ganancia con otros resultados de rojas y
verdes en las cinco jugadas?

Da un ejemplo, escribiendo la secuencia de rojas y verdes necesarias para cbtener dicho
camino.

Se pone al alumno un ejemplo de posible trayectoria en cinco partidas, que conduce del
estado inicial (50 monedas) a un estado final dado (51 monedas), dandole la sucesién de bolas
rojas y verdes de estos cinco ensayos y dibujandole la trayectoria asociada. Se le pide que dibuje
otras posibles trayectorias que conduzcan desde el estado inicial al mismo estado final. También
se le piden otras secuencias de bolas rojas y verdes que conduzcan al mismo resultado.

Por un lado se pretende ver si el alumno ha comprendido la idea de trayectoria y observa
la correspondencia entre trayectorias y sucesion de ensayos. Por otro, se desea estudiar de
nuevo la capacidad combinatoria del alumno, tanto para enumerar elementos del espacio
producto formado por cinco resultados de bolas verdes y rojas, como para la construccion de
trayectorias, con la limitacion dada de un punto inicial y otro final.

ftem 3.3 ;Cudl es la ganancia mixima que podrias haber cbtenido en las diez jugadas?
iCrees gque esto es poco probable o muy probable?
iPor qué?

Se introduce la idea de maximo en una parte de latrayectoria. También se pide una
estimacion de la probabilidad de ocurrencia de un méaximo, para lo cual el alummno ha de asociar
al estado dado la posible (sélo hay una) trayectoria que conduce a este estado desde el estado
inicial, asi como hacer una estimacion del nimero total de trayectorias en diez partidas.

ftem 3.4 Como puedes ver en el primer juego que hicimos, después de 10 jugadas, el jugador ha
estado por encima del eje (ganando) durante jugadas, y por debajo (perdiendo) curante
jugadas. Ha habido _____ cortes con el eje, al pasar de un lado al otro del eje.

¢Piensas que ha tenido mucha o poca suerte en este juego?

icTe parecen normales los resultados?

iPor qué?

iCuintas veces te parece que seria lo mis probable que se cruzara de un lado al otro del

eje en diez lanzamientos?

iPor qué?
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iCada cuintas jugadas piensas que seria mis prcbable que la trayectoria cambiase del
lado del eje?

Realiza otra simulaciédn para cosprobar tus conjeturas y anota la trayectoria en un
grafico.

En este item se hace reflexionar al alumno sobre el mimero de jugadas, que en la
trayectoria obtenida se ha estado por encima o debajo del eje determinado por la puesta inicial de
50 monedas y sobre el mimero de cortes con el gje.

Se quiere comprobar sus intuiciones sobre el mimero de cortes con el eje en una longitud
dada de la trayectoria, asi como sobre el tiempo necesario para un retorno al origen. Como
se indica en Feller (1973), pag. 91, la distribucién de estos tiempos es contraintuitiva, ya que son
mas probables, tanto los intervalos cortos de tiempo, como los largos, siendo poco probables
los valores intermedios. Esta distribucion es simétrica, teniendo forma de U su distribu-
cion de probabilidades. Esta caracteristica contraintuitiva es frecuente en muchos fenomenos
estocasticos,

ftem 3.5 8i este jugador, durante 50 dias seguidos jugase cada dia sacando 10 bolas de la cala
y comenzando cada dia con 350 monedas:

iCuantos dias piensas que acabaria el juego con mis de 50 monedas?

LPor qué?

iCuinto dinero crees que habria ganado en total en los 50 dias?

¢Por qué?

Ahora se le plantea al alumno una pregunta sobre el nimero de trayectorias esperado
que finaliza, tras 50 jugadas, a un lado u otro del eje, o lo que es lo mismo, sobre el nimero de
dias en que el juego simulado es de esperar que acabe con una ganancia o pérdida para el jugador,
que ha de ser aproximadamente la mitad de ellos.

También se pregunta al alumno sobre la ganancia total esperada en los 50 dias, por lo que
debe "movilizar" la idea de esperanza matematica, junto con la prevision de probabilidades de
ganancia o pérdida.

Aunque cada uno de los juegos que constan de 50 jugadas puede finalizar con una
ganancia (pérdida), que oscila entre -50 (si el jugador pierde todas las jugadas) y +50 (si el
jugador las gana todas), la distribucién del mimero de monedas ganada o perdidas en 50
jugadas sigue una distribucion binomial de media cero. Puesto que la distribucion binomial es
simétrica, es de esperar que la mitad de los dias la ganancia sea positiva y la mitad negativa. Este
item pretende estudiar las intuiciones de los alummnos sobre estas propiedades.

ftem 3.6 El jugador tiene ahora 52 monedas y va a realizar dos jugadas mis. :;Es mis probable que
después de estas jugadas tenga otra vez 52 monedas, que tenga dos mis o dos msenos que antes?
cPor qué?
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Finalmente, para acabar la parte correspondiente al estudio de este juego y de los
recorridos aleatorios, se estudian las intuiciones sobre las probabilidades de transicion desde un
estado inicial dado a los posibles estados finales, en dos pasos. La posibilidad de transicion en
dos pasos desde un estado se restringe al estado inicial o a dos monedas mas ( si gana dos veces
consecutivas) o dos monedas menos (si pierde por dos veces seguidas). Estas tres posibilidades
no son sin embargo equiprobables, puesto que hay dos trayectorias (RV y VR) que conducen
al estado inicial y s6lo una para cada uno de los otros dos estados. Pretendemos ver si el
alumno asocia las posibles trayectorias que conducen desde un estado dado a los posibles
tras dos pasos o bien si considera todos los casos como equiprobables, haciendo una
generalizacion indebida de la regla de Laplace.

Consta de tres items y pretende estudiar el significado que los alumnos atribuyen
a la convergencia estocastica, esto es a la convergencia de la frecuencia relativa de un suceso a
la probabilidad teorica del mismo.
Los conceptos y propiedades principales tratados en este apartado son:
A) Efecto del tamafio muestral sobre el estadistico.
B) Probabilidad en experimentos compuestos.
C) Frecuencia relativa.
D) Estabilidad y oscilacion de las frecuencias relativas.

ftem 4.1. Bn la maternidad de 1la ciudad X estin smy interesados en prever el nimerc de recién
pacidos gue serin varones o hembras, con chjeto de disponer de suficiente ropa segin el sexc del
recién nacido. Por este motivo han ideado el siguiente sistema de registro:

éCuil de estos casos te parece mis probable?:
A) Que entre los préxXimos 10 nacimientos, 8 sean varones.
B) Oue entre los proximos 100 nacimientos, 80 sean varones.
C) Las dos cosas anteriores son igual de probables.

Indica cuil te parece mis probable y por qué.
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El primero de los items de este apartado es el item clasico utilizado en diversas investiga-
ciones que se describieron en la seccion 1.4.3, como la de Green (1982 a), a partir de los trabajos
de Kahneman ef al. (1982). Este item ha sido utilizado por estos investigadores para comprobar
si los sujetos siguen la heuristica de la representatividad, esto es, si juzgan la probabilidad de
un suceso de acuerdo con su parecido respecto al experimento que lo ha generado. Puesto que
la probabilidad de nacer varén o hembra es aproximadamente la misma, los sujetos que siguen esta
heuristica juzgan igual de probables cualquier serie de repeticiones de este experimento, si la
proporcion de varones y hembras obtenida es 1a misma. Es decir, no tienen en cuenta la mayor
variabilidad de la distribucion de la proporcion muestral en las muestras grandes que en las
pequeiias.

Puesto que el nimero de varones en una muestra de n sujetos sigue una distribucion
binomial de media n/2 y de varianza n/4, Ia proporcion de varones sigue la distribucién con media
1/2 y varianza 1/(4n), por lo que aunque la media de todas las variables aleatorias que forman esta
sucesion de variables es constante, la varianza es funcion inversa del tamafio muestral.

En términos de caracteristicas de la ley de los grandes nimeros o convergencia
estocastica de las frecuencias relativas a la probabilidad, con este item pretendemos estudiar las
intuiciones de los alumnos sobre la mayor oscilacién de la frecuencia relativa a corto plazo,
respecto de la oscilacion a largo plazo. Para realizar esta tarea los nifios fueron ensefiados sobre
la forma de completar el grafico. '

ftem 4.2 ;Qué te parece mis probable para los proximos 10 nacimientos?:
A) La fraccién de chices seri mayor o igual a 7/10.
B) lLa fraccién de chicos seri menor o igual a 3/10.
C) La fraccién de chicos estari comprendida entre 4/10 y 6/10.
Bscribe lo gue crees mis probable.
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Como hemos indicado, la proporcion de varones en 10 nacimientos sigue una
distribucion de media 5 y varianza 10/4, es decir el mimero de varones entre diez nacidos sigue
la distribucién binomial para n=10 y p=1/2. Aunque en esta distribucién pueden ocurrir todos
los valores comprendidos entre 0 y 10, no todos son equiprobables. La distribucion de valores es
simétrica, teniendo forma acampanada, de modo que la mayor frecuencia corresponde a los
valores centrales, siendo la moda 5. Estas consideraciones se deducen facilmente por
razonamiento combinatorio.

Al considerar la convergencia de la frecuencia relativa en una serie corta de ensayos se
presentar oscilaciones. Pero, puesto que las probabilidades con que aparecen las posibles
frecuencias relativas siguen la distribucién binomial, no todos los valores posibles de la frecuencia
relativa en diez ensayos tienen las mismas probabilidades. Intentamos en este item estudiar las
intuiciones de los alumnos al respecto.

También se pide al alumno realizar una simulacion, para que, si asi lo desea, modifique sus
previsiones de acuerdo con los resultados. En el siguiente item estudiaremos también la
posible influencia de esta experiencia de simulacion concreta sobre sus respuestasenla
prediccion de la convergencia estocastica. El grafico empleado ha sido tomado del cuaderno
"shaking a six" del Schoo! Councils Project on Statistical Education (1980) y en ¢l aparecen
tanto el valor del mimero de éxitos en n ensayos, como de la proporcion de éxitos o su expresion
decimal.
ftem 4.3 Fijate en el grafico, gue representa la variacién de varones conforme aumente el nimeroc
de nacimientos. ;En qué parte de este grafico crees que seri mis probable que la proporcidén de
varones esté mis proxima a 0,5 ?

A) En los 10 primeros nacimientos.
B) Entre los nacimientos 11 y 25.
C) Entre los nacimientos 26 y 40.

D) En todas partes igual.
Indica tu respuesta y explica el por qué.

En este item se quiere estudiar si el alumno es consciente de la aproximacion
gradual de la frecuencia relativa a la probabilidad a medida que aumenta el nimero de ensayos,
a pesar de sus oscilaciones. Es decir, aunque no sabemos con seguridad la magnitud de la
diferencia entre la frecuencia relativa en n ensayos y la probabilidad tedrica, la probabilidad de que
esta diferencia sea menor que un mimero dado aumenta con el mimero de ensayos.
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2.3. ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Realizadas las entrevistas se procedio a analizar los protocolos completados por los
alumnos asi como 1a transcripcion de sus respuestas a las preguntas del investigador.

En esta seccién describimos y analizamos las respuestas obtenidas de los alumnos
participantes. A lo largo del capitulo se usar el término bachillerato para designar a los alumnos
de bachillerato y el término magisterio para designar a los alumnos del grupo de magisterio, asi
como en cada caso sus respuestas y datos relacionados con esos grupos.

Para analizar las respuestas obtenidas de estos alumnos, y con objeto de reservar su
anonimato, hemos designado figuradamente con c6digos a los alumnos en el texto del trabajo,
para referimos a ellos, siendo la letra P el indicativo de alumnos de primer curso de bachillerato
y M ¢l indicativo de alumnos de magisterio, y la numeracién de uno a veinte para indicar el orden
en que se les pasé 1a prueba a cada alumno.

2.3.1. EXPERIMENTOS ALEATORIOS

ftem 1.1

Juan lanza una moneda diez veces y su compafero Pedro va anctando los resultados cbtenidos.
Después Pedro muestra a Juan tres listas de resultados de las que Juan elegird la verdadera.
iCuil crees tu que seria la verdadera de las tres siguientes?:

a ¢,c,c,c,C,X X XXX
B) ¢,X,¢,X,C,X,C,X,C,X
¢ ¢,%,6,¢,C,%,X,C,X,C

iPor qué?

Los resultados se muestran en la tabla 2.3.1.1. Todos los alumnos de bachillerato asi como
8 de magisterio han elegido 1a opcion C. La eleccion ha sido motivada principalmente por creer
que las otras dos secuencias son demasiado regulares, pese a que no se produce una frecuencia
exacta de la mitad de caras y de cruces como sucede en las otras dos. De esta forma, parece que
se asocie la variabilidad con el azar y el alumno tiene una apreciacién, tanto de la
regularidad, como de la variabilidad de un proceso estocastico.

Dos de los alumnos de magisterio han elegido la opcion B, debido a que se han fijado
mas en la estabilidad de la frecuencia, dando una respuesta tipica del sesgo de la repre-
sentatividad (Kahneman ef al. 1982), al creer que, incluso en una pequefia muestra, tenga que
conservarse la misma proporcién de casos que en la poblacion de la que proviene la muestra.
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Tabla 2.3.1.1. Frecuencias de respucstas en el item 1.1.

Al ordenar las tres sucesiones por la tasa subjetiva de aleatoriedad (Konold y Falk, 1992),
o preferencia mostrada por los alumnos, obtenemos que C > B > A, indicando la relacion > esta
preferencia. En el trabajo citado, Konold y Falk comparan esta tasa subjetiva de aleatoriedad con
dos medidas objetivas de Ja misma: la probabilidad de obtener un niimero dado de cambios de
signos en la sucesion y la tasa de complejidad, que vamos a describir a continuacion. Sus
resultados sugieren que esta Gltima es mejor predictor de la tasa subjetiva de aleatoriedad que dan
los alumnos, que la probabilidad a la que nos hemos referido.

En nuestro caso, si calculamos la probabilidad de los cambios de signo presentados en

cada sucesion, que viene dada por P(k)=--!c—1 en donde k es €l nimero de cambios de signo y
n—

n la longitud de la sucesion, obtenemos: P(A)=—;- , P(B)=%=1 , P(C)z—:a% , por lo que, al

comparar estas probabilidades con el valor tedrico esperado %, observamos que los alumnos han
considerado mas aleatoria aquella sucesién cuya probabilidad se acerca mas al valor esperado,
aunque luego han invertido el orden de preferencia entre Ay B.

La tasa de complejidad para una sucesion aleatoria (Fine, 1973) expresa si la misma puede
o no ser acortada mediante un sistema de codificacion apropiado y se calcula como la razén entre
el nimero de caracteres del nuevo codigo dividido por la longitud de la secuencia (Konold, 1991).
Al codificar en forma resumida nuestras tres sucesiones y obtener dicha tasa, resulta la tabla
2312 ’

De este modo, podemos ordenar las secuencias segiin su complejidad C> A > B. Al
comparar esta ordenacién con las preferencias de los alumnos obtenemos que éstos han
identificado como mas aleatoria la sucesion més compleja. El orden esperado de preferencia entre
las otras dos segin Konold y Falk se ha invertido. Puesto que, tanto en la investigacion del citado
autor como en la nuestra, la muestra ha sido pequefia, consideramos que este punto merece una
investigacion mas detallada.
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Tabla23 12 Tasadeoomplepdadparalassncesxonesdelﬁeml

A continuacion se presentan en la tabla 2.3.1.3 las frecuencias de los diferentes
argumentos empleados por los alumnos para justificar su decision.

Tabla23 1. 3 Frecuencmsdeargmnentosenel:teml 1

Seis de los atumnos de bachillerato y ocho de los de magisterio han hecho referencia al
orden: "Porque los resultados estdn distribuidos con demasiado orden™ (P3). La idea que tienen
estos alumnos es que las dos primeras sucesiones son demasiado ordenadas para ser aleatorias.
Asocian la idea de aleatoriedad con la de conjunto de resultados no ordenado. A este respecto
Pérez Echeverria (1990) indica que las personas esperan que una secuencia producida por un
proceso aleatorio represente fielmente las caracteristicas de este proceso, incluso cuando la
secuencia sea muy corta. Asi las secuencias aparentemente no ordenadas no parecen resultado
del azar, sino, al revés, parecen fruto de la accion de una mano mwsnble(Tversknyahneman,
1971).

Cuatro alumnos de bachillerato piensan que es mas dificil obtener una de las dos

sucesiones A o B ya que hay poca variabilidad: "Porque hay mds variedad en los resultados”

(P2). No son conscientes de que cualquiera de estas sucesiones tiene la misma probabilidad. Por
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ultimo, un alumno de magisterio y hace referencia a la igualdad de probabilidades de carasy
cruces: "Por que hay las mismas posibilidades de salir caras que cruces" (M8).

iftem 1.2. éCrees que se pueds predecir con seguridad el proximo resultade al lanzar de nuevo la
monada? Explica tu respuesta.

En este item se pregunta al alumno por la posibilidad de prediccién del resultado de un
experimento aleatorio.

Solo un almmno (de bachillerato) piensa que puede predecir el resultado. Fischbein ef a.
(1991) indican como consecuencia de sus experimentos, que algunos alumnos piensan que cuando
se repite un experimento consecutivamente pueden llegar a controlarlo y predecir el resultado.
Los argumentos dados para justificar las respuestas se resumen en la tabla de frecuencias 2.3.1.4.

Cinco alumnos de bachillerato y cinco de magisterio dicen que no se puede predecir el
resultado, ya que depende del azar: "No se puede saber, ya que depende del azar” (P2). Hacen
referencia al caricter aleatorio del experimento, coincidiendo con la vision de Steinbring (1991)
sobre el estatuto epistemolégico dado en las situaciones escolares a la idea de azar, como
sin6nimo de imprevisibilidad y justificativo de la no posibilidad de prediccion.

Un alumno de bachillerato y dos de magisterio mencionan la igualdad de posibilidades
de caras y cruces: "No, hay un 50 % de posibilidades para cada una de las dos posibilidades”
(M 14). Aqui encontramos un matiz diferente, ya que se toma la probabilidad ¥4 como
punto de comparacion para la no posibilidad de prediccion. A este respecto Konold (1991)
indica que ciertos sujetos utilizan como base para sus predicciones probabilisticas las probabilida-
des 0, % y 1, considerando los sucesos cuya probabilidad se acerca a 0 como imposibles, aquellos
cuya probabilidad se acerca a 1 como seguros y los que se aproximan a %2 como impredecibles.
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Dos alumnos de bachillerato y uno de magisterio contestan que no hay seguridad del
resultado, por lo que, aunque se pueden englobar en el primer apartado, utilizan la palabra
"seguro”, manifestando un conocimiento de este concepto, que en términos de Fischbein et al.
(1991) es mas dificil que la idea de probable: "No se tiene la seguridad de lo que va a salir" (P
6).

El alumno de bachillerato que decia que podia predecir el resultado da como razén
su preferencia por ese resultado, confirmando asi nuestra hipdtesis sobre su creencia en
la posibilidad de control de los resultados del experimento aleatorio, que es también sefialada
por Fischbein y Gazit (1984), quien incluye en su investigacion algunos items relacionados
con la creencia en la "suerte” o capacidad de influencia en los procesos aleatorios. Por tltimo
un alumno de cada grupo no contesta. |

Como resumen de este apartado podemos decir que los alumnos de Ia muestra manifiestan
a primera vista una comprension de las caracteristicas de los experimentos aleatorios:
mprevisibilidad del resultado de un experimento aleatorio dado, regularidad en la frecuencia
de posibles resultados y variabilidad en la sucesién de resultados obtenidos en una serie de
ensayos. Sefialamos, aunque en niimero escaso, la falta de apreciacion de algunas de
estas caracteristicas en los estudiantes de magisterio, a pesar de su mayor edad y de haber
recibido algun tipo de formacion estadistica durante la ensefianza secundaria.

2.3.2. EXPERIMENTOS COMPUESTOS Y CAPACIDAD COMBINATORIA

item 2.2. ;(Crees que asta forma es la inica © podria haber salido de otra forma?
8i crees que hay otras posibles secuencias en la extraccién de las bolas, escribe
algunos de los resultados que podrian haber salido.

Se trata de la formacion de sucesos elementales en un experimento compuesto a partir de
la repeticion de un experimento simple con dos posibilidades equiprobables. En la tabla
23.2.1 presentamos el niimero de secuencias escritas por los alumnos y las frecuencias con que
se presentan esas secuencias en cada grupo.

Todos los alumnos estuvieron de acuerdo con que se pueden extraer las bolas de Ia bolsa
con otras combinaciones distintas ala que han sacado en cada caso y han escrito correctamente
algunas de ellas. No ha habido dificultad en identificar los sucesos elementales del espacio

producto E, como elementos constituidos por una terna de sucesos elementales del espacio
muestral de partida.
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Todos los alumnos han escrito espontaneamente dos o0 mas de tales temas, siendo mayor
el niumero en los estudiantes de magisterio. Uno de ellos ha llegado a completar espon-
taneamente el espacio muestral producto.

Tabla 2.3.2.1. Namero de secuencias escritas

ftem 2.3.- De los Gltimos resultados que ti has escrito, ;te parece mis probable alguno de
ellos?
éCudl? ;Por qué?

En este item se pregunta al alumno sobre la equiprobabilidad de los distintos sucesos
elementales del espacio producto que acaban de escribir. El objetivo perseguido es ver si

aparece el sesgo de representatividad.

Tabla 2.3.2.2. Frecuencias de respuestas en el item 2.3
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Cinco alumnos de bachillerato y cuatro de magisterio dicen que si les parece mas probable
alguno de los resultados obtenidos cuando en realidad todos son equiprobables.

Cinco y cuatro respectivamente piensan que todos los resultados son equiprobables.
Han sido capaces de aplicar con éxito la regla de Laplace a los sucesos elementales del espacio
producto. Por Gltimo, los otros dos de magisterio no saben. Tanto el primer grupo como el
tercero tiene dificultad con el espacio muestral producto y la idea de independencia.

En la tabla 2.3.2.3 presentamos las frecuencias de los diferentes argumentos dados en el
item 2.3.

Tres alumnos de bachillerato y cinco de magisterio dan como razon para considerar todos
los sucesos equiprobables el caracter aleatorio del experimento, por el cual cualquier resultado
podria suceder: "porque depende del azar" (P2). Esto no es, en general, suficiente para asegurar
la posible aplicacion de la regla de Laplace, sino que ha de utilizarse el hecho de la simetria de los
posibles resultados o bien el principio de razon insuficiente.

Cinco alumnos de bachillerato y cuatro de magisterio piensan que es menos probable la
combinacion VVV RRR que por ejemplo VVR o RVR, manifestando el sesgo de la repre-
sentatividad descrito por Kahneman et al. (1982): "Salen dos bolas del mismo color y otra
distinta, asi hay mas posibilidades que de repetir las tres". El resto, dos de bachillerato y uno de
magisterio, no saben dar un argumento a su respuestas.

Item 2.4. i8erias capaz de escribir todos los posibles resultados que podemos obtener al sacar
tres veces uwna bola de la bolsa, si cada vez devolvemos la bola a la bolsa?

En este item se pide al alumno completar el espacio muestral producto, para estudiar su
capacidad combinatoria en el aspecto de enumeracién, que, como indica Navarro-Pelayo (1994),
no suele ser objetivo particular en la ensefianza del tema. La capacidad combinatoria es uno de
los componentes fundamentales del razonamiento probabilistico, como se muestra, entre otros,
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en los trabajos de Piaget e Inhelder (1951) y Fischbein (1975). En la tabla 2.3.2.4 se muestra la
frecuencia con la que los alumnos son 0 no capaces de completar el espacio producto.

Siete alumnos de bachillerato y nueve de magisterio han completado todas las variaciones
con repeticion pedidas en este item. Con ello se ve la capacidad en razonamiento combinatorio
de los alumnos. Tres alumnos de bachillerato y uno de magisterio no han sido capaces de
completar el espacio producto.

ftem 2.6. Viendo los resultados gue has cbtenido hasta ahora en el anterior ejercicio, ¢(es mis
probable que la proxima bola sea roja o que sea verde? jPor qué?

Este item estudia la idea de independencia de resultados en una sucesién de ensayos de
Bernoulli. Como sefiala Steinbring (1986), la idea de independencia tiene un caracter
esencialmente tedrico y ha sido necesaria y fundamental en el desarrollo del Calculo de
Probabilidades y de la Estadistica, por ejemplo, en los teoremas de limite y en todo el desarrollo
de la inferencia. No obstante, es dificil decidir en una situacion concreta si realmente existe una
independencia fisica de los resultados. Los resultados se muestran enla tabla 2325.

Preguntados sobre si es més probable que la proxima bola sea roja o verde y teniendo en
cuenta los anteriores resultados, tres alumnos de bachillerato y tres de magisterio han
contestado que si tienen las mismas probabilidades, por lo que estos alumnos aprecian la
independencia de los sucesivos ensayos: "Si hubiese en la bolsa dos verdes y una roja habria mas
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posibilidades de que saliese verde, pero como sélo hay una de cada color, la posibilidad es la
misma" (P 5).

Sin embargo, seis alumnos de bachillerato y siete de magisterio dicen que no son iguales
las probabilidades. Es de suponer que estos alumnos no tengan clara la idea de independencia o
que en este contexto no la saben aplicar. Como vemos, la mayor parte de los alumnos de nuestro
estudio han demostrado dificultad con la idea de independencia. Comparando con las respuestas
al item de 2.3, vemos que un mayor nimero de alumnos dan una respuesta equivocada en esta
ocasion, influenciados por los resultados de las simulaciones obtenidas en los primeros pocos
ensayos. Hay un alumno de bachillerato que no est4 seguro de su respuesta. Los argumentos
dados a las respuestas se presentan en la tabla 2.3.2.6.

Un alumno de bachillerato y dos de magisterio han manifestado una "recencia negativa”,
es decir, después de una racha de rojas esperan una verde o después de una racha de verdes
esperan una roja: "Como hasta ahora ha salido mds veces roja, ahora puede haber mds
posibilidades de que salga verde"(P 3). En cambio la recencia positiva la aceptan cuatro y seis
respectivamente de cada uno de los grupos: "Como han salido muchas verdes, creo que la
siguiente también serd verde" (P 6). Cuatro estudiantes de bachillerato y uno de magisterio
aceptan la independencia y por tanto piensan que hay igual posibilidades de rojas y verdes. Dos
alumnos, uno de cada grupo no saben razonar la respuesta.

Tabla2326 Frecnencxasde argumento enelitem26

ftem 2.7. 8i en el lanzamiento de una moneda se ha cbtemido cara, ;es mis probable que en el
proéximo lanzamiento sea cara © es3 mis probable que sea cruz? sPor qué? .

En este item se pregunta al alumno sobre una probabilidad condicional: obtener cara
después de haber obtenido otra cara, en un caso en que los sucesos son independientes. Sus
respuestas se presentan en la tabla 2.3.2.7.

Unahmwdecadagnmommﬁ&aqued&spmdetnb«sahdocma,saldréoﬂavezcara
y por tanto presenta sesgo de "recencia positiva”. Tres alumnos de bachillerato y uno de
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magisterio piensan que después de cara es mas probable cruz, manifestando sesgo de "recencia
negativa”.

Tabla 2.3.2.7. Frecnencias de respuestas en el item 2.7

ERespnesu Bachillerato | Magisterio |  Total

Cuatro y siete dicen que cualquiera de las dos posibilidades pueden salir. Por altimo dos
y uno no saben. Observamos que disminuye el mimero de alumnos que manifiestan dificultad con
la idea de independencia en esta pregunta, cuyo contexto es de caracter tedrico al igual que la
pregunta 2.3, con respecto a la 2.6. De este modo hay un niimero relativamente mayor de alumnos
que comprenden la idea de independencia desde un punto de vista tedrico que los que son capaces
de aplicarla en una situacion experimental de simulacion. En esta pregunta, los primeros
resultados han influido, de acuerdo con lo expuesto por Heitele (1975), en la dificultad que
muestraron algunos alumnos al aplicar la idea de independencia. Esto también confirma en parte
nuestra hipotesis de que si una aproximacion frecuencial de la ensefianza no se acompaiia de
situaciones adecuadas de formulacion, validacion e institucionalizacion (Brousseau 1986), puede
originar nuevas dificultades con la idea de independencia. Los argumentos a todas estas respuestas
se presentan en la tabla 2.3.2.8.

Cinco alumnos de bachillerato y seis de magisterio dan como argumento, para decir
que puede salir cualquiera de los dos resultados, la equiprobabilidad de ambos sucesos,
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tomando como punto de comparacion para la imprevisibilidad la probabilidad 'z, como sefiala
Konold (1991): “tiene la misma posibilidad” (M 14).

Un alummno de bachillerato y uno de magisterio opina que saldra el suceso contrario al que
ha ocurrido y por tanto tiene un sesgo de "recencia negativa™: "saldrd lo contrario®, (P 14).

Tres alumnos de bachillerato y uno de magisterio piensan que debe salir el mismo suceso
que ha salido anteriormente: "creo que cara, porque creo que volverd a repetirse® (P 12) y por
ultimo los restantes alummos no saben dar un argumento.

Como conclusion de esta parte de la prueba observamos que no ha habido grandes
diferencias entre ambos grupos de alumnos. Estos han identificado con facilidad los sucesos
simples en el espacio muestral producto y manifiestan en su mayor parte un razonamiento
combinatorio, llegando a completar satisfactoriamente todos los casos posibles, especialmente
los alumnos de magisterio.

Los alumnos de magisterio no llegan, sin embargo, a aplicar correctamente la regla de
Laplace, que habran estudiado en cursos anteriores, por no considerar equiprobables los sucesos
elementales del espacio producto. Ello es debido a la dificultad de interpretar la idea de
independencia en el contexto que se les ha dado, manifestandose claramente los fenémenos de
"recencia positiva” y "negativa” en algunos de los alumnos. También se observa una mayor
dificultad en la aplicacion de la independencia en un contexto practico de simulacion que cuando
se les formula un problema teorico.

2.3.3. RECORRIDOS ALEATORIOS Y ESPERANZA MATEMATICA

En este apartado se trata de estudiar algunas concepciones de los alumnos sobre las
trayectorias de un recorrido aleatorio y la esperanza matemitica. El contexto empleado se refiere
a un juego de apuesta y se utiliza una simulacién y representacion gréfica, con objeto de que el
alumno comprenda correctamente la situacion planteada.

ftem 3.1.- supongamos que un jugador juega a sacar una bola de una bolsa, en la que hay dos
bolas, una roja y otra verde, apostando siempre a que sale bola roja. En cada prusba se juega
tna moneda. 81 sale Dola Yoja gana una moneda Y si es verde pierde una moneda. Al principio
del juego tenia 50 monedas.

Haz esta prueba diez veces, como si fueses el jugador y anota los resultados.

Segin 1o que has ocbtenido en tus extracciones, ;cuintas monedas tendrias ahora?

Representa en el grifico la secuencia y el ntmero de monedas que tienes después de cada
una de las jugadas.

El item inicial trata de familiarizar al alumno con la situacion simulada y ver si la
comprende. Con este motivo se le pregunta por el mimero final de monedas obtenidas (estado
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final del proceso) en funcién de la trayectoria de dicho proceso que viene determinada por los
resultados de las jugadas sucesivas.

Tabla 2.3.3.1. Frecuencias de respuestas en el #em 3.1

Nueve de los alumnos de bachillerato y ocho de magisterio han sabido calcular
correctamente el nimero de monedas que tendra el jugador después de la extraccion de diez
bolas. El resto no contesta bien a esta pregunta, debido a no comprender bien la situacién en
esta primera experiencia.

Tabla 2.3.3.2. Frecuencias de respuestas en la representacion

Referente a la representacion grafica de la trayectoria, a partir de los resuftados obtenidos
en los sucesivos lanzamientos de la moneda, todos los alumnos excepto uno de los alumnos
de bachillerato han realizado la grifica sin dificultad. Por ello pensamos que esta actividad es
asequible a todo tipo de alumnos y han identificado facilmente la correspondencia biunivoca
entre sucesion de ensayos y trayectoria.

ftem 3.2.- Después de las cinco primeras jugadas nuestro jugador tenia 51 monedas. Ha pasado de
50 monedas a 51 siguiendo la trayectoria que se te indica:
RVRRV.

¢Bay otras trayectorias posibles para pasar de 50 a 51 monedas?

8i tu respuesta es Que gi, didbuja en el grifico alguna de las trayectorias que tu
propones.

sPodrias haber conseguido exactamente la misma ganancia o pérdida con otros resultados
de rojas y verdes en las cinco Jjugadas®?

Da un ejemplo, escribiendo la secuencia de rojas y verdss necesarias para cbtener dicho
camino.
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Todos los alumnos fueron capaces de dar una trayectoria alternativa para pasar de un
namero de monedas inicial 2 uno final. De este modo, parece que se comprende facilmente que
a un estado inicial y final dado no corresponde una unica trayectoria, sino varias posibles.
También es necesario enesta actividad deducir la propiedad comun de todas estas trayectorias,
que es la de corresponder a una sucesion de rojas y verdes con una diferencia constante
entre el numero de rojas y el nimero de verdes. En la tabla 2.3.3.3 mostramos las diversas
estrategias empleadas por los alumnos para la representacion grafica de la trayectoria.

Siete alumnos de bachillerato y nueve de magisterio escriben primero la secuencia de
rojas y verdes y después a partir de ella hacen la representacion gréfica de la trayectoria. Siguen
asi el procedimiento ensefiado inicialmente para realizar el grifico, aunque reflexionan
individualmente sobre la cantidad de rojas y verdes precisas para llegar a la ganancia pedida.

Un alumno de cada grupo pasa directamente a dibujar la trayectoria y después, a partir
de ella, escribe la secuencia de rojas y verdes isomorfas a ese camino, realizando justamente un
procedimiento inverso al que se les mostré en el ejemplo previo. Dos alumnos de bachillerato no
han seguido un procedimiento preciso por lo que clasificamos su estrategia como no sistematica.

A la pregunta de si es posible obtener ef mismo mimero de monedas con otros resultados
diferentes en cinco jugadas, todos han contestado afirmativamente. Esto es logico, debido a que
también han respondido afirmativamente sobre si hay diferentes trayectorias que
conduzcan desde el estado inicial dado al final. Sin embargo con estapregunta queriamos
averiguar si asocian la ganancia (pérdida) con la diferencia entre rojas y verdes, cosa que
hemos confirmado.

En este item se pregunta a los alumnos por otra secuencia de rojas y verdes que conduzca
a la misma ganancia. Dos alumnos de bachillerato y cuatro de magisterio han dado una
secuencia incorrecta. Parece ser mas dificil imaginarse el paso de un estado a otro del proceso
estocastico a partir de una sucesion de ensayos que mediante una 'trayectoria, apesar de que
existe un isomorfismo entre lo mismo. Sin embargo, son dos tipos de procesos estocasticos
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diferentes, ya que cambia el conjunto de estados. De todas las posibilidades, todos los alumnos
restantes, menos uno de magisterio, han sido capaces de dar mas de un ejemplo, a pesar de
insistirles en que pensaran en otros posibles.

item 3.3.- ;Cuil es la ganancia mixima qgue podrias haber cbtenido en las diez jugadas?
iCrees que esto es poce probable o muy probable?
¢Por qué?

Todos contestan correctamente sobre la ganancia maxima que se puede obtener en diez
jugadas, entendiendo todos que la ganancia es el maximo de monedas al que llegan y no la dife-
rencia entre éstas y las monedas de partida que inicialmente tenian.

Preguntados sobre la probabilidad de este suceso (ganar todas), todos excepto un alumno
de bachillerato dicen que es poco probable, indicando éste que es regular de probable. Los
argumentos dados para esta estimacion se recogen en la tabla 2.3.3.5.

Dos alumnos de bachillerato y uno de magisterio dicen que lo saben por experiencia,
por lo que no dan un razonamiento de tipo probabilistico: "Lo sé por experiencia” (P 1).
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También un alumno de magisterio indica que sabe por intuicién. En estos alumnos se observa

claramente la existencia de unas creencias arraigadas respecto a la poca probabilidad de
tal suceso que manifiestan las caracteristicas definidas por Fischbein (1975) para las
intuiciones: autoevidencia, globalidad, inmediatez. Estos alumnos no precisan un razonamiento
para estar convencidos de la realidad de este hecho. Resaltamos aqui estos argumentos, por
tratarse en este caso de una intuicion correcta y por la importancia dada por Fischbein a las
intuiciones en el terreno de la probabilidad.

Ocho y seis sujetos consideran dificil que salgan todas iguales: "Hay que tener mucha
suerte para obtener 10 bolas rojas” (P 4). Aunque cada uno de los sucesos elementales del
espacio producto es equiprobable, sin embargo, al considerar el suceso "10 caras” respecto
a otro como "8, 7, 6 caras” vemos que, en realidad, hemos cambiado de experimento aleatorio.
Se trata ahora de considerar la distribucion de probabilidades binomial que tiene como media 5
y en la cual el valor 10 es efectivamente muy poco probable. Por ultimo, dos estudiantes de
magisterio dan un razonamiento basado en la equiprobabilidad de rojas y verdes: *Porque hay
la misma probabilidad de que salga wna u otra" (M 14).

ftem 3.4.-Como puedes ver, después de 10 Jugadas el Jugador ha estado por encima del eje
{ganando) durante ____ Jjugadas, y por debajo (perdiendo) durante _____ jugadas. BEa habido ___
cortes con el eje, al pasar de un lade al otro del eje.

JPiensas que ha tenido mucha © poca suerte en este juego?

¢Te parecen normales los resultados?

(Por qué?

JCusntas veces te parece que seria 1o mis probable que se cruzara de un lado al otro del

eje en diez lanzamientos?

LPor qué?

iCada cuintas jugadas piensas que seria mis probable que la trayectoria cambiase del lado

del eje?

Realiza otra simulacién para comprobar tus conjeturas y anota la trayectoria en un
grafico.

En este item se hace reflexionar al alumno sobre el nimero de cortes que, durante la
simulacion, se han producido con el eje. Hasta llegar a este punto, cada una de las
propiedades del recorrido aleatorio se ha traducido de una forma bastante intuitiva en otras
correspondientes a la sucesion de ensayos de Bernoulli. Este es el primer ejemplo de un concepto
"corte con el eje” cuya traducciéon puede resultar mas contraintuitiva.

Las frecuencias de respuestas codificadas se muestran en la tabla 2.3.3.6. Se puede
observar en ella que: seis estudiantes de bachillerato y siete de magisterio consideran que los
resultados no difieren mucho de lo esperado: *Porque es un juego casi normal, pierdes un poco
0 ganas un poco. He ido ganando y perdiendo de una forma normal y me he mamtenido casi
igual que al principio” (P 5). Tres de cada grupo no esperan los resultados obtenidos, con lo que
el gréfico obtenido les resulta contraintuitivo: "No siempre se va a ganar tanto como aqui” (P 6).
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Un alumno de bachillerato dice que los resultados no manifiestan mucha ni poca suerte, no
sabiendo si puede ser o no caracteristico en este tipo de situaciones.

Tabla 2.3.3.6. Frecnencias de respuestas en ¢l item 3.4

I=
Respuesta Bachillerato Magisterio Total
A 6 7 13

10

C.- No sabe

En la tabla 2.3.3.7 mostramos los argumentos correspondientes a sus respuestas en esta
pregunta. En ella se observa que tres alumnos de cada grupo indican que el nimero de cortes con
el eje depende de la sucesion de la jugada obtenida, pareciendo comprender la correspondencia
biunivoca entre trayectoria y sucesion de ensayos: "Depende de la jugada que me salga" (P10).

Tabla 2.3.3.7. Frecuencias de argumentos en el primer apartado del item 3.4.

P ——.

Respuestas | .Bachillerato Magisterio
A 3 3 6 n

1 0 1 ﬂ

C.-Equiprobabilidsd  D.- Enfoque resultado.
E.- No sabe.

Un alumno de bachillerato cree que no se puede estimar el niimero de cortes con el eje:
"Porque depende del azar" (P 4). No es consciente de que puede establecerse una
correspondencia entre el nimero de cortes y un subconjunto de las posibles trayectorias y entre
éste y un subconjunto de las posibles secuencias. Un alumno de magisterio justifica su
respuesta por la equiprobabilidad de obtener rojas y verdes: "Porque salen igual mimero de
rojas que de verdes" (P 2). Uno de cada grupo indica simplemente que eso es lo que ha salido en
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esta prueba concreta: "En todas las grdficas que he hecho me ha salido asi" (M 7). El resto,
cinco de cada grupo (la mayoria) no saben dar una razon a su respuesta.

En general, observamos la falta de un razonamiento combinatorio sobre las trayectorias,
ya que hay muchas mas trayectorias que estan la mayor parte a un lado del eje respecto a las que
cortan el eje con mayor frecuencia.

La frecuencia del nimero de cortes con el eje se muestra en la tabla 2.3.3.8. En ella se
muestra que los alumnos de bachillerato dicen que lo mas corriente es que haya dos o tres cortes
con el eje, con un nimero medio de 2.4 cortes, aunque hay un alumno que opina que debe
haber cinco cortes y otro que no debe haber ninguno.

Los alumnos de magisterio dicen que lo mas frecuente es que haya dos cortes, con un
valor medio de 2.7 cortes, aunque hay dos alumnos que opinan que puede haber cinco.

Tabla 2.3.3.8. Frecuencias sobre el mimero de cortes con

el eje en diez jugadas en el item 3 4.
i
Numero de Bachillerato Magisterio Total

cortes

0 1 0 1

1 1 1 2

i

2 3 5 8

3 4 2 6

5 1 2 3
Total . 10 20

Puede deducirse, a partir de lo expuesto en Feller (1973), que la probabilidad de que en

11 jugadas se hayan producido exactamente r cortes con el eje viene dada por la expresion
siguiente:

P(N°. de cortes en 11 jugadas sea igual a r) = 2“°[ 1

) y, por tanto, se obtendria la tabla
r+6

de valores 2.3.3.9.

Segun esto, podemos deducir, en contra de nuestra intuicién, que lo mas probable es que
no haya cortes con el eje 0 muy pocos en 11 jugadas. Los alumnos han atribuido a esta
distribucion un caracter de simetria del que carece.
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2

Los argumentos que dan a sus respuestas se encuentran agrupados segun sus frecuencias
en la tabla 2.3.3.10.

Tres alumnos de cada grupo dicen que los cortes dependen de la sucesion de jugadas
obtenidas. Un alumno de cada grupo piensa que no puede saberse el mimero més probable de
cortes, de lo que se deduce, como ya habiamos sefialado, una falta de razonamiento
combinatorio y falta de apreciacién de la nueva variable aleatoria considerada y su espacio
muestral de referencia. Cinco alumnos de bachillerato y cuatro de magisterio basan su
razonamiento en la igualdad de posibilidades de obtener rojas y verdes. El resto de alumnos no
es capaz de dar un argumento.

Tabla 2.3.3.10. Frecuencias de argum tos :

ariado.

A.- Noresponde B.- Depende de la sucesion de 1a jugada
C.- Igual néimero de rojas gue verdes

Una cuestion relacionada con la anterior es la del mimero esperado de jugadas entre dos
cortes con el eje, esto es, la esperanza matematica de la distribucion del tiempo de retorno
al origen. Las respuestas de los alumnos se recogen en la tabla 2.3.3.11.

En los alumnos de bachillerato la distribucion empirica del mimero de jugadas presenta
un valor de la variable alto, oscilando el nimero entre cero y cinco, siendo la media 2,9. En los
alumnos de magisterio la respuesta mas frecuente es tres y oscila entre dos y cuatro, con una
media de tres. Esta intuicion es contraria a lo que en la realidad sucede, como se indica en Feller
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(1973). Los retornos al origen solo ocurren en instantes pares de tiempo y ademas la
distribucién es simétrica, siendo mas probables los intervalos o muy cortos o bien muy largos.

Tabla 2.3.3.11. Namero de jugadas entre cortes.

Niimero de Frecuencias
jugadas
Bachillerato | Magisterio
0 2 0 2 J‘
1 1 0 1 “
2 0 3 3 "
3 2 4 6 {l
4 3 3 6
5 2 0 2
p—
[ Total 10 10 20

ftem 3.5.- 8i este jugador, durante 50 dias seguidos jugase cada dia sacando 10 bolas de la caja

y comenzando cada dia con 50 monedas:
iCuantos dias piensas que acabaria el juego con mis de 50 monedas? ;Por qué?
i{Cuanto dinero crees que habria ganado en total en los 50 dias? jPor qué?

A la pregunta de cuantos dias esperan ganar, de un total de 50, hay dos alumnos de
bachillerato que dicen puede ser cualquier cantidad de dias. Estos alumnos dan como respuesta
una referida al valor de la variable aleatoria considerada, que, en efecto, puede ser

cualquiera.

Tabla 2.3.3.12. Nuamero de dias en que gana de un total de 50 dias.

s
Nimero
de dias
Cualquiera 2 0 2
50 0 1 1
2
3
12
20
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Cinco del mismo grupo y siete de magisterio dan la respuesta correcta (25 dias), con lo
que tienen una estimacion subjetiva correcta de la idea de valor esperado. Elresto de los
alumnos tiene un optimismo exagerado en las posibilidades de ganar, oscilando el niimero de
dias entre 30 y 50. Piensan que puede influir la suerte, de acuerdo con lo expuesto en los trabajos
de Fischbein y Gazit (1984) y (1991), por lo que no aplican la teoria de la probabilidad.

Tabla 2.3.3.13. Frecuencias de argumentos dados en el apartado nimero de dias.

TE e
Argumentos Bachillerato Magisterio Total
Azar 3 2 5
Probabilidad = 3 6 9
Depende racha 1 1 2 (
No sabe 1 1 2
No responde _ 2 0 2
E Total 10 10 20

Tres alumnos de bachillerato y dos de magisterio justifican su razonamiento con la idea
de azar. Tres de bachilleratoy seis de magisterio se basan en la igualdad de probabilidades
entre obtener rojas y verdes. Uno de cada grupo piensa que depende de la racha concreta
obtenida, no hace juicio probabilistico. Otros no saben dar 1a razén adecuada a su respuesta.

En la tabla 2.3.3.14, vemos los resultados de las ganancias esperadas en 50 dias y que a
continuacion comentamos. Dos alumnos de bachillerato creen que pueden ganar cualquier
cantidad, esto es, continian basindose en la pregunta en términos de valor de la variable
aleatoria y no en términos de esperanza matematica de la misma. Tres de bachillerato y dos
de magisterio piensan que acabaran con la misma cantidad inicial, teniendo una intuicién correcta
de la esperanza matematica.

El resto es optimista y piensa finalizar con mas dinero que al principio: cuatro piensan
ganar entre 10 y 20, uno de 20 a30dosde 50 a 70 y seis mas de 90 monedas. Esta
intuicion incorrecta puede estar influenciada por la costumbre social de practicar juegos de azar.
Se suele dar gran importancia a la ganancia millonaria de una sola persona, olvidando los miles
de personas que pierden dinero, y también manifiesta la creencia en poder controlar el azar mas
facilmente en una sucesion de ensayos que en un ensayo Unico o incluso en un ensayo multiple
realizado simultineamente, como indican Fischbein ef al. (1991).
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Tabla 2.3.3.14. Frecuencias sobre ganancia esperada en 50 dias.

e
l] Ganancia Bachillerato | Magisterio Total u
ﬂ Cualquiera 2 0 2 n
H 0 3 2 5 H
10-20 2 2 4 "
20-30 1 0 1
50-70 0 2 2 H
) > 90 4 6
e

Soélo cuatro alumnos del primer grupo y tres del segundo dan el razonamiento correcto
de que hay igual probabilidad de ganar que de perder. El resto sigue siendo optimista pensando
en ganar cada dia una cantidad que puede ser pequefia o grande: "He calculado que, de los 35

dias, unos dias puedo ganar de 4 monedas para abajo y, por término medio, unas dos monedas
diarias" (M 15).

Tabla 2.3.3.15. Frecuencias de argumentos sobre
la "ganancia esperada” en el item 3.5.

T
Ar tos Bachillerato | Magisterio Total
i 4 3 7
2 2 3 5 ﬂ
; ) : . |
4 0 1 1 ﬂ
5 2 ;
Total 10 |

1.- Igual probabilidad ganar que perder. 2.- Ganar 2 6 3 cada dia.
3.- Ganar mucho cada dia. 4.- Ganar 5 cada dia.
5.- No sabe.

ftem 3.6.- E1 jugador tiene ahora 52 monedas y va a realizar dos jugadas mis. ;Es mis probable

que después de estas jugadas tenga otra vez 52 monedas, que tenga dos mis o dos menos que
antes? ;Por qué?
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Dado un estado del juego se le pregunta por la probabilidad de transicion en dos pasos.
A ello responden cinco alumnos de bachillerato y siete de magisterio que es igual de probable
al cabo de las dos jugadas tener dos monedas mas, dos menos o el mismo nimero de
monedas. Estan haciendo una aplicacion incorrecta de la regla de Laplace, otorgando igual
probabilidad a cada uno de los sucesos, cuando en realidad uno de ellos tiene doble probabilidad
que los otros dos.

|

m |2 o %

[TTTT]

Total

A .- Estados Equiprobables  B.- Mis probables 2 més
C.- Mis probables 2 menos D.- No sabe. E.- No contesta

Un alummno de cada grupo da mayor probabilidad a tener dos monedas més o dos menos
después de dos jugadas, otorgando mayor probabilidad a los sucesos que tienen menos, lo que
concuerda con la esperanza de ganar la mayor parte de los dias que se puso de manifiesto en una
pregunta anterior. El resto de alumnos no contesta.

Esta pregunta, aunque aparentemente parece facil, ha resultado dificil, pese a que los
alumnos estan acostumbrados al juego de apuestas. Probablemente influye en ello la dificultad
que en el contexto de muestreo con reemplazamiento tiene la idea de orden, especialmente
cuando se manejan objetos indistinguibles, como es puesto de manifiesto en las investigaciones
de Lecoutre (1985, 1992).

En la tabla 2.3.3.17 presentamos las frecuencias de argumentos del item 3.6. Se observa
en ella que cinco alumnos de bachillerato y tres de magisterio no saben dar argumento. Tres de
cada grupo indican que es poco probable sacar dos bolas iguales, aunque esperan obtener mayor
ganancia tras las dos jugadas. Por ello, el problema parece ser la no identificacion de la
trayectoria con la sucesion obtenida.

Un alumno de bachillerato hace de nuevo referencia a la intuicion. Uno de bachillerato
y dos de magisterio encuentran probable hallar dos resultados iguales: "Dos menos porque es mds
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probable” (P 11), y el resto se basan en las mismas posibilidades de rojas y verdes: "Creo que
es la misma probabilidad en todos los casos y no se sabe si va a ganar o a perder” (M 18).

A.- No dan argumento B.- Menor probabilidad ignales
C.- Intuicién D.- Mayor probabilidad iguales
E.- Equiprobabilidad

Como resumen de esta parte de la prueba, que ha sido bastante rica en cuanto a variacion
de las intuiciones de los alumnos y a resultados no esperados, obtenemos las siguientes
consideraciones:

i.- En general los alumnos han aceptado sin dificultad la idea de recorrido aleatorio y han
tenido una buena comprension de la situacién simulada del juego de apuesta.
Tampoco ha aparecido dificultad en cuanto a la representacion graficay ala
interpretacion de los graficos durante la experiencia.

ii.- Por el contrario, hemos observado un gran nimero de intuiciones erroneas referidas
a las trayectorias de los recorridos aleatorios y a la idea de esperanza matematica, entre
las que destacamos las siguientes:

- Se espera un cambio de signo frecuente en un recorrido aleatorio asociado a
una prueba de Bernoulli, cuando los sucesos elementales son equiprobables.

- Se espera un gran nimero de cortes con el eje y un tiempo medio de retorno al
origen pequefio. La distribucion de los tiempos al origen se¢ espera que sea
simétrica, respecto al tiempo medio esperado.

- Existe una gran dificultad de enumeracién de un conjunto especificado de
trayectorias, aun cuando la longitud de las mismas sea pequefia, incluso en
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alumnos que son capaces de enumerar satisfactoriamente el subconjunto del
espacio muestral producto correspondiente a la sucesion de ensayos.

- Existe una dificultad en algunos de los alumnos para dar un valor estimado para
la esperanza matemdtica, centrandose en la consideracion de valores aislados
de la distribucion de la variable aleatoria correspondiente.

- Se estima un valor esperado positivo, en lugar de una esperanza cero en
juegos que, sin embargo, son considerados equitativos.

2.3.4. HEURISTICA DE LA REPRESENTATIVIDAD EN UNA SITUACION DE
SIMULACION Y CONVERGENCIA ESTOCASTICA

ftem 4.1.- En 1a maternidad de la ciudad X estin muy interesados en prever el nimero de recién
nacides que serin varones o hembras, con objeto de disponer de suficiente ropa segin el sexco del
recién nacide. Por este motivo han ideado el siguiente sistema de registro

wans |

=T

\

wctzien.on

Nirore o

I LI T

ryRYYYS
£

¢Cuil de estos casos te parece mis probable?:

A} Que entre los proximos 10 nacimientos, 8 sean varanes.
B) Que entre los préximos 100 nacimientos, &0 sean varcnes.
C) Las dos cosas anteriores son igual de probadles.

Indica cuil te parece mis probadble y por qué.

En esta pregunta se plantea al alumno una variante del clasico problema del hospital de
Kahneman et al. (1982), con objeto de estudiar el empleo que efectiia de la heuristica de la
representatividad y el efecto de la actividad de simulacién sobre dicha heuristica. Las repuestas
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dadas sobre cual de las dos muestras tiene mayor probabilidad de registrar mas de un 80 por
ciento de nacimientos de varones son las siguientes:

Tabla 2.3.4.1. Frecuencias de respuestas en el item 4.1

N
o

A-8de10 B.- 80 de 100
C.- Igual probabilidad D.- No sabe

Tres estudiantes de bachillerato han mostrando una apreciacion del efecto del tamafio
de la muestra sobre la variabilidad de la proporcién muestral. Uno de cada grupo indica,
sorprendentemente, que es mas seguro el apartado B (80 de 100). Uno no contesta y el resto
manifiesta el sesgo de la representatividad al creer que es igual una cosa que otra. Es
curiosa la mayor proporcion de alumnos que emplean la representatividad tras la instruccion,
confirmando nuestra hipotesis de que tal sesgo puede ser agravado por una ensefianza en la que
no se contempla el estudio de la variabilidad asociada a los procesos estocasticos. Para
profundizar en las causas de su eleccion, registramos en la tabla 2.3.4.2 los argumentos en que
apoyan sus respuestas.

Un alumno de cada grupo encuentra mas segura una muestra de 8 que la de 80. Estos
alumnos muestran una falta de apreciacion dela estabilidad de la frecuencia relativa, es decir
de la convergencia estocastica. Para ellos, debido al caracter desordenado y variable de los
sucesos aleatorios, al aumentar el nimero de ensayos, no haremos mas que aumentar la
imprevisibilidad y desorden global.

Un alumno de bachillerato dice que por intuicion, con la tendencia ya repetidamente
sefialada de conviccion profunda en su razonamiento y falta de justificacion del mismo. Cinco
alumnos de bachillerato y siete de magisterio se basan en que en ambas muestras la proporcion
de casos es la misma, es decir, al menos aparentemente, estan empleando el argumento tipico
que se justifica por la heuristica de la representatividad: "Aungue sean distintos mimeros, son las
mismas razones, 8/10 y 80/100 son iguales" (P 12).
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Tabla 2.3.4.2. Frecuencias de argumentos en ¢l itemn 4.2

A.- La pmuestra pequciia es més segura. B.- Intuicién

C.~ Igual proporcion D.- No entiende la pregunta
E.- Mayor proporcién en muestras grandes
F .- Igual probabilidad. G.- No coutesta

Un alumno de bachillerato encuentra que es mas probable que la proporcion mayor esté
en la muestra mas grande, haciendo una aplicacion diferente de la representatividad, al
comparar no las proporciones en ambas muestras, sino dos parémetros diferentes: la proporcion
y ¢ tamafio de la muestra que, segim él, deben guardar relacion: "4/ ser mayor la muestra, habra
mas posibilidad de que salgan mas razones” (M 15). Un alumno de magisterio se basa en la
igualdad de posibilidades de ser varon o hembra y otro de bachillerato no contesta.

ftem 4.2.- :Qué te parece mis probable para los proximos 10 nacimientos?:
2A) La fraccién de chicos serd mayor o igual a 7/10.
B) La fraccién de chicos seri menor o igual a 3/10.
€) La fraccién de chicos estari comprendida entze 4/10 y 6/10.

Razona tu respuesta.
Realiza una simnlacién, reliena el grifico y compara con las previsiones.

A la pregunta sobre la proporcion de varones que esperan nazcan, en los proximos 10
nacimientos, en el hospital dado en el apartado anterior, hemos registrado las siguientes respuestas
en la tabla 2.3.4.3.

Dos alumnos de magisterio opinan que la proporcién de varones sera mayor de 7/10,
mostrando un sesgo de "recencia positiva", ya que esperan la continuacion de la tendencia de
nacimientos en el resto de la trayectoria.

Uno de bachillerato y dos de magisterio piensan que seré menor que 3/10, mostrando,
en consecuencia un sesgo de "recencia negativa". Ocho de bachillerato seis de magisterio dan
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la respuesta correcta que la fraccion estara entre 4/10 y 6/10. El restante alumno considera igual
de probable las alternativas.

Tabla 2.3.4.3. Frecuencias de argmmentos del item 4.2
——

ftem 4.3.- Fijate en el grifico, qQue representa la variacién de varcnes conforme aumente el
namero de nacimientos. ;En qué parte de este grifico crees que seri mis prcbable que la
proporcién de varones esté mis préxima a 0,5 ?

A) En los 10 primeros nacimientos.
B) Entre los nacimientos 11 y 25.
C) EBntre los nacimientos 26 y 40.
D) En todas partes igual.

Razona tu respuesta.

Una vez realizada la simulacién y, comprobada o no sus conjeturas sobre la misma,
se pide a los alumnos su opinién sobre las oscilaciones de la frecuencia relativa en distintos puntos
dela trayectoria, preguntandoles en cual de los puntos esta frecuencia estard mas proxima
a la probabilidad teorica %2. Las respuestas se dan en la tabla 2.3.4.4.

Tres alumnos de bachillerato y tres de magisterio consideran mas probable que la
convergencia de la frecuencia relativa a la probabilidad 0,5 se presente en los diez primeros
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casos, por lo que generalizan indebidamente 1a ley de los grandes numeros (creencia en la "ley de
los pequefios numeros").

Un alumno de bachillerato piensa que es mas probable entre 11 y 25. Es menos
exagerada la creencia que en el caso anterior. Cinco alumnos de bachillerato y 4 de magisterio dan
la respuesta correcta. El resto consideran la equiprobabilidad en todos los tramos.

Tabla 2.3.4.5. Frecuenciss de srgumentos ca el item 4.3
e sy

A .- Igual Probabilidad B.- Mis ensayos, menos seguridad
C.- Estabilidad de frecuencias D.- Inflnencia por simulacion
E.- No dan argumento

Cuatro alumnos de bachillerato y una de magisterio dan como argumento la igualdad de
probabilidades: "Es mds probable la igualdad de hombres y de mujeres" (P 13), 4 de bachillerato
y 6 de magisterio dan 1la estabilidad de la frecuencia a largo plazo: "Cuantos mds nacimientos,
mayor seguridad habra de estar cercano a la mitad® (M 7); uno de cada grupo piensan gue con
mayor nimero de ensayos hay menos certeza en la probabilidad, es decir que con un niimero
mayor de ensayos se tiene menor seguridad en la prediccion: "4l haber mayor mimero de
nacimientos es mas dificil obtener una cantidad mas acertada de probabilidad de varones" (M
7). Uno indica que estuvo influenciado por la experiencia realizada y el resto no dan
argumentos.

En resumen, en este apartado destacamos como hechos mas notables el gran nimero
de argumentos basados, aparentemente, en la heuristica de la representatividad, la manifestacioén
de la "recencia positiva” y "negativa” y la influencia sobre la prediccion de una parte futura de
1a trayectoria de un proceso estocastico de los resultados obtenidos en los primeros ensayos. De
este modo, parece que se asocia a la sucesion de Bernoulli un cardcter no markoviano, aunque,
para estudiar con mas detalle estas concepciones, en el siguiente apartado haremos un estudio
de los patrones de respuestas seguidos en los tres items 4.1 a 4.3 por cada uno de los alumnos
y la influencia sobre la respuesta al diltimo item del resultado de la simulacion.
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2.3.5. ANALISIS DE PATRONES DE RESPUESTAS

Al estudiar las respuestas conjuntas a los tres items de esta parte de la prueba, se han
obtenido diferentes patrones de respuesta que se representan esqueméticamente en la tabla
2.3.5.1. Esta técnica del estudio de los patrones de respuesta a preguntas relacionadas, es
propuesta por Gardfield y Del Mas (1989) y Del Mas y Gardfield (1991) como medio de
profundizar en las concepciones de los estudiantes. Los resultados de este estudio han sido
publicados en Serrano ef al. (1992, 1994).

Tabla 2.3.5.1. Clasificacién de los alumnos segtin

Pii

Pl

M15

P10

M19

Mié

P12

M1

P6 ; M7 ; M9
P3;P4;P5,P13; M17
M8 ; M20

ivRoRoRoRoRoReReR "R B 2 4
foNeReRel A R 2 Rel - RvEeNe]
lcoa>onar>a0m>

Puede observarse que la respuesta mayoritaria en el primer item ha sido la C (14 de entre
los 20 alumnos), por lo que, de haber estudiado aisladamente esta pregunta, se obtendria
la impresion de una utilizacion mayoritaria de la heuristica de la representatividad y una gran
uniformidad de concepciones. Sin embargo, en la discusion que sigue, y considerando los
diferentes patrones seguidos en las otras dos preguntas, observaremos una gran variabilidad
de razonamientos en los alumnos que han contestado de igual manera en este primer item.

; < ; 3 items (10 casos) Estos alumnos han
contestado correctamem:eal segxmdo item, teniendo en el primero un sesgo de no apreciacion
del tamafio de la muestra, que en la teoria de Kahneman y Tversky se explica por 1a utilizacién
dela heuristica de la representatividad. También dicha teoria concordaria con su repuesta en
el segundo item, pues en una serie de 10 nacimientos lo mis representativo es que el nimero
de varones esté comprendido entre 4 y 6. Por ello, es imposible solo con la eleccién que han
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hecho en este segundo item, separar las respuestas correctas de las debidas a la utilizacion de
esta heuristica.

Por este motivo se pidi6 en todos los items a los alumnos que razonaran su respuesta. De
estos argumentos puede comprobarse que los alumnos han elegido la opcion C por la similaridad
entre la proporcion en la muestra y la de la poblacion de referencia, como se ve en los siguientes
argumentos: "hay igual posibilidades en ambos sexos” (P4), "no he tenido mucha suerte, ya que
me han salido muchas hembras en la simulacion y el grdfico se ha desviado hacia los 3/10”
(P5).

Dentro de este patron podemos distinguir tres casos segiin la respuesta dada a la tercera
pregunta, una vez efectuada la stmulacién.

v item (5 casos, con respuestas CCC
respectivamente en los items 1,2y 3) Estos alumnos dan una respuesta contradictoria con
las dos anteriores, ya que esperan una mayor convergencia en el ultimo tramo del grafico, esto
es, manifiestan una apreciacion del tamafio de 1a muestra. Es notable que en todos ellos la
simulaciéon no resulté conforme a lo previsto en la segunda respuesta, es decir se obtuvo un
niimero de varones no incluido en el intervalo (4,6), lo que motivo la reflexion sobre la mayor
estabilidad de la frecuencia a largo plazo, como se manifiesta en los siguientes ejemplos:
"No siempre saldria asi y si hubiese muchos mds nacimientos no se desplazaria hacia
los lados, sino que se quedaria proximo a la mitad” (P3). "Puede que hubiese una
racha al principio, pero esto se recuperaria o estabilizaria después” (M 17).

1€ on A en ¢ tercer item (3 casos con patron de respuesta CCA).
Estos sujetos han aphcado las tres veces la heuristica de la representatividad, pues esperan
la convergencia, ya en los 10 primeros ensayos. En todos estos casos los alumnos han obtenido
en la simulacion un resultado que corresponde con lo previsto en el item 2. Cabe destacar
¢l argumento del sujeto M7 a la tercera pregunta, ya que, "al haber mayor mimero de nacimien-
tos es mds dificil obtener una cantidad mds acertada de la probabilidad de varones”. Este
argumento ha sido hallado en otros dos alumnos quienes piensan que las muestras mayores son
menos fiables, no siendo conscientes del fenémeno de la convergencia. El resto de los alumnos
dan como argumento "la igualdad de probabilidades".

3 O ‘&4‘

\lumnos que ¢ a opcion D en ¢ tercer item (2 casos con patron de respuesta CCD).
Consnderamos este caso semejante alantenor diferenciandose Gnicamente en ¢l mayor énfasis
en la representatividad, ya que esperan la convergencia por igual en toda la trayectoria del
proceso, independientemente del tamafio de la muestra. También el alumno M8 obtiene lo
esperado en la simulacién.
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31 : ~ ! S g s _(dos casos). Son los alumnos que,
habiendo utxhzado la heunstwa de la representauwdad en 1a primera pregunta, esperan en la
segunda que continuie la tendencia que aparece en el enunciado del primer problema, habiendo
asociado las dos situaciones entre si. Manifiestan, en consecuencia, un sesgo de "recencia
positiva”. De ellos, el alumno M16 obtiene en el experimento de simulacion un valor acorde
con lo esperado y elige la respuesta C al tercer item, consistente con las dos primeras
respuestas pues "creo que se debe compensar esta tendencia a largo plazo”. El alumno M19
habiendo previsto una continuacion de la tendencia en la simulacion, obtiene al realizarla un
namero devaron&scomprmdidomﬂe4y 6. Por ello, acaba eligiendo la respuesta A en el tercer
item indicando "puede que al principio haya el mismo mimero de nifios y nifias y después
aumente y puede haber una desproporcion”, manifestando como otros compafieros una mayor
confianza en la muestra grande y también un cambio de respuesta en el item 3 respecto a las
dadas en los otros dos.

3 2 1es] ; : s items. Son dos casos de alumnos que,
habiendo manifestado el empleo de la heuristica de la representatividad en el primer item,
esperan menos de tres varones en los proximos 10 nacimientos, manifestando un sesgo de
®recencia negativa”. De ellos, el alumno P2 ha elegido la respuesta C en el tercer item, es decir,
espera que, tras aparecer una racha de sentido contrario a corto plazo, la frecuencia relativa se
estabilice a largo plazo, respondiendo consistentemente a las tres preguntas. En este alumno
la opcion del segundo item no se confirmé en el experimento de simulacion.

Por otro lado, el alumno M18 obtiene en la simulacién un resultado diferente al esperado
(entre 4 y 6 varones) por lo que acaba pensando que "la convergencia se realiza en fodas partes
por igual” eligiendo la opcion D en el tercer item.

, e 13 respuesta e T it Solo han sido dos casos, pero conviene
destacarque secomtdem que "al sermayorlamuestmhabmmsposszlxdaddequesalgm
mds varones” (alumno M15, con patrén BBC), aplicando 1a representatividad no en funcién del
parecido de la proporcion muestral con la existente en la poblacion, sino entre 1a magnitud relativa
de esta proporcion y la del tamafio de la muestra. Este alumno, tras manifestar su falta de
confianza en las muestras grandes, espera una compensacién de la tendencia a corto plazo. La
simulacion, sin embargo, no sale conforme a sus expectativas, por lo que finalmente elige la
opcion C en el tercer item, modificando su opinidn "es mds probable que se igualen el numero
de niftos y nifias al final de toda la "estadistica” que en cualquier otro punto” (alumno
Mi15).

El alumno P10, que también cree mas fiables las muestras pequefias, con patron de
respuesta BCA obtiene lo esperado en la simulacion, por lo que termina eligiendo la opcion A
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en tercer item manifestando que "es mds probable que salgan 5y 5 en 10 nacimientos que
en muestras mayores, salgan, por ejemplo 20 y 20"

I s correcta . Hay cuatro casos: el alumno P1 tiene un patrén
de respuesta ADC responde correcta y consistentemente a los items 1 y 3, aunque aplica
incorrectamente la regla de Laplace en el segundo, argumentando que "hay tres posibilidades
y las tres son igualmente probables”.

El alumno P2 tiene un patrén de respuesta ACB; responde correcta y consistentemente
en los dos primeros items, aunque espera una convergencia ya en el segundo tramo del grafico.

El sujeto P11 tiene un patrén de respuesta ACA; responde correcta y consistentemente
a los dos primeros items y, aunque la simulacién no sale segin lo esperado su respuesta incorrecta
en el tercer item es debida a la no comprension correcta de la pregunta. Por 1ltimo, el alumno
M14 responde correctamente a los tres items.

Como resumen de lo expuesto, presentamos enla tabla 235. 2 un esquema, en el que se
estudia la consistencia de la respuesta en el tercer item, para los alumnos que manifestaron sesgo
de representatividad en el primer item, en funcion del resultado obtenido en el experimento de
simulacion.

Tabla2352 Resnltadodchsxmulaményes!ntegmenelnem43

CONCUERDA CON | NO CONCUERDA CON
LOSITEMS 1 Y 2 LOSfTEMS1Y2

Alumnos

Resultado CCA P6;M7;M9 | CCD M20
de CCD M8 CBC P12

simulacion | CAC Mile

P10

Biehler (1991) sugiere que la simulacion podria constituir, especialmente cuando se
emplea el ordenador, un medio de proporcionar experiencia estocastica, cuya falta es sefialada
por autores como Fischbein (1975) como una de las causas por las que las intuiciones
estocasticas no llegan a desarrollarse adecuadamente. Sin embargo, como sefiala
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Freudenthal (1972), las experiencias de simulacién realizadas con fines didacticos no siempre
convergen a las probabilidades tedricas con la rapidez que seria deseable. Por elio avisa del
posible peligro que pueden tener estas situaciones, lo que concuerda con los resultados
experimentales de nuestro estudio, ya que algunos de los alumnos han visto reforzadas sus
ideas incorrectas, influenciados posiblemente por el resultado obtenido en la simulacién.
Este efecto podria ser también una posible explicacion de los resultados contradictorios
obtenidos por Del Masy Garfield (1991) en su experiencia de ensefianza.

2.4. CONCLUSIONES DEL ESTUDIO EXPLORATORIO

En este capitulo hemos presentado un analisis de los resultados de un estudio exploratorio
sobre practicas de los estudiantes al resolver problemas referidos a algunos conceptos elementales
asociados a la idea de proceso estocastico en tiempo discreto. Se ha empleado el método de
entrevista individual a 10 estudiantes de primer curso de bachillerato y a otros 10 estudiantes de
primer curso de magisterio. Esta entrevista individual estaba combinada con la realizacién de
experiencias individuales de simulacion. Debido al caracter restringido e intencional de la muestra,
el enfoque del estudio es exploratorio. Las principales conclusiones obtenidas son las siguientes:

Entre las practicas correctas de los alumnos de la muestra, encontramos en la
primera parte de la prueba una comprension de las caracteristicas generales de imprevisi-
bilidad de los fenomenos aleatorios y regularidad en la frecuencia de posibles resultados.
La mayor parte tiene un razonamiento combinatorio correcto sobre la secuencia de
resultados e identifica correctamente los sucesos elementales del espacio muestral
producto.

También aceptan y comprenden ripidamente la idea de recorrido aleatorio y
conceptos asociados, tales como trayectoria, corte con el eje, maximos, minimos, tiempo
de espera, etc.

La traduccion de un sistemna de representacion a otro ha sido facil, tanto al pasar
de la secuencia de ensayos al recorrido aleatorio como el reciproco. Igualmente ha
ocurrido en la representacion de las frecuencias relativas.

Por otro lado estos alumnos han mostrado las siguientes practicas incorrectas sobre los
procesos estocasticos empleados:

* Fallo por algunos estudiantes en la aplicacién de 1a regla de Laplace estudiada en cursos
anteriores, que sin embargo muestran capacidad combinatoria e identifican el espacio muestral
producto. El fallo es debido en consecuencia, no a la falta de razonamiento combinatorio, sino a
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la dificultad de aplicacion de la idea de independencia de ensayos en un contexto practico.
También se muestra la mayor dificultad de aplicacion de la idea de independencia en un contexto
practico que en uno tedrico.

* Se ha observado un gran nimero de estimaciones incorrectas de parametros de las
trayectorias en los recorridos aleatorios: nimero de cambios de signo, tiempo de permanencia a
un lado del eje, etc. También se ha observado una gran dificultad de enumeracion de posibles
trayectorias, incluso cuando observan correspondencia biunfvoca entre trayectoria y sucesion de
estados. Estos hechos estan posiblemente conectados y pueden influir en las intuiciones
incorrectas manifestadas por estos alumnos respecto a la esperanza matematica en un contexto
de juego de apuesta.

Hemos presentado también un analisis del patron de respuestas seguido en tres items
referidos al empleo de la heuristica de la representatividad, combinado con una experiencia
de simulacion de la situacion presentada en los items. Del analisis de estos patrones
obtenemos las siguientes conclusiones:

- Aunque la mayor parte de los alumnos ha respondido al problema clasico del hospital
de Kahneman y Tversky empleando aparentemente la heuristica de la representatividad,
hemos hallado una gran variedad de matices de aplicacion de la misma:

- comparacién de porcentajes sin tener en cuenta el tamafio de la muestra.

- comparacion de la magnitud relativa de la proporcion con el tamafio muestral.

- confianza en una continuacion (en otros casos de una compensacion) de la
tendencia.

- estabilizacion rapida sin tener en cuenta la tendencia anterior o, por €l contrario,
estabilizacion a largo plazo.

-Presencia en ciertos alumnos de una creencia en la mayor fiabilidad de las mmestras
pequefias frente a las grandes, concibiendo el azar como un proceso que genera
desorden y no confiando en la estabilizacion de las frecuencias.

- Influencia notable del resultado obtenido en la simulacion sobre la respuesta al
tltimo item. Como consecuencia, este resultado plantea de nuevo la necesidad de una
mayor investigacion sobre las implicaciones didacticas de la simulacion para la
ensefianza de la probabilidad.
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CAPITULO 11

SIGNIFICADOS DE LAS SECUENCIAS ALEATORIAS PARA
ESTUDIANTES DE SECUNDARIA. HEURISTICAS Y SESGOS EN
EL RAZONAMIENTO ESTOCASTICO






3.1. INTRODUCCION

Al finalizar la primera fase del estudio empirico, descrita en el capitulo 2, llegamos a la
conclusion de que las situaciones didacticas experimentadas resultaban asequibles para los
alumnos de secundaria. No obstante, también se identificaron una serie de heuristicas y sesgos en
¢l razonamiento probabilistico de los alumnos, asi como dificultades de comprensi6n de algunos
conceptos implicados en las actividades propuestas. Todas estas limitaciones han de tomarse en
cuenta en la organizacion de la ensefianza, ya que los alumnos no construyen su conocimiento
probabilistico sobre el vacio, sino a partir de la confrontacion y revisién de las ideas previas que
traen consigo al comenzar su aprendizaje.

Estas conclusiones fueron obtenidas a partir de una muestra muy reducida de alumnos,
lo que nos llevd a plantearnos la pregunta de hasta qué punto nuestros resultados serian
generalizables a otros alumnos del mismo nivel educativo. Con objeto de aumentar la evidencia
empirica de las conclusiones sobre las dificultades y errores de los estudiantes, obtenidas en la fase
de entrevista, nos decidimos a llevar a cabo una evaluacion de las mismas en una nueva muestra
de estudiantes.

Dicho estudio se presenta en este capitulo, que comienza con la descripcion del
cuestionario utilizado en la recogida de datos y sus resultados en una muestra piloto. Una vez
depuradas las preguntas del cuestionario, se obtuvieron datos de un total de 277 alumnos de dos
grupos diferentes: Primer Curso de Bachlllerato y Curso de Orientacion Universitaria. Debido a
la conveniencia de limitar el tamafio del cuestxonano nos hemos centrado en el estudlo de los
siguientes puntos, que hemos considerado esenciales para el enfoque frecuencial de la ensefianza
de la probabilidad:

a) Las propiedades que los alumnos asignan a las secuencias aleatorias. Este punto es
fundamental para la comprension de las actividades propuestas y de los conceptos implicados en
las mismas y completa las conclusiones obtenidas en el primer apartado de las entrevistas.

b) El uso de heuristicas y sesgos en la evaluacion de probabilidades en experimentos
compuestos, de los que hemos observado un gran nimero en las entrevistas, incluso en alumnos
con un buen razonamiento combinatorio.
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¢) Finalmente, hemos afadido una pregunta sobre interpretacion de enunciados de
probabilidad en su acepcion frecuencial, puesto que algunos resultados de las entrevistas nos
sugieren que una porcion importante de alumnos podrian ser encuadrados en el "enfoque en el
resultado” descrito por Konold.

Las cuestiones de investigacion que, nos hemos planteado sobre cada uno de estos
apartados son las siguientes:

- ;Cual es la extension real de las dificultades encontradas en la fase de entrevista en una
muestra de estudiantes mas representativa de los alumnos de secundaria? ;Coinciden las
proporciones de alumnos con dificultades encontradas en nuestros estudiantes con las descritas
en otras investigaciones previas? ;Son los alumnos consistentes (respecto a los errores y
dificultades) en los argumentos que apoyan las opciones elegidas en los items del cuestionario?
(Emplean los alumnos un mismo tipo de argumento para una clase dada de situaciones (por
ejemplo, en el reconocimiento de secuencias aleatorias) o, por el contrari&‘{e:dsten variables de
tarea de estas situaciones que afectan a su respuesta? jExisten asociaciones entre los diferentes
errores, O son estos errores independientes unos de otros? jPodemos describir el razonamiento
de los alumnos en el tipo de problemas propuestos mediante una escala lineal, o, por el contrario,
es posible identificar una estructura multifactorial en el mismo? ;Existe alguna evolucion en
alguno de los aspectos anteriores (respuestas, argumentos, estructura global de las respuestas),
como consecuencia de la mayor edad e instruccion?

Los resultados obtenidos se describen de acuerdo con las tres partes diferenciadas en las
que se ha dividido el cuestionario. Para cada una de ellas se analizan las respuestas y los
argumentos de los alumnos, comparando entre si los dos grupos y estudiando la consistencia entre
respuestas y argumentos. Asimismo, describimos las principales diferencias y semejanzas halladas,
respecto a otras investigaciones previas. El analisis de correspondencias permite identificar Ia
estructura de relaciones entre respuestas a diferentes ftems, asi como el efecto del grupo y de las
variables de tarea sobre las mismas.

3.2. ANALISIS DEL CUESTIONARIO PILOTO: TIPOS DE fTEMS Y VARIABLES DE
TAREA

El instrumento utilizado en la recogida de datos en esta segunda fase es un cuestionario
para ser completado por escrito por los estudiantes. Esta formado por tareas de diferente tipo,
tomadas en su mayor parte de investigaciones previas, pues se trataba de evaluar sesgos y
heuristicas especificas con items de fiabilidad probada.
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Como hemos indicado, uno de los fines que pretendemos es la comparacion de nuestros
resultados con los de otros autores. No obstante, no sblo aspiramos a este punto, pues
completamos este trabajo con el anlisis de las diferencias en los dos grupos y el estudio de
asociaciones entre diversas heuristicas y sesgos, que constituye una aportacion original de nuestra
tesis.

El cuestionario consta de diez items agrupados en tres partes que evalian aspectos
diferentes del razonamiento de los alumnos:

- La primera parte consta de 4 items y trata de determinar el significado que, para los
alumnos, tienen las secuencias de resultados aleatorios.

- La segunda se compone de items utilizados en investigaciones sobre diversas heuristicas
y sesgos, evaluando el uso que hacen de ellos los alumnos.

- La tercera parte se refiere a la interpretacién de enunciados de probabilidad, dados en
términos frecuenciales.

A continuacién analizamos cada uno de los items de estos tres apartados.

Descripcion de la Parte 1:

Con esta primera parte del cuestionario queremos evaluar las propiedades que los alumnos
asignan a las secuencias de resultados aleatorios, no s6lo a nivel declaratorio (reconocimiento)
sino las que se presentan en las secuencias construidas por los alumnos.

Los cuatro ftems que forman esta parte del cuestionario han sido tomados del cuestionario
*Random One", usado por Green (1988, 1991) en su estudio longitudinal sobre 1.820 escolares
ingleses de 7 a 14 afios. Por este motivo, podremos comparar nuestros resultados con los de este
autor, para los alumnos de edad similar, y extender sus resultados a alumnos de 18 afios.

En esta parte de la prueba hemos utilizado todos los tipos de tareas propuestos por Green
en la investigacion citada, aunque se han suprimido algunos de los distractores o algunos items
similares a los que proponemos, con objeto de que el instrumento global no fuese demasiado
largo.

Los tipos de items incluidos son dos: generacion de sucesiones o distribuciones aleatorias
y reconocimiento de sucesiones o distribuciones aleatorias. En cada uno de los dos tipos hemos
considerado distribuciones aleatorias lineales y planas.

En las tareas de reconocimiento se presenta al alumno uma serie de secuencias o
distribuciones aleatorias y se le pide un juicio subjetivo sobre la aleatoriedad de las mismas. En
concreto, se le pide que indique cudles de ellas cree que pueden haber sido generadas por un
experimento aleatorio.

En las tareas de generacion de distribuciones aleatorias se pide al alumno que escriba una
sucesion aleatoria compuesta por un nimero dado de sucesos o una distribucion de puntos
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aleatorios en una cuadricula. Se le pide que lo haga como crea que debiera haberse obtenido si
hubiese utilizado un cierto generador aleatorio, como, por ejemplo, una moneda o un dado. Es
una tarea inversa a la anterior y adem4s, no queda restringida por las sucesiones que a priori elige
el investigador. De este modo, esperamos poder deducir las caracteristicas que los alumnos
atribuyen a estas sucesiones.

A continuacion analizamos con detalle cada uno de los items que componen esta parte de
la prueba.

item 1:
Supdn que estis lanzando una moneda 50 veces, sin hacer trampas. Pon C o X en cada cuadro
(C quiere decir que cbtienes una cara y X que abtienes una cruz).

-
-
—‘
et

Se trata de generar una secuencia simulando los resultados obtenidos consecutivamente
al repetir un niimero dado de veces un experimento aleatorio simple. El experimento considerado
consiste en lanzar una moneda no sesgada. El espacio muestral de cada experimento simple
(lanzar una vez la moneda) consta, por tanto, de dos sucesos elementales equiprobables y la
longitud de la secuencia es 50.

Analizaremos los aspectos que Green estudié sobre las sucesiones generadas por los
escolares que se describieron en la seccion 1.4..2.2, en particular las frecuencias relativas de caras
y cruces, la longitud y nimero de rachas y la consistencia entre las dos partes de la secuencia.

item 2:

Pablo, usamxic 16 fichas mmeradas 1,2,3,4,....16, juega de 1la siguiente forma: pone todas
las fichas en mna caja vacia y mueve con fuerza la caja. Raquel cierra los ojos y coge una ficha.
Bs la ficha mamero 7.

Pablo pone una cruz en la aasilla nimero 7. La ficha 7 se pone otra vez en la caja, se
vuelve a mover la caja y otro niio toma una ficha y repite lo que hizo Raguel.

13 14 15 16

2.1. Imaginate que estis jugando a este juego y sacas treinta veces una ficha como arriba se
dice. Pon 30 cruces en los lugares que creas segin las fichas que saques.
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2.2 Ensénanos ahora cémo quedarian las siguientes casillas si juegas este juego 16 veces. Pon 16
cruces.

En esta pregunta se ha tomado de los items 4, 5y 6 del test "Random one" de Green,
adaptandolos para hacer un sélo item. Aunque ahora también se trata de simular el resultado de
una sucesion de experimentos aleatorios, la disposicién espacial introduce nuevos elementos
conceptuales que no estan presentes en la tarea anterior. En primer lugar, el conjunto de
resultados posibles es mucho mayor, ya que se trata de cada una de las celdas en que se ha
dividido la cuadricula (16 resultados).

El modelo que mejor aproxima la situacién experimental es la distribucién de Poisson en
el plano. Por ello, ademas de tenerse en cuenta la frecuencia relativa con que aparece cada
resultado, aparecen nuevas variables aleatorias, como el nimero de celdas con frecuencia 0,1,
2, ... etc. Por ello, en lo que sigue, denominaremos puntos a las marcas colocadas por los nifios
en la cuadricula.

No tiene sentido ahora hablar de longitud de rachas, ya que el orden en que aparecen los
diferentes resultados es irrelevante. Como variable de tarea se tiene en cuenta el nimero de
sucesos, ya que se pide generar una secuencia aleatoria con 16 sucesos y otra con 30. En el primer
caso, el nimero de sucesos a generar coincide con el nimero de sucesos posibles en el espacio
muestral correspondiente al experimento simple (colocar una cruz). El alumno que espere una
correspondencia exacta de las caracteristicas de la poblacion y la muestra tendera a colocar un
punto en cada una de las casillas.

En el segundo caso, necesariamente debe haber resultados repetidos. Se desea saber si el
alumno realiza una distribucién determinista de los resultados entre el conjunto posible de sucesos
del espacio muestral o si es consciente de la alta probabilidad de que haya sucesos que no se
presenten (cuadros vacios) y de la variabilidad aleatoria.
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La distribucion empirica producida por el alumno puede compararse con la distribucion
tedrica esperada, para ver hasta qué punto el modelo de distribucion en el plano del alumno se
conforma a esta distribucion teérica. En particular, resultan de interés:

a) La frecuencia relativa de cuadros vacios.

b) La existencia de cuadros con dos o mas resultados.

¢) El nimero maximo de resultados en un cuadro.

ftem 3:

Se pidid a cuatrc nifics lanzar una moneda 40 veces. Algunos lo hicieron correctamente.
Otros hicieron trampas. Ellos pusieron € para indicar una cara ¥y X para indicar una cruz. Estos
son sus resultados:

Daniel:
CXCXXCCXCXCCXXCXXCCXXCXCCXXCXCXCXCXCXXCX

Martin:
CXXXCXXCCCXCXXXXXCXCXCCXCXXCcCCCXXXCXXxecce

Diana:
CXXXCXXCXCXXXCXXXXCCXXXCXXCXXCXXXXCXXXCX

Maria:
XXXCXCCXXXCXCCCCCXCXCXXCXCCXXXXcCccCceEcXeccecXxXxcce

3.1. ;Hizo trampas Daniel? iPor qué?
3.2. ¢Hizo trampas Martin? ;Por qué?
3.3. ;Hizo trampas Diana? i Por qué?

3.4. ;Hizo trampas Maria? ;Por qué?

Se trata de dar un juicio subjetivo sobre la aleatoriedad de ciertas secuencias. Es la inversa
de la tarea propuesta en el item 1, en el sentido de que el experimento aleatorio considerado es
el mismo: lanzamiento de una moneda no sesgada. El espacio muestral de cada experimento
simple es, por tanto, compuesto de dos resultados equiprobables.

De este modo podremos estudiar la consistencia entre las propiedades que los alumnos
atribuyen a las secuencias aleatorias a nivel de reconocimiento (declarativo) y las que usan para
generar una secuencia aleatoria (nivel actuativo).

Ha sido tomado de los items 3 y 8 del test "Random one" de Green, que se han adaptado
para hacer un sblo item con varios apartados. Las secuencias incluidas tienen las siguientes
caracteristicas:

Daniel:
Frecuencia de caras: 19.

Numero de rachas: 30.
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Longitud de la racha mas larga: 2.
Distribucion de la longitud de las rachas (20, 10).

Martin:

Frecuencia de caras: 20.

Numero de rachas: 21.

Longitud de la racha mas larga: 5.

Distribucion de la longitud de las rachas (11,4,4,1,1).
Diana:

Frecuencia de caras: 12.

Numero de rachas: 22.

Longitud de la racha mas larga: 4.

Distribucion de la longitud de las rachas (12,4,4,2).

Frecuencia de caras: 22.

Numero de rachas: 22.

Longitud de la racha mas larga: 5.

Distribucion de la longitud de las rachas (12,5,3,1,1).

En este item se pide al alumno razonar sus respuestas, por lo que podremos comparar con
las razones dadas por los estudiantes en la prueba usada por Green o bien refinar la clasificacion
de respuestas producidas por Green que se describieron en la seccion 1.4.2.2.

ftem 4:

Al juego que inventd Pablo han jugado cuatro nifios y sus resultados son los que mostramos
a continuacién. :Crees que hay alguno de ellos que ha hecho trampas en el juego? Explica por qué
lo crees asi y sefiala si hizo o no trampas en cada uno de los casos.

¥ | %] X| ¢ Xf ¥
¥ | x| X| % ¥ | ¥ XK
¥ X
¥ | ¥ X X
Y| * % ¥ Xx
Luis Jaime
4.1. ¢Ha hecho trampa Luis? ___ 4.2. :Ha hecho trampa Jaime? _
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x %l xx ¥ | x¥
X ¢ Xx X\()( X
XX X X ¥ Xy
xx| fxx v 5%
Jesus Maria
4.3. ;Ha hecho trampa Jesis? ___ 4.4. ;Ha hecho trampa Maria? ___

Explica tus respuestas.

Tomado del item 9 del test "Random one" de Green (1988, 1991), suprimiendo algunos
distractores que resultaron demasiado faciles en la investigacion del citado autor. Se trata de dar
un juicio sobre la aleatoriedad de una distribucion de puntos en una cuadricula. La situacion es
similar a la presentada en el item 2, lo que permitira comparar la consistencia de los alumnos en
estos dos tipos de tarea. Los distractores considerados son los siguientes:

Luis:

Los puntos se han distribuido uno en cada celda, por lo que no aparecen celdas vacias o
con dos o mas puntos. Sin embargo, al estar colocados los puntos al azar dentro de cada
cuadricula, este patron se conoce como "disposicion semialeatoria”.

Jesus:
La distribucion del nimero de puntos por celda es (8, 0, 8). Aunque aparecen celdas
vacias, y celdas con dos puntos, no aparece niguna celda con un solo punto.

Jaime:
La distribucion del nimero de puntos por celda es ( 7, 4, 3, 2).

Maria:

La distribucion del nimero de puntos por celda es (8, 3, 3, 1,1). Aunque esta distribucion
es relativamente probable, sin embargo la disposicion espacial de los puntos concentrados en dos
de las diagonales del cuadrado es muy improbable.
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Este item ha sido también utilizado por Toohey (1995). Ni este autor ni Green, en su
investigacion, estudiaron los argumentos de los alumnos, por lo que nosotros pensamos completar
este aspecto en nuestro trabajo, con objeto de analizar las propiedades que los alumnos atribuyen
a las distribuciones aleatorias de puntos en el plano. Una de las aportaciones de esta tesis es
presentar una clasificacion comiin para los argumentos de los alumnos en los items 1 y 2. Esta
clasificacion describe las propiedades (correctas e incorrectas) asociadas por los alumnos a las
secuencias de resultados aleatorios.

Descripcion de la Parte 2:

Esta parte de cuestionario se orienta a evaluar si los alumnos hacen uso de diversas
heuristicas y sesgos, en especial la representatividad, por la que los juicios de probabilidad se
realizan en base al parecido entre muestra y poblacion, prescindiendo del tamafio de la muestra.
Ha sido construido basicamente con items del test "Intuitive reasoning” de Konold y Garfield
(1993), aunque los items han sido usados por diversos autores.

ftem 5:
5.1.-¢ Cuil de las siguientes sucesiones es mis probable ¢ue resulte al lanzar una moneda
equilibrada 5 wveces?

a.-CcCCXxXX

b.-XCCXC

c,.-XCXXX

d-CXCXC

e.~ Las cuatro sucesicmes son igual de probables.
¢Por qué has dado esta respuesta?

5.2.- Abajo listamos las mismas sucesiones de caras y cruces. iCuil de las sucesiones es
menos probable que resulte al lanzar una moneda equilibrada 5 veces?

a.-CCCXX

b.-XCCXC

c.~-XCXXZX

a.-CXCcXC

e.- Las cuatro sucesiones son igual de probables.
i¢Por qué has dado esta respuesta?

En este item, empleado también por Kahneman y Tversky (1982) y Konold ez al. (1993),
se usa de nuevo el contexto de monedas. En lugar de preguntar si se considera o no aleatoria la
secuencia, se pide al alumno una estimacion de la probabilidad de la misma. Ello requiere que el
alumno compare mentalmente las secuencias dadas entre si y con otras posibles secuencias
producidas en la serie de ensayos dada. Es decir, se requeriria la identificacion de los elementos
de un espacio muestral producto. Aunque no es preciso enumerar todo estos elementos, debe
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comprenderse el tipo de configuracion combinatoria que se produce como resultado del
experimento producto.

Se trata de comprobar si la estimacion de la probabilidad de una secuencia corta de caras
y cruces se hace en base a su representatividad. Este item ha sido obtenido como sintesis de los
items 3, 4, 5 del test de Konold y Garfield. Konold et al. (1993) emplearon este item para
estudiar si los alumnos razonaban en base al "enfoque en el resultado aislado”. También es similar
al item 1 que empleamos en la fase de entrevistas. Por comparacion con las tareas anteriores, las
secuencias son mucho més cortas, para que el alumno ponga en juego su razonamiento
combinatorio.

ftem 6:

Una ruleta se divide en 5 &reas de ignal tamaho, como se muestra debajo.

éb

la flecha de la ruleta. ¢Cuil de los siguientes resultados es mis verosimil que resulte al
girar la ruleta tres veoces?:

a.~- 215, en este orden exacto

b.~ Cbtener los nimeros 2, 1, 3, en cualquier orden.

c.- (btener los mameros 1, 1, 5 en cualiguier orden.

d.~ Las opciones a ¥ b sen igualmente verosimiles.

e.- Las opcoiones a, b, ¥y ¢ son igualmente verosimiles.

En este item, tomado de Konold y Garfield (1993), se trata de comprobar si los alumnos
estiman la probabilidad de una secuencia de resultados en base a su representatividad o, si por el
contrario, hacen uso del razonamiento de tipo combinatorio. El espacio muestral del experimento
simple tiene 5 resultados posibles, en un contexto de ruletas. El distractor a) se incluye para ver
si los alumnos hacen uso de la idea de orden.

ftem 7:

En 1a maternidad de la ciundad X estin muy interesados en prever el nimero de recién
nacidos Que serin varones © hembras, con cdjeto de disponer de suficiente ropa, segin el sexo del
recién nacido. .

7.1, ¢Cudl de astos casos te parece mis probable?:

a.- Que entre los proéximos 10 nacimientos 8 © mis sean varones.
b.~ Que sntre los préximos 100 nacimientos 80 o mis sean varones.
c.- Las dos cosas anteriores son ignal de probables.

Indica cuil te parece sés probable y por qué.
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7.2. (Qué te parece mis probable para los préximos 10 nacimientos?:
.- La fraccién de chicos seri mayor o igual a 7/10.

.- La fraccién de chicos seri menor o igual a 3/10.

.- La fraccién de chicos estari comprendida entre 4/10 y 6/10.
.- Las tres cosas son igual de probables.

AaANDw

Indica cuil te parece mis prabable y por qué

Es una version modificada del item 4 empleado en la fase de entrevistas y consta de dos
partes. Aunque el espacio muestral asociado al experimento simple tiene solo dos resultados
posibles, como en el item 1, el concepto de probabilidad que se aplicaria mejor a este item seria
el frecuencial. Ademas no se proporciona la secuencia de resultados, sino sélo la frecuencia de
ocurrencia de uno de los resultados.

En la parte 1 de este item, se trata de ver si los alumnos aprecian el efecto del tamafio
muestral sobre la fluctuacion del proceso de muestreo. En la parte 2 se trata de ver si los alumnos
perciben la mayor probabilidad de los valores centrales de la distribucion. Es decir, mientras que
la parte 1 evalua la percepcion de la variabilidad de las secuencias aleatorias y del efecto del
numero de experimentos sobre esta fluctuacion, la parte 2 evalia la percepcion de la tendencia
del proceso.

item 8:

8.1. Cuande lanzamos dos dados simultineamente:

.~Hay las mismas posibilidades de obtener un 5 y un 6 que de cbtener dos veces el 5.
.-Hay mis posibilidades de obtener un 5 y un 6 que de cbtener dos veces el 5.

.~Bay menos posibilidades de obtener un 5 y un 6 que de cbtener dos veces el 5.

.~BEs imposible saberlo.

[L S T A ]

Elige la opcidén que crees mis adecuada y razona tu respuesta.

8.2. Cuando lanzamos tres dados simultineamente, ;cuil de estos resultados es mis ficil que
ocurra?:
.- Obtener un 5, un 3 y un 6.
.- Obtener dos veces el 5 y una vez el 3.
.~ Obtener tres veces el numero 5.
c.~ Todos estos resultados son igualmente probables.
Escribe la opcién que has elegide

0w

8.3. (Es alguno de estos resultados menos probable que los otros dos?

Este es un item tomado de Lecoutre y Durand (1988) y Lecoutre y Cordier (1990),
quienes lo ha empleado extensamente en sus investigaciones. Sin embargo, también puede servir
para evaluar la representatividad en contexto de dados y evaluacion del razonamiento
combinatorio. Se pide considerar un experimento doble y triple.
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Descripcion de la Parte 3:

Esta parte del cuestionario evalia la interpretacion que hacen los alumnos de los
enunciados frecuenciales de probabilidad. Nos hemos basado en las investigaciones de Konold
(1989, 1991) y consta de dos items.

item 9:
9.1. El Centro Meteorolégico de Springfields gquiso determinar 1la precisién de su meteordlogo.
Buscaron sus registros de aquellos dias en los que el meteordlogo habia informado que habia
un 70 por ciento de posibilidades de lluvia. Cosmpararon estas predicciones con los registros
que indicaban si llovid o no en esos dias en particular.

La prediccién del 70 por ciento de posibilidades de lluvia puede considerarse muy
precisa, si lloviéd:

a.- Entre el 95 por ciento y el 100 por ciento de esos dias.
.- Entre el 85 por ciento y el 94 por ciento de esos dias.
.- Entre el 75 por ciento y el 84 por ciento de esos dias.
.- Entre el 65 por ciento y el 74 por ciento de esos dias.
Entre el 55 por ciento y el 64 por ciento de esos dias.

oo v

Elige la opciém que crees es la mis apropiada.

9.2. Supongamos que este hombre del tiempo dice gue mafiana hay un 70 por ciento de posibilidades
de lluvia y mafiana no llueve. gmécmclunénsmziunb:empr«ucciéndeqnehabiaun 70 por
ciento de probabilidades de lluvia?

Ha sido tomado del test de Konold y Garfield (1993) , quien lo construyd a partir de los
trabajos de Konold (1989), (1991). Se trata de ver si los alumnos interpretan correctamente un
enunciado frecuencial de probabilidad o si,por el contrario,interpretan el enunciado como referido
a la ocurrencia del suceso en un Gnico ensayo.

ftem 10:

Al inicio del siguiente camino se coloca un himster y se le deja que circule libremente
hacia su alimemto situado al final del camino. En el orificio A ponemos queso y en el B nueces.
SegGn un amigo mio gue ha criado muchos himsteres, 80 de cada 100 himsteres prefieren el quesc
a las nueces.

10. A.~ (A dSnde te parece mis prabable que llegue el himster? iPor qué?

10.8.- 8i hacemos la prueba con un himster y éste se dirige bacia B, ipiensas que mi amigo
agtaba egquivocado?

10.C.~ 8i hacemos la prueba con 10 himsteres y 3 de ellos se dirigen a B (eligen las nueces)
ipensarias que mi amigo estaba equivocado? Por qué?
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Significados de Ias secaencias aleatorias

En este item construido por nosotros mismos, se trata de la interpretacion de un enunciado
de probabilidad frecuencial y permite discriminar los sujetos que emplean el "enfoque en el
resultado aislado”. Hemos introducido este item para analizar el efecto del contexto, mas familiar
al alumno, sobre este sesgo.

3.3. RESULTADOS DE LA MUESTRA PILOTO Y CRITERIOS DE REVISION
DEL CUESTIONARIO

Finalizada la construccion del cuestionario, se realizaron algunas pruebas de comprension
de los enunciados con alumnos de 14 y 18 afios, quienes colaboraron con nosotros en la redaccion
definitiva. Asimismo, estos primeros ensayos nos sirvieron para estimar el tiempo necesario que
los alumnos emplearian en completar el cuestionario con comodidad.

Con objeto de obtener unos primeros datos con los que podriamos ensayar el plan de
analisis de datos previsto y estimar la generalizabilidad del cuestionario, procedimos a ensayarlo
con una muestra piloto.

Esta muestra estuvo formada por cuarenta y un alumnos de catorce aifios y veintinueve de
dieciocho afios. Los primeros pertenecian a un mismo colegio de educacion secundaria de la
ciudad de Melilla con un ambiente cultural y social medio, de los que treinta eran nifios y el resto
nifias. Eran alumnos que no habian recibido previamente ninguna ensefianza sobre probabilidad
aunque en sus respuestas se podia observar interés por estas cuestiones y ciertas vivencias
relacionadas con este mundo del azar. En cuanto a los veintinueve del segundo grupo, eran
veintidos alumnos y siete alumnas de C.0.U. de un instituto con un nivel social y cultural también
medio. Estos alumnos habian recibido ensefianza sobre la probabilidad, que segin su curriculum
deberia haber sido por lo menos de quince horas en cursos previos y en este mismo curso de seis.

Una vez recogidos los datos de la muestra piloto, se procedi6 a resumir sus resultados.
Para cada uno de los alumnos se analizaron las respuestas, clasificando los argumentos obtenidos.
En el Anexo 3 analizamos con detalle cada uno de los items que componen esta parte de la
prueba. El proposito principal de este anélisis fue detectar posibles problemas de interpretacion
de los enunciados para corregirlos si fuera necesario.

Ya analizados los resultados del cuestionario piloto, pasamos a estudiar los puntos que
se deberian modificar para elaborar el cuestionario definitivo. Nuestra intencion era realizar los
minimos cambios posibles, puesto que uno de nuestros objetivos era la comparacion con los
trabajos de Green, Lecoutre y Konold de los cuales habiamos tomado los items.

Por ello, solo se ha procedido a variar las preguntas si hubo dificultad de interpretacion
del enunciado por parte de los alumnos. Ello ha ocurrido en los casos siguientes:
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En el item 8 hemos observado que las opciones propuestas por Lecoutre no eran
totalmente comparables en las dos partes de esta cuestion. Mientras que en la primera parte habia
una opcion de respuesta "es imposible saberlo”, esta opcion no existia en la segunda parte. Nos
ha parecido interesante afiadir esta opcion en la segunda parte, porque el alumno puede pensar
que no existe un procedimiento matematico para el calculo de las probabilidades de los sucesos
implicados. Ademas la mayor de los alumnos habia elegido precisamente esta opcion en la primera
parte de la pregunta.

En el item 10 decidimos cambiar el contexto, en lugar de que el hamster tuviera que elegir
entre el queso y las nueces, sustituimos por un hamster que tuviera que elegir entre cacahuetes
y pipas. Hicimos este cambio porque,en este item,los nifios se guiaron preferentemente por sus
experiencias previas mas que por los datos. Muchos de los nifios argumentaban que a los
hamsteres no suele gustarles ¢l queso, a pesar de lo que decia el enunciado del problema. Otros
argumentaron que el olor del queso podria asustar al hamster.

Aungue estos datos pueden ser interesantes, porque indican que los alumnos consideran
factores ajenos a los datos en los problemas probabilisticos, fue un distractor que nos impidio
conocer si los alumnos interpretaban correctamente el enunciado de probabilidad frecuencial.
Ademis, en este mismo ftem, cambiamos la cantidad de himsteres a considerar en la proporcion,
pusimos 70 de cada 100 para mantener la misma proporcion que figuraba en el Gltimo apartado
del item, atendiendo las sugerencias de algunos alumnos. En consecuencia, se procedio a la
modificacion del item.

Finalmente se emple6 el cuestionario piloto para calcular los indices de generalizabilidad
de la prueba, siguiendo un procedimiento semejante al empleado en Estepa (1993), Vallecillos
(1994) o Navarro - Pelayo (1994).

Tabla 3.3.1. fndice de dificultad de los fiems en la muestra piloto.

fTEM RESPUESTA | ARGUMENTO
5.1 0.49 0.51
52 03 0.48
6 0.34 .
7.1 0.18 0.07
72 0.34 0.29
8.1 0.2 0.13

82 a) 0.26 _

82b) 0.02 _

9.1 0.24 _

9.2 0.3 _

156



Significados de las secuencias aleatorias

Para ello se utilizaron solo los items 5 a 9 ya que en los cuatro primeros no hemos
diferenciado entre respuestas correctas e incorrectas. No hemos tenido en cuenta el item 10
puesto que muchos alumnos se guiaron por sus teorias previas En cada uno de ellos se puntuaron
tanto las respuestas asi como los argumentos de los items 5, 7 y 8.1, obteniéndose los indices de
dificultad que se muestran en la tabla 3.3.1., como porcentaje de resultados correctos en el total
de alumnos.

Podemos observar la notable dificultad de 1a mayoria de los items, aunque hemos decidido
conservarios, por ser cada uno de ellos fundamental para el estudio de los sesgos que intentamos
evaluar.

El calculo del indice de generalizabilidad Brennan (1983) emplea los resultados del analisis
de varianza de medidas repetidas de la puntuacién en cada item que se muestra en la tabla 3.3.2.

Tabla 3.3.2. Resultados del andlisis de varianza de medidas repetidas.

FUENTE DE ss DF M
VARIACION
SUJETOS 51.19 69 0.74
RESIDUAL 173.02 828 02
fTEM 492 14 4.1

SS = Suma de cuadrados. DF = Grados de libertad. CM = cuadrados medios.

A partir de esta tabla y siguiendo el método expuesto en Dumn y Clark (1987 pag. 234),
se han obtenido las siguientes estimaciones de los componentes de 1a varianza:
Varianza residual 0’=02
Varianza dentro de los items o%=0.0325
Varianza dentro de los sujetos  0%,=0.0077

Usando estos componenites, hemos empleado la formula propuesta en Thorndike (1989)
para el calculo de los coeficientes de generalizabilidad, de la cual se ha obtenido un indice de
generalizabilidad:

G, - 00328
0,2

0,0325+——
14

para la poblacion de items, lo que sefiala que nuestros resultados tienen una generalizabilidad
limitada si se cambian los items por otros diferentes aunque se refieran a los mismos conceptos
que hemos analizado en nuestra investigacion. Ello es consistente con nuestro marco tedrico por
el cual el significado de los objetos matematicos depende del contexto y situaciones problematicas
involucradas.

= 0,69
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Para la poblacion de sujetos hemos obtenido una medida de generalizabilidad:

G - 00077

0,0077+22 ‘;’2

que es algo mayor. Este indice depende del tamafio de la muestra de los alumnos (70), que
podemos aumentar en la muestra definitiva para obtener una mayor generalizabilidad. Fijados
nuestros objetivos de obtener un indice de generalizabilidad a la poblacion de sujetos de al menos
0,9, hemos calculado el tamafio necesario de la muestra

0,0077

, =
0,0077 + 0.20

Q
1

> 0,9

n

de donde hemos obtenido n > 233, por lo que se ha decidido tomar al menos 233 sujetos en la
muestra definitiva.

El resto de las preguntas se conservaron tal como estaban. Los resultados de la muestra
piloto fueron lo suficientemente interesantes para indicarnos que merecia la pena estudiar una
muestra mas amplia. Por otro lado, no tuvimos demasiada dificultad en la categorizacion de las
respuestas, ya que contdbamos con categorias previas definidas en otras investigaciones. La
mayor parte de las respuestas de los nifios pudieron ser englobadas en dichas categorias, aunque
también han aparecido algunas categorias nuevas.

3.4. DESCRIPCION DE LA MUESTRA EXPERIMENTAL
La muestra utilizada para completar el cuestionario se tomo entre los alumnos de diversos

centros de Educacion Secundaria y Bachillerato de la ciudad de Melilla. El namero total de
alumnos de la muestra fue de 277 que se distribuyeron en dos grupos: el primero_de estos grupos

erade 147 alumnos de segundo curso de Educacion Secundanu.eLsgg;mo_de..,_so alunmos,,‘

del Curso de Orientacion Universitaria. Aunque se procuro que el mimero de alumnos en los dos
grupos estuviese lo mis igualado posible, el hecho de utilizar grupos completos de alumnos ha
hecho que el tamafio de las dos muestras varie ligeramente.

Ademas de los estudios cursados, la caracteristica com(n en cada uno de estos grupos es
la edad, que en el primero era de catorce o quince afios y en el segundo, alrededor de dieciocho.
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Siguificados de las secuencias aleatorias

En total han participado en el estudio seis centros diferentes en los que, en todos los
casos, hemos encontrado cooperacion e interés por nuestro trabajo. Todos los profesores
participantes colaboraron en el éxito de la recogida de datos, motivando a sus alumnos para que
completasen el cuestionario con el mayor interés posible y para que describiesen con detalle sus
argumentos. Agradecemos a todos estos profesores su valiosa cooperacion, sin la cual esta
investigacion no hubiera podido completarse.

Describimos a continuacion brevemente las caracteristicas de cada uno de los grupos de
alumnos participantes, utilizando claves para referimos a los diferentes centros. Indicaremos el
nivel social mas frecuente del centro, el nimero de chicos y chicas y si en su curticulum previo
habian estudiado conceptos probabilisticos.

El primero de estos grupos, al que denominaremos ESO, estaba formado por alumnos de
cuatro centros distintos, que denominaremos: JC, MF, EN, LS, alumnos estos que en ningun caso
habian recibido ensefianza en probabilidad. JC es un centro de un nivel social medio bajo. En él
se paso la prueba a treinta y dos alumnos, de los que dieciocho eran chicas y catorce chicos. Los
centros MF y EN son centros con un nivel social medio. En el primero de ellos participaron
cincuenta y tres alumnos de los que veintiocho eran chicas y veinticinco eran chicos. En el
segundo, EN, solo participaron veintisiete; de ellos dieciséis eran chicos y el resto chicas. Por
dltimo, el centro LS es de nivel social medio alto y en €l participaron treinta y cinco alumnos de
los que treinta eran chicos y cinco chicas. El mimero total de chicos de esta primera muestra fue,
por tanto, 62 chicas y 85 chicos.

Fl segundo de los grupos, al que denominaremos CQU, estaba formado por alumnos de
dos centros diferentes, ambos de nivel social homogéneo medio. Estos centros los diferenciaremos
por los claves IE e IL, diferenciando en cada uno de ellos los cursos por letras.

En el primero de estos centros participaron dos cursos: IEA con veinticinco alumnos de
los que diez eran chicos y quince chicas, IEB con diecinueve, de los que once son chicos y ocho
chicas. En el centro IL obtuvimos la muestra de tres cursos distintos: ILA con veinticinco
alumnos, quince chicos y diez chicas; ILB con treinta y seis alumnos de los que dieciséis eran
chicos y veinte chicas; ILC con veinticinco alumnos de los que catorce eran chicos y once chicas.
En total esta segunda muestra estuvo formada por 66 chicos y 64 chicas.

En este grupo todos los alumnos habian recibido ensefianza previa de probabilidad durante
un mes aproximadamente. Pero este aprendizaje lo recibieron en su mayoria en el curso anterior
(tercer curso de Bachillerato). Incluso, en algin caso de alumnos repetidores, habian transcurrido
dos afios desde el estudio de la probabilidad. Sélo unos pocos alumnos volvieron a estudiar el
tema de forma un poco mas profunda como parte de la asignatura de Matematicas I en ese
mismo curso. En todos los casos, los alumnos coincidieron en manifestar que habian olvidado o
que no dominaban el tema.
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3.5. RECONOCIMIENTO Y GENERACION DE SECUENCIAS ALEATORIAS

Una vez recogidos los datos de la muestra, se procedi6 a resumir sus resultados. En esta
seccion analizamos las propiedades de las secuencias aleatorias producidas por los alumnos o
reconocidas por ellos, que constituyen parte del significado personal asignado por los alumnos
a dichas secuencias. Las preguntas que nos planteamos son:

Cuiles son las caracteristicas de las secuencias y distribuciones aleatorias generadas por
los alumnos? ;Cuales de ellas coinciden con las propiedades matematicas? ;Varian estas
caracteristicas en los dos grupos de alumnos? ;Cuales son los argumentos que los alumnos usan
para considerar una secuencia como aleatoria o no aleatoria? ;Cambian con las variables de tarea
de los ftems? Para dar una respuesta a estas preguntas se analizaron las respuestas en los
difesentes items, clasificando los argumentos obtenidos. Puesto que en algunas tareas los alumnos
deben generar sus propias secuencias aleatorias, haremos una descripcion de las caracteristicas
estadisticas que presentan estas secuencias. Esta es una forma indirecta de inferir la similitud o
diferencia de las secuencias producidas por los alumnos con una secuencia aleatoria. La
aleatoriedad, como indican Bar-Hillel y Wagenaar (1993), no es una propiedad observable del
dispositivo que la genera y no hay prueba fisica o logica, sino solo de tipo estadistico, de la
aleatoriedad.

Como sefialan Harten y Steinbring (1983), la evaluacion de los juicios subjetivos de
aleatoriedad es un problema central en la investigacion psicologica. Puesto que los estudiantes no
tienen un conocimiento detallado de probabilidad, sus respuestas tienen un caracter intuitivo.

Hemos considerado dos tipos de tarea: generacidon y reconocimiento de secuencias de
resultados aleatorios.

3.5.1. GENERACION DE SECUENCIAS DE RESULTADOS ALEATORIOS

Esta parte del cuestionario consta de dos tareas. En el item primero, que reproducimos
de nuevo para facilitar la lectura de la tesis, se pide a los alumnos que generen una secuencia de
resultados aleatorios.

ftem 1:
Supén que estis lanzandoc una moneda 50 veces, sin hacer trampas. Pon C o X en cada cuadro
{C quiere decir que cbtienes una cara y X que cbtienes una cruz).
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Significados de las secuencias aleatorias

Nuestro interés sobre el item es analizar las caracteristicas que los alumnos asignan a las
secuencias aleatorias y estudiar su variacion en los dos grupos de alumnos.

Analizaremos las précticas que realizan los alumnos cuando escriben una secuencia de
resultados similar a la que esperarian obtener mediante un procedimiento aleatorio. En este item
se trata de generar una sucesion de ensayos de Bernoulli, cuyo significado, desde el punto de vista
de la institucién matematica, fue descrito en el capitulo 1, seccién 1.3.3. Sobre algunas de las
propiedades matematicas descritas en aquella seccién, trataremos de ver hasta qué punto son
reproducidas en las sucesiones generadas por los alumnos.

Las propiedades que hemos analizado sobre las sucesiones generadas por los escolares de
esta muestra piloto se describen a continuacion. Si una de estas propiedades aparece en las
sucesiones generadas por los estudiantes, pensamos que dicha propiedad ha sido identificada por
el alumno a lo largo de su experiencia con los juegos de azar y la observacion de secuencias de
resultados aleatorios. La reproduccion consciente de dicha propiedad es, desde nuestro punto de
vista, una préctica significativa para el alumno, en la resolucion del problema consistente en la
generacion de una sucesion aleatoria. Las propiedades analizadas son las siguientes:

a) Nimero total de caras que presentan las secuencias escritas por los alumnos, con objeto
de ver hasta qué punto se ajusta a la probabilidad tedrica. Vimos en la seccién 1.3.3 que una
propiedad importante desde el punto de vista matematico en las sucesiones de Bernoulli es la
convergencia empirica de las frecuencias a la probabilidad tedrica, explicada mediante el Teorema
de Bernoulli. También estudiaremos el namero de caras en cada una de las dos partes de la
secuencia producida por los alumnos, para estudiar la consistencia entre las dos mitades de la
misma.

b) La longitud de la racha mas larga. En las investigaciones de Green se vio que, en
general, los alumnos subestiman la longitud de las rachas de un mismo resultado. Green analizé
esta longitud clasificando a los alumnos en tres tipos, en funcién de la misma. Ademas de analizar
esta variable, para comparar nuestros resultados con los de Green, estudiaremos el nimero total
de rachas producidas, que esta relacionado con la longitud de la racha mas larga.

En la tabla 3.5.1.1 observamos que, en general, los alumnos han reflejado la frecuencia
relativa teorica relativa de caras y cruces. El mimero de caras se agrupa alrededor de 23 a 27 para
la mayor parte de alumnos y el valor tedrico esperado seria 25 caras. El valor medio del namero
de caras en las secuencias producidas por los alumnos se aproxima mucho al valor esperado.

Sin embargo, los alumnos no reflejan suficientemente la variabilidad aleatoria, ya que la
dispersion de la distribucion de las secuencias producidas por los alumnos es menor que la tedrica.
Puesto que se trata de secuencias de 50 resultados, se sigue una distribucion binomial B (50, 0.5),
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cuya media es 25, varianza 12.5 y desviacién tipica 3.54. La desviacion tipica de la distribucién
de las secuencias producidas por los alumnos de 14 afios es 2.99, menor que la esperada
tedricamente, aunque no tan pequefia como en la muestra piloto o en las investigaciones de Green.
Del mismo modo, la desviacion tipica de la distribucion de las secuencias producidas por los
alumnos de 18 afios es 3.023. No se observan diferencias con la edad en la apreciacion de esta
variabilidad.

Tabla 3.5.1.1. Frecuencias del mimero de caras en las secuencias producidss por los alumnos.

¥k
b2 S2EEREEES

EREIFEERERBRRERNR SEEESREEEERRE

MEDIA 25.285 25.259 DES.TIP. 2.997 3.023

El segundo punto estudiado es la consistencia entre las dos mitades de las secuencias
producidas por los alumnos. Al analizar la distribucion del niimero de caras en cada una de las
mitades de las secuencias (Tablas 3.5.1.2 y 3.5.1.3), observamos que estas distribuciones son en
apariencia altamente consistentes, ya que los valores medios y desviaciones tipicas son muy
similares en las dos partes de Ia secuencia producida. Ello fue interpretado en la investigacion de
Green como que el alumno intenta reproducir localmente el comportamiento global de la
secuencia. Sin embargo, el coeficiente de correlacion entre el mimero de caras en la primera y
segunda mitad de la secuencia ha sido r=-0.1147, lo que indica que no hemos encontrado una
asociacion entre estas dos variables. El alumno intenta mantener una frecuencia dada en el total
de la secuencia, pero no hay una relacién directa ni inversa entre el nimero caras de un mismo
alumno en los dos trozos de la secuencia.
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Significados de las secuencias aleatorias

Tabla 3.5.1.2. Frecuencias del mimero de caras en la primera parte

SEEREIRS

L2222 1]

14 BT O P T
13 M 47 M 42
12 49
11 AESERRELIRERARE SEIEBREERERRISARS
10 P o
9
8
MEDIA  13.054 12.748 DES.TIP. 2488 1.763

Tabla 3.5.1.3. Frecuencias del atimero de caras en la segunda parte
de las secuencias producidas por los alummos.

= —
N caras 18 afios 14 afios
25 *
24 *
19 *
16 *%
1 5 SEEEEER
14
13 42
11-12 M 41 M 48
10 (223122222227 3
9 L2 2 SEeEEEE
8 *
2
i 0

MEDIA 12.408 12.571 DES.TIP. 2.464 2.051

Una segunda caracteristica de las secuencias es la longitud de la racha mas larga. Al
estudiar la tabla 3.5.1.4, vemos que los alumnos producen rachas cortas. Aunque con frecuencia
maxima los alumnos producen rachas de 4 6 5 elementos, un porcentaje importante de alumnos
no pasa de rachas de 2-3 sucesos, mientras que, en la distribucion tedrica, la longitud de la racha
mas larga es de 5 6 6 elementos. Aparecen también los tipos que Green denomina "alternantes”
(11 casos) que alternan entre cara y cruz en toda las secuencia, la mayor parte alumnos de 18
afios. Aparecen también los "replicantes” que producen una sola racha o una racha muy larga de
24, 25 e incluso 50 resultados seguidos iguales. Todos estos datos parecen apuntar a dificultades
en la percepcion de la independencia de los experimentos repetidos.
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Para autores como Bar-Hillel y Wagenaar (1993) o Shaughnessy (1992), la heuristica de
la representatividad podria explicar Ia alta tasa de alternancias en las tareas de simulacion de
secuencias aleatorias. Las caracteristicas de equiprobabilidad de los dos resultados, junto con
alguna irregularidad en el orden de aparicion, se espera que aparezcan no sdlo a largo plazo, sino
en segmentos cortos. La insistencia por la "aleatoriedad” en pequefias sucesiones acarrea la "no
aleatoriedad” en sucesiones largas.

Al estudiar en la tabla 3.5.1.5, el nimero de rachas producidas en las secuencias de los
alumnos, observamos que en general es alto, ya que el valor esperado tedrico es 25.5 y su
desviacion tipica es 3.4. El valor medio indica también que incluso aunque los alumnos hayan
incluido alguna racha larga, la mayor frecuencia de rachas son de 1 a 3 elementos. Incluso se da
el caso de los alumnos que hemos calificados de alternantes que producen 50 rachas. En el caso
contrario, los alumnos producen una tnica racha, que al igual que en la investigacion de Green
han sido muy escasos. La proporcion de “alternantes”, aunque pequefia, es ligeramente superior
a la de Green.

Tabla 3.5.1.5. Frecnencmsdenumerodenchasenlassecuencmsdelosahmos

SERERRREEE

*«
SESPREEFESERS RN RS
SRESEFERESRRAEES SRERESESEESEINEEES

M M

SAERSERSREETERARR

MEDIA 30.015 29.238 DES.TIP. 8442 6.628
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El nimero medio de rachas es similar al obtenido por Green (29.6) y asimismo obtenemos
una mayor desviacion tipica que dicho autor (6.3), por lo que creemos nuestros resultados reflejan
una mayor variabilidad que la aleatoria. Todos estos resultados que coinciden con los de Green,
incluso aunque nuestros alumnos alcanzan los dieciocho afios, confirman la hipotesis de este autor
de que las propiedades que los alumnos atribuyen a las secuencias aleatorias no cambian con la
edad.

3.5.2. GENERACION DE DISTRIBUCIONES ALEATORIAS DE PUNTOS EN
EL PLANO

En el segundo item se pidio al alumno simular el resultado de un sucesion de experimentos
aleatorios, que, por su disposicion espacial, se puede modelizar mediante el proceso de Poisson,
descrito en la seccion 1.2.6. El item propuesto fue el siguiente, que reproducimos de nuevo para
facilitar la lectura de este trabajo:

item 2:

Pablo, usando 16 fichas mumeradas 1,2,3,4,....16, juega de la siguiente forma: pone todas
las fichas en una caja vacia y mueve con fuerza la caja. Raqual cierra los ojos y coge una ficha.
®s la ficha namero 7.

Pablo pone una cruz en la casilla nimero 7. La ficha 7 se pone otra vez en 1la caja, se
vuelve a mover la caja y otro nifio tama una ficha y repite 1o que hizo Raquel.

1 2 3 4
5 § 7x 8
9 io 11 12
13 14 15 16

2.1. Imaginate que estis jugando a este juego y sacas treinta veces una ficha como arxiba se
dice. Pon 30 cruces en los lugares que creas segin las fichas que sagues.
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2.2. Bnséfanos ahora como quedarian las siguientes casillas si juegas este juego 16 veces. Fon
16 cruces.

Nuestro interés se centra en las propiedades que los alumnos atribuyen a las distribuciones
aleatorias de "puntos" en el plano y su variabilidad en los dos grupos de alumnos. Diferentes
fenémenos se han modelizado mediante estas distribuciones, como la disposicion de erratas en
un texto, crias de animales en un campo, bombardeos sobre Londres en la I guerra mundial, etc.
(Feller, 1973). En nuestro caso, consideraremos como puntos las marcas o cruces colocadas por
los estudiantes en 1a cuadricula, y nos referiremos a ellas con este término.

Las variables analizadas sobre las distribuciones producidas por los alumnos han sido: el
mimero de celdas con 0, 1, 2 y 3 o més puntos, asi como el nimero maximo de cuadros vacios
adyacentes.

Tabla 3.5.2.1. Distribucion teérica del ntimero de puntos por cuadro en las dos partes del item.

e o
Puntos por A=l
cuadro
P N. esperado p N. esperado

B 0 0,3679 6,5 0,1535 25
E 1 0,3679 6.5 0,2875
E 2 0,1839 3 0,2694

3 0,0613 1 0,1684

4 0.0153 0 0,0789

5 0.0031 0 m&’gﬁ

La distribucion empirica producida por los alumnos de la muestra se ha comparado con
la distribucion tedrica, que es una distribucion de Poisson en el plano. Puesto que tenemos 16
casillas equiprobables, la probabilidad de cada una de ellas es 1/16. Al ser el mamero de ensayos
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30 en el primer caso y 16 en el segundo, el parametro de la distribucién de Poisson es 1=1.875
en el primer caso y A= 1 en el segundo. En la tabla 3.5.2.1 presentamos los valores de la
probabilidad y el mimero esperado de cuadros con 0, 1, 2... puntos en la distribucion tebrica, para
ver hasta qué punto el modelo de distribucion en el plano del alumno se conforma a esta
distribucion.

Aunque el mimero esperado de cuadros vacios en el primer item es 2 6 3 y en ¢l segundo
6 6 7, se observa en las tablas 3.5.2.2 y 3.5.2.3 que, en general se tiende a no dejar cuadros
vacios, o dejar muy pocos. Los valores medios se apartan bastante de los tedricos. La mitad de
los alumnos en cada grupo no ha dejado ningun cuadro vacio en el primer item. Hay algunos
casos en que se dejan hasta 13 6 16 cuadros vacios, lo que también se aparta mucho del valor
teorico.

Tabla 3.5.2.2. Frecuencia de alummos segiin el nimero
de cuadros vacios en el ftem 2.1.

L2 2]
*% shERRE

Eai 222 2] L iadd 2]
SESEBLRERE IR ERRER SRPIREXVRESERINS

MEDIA 1.115 1306 DES.TIP. 2115 214

En el segundo apartado del item aumenta el nimero de alummos que dejan cuadros vacios,
pero son minoria los alumnos que se acercan al mimero esperado de cuadros vacios. Todo ello
parece confirmar las teorias de Piaget en cuanto al deseo de regularidad que los alumnos buscan
en la aleatoriedad. Especialmente, los alumnos que no dejan cuadros vacios se acercarian mas al
estadio II que al I en los estudios de Piaget, a pesar de que algunos de ellos alcanzan los 18
afios.
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Tabla 3.5.2.3. Frecuencia de alummnos segiin el mimero de

9

8 oo e

7 sEREEES sEpatEsLE

6 REksEsRRRRERESE ]

5

4 M MeEssrsessanasise
3

2 HEEEEESERSERRE sERTREISERSSERIEARS
1 *1x EERRLERREIRSEER

0 P

MEDIA 4123 3952 DES.TIP. 2217 2608

En las tablas 3.5.2.4. y 3.5.2.5. presentamos la distribucion del nimero de celdas con un
punto en las respuestas de los alumnos. Observamos que los valores medios son en los dos casos
mas proximos a los esperados, aunque en el item 2.2 hay una sobreestimacion de este valor. Se
muestra una gran variabilidad de alumnos, que en algunos casos no presentan ninguna celda con
un punto o todas las celdas tienen un punto.

Tabla 3.5.2.4. Frecuencia de alumnos segin el nimero

9 =
8 e sansss
7 sEERsEERERSESE sann
6 SIBIERBLRRARS
5 SARBSRRAEARERISAESS
4 M M
3 SEEREASERERRAERNRS
2 SESESTBEAARIINLES
1 sesass SEERERBERER
0 SEEREAEE
MEDIA 4469 3939 DES.TIP. 2363 2.168
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Tabla 3.5.2.5. Frecuencia de alumnos segiin el ntimero

14 p L2 2]

11 5%

Lo d o]
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DES.TIP.

Lod st
BESSEREERELIERER

SRS EBRES R PR K ES
SEESRRE

M**
SREEERETRERERRRRE R
2EERER SRS ES

Lacd 2 a2 220220 222

»”»

580D

31549 4040

En las tablas 3.5.2.6. y 3.5.2.7. mostramos la distribucion del mimero de ceidas con dos
puntos en las respuestas de los alumnos. Observamos que en el item 2.2 hay una sobreestimacion
del nimero de celdas con dos puntos, y que en el item 2.1 el valor tedrico es mucho mas acorde
al valor medio de las respuestas de los alumnos. Ello es debido a que en el item 2.2 los alumnos
dejaron menos cuadros vacios de los que corresponden a la distribucion tedrica.

Tabla 3.5.2.6. Frecuencia de alumnos segiin el ntinero

Tabla 3.5.2.7. Frecuencia de alumnos segtin el niimero

de cuadros con dos puntos en el ftem 2.2

ESESRREERS
SRESIRESERE

M

SERREEE

7.223

7.993 DES.TIP.
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Los alumnos han sido mucho mas exactos al reflejar el mimero de celdas con 3 o més
puntos en las distribuciones generadas, aunque con la logjca variabilidad.

Tabla 3.5.2.8. Frecuencia de alumnos segfin el ndmero
de cuadros con tres o mis puntos en el item 2.1

e ——
E n 18 afios 14 afios
9 * .
b4 "
7 (1] e
6 £ 22 2 7 E2 2222 ]
5 SSRSRERREERAEIRRERD SEXERBEEREERSESRD
4
2
1
0
MEDIA 3.162  3.068 DES.TIP. 1679 1915
Tabla 3.5.2.9. Frecuencia de aluronos segin ¢l namero
dccuadmsoontresomésgtogg_nelﬁemZ.Z
n 18 afios 14 aflos E
6 *
4 * **
3 FEERE RS &
2 a2 222204 SEREEEEREE
1 40
0 M il 73 M 104

MEDIA 0.638 0.463 DES.TIP. 0.889 0916

En resumen, las distribuciones de puntos producidas por los alumnos estiman a la baja el
numero de celdas vacias, que son sustituidas por celdas con un punto en el item 2.2 y por celdas
con dos puntos en el ftem 2.1. Puesto que 1 y 2 son los valores enteros mas proximos al
parametro de la distribucion de Poisson en los items 2.2 y 2.1, respectivamente, consideramos que
los alumnos han intentado reproducir este mimero medio de puntos en la mayor parte de los
cuadros, aunque admitiendo ligeras fluctuaciones. Estas fluctuaciones no Hegan sin embargo a
reflejar toda la variabilidad de la distribucion aleatoria de Poisson en el plano.
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Tabla 3.5.2.10. Frecuencia de alumnos segin el ndmero
de cuadros vacios adyacentes en el item 2.1
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n 18 afios 14 afios
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2 222243 SEREER
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MEDIA 0.432 0.469 DES.TIP. 1.812 1.640
Tabla 3.5.2.11. Frecuencia de alumnos segin el nimero
de cnadros vacios adyacentes en el item 2.2
# M

n 18 afios 14 afios
16 .
13 [
11 ¥
10 *

9 %

8 * snre

7 s e

6 %% "

5 L2 2234 Rk

4 bl 22222222 ] REERESES Bk

3

2 EERR RERESREEEDER

1 M

O ————— - e

MEDIA 1.946 1.952 DES.TIP. 2.324 2.723

Por otro lado, en las tablas 3.5.2.10y 3.5.2.11 estudiamos el nimero maximo de cuadros
vacios adyacentes. Algunos alumnos no tienen en cuenta la distribucion espacial de los cuadros
vacios, que colocan consecutivamente, mientras que en el modelo aleatorio estos cuadros vacios
debieran distribuirse algo menos uniformemente, y algunos de ellos se encontrarian adyacentes.
También hemos encontrado casos de alumnos que han dejado vacia hasta la mitad de la
cuadricula. Todo ello nos indica que los alumnos se han concentrado mas en las frecuencias de
las celdas individuales, que en la distribucion global de los puntos.
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3.5.3. RECONOCIMIENTO DE PROPIEDADES DE LAS SECUENCIAS
ALEATORIAS

Una vez analizadas las propiedades de las secuencias y distribuciones aleatorias generadas
por los alumnos en los items 1y 2, nos hemos preguntado si estas propiedades serian reconocidas
conscientemente por ellos. Para contestar a esta pregunta, incluimos dos items en los que se pide
a los alumnos su opinién sobre la aleatoriedad de una serie de secuencias y distribuciones de
puntos. Para cada uno de los subitems que componen los items 3 y 4 se han analizado dos
variables en las respuestas de los alumnos:

a) La opcion elegida en el item (hizo o no hizo trampas).

b) El argumento con que el alumno justifica esta opcion. Estos argumentos se han
clasificado de acuerdo con un sistema de categorias homogéneo para los ocho subitems 3.1 a 4.4.

La codificacion se obtuvo mediante un proceso ciclico de clasificacion de argumentos,
comparacion de casos similares, y discusion de los casos dudosos con otros investigadores que
colaboraron en este proceso. Para cada subitem se efectian los analisis siguientes:

1) Comparacién de la proporcion de alumnos que, en cada uno de los grupos, considera aleatoria
la situacion presentada.

2) Comparacién de los argumentos usados para ese item particular en cada uno de los grupos,
independientemente de su respuesta (se hizo o no trampas). Como hemos razonado en el estudio
tedrico presentado en la seccién 1.3, el concepto de aleatoriedad remite a una coleccion de
objetos y modelos matematicos. El estudio de los argumentos tiene por objeto identificar, entre
las propiedades que hemos incluido en las situaciones presentadas, cuéles son detectadas por los
alumnos, independientemente de que las usen para apoyar o rechazar la aleatoriedad. Asimismo,
deseamos analizar qué propiedades son mejor o peor reconocidas en cada grupo de alumnos.
3) Comparacidn de los argumentos usados para apoyar la aleatoriedad y los que se emplean para
recharzarla. Este analisis nos permite comprobar la consistencia entre la opcion elegida y el
argumento, asi como su coincidencia o no con las propiedades de los modelos matematicos
descritos en la seccion 1.3.

Finalmente se realiza un analisis de correspondencias del conjunto de respuestas de cada
sujeto, para estudiar el efecto de las variables de tarea sobre los mismos, y obtener una sintesis
de las principales razones de los alumnos para discriminar las situaciones aleatorias y no
aleatorias. A continuacion presentamos nuestros resultados.

El tercer item estudia la capacidad de los alumnos para discriminar modelos aleatorios en
las sucesiones de ensayo de Bernoulli. Las propiedades que hacemos variar en estas sucesiones
son el mimero esperado de resultados de cada uno de los posible sucesos y la distribucion de las
longitudes de las rachas.
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item 3:

Se pidid a cuatro nifios lanzar una moneda 40 veces. Algunos lo hicieron correctamente.
Otros hicieron trampas. Ellos pusieron C para indicar una cara y X para indicar una cruz. Estos
son sus resultados:

Daniel:
CXCHXXCCRXCXCCXXCXXCCXXXCXCCXXCRXCXCXCXCXXCX

Martin:
CXXXCXXCCCXCYXXXXXCXCXCCXECXXCCCCXXXCXXcCcCC

Diana:
CXXXCXXCXCXXYCXXXXCCOCXXXCXXCYXXCXXXXCXXXCX

Maria:
XXXCXCCXXXCXCCCCCXCXCXXCXQCCXXXXeccecexecexeco

3.1. ¢(Hizo trampas Daniel?. iPor qué?
3.2. ;Hizo trampas Martin?. sPor qué?
3.3. ¢(Hizo trampas Diana?.  Por qué?
3.4. ;Hizo trampas Maria?. jPor qué?

Tabla 3.5.3.1. Frecuencias y porcentajes de respuestas en el

Los resultados a la primera sucesion se presentan en la tabla 3.5.3.1. En la primera
sucesién el mimero de caras se ajusta al valor esperado, aunque la distribucién de las rachas es
muy sesgada. Solo se han incluido rachas de 1 y 2 elementos. En total 54 alumnos de 14 afios y
30 de 18 afios han dado una respuesta positiva a este ftem y el resto negativa. La mayoria de los
alumnos consideran que esta sucesion es aleatoria, a pesar del sesgo introducido en 1a longitud
de las rachas. Esta respuesta es consistente con la corta longitud de las rachas de las secuencias
generadas por los alumnos en el item 1. Green (1991) encontré una mayor dificultad en el
reconocimiento por parte de los alumnos de propiedades referidas a las rachas que en propiedades
referidas a las frecuencias, lo que se confirma en nuestra investigacion. Este porcentaje de
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alumnos es mayor en los de 18 afios, siendo la diferencia estadisticamente significativa.
(x*=10.790; gl=2; p=0.0045). También en la investigacion de Green en este item, el
reconocimiento de la aleatoriedad aumentaba con la edad de los alumnos.

En este item se pide al alumno razonar sus respuestas, por lo que podremos comparar con
las razones dadas por los estudiantes en la prueba usada por Green o bien refinar la clasificacion
de respuestas producidas por este autor. Estas respuestas se han categorizado del modo siguiente:

a) Hay un patron regular en la secuencia.

El argumento hace referencia al orden en que van apareciendo las caras y cruces en la
secuencia y al hecho de que aparezca muy regular para ser o no aleatoria. Asi es la explicacion
que dan algunos en sus respuestas: "No ha hecho trampas, porque tiene una secuencia muy
regular de caras y cruces, que es lo mas probable que suceda”, "Si ha hecho trampas porque los
resultados son muy uniformes, casi alterndndose las caras y las cruces”.

b) La secuencia sigue un patron irregular.

En este caso las razones son contrapuestas a las del apartado anterior. Aqui creen que hay
una irregularidad en la secuencia de resultados. En ambos casos los alumnos pudieron estar
razonando de acuerdo a la heuristica de la representatividad (Kahneman ez al.,1982). Ejemplo de
estos argumentos es: "No hizo trampas porque no sigue un orden”.

c) Las frecuencias de los distintos resultados son parecidas.

Aqui los alumnos ya hacen referencia a la similaridad de los diferentes resultados de las
frecuencias como en los siguientes casos: "Porque estan muy nivelados los mimeros de veces que
salen las caras y las cruces”, "Las proporciones de caras y cruces son muy parecidas”, "Los
resultados estan cerca del 50%".

d) Las frecuencias de los distintos resultados son diferentes.

Es el caso contrario del anterior y los argumentos dados estan en funcién de ello. Estos
dos argumentos c) y d) se basan en la comparacién de las frecuencias observadas y la distribucién
teorica de la probabilidad.

¢€) Hay rachas largas.

Estos alumnos estan empleando la idea de independencia entre ensayos sucesivos al
analizar las rachas de resultados idénticos. Cuando se argumenta que las rachas son demasiado
largas se estara razonando de acuerdo a la heuristica de la representatividad. El concepto de
racha lo dan con otros nombres. No est4 explicita en sus vocabularios esta palabra, pero subyace
en ellos la idea del niimero de veces seguidas que se da un suceso. Ejemplo de ello 1o tenemos en
los siguientes argumentos: "porque se ven muchas caras o cruces seguidas”, "Hay secuencias muy
seguidas de X"

f) No hay ninguna racha larga.

Es el contrario del argumento anterior. Ejemplo de este es: "No se repiten mucho
seguidas, se alternan”.
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g) Debe haber igualdad de posibilidades en los sucesos.

Este es semejante al d), pero aqui se alude a la probabilidad. Entre los pocos sujetos que
escogen este argumento obtenemos las siguientes explicaciones al mismo: "Las posibilidades son
las mismas en los dos casos”, "Debe salir igual mimero de caras que de cruces”.

Tabla 3.5.3.2 Frecuencias y porcentajes de argumentos
en el item 3.1 ea los dos grupos de alumnos.

Argumentos Ablommnos de Alnmnos de Total
14 aflos 18 aflos

a 65 24 29
(44.2) (18.4) (32.1)

b 13 1 14
(8.8) {0.8) 5.1

c 7 30 37
(4.8) (23.0) (13.4)

]

d 0 1 1
{0.0) (0.8) ~(0.4)

f 6 6 12
@.1 4.6) @.3)

g 0 4 4
0.0) {(3.1) (1.4

h 45 37 82
(30.6) (28.5) (29.6)

h) Depende del azar; impredecibilidad o imprevisibilidad
Muchos sujetos toma esta opcion al considerar el azar como una pieza imprescindible en

su explicacion como vemos en: "Asi es la suerte”, "Aunque tird correctamente puede salir eso
porque asi es el juego”, "Al lanzar una moneda no tiene por qué salir una cosa determinada,
aqui el azar juega un papel muy importante”. Se basan en el carécter aleatorio e impredecibilidad
del suceso. En el fondo, podria estar subyacente el "enfoque en el resultado aislado” descrito por
Konold.
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Tabla 3.5.3.3 Frecuencias y porcentajes de argumentos

En esta tabla, asi como en el resto de tablas en que se presentan los argumentos de los
alumnos, hemos optado por no incluir las filas y columnas que tienen frecuencias cero en el total
de sus celdas. Ademas de que dichas filas no han intervenido en el calculo de la Chi cuadrado, de
este modo se logra facilitar la lectura de las tablas y destacar las celdas en las que existen
diferencias entre los dos grupos.

En la tabla 3.5.3.2 se clasifican los argumentos de los dos grupos de alumnos. Las
principales razones utilizadas en este item han sido que el patron es demasiado regular (categoria
2), que un proceso aleatorio es impredecible (categoria h) y las basadas en frecuencias relativas
(categoria ¢). El primero de estos argumentos ha sido empleado preferentemente por los alumnos
mas jovenes, mientras que la categoria ¢ ha sido mas empleada por los de 18 afios. En Green
(1991) los argumentos més usados fueron: patron demasiado regular y rachas demasiado largas.
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Las diferencias principales de proporciones en estos argumentos entre los dos grupos
fueron estadisticamente significativas (x=38.816; g.1.=4; p<0.0001, agrupando las categorias d,
fyg).

Al clasificar los argumentos segiin la opcion elegida en el item, que se presenta en la tabla
3.5.3.3, observamos que los alumnos argumentan que el patron es demasiado regular en caso de
considerarla no aleatoria (categoria a). Los argumentos para considerarla aleatoria han sido
principalmente la imprevisibilidad de los resultados (categoria h) y la coincidencia entre
frecuencias observadas y esperadas (categoria c).

Las diferencias de argumentos segun se considere o no aleatoria la secuencia fueron
estadisticamente significativas (x*=118.073; g.1.=4; p<0.0001, agrupando las categorias d, f y g).

Tabla 3.5.3.4 Frecuencias y porceatajes de respuestas

En Ia tabla 3.5.3 4 presentamos las respuestas de los alumnos al ftem 3.2 de este item. La
mayoria de los alumnos considera aleatoria la secuencia que se les present6 en el segundo
apartado del item; especialmente en el grupo de 18 afios, siendo las diferencias estadisticamente
significativas (x>=11.739; g.1.=2; p=0.0028). Esto es debido a que hay un mayor porcentaje de
indecisos entre los de 18 afios.

Los argumentos de los alumnos en este apartado se presentan en la tabla 3.5.3.5. Los
argumentos mas empleados en este apartado han sido la imprevisibilidad (categoria h) y la
existencia de rachas largas (categoria €). Ha habido diferencia en el empleo de los argumentos por
los dos grupos de alumnos (x*=18.398; g.1=>5; p=0.002, agrupando las categorias a, c, 'y g). Los
de 14 afios se apoyan principalmente en que el patron es irregular (categoria b) y las rachas
demasiado largas (categoria ¢). Los de 18 aflos argumentan que el patron es irregular (categoria
b), que las frecuencias se ajustan a las tedricas (categoria ¢) o la existencia de rachas largas
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(categoria €). En los dos grupos una de las respuestas mas frecuentes es la impredecibilidad
(categoria h).

Estos tipos de argumentos también fueron los mas frecuentes en este apartado del item
en la investigacion de Green.

Tabla 3.5.3.5. Frecuencias y porcentajes de argumentos

Finalmente, hemos encontrado significacion estadistica al considerar los argumentos
empleados cuando se considera o no la sucesion como aleatoria (x*=147.376; g.1.=5; p<0.0001).

La razon dada por los alumnos para considerar esta sucesion como no aleatoria ha sido
principalmente la longitud de las rachas (categoria €), frecuencias diferentes (categoria d) y patron
regular (categoria a).
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Tabla 3.5.3.6. Frecmcxas y porwnta_]es de argmnentos

No contesta

Total

En esta tabla 3.5.3.7 presentamos las respuestas al item 3.3. La mayor parte de los
alumnos ha considerado no aleatoria esta secuencia en la que la frecuencia absoluta de caras es
12, lo que se aparta bastante de la frecuencia tedrica esperada en una secuencia aleatoria. No ha
habido diferencias significativas entre los grupos.

Los argumentos empleados, que se presentan en la tabla 3.5.3.8, han sido diferentes en
los dos grupos de alumnos (x>16.729; g1=7; p=0.0192). Hay un predominio del argumento de
impredecibilidad en los alumnos de 14 afios (categoria h). Un mayor miimero de alumnos de 18
afios se basa en la desigualdad de frecuencias (categoria d).
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Tabla 3.5.3.7. Frecuencias y porcentajes de respucstas en ¢l ftem 3.3 (Diana),

Tabla 3.5.3.8. Frecuencias y porcentajes de argumentos en el item 3.3-
en los dos grupos de alumnos.
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Estos argumentos también difieren en funcién de si la secuencia se considera o no
aleatoria. ()*=89.149; g.1=7, p<0.0001, agrupando las categorias c, f'y g). El principal argumento
para apoyar la aleatoriedad es la imprevisibilidad (categoria h). Las rachas largas (categoria e) y
la no coincidencia de las frecuencias de distintos resultados (categoria d) se ha asociado a la no
aleatoriedad. En el caso de la investigacion de Green, los principales argumentos fueron patron
irregular (aleatoria) y frecuencias (no aleatoria).

En la tabla 3.5.3.10 se presentan las respuestas al item 3.4. En ella se observa que la
mayoria de los alumnos considera aleatoria esta sucesion, en la que se presenta un equilibrio entre
las caras y cruces y diferentes longitudes de las rachas. Ha habido ligeras diferencias entre los
alumnos: (x>=6.076; g.l.=2; p=0.0479).
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Tabla 3.5.3.10. Frecuencias y porcentajes de respuestas

Los argumentos en que apoyan Sus respuestas se presentan en la tabla 3.5.3.11 y también
han sido diferentes: (x>=22.157, gl=6; p=0.0011, agrupando las categorias a, f y g),
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predominando la referencia al patron irregular (categoria b) y a las rachas (categoria €) en los
alumnos de 14 afios. Los de 18 han hecho mayor referencia a las frecuencias (categoria ¢). Ambos
grupos han hecho referencia a la imprevisibilidad (categoria h).

También ha habido diferencias de argumentos, en funcion de que se considere que la
sucesion es o no aleatoria: (x>=117.169, g 1.=6; p<0.0001). La principal razon para considerar
la sucesion no aleatoria es la existencia de rachas largas (categoria e) y la imprevisibilidad se ha
asociado a la aleatoriedad (categoria h). Los argumentos obtenidos por Green son semejantes a
los del apartado c.

Tabla 3.5.3.12. Frecuencias y porceatsjes de argumentos
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3.5.4. RECONOCIMIENTO DE PROPIEDADES EN LAS DISTRIBUCIONES DE
PUNTOS EN EL PLANO
Al igual que en el caso de las secuencias aleatorias, hemos incluido un item en el que se
pide a los alumnos su percepcion de la aleatoriedad de una serie de distribuciones puntuales y los
argumentos en los que se apoyan. Nuestro propOsito es analizar las propiedades que los alumnos
atribuyen a las distribuciones de puntos aleatorias y las diferencias en los dos grupos de alumnos.

item 4:

Al juego que inventd Pablo han jugado cuatro hifics y sus resultados son los que mostramos
a continuacién. iCrees que hay alguno de ellos que ha hecho trampas en el juego?. Explica por qué
lo crees asi y sefiala si hizo o no trampas en cada uno de los casos.

Xy X
X | X[ ¥]| x X
x| x| x| X X | XXX
X | x X x v | X X
X x| ¥X| x Xy
Luis Jaime
4.1. ¢(Ha hecho trampa Luis? __ 4.2. ¢Ha hecho trampa Jaime?
x| ¥ ¥ X | ¥x
x| & XX ¥ ¥
o ¢ 2%
Jestis Maria
4.3.:Ha hecho trampa Jesus? ___ 4.4. i Ha hecho trampa Maria? __

Explica tus respuestas.

Este item consta de cuatro apartados. En cada uno de los casos se pide razonar la
respuesta. En las investigaciones de Green (1988, 1991) y Toohey (1995), no se pidié a los
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alumnos argumentar sus respuestas sobre si la distribucion era o no aleatoria. Los argumentos que
dan nuestros encuestados los hemos agrupado en las siguientes categorias:

a) Hay un patron regular en la distribucion de puntos.

Como sucedia en el item anterior, acusan los sujetos encuestados la presencia de alguna
regularidad en los resultados presentados y argumentan gue la distribucion de puntos sigue un
cierto patron u orden, como en los siguientes casos: "Estd todo demasiado correcto, todo en su
sitio bien ordenado”, "Es poco probable que en algunas casillas no haya ninguno y en la otras
estén agrupados de dos en dos", "Es demasiada casualidad que salgan las casillas de los
extremos superior derecho e inferior izquierdo con las cruces y en las otras no salga nada”.

b) La distribucion sigue un patrén irregular.

Este es un argumento contrario al anterior, por lo que no necesita ejemplos aclaratorios.
En ambos argumentos podria estar encubierta la heuristica de la representatividad.

c) Las frecuencias de los distintos resultados son parecidas.

Este argumento es el caracteristico de todos los sujetos que hacen referencia a la
semejanza de las frecuencias de distintos resultados. Es el argumento mas usado para justificar
sus repuestas en el primer apartado del item 4, el apartado que se refiere a Luis. Sirvan como
modelos de respuestas a este argumento los siguientes: "Es muy dificil que no salga ninguno
repetido”, "Es muy dificil que salgan todas las fichas el mismo mimero de veces”.

d) Las frecuencias de los distintos resultados son diferentes.

Al contrario del caso anterior, los sujetos que entran en esta categoria dan mas
importancia a las diferencias entre los resultados que se presentan. La justificacion la dan con este
argumento, principalmente al apartado segundo, el referido a Jaime. Ejemplo: "Los resultados son
muy variados, desde una X hasta 4X y por lo tanto razonables”, "Creo que deben salir los
resultados mas igualados, no tan diferentes el mimero de veces que se repiten”, "Los resultados
son muy diferentes, parecen que estdan hechos al azar”.

¢) Hay una celda con demasiados puntos.

Este argumento es bastante usado para justificar los apartados segundo y cuarto. Seria
equivalente a argumentar que existen rachas largas en las respuestas al item 3, porque implica la
idea de independencia. Ejemplos de respuestas aqui englobadas son: "Tiene demasiadas cruces
en algunos cuadros y deja en blanco otros”, "En los cuadros de Jaime hay algunos que tiene
demasiadas cruces”.

Los argumentos que siguen apenas si se usan; s6lo hay uno o dos alumnos que los usan,
siendo por ello poco significativas sus respuestas. Los hemos incluido por consistencia a la
clasificacion de argumentos en el item 3.

f) No hay celdas con varios puntos, celdas con muy pocos puntos. Es el contrario al
anterior.
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g) Debe haber igualdad de posibilidades en el numero de puntos por cuadro. Este
argumento es similar al descrito en el sesgo de equiprobabilidad.

h) Otras: por azar, basado en la impredecibilidad de los resultados de los experimentos
aleatorios. Es decir se razona siguiendo la pauta descrita en el "enfoque en el resultado aislado”.
Como ejemplo muestro la siguiente respuesta: "Salen asi porque es a la suerte de cada uno, no
se podra saber”.

Tabla 3.5.4.1. Frecuencias y porcentajes de respuestas
de los dos grupos de alumnos en el item 4.1 (Luis).

]m e ——
Respuesta Alumnos de Alumnos de Total
14 afios 18 aftos
Hizo trampas 109 97 206 E
i (74.1 (74.6) (74.4)
No hizo 37 29 66 E
trampas (25.2) (22.3) 23.8)
No contesta 1
$0'7)
Total 147

La mayor parte de los alumnos considera que esta distribucion no es aleatoria. En
consecuencia, aparentemente los alumnos habrian superado 1a etapa I en la teoria de Piaget. No
hay diferencia significativa en la proporcién de alumnos que considera o no aleatoria esta
distribucion, en funcion de la edad. El porcentaje se mantiene y es similar al obtenido por Green
(1991) en alumnos de 13 - 14 afios. Toohey (1995) no presenta datos sobre estos porcentajes.

Los argumentos de los alumnos se presentan en la tabla 3.5.4.2, siendo los mas usuales
el que las frecuencias son demasiado parecidas (categoria c) y que el patron es demasiado regular
(categoria a). Si hemos encontrado, en cambio, diferencias, en los argumentos empleados en los
dos grupos: (x>=43.987 g.1=3; p<0.0001, agrupando f y g con 'no contesta’). Los alumnos
mayores emplean preferentemente el argumento frecuencial (categoria c) y la impredecibilidad
(categoria h), mientras que los de 14 afios emplean con mas frecuencia la regularidad del patrén
(categoria a).
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Tabla 3.5.4.2. Frecnenciss y porcentajes de argumentos
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También hemos encontrado diferencias de argumentos, segun se considere o no la
distribucion como aleatoria: (x*=73.921; g1=3; p<0.0001, agrupando f'y g con 'no contesta’). Las
razones dadas para sefialar que la sucesion no es aleatoria, son principalmente el patron regular
(patron regular) y la igualdad de frecuencias de los distintos resultados (categoria ¢). La
imprevisibilidad es mas usada para apoyar la aleatoriedad (categoria h).

En este segundo apartado del item la mayoria considera que la distribucion es aleatoria
(tabla 3.5.4.4). La distribucion presenta cuadros con 0, 1, 2 y 3 puntos; incluyendo algunos
cuadros adyacentes vacios. No hemos encontrado diferencias significativas entre los dos grupos
de alumnos. El porcentaje (85,2 %) es algo menor que el obtenido por Green con los alumnos de
13 - 14 afios (90 %).

Tabla 3.5.4.4 Frecuencias y porcentajes de respuestas

de los alumnos de en el item 4.2 !Jaime!.
e

Respuesta Alumnos Alumnos Total
de 14 afios de 18 aifos
Hizo 21 15 36
trampas (14.3) (11.5) (13.0)
No hizo 125 111 236
trampas (85.0) {85.4) (85.2)

No contesta
ﬁ Total

Respecto a los argumentos el mas frecuente ahora es la impredecibilidad (categoria h) y
el patron no regular (categoria b). Los argumentos se han diferenciado en los dos grupos de
alumnos: (x*=15.442 g1=4; p=0.0038, agrupando las categorias a, ¢, e, f'y g), dando un mayor
numero de argumentos los alumnos mas jovenes y apoyandose con mayor frecuencia en la
irregularidad de la distribucion (categoria b). Los alumnos de 18 afios emplean con mas frecuencia
la imprevisibilidad (categoria h).

En la tabla 3.5.4.6 clasificamos los argumentos segin se considere o no la distribucion
como aleatoria. También hay diferencias segiin la opcion elegida: (x*=50.502; g.1.=4; p<0.0001,
agrupando las categorias a, c, e, f'y g), siendo mayor el empleo de los argumentos frecuenciales
(categoria d), de la imprevisibilidad (categoria h) y del patrén irregular (categoria b) para apoyar
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la aleatoriedad. El argumento de que hay celdas con demasiados puntos (categoria e) ha estado
ligado principalmente a la creencia de que se hizo trampas.

Tabla 3.5.4.5. Frecuencias y porcentajes de argumentos
ea el ftem 4.2 en los dos grupos de alumnos.
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Tabla 3.5.4.6. Frecuencias y porcentajes de argumentos en el ftemn 4.2 segiin opcidn elegida.

ﬂ Argumen Hiz No hiz Total E
o tram;as tran(x’paso
E a 1 2 3 E
(2.8 (0.8) (1.1)
l b 7 73 80
(19.4) (30.9) (29.4)
c 0 1 1
(0.0) 0.4) (0.4)
I d 1 25 26
2.8) (10.6) (9.5)
€ 12 2 14 E
(33.3) (0.8) (5.D
g f 0 1 1
{0.0) (0.4) 0.4)
NN
(2.8) (0.4) 0.8)
ﬂ h 9 91 100 j
(25.0) (38.6) (36.8)
No contesta 5 40 45
13.9 516.92 16.5
Total 36 236 272

Tabla 3.5.4.7. Frecuencias y porcentajes de respuestas en fos dos
grupos de almnmos en el item 4.3 (Jests).

S e
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En la tabla 3.5.4.7 se presentan los resultados del apartado c. En ella se observa que la
mayor parte de alumnos considera no aleatoria esta distribucion, en la que el nimero de puntos
por cuadro es 0 6 2.No es significativa la diferencia segun la edad. El porcentaje de alumnos que
considera que se hizo trampas es del 63.3 % en el grupo de 14 afios y del 57.7 % en el grupo de
los de 18 afios. En consecuencia, no parece haber un progreso con la edad sobre este item, ya que
estos porcentajes son muy proximos a los que Green obtiene con los alumnos de 11 afios.

Tabla 3.5.4.8. Frecuencias y porcentajes de argnmentos
en ¢l item 4.3 en los dos grupos de alumnos.

—
Argumentos Alumnos de Alumnos de Total
14 afios 18 afios a
a 76 58 134
51.7) (44.6) (48.4)
b 15 6 21
(10.2) (4.6) (7.6)
c 1 i 2
0.7) (0.8) 0.7
d 2 2 4
(1.4) (1.5) (1.4)
f 1 3 4
0.7 2.3) a4 |
g 1 2 3
0.7) (1.5) (1.1
h 35 46 81
(23.8) (35.4) (29.2)

Tampoco ha sido estadisticamente significativa la diferencia de argumentos en los dos
grupos de alumnos (tabla 3.5.4.8), habiéndose empleado principalmente la homogeneidad del
patrén (categoria a) o la imprevisibilidad de los resultados (categoria h).
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Tabla 3.5.4.9. Frecuencias y porcentajes de argumentos en el item 4.3, segiin opcion elegida.
[ — ]
Argumento Hizo No hizo Total
trampas trampas
a 125 9 134
(74.4) (8.8) (49.6
b 9 12 21 “
(5.3) {11.8) (7.8
c 2 0 2
(1.2) (0.0) (0.7
d 1 3 4
(0.6) (3.0) (1.4)
f 4 0 4
2.4) (0.0) (1.4)
g 2 1 3
(1.2) (1.0) (1.2
h 17 63
(10.1) 61.7)
No 8 14
contesta (X)) (13.7)
Total 168 102

Tabla 3.5.4.10. Frecuencias y porcentajes de respuestas en el item 4.4 (Maria).

w
Respuesta Alumnos de Alumnos de Total
14 afios 18 afios
Hizo 62 49 111
trampas (42.2) 37.7) (40.2)
No hizo 84 76 160 H
trampas (57.2) (58.5) (57.7)
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Si ha sido significativa la diferencia en funcion de la opcion elegida que se presenta en la
tabla 3.5.4.9, (x>=118.623; g.1=3; p<0.0001). El argumento de homogeneidad del patrén
(categoria a) ha estado ligado al rechazo de la sucesion como aleatoria, mientras que la
aleatoriedad se apoya en la imprevisibilidad (categoria h).

En la tabla 3.5.4.10 se presentan las respuestas al apartado 4,La mayoria de alumnos
considera esta distribucion como aleatoria, a pesar de que los puntos estén distribuidos sélo en
dos de los cuatro cuadrantes en que podemos dividir la cuadricula. La diferencia entre los alumnos
no es significativa. Vemos por tanto que los alumnos se apoyan mas en la distribucion de puntos
en cada cuadro que en la distribucion global de los cuadros vacios en la cuadricula. El porcentaje
de los que la consideran no aleatoria (40,2 %) es menor que el obtenido por Green (50 %), por
lo que en este caso nuestros resultados no apoyan los de este autor.

Tabla 3.5.4.11. Frecuencias y porcentajes de argumentos
en el ftem 4.4 en los dos grupos de alemnos.

P e
Argumentos Alumnos de Alumnos de
14 afios 18 afios
a 10 13
i (6.8) (10.0)
b 36 15
(24.5) (11.5)
d 7 4 11
k 4.7 (3.0) 3.4
€ 38 24 62
(25.8) (18.5) (22.3)
h 42
(28.6)
No contesta 14
9.5
r Total 147

Los argumentos de los alumnos en este item se presentan en la tabla 3.5.4.11. Se ha
producido una diferenciacion de los argumentos: (x>=15.219; g 1=5; p=0.0094). Los alumnos de
14 afios han usado con mayor frecuencia los argumentos de irregularidad en el patron (categoria
b) y de que hay celdas con demasiados puntos (categoria ¢). La imprevisibilidad (categoria h) ha
sido un argumento mas frecuente en los alumnos de 18 afios.
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Tabla 3.5.4.12. Frecuencias y porcentajes de argnmentos

La clasificacion de argumentos, segiin opcion en el item, se presenta en la tabla 3.5.4.12.
También hubo diferencias en funcion de la opcion elegida: (x>=100.599; g.1.=5; p<0.0001). El
argumento de imprevisibilidad (categoria h) de resultados asi como la irregularidad en el patron
(categoria b) se ha usado preferentemente para apoyar la aleatoriedad. El hecho de que algunas
celdas tengan demasiados puntos (categoria €) es un argumento empleado cuando se supone la
distribuci6n no aleatoria. Esto indica la presencia de dificultades en la comprension de la idea de
independencia, ya que es un argumento parecido al de la existencia de rachas largas para rechazar
la aleatoriedad en las secuencias aleatorias.
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3.5.5. INFLUENCIA DE LAS VARIABLES DE TAREA DE LOS ITEMS EN EL
RECONOCIMIENTO DE LA ALEATORIEDAD Y EN LOS ARGUMENTOS
QUE LA APOYAN

Una de las preguntas de investigacion planteadas en la introduccion de este capitulo es si
los alumnos emplean el mismo tipo de argumento para rechazar o admitir la aleatoriedad o si
varian estos argumentos en funcion de las variables de tarea de los items.

En el analisis de los items 3 y 4 hemos observado como los argumentos que emplean los
alumnos no son homogéneos en los diversos apartados de cada item. También hemos encontrado
variacion entre los argumentos que emplean para justificar que la sucesion es aleatoria (no se hizo
trampas) o no. Puesto que la clasificaciéon de argumentos se ha hecho de tal modo que sean
comparables en las ocho situaciones propuestas, hemos creido conveniente completar nuestros
resultados con un analisis de correspondencias que permitan identificar cuales son las variables
que se asocian a cada tipo de argumentos.

Esta técnica (Cornejo, 1988; Greenacre, 1993) permite analizar la estructura de
interrelaciones entre filas y columnas en una tabla de contingencia. En nuestro caso, la tabla de
contingencia empleada tiene por columnas los diversos items y por filas los argumentos empleados
por los alumnos, tanto para responder afirmativamente (hizo trampas) como para responder
negativamente (no hizo trampas).

En consecuencia, esta tabla se ha formado por unién de las tablas de contingencia 3.5.3.3,
3.53.6,3.539,353.11,3.543,3546,3.549, 3.54.12, en las que se ha conservado la
diferenciacion entre argumentos empleados cuando la respuesta es positiva o negativa. Puesto que
las frecuencias esperadas en algunas celdas eran demasiado pequefias para poder aplicar el
contraste Chi cuadrado, se unieron las categorias €) y f) y las categorias g) y h).

La codificacion empleada es la siguiente:

- SREGULAR, NREGULAR, cuando se emplea el argumento de regularidad para decidir
que se hizo o no se hizo trampas.

- SIRREGULAR , NIRREGULAR, cuando se emplea el argumento de irregularidad.

- SFIGUALES, SFDIFER, NFIGUALES, NFDIFERENTES, argumentos que se refieren
a la igualdad o desigualdad de frecuencias.

- SRACHAS, NRACHAS, argumentos basados en la longitud de las rachas.

- SAZAR, NAZAR, equiprobabilidad e impredecibilidad de resultados.

- SNOSABE, NNOSABE, no sabe 0 no contesta.
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Tabla 3.5.5.1. Anilisis de 1a inercia total en la tabla de contingencia.
INERCIA TOTAL = 0.9174
EJES AUTOVALOR % INERCIA % HISTOGRAMA
ACUM.

1 0.462 50.3 50.3

2 0.200 218 721 P e e 22
H 3 0.142 15.4 87.5 hadithhhhiking E
ﬂ 4 0.073 8.0 95.5 ] H
E 5 0.030 33 98.8 st E

6 0.006 0.7 99.5 *

7 0.004 0.5 100.0 B

En la Tabla 3.5.5.1 se incluye la descomposicion de la inercia total obtenida en el analisis
de correspondencias, mediante el paquete estadistico BMDP. Podemos observar que se han
obtenido tres factores diferenciados, que en su conjunto explican el 87.5 % de la asociacién entre
filas y columnas en la tabla de datos. Restringiremos la interpretacion a estos tres factores. En la
Tabla 3.5.5.2. se presentan los resultados correspondientes a estos tres factores, para las diversas
categorias de filas y columnas de la tabla de datos. Podemos observar que, en general, la calidad
de representacion es alta para todas las categorias, excepto para la categoria NRACHAS (No es
aleatoria, a causa de las rachas) que tiene una calidad de representacién moderada. Ello es debido
a que posiblemente esta categoria tenga un peso importante en los factores cuarto, quinto y sexto
que no incluimos en el andlisis.

Para facilitar la interpretacion de los factores, hemos incluido filas y columnas
suplementarias. Las filas suplementarias representan valores de dos variables de tarea compartidas
en los ocho items. Estas variables de tarea son las siguientes:

- Tipo de distribucién aleatoria; LINEAL (ftem 3) o PLANA (item 4).

- Caracteristica de la distribucion: HOMOG (homogénea) o VARIAB (Variable). Son
distribuciones homogéneas aquellas que, respetando la tendencia, no incluyen toda la variabilidad
aleatoria, es decir, los items 3a, 4a, 4¢. El resto incluye la variabilidad aleatoria.

Aunque en los items se ha incluido otras variables de tarea, éstas no han resultado tener
asociacion con los argumentos de los alumnos. En consecuencia, para facilitar la interpretacion
de los graficos no las hemos incluido en el analisis final. Tampoco se detectaron diferencias en
ninguno de los factores respecto al grupo de alumnos.
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Como columnas suplementarias, introducimos la respuesta positiva (SI) o negativa (NO)
en el item.

Tabla 3.5.5.2. Resultados del anélisis de correspondencias para filas y columnas

FACTOR | COR2| CTR | FACTOR | COR2 | CTR FACTOR m CTR

NOMBRE MASA QLT INR
EJE 1 EJE 2 EJE 3

SREGULAR 0.144 0998 § 0.157 0.518 0.247 | 0.084 -0.875 0.705 1 0.553 0.116 0.012 } 0.014
SIRREGUL 0.018 0.982 0.008 -0.392 0.370 | 0.006 -0.159 0.061 { 0.002 0.001 0.000 | 0.000
SFIGUALE 0.070 1.000 | 0354 2.093 0.864 | 0.662 0.815 0.131 | 0.232 -0.139 0.004 | 0.010

SFDIFER 0.043 0.874 | 0.091 -0.563 0.151 } 0.030 0.567 0.151 | 0.069 1.079 0.548 { 0352
SRACHAS 0.106 0.872 0.073 -0.547 0.432 | 0.069 0.384 0212 | 0.078 0.397 0.227 ] 0.118
SAZAR 0.052 0.702 | 0012 0.038 0.006 { 0.000 0.100 0.043 | 0.003 0.166 0.121 | 0.010

SNOSABE 0.014 0.756 | 0.007 0.188 0.071 | 0.001 -0.194 0.075 | 0.003 0.294 0.173 | 0.009

NREGULAR 0.028 0914 | 0019 0.319 0.147 § 0.006 -0.466 0.315 | 0.030 0.119 0.021 | 0.003
NIRREGUL 0.102 0.987 | 0.068 -0.550 0.450 | 0.066 0.179 0.047 | 0.016 -0.571 0.485 | 0.234

NFIGUALE 0.039 0.983 0.043 0.342 0.106 | 0.010 -0.105 0.010 { 0.002 0.198 0.036 | 0.011
NFDIFER 0.019 0.881 0.045 -0.648 0.180 | 0.018 0.250 0.027 | 0.006 -1.185 0.603 § 0.191
NRACHAS 0.017 0.455 0.007 -0.334 0.247 | 0.004 0.043 0.005 | 0.000 0.075 0.014 | 0.001 “

NAZAR 0.267 0.955 0.021 -0.242 0.728 | 0.034 -0.035 0.015 | 0.002 -0.069 0.060 | 0.009 “

NNOSABE 0.080 0.929 0.012 -0.246 0.395 | 0011 0.097 0.061 | 0.004 -0.264 0.457 | 0.040 “

BA 0.121 0974 | 0.081 0.159 0.038 | 0.007 -0.570 0487 | 0.197 0.029 0.001 § 0.001
13B 0.120 0.821 0.037 -0.416 0.569 | 0.045 0.215 0.152 | 0.028 0.145 0.069 | 0.018
I3C 0.119 0914 0.101 -0.411 0.200 § 0.044 0.337 0.134 | 0.067 0.668 0.527 { 0375
13D 0.120 0.874 0.031 0.309 0.366 | 0.025 0.207 0.164 | 0.026 0.138 0.073 | 0.016
14A 0.131 1.000 0.366 1.614 0931 | 0.739 0.429 0.066 { 0.121 -0.079 0.002 | 0.006
14B 0.128 0.959 0.130 -0.537 0.286 | 0.080 0.194 0.037 | 0.024 -0.796 0.628 | 0.575
14C 0.130 0.996 0.131 0.217 0.047 | 0.013 -0.902 0.808 { 0.529 0.054 0.003 | 0.003
14D 0.130 0.662 0.041 0.412 0.535 | 0.048 0.111 0.039 | 0.008 -0.087 0.024 | 0.007

En la Tabla 3.5.5.3 se presentan los resultados para estas filas y columnas suplementarias,
en la que destaca que la calidad de la representacion es mayor en filas que en columnas. Es decir,
hay mas variabilidad de los argumentos empleados en funcién de las variables de tarea del item,
que en funcion de si la respuesta es positiva o negativa. Los alumnos detectan las propiedades de
las distribuciones aleatorias, aunque no las identifican facilmente con la aleatoriedad o el
determinismo. A continuacion interpretamos los cuatro factores obtenidos.
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Tabla 3.5.5.3. Resultados del analisis de correspondencias
para filas y columnas suplementarias

FACTOR COR2 FACTOR COR2 FACTOR COR2
FACTOR QLT
EJE3 EJE 2 EJE 3

LINEAL 0.906 -0.360 0.119 0.105 0.010 0.651 0.392

PLANA 0.910 0.324 0.114 -0.094 0.009 -0.603 0.394

HOMOG 0.976 0.976 0.588 -0.778 0.373 0.004 0.000

VARIAB 0.980 -0.614 0.607 0.476 0.365 0.036 0.002

S1 0.511 0.280 0.026 0.204 0.014 0.727 0.175

NO 0.360 -0.286 0.027 -0.012 0.000 -0.645 0.137
T e

Primer factor: Frecuencias de distintos resultados y Tasa subjetiva de aleatoriedad. (Figura 5.1)

Este factor ordena, aproximadamente, los items en funcién del nimero de alumnos que
lo ha considerado aleatorio. Podriamos identificarlo como la tasa de percepcion subjetiva de
aleatoriedad de los alumnos.

En particular separa el item 4a ("=0.931; x=1.614) que contribuye al 0.739 de la inercia
del eje, de los items 3b (x= -0,416, ’=0.569), 3¢(x=-0.411, 1’=0.200), 3d (x=-0.309, r’=0.366),
4b( x=-0.537, r’=0.286) y 4d(x=-0,412, r’=0.535). Son los items en los que ha habido mas y
menos respuestas positivas a la pregunta de si se hace trampas. Destaca, en consecuencia
caracteristicas especificas que contraponen estos items.

Una caracteristica que diferencia el primer ftem del resto es la homogeneidad frente a la
variabilidad. Cada uno de los posibles 16 resultados del item 4a tiene una frecuencia unitaria. Por
el contrario, los items 3b, 3c, 3d, 4b, 4d, muestran diferentes frecuencias en los distintos
resultados. También se pone de manifiesto por la alta correlacion y el signo diferente de las
categorias de esta variable suplementaria (HOMOG ; x=0.976, r’=0.588) (VARIAB; x=-0.614,
>=0.607). El resto de las variables de tarea no correlaciona con este factor.

Respecto a los argumentos, encontramos en la parte positiva del eje los siguientes:
SFIGUALES (x=2.093, >=0.864); SREGULAR (x=0.518, r’=0.247).

Estos son los argumentos mas empleados para justificar que el resultado del item 4a no
es aleatorio; es decir: o bien que todas las frecuencias son iguales, o que hay demasiada
regularidad. Por el contrario, estos dos argumentos no fueron apenas empleados en los items
3b,3¢, 3d, 4by 4c.
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Significados de las secuencias aleatorias

Figura 5.1. Representacion gréfica del primer factor.

- SFIGUALE R
20 + + +
MA
_ ) . il
1.5 + + +
10 + HOMOG + +
E - .
J -
E . . )
0.50 + SREGULAR + +
1 - PLANA NFIGUALE . .
. NREGULAR . S -
SNOSABE . 14C )
-BA
. SAZAR . .
00 + + +
NAZAR .
) 3D NO -
- LINEAL SIRREGUL . .
- . BB ;
050 + + +
. SFDIFER . 4B -
- VARIAB NFDIFERM .

SRACHAS=-0.55 ; NIRREGUL= -0.55 ;
NRACHAS=-0.33 ; NNOSABE=-0.25 ;
I3C=-0.41; I4D=-0.41

En la parte negativa se presentan los argumentos especialmente ligados a los items 3b,
3¢, 4b y 4c¢, que han sido poco empleados en el caso del 4a:

No se hizo trampas, porque el resultado puede ocurrir por azar NAZAR (x=-0.242;
=0.728); Si, porque o bien hay rachas largas o bien hay cuadros con varios puntos SRACHAS
(= -0.547, r’=0.432), No, porque aparece una distribucion irregular NIRREGULAR (x=-0.550;
r’= 0.450); No, aunque no se sabe la razon NNSABE (x=-0.226; r’=0.395); o si, porque es
demasiado irregular SIRREGULAR (x=-0.392, r’=0.370).
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Segundo factor: Regularidad del patron global. (Figura 5.2)

Aparece una oposicion entre el item 3a (x=-0,57, ’=0.487) y 4¢ (x=-0.902, r’=0.808) y
los items 3b (x=0.215, ’=0.152); 3¢ (x=0.337, 1’=0.134), 3d (x=0.207, 1’=0.164). En el primer
item solo aparecen rachas de 1 y 2 elementos; en el segundo todos los cuadros tienen 0 0 2
puntos. En consecuencia el patron global de las distribuciones es muy regular. En los items que
aparecen en la parte positiva hay rachas largas o cuadros con resultados multiples, por lo que el
patrén global es mas irregular.

Respecto a los argumentos, en la parte negativa aparecen argumentos que hacen
referencia a la regularidad del patron de la distribucion: si hizo trampas porque el patron es muy
regular (SREGULAR; x=-0.875, 1’=0.705); y no hizo trampas porque ¢l patron es muy regular
(NREGULAR x=-0.466, r>=0.315).

En la parte positiva argumentos que se apoyan en la existencia de rachas o en las
frecuencias de los distintos resultados: Si hizo trampas porque hay rachas demasiado largas
(SRACHAS; x= 0.384; ’=0.212) Si, porque las frecuencias son demasiado iguales (SFIGUALES
x=0.815; r’=0.131) y Si, porque las frecuencias son demasiado diferentes (SFDIFER x=0.567,
=0.151).

Respecto a las variables de tarea, opone la homogeneidad (HOMOG x=-0.770, r’=0.373)
que ahora aparece con coordenada positiva frente a la variabilidad (VARIAB x=0.476, ’=0.365).
Estas tienen ahora un aspecto global y no local.

Tercer factor: Tipo de distribucion lineal o plana. (Figura 5.3)

Separa las distribuciones lineales (parte positiva) y planas (parte negativa). Los
principales items que contribuyen al mismo son el 3¢ (x=0.668; r’=0.527) y 4b (x=-0.796,
’=0.575) que se oponen entre si. El argumento asociado al primero ha sido principalmente: Si,
porque las frecuencias de resultados son muy diferentes (SDIFER; x= 1.079; r’= 0.548), aunque
también se usan Si, porque hay rachas largas (x=0.397, r*= 0.227 y Si, pero no sabe por qué
(x=0.294, *=0.173).

Al segundo tipo de item han estado asociados: No, porque el patrén es irregular (x=-
0.571; r’=0.485); No, porque las frecuencias de los distintos cuadros son diferentes (x=-1.185,
’=0.603) y No, pero no sabe por qué (x-0.264, r’=0.457).

De este modo aparecen contrapuestos dos items en los cuales las frecuencias esperadas
en la distribucion de probabilidad subyacente no se ajusta a la observada.
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Significados de las secuencias aleatorias

Figura 5.2. Representacién grifica del segundo factor.
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- VARIAB . - i
- .1AA

40 + SRACHAS + +
-3C

NFDIFERM . -
NIRREGUL . .I3B SI-

E - LINEAL SAZAR .14D
- NRACHAS . -
J 00 + + NO +
- NAZAR .
E -PLANA NFIGUALE .
SIRREGUL .
SNOSABE .

NREGULAR .

.BA

-.80 + HOMOG + +

NNOSABE= 0.10; I3D=021; I4D=0.19

Los valores de las variables de tarea que aparecen asociados a este eje son LINEAL
(x=0.651; r’=0.392); PLANA (x=-0.603, ’=0.394), SI (x=0.727, r*=0.175); NO (x=-0.645,
r’=0.137). Es decir, aunque en los dos items hay una fuerte diferencia entre la distribucion de
frecuencias esperada y la observada, los alumnos han considerado que se hace trampas en el caso
de la distribucion lineal en mayor medida que en la plana. El eje también separa aquellos
argumentos que estan mas ligados a la aceptacion o rechazo de la aleatoriedad.

En consecuencia, la falta de ajuste entre la distribucion tedrica y la presentada en el item
ha sido mejor detectada en el caso de la distribucion lineal que en la plana.
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Figura 5.3. Representacion gréfica del tercer factor.
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NREGULAR = 0.12; NFIGUALE =0.20; 14C= 0.05

En definitiva, y como consecuencia de los tres factores identificados, observamos que los
alumnos reconocen las caracteristicas que hemos hecho variar en los items presentados. Ademas,
las utilizan para decidir si consideran la situacion como aleatoria 0 no aleatoria. Estas
caracteristicas pueden resumirse en tres, que corresponen a los factores identificados:
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1- Los alumnos atribuyen una variabilidad local a los fenomenos aleatorios. Por ello
esperan frecuentes alternancias de resultados y ausencia de patrones en el orden o en la
disposicion espacial de los resultados.

2- Los alumnos esperan una regularidad global dada por la semejanza entre las
frecuencias de distintos resultados y las probabilidades teoricas.

3- Sin embargo, se espera alguna discrepancia (aunque no mucha) entre las distribuciones
teoricas y las observadas. Estas discrepancias se reconocen con facilidad en las secuencias lineales,
pero no en las distribuciones de puntos en el plano.

3.6. HEURISTICAS Y SESGOS EN LA ASIGNACION DE PROBABILIDADES

La segunda parte de la prueba analiza la extension de diversas heuristicas y sesgos en la
muestra de alumnos. Esta compuesta de cuatro items, en cada uno de los cuales analizamos la
respuesta elegida por el alumno, asi como el argumento utilizado. Todos estos items han sido
tomados de diversas investigaciones como Garfield (1991) o Konold y Garfield (1993). Ademas
de estudiar la extension de las heuristicas y sesgos en los estudiantes, estamos interesados en la
consistencia entre respuestas y argumentos, asi como en la diferencia en los dos grupos de
alumnos. Finalmente, deseamos estudiar si existen o no asociaciones entre distintas heuristicas y
sesgos, y si sobre ellos influyen las variables de tarea de los items, lo que no ha sido estudiado por
otros autores.

Una vez codificados los datos,se obtuvieron tablas de clasificacion cruzada de tipos de
respuesta y tipo de argumento por grupo de alumnos. Asimismo se estudiaron los argumentos
elegidos seglin opcion correcta o incorrecta en el item para hacer un analisis similar al realizado
en la primera parte del cuestionario. Finalmente, se compararon entre si las opciones elegidas en
algunos items similares. Aunque las frecuencias de algunas categorias de argumentos son muy
bajas, se han conservado en las tablas que presentamos, para poder destacar el hecho de que
ciertos tipos de argumento estan asociados a items particulares.

Sin embargo, para el calculo del contraste Chi cuadrado, se ha tenido en cuenta que la
minima frecuencia esperada sea mayor que uno y que no mas del 20 por ciento de las celdas
tengan frecuencias inferiores a cinco, con objeto de respetar las condiciones de aplicacion del
método (véase Moore, 1995). Cuando no se cumplen estas condiciones, se han agrupado filas o
columnas de baja frecuencia para el calculo del contraste, aunque las tablas se incluyan completas.
A continuacion presentamos los resultados obtenidos. En las tablas de frecuencias no incluimos
las filas o columnas cuyas celdas sean todas de frecuencia nula.
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3.6.1. ANALISIS DE LAS RESPUESTAS A LOS iTEMS

item 5
5.1.; Cual de las siguientes sucesiones es mis probable que resulte al lanzar una moneda
equilibrada 5 veces?

a.- CCCi+
b.- +CC+C
C.- +C+++
d.- C+C+C

e.- Las cuatro sucesiones son igualmente probables.
¢Por qué has dado esta respuesta?

En primer lugar, presentamos en la tabla 3.6.L1 las respuestas de los dos grupos de
alumnos. Indicaremos, en lo que sigue, con un asterisco las respuestas y argumentos correctos
a los diferentes items.

La mayor parte de los alumnos (153, 55.3 %) perciben la equiprobabilidad de las
diferentes secuencias. Sin embargo, un alto nimero de alumnos (82, que representan el 29.6%)
eligen como mas probable la opcién b, que es precisamente no ordenada, pero que respeta mas
la proporcion tedrica de caras y cruces. La respuesta de estos alumnos se justificaria, segun las
investigaciones de Kahneman et al. (1982), entre otros motivos por la heuristica de la
representatividad.

Tabla 3.6.1.1 Frecuencias y porcentajes de respuestas
en el item 5.1. en los dos grupos de alumnos.

Respuesta Alumpos de | Alumnos de Total
14 afios 18 ailos
a 9 6 15
6.1 (4.6) (5.4)
b 52 30 82
(35.4) (23.1) (29.6)
c 6 3 9 |
“1 2.3) (3.2
r d 11 6 17
(7.5 (4.6) 6.1)
*e 68 85 153
{46.3) (65.4) (553) |
No 1 0 1
contesta 106) ) 0.4
Ir Total 147 130 277
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Esta opcion ha sido algo mas frecuente en los alumnos de 14 afios, mientras que los de
18 han elegido en mayor porcentaje la opcion correcta, diferencias que son estadisticamente
significativas, ya que se obtuvo un valor Chi cuadrado igual a 10.257, con 5 g.1. cuyo nivel de
significacion fue 0.0542. Este resultado contradice los obtenidos en la investigacion de Fischbein
et al. (1991), segun la cual los alumnos adquieren la heuristica de la representatividad a lo largo
de la adolescencia.

Los argumentos de los alumnos en este item se han clasificado de la forma siguiente:

a) Debe haber aproximadamente igual nimero o hay la misma probabilidad de caras y
cruces. En este apartado hemos incluido los alumnos que manifiestan explicitamente su
expectativa de la conservacion de la frecuencia relativa de caras y cruces, en relacion a la
probabilidad tedrica, incluso en una secuencia corta.

Por ejemplo, algunos alumnos de 18 afios responden asi: "Cada apartado tiene un 50 %
de probabilidad”, "Si la moneda estd equilibrada, existe la misma probabilidad de que salga
cara o cruz”, "Al lanzar una moneda tienes un 50 % de cara 'y un 50 % de cruz y por lo tanto
en ese orden tienen todas las mismas posibilidades”, "La cara y la cruz tienen que salir mas o
menos en la misma medida”. La justificacion en la eleccién de este argumento dado por un
alumno de 14 afios es: "Porque son mds o menos equivalentes”. Aunque algunos alumnos asignan
correctamente probabilidades empleando argumentos frecuenciales o el principio de indiferencia,
otros dan este argumento para justificar una opcion incorrecta. Seria una respuesta tipica de la
heuristica de la representatividad, que manifiesta una creencia injustificada en la "ley de los
pequefios nimeros" y la falta de apreciacion de la variabilidad muestral en las pequefias muestras.

b) Debe haber frecuentes alternancias entre caras y cruces. Estos alumnos se apoyan en
una propiedad diferente al considerar, no la tendencia global sefialada por la frecuencia, sino la
variabilidad, indicada por la alternancia de resultados. La propiedad que estos alumnos fallan en
aplicar es la "pérdida de memoria" de una sucesion de Bernoulli, asi como la idea de
independencia de los ensayos sucesivos. Es también una respuesta tipica de la heuristica de la
representatividad.

Por ejemplo, en los alumnos de 18 afios, se dan las siguientes respuestas: "Es mas
probable una alternancia entre caras y cruces que el que salgan dos cruces o caras seguidas o
tres”, "Si esta equilibrada la moneda, lo mds seguro es que salgan alternativamente caras y
cruces", "Como la probabilidad de que salga cara o cruz es del 50 %, en teoria deberia salir
una vez si y otra no cara". En cuanto a los de 14 afios, éstas son sus principales justificaciones:

"Porque deben salir mds o menos dos veces caras y tres cruces mds o menos alternas”, "Porque
salen mds o menos seguidas”, "Porque no es probable que se repitan mucho seguidas”, "No debe
haber mucha diferencia de veces entre carasy cruces”.

¢) Es cuestion de suerte, puede ocurrir cualquiera de las secuencias. Los estudiantes
justifican la equiprobabilidad de los resultados, no por un razonamiento combinatorio, sino por
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su creencia en la impredecibilidad de lo aleatorio. Un grupo importante de estos alumnos podrian
estar razonando de acuerdo con el "enfoque en el resultado aislado” descrito por Konold (1989,
1991), aunque otros podrian estar razonando correctamente, dependiendo de la opcién elegida.

En este caso, los principales argumentos por parte de los mayores son: "No podemos
adivinar cudl serd mas probable”, "Como depende del azar y aunque parezca muy dificil, todo
puede ocurrir”, "En cinco tiradas pueden salir cinco cruces o cinco caras y también cualquier
otra variante”, "Sélo lanzando la moneda se puede saber la sucesion que sale y que serd casi
seguramente distinta de la siguiente, todo depende de la suerte". Los alumnos de 14 afios han
dado las siguientes respuestas: "Seguin la suerte que tengamos y segun la moneda como la tires”,
"La suerte es ast”, "Creo que las cuatro opciones son posibles, puede salir cualquier cosa,
depende de la suerte”.

d) Hay un patron regular. Se alude explicitamente al hecho de que una secuencia aleatoria
no debe tener un patron reconocible. Intuitivamente aparece la definicion de secuencia aleatoria
que da base a la definicion de Kolmogorov ( Fine,1973).

Las respuestas mas caracteristicas, referentes a este argumento, dadas por los alumnos de
18 afios son: "Me parece mds usual que no sean muy parecidas las cosas que salen”, "Porque
la probabilidad no cumple leyes de simetria o de cosas muy homogéneas”, "Es demasiada
casualidad que se lleve un orden en la lista de los resultados”. Entre los alumnos de 14 afios las
principales justificaciones dadas para sus respuestas son: "Es poco probable que salgan tan
repetidos unos después de otros”, "Es mucha coincidencia que salgan tan parecidos”, "Es muy
dificil que se alternen con tanta regularidad”.

€) Por experiencia propia. Los alumnos argumentan su experiencia sobre sucesiones
obtenidas en juegos de azar, aunque no saben dar una razon para su eleccion.

En este caso las respuestas mas caracteristicas son: "Lo sé, porque he jugado mucho a
ésto”, "Varias veces he hecho esta prueba y casi siempre me ha salido ese resultado”, "Hice
lanzamientos con una moneda y ninguno de los resultados que se ponen me ha salido en otras
ocasiones”.

f) Mds probable dos caras consecutivas o bien dos cruces consecutivas. En este caso, la
razon es contrapuesta a la b), ya que se esperan la existencia de algunas rachas y no la constante
alternancia de resultados.

Por ¢jemplo "No creo que se repitan tres veces seguidas las caras o las cruces, tampoco
creo que se alternen las caras y las cruces cada vez que se lancen", (alumno de 18 afios).

g) Es mas probable que salgan caras (cruces). Algunos alumnos conceden una mayor
probabilidad a uno de los sucesos, debido a que las monedas, en general, no son perfectamente
simétricas.
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Ejemplos de este argumento son las siguientes respuestas: "Creo que al tirar una moneda
sale siempre mads veces la cara que la cruz”, "Es raro que no salgan mds las caras que las
cruces”, "Siempre salen mas las cruces”.

h) Es mas aleatoria, sin regularidad fija. Se utiliza el argumento contrario al ¢).

Las principales respuestas referentes a este argumento son: "No siempre da un resultado
equilibrado y regular”, "Es lo mds probable, porque se repiten mucho de la misma forma”, "Lo
veo mas probable, porque sigue el mismo orden”.

Por dltimo, un nimero apreciable de alumnos indica que no sabe justificar su respuesta,
o simplemente la deja en blanco.

En general los alumnos argumentan que, debido al caracter aleatorio, puede obtenerse
cualquier resultado (categoria c). También tiene una frecuencia importante el considerar que no
debe haber rachas en la secuencia (categoria b) y el caso de los alumnos que no proporcionan
ningin argumento.

Tabla 3.6.1.2. Frecuencias y porcentajes de argumentos
en el item 5.1 en los dos grupos de alumnos.

=#
Argumento Alumnos de | Alumnos de Total
14 afios 18 afios
*a 1 10 11
0.7 X)) (4.0)
b 31 7 38
21.1H (5.4) (13.8)
*c 65 74 139
(44.2) (56.9) (50.2)
€ 9 5 14
6.1) (3.8) 5.1
f 7 16 23
(4.8) (12.3) (8.3)
g 4 2 6
2.7) (1.6) (¢8))]
h 3 3 6
Q.0 23) Q.10
No 27 13 40
contesta (18.4 10 (144)
ﬂ Total 147 I 130 277
—

Al comparar entre si los dos grupos de alumnos, obtenemos diferencias estadisticamente
significativas (y2 =25.217 ; g. 1. = 4 ; p = 0.00004, agrupando las categorias a, €, g y h). Los
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alumnos de 14 afios han usado mas veces que sus compafieros el argumento de las rachas
(categoria b), mientras que los de 18 afios han empleado mas la imprevisibilidad (categoria c) y
el considerar mas probables dos resultados del mismo tipo seguidos (categoria p —
La correspondencia de estos argumentos con la respuesta a este item Yy al s1gu1ente se
analiza el la tabla 3.6.1.3. Para la opcién correcta, el argumento mas usado ha sido la
impredecibilidad (opcién c), mientras que para la opcion incorrecta la mas frecuente es la
categoria b (frecuentes alternancias entre caras y cruces), seguida por la 'no respuesta’. Las
diferencias fueron estadisticamente significativas (x> = 36.92; g. 1. = 4, agrupando las categorias

a,e,gyh)

Tabla 3.6.1.3. Frecuenciasy porcentajes de argumentos en
el item 5.1 segin opcion correcta o incorrecta.

Argumento Opcién Opcién Total
incorrecta | correcta
*a 6 5 11
(4.8) (3.3) (4.0)
b 38 0 38
(30.6) (0.0) (13.8
*c 1 138 139
(0.8) (90.2) (50.2)
€ 13 1 14
(10.5) 0.7) (5.1)
f 23 0 23
(18.5) (0.0) (8.3)
g 6 0 6
4.9 (0.0) 2.1
h 6 0 6
4.9) (0.0) 2.1
No 31 9 40
contesta (25.0) (53 (14.4)
Total 124 153 277 Tl

§.2. Abajo listamos las mismas sucesiones de caras y cruces. éCudl de las sucesiones es menos
probable que resulte al lanzar una moneda equilibrada 5 veces?

a.- CCC++
b.- +CC+C
c.-  +CH++
d.- CiC+C
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e.- Las cuatro sucesiones son igualmente poco plausibles.
¢Por qué has dado esta respuesta?

Los respuestas que dan en este apartado son las elecciones de cada una de las opciones
presentadas. En la tabla 3.6.1.4 se recogen las frecuencias de respuesta en cada uno de los grupos.

Tabla 3.6.1.4. Frecuencias y porcentajes de respuestas

en el item 5.2. en los dos grupos de alumnos.

Respuesta | Alumnosde | Alumnosde Total
14 aiios 18 afios
a 22 10 32
(15.0) (1.7 (11.6)
b 0 3 3
(0.0) 2.3) (1.1
c 27 21 48
(18.4) (16.2) (17.3)
d 35 26 61
(23.7) (20) (22.0)
*e 57 70 127
(38.8) (53.8) (45.8)
No 6 0 6
contesta (4.0) (0.0) 2.2)
Total 147 130 277

La opcién mas frecuente ha sido la correcta, es decir, que todas las secuencias son
igualmente probables. Las respuestas que se consideran menos probables son la c y la d. La
proporcion de respuestas correctas es mayor en los alumnos de 18 afios, siendo las diferencias
estadisticamente significativas (x>=10.193, g.1.=4 p=0.0373).

Los argumentos de los alumnos se han clasificado con el mismo criterio que en el apartado
5.1 de este mismo item, habiéndose obtenido la tabla de frecuencias 3.6.1.5.

En nuestro caso, la mayor parte de los alumnos ha elegido la opcion c), es decir la
impredecibilidad de los resultados. También han presentado una frecuencia apreciable las opciones
b)y d). La categoria d) consiste en indicar que el patron parece demasiado regular; lo aleatorio
se concibe como desordenado, que es una caracteristica que ya habiamos encontrado en las
entrevistas con los alumnos en el capitulo 2. La opcién b) por la cual no se admiten rachas largas,
también habia sido encontrada en dicha fase de entrevistas. De nuevo se produce un mayor
razonamiento en los alumnos de 18 afios, que dan un mayor niimero de argumentos correctos,
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siendo las diferencias estadisticamente significativas (x’=14.146; g.1=4, p=0.0068, agrupando
las categorias e, £, g y h). A continuacién analizamos los argumentos, segun la opcion elegida en
el item.

Tabla 3.6.1.5. Frecuencias y porcentajes de argumentos en

elitem 5.2 en los dos grupos de alumnos.

Argumento | Alumnos Alumnos Total
de 14 afios | de 18 afios

*a 0 9 9
(0.0) 6.9) (3.2)

b 63 47 110
42.9) (36.2) (39.8)

*c 47 64 111
(27.2) (49.2) (40.0)

d 26 8 34
7.7 6.1 (12.3)

€ 1 1 2
0.7) (0.8) 0.7)

f 0 1 1
(0.0) (0.8) 0.4)

g 2 0 2
(1.4) 0.0) 0.7)

h 8 0 8

(5.5) (0.0) 2.9 |
H Total 147 130 277

De nuevo se produce una diferenciacion de los argumentos, en funcion de la respuesta.
En las respuestas correctas, el principal argumento ha sido la impredecibilidad (categoria c). Por
el contrario, en la opcion incorrecta ha primado el argumento b) que es incorrecto (frecuente
alternancia). Las diferencias han sido estadisticamente significativas (x*=223.615; g.l= 4,
p<0.0001).

Finalmente, hemos cruzado las opciones elegidas en los items 5.1 y 5.2, con el fin de
estudiar la consistencia de los alumnos en ellos.

Observamos una fuerte consistencia de los alumnos respecto a la respuesta correcta. El
75.8% de los alumnos que dan la respuesta correcta en el item 5.1, también la dan en el item 5.2.
Respecto a los alumnos que dieron en el item 5.1 respuestas incorrectas, la mayoria elige como
menos probable en el item 5.2 las opciones a), ¢) o d). La asociacion entre estas respuestas fue
estadisticamente significativa (x>=121.413, g1=6 p<0.0001. El 24.2 % de los alumnos que
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dieron la respuesta correcta en el apartado 1, pasan a dar una respuesta correcta incorrecta en el
apartado 2. Este patron de cambio en las respuestas en los dos apartados de este item fue también
observado por Konold et al. (1993), quien lo interpreto indicando que estos alumnos razonan en
base al "enfoque en el resultado aislado”. Sin embargo el porcentaje de alumnos que muestran este
patrén de respuesta es menor en nuestro caso que en Konold et al. (1993).

Tabla 3.6.1.6. Frecuencias y porcentajes de argumentos

item 6.-

Una ruleta se divide en 5 A4reas de igual tamafio,

en el item 5.2 segin opcién correcta o incorrecta.

7]
Argumento Opcién Opcioén Total
incorrecta correcta
*a 7 2 9
4.7 (1.6) 3.2)
b 109 1 110
(72.7) (0.8) (39.8)
*c 2 109 111
(1.3) (85.8) (40.0)
d 19 15 34
(12.7) (11.8) (12.3)
e 2 0 2
(1.3) (0.0) 0.7)
f 1 0 1
0.6) 0.0) 0.4)
g 2 0 2
(1.3) (0.0) (0.7)
h 8 0 8
5.4 0.0 2.9
Total 150 127 277
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Capftulo 11T

Se da un fuerte impulso a la flecha de 1la ruleta.

éCuidl de los siguientes resultados es mAs verosimil que resulte al girar la ruleta tres veces?
.- 215 en este orden exacto.

.- cobtener los nameros 2, 1, 5, en cualquier orden.

.- obtener los nuameros 1, 1, 5 en cualquier orden.

.— ay b son igualmente verosimiles.

.- a, b, y ¢ son igualmente verosimiles.

[ I W T -

En la tabla 3.6.1.7 recogemos las frecuencias de respuestas en los dos grupos de alumnos.

Tabla 3.6.1.7. Frecuencias y porcentajes de respuestas

en el item 6 en los dos grupos de alumnos.

Respuesta | Alumnos | Alumnos Total
de 14 aiios | de 18 aiios
a 3 3 6

(2.0) (2.3) 2.2)

*b 54 39 93
(36.7) (30.0) (33.6)

c 18 5 23
(12.3) (3.8) (8.3)

d 14 8 22
(9.5) (6.2) (7.9)

e 58 75 133
(39.5) (57.7) (48.0)

Total 147 130 277

La respuesta mas frecuente ha sido considerar equiprobables los resultados, razonando
de acuerdo con el "sesgo de equiprobabilidad” descrito por Lecoutre y Durand (1988), Lecoutre
y Cordier (1990) y Lecoutre (1992), o bien mediante el "enfoque en el resultado aislado" sugerido
por Konold (1989), (1991). Se hace una extension incorrecta de la regla de Laplace, al no tener
en cuenta ¢l distinto namero de veces que puede obtenerse cada suceso. Los alumnos evidencian
una falta de razonamiento combinatorio. También ha sido frecuente la respuesta "obtener 215 en
cualquier orden", que indicaria una buena capacidad de razonamiento combinatorio. Es notorio
que un mayor grupo de alumnos de 14 afios que de 18 haya dado esta respuesta, mientras que el
porcentaje de respuestas incorrectas es mayor en los alumnos de 18 afios. Las diferencias fueron
estadisticamente significativas (x>=11.865; g.1.=4 p=0.0184).

item 7

En la maternidad de la ciudad X estin muy interesados en prever el nimero de recién
nacidos que seran varones o hembras, con objeto de disponer de suficiente ropa, segin el sexo del
recién nacido.
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7.1. ¢Cual de estos casos te parece mas probable?:

a.- Que entre los préximos 10 nacimientos 8 o mas sean varones.
b.- Que entre los proximos 100 nacimientos 80 o mis sean varones.
c.~ Las dos cosas anteriores son igual de probables.

Indica cual te parece mis probable y por qué

Este item fue ya empleado en las entrevistas previas a la preparacion del cuestionario.
Como en aquél caso, la respuesta mas usual es considerar los dos casos equiprobables, aplicando
la heuristica de la representatividad(Kahneman e? al, - 1982). No obstante, un porcentaje
importante de alumnos ha dado la respuesta correcta, siendo mas frecuente el caso de los alumnos
de 18 afios. Las diferencias no fueron estadisticamente significativas.

Tabla 3.6.1.8. Frecuenciasy porcentajes de respuestas
en el item 7.1. en los dos grupos de alumnos.

Respuesta | Alumnos Alumnos Total
de 14 afios | de 18 afios

*a 35 35 70
(23.8) (26.9) (25.3)

b 15 13 28
~(10.2) (10.0) (10.1)

c 93 78 171
(63.3) (60.0) ©61.7

No 4 4 8

contesta 2.7 3.1 2.9

Se han considerado los siguientes argumentos, algunos de los cuales aparecieron en la fase de
entrevista, que se ha descrito en el capitulo 2:

a) La muestra pequefia es mds variable. Son los alumnos que piensan que, debido al
caracter aleatorio del experimento, la variabilidad de la frecuencia relativa disminuye con el
numero de ensayos, apreciando el fendmeno de la convergencia.

Ejemplos de este argumento son las respuestas siguientes: "Ya que es mds probable que
de 10 nifios 8 sean varones a que lo sean 80 de 100", "Porque puede haber una racha de
nacimientos de varones en un mimero pequefio, pero es demasiada casualidad que en cien casos
se den ochenta”, "Porque a mds mimero habra mds igualdad en el mimero de nifios y de nifias”,

"Al aumentar la poblacion se estabiliza la proporcion”.
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b) Por igual proporcion. Se argumenta que las dos muestras tienen igual proporcion y por
ello sus probabilidades son iguales. Es la respuesta tipicamente descrita en los estudios sobre
representatividad. (Bentz y Borocvnik, 1982 b, Kahneman et al., 1982; Wallsten, 1983; Pérez
Echeverria, 1990). .

Ejemplos de respuestas que justifiquen este argumento' son: "Porque es el mismo
porcentaje”, "Es lo mismo 8 de 10 que 80 de 100".

c) Hay mayor proporcion en muestras mds grandes. Se aplica ahora la representatividad,
no en funcién del parecido entre el valor del estadistico muestral y el parametro proporcional, sino
al parecido entre dos caracteristicas de la muestra, la proporcion y su tamaio.

Ejemplos de respuestas que justifiquen este argumento: "La muestra sobre cien sujetos,
ofrece un margen mayor y es mads dificil no acertar en el pronostico”, "Ieniendo mayores
posibilidades de que ocurra el fendmeno en grandes muestras”.

d) Igual probabilidad. Similar al argumento b) pero usando el término probabilidad.
La respuesta que se suele dar en este argumento es: "En los dos casos la probabilidad es
del 80 %", "A efecto de probabilidad es el mismo resultado”.

€) Deben nacer mas nifias. No se admiten los datos del problema, alegando que la
proporcion de nifias debiera ser mayor. Es una manifestacion de la heuristica de la
representatividad con un nuevo matiz: los datos del enunciado son incorrectos, puesto que esa
proporcion no puede ocurrir, ni siquiera en una muestra pequeiia.

Ejemplos de respuestas de este argumento: "Lo normal es que nazcan mds nifias que
nifios".

f) No se saben cuantos serdn varones o hembras. Los sucesos aleatorios son
impredecibles, incluso en términos probabilisticos. No puede responderse a la pregunta, puesto
que no podemos siquiera predecir la probabilidad de los distintos resultados.

Ejemplos que justifican este argumento son: "No hay ninguna regla para predecir si serdn
varones o hembras”, "Es imprevisible”, "En algunos casos pueden nacer mds varones y en otros
mds hembras o al revés”, "Depende del azar y no se sabe lo que sucederd”.

g) Nacen mas nifios que nifias. Es un nuevo matiz en la aplicacion de la representatividad,
al suponer, que, puesto que en la realidad, 1a probabilidad de que un nifio sea varén es algo mayor
de que sea hembra (0.51) los resultados son razonables.

Ejemplos de respuestas justificando este argumento: "Suelen nacer mayormente mds
nifios", "En estos tiempos suelen nacer mds varones”.
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Por ultimo, se incluyen los alumnos que no contestan o indican que no entienden la
pregunta o que no saben explicar su respuesta.

Tabla 3.6.1.9. Frecuencias y porcentajes de argumentos
en el item 7.1. en los dos grupos de alumnos.

Respuesta | Alumnos Alumnos Total
de 14 aflos | de 18 afios

*a 20 33 53
(13.6) (25.4) (19.1)

b 29 44 73
(19.7) (33.8) (26.4)

c 7 12 19
4.8) 9.2) (6.9)

d 10 8 18
(6.8) (6.2) 6.5)

€ 8 4 12
(5.5) 3.1 (4.3)

f 24 0 24
(16.3) (0.0) (8.6)

g 20 0. 20
(13.6) (0.0) (7.1

No 29 29 58
contesta (19.7 22.3 21.1
Total 147 130 277

Las respuestas mas frecuentes han sido considerar sélo la igualdad de proporciones en
ambas muestras (categoria b), seguida por el argumento correcto (categoria a). Es también
importante el grupo de alumnos que da una respuesta confusa o no respuesta, lo que indica que
el alumno actiia por intuicién, pues no es capaz de argumentar su respuesta. Los dos tipos de
respuestas a) y b) fueron mas frecuentes en los alumnos de 18 afios. Por el contrario, los de 14
afios dejan en mayor proporcion la respuesta sin razonar. También han aparecido en este grupo
dos tipos de argumentos que no se dan en los alumnos mayores: la impredecibilidad de los
resultados (categoria f) y el hecho de que, al ser algo mayor la probabilidad de nacer varén, los
dos resultados serian razonables (categoria g). Las diferencias fueron estadisticamente
significativas (x>=58.170; g.1.= 6, p<0.0001, agrupando las categorias e y d).

A continuacion estudiamos la consistencia entre la respuesta al item y el argumento.
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Tabla 3.6.1.10. Frecuencias y porcentajes de argomentos
enelitem 7.1 segin opcidn correcta / incorrecta.

Argumento Opcion Opcién Total
incorrecta | correcta

*a 1 52 53
0.5) (74.3) (19.1)

b 73 0 73
(35.3) (0.0) (26.4)

c 17 2 19
(8.2) 2.9) (6.9)

d 18 0 18
(8.7) 0.0) (6.5)

e 11 1 12
(5.3) (1.14) 4.3)

f 24 0 24
(11.6) (0.0) 8.7)

g 9 11 20
4.3) (15.7) (7.2)

No 54 4 58
contesta (26.0 (5.7) 20.9)

Total 207 70 277

Se observa una fuerte consistencia, ya que el argumento correcto aparece casi
exclusivamente ligado a la opcion correcta y el resto de los argumentos aparecen ligados a la
opcidn incorrecta. Las diferencias fueron estadisticamente significativas (x=212.094; g1=6;

p<0.0001, agrupando las categorias e y d).

7.2. ;Qué te parece mis probable para los préximos 10 nacimientos?
a.- La fraccién de chicos seri mayor o igual a 7/10.
b.- La fraccién de chicos seri menor o igual a 3/10.
e.- La fraccién de chicos estari comprendida entre 4/10 y 6/10.
d.- Las tres cosas son igual de probables.
Indica cuil te parece mias probable y por qué

Enla tabla 3.6.1.11 podemos ver las frecuencias de respuestas en el item 7.2. Se observa
en ella que la mayor parte de los alumnos aplica incorrectamente la regla de Laplace,
considerando equiprobables todas las alternativas (opcién d), respuesta que podria explicarse por
el "enfoque en el resultado aislado". Un importante porcentaje de alumnos da la respuesta

216



Significados de las secuencias aleatorias

correcta, siendo mayor la proporcion en los alumnos de 18 afios. Las diferencias fueron
estadisticamente significativas (x>=10.151; g.1.=4, p=0.038).

Tabla 3.6.1.11. Frecuencias y porcentajes de respuestas
en el item 7.2 en los dos grupos de alumnos.

Respuesta | Alumnosde | Alumnos de Total
' 14 afios 18 afios
a 18 5 23
(12.2) (3.8) (8.3)
b 10 12 22
(6.8) 9.2) (7.9)
* ¢ 52 57 109
(35.4) (43.8) (39.4)
d 67 54 121
(45.6) 41.5) (43.7)
e 0 2 2
0.0 (1.5 (0.7)
Total 147 130 277

Los argumentos que los alumnos dieron en este item son los siguientes:

a) No estd determinado el mimero de nifios que nacerdn. De nuevo se argumenta la
impredecibilidad de los resultados, incluso en términos de probabilidades, respuesta que se
corresponde a la descrita por Konold en el "enfoque en el resultado aislado”.

Ejemplos de las respuestas dadas son: "En un niumero tan pequefio de nacimientos es
posible que ocurran muchas cosas”, "En nacimientos nacen tanto nifios como nifias, cualquier
cosa es posible”, "Puede ser lo que Dios quiera”, "No se puede saber, cada afio varia la
natalidad”.

b) Nacerdn aproximadamente igual mimero de nifios y nifias. Se consideran mas
probables los casos en que la frecuencia relativa se aproxima a la probabilidad tedrica. Como
hemos indicado, ello puede deberse a una concepcion correcta sobre las probabilidades binomiales
o al empleo de la heuristica de la representatividad.

Ejemplos de las respuestas dadas: "Creo que debe haber una media mas exacta”, "La
opcion C es la mas razonable, porque estd mas cerca del 50 % que debe haber de chicos y
chicas”, otro alumno de 18 afios dice que deben nacer igual nimero de chicos que de chicas, pero
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confunde la fraccion que mas se acerca a este 50 % "Elijo la opcion B (3/10) porque se ajusta
al 50 % ideal entre chicos y chicas”.

c) Habra mayor mimero de varones. Se basa en el hecho de que la probabilidad de nacer
varén es ligeramente superior.

Ejemplos de las respuestas dadas: "Porque eso no va por probabilidades, puede salir lo
que sea que siempre nacerdn mds varones en un tanto por ciento un poco alto”, "Segun el indice

de natalidad, nacen mas nifios que nifias”.

d) Habra mayor numero de nifias.

Ejemplos de esta respuesta: "El nacimiento de chicas es mds abundante”, "Es mas
probable de que sea menor en 10 nacimientos el mimero de nifios que de nifias", "La mayoria
de las veces nacen menos nifios”, "Elijo la opcion B porque no hay demasiados chicos y hay
bastante probabilidad del nacimiento de chicas”, "El porcentaje de chicas es mayor”.

e) Por su experiencia.
Ejemplos de esta respuesta: "Pienso que lo que se ve en la calle es la proporcion mds
correcta, ya que no soy un cromosoma”,"Es lo mds frecuente en la realidad".

Finalmente hemos incluido los que no contestan o no dan un argumento.
Tabla 3.6.1.12. Frecuencias y porcentajes de argumentos
en el item 7.2. en los dos grupos de alumnos.

Respuesta | Alumnosde | Alumnos Total
14 afios de18 afios
a 42 50 92
(28.6) (38.5) (33.2)
*b 33 52 85
22.4) (40.0) (30.7)
c 16 4 20
(10.9) 3.1 (7.2)
d 9 10 19
6.1 1.7 6.9)
e 4 2 6
2.7 (1.5) 2.1
No 43 12 55
contesta 29.3 (9.2) 19.9
Total 147 130 271
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Tabla 3.6.1.13. Frecuencias y porcentajes de argumentos
en el item 7.2. segiin apcion correcta o incorrecta.

—

Argumento Opcién | Opcién Total
incorrecta | correcta

a 76 16 92
@52) | aan | 33.2)
*b 2 83 85
(1.2) (76.1) | (30.7)
¢ 19 1 20
(11.3) @5 | (12
d 19 0 19
a3 | ©0) | 69
e 1 5 6
(0.6) @6 | (22)
No 51 4 55
contesta | (30.3) (182 | (19.8)
Total 168 109 2717_||

La mayor parte de los alumnos cree que no es posible predecir el nimero de nifios que
naceran, razonando segun el "enfoque en el resultado aislado” (categoria a). Otro porcentaje
importante considera mas probable que el nimero de varones y hembras sea aproximadamente
el mismo, lo cual indica una correcta percepcion del fenomeno de la convergencia de las
frecuencias relativas (categoria b). El argumento correcto es elegido en mayor proporcion por los
alumnos de 18 afios, mientras que los de catorce dejan en mayor proporcion el argumento en
blanco, siendo las diferencias estadisticamente significativas (x>=29.073; gl=4 ; p<0.0001,
agrupando las categorias d y e).

Al considerar la consistencia entre la opcion al item y el argumento dado, observamos que
la. respuesta. a) se asocia* con la eleccidn incorrecta y la b) con la correcta. Las diferencias
fueron estadisticamente significativas (x>=104.503; g.1.=4, p<0.0001, agrupando las categorias
dye).

Finalmente, estudiamos la posible asociacion entre las respuestas a los items 7.1 y 7.2. De
los que dan la respuesta correcta en el item 7.1, el 42.9% da la respuesta correcta en el segundo
y un 57.1% una respuesta incorrecta. De los que dan la respuesta incorrecta en 7.1, sélo el 38.1%
da una respuesta correcta a 7.2 y el resto una respuesta incorrecta. Hay, por tanto, una asociacion
entre las respuestas a los dos items, que fue estadisticamente significativa (>=22.208, g.1=4
p=0.0002). Ello nos autoriza a pensar que estos 30 alumnos que dan la respuesta correcta a
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ambos items, presentan una concepcidn correcta de la convergencia, mientras que el resto de los
que dan la opcién correcta solo a un item aplicarian uno de los razonamientos incorrectos que
hemos descrito.

item 8:

8.1.- Cuando lanzamos dos dados simultianeamente:
a.- Hay las mismas posibilidades de obtener un 5 y un 6 que de obtener dos veces
el 5.
b.- Hay mis posibilidades de cbtener un 5 y un 6 que de cbtener dos veces el 5.
c.- Hay menos posibilidades de cbtener un 5 y un 6 que de obtener dos veces el 5.
d.- Es imposible saberlo.
Elige la opcidn que crees mas adecuada y razona tu respuesta.

Los resultados en este item parecen desalentadores a la hora de valorar el razonamiento
combinatorio de los alumnos. Tan solo el 17.3% de los alumnos dan la respuesta correcta. Los
alumnos piensan, en su mayoria, que es imposible saber la respuesta a esta pregunta, es decir, se
declaran incapaces de aplicar la regla de Laplace, probablemente por dificultad de enumeracion
del espacio muestral, incluso en este caso tan sencillo. Otros generalizan indebidamente la regla
de Laplace, subiendo incluso este porcentaje en los alumnos de 18 afios. Hay una ligera mejora
del razonamiento combinatorio con la edad y aparecen también diferencias en el porcentaje de los
alumnos en las opciones a) y d). Las diferencias fueron estadisticamente significativas (x*=8.130;
g1=3, p=0.0434, agrupando las categorias c y €).

Tabla 3.6.1.14. Frecuencias y porcentajes de respuestas
en ¢l item 8.1 en los dos grupos de alumnos.

=1
Respuesta Alumnos de | Alumnos de Total
14 afios 18 afios
a 19 31 50
(12.9) (23.8) (18.0)
*b 23 25 48
(15.6) (19.3) (17.3)
c 9 4 13
(6.2) 3.1 4.7
d 92 68 160
(62.6) (52.3) (57.8)
No contesta 4 2 6
2.7 (1.5) (2.2)
Total 147 130 277
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Hemos analizado también los argumentos en este item, clasificandolos en los siguientes
tipos:

a) Es impredecible o depende de la suerte. Analogo al comentado en casos anteriores.
Las respuestas tipicas son: "No lo sabemos, los juegos son al azar”; "Depende de la fuerza, la
posicion, efc..., en que tires los dados y es imposible saber todo con exactitud”; "Por mucho que
haga pruebas y lance los dados, jamas podré asegurar lo que saldra”.

b) Es equiprobable. Puesto que los resultados elementales son equiprobables, también se
consideran equiprobables los resultados de los experimentos compuestos. Se observa aqui una
falta de discriminacion entre los sucesos simples y compuestos del espacio muestral producto.

Ejemplos de respuestas: "Tienen las mismas posibilidades (la opcion elegida, la A) al
igual que cualquier mimero"; "Porque la posibilidad de que en un dado salga un cinco y en el
otro un seis es la misma que si en un dado sale un cinco y en el otro cinco”; "Es imposible
saberlo porque cualquier posibilidad es igual de probable que otra”; "Hay las mismas
posibilidades de obtener dos veces el mismo nimero que de obtener dos mimeros distintos”.

Tabla 3.6.1.15. Frecuencias y porcentajes de argamentos
en el item 8.1 en los dos grupos de alumnos.

Argumento Alumnos Alumnos Total
de 14 afios | de 18 afios
a 91 53 144
(61.9) (40.8) (52)
b 8 30 38
(5.4) (23.1) (13.7) R
*c 0 5 5
(0.0) (3.8) (1.8)
*d 23 19 42
(15.7) (14.6) (15.2)
€ 5 5 10
(3.4) (3.8) (3.6)
No

20 18 38
contesta (13.6) (13.8 (13.7)
Total 147 130 271

¢) Razonamiento de tipo combinatorio. Estos tipos de argumentos son poco utilizados
por los alumnos y las respuestas mas usuales que emplean estan relacionadas con el concepto
laplaciano de probabilidad, mas que con el razonamiento combinatorio y siendo todos los que
emplean este tipo de argumento los alumnos mayores.
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Ejemplos de estas respuestas son: "Elige la opcion B porque la probabilidad de que salga
un 5y un 6 es de un 33 % y la de que salgan dos 5 es de 8,5 %";" Porque dos veces un 5
requiere 1/36 de posibilidades, mientras que un 5y un 6 tiene 1/18".

d) Es mas dificil que se repita el nimero.

Este argumento es muy usado por ambos grupos de alumnos, empleando diferentes
respuestas tipos como por ejemplo: "A! ser dados distintos, hay mds posibilidades de que salga
un 5 y un 6 que dos veces el 5, ya que si en un dado solo hay un 5, en los demds se puede sacar
cualquier nimero mientras que es muy raro que salga un 5 en cada uno de los dados"; "Al
obtener un 5 y un 6 lo podemos obtener en cualquiera de los dos dados y asi hay mads
posibilidades que al obtener el mismo mimero en los dos, sea el mimero que sea”;
"Aparentemente es igual de probable, pero es cierto que en la practica suele salir mas un 5y
un 6 que dos veces el 5"; "Hay mads posibilidades de obtener dos nimeros diferentes antes que
dos iguales”.

e) Por experiencia.

Aunque a veces completan sus justificaciones de otros argumentos diciendo que les suele
pasar asi a ellos, este argumento tiene entidad propia como para justificar las opciones dadas y
sus respuestas tipo suelen ser: "Porque asi es el dado y asi me sale a veces";" Porque cuando
Jjuego al parchis, me suele pasar eso, aunque no siempre”; "Porque juego y siempre me sale o
unSoun 6"

Los resultados se presentan en la tabla 3.6.1.15. La mayor parte se apoyan en que el
resultado es impredecible (categoria a), es decir el "enfoque en el resultado aislado". Aunque esto
es cierto para cada caso particular, si podremos predecir las frecuencias de los diversos resultados
ala larga. Otros dan un argumento de representatividad (categoria d). También se apoyan en la
equiprobabilidad de los resultados o sesgo de la equiprobabilidad (categoria b). Sélo 5 alumnos
usan un argumento de tipo combinatorio.

Al comparar los dos grupos, vemos que los de 14 afios emplean preferentemente el
argumento de impredecibilidad, mientras en el otro grupo hay una mayor variedad de argumentos.
Las diferencias fueron estadisticamente significativas (x>=22.377; g.1.=4 p=0.0001, agrupando
las categorias ¢, e y f).

Al comparar el argumento empleado segin la opcion elegida fuese correcta o incorrecta
(tabla 3.6.1.16), vemos que el argumento de impredecibilidad (categoria a) esta exclusivamente
ligado a la opcion incorrecta. Las diferencias fueron estadisticamente significativas ( x’=146.255;
g.1.=4, p<0.0001, agrupando las categorias c, e y f).
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Tabla 3.6.1.16. Frecuencias y porcentajes de argumentos
en ¢l itern 8.1 segin opcidn correcta o incorrecta.

Argumento | Opcién | Opcién | Total
incorrecta | correcta

a 144 0 144
(62.9) 0.0) | (52.0)

b 38 0 38
(16.6) ©.0) | asn

*c 2 3 5
(0.9) 62 | @1.8)

*d 10 32 42
(4.4) 66.7) | (15.2)

e 8 2 10
(3.5) 4.2) (3.6)

No 27 11 38
contesta (11.8) (22.9) (11.9)

Total 229 48 277

Finalmente comparamos las respuestas a este item y al 6,en el que tambi¢n se requiere
razonamiento combinatorio. Los resultados muestran que solo 22 alumnos dan la respuesta
correcta a ambos items. Hay una gran dispersion de respuesta, por lo que no aparece una
asociacion significativa entre las respuestas a estos items.

8.2.- Cuando lanzamos tres dados simultaneamente ;cuil de estos resultados es mis facil que
ocurra?

a.~ Cbtener un 5, un 3 y un 6.

b.- Obtener dos veces el 5 y una vez el 3.

c.- Obtener tres veces el numero 5.

d.- Todos estos resultados son igualmente probables.

e.- Es imposible saberlo.

Escribe la opcién que has elegido.
8.3 (Es alguno de estos resultados menos probable que los otros dos?

Los resultados sobre la opcion mas probable se expresan a continuacion. La mayoria de
los alumnos cree que, o es imposible dar una respuesta a esta pregunta (categoria €) , o bien que
todos los casos son equiprobables. Un porcentaje apreciable de alumnos, no obstante, da la
respuesta correcta. No se observan diferencias significativas entre los dos grupos de edad.
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Tabla 3.6.1.17. Frecuencias y porcentajes de respuestas
en el item 8.2. en los dos grupos de alummos.

Total

147

Respuesta | Alumnos Alumnos de Total
de 14 afios 18 afios
*a 33 30 63
(22.4) (23.1) (22.7)
b 6 7 13
“4.1) (5.4) 4.7)
c 3 3 6
(2.0) (2.3) 2.2)
d 38 34 72
(25.9) (26.2) (26.0)
e 67 56 123
, (45.6) (43.0) (444

130

277

En la tabla 3.6.1.18 incluimos las respuestas a la segunda parte del item sobre el resultado
menos probable.

Tabla 3.6.1.18. Frecuencias y porcentajes de respuestas en el item 8.3

en los dos grupos de alumnos.
Respuesta | Alumnosde | Alummos de Total
14 afios 18 afios
a 5 1 6
(3.4) 0.7 (22)
b 5 3 8
34) 2.3) 2.9
*c 59 66 125
(40.1) (50.8) (45.1)
d 54 47 101
(36.8) (36.2) (36.5)
Si 8 2 10
(no indica (5.4) (1.5) 3.6)
cual)
No contesta 16 11 27
(10.9) (8.5) .7
Total 147 130 277
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Una gran proporcion da la respuesta correcta, lo cual parece contradecir la respuesta
anterior, a menos que hagamos sobre esta pregunta la misma interpretacion que hace Konold del
"enfoque en el resultado aislado". Los alumnos pudieran estar interpretando la pregunta como que
se les pide una prediccién sobre el resultado. Hay otro grupo importante de alumnos que piensa
que todos los resultados son equiprobables (categoria d),No hay diferencia significativa en los dos
grupos de edad.

También hemos estudiado la asociacion entre los items 6 y 8.2. Solo 34 alumnos dan la
respuesta correcta a ambos items. De los que responden correctamente al item 6, el 36.6% da
también la respuesta correcta al 8.2. La asociacion entre los items resulto ser estadisticamente
significativa (x>=35.175; g.1.=6, p<0.0001).

Finalmente, hemos estudiado la asociacion entre las respuestas a los items 8.1 y 8.2,
observamos asociaciones entre algunas categorias:

Opcion a) en el item 8.1 y d) en el 8.2, que hacen ambas referencia a la equiprobabilidad
de los diferentes resultados o sesgo de equiprobabilidad (16,8 % de la muestra).

Opcion b) en el item 8.1 (mas probable obtener un 5 y un 6) y opcion a) en el 8.2 (obtener
un 5, un 3 y un 6). Razonamiento combinatorio (10,1 % de la muestra).

Opcion d) en item 8.1 y €) en item 2; ambas establecen que es imposible dar una
prediccion, (33.5 % de la muestra).

Vemos de este modo que un 60.4% de los alumnos son altamente consistentes en sus
respuestas, de las que se identifican tres tipos de razonamientos diferentes en estos problemas:

a) Alumnos con capacidad combinatoria, que pueden diferenciar las diversas posibilidades
de cada caso presentado.

b) Alumnos que generalizan indebidamente la regla de Laplace, mostrando el sesgo de
equiprobabilidad.

c¢) Alumnos que no son capaces de dar una prediccion, interpretando la pregunta en
términos del "enfoque en el resultado aislado".

La asociacion entre estas respuestas resulté estadisticamente significativa (x*=64.675,
g1 =6 p<0.0001). El resto de alumnos ha dado respuestas inconsistentes en estos items.
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3.6.2. FACTORES SUBYACENTES EN LAS HEURISTICAS Y SESGOS DE LOS
ESTUDIANTES

En el analisis de las respuestas y argumentos de los alumnos hemos visto ¢c6mo, aun
cuando los items han sido tomados de estudios sobre representatividad o equiprobabilidad, los
alumnos no solo han mostrado razonamientos correctos o estos sesgos, sino también otros
diferentes. Entre ellos destacamos el "enfoque en el resultado aislado”.

Tabla 3.6.2.1. Matriz de Burt.

Cs1 | 151 C52 | 152 C6 | I6 C71 | I71 C72 | 172 cs81 | 181 C82 182 Ccs3 | 183
C51 153 0 116 | 37 39 114 133 120 ] 40 113 |21 132 21 132 | 62 91
Ist 0 124 116 112 54 70 37 87 69 55 27 97 42 82 63 61
Cc52 } 116 116 128 0 29 99 28 100 31 97 12 116 14 114 47 81
152 37 112 0 149 | 64 85 42 107 | 78 71 36 113 49 100 78 71
C6 39 54 29 64 93 0 31 | 62 54 39 22 71 34 59 46 47
16 114 70 99 85 0 184 39 145 55 129 26 158 29 155 79 105
C71 33 37 28 42 31 39 70 0 30 40 14 56 23 47 31 39
171 120 87 100 | 107 62 | 145 o 207 79 128 34 173 40 167 94 113
Cc72 40 69 31 73 54 55 30 75 109 0 30 79 40 69 59 50
172 113 |55 97 71 39 1129 40 128 0 168 18 150 23 145 66 102
C81 21 27 12 36 22 26 14 34 30 18 48 0 28 20 30 18
181 132 97 116 113 | 71 | 158 56 173 79 150 0 229 35 194 95 134
C82 21 42 14 49 34 29 23 40 40 23 28 35 63 0 46 17
182 132 82 114 100 | 59 155 47 167 69 145 20 194 0 214 79 135
C83 62 63 47 78 46 79 31 94 59 66 30 95 46 79 125 0
183 91 61 81 71 47 105 39 113 50 102 18 134 17 135 0 152

Asimismo, han aparecido inconsistencias aparentes en las respuestas de los alumnos, que
parecen cambiar el tipo de razonamiento al variar las variables de tarea de los items, tales como
el contexto. Con objeto de clasificar qué tipos de razonamiento estan ligados a los items
especificos, conviene realizar un analisis global de las respuestas de cada alumno en esta parte de
la prueba. Ello permite analizar si existen interrelaciones entre diversas heuristicas y sesgos o, por
el contrario, éstos aparecen independientemente unos de otros, incluso en diferentes sujetos. La
importancia de este punto se debe a que una independencia entre distintos razonamientos
incorrectos obliga al profesor a tener que centrarse en la superacion de cada uno de ellos, ya que
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la mejora de uno de estos razonamientos incorrectos no implicara la supresion de otros sesgos
diferentes.

También la existencia de asociaciones entre respuestas correctas o incorrectas a distintos
items en esta parte de la prueba implicaria la identificacion de factores subyacentes que podrian
explicar la aparicion de los razonamientos incorrectos en los estudiantes.

Por ello, una vez analizados individualmente los items, se llevo a cabo un analisis de
correspondencias multiples de las respuestas correctas e incorrectas a cada uno de los apartados
de esta parte de la prueba, para lo cual se cruzaron entre si las respuestas correctas e incorrectas
alos apartados 1y 2 del item 5, item 6; apartados 1 y 2 del item 7 y apartados 1, 2 y 3 del item
8. De este modo hemos obtenido la matriz de Burt, que es una extension de la tabla de
contingencia simple. Esta matriz cruza las categorias correctas e incorrectas de todos los items
y apartados citados (en total 16 categorias) y se presenta en la tabla 3.6.2.1.

Indicamos mediante C51 la respuesta correcta al item 5 apartado 1 y mediante I51 la
respuesta incorrecta al apartado 1 del item 5. Idéntica interpretacion tiene el resto de los codigos.
Como variable suplementaria hemos utilizado el curso al cual pertenece el alumno.

Tabla 3.6.2.2. Andlisis de la tabla de frecuencias observadas.

INERCIA TOTAL = 0.1753
EJES AUTOVALOR % DE INERCIA ACUM % HISTOGRAMA

1 0.073 41.7 41.7
2 0.046 26.1 67.7
3 0.018 10.4 78.2 hihhhhiid
4 0.012 71 853 haddand
5 0.011 6.2 91.4 i
6 0.008 4.5 959 i
7 0.005 27 98.6 bt
8 0.002 0.9 99.5 *

CHI CUADRADO CON 225 GL = 3108383

NIVEL DE SIGNIFICACION = 0.000

Enla tabla 3.6.2.2 se incluye la descomposicion de la inercia total obtenida mediante el
paquete BMDP. Observemos que los tres primeros factores explican el 78.2 % de la inercia total,
que nos parece un porcentaje suficiente, por lo que la interpretacion se restringira a estos tres
factores.

En la tabla 3.6.2.3 presentamos el resultado del analisis de correspondencias para las
distintas categorias, donde podemos observar que la calidad de representacion es en general muy
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alta. No ocurre lo mismo con las categorias de la variable suplementaria CURSO, (tabla 3.6.2.4)

debido a que, como veremos, los dos grupos de alumnos no son discriminados por los factores

obtenidos. En consecuencia no hemos encontrado diferencias respecto al curso, en cuanto a estos

factores.

Tabla 3.6.2.3. Resultado del analisis de correspondencias para las distintas categorias.

MASA | QLT | INR | FACTOR | COR2 | CTR | FACTOR | COR2 | CTR | FACTOR | COR2 | CTR
NOMB EJE 1 EJE2 EJE3
cs1 0064 | 0981 | 0014 | 0.001 0.000 | 0.000 0.469 0979 | 0308 | -0.015 0001 | 0.001
I51 0061 | 0978 | 0013 | -0.015 | 0000 | 0.000 0.448 0974 { 0267 | 0.002 0.000 | 0.000
Cs2 0058 | 0964 | 0016 | 0335 | 0412 | 0.089 0.387 0.549 | 0.189 | -0.018 0001 | 0.001
152 0.067 | 0937 { o011 0.284 0.492 | 0.074 0.270 0.444 | 0107 | 0004 0.000 | 0.000
cé 0.041 | 0906 | 0.014 | 0.400 0.474 | 0.089 0.105 6033 | 0010 | 0281 0234 | 0176
16 0084 | 0930 [ 0007 | 0179 | 0394 | 0.037 0.073 0.066 | 0.010 | -0.087 0.094 | 0.035
c7 0032 | 0990 | 0.011 0.227 0.144 | 0.023 0.095 0.025 | 0006 | 0379 0401 | 0252
71 0093 | 0987 | 0.005 | -0.081 | 0.128 | 0.008 0.063 0077 | 0008 | -0.140 0395 | 0100
c72 0.049 | 0.706 | 0.013 0.408 0.627 | 0.112 0.050 0.009 | 0003 | 0.108 0044 | 0031
172 0.076 | 0722 | 0.009 0.262 0.557 | 0.072 0.120 0.117 | 0.024 | -0.056 0.025 | 0.013
csl 0022 | 6939 | 0.016 | 0657 0.569 | 0.128 0.125 0.021 | 0.007 | -0.24% 0.082 | 0.074
181 0.103 | 0934 | 0.004 | -0.141 | 0.554 | 0028 | -0.053 0079 | 0006 | 0044 0054 | o011
c82 0.028 | 0.871 | 0.018 0.695 0.762 | 0.188 0.205 0067 | 0.026 | -0.136 0.029 | 0.029
182 0097 | 0883 | 0006 | -0207 | 0716 | 0057 | -0.089 0.134 | 0027 | 0031 0.016 | 0005
C83 0.0s6 | 0.968 | 0.010 0.259 0377 | 0.052 0.045 0011 | 0003 | -0.227 0290 | 0.159
183 0069 { 0968 | 0.008 | 0216 | 0377 | 0.044 20.078 0049 | 0009 | o0.174 0245 | 0114
Tabla 3.6.2.4. Resultado del anélisis de correspondencias para las filas suplementarias.
FACTOR COR2 FACTOR COR2 FACTOR COR2
NOMBRE QLT CE1 EE2 B3
BUP 0.302 0.028 0.046 20.035 0.069 40.040 0.092
Ccou 0.422 0.023 0.060 0.011 0.014 0.023 0.064

Primer factor: Indice de dificultad y razonamiento combinatorio (Figura 6.1).
Este es un factor bastante general al que contribuyen la mayoria de las categorias. En
efecto, encontramos valores moderados del cuadrado del coeficiente de correlacion para todas
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las categorias, salvo para las que corresponden a las respuestas correctas e incorrectas del item
5.1 ydelitem 7.1

Figura 6.1. Representacion grafica del primer factor.
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Al analizar el item 5, vemos que es el inico en el que la respuesta es que todas las
opciones son equiprobables. Ademas, se pide comparar la probabilidad de sucesos simples,
mientras que en el resto de los items se pide comparar la probabilidad de sucesos compuestos. En
el item 7.1 se pide la probabilidad de un suceso compuesto. Sin embargo, €l tamafio de la muestra
es demasiado grande para aplicar un razonamiento combinatorio directo, lo que puede explicar
que tampoco contribuya a este factor. En consecuencia, creemos que este factor podria
representar la capacidad de aplicar un razonamiento combinatorio para comparar diversas
probabilidades.
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En la parte positiva del eje, predominan principalmente las respuestas correctas y la parte
negativa en las incorrectas. En consecuencia este eje marca el indice de dificultad de las preguntas
que se ordenan aproximadamente a lo largo del eje segtin dicho indice.

Los items que contribuyen a este factor, tanto en su parte positiva (categorias correctas),
como en su parte negativa (categorias incorrectas) son aquellos en los que el alumno debe
comparar probabilidades de sucesos compuestos en un experimento producto de tres
experimentos simples:

En la parte positiva:  C82 (x=0.695, r2=0.762), C81 (x=0.657, r*=0.569);
C6 (x=0400, =0474), C72 (x=0408; =0627)y C83 (x=0.259,
2 =0377),

En la parte negativa: 181 (x=-0.141; 2=0554), I6 (x=-0.179; r’=0.394),
182 (x=-0.207; r=0716); 183 (x= -0.216; £=0377) y 172 (x=-0.262;
2 =0.557).

Hay tres items que tienen un comportamiento diferente:

- El item 7.1, que sin duda, debido a que el gran tamafio de la muestra, hace que los
alumnos no puedan aplicar la enumeracién para comparar las posibilidades de los distintos
sucesos. Este item no tiene una correlacion alta con este eje.

- El item 5.2, que aparece contrapuesto al resto y el item 5.1, que no esta afectado por
esta factor. Probablemente ello es debido a la confusion sefialada en Shaughnessy y Batanero
(1995) entre el suceso simple (por ejemplo CCCXX) y el compuesto (obtener exactamente tres
caras) en los ensayos binomiales. De este modo obtenemos: 152 (x = 0.284; r’ = 0.492) y C52
(x=-0.335, r=0.412). El item 5.1 aparece en el origen de coordenadas.

Como consecuencia, observamos que un primer factor que contribuye al empleo de
heuristicas es la falta de capacidad de enumeracion sistematica. Por el contrario, la aplicacion de
un razonamiento de tipo combinatorio contribuye a la respuesta correcta al item. Este
razonamiento combinatorio se opuso a la vez al sesgo de equiprobabilidad y al "enfoque en el
resultado aislado”, que fueron las principales causas de razonamiento incorrecto en los items 6,
8.1; 8.2; 8.3 y 7.2 (que son los que mas han contribuido a este factor), como se vio en el analisis
de los argumentos de los alumnos.

Segundo factor: Introduccion de elementos subjetivos en la asignacion de probabilidades.
(Figura 6.2).

En este caso, es el item 5 el que define este factor, como se observa en las fuertes
contribuciones y correlaciones tanto de las respuestas correctas como de las incorrectas en los dos

apartados del item. Observamos/ en consecuencia/el comportamiento diferenciado de este item,
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en el cual las probabilidades que se comparan se refieren a sucesos simples en el experimento
compuesto.

Figura 6.2. Representacion gréfica del segundo factor.
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Todos los casos para los que se pide comparar la probabilidad son equiprobables. En caso
de dar una respuesta erronea, el alumno introduce algin elemento subjetivo en la asignacion de
probabilidades. Esto se ha confirmado en el anilisis de los argumentos de los alumnos que hemos
presentado en la seccion anterior. Entre estos elementos, destacamos la busqueda de la
representatividad local, las frecuentes alternancias y el rechazo de regularidad en el patron global.
Por otro lado, los apartados 1y 2 del item aparecen contrapuestos: (C51; x= - 0,469,
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£=0,979); (C52; x= 0,387, > =0,549), (I51; x= 0,448, r’=0,974); (152; x=-0,27,
P = 0,444),

Ello quiere decir que los elementos subjetivos introducidos en la asignacion de
probabilidades no han sido los mismos para elegir el suceso més probable y el menos probable,
lo que coincide con lo expuesto en Konold ez al. (1993), quienes encontraron un cambio entre €l
tipo de respuestas dadas al apartado 1y 2 de este item por los mismos alumnos.

Tercer Factor: Variabilidad como funcién inversa del tamafio muestral. (Figura 6.3).

Finalmente, el tercer factor esta casi exclusivamente marcado por el item 7.1, en el cual
los alumnos han de comparar la variabilidad del valor medio en funcion del tamafio muestral:
(C71; x= 0379, =0401) y (I71; x=-0,140; r’=0,395).

Debido a que éste es elevado, los alumnos no pueden aplicar la enumeracion para obtener la
solucion del problema.

Aparece una ligera asociacién con otros items, aunque la correlacion es muy débil. Asi,
la respuesta positiva al item 6: (C6; x = 0.281; = 0,234) parece influir en la respuesta positiva
al item 7.1. El razonamiento combinatorio contribuye a apreciar la disminucion de la variabilidad
muestral en funcién del tamafio de la muestra. El item 8.3 aparece en sentido contrapuesto: (C83,;
x=-0,227, ’=0,290) y (I83; x= 0,17, r’=0,245) debido a que los alumnos no han aplicado
los mismos criterios para elegir el suceso menos probable y el mas probable, de acuerdo con lo
expuesto por Konold et al. (1993).

Finalmente, destacamos que la variable curso no ha tenido influencia en ninguno de los
factores, por lo que deducimos que la edad de los alumnos no supone diferencias en la estructura
de las respuestas de los alumnos en este apartado del cuestionario.

Como resumen de esta parte del cuestionario, destacamos la dificultad generalizada de los
jitems en los que hemos apreciado el empleo de diversas heuristicas y la existencia de sesgos.
Destaca particularmente el “enfoque en el resultado aislado” y, en menor medida, la
representatividad y equiprobabilidad. Estos sesgos parecen ser debidos a la falta de capacidad
combinatoria de algunos estudiantes.

El analisis de correspondencias revela también la independencia entre estos tipos de
razonamiento incorrecto, lo que sugiere la necesidad del disefio de situaciones didacticas
especificas para la superacion de cada uno de ellos por parte de los estudiantes.
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Figura 6.3. Representacion grafica del tercer factor.
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3.7. INTERPRETACION DE LA PROBABILIDAD FRECUENCIAL
3.7.1. ANALISIS DE LOS ITEMS

Esta parte del cuestionario evalua la interpretacion que hacen los alumnos de los
enunciados frecuenciales de probabilidad. La comprension de este tipo de enunciados es
fundamental para que el nuevo enfoque de ensefianza de la probabilidad sugerido en los
disefios curriculares pueda ser implementado con éxito. Nos hemos basado en las investigaciones
de Konold, aunque se ha incluido un item escrito por nosotros mismos, en el cual se varia el
contexto, conservando el tipo de preguntas. Esta ultima parte se compone de dos items,
cada uno de los cuales tiene una serie de apartados. Al igual que en las otras dos partes de la
prueba, procedemos a un analisis que consta de:

a) Opciones elegidas en cada item y argumentos en que apoyan sus respuestas
en los dos grupos de alumnos.

b) Consistencia entre la opcion elegida al item y el argumento en que se apoya.

¢) Consistencia entre preguntas relacionadas.

El analisis estadistico se limita de nuevo al estudio de las frecuencias y estadistico
x2, agrupando filas o columnas conceptualmente semejantes en el caso de que las frecuencias
esperadas no cumplan las condiciones de aplicacion de esta prueba. A continuacion presentamos
los resultados.

9.1.~ El Centro Meteorolégico de Springfields quiso determinar la precisién de su
meteordlogo. Buscaron sus registros de aguellos dias en los que el meteorélogo habia informado
que habia un 70 por ciento de posibilidades de lluvia. Compararon estas predicciones con los
registros que indicaban si 1lovié o no en esos dias en particular.

La prediccién del 70 por ciento de posibilidades de lluvia puede considerarse muy
precisa, si lloviod:

a,. Entre el 95 por ciento y el 100 por ciento de esos dias.
b,- Entre el 85 por ciento y el 94 por ciento de esos dias.
c,~ Entre el 75 por ciento y el 84 por ciento de esos dias.
d,~Entre el 65 por ciento y el 74 por ciento de esos dias.
e,~Entre el 55 por ciento y el 64 por ciento de esos dias.

Elige la opcidén que crees es la mas apropiada.

En una interpretacion normativa de la probabilidad, la opcion correcta es la d).
Sin embargo, los sujetos que presentan el "enfoque en el resultado aislado” elegiran tipicamente

234



POGOROOCORGORO0ODO0000000 00000000000 0C0O0CCFCROIIOGOOSIOINOOTIOCGIOIONOGIONINONGNONINOSINTDO®TOTYVNIC

Significados de las secuencias aleatorias

una de las respuestas a), b) o c), segun los resultados de Konold. Las respuestas elegidas por los
alumnos a este item se incluyen en la siguiente tabla 3.7.1.1.

Tabla 3.7.1.1. Frecuencias y porcentajes de respuestas
en el item 9.1. en los dos grupos de alamnos.

Respuesta | Alumnos | Alumnos Total
de 14 aflos | de 18 afios
a 17 14 31
(11.6) (10.8) (11.2)
b 19 8 27
(12.9) (6.2) (9.7)
c 32 20 52
(21.8) (15.4) (18.8)
*d 51 68 119
34.7) (52.3) (43.0)
€ 28 18 46
(19.0) (13.8) (16.6)
No 0 2 2
contesta (0.0) (1.5 0.7)
Total 147 130 277

La comprension de la probabilidad frecuencial en esta pregunta parece razonable,
ya que una gran proporcion de alumnos ha elegido los valores proximos al 70 % (opcién d,
que ha sido elegida por el 43.0 %). Sin embargo, una proporcion bastante notable de alumnos
eligen opciones sesgadas, que indican que la frecuencia esperada de lluvia se sitGa por
encima del 75 por ciento.

En concreto un 39.7 % de alumnos (opciones a, b, c) espera que la frecuencia relativa
de dias de lluvia sea mayor que la probabilidad dada. Un 20.9 % (opciones a, b) estima la
frecuencia relativa de dias de lluvia por encima del 85 % de dias de lluvia y un 11.2 % (opcion
a) los estima por encima del 95 %. Estos alumnos no relacionarian la probabilidad teérica con la
frecuencia relativa de dias de lluvia, sobreestimando la frecuencia relativa, debido a que es alta
la probabilidad de lluvia que se da. Los resultados se explicarian en la tesis de Konold porque los
alumnos hacen una interpretacion sesgada del enunciado de la pregunta, creyendo que deben
adivinar lo que ocurrira en un solo ensayo, en vez de concentrarse en la prediccion de una serie
de sucesos.
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También se han dado algunos casos en que el alumno estimaria la frecuencia a la baja,
aunque el porcentaje es bastante menor que €l que sobreestima la frecuencia de dias de lluvia.
Todos estos alumnos pueden tener dificultades en la interpretacion y estimacion de probabilidades
usando el enfoque frecuencial.

Al comparar los dos grupos, observamos que la interpretacion correcta ha mejorado con
la edad. Mientras que el 34.7% de alumnos de 14 afios da la respuesta correcta y el 46.3% una
estimacion por encima del 75 por ciento para la frecuencia relativa esperada, en los alumnos de
18 afios estos porcentajes son el 52.3%y 32.4% respectivamente. La significacion estadistica de
estas diferencias ha sido probada mediante el contraste Chi cuadrado de homogeneidad de
muestras, obteniéndose un valor x>=10.881 con 4 gl (p=0.0279), suprimiendo los que no
contestan. Sin embargo, es importante aun el nimero de alumnos de 18 afios que interpretan
incorrectamente un enunciado frecuencial de probabilidad.

9.2.- Supongamos Que este hombre del tiempo dice que mafiana hay un 70 por ciento de posibilidades
de lluvia y mafiana no llueve. ;Que conclusién sacarias scbre su prediccidn de que habia un 70 por
ciento de probabilidades de lluvia®?

La segunda parte del item ha sido también tomada de las investigaciones de Konold y
Garfield (1993) y Konold (1989), (1991). Se trata de confrontar a los alumnos con una situacion
no prevista, para ver si mantienen un argumento coherente con la opcion elegida en la primera
parte del item. Los argumentos dados a este pregunta han sido clasificados segun el siguiente
esquema de codificacion:

a) Cae dentro del 30 % de probabilidades. Recogemos en este argumento el caso de los
alumnos que piensan que el prondstico del hombre del tiempo era correcto, pero, debido al
30% de posibilidades en contra de la lluvia, el suceso que ha ocurrido cae dentro de estas
posibilidades.

Ejemplos de este tipo de respuestas son las siguientes: "El 30% de que no lloveria,
aunque sea menor, ha sido el verdadero, lo que demuestra que no hay nada seguro. Nos
podemos acercar, pero nunca es seguro”; "Pues que como existia un 30% de que no lloveria,
se ha cumplido”; "Que se ha equivocado un poco, porque habia un 30% de no llover, y no
llovio".

b) Explicacion de tipo causal para el hecho de que no lloviese. Estos alumnos creen que
debiera llover, ya que las probabilidades del 70% son suficientemente elevadas para asegurar que
el hecho ocurrira. Entrarian en el patrén descrito por Konold del "enfoque en el resultado aislado"
y buscan una explicacién de tipo causal al fallo en su prediccion: "Todavia puede lover, el dia
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no ha finalizado", "Que lo mds seguro es que llueva”; "Una racha de viento se llevo las nubes”.
Hay que tener en cuenta que un enfoque probabilistico formal no niega necesariamente la
existencia de mecanismos causales subyacentes (Batanero y Serrano, 1995). El calculo de
probabilidades adopta una posicién por la cual se ignoran los posibles mecanismos causales,
centrandose en las regularidades que ocurren en una serie de ensayos independientes de estos
agentes. Sin embargo en el "enfoque en el resultado aislado" se intenta alcanzar la prediccion a
partir de posibles esquemas causales. Puesto que para estos sujetos, 70% se interpreta como
seguridad, la no coincidencia debe deducirse del analisis de los patrones (causas) que la producen
y no de los datos de las frecuencias.

c) Se equivocd, deberia llover el 100 % de los dias. Como en el caso anterior, los sujetos
manifiestan una interpretacion incorrecta de la probabilidad frecuencial, llegando al punto de
pensar que el prondstico era equivocado.

Este caso presenta abundantes ejemplos y como muestra presentamos los siguientes:
"Pudo equivocarse, pues habia muchas posibilidades para ello”; "Que no consideré mejor la
probabilidad de que no lloviera y se equivoco”; "Que sus cdlculos estdn mal hechos, pues
habiendo calculado que hay mayores posibilidades de lluvia, mas del doble, después no llueve,
demuestra que se equivoco".

d) Sujetos que creen imposible sacar conclusiones. Son los sujetos que creen que el caracter
aleatorio del experimento lo hace imposible de controlar o predecir, ni siquiera en términos de
probabilidades.

Explican el fallo en su prediccion por el caracter aleatorio del experimento. Serian los que
han asimilado los datos al caso del 50% de ocurrencia, pensando que no puede darse ningtin otro
tipo de prediccion. Y como muestra tenemos los siguientes ejemplos de respuestas: "Que el
tiempo es impredecible”; "Nadie sabe lo que va a suceder, depende del viento, etc..."”; "No se
puede uno fiar de las predicciones hechas por los aparatos meteorologicos”; "No se puede
predecir con toda seguridad y mucho menos si se trata del tiempo, que suele ser inestable”; "Es
imposible saberlo con exactitud”; "La probabilidad no se puede identificar con la certeza y las
predicciones eran de probabilidad”.

En la tabla 3.7.1.2. mostramos los resultados obtenidos. Se puede observar en ella
como contrasta el resultado de esta segunda parte del item con el de la primera. En este
apartado, los alumnos no conciben la lluvia como una cuestion de azar, sino que consideran que
el tiempo y su prediccion, pese a la asignacion probabilistica, debe ser una cuestion segura. La
mayor parte (44.4%) elige la opcién c) en la que se especifica que hubo un error por parte del
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meteorologo. Esta es una respuesta tipica que Konold ha encontrado en los sujetos que presentan
el sesgo del "enfoque en el resultado aislado”. Konold denomina caracteristica del "ensayo simple"
a la tendencia a concentrarse en el resultado de un solo experimento. Esta tendencia contrasta con
la aproximacion frecuencial, en la que el objetivo se concentra en una muestra de ensayos.
Mientras que en el ensayo simple el objetivo es predecir un resultado, y por tanto, es un proceso
de decision, en el enfoque frecuencial el objetivo es predecir el promedio en una muestra. Es
decir, la estimacion de la frecuencia de un resultado particular en una serie larga de ensayos.

Tabla 3.7.1.2. Frecuencias y porcentajes de argumentos
en ¢l ftem 9.2. en los dos grupos de alumnos.

Respuesta | Alumnos Alumnos Total
de 14 afios | de 18 afios

*a 29 48 77
(19.7) (36.9) (27.8)

b 5 1 6
(3.4) (0.8) 2.2)

c 74 49 123
(50.3) (37.7) (44.4)

d 27 24 51
(18.4) (18.5) (18.4)

No 12 8 20

contesta . (6.1)

Otros sujetos (18,4%, respuesta d) creen que es imposible sacar conclusiones sobre el
hecho planteado. Finalmente, un grupo importante de alumnos (27,8%, respuesta a) hace una
interpretacion correcta de la probabilidad frecuencial, alegando que el hombre del tiempo podria
estar dentro del 30% de posibilidades de que no lloviese. Este porcentaje es inferior al que dio la
respuesta incorrecta.

Al comparar los dos grupos de alumnos, vemos de nuevo la mejora con la edad,
especialmente si comparamos los porcentajes de respuestas a las opciones a) y ¢). La significacion
estadistica de estas diferencias ha sido comprobada mediante el test Chi cuadrado, x?=11.407 con
3 g1 (p<0.001), agrupando el argumento b) y los que no contestan.
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Tabla 3.7.1.3. Frecuencia y porcentajes de argumentos

en item 9.2 segin opcion elegida en el item 9.1.

Argumento Opcién Opcién Total
correcta incorrecta
*a 42 35 77
(35.3) (22.1) (27.8)
b 3 3 6
(2.5) (1.9) (2.2)
c 48 75 123
(40.3) (47.5) (44.4)
d 23 28 51
(19.4) (17.7) (18.4)
No 3 17 20
contesta (2.5) (10.8) (7.2)
Total 119 158 277

Observamos, en la tabla 3.7.1.3, una mayor proporcion del argumento a) correcto (cae
dentro del 30 por ciento de posibilidades) en los alumnos que han elegido una opcidn correcta en
la primera parte, aunque eligen con mayor frecuencia la opcion c). Por el contrario, los que eligen
una opci6n incorrecta eligen en mayor proporcion la c) ( se equivoco el meteor6logo) o bien no
dan argumento. Las diferencias, sin bembargo, no fueron estadisticamente significativas
item 10:

Al inicio del siguiente camino se coloca un himster y se le deja que circule libremente hacia
su alimento situado al final del camino. En el orificio A ponemos pipas y en el B cacahuetes.

Segin un amigo mio que ha criado muchos hamsteres, el 70 de cada 100 hamsteres prefieren las
pipas a los cacahuetes.

7 A Glgesy
]

.—_\l(-——i

10.A ;A dénde te parece mis probable que llegue el himster? ;Por qué?

Aunque el enunciado de la segunda parte de este item es bastante similar al anterior, el
contexto es mucho mas familiar al alumno. Ademas, la informacion frecuencial se da en términos
del tanto por ciento de hamsteres que prefiere un alimento, en lugar de usar el término mas
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técnico de posibilidades o probabilidades. Las respuestas al primer apartado se presentan en la
tabla 3.7.1 4.

La mayor parte de los alumnos contesta correctamente a este item, incluso los de menor
edad, de lo que deducimos que la interpretacion directa de un enunciado de probabilidad
frecuencial es mucho mas sencilla que la pregunta planteada en las investigaciones de Konold. No
se observaron diferencias significativas en los dos grupos de alumnos.

Tabla 3.7.1.4. Frecuencias y porcentajes de respuestas
en ¢l item 10.A en los dos grupos de alumnos.

Respuesta | Alumnos Alumnos Total
de 14 afios | de 18 afios

Llegara A 121 105 226
(82.3) {(80.8) (81.6)

Liegara B 11 6 17
(7.5) (4.6) 6.1)

No 15 19 34
contesta (10.2 (14.6) 12.3)

Total 147 130 277

Los argumentos de los alumnos en los diferentes apartados de este item se clasificaron
de acuerdo con un criterio de codificacién semejante al del item 9.1, que describimos a
continuacion:

a) Es un hamster del 70 % de posibilidades o es un hamster del 30 % de posibilidades.

En este caso, la justificacion no estd basada en las apetencias de cada hamster,
sino en la probabilidad asignada. Ejemplos de las respuestas dadas para justificar este argumento
son: "Porque la estadistica lo recomienda’; "Porque hay mas posibilidades y es de ese grupo”,
"Es lo mds probable”; "Ese es un hamster del 70% de posibilidades, que preferia las pipas”; "Es
de la gran mayoria”; "Hay mas posibilidades de que el hamster se encuentre entre el 70% de
los que prefieren pipas”.

b) Alumnos que buscan una explicacion de tipo causal a su prediccion. Puesto que el
hamster elige un camino, debe haber una razon - sus preferencias-. No se hace referencia a las
probabilidades.

Ejemplos de este tipo de respuestas son los siguientes: "Es lo que suelen comer mas”;
"De los hamsteres que he tenido, a todos les gustan mds las pipas”; "Les gustan mds las pipas
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Y probablemente las haya olfateado”; "Prefieren ese alimento mayoritariamente”; "Al gustarle
las pipas se guia por el olfato para llegar a ellas"; "Porque si les gustan las pipas, lo mas
probable es que vaya a buscarlas primero".

¢) Se equivoco mi amigo. Alumnos que discuten los datos del problema, poniendo en duda
la experiencia del amigo que refiere el item.

Son pocos los alumnos que eligen este tipo de argumento y pertenecen al grupo de los
alumnos de 18 afios, siendo sus respuestas principalmente las siguientes: "Puede suceder que le
gusten las dos cosas o que pertenezca al 30% de los que prefieren los cacahuetes y tu amigo se
equivoque”; "En este caso también puede suceder, como en el del meteordlogo, que se
equivoque".

d) Depende del azar. Puesto que el fendmeno es aleatorio, es impredecible. Por ello, es
posible cualquier resultado, a pesar de las probabilidades.

Este argumento lo suelen dar mezclado con otros de los resefiados aqui, pero pondremos
las respuestas caracteristicas de la aleatoriedad de la eleccion del hamster, siendo &stas: "Es
cuestion de gustos y eso depende del hamster que elijamos”; "4 no ser que el hamster huela las
Pipas o los cacahuetes, no sabe a donde ir, depende de la suerte el camino que elija”; "Aunque
las posibilidades apunten a las pipas, elegird el camino que primero vea”; "El no sabe donde
hay una u otra cosa y lo que elija depende de la suerte”; "No todos tiene las mismas preferencias
y segun el hdamster que cojamos, ird a uno u otro”; "Como no lo ve, no puede decidir y elige
cualquier camino”.

Tabla 3.7.1.5. Frecuencias y porcentajes de argumentos
en el item 10.A en los dos grupos de alumnos.

Respuesta | Alumnos Alumnos Total
de 14 afios | de 18 afios
*a 43 73 116
(29.2) (56.3) (41.8)
b 85 36 121
(57.9) (27.7) 43.7)
c 0 2 2
(0.0) (1.5) 0.7)
d 16 16 32
(10.9) (12.3) (11.6)
No 3 3 6
contesta (2.0) 2.1) 2.2)
Total 147 130 277
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En la tabla 3.7.1.5 se presentan las frecuencias de los argumentos dados, donde podemos
observar que la respuesta elegida con mas frecuencia por los alumnos es la b) seguida por la a)
y d). S6lo un 41.8% se basan en las probabilidades para hacer su prediccion. Al comparar los dos
grupos de alumnos, observamos un predominio de la respuesta b) en los de 14 afios y del tipo a)
en los de 18. Mientras que los primeros tienden atribuir explicaciones de tipo causal, los segundos
basan su prediccion en la estimacion de las probabilidades. Las diferencias fueron estadisticamente
significativas. (x*=28.954 con 4 g 1., p<0.0001).

Puesto que fueron pocas las opciones incorrectas, no se han clasificado los argumentos
seglin opcion correcta o incorrecta en el item, ya que las frecuencias observadas no nos
permitirian aplicar el contraste Chi cuadrado.

10.B Si hacemos la prueba con un hamster y e’ste se dirige hacia B ¢piensas que mi amigo
estaba equivocado? ;Por qué?

Tabla 3.7.1.6. Frecuencias y porcentajes de respuestas
en ¢l item 10.B en los dos grupos de alumnos.

Total

147

130

Respuesta | Alumnos de | Alumnos de Total
14 afios 18 afios

Si 16 4 20
(10.9) (3.1 (7.2)

*No 127 126 253
(86.4) (96.9) (91.3)

No 4 0 4
contesta 2.7 0.0) (1.5)

277

Las respuestas al item 10.B se presentan en la tabla 3.7.1.6. En total 20 alumnos creen que
habia una equivocacion en las frecuencias dadas. En definitiva se esta razonando aplicando el
"enfoque en el resultado aislado". Hay una mayoria de alumnos, sin embargo, que da una
respuesta aparentemente correcta y la proporcion aumenta con la edad de los alumnos. Las
diferencias entre los dos grupos fueron estadisticamente significativas, (x>=8.39 con correccion
de continuidad y 1 g.1; p=0.001), desechando la opcién no contesta. Los argumentos en este item
tienen unos tipos de respuestas analogos a los del apartado a) del mismo item y se presentan en
la tabla 3.7.1.7.
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Tabla 3.7.1.7. Frecuencias y porcentajes de argumentos

en el item 10.B en los dos grupos de alumnos.

Respuesta | Alumnos | Alummos | Total
de 14 afios |de 18 afios

*a 40 72 112
(27.2) (55.3) (40.5)

b 10 3 13
(6.8) 2.3) 4.7

c 55 33 88
(37.4) 25.4) (31.8)

d 5 8 13
3.4) (6.2) (4.6)

No 37 14 51
contesta 25.2) (10.8) (18.4)

Total 147 130 277

Vemos que un porcentaje apreciable de alumnos (40.5 %) da el argumento correcto,
basandose en que una probabilidad del 30 por ciento implica que el suceso puede ocurrir y no
seria demasiado raro. Sin embargo este porcentaje es mucho menor que el dado por la respuesta
correcta, lo que indica la conveniencia de analizar los argumentos de los alumnos. También
aparecen aqui de nuevo los casos en que los alumnos emplean sus teorias previas sin guiarse por
los datos objetivos (respuesta b). Por ultimo otro grupo amplio de alumnos aplica el "enfoque en
el resultado aislado” (respuesta ¢; 31.8 %) o cree que, al ser el suceso aleatorio podria ocurrir
cualquier cosa, independientemente de las probabilidades (respuesta d; 4.6 %). Al comparar los
dos grupos de alumnos vemos una diferencia muy notable entre las proporciones de respuesta a)
que es correcta y ¢) que es incorrecta, siendo la primera superior al 50% en los alumnos de 18
afios. Las diferencias fueron estadisticamente significativas (x*=23.523 con 3 g 1., p=0.00003 ).
No obstante, resulta preocupante el alto porcentaje de alumnos que manifestarian lo que Konold
denomina "enfoque en el resultado aislado".

Puesto que fueron pocas las opciones incorrectas, no se han clasificado los argumentos
segun opcion correcta o incorrecta en el item, ya que las frecuencias observadas no nos
permitirian aplicar el contraste Chi cuadrado. '

10.C Si hacemos l1la prueba con 10 hiamsteres y 3 de ellos se dirigen a B (eligen los
cacahuetes) , ipensarias que mi amigo estaba equivocado? iPor qué?
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Tabla 3.7.1.8. Frecuencias y porcentajes de respuestas

en el item 10.C en los dos grupos de alumnos.

Respuesta | Alumnos | Alummos | Total
de 14 afios | de 18 afios

si 16 3 19
(10.9) 2.3) (6.9)

*no 127 124 251
(86.4) (95.4) (90.6)

No 4 3 7
contesta 2.7 2.3 2.5)
Total 147 130 277

La opcion mayoritaria es que no, correcta, aumentando con la edad. Las diferencias fueron
estadisticamente significativas. (x’=5.541 (correccion de continuidad) con 1 gl., p<0.0186),
desechando las respuestas en blanco.

Ademas de los argumentos ya descritos, aparecieron los siguientes:

e) Se mantiene la proporcion. La respuesta se basa en el parecido de la proporcion muestral
y la poblacional. Aunque la respuesta es correcta, puede tener encubierto el empleo de la
heuristica de la representatividad. Ejemplos de respuestas que justifican este argumento son: "E/
resultado aunque parece casual ha sido igual que el predicho"; "A esos tres le gustan mds los
cacahuetes y a los otros siete las pipas, como ya se habia dicho”; "Habia acertado aunque los
numeros fuesen menores".

£) Hay pocos hamsteres. El tamafio de la muestra no permite obtener conclusiones. La mayoria
de los alumnos de este caso responden que no lo saben, no dan una repuesta o que sucede asi
porque si. "Hay pocos datos".

La mayor parte de los alumnos han dado un argumento correcto €) o a) ; es decir, se basan
en que ¢l caso se ajusta exactamente a las probabilidades tedricas. Los sujetos que argumento b)
y f) creen que el suceso es impredecible o se guian por sus teorias previas. Las diferencias fueron
de nuevo significativas. x>=14.804 con 4 g.1. (p=0.005), agrupando las categorias c) y f). Los
alumnos de 18 afios eligen en mayor proporcion las respuestas a) y €) mientras que los de 14
eligen las b) y d) (impredecibilidad y explicaciones causales en mayor medida.

Puesto que fueron pocas las opciones incorrectas, no se han clasificado los argumentos
seglin opcién correcta o incorrecta en el item, ya que las frecuencias observadas no nos
permitirian aplicar el contraste Chi cuadrado.
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Tabla 3.7.1.9. Frecuencias y porcentajes de argumentos
en el item 10.C en los dos grupos de alumnos.

Respuesta | Alumnos | Alumnos | Total
de14 afios |de18 afios

*a 9 20 29
6.1) (15.4) (10.5)
b 26 9 35
(17.7) 6.9) (12.6)
c 2 2 4
(1.4) (1.5) (1.4)
d 35 20 55

(23.8) (154 | 19.9)

*e 66 70 136
(44.9) (53.9) | (49.1)

f 9 9 18

(6.1 (6.9) (6.5
Total I 147 l 130 I 277

3.7.2. FACTORES SUBYACENTES EN LA INTERPRETACION FRECUENCIAL
DE LA PROBABILIDAD

Finalmente, nos ha parecido interesante estudiar la consistencia entre las repuestas
correctas/incorrectas en el item 9 y los tres apartados del item 10, para lo cual incluimos en la
Tabla 7.10 la Matriz de Burt correspondiente. Esta tabla se ha utilizado como matriz de datos en
el programa BMDP para realizar un analisis de correspondencias multiples. Al igual que en la
segunda parte del cuestionario, se deseaba analizar las posibles asociaciones entre los errores
manifestados por los alumnos en la interpretacion de la probabilidad frecuencial.

En la Tablas 3.7.2.2, 3.7.2.3 y 3.7.2.4 se incluyen los resultados del analisis. Las
codificaciones que hemos utilizado son las siguientes:

AO; B0, CO;, I90 {Respuestas incorrectas a los apartados A, B, C, del item 10 y al item 9 13
Al; Bl; Cl1; I91 {Respuestas correctas a los apartados A, B, C, del item 10 y al item 9 }.
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Se ha utilizado como variable suplementaria el curso del alumno (BUP o COU). Esta

variable no interviene en el analisis, pero sus categorias se proyectan sobre los ejes obtenidos, para

estudiar las diferencias entre los dos grupos de alumnos respecto a los factores obtenidos.

Tabla 3.7.2.1. Matriz de Burt: Relacion entre las opciones
elegidas en las tres partes del item 10.

ftem 9 ftem 9 10A 10A 10B 10B 10C 10C "
correcto | incorrecto | correcta | incorrecta | correcta | incorrecta | correcta incorrecta
ftem 9 119 0 96 23 112 7 108 1
correcto
item 9 0 158 130 28 141 17 143 15
incorrecto
10A 96 130 226 0 204 22 206 20
correcta
10A 23 28 0 51 49 2 45 6
incorrecta
10B 112 141 204 49 253 0 238 15
" correcta
10B 7 17 22 2 0 24 11 13
incorrecta
10C 108 143 206 45 238 13 251 0
correcta
10C 11 15 20 6 15 11 1] 26
incorrecta
Tabla 3.7.2.2. Descomposicion de la inercia total.
INERCIA TOTAL = (.2780
EJES AUTOVALORES % INERCIA | ACUM % HISTOGRAMA
1 0.132 47.4 47.4
2 0065 234 707 T 223222222 222 222 2]
3 0.059 2 1 2 919 RERRAREEEREREEEES
4 0.020 7.1 99.0 seEeEs “
5 0.003 1.0 100.0 * B

En la tabla 3.7.2.2. podemos ver que se obtienen 3 factores, cada uno con un porcentaje
de inercia superior al 10%. Entre los tres explican en 91.9% de la inercia. Es de destacar que a
pesar de ser preguntas referidas a un mismo contenido (la interpretacion frecuencial de la
probabilidad) no aparece una estructura unidimensional. Ello quiere decir que, en general las
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respuestas correctas € incorrectas en los diferentes items no estan asociadas, como también se
deduce del estudio de la matriz de Burt en la tabla 3.7.2.1.

Tabla 3.7.2.3. Resultados del analisis de correspondencias para las variables principales.

FACTR | COR2 CTR FACTR | COR2 CTR FACTR | COR2 CTR
FILA MASA QLT INR
EJE 1 EJE 2 EJE 3

Al 0.200 0.961 0.012 -0.036 0.022 0.002 0.224 0.852 0.155 0.072 0.088 0.018
A0 0.045 0.990 0.052 0.106 0.010 0.004 -0.993 0.863 0.685 -0.366 0.117 0.103
Bl 0.224 0.776 0.006 0.144 0.744 0.035 -0.006 0.001 0.000 -0.029 0.031 0.003
BO 0.021 0.867 0.067 -1.634 0.852 0.431 0.064 0.001 0.001 0.209 0.014 0.016
Ci 0.222 0.875 0.007 0.153 0.793 0.039 0.040 0.055 0.005 -0.028 0.027 0.003
Co 0.023 0.885 0.070 -1.582 0.825 0.437 -0.384 0.049 0.052 0.187 0.011 0.014
191 0.125 0.973 0.038 0.194 0.124 0.036 -0.167 0.091 0.054 0.480 0.758 0.491
190 0.140 0.953 0.027 -0.122 0.076 0.016 0.148 0.113 0.047 -0.386 0.764 0.353

En la Tabla 3.7.2.3 podemos ver que la calidad de la representacion de las diversas

categorias de las variables principales es alta (por encima de 0.77). Podemos también notar la
calidad de la representacion de las filas suplementarias en la Tabla 3.7.2.4. A continuacion

interpretamos los factores obtenidos, que representan componentes diferenciados

interpretacion de la probabilidad frecuencial por parte de los alumnos.

Tabla 3.7.2.4. Resultados del analisis de correspondencias
para las variables suplementarias.

FACTOR COR2 FACTOR COR2 FACTOR COR2
NOMBRE QLT
EJE 1 EJE 2 EJE 3
BUP 0.997 -0.138 0.818 0.022 0.020 -0.061 0.159
[80)9] 0.849 0.136 0.726 -0.024 0.022 0.051 0.101 ]|

en la

Primer factor: Confrontacion con la ocurrencia de un resultado poco probable. (Figura 7.2.1)

El primer eje esta marcado por la respuesta incorrecta a los apartados b) y c) del item 10.

En el apartado b) obtenemos x= -1.634, r= 0.852, y contribuye en una proporcion del 43.1% a
la inercia de este eje. En el apartado ¢) obtenemos x=-1.582, r=0.825y contribuye en una

proporcion del 43.7% a la inercia de este eje.
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Figura 7.2.1. Representacion grifica del primer factor.
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Es decir, el primer factor obtenido separa los sujetos que dan respuestas incorrectas
o correctas a estos dos apartados del item. Las respuestas incorrectas aparecen con valores
negativos altos de las coordenadas y correlaciones en este eje, mientras que las correctas aparecen
con correlaciones altas y coordenadas positivas, aunque bajas en el eje: (B1: x=0.744 r=0.035)
y (Cl: x=0.793 r=0.039).

Este eje marca, en consecuencia, la coincidencia entre respuestas en los apartados
b) y ¢) del item 10, que se refieren a la reaccion de los alumnos ante la ocurrencia de un
suceso de baja probabilidad. Observando la tabla de Burt, vemos que en estos dos items
es donde ha habido mas acuerdo, tanto en las respuestas correctas como en las incorrectas.
Ademas la respuesta correcta en los dos apartados ha sido mayoritaria en los alumnos, siendo solo
11 los alumnos que dan una opcion incorrecta en ambos items. Teniendo en cuenta las
investigaciones de Konold, los alumnos que dan la respuesta incorrecta piensan que ha habido una
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equivocacion en la estimacion de probabilidades. Para ellos,un suceso con baja probabilidad (el
30% en el item dado) no debiera ocurrir en un sélo ensayo y aun menos, presentarse en tres
ensayos sucesivos, aunque ello caiga dentro de la estimacion dada de probabilidades. En nuestro
caso son pocos los alumnos que interpretan incorrectamente un resultado inesperado en este
item, probablemente porque el contacto mas familiar les ha facilitado la comprensioén de la
pregunta planteada.

En la Figura 7.2.1 se reproduce la representacion grafica de este eje. En ella vemos
también que hay una separacion (aunque no muy acusada) de los dos grupos de alumnos sobre
el mismo. También la correlacion de los grupos de alumnos con el eje ha sido alta. En
consecuencia, vemos cOmo, respecto a este factor, hay una mejora al finalizar la ensefianza
secundaria, mejora que se pone de manifiesto en el porcentaje de alumnos de 18 afios que dio la
respuesta correcta.

Segundo factor: Prediccion de la ocurrencia de un suceso, a partir de su probabilidad. (Figura
7.2.2).

Este segundo factor esta practicamente marcado por el primer apartado del item 10, que
es el inico con fuerte correlacion con el factor, habiéndose obtenido las siguientes coordenadas
y correlaciones para las respuestas correcta e incorrecta a este apartado: (Al: x=0.224 r= 0.852)
y (AO: x=-0.993 r= 0.863).

La respuesta incorrecta del mismo tiene un peso del 68,5% en la inercia de este eje
y la respuesta correcta del 15.5%. Estas dos respuestas aparecen contrapuestas, con correlaciones
fuertes y coordenadas de signo diferente en ¢l eje.

Se refiere a la prediccion del suceso que ocurrira, a partir de una informacion frecuencial
de las probabilidades de los dos sucesos posibles. A pesar del alto porcentaje de aciertos, vimos
que en este apartado hubo un menor nimero de contestaciones correctas que el b) o ¢). Ademas
un grupo importante de alumnos dejo la respuesta en blanco. Creemos que se manifiesta aqui su
creencia en la impredecibilidad del suceso, a pesar de poseer informacién sobre sus
probabilidades. Esta hipotesis se ve apoyada por los argumentos que los alumnos dieron en este
item, muchos de los cuales se basaban en la imposibilidad de prediccion o en razones de tipo
causal.

EnlaFigura 7.2.2. se muestra el grafico de este segundo factor. Observamos en €l que
no hay diferencia en cuanto al grupo, por lo que en la prediccion del suceso, en base a sus
posibilidades, no hay diferencia con la edad, ya que en ambos grupos hubo un gran porcentaje de
aciertos.
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Figura 7.2.2. Representacién grifica del segundo factor.
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Tercer factor: Confrontacion entre las frecuencias esperadas y la estimacion frecuencial de la
probabilidad de un suceso. (Figura 7.2.3).

Este tercer factor est4 practicamente marcado por el item 9.1, que es el nico con fuerte
correlacion con el factor. La respuesta correcta al mismo contribuye a un 49.1% de la inercia del
gje y la incorrecta a un 35.3%. Estas respuestas aparecen contrapuestas con correlaciones fuertes
y coordenadas de signo contrario sobre €l eje.

En consecuencia este eje marca el grado de acuerdo entre las frecuencias que el alumno
espera obtener para el suceso en una serie de ensayos y la estimacion frecuencial de la
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probabilidad de un suceso. En caso de no haber acuerdo, los sujetos sobreestiman las frecuencias
esperadas, cuando la probabilidad del suceso es alta. Aunque aparentemente este item es similar
al 10.A, ahora se da al alumno un rango de diferentes frecuencias esperadas entre las cuales ha
de elegir uno. En el item 10.A tan solo se le pide que indique si ocurrird o no el suceso, por lo que
el alumno no debe estimar las frecuencias esperadas.

Si observamos la matriz de Burt, es en este item donde se da un menor numero de
respuestas correctas entre todos los que constituyen esta parte de la prueba. Ademas no hay
consistencia entre la respuesta correcta a este item y al resto. Por ello define un factor separado
de las respuestas al resto de los items.

Respecto al grupo de alumnos, no observamos diferencias significativas. No ha habido
mejora en la estimacion de las frecuencias esperadas con la edad. En la Figura 7.2.3 se muestra
el grafico correspondiente al tercer factor.

Figura 7.2.3. Representacion gréfica del tercer factor.
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3.8. CONCLUSIONES SOBRE SIGNIFICADOS PERSONALES DE LAS
SECUENCIAS DE RESULTADOS ALEATORIOS

En este capitulo hemos llevado a cabo un estudio empirico del significado que los alumnos
de Bachillerato asignan a las secuencias aleatorias. En esta seccion exponemos las principales
conclusiones de nuestro estudio.

3.8.1. RECONOCIMIENTO Y GENERACION DE SECUENCIAS
ALEATORIAS

En la primera parte del cuestionario se propuso a los alumnos tareas de generacion y
reconocimiento de secuencias aleatorias y de distribuciones aleatorias de puntos en una
cuadricula, usando varios items tomados de las investigaciones de Green.

* Cuando se les pide generar una secuencia de resultados aleatorios similar a la que se
obtendria con una moneda no sesgada, los alumnos han reproducido aproximadamente la
frecuencia relativa de caras y cruces en las sucesiones generadas, aunque subestiman la
variabilidad de la secuencia. El nimero de rachas producidas es excesivo y la longitud de la racha
mas larga pequefia. En consecuencia, del primer item deducimos una correcta apreciacién de los
alumnos sobre la convergencia de la frecuencia relativa a la probabilidad tedrica y una insuficiente
percepcion de la variabilidad de esta frecuencia relativa, asi como de la independencia de los
ensayos. Green (1991) atribuye este comportamiento a la vision del mundo, por parte de los
alumnos, sujeto a leyes. En su intento de acomodar los fendémenos aleatorios en este marco,
esencialmente determinista, la incertidumbre reflejada en la variabilidad es atenuada y poco
enfatizada.

* Las distribuciones de puntos producidas por los alumnos estiman a la baja el namero de
celdas vacias, que son sustituidas por celdas con dos puntos en el apartado a) y por celdas con
un punto en el apartado b). Puesto que 1y 2 son los valores enteros mas proximos al parametro
de la distribucion de Poisson en los apartados a) y b) respectivamente, consideramos que los
alumnos han intentado reproducir este nimero medio de puntos en la mayor parte de los cuadros,
aunque admitiendo ligeras fluctuaciones. Estas fluctuaciones no llegan, sin embargo, a reflejar
toda la variabilidad de la distribucion aleatoria de Poisson en el plano.

Hemos percibido también que algunos alumnos s6lo ponen 1 6 2 cruces en cada cuadro, lo
que seria equivalente a la utilizacion de rachas cortas en el primer item.

* Como resumen del tercer y cuarto item vemos que existen diferentes razones para
considerar una sucesion como aleatoria o no aleatoria y que varian en funcién del item, lo que
hace pensar que el alumno es capaz de reconocer las caracteristicas que hemos hecho variar en
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las diferentes secuencias. Entre estas caracteristicas, citamos la correspondencia entre frecuencias
observadas y esperadas en los distintos resultados, el nimero y longitud de las rachas, la
existencia de patrones en la secuencia de resultados o distribucion espacial de puntos y la
imprevisibilidad de los resultados particulares. Estas razones varian en funcion de la edad del
alumno y de la respuesta al item, habiendo consistencia general entre opcion elegida y
argumentos.

* El uso del analisis de correspondencias nos ha permitido detectar tres factores principales,
que dan cuenta de la apreciacion de los alumnos de tres caracteristicas de las distribuciones
aleatorias:

- Variabilidad local, por la que se espera frecuentes alternancias entre distintas posibilidades
y ausencia de patrones establecidos.

- Regularidad global, dada por la convergencia de la frecuencia relativa a la probabilidad
teorica.

- Grado de discrepancia entre la distribucion esperada y la observada, que se espera sea mayor
que el tedrico. Esta discrepancia, no obstante, se ha detectado con mayor facilidad en las
secuencias aleatorias lineales que en las distribuciones aleatorias de puntos en la cuadricula.

Todos estos resultados nos muestran las propiedades que los alumnos asignan a las secuencias
y distribuciones aleatorias de puntos y hasta qué punto éstas coinciden con su significado desde
el punto de vista matematico. Como hemos discutido en el analisis teorico, no podemos probar
de forma concluyente la aleatoriedad de una secuencia de resultados aleatorios, sino tomar una
decision relativa a su aleatoriedad. Esta decision dependera del conjunto de técnicas de contraste
disponibles.

Sin embargo, es necesario analizar la relacion entre las creencias intuitivas de los sujetos
respecto a la aleatoriedad y el cuerpo de conocimientos disponibles sobre este concepto (Harten
y Steinbring, 1983). Esto implica que tanto las intuiciones como las técnicas matematicas han de
ser tenidas en cuenta en cada posible nivel de comprension, incluso elemental. La intuicion y la
teoria matematica no deben ser contradictorias. Por ello es preciso tener en cuenta las intuiciones
de nuestros alumnos para organizar cuidadosamente una secuencia de situaciones didacticas
dirigidas a la construccion del conocimiento matematico.
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3.8.2. HEURISTICAS Y SESGOS EN LA ASIGNACION DE PROBABILIDADES

El segundo punto estudiado fue la asignacion de probabilidades a sucesos por parte de los
estudiantes, empleando items tomados de diferentes investigaciones. Las principales conclusiones
sobre este punto han sido las siguientes:

A) Una proporcion irhponante de alumnos parece utilizar el razonamiento titulado "enfoque
en el resultado aislado” a lo largo de los distintos items. Este tipo de razonamiento no
parece variar con la edad de los alumnos. Este sesgo aparece también en las respuestas
a los items que en las investigaciones previas se habian explicado por la heuristica de la
representatividad o el sesgo de equiprobabilidad. Ello es debido a que en nuestro caso
hemos incluido nuevos distractores en algunos de los items.

B) Se muestran en menor medida los sesgos de equiprobabilidad y representatividad. Al
contrario de lo expuesto en las investigaciones de Fischbein e al. (1991), en nuestra
muestra de alumnos estos dos sesgos disminuyen con la edad, aumentando el
razonamiento combinatorio de los alumnos.

C) Hemos observado también una menor proporcion de los sesgos que los descubiertos en
investigaciones previas. Ello puede ser debido a que hemos usado no solo las opciones
elegidas en los items, sino también los argumentos de los alumnos para interpretar sus
respuestas.

Como consecuencia del estudio de la segunda parte del cuestionario, hemos observado que
los alumnos varian su estrategia en la estimacion de probabilidades en experimentos compuestos.
Diferentes variables del item han influido en la respuesta, observandose no solo la heuristica de
la representatividad, sino también el sesgo de equiprobabilidad y el "enfoque en el resultado
aislado”.

El analisis de correspondencias sefiala, ademas del razonamiento combinatorio, la
introduccion de elementos subjetivos y el efecto del tamafio de la muestra como factores en la

asignacion de probabilidades.

3.8.3. INTERPRETACION FRECUENCIAL DE LA PROBABILIDAD

Podemos concluir de este apartado que una parte de alumnos manifiesta dificultades en la
interpretacion frecuencial de una probabilidad. Esto se ha notado especialmente en el item 9,
aunque el contexto mas familiar usado en el item 10 ha facilitado la interpretacion por parte de
los alumnos. En consecuencia, creemos que una parte de la dificultad encontrada por Konold en
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sus investigaciones es debida al enunciado de su pregunta. Es posible, como lo mostramos en
nuestros resultados, encontrar situaciones mas familiares a los alumnos que les permitan
comprender los enunciados de probabilidad dados en términos frecuenciales.

Aunque la opcion elegida en los items (en especial en los apartados del item 10) ha sido con
frecuencia correcta, los argumentos en que se apoya la eleccion no son siempre normativos,
indicando que los alumnos atribuyen a los experimentos aleatorios propiedades no acordes con
el significado institucional matematico. Entre los argumentos incorrectos que hemos encontrado
con mayor frecuencia destacamos los siguientes:

a) Creencia en que ha habido un error en los datos del problema y en la equivalencia entre alta
probabilidad y seguridad en la ocurrencia del suceso.

b) Busqueda de razones de tipo causal para explicar un suceso no esperado.

¢) Justificar los resultados por la impredecibilidad de los experimentos aleatorios, sin tener

en cuenta la probabilidad de los sucesos.

Como consecuencia del analisis de correspondencias hemos identificado tres aspectos
diferenciados en la interpretacion de la probabilidad frecuencial, donde las investigaciones de
Konold veian una tnica dificultad por parte de los alumnos. Estos tres aspectos son los siguientes:

a) Prediccion de la ocurrencia de un suceso en un experimento simple, a partir de la
estimacion frecuencial de su probabilidad.

b) Explicacion de la ocurrencia de un suceso, a pesar de su baja probabilidad, por razones

frecuenciales

¢) Estimacion de la frecuencia relativa de un suceso en una serie de experimentos, si s€ posee
una estimacion frecuencial de su probabilidad.

Estos tres aspectos se han mostrado como factores independientes, por lo que la adquisicion
de uno de ellos no presupone la de los demas. En consecuencia, cada uno de ellos constituye un
problema diferenciado respecto a la probabilidad frecuencial. La ensefianza debera tener en cuenta
estos tipos de problemas y disefiar situaciones didacticas adecuadas para su solucion.
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CAPITULO 1V
CONCLUSIONES FINALES
DE LA INVESTIGACION






4.1. CONCLUSIONES DEL ESTUDIO TEORICO

En el primer capitulo de la tesis hemos llevado a cabo un estudio teodrico de los objetos
matematicos ligados al enfoque frecuencial en la ensefianza de la probabilidad desde un doble
punto de vista.

En primer lugar, el estudio epistemologico ha puesto de manifiesto la complejidad de la
nocion de aleatoriedad en la institucion matematica. Los modernos dispositivos de calculo y la
necesidad de produccion de tablas de digitos aleatorios nos llevan a separar la idea de proceso y
secuencia aleatoria. Para estas ltimas, hemos mostrado que no hay una definicion sencilla del
concepto que permita discriminar de forma clara e inequivoca si una cierta secuencia es aleatoria
o0 no aleatoria.

La definicion a partir de la idea de repetibilidad e independencia cuenta con la dificultad
de mostrar con seguridad si la nocién de independencia es aplicable a los casos particulares. Una
vez aceptados estos dos presupuestos, la aleatoriedad nos remite a una serie de modelos
probabilisticos que son las bases de los contrastes sobre la aleatoriedad de una secuencia dada.
Estos contrastes son usados para rechazar secuencias o procedimientos de construccion de
secuencias como no aleatorios, aunque siempre con una cierta probabilidad de error. Sin embargo,
nunca establecemos con seguridad la aleatoriedad de una secuencia mediante un contraste de
hipotesis, ya que la aceptacion de una hipotesis nula tiene siempre un caracter provisional, de no
encontrar evidencia suficiente para el rechazo.

Del estudio de la investigacion psicologica en el tema deducimos también que muchos de
los modelos probabilisticos que se derivan de las dos ideas basicas (repetibilidad e independencia)
tienen propiedades contraintuitivas. Cuando se enfrentan a situaciones estocasticas, los sujetos
esperan una mayor homogeneidad y representatividad local que la teorica, lo que les lleva a
rechazar algunas secuencias aleatorias que superarian los contrastes de aleatoriedad y por el
contrario a aceptar otras que serian rechazadas en dichos contrastes. Ademas de las dificultades
sobre la idea de independencia, se hacen extensiones indebidas de la regla de Laplace y se
producen interpretaciones inadecuadas de los enunciados de probabilidad frecuencial.

Hemos finalizado el estudio tedrico con una interpretacion alternativa de las razones por
las que se producen estos sesgos, en la seccion 1.4.5, utilizando el marco tedrico de Godino y
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Batanero (1994, en prensa). Las implicaciones de esta interpretacion sugieren la necesidad de
disefiar situaciones didacticas que permitan plantear al alumno problemas significativos sobre la
componentes de variabilidad de los procesos estocasticos. Este tipo de situaciones serian
necesarias para lograr una evolucion positiva de sus intuiciones en el campo de la probabilidad.

4.2. CONCLUSIONES SOBRE LA VIABILIDAD DE LAS SITUACIONES
DIDACTICAS EXPERIMENTADAS EN LA FASE DE ENTREVISTAS

En el capitulo 2 describimos una serie de situaciones didacticas y su experimentacion con
una muestra reducida de alumnos, siguiendo la técnica de entrevista. Nuestro objetivo era estudiar
la posibilidad de introducir a los alumnos algunas ideas intuitivas sobre el proceso estocastico
subyacente en una sucesion de resultados aleatorios. Asimismo, la experiencia se orientaba a la
profundizacion en los significados de los alumnos de la muestra sobre los objetos matematicos
subyacentes en esta sucesion de ensayos. Nuestras hipétesis iniciales sobre esta fase de nuestro

trabajo eran las siguientes:

H1: Las actividades diddcticas disefiadas para el estudio resultan asequibles a los alumnos y por
medio de ellas es posible plantearles preguntas de su interés respecto a la componente de
variabilidad de los procesos estocdsticos subyacentes.

H2: Los alumnos de la muestra aprecian la estabilizacion de las frecuencias relativas a largo
plazo, esto es, aprecian la tendencia en el fenomeno de la convergencia estocdstica.

H3: Los alumnos de la muestra no aprecian suficientemente la variabilidad aleatoria de los
procesos estocasticos. En particular, los alumnos tienen dificultad con la idea de independencia

estocastica.

Como resultado de nuestras entrevistas concluimos que las situaciones experimentadas
resultaron interesantes y asequibles a los alumnos. Por medio de elias les planteamos preguntas
relativas a las ideas de experimento compuesto, sucesion de ensayos, independencia, trayectoria,
probabilidades de transicion, tiempos de espera, esperanza matematica, convergencia, efecto del
tamafio de la muestra, etc.

Los alumnos mostraron un razonamiento combinatorio suficiente y facilidad para el
cambio entre diferentes sistemas de representacion del proceso estocastico en estudio. Asimismo
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mostraron unas concepciones correctas de las caracteristicas de imprevisibilidad de los resultados
aleatorios y de la convergencia de las frecuencias relativas a las probabilidades tedricas a largo
plazo. ’

El interés de seguir la investigacion sobre este punto se acentiia por el hecho de haber
observado que los alumnos de la fase de entrevista asignaron los siguientes elementos de
significado a diversos objetos probabilisticos, que serian incorrectos desde el punto de vista
matematico:

- Se generaliza indebidamente la regla de Laplace en los experimentos compuestos, incluso
cuando se muestra un razonamiento combinatorio suficiente para enumerar los sucesos
compuestos en dichos experimentos. Creemos que ello podria ser debido a que los alumnos
razonan en base al "enfoque en el resultado aislado” descrito por Konold, por lo que en la segunda
fase del estudio se incluy6 este aspecto que no habia sido considerado especificamente en la fase
de entrevistas.

- Los alumnos muestran dificultad en aplicar la idea de independencia en los contextos
practicos, aun cuando esta idea parece bien comprendida a nivel tedrico.

- Los alumnos asignan valores positivos a la esperanza matematica, incluso en juegos
considerados equitativos. Creemos que los alumnos incorporan elementos subjetivos a la
asignacion de probabilidades, como la creencia en su propia habilidad o en su "suerte” o bien la
creencia de poder controlar un experimento aleatorio repetido, descrita por Fischbein ef al.
(1991).

- Creencia en la rapida estabilizacion de las frecuencias, es decir, sesgo de representatividad
local. En algunos alumnos se llega al extremo de creer mas fiables las pequefias muestras que las
grandes.

- Se esperan frecuentes cambios de signo en los recorridos aleatorios.

- Se esperan tiempos cortos de permanencia a un mismo lado del eje en los recorridos
aleatorios.

Asi mismo, se ha notado una influencia del resultado de las simulaciones realizadas por
los alumnos en las actividades propuestas sobre la estabilidad de sus creencias. Incluso algunos
alumnos han modificado sus respuestas de correctas a incorrectas como resultado de la
simulacion.

Ello plantea de nuevo la necesidad de una investigacion mas profunda sobre la forma de
abordar la ensefianza de la probabilidad desde un punto de vista frecuencial. Como sugiere Konold
(1995), simplemente hacer que los alumnos hagan predicciones y las comparen con los datos
experimentales que obtienen con experimentos aleatorios no es suficiente para cambiar sus
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concepciones incorrectas. En primer lugar, raramente recogemos datos suficientes para que se
pueda observar con claridad el fenémeno de la convergencia estocastica y se revelen los diferentes
patrones que pretendemos ensefiar a los alumnos. Ademas, estos suelen ignorar la variabilidad de
los datos y su atencion, con frecuencia, no se concentra en los aspectos esenciales del proceso.

4.3. CONCLUSIONES SOBRE EL SIGNIFICADO QUE LOS ALUMNOS DE LA
MUESTRA ASIGNAN A OBJETOS MATEMATICOS LIGADOS A LA
APROXIMACION FRECUENCIAL EN LA ENSENANZA DE LA
PROBABILIDAD

La segunda parte de nuestro estudio estuvo dedicada a realizar un analisis mas extenso
y valido sobre algunas de las dificultades detectadas en la fase de entrevistas. A continuacion
describimos las conclusiones sobre esta parte del estudio.

Sucesi | .
En la seccion 3.5 se han analizado las respuestas de los alumnos en la generacion y
reconocimiento de sucesiones aleatorias. Nuestras hipotesis sobre este punto eran las siguientes:

H4: Esperamos que los alumnos de la muestra reflejen con notable precision las frecuencias
relativas de caras y cruces en las secuencias generadas. Asimismo esperamos que los alumnos
asignen un cardcter no aleatorio a las secuencias en que las frecuencias observadas difieran
bastante de las esperadas.

HS5: Suponemos que los alumnos manifestardn un sesgo de representatividad local. Es decir,
producirdn demasiado rachas en las frecuencias generadas y rechazardn como aleatorias
aquellas frecuencias con rachas largas.

Del anélisis de las respuestas y argumentos de los alumnos podemos identificar las
siguientes propiedades de las secuencias aleatorias reconocidas intuitivamente por los alumnos
de nuestra muestra:

- Impredecibilidad de resultados. Los alumnos argumentan repetidamente la imposibilidad
de prediccion de tales resultados.
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- Convergencia de la frecuencia relativa hacia la probabilidad de los diferentes resultados
en un experimento aleatorio. Se manifiesta, tanto en el rechazo que hacen de sucesiones con
frecuencias muy diferentes de las tedricas, como en el estudio de las frecuencias de las secuencias
generadas por los alumnos.

- Ausencia de patrones obvios. Se rechazan las secuencias demasiado ordenadas, asi como
aquellas en que la colocacion de las caras y cruces siguen un cierto patron.

Por otro lado, los alumnos han manifestado dificultad con la nocién de independencia,
esperando una regularidad local de las secuencias aleatorias. Por ello, rechazan la existencia de
rachas largas y esperan una menor variabilidad que la que cabe esperar en los procesos aleatorios.

Distribuciones aleatorias d | modelo de Poi

En la misma seccion hemos analizado la generacion y reconocimiento por los alumnos de
distribuciones puntuales en una cuadricula, segin el modelo de Poisson, Nuestra hipotesis al
respecto era la siguiente:

H6: Esperamos que los alumnos de la muestra distribuyan los puntos en la cuadricula de forma
tal que todos los resultados posibles estén representados, pero con alguna variabilidad en las
Jrecuencias de los distintos resultados. Esta variabilidad serd menos que la tedrica.

De las practicas efectuadas por los alumnos en la resolucion de los problemas propuestos,
deducimos las siguientes propiedades reconocidas intuitivamente por los alumnos:

- Variabilidad de la distribucion puntual, siendo escasos los alumnos que colocan
exactamente un punto por cuadro en el item 2. Asimismo se rechazan los items donde los puntos
estan repartidos con demasiada uniformidad en los diferentes cuadros.

- Vanabilidad de las frecuencias relativas: los alumnos distribuyen los puntos de modo que
aparezcan cuadros vacios, asi como cuadros con varios puntos. Sin embargo, se limitan a dos y
a veces tres puntos por cuadro, con lo que la distribucion tiene menor variabilidad que la tedrica.

Por el contrario, los alumnos no distribuyen adecuadamente los cuadros vacios en la

cuadricula, resultando a veces distribuciones con un excesivo nimero de cuadros vacios
adyacentes.

263



Capitulo IV

probabilidades en experimentos compuestos. Nuestras hipotesis sobre el comportamiento de los
alumnos al resolver estos problemas eran las siguientes:

H?7: S6lo una pequeiia proporcion de alumnos serd capaz de proporcionar respuestas correctas
al total de items en esta parte de la prueba.

H8: Los principales tipos de razonamientos incorrectos que esperamos encontrar son la
expectativa de una representatividad local de los procesos estocdsticos, el "enfoque en el
resultado aislado" y el sesgo de equiprobabilidad.

La dificultad de las tareas planteadas se puso de manifiesto en el escaso nimero de
alumnos que resolvié correctamente los problemas, asi como en los argumentos incorrectos
proporcionados.

En particular se ha detectado una proporcion importante de alumnos que considera
imposible hacer un tipo de prediccion sobre las probabilidades de los sucesos, basandose en su
caracter impredecible. Creemos que ello podria deberse a un razonamiento denominado por
Konold "enfoque en el resultado aislado". Este razonamiento podria estar también en la base de
respuestas incorrectas que han sido explicadas por otros sesgos en investigaciones anteriores.

Otro sesgo importante es la insensibilidad al tamafio de la muestra (representatividad), que
aparece en una gran proporcion de alumnos. Por consecuencia, sera necesario enfatizar el estudio
del efecto de este tamafio en futuros experimentos de ensefianza.

Aunque bastantes alumnos generalizan indebidamente la regla de Laplace
(equiprobabilidad), los argumentos revelan que su proporcion es menor que la obtenida por otros
investigadores. De ello también deducimos lo engafioso que es guiarse por el analisis de las
respuestas a items de opciones multiples y la necesidad de analizar la correspondencia en
respuestas a mas de un item y la correspondencia entre opcion elegida y argumento
proporcionado. Todo esto abre de nuevo interrogantes sobre las interpretaciones que damos a las
respuestas de los alumnos y necesidad de ampliar la investigacion en el campo de la probabilidad.

e r - g
ac1ON de en [recuenciales de prooaouiaad

En la seccién 3.3.7 hemos analizado las respuestas de nuestros alumnos a situaciones
propuestas por Konold (1989, 1991), asi como otras similares disefiadas por nosotros mismos.

A continuacion describimos nuestra hipétesis sobre este punto:
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H9: Los alumnos de la muestra tienen dificultades en interpretar los enunciados propuestos
desde un punto de vista probabilistico, centrdndose en la prediccion de un resultado aislado.
Esta dificultad, sin embargo, disminuye cuando el problema se les presenta en un contexto mads
Samiliar.

Los alumnos han mostrado dificultades en la interpretacion frecuencial de una
probabilidad. Esto se ha notado especialmente en el item 9, aunque el contexto mas familiar usado
en el item 10 ha facilitado la interpretacion por parte de los alumnos.

Aunque la opcion elegida en los items (en especial en los apartados del item 10) ha sido
con frecuencia correcta, los argumentos en que se apoya la eleccion no son siempre normativos.
Entre los argumentos incorrectos que hemos encontrado con mayor frecuencia destacamos los
siguientes:

a) Creencia en que ha habido un error en los datos del problema y en la equivalencia entre
alta probabilidad y seguridad en la ocurrencia del suceso.

b) Busqueda de razones de tipo causal para explicar un suceso no esperado.

c) Justificar los resultados por la impredecibilidad de los experimentos aleatorios, sin tener
en cuenta la probabilidad de los sucesos.

Como consecuencia resaltamos la necesidad de tener en cuenta estas dificultades en la
organizacion de secuencias didacticas con el nuevo enfoque sugerido en la ensefianza.

isi 1 men
Otro grupo de hipétesis se referian a la interpretacion de los argumentos de los alumnos
y eran las siguientes, que han sido confirmadas a los largo de esta investigacion:

H10: Esperamos obtener una consistencia de los alumnos entre las opciones elegidas en los
items y los argumentos en que se apoyan. Es decir, esperamos una correspondencias entre
argumentos correctos (incorrectos) y opciones correctas (incorrectas).

H11: Esperamos que los argumentos de los alumnos nos permitan descubrir que algunas
respuestas atribuidas en investigaciones previas a un cierto tipo de heuristica (sesgo) tengan una
explicacion alternativa.

Dif . | le al

Otro punto importante de nuestro estudio eran las posibles diferencias de razonamientos
y errores en los alumnos de mayor y menor edad y formacion, preocupacion que viene expuesta
en la hipotesis siguiente:
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H12: Esperamos una mayor proporcion de respuestas y argumentos correctos en el grupo de
alumnos de 18 afios. Es decir, esperamos un mejor razonamiento probabilistico en estos
alumnos, respecto a sus compaiieros de menor edad.

Efectivamente hemos encontrado un mejor razonamiento probabilistico en los alumnos
de 18 afios. Creemos que ello es no solo debido a su mayor maduracion, sino a que han tenido
una ensefianza, aunque breve y posiblemente formal, en sus estudios de Bachillerato. Como hemos
indicado, este punto merece un estudio mas detallado, por la confusion entre las dos posibles
variables explicativas en nuestra muestra.

Un punto importante, sin embargo, es que las diferencias no son tan grandes como
deseariamos. Ello sugiere la necesidad de reforzar la ensefianza de la probabilidad y extenderla
en un periodo mas prolongado, por lo que se apoya los presupuestos de los nuevos disefios
curriculares.

s nalisis multivari

Nuestros presupuestos tedricos y metodologicos nos llevaron a un enfoque estructuralista
de la investigacion. No nos conformamos con el estudio de las respuesta a items aislados, sino
que queremos detectar la existencia de relaciones entre respuestas a diferentes items, porque ello
nos puede revelar causas subyacentes a errores repetidos. La hipdtesis que formulabamos la
incluimos a continuacion:

H13: Esperamos obtener una estructura multifactorial en cada uno de los andlisis de
correspondencias realizados. Ello es consecuencia de nuestros presupuestos epistemologicos
sobre la naturaleza sistémica 'y componencial de los significados personales sobre un objeto
matemadtico, en general, y sobre los conceptos probabilisticos en particular.

Para analizar esta hipotesis se han llevado a cabo distintos tipos de analisis multivariantes.
Como consecuencia del anilisis de correspondencias hemos identificado tres aspectos
diferenciados en la interpretacion de la probabilidad frecuencial, donde las investigaciones de
Konold veian una unica dificultad por parte de los alumnos. Estos tres aspectos son los siguientes:

a) Prediccion de la ocurrencia de un suceso en un experimento simple, a partir de la
estimacion frecuencial de su probabilidad.
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b) Explicacién de la ocurrencia de un suceso, a pesar de su baja probabilidad, por razones
frecuenciales.

c) Estimacion de la frecuencia relativa de un suceso en una serie de experimentos, si se
posee una estimacion frecuencial de su probabilidad.

Estos tres aspectos se han mostrado como factores independientes, por lo que la
adquisicion de uno de ellos no presupone la de los demas. En consecuencia, cada uno de ellos
constituye un problema diferenciado respecto a la probabilidad frecuencial. La ensefianza debera
tener en cuenta estos tipos de problemas disefiando situaciones didacticas adecuadas para su
solucion.

Reflexion final

A lo largo de las conclusiones expuestas se resalta la complejidad del significado de los
objetos matematicos ligados al enfoque frecuencial de la ensefianza de la probabilidad, si
queremos llevar a los alumnos mas alla de la simple experimentacion manipulativa. Cuando el
objetivo final es guiar a los alumnos hacia la adquisicién de practicas significativas para la
resolucion de problemas y hacia la construccion de las ideas estocasticas fundamentales, la
reflexion e investigacion didactica es imprescindible.

En este trabajo s6lo hemos dado un primer paso en este sentido. Como resultado, hemos
aportado algunos datos sobre el problema que nos hemos planteado, pero sobre todo, hemos
identificado nuevos problemas de investigacion sobre los que es necesario profundizar. Esperamos
que ello contribuya a interesar a otras personas para continuar esta linea de investigacion.
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Guién de entrevista

NOCIONES ELEMENTALES DE PROCESOS
ESTOCASTICOS. UN ESTUDIO SOBRE
CONCEPCIONES INICIALES.

1.1.- Juan lanza una moneda diez veces y su compafiero Pedro va anotando los resultados
obtenidos. Después Pedro muestra a Juan tres listas de resultados de las que Juan elegira la
verdadera. ;Cual crees ti que sera la verdadera de las tres siguientes?:

A)CCCCLCXX XXX

B) C.X,C,X,C,X,C.X,C.X
0) CXCCCXXCXC

(Por qué?

1.2.-;Crees que se puede decir con seguridad el proximo resultado al lanzar de nuevo la
moneda?

Explica tu respuesta.

2.1.-Saca una bola de las dos que hay en la bolsa, anota si es roja o verde y devuélvela
a la bolsa.
Haz lo mismo otras dos veces.

2.2.- [Crees que esta forma es la Gnica o podria haber salido de otra forma?

Si crees que hay otras posibles secuencias en la extraccion de las bolas, escribe algunos de los
resultados que podrian haber salido.
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2.3.- De los tltimos resultados que ti has escrito, jte parece mas probable alguno de
ellos?

(Cual?

(Por qué?

2.4.- ;Serias capaz de escribir todos los posibles resultados que podemos obtener al sacar
tres veces una bola de la bolsa, si cada vez devolvemos la bola a la bolsa?

2.5.- Haz otras diez extracciones y anota el resultado.

2.6.-Viendo los resultados que has obtenido hasta ahora en el anterior ejercicio, ;es mas
probable que la proxima bola sea roja o que sea verde?

JPor qué?

2.7.-Si en el lanzamiento de una moneda se ha obtenido una cara, ¢es mas probable que
en el proximo lanzamiento sea cara o es mas probable que sea cruz?

(Por qué?
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Guién de entrevista

3.1.- Supongamos que un jugador juega a sacar una bola de una bolsa, en la que hay dos
bolas, una roja y otra verde, apostando siempre a que sale roja. En cada prueba se juega una
moneda. Si sale bola roja gana una moneda y si sale verde pierde una moneda. Al principio del

juego tenia 50 monedas.

Haz esta prueba 10 veces, como si fueses el jugador y anota los resultados.

Segun lo que has obtenido en tus lanzamientos, jcuantas monedas tendrias ahora?

Representa en el grafico siguiente la frecuencia y el nimero de monedas que tienes
después de cada una de las jugadas.

(Repetir tres veces el experimento de extraer diez bolas y anotar en el grafico).
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3.2.- Después de las cinco primeras jugadas nuestro jugador tenia 51 monedas. Ha pasado
de 50 monedas a 51 siguiendo la trayectoria que se te indica:

RVRRYV
(Hay otras trayectorias posibles para pasar de 50 a 51 monedas?

Si tu respuestas es que si, dibuja en otro grafico alguna de las trayectorias que tu
propones.

(Podrias haber conseguido exactamente la misma ganancia o pérdida con otros resultados

de rojas y verdes en las 5 jugadas?

Da un ejemplo, escribiendo la secuencia de rojas y verdes necesarias para obtener dicho
camino.

3.3.- ;Cual es la ganancia maxima que podrias haber obtenido en las diez jugadas?

(Crees que esto es poco probable o muy probable?
(Por qué?

3.4.- Como puedes ver, en el primer juego que hicimos, después de 10 jugadas, el jugador
ha estado por encima del eje (ganando) durante jugadas, y por debajo (perdiendo) durante
jugadas. Ha habido cortes con el gje, al pasar de un lado al otro del eje.

(Piensas que ha tenido mucha o poca suerte en este juego?

(Te parecen normales los resultados?
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(Por qué?

(Cuantas veces te parece que seria lo mas probable que se cruzara de un lado al otro del
eje en 10 extracciones?

(Por qué?

(Cada cuantas jugadas piensas que seria mas probable que la trayectoria cambiase del

lado del eje?

Realiza otra simulacion para comprobar tus conjeturas y anota en el grafico la trayectoria.

3.5.- Si este jugador, durante 50 dias seguidos jugase cada dia sacando 10 bolas de la caja
y comenzando cada dia con 50 monedas:

(Cuantos dias piensas que acabaria el juego con mas de 50 monedas?
(Por qué?
(Cuanto dinero crees que habria ganado en total en los 50 dias?
Por qué?
3.6.- El jugador tiene ahora 52 monedas y va a realizar dos jugadas mas. ;Es mas probable que

después de estas jugadas tenga otra vez 52 monedas, que tenga dos mas o que tenga dos menos
que antes?

Por qué?
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4.1.- En la maternidad de la ciudad X estan muy interesados en prever el nimero de recién
nacidos que seran varones o hembras, con objeto de disponer de suficiente ropa segun el sexo del
recién nacido. Por este motivo han ideado el sistema de registro que se muestra a continuacion.
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(Cual de estos casos te parece mas probable? :

A) Que entre los proximos 10 nacimientos, 8 sean varones.
B) Que entre los proximos 100 nacimientos, 80 sean varones.
C) Las dos cosas anteriores son igual de probables.

Indica cuél te parece mas probable y por qué.

Al-Vill



Guion de entrevista

4.2 .- ;Qué te parece mas probable para los proximos 10 nacimientos?
A) La fraccion de chicos sera mayor o igual a 7/10.
B) La fraccion de chicos sera menor o igual a 3/10.

C/ La fraccion de chicos estara comprendida entre 4/10 y 6/10.

Escribe lo que crees mas probable.

Realiza una simulacion, rellena el grafico y compara con las previsiones.

4.3 .- Fijate en el grafico que representa la variacion de varones conforme aumente el
nimero de nacimientos. JEn qué parte de este grafico crees que serd mas probable que la
proporcion de varones esté proxima a 0,5 ? :

A) En los 10 primeros nacimientos.
B) Entre los nacimientos 11 y 25.
C) Entre los nacimientos 26 al 40.
D) En todas partes iguales.

Indica tu respuesta y explica el por qué.
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Nombre... Apellidos...
Colegio o Instituto...
CUESTIONARIO PILOTO

ftem 1.-
Sup6n que estas lanzando una moneda 50 veces, sin hacer trampas. Pon C o X en cada
cuadro (C quiere decir que obtienes una cara y X que obtienes una cruz).

Item 2.-

Pablo, usando 16 fichas numeradas 1,2,3,4,....16, juega de la siguiente forma; pone todas
las fichas en una lata vacia y mueve con fuerza la lata. Raquel cierra los ojos y coge una ficha.
Es la ficha namero 7.

Pablo pone una cruz en la casilla nimero 7. La ficha 7 se pone otra vez en la caja, se vuelve a
mover la lata y otro nifio toma una ficha y repite lo que hizo Raquel.

11 12

13 14 15 16

2.1. Imaginate que estas jugando a este juego y sacas treinta veces una ficha como arriba se dice.
Pon 30 cruces en los lugares que creas segun las fichas que saques.
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2.2. Enséfianos ahora como quedarian las siguientes casillas si juegas este juego 16 veces. Pon
16 cruces.

item 3.-
Se pidi6 a cuatro nifios lanzar una moneda 40 veces. Algunos lo hicieron correctamente.
Otros hicieron trampas. Ellos pusieron C para indicar una cara y X para indicar una cruz. Estos
son sus resultados:

Daniel:
CXCXXCCXCXCCXXCXXCCXXCXCcrXXeXexexexexxex

Martin:
CXXXCXXCCCXCXXXXXCXCXCCXeCXXceeexxxexxcececc

Diana:
CXXXCXXCXCXXXCXXXXCCXXXCXXCXXCXXXXeXXXex

Maria:
XXXCXCCXXXCXCCCCLCCXeXecxXxXxexeexxxxeeexeexec

3.1. ;(Hizo trampas Daniel? ;Por qué?

3.2. jHizo trampas Martin? ;Por qué?
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3.3. (Hizo trampas Diana? ;Por qué?

3.4. ;Hizo trampas Maria? ;Por qué?

item 4.-

Al juego que inventé Pablo han jugado cuatro nifios y sus resultados son los que
mostramos a continuacion. ;Crees que hay alguno de ellos que ha hecho trampas en el juego?
Explica por qué lo crees asi y sefiala si hizo o no trampas en cada uno de los casos.

X X X X
X X X X

Luis
X X X
X
X |x X5
X X XX
X x
Jaime
41. ;Ha hecho trampa Luis? 4.2. ;Ha hecho trampa Jaime? ___
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X

X X
X X ¥ XK

X X X
XXX X X

x
x| x
x| %

Maria

4.3. (Ha hecho trampa Jesus? ____ 4.4. ;Ha hecho trampa Maria? ___

Explica tus respuestas.

ftem 5.-

5.1.- ; Cudl de las siguientes sucesiones es mas probable que resulte al lanzar una moneda
equilibrada 5 veces?

a.- CCCXX
b.- XCCXC
c.- XCXXX
d.- CXCXC
e.- Las cuatro sucesiones son igual de probables.
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(Por qué has dado esta respuesta?

5.2.- Abajo listamos las mismas sucesiones de caras y cruces. {Cual de las sucesiones es menos
probable que resulte al lanzar una moneda equilibrada 5 veces?

a.- CCCXX
b.- XCCXC
c.- XCXXX
d.- CXCXC
e.- Las cuatro sucesiones son igual de probables.

(Por qué has dado esta respuesta?

item 6.-
Una ruleta se divide en 5 4areas de igual tamafio, como se muestra debajo.

Se da un fuerte impulso a la flecha de la ruleta. ;Cual de los siguientes resultados es mas
verosimil que resulte al girar la ruleta tres veces?

a.- 215 en este orden exacto

b.- Obtener los numeros 2, 1, 5, en cualquier orden
¢.- Obtener los nameros 1, 1, S en cualquier orden
d.- Las opciones a y b son igual de verosimiles.

e Las opciones a, b, y ¢ son igual de verosimiles.
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ftem 7.-

En la maternidad de la ciudad X estan muy interesados en prever el nimero de recién
nacidos que seran varones o hembras, con objeto de disponer de suficiente ropa, segun el sexo
del recién nacido.

7.1.- ;Cual de estos casos te parece mas probable?

a.- Que entre los proximos 10 nacimientos 8 o mas sean varones.
b.- Que entre los proximos 100 nacimientos 80 o mas sean varones.
c.- Las dos cosas anteriores son igual de probables.

Indica cual te parece mas probable y por qué.

7.2.- ;Qué te parece mas probable para los proximos 10 nacimientos?.
a.- La fraccion de chicos serd mayor o igual a 7/10.
b.- La fraccion de chicos sera menor o igual a 3/10.
c.- La fraccion de chicos estara comprendida entre 4/10 y 6/10.
d.- Las tres cosas son igual de probables.

Indica cual te parece mas probable y por qué.

item 8:

8.1.- Cuando lanzamos dos dados simultaneamente:
a- Hay las mismas posibilidades de obtener un 5 y un 6 que de obtener dos veces el 5.
b.- Hay mas posibilidades de obtener un 5 y un 6 que de obtener dos veces el 5.
c.- Hay menos posibilidades de obtener un 5 y un 6 que de obtener dos veces el 5.
d.- Esimposible saberlo.

Elige la opcion que crees mas adecuada y razona tu respuesta.
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8.2.- Cuando lanzamos tres dados simultaneamente ;jcuél de estos resultados es mas facil que
ocurra?

a.- Obtenerun 5,un3 yun6.

b.- Obtener dos veces el 5 y una vez el 3.

c.- Obtener tres veces el nimero 5.

d.- Todos estos resultados son igualmente probables.

Escribe la opcion que has elegido.

8.3.-Es alguno de estos resultado menos probable que los otros dos?

ftem 9.-

9.1.- El Centro Meteorologico de Springfields quiso determinar la precision de su
meteorologo. Buscaron sus registros de aquellos dias en los que el meteorologo habia
informado que habia un 70 por ciento de posibilidades de lluvia. Compararon estas predicciones
con los registros que indicaban si llovid o no en esos dias en particular.

La prediccion del 70 por ciento de posibilidades de lluvia puede considerarse muy
precisa, si llovio:

a.- Entre el 95 por ciento y el 100 por ciento de esos dias.
b.- Entre el 85 por ciento y el 94 por ciento de esos dias.
c.- Entre el 75 por ciento y el 84 por ciento de esos dias.
d.- Entre el 65 por ciento y el 74 por ciento de esos dias.
e.- Entre el 55 por ciento y el 64 por ciento de esos dias.

Elige la opcion que crees es la mas apropiada.
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9.2.- Supongamos que este hombre del tiempo dice que mafiana hay un 70 por ciento de
posibilidades de lluvia y mafiana no llueve. ;Que conclusion sacarias sobre su prediccion de que
habia un 70 por ciento de probabilidades de luvia?

Item 10.-

Al inicio del siguiente camino se coloca un hamster y se le deja que circule libremente
hacia su alimento situado al final del camino. En el orificio A ponemos queso y en el B nueces.
Segun un amigo mio que ha criado muchos hamsteres, 80 de cada 100 hamsteres prefieren el
queso a las nueces. Los otros 20 prefieren las nueces.

- A (queso)

|
——\ B (aueces)

10.A - /A donde te parece mas probable que llegue el hamster?

(Por qué?
10.B.- Si hacemos la prueba con un hiamster y este se dirige hacia B, jpiensas que mi amigo

estaba equivocado?

(Por qué?
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10.C-Si hacemos la prueba con 10 hamsteres y 3 de ellos se dirigen a B (eligen las nueces),
(pensarias que mi amigo estaba equivocado?

(Por qué?
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RESULTADOS DETALLADOS DEL ESTUDIO PILOTO

3.1. Resultados sobre secuencias aleatorias

Item 1:
Supén que estis lanzande una moneda 50 veces, sin hacer trampas. Pon C o X en cada cuadro
(C quiere decir que cbtienes una cara y X que obtienes una cruz).

T
i

e

T T 1T 1717 1T 17 17T 177171 T
I 1 i

Py 1T T T TT T 1
G WS N N NN TN AN U N TN [ NN NN N EN OO (S W AN B N W 2

T 17T 17T 7T 1T 1771
{1 1 1 1 1

——

f 7 T r 1 11 1T 1111771t
L NS VU SO R [N NN S OO NN U W SN O S NN S |

Los aspectos que hemos analizado sobre las sucesiones generadas por los escolares de esta
muestra piloto son los siguientes:

a) Numero total de caras que presentan en la secuencia escrita por los alumnos, con objeto
de ver hasta que punto se ajusta a la probabilidad teorica.

b) La longitud de la racha mas larga. En las investigaciones previas se vio que, en general,
los alumnos subestiman la longitud de las rachas de un mismo resultado. Presentamos a
continuacion un resumen de los datos de nuestros alumnos.

Frecuencias del ntimero de caras en las secuencias producidas por los alumnos

I

Nimero de 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 %
caras ;
14 afios i 0 0 5 3 12 11 7 0 1 1 ﬂ

<

18 afios 2 0 1 0 1 11 7 7 0 0

En general los alumnos han sido bastante exactos al reflejar la frecuencia relativa de caras
y cruces, ya que el niimero de caras se agrupa alrededor de 25 a 27 y el valor te6rico esperado
serian 25 caras. El valor medio del mimero de caras en las secuencias producidas por los alumnos
de 14 afios ha sido 25.39 y el obtenido en los alumnos de 18 afios ha sido 25,24.

Sin embargo, los alumnos no reflejan suficientemente la variabilidad aleatoria, ya que la
dispersion de la distribucién de las secuencias producidas por los alumnos es menor que la tedrica.
Puesto que se trata de secuencias de 50 resultados, se sigue una distribucion binomial B (50, 0.5),
cuya media es 25 y varianza 12.5. La varianza de la distribucion de las secuencias producidas por
los alumnos de 14 afios es solo 3.53, es decir, una tercera parte la esperada tedricamente. Del
mismo modo, la varianza de la distribucion de las secuencias producidas por los alumnos de 18
afios es 3,29. No se observa una mejora con la edad en la apreciacion de esta variabilidad, sino
al contrario.
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En general los alumnos producen secuencias demasiado cortas siendo la mas larga, en
general de 3 0 4 sucesos. Aparecen también los tipos que Green denomina "alternantes” (2 casos)
que alternan entre cara y cruz en toda las secuencia, que han sido alumnos de 18 afios. Aparecen
también los "replicantes” que producen una sola racha o una racha muy larga de 25 e incluso 30
resultados seguidos iguales, también en este tipo de alumnos. Todos estos datos parecen apuntar
a dificultades en la percepcion de la independencia de los experimentos repetidos.

En consecuencia, de este primer item deducimos una correcta apreciacion de los alumnos
sobre la convergencia de la frecuencia relativa a la probabilidad tedrica y una insuficiente
percepcion de la variabilidad de esta frecuencia relativa, asi como de Ia independencia de los
ensayos. Estos resultados nos animan a conservar este item como parte del cuestionario definitivo.

Otros aspectos que se analizaran en la muestra definitiva es Ia consistencia entre la primera
y segunda parte de la secuencia producida y el nimero total de rachas producidas dentro de una
misma secuencia.

item 2:

Pablo, usando 16 fichas numeradas 1,2,3,4,....16, juega de la siguiente forma; pone todas
las fichas en una lata vacia y mmueve con fuerza la lata. Raquel cierra los ojos y coge una ficha.
Es la ficha namero 7.

Pablo pone una cruz en la casilla nimero 7. La ficha 7 se pone otra vez en la caja, se
vuielve a mover la lata y otro nifio toma una ficha y repite 10 que hizo Raquel.

13 14 15 16
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Resultado del estadio piloto

2.1. Imaginate que estis jugandc a este juego y sacas treinta veces una ficha comoc arriba
se dice. Pon 30 cruces en los lugares que oreas segin las fichas que saques.

2.2. Enséfianos ahora cieo quedarian las siguientes casillas si juegas este juego 16 veces.
Pon 16 cruces.

En particular, hemos analizado en las distribuciones producidas por los alumnos:
a) La frecuencia de cuadros vacios.
b) La existencia de cuadros con dos o més resultados.
¢) El nimero méaximo de resultados en un cuadro.

Frecuencia de alommos seghn el ntmero de caadros vacios ent el spartado a)

Aunque el niimero esperado de cuadros vacios en el primer item es 6 6 7 y en el segundo
2 6 3, se observa que, en general se tiende a no dejar cuadros vacios, o muy pocos, en ¢l primer
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item. La tercera parte de los alumnos en cada grupo no ha dejado ningun cuadro vacio en ¢l

primer item. También hay algunos casos en que se dejan hasta 10 6 12 cuadros vacios lo que

también se aparta mucho del valor tedrico.

| En el segundo itern aumenta el nimero de alumnos que deja cuadros vacios, aunque se
subestima el nimero de ellos, ya que el nimero medio queda lejos del valor esperado.

Hemos percibido también que algunos nifios s6lo ponen 1 6 2 cruces en cada cuadro, lo
que seria equivalente a la utilizacién de rachas cortas, no percibiendo la variabilidad de los
procesos estocasticos. En el modelo tedrico vemos que se espera encontrar cuadros con hasta
cinco puntos en el primero de los items.

Por otro lado, algunos nifios no tienen en cuenta la distribucion espacial de los cuadros
vacios, que colocan consecutivamente, mientras que en el modelo aleatorio estos cuadros vacios
debieran distribuirse algo mas uniformemente, aunque alguno de ellos se encuentren adyacentes.
Todos estos aspectos nos han llevado a la decision de conservar este item para el estudio
definitivo en el que analizaremos con mas detalles las respuestas de los alumnos.

item 3:

Se pididé a cuatro nifivs lanzar una moneda 40 veces. Algunos lo hicieron correctamente.
Otros hicieron trampas. Ellos pusieron C para indicar una cara y X para indicar una cruz. Bstos
son sus resultados:

Daniel:
CXCXXCCHXCXCCXXCXXCCXXCXCCXXCXCXOCXCXCXXCX

Martin:
CXXXCXXCCCXCXXXXXCXCXCCXCXXCCCCRXRXXCRXXCCC

Diana:
CXXXCXXCHXCYXAXCXXXXCCXXXCXXCRXXCXXXXCXXXCX

Maria:
XXXCXCCXXXCXCCCCCXCXCXXCXCCXXXXCCCXCCXCC

3.1. i¢Hizo trampas Daniel? ;Por qué?
3.2. iHizo trampas Martin? jPor qué?
3.3. ¢(Rizo trampas Diana? ;Por qué?
3.4. ¢(Bizo trampas Maria? sPor qué?

Se trata de reconocer sucesiones aleatorias lineales. Es la inversa de la tarea propuesto en
el item 1, en el seatido de que el experimento aleatorio considerado es el mismo: lanzamiento de
una moneda no sesgada. El espacio muestral es, por tanto, compuesto de dos resultados
equiprobables.

A3-VI

facbhocncdtadontodcacscacncccacssnsacadccsnsscscsnscscscsccosvscosvconcaecsoee



00C0CPODCGOORR00000P00000CDNCCCOPFOCFONOSOINOSIOPOIOGOIONOIOIONDNOSOIDPIOOSIOONOSNEOOOIOGOTNI

Resultado del estudio piloto

En este item se pide al alumno razonar sus respuestas, por lo que podremos comparar con
las razones dadas por los estudiantes en la prueba usada por Green o bien refinar la clasificacion
de respuestas producidas por este autor. Estas respuestas se han categorizado del modo siguiente:

a) Hay un patron demasiado regular en la secuencia.

b) La secuencia sigue un patrén demasiado irregular.

c) Las frecuencias de los distintos resultados son demasiado parecidas.

d) Las frecuencias de los distintos resultados son demasiado diferentes.

¢) Hay rachas demasiado larga.

f) No hay ninguna racha larga (demasiado alternancia).

g) Debe haber igualdad de posibilidades en los sucesos.

h) No sabe.

i) No responde.

i) Patron normal/anormal (esta respuesta la hemos afiadido nosotros a las dadas por

Green).

En total 16 alumnos de 14 afios y 6 de 18 afios han dado una respuesta positiva a este item
y el resto negativa. La mayoria de los alumnos consideran que esta sucesion no es aleatoria.
Las principales razones para considerar la sucesion como aleatoria han sido:
- El patrén de la secuencia se "ajusta " al modelo de lo que se piensa seré una sucesion
aleatoria (10 alumnos de 14 afios y 4 de 18).
- Consideran que no hay rachas muy largas y ademds casi se alternan las caras con las
cruces (6 alumnos de 14 afiosy 2 de 18 ).
A
Las razones para creer que la sucesion no es aleatoria son:
- Las frecuencias de los diferentes resultados son demasiado parecidas (1 alumno de 14
afios y 7 de 18).
- Las frecuencias de los resultados son demasiado diferentes (5 alumnos de 14 afios ) o
debe haber igualdad de posibilidades en los sucesos ( 5 alumnos de 14 afios).
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- El patrén no corresponde a lo que se espera en un suceso aleatorio (8 alumnos de 14
aflos y 6 de 18).

Clasificacion de las respuestas de los alumnos en ¢l apartado 2

mmm==

a b c d € f h il ﬂ
si 0 0 0 9 1210] O 1 0 Oﬁ

14
afios no| O 0 3 0 0 21 0 1 716
si 0 0 3 0 0 01 0 1 1 1

18
aflos no| 0O 3 6 0 0 01 0 7 21 5

Las razones dadas por los alumnos para considerar esta sucesion como aleatoria han sido:
- Las frecuencias de los resultados son demasiado diferentes ( 9 alumnos de 15 afios).
- Hay rachas demasiado largas (12 alumnos de 14 afios).

Las razones dadas por los alumnos para considerar esta sucesion como no aleatoria han sido:
- Las frecuencias de los resultados son demasiado parecidas (3 alumnos de 14 afios y 6
de 18).
- No dan razon para esta respuesta.

Clasificacion de las respuestas de los alumnos en el apartado 3

e
a b c d ef f h i ja

g
1] njslojofolfo 1B
1) 1 f1{foflof1]7 8E
o]l nf2lofoflof>2 2E
1| 1 ]olo]o 6==;=J

Las razones dadas por los alumnos para considerar esta sucesion como aleatoria han sido:
- Las frecuencias de los distintos resultados son demasiado diferentes (11 alumnos en cada

grupo).
- Hay rachas demasiado largas (8 alumnos de 14 y 2 de 18).

Las razones dadas por los alumnos para considerar esta sucesion como no aleatoria han sido:
- Encuentran que el patrén no es normal (8 de 14 afios y 1 de 18).
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Resultado del estudio piloto

- No saben explicar su argumento (7 alumnos de 14 y 1 de 18).

Clasificacién de las respuestas de los alumnos en el apartado 4

%
a b c d € f g}] h i i
si 1 0 1 2 5 0 0 0 0 2
14
afios no 0 0 4 4 0 2 2 1 10 7
18 si 0 0 1 2 0 0 0 1 1 14
aiios
ol 0] 3] 5]0]loflo]ol7] 4 4!

Las razones dadas por los alumnos para considerar esta sucesion como aleatoria han sido:
- Hay rachas largas (5 alumnos de 14 afios).
- No sabe explicar su eleccion (10 alumnos de 14 y 4 de 18 afios).

Las razones dadas por los alumnos para considerar esta sucesion como no aleatoria han sido:
- Las frecuencias de los distintos resultados son demasiado parecidas (4 alumnos de 14
afios y 5 de 18).
- Las frecuencias de los distintos resultados son demasiado diferentes (4 alumnos de 14

afios).

- El patron les parece anormal ( 7 alumnos de 14 y 4 de 18).

- No explican sus razones (10 alumnos de 14 afios y 4 de 18).

Como resumen de este item vemos que existen diferentes razones para considerar una
sucesion como aleatoria o no aleatoria y que varia en funcion del item, lo que hace pensar que el

alumno es capaz de reconocer las caracteristicas que hemos hecho variar en las diferentes
secuencias. En la muestra definitiva podremos depurar la clasificacion de los argumentos de los
alumnos y comparar la consistencia de los argumentos expuestos y las caracteristicas de las

secuencias producidas por los alumnos.

item 4:

Al juego que inventd Pablo han jugado cuatro nifios y sus resultados son 1los que mostramos
a continuacién. ¢Crees que hay alguno de ellos que ha hecho trampas en el juego? Explica por qué
lo crees asi y sefiala si hizo o no trampas en cada uno de los casos.
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Luis Jaime

4.1. ;Ha hecho trampa Luis? 4.2. ;Ha hecho trampa Jaima?

Jesus Maria

4.3.¢Ba hecho trampa Jests? 4.4 ;Ha hecho trampa Marfa?

Explica tus respuestas.

En cada uno de los casos se pide razonar ia respuesta. Por similitud con el item anterior
podemos prever los siguientes tipos de respuesta:

a) Hay un patron demasiado regular en la secuencia.

b) La secuencia sigue un patron demasiado irregular.

c) Las frecuencias de los distintos resultados son demasiado parecidas.

d) Las frecuencias de los distintos resultados son demasiado diferentes.

¢) Hay una celda con demasiados puntos.

f) No hay ninguna celdas con varios puntos.

g) Debe haber igualdad de posibilidades en ¢l mimero de puntos por cuadro, debe ser

aleatorio.

h) No sabe.

i) No responde. ,

j) Patrén normal/anormal (respuesta afiadida por nosotros a las dadas por Green).
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Resultado del estudio piloto

Clnsxﬁcac:éndelasrespuestasdelosalmnnosenehpartadol

Practicamente todos los alumnos consideran la distribucion de puntos como aleatoria. La
raz6n exclusiva dada por los alumnos para considerar esta sucesién como aleatoria ha sido:

- Hay un patrén demasiado regular en la secuencia (28 nifios de 14 afios y 19 de 18 afios).
Es la respuesta mayoritaria. Los alumnos han superado el "deseo de regularidad en la distribucién”
descrito por Piaget e Inhelder (1951).

ClasxﬁcaméndehsrespmsdelosdnmnosenelapuudOZ

Practicamente todos los alumnos consideran que la distribucion de puntos no es aleatoria.
Las razones dadas por los alumnos para considerar esta sucesién como no aleatoria han

sido:
- La secuencia sigue un patrén demasiado irregular (7 alumnos de 14 y 6 de 18 afios).

ChsﬁcacténdehsrespuesusdelosahnmosmelapMOS
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- Deberia haber igualdad de posibilidades para el nimero de puntos por cuadros (11
alumnos de 14 afios y 5 de 18 afios).

- Patrén anormal respecto a lo esperado (6 alumnos de 14 afios y 1 de 18 afios).

- No argumentan su respuestas (4 alumnos de 14 afios y 6 de 18 aiios).

La razon principal dada por los alummos para considerar esta sucesion como aleatoria ha
sido:

- Las frecuencias de puntos en las distintas celdas son parecidas (18 alumnos de 14 afios

y 2 de 18).

Las razones dadas por los alumnos para considerar esta sucesion como no aleatoria han
sido:

- Las frecuencias de puntos en las distintas celdas son demasiado parecidas (4 alumnos de

14 afios).

- Hay un patrén demasiado irregular ( 2 alumnos de 14 afios y 3 de 18)

- No dan argumentos ( 1 alumno de 14 y 5 de 18).

Clasificacion de las respuestas de los alumnos en el apartado 4

Las razones dadas por los alumnos para considerar esta sucesion como aleatoria han sido:
- Hay un patrén demasiado regular (5 alumnos de 14 y 3 de 18 afios).
- Hay una celda con demasiados puntos (7 alumnos de 14 afios y 1 de 18 aflos).
- No da argumentos ( 6 alumnos de 14 afios y 1 de 18 afios).

Las razones dadas por los alumnos para considerar esta sucesion como no aleatoria han sido:
- Las frecuencias de los distintos resultados son demasiado diferentes ( 5 alumnos de 14
ailos).
- Deberia haber igualdad de posibilidades en el nimero de puntos por cuadros (3 alumnos
de 14y 5 de 18 afios).
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Resultado del estudio piloto

- No da argumento ( 4 alumnos de 14 afios y 6 de 18 afios).

3.2. Resultados sobre representatividad

Item S:
5.1.- ;Cuil de las siguientes sucesicnes es mis probable que resulte al lanzar una soneda
equilibrada 5 veces?

a.- COCXX

b.~ XCCXC

c.- XCXXX

da.- CXCXC

e.- Las cuatro sucesiones son igualmente probables.
iéPor qué has dado esas respuestas?

Entre los de 18 afios, la mayor parte (15 alumnos) perciben la equiprobabilidad de las
diferentes secuencias ; sin embargo 12 de ellos rechazan la opcion a o la c; estos alumnos
aplicarian Ia heuristica de 1a representatividad. Entre los alumnos de 14 aflos aumente el namero
de los que aplicarian esta heuristica.

Argumentos dados en el item 5.1

Los argumentos se han clasificado en la forma siguiente:
a) Deber haber igualdad de frecuencias.
b) Deber haber una fuerte alternancia.
c) Es cuestion de suerte, puede salir cualquier cosa.
d) Después de cada racha aumenta la probabilidad de esa cara.
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¢€) Hay un patron muy regular.
f) No sabe.

En general los alumnos argumentan que debe haber mayor alternancia entre los resultados
y, en caso de considerar la equiprobabilidad de resultados, argumentan que, debido al caracter
aleatorio puede obtenerse cualquier resultado. La correspondencia de estos argumentos con la
respuesta a este item y al siguiente sera analizada en la muestra definitiva.

5.2. Abajo listamos las mismas sucesiones de caras y cruces. ;Cuil de las sucesiones es
menos probable que resulte al lanzar una moneda equilibrada 5 veces?

a.~ CCCXX
.~ XOCXC
c.~ XCXXX
d.~- CXCXC

e.~ Las cuatro sucesiones son igualmente poco plausibles.
¢Por qué has dado estas respuestas?

Las respuestas que se consideran menos probables son 1a ¢ (desigualdad de frecuencias)
y la d (patron demasiado regular). Entre los alumnos de 18 afios, de los 18 que no contestana la
opcion e, hay algunos que no consideran la equiprobabilidad.

Los argumentos se han clasificado en la siguiente forma:
a) Deber haber igualdad de frecuencias.
b) Deber haber una fuerte alternancia.
c) Es cuestion de suerte, puede salir cualquier cosa.
d) Después de cada racha aumenta 1a probabilidad de salir la otra cara.
e) Hay un patrén muy regular.
f) No sabe.

Argamentos dados en el #tem 5.2
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Resultado del estudio piloto

Entre las respuestas previsibles estarian las siguientes, obtenidas por Garfield:

a) Debe haber aproximadamente el mismo niimero de caras y cruces.

b) Debe haber frecuentes alternancias entre cara y cruz.

c) Cualquiera de las secuencias puede ocurrir.

d) Si obtienes varias caras seguidas, la probabilidad de que el siguiente lanzamiento sea
una cruz aumenta.

¢) Hay un patron demasiado regular.

En muestro caso, los alumnos, casi en su totalidad, han elegido las opciones by c.

item 6:

Una ruleta se divide en 5 4reas de igual tamafio, como se muestra debajo.

éb

Se da un fuerte impulso a la flecha de la ruleta.
éCuil de los siguientes resultados es mis verosimil gue resulte al girar la ruleta tres

a.- 218 este orden exacto.

b.- cbtener los nimeros 2, 1, 5, en cunalquier orden.
¢.- obtener los nimeros 1, 1, 5 en cualquier orden.
d.- a y b son igualmente verosimiles.

e.- a, b, ¥y c son igualmente verosimiles.

Respuestas dadas en ¢l item 6

e t) m P e gyt
Las respuestas mas frecuentes han sido obtener 215 en cualquier orden (18 alumnos de

14 afios y 6 de 18) y considerar equiprobables los resultados ( 16 alumnos en cada grupo). El
primer caso indicaria una buena capacidad de razonamiento combinatorio y es notorio que un
mayor grupo de alumnos de 14 afios que de 18 haya dado esta respuesta. En el segundo caso se
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hace una extension incorrecta de 1a regla de Laplace, al no tener en cuenta el distinto nimero de
veces que puede obtenerse cada suceso.

Item 7:

En la maternidad de la ciudad X estin muy interesados en prever el nimero de recién
nacidos que serin varcnes o hembras, con cbjeto de disponer de suficiente ropa, segin el sexo del
recién nacido.

7.1. ;Cuil de estos casos te parece mis probable?

a.- Que entre los proximos 10 nacimientos 8 o mis sean varones,
b.~ Que entre los préximos 100 nacimientos 80 o mis sean varones.
c.- Las dos cosas anteriores son igual de probables.

Indica cuil te parece mis probable y por qué.

Este item fue ya empleado en las entrevistas previas a la preparacion del cuestionario.
Como en aquel caso, la respuesta mas usual es considerar los dos casos equiprobables, aplicando
1a heuristica de la representatividad. No obstante, algunos alumnos han dado la respuesta correcta,
siendo mas frecuente el caso de los alumnos mas jovenes. Esto parece indicar una adquisicién de
esta heuristica a lo largo de la adolescencia.

Opciones elegidas en el item 7.1

- e

Se han considerado los siguientes argumentos:
a) La muestra pequeiia es mas variable.
b) Por intuicion.
c) Por igual proporcion.
d) No entiende la pregunta.
¢) Hay mayor proporcion en muestras mas grandes.
f) Igual probabilidad.
g) No contesta.
h) Nacen mas nifios que nifias.
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Resultado del estudio piloto

Las respuestas mas frecuentes han sido considerar solo 1a igualdad de proporciones en
ambas muestras (7 alumnos en cada grupo) o dar una respuesta confusa o no respuesta, lo que
mdica que el alumno actia por intuicion pues no es capaz de argumentar su respuesta.

No obstante es también interesante detectar el caso de los alumnos que consideran mas
segura la muestra pequefia (5 alumnos de 14 afios) o que se fijan en el parecido entre la
proporcion en la poblacion ( mayor para los varones) y el tamafio de la muestra, casos ambos que
aparecieron en las entrevistas.

7.2. i(Qué te parece mis probable para los préximos 10 nacimientos?

a.~ La fraceidén de chicos serd mayor o igual a 7/10.

b.- La fraccién de chicos seri menor o igual a 3/10.

c.- La fraccién de chicos estari comprendida entre 4/10 y 6/10.

d.- Las tres cosas son igual de probables.

oe mis probable y por qué.

Los argumentos que dan en este item son:
a) No esta determinado ei nimero de nifios que naceran.
b) Esta de acuerdo con la teoria.
¢) No contesta.
d) Habra igual nimero de nifios que de nifias aproximadamente.
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¢) Habra mayor nimero de varones.
f) Habra mayor mimero de nifias.

La mayor parte de los alumnos considera la equiprobabilidad o bien cree que no es posible
predecir el mimero de nifios que nacera, lo cual indica una correcta percepcitn del fenomeno de
la convergencia de las frecuencias relativas.

ftem 8:

8.1.~- Cuando lanzamos dos dados simultineamente:

a.-Hay las mismas posibilidades de cbtener un 3 y un § que de obtener dos veces el 5.
b.-Bay mis posibilidades de obtener un 5 y un § que de obtener dos veces el 3.
c.-Hay menos posibilidades de obtener un 5 y un 6 que de cbtener dos veces el 5.
<4.-Bs imposible saberlo.

Rlige la opcidn que crees mis adecuada y razona tu respuesta.

Respuestas dadas en el item 8.1

Los resultados en este item parecen desalentadores a la hora de valorar el razonamiento
combinatorio de los alumnos. Tan solo 3 alumnos de 18 afios dan la respuesta correcta. Los
alumnos piensan que, o bien los resultados son equiprobables, haciendo una incorrecta
generalizacién de la regla de Laplace o que es imposible saber la respuesta a esta pregunta. Es
decir, se declaran incapaces de aplicar Ia regla de Laplace, probablemente por dificultad de
enumeracion del espacio muestral, inchuso en este caso tan sencillo. Hemos analizado también las
respuestas, clasificandolas en los siguientes tipos de argumentos:

a) Es impredecible o depende de la suerte.

b) Es equiprobable.
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Resultado de! estudio piloto

c) Por el calculo de probabilidades.
d) Es mas dificil que salga dos veces el seis.
¢) No sabe, no contesta.

Esos resultados se presentan en la tabla siguiente. La mayor parte de los alumnos dan un
argumento de representatividad, Otros, consistentemente con la opcion elegida en el item, se
apoyan en que el resultado es impredecible. Aunque esto es cierto para cada caso particular, si
podremos predecir las frecuencias de los diversos resultados a la larga. También se apoyan en la
equiprobabilidad de los resultados.

14 afios 201 6 0 4 2
18 afios 12 1 6 2 3 6
—

8.2.~ Cuando lanzamos tres dados simmltineamente ;cudl de estos resultados €3 mis ficil que
ocurra?

a.-Cbtensr un 5, un 3 y un 6.

b.~ Ghtener dos veces el 5 y una vez el 3.

c.- Obtener tres veces el nGmero 5

d.- Todos estos resultados son igualmente probables

Escribe la opcidén que has elegido.
¢ES alguno de estos resultado menos probable que los otros dos?

Las respuestas sobre el resultado mas probable se expresan a continuacion. La mayoria
de los alumnos cree que todos los casos son equiprobables, por lo que podriamos interpretar que

se contradice con la respuesta D del caso anterior. En vista de ello, se decidié modificar este item
para incluir la opcion "es imposible saberlo® en la version definitiva del cuestionario.

Respuestas dadas en el item 8.2
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3.3. Resultados sobre el "enfoque en el resuitado aislado”

Esta parte del cuestionario evalia la interpretacion que hacen los alumnos de los
enunciados frecuenciales de probabilidad. Nos hemos basado en las investigaciones de Konold.

Item 9:

9.1.- El Centro Meteorolégico de Springfields quiso determinar la precisidén de su
meteordlogo. Buscaron sus registros de aquellos dias en los que el meteordlogo habia informado
que habia un 70 por ciento de posibilidades de lluvia. Cowpararon estas predicciones con los
registros que indicaban si llovid o no en escs dias en particular.

1a prediccién del 70 por ciento ds posibilidades de lluvia puede considerarse
my precisa, si llovid:

a.- Entre el 95 por ciento y el 100 por clento de esos dias.
b.- Entre el 85 por ciento y el 94 por ciento de esos dias.
c.- Entre el 75 por ciento y el 84 por ciento ds esos dias.
d.- Entre el 65 por ciento y el 74 por ciento de esos dias.
a.- Entre el 55 por ciento y el 64 por ciento de esos dias.

Elige la opcidén que crees es la mis apropiada.

Este item ha sido tomado del test de Garfield, quien lo construyo a partir de los trabajos
de Konold. La comprension de la probabilidad frecuencia en esta pregunta parece razonable, ya
que la mayor parte de los alumnos ha elegido los valores proximos al 70 por ciento (opcion d),
aunque algunos alumnos eligen opciones sesgadas, en el sentido de que suben por encima del 75
por ciento. Estos alumnos no relacionarian la probabilidad tedrica con la frecuencia relativa de
dias de fluvia, sobreestimando la frecuencia relativa, debido a que la probabilidad que se da de
Ihrvia es alta. También se han dado algunos pocos casos en que el alumno estimaria la frecuencia
a la baja.
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Resultado del estudio piloto

9.2.- Supongamos que este hombre del tiempo dice que mafiana hay un 70 por ciento de
posibilidades de lluvia y mafiana no llueve. ;Qué conclusidn sacarias scbre su predicceién de que
habia un 70 por ciento de probabilidades de lluvia?

Patrones de las respuestas dadas:
a) Cae dentro del 30 % de probabilidades.
b) Es probables que llueva (esta dentro del 70 %).
¢) Se equivoco, deberia llover el 100 % de los dias.
d) Imposible sacar conclusiones.
e) No sabe, no contesta.

En este apartado, los alumnos no conciben la probabilidad como una cuestion de azar, sino
que consideran que el tiempo y su prediccion, pese a la asignacion probabilistica, debe ser una
cuestion segura. La mayor parte elige la opcion ¢ en la que se especifica que Hovi6 el 100% de
los dias. Esta es una respuesta tipica que Konold ha encontrado en los sujetos que presentan el
sesgo del "enfoque en el resultado aislado”, Para estos sujetos, si se dice que lloverd con
probabilidad 70 %, es que llovera con seguridad, porque se concentran en la prediccion de un sélo
resultado y no en la frecuencia relativa de una serie de sucesos.

Otros sujetos creen que es imposible sacar conclusiones sobre el hecho planteado,
Finalmente un grupo importante de alumnos hace una interpretacion correcta de la probabilidad
frecuencia, alegando que el hombre del tiempo podria estar dentro del 30% de posibilidades de
que no lloviese.

item 10:

Al inicic del siguiente camino se coloca un hiamster y se le deja que circule libremente hacia su
alimento situado al final del camino. En el orificio A ponemos queso Yy en el B nueces. Segtn un
amigo mic que ha criado mmchos hamsteres, 80 de cada 100 himsteres prefieren el queso 2 las
nueces. Los otros 20 prefieren las nueces.
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10.A. (A dinde te parece mis prcbable que llegue el himster?
JPor quér

Respuestas dadas en el item 10.A.

Clave de respuestas del apartado a) de este item:
a) Es mas probable el A (ir al queso.)
b) Es mas probable el B (ir a las nueces.)
c) No se sabe.
d) No sabe, no contesta.

La mayor parte de los alumnos contesta correctamente a este item. Hay que significar que
en este item, hay bastantes alumnos de 14 afios que eligen la opcion b), argumentando que los
hamsteres prefieren los frutos secos al queso. Y sobre esto responden en todos los apartados de
este item. Por ello se decidio en el cuestionario definitivo, variar el enunciado de este item.

La cuantificacion de las respuestas dadas a cada uno de los argumentos de las respuestas
se indican en la siguiente tabla y a continuacion las claves de identificacion de cada argumento.

Argomentos dados en el item 10.A.

Argumentos:

a) Le gustan los frutos secos.

b) Era un hamster del 80 % de posibilidades.
c¢) Hay mas posibilidades para el queso.

d) Depende del azar.

¢) No sabe, no contesta.

10.B. 81 hacemos la pruesba con un himster y este se dirige hacia B ipiensas que mi amigo estaba
equivocado?
iPor qué?
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Resultado del estudio piloto

En total 9 alumnos creen que habia una equivocacion en las frecuencias dadas. En
definitiva se estd razonando aplicando el "enfoque en el resultado aistado”. Hay una mayoria de
alumnos, sin embargo, que da una respuesta aparentemente correcta.

La cuantificacion de las respuestas dadas a cada uno de los argumentos de las respuestas
se indican en la siguiente tabla y a continuacion las claves de identificacion de cada argumento.

Argumentos dados en el ftem 10.B.

Argumentos:

a) Queda un 20 % de posibilidades.
b) Le gusta mas el queso.

c) Se equivoco el amigo.

d) Depende del azar.

¢) No sabe, no contesta.

f) No le gusta el queso.

Vemos que un porcentaje apreciable de alumnos da el argumento correcto, basdndose en
que una probabilidad del 20 por ciento implica que el suceso puede ocurrir y no seria demasiado
raro. También aparecen aqui de muevo los casos en que los alumnos emplean sus teorias previas
sin guiarse por los datos objetivos. Por altimo otro grupo de alumnos aplica el "enfoque en el
resultado aislado” o cree que, al ser el suceso aleatorio podria ocurrir cualquier cosa,
independientemente de las probabilidades.

10.C. 81 hacemos la prueba con 10 himsteres y 3 de ellos se dirigen a B (eligen las nueces)
ipensarias que mi amigo estaba aquivocado?
(Por qué?
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Anexo 3

Respuestas dadas en el item 10.C.
i Respuestas si no no sabe
14 aiios 5 27 9 A
18 afios 1 o2a ]l 2 |

La opcion mayoritaria es que no. En a siguiente tabla presentamos los argumentos utilizados por
los alumnos.

Argumentos

a) Se mantiene la proporcion.

b) Depende del hamster y no se puede predecir.
c¢) Cambian las posibilidades.

d) Hay pocos hamsteres.

¢) No sabe, no contesta.

f) No comen queso.

La mayor parte de los alumnos han elegido la opcion a; es decir, se basan en que el caso
se ajusta exactamente a las probabilidades tedricas. Los sujetos que eligen b) y f) creen que el
suceso es impredecible o se guian por sus teorias previas

Se trata de la interpretacion de un enunciado de probabilidad frecuencial y permite
discriminar los sujetos que emplean el "enfoque en el resultado aislado”.
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ANEXO 4
CUESTIONARIO FINAL
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Nombre... Apellidos...
Colegio o Instituto...

CUESTIONARIO FINAL

item 1.-
Sup6n que estas lanzando una moneda 50 veces, sin hacer trampas. Pon C o X en cada
cuadro (C quiere decir que obtienes una cara y X que obtienes una cruz).

~

T T T T T T T T T T r
S I NSO SN N TN NS N SN AU (N N A B

-
-

T T 17T 7T
| I S

—

T
l

L.

T
]

-

T T T T
I O T |

-

Frr T T T T T T T T T T T
I N HNN RN U NN S ST OO VU S NS N N | -

b ]

Item 2.-

Pablo, usando 16 fichas numeradas 1,2,3,4,....16, juega de la siguiente forma; pone todas
las fichas en una lata vacia y mueve con fuerza la lata. Raquel cierra los ojos y coge una ficha.
Es la ficha nimero 7.

Pablo pone una cruz en la casilla nimero 7. La ficha 7 se pone otra vez en la caja, se vuelve a
mover la lata y otro nifio toma una ficha y repite lo que hizo Raquel.

13 14 15 16

- 2.1. Imaginate que estas jugando a este juego y sacas treinta veces una ficha como arriba se dice.

Pon 30 cruces en los lugares que creas segun las fichas que saques.

A4-1I



Cuestionario final

2.2. Enséfianos ahora como quedarian las siguientes casillas si juegas este juego 16 veces. Pon 16
cruces.

ftem 3.-
Se pidi6 a cuatro nifios lanzar una moneda 40 veces. Algunos lo hicieron correctamente.
Otros hicieron trampas. Ellos pusieron C para indicar una cara y X para indicar una cruz. Estos
son sus resultados:

Daniel:
CXCXXCCXCXCCXXCXXCCXXcXcreXXeXexexexexxex

Martin:
CXXXCXXCCCXCXXXXXcXCXcCXexXxeeeexxxexxcecec

Diana:
CXXXCXXCXCXXXCXXXXCCXXXCXXCXXCXXXXexXxXxex

Maria:
XXXCXCCXXXCXCccCeeexexexxexeexxxxeeexeexcec

3.1. jHizo trampas Daniel? ;Por que?

3.2. jHizo trampas Martin? ;Por qué?

3.3. (Hizo trampas Diana? ;Por qué?

3.4. ;Hizo trampas Maria? ;Por qué?
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Cuestionario final

item 4.-

Al juego que inventé Pablo han jugado cuatro nifios y sus resultados son los que

mostramos a continuacion. ;Crees que hay alguno de ellos que ha hecho trampas en el juego?

Explica por qué lo crees asi y sefiala si hizo o no trampas en cada uno de los casos.

4.2. ;Ha hecho trampa Jaime?

X X1 % X
% X X
X | x X
¥ X X X
Luis
¥XX X
X | x X XX
X X X X
¥ X
Jaime
4.1. ;Ha hecho trampa Luis?
X ¥ | XX
X
X X X
X y X X
X X XX
Jests
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Cuestionario final

X X ¥
N ¥ x
X X X
X X
X 1 xX
Maria
43. ;Hahecho trampa Jesus? 4.4. ;Ha hecho trampa Maria? ___
Explica tus respuestas.
item 5.
5.1.- ; Cual de las siguientes sucesiones es mas probable que resulte al lanzar una moneda
equilibrada 5 veces?
a.- CCCXX
b.- XCCXC
c.- XCXXX
d.- CXCXC

e.- Las cuatro sucesiones son igual de probables.

(Por qué has dado esta respuesta?

5.2.- Abajo listamos las mismas sucesiones de caras y cruces. ;Cuél de las sucesiones es menos
probable que resulte al lanzar una moneda equilibrada 5 veces?

a.- CCCXX
b.- XCCXC
c.- XCXXX
d.- CXCXC
e.- Las cuatro sucesiones son igual de probables.

(Por qué has dado esta respuesta?
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Cuestionario final

item 6.-
Una ruleta se divide en 5 4reas de igual tamafio, como se muestra debajo.

Se da un fuerte impulso a la flecha de la ruleta. ;Cual de los siguientes resultados es mas
verosimil que resulte al girar la ruleta tres veces?
a.- 215 en este orden exacto
b.- Obtener los nimeros 2, 1, 5, en cualquier orden
c.- Obtener los numeros 1, 1, 5 en cualquier orden
d.- Las opciones a y b son igual de verosimiles.
e.- Las opciones a, b, y ¢ son igual de verosimiles.

ftem 7.

En la maternidad de la ciudad X estan muy interesados en prever el nimero de recién
nacidos que seran varones o hembras, con objeto de disponer de suficiente ropa, segun el sexo
del recién nacido.

7.1.- ;Cual de estos casos te parece mas probable?
a.- Que entre los proximos 10 nacimientos 8 0 mas sean varones.
b.- Que entre los proximos 100 nacimientos 80 o mas sean varones.
c.- Las dos cosas anteriores son igual de probables.

Indica cual te parece mas probable y por qué.

7.2.- ;Qué te parece mas probable para los proximos 10 nacimientos?:
a.- La fraccion de chicos sera mayor o igual a 7/10.
b.- La fraccion de chicos sera menor o igual a 3/10.
c.- La fraccion de chicos estara comprendida entre 4/10 y 6/10.
d.- Las tres cosas son igual de probables.

Indica cual te parece mas probable y por qué.
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Cuestionario final

item 8:

8.1.- Cuando lanzamos dos dados simultaneamente:
a.- Hay las mismas posibilidades de obtener un 5 y un 6 que de obtener dos veces el 5.
b.- Hay mas posibilidades de obtener un 5 y un 6 que de obtener dos veces el 5.
c.- Hay menos posibilidades de obtener un 5 y un 6 que de obtener dos veces el 5.
d.- Es imposible saberlo.

Elige la opcion que crees mas adecuada y razona tu respuesta.

8.2.- Cuando lanzamos tres dados simultaneamente ;cual de estos resultados es mas facil que
ocurra?

a.- Obtenerun5,un3 yun6.

b.- Obtener dos veces el 5 y una vez el 3.

c.- Obtener tres veces el numero 5.

d.- Todos estos resultados son igualmente probables.

Escribe la opcion que has elegido.

8.3.-,Es alguno de estos resultado menos probable que los otros dos?
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Cuestionario final

item 9.-

9.1.- El Centro Meteorologico de Springfields quiso determinar "la precision de su
meteorologo. Buscaron sus registros de aquellos dias en los que el meteorélogo habia
informado que habia un 70 por ciento de posibilidades de lluvia. Compararon estas predicciones
con los registros que indicaban si llovié o no en esos dias en particular.

La prediccion del 70 por ciento de posibilidades de luvia puede considerarse muy
precisa, si llovio:

a.- Entre el 95 por ciento y el 100 por ciento de esos dias.
b.- Entre el 85 por ciento y el 94 por ciento de esos dias.
c.- Entre el 75 por ciento y el 84 por ciento de esos dias.
d.- Entre el 65 por ciento y el 74 por ciento de esos dias.
e.- Entre el 55 por ciento y el 64 por ciento de esos dias.

Elige l1a opcion que crees es la mas apropiada.

9.2.- Supongamos que este hombre del tiempo dice que mafiana hay un 70 por ciento de
posibilidades de lluvia y mafiana no llueve. ;Que conclusion sacarias sobre su prediccion de que
habia un 70 por ciento de probabilidades de lluvia?
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Cuestiouario final

Item 10.-

Al inicio del siguiente camino se coloca un hamster y se le deja que circule libremente
hacia su alimento situado al final del camino. En el orificio A ponemos pipas y en el B cacahuetes.
Segun un amigo mio que ha criado muchos hamsteres, 70 de cada 100 hamsteres prefieren las
pipas a los cacahuetes. Los otros 30 prefieren los cacahuetes.

— A (pipss)

|
——‘_'\ B (cscabuetes)

10.A.- A donde te parece mas probable que llegue el hamster?

(Por qué?

10.B~Si hacemos la prueba con un hamster y este se dirige hacia B, ;piensas que mi amigo estaba
equivocado?

(Por qué?

10.C=Si hacemos la prueba con 10 hamsteres y 3 de ellos se dirigen a B (eligen los cacahuetes),
(pensarias que mi amigo estaba equivocado?

Por qué?
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