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La Tabla-100: representaciones geométricas de relaciones numéricas. 1
Un estudio con profesores de Primaria en formacion.

CAPITULO 1
CONTEXTO Y CAMPO DE ESTUDIO

1.1 Antecedentes

La eleccion del tema de investigacion que presentamos en esta memoria
viene determinada por dos factores principales. En primer lugar se encuentra
nuestra labor docente, que se desarrolla en el campo de la Formacion Inicial de
Profesores. En segundo lugar, nuestro interés permanente por mostrar el caracter
interdisciplinar de los conocimientos matematicos y por destacar las relaciones y
conexiones entre los distintos campos de las matemadticas. Asi, en nuestro tra-
bajo como formadores de profesores de mateméticas, tratamos de buscar cone-
xiones con otras disciplinas (Arte, Naturaleza, Musica, y otras) mediante utiliza-
cion de diversos materiales y recursos procedentes de esas materias. Citamos se-
guidamente algunos trabajos previos por haber contribuido a determinar el tema

de investigacién y constituir antecedentes del estudio que se presenta en esta
memoria.

* Diversos estudios y experiencias llevadas a cabo en el aula con estu-
diantes de Magisterio en torno a la obra del artista holandés M.C. Escher para la
enseflanza de la geometria, durante los cursos académicos 1989 y 1990, desem-

bocaron en la celebracién de dos eventos significativos, que sirvieron para pro-

Departamento de Did4actica de la Matematica. Universidad de Granada



2 CAPITULO 1: Contexto y campo de estudio

fundizar en las conexiones entre arte y matematicas. Bajo el titulo "M.C. Escher:
entre la Geometria y el Arte" coordiné la primera exposicion de grabados origi-
nales de Escher en Espafia y, simultaneamente, un Congreso de Arte y Matemd-
ticas. Ambos se celebraron en Granada, en mayo de 1990, organizados por el
Departamento de Didactica de la Matematica, en colaboracién con la Facultad
de Bellas Artes, en la Universidad de Granada. En la exposicién se utilizaron
materiales didacticos confeccionados con ayuda de nuestros alumnos, mediante
los cuales los visitantes podian reconocer o interpretar elementos matematicos
significativos que se hallan presentes en las obras expuestas.

* En el Congreso de Arte y Matematicas antes mencionado, presenté la
ponencia Arte y Matemadticas en la Escuela, en la que exponia trabajos realiza-
dos con estudiantes de Magisterio. Estos trabajos consistian en utilizar elemen-
tos matematicos para realizar disefios artisticos, tales como grupos de clases re-
siduales (Zn, +) y transformaciones geométricas. En estos trabajos aparecian al-
gunas tablas numéricas como objeto de estudio diddctico y matematico.

* La simetria en la obra de M.C. Escher, articulo publicado en los catalo-
gos de la Exposicion "M.C. Escher, entre la Geometria y el Arte" (Universidad
de Granada, 1990), y de una edicién posterior celebrada en el Museo de Arte
Contemporaneo de Madrid y organizada por la Facultad de Bellas Artes de la
Universidad Complutense de Madrid en julio de 1990.

* The teaching of Geometry connected with our world. Comunicacion
presentada en el 42° International Commission For The Study And Improvement
Of Mathematics Teaching (CIEAEM-42) celebrado en Szczyrk (Polonia) en Ju-
lio de 1990. En esta comunicacién se aborda la conexién de la ensefianza de la
Geometria con el mundo real, la Naturaleza y el Arte.

* Las teselaciones tipo Escher en relacion con la ensefianza de la Geo-
metria y el uso de los ordenadores. Comunicacion presentada en el Congrés de
Bellas Arts "L'Art en la Cultura Contemporania", organizado por la Facultad de
Bellas Artes de la Universidad de Barcelona en Junio de 1991.

* Creatividad y Matemdticas. Curso impartido en los Centros de Profeso-
res de Almeria y el Ejido (Almeria) y recogido en la publicacién "Matemadticas

Francisco Ruiz Lopez



La Tabla-100: representaciones geométricas de relaciones numéricas. 3
Un estudio con profesores de Primaria en formacién.

Recreativas, su aplicacién en el aula", del Centro de Profesores de Almeria en
1991.

* Una buena razén para la ensefianza de la Geometria, articulo publicado

en el nimero 8 de la Revista de Educacién de la Universidad de Granada (pp.
129-139, 1994-95).

* Matemdticas en las pdginas amarillas. Comunicacién presentada en las
"I Jornadas de Investigacion en el Aula", organizadas por la Sociedad Andaluza

de Educacién Matematica Thales y celebradas en Granada en Noviembre de
1995.

Como miembro del grupo andaluz de investigacién Diddctica de la Ma-
tematica Pensamiento Numérico (FQM 193), comparto el interés del grupo por
abordar el anélisis de conceptos mateméticos y el estudio de su comprensién y
de las dificultades conexas, desde una diversidad de sistemas de representacion.
Con anterioridad al inicio de este trabajo se defendieron las tesis doctorales Fx-
ploracién de Patrones Numéricos mediante Configuraciones Puntuales (Castro,
1994) e Introduccion del Nimero Real en la Educacidén Secundaria (Romero,
1995), que han tenido influencia en el presente estudio. El marco tedrico y la
metodologia de investigacion de estas tesis sirvieron como punto de partida para
abordar nuestra tarea.

Estos antecedentes muestran el interés mantenido en un campo de trabajo,
en el cual surge la idea general de abordar un estudio exploratorio sobre tablas
numeéricas, desde la perspectiva de diversos sistemas de representaciéon que
contemplen y mejoren la visualizacion de patrones numéricos.

1.2 Descripcion del trabajo

Hecha la delimitacion inicial del tema de trabajo, con objeto de precisar
nuestra tarea procedimos a diversas actuaciones.

En primer lugar, realizamos una revision bibliografica para orientarnos
sobre los estudios ya realizados, que detallamos en el capitulo 2. Encontramos
30 articulos de revistas de profesores con experiencias puntuales en el aula (es-
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pecificados en la tabla 2.3 del capitulo 2), si bien no hallamos articulos de in-
vestigacion que abordasen el tema elegido.

En segundo lugar, procedimos a una selecciéon de las tablas numéricas
utilizadas en el dmbito escolar, revisando manuales escolares y libros de texto.
Entre ellas destacan las tablas de los 100 primeros nimeros naturales, tablas de
sumar, tablas de restar, tablas de multiplicar y tabla de nimeros combinatorios o
Tridngulo de Pascal, entre otras.

También realizamos un primer andlisis y clasificacién de actividades que
podriamos plantear en torno a dichas tablas, y en especial a la Tabla-100, que re-
sumimos en el Anexo 1.1.

En tercer lugar, durante el curso 1994/95, planteamos cuestiones generales
sobre tablas numéricas a tres grupos de estudiantes: de primer y tercer curso de
la Diplomatura de Magisterio y de quinto curso de la Licenciatura de Matemati-
cas (Anexos 3.1 a 3.4). Obtuvimos asi un primer nucleo de informacién que
permiti6 obtener una idea sobre el interés que suscitan las tablas numéricas y las
dificultades que encuentran los estudiantes con estas actividades.

Como consecuencia de los diversos ensayos realizados, y ante la diversi-
dad y riqueza de actividades y cuestiones que se pueden plantear en torno a las
tablas seleccionadas, en el curso 1995/96 tomamos una serie de decisiones, entre
ellas:

* estudiar relaciones entre aritmética y geometria en tablas numéricas,
destacando nuevas conexiones internas entre conceptos asi como el interés for-
mativo y didactico de estas relaciones;

* restringir el estudio a la tabla de los 100 primeros niimeros naturales;
esta tabla (cuya descripcion detallada se hace en el capitulo 6 de esta memoria)
la denominamos Tabla-100 y la simbolizamos con la notacién Tygg;

* trabajar con un grupo natural de estudiantes para profesor del tercer cur-
so de la especialidad de Ciencias de la Diplomatura de Magisterio, plan 1971;
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* disefiar un material para poner en prictica con los estudiantes mencio-
nados una innovacién curricular centrada en estas ideas, acotada en el tiempo e
incluida en el horario lectivo de un curso académico;

* profundizar en las dificultades detectadas en el grupo de estudiantes pa-
ra profesor con un estudio de caso complementario;

* estructurar el conocimiento matemaético escolar generado por la conside-
racion de nuevas relaciones entre conceptos matematicos y analizar sus posibili-
dades didacticas.

De este modo realizamos una primera delimitacién del problema de in-
vestigacion.

Esta primera identificacion del problema, lleva a plantearnos cual es el
ambito de actuacién del trabajo. Consideramos que:

"la Did4actica de la Matematica se ocupa de indagar metddica y sistemati-
camente sobre la ensefianza y el aprendizaje de las Matematicas, asi como de
proporcionar fundamentacion tedrica y sostener los planes para la cualificacién
profesional de los educadores matematicos, se consideran tres Ambitos generales
de actuacion de la Didactica de la Matematica:

Disefio, desarrollo y evaluacion del curriculum de matematicas.
Conocimiento profesional y formacion del profesor de matematicas.

Fundamentacion epistémica y desarrollo tedrico de la disciplina." (Rico y
Sierra, 1999)

Podemos contemplar el presente trabajo plenamente incluido en el primer
ambito de investigacion, ya que se trata de una propuesta de innovacion curri-
cular y del andlisis de su viabilidad y potencialidades.

Por otra parte, se trata de un estudio exploratorio en el seno de un pro-
grama de formacion inicial de profesores de primaria y primer ciclo de secun-
daria. Hemos tratado de aprovechar nuestra propia experiencia docente y aten-
der a los objetivos del grupo de investigacion Pensamiento Numérico relativos a
la formacion inicial de profesores en matematicas y su didactica. Por esto deci-
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6 CAPITULO 1: Contexto y campo de estudio

dimos realizar una investigacion en el aula con un grupo de estudiantes de tercer
curso de la Diplomatura de Magisterio. Esto sitia este trabajo también dentro
del segundo ambito de investigacién mencionado.

Finalmente, la necesidad de estructurar el conocimiento matematico es-
colar generado por la consideracion de nuevas relaciones deriva en un trata-
miento formal y un estudio conceptual tedrico-matemaético, que surge de necesi-
dades detectadas en el estudio empirico, lo cual conecta esta investigacién con el
tercer ambito.

Asi pues, nuestra investigacion conecta con los tres ambitos generales de
actuacién de la Didactica de la Matematica considerados.

1.2.1 Descriptores y términos clave

Enumeramos los principales descriptores y términos clave que identifi-
can el trabajo, atendiendo a los ambitos de actuacién mencionados:

En relacion con la innovacion curricular:
Actividades en la Tabla-100.

Conexion entre Geometria y Numeros.
Sistemas de Representacion.

Visualizacion de Patrones Numéricos.
Investigacién en el aula.

En relacion con la formacion de profesores:

Disefio de tareas para el aprendizaje de los profesores en formacién ini-
cial.

Conocimiento formal y representacional de los estudiantes de Magisterio
de la especialidad de Ciencias Fisico Naturales sobre matematicas.

En relacion con la fundamentaciéon tedrico- matematica:
Estructura matematica de la Tabla-100.
Representaciones graficas de los operadores aditivos en la Tabla-100.

Estudio aritmético geométrico de los operadores aditivos en la Tabla-100.
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1.3 Acotacion del problema

Iniciamos la exploracion de patrones numéricos en la Tabla-100 plantean-
do diversos interrogantes generales:

* (Qué potencialidades matematicas y didacticas puede ofrecer la utiliza-
cién de Too como herramienta para explicitar conexiones entre la aritmética y la
geometria en un programa de formacion inicial de profesores?

* ¢(Mediante qué representaciones graficas se visualizan algunos concep-
tos aritméticos en el seno de T;qo?

* (Qué dificultades de tipo did4ctico y matematico entrafiaria la conside-

racion de Tjgo como base para el desarrollo de actividades aritméticas y geomé-
tricas?

* (Como serian acogidas este tipo de actividades por los estudiantes de
tercer curso de Magisterio al incluirlas en el programa oficial de una asignatura
de matematicas de su plan de estudios?

Es indudable la importancia que la ensefianza de la aritmética y la geo-
metria tienen en la educacioén primaria y secundaria, donde cada vez se presta
mas atencion a las conexiones entre estas dos ramas de la matematica. En otros
paises (especialmente los anglosajones) es frecuente utilizar la Tabla-100 como
herramienta para proponer actividades que destaquen ciertas relaciones y pro-
piedades aritméticas y geométricas asi como las conexiones entre ambas fami-
lias de relaciones. Las representaciones graficas de conceptos aritméticos son un
ejemplo de conexion entre lo geométrico y lo aritmético. En estas circunstancias
resulté conveniente, en principio, indagar sobre las posibilidades de la Tabla-
100 para plantear a futuros profesores de primaria y primer ciclo de secundaria
cuestiones y tareas con las que poner de manifiesto estas conexiones y explorar
otras representaciones geométricas para conceptos aritméticos.

Enunciamos de manera global el propdsito que se pretendia alcanzar al
inicio de nuestra investigacion:
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8 CAPITULO 1: Contexto y campo de estudio

Estudiar las potencialidades diddcticas y matemidticas que puede ofre-
cer la Tabla-100 como herramienta para explicitar conexiones entre aritméti-
ca y geometria y propiciar nuevas representaciones geométricas de conceptos
aritméticos en un programa de formacion inicial de profesores.

1.4 Marco tedrico

Las tesis ya mencionadas de Castro (1994) y Romero (1995) han propor-
cionado una fundamentacién adecuada para nuestro trabajo. También la tesis
denominada Sistemas de representacion de nimeros racionales positivos. Un
estudio con maestros en _formacion, Gairin (1999), ha contribuido a este estudio.
Las tres se enmarcan en la linea de Pensamiento Numérico, abordan el estudio
de una innovacién curricular, investigan en torno a los sistemas de representa-
cion y siguen una metodologia de Investigacion Accion. Compartimos con el
trabajo de Castro (1994) el marco general de las relaciones entre geometria y
numeros y con el de Gairin (1999) el hecho de realizar el estudio empirico en un
curso de formacion inicial de profesores, en un grupo natural de alumnos donde
el profesor tiene también el papel de investigador.

Asumimos como marco teérico general el propio del grupo de Pensa-
miento Numeérico, desarrollado en numerosos articulos y tesis doctorales, del
cual encontramos una sintesis en Bases Tedricas del Curriculo de Mateméticas
en Educacion Secundaria (Rico y otros, 1997; pp. 282-293). Queremos destacar
la fuerte conexion de nuestra tarea con las nociones de Sentido Numérico
(Wirtz, 1974; Howden, 1989-a; Greeno, 1991) y sistema de representacion (Ka-
put, 1992; Duval, 1993; Rico, 1997).

En el Capitulo 2 desarrollamos con mayor extension los aspectos corres-
pondientes al marco tedrico.

1.5 Marco metodologico

Nuestro estudio empirico se realiza con tres grupos de estudiantes, que
marcan tres momentos en su realizacion. Cada sesion de trabajo la realizamos en
primer lugar con un grupo de 70 alumnos de tercer curso de magisterio a los que
presentamos una serie de actividades y tareas que concretan la innovacién curri-
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cular y se centran sobre las relaciones y representaciones en estudio. Recogemos
las diferentes interpretaciones que realizan los estudiantes y las dificultades de
las tareas; también se detectan y corrigen las lagunas en la planificacién. El ma-
terial recogido, basicamente, es material escrito y consiste en las respuestas de
los estudiantes a las distintas tareas propuestas. El marco metodoldgico seguido
en esta fase es el de la investigacion en el aula (Hopkins, 1989).

En segundo lugar tratamos de observar con detalle las interpretaciones y
dificultades que los estudiantes encuentran sobre los conceptos en estudio. Tra-
bajamos la misma sesién con un grupo de 3 alumnos, también de tercer curso de
Magisterio y que no pertenecen al grupo anterior, a los que presentamos la mis-
ma secuencia de tareas con las modificaciones pertinentes derivadas de la sesién
con el grupo de aula. Se trata de un estudio de casos, mediante entrevista se-
miestructurada, cuyas sesiones se graban en video y/o audio; también se conser-
van las producciones y respuestas escritas de los alumnos a las tareas planteadas.
En este punto nuestro interés se centra en estudiar los argumentos de los estu-
diantes para interpretar los conceptos y resolver los problemas planteados; tam-
bién estamos interesados en profundizar sobre las dificultades surgidas en el
grupo mas numeroso de la fase anterior.

En tercer lugar realizamos el estudio de un caso, donde trabajamos con
una estudiante de tercer curso de magisterio sobre las mismas actividades que en
los grupos precedentes. Seguimos la técnica de entrevista y nos proponemos
obtener informacién mas precisa sobre algunas cuestiones y dificultades surgi-
das en los grupos anteriores, con el fin de estudiarlas con mas detalle.

Dividimos en dos bloques, basicamente, las actividades propuestas. Estos
dos bloques van a establecer las dos fases en que se estructura el trabajo de
campo. En la primera fase de sesiones se presentan las actividades del primer
bloque, que constituyen un contexto de trabajo rico en situaciones para relacio-
nar la geometria y la aritmética en el seno de la Tabla-100. En la segunda fase se
presenta el segundo bloque de actividades, que se centran en unas representacio-
nes graficas especificas en dicha tabla para los operadores aditivos, figuras geo-
métricas planas que llamamos cadenas, que estimulan el pensamiento visual.
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10 CAPITULO 1: Contexto y campo de estudio

Para realizar este estudio asumimos las categorias de interaccion en el
aula establecidas en la tesis de Castro (1994, pp. 94-97) y en la tesis de Romero
(1995, pp. 107-111). En principio nuestro esfuerzo se centra en elaborar unas
categorias de contenido y unas categorias de comprension del contenido adecua-
das.

La complejidad de situaciones matematicas en relacion con la Tabla-100 y
con las representaciones geométricas de los operadores aditivos, se puso de ma-
nifiesto en las dificultades surgidas para elaborar esas categorias y, como conse-
cuencia, no resultd posible efectuar un analisis exhaustivo y riguroso de toda la
informacion recogida. Surge entonces la necesidad de llevar a cabo un estudio
tedrico, de fundamentacién matematica, que formalice y proporcione una es-
tructura a la Tabla-100 y a las cadenas; de este modo se abordan ciertos con-
ceptos y variables no tenidos en cuenta en la elaboracion de las actividades pro-
puestas anteriormente a los estudiantes.

Surge asi la necesidad de llevar a cabo un estudio tedrico, que se convierte
en un eje central de nuestra investigacion. Son ambos estudios, el empirico y el
teodrico, los que pueden propiciar, posteriormente, una propuesta fundada de in-
novacion curricular para la formacion inicial de profesores de matematicas.

El marco metodologico del estudio se desarrolla con detalle en el Capitulo

Aun cuando en un momento dado el foco de la investigacion se desplaza
del estudio empirico al tedrico, no hay que olvidar que éste segundo surge del
primero, es el detonante que pone de manifiesto la necesidad de abordar el estu-
dio tedrico. Por ello encontramos necesario hacer un estudio descriptivo detalla-
do de los principales resultados obtenidos tanto en las actividades que hemos
llamado de contexto como en las actividades especificas en torno a las repre-
sentaciones geométricas de los operadores aditivos en la Tabla-100 llamadas ca-
denas. Dicho estudio se presenta en los Capitulos 4 y 5.

El estudio tedrico se presenta en el Capitulo 6, donde se detalla:

1. La formalizacidn y estructura matematica de Ty y de las representa-
ciones de operadores aditivos en la tabla.
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2. El efecto de determinadas isometrias sobre las cadenas y sus operadores
asociados.

3. Extension del estudio a las tablas-100 de k columnas, conectindolas
con los sistemas de numeracién en base k.

4. Aplicacion de las nuevas representaciones al estudio de los patrones

rectilineos que se producen en las clases de congruencia médulo m en las tablas
de k columnas.

Resumimos lo que hemos dicho en los apartados anteriores mediante el
esquema 1.1:
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Origenes del trabajo

Docencia en Formacion Inicial de -

Profesores.

Grupo de Pensamiento Numérico -

Marco metodolégico

- Innovacién curricular

- Formacién 1. de Profesores.
- Investigacion en el aula
Estudio de casos

1* aproximaci6n al problema
Tablas numéricas.

Patrones visuales

Sistemas de Representacion

Actuaciones preliminares
- 12 revisién bibliografica
- 1%s consideraciones sobre tablas numéricas
- Exploraciones previas con alumnos

Disefio de la investigacion

empirica

Marco tedrico

- Pensamiento Numérico

- Sentido Numérico

- Sistemas de
Representacion

Dificultades en la elaboracidn de las categorias
L | parainterpretar la comprension del contenido

Tabla-100

columnas.

Estudio tedrico y formal
1. Formalizacion y estructura de:

Representaciones geométricas de operadores aditivos (cadenas)
2. Aplicacién de Isometrias a las cadenas
3. Tabla-100 de k columnas.
4. Patrones rectilineos y congruencia en Tablas-100 de k
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CAPITULO 2

AREA PROBLEMATICA

2.1 Ubicacion del estudio

Con el fin de precisar el area problematica en que nos movemos y deli-
mitar el marco tedrico en el que tiene lugar este trabajo nos proponemos expli-
citar sus conexiones con diversos campos de la educacién matematica.

El objeto de estudio central en esta investigacion es la tabla numérica que
hemos denominado anteriormente Tabla-100. En principio hemos tomado esta
tabla como simple recurso didéctico utilizado en el medio escolar para indagar
sobre aspectos aritméticos, principalmente, y, en menor medida, sobre aspectos
geomeétricos. Al ser nuestro propésito profundizar este estudio con un grupo de
profesores en formacion, desde la perspectiva de los sistemas de representacion
y la visualizacion de patrones numéricos, la Tabla-100 también se ha considera-
do como un geoplano de 10x10 puntos en forma de cuadricula, con el fin de dar
soporte a la consideracion geométrica de determinadas transformaciones aritmé-
ticas que surgen en el estudio. Finalmente, en el transcurso de la investigacion,
se ha visto la necesidad de contemplar la Tabla-100 desde un punto de vista teo-
rico y formal, estudiando su estructura y tratando los problemas derivados de su
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14 CAPITULO 2: Area problematica

consideracion como un plano finito discreto. Son pues diversas las perspectivas
con las que llevamos a cabo el estudio de la Tabla-100.

Por ello, nuestro problema lo abordamos desde tres principales focos de
atencion:

Primero: este estudio lo insertamos, por una parte, en el marco global del
grupo de investigacion Pensamiento Numérico que, a su vez, comprende diver-
sas areas de interés, como son el Sentido Numérico y los Sistemas de Represen-
tacion, entre otras. A partir de este marco buscamos una base tedrica adecuada
para el encuadre de nuestro problema. Una especificidad del trabajo es su interés
prioritario por estudiar las relaciones entre la Aritmética y la Geometria, con la

atencion puesta en visualizar patrones numeéricos y operadores aditivos en la
Tabla-100.

Segundo: otro foco de atencion de este estudio esta en la Formacion Ini-
cial de Profesores y la Innovacion Curricular. Nuestro estudio empirico lo he-
mos llevado a cabo con un grupo de profesores de primaria en formacioén, como

una investigacion en el aula orientada por una propuesta de innovacién.

Tercero: debido al trabajo realizado sobre la Tabla-100 y sobre las repre-
sentaciones de los operadores aditivos en esa tabla, ha sido necesario contemplar
el problema desde una perspectiva tedrica. Este ha sido nuestro tercer foco de
interés: sistematizar y formalizar los conceptos matematicos y las propiedades
trabajadas. Desempefian un papel primordial las estructuras aditivas y sus re-
presentaciones geométricas, cuyo estudio llevamos a cabo en su aspecto mate-
matico formal como estructuras algebraicas. Otras herramientas matematicas
basicas utilizadas en nuestro trabajo han sido las relaciones de equivalencia, en
especial las congruencias, las isometrias planas y las ecuaciones de rectas en el
plano.

Desarrollamos a continuacién las variadas conexiones entre los distintos
campos mencionados y esta investigacion, que resumimos en el esquema 2.1:
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Pensamiento Numérico

Sentido Numérico y
Sistemas de Representacién

Relaciones
Aritmética-
Geometria

Innovacién
curricular y
Formacién inicial
de profesores

Matemaiticas

- Estructuras algebraicas

- Estructuras aditivas

- Relaciones de equivalencia
- Congruencia

- Isometrias planas

- Ecuaciones de rectas

Esquema 2.1
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2.2 Pensamiento Numérico

Se denomina Pensamiento Numérico a una linea de estudio e investiga-
cion en Didéctica de la Matematica que se ocupa de los fenémenos de ensefian-
za, aprendizaje y comunicacién de conceptos numéricos, tanto en el medio es-
colar como social. El campo general en el que se desenvuelve la investigacion
en Pensamiento Numérico comprende el estudio de los diferentes sistemas cog-
nitivos y culturales con que los seres humanos asignan y comparten significado
utilizando diferentes estructuras numéricas (Rico, 1997-b).

Entre los objetivos de la linea de investigacion Pensamiento Numérico
estan:

- El estudio coordinado de los diversos sistemas de representacion, vali-
dos para expresar, comprender y comunicar los conceptos y relaciones de una
misma estructura numérica.

- La organizacion, sistematizacion y desarrollo de diferentes actividades
cognitivas que surgen y encuentran un modo de expresion y tratamiento en el
marco de una estructura numérica.

- Los modos de abordar, interpretar y, en su caso, responder a una varie-
dad de fenomenos, cuestiones y problemas que admiten ser analizados mediante

conceptos y procedimientos que forman parte de una estructura numérica. (Cas-
tro, 1994, p. 1).

El modelo de anélisis que se propone en esta linea de trabajo consta de:

- Unos instrumentos conceptuales: sistemas simbdlicos estructurados, que
en nuestro trabajo son la Tabla-100 y sus componentes aritméticos y geométri-
COS.

- Unos modos de uso de los sistemas simbdlicos: funciones cognitivas
(buscar patrones, expresar geométricamente propiedades y relaciones aritméti-
cas, relacionar propiedades geométricas y aritméticas, conjeturar nuevas propie-
dades, verificarlas, etc.)
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- Un campo de actuacién: fendmenos, cuestiones y problemas (la Tabla-
100 y el estudio de relaciones aritméticas con las que se enfrentan los estudian-
tes en el medio escolar).

El marco conceptual en que se sitiia el grupo de investigacién Diddctica
de la Matemdtica. Pensamiento Numérico (FOM 193) tiene unas bases diversi-
ficadas:

(a) Parte de la construccion del conocimiento matematico como un fené-
meno social y cultural, de importancia para la sociedad tecnolégica actual;

(b) Establece como campo de reflexion para sus investigaciones el ambito
matematico que comienza en la aritmética escolar con las nociones bésicas del
numero, avanza por los sistemas numéricos superiores y contintia con el estudio
sistematico de las relaciones numéricas con que se abordan la teorfa de ntimeros,
la iniciacidn a los procesos infinitos y el estudio de estructuras;

(c) Tiene una orientacion esencialmente curricular.

(d) Se ocupa del estudio de los errores y dificultades en la comprensién de
los escolares.

(e) Esta comprometido con la formacion inicial y permanente del profeso-
rado de matematicas de todos los niveles (Rico, 1996, pp. 27-29).

En Pensamiento Numeérico se pueden identificar varias orientaciones de
investigacién diferentes que, en la practica educativa, interactuan y operan con-
juntamente. Destacamos tres de ellas:

La primera se interesa por el aprendizaje numeérico y aborda cuestiones
como:

- las relaciones entre la experiencia y la formacion de los conceptos;

- la comprensién de los conceptos y propiedades aritméticas y su conexién
con los sistemas de representacion utilizados;

- la adquisicion de automatismos, procedimientos y destrezas.

La segunda esta centrada en los estudios sobre la ensefianza de los con-
ceptos numeéricos, y atiende a cuestiones como:

Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada



18 CAPITULO 2: Area problematica

- naturaleza, caracteristicas, relaciones, estructura y organizacién del cu-
rriculo escolar sobre numeros, aritmética, estructuras y relaciones numéricas.

- la formacién cientifica y didactica del Profesor de Matematicas, en par-
ticular para la ensefianza de la numeracién, el célculo y otros conceptos numéri-
Cos.

La tercera se centra en las conexiones entre ensefianza y aprendizaje y
estd ligada a la préctica; atiende cuestiones del tipo:

- métodos y técnicas para provocar, de manera diversificada, aprendizajes
Optimos sobre nimeros, aritmética, estructuras y relaciones numéricas.

- recursos y medios necesarios para dichos aprendizajes.

- adecuacion de los disefios curriculares sobre nimeros, aritmética y es-
tructuras numeéricas a los intereses, necesidades y capacidades de los alumnos.
(Gonzélez, 1995, pp. 43-44).

El marco tedrico sobre el que se apoya el campo de Pensamiento Numéri-
co ha tenido en cuenta las nociones de representacion y sistemas de representa-
cion, tratadas por Janvier et al. (1987) y Kaput (1987, 1992), el analisis semi6ti-
co de Duval (1993), los trabajos de Hiebert et al. sobre conocimiento matemati-

co y comprension (1986, 1992) y la teoria de los campos conceptuales de
Vergnaud (1990).

El marco bésico de nuestra investigacion esta en la linea de Pensamiento
Numérico. Su contenido principal es la Tabla-100, objeto matematico que posee
una estructura numérica propia, basicamente de caracter aditivo. Sobre la tabla
consideramos las cadenas o representaciones geométricas de los operadores
aditivos, que visualizan diversas nociones aritméticas y mediante las que trata-
mos de enriquecer su comprension.

De acuerdo con este marco tedrico, el grupo de Pensamiento Numérico ha
llevado a cabo varios trabajos de investigacién. Hasta el momento, los tépicos
sobre los que se han centrado estos trabajos han sido:

- Resolucién de problemas aritméticos y algebraicos.

- Sentido numérico: razonamiento inductivo numérico y estimacion.
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- Pensamiento numérico avanzado: procesos infinitos y término general de
una sucesion.

- Estructuras numéricas. Representacion, comprension y aprendizaje de
distintos sistemas numéricos (naturales, enteros, racionales y reales).

- Formacion inicial de profesores de matematicas de primaria.

Las tesis doctorales realizadas y defendidas por los miembros del grupo
de investigacion de Pensamiento Numérico se pueden agrupar en:

(a) trabajos de innovacion curricular,

(b) estudios sobre evaluacidn,

(c) investigaciones basadas sobre el analisis did4ctico.
2.2.1 Caracterizacion del estudio realizado

La investigacién que presentamos en esta memoria es un trabajo de inno-
vacion curricular de tipo exploratorio, que trabaja con varios de los topicos
abordados en tesis anteriores: sentido numérico, sistemas de representacion,
comprension y aprendizaje de sistemas numéricos y formacion inicial de profe-
sores de matematicas de primaria.

Conceptos y caracteristicas diferenciales propios de esta investigacion
son:

- La formalizacion matemadtica de la Tabla-100.

- El estudio matematico de las cadenas, que son las representaciones gra-
ficas de los operadores aditivos en la tabla.

- El estudio de los operadores aditivos en la Tabla-100 (con extensién al
conjunto de los enteros Z), considerados como aplicaciones:

fi: Z > Z, tal que V xe Z, fi(x) = x + k, siendo k un elemento fijo de Z,
que se representan geométricamente a modo de poliminds.

- Las relaciones que se establecen entre las representaciones de tipo arit-
mético y geométrico para los operadores aditivos.
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Dentro del grupo Pensamiento Numérico este trabajo se relaciona con el
sentido numérico y los sistemas de representacion, y esta fuertemente implicado
con las relaciones entre Aritmética y Geometria y, mas en concreto, con la vi-
sualizacion de patrones numéricos y operadores aditivos. Pasamos a comentar
algunas de las principales relaciones mencionadas.

2.3 Sentido Numeérico

En el transcurso de esta investigacién se propone a un grupo de estu-
diantes para profesor de primaria una serie de tareas aritméticas no convencio-
nales relativas a la busqueda y reconocimiento de patrones numéricos. Estas ta-
reas, su planteamiento y resolucion, tienen que ver con el llamado sentido numé-
rico, concepto utilizado en los Estandares Curriculares y de Evaluacion para la
Evaluacion Matematica (N.C.T.M., 1991), que en el Informe Cockcroft (1985)
figura como “sentido del numero” y al que Wirtz (1974) se refiere como “sim-
patia por los nimeros”.

No existe una caracterizacion del sentido numérico que sea universal-
mente aceptada, sin embargo podemos asumir la visién global que proporciona
Howden:

El sentido numérico puede ser descrito como una buena intuicion sobre
los numeros y sus relaciones. Se desarrolla gradualmente como consecuencia
de explorar nimeros, visualizandolos en una variedad de contextos, y relacio-

ndndolos de maneras que no estin limitadas por algoritmos tradicionales
(1989-a, p. 11).

Existe un mayor acuerdo para establecer los aspectos de los que se ocupa
el sentido numérico. Greeno (1991, p. 170) interpreta a éste como un conjunto
de habilidades para construir y razonar dentro de modelos mentales, destacando
las capacidades para la computacion mental flexible, estimacion numérica y ra-
zonamiento cuantitativo. Para Thompson y Rathmell el sentido numérico impli-
ca el desarrollo de la comprensién de:

1. Significados y relaciones numéricas.

2. Magnitud relativa de nimeros.
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3. Efectos producidos por los nimeros utilizados como operadores con
otros nimeros.

4. Referentes numéricos para cantidades y medidas utilizadas en situacio-
nes de la vida cotidiana (1989, p. 2).

Segin Hope (1989, p. 12) el sentido numérico est4 en conexién con la ha-
bilidad para producir estimaciones razonables, determinar errores aritméticos,
elegir un procedimiento de célculo eficaz y reconocer patrones numéricos. Este
ultimo aspecto es considerado también por Greeno (1991, p. 174) que incluye la
construccion y reconocimiento de patrones numeéricos como actividades que ex-
ploran relaciones entre nlimeros y cantidades.

Una de las conjeturas que orientan este trabajo sostiene que las activida-
des en torno a la Tabla-100 realizadas por los estudiantes favorecen el enrique-
cimiento de su sentido numérico al trabajar con diversas visualizaciones de con-
ceptos aritméticos por medio de representaciones geomeétricas, detectar patrones

y establecer nuevas relaciones entre niimeros, que no estan limitadas por los al-
goritmos tradicionales.

Existe también una fuerte conexion entre este trabajo y la consideracion
de las Mateméticas vista como ciencia de los patrones, ya que las actividades
propuestas a nuestros estudiantes estan elaboradas con este enfoque. Abundare-

mos mas en este sentido en un apartado especifico dedicado a patrones numéri-
Cos.

2.4 Sobre la nocion de representacion

La idea de representacion y, mas concretamente, la de sistema de repre-
sentacion, es objeto de atencion especial dentro del grupo de Pensamiento Nu-
mérico ya que constituye una herramienta util para estudiar la comprension de
las matematicas por parte de las personas y los procesos de aprendizaje mate-
matico. En este caso nos referimos a las representaciones utilizadas en la ense-
flanza y aprendizaje de las matematicas escolares. Autores como Janvier (1987);
Janvier, Girardon y Morand (1993); Douady (1980, 1986); Hiebert y Carpenter
(1992); Kaput (1992); y Duval (1993, 1995) han realizado contribuciones nota-
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bles en este terreno. Rico (1997-a) incluye las representaciones como uno de los
organizadores del curriculo de matematicas, es decir, como uno de los modos de
aportar significacion a las matematicas escolares.

Siguiendo a Restivo, para la sociologia del conocimiento las representa-
ciones matematicas son construcciones sociales. En este sentido los conceptos
numericos son herramientas culturales y reflejan visiones del mundo. Mediante
los numeros se controlan y regulan multitud de relaciones cuantitativas y cuali-
tativas del medio social; el reconocimiento e interpretacién de patrones y regula-
ridades muestra una estrategia compleja del pensamiento matemético cuyo desa-

rrollo, lamentablemente, esta ausente de nuestra practica escolar cotidiana (Res-
tivo, 1992, pp. 99-128).

Para la filosofia de la mente representar es un modo de atribuir significa-
do, Dancing y Sosa (1993). Asi se entiende cuando establecen que el término
representacion se refiere a cualquier cosa que puede evaluarse semdnticamente,
siendo el “contenido” aquello que en una representacion la hace semdntica-
mente evaluable. Asi, de un enunciado, se dice que tiene como contenido una
proposicion o condicién de verdad; de un término, se dice que tiene un concepto
como contenido; de una grafica, que expresa una relacién adecuada entre sus
componentes. Para el caso de las matematicas las expresiones simbdlicas, los
enunciados, los diagramas, los graficos y otras notaciones usuales son represen-
taciones ya que hacen presentes determinadas nociones y conceptos con signifi-
cado establecido, que se puede evaluar (Castro et al., 1997).

En un sentido mas cercano a nuestro estudio, consideramos representacion
como la accion o efecto de representar, y tomamos como significado de repre-
sentar:

figurar, imaginar o hacer presente una cosa,
simbolizar, ser imagen o simbolo de una cosa (Cuervo, 1998; pp. 186-192)'

podemos establecer que:

las representaciones son las notaciones simbdlicas o graficas, especificas para cada
nocién, mediante las que se expresan y hacen presentes los conceptos y procedimientos ma-

' R.J. Cuervo (1998) Diccionario de Construccién y Régimen de la Lengua Castellana. Tomo Octavo. Barcelona:
Herder.
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tematicos asi como sus caracteristicas y propiedades mas relevantes (Castro y Castro, 1997, p.
96).

2.4.1 Sistemas de representacion

Diversos autores coinciden en que el conjunto de signos, simbolos y re-
glas para expresar o representar una estructura matematica ha de ser de carécter
sistémico, y hablan de sistema matemdtico de signos (Kieran y Filloy, 1989),
sistemas de notacion (Kaput, 1992) o sistemas de registros semidticos (Duval,
1993) para referirse bajo distintos términos al cardcter sistémico de las repre-
sentaciones. Nosotros empleamos el término sistemas de representacion para re-
ferirnos a los modos de expresar y simbolizar determinadas estructuras numéri-
cas, mediante unos signos, unas reglas y unos enunciados. Asumimos que los
sistemas de representacion expresan diversas facetas de los sistemas numeéricos,
entendiendo a éstos como

un conjunto de entes abstractos expresados simbolicamente, dotados de unas opera-
ciones o modos de componer esos niimeros y de unas relaciones, mediante las que se compa-
ran dichos entes (Feferman, 1989).

En cualquier dominio conceptual, y tal es el caso de las matematicas, las
representaciones convencionales contextualizadas (signos dotados arbitraria-
mente de sentido) hacen presentes a los conceptos. Pero las matematicas no se
pueden reducir a unos sistemas estructurados de codificacién mediante signos o
graficas. El modo especifico de representar en matematicas permite manipular y
procesar esas representaciones de manera que los distintos modos de manipula-
cion expresen, a su vez, diversas propiedades y relaciones estructurales entre los
conceptos e ideas representados. Las representaciones matematicas conllevan un
modo dindmico de procesamiento, que las dota de una potencia incuestionable.

Si bien la representacion de un concepto matematico consiste en hacerlo
presente mediante unos signos especificos, convencionales y contextualizados,
con unas reglas sintacticas de procesamiento, dicha representacién con sus re-
glas no agota el concepto sino que s6lo pone de manifiesto algunas de sus pro-
piedades relevantes. Caracteristica distintiva de los conceptos y estructuras ma-
tematicas es la necesidad de emplear diversas representaciones distintas para
captarlos en toda su complejidad, como han puesto de manifiesto distintas in-
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vestigaciones (Janvier, 1987; Kaput, 1987; Golding, 1993). Duval (1995) sostie-
ne la existencia de diversos sistemas semidticos ligados a un mismo concepto
matematico y establece que las diferentes representaciones semidticas de un ob-
jeto matematico son absolutamente necesarias, ya que los objetos matematicos
no son directamente accesibles por la percepcion o por una experiencia intuitiva
inmediata como lo son los objetos cominmente llamados fisicos. Esto lleva a la
necesidad de considerar las relaciones entre los diversos sistemas de representa-
cion para un mismo concepto. Janvier habla de fraduccion (translations) entre
distintos sistemas, mientras que Duval se refiere a estas relaciones con el térmi-
no conversion.

De esta reflexion nos interesa destacar como parte relevante del marco
conceptual de nuestro estudio las nociones de sistema de representacion, proce-
samiento dentro de un sistema, pluralidad de sistemas y conexiones entre los di-
ferentes sistemas de un mismo concepto.

2.4.2 Representaciones internas y externas

Desde un planteamiento mentalista hay una dicotomia relevante en la no-
cion de representacion, que viene dada por el dualismo subyacente al mentalis-
mo, y que lleva a distinguir entre representaciones internas y representaciones
externas del conocimiento. Hiebert y Carpenter (1992) expresan esta idea cuan-
do indican que hay que distinguir entre los dibujos, simbolos y expresiones que
realizamos para comunicar nuestras reflexiones sobre conceptos mateméaticos
(representaciones externas) y las representaciones internas que debemos hacer
cuando pensamos y razonamos sobre ideas matematicas, de manera que la mente
tenga posibilidad de operar con tales representaciones.

Con diferentes matices, diversos autores aceptan esta distincién. Asi, Ka-
put (1992) considera un mundo de operaciones mentales y un mundo de opera-
ciones fisicas, mientras que Duval (1993) postula la existencia del mundo de las
representaciones mentales y el de las representaciones semidticas, y sostiene
que el desarrollo de las representaciones mentales se efectiia como una interiori-
zacion de las representaciones externas. La diversificacion de representaciones
para un mismo concepto, aumenta la capacidad cognitiva de los sujetos y, por
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tanto, su comprension sobre ese objeto o concepto. La comprensién de un con-
cepto matematico, estd intimamente relacionada con el dominio y la coordina-
cion de sus diferentes sistemas de representacion.

En la practica no consideramos esencial para la educacién matematica
esta distincion analitica entre representaciones internas y representaciones exter-
nas y, por tanto, tampoco es esencial en este trabajo, si bien hablaremos de am-
bos tipos de representaciones. Para ello tendremos en cuenta que establecemos
conjeturas sobre las representaciones internas de un sujeto (que no son observa-
bles sensu estricto) y estudiamos el conocimiento de ese sujeto sobre un con-
cepto a partir de las representaciones externas que elabora y proporciona sobre
ese concepto. Por otra parte, las representaciones externas convencionales ac-
tian como estimulo para los sujetos en sus procesos de interiorizacién y cons-
truccion de nuevas estructuras mentales ya que permiten expresar sus ideas so-
bre los conceptos en estudio.

Asumimos la unificaciéon terminoldgica que realizan Romero y Rico
(1999, p. 120) refiriéndose a las representaciones como sistemas de representa-
cién para aludir a su cardcter sistémico y a su caracter de representaciones de
conceptos matematicos, englobando dentro de los sistemas de representacion
interna el mundo de las estructuras mentales y las conceptualizaciones de los

objetos matematicos, y dentro de las representaciones externas los sistemas de
notacién convencionales.

2.4.3 Tipos de representaciones

Dentro de los modos convencionales de representacion es usual distinguir
dos grandes familias de sistemas: representaciones simbdlicas y representacio-
nes grdficas. Entre las primeras se encuentran las representaciones de caracter
alfanumérico, que se pueden simular mediante programas informéticos y cuya
sintaxis viene descrita mediante una serie de reglas de procedimiento. Los sis-
temas de representacion graficos recogen las representaciones de tipo figurativo,
de caracter analdgico, cuya sintaxis viene dada principalmente por reglas de
composicién y convenios de interpretacién (Castro y Castro, 1997, p. 101).
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No hay duda del papel que desempefia una buena gestion de estos siste-
mas de representacion en la ensefianza y aprendizaje de los conceptos matemati-
cos, habiendo aumentado recientemente el interés por su estudio. Este hecho se
refleja, por una parte, en la proliferacion de dibujos, esquemas y figuras en gene-
ral que acompafian a los libros de texto, como representaciones de conceptos
matematicos y, por otra, en las investigaciones que estudian el papel que juegan
las representaciones graficas en el razonamiento de los estudiantes. Una de las
conclusiones mas reiteradas en estos estudios muestra que el trabajo con repre-
sentaciones graficas incrementa con la visualizacién las herramientas de com-
prension de los escolares, mejorando su capacidad de razonamiento y les ayuda

en su proceso de aprendizaje de conceptos matematicos (Castro y Castro, 1997,
p. 102).

2.4.4 Representaciones en la Tabla-100

El estudio exploratorio que efectuamos sobre visualizacion de patrones
numéricos en la Tabla-100 tiene como objetivo central encontrar diversas re-
presentaciones de los operadores aditivos en dicha tabla. Se han elaborado bési-
camente dos tipos de representaciones:

(a). De caracter simbolico: las llamamos expresiones aritméticas y ex-
presiones aritméticas reducidas, que son concatenaciones de niimeros naturales,
afectados de los signos + y — como subindices o superindices, que indican los di-
ferentes desplazamientos efectuados sobre la tabla para realizar una operacién
aditiva.

(b). De tipo grafico: las denominamos cadenas, son geométricas y cons-
tituyen yuxtaposiciones de celdillas cuadradas con un lado comtn, en las que se
distingue una celdilla origen y otra final.

Abordaremos con detalle un estudio sistematico de estas representaciones
en el Capitulo 6. La tabla 2.1 muestra un ejemplo de cada una de estas repre-
sentaciones correspondientes al operador aditivo +36. e

Estas representaciones destacan facetas del operador aditivo distintas de
aquellas que muestran las representaciones convencionales (expresion numeérica,
expresion funcional, maquina de Dienes (1976)). Este es el caso tanto de las ex-
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presiones aritméticas y aritméticas reducidas, en las que se especifican las
componentes decenas y unidades, como de las cadenas en las que se visualizan
geométricamente dichas componentes. La existencia de diversas representacio-

nes para este concepto, junto con las ya conocidas, permiten realizar “traduccio-
nes” entre ellas.

Operador
aditivo

20
30
40

50

+36 4,2122°3,11.| 36, -

60

70
71 72 73 M 75 7% 77 8 79 80
81 82 83 84 85 8 87 8 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Tabla 2.1: Representacion geométrica (cadena) del operador aditivo +36 cuya expresién aritméti-
+
caes 4,2'22'3,1'1, y su expresi6n aritmética reducida es3 6 N

La Tabla-100 compuesta por el conjunto de los ntimeros naturales 1 a 100,
la cuadricula y el geoplano, constituye una representacion de un objeto matema-
tico, cuya descripcion detallada haremos en el capitulo 6.

2.5 Comprension y sistemas de representacion

La nocion de comprension, utilizada con frecuencia en trabajos recientes
de investigacion en educaciéon matemadtica con orientacion cognitiva, es un con-
cepto importante en este estudio. Asi lo hemos puesto de manifiesto en los
apartados anteriores, cuando hemos considerado que los sistemas de representa-
cion son una herramienta util para estudiar la comprension de las matematicas
por parte de los estudiantes. Cuando hablamos de comprender nos referimos a
una forma de ver o entender las cosas y al modo de estructurar u organizar
nuestro conocimiento sobre algo.
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¢Qué entendemos por comprensién? ;qué es comprender un concepto
matematico? ;mediante qué manifestaciones observables podemos asegurar que
se ha producido la compresién de un concepto por parte de un sujeto? ;se pue-
den distinguir distintos niveles de comprensién?

Investigadores que han trabajado la nocidn de comprensién desde la edu-
cacion matematica tienen una interpretacion cercana a la nuestra:

"comprender algo significa asimilarlo dentro de un esquema adecuado" Skemp (1980,
p. 50).

Este autor concibe la comprension como un proceso complejo que evolu-
ciona gradualmente, un proceso que partiendo de la intuicion puede transformar-
se en un conocimiento estructurado.

Nos referimos a la nocién de comprension en este estudio para estudiar el
modo en que se produce y manifiesta el aprendizaje de unos estudiantes sobre
unos conceptos (operadores aditivos en la Tabla-100) cuando los estudiantes se
enfrentan a unas determinadas tareas estructuradas. Por ello es necesario preci-
sar con mayor detalle la nocién de comprension, dado el interés general que esta
nocion tiene en nuestra investigacion. No es objetivo de nuestro trabajo hacer un
resumen detallado de las teorias cognitivas que han trabajado sobre la compren-
sién en matemadticas, pero si parece oportuno aclarar en qué sentido se utiliza
este término.

Diversos especialistas en cognicién matematica han orientado sus investi-
gaciones a establecer diversos tipos de conocimientos matematicos y al modo en
que los estudiantes incorporan y hacen propios esos conocimientos:

"El conocimiento conceptual se caracteriza como conocimiento que es rico
en relaciones. Puede pensarse como una membrana conectada de conocimientos,
una red en la que las relaciones de conexi6n son tan importantes como las piezas
discretas de informaci6n. Las relaciones saturan los hechos y proposiciones indi-
viduales de modo que todas las piezas de informacién estan conectadas a alguna
red. De hecho, una unidad de conocimiento no puede ser una pieza aislada de in-
formacién; por definicién es una parte del conocimiento conceptual sélo si su po-
seedor reconoce su relacion con otras piezas de informacién" (Hiebert y Lefevre,
1986; pp.3-4).

Esta posicion cognitiva asume que el conocimiento se representa interna-
mente, y que esas representaciones internas estan estructuradas. La comprensién
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de un concepto consiste entonces en el modo y grado de integracién en la es-
tructura de conocimientos de un sujeto:

"Una idea, procedimiento o hecho matematico es comprendido si forma
parte de una red interna. Més especificamente, las matematicas son comprendidas
si su representacion mental es parte de una red de representaciones. El grado de
comprensién viene determinado por el niimero y la fuerza de las conexiones. Una
idea, procedimiento o hecho matematico es comprendido a fondo si se liga a redes
existentes con conexiones mas numerosas o mas fuertes” (Hiebert y Carpenter,

1992; p. 67)

Por tanto, podremos afirmar que se ha producido la compresion de un
concepto por parte de un sujeto cuando éste manifieste que ha enriquecido sus
redes internas de conocimientos, es decir, que puede establecer relaciones entre
el nuevo concepto y nociones ya conocidas y derivar nuevo conocimiento pro-
cedente de esta integracion. En este sentido, distintos grados de estructuracion
podran caracterizar diversos niveles de comprensiéon en los estudiantes. Las
nuevas relaciones y el enriquecimiento de relaciones antiguas son las que ponen
de manifiesto los fendmenos y grados de comprension.

Si el objetivo de una innovacidn curricular es:

"favorecer la comprension de los alumnos, y ésta comprension viene dada
por el incremento en el niimero de conexiones en las redes de representaciones
internas y la consistencia de las mismas, parece claro que una forma de lograrlo es
favoreciendo las conexiones entre los elementos de los sistemas de representacién
externos de un concepto, tanto dentro de un mismo sistema, como entre sistemas

diferentes" (Romero, 1977; p.77).
Los fenomenos de comprension tienen especial interés cuando trabajamos
con diferentes sistemas de representacién para un mismo concepto o estructura y
con las relaciones de conversion, o traduccidn, entre esos sistemas, y asi lo han
puesto de manifiesto diversas investigaciones realizadas en el grupo de investi-
gacion Pensamiento Numérico (Castro, 1994; Gonzalez, 1995;Romero, 1997,
Gairin , 1999).

Con nuestro trabajo pretendemos ampliar la red de relaciones que sostiene
el conocimiento sobre los operadores aditivos. Como se vera en los capitulos 4 y
5, los estudiantes pueden relacionar los aspectos que le proporcionan las nuevas
representaciones con los conocimientos previos que poseen sobre la estructura
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aditiva, ya que al utilizar las cadenas y algunas isometrias planas se ofrece una
visién geométrica del operador aditivo que puede ser integrada en la red de co-
nocimiento que posee el alumno sobre la estructura aditiva.

2.6 Patrones Numéricos

El término patrén ocupa también un papel destacado en este estudio, y lo
tomamos de la palabra inglesa pattern. Entre las traducciones que el diccionario
ofrece del término inglés pattern encontramos las de modelo y patrén. Adopta-
mos el vocablo patrén como término de referencia y le atribuimos un sentido de
regularidad que se forma a partir de un nicleo generador.

Esta nocioén ocupa hoy dia un lugar central en las matematicas. Asi, gran
parte de los matematicos estdn de acuerdo en concebir la matematica como “la
ciencia o el estudio de los patrones” (Devlin, 1994, pp. 1-3). De acuerdo con
Stevens (1986, p. 3) los disefios que ofrece la Naturaleza son restringidos, y tales
limitaciones son las que confieren armonia y belleza al mundo natural. Para
Stewart (1995) vivimos en un Universo de patrones. El instinto del cientifico es
tratar de comprender el mundo natural, y el del matematico es estructurar ese
proceso buscando la regla, la norma, la estructura, es decir, el patrén.

La actividad matematica se centra fundamentalmente en estudiar y crear
patrones en los nimeros, en las formas, en el movimiento, etc. pudiendo ser es-
tos patrones reales o imaginarios, visuales o mentales, estiticos o dinamicos,
cualitativos o cuantitativos (Devlin, 1994; Steen, 1988). Sin embargo, Stewart
(1995) recuerda que en realidad las figuras matematicas se reducen a nimeros,
que es el modo como las computadoras manejan los graficos.

La utilizacion de los patrones en la ensefianza y, mas concretamente, en la
ensefianza de las matematicas es de suma importancia, toda vez que los patrones
y regularidades aparecen en el mundo que nos rodea asi como en el mundo de
las matematicas.

Los Estandares Curriculares y de Evaluacion para la Evaluacién Matema-
tica (N.C.T.M., 1991) propugnan el estudio de patrones y relaciones ya que ayu-
dan a los alumnos a desarrollar sus capacidades matematicas y favorecen su
apreciacion de la belleza de las matematicas. El trabajo con patrones en los pri-
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meros niveles educativos se puede desarrollar de muy diversos modos, como es
reconociendo colecciones que presentan alguna semejanza o bien reconociendo
y ordenando secuencias de objetos de acuerdo con una regularidad.

En algunos casos es necesario un prolongado y tedioso trabajo de calculo
para poder detectar ciertos patrones en una tabla numérica, como ocurre en el
Tridngulo de Pascal. El uso de las nuevas tecnologias facilita el descubrimiento
y la creacion de patrones de manera efectiva y rapida, siendo aconsejable en el
ambito escolar la utilizacion de calculadoras y computadoras de manera imagi-

nativa para explorar, descubrir y desarrollar conceptos matematicos (N.C.T.M.,
1991).

Tampoco debemos olvidar el efecto beneficioso que el uso de patrones
aporta en el desarrollo de la creatividad y la expresion verbal ya que reconocer y
obtener patrones geométricos favorece el desarrollo de recursos artisticos en los
nifios y, a medida que comentan las observaciones que han efectuado, mejora su
capacidad para comunicar ideas matematicas (Ajose, 1991-a, p. 43).

La utilidad del estudio de patrones para trabajos de innovacion curricular
fue puesta de manifiesto en las investigaciones de Castro (1994) y Ortiz (1997),
realizadas en el grupo de Pensamiento Numérico.

El estudio de patrones también desempefia un papel importante en este
trabajo ya que es primordial el reconocimiento de patrones numéricos en la Ta-
bla-100 para la realizacién diversas actividades, especialmente en las tareas que
llamamos de contexto destinadas a crear un ambiente de trabajo para relacionar
Aritmética y Geometria, de las que nos ocupamos en el capitulo 4.

2.7 Visualizacion

Dado que nuestra investigacion se ocupa de manera general sobre las rela-
ciones entre aritmética y geometria, este trabajo constituye un campo de interés
para la visualizaciéon y podemos hacer algunas consideraciones desde esta pers-
pectiva.

La nocidn de visualizacion o pensamiento visual esta fuertemente ligada a
la capacidad de formacion de imaigenes mentales. Las personas recibimos in-
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formacion a través de los sentidos, especialmente el auditivo y el visual. Los
medios utilizados con mayor frecuencia en la emision, transmisién y recepcion
de conocimiento matemético son los enunciados verbales y las representaciones
graficas o simbolicas. Hablamos de visualizacién cuando en una representacion
predominan las imégenes y componentes gréaficos (Castro y Castro, 1997, p. 95).

Diversos psicologos y educadores matematicos se han interesado en el
estudio de la visualizacion en relacion con las matematicas y el proceso de su
aprendizaje. En general, hay consenso entre investigadores y especialistas en
que el desarrollo de las capacidades que caracterizan el pensamiento visual pro-
porciona a los alumnos nuevos caminos para pensar y hacer matematicas. Castro
(1994) realiza una revision sobre el estado de la cuestion acerca de la visualiza-
cion en la ensefianza de las matematicas y en las investigaciones, y sostiene que

"la visualizacioén es importante para la educacion puesto que la compren-
sién alcanzada mediante elementos visuales y simbdlicos se complementan, por
ello mismo el aprendizaje debe lograrse integrando informacion que utilice ambos
tipos de cddigos” (p. 41).
Veamos algunas de estas aportaciones. Lean y Clements (1981) distin-
guen tres categorias de individuos respecto a su dimensién visual-verbal:

* Los visualizadores, que usan habitualmente imagenes visuales en la re-
solucién de problemas.

* Los verbalizadores, en los que predominan el uso de codigos verbales
en lugar de imagenes o notaciones pictdricas.

* Los que no tienen una preferencia clara sobre una u otra forma de pro-
cesar.

Algunas investigaciones citadas constatan que la mayor parte de los es-
colares pertenecen al grupo de los verbalizadores y muy pocos al grupo de los
visualizadores. Eisemberg y Dreyfus (1986, p.153) destacan el hecho de que los
estudiantes tienden a inclinarse por un método analitico mas que visual en el
proceso de informacién matematica.

Los trabajos de Mandy, Dik, Monk, Swan y Vinner, referenciados por
Zimmerman y Cuningham (1991), concluyen que los alumnos tienen una alta
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tendencia a pensar algebraicamente mas que visualmente, incluso cuando se les
fuerza a utilizar un proceso visual. Zimmerman explica este hecho aludiendo a
razones tales como: el proceso visual es mas dificil que el analitico, lo visual se
considera menos soélido para la ensefianza o lo visual no es matematico, segiin
algunos matematicos, profesores de matematicas e incluso alumnos.

Paivio (citado en Castro, 1994) sostiene que los sistemas analitico-verbal
y verbal-simbdlico estdn presentes en toda tarea de pensamiento, pero la propor-
cion de uno y otro sistema varia con las tareas y los individuos. Este autor sefiala
también algunas variables que influyen en el uso de imagenes visuales por un
sujeto al realizar una determinada tarea, tales como: las caracteristicas de la ta-
rea, el grado de instruccion en el uso de imagenes visuales y las caracteristicas
de los sujetos. Siguiendo el planteamiento de Paivio, los escolares se pueden
distinguir seglin su habilidad, preferencia y necesidad para usar imagenes vi-
suales en el aprendizaje y resolucion de problemas matematicos.

Zimmerman y Cuningham (1991) utilizan el término “pensamiento vi-
sual” para referirse a aquellos aspectos del pensamiento mateméatico que se pue-
den expresar por medio de imagenes visuales, y lo definen como

“el proceso de formar imagenes, ya sea mentalmente o dibujadas en un so-
porte material y usar tales imagenes de forma efectiva para descubrir y entender
las matematicas” (p. 127).

Estos autores sostienen que al mejorar la educacién visual en matematicas
aumenta la intuicién y se proporciona al sujeto una mayor capacidad de enten-

dimiento. Distinguen cinco categorias en la visualizacién que consideran objeti-
vos de aprendizaje:

- Objetivos basicos.

- Objetivos funcionales.

- Objetivos generales.

- Objetivos relacionados especificamente con el célculo.
- Objetivos de alto nivel.

Destacamos algunos de estos objetivos relacionados con nuestro estudio.
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Entre los objetivos bésicos se encuentran: entender el dlgebra y la geome-
tria como lenguajes alternativos y complementarios para expresar las mismas
ideas matematicas; entender la informacion matematica implicita en una repre-
sentacion grafica y extraer informacion de un diagrama.

Como objetivos funcionales se contemplan la capacidad para identificar
los conceptos que estin representados en un diagrama y usarlos para realizar
demostraciones y resolver problemas.

Los objetivos generales son aspectos de la visualizacién que tienen amplia
aplicacién en distintas dreas de las matematicas. Sefialamos los siguientes: reco-
nocer y explicar simetrias, entender y reconocer patrones y entender transforma-
ciones geométricas.

Otte (1986) sefiala que los conceptos tedricos no son cosas que se puedan
comunicar como un bloque y que el pensamiento tedrico exige visualizaciones
ademas de reglas, a fin de poder imaginar las formas de las relaciones y los ob-
Jetos. Asimismo afirma que en la matematica escolar hay dos sistemas de repre-
sentacion, el aritmético (con los niimeros naturales como punto absoluto de re-
ferencia) y el geométrico (para la visualizacion en el plano y el espacio), y am-
bos son esenciales. Para él, el mundo visual-geométrico de representacién con-
tiene dos aspectos que llama algoritmico y visualizacién ideografica que se co-
rresponden en la terminologia lingiiistica con comprension literal y metaférica.

Para Ben-Chaim (1989) la visualizacion tiene especial importancia en los
procesos de razonamiento inductivo y deductivo. Determinar una conjetura a

partir de un patrén y generalizarla es una componente propia del razonamiento
inductivo.

En nuestro trabajo tratamos de poner en juego procesos de razonamiento
inductivo-deductivo en el sentido de Ben-Chaim. Para ello proponemos a los
estudiantes tareas para que identifiquen y enuncien propiedades matematicas. La
visualizacién esta presente en nuestro estudio cuando proponemos a los estu-
diantes que coloreen nimeros de la Tabla-100 utilizando criterios de divisibili-
dad, para:

* Encontrar regularidades y patrones numéricos.
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* Realizar dibujos y figuras uniendo puntos del geoplano para averiguar
relaciones numéricas en dichos poligonos.

* Efectuar y estudiar representaciones simbolicas y gréficas de los opera-
dores aditivos y establecer conexiones entre ellas.

* Someter a las representaciones graficas anteriores a algunas isometrias
planas sencillas y estudiar el efecto visual-geométrico y el efecto aritmético de
dichas transformaciones.

2.8 Tablas Numéricas

Las tablas de datos son “utensilios” de uso generalizado. Los matemati-
cos, fisicos, quimicos, economistas, ingenieros, etc. utilizan las tablas numéricas
como herramienta en sus trabajos. Echeverria (1994, p. 1) sefiala la escasa aten-
cion que los filésofos de la ciencia han prestado a estos instrumentos cientificos
a pesar de que sus funciones mnemonicas, computacionales y heuristicas han si-
do extremadamente importantes, citando como ejemplo la tabla periddica de los
elementos quimicos de Mendeleiev y analizando en profundidad el caso de las
tablas de logaritmos.

Los libros escolares utilizan a menudo representaciones simbdlicas y gra-
ficas que complementan a las expresiones verbales escritas. Entre otras repre-
sentaciones figuran las tablas numéricas como material didactico con el que se
abordan conceptos y propiedades aritméticas. Litwiller y Duncan (1980, 1986)
proponen actividades variadas sobre tablas numéricas como la tabla de sumar, la
tabla de restar, la tabla de multiplicar y la Tabla-100. También utilizan las tablas
de los calendarios, que pueden ser consideradas como una version reducida de
Tabla-100 de 7 columnas y que finalizan en el ntimero 31.

Se han usado también otras tablas, como el tridngulo de Pascal, con el fin
de obtener y estudiar patrones numéricos, ttiles para descubrir y generalizar
propiedades matematicas, que en muchos casos cuenta con ayuda de calculado-
ras graficas y computadoras (Lund, 1979; Long, 1983; Eng y Casey, 1983; Wol-
fram, 1984; Seymour, 1986).
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Aunque efectuamos una seleccion de actividades en torno a las tablas nu-
méricas anteriores, el objeto central de nuestra investigacion es la Tabla-100.

Bajo el término configuraciones grdficas de datos, Sanz (1994) estudia en
libros escolares de diversas editoriales representaciones que son mezcla de ex-
presién verbal, grafica y simbdlica. Estas configuraciones graficas de datos se
caracterizan por integrar formas expresivas correspondientes a representaciones
visuales que aparecen, en general, como elementos graficos y tienen una lectura
visual ademas de su posible lectura verbal.

Entre las configuraciones graficas de datos citadas por Sanz (series, grafi-
cas, tablas de datos, tablas de operaciones, recuadros, cuadrados magicos, reji-
llas, etc.) destacamos algunas de ellas, que estdn relacionadas con la presente in-
vestigacion:

~ Cuadricula: disposicion en filas y columnas de cuadrados iguales.

- Cuadro numeérico bdsico: cuadricula en cuyas celdas se sitan los nime-
ros 0 al 99.

- Magquina de calcular: esquemas con recuadros en los que se sitian ni-
meros y simbolos de operaciones aritméticas (Figura II-2).

0222|123 24]25]|26]27128]29

so )3 fsafa3]aa)asfafar]|am|a Ei —» @——> Ef
a 46

50 ) s1 | s2|s3|safss5]s6]sr|seyse

60 | 61 | 62 ] 63 64 ]| 65) 66| 67| 68

E, = estado incial
O = operador
E;= estado final

wlnlnyn|Hls|w|m7|nw|n

80 | 81 82 ) 83 84 | 85 | 86 | 87 | 88 | 89

Cuadricula Cuadro numérico bésico Miquina de calcular
Figura 2.1

La cuadricula es un componente de la Tabla-100 y constituye, junto con
el geoplano 10x10, su componente geométrica. Los elementos de la cuadricula
son las celdillas, con las que se construiran las representaciones geométricas de
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los operadores aditivos, que visualizaran esta nocién, y que denominamos cade-
nas.

El cuadro numérico bdsico es la parte numérica de la Tabla-100, con la

salvedad de que en nuestra investigacién utilizamos los nimeros 1 a 100, en lu-
gar del 0 a 99.

Las mdquinas de calcular son representaciones de operadores. Existen di-
versos modelos, y algunas se utilizan para comprobar propiedades aritméticas.
En el presente trabajo estudiamos las cadenas como representaciones geométri-

cas de los operadores aditivos, y que pueden considerarse como mdquinas de
sumar y restar.

Es objeto de nuestro trabajo integrar en el curriculo de la asignatura de
matematicas de los estudiantes del tercer curso de la diplomatura de Magisterio
una serie de tareas con patrones numéricos en la Tabla-100, bajo el epigrafe de
“Numeros y Geometria”, que permita crear un contexto que favorezca el trabajo
sobre las relaciones entre aritmética y geometria.

La Tabla-100, considerada como objeto de uso escolar, no presenta difi-
cultad para su aceptacion. Pero al realizar representaciones sobre la tabla e inte-
pretarlas en términos matematicos resulta necesario un estudio mas detallado de
sus componentes, ya que no solo se manejan niimeros sino que éstos estan vin-
culados a los puntos de un geoplano 10x10 y, ademas, se realizan transforma-
ciones geométricas sobre la cuadricula. Esta formalizacién y estudio matematico
de la Tabla-100 se especifica en el capitulo 6.

2.9 Estructuras aditivas y la Tabla-100

Buena parte de nuestro trabajo esta en relacion con la estructura aditiva en
las dos vertientes, matematica y did4ctica.

1. Desde un punto de vista matematico la estructura aritmética que pre-
domina en la Tabla-100 es la estructura aditiva, ya que cada niimero de la tabla
se puede relacionar con los que le rodean mediante la suma y la resta de unida-
des y decenas. En nuestra investigacion, nos ocupamos de las representaciones
geométricas de operadores aditivos en la Tabla-100.
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2. Desde un enfoque didactico, la estructura aditiva ha sido objeto de es-
tudio por numerosos autores, principalmente a través del analisis de los proble-
mas aritméticos verbales (PAEV) de estructura aditiva, que son aquellos pro-
blemas cuya resolucién conlleva solamente sumas y restas; su estudio quedé se-
parado de los problemas de estructura multiplicativa en los inicios de los afios
ochenta y constituye un campo de investigacion con entidad propia.

El curriculo de matematicas presta especial importancia a los problemas
aritméticos verbales, en general, como medio para facilitar al alumno conexio-
nes entre la Aritmética y aplicaciones del mundo real. En particular también se
ocupa de la estructura aditiva ya que, como afirma Vergnaud (1982), en ella
subyace una gran parte de las matematicas que se desarrolla a lo largo de un ex-
tenso periodo de tiempo.

Castro, Rico y Gil (1992), en una revisién de investigaciones previas,
analizan cuatro enfoques de investigacién sobre problemas aritméticos de enun-
ciado verbal. También la Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacién
Matematica dedic6 en 1997 un seminario a debatir los enfoques de investigacion
sobre problemas aritméticos aditivos (Rico y Sierra, 1998)

Una de las lineas de investigacion conocidas sobre problemas aditivos es
la denominada cdiculo relacional, cuyo impulsor es Gerard Vergnaud
(Vergnaud y Duran, 1976, p. 128). Vergnaud realiza una clasificacién exhausti-
va, englobando tipos de problemas que consideran clases mas amplias de nime-
ros como los nimeros enteros, abarcando de esta forma un campo conceptual
mas amplio. En su marco teérico es destacable la distincién que hace entre esta-
do (medida) y operador (transformacion), utilizando para ello diversos simbolos
con los que representa las relaciones basicas en el enunciado de un problema.
Asi, para indicar un nimero natural emplea un recuadro, para representar un

numero dirigido emplea un circulo, y para una transformacién emplea una flecha
(Figura 2.2).
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O

Transformacién

©

Estado inicial

= numero hatural

= numero relativo

>

Estado final

= adicién de nimero natural y numero natural

= adicion de un nimero natural y un namero dirigido

= adicion de numeros dirigidos

Figura 2.2

Vergnaud distingue tres tipos de signos para la adicién, que utiliza para

distinguir sumas segun el tipo de nimeros.

La tabla 2.2 recoge esquematicamente algunas categorias de problemas,

que podemos relacionar con nuestra investigacion:

Categoria | = Descripcion Diagrama Ecuacion
Estado-Transforma- Tenia 10 cani-
e cién-Estado @ cas y he perdido 10+(-4)=1 3
(ETE) EI —_— E 4, ahora tengo
6.
Transforma- Al jugar una
cidn- @ @ par‘[.lda gané 5
. ~ =, canicas. En la
4 .T,ranSfonnfa D\D/'D siguiente parti-| (+5)4 (-3)=(+2)
Clon'TrE.u[ls or- da pierdo 3. En
macion @ total he ganado
(TTT) 2.

En el presente trabajo las cadenas, que son figuras geométricas del tipo:

L

Tabla 2.2

39

> | , pueden jugar el papel de las transformaciones, en el sentido de

Vergnaud, ya que son representaciones de operadores aditivos en la Tabla-100.
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Los estados son los niimeros de la tabla. De esta forma se amplian las situacio-
nes problematicas y las categorias en las que intervienen transformaciones y

numeros dirigidos.

2.10 Formacion Inicial de Profesores e Innovacion Curricular

A comienzos de este capitulo hemos sefialado que el segundo foco de
atencion de este estudio estd en la Formacion Inicial de Profesores y la Innova-
cion Curricular. Nuestro estudio empirico lo hemos llevado a cabo con un grupo
de profesores de primaria en formacién de tercer afio de la Diplomatura de Ma-
gisterio (Plan 1971; Especialidad de Ciencias Fisico Naturales), como investiga-
cion en el aula orientada por una propuesta de innovacién curricular.

Planteamos unas tareas a realizar por los estudiantes en el 4mbito de las
relaciones entre Aritmética y Geometria, orientadas como una investigacion
matematica en clase en el sentido dado por Ponte et al. (1997). En términos ge-
nerales esto significa que los alumnos, a partir de tareas matematicas disefiadas
y propuestas por el profesor, desarrollan actividades indagatorias con el fin de
descubrir y enunciar regularidades, elaboran procesos, utilizan estrategias para
plantear conjeturas, etc. Ponte et al. (1997) considera que este tipo de investiga-
cién matemdtica tiene una clara fundamentacion en las nuevas perspectivas
constructivistas de la filosofia de las matematicas (Davis and Hersh, 1980; Er-
nest, 1991; Lakatos, 1976; Tymoczkco, 1986). En general, los educadores estan
de acuerdo en que el aprendizaje matemitico se logra, basicamente, haciendo
matematicas. Y hacer matemdticas es, principalmente, hacer investigaciones
matemadticas. (Poincaré, 1908/1974/1987, citado en Abrantes et al., 1996).

Para realizar investigaciones matematicas en clase es necesario plantear
preguntas motivadoras y crear situaciones en las que el estudiante pueda descu-
brir, enunciar y demostrar propiedades. La tarea del descubrimiento matematico
también contribuye a incrementar la autoestima del alumno y pone de manifiesto
el caracter de proceso que tiene el quehacer matematico.

De acuerdo con Oliveira, sostenemos que, desde un punto de vista educa-
tivo, la investigacién matemaética en clase:
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(a) estimula el tipo de implicacién que se requiere del estudiante para el
aprendizaje significativo.

(b) proporciona multiples puntos de acceso a estudiantes de distintos ni-
veles o capacidades.

(c) estimula un modo holistico de pensamiento, relacionando muchos t6-
picos, condicién bésica para el razonamiento matematico significativo.

(d) es indispensable para proporcionar una visién completa de las mate-
maticas, ya que es parte esencial de la actividad matematica (Oliveira et al.
1997, citado en Ponte et al., 1997).

Al igual que ocurre con otras tareas utilizadas en educacion matematica,
como la resolucion de problemas, la modelizacion y los proyectos, las investiga-
ciones mateméticas requieren del estudiante alguna dosis de creatividad y ponen
al alumno frente a una actividad parecida a la que desarrolla el matematico.

Existen trabajos sobre investigacion matematica en clase que se ocupan de
aspectos de Formacién de Profesores, como son la forma de presentar las activi-
dades a los alumnos y el apoyo que hay que ofrecerles, el modo de promover las
discusiones en clase, la via para evaluar a los estudiantes y las competencias que
se requieren del profesor para dirigir estas actividades (Ponte et al., 1997).

Mason (1991) destaca algunos rasgos propios de un profesor que realice
este tipo de investigacion en su clase:

a) tener vision creativa de las matematicas, no por medio de definiciones
memoristicas y obtencién de respuestas correctas, sino a través de cuestionar,
pensar, corregir y confirmar.

b) tener una buena aptitud para llevar a cabo investigaciones matematicas,
sintiéndose comodo al enfrentarse a situaciones complejas e impredecibles.

c) valorar un tipo distinto de objetivos curriculares, como un completo
abanico de competencias, mas alld del dominio de la computacién y hechos
matematicos basicos.
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d) desarrollar su creatividad curricular para concebir y adaptar tareas ade-
cuadas para los estudiantes.

e) asumir una perspectiva sobre la ensefianza de los estudiantes basada en
la actividad, interaccién y reflexion.

f) dirigir una clase con una dindmica distinta de la usual, sin guiar dema-
siado a los estudiantes ni prescindir por completo de dicha guia.

En nuestro trabajo centramos nuestra atencion en actividades de investi-
gacion matemadtica en el aula que contextualizamos en la Tabla-100, con el fin
de que los alumnos reflexionen sobre cuestiones que probablemente deban abor-
dar en su quehacer profesional futuro.

Para llevar a cabo dicha experimentacion elegimos como método de tra-
bajo la Investigacion en el aula, forma de trabajo que permite encajar el hecho
de que el profesor del grupo natural de estudiantes sea también el investigador,
como €s nuestro caso.

2.11 Estudio matematico

Durante la realizacién de la parte experimental de nuestra investigaciéon
surge la necesidad de realizar un estudio tedrico y formal sobre la Tabla-100 y
las cadenas como representaciones geométricas de operadores aditivos. Utiliza-
mos herramientas bésicas de las matematicas para:

1. Formalizar matematicamente la Tabla-100, considerando su estructura
aditiva y los tres componentes basicos siguientes: el conjunto de los nimeros 1 a
100, el geoplano 10x10 y la cuadricula.

2. Construir las cadenas libres en la Tabla-100 como clases de equivalen-
cia de cadenas fijas, que son figuras geométricas orientadas, formadas mediante
la concatenacion celdillas de la cuadricula con un lado comun.

3. Asociar una expresion aritmética a cada cadena (fija y libre), asi como
una expresion polindmica cuya expresion en base 10 es el operador que la cade-
na representa.

4. Resolver los problemas planteados en los bordes de la Tabla-100 en
relacion con las cadenas.
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5. Realizar una extensién de la Tabla-100 a la tabla T, o disposicién ta-
bular de los nimeros en 10 columnas, y estudiar su estructura algebraica.

6. Dotar al conjunto de las cadenas libres de una ley de composicién in-
terna y constatar su estructura de grupo abeliano.

7. Estudiar el efecto geométrico y aritmético que producen algunas iso-
metrias planas sobre las cadenas y sus operadores aditivos asociados.

8. Realizar composiciones de isometrias y constatar la estructura de grupo
del conjunto de dichas isometrias, asi como especificar los subgrupos obtenidos.

9. Extender los estudios anteriores a la Tabla-100 de k columnas, utilizan-
do para ello los sistemas de numeracién en base k.

10. Introducir en la Tabla-100 la relacion de congruencia y estudiar los
patrones rectilineos que se producen al cambiar el mddulo de congruencia y el
numero de columnas de la tabla, definiendo rectas en la Tabla-100 y utilizando
para ello la idea de cadena como pendiente de una recta.

11. Establecer relaciones entre los patrones rectilineos, las cadenas y los
operadores aditivos.

12. Expresar en términos de aritmética modular las regularidades visuales
encontradas en la Tabla100.

13. Obtener caracteristicas de estos patrones rectilineos (pendientes, tra-
mos de las rectas, etc.) por medio de procedimientos realizados con el programa
informatico Maple V.

Estos apartados se trataran con detalle en el capitulo 6, dedicado al estudio
tedrico y formal de la Tabla-100 y de los operadores aditivos en dicha tabla.

2.12 Revision de antecedentes y estado de la cuestion

En una primera busqueda de bibliografia sobre patrones en tablas numéri-
cas incluimos otras tablas ademas de la Tabla-100, tales como la tabla de sumar,
restar, multiplicar, calendarios, Triangulo de Pascal, etc. Aunque pusimos espe-
cial interés en la bisqueda de articulos de investigacion sobre el tema, no en-
contramos antecedentes sobre él, salvo algunos articulos que lo abordan tangen-
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cialmente. En cambio si localizamos diversas publicaciones en revistas de profe-
sores que ofrecen actividades escolares para reconocer y utilizar patrones numé-
ricos con el fin de descubrir y asimilar diversas propiedades aritméticas.

Para efectuar la busqueda de antecedentes sobre el 4rea problematica de
nuestro trabajo comenzamos con los fondos bibliograficos de la Facultad de
Ciencias de la Educacién de la Universidad de Granada. Las revistas consulta-

das, hasta el curso 95/96 en que se empezo6 el estudio empirico con estudiantes,
fueron:

- Arithmetic Teacher (vol. 27: 1979-80; 1984; vol 35: 1987/88; y 1989 a
1994)

- Bulletin de L’APMEP (1977 a 1985)

- Educational Studies in Mathematics (1993 a 1995)

- Ensefianza de las ciencias (1988 a 1995)

- Epsilon (1985 a 1995)

- Historia Matematica (1986 a 1995)

- Investigacion y Ciencia (1994 y 95)

- Journal for Reserarch in Mathematic Education (1970 a 1995)

- Journal of Mathematical Behaviour (1985 a 1995)

- Journal of Mathematical Psycology (1987)

- L’Enseignement Mathématique (1988 a 1995)

- Le Scienze la Matematica e il loro insegnamento (1990 a 1993)

- Math Ecole (1987 a 1995)

- Mathematic Teacher (1955 a 1993)

- Mathematic Teaching (1985 a 1995 (nimeros 150, 151 y 152))

- Mathematica e Pedagogia (Sociedad Belga de Profesores de Matemati-
cas) 1956-57-58 a 1963; 1970 a 1974.

- Mathematical Spectrum (1990 a 1994)
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- Mathematics and Computer Education (1988 a 1995)

- Mathematics in the School (1987 a 1995)

- Mathématique et Pédagogie (1976 a 1995)

- Micro Math (1987 a 1995)

- Pardbola (1988 a 1993)

- Petit ¢ (1988 a 1994)

- Plot (1988 a 1994)

- Recherches en Didactique Mathématiques (1981 a 1986)

- School, Science and Mathematics (1991 a 1995)

- Suma (1988 a 1995)

- Teaching Children Mathematics (antes Arithmetic Teacher: 1994 y
1995)

- The Australian Mathematics Teacher (1988 a 1993)

- The Mathematical Gazette (1986 a Marzo de 1995)

- Uno (1994 y 1995)

Para tratar de completar la lista de articulos encontrados se efectuaron dos
busquedas: en la base de datos ERIC en 1995 (Cd-Rom de la Biblioteca de la
Facultad de Ciencias de la Educacion) y en 1999 a través de Internet.

Los términos clave de bisqueda y los resultados fueron los siguientes:

1. Pattern recognition (Abstract): 157 items.

2. Pattern recognition (Abstract) and Mathematics Education (keywords):
24 items.

3. Number pattern (Abstract) and Mathematics Education (keywords): 47
items.

4. Hundred chart (Abstract) and Mathematics Education (keywords):

3 items.
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5. Visualization (Abstract) and Number Pattern (keywords): 6 items.

6. Numerical table (Abstract) and Mathematics education (keywords):
4 items.

7. Geometry and Arithmetic (Abstract) and Mathematics Education
(keywords): 125 items.

8. Patterns and Numerical and Mathematics Education (keywords):
65 items.

2.12.1 Balance de la basqueda

Después de seleccionar y clasificar esta informacion, obtuvimos en total
170 items que consideramos de interés para nuestro trabajo, de los cuales 79 se
refieren al Tridngulo de Pascal, 40 a las tablas de sumar, restar y multiplicar y
30 corresponden a actividades en torno a la Tabla-100.

Recogemos en la tabla 2.3 un resumen de la informacién sobre la Tabla-
100, ordenada por orden cronoldgico, en la que destacamos, ademads de los datos
identificativos (autor y fecha), el tipo de actividades que se plantean, los con-
ceptos aritméticos y algebraicos que implican dichas actividades asi como los
elementos de tipo geométrico que estan involucradas en las mismas.
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Datos identificativos

Swallow, K. P.
(1955)

Acﬁ

, vidades
Construccion del factorgrama
(cilindro numérico con los na-

meros primos menores que N).
Thoo de 6 columnas

Divisibilidad

47

Cilindro, hélices

Roseman, L. (1978)

Colorear la To con criterios de
divisibilidad.

Operaciones aritméticas, divisi-
bilidad

Litwiller D. & Dun-
can, R. (1978)

Descubrir y verificar propieda-
des aritméticas (patrones).

Productos y diferencias de nu-
meros en los vértices de cua-
drados
Generalizaciones y demostra-
ciones

Cuadrados

Jacobson, M.H. y Ta-
bler, M.B. (1980)

Encontrar patrones numeéricos
en el calendario.

Contar, divisibilidad, operacio-
nes aditivas, calculo de medias.

Litwiller D. & Dun-
can, R. (1980)

Encontrar regularidades y pa-
trones numéricos en Ty, tablas
de sumar, restar y multiplicar.

Operaciones y relaciones entre
nimeros de las filas, columnas,
diagonales, figuras geométricas.
Razones y proporciones.
Divisibilidad. Sucesiones. Ge-
neralizaciones

Cuadrados
Paralelogramos
Diagonales
Vértices
Nimero central

Eperson, D.B. (1981)

Utilizar patrones en T de 6
columnas y extensiones de ella
a més de 100 nimeros para en-
contrar nimeros primos.

Divisibilidad

Robold, A. (1982)

Analizar relaciones numéricas
por medio de coloracién de pa-
trones.

Divisibilidad, productos,

Horak, V. y Horak,
W. (1982)

Asociar nimeros a las celdillas
de Tigo

Encontrar patrones numeéricos
(en escalera, en fila, etc.) y re-
gularidades. Localizar los mul-
tiplos de un niimero.

Tareas en Ty y tablas de su-
mar y multiplicar

Numeracién, paridad de niime-
ros, divisibilidad, operaciones
aditivas y multiplicativas. Com-
probar igualdades

Hatch, G. (1984)

Encontrar y completar patrones
numeéricos.

T 0o (varias columnas), tabla de
multiplicar, calendarios.

Operaciones aditivas con niime-
ros en tablas.

Cuadrados de name-
ros.

Roseman, L. (1985)

Colorear T con criterios de
divisibilidad.

Operaciones aritméticas, divisi-
bilidad

Easterday, K. y Clo-
thiaux, C. (1985)

Utilizar los desplazamientos
por Tig para realizar multipli-
caciones.

Multiplicacion.

Litwiller D. & Dun-
can, R. (1986)

Encontrar, explorar y generali-
zar patrones numericos.

Cocientes entre numeros que
forman un poligono.

Cuadrado, paralelo-
gramo, tridngulo,
vértices.

Reys, R y Reys, B.
(1986)

Actividades de calculo mental
en Tigo

Contar y visualizar nimeros, en
TlOO
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dad.

Cook, M. (1988)

Colorear ntimeros pares e im-
pares y encontrar frecuencias.

Contar, calcular medias y por-
centajes.

Howden, H. (1989-a)

Reconocer patrones numéricos

Divisibilidad, productos

Howden, H. (1989-b)

Utilizar los patrones numéricos
en T Y Tieo de 9 columnas
para introducir: graficas de
funciones, ecuaciones lineales,
factorizacion, pendiente de una
recta, etc.

Divisibilidad, funciones linea-
les, numeracién.

Cook, M. (1989)

Identificar numeros en Ty ¥
familiarizarse con términos ta-
les como: numero primo, mul-
tiplo, cuadrado, el anterior, el
siguiente, mayor que, ...

Operaciones aditivas, divisibili-
dad.

Figuras que se obtie-
nen sombreando cel-
dillas en T100

Povey, H. (1990)

Destacar multiplos de un nu-
mero con programas de orde-
nador.

Tige de k columnas, tablas con
numeros en espiral, tablas
triangulares, poligonales, etc.

Divisibilidad

Figuras poligonales
con numeros.

Feinberg, M. (1990)

Colorear nimeros pares e im-
pares. Contar de n e n y encon-
trar patrones.Utilizar patrones
para la suma y resta de nume-
10S.

Operaciones aditivas en T
Completar secuencias numeéri-
cas.

Eperson, D.B. (1991)

Encontrar patrones en T,gy con
los multiplos de un nimero

Divisibilidad.

Simetria de figuras
que se obtienen
sombreando celdillas
en Ty de k colum-
nas.

Smith, J. (1991)

Encontrar propiedades con los
numeros dentro de una figura
geométrica en Tig que se con-
serven al trasladar dicha figura
por la tabla.

Comprobar y generalizar pro-
piedades aritmética y algebrai-
cas.

Figuras geométricas
planas realizadas con
cuadrados en Tq

Ajose, S. (1991-a)

Reconocer y describir patrones
numéricos en T

Operaciones aditivas y calculo
de medias aritméticas con nu-
meros de T

Completar series numéricas.

Cuadrados con vérti-
ces en los numeros
de TlOO

Ajose, S. (1991-b)

Reconocer y describir patrones
numéricos en Ty y Tz (exten-
sién a 7).

Usar variables para expresar
relaciones matematicas.

Operaciones con los niimeros
de Tqo formando letras.
Verificar igualdades.

Figuras en forma de
letras con los nime-
ros de TIOO

French, D. (1992)

Encontrar niimeros figurados
en T]oo

Comprobar igualdades entre
expresiones de nimeros figura-
dos.
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Datds identificativos

Encontrar patrones geométricos

entre los miltiplos de un ntime- Medida de é4reas
Vertes, B. (1992) ro. Calcular las dreas de los pa- | Divisibilidad Estrategias de cal-
ralelogramos que forman los culo de medida

multiplos de 7

Demostrar analiticamente el
valor de las areas de los para-
lelogramos que se forman
uniendo multiplos de 7.

Divisibilidad, ecuaciones de
rectas y sistemas de coordena-
das.

Calculo de éreas

Burn, B. (1993) de paralelogramos.

Comprobar propiedades arit-
Tapson, F (1995) méticas con los numeros que | Operaciones aritméticas Cuadrado
forman un cuadrado en Ty

Utilizar Tyo para realizar cal-
Thomton, C. et]culos aditivos sencillos.
al.(1995) Identificar aritméticamente los
desplazamientos sobre T1qo

Operaciones de sumar y restar.

Encontrar relaciones entre los
Ponte, J. P. (1997) nameros de Ty de 4 colum-
nas.

Poligonos cuyos
vértices estan en los
numeros de la tabla.

Operaciones aritméticas, divisi-
bilidad, potenciacién.

Tabla 2.3

El contenido de estas publicaciones ha sido util a la hora de organizar ta-
reas para crear un clima de trabajo en torno a la Tabla-100 que favorezca una vi-
sion de la aritmética en conexion con la geometria, considerando aspectos arit-
méticos conocidos desde la perspectiva geométrica que proporciona la tabla
vista como plano discreto.

Constatamos el escaso nimero de trabajos de investigacion encontrados
en nuestras busquedas para poner de manifiesto o estudiar el grado de compren-
sion, por parte de estudiantes de cualquier edad sobre conceptos aritméticos al
realizar tareas en la Tabla-100. Los items hallados son, en su mayoria, articulos
sobre experiencias en el aula, con aportacion de fichas de trabajo que contienen
actividades escolares. Por otra parte, dichas actividades estan publicadas en re-
vistas britdnicas y americanas, principalmente, no habiéndose encontrado activi-
dades parecidas en publicaciones de ambito espafiol.

Las tablas Tabla-100 sobre las que se desarrollan las actividades estan
constituidas por los nimeros 1 a 100, si bien en algunos casos se trabaja con ta-
blas que comienzan en 0 y termina en 99. En la gran mayoria de los casos el
numero de columnas de las tablas es de 10, salvo cuando se plantean actividades
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sobre calendarios (7 columnas) (Jacobson, 1980) o cuando se trata de dar una
caracterizacion de los nimeros primos en el que las tablas tienen 4 6 6 columnas
(Eperson, 1981). Asimismo Howden (1989-b) utiliza tablas de 9 columnas y
Ponte et al. (1997) realiza su estudio sobre una tabla de 4 columnas.

Todos los autores, implicita o explicitamente, parten del supuesto de que
la realizacion de actividades de reconocimiento y estudio de patrones numéricos
es Util para mejorar la comprension de conceptos aritméticos, y consideran, co-
mo Litwiller y Duncan (1980), que las matematicas deben ser entendidas como
el estudio de los patrones, siendo las generalizaciones consecuencia de encontrar
y establecer dichos patrones.

2.12.2 Trabajos destacables

Resaltamos brevemente aquellos trabajos que, por sus caracteristicas, han
tenido mayor influencia en nuestra investigacion:

Primero. Litwiller y Duncan (1980) publican un libro, editado por la
N.C.T.M., con una seleccion de actividades en el seno de las tablas de sumar,
restar, multiplicar y la Tabla-100 con el fin de descubrir patrones numéricos.

Las tareas propuestas estdn dirigidas a estudiantes de secundaria, concebi-
das como complemento de las actividades regulares del programa, y plantean la
posibilidad de demostraciones por parte de los alumnos cuando dominen las
destrezas algebraicas suficientes. Proponen el uso de la calculadora como he-
rramienta de apoyo para realizar los calculos numéricos y proporcionan las ta-
blas de sumar, restar, multiplicar y Tabla-100 generalizadas con el fin de abor-
dar pruebas de propiedades. Algunas de las actividades propuestas en este libro
las utilizamos para realizar las experiencias preliminares con estudiantes.

Segundo. En un sentido parecido, aunque mas amplio, Ajose (1991) pro-
pone tareas para alumnos de primaria, con extension de la tabla a niimeros ne-
gativos y variando el nimero de columnas. Adema4s, contempla la disposicion de
los niimeros de la tabla en forma espiral. Considera nimeros de la tabla que
forman ciertas figuras como las letras H, N, X, O, etc. y elabora actividades
aritméticas con ellas.
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Tercero. Vertes (1992) presenta que al marcar los multiplos de 7 en la Ta-
bla100 se forman paralelogramos que tienen 7 unidades cuadradas de 4rea; utili-
za este hecho para analizar estrategias de célculo de dichas éreas por los escola-
res.

Cuarto. Burn (1993) retoma el articulo de Vertes y desarrolla una demos-
tracion analitica de la propiedad anterior, haciendo para ello una extensién de la
Tabla-100 al conjunto Z de los enteros, eligiendo un sistema de coordenadas
conveniente.

Quinto. Thornton, Jones y Neal (1995) utilizan la Tabla-100 como herra-
mienta de célculo para realizar sumas sencillas, aprovechando para ello el signi-
ficado aritmético que tienen los distintos desplazamientos que se pueden efec-
tuar en la tabla: hacia abajo/ arriba (sumar/ restar decenas) y hacia la derecha/
izquierda (sumar/ restar unidades).

Sexto. La visualizacion de patrones numéricos en la Tabla-100, como son
los patrones en columna o en diagonal, puede suponer una ayuda a los alumnos
para realizar sumas y substracciones sencillas con nimeros. Un ejemplo de las
actividades que plantea Feinberg (1990) es la de reconocer la diagonal descrita
por “bajar un lugar y desplazarse a la izquierda un lugar” como el patrén co-
rrespondiente a “sumar 9”. Este patron lo aplica posteriormente en la obtencion
de sumas y restas de cualquier niimero con el 9.

Séptimo. Reys y Reys (1986) plantean actividades de calculo mental en la
Tabla-100 (comenzando en 0 y terminando en 99) en un sentido parecido al an-
terior, para reconocer propiedades del tipo “las unidades dentro de una misma
columna son iguales”, o situar los nimeros en relacion con los que le rodean, lo
que le lleva a realizar mentalmente desplazamientos por la tabla a partir de un
numero dado.

Octavo. Una de las mayores utilidades de la Tabla-100, a nuestro juicio,
es la de plantear técnicas de calculo diferentes a los algoritmos usuales aprove-
chando la estructura plana de dicha tabla (Easterday y Clothiaux, 1985). En este
sentido nos parece especialmente til la coloracion de la Tabla-100 con criterios
de divisibilidad, mediante los cuales los nameros que hay en ella se distinguen
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con un distintivo coloreado segin sean miltiplos de un determinado ntimero.
Con la tabla coloreada que propone Roseman (1978 y 1985) se pide a los estu-
diantes que identifiquen nimeros primos, que encuentren factores comunes en
distintos numeros y que efectiien multiplicaciones y divisiones apoyandose en
los colores asignados a los nimeros. De esta forma aparece de manera natural la
multiplicaciéon como sumas de sumandos iguales, y la divisién como restas de
substraendos iguales.

Noveno. El reconocimiento de patrones en torno a los multiplos de un
numero es utilizado por Howden (1989-b) para introducir las graficas de funcio-
nes lineales del tipo f(x) = kx, asi como el concepto de pendiente de una recta,
los nimeros primos y la factorizacién de nimeros compuestos. Segin Howden
estas actividades se deben utilizar para conseguir relacionar aspectos concep-
tuales y procedimentales de un problema, si bien se debe revisar el curriculo y
los papeles de los profesores y alumnos, donde los profesores deben guiar, escu-
char, preguntar, discutir, clarificar y crear un entorno en el que los estudiantes
exploren, investiguen, validen, discutan, representen y construyan matematicas.

Décimo. Ponte et al. (1997) realizan estudios con alumnos de primaria
trabajando tareas cuyo objeto es reconocer patrones numeéricos, asi como propo-
ner y probar conjeturas en la Tabla-100 de 4 columnas que comienza en 0.

Undécimo. En algunos trabajos se propicia el uso de programas informati-
cos para detectar patrones en la Tabla-100 cuando se disponen los nimeros de la
tabla en forma espiral, triangular o hexagonal. Povey (1990) utiliza el software
“Engram” para determinar los patrones que forman los nimeros primos o los
multiplos de determinados niimeros en las tablas anteriores.

La Tabla-100 es un material didactico utilizado en la ensefianza de la
aritmética escolar con diversos propdsitos. Citamos, entre otros:

- Reconocer y describir patrones numéricos, enunciando y probando in-
formalmente conjeturas (Ajose, 1991, p.43).

- Fomentar el cdlculo mental (Reys y Reys, 1986, p. 24).
- Mejorar la comprension del sistema numérico y de las operaciones de

sumar y restar (Feinberg, 1990, p. 38; Horak y Horak, 1982, p. 10).
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- Establecer propiedades aritméticas entre los nimeros situados dentro de
una determinada figura geométrica con vértices en los nimeros de la tabla
(Smith, 1991, p. 13; Litwiller y Duncan, 1980).

- Trabajar conceptos relacionados con la divisibilidad (Eperson, 1981, pp.
33-35; Howden, 1989-b; Roseman, 1978, 1985).

- Mostrar maneras distintas de presentar teoremas (Movshovitz-Hadar,
1988, pp. 12-30).

- Realizar operaciones aditivas sencillas (Thornton et al. 1995, pp. 480-
483)

- Encontrar patrones que se forman con los multiplos de un niimero, y
emplearlos para introducir graficas de funciones del tipo f(x) = ax, abordando
conceptos como los de nimero primo y numero compuesto, factorizacién de un

nimero, ecuaciones lineales, pendiente de una recta y transformaciones geomé-
tricas. (Howden, 1989-b).

2.13 Racionalidad del estudio

La escasez de investigaciones previas sobre el tema tratado en esta memo-
ria, por una parte, y, por otra, la falta de tradicion en el uso de tablas numéricas
para identificar y estudiar patrones aritméticos en el medio escolar espafiol, han
sido elementos motivadores para emprender este trabajo.

Desde el punto de vista del contenido el interés de nuestro estudio se cen-
tra, en primer lugar, en explorar las potencialidades de la Tabla-100 para deli-
mitar, identificar y estudiar patrones numéricos. El hecho de situar los nime-
ros 1 a 100 en forma de tabla o conjunto de puntos discretos sobre una trama
ortogonal, otorga un significado aritmético a los recorridos realizados sobre la
tabla, como sumar o restar unidades y decenas al nimero de partida. La conside-
racion de la Tabla-100 como un plano geométrico discreto favorece una revision
de las operaciones aritméticas elementales, obteniendo un enfoque dindmico en
un contexto geomeétrico.

En segundo lugar, esta perspectiva propicia estudiar diferentes represen-
taciones para los operadores aditivos en la tabla, tanto de tipo simbdlico como
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de tipo visual o geométrico. A las primera les llamamos expresiones aritméticas
del operador, y estan constituidas por secuencias de nimeros afectados de un
signo + 6 — (segun se trate de sumar o restar) y escritos como subindice o su-
perindice (segun se trate de unidades o decenas). Las representaciones geométri-
cas, que llamamos cadenas, estdn construidas por medio de celdillas cuadradas
con un lado comun. De esta forma un operador aditivo queda representado geo-
métricamente por una cadena y numéricamente por una expresion aritmeética.
Tratamos de construir de manera coherente dichas representaciones y estudiarlas
desde un punto de vista matematico y didactico:

a) Desde una perspectiva matemdtica nos proponemos formalizar el gru-
po abeliano de los operadores aditivos utilizando ambos sistemas de representa-
cién, tanto las expresiones aritméticas como las cadenas. Es decir, tratamos de
verificar que, en ambos casos, se trata de sistemas de representacién adecuados
para los operadores aditivos y no de simples dibujos o codificaciones.

Al considerar las cadenas como figuras geométricas en un plano discreto,
se tiene la oportunidad de aplicar la nocidn de transformaciéon geométrica a un
operador; las relaciones entre ambos sistemas de representacion permiten inter-
pretar el resultado aritmético producido por una isometria sobre un operador y
dotarlo de significado.

b) Desde una perspectiva diddctica tratamos de establecer conexiones
entre las representaciones anteriores que ayuden a su comprension, asi como
establecer vinculos con las representaciones usuales conocidas, como son las
expresiones numéricas en base 10, la expresion polindmica, la funcional y la
maquina de Dienes.

Esta investigacion tiene como dmbitos de actuacion, la innovacion curri-
cular y la formacion inicial de profesores de educacion primaria. Aunque la
Tabla-100 es, principalmente, una herramienta didactica utilizada en el medio
escolar, entendemos que este artefacto tiene también cabida en la formacion ini-
cial de profesores sobre la Didactica de la Matematica. Como formadores de
futuros maestros debemos proporcionar a nuestros estudiantes los medios ade-
cuados para que razonen sobre matematicas, se comuniquen matematicamente y
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comprendan mejor la naturaleza de las matematicas, objetivos estos que apare-
cen tanto en la L.O.G.S.E. (M.E.C., 1990) como en documentos sobre tenden-
cias de las matemdticas escolares (N.C.T.M., 1991).

Con la propuesta didactica que planteamos a los profesores en formacién
pretendemos, sobre todo, indagar las posibilidades de la Tabla-100 en los as-
pectos sefialados anteriormente. No obstante, no hay que olvidar que las tareas
que se han disefiado estan insertas en el curriculo de una asignatura de matema-
ticas y, por tanto, se han concebido con intencionalidad formativa. Asi, sefiala-
mos los siguientes objetivos:

- Favorecer la interconexién en matematicas, estableciendo relaciones
sistematicas entre aritmética y geometria.

- Propiciar la reflexion, el razonamiento y la reconsideracion sobre el sen-
tido de las operaciones aritméticas basicas, desde un enfoque geométrico y di-
namico.

- Fomentar el pensamiento visual por medio de la identificacién de patro-
nes numericos, en conexion con la divisibilidad y la figuras geométricas.

- Potenciar la creatividad mediante produccion de representaciones geo-
métricas para conceptos aritméticos conocidos y aplicacion de transformaciones
geométricas a esas representaciones, considerando la Tabla-100 como plano
geomeétrico discreto.

- Explorar y establecer conjeturas en torno a propiedades y medidas de
poligonos dibujados en la Tabla-100.

Estos objetivos estan ligados con la capacidad para relacionar, reflexionar,
visualizar, explorar, identificar y conjeturar, basicamente en relacioén con el sen-
tido numérico de los futuros profesores de primaria.

Por otra parte, las dificultades y aspectos de indole matematica que pue-
dan surgir en el estudio de la Tabla-100 con los enfoques anteriormente ex-
puestos, necesitan para su estudio de una cierta madurez y un nivel de conoci-
miento cientifico que, sin llegar a ser excesivamente especializado, no podria-
mos encontrar ficilmente en el medio escolar. El grado de madurez y los cono-
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cimientos matemédticos que tienen los estudiantes para profesor, junto con la ex-
periencia del equipo investigador en este terreno, hacen que el 4mbito de forma-
cion inicial de profesores elegido para esta investigacion sea adecuado.

Aunque no abordamos el conocimiento profesional de nuestros estudian-
tes en esta investigacion, podriamos pensar que los futuros maestros, al enfren-
tarse a situaciones novedosas sobre conceptos aritméticos sencillos desde una
optica distinta, como la visual-geométrica, enriquecen su sentido numérico y ad-
quieren una visién mas amplia de la aritmética lo que, a la postre, influira en su
quehacer profesional.

Por lo que se refiere a la opcion metodoligica, la finalidad exploratoria de
esta investigacion demanda un marco interpretativo y una metodologia cualitati-
va.

En su disefio hemos considerado dos tipos de estudio, uno empirico y otro
tedrico y formal, conectados entre si de manera el segundo deriva su necesidad
del primero.

Para llevar a cabo el estudio empirico hemos realizado una adaptacién de
la metodologia de Investigacion en el Aula, que se presenta en el capitulo 3.

El trabajo de campo se ha llevado a cabo en tres momentos, con tres dife-
rentes grupos de trabajo. Un primer grupo de 70 estudiantes para profesor, con
el que se pone en practica la planificacion realizada, y se observan y recogen las
primeras informaciones. El material recogido consiste en las respuestas por es-
crito a una serie de tareas propuestas. Se analizan y clasifican los distintos tipos
de respuestas, dando lugar a los primeros datos con los que se detectan las difi-
cultades de los estudiantes para profesor.

Un segundo grupo, de 3 alumnos no pertenecientes al grupo anterior,
permite analizar las mismas tareas observando las interrelaciones entre los tres
miembros del grupo, sus procesos de razonamiento y las respuestas aportadas a
las tareas propuestas. El material recogido consiste en las producciones escritas
de estos estudiantes y en las grabaciones de las sesiones de trabajo, llevadas a
cabo con la técnica de entrevistas semiestructuradas.
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Por ultimo, se realiza el estudio con una alumna, a la que se proponen las
mismas tareas y con la que se pretende indagar més profundamente sobre algu-

nos aspectos concretos de la propuesta didactica por medio de entrevistas se-
miestructuradas.

Pretendemos utilizar unas categorias de interaccién didactica para analizar
las relaciones profesor-alumno, unas categorias de contenido para analizar las
relaciones profesor-disciplina, y unas categorias de comprension del contenido
para analizar las relaciones alumno-disciplina.

Como detallaremos més adelante (Capitulo 5), las dificultades surgidas en
la delimitacion de las categorias de comprensién del contenido hacen que, en la
fase de reflexion, consideremos necesario llevar a cabo un estudio del tépico
“operadores aditivos en la Tabla-100”, como condicién imprescindible para
continuar este estudio en un futuro préximo con garantias de tener los compo-
nentes necesarios para su realizacion.

2.14 Delimitacion del problema

Los puntos tratados anteriormente en este capitulo proporcionan un marco
tedrico de referencia y delimitan el problema de investigacién objeto de esta
memoria. Como se ha indicado, la escasez de estudios previos de investigacion
sobre representaciones geométricas en tablas numéricas dificulta la delimita-

cion inicial del problema, toda vez que esta circunstancia hace que el campo de
trabajo esté muy abierto.

Por ello, nuestro objetivo principal en los comienzos del estudio, éste es
explorar la tabla de los cien primeros niimeros.

Esta amplia idea se va concretando conforme tratamos de responder a di-
Versos interrogantes:

- (Qué tipos de patrones numéricos podemos encontrar en la Tabla-100?

- (Qué conceptos aritméticos y geométricos estin implicados en dichos
patrones?
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- (Qué representaciones geométricas podemos encontrar para algunos de
los conceptos aritméticos anteriores?

- (Qué tipo de tareas podemos utilizar para crear un ambiente adecuado
con el fin de estudiar esas posibles representaciones?

- ,Qué grado de aceptacion por parte de nuestro estudiantes tienen este ti-
po de actividades?

- (Qué aportaciones pueden proporcionar esas tareas en relacién con el
sentido numérico de los estudiantes implicados?

Para buscar respuestas a estas preguntas, situamos nuestro trabajo dentro
de los estudios de innovacion curricular, y lo organizamos bajo dos focos de
atencion:

Primero: un estudio empirico, realizado con estudiantes de tercer curso
de la diplomatura de Magisterio organizados en tres grupos distintos, llevado a
cabo mediante una metodologia de Investigacion en el Aula.

Para implementar la innovacion curricular hemos propuesto dos bloques
de actividades diferenciadas:

a. Un primer bloque de tareas, que tiene por objeto crear un contexto o un
clima de trabajo en torno a relaciones entre aritmética y geometria.

b. El segundo bloque de actividades, que se centra en el estudio de las re-
presentaciones geométricas de los operadores aditivos.

Este estudio se sostiene sobre una propuesta curricular y se centra en las
relaciones e interacciones entre los componentes del tridngulo didéctico Profesor
— Alumno — Contenido:

Mediante las relaciones de comunicacién profesor-alumno se presentan
las tareas seleccionadas y se producen aclaraciones pertinentes en torno a algu-
nas de ellas.

Las relaciones del alumno con el conocimiento matematico se ponen de
manifiesto por la comprension de los procedimientos y representaciones que el
estudiante realiza en torno a la Tabla-100.
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- Las relaciones del profesor con el conocimiento matemético, que se po-
nen de manifiesto mediante la seleccion y planificacién de manera organizada y
secuenciada de las tareas con las que facilitar reflexiones, descubrimientos y
conclusiones por parte de los alumnos sobre la materia tratada.

Segundo: un estudio tedrico y formal de la Tabla-100 y de los operado-
res aditivos en dicha tabla, producto de las reflexiones y consideraciones tedri-
cas que el prbfesor-investigador realiza paralelamente a la investigacién empiri-
ca y que son reflejo de las relaciones del profesor con el conocimiento matema-
tico. Este segundo foco de atencién cobra un mayor protagonismo en esta me-
moria dados los resultados y las dificultades surgidas a lo largo del trabajo empi-
rico y debido a la escasa fundamentacion tedrica disponible para sustentar las
categorias de analisis de comprension de los contenidos.

2.15 Objetivos generales e hipotesis

Para enunciar los objetivos y las hipdtesis de nuestro trabajo, hacemos una
recapitulacion de las consideraciones expuestas anteriormente, que precisamos
en los puntos siguientes:

1. La Tabla-100 es un artefacto didactico que se ha revelado util para
plantear una gran riqueza de tareas, cuestiones y problemas tanto en el contexto
aritmético como en el geométrico, que constituye un recurso adecuado para des-
cubrir y estudiar patrones numeéricos.

De las revisiones bibliograficas efectuadas se desprende la escasa utili-
zacion en el medio escolar espafiol de tablas numéricas para la ensefianza y
aprendizaje de aspectos aritméticos con un enfoque geométrico. Por ello, puede
resultar novedoso y util, tanto desde el punto de vista de contenidos como meto-
doldgico, introducir en un programa de Formacién Inicial de Profesores de Pri-
maria un conjunto de actividades en torno a la Tabla-100 con el enfoque ante-
rior, para suscitar reflexiones por parte de los estudiantes sobre conceptos arit-

méticos sencillos desde la dptica que proporciona la “geometria de la Tabla-
1007,
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2. Dada la dimensién geométrica que proporciona la Tabla-100 a los di-
versos conceptos aritméticos que se pueden estudiar en ella y la variedad de pa-
trones numéricos que se pueden detectar, parece factible encontrar representa-
ciones aritméticas y geométricas adecuadas para alguno de estos conceptos.

Las relaciones basicas entre los nimeros de la Tabla-100 son aditivas. Es
por tanto la estructura aditiva la que predomina en dicha tabla, siendo las repre-
sentaciones mas faciles de obtener las que atafien a los operadores aditivos. El
material objeto de estudio brinda de esta manera una buena oportunidad para en-
contrar, al menos, dos sistemas de representacion (aritmético y geométrico) para
dichos operadores, permitiendo realizar conexiones entre ambos.

3. La Tabla-100 es una herramienta didactica sencilla que no parece pre-
sentar mayores dificultades. No obstante, T} €s susceptible también de ser vista
como un objeto matematico en el que se ponen de manifiesto estructuras y rela-
ciones matematicas. Formalizar este objeto y estudiar los problemas matemati-
cos derivados del hecho de concebir la tabla en cuestion como un plano finito
discreto, es una tarea que se ha derivado como consecuencia de los objetivos de
tipo didactico.

Bajo estas consideraciones, reenunciamos el Objetivo General de este tra-
bajo:

Explorar las potencialidades que encierra la Tabla-100 como medio
de representacion donde se pueden integrar y relacionar aspectos aritméti-
cos y geométricos en un programa de formacion inicial de profesores de
primaria.

Este objetivo general se desglosa en los siguientes objetivos parciales:
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1. Indagar en la comprensién que muestran los estudiantes para pro-
fesor al visualizar propiedades y relaciones numericas en la Tabla100 me-
diante representaciones geométricas.

2. Estudiar la viabilidad de nuevas representaciones simbélicas y
geométricas para los operadores aditivos; desarrollar y establecer conexio-
nes entre los distintos tipos de representacion.

3. Realizar una propuesta didactica en torno a la Tabla-100, integra-
da por un material de trabajo que facilite establecer relaciones entre arit-
mética y geometria por medio del estudio e identificacién de patrones y re-
laciones numéricas.

En la linea de las consideraciones y objetivos anteriores enunciamos la hi-
potesis de nuestro trabajo:

La introducciéon de una propuesta didactica fundada en torno a la
Tabla-100 en el curriculo de formacion inicial de profesores, permite a estos
estudiantes:

1. Establecer conexiones aritméticas desde un punto de vista geomé-
trico e interpretar propiedades y relaciones entre aritmética y geometria.

2. Obtener nuevas representaciones para el estudio formal de los ope-
radores aditivos.

3. Aplicar conocimientos matematicos adquiridos con anterioridad al
estudio de estas representaciones.
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CAPITULO 3

MARCO METODOLOGICO

3.1 Introduccion

En el capitulo anterior se ha presentado el objetivo general y las hipétesis
de este trabajo. En términos generales nos proponemos explorar las potenciali-
dades que encierra la Tabla-100 como medio de representacién donde se pue-
den integrar y relacionar aspectos aritméticos y geométricos en un programa de
Jormacion inicial de profesores de primaria, y en particular estudiar las repre-

sentaciones de tipo geométrico para los operadores aditivos en la Tabla-100.

Al inicio de nuestra investigacion solo contdbamos con una nocién intui-
tiva de la Tabla-100. El hecho de no existir investigaciones previas sobre las re-
presentaciones geométricas en esta tabla numérica, hizo necesario que plantea-
ramos esta investigacion de manera amplia y flexible, como estudio explorato-
rio, centrado en algunas cuestiones de investigacion. A partir de esas cuestiones
elaboramos tareas para los profesores en formacién, averiguamos la variedad y
frecuencia de respuestas a las tareas planteadas y sefialamos los puntos proble-
maticos que detectan dichas tareas. Este caracter abierto del estudio lo hemos
singularizado con el término explorar.
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Este trabajo es un estudio de innovacién curricular, realizado dentro de un
programa de formacion inicial de profesores de Primaria. Se trata de un estudio
exploratorio enmarcado en el paradigma cualitativo, con una reflexién teérica
complementaria, cuya necesidad deriva del trabajo de campo.

3.2 Diseifio de la investigacion

El disefio general de esta investigacién podemos describirlo mediante eta-
pasy fases.

En primer lugar destacamos dos etapas, diferenciadas por el tipo de estu-
dio que se lleva a cabo en cada una de ellas.

La primera etapa consiste en un estudio empirico. El trabajo de campo se
lleva a cabo con tres grupos de estudiantes, profesores de Primaria en formacion,
los cuales establecen tres momentos en el desarrollo de las fases del estudio em-
pirico. A estos grupos los denominamos G70, G3 y Gl, respectivamente, de
acuerdo con el nimero de participantes en cada grupo; en el apartado 3.5 se des-
criben las caracteristicas de los sujetos de estos grupos y el proceso seguido para
su eleccion.

En esta primera etapa se distinguen tres fases:

* En la primera fase se plantean unas cuestiones que se presentan a los
estudiantes mediante tareas y actividades, que denominamos “de contexto”. Su
finalidad estd en familiarizar a los estudiantes con la Tabla-100 y en recoger las

relaciones que establecen los estudiantes entre los &mbitos aritmético y geomé-
trico.

* La segunda fase, con los mismos grupos de estudiantes, se centra en:
- sistematizar las respuestas obtenidas en la primera fase,

- profundizar en el estudio de las cadenas como representaciones geomé-
tricas de los operadores aditivos en la Tabla-100,

- estudiar la comprension de los estudiantes para profesor sobre estos con-
ceptos.
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A lo largo de estaa dos fases del estudio se trabaja en primer lugar con el
grupo de 70 estudiantes, G70, se contintia con el grupo de 3 estudiantes, G3, y
se concluye con el grupo de 1 estudiante, G1.

* La tercera fase consiste en un balance de los resultados obtenidos, de-
tectando los puntos problemaéticos que el trabajo de los estudiantes ha puesto de
manifiesto. En esta fase se pone de relieve que el deficiente conocimiento teéri-
co de la Tabla-100 constituye un impedimento para establecer con precisién ca-
tegorias para analizar el contenido y para analizar la comprension de este conte-
nido. En este momento de la investigacion se adopta la decisién de realizar un
estudio tedrico detallado sobre la Tabla-100, los operadores aditivos en Ty y
sus representaciones geométricas. El equipo investigador decide concluir el es-
tudio de campo y el andlisis de las producciones de los alumnos e iniciar la se-
gunda etapa de investigacion con el estudio tedrico.

El trabajo realizado en esta primera etapa se presenta en los capitulos 4 y

La segunda etapa consiste en la realizacion de un estudio teérico, formal
y estructurado, sobre los contenidos matematicos manejados en la etapa anterior.
Se quiere dar respuesta a distintas interrogantes surgidas durante el trabajo de
campo tanto en las fases de realizaciéon como en la de andlisis posterior.

Abordamos en esta segunda etapa una formalizacién matematica de la
Tabla-100 y de las cadenas, asi como el comportamiento de éstas frente a ciertas
isometrias planas. Se concluye el trabajo con la aplicacion de las cadenas al es-
tudio de los patrones rectilineos que se visualizan en las Tablas-100 de k colum-
nas al considerar las clases residuales médulo m.

El trabajo realizado en esta segunda etapa se presenta en el capitulo 6.

En el presente capitulo nos referimos a la metodologia de investigacion
utilizada en la primera etapa, que corresponde a la etapa empirica del trabajo.

El esquema 3.1 resume las etapas y fases de que consta la investigacion.
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Primera etapa
Estudio empirico

Segunda etapa
Estudio tedrico-
matematico
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17 fase

2? fase

3* fase

CAPITULO 3: Marco metodolégico

Actividades de contexto

- Familiarizacién con la Tabla-100

- Relaciones entre Artimética y
Geometria

(Capitulo 4)

Estudio de las cadenas como

representaciones geométricas
de los operadores aditivos en

la Tabla-100

(Capitulo 5)

Andlisis de resultados y
deteccién de problemas de
comprensién
(Capitulo 5)

Esquema 3.1: Etapas y fases de la investigacion
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En los apartados que siguen presentamos la secuencia, metodologia, parti-

cipantes, tareas, recogida de informacion y temporalizacién de la primera etapa
del estudio.

3.3 Secuencia de trabajo en el proceso de investigacion

El investigador, que es profesor encargado de la asignatura de matemati-
cas del grupo G70 donde se realiza el trabajo de campo, asume la realizacién
préctica del trabajo.

Esta doble condicion de profesor e investigador permite:

En primer lugar, introducir los contenidos necesarios para este estudio en

el programa de la asignatura, sin que por ello cambien sus objetivos y plantea-
mientos.

El estudio de la Tabla-100 queda englobado dentro del tema "Geometria y
Numeros”, del programa oficial de la asignatura Mateméticas III del tercer curso
de la Especialidad de Ciencias de la Diplomatura de Magisterio, Plan 1971.

En segundo lugar, elegir la metodologia adecuada a la intencionalidad del
trabajo. Después de la correspondiente presentacion de la Tabla-100 a los estu-
diantes y de las aclaraciones oportunas sobre el tema, los alumnos reflexionaron
sobre las propiedades de la Tabla-100 y las situaciones que pueden utilizar en su
futura labor profesional mediante un proceso de descubrimiento guiado. Esta
orientacion constituyé un cambio metodolégico en la asignatura frente a un
método maés pasivo al que estaban acostumbrados en cursos anteriores y en otros
temas del programa.

En tercer lugar, obtener informacidn para la investigacion de manera natu-
ral y sencilla, ya que los estudiantes estin habituados a la presencia del profesor-
investigador en el aula.

En cuarto lugar, observar y analizar situaciones peculiares durante el desa-
rrollo de la investigacion, proporcionando las aclaraciones pertinentes a los es-
tudiantes y tomando decisiones en el momento oportuno.
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En quinto lugar, transmitir a los estudiantes inquietudes de indole profe-
sional al ponerlos en contacto con material y tareas novedosas, propiciando una
actitud critica con su propio curriculo y el de sus futuros alumnos.

Como responsables de la investigacion, nuestra linea de actuacién en esta
etapa consiste en elaborar unos materiales curriculares adecuados a los objetivos
planteados, implementarlos con una metodologia apropiada y analizar las res-
puestas y producciones de nuestros estudiantes.

Este trabajo se desarrolla secuencialmente de la manera siguiente:
1. Elaboracién de una planificacion general del trabajo.

2. Preparacion y redaccién de material escrito, con las tareas que deberan
desarrollar los estudiantes en la primera fase de la etapa.

3. Implementacion en el aula del material elaborado. Para ello se llevaran
a cabo sucesivamente 4 sesiones de trabajo de una duracién de dos horas cada
una en los grupos G70, G3 y Gl1, en este orden y con un intervalo aproximado
de una semana entre los distintos grupos.

4. Recogida y andlisis de las producciones realizadas.

5. Elaboracioén del material correspondiente al estudio de las cadenas co-
mo representaciones geométricas de operadores aditivos en la Tabla-100, para
dar comienzo a la segunda fase de la primera etapa.

6. Implementacion correspondiente de este material en el aula, que se rea-
liza de forma similar a la fase anterior.

7. Recogida y andlisis de las producciones realizadas.

8. Determinacion de los aspectos problematicos que deben ser tratados en
un estudio tedrico de la Tabla-100; deteccion y anélisis de problemas de com-
prension.

3.4 Caracteristicas de la investigacion

De acuerdo con la clasificacion que realizan Arnal y cols. (1992; pg. 42)
sobre modalidades de investigacion, pasamos a enumerar aquellas caracteristicas
de este trabajo que mejor lo delimitan.

Francisco Ruiz Lépez



La Tabla-100: representaciones geométricas de relaciones numéricas. 69
Un estudio con profesores de Primaria en formacién.

En relacion con su finalidad consideramos que esta investigacién es, ante
todo, descriptiva; nuestro objetivo se ajusta al fin que persigue este tipo de in-
vestigacion, que segin Cohen y Manion (1990; pg. 101) es:

"describir, comparar, contrastar, clasificar, analizar e interpretar aconteci-

mientos"

tratamos de contar lo ocurrido y no lo que ocurrird. En este sentido, es
objetivo general de nuestro trabajo, describir, clasificar y analizar las poten-
cialidades que tiene la Tabla-100 como medio de representaciéon geométrica
de conceptos aritméticos, interpretando las respuestas que los estudiantes dan a
las tareas propuestas.

En cuanto al caracter de la medida utilizamos, fundamentalmente, el
método cualitativo, ya que esta investigacion estd orientada al proceso y a los
descubrimientos, se fundamenta en la realidad y es de tipo exploratorio y des-
criptivo, cualidades éstas, entre otras, que recogen Cook y Reichardt (1986, pg.
29) al hablar del paradigma cualitativo de investigacién.

Dado que pretendemos identificar propiedades, situaciones problematicas,
y posibilidades de representacion en la Tabla-100, necesitamos incorporar una
componente cuantitativa (G70) que proporcione cantidad y variedad de res-

puestas a las cuestiones planteadas, con el fin de observarlas posteriormente con
mayor detalle (G3 y G1).

Realizamos el estudio empirico por medio de una triangulacion, asu-
miendo las pretensiones de las técnicas triangulares en las ciencias sociales que
sefialan Cohen y Manion (1990; pg. 331), pues éstas tratan de explicar de mane-
ra mas completa la riqueza y complejidad del comportamiento humano estu-

diandolo desde mas de un punto de vista, utilizando datos cuantitativos y cuali-
tativos.

Nuestra investigacion supone también la realizacion de una triangulacion
en el tiempo, ya que efectuamos un estudio longitudinal analizando datos de un
mismo grupo (G70) a lo largo del tiempo, y un estudio transversal mediante el
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que se obtienen datos de diferentes grupos (G3 y G1) en un momento determi-
nado y sobre las mismas cuestiones.

Por el marco en que tiene lugar la investigacion se trata de una investiga-
cion de campo, ya que se centra en el trabajo de aula estudiando un grupo natu-
ral de clase (G70), aunque complementado con otros dos (G3 y G1) pertene-
cientes a grupos distintos.

Por 1ltimo, y dado el cardcter de innovacion curricular que presenta nues-
tro trabajo, podemos decir que la investigacion realizada estd orientada a la
aplicacion, ya que aborda las posibilidades de utilizacién en el aula de un mate-
rial didéctico, la Tabla-100, desde la perspectiva de las representaciones geomé-
tricas.

3.5 Sujetos participantes

La investigacién empirica la desarrollamos con participacién de tres gru-
pos distintos de alumnos:

a. Un grupo natural de estudiantes de tercer curso de la especialidad de
Ciencias Fisico Naturales de Magisterio, en su ltimo afio de vigencia del plan
de estudios. El nimero oficial de alumnos matriculados en este grupo era de 91,
si bien asistian a clase con cierta regularidad unos 70 estudiantes, razén por la
cual a esta poblacion la denominamos G70.

b. Una seleccion de tres estudiantes, dos chicos y una chica, del mismo
curso y caracteristicas similares a los anteriores, pero pertenecientes a grupos
distintos y cuyas clases eran impartidas por un profesor diferente del profesor-
investigador. Estos alumnos no estaban integrados en G70. Nos referimos a este
grupo bajo el nombre de G3.

c. El tercer grupo con el que se desarrollé el trabajo estaba constituido
por una alumna, con las mismas caracteristicas que los componentes de G3 pero
no incluida en el mismo grupo que ellos. Denominamos a este tercer grupo G1.

La seleccion de los componentes de G3 y G1 se llevd a cabo en Diciem-
bre de 1996 de entre 20 estudiantes de tercer curso de Magisterio (especialidad
en Ciencias Fisico-Naturales, plan 1971). Estos estudiantes constituian un grupo
de practicas de ensefianza del que el profesor-investigador era tutor. Después de
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una sesion de debate sobre la Tabla-100, se animé a los estudiantes a plantear
preguntas sobre dicha tabla y a reflexionar sobre posibles actividades que se po-
drian proponer a los escolares con los que realizaban las practicas.

Dicha seleccion se realizd entre las personas del grupo que manifestaron
interés en participar, sin recibir contrapartida académica por ello. La invitacién a
participar en G3 y G1 la realiz6 el profesor-investigador sin tener conocimiento
previo de las notas académicas de los estudiantes. Podemos decir que se hizo
una seleccién teniendo en cuenta razones de disponibilidad y condiciones inten-
cionales, ya que la eleccion se llevo a cabo entre los estudiantes que mostraron
interés por la Tabla-100.

3.6 Plan metodologico

Aunque las especiales caracteristicas de nuestra investigacion han condu-
cido a un disefio y unas estrategias de indagacién propias, podemos reconocer en
este estudio algunas caracteristicas del método de investigacion educativa cono-
cido como investigacion en el aula. Hopkins (1989) entiende la investigacion en
el aula como una variante de investigacion-accion, llevada a cabo por los profe-
sores para perfeccionar su ensefianza, que favorece la reflexion critica de estos
profesores sobre sus destrezas, incrementa la responsabilidad sobre sus acciones
y facilita la mejora de su sistema de ensefianza.

La investigacion en el aula surge como alternativa al paradigma psico-
estadistico en el que se ha desarrollado gran parte de la investigacion educativa
en épocas pasadas. Algunas de las causas, por las que este método tradicional no
satisface plenamente a los profesores son sefialadas por Hopkins (1989, pg. 42):

1. La dificultad que encierra obtener muestras al azar en ambientes edu-
cativos.

2. La cantidad de variables de contexto que operan en las aulas (cultura de
la comunidad, personalidad del profesor, ideario del centro, etc.) y que afectan a
los resultados.

3. La dificultad para establecer criterios de actuacion efectiva en el aula.
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Stenhouse (1979, citado en Hopkins; 1989, pg. 42) afiade dos problemas
mas:

4. El progreso individual de los estudiantes interesa mas a los profesores
que el resultado en conjunto de la clase, en contraste con el interés en la cantidad

que tienen los métodos tradicionales. La investigacion en el aula se interesa mas
por los casos que por las muestras.

5. Las interacciones profesor-alumno que producen un aprendizaje efecti-
vo no son tanto consecuencia de un método estandarizado de ensefianza como el
resultado del compromiso de profesores y alumnos en una accién que tenga sen-
tido para ellos, y una accién significativa no puede ser normalizada por el con-
trol o la muestra.

Segun Hopkins (1989), la metodologia de investigacion en el aula realiza-
da por los profesores se debe ajustar a los cinco principios siguientes:

1. La funcién principal del profesor es la de ensefiar y ningiin método de
investigacion debe interrumpir esta tarea.

2. El método de la recopilacién de datos no debe ocupar al profesor un
tiempo excesivo.

3. La metodologia empleada debe ser lo bastante fidedigna para permitir a
los profesores formular las hipétesis con seguridad y desarrollar estrategias apli-
cables a la situacion de sus aulas.

4. El problema objeto de la investigacion emprendida por el profesor debe
ser un problema atractivo para él.

5. Es necesario que los profesores-investigadores presten atencion a los
aspectos éticos que rodean su trabajo.

Por lo que se refiere a nuestro trabajo, las dos fases de que consta su estu-
dio empirico se ajustan a una misma estrategia metodolégica, principalmente
cualitativa, acompafiada de un analisis de las frecuencias obtenidas por los estu-
diantes en los distintos items.

Pasamos a desglosar sus distintos apartados:
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En primer lugar, se comienza trabajando con el grupo G70. Después de
abordar aspectos relacionados con Geometria y Nimeros, tales como los ntiime-
ros figurados, el profesor realiza una presentacién del trabajo a desarrollar en las
sesiones siguientes, comenzando por exponer a los alumnos la Tabla-100, los
objetivos perseguidos y la metodologia que se seguiran en estas sesiones. Las
caracteristicas de las tareas realizadas en estas sesiones de trabajo se encuentran
en el apartado 3.7.2 de este capitulo y, con més detalle, en el capitulo 4.

En segundo lugar, se hace entrega a los componentes de G70 del material
escrito correspondiente a las tareas de la primera sesién. A la vista de su desa-
rrollo y de los resultados obtenidos, se presentan las tareas en el grupo G3,
prestando especial atencion a los aspectos mas conflictivos antes detectados, que
determinan la observacion y analisis del profesor. Este mismo proceso se trasla-
da a G1, llevando a cabo la sesion de trabajo sobre las mismas cuestiones que en

los grupos anteriores y tratando de profundizar en las dificultades de compren-
sion detectadas.

Concluida la primera sesion se inicia la segunda sesién con G70 con la
entrega del material escrito y se repite el ciclo descrito con anterioridad, asi su-
cesivamente hasta concluir las cuatro sesiones de trabajo planificadas. Los co-
mentarios sobre la implementacién de estas sesiones, la sistematizacién de las

respuestas de los estudiantes y el analisis derivado, se desarrollan en el capitulo
4,

Este proceso permite, a lo largo de las cuatro sesiones de la primera fase,
obtener una idea del grado de aceptacion de las actividades realizadas y el inte-
rés suscitado por las mismas entre los estudiantes. Anotamos también las difi-
cultades encontradas en la interpretacion y realizacién de las tareas, especifican-
do aquellos aspectos que necesitan un mayor estudio por nuestra parte.

En tercer lugar, una vez familiarizados los alumnos con la Tabla-100, uti-
lizamos la misma dindmica de trabajo en el aula para las tres sesiones siguientes,
en la segunda fase del estudio centrada sobre el trabajo con las cadenas como
representaciones geométricas de los operadores aditivos en dicha tabla, objeto
principal de esta investigacion.
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En el proceso de investigacion hemos tenido en cuenta los principios
mencionados anteriormente a los que, segun Hopkins, las investigaciones en el
aula realizada por profesores deben ajustarse. Esto es asi en nuestro caso, ya
que:

1. No se ha interrumpido la marcha normal de clase en ningin momento,
integrandose la materia objeto de estudio en el propio programa de la asignatura.

2. La recogida de los datos ha tenido lugar, en su mayor parte, fuera del
tiempo de las horas lectivas, en las sesiones con G3 y G1. Con el grupo G70 se
ha trabajado sobre las producciones escritas elaboradas en clase, pero su trata-
miento y sistematizacion se ha hecho fuera del aula.

3. La metodologia utilizada ha sido flexible y ajustada a las necesidades,
tanto de la investigacién como de los alumnos y del propio profesor; ha permiti-
do corregir sobre la marcha errores e incluir nuevas cuestiones a la vista del de-
sarrollo de las sesiones.

4. El problema objeto de investigacion surge de las inquietudes profesio-
nales y personales del profesor, tal y como qued6 relatado en el primer capitulo,
siendo por tanto un problema de su interés.

5. La seleccién de los estudiantes que componen los grupos G3 y G1 se
produjo después de una charla sobre el uso la Tabla-100 en la escuela, manifes-
tando los propios estudiantes su interés por participar en esta investigaciéon de
manera voluntaria y sin contraprestacion especial. Este compromiso lo han
mantenido con su asistencia regular a todas las sesiones de trabajo planificadas y
con el interés mostrado en llevar adelante las tareas propuestas. Nuestro deseo
por mantener esta investigacion en las mismas condiciones que los demds temas
del programa, incluyendo la realizacién del correspondiente examen, justifican
el hecho de no informar a los componentes del grupo G70 del caracter de inves-
tigacién que presentaban estas sesiones de trabajo integradas en el tema de
Geometria y Numeros. Hemos contado ademas con el consentimiento de los es-
tudiantes para realizar las grabaciones en video y audio de las sesiones.
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3.7 Seleccion de tareas
3.7.1 Exploraciones previas

En los inicios de nuestro trabajo, y como punto de partida para comenzar
nuestra investigacion, planteamos a los estudiantes para maestro cuestiones e
interrogantes generales sobre tablas numéricas. Decidimos realizar una serie de
exploraciones preliminares con el fin de tener una idea del interés que podria
despertar la Tabla-100 en estos estudiantes, y el tipo de actividades con las que
podriamos comenzar el trabajo. Con este fin se realizaron las cuatro exploracio-
nes siguientes durante el curso 1994/95:

Primera: Identificacion de caracteristicas de la Tabla-100 y preguntas que
se pueden efectuar sobre ella en un contexto escolar. Esta experiencia se llevo a
cabo en un grupo de Primer curso de Magisterio (especialidad de Educacién
Musical) (ver Anexo 3.1).

Segunda: Exploracion de las ideas previas que los estudiantes de Tercero
de Magisterio (especialidad de Ciencias) tienen sobre tablas numéricas, y en es-
pecial sobre la Tabla-100, asi como el reconocimiento de algunas propiedades
numeéricas que se presentan en esta tabla (ver Anexo 3.2).

Tercera: Identificacion de relaciones y patrones numéricos en la Tabla-
100, con los mismos alumnos de Tercero de Magisterio (ver Anexo 3.3).

Cuarta: Identificacion de patrones numéricos en las filas, columnas y dia-
gonales de la Tabla-100; identificacion de cadenas como operadores aditivos y
realizacion de isometrias sobre dichas cadenas. Esta experiencia, cuyas activida-
des recogemos en el Anexo 3.4, tuvo lugar con alumnos de quinto curso de la
Licenciatura de Matematicas durante el curso 95/96.

Resumimos las experiencias anteriores en la tabla 3.1:
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1. Caracteristicas de la Tabla-100 y preguntas que se pueden hacer
sobre ella (proyeccién de transparencia con la Tabla-100) Magisterio
22/11/94 (Ed. Musi-
2. Reconocimiento de patrones numéricos (proyeccién de dos traspa- cal)
rencias en las hay sefialados algunos patrones)
Anexo 3.1
Ideas previas sobre tablas numéricas y la Tabla-100
- Qué es una tabla numérica, ejemplos y uso mas frecuente. Tercero de
La tabla-100: N
- Descripcion. M?gISt.e ro
14395 | . Caracteristicas relevantes. (Ciencias).
- Semejanzas y diferencias entre filas y columnas.
. .. . . Anexo 3.2
- Citar el digito que mds se repite y el que menos se repite.
- Comparar un niimero con los que le rodea.
- Encontrar patrones numéricos en las filas, columnas y diagonales.
Patrones numéricos en la Tabla-100 Tercero de
28/3/95 . . Magisterio
- Patrones numéricos en poligonos con vértices en los niimeros de la tabla. | (Ciencias).
- Patrones con los miiltiplos de un nimero.. Anexo 3.3
Patrones, cadenas y transformaciones en la Tabla-100 Quinto de
- Patrones numéricos en las filas, columnas, diagonales y otras lineas de la| Matemati-
14/12/95 | tabla. cas
- Identificacién de poliminds con operadores aditivos (cadenas)
- Reflexiones y giros con las cadenas. Efecto en el operador. Anexo 3.4
Tabla 3.1

De manera global pudimos observar la buena acogida que tuvieron las ta-
reas propuestas en los tres grupos de estudiantes seleccionados, obteniendo una
gran variedad de respuestas a los tipos, utilidad y contexto de uso de las tablas
numéricas en general y profusion de caracteristicas de la Tabla-100 en particu-
lar. No obstante, constatamos que las tareas que componian la sesién denomina-
da "Patrones numéricos en la Tabla-100" tenian un caracter demasiado cerrado,
lo que impidi6 obtener la variedad de respuestas que las exploraciones anteriores
habian producido, limitandose los alumnos en este caso a realizar célculos nu-
méricos y comprobar ciertas regularidades. Esto hizo replantear el tipo de tareas
que debiamos proponer a los estudiantes y decidimos orientar nuestro trabajo,
principalmente hacia el estudio de las cadenas en la Tabla-100. Fue entonces
cuando realizamos la experiencia con los estudiantes de quinto curso de la licen-
ciatura de Matematicas, con actividades en las que proponiamos el manejo de
"cadenas" como representaciones geométricas de operadores aditivos. La buena
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acogida de las actividades de esta sesion influy6 en el disefio de las dos fases de
nuestra investigacion.

3.7.2 Tareas de la primera fase de investigacion

Las tareas de esta primera fase del estudio empirico las denominamos "de
contexto" por cuanto tratan de contextualizar las actividades referentes a las ca-
denas. Se distribuyen en cuatro sesiones de dos horas cada una, contabilizando
un total de 34 tareas. Para la elaboracion de algunas de estas tareas se han tenido

en cuenta actividades de aula propuestas por Litwiller y Duncan (1978) y Rose-
man (1985).

Presentamos en la tabla 3.2 una breve descripcion de estas tareas:

Tareas

1° sesién: Divisibilidad y operaciones aritméticas
Preliminar | Colorear la Tabla-100 con criterios de divisibilidad (Tabla coloreada)
1.1a; 1.1b; | Identificar los desplazamientos por la tabla bajar/subir, derecha/izquierda en términos de
lc operaciones aritméticas.
. Describir en lenguaje ordinario y en lenguaje matematico la utilizacién de los desplaza-
1.2;13 : -
mientos por la tabla para realizar la suma 24+21.
. Describir en lenguaje ordinario y en lenguaje matematico la utilizacién de los desplaza-
1.4a; 1.4b | 7 .
mientos por la tabla para realizar la resta 36-19.
1.5 Expresar la relacién entre la suma y la resta.
. Describir en lenguaje ordinario y en lenguaje matematico la utilizacién de los desplaza-
1.6a; 1.6b | .
mientos por la tabla para realizar los producto 4x7 y 7x4.

1.7 Enunciar [a propiedad que se reconoce en las dos tareas anteriores
}.ga; 1.8b; Describir los desplazamientos por la tabla para realizar los cocientes 45:3 y 47:6
1.10 Relacionar las dos operaciones producto y division.

1.11; 1.12 | Describir los desplazamientos por Ia tabla para realizar el célculo del m.c.d. (24, 36).

Segunda sesién: Divisibilidad y patrones visuales
2.1;  2.2; | Expresar en lenguaje ordinario y en lenguaje matemético regularidades numéricas en los
23,24 patrones diagonales que constituyen los multiplos de los nimeros.

25 Encontrar patrones geométricos (cadenas) que unan multiplos de un nimero y asociarlos al
) operador aditivo correspondiente.

Tercera sesion: Divisibilidad y geoplano (I)

3.1 Calcular el érea del paralelogramo que se forma uniendo 4 miltiplos consecutivos de 7.
32 Explicar la estrategia de calculo del 4rea en la tarea anterior.

3.3 Extender la tarea 3.1 a los maltiplos de 2, 3, ..., 9.

34 Enunciar alguna regularidad encontrada en la tarea anterior,

3536 Determinar el efecto que producen las reflexiones de eje horizontal y vertical, asi como los
T giros de 90°, 270° y 180° sobre los multiplos de 7 y expresar regularidades encontradas.
3.7 Determinar invariantes en la tarea anterior.

Cuarta sesion: Divisibilidad y geoplano (II)
4.1 Determinar los poligonos que se obtienen al unir n puntos multiplos consecutivos de 7 y
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Tareas

carl.cular” el 4rea.

4.2

Expresar las regularidades encontradas en la tarea anterior.

43,44

Realizar las tareas anteriores con los multiplos de 2.

Tabla 3.2

3.7.3 Tareas de la segunda fase

Para estudiar el principal foco de investigacion que constituye esta segun-
da fase, se redactaron 27 tareas originales, todas ellas relacionadas con las repre-
sentaciones geométricas de los operadores aditivos que hemos denominado "ca-
denas". Estas tareas se distribuyeron en 3 sesiones de dos horas de duracién cada

una, cuyos contenidos recogemos de manera resumida en la tabla 3.3.

Tareas
Primera sesion:
Elementos algebraicos del conjunto de las cadenas con la “operacién suma”
11 Encontrar representaciones de tipo geométrico (cadenas) para expresar el operador “sumar
21” en la Tabla-100.
1.2 Encontrar cadenas para expresar el operador “restar 21” en la Tabla-100.
1.3 Encontrar una ley o criterio para “sumar” las cadenas encontradas anteriormente.
1.4 Estudiar en qué condiciones la ley anterior es una verdadera ley de composicién interna.
1.5a: 1.5b Encoptrar una ley o criterio para “sumar” los operadores aditivos asociados a las cadenas
anteriores.
1.6;1.7 Enc’(,)ntrar la cadena.l y el op'erador asociado que sea elemento neutro para las leyes de “su-
mar” en los respectivos conjuntos de cadenas y operadores.
1819 Encontrar la cadena y e_l operador asociado que sea elemento simétrico de una cadena y
operador dados, respectivamente.
Segunda sesion: cadenas y transformaciones geométricas
2.1:22 Someter una gadena determinada a .reﬂexim.les de eje vertical y horizontal, observando el
efecto producido en el operador aditivo asociado.
23 Encontrar isometrias que dejen invariante al operador asociado a una cadena.
24 Realizar composiciones entre las reflexiones mencionadas.
2.5 Extender las tareas anteriores a reflexiones de ejes oblicuos.
Especificar el efecto producido por tales reflexiones sobre las unidades y sobre las decenas
2.6 de las cadenas por separado, y encontrar cadenas que permanezcan invariantes frente a al-
guna de estas reflexiones.
27 Estu.diar la inﬂ}lencia de la eleccion de cadenas distintas pero equivalentes frente a las re-
flexiones anteriores.
Tercera sesion: Cadenas y representaciones simbélicas. La Tabla-100 de k columnas
3.0, 32 Encon.tr.ar representaciones simbfil‘icas d.istintas de las ca_denas para expresar los qperado-
33.34 res admvgs en la jI‘.abla-IOO y utilizar dichas representaciones para aplicarlas en ejemplos
de operaciones aditivas con operadores.
354 Expresar con las notaciones simbélicas encontradas anteriormente el “elemento neutro”
) para la “suma” de operadores.
3.5p Expresar con las notaciones simbdlicas encontradas anteriormente el “elemento simétrico”
) de un determinado operador.
36 Dibujar una cadena correspondiente a un determinadg operador aditivo'en la Tablfi-lOO de
’ 7 columnas, escribiendo la simbolizacién correspondiente con las notaciones anteriores.
3.7 Encontrar el operador aditivo asociado a una cadena dada en la Tabla-100 de 7 columnas.
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Tafreas ’ e ~ Resumen de los contenido ; &
Escrlbxr la descomposmén polindémica correspondiente a un operador asociado a una ca-
3.8
dena en la Tabla-100 de 7 columnas.
Encontrar un sistema de representaciéon numérica en el que se escriba con los mismo digi-
3.9 tos un operador asociado a una cadena en la Tabla-100 de 10 columnas que en la Tabla-
100 de 7 columnas.

Tabla 3.3
3.8 Recogida de informacién y temporalizacion

Las especiales caracteristicas de generalidad y flexibilidad de nuestra in-
vestigacion requerian unas técnicas de recogida de informacién acorde con ellas,
dentro del paradigma cualitativo y de acuerdo con las técnicas propuestas por la
metodologia de investigacion en el aula.

La primera fuente de informacién procede de las respuestas por escrito
que los estudiantes de G70 realizan a los cuestionarios presentados por el profe-
sor-investigador. Se trata de material original estructurado, con algunas conside-
raciones y preguntas abiertas, hecho éste que, si bien proporciona variedad y
cantidad de producciones, dificulté notablemente su organizacién y anélisis, ya

que con frecuencia los alumnos debian completar tablas para buscar regularida-
des.

Este material escrito se complementa con las notas de campo que el pro-
fesor-investigador recogia a la luz del desarrollo de las sesiones, anotando las
dudas planteadas por los estudiantes y las aclaraciones realizadas por el profe-
sor, principalmente en relacion con la interpretacion de algunas tareas.

La segunda fuente de informacidn proviene del grupo G3. Los estudiantes
recibian un material escrito similar al de G70 pero se les invitaba a dar sus res-
puestas oralmente, en voz alta, y a ponerse de acuerdo para encontrar una res-
puesta de grupo. Aunque quedaba constancia por escrito de los dibujos y es-
quemas que formaban parte de las respuestas de los alumnos, las sesiones se
grabaron en video y audio, con el fin de analizar con mas detalle las interven-
ciones, tanto de los componentes de G3 como del profesor.

La tercera fuente de informacion procede de las entrevistas con G1. Las
dos primeras sesiones de trabajo se grabaron con video. Dado que quedaba re-
gistro por escrito de todos los dibujos y esquemas que Julia (la alumna de este
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grupo) realizaba y el hecho de que la mera presencia de la cdmara le cohibiera,
decidimos grabar las sesiones exclusivamente en audio, lo que no constituyé
restriccion alguna a la hora de obtener todas las producciones.

La recogida de informacién de la parte empirica del estudio la completa-
mos con la realizacién de una encuesta a toda la poblacién objeto de estudio,
con el fin de obtener informacion sobre la opinién de los estudiantes sobre la
utilidad e interés que estas tareas han despertado en ellos (Anexo 3.5).

La temporalizacion de las actividades Ilevadas a cabo la resumimos en la

. xG-70 i

- .. L g

. Divisibilidad y operaciones aritméticas 25/1/96 | 1/2/96 |6/2/96
r 1" fa 2" | Divisibilidad y patrones 8/2/96 | 15/2/96 |20/2/96

- 8¢ T3 I Divisibilidad y Geoplano 1 7 2272/96 | 29/2/96 | 5/3/96
g ] 4* | Divisibilidad y Geoplano II 4 7/3/96 | 14/3/96 |19/3/96

- 2 | Elementos algebraicos del conjunto de

. > las cadenas con la “operacién suma” 10 18/4196 | 23/4196 | 25/4/96

- f;; - 6 cCaasdenas y transformaciones geométri- 7 30/4/96 |7/5/96 | 9/5/96

Tercera sesion: Cadenas y representa-
7° | ciones simbélicas. La Tabla-100 de k 10 14/5/96 [21/5/96 |28/5/96
columnas

Encuesta 28/5/96 |28/5/96 |28/5/96

Tabla 3.4

La tablas 3.5 muestra el nimero y porcentaje (respecto del total de 91) de
estudiantes de G70 que realizan las sesiones correspondientes a las dos fases.

. Primerafase. | . .. Segundafase
1 1*sesion A a . 2. 7% sesion
S | Dpivy 2. sesion 3% sesién 4 sesién 5% sesion 6" sesion Cadenas,
Sesiones de Div.y pa-| . . Cadenas y | Cadenasy
operac. . | Div.y geo- | Div. y geo- repres.
.. ... | trones vi- elem. alge- transf. .
aritméti- plano 1 plano I . simb. y
suales braicos geomét.
cas T 100k
N° alumnos | 63 51 50 45 68 66 50
% | 692 56,0 54,9 49,5 74,7 72,5 54,9

Tabla 3.5

La tabla 3.6 ofrece las frecuencias absolutas (n;) y relativas (%) de los es-
tudiantes segun el numero de sesiones efectuadas, asi como las correspondientes
frecuencias acumuladas ascendentes y descendentes.
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0 6,6 6,6 (100,0)
8 14 85
I @38) (15,4) (93,4)
7 21 77
2 | an (@3,1) (84,6)
8 29 70
3138 (31,9) (76,9)
12 41 62
Ao lasy ] @s) (68,1)
20 61 50
5 (22,0) (67,0) (54,9)
11 72 30
6 [azn| @91 (33,0)
19 91 19
7 1 (209 (100,0) (20,9)
Tabla 3.6

La tabla 3.7 contiene el nimero y porcentaje de estudiantes que realizaron
0, 1, 2 6 3 sesiones del estudio de las cadenas. Los datos que proporcionamos en
el capitulo 5 sobre este estudio se refieren a los 43 estudiantes que realizaron las

tres sesiones completas, lo que supone el 47,3% de los 91 estudiantes matricula-
dos en el curso.

Estudio de las cadenas

N° de sesion

15 12 21 43
(16,5) [ (13,2) | (23,1) | (47,3)

Tabla 3.7
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CAPITULO 4
ESTUDIO EMPIRICO: TAREAS DE CONTEXTO

4.1 Presentacion y objetivos

Antes de abordar directamente las representaciones geométricas de con-
ceptos aritméticos en la Tabla-100 decidimos suscitar un ambiente 0 marco de
trabajo con el fin de familiarizar a los estudiantes de los grupos G70, G3 y G1
con la propia Tabla-100, y propiciar la busqueda de relaciones sencillas entre la
Aritmética y la Geometria. La primera fase del trabajo de campo est4 dedicada a
este objetivo.

Como tépico aritmético central y punto de partida se tomé la Divisibili-
dad. Con esta perspectiva aritmética trabajamos exclusivamente con los niime-
ros de la tabla.

El elemento geométrico basico para establecer las conexiones con la divi-
sibilidad es el Geoplano. Consideramos para ello que los puntos del geoplano
estan situados en el centro de cada casilla asociados a los nimeros correspon-
dientes de la Tabla-100. Estudiamos poligonos cuyos vértices son los puntos que
estan asociados a multiplos de un determinado niimero, y utilizamos transforma-
ciones geométricas sencillas como instrumento dindmico que permita encontrar
relaciones entre los ambitos aritmético y geométrico.

A tal efecto se desarrollaron cuatro sesiones de dos horas cada una, que
denominamos:

1. Divisibilidad y operaciones aritméticas.
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2. Divisibilidad y patrones.
3. Divisibilidad y Geoplano (I)
4. Divisibilidad y Geoplano (II)

En las dos primeras sesiones partimos de lo aritmético y tratamos de co-
nectar conceptos aritméticos con “desplazamientos sobre la tabla” y regularida-
des de caracter visual-geométrico, englobando bajo esta expresion a las regula-
ridades que ofrecen un impacto visual y adoptan formas de tipo geométrico, co-
mo son las lineas rectas y quebradas. En las dos sesiones siguientes partimos de
figuras geométricas (poligonos cuyos vértices corresponden a multiplos de un
determinado numero) y tratamos de obtener conexiones con lo aritmético por
medio del célculo de las areas de dichos poligonos.

Estas pretensiones las resumimos en los siguientes
4.1.1 Objetivos generales
1. Familiarizar a los estudiantes con el uso de la Tabla-100.

2. Constatar la correspondencia que existe entre las operaciones aritméti-
cas basicas y los desplazamientos por la tabla, dotando a aquellas de un sentido
dinédmico.

3. Encontrar regularidades de carécter visual-geométrico en la tabla colo-
reada e interpretarlas aritméticamente.

4. Establecer conexiones entre el area de un poligono y el hecho de ser sus
vértices puntos del geoplano asociados a los multiplos de un determinado niime-
ro.

5. Estudiar los multiplos de un ntimero en la Tabla-100, desde un punto de
vista dindmico, sometiéndolos a isometrias planas sencillas y observando el
efecto aritmético producido.

Aunque el principal foco de investigacion de este trabajo se centra en las
representaciones geométricas de los operadores aditivos en la Tabla-100, que
abordaremos en el préximo capitulo, creemos que es pertinente describir, al me-
nos de manera resumida, los resultados de estas actividades que llamamos de
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contexto, ya que constituyen la primera fase del trabajo en el aula, punto de par-
tida y bagaje con el que los estudiantes se enfrentarian posteriormente al estudio
de dichas representaciones.

En cada una de las sesiones con los grupos G70, G3 y Gl, presentamos
globalmente:

- Los objetivos.

- Los contenidos o tareas propuestas.

- La valoracion y clasificacion de respuestas.

- Consideraciones sobre los resultados de cada sesién.

Las sesiones se han desarrollado secuencialmente en los grupos G70, G3
y G1, en este orden. Con objeto de favorecer una visién mas clara de los resul-
tados de las tareas, éstos los presentamos de manera transversal, recogiendo las

respuestas que sobre cada grupo significativo de tareas ofrecen los grupos antes
citados.

4.2 Primera sesion: Divisibilidad y operaciones aritméticas
4.2.1 Descripcion general y objetivos

En esta primera sesion se presenta la Tabla-100 a los estudiantes. Se co-
mienza coloreando las casillas con distintos colores y elementos (cuadrado, cir-
culo, triangulo) segin que los nimeros en dichas celdillas sean miltiplos de un
determinado niimero (del 2 al 9), obteniendo una tabla-100 que denominamos
tabla coloreada.

Proponemos a los alumnos “traducir” en términos aritméticos el significa-
do de “desplazarse por la tabla hacia abajo, arriba, a la derecha y a la iz-
quierda”, y utilizar estos significados para reflexionar sobre las operaciones
aritméticas con un enfoque dindmico, en términos de dichos desplazamientos,
utilizando los criterios de coloracion de la tabla.
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4.2.1.1 Objetivos la sesion

1. Relacionar las operaciones aritméticas elementales con los desplaza-
mientos en la Tabla-100.

2. Expresar en lenguaje matematico el significado de los diversos despla-
zamientos que el alumno efectia en la tabla.

3. Establecer criterios para efectuar la suma, resta, multiplicacién y divi-
sién con dos nimeros en la Tabla-100, utilizando el significado aritmético dado
a los desplazamientos por dicha tabla.

4. Utilizar los criterios anteriores para determinar el cardcter de sumas y
restas repetidas que tienen la multiplicacion y la division respectivamente, asi
como el hecho de ser éstas operaciones inversas entre si.

5. Establecer el concepto de maximo comun divisor de dos numeros en la
tabla coloreada, buscando estrategias para su determinaciéon mediante la exclusi-
va utilizacion de los criterios de coloracion de dicha tabla.

4.2.2 Actividades de la sesion

4.2.2.1 Tarea inicial: construccion de la tabla coloreada

Se entrega a los componentes del | ! | 2 | 3| @] s [E{AL®[ ) 10 |
grupo una hoja con la Tabla-100 (Fig. 4.1) | ! b 15 7 19
preparada para ser coloreada con los si- | * > > >7 2
guientes criterios: . » . ¥ 3

41 43 45 47 49
e Escribe en rojo los nimeros pares.

51 53 55 57 59
e Colorea en verde el tridngulo superior | e 63 65 67 69
derecho en las casillas que contienen | 73 75 71 79
multiplos de 3. 81 83 85 87 89
. 91 93 95 97 99

e Rodea con un circulo los multiplos de 4.

Fig. 4.1 (G70-1° sesion-tarea inicial)
e Colorea en azul el cuadrado inferior derecho en las casillas que contienen
multiplos de 5.

¢ Rodea con un cuadrado los miltiplos de 6.
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® Rodea con un triangulo los maltiplos de 7.

* Colorea en negro el tridngulo inferior izquierdo en las casillas que contienen
multiplos de 8.

* Colorea en amarillo el tridngulo superior izquierdo en las casillas que contie-
nen multiplos de 9.

La figura 4.2 muestra la tabla, una vez coloreada con los criterios anterio-
res:
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Tabla coloreada

1 2 ;Oi
1)
E 22 30
e @
41 /42\ 50
_S-i/@ {60

61 62

Fig. 4.2 (G70-1? sesién-tabla coloreada)
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Se pide a los estudiantes que realicen las 18 tareas siguientes utilizando
solamente la tabla coloreada.

4.2.2.2 Tareas propuestas

Tarea 1.1 (T 1.1)

Explica el significado en términos de operaciones aritméticas de:
a) Bajar/subir una casilla
b) Bajar/subir k casillas
c) Ir a la izquierda/derecha 3 casillas

T 1.2 Describe verbalmente como efectuarias la suma 24+21 despla-
zandote por la tabla.

T 1.3 Traduce tu frase anterior a lenguaje matematico
T1.4a Describe verbalmente como antes la operacion resta: 36-19
T1.4b Expresa lo anterior en lenguaje matematico

T 1.5 {Qué relacion encuentras entre dichas operaciones de sumar y
restar?

T 1.6a Expresa brevemente los desplazamientos que harias por la ta-
bla para realizar el producto: 4 x 7 =28

T 1.6b Expresa brevemente los desplazamientos que harias por la ta-
bla para realizar el producto: 7 x 4 =28.

T 1.7 Enuncia en términos de desplazamientos por la tabla coloreada
y da nombre a la propiedad que interviene en el ejercicio anterior.

T 1.8a Explica de igual modo los pasos a dar para calcular el cociente
45:3

T 1.8b Explica de igual modo los pasos a dar para calcular el cociente
47:6

T 1.9a Relaciona tus respuestas con el algoritmo de la division 45:3

T 1.9b Relaciona tus respuestas con el algoritmo de la division 47:6
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T 1.10 ;Qué relacién encuentras entre estas dos operaciones producto
y division?

T 1.11 ;Como determinarias el m.c.d.(24,36) usando los colores de la
tabla?

T 1.12 Relaciona tu procedimiento empleado con el algoritmo usual.

4.2.3 Caracteristicas de las tareas

La tabla 4.1 muestra las caracteristicas principales de las 18 tareas pro-
puestas a los alumnos, atendiendo a:

- Tipo de expresion o lenguaje que se espera que utilice el estudiante:
(LC): Lenguaje comun.

(LS): Lenguaje simbblico (aritmético-algebraico, o visual-geométrico).
(LCLV): La tarea puede ser realizada utilizando ambos lenguajes.

- Tipo de relacién entre ambitos aritmético y visual-geométrico:

(AV): La tarea supone una “traduccion” del ambito aritmético al visual-
geométrico.

(VA):La tarea supone una “traducciéon” del marco visual-geométrico al
aritmético.

(VA"AV): La tarea supone una doble “traduccién” en ambos sentidos en-
tre los campos aritmético y visual-geométrico.

YA Laen | ain | ©
T

| AV | 0| 0 0

T 5 3

(5.6) (16.7)

3 3 3

(722) | ary | 6.7
Tabla 4.1 (G70-1° sesi6n)
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La tabla anterior ayuda a realizar las siguientes observaciones sobre las ta-
reas propuestas en esta primera sesion:

1) No se propone a los estudiantes ninguna tarea que suponga una relacién
exclusivamente aritmética o visual-geométrica.

2) Existe un predominio claro de las tareas que suponen una “traduccién”
del marco aritmético al visual-geométrico (AV), lo que favorece el objetivo de
buscar formas distintas de realizar operaciones aritméticas y reflexionar sobre su
significado utilizando los simbolos y codigos de coloreado y desplazamientos
por la tabla coloreada.

3) Hay también un mayor numero de tareas que piden el uso del lenguaje
comun mas que el simbolico, con la idea de propiciar la reflexion por parte de
los estudiantes sobre el significado de ciertas operaciones aritméticas.

4) La combinacion de caracteristicas que mas se presenta (50.0%) es la
relacion de lo aritmético a lo visual-geométrico (AV) expresado en lenguaje
comun (LC), de acuerdo con los puntos anteriores .

4.2.4 Criterios para valorar y clasificar las respuestas

Dado que uno de los objetivos generales de este foco de investigacién era
el de propiciar la constatacion de la correspondencia que existe entre las ope-
raciones aritméticas bdsicas y los desplazamientos por la tabla, dotando a
aquellas de un sentido dindmico, hemos sistematizado las producciones de los
estudiantes del grupo G70 teniendo en cuenta los siguientes criterios:

A) Logros:

Al. Respuestas Correctas (C). Hemos dado esta consideracion a las res-
puestas que se ajustan fielmente a lo que la tarea solicita.

A2. Respuestas Incompletas (IC). Nos referimos con este término a las
respuestas que presentan imprecisiones o responden parcialmente a la tarea.

A3. Respuestas Incorrectas (I). Recogemos en este apartado las expre-
siones que no responden a la tarea solicitada, son inteligibles o se desprende de
ellas que el alumno no ha comprendido bien la tarea.
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B) Errores

Bl. Error en el lenguaje comiin (ELC). Cuando se aprecia en la res-
puesta una falta de uso correcto en el lenguaje.

B2. Error en el lenguaje simbélico (ELS). Cuando las expresiones de ti-
po simbdlico no son correctas o bien el estudiantes responde en lenguaje comiin
cuando la tarea lo solicita en lenguaje simbdlico.

B3. Error de concepto (EC). Consideramos este tipo de error cuando la
respuesta no responde a la tarea propuesta o responde errbneamente por causas
distintas de expresion de lenguaje.

C) Representaciones

Cl. Representacion aritmética (RPA). La respuesta incluye alguna ex-
presion simbolica de tipo aritmético o algebraico.

C2. Representacion grafica (RPG). El alumno ha efectuado algun dibu-
jo, principalmente de caracter geométrico.

C3. Uso de cédigos de coloreado de la tabla (CC). En la respuesta se
mencionan los simbolos (cuadrado, circulo, tridngulo) o colores utilizados en la
tabla coloreada.

C4. Desplazamientos por la tabla (DT). En la respuesta se menciona,
explicita o implicitamente, desplazamientos por la tabla coloreada, como bajar,
subir, izquierda, derecha, contar casillas, etc.

D) Relaciones

D1. Relacion aritmética (RLA). La respuesta supone que el estudiante se
ha desenvuelto exclusivamente en un marco aritmético, sin hacer una “traduc-
cién” a un marco de caracter visual-geométrico.

D2. Relacién aritmético-visual (RLAYV). En la respuesta se detecta una
“traduccién” del marco aritmético al visual-geométrico, utilizando el significado
de sumar, restar, etc. en términos de desplazamientos por la tabla y sus cddigos
de coloreado.
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D3. Relacion visual-aritmética (RLVA). La respuesta implica una rela-
cion del émbito visual-geométrico al aritmético, utilizando el significado de ba-
jar, subir, izquierda, derecha, etc. en términos aritméticos.

No se han producido respuestas que conlleven relaciones solo en el marco
visual-geométrico, por lo que no hemos considerado esta categoria.

4.2.5 Resultados generales en G70

Esta primera sesion consta de 18 tareas y el nimero de alumnos que las
realizaron fue de 63. Si del total de 1.134 respuestas posibles quitamos las 292

(25.7%) no contestadas, el nimero total de cuestiones respondidas por los alum-
nos de G70 es de 842 (74.3%)).

La tabla 4.2 recoge las respuestas de los componentes de este grupo clasi-
ficadas de acuerdo con los criterios anteriores. Los porcentajes en cada celda se
refieren al subtotal de la columna correspondiente, y los porcentajes de los sub-
totales se refieren al nimero total de respuestas posibles (1.134):
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Tareas v :Logros Errores : Representaciones .. Relaciones
Carac-

N° teristi- C IC I NC ELC ELS EC RPA | RPG DT CC |[RLA|{ RL AV |RLVA
cas

11 LC 56 1 6 0 6 0 0 0 0 0 0 0 0 63

"2 lva (889) | (1,6) | 9,5 | 0,0) [ 9,5 | (0,0) | 0,0) [ (0,0) | (0,00 | (0,0) | (0,0) [(0,0)| (0,0) | (100)

LC 48 0 13 2 10 0 3 2 0 0 0 0 0 61

L1b o (76,2) | (0,0) | 20,6) | 3,2) [ (159 | (0,00 | 4.8) | (3.2 | (0,0) | (0,0) | (0,0) [(0,0)| (0,0) | (96,8)

LC 53 0 10 0 0 0 10 2 0 0 0 0 0 63

Lle A (84,1) | (0,0) | (159 | (0,0) | (0,0) | (0.0) | (159 | (3,2) | (0,0) | 0,0) | (0,0) |0,00| (0,0) | (100)

LC 59 0 4 0 2 0 2 0 0 62 6 0 61 0

12 av 93,7) | (0,0) | (63) | (0,0) | B.2) | (0,0) | (3,2) | (0,0) | (0,0) | (98.4) | 9,5) [[(0,0)| (96,8) | (0,0)

LS 38 14 7 4 0 7 0 54 0 0 0 0 0 59

13 ya (60,3) | 222) | AL | (63) | (0,00 | (1LY | (0,0) | (857 | (0,0) | (0,0) | (0,0) [|(0,0)| (0,0) | (93,7)

LC 49 0 14 0 0 0 14 0 5 58 0 5 58 0

lda |y (77.8) | (0,0) | (222) | (0,0) | (0,0) | (0,0) | 222 | 0,0) | (7.9 | 92,1) | (0,0) | (7,9 | ©2,1) | (0,0)

LS 29 17 14 3 0 14 0 52 0 0 0 0 0 60

L4b A (46,0) | (27,0) | (222) | (4,8) | (0,0) | 22,2) | (0,0) | (82,5) | (0,0) | (0,0) | (0,0) [(0,0)| (0,0) | (952)

LC 31 12 8 12 0 0 5 0 0 46 0 7 39 0

L5 ay (49,2) | (19,0) | (127 | (19,00 | (0,0) | (0,00 | (7.9 | (0,0) | (0,0) | (73,00 | (0,0) [[(11,1)| (61,9) | (0,0)

LC 49 10 2 2 0 0 2 0 2 51 50 8 51 0

Lea |\ (778) | (159) | 32) | 3.2) | (0,0) | (0,0) | 3.2) | 0,0 | (32) | 81,0) | (794 [(12,7)| (81,0) | (0,0)

LC 50 8 2 3 0 0 2 0 1 52 53 7 53 0

1.6b iy (794) | (127 | (32) | 48) | (0,0 | 0,0 | 32) | 0,0) | (1,6) | (82,5 | (84,1) [(11,1)| (84,1) | (0,0)

LC 31 15 3 14 0 0 3 0 0 34 34 15 34 0

L7 Jav (49.2) | (23.8) | (4.8) | (222) | (0,0) | (0,0) | (48 | (0,0) | (0,0) | (54,0) | (54,0) [(23,8)| (54,0) | (0,0)
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' Tareas . v TLogros . ; ~Errores. || Representaciones [ Relaciones
u N R RS R R
N° (if‘srt‘;'g: C IC I NC | ELCc |ELS| EC |RPA| RPG | DT | CcC |RLA
C 8 12 22 21 0 0 22 0 0 | 42 | 21 0 42 0
1.8a AV (12,7) | (19,0) | (34,9) | (33,3) || (0,0) | (0,0) | (34,9) | (0,0) | (0,0) [(66,7)| (33,3) [(0,0) | (66,7) | (0,0)
i 5 0 23 35 2 0 21 I 0 5| 11 |11 | 17 0
1.8b AV (7,9) | 0,0) | 36,5) | (55,6) || (3,2) | (0,0)| (33,3) [ (1,6) | (0,0) [(23,8)| (17,5) [(17,5)| (27,0) | (0,0)
LC.LS; 3 ] 3 51 2 0 2 8 0 3 3 8 3 0
1.9 AV:VA 63) | 63) | 63) [ (BLO[ (3,2 |(0,0)| (3,2) [(12,7)| (0,0) | (6,3)| (4.8) [[(12,7)| (6,3) | (0,0)
LC.LS: 3 8 3 49 1 0 2 9 0 3 5 3 3 0
1.9b AV;VA 48 (12,7} 4.8 | (77.8) ) (1,6) } (0,00} (3,2) 1(14,3)] (0,0) | (48| (7.9 |(12,7)| 4,8) | (0,0)
e, | 17 0 13 33 6 0 7 0 0 2 2 13 | 10 3
110 AV;VA [ (27,0) | (0,0) | (20,6) | (52,4) | (9,5) | (0,0) | (11,1) [ (0,0) { (0,0) [(19,0)] (3,2) {(20,6)| (15,9) | (3,2)
C 12 0 28 23 0 0 28 0 0 | 27 | 39 1 39 0
LTy (19,0) | (0,0) | 44,4) | 36,5) [ (0,0) | (0,0) | (44,4) | (0,0) | (0,0) |(42,9)] (61.9) [ (1,6) | (61,9) | (0,0)
LC.LS; 0 14 9 40 0 0 9 8 0 0 ia 9 14 0
112 AV:VA 0,00 |(22,2) | (14,3) | (63,5) | (0,0) | (0,0) | (14,3) [(12,7)| (0,0) | (0,0) | (22,2) [[(14,3)] (22,2) | (0,0)
’ I O T R R T B

Tabla 4.2 (G70-1? sesion)
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4.2.6 Analisis de los resultados en G70

Aunque para una lectura detallada de las respuestas dadas por los estu-
diantes a estas tareas llamadas de contexto remitimos al lector a los anexos 4.1,
4.2y 4.3, ofrecemos en este apartado una vision global de los resultados y situa-
ciones problematicas correspondientes a los grupos G70, G3 y G1.

A) Logros

El grafico de la figura 4.3 da una idea comparativa de las respuestas de los
estudiantes en relacion con los logros.

Si aceptamos que el nimero de respuestas correctas para un item da una
idea de su dificultad, observamos que las tareas resultan mas dificiles a medida
que se avanza en la sesidn, mientras que paralelamente crece el nimero de tareas
no contestadas. Esto puede deberse al incremento de la dificultad de las tareas y
al cansancio natural que se produce en los estudiantes a lo largo de la sesion.

60 | |
50 N\ -~ ~
40 \,/ \ LANNRN

Ni 39 /‘, \\‘ /
20 \
102 DAENA 2T \ [ A \
SR e 2/ AL N

AN RN ) 2R T N S ~ B T R « B WU S0, - PG P I SR N W
WA Y AN RS EENFEITSNND

Tareas

Fig. 4.3 (G70-1* sesi6n): Logros

Dado el elevado indice de respuestas correctas (47.9%) en esta primera
sesion, especial para las primeras tareas en las que se aborda la “traduccién” de
los desplazamientos por la tabla en términos aritméticos y se reflexiona acerca
de las operaciones aritméticas elementales en términos de cédigos de coloreado
y desplazamientos por la tabla, concluimos que los estudiantes no han tenido
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98 CAPITULO 4. Estudio empirico: tareas de contexto

muchas dificultades en entender y realizar dichas “traducciones” entre los mar-
cos aritméticos y visual-geométrico.

Destacamos el bajo indice de aciertos para las tareas en las que se les pide
a los estudiantes que realicen la division utilizando la tabla coloreada (tareas 1.8
y 1.9), en contraste con el alto indice de respuestas correctas para la multiplica-
cion (77.8% y 79.4 para las tareas 1.6a y 1.6b respectivamente).

Asimismo se han obtenido bajos niveles de acierto para el célculo del ma-
ximo comun divisor de dos numeros (19.0% para la tarea 1.11), posiblemente
debido a que para realizar esta tarea hubiera sido necesario abordar previamente
otros aspectos de la divisibilidad tales como la obtencién de los divisores de un
numero.

B) Errores

De acuerdo con el gréfico de la figura 4.4, que recoge los errores aprecia-
dos en G70, podemos corroborar las consideraciones hechas en el apartado ante-
rior en el sentido de que los errores de concepto (EC) aumentan en las tareas
l.1c, 1.4a, 1.8a, 1.8b y 1.11 (operaciones resta, divisién y calculo del m.c.d.).

Los errores en el lenguaje simbdlico (ELS) se presentan en la tareas 1.3 y
1.4b donde se pide a los alumnos que escriban en lenguaje matematico las reglas
dadas para sumar y restar en la tabla coloreada.

Los errores de expresion en leguaje comun (ELC) se encuentran en las ta-
reas 1.1b (significado de subir/bajar k casillas) y 1.10 (relacion entre producto
y division en la tabla coloreada).

Francisco Ruiz Lopez
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Fig. 4.4 (G70-1% sesi6n): Errores.

C) Representaciones

Observamos en las graficas de la figura 4.5 que a partir de la tarea 1.6a
(tareas relativas al producto, division y m.c.d. de dos niimeros) el uso de despla-
zamientos por la tabla (DT) esta asociado a la utilizacién de los cédigos de colo-
reado (CC), mientras que en las primeras tareas no se hace necesario el uso de
dichos cddigos de coloreado.

70

. AR <PA

NEREivvivvesRNwunnEEREE
A

S AAVAVAVA N AN b «

q N — 3
J . D v
N ' A\ I
S Bl R e e
-

2

I1la 1ib Llc 12 13 14a14b 15 1.6a 1.6b 1.7 1.8a 1.8b 1.9a 1.5b 1.10 1.11 1.12

0

Tareas

Fig. 4.5 (G70-1* sesion): Representaciones.

Los estudiantes realizan representaciones de tipo aritmético (RPA) en la
tareas 1.3 y 1.4b en las que se pide expresamente el uso de dicho lenguaje sim-
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bolico, resultando escasa la utilizacién del lenguaje aritmético-algebraico en las
demas tareas, y casi nulo el uso de dibujos o representaciones graficas (RPG).
Observamos también que las respuestas que presentan valores altos para “des-
plazamientos por la tabla” (DT), se corresponden con las preguntas cuya carac-
teristica es de “traduccion de los aritmético a lo visual-geométrico” (AV).
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Fig. 4.6 (G70-1? sesion): Relaciones.
D) Relaciones

La figura 4.6 muestra una grafica de las relaciones que los estudiantes es-
tablecen en sus respuestas. Observamos que no existe coincidencia entre rela-
ciones entre el mbito visual-geométrico y el aritmético (RLVA) con relaciones
entre el ambito aritmético y el visual-geométrico (RLAV), y cuando se produce
una de ellas no se produce la otra. Asimismo es de destacar el escaso nimero de
respuestas que suponen una relaciéon exclusivamente aritmética, lo que indica
que la mayoria de los alumnos han efectuado alglin tipo de “traduccion” entre
los marcos aritmético y visual-geométrico.

De las dos figuras 4.5 y 4.6 se desprende la relacion existente entre “des-
plazamientos por la tabla” (DT) y “relaciones aritmético-visuales” (RLAV),
junto con la caracteristica de la tarea de “traduccién de lo aritmético a lo visual-
geométrico” (AV). |

Francisco Ruiz Lépez
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Fig. 4.6bis (G70-1° sesién): Relaciones visuales-aritméticas esperadas y realizadas

Si comparamos los graficos de la figura 4.6 bis en los que se recogen las
relaciones visuales-aritméticas esperadas en cada uno de los items (RLVA esp),
con las relaciones visuales-aritméticas efectuadas por alumnos (RLVA), pode-
mos observar que existe una buena coincidencia entre estas relaciones excepto
en los items 1.9a, 1.9b, 1.10 y 1.12, que tienen que ver con la divisién y el ma-
ximo comun divisor.

0 1
60
50 i / ==
40 IV RN N T N S I s RLAV
Ni PV LTIV AN [\ RLAV esp
2 ARV ARW \ AR
10 l \V[ \Vl/, J A ,’
\-- L’
secucsevagnsgggeC e
T T 'I"—ar;s T T

Fig. 4.7 (G70-1* sesi6n): Relaciones aritméticas-visuales esperadas y realizadas

Las graficas de la figura 4.7 muestran un mejor ajuste entre las relaciones
aritmético-visuales esperadas (RLAV esp) y las relaciones aritmético-visuales
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realizadas por los estudiantes (RLAYV), si bien éstas son también menores en las
tareas relativas a la division.

4.2.7 Conceptualizacion de las operaciones

Realizamos un breve recorrido por las respuestas mas significativas dadas
por los grupos G70, G3 y G1 en relacién con las operaciones de tipo aritmético
utilizando la tabla coloreada. Estas respuestas las presentamos de manera trans-
versal (cada operacion analizada para los tres grupos), con el fin de ofrecer una
vision global de los principales aspectos obtenidos en cada una de las operacio-
nes.

Suma

Utilizando la tabla coloreada, los estudiantes encuentran otras formas de
realizar sumas distintas de las habituales (Tarea 1.2).

G70

En G70 se aprecian tres tipos de respuestas correctas (Tabla 4.3):

A) Utiliza desplazamientos y considera decenas y unidades

(Ej. Situados en 24, bajar 2 casillas y a la derecha 1).

B) Utiliza desplazamientos y considera solamente unidades

(E;j. Situados en el 24, nos desplazamos 21 unidades a la derecha)

C) Utiliza desplazamientos y criterios de coloreado

(Ej. Desde el 24 adelanto 7 triangulos verdes)

Existe una amplia variedad de maneras de realizar sumas utilizando los

codigos de coloreado de la tabla. Esta actividad no presenta dificultad alguna
para nuestro alumnos, dado el alto indice de respuestas correctas (93.7%).

Francisco Ruiz Lépez
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A) /Utiiiza desplazailmientos‘y cbhsidera dece-

103

nas y unidades
. | Ay) Situados en 24, bajar 2 casillas y a la derecha 1. (32841)
A;) Desde uno de ellos, bajamos tantas casillas como dece- 13
|nas y a la derecha tantas casillas como unidades del otro (20.6)
sumando. )
Aj) Sumamos las decenas (bajar) y luego las unidades (de- 2
recha) 3.2)
B) Utiliza desplazamientos y considera sola-| DT 59
Correctas | mente unidades RLAV 93.7)
B1) Situados en el 24, nos desplazamos 21 unidades a la 12
-{ derecha. (19.0)
B2) Desde el 21, nos movemos 24 unidades a la derecha ( 438)
C) Utiliza desplazamientos y criterios de co-| DT;CC
loreado RLAV
v C1) Desde el 24 adelanto 7 tridngulos verdes ( 438)
+| C2) Como los dos son multiplos de 3, adelanto 7 casillas 2
verdes. 3.2)
ELC,DT| 2
| ~| D) Nos movemos en forma de L RLAV | (3.2)
Incorrec- [ E) Sumo Ias unidades, y da 5, que es azul; sumo las decenas EC: CC 1 4
tas (da 4). Miro en la fila del 4 y columna del 5. Da el 45. ’ (1,6) | (6.3)
F) Del 24 me desplazo 3 lugares a la izquierda y sumo el 21 EC; DT (116)
Total 63
Tabla 4.3 (G70-1° sesi6n)
G3

Los componentes de este grupo dan la respuesta A de la tabla anterior,

que es la que podemos considerar la mas econdémica y sencilla:

(P) Entonces, ;Cémo hariais 24+21? Verbalmente.
(PD) Sumar 20 y luego 1 ;no?

(P) Eso en la tabla ;Como seria?

(PD) Bajar dos lugares y uno a la derecha.
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G1

Julia proporciona la misma respuesta que en G3.

Resta

En los tres grupos se determinan, sin mayor dificultad, formas distintas de
realizar restas entre dos niimeros, de manera andloga a la suma (Tarea 1.4a).

G70

Este grupo ofrece respuestas para la resta similares a la suma cambiando
las palabras “bajar” por “subir” y “derecha” por “izquierda”, si bien el porcen-
taje de aciertos baja al 77.8%.

G3

Los alumnos de G3 proporcionan dos procedimientos para restar 19 uni-
dades:

(P) ;{Cémo hariamos para restar 36 - 19?

(D) Para restar subiriamos una fila

(Domingo escribe: 36 - 1x10) y ahora a la izquierda 9 unidades
(Domingo escribe: 36 - 1x10-9)

(P) Bien: 36-19

(PD) Se podria hacer también subiendo 2 decenas y luego sumar 1.
(D) (Domingo escribe: 36 -2x10 +1.

G1

En la entrevista, se aprecia el proceso que experimenta Julia hasta descu-
brir la equivalencia entre “subir 1, izquierda 9” y “subir 2, derecha 17, llegando
a confundir restar 19 con restar 21

(P) {Cémo hariamos 36 menos 19?

(J) Partiendo del 36, 19. Pues seria subiendo 2 cuadros para arriba y uno para la izquierda.
(P) Y ahi ;Qué es lo que has hecho?

(J) Otra L. jAh no, 19! Subo uno y 1 a la izquierda. No, espera!

(P) Vamos a ver, tranquila. Vamos por partes. Si subimos uno, restamos 10, y..

(J) Ahora restamos 9.

(P) {C6mo restamos 9?7

(J) 9 cuadros para la izquierda.

(P) 1,2,3, ...y 9 (El profesor sefiala 9 casillas a la izquierda del 26).

(J) Seria lo mismo. Del 36 hemos pasado al 17. También seria... es verdad, para la derecha.
(P) Seria subir 2...

(J) Y sumar 1 (derecha 1).

(P) Que es lo mismo que subir 1, izquierda 9. Eso aritméticamente ;Qué es? (silencio).
(P) Hemos visto dos posibilidades. a) “Subir 1, izquierda 9” ;Cémo lo traduces?
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(J) Subir es restar 10, y a la izquierda restar 9.
(P) Y la opcitn b)
(J) Subir 2, derecha 1. Seria 36 -20 y sumar 1.

Relacion entre suma y resta

G70

Un 68.2% de los estudiantes de este grupo pone de manifiesto el caracter
de operaciones inversas que tienen la suma y la resta sefialando el caracter de
movimientos opuestos de bajar/subir y derecha/izquierda (Tarea 1.5).

Algunas respuestas significativas en G70 son:

Sumar es bajar y a la derecha, y restar es subir y a la izquierda.
Son movimientos opuestos.

Son simétricos en la tabla.

G3

El hecho de ser la suma y resta operaciones inversas es sefialada también
en este grupo:

(P) (Qué relacion se pone de manifiesto entre la suma y la resta con este lenguaje de bajar, subir,
etc.? Estamos empleando bajar, subir, derecha, izquierda, que se corresponde con ...

(DL) Sumar decenas, restar decenas, sumar unidades, restar unidades.

(P) {Qué os sugiere esto?

(PD) Orden.

(P) {En qué sentido? ;De ordenar los nimeros?

(PD) Los ntmeros estan ordenados, ya.

(P) ({Qué mis cosas? Lo contrario de subir ;Qué es?

(D) ¢{Que las operaciones de sumar y restar son operaciones inversas?

G1

Julia tampoco encuentra dificultad en este punto:

(P) {Qué relacion hay entre las dos operaciones y las palabras de subir y bajar?
(J) Son operaciones contrarias. Subes es una operacién y si bajas es la operacién contraria. Lo
mismo que para derecha e izquierda.
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Multiplicacion
G70

En relacion con la multiplicacion (tarea 1.6a) existen dos tipos de res-
puestas que utilizan codigos de coloreado:

a. Aparece la multiplicacion como suma de sumandos iguales, como es el
caso de la siguiente respuesta para efectuar 4x7, siendo el cédigo del 4 el circulo
y el del 7 el triangulo:

A partir del 4 contamos 7 circulos.
Esta respuesta se cita de manera aritmética por otros alumnos:
Sumar 7 veces 4 a partir de 1.

b. Se busca la primera casilla con coincidencia de “atributos” del 4 y del
7. (Esta regla no es valida cuando los numeros no son primos entre si, como po-
nen de manifiesto los componentes de G3):

Nos desplazamos a la derecha hasta el nimero que contenga los simbolos que identifican a los dos
factores, el circulo y el tridngulo.

Esta misma respuesta se da por otros alumnos por medio de dibujos:
Ox A= O
G3

En este grupo, ademas del caracter de sumas reiteradas para la multiplica-
cidn, queda patente la propiedad conmutativa del producto y que la validez de la
respuesta b en G70 es solamente para nimeros primos entre si:

(P) Vamos con el producto ;Como hariais en la tabla 7x4?
(D) Cogeriamos el 7 ¢ iriamos aumentando 4 veces 7.

(P) {Pero cémo lo harfamos con la tabla (los atributos)?

(D) El triangulo que hace nimero 4.

(P) O sea, /El cuarto tridngulo? ;Contando el 7?

(D) Contando el 7. Tendriamos: 7, 14, 21, 28

(P) Escribe en la pizarra su traduccién en lenguaje aritmético.
(D) (Domingo escribe 7+7+7+7).

(P) {Alguna otra forma de hacerlo?

(PD) 4x7; igual, como se cumple la conmutativa.

(P) ¢Coémo se haria 4x 7?

(D) Se cogeria el 4 y nos movemos 7 veces, 7 circulos.

(P) Escribelo aritméticamente.

(D) (Domingo escribe 4+4+4+4+4+4+4 (7 veces)

(P) {Alguna otra manera de hacerlo?

(D) El primer nimero donde aparezca el circulo y el tridngulo juntos.
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(P) Y eso ;Por qué? Lo que obtenemos es un niimero que es miltiplo de 7 y de 4, pero... ;Sera eso
valido para todos? ;Cémo son 7 y 4 entre si?

(PD) Primos relativos

(P) Y si cogemos dos niimeros que no sean primos entre si? Por ejemplo 4 y 6. 4x6 es 24. ;24 es el
primer nitmero que es circulo y cuadrado?

(DL) No. El primero es 12, que no es 4 x 6.

(P) La regla esa es vilida para ...

(PD) Para los nlimeros primos entre si.

G1

Julia pone el énfasis en la multiplicacion como sumas reiteradas:

(P) Vamos con la multiplicacién. 4x7 ;Cémo lo hacemos? (...)

(J) Seria contar, a partir del 4, 7 cuadrados.

(P) {Cuadrados?

{J) 7 circulos.

(P) ;Y por qué 7 circulos a partir del 4?

(J) Hombre, también se puede hacer a partir del 7, contando 4.

(P) (4 qué?

(J) 4 triangulicos. El simbolo que tenga.

(P) ;C6mo has llegado a la conclusion de que 4 x 7 es contar 7 circulos a partir del 4?
(J) Se supone que (el niiio) sabe la relacién de Ia multiplicacién con la suma.

Julia enuncia la propiedad conmutativa del producto en funcién de la pro-
piedad conmutativa de la suma:

(P) ;Y qué propiedad se pone de manifiesto ahi?

(J) La conmutativa.

(P) (Me la podrias decir? Pero no enunciarla técnicamente, sino en este lenguaje de tabla.

(J) O sea, nada de decir que el orden de los factores no altera el producto.

(P) No. En el lenguaje este que estamos utilizando. Primero me has dicho que puedes hacer,
situados en el 4 contar 7 circulos; o bien, situados en el 7 contar 4 triangulos. ;Es igual las dos
cosas?

) Si.

(P) Pues dimelo.

(J) Pues que da igual sumar 4 veces 7 que 7 veces 4.

Division
G70

Cuando se plantea una division exacta (Tarea 1.8a) los alumnos utilizan
dos métodos de calculo correctos (12.7%):

a. Se utilizan criterios de coloreado y desplazamientos por la tabla:

Contaria los tridngulos verdes que hay desde el 3 al 45.
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b. Se utilizan solamente desplazamientos por la tabla sin hacer mencién a
los criterios de coloreado:

A partir del 45 empiezo a contar de 3 en 3 hacia la izquierda, y cuento las veces que lo he hecho.

Cuando se trata de una division inexacta (Tarea 1.8b), el nimero de res-
puestas correctas desciende a un 7.9% y en todas ellas se utilizan criterios de
coloreado y desplazamientos por la tabla:

Desde el 47 subo al 6 y cuento 7 cuadrados. Desde el 47 al primer cuadradito que nos encontramos, (el
42) hay 5 numeros, que es ¢l resto.

G3

Los componentes de G3 realizan la divisiéon 56:7 mediante restas sucesi-
vas, si bien Domingo no tiene muy claro cuando termina el proceso de restar:

(D) Tomamos 56 y vas restindole 56 -7-7-7 y al final el nimero de veces que aparezca el 7 es
el cociente.

(P) (Hasta cuando estamos quitando 7?

(D) Hasta que lleguemos a 7.

(P) Vamos a repartir los 56 caramelos. Quitamos 7 para Pepito, estos otros 7 para Juanita, y asi
(Hasta cuando? ;Hasta que queden 7 en la bolsa? ;Los queremos repartir todos?

(DL) Hasta que no guede ninguno.

Se identifica correctamente el resto cuando la division no es exacta:

(P) ;Y si hacemos 60:7?

(PD) Seria igual, contando los tridngulos que aparecen, pero la divisién no es exacta. Hay un
resto.

(P) ¢(Como resolvemos eso?

(PD) Contando las casillas que hay hasta 60. El resto seria los niimeros hasta el 56 y el cociente
como antes.

G1

Julia utiliza también los cddigos de coloreado y las restas sucesivas para
realizar la division. En principio la alumna concibe la division como “repartir”.
Al emplear la palabra “agrupar” (sugerida por el profesor) Julia sefiala que po-
demos hacer grupos de 7 en 7 fijandonos en el tridngulo (cédigo del 7 en la tabla
coloreada).

(P) Vamos con la division. ;C6mo hariamos 35:7 por ejemplo, sin utilizar la regla de dividir?
(J) Sé el resultado, y ya solo me fijo en eso.

(P) {Qué significa dividir?

(J) Repartir.

(P) ¢{Qué mas?. Otros verbos. ;Para repartir qué hay que hacer?

Francisco Ruiz Lopez
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(J) No se me ocurre nada. (silencio)

(P) Pues por ejemplo agrupar... ;Cémo aplicamos el verbo agrupar, a esta tabla? En realidad es lo
contrario de multiplicar ;no?

(J) Es que como sé que es 35...
(P) ; Te resulta un problema saber el resultado? Pues 36:7.

() Hacer grupos de 7. Nos fijamos en los que tienen el triangulico. Pues contando hacia
atras.

(P) (Coémo?

(J) Divides 35 entre 7 hasta llegar a 7.
(P) ¢ O hasta llegar a 0?

(J) Si es hasta 0 no te sale.

Julia tampoco tiene claro cuando termina el proceso de restas sucesivas:

(continua el parrafo anterior)

(P) Vamos a suponer que cada caramelo tiene un numero. El 1°, el 2°,... el 7° ya tenemos un
paquete, y asi. ;Y si contamos hacia adelante, nos daria igual?

(J) No. Tendria que dar un nimero menor.

(P) Si, pero a la hora de hacer paquetes. Los 7 primeros para Juan, etc.

(J) Pero ahi estas agrupando. Ah! es verdad. Seria igual que la multiplicacion. Haces grupos de
7 hasta que legues al nimero que quieres dividir.

(P) Hasta que no me quede ninguno.

(J) Haces grupos de 7.

(P) /Y eso como?

(J) Contando triangulicos, hasta que llegues al nimero que estas dividiendo.

Julia establece el resto de la divisién inexacta:

(P) ;Y hacer 38:7?

(J) Seria lo mismo... pero como no es miltiplo de 7. Serfa empezar a contar hasta el tridangulo
que mas se acerque al 38.

(P) Y luego, hasta llegar a 38 ;Qué hacemos?

(J) Pues eso.

(P) Tenemos los caramelos en la mesa y repartimos. ;Qué pasa?

(J) Que sobran 3.

(P) Y eso ;Qué es?

() Elresto.

Relacion entre multiplicacion y division

G70

El porcentaje de alumnos que pone de manifiesto que la multiplicacion y
divisién son operaciones inversas (29%) es sensiblemente menor que en el caso

de la suma y resta. Ademads, la mitad de los estudiantes no responden a esta tarea
(Tarea 1.10). El tipo de respuestas es similar a las dadas para la suma y resta:
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Son simétricas. Subir es dividir y bajar es multiplicar.
Al multiplicar se cuenta hacia abajo aquellas casillas que tienen el mismo simbolo, y dividir es al contrario.

El producto es afiadir partes iguales y la division restar partes iguales.

G3y Gl

En ambos grupos queda de manifiesto esta relacién entre multiplicacién y
division, ya que se han concebido como sumas y restas sucesivas, respectiva-

mente.

Calculo del m.c.d. de dos numeros

G70

Solo el 19.0% responden de manera correcta:

Buscando la casilla mas pequefia que contenga los colores comunes al 24 y 36.

Cuando en la tarea siguiente se pide que se relacione la respuesta dada
anteriormente con el algoritmo usual para el célculo del m.c.d. (tarea 1.12) no
surgen respuestas que sefialen tal relacion, por lo que podemos conjeturar que
los alumnos han encontrado la solucién por métodos tradicionales y posterior-
mente han buscado un criterio para aplicarlo en la tabla coloreada.

G3y Gl

Tanto en G3 como en GI no se llega a ninguna respuesta satisfactoria, lo
que creemos que, antes de realizar esta tarea, hubiera sido conveniente abordar
procedimientos para el célculo de los divisores de un niimero en la tabla colo-
reada.

4.2.8 Consideraciones sobre los resultados

De acuerdo con los objetivos planteados en esta primera sesion, sintetiza-
mos en la tabla 4.3bis las principales conclusiones que obtenemos del analisis de
las respuestas:

Francisco Ruiz Lopez
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G70

1. Relacionar las operaciones aritméticas

elementales con los desplazamientos en la
Tabla-100.

Los alumno
establecer estas relaciones a la vista del
alto indice de respuestas correctas de las
tareas correspondientes.

s 1o presentan prbblemas para

111

2. Expresar en lenguaje matematico el
significado de los diversos desplazamien-
tos que los alumnos efectiian en la Tabla-
100.

La mayoria de los estudiantes escriben
una expresién aritmética adecuada que
refleja los desplazamientos por la tabla
coloreada.

3. Establecer criterios para efectuar la su-
ma, resta, multiplicacién y divisién con
dos ntimeros en la Tabla-100, utilizando el
significado aritmético dado a los despla-
zamientos por dicha tabla.

Resultan mas faciles de identificar la suma
y la resta en la tabla coloreada que la mul-
tiplicacion y la divisién, y ésta es mas
dificil de identificar que el producto.
Cuando la divisién es inexacta hay la mi-
tad de acierto que cuando es exacta.

4. Utilizar los criterios anteriores para
determinar el caracter de sumas y restas
repetidas que tienen la multiplicacion y la
divisién respectivamente, asi como el he-
cho de ser éstas operaciones inversas en-
tre si.

Aparece con mayor frecuencia la multipli-
cacion como de sumas reiteradas que la
divisiéon como restas reiteradas. El carac-
ter de operaciones inversas surge con mas
facilidad para la suma y resta que para el
producto y division.

5. Establecer el concepto de maximo co-
mun divisor de dos nimeros en la tabla
coloreada, buscando estrategias para su
determinacion mediante exclusiva utiliza-
cién de los criterios de coloreado de dicha

tabla.

No se ha encontrado ninguna forma para
el calculo del m.c.d. de dos nimeros. Es
conveniente realizar tareas previas sobre
el célculo de los divisores de un nimero
en la tabla coloreada.

Tabla 4.3 bis (G70-1° sesi6n)

G3

Los componentes de este grupo realizan las tareas de esta primera sesién

de manera satisfactoria de acuerdo con los objetivos planteados. No obstante
expresan cierta duda en el proceso de restas reiteradas para interpretar la divi-
sion, sin tener claro si hay que restar hasta agotar el dividendo o hasta llegar al
divisor. No encuentran ninguna forma de calcular el m.c.d. de dos nimeros dis-
tintas del algoritmo usual aritmético.
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Se advierte en estos estudiantes cierta facilidad a la hora de comprender
las preguntas y responder con prontitud a ellas, asi como el gran interés que des-
piertan en ellos este tipo de tareas. Apreciamos seguridad en el manejo de las
herramientas aritmético-algebraicas.

G1

Julia obtiene unos resultados similares a los de G3. Aunque parece tener
menor preparacion matematica que sus compafieros de G3 y duda a la hora de
responder en varias ocasiones, Julia muestra gran interés por las tareas propues-
tas y se advierte en ella un predominio de la intuicién y capacidad de visualiza-
cion sobre el manejo de las herramientas aritmético-algebraicas.

Francisco Ruiz Lépez



NDOOCS OO0 RODP0000Q000000000000000000000OCOCOCFCGFONCGOGOIOITSIOIONTOGTS

La Tabla-100: representaciones geométricas de relaciones numéricas. 113
Un estudio con profesores de Primaria en formacién.

4.3 Segunda sesion: Divisibilidad y patrones
4.3.1 Descripcién general y objetivos

Una vez familiarizados con la tabla coloreada y establecidas formas para
realizar operaciones aritméticas bésicas utilizando los criterios de coloreado de
la tabla, aprovechamos el propio proceso de coloracién para identificar patrones
de tipo visual y atribuirles el carcter de operador aditivo. Asimismo, tratamos
de obtener regularidades numéricas de los multiplos de un nimero en relacién
con la posicién que ocupan en las diagonales constituidas por dichos multiplos .

Para esta sesion establecemos los siguientes

4.3.1.1 Objetivos de la sesion

1. Buscar regularidades numéricas entre los multiplos de un nimero k (k =
2,3, ...9), que constituyen patrones rectilineos en forma diagonal, teniendo en

cuenta la orientacién de la diagonal y la posicién que ocupan en ella dichos
multiplos.

2. Identificar patrones visuales producidos por los multiplos de un nimero
¥y su interpretacién aritmética como operador aditivo.

4.3.2 Actividades de la sesidon. Tareas propuestas

Tarea 2.1 (T 2.1)

En la tabla coloreada hemos observado cémo los distintos multiplos (los
colores, circulos y triangulos) se disponen siguiendo determinados patrones. Los

multiplos de 2, los de 5 y los de 10 se disponen en columnas, los de 3, 4, 6, etc.
en diagonales.

Consideremos las diagonales que van en la direccién y sentido (v) , de
modo que la primera diagonal coloreada en verde seria {3, 12, 21}. Asignemos a
cada numero el par (d, p), donde d es el lugar que ocupa la diagonal de entre las
de su color en la tabla (1%, 2%, 3%, etc.), y p la posicién que ocupa el nimero den-
tro de esa diagonal. Asi el 36 como mdltiplo de 3 viene dado por el par (3, 4)
porque es el 4° término de la 3* diagonal (en verde), pero considerado como
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multiplo de 6 le corresponde el par (3, 2) porque es el 2° término de la 3* diago-
nal (niimeros recuadrados).

Consideremos también las otras diagonales (v) y adoptemos igual nota-
cion. Empezando por la derecha, la primera diagonal de los multiplos de 3 (en
verde) estaria formada sélo por el 9; la segunda seria {6, 18, 30}, etc..

Completa la tabla siguiente:

d, p) d, p)

] v v N
3x1=3 (L) | G, | 4x1=4 (1,1) 2,1)
3x2=6 2,1 | &, | 4x2=8 2,0 (1,1)
3x3=9 4x3=12
2,3) 4x4=16 2,2)
(32) | 2,2) | 4x8=32
3x9=27 4x10= 3,2)
Tabla 4.4 (G70-2° sesién)

T 2.2 Expresa en lenguaje ordinario las regularidades que encuentres
en la tabla anterior.

T 2.3 Expresa las regularidades que encuentres en la tabla anterior
usando simbolos matematicos.

T 2.4 ;Podrias extender la/s regla/s que has encontrado a los multi-
plos de otros niimeros, como el 7, el 8 y el 9?

T 2.5 Ademas de los patrones en columna o en diagonal podemos mover-
nos por los multiplos de un nimero segiin el movimiento del caballo de ajedrez,

por ejemplo. Situados en el 7 podemos pasar con ese movimiento al 28, y de ahi

al 49, etc. Este patron tendria la forma E:J y lo podriamos interpretar como el

operador "sumar/restar 21",

Completa la tabla siguiente buscando patrones para los miltiplos de
3, 4, 5, ..., indicando si el patrén es de tipo diagonal, columna, etc. y escri-
biendo el operador que le corresponde a cada uno de los patrones:
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k | Patrén | Operador | k | Operador Patron |

| I3 2
[EH 10-2=8

2 5
H 10
— 10+2=12

[ ]
4
4 7

Tabla 4.5 (G70-2? sesion)

El anexo 4.1 recoge con detalle los resultados esta sesién. Comentamos en
este capitulo las respuestas correspondientes a la tarea 2.5, que pueden tener in-

fluencia en el estudio posterior de las representaciones visuales de los operado-
res aditivos.

4.3.3 Criterios para valorar y clasificar las respuestas

Clasificamos los patrones encontrados para los multiplos de 3, 4, ...,9
atendiendo a los siguientes criterios:
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A) Logros

- Correcto (C): si el patrén se corresponde adecuadamente con el opera-
dor aditivo asignado.

- Incorrecto (I): si el patrén no se corresponde adecuadamente con el
operador aditivo asignado.

B) Tipo de patrén

Indicamos en la tabla 4.6 la orientacion y notacidn del patrén, las celdillas
que lo componen, y el operador asociado:

TlpO de patron

Bajar ®) ( *) Tiene solamente de- i 130]

cenas
Derecha (D) (=) gzg:s solamente uni- [3]

Tiene decenas y uni-
dades, en ese orden.
Tiene unidades y de-
cenas, en ese orden.

=
LE:
=4
Tiene decenas y uni- = 8]
EEEI
o

Bajar, Derecha |(BD) L.)

Derecha, Bajar | (DB) (_'#)

Bajar, Izquierda | (BI) (‘j) dades, en ese orden.

Tiene unidades y de-
cenas, en ese orden.

‘—-
Izquierda, Bajar (B) (,L )

Diagonal iz- Tiene solamente tra-

quierda (DD (/) mos oblicuos. ]

Diagonal Dere- Tiene solamente tra-

cha (DD) (\) mos oblicuos. [22]
Tabla 4.6 (G70-2* sesion)

4.3.4 Resultados generales en G70
Tipos de patrones

Sintetizamos las tablas de resultados que se encuentran en el anexo 4.1
mediante la tabla 4.7, donde figuran las frecuencias absolutas de los patrones
obtenidos por los estudiantes para los multiplos de k, y entre paréntesis, las fre-
cuencias relativas correspondientes en % en relacion con el subtotal que figura
en la columna a la que pertenece la celdilla.
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Los % de los subtotales estan calculados en relacidén con el nimero total
(555) de patrones realizados.

Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada



118 CAPITULO 4. Estudio experimental: actividades de contexto

patrén | C Ljfcl ]l el jacifal oL
. 17 5 27 6 4 [ 0 | 22 5 10 13
B | v (36|40 |223)] G0 [71.0)] 0,0) [282)] 64 |159] G2 |21,59]0.0| ©.0) |19,5|e4n| 7.0 (31,2
6 6 8 6 9 6 0 3 1 2 0 5 0 2 24 30 54
D> |@®]ud)|©se|Eo|ass|on |00 |Es|ae]c2|on|an o]y |as s e
BD 51 4 36 0 1 2 30 3 21 5 0 8 0 4 139 26 165
v |a0s)| 3.2 |08 0.0 | 1.6 |62 [68.5] 6.8 |33 7.9 | 00 [a23] 00 | 0.8 [25.0] @1 [eon
- 8 0 11 1 0 0 3 1 5 1 0 3 0 0 27 6 33
DB 4 [64H 00|60 ]08)]©00]|00|38|1,3]79]0.6|©0|@s|00]|00|w@y|an]|Ey
8 2 16 1 0 0 4 1 11 0 17 0 10 0 66 4 70
Bl [ ¥ [ 6|6 |132] 08 | 00 [ 00) | 5.0 | 1.3 [a7.9] 00 |@62)| 0.0) [eas| 00 |19 0.1 [a26
<« 5 0 5 0 0 0 4 2 5 0 4 1 5 0 28 3 31
B 1y 1@0]00]@&D]|00][00]00]6D]@6) | 7900|6205 [122)] 00|60 ]| 05|66
10 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 12 0 26 0 26
DI | & [80)] 00|33 |©0]00|00]00|00]00)|00]|00|00|2.00|wn]|0|an
0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 3
DD | N [ 0,0) | 24 | 00 [ 0,0) | 0.0) | 00 | 0.0) | ©,0) | ©.0) [ ©.0) | 0.0 | 0,0) | ©.0) | 0,00 | 0,00 | 0,5) | 0.5)
105 20 107 14 54 8 63 15 53 10 35 30 27 14
Subtotal | 19y | @) a9 | & [a | |[an | @d Jav | @ | ©® | & | & | ®
Total 125 121 62 78 63 65 41
ota (22.5) (21.8) (11.2) (14.1) (11.4) a1y (7.4)
Tabla 4.7 (G70-2? sesién)
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4.3.5 Analisis de resultados

G70

Con los graficos que realizamos a partir de la tabla anterior, realizamos las
siguientes observaciones:

120 | —7

Correctos
—~ m Incorrectos
) Total

m/
Miltiplos de k

Fig. 4.8 (G70-2* sesion)

De acuerdo con el gréfico de la figura 4.8, que recoge los patrones totales

clasificados en correctos e incorrectos:

1. La mayor concentracion de patrones se da para los multiplos de 3 y de

4, siendo la distribucién de patrones mas homogénea para el resto de multiplos.

2. La mayoria de los patrones son correctos, presentandose el nimero ma-

yor de patrones incorrectos para los miltiplos de 8.

En relacion con el grafico de la figura 4.9, que recoge los patrones co-

rrectos clasificados por su orientacion:

3. Hay mas variedad de patrones para los multiplos de 3, 4 y 7 que para el

resto.
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4. Existe un claro predominio de los patrones de la forma “bajar, derecha”
(BD), sobre los demas, excepto para los multiplos de 5, que se disponen en for-

ma de columna y son de la forma “bajar” (B).

[DB mD mBD mDB mBIQB gDImDD I

Fig. 4.9 (G70-2° sesién)

Este hecho puede ser atribuido:

- A una tendencia natural de visualizar los patrones por parte de los estu-
diantes, ya que el modo habitual de lectura y escritura es de arriba-abajo y de iz-
quierda-derecha.

- A la influencia que puede haber tenido la redaccién de las tareas, como

es el caso de la tarea 2.5 en que figura como ejemplo el patrén @3

- Al hecho de asociar cada patrén a un operador aditivo y éste se escribe
habitualmente en forma de “decenas, unidades”, en este orden. Este es precisa-
mente el criterio que utilizamos a la hora de elegir una cadena como represen-
tante canonico de la clase a la que pertenece, respetar ese orden y que tenga el
menor nimero de casillas, como detallaremos en el capitulo 6.

Atendiendo al grafico de la figura 4.10 que muestra solamente los patro-
nes en forma de L (bajar/subir, derecha/izquierda: BD, DB, BI, IB:
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b L |‘1, h ]
mb m6 m7

Fig. 4.10 (G70-2* sesion)

5. Observamos un predominio de patrones de la forma “decenas, unida-
des”, en ese orden, sobre aquellos en que primero se expresan las unidades y
luego las decenas. Asi por ejemplo hay més patrones de la forma “bajar, dere-
cha” (BD, representado con trazo continuo grueso) que de “derecha, bajar”
(DB, en trazo punteado grueso), y aunque en menor escala, hay més patrones de
la forma “bajar, izquierda” (BI, en trazo continuo delgado) que de “izquierda,
bajar” (IB, en trazo punteado delgado).

6. Solamente existe un 4.7 % de patrones correctos en forma diagonal, co-
rrespondientes a los multiplos de 3,4 y 9.

7. En los resultados finales (tabla 4.7), el patrén con mayor porcentaje

global es “bajar” (B) seguido de “bajar, derecha” (BD), con resultados co-
rrectos muy similares.

G3

Las conversaciones correspondientes a G3 (anexo 4.2) ponen de mani-
fiesto la variedad y cantidad de patrones visuales que surgen al analizar los mil-
tiplos de un niimero en la tabla coloreada, asi como el operador aditivo que se
atribuye a cada patrén visual. Se observa la riqueza de situaciones que propor-
ciona el trabajar a la vez con figuras geométricas (cadenas) y con conceptos
aritméticos (operador aditivo asociado a la cadena). Tal es el caso de la equiva-
lencia de algunas cadenas en relacion con el operador aditivo:
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(El profesor pregunta por los patrones correspondientes a los multiplos de 6)
(P) ;Y los de 6, que estdn en un cuadrado?

(DL) Bajar 1 y sumar 2. (Dolores dibuja
(P) Otro. ;En forma de columna?

(DL) Bajar 3.(Dolores dibuja E)

(P) (Qué le pasa a la fila? Si me sitiio en el 6 ;Como llego hasta el 12?
(DL) Pues derecha 6. (Dolores dibuja (ITITTT] ).

(P) Pero derecha 6 es lo mismo que...

(DL) y (PD) Bajar 1, izquierda 4.(Pedro sefiala )

Gl1

En la conversacion con Julia también se pone de manifiesto la variedad de
patrones que encuentra y su interpretacion como operadores aditivos. No obs-
tante se advierte cierta confusion en el nimero de casillas que compone el pa-
trén. Para obtener el operador asociado a un patrén hay que contar el nimero de
desplazamientos por la tabla en sentido vertical y horizontal, a partir de la casilla
inicial. Julia duda si contabilizar esta casilla inicial como una unidad o decena:

(P) Si partimos del 3 y le sumas 6 ;A dénde te vas?

(J) ¢El3 se cuenta? Eso es lo que me esta haciendo el follén.

(P) Tu te sitdas en el 3 y al 3 le sumas 6. Uno, dos, tres, cuatro, cinco y seis.

(J) Es que llevo todo el rato contando el 3.

(P) Bueno, el 3 lo cuentas a la hora de ponerlo en su casilla. A la hora de poner el patrén.
(J) Entonces el 6 (Julia se refiere a la cadena que comienza en 3 y termina en el 6), que seria 3 nada
més (Julia sefiala del 3 al 6) '

(P) Ese ;Qué operador seria?

(J) Mas 3. ;Lo pongo también?

(P) Como operador fila.

(3) (Julia dibuja (LI T1)

(P) Ya tenemos el 3, el 9. ;Qué ocurriria con el 6?

() ¢Como que qué ocurriria?

(P) Si, el operador "sumar 6" ;Cudl seria?

() Otrafila.

(P) ;(Cuantas casillas tendria?

7.

Ante la pregunta del profesor de si la cadena correspondiente al 12 se
puede poner como la suma de las cadenas correspondientes a 3 y 9, Julia realiza
(con cierta ayuda del profesor) una composicion de cadenas que encierra cierta
dificultad de visualizacidn, ya que ambas se superponen en un tramo. Este as-
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pecto de composicioén de cadenas se tratard posteriormente con mas detalle en el
estudio de los operadores aditivos en la Tabla-100:

(P) (...) El siguiente el 12 (B:D) Se puede poner como combinacion del 3 y el 9?

(J) ¢Se pueden poner unos encima de otros?

(P) Se pueden poner de forma que el final de uno coincida con el principio de otro. Son como cadenas.
() Que solo coincida un cuadrado ;no?

(P) Claro. El final de uno con el principio del otro. Vamos a ir

afiadiendo. El 12 (E]ED) se puede poner como el 9 (B:] ) mas el
3 dT),
(J) Pero si solo coincide con 1, te sobraria para acd (Julia
seiiala del 12 hacia la derecha).

(El profesor le da una hoja con tablas cien y le pide que
componga o sume patrones),
(P) Rodea el 3, y coloca el patrén 9. Llegamos al 12, Ahora al 12
le afiadimos (aplicamos) el patron 3. (Julia realiza la figura
A4.3-1).
(J) Entonces coincidirian 2 cuadrados ;no?
(P) Lo importante es que el final de una cadena coincida con el principio de la otra. Aunque se

superpongan, no pasa nada. Esta L (B:D) se puede poner como esta L (Bj ) més esta fila (L.LLJ)
(Y eso cémo lo podriamos escribir?
() (Julia escribe: patrén 12 =+9 +3,

17 12 19 2

91 92 93 94 95 9% 97 93 99 100

Fig. A4.3-1 (G1-2° sesion)

4.3.6 Consideraciones sobre los resultados

Realizamos en la tabla 4.7 bis un balance de los logros alcanzados en G70
de acuerdo con los objetivos propuestos en esta sesion.

Objetivos [
1. Buscar regularidades numéricas entre

Consideraciones

los multiplos de un nimero k (k = 2, 3,
...9), que constituyen patrones rectilineos
en forma diagonal, teniendo en cuenta la
orientacion de la diagonal y la posicion
que ocupan dichos multiplos dentro de la
propia diagonal.

A juzgar por el indice de respuestas co-
rrectas (20.8% para la tarea 2.2) se puede
concluir que no se entendidé correctamente
la actividad y/o dicha tarea no dio el juego
esperado.

2. Identificar patrones visuales producidos
por los multiplos de un numero y su inter-
pretacion aritmética como operador aditi-
vo.

Los estudiantes identifican con facilidad
patrones visuales correspondientes a mul-
tiplos de un nimero en la tabla coloreada,
y asignan correctamente el operador aditi-
vo asociado a dichos patrones.

Tabla 4.7 bis

Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada



124 CAPITULO 4. Estudio experimental: actividades de contexto

G3

En general, las consideraciones sobre G70 son extrapolables a G3 y G1.
En este grupo surge la equivalencia que existe entre algunas cadenas, en el sen-
tido de que existen cadenas distintas que representan el mismo operador aditivo.

Gl

En la conversacion con Julia se observa ademas el problema que plantea
el hecho de que a la hora de asociarle un operador aditivo a la cadena, hay que
contar “desplazamientos” y no “celdas”. Por este motivo la cadena correspon-
diente a “sumar 3” es (1111 con 4 celdas, y no 3 como Julia entiende en prin-
cipio.
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4.4 Tercera sesion: Divisibilidad y geoplano (I)
4.4.1 Descripcion general y objetivos

En esta sesion de trabajo consideramos la Tabla-100 como un geoplano de
10x10 puntos asociados a cada nimero de la tabla. Las actividades en este caso
son de tipo geométrico, si bien existe una relacién con lo aritmético a través de
la divisibilidad. Nos proponemos unir puntos asociados a multiplos de un nime-
ro k, y ver la relacién que podemos establecer entre el 4rea de los poligonos asi
formados y el niimero k. Queremos también proporcionar un caracter dindmico a
los nimeros de la tabla-100, sometiendo dicha tabla a isometrias sencillas (re-
flexiones y giros) y estudiar el efecto producido sobre los multiplos de k.

Nuestro propdsito para esta sesion se especifica con mas detalle en los si-
guientes

4.4.1.1 Objetivos de Ia sesion

1. Identificar y dibujar paralelogramos que se forman al unir cuatro multi-
plos de un nimero.

2. Observar estrategias de calculo de areas de los paralelogramos que em-
plean los alumnos en el geoplano 10x10.

3. Relacionar el area de los paralelogramos que se forman al unir cuatro
multiplos de k con el nimero k.

4. Someter a los multiplos de un niimero a algunas isometrias planas (re-
flexion vertical, reflexion horizontal y giros de 90°, 180° y 270°), y observar el
efecto producido.

5. Buscar multiplos de un nimero que queden invariantes mediante alguna
de las isometrias anteriores.
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4.4.2 Actividades de la sesion. Tareas propuestas

Tarea 3.1 (T 3.1)

Une con segmentos los numeros 14, 21,
28 y 35, en la tabla-100 de la figura 4.11, de
manera que se forme un paralelogramo y calcula
su area.

T3.2

Utiliza el geoplano de la figura 4.12 para
explicar el procedimiento que has utilizado para
calcular el 4rea del paralelogramo anterior.

Francisco Ruiz Lopez
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Fig. 4.11 (G70-3" sesioén)

Fig. 4.12 (G70-3* sesi6n)
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¢Cual seria el area de los paralelogramos formados con los miltiplos

de 2, de 3, de 4,...de k? Ayudate de las tablas-100 de las figuras 4.13

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n 213 14 s 6 17 18 19 20
20 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 3 35 36 37 38 39 40
41 42 43 M 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 S8 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
n 712 73 7 715 6 77 18 19 80
8 82 8 8 85 86 87 88 89 9

91 92 93 94 95 9 97 98 99 100

Fig. 4.13 (G70-3? sesién)

T 3.4. ¢(Qué regla podrias enun-
ciar?

T 3.5. Si sobre la tabla-100 coloca-
mos una transparencia con unos cuadrados

que coinciden sobre los multiplos de 7 (fi-
gura 4.14)

a. (Qué numeros sefialaran los
cuadrados de la transparencia si a ésta le
damos la vuelta a lo Iargo del eje vertical,
realizando asi una reflexion (R,)?

b. Repite la tarea anterior conside-
rando la reflexion (R;) segin ei eje hori-

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1t 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 n 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 M 35 36 37 38 39 40
41 42 43 4 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
7 72 k£j 74 75 76 kil 7% 79 80
81 82 83 84 85 86 8’7 88 89 90
91 92 93 94 95 9% 97 98 9% 100
R,

1 2 3 4 5| 6 8 9 10
11 12 13 15|16 17 18 19 20
22 23 24 25|26 27 29 30
31 32 33 34 36 37 38 39 40
a1 43 44 45| 46 47 48 . 5

EEN

51 52 53 54 55 57 58 59 60
61 62 64 65| 66 67 68 69
71 72 73 74 75| 76 78 79 80
81 82 83 85|86 87 88 89 90
91 92 93 94 95|96 97 99 100

Fig. 4.14 (G70-3? sesion)

zontal, y los giros Go, Giso y G270 de centro el punto de corte de ambos ejes y

angulos 90°, 180° y 270° respectivamente.

Escribe tus respuestas en la tabla 4.8. Escribe en la columna corres-

pondiente a R,(k) el nimero que se obtiene al someter k (k = miltiplo de 7)

a la reflexion R, Completa analogamente las restantes columnas de la tabla.
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K[ RO [ R0 [ Gl | Gt | Gl
7 4 97 70 94
14 17 84 39 87
21
28
35
42
49
56
63
70

Tabla 4.8 (G70-3* sesién)

T 3.6.

Expresa las regularidades que encuentres en la tabla que has comple-
tado.

Tarea 3.7.

(Existe algiin nimero k cuyos miltiplos sigan siendo miiltiplos de k al
someterlos a alguna de las isometrias planas anteriores?

4.4.3 Resultados generales sobre construccion y calculo del area de
paralelogramos en G70

En los anexos 4.1, 4.2 y 4.3 recogemos con detalle las respuestas de los
componentes de los grupos G70, G3 y G1 respectivamente. Destacamos aqui las
respuestas mas significativas correspondientes a las tareas 3.1 a 3.4.

4.4.3.1. Dibujo y calculo del areadel pa- | ' * * ¢ ° ¢ 7 & o 10

ralelogramo (Tarea 3.1) : zo
La totalidad de los estudiantes dibujan co- 1 40

rrectamente el paralelogramo que se obtiene al | # ® * # 4 9 & o w0
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

unir los nimeros 14, 21, 28 y 35 y dan como re-

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

sultado para el area de dicho paralelogramo 7

71 72 713 74 15 7% 17 18 719 %0

unidades (Flg 4.14 blS) 81 8 8 8 8 8 87 88 8 90

91 92 93 94 95 9% 97 98 99 100

Fig. 4.14bis (G70-3* sesion)
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4.4.3.2. Estrategias para el calculo del area del paralelogramo (Tarea
3.2)

Las estrategias correctas para el célculo del area del paralelogramo ante-
rior quedan recogidas en la tabla 4.9. Existen siete estrategias distintas. Sola-
mente hay dos respuestas incorrectas (tabla 4.10), cuyas causas son:

- Error en la férmula de célculo del area (Respuesta I)

- Dibujo del paralelogramo incorrecto.
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A) Aparalelogramo = An angulo ~ A4 trisngul B A
El 4rea de los tridngulos es bxh/2: 3 5
A=A’= 4x1/2=2; B=B’= 3x1/2=1’5;
A+A’+B+B’=T, ;
Arecténgulo = bxh=7x2= 14, .
Apﬂ:alelogramo =14-7= 7; .

15
(3L3)

B) Suma de las 4reas de los tridngulos
rectiangulos en que se descompone el
paralelogramo. A—X|B B

12
(25.0)

C) El paralelogramo queda dividido
en dos tridngulos unidos por sus

bases, de altura 1 y base 7. (14.6)

e o o o o o o o o o
~

D) Divide el paralelogramo en regio-
nes y las agrupa de manera que cada
dos regiones (las que tienen el mismo

nimero) miden una unidad cuadrada. (12.5)

e o e o o & o o o o

E) Con 4 tridangulos rectangulos
iguales dos a dos y dreas 4 y 3, forma
un rectangulo que encierra el parale-
logramo. Reorganizando los tridngu-
los comprueba que ocupan medio
rectangulo de 4rea 14. El paralelo-
gramos tiene entonces area 7.

(6.3)
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F) Transforma el paralelogramo en
otro paralelogramo de igual drea cuya .
base (horizontal) es ia diagonal mayor .
del paralelogramo de partida y altura .
a unidad. Para colocarlo en el geopla- *
no le falta una unidad.

H) Construye el menor rectangulo
que contiene al paralelogramo, cal-
cula su rea y la divide por 2.

Subtotal

Tabla 4.9 (G70-3* sesién)

Respuestas incorrectas. |
DA=Bxb2=14/2=7 R — . .
(Férmula errénea, calculo de b erré6- c e e s e e e e e 1
neoy resultado correcto) R 2.1
J) Descompone el paralelogramo v
(incorrecto) en 4 triangulos: dos de %; . ..
1x3/2=6/2; uno de 5x1/2=5/2 y uno te s T e e e e 1
de 1x3/2=3/2; realiza la suma: 6/2 + @1
52 +3/2=1412=17 i e e e e e e )
(La figura incorrecta induce calculos et e e e e
incorrectos y resultado correcto). A,
Subtotal 42)
Total de respuestas | 48 |

Tabla 4.10 (G70-3* sesién)
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4.4.3.3 Tipos de paralelogramos construidos uniendo 4 miltiplos con-

CAPITULO 4. Estudio experimental: actividades de contexto

secutivos de un nimero k (Tarea 3.3)

Las respuestas, clasificadas segun el tipo de paralelogramo y el niimero k
cuyos multiplos se unen (mk, con k=2, 3, ...,9), las presentamos en la tabla 4.11,
donde los % de cada celdilla se refieren al subtotal de su columna, y los % de los

subtotales se refieren al total de respuestas (136):

0
(0,0) 1(10,0)((87,5) (0,0) | (0,0) [ (0,0) | (0,0) { (35,3)

0o 0] 0] 0000 ]

(0,0) | (0,0) { (0,0) [ (0,0) | (0,0) { (0,0) | (0,0)| (0,7)

B2 T 17 2 1 111 87

(100) |90,0)|(12,5)[ (100) | (100) [ (100) | (100)|  (64,0)
T | @B [0 (87211 1B
Subtotal = {35 (1.6)|22.0)| 69 | .| 1.5 |0 |0n| aooy

El diagrama de barras de la figura 4.15 muestra que el rombobide es el pa-
ralelogramo més frecuente para todos los multiplos de k, excepto para los multi-

Tabla 4.11 (G70-3° sesién)

plos de 2 y multiplos de 5, donde se presenta mas el rectangulo.

50

40

30

Ni
20

10 4

okl I

O Rectangulo
| Cuadrado
@ Rombdide

m m3 méd mb m6 m7 m8 m9

Francisco Ruiz Lépez
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4.4.3.4 Regla enunciada por los alumnos (Tarea 3.4)

Todos los alumnos enuncian una regla en la que mencionan, con distintas
palabras, que “el drea de los paralelogramos que se obtienen uniendo miilti-
plos de un numero es miltiplo de ese niimero”.

4.4.4 Resultados generales sobre construccion y calculo del area de
paralelogramos en G3

En las sesiones de trabajo con G3 y Gl se aprecia con mas detalle c6mo
se enfrentan los alumnos al célculo del 4rea del paralelogramo en cuestién utili-
zando Unicamente las herramientas que ofrece el geoplano y el que los vértices
del paralelogramo son multiplos de 7.

Se pone de manifiesto la incomodidad que sienten los estudiantes de G3
por el hecho de que Ia base del paralelogramo no es horizontal, y tratan de girar
la figura mentalmente para conseguir que el poligono tenga una base horizontal.
Los alumnos utilizan papel de calco para realizar sus averiguaciones, aunque
pronto se advierte que éste no es un procedimiento exacto.

En este proceso visual, los componentes de G3 atribuyen la longitud de la
hipotenusa a un cateto de un tridngulo rectangulo, si bien posteriormente utilizan
el teorema de Pitagoras correctamente:

(DL) Yo pensaba poner la base derecha.

(P) Vamos a intentarlo.

(Dolores calca el paralelogramo y lo coloca sobre el geoplano).
(DL) La base es 5 y la altura 2. El area seria 10.

(P) ¢Sale la base exacta?

(DL) Si.

(P) (Seguro? Bueno este método ha sido... no ha sido muy preciso ;no?

(DL) Si.

(P) (Y otro método?

(DL) Si, por ejemplo contamos asi, 1, 2, 3, no, (fig. I 2 3 4 s 6 1 8 9 10

A4.2-2), la mitad seria 1,5. Bueno aqui no. W 5 16 17 18 19 20
(P) Bueno, la base, te ha salido antes 5 ;no? ;Habria w e 25 0
una manera de comprobar que es 5?. Porque lo W om oS  w a0
hemos hecho a la ligera. Para quedarnos tranquilos.

. . 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
Sabemos la distancia entre los puntos ;no?

(PD) Si. (Pedro calca de nuevo) Tiene pinta de ser algo A
superior a 5. Claro porque para que se cumpla el R
teorema de Pitdgoras, si tomamos este tridngulo "omoT M T W K
(Pedro se refiere al tridngulo rectingulo formado 8L 82 83 8 85 8 87 & 8 %
por 35,21 y 31 en la figura A4.2-2) es la hipotenusa. 91 9 93 94 95 96 9T 98 95 100
Este cateto es 4 y el otro 1. Fig. A4.2-2 (G3-3" sesi6n)

(P) {Cuanto vale la hipotenusa?
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(D) 5, porque si la hipotenusa es la raiz cuadrada de los catetos al cuadrado, como son raiz de 25.
No. No, seria 17. Entonces no es 5.

Domingo sefiala un nuevo procedimiento para el calculo del 4rea que no
surgié en G70, y razona utilizando trapecios:

(D) A mi se me ocurre, en todo el contorno del

paralelogramo si lo ponemos como un rectangulo, At tg g
entonces el 4rea seria la mitad de la del rectangulo, i — * e
y el area seria 7. (Fig. A4.2-3) ot
(P) ¢Por qué dices la mitad? Si queréis calcar, podéis F % °
hacerlo. Con la misma idea de meter el paralelogramo et e e e
dentro del rectangulo, ;habria alguna forma de probar R
que el drea es la mitad? L L A
(D) Vamos a ver. Se supone que estos dos trapecios A L )
son iguales (ABEF=BCDE. fig. A4.2-3). L e
(P) ;Por qué son iguales? ® e o e s s s s e
(D) Porque, bueno, si se puede calcular el 4rea bien. Fig. A4.2-3 (G3-3" sesi6n)
Sabemos la base mayor, la base menor y la altura...y tienen todo igual. Y luego el
paralelogramo, las dos partes son iguales, y por analogia seria la mitad.

Dolores propone otro procedimiento que es similar a la respuesta B de
G70. En este grupo surge por primera vez un poligono al unir 4 multiplos de 7
que no es un paralelogramo. Se trata de un tridngulo. Se hace necesario compro-
bar que tres puntos estén alineados, y para ello comienzan empleando una regla,
pero posteriormente Domingo utiliza el hecho de que dichos puntos estan aso-
ciados a multiplos de 7 y éstos formaban un patrdn rectilineo diagonal en la ta-
bla coloreada:

(P) Bueno, esto lo hemos hecho con el 7, 14, 21 y 28, pero
no sabemos si tomando otros va a salir. (Por qué no
probamos con otros multiplos de 7 a ver si sale la misma

area. : Z:: o :j
(D) Por ejemplo el 28, 35, 42 y 49 (Fig. A4.2-5) . .

(PD) En este caso no sale paralelogramo.

(P) ({Qué sale?

(PD) Una especie de trapezoide. Casi tridngulo.

(P) Vamos a ver si es tridngulo o no. Vamos a pasar aqui al

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n 12 13 14 s 16 17 ®» 19 20

31 52 3 54 35 36 57 S8 39 60

61 62 63 64 65 66 67 68 24 0

n 7 n 74 Kl 7% ” % 30

geoplano. (Fig, A42-5). W
(PD) Parece que poniendo una regla si pasa por ese Fig. A4.2-5 (G3-3° sesion)

punto.

(P) (Habria una manera de comprobarlo, para quedarnos tranquilos?

(DL) El 4rea es 14. No, 7 también.

(P) No ha salido paralelogramo, pero el 4rea ha sido la misma. ;Habria alguna manera de ver si ese
punto (el 35) pertenece al segmento (que une el 42 con el 28)?

(D) Estan los 3 nimeros en la misma diagonal ;no? Entonces, como los patrones eran
diagonales...

Aparece también por primera vez un trapezoide al unir 4 multiplos de 7,
aunque los componentes del grupo no lo identifican como tal y tienen problemas
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para el calculo del 4rea. Ante las dificultades que tienen los alumnos para cal-
cular el 4rea del poligono, el profesor propone unas realizar tareas para encon-
trar la formula de Pick que facilita el célculo del 4rea de un poligono en un geo-
plano en funcién del nimero de puntos que son interiores al poligono y de los
que estan en los lados del poligono:

(DL) 42, 35, 56, 91 (fig. A4.2-8) Sale como una cometa. I
(P) Geométricamente no serfa una cometa ;no? ;Cémo
calculamos el drea de eso?

(PD) Haciendo triangulos.

(P) (Nos podemos ayudar del tridngulo anterior?

(PD) 91-35, parece que divide a esto en dos tringulos.
Como cada tridngulo es 7. El paralelogramo tendr4...

(DL) 14. *
(D) Parece que no son iguales jno?
(PD) Si, parece que si. n

n 12 13 14 15 16 17 18 19 2
A 2 23 24 25 26 27 2 29 30
31 32 33 M v % 37 38 39 40

46 47 48 49 50

7% 7T W79 80

(D) No. ; 83 84 85 86 87 B8 89 %
(P) Los patrones diagonales (en un sentido y otro) no eran 2% M s % M o » W
iguales. (D) La base es la misma. Yo creo que si son Fig. A4.2-8 (G3-3" sesion)
iguales.

(P) Este lado (42-35) y éste (35-66) ... ;Son iguales?.

(D) Es verdad.

(P) Por lo menos idénticos no son. (Loli empieza a calcar)

(P) (Y si calcamos?

(DL) Altura 2.

(P) Pero calcando ;no? Parece que tenemos problemas para calcular de una forma répida el 4rea
de un poligono. ;Qué os parece si tratamos de buscar una férmula que nos de ¢l 4rea del poligono
en funcién de los puntos que hay dentro del poligono y sobre el poligono? Vamos a interrumpir
esta actividad y os voy a dar otra hoja para que deduzcais vosotros mismos esa férmula.
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4.4.5 Resultados generales sobre construccion y calculo de areas de
paralelogramos en G1

En la sesi6n con Julia surge la necesidad de comprobar si las diagonales
que forman los multiplos de 7 son perpendiculares entre si o no, para determinar
si cierto cuadrilatero es un rectangulo:

(P) ¢Y esa figura, cusl seria? |
(J) Un rectangulo. (dibujo A de la Fig. A4.3-3) 1
(P) ¢Por qué un rectangulo? 1
() Son paralelos dos a dos. 2
(P) (Esta mesa serfa un rectangulo? Porque son paralelos
dos a dos y por alguna cosa més.

29 30

3 39 40

(J) Forman angulos de 90°. ! oo
(P) (Esos angulos serian de 90°? (el profesor sefiala el ! ¥
dibujo A de la figura A4.3-3) . .
(J) No. 7 79 80
(P) Se ve bastante claro, pero ;Me lo podrias argumentar? L e
(J) Jolin, eso ya es demasiado! 9l 92 93 9 %5 % 97 B 99 10
(P) Pinta esto mismo aqui, en el geoplano. Fig. A4.3-3 (GI-3" sesion)

(J) (Julia dibuja el cuadrilatero ACFD de la figura A4.3-4).

(P) Si te pido que me convenzas de que eso no es un rectangulo...

(J) A mi es que me parece que esos dangulos (CAD y ADF) son rectos.

(P) (Y cémo podriamos estar seguros de que son

rectos? Porque lo que si sabemos es que éste y éste son s
perpendiculares en el geoplano. (El profesor sefiala fila * v eC . \: b *
y columna donde estd el punto A). ¢ e L =g St
(P) Una fila con una columna son perpendiculares ;no? A N B '
({Coémo sabemos si este angulo es 90°? R
(J) Pues yo qué sé! LA L R
(P) (Habria alguna manera de verlo? Vamos a L
retintarlo. Lo que sf es seguro que es un angulo recto LA A I
bQué es? e o e o o o e o o oo
(J) Este (BAE). e e s s e s s s e
(P) Este angulo vale 90°. ;Y éste? (CAD). Fig. Ad.3-4 (GI-3° sesion)

(J) Hombre, se supone estos son iguales (BAC = EAD) y no son lo mismo.

(P) No son lo mismo a simple vista, pero como la vista engafia. ;Cémo lo podriamos averiguar?
Esta claro que si no son iguales, entonces éste (CAD) no es 90° ;No?

) si.

(P) Has visto como si sabes? ;Cuil te parece mas grande de los dos?

(J) Este (DAE). Esta claro.

(P) (A ver por qué?

() (Que por qué me parece?

(P) No. Que te lo parece esta claro. Hay que ver por qué lo es.

(J) Sesupone que no tenemos transportador, ni nada mas.

(P) No. Solo esto (el geoplano).

(I) Pues no lo sé. (silencio).

(P) Tomamos este punto (A) y bajamos, 2 y a la derecha 1 (llegamos a D). Y aqui hacemos lo
mismo (desde A) uno y dos y abajo uno. No se forma el mismo angulo. ;No?

()) Es verdad.
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4.4.6 Resultados generales sobre las tareas de caricter dinamico en
G70

En relacion con las tareas de caracter dindmico (T 3.5 a T 3.7) en las que
se les pide a los estudiantes que realicen transformaciones geométricas sencillas
con los multiplos de 7, los resultados m4s significativos son:

4.4.6.1 Resultados de las transformaciones (Tarea 3.5)

En esta tarea se pide a los estudiantes que realicen las reflexiones R, y Ry,

y los giros Gog, Giso ¥ G270 con los multiplos de 7, y que rellenen una tabla, que
una vez completada correctamente da lugar a la tabla 4.12:
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Tabla 4.12 (G70-3* sesion)

Presentamos en la tabla 4.13 las respuestas de los estudiantes para cada
transformacion. Se ha considerado una columna de la tabla anterior como inco-
rrecta si presenta mas de 3 errores:

R TR [Gonl®) [Ginn() [ o).

| 45 42 46 46 46
orrecto. | (93.8) | (87.5) | 95.8) | (92.0) | (96%)
2 5 1 1 1

l Ingo'rl‘)'gcﬁto | @2 (10.4) Q.1 @.n @n

1 1 1 1 1

2.1 2.1 2.1 2.1 2.1
Total 48 48 48 48 48
Tabla 4.13 (G70-3? sesién)

No contesta

Observamos que existe un alto nimero de respuestas correctas y que no
hay diferencias significativas entre las respuestas para las distintas transforma-
ciones.

4.4.6.2 Analisis de las regularidades encontradas (Tarea 3.6)

Las regularidades (97 en total) que encuentran los estudiantes de G70 en
la tabla 4.12 las clasificamos seglin sean correctas (92.8%) o incorrectas (7.2%)
y atendiendo al tipo de regularidad que enuncian.

Se detectan cinco tipos de regularidades correctas que se encuentran en la
tabla 4.13 bis:
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A) Secuencias numéricas y orden en las columnas

A,) La columna de G,g¢(k) va disminuyendo de 7 en 7. 20
(Si 94=K,; entonces Ky-7 = K15 Kpa1-7= Kpi; ..0) (20.6)
Az) La secuencia en la columna R,(k) se forma sumando +13, +13, -7, y asi 8
sucesivamente. 8.2)
A;) La secuencia en la columna Ry, (k) se forma sumando -13, -13, +7, y asi 7
sucesivamente. (1.2)
Ay) La secuencia en la columna G;79(k) se forma sumando +31, +31, -70, y 6 46
asi sucesivamente, 6.2) | 479
As) La secuencia en la columna Goo(k) se forma sumando -31, -31, +70, y asi 2
sucesivamente. 2.1
A¢) Las columnas k y Gyso(K) son ascendentes o descendentes, pero en las 2
R(k) y Ry, (k) no hay orden. 2.1)
A7) Los niimeros de Gso(k) estan ordenados de mayor a menor. (1]0)
B) Relaciones entre las distintas columnas
B,) El altimo niimero de Gyso(k). (el 31) es igual que el primero de G7o(k). ( 662)
B,) El ltimo niimero de Gyo(K) (el 94) es igual que el primero de Gyo(K). ( 552)
Bs) El ltimo niimero de G70(K) (el 7) es igual que el primero de k. ( 552)
B4) La 1* y 3% columna tienen igual las unidades. (552)
5 36
Bs) 42= Rv(49); 49= RV(42); Ry(42)= Guaa(K) (49); Ru (49)= Guns(0) (42); | 2 | (371
By) El ultimo nimero de la 1* columna (el 70) es igual al primero de la co-| 5
lumna Goy(K). (5.2)
B-) Las terminaciones de la 2* y 5% columnas son iguales. (331)
Bs) Sumando los nimeros de las columnas de dos en dos, nos da siempre 1
101: Ry(Kk) + Ry(Kk) = 101; Goo(K) + Garg(k) = 101; Kk + Gge(k) = 101. (1.0)
By) Si sumamos los niimeros de las columnas R,(k) y k el resultado termina 1
en 1. (1.0)
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C) Relaciones numéricas en las columnas y filas
C)) En la columna Goy(Kk) se cumple lo siguiente:

1°43°=4° (70+8=78);  2°+6°=8° (39+16=55) an | @n
2°4+3°=5° (39+8=47); 5°+5°=10° (47+47=94) ) )
D) Simetrias en las columnas

D;) Tomando en la tabla como eje la linea horizontal que pasa entre el 42 y
el 49 (Fig: 1), los simétricos suman lo siguiente:

En R,(k) suman 91 (49+92=36+55=...=91),

En Ry(k) suman 111 (52+59=65+46=...=111);

En Goy(k) suman 102 (16+86=47+55=..=102);

En Gygo(k) suman 111;  (59+52=66+45=..=111);

En Gyje(k)suman 100;  (85+15=54+46=...= 100);

En k suman 91; (42+49=35+56=...= 91); 3

3
k [ R0 [ Re@) | Goot®) | Gruetk) | Grn9 G.n [ G
7 4 97 70 94 31
14 17 84 39 87 62
A 3 | 7 g 80 )
B B | B | B 73 B
i
S| 2 | % | 8 | 52 2 Bl
56 353 46 35 45 46
63 63 33 24 38 77
70 61 40 94 31 7 Flg 1
E) Reglas de obtencion de los niimeros transformados
E,) Para obtener los transformados de los multiplos de 7 hago lo siguiente:
Por ejemplo, para el 7 en R,(k), cuento 7 de derecha a izquierda en la pri-
mera fila; para el 14 cuento 4 en la fila del 11. 1 1
En Ry(Kk), cuento 7 de izquierda a derecha en la fila del 91; (1.0) (1.0)
En Ggg(k)cuento 7 de arriba abajo en la columna del 10. ) )
En Giso(k)cuento 7 de derecha a izquierda en la fila del 91.
En Gjye(K)cuento 7 de arriba abajo en la columna del 91.
Total 90

Tabla 4.13 bis (G70-3? sesion)

Existen 7 respuestas incorrectas (7.2%), debiéndose en su mayoria a erro-
res de apreciacion.

4.4.6.3 Invariantes detectadas en las isometrias (T 3.7)

Los invariantes que encuentran los estudiantes de G70 frente las isome-
trias estudiadas se recogen en la tabla 4.14. La mayoria de estos invariantes se
refieren a los multiplos de 2, de 5 y de 10 frente a la reflexién de eje horizontal

(Ry).
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" . 25
l A) Ry(multiplo de 2) = multiplo de 2. (36.8)
| B) Ry(mutiplo de 5) = multiplo de 5 19
(27.9) 58
Correctas l C) Ry(maltiplo de 10) = miltiplo de 10. (139 2| ®53
| D) El'1 es el unico numero que lo cumple para todas las 5
| isometrias, ya que todos los numeros son multiplos de 1. (14)
I(ml’lltiplo de 1) = multiplo de 1. )
l E) No. Los niimeros cambian por las isometrias. a g 3)
F) Dan ejemplos de algunos invariantes, como:
Ry(21) =30 = miltiplo de 3
. Ry(42) = 49 = miiltiplo de 3 (Incorrecto) 2 10
Incorrectas Ry(49) = 42 = miiltiplo de 3 (Incorrecto) 2.9 | 147
. f Ry(14) = 84 = multiplo de 7 ’ ’
Ry(28) = 78 = multiplo de 2
i Ry(63) = 33 = multiplo de 3
G) Ry(multiplo de 3) = miltiplo de 3.
Total

Tabla 4.14 (G70-32 sesi6n)

4.4.7 Resultados generales sobre las tareas de caricter dinamico en
G3yGl

En G3 no se abord6 esta tarea, ya que la dindmica de la sesién derivé ha-
cia la busqueda de la formula de Pick para el célculo de 4reas de poligonos si-
tuados en un geoplano.

Julia identifica los multiplos de 2 y de 5 como invariantes frente a la re-
flexiéon horizontal (Ry), si bien, al realizar visualmente algunas transformacio-
nes, confunde el giro de 180° con la reflexion horizontal.

4.4.8 Consideraciones sobre los resultados: G70, G3 y G1

Recogemos en la tabla 4.14 bis un balance de los logros alcanzados en
G70 de acuerdo con los objetivos propuestos en esta sesion:
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" Objetivos

1. Identificar y dibujar paralelogramos que
se forman al unir cuatro multiplos de un
numero.

CAPITULO 4. Estudio experimental: actividades de contexto

os alumnos no tienen dificultad en iden-
tificar y dibujar los paralelogramos unien-
do multiplos de k, obteniendo el rombéide
y €l rectdngulo como paralelogramos mas
frecuentes.

2. Observar estrategias de célculo de areas
de los paralelogramos que emplean los
alumnos en el geoplano 10x10.

Se detectan 7 estrategias correctas distin-
tas de célculo del éarea del paralelogramo
situado en el geoplano. El 95.8% de las
respucstas son correctas.

3. Relacionar el area de los paralelogra-
mos que se forman al unir cuatro maulti-
plos de k con el nimero k.

Todos los alumnos mencionan que “el
drea de los paralelogramos que se obtie-
nen uniendo multiplos de un numero es
miultiplo de ese niimero”.

4. Someter los multiplos de un niimero a
algunas isometrias planas (reflexion verti-
cal, reflexion horizontal y giros de 90°,
180° y 270°), y observar el efecto produci-
do.

Mas del 90% de los componentes del gru-
po realizan correctamente las transforma-
ciones con los multiplos de 7, y enuncian
5 tipos distintos de regularidades correc-
tas.

5. Buscar multiplos de un nimero que
queden invariantes mediante alguna de las
isometrias anteriores.

El 85.3% de las respuestas dadas son co-
rrectas y se refieren principalmente a la
invariancia de los multiplos de 2, de 5 y
de 10 frente a la reflexién de eje horizon-
tal (Ry).

Tabla 4.14bis (G70-3* sesion)

G3

En este grupo se ponen de manifiesto detalles que surgen en el proceso
para encontrar formas de calculo de areas, como es el hecho de “calcar” el pa-
ralelogramo para colocarlo con la base de manera horizontal en el geoplano.
Aparece ademds una estrategia distinta para el calculo del 4rea.

Como detalle de relaciéon entre lo aritmético y lo geométrico, en esta se-
sién, los estudiantes se apoyan en el hecho de que tres multiplos de 7 pertenecen
al mismo patrén diagonal para concluir que dichos niimeros estan alineados.

Al unir cuatro multiplos de 7 aparecen dos poligonos que no son paralelo-
gramos (tridngulo y trapecio).
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G1

En esta sesion surge la necesidad de comprobar la perpendicularidad de
dos segmentos para resolver si un paralelogramo es o no rectangulo.

A la hora de realizar transformaciones con los miltiplos de k, Julia con-

funde Gigo con Ry, y determina que los multiplos de 2 y de 5 son invariantes
frente a Ry,
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4.5 Cuarta sesion: Divisibilidad y geoplano (II)
4.5.1 Descripcion general y objetivos

Las tareas planteadas en esta sesion tienen un marcado caracter geométri-
co, y se centran basicamente en el célculo de areas de los poligonos que se ob-
tienen al unir multiplos consecutivos de un nimero k, a fin de obtener algin tipo
de relacion entre el area, el nimero de puntos que se unen y el nimero k.

Con el fin de tener un método rapido de célculo de areas de poligonos,
con anterioridad a esta sesion, los estudiantes de G70, G3 y Gl realizaron unas
sencillas actividades guiadas con objeto de obtener la férmula de Pick, que pro-
porciona el area de un poligono simple en un geoplano, en funcién del niimero
de puntos que hay en el interior y sobre los lados del poligono. Dado que esta
sesidon fue meramente instrumental omitimos los detalles de la misma, si bien
hay que decir que todos los estudiantes obtuvieron dicha férmula sin dificultad.

4.5.1.1 Objetivos de la sesion

1. Estudiar el tipo de poligonos que se pueden obtener en la tabla-100,
considerada como un geoplano, cuando se unen multiplos consecutivos de un
numero k.

2. Calcular las éreas de dichos poligonos utilizando la formula de Pick.

3. Encontrar alguna expresion aritmética que relacione el érea del poligo-
no, el nimero de puntos que se unen en el geoplano y el niumero k.

4.5.2 Actividades de la sesion. Tareas propuestas

A los estudiantes se les entrega una hoja con las tareas que deben realizar,
asi como diversas tablas-100 donde deben realizar sus dibujos.
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Tarea 4.1 (T 4.1)

Uniendo multiplos consecutivos de un de- |[' * * ¢ ¢ &R f,° ©
terminado niimero, podemos obtener diversos po- - 1: : j:
ligonos. Por ejemplo, al unir 7, 14, 21 y 28 (que |s = » = R
son multiplos consecutivos de 7) obtenemos el [¢ <L _# © « « T

triangulo A de la figura 4.16. Si unimos 35, 49, 56

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
y 42 obtenemos el paralelogramo B. En ambosca- (# n n % % 7 5 » s
sos el area es 7. Tratamos de buscar otros poligo- | # & = & % & u » =

nos que se forman al unir multiplos consecutivos Fig 4.16 (G704 sesion)
de un ntmero, y determinar su 4rea. Completa la
tabla 4.15 ayudandote de las tablas-100 que hay en las hojas auxiliares. Identifi-

ca cada dibujo con una letra y el niimero de la tabla-100 en la que se encuentra:

Poligonos que resultan al unir multiplos consecutivos de 7:

puntos Poll'gono . ; CI'OS q“e e Are'a del S
S e se unen poligono

a unir o ol
3
4 Triangulo 7,14,21,28 7 G70-4.1A
4 Paralelogramo | 35,42, 49, 56 7 G70-4.1B

Tabla 4.15 (G70-4° sesi6n)
T4.2

Expresa las regularidades que observes en la tabla de la tarea anterior.
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4.5.3 Criterios para clasificar las respuestas a la tarea 4.1
Clasificamos las respuestas correspondientes a la tarea 4.1 como sigue:
- Respuestas totalmente correctas:

A) Area, nombre y dibujo del poligono correctos.

- Respuestas incorrectas:

B) Area correcta, nombre del poligono incorrecto y dibujo correcto.

C) Area incorrecta, nombre y dibujo del poligono correctos.

D) Area y nombre de poligono incorrectos.

E) El dibujo es incorrecto por unir multiplos no consecutivos de 7.

La tabla 4.16 resume los tipos de respuestas obtenidos (C=Correcto;
I=Incorrecto):

Tipo de respuesia ] Area | Nombre [ Dibifo]
' C

“Tabla 4.16 (G70-4° sesion)

4.5.4 Resultados generales para la tarea 4.1 en G70

Los anexos 4.1, 4.2 y 4.3 recogen con detalle los resultados de esta sesion
para los grupos G70, G3 y G1 respectivamente. Destacamos y comentamos en
este apartado los aspectos mas relevantes.

Tabla de resultados

En la tabla 4.17 se encuentran las frecuencias absolutas y relativas (entre
paréntesis) de los tipos de respuestas obtenidos en G70 al unir multiplos conse-
cutivos de 7. Los % en cada casilla se refieren a los subtotales de su fila, mien-
tras que los % de los subtotales esta referidos al nimero total de respuestas

(218).
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Tipo de respuestas

7 G B 0 2 29
3 91,8 | (2,0) 2,0)| (0,0) {4.1,0) (22,5)
2 0 1 0 0 3
41667 | 00 333 00 | 00 | 1,38
32 2 4 7 0 a5
5 LD | 4,49 8,9 (15,6) | (0,0) | (20,6)
26 18 7 3 0 54
6 1@ | 333|130 6.6 | 00 | 4.8
26 5 4 9 0 44
To16on | (114 |00 ] 205 | 00 | 202
14 6 2 1 0 23
8 1609 | @61 |87 @3) | 0.0) | (10,6)
Subto- 145 32 19 20
tal (66,5) (14,7 &N 9,2)

Tabla 4.17 (G70-4* sesi6n)

Graficos de las frecuencias absolutas y relativas

El grafico de la figura 4.17 muestra las frecuencias absolutas de los tipos
de respuestas y el grafico de la figura 4.18 recoge sus frecuencias relativas.
Destacamos los siguientes aspectos:

100

80 | — A
% N— —_C

40 ....D

20 /\ /\Wé -—__E

/ Py Nl =
=
- -~ -
- o -
0 —— -
T

N° de puntos

Fig. 4.17 (G70-4* sesi6n)
1. Existe un claro predominio de respuestas totalmente correctas (tipo
A), especialmente cuando se unen 3 puntos.

2. Los errores en el calculo del area del poligono (tipos C y D) se pro-
ducen en mayor medida al unir 5, 6 y 7 maltiplos consecutivos de 7.
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N° de puntos

Fig. 4.18 (G70-4" sesion)

3. Los errores en los nombres asignados a los poligonos estan recogidos
en la tabla 4.18, en la que figuran las frecuencias absolutas y las frecuencias re-
lativas al nimero total de respuestas (entre paréntesis) (N=218)'.

N? de pun
tos que se

-unen. . {1
. Paraleldgramo 7 (15.2)
5 Trapecio Pentagono 709) 9@4.1)
Rectangulo 20(9.2)
6 Paralelogramo Trapecio 703 21 (9.6)
Paralelogramo 2(0.9)
Trapecio Trapezoide 1(05) | 4(1.8)
Pentagono 1(0.4)
7 sin nombre 83.7
Poligono céncavo |Paralelogramo 1(0.5) | 10(4.6)
Pentagono irregular 1(0.5)
8 Poligono céncavo [sin nombre 2(0.9) | 209
TOTAL 46 QL))

Tabla 4.18 (G70-4* sesi6n)

Se deduce de esta tabla que el mayor nimero de errores se produce cuan-
do se unen 6 y 7 multiplos consecutivos de 7. Los errores mas frecuentes con-
sisten en la confusion existente entre los nombres de los trapecios, paralelogra-
mos y rectangulos.

' Con el nombre de “paralelogramo” nos referimos a los paralelogramos que no son rectangulos, cuadrados o
rombos, es decir a los romboides.
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La tabla 4.19 recoge los tipos de poligonos dibujados por los estudiantes
en esta actividad:

Tipos de poligonos

7R T o o0 | 0 49

3 (8,16) | OL®) | (0 ©) © @225
0 2 1 0 0 3

4 0) | 66,7) [ (33,3)| (0 0 Q@398
0 5 0 39 1 45

5 © | aLn | © |@67 |22 |06
0 0 46 7 1 54

6 0) ©) 152 (13) | (1,85) | (24,8)
0 0 0 15 29 44

7 ©) © 0) | 34,1) | (65,9 | (20,2)
0 0 0 0 23 23

8 0) © © (0) | (100) | (10,6)

Subto-| 4 52 47 61 54 | 218

tal | (1,83) | 239 | @L6) | (28) | (248) | 100)

Tabla 4.19 (G70-4* sesion)

Sobre el diagrama de barras de las figuras 4.19 y 4.20, que muestran las
frecuencias absolutas y relativas, respectivamente, de la tabla anterior, podemos
destacar los siguientes aspectos:

1. Los tridngulos se obtienen al unir 3, 4 y 5 multiplos consecutivos de 7.

2. Los paralelogramos se obtienen mayormente al unir 6 multiplos conse-
cutivos de 7.

3. Los poligonos céncavos se obtienen al unir 7 y 8 multiplos consecuti-
vos de 7.
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50
40
i 30
20
10
0 0l A= —= : ‘
Segmto. Triang. Paralelgr. Trapecio P.concavo @8
Poligonos
Fig. 4.19 (G70-4° sesion)
100
80
o 60
40
20
0 L \
Segmto. Triang. Paralelgr. Trapecio P.céncavo
Poligonos

Fig. 4.20 (G70-4* sesion)

4.5.5 Resultados generales para la tarea 4.2 en G70

La tarea 4.2 consiste en encontrar regularidades y relaciones entre el ni-
mero de puntos que se unen para formar el poligono, el area de dicho poligono y

el nimero 7.
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Tabla de respuestas

Recogemos las respuestas en la tabla 4.20:

. Reﬁﬁﬁés‘faé‘ '

A) Caracteristicas del area

A)) El 4rea del poligono va aumentando en 3,5 uni-

dades (7/2) cuando aumentamos en uno el nimero de ( 4%00)
puntos. )
27 17
a= 820 7o 5
A (18.0)
| p =numero de puntos a unir.
Aj) El 4rea del poligono no depende de la forma sino 7
del nimero de puntos que unimos. (14.0)
A,) El area del poligono es muiltiplo de 3,5. 13 0
Correctas . (10.0) 46
@i 1 As) Al aumentar el nimero de puntos que unimos, 2 (92.0)
' aumenta el 4rea. 4.0)
A=1+ E-—1
Ag) 2 I=puntos interiores al poligono 1 0
F=Puntos frontera (sobre los lados del poligono). 2.0)
(Férmula de Pick)
B) Caracteristicas del poligono
B;) Al unir 7 o mas puntos obtenemos poligonos 1
irregulares. 2.0)
B,) Se repiten las figuras al sumar 7 decenas o bajar 1
7 lugares 2.0)
- 1... | Bs) El area de los poligonos que se forman uniendo
Incomple multiplos consecutivos de 7, es un multiplo de 7. ( 420) ( 420)
tas (Nota: hay que afiadir para p=2n) ’ ’
B,) A partir de 6 puntos a unir, el poligono es conca- 1
Incorrec- vo. (Nota: ver contraejemplo en fig.7-A) 2.0) 2
tas i Bs) Al unir de 3 a 6 puntos, obtenemos poligonos 1 “4.0)
regulares. 2.0)
Total 50
Tabla 4.20 (G70-4* sesion)
Comentarios

151

Observamos el alto porcentaje de regularidades correctas (92.0%), entre

las que destaca la férmula encontrada por 9 estudiantes (18.0%) que proporciona

un método para encontrar el area del poligono dibujado:

_ @29 _7
2 2

A

x(p-2)
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donde p es el nimero de puntos (asociados a miltiplos consecutivos de 7) que se
unen para formar el poligono. Esta féormula es cierta excepto cuando se obtienen
tres puntos alineados, reduciéndose el dibujo a un segmento de 4rea cero. Por
ello hay que imponer que p>3, aunque ningtn alumno ha tenido en cuenta este
aspecto.

Un 50% de los estudiantes sefialan que el area aumenta en médulos de 7/2
respuestas A; y Asz) aunque no lo relacionan con el nimero de puntos que se
P y q q
unen.

Las tareas 4.3 y 4.4 consisten en repetir las mismas actividades anteriores
pero uniendo multiplos consecutivos de 2.

Aunque globalmente los resultados son similares, destacamos las si-
guientes diferencias:

1. Al unir multiplos consecutivos de 7 el nimero de respuestas correctas
disminuye significativamente cuando se unen 4 puntos. En cambio, cuando se
unen multiplos consecutivos de 2, el nimero de respuestas correctas disminuye
significativamente al unir 5 puntos.

2. En la tarea 4.3 existe un mayor numero de respuestas incorrectas de ti-
po E, al formar poligonos uniendo miltiplos de 2 que no son consecutivos.

3. Existe mayor variedad en el tipo de poligonos para esta tarea 4.3, apa-
reciendo poligonos como rectangulos, cuadrados, pentigonos, hexigonos y
heptagonos convexos que no aparecian en la tarea 4.1.

Francisco Ruiz Lopez
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4.5.6 Resultados en G3 y G1
G3

Los componentes de este grupo no tienen muchos problemas con el cal-
culo de 4reas ni con el nombre de los poligonos, excepto alguna confusién entre
paralelogramo y trapecio en uno de los componentes del grupo. Asimismo ob-
tienen la misma férmula para el célculo del drea en funcién del nimero de pun-

tos p que se unen y el nimero 7, y sefialan el aumento del 4rea en mdodulos de
7/2.

En este grupo se extienden las tareas 4.1 y 4.2 a multiplos de 2 y de 3 y se
generaliza la férmula anterior a:

k
A=Zx(n-2
2x(n )

donde n es el nimero de puntos que son multiplos consecutivos de k que se unen

para formar el poligono.

G1

En la sesidn con Julia se presenta la duda de si un cierto paralelogramo es
0 no un rectangulo. Julia lo resuelve utilizando los puntos del geoplano y los
desplazamientos “bajar, avanzar, derecha”:

(J) Si. ;Hacemos con 6? Sale un rectangulo. (Fig. A4.3-11)
(P) Vamos a ver. ;Son los cuatro dngulos rectos?

(J) A mi me parece que si.

(P) Convénceme!

(J) Eso ya es mas dificil.

9 10

19 20

8 29 30

39 40

(P) Hemos visto antes algo parecido ;nc? ) s 495
(J) Ah. Este éngulo es 90° (Julla indica el éngulo formado 51 52 53 s4 S5 56 5T S8 59 &
p0r3’ 75 37)' 61 62 63 64 65 66 67 68 69 T
(P) :Cémo podemos saber si este angulo (el formado por R EEEEER
21, 79 28) es recto? 81 82 8 84 8BS B 87 B8 89 90
(J) Si éste (37, 7, 28) y éste (3, 7, 14) fueran iguales, si o o 9 s o5 96 97 o8 99 100
seria dngulo recto ;no? Fig. Ad3-11 (G124 sesion)

(P) (Y th qué crees?

(J) Pues que no. Porque éste (37, 7, 28) baja 2 y 1 a la derecha y el otro (3, 7, 14) avanza 3 y baja
1.

Julia manifiesta que el area de los poligonos depende solamente del nime-
ro de puntos que se unan, y que en este caso aumenta de 3.5 en 3.5.
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La tarea se extiende para unir multiplos consecutivos de 4 y de 5. Se ob-
tiene por primera vez poligonos que no son simples, que presentan puntos do-
bles, lo que obliga a reconsiderar el tipo de poligonos a los que son aplicables la
férmula de Pick:

(J) No. Me sale un tridngulo... Me va a salir una cosa muy rara. 16, 20, 24 y 28. (Fig. A4.3-16). l
(P) {Qué te ha salido?

(J) Yo qué sé! Una cosa muy rara. Dos triangulos...
(P) O un cuadrilatero cuyos lados se cortan. ;Y el area? L 2o W" -
(J) Cuatro, Sale- 21 2 n 25 26 7 29
(P) Esto es la primera vez que sale.
(J) &Ah’ si? 41 2 O 4“4 a8 46 47 4R 49
(P) Te 10 has inventado tﬁ' 51 52 53 34 55 56 57 S8 59
(P) (Seguro que sale 4? ;Cuantos puntos interiores hay?
(J) Ah, ninguno. Sale uno!

(P) Bueno vamos a hacer otro ;jUniendo 4 puntos saldra
alguna cosa mas?

(J) No.

(P) Pasamos a 5 puntos.

(J) Yame he ido otra vez al dificil.

(P) No te preocupes.

() 16,20, 24, 28, 32 (Fig. A4.3-17)

(P) Es lo que me decias el otro dia, que siempre te ibas a lo mas dificil ;no?

(J) Siempre.

(P) {Qué poligono es?

(J) Pues como no sea como uno de estos (Julia se refiere al poligono anterior).

(P) ;Un poligono céncavo? Bueno concavo y algo mas. ;Y el drea?

(J) 4.5. Los de fuera partido por dos, me sale 4.5. Ah, no 3,5 me sale. 4.5 menos uno. 11 entre dos a
5.5; menos uno, a 4.5.

(P) ;Podemos hacerlo por otro procedimiento? Es que el 24 pertenece a los dos tridngulos.

1 2 3 4 $ 6 7 B ? 10

31 32 33 34 35 36 3T % 39

61 62 63 64 65 66 67 68 69

Mmoo M\ 4 1 W 7T WM P

2 8 3 3 3 & 8

81 8 B 84 8 86 87 88 89

91 92 93 94 95 9% 97 98 99 100

Fig. A4.3-16 (G1 4" sesion)

(J) ¢(Hacemos uno por un lado, otro por el otro y luego los T o s e e .
sumamos? nozoBouous

(P) Si. Podemos considerarlo como dos tridngulos o bien como . » %
un poligono céncavo un poco especial. a Won % wow o ow
Este triangulo seria 1, 2, 3, 4, 5, 6 entre dos, 3; menos uno, 2. A A A )
Aqui sale algo curioso. R A
(J) Es que entonces habria que contarlo dos veces. (Julia se 4o @ w66 a e e w
refiere al punto doble 24) Se supone que pasa dos veces. Si lo A
contamos dos veces serfa, 12 entre dos, menos uno; 5. Vamos a T
ver. Por la otra férmula (de Pick) sale... 1,2, ... 11y 12. A U A s

. Fig. A4.3-17 (G1-4° sesid
Seis, menos uno; 5. Contindolo dos veces sale, 5. Y contdndolo 8 ( i6n)

una vez saldria 4.5. Y de la otra manera (contando como dos triingulos) sale 4.

(P) Ahora el problema es que la suma de las areas de los dos tridngulos deberia dar igual que la del
poligono, por la férmula de Pick.

(J) Entonces lo deberiamos contar dos veces.

(P) El 4rea, esta claro que tiene que ser 4. Dos y dos. Y por la formula de Pick, ...

(J) Falta este triangulillo (20, 24, 28) que seria 2 y tendriamos el 6.

(P) La férmula también es valida para poligonos céncavos. (silencio).

Si, espera. Lo que creo que pasa es que la férmula no es valida para poligonos con puntos dobles, y
éste (el 24) es un punto doble. Lo miraré y te lo digo el proximo dia.

Francisco Ruiz Lépez
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Julia llega a la conclusion de que el 4rea de los poligonos que se forman

uniendo n multiplos consecutivos de k aumenta de k/2 en k/2 y escribe la co-

. , k
rrespondiente férmula: |4 = Ex(n -2)|.

4.5.7 Consideraciones sobre los resultados

Recogemos en la tabla 4.21 un balance entre los logros alcanzados en esta
sesion en G70 de acuerdo con los objetivos planteados

Objetivos |
1. Estudiar el tipo de poligonos
que se pueden obtener en la ta-
bla-100, considerada como un
geoplano, cuando se unen multi-

plos consecutivos de un nimero
k.

Los poligonos obtenidos por orden de frecuencia
son: trapecios, poligonos concavos, tridngulos y
paralelogramos.

2. Calcular las areas de dichos
poligonos utilizando la férmula
de Pick.

El 17.9% de las respuestas contienen errores en el
calculo de areas, siendo estos errores mas frecuen-
tes al unir 5, 6 y 7 multiplos consecutivos de 7.

3. Encontrar alguna expresion
aritmética que relacione el &rea
del poligono, el niimero de pun-

El 90.0% de los estudiantes encuentran regularida-
des a la hora de calcular el area del poligono, y un
18.0% escriben una férmula general para el célculo
de dicha area en funcion del nimero p de miltiplos

tos que se unen en el geoplano y | consecutivos de un numero k:

el nimero k. A= (p-?ﬁ _7 X(0-2)
Tabla 4.21 (G70-4? sesién)
G3yGl

En esta sesion se pone de manifiesto el dominio de las herramientas arit-
méticas y geométricas basicas por parte de los componentes de G3, ya que no
surgen problemas significativos en la realizacion de las tareas, destacando la
obtencion de una formula general para el célculo del area de poligonos que se
obtienen al unir n multiplos consecutivos de k:

k
A=— _2
Zx(n )
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En la sesién con Julia, con el fin de determinar si un paralelogramo es o
no un rectangulo, surge la necesidad de comprobar que los patrones diagonales
(en ambas direcciones) que configuran los multiplos de 7 no son perpendicula-
res. Ademads de encontrar una regularidad en el calculo del area, surgen poligo-
nos que no son simples, a los que no es aplicable la formula de Pick.

4.6 Conclusiones generales sobre las tareas de contexto

Si tenemos en cuenta los objetivos generales para ese bloque de tareas que
hemos llamado de contexto, podemos concluir que dichos objetivos se han con-
seguido de manera satisfactoria, ya que en términos generales los estudiantes
han tomado contacto con la Tabla-100 y explorado variadas cuestiones que le
permitieron poner en contacto lo aritmético con lo geométrico partiendo de si-
tuaciones y conceptos sencillos conocidos por ellos previamente.

Resumimos en la tabla 4.22 nuestras conclusiones para cada uno de los
objetivos generales propuestos:

Francisco Ruiz Lépez
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La Tabla-100: representaciones geométricas de relaciones numéricas.
Un estudio con profesores de Primaria en formacién.

__ Objetivos

Conclusione

1. Familiarizar a los estu-
diantes con el uso de la
Tabla-100.

‘ Este db}etii)o ha qfie

los estudiantes de los tres grupos han utilizado la Tabla-
100 para reconsiderar las operaciones aritméticas con la
faceta dindmica que le proporciona dicha tabla, encontrar
patrones numéricos y visuales, asi como establecer co-
nexiones entre divisibilidad y poligonos en el geoplano.

dado p\l\énamente cbnseguido ya qﬁé
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2. Constatar la correspon-
dencia que existe entre las
operaciones  aritméticas
basicas y los desplaza-
mientos por la tabla, do-
tando a aquellas de un
sentido dinamico.

Los estudiantes han identificado las operaciones aritméti-
cas con los desplazamientos por la Tabla-100 y cédigos de
coloreado, si bien aparecen mas dificultades en el producto
y division que en la suma y resta.

3. Encontrar regularidades
de tipo visual en la tabla
coloreada e interpretarlas
aritméticamente.

Se han identificado sin dificultad patrones de tipo visual
entre los multiplos de un nimero asignindole una inter-
pretacion aritmética como operador aditivo. Surge por
primera vez la idea de “cadena” como representacién vi-
sual del operador aditivo, que sera objeto de estudio prin-
cipal de esta investigacion.

4. Establecer conexiones
entre el area de un poligo-
no y el hecho de ser sus
vértices puntos del geo-
plano asociados a los
multiplos de un determi-
nado nimero k.

Se hallan relaciones entre las areas de los poligonos asi
formados y el ntimero k, encontrandose una féormula que
relaciona el drea del poligono, el nimero de puntos que se
unen y el namero k.

Surgen, ademas estrategias para calcular dreas de poligo-
nos en el geoplano y se resuelven dudas de tipo geométri-
co (puntos alineados, paralelismo, dngulos rectos, etc.)
con las ayudas de tipo aritmético que ofrece la Tabla-100.

5. Estudiar desde un punto
de vista dindmico a los
multiplos de un numero
en la Tabla-100, some-
tiéndolos a isometrias
planas sencillas observan-
do el efecto aritmético
producido.

Se introduce un elemento mas de tipo dinamico en un
contexto aritmético, siendo éste un primer contacto con el
estudic posterior de las “cadenas” bajo la Optica de las
isometrias planas y su efecto sobre el operador aditivo
asociado.

Tabla 4.22 (G70)
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4.7 Situaciones y cuestiones mas significativas surgidas en G3 y G1

Los grupos G3 y G1 han posibilitado detectar detalles y situaciones pro-
blematicas surgidas en el transcurso de la realizacion de las tareas, que no son
facilmente detectables en las sesiones con G70. Estas son, entre otras:

- Expresion de la equivalencia entre ciertos movimientos en la tabla, como
el caso de “subir 1, izquierda 9” y “subir 2, derecha 1” puesto de manifiesto en
Gl.

- Constatacion de la equivalencia de algunas cadenas en relacion con el
operador aditivo asociado a ellas, como sefialan los componentes de G3.

- Matizaciones sobre algunas respuestas dadas en G70, como es el caso de
la restriccién que se pone en G3 a la validez de una estrategia para efectuar el
producto de dos nimeros en la tabla coloreada, consistente en “encontrar el
primer numero donde aparezca el circulo y el tridngulo juntos”. En G3 sefialan

que esto es vdlido solamente para niimeros primos entre si.

- La importancia del uso de ciertas palabras para indicar operaciones arit-
méticas, como es el caso de la palabra “repartir” asociada a la divisién, como
sugiere Julia en G1. Al considerar la palabra “agrupar”, Julia encuentra una es-
trategia para dividir, “haciendo grupos de 7 en 7 fijandonos en el triangulo (co-
digo del 7 en la tabla coloreada)”.

- La confusion que produce en algunos estudiantes el hecho de que para
encontrar el operador asociado a una cadena hay que contar el niimero de des-
plazamientos por la tabla en sentido vertical y horizontal, a partir de la casilla
inicial, como es el caso de Julia en G1 que duda si contabilizar la casilla inicial
como una unidad o decena.

- Algunas variables que se deben considerar a la hora de calcular el area
de un paralelogramo en un geoplano, como es el caso de la incomodidad que
sienten los estudiantes de G3 por el hecho de que la base del paralelogramo no
es horizontal, tratando de girar la figura utilizando el calco para conseguir el
objetivo. Se detecta en este proceso el error cometido atribuyendo la longitud de
la hipotenusa a un cateto de un triangulo rectangulo.

Francisco Ruiz Lépez
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- La aparicion de poligonos que no surgen en G70, como es el caso del
tridngulo que se obtiene en G3 al unir 4 multiplos de 7.

- El uso de criterios aritméticos que posibilita la tabla coloreada para re-
solver dudas de tipo geométrico, como cuando en G3 necesitan comprobar que
tres puntos estan alineados, utilizando el hecho de que dichos puntos estan aso-
ciados a multiplos de 7 y éstos forman un patrén rectilineo diagonal en la tabla
coloreada.

- El uso de desplazamientos por la tabla para resolver dudas de tipo geo-
métrico, como cuando Julia en G1 trata de comprobar si las diagonales que for-
man los multiplos de 7 son perpendiculares entre si o no, para determinar si
cierto cuadrilatero es un rectangulo. Julia lo resuelve contando los lugares que
avanza y los que se desplaza a la derecha a partir de un vértice del poligono.

- La consideraciéon de nuevos poligonos que no aparecen en G70, como
cuando Julia dibuja poligonos con puntos dobles, a los que es aplicable la for-
mula de Pick para el calculo del area.

En general, podemos constatar un mejor manejo de las herramientas arit-
méticas y geométricas por parte de los componentes de G3, que quedan com-
pensados por el interés, la intuicion y la capacidad de visualizacion que de-
muestra Julia en G1.

4.8 Analisis final y decisiones tomadas tras la primera fase de investi-
gacion

Las dos primeras sesiones han conectado mas directamente con los patro-
nes de caracter visual-geométrico o cadenas. De hecho, en la segunda sesidn, los

estudiantes identifican muchos de estos patrones y los asocian a operadores adi-
tivos correspondientes.

En la tercera sesion se toma un primer contacto con las transformaciones
geométricas aplicadas a los multiplos de un nimero. Estas tareas sugieren la po-
sibilidad de estudiar el efecto que producen algunas isometrias sobre las cadenas
antes mencionadas.
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Aunque las tareas de la cuarta sesién no estdn directamente relacionadas
con las cadenas, sino con los poligonos que se forman al unir n multiplos conse-
cutivos de un numero Kk, los estudiantes, a través de estas tareas, establecen nue-
vas conexiones entre aritmética y geometria al encontrar una expresion para el
area de dichos poligonos en funciéon de n y k.

A la vista de las cuestiones tratadas en estas cuatro sesiones y de los re-
sultados obtenidos, decidimos focalizar la segunda fase de la investigacion (ca-
pitulo 5) en el estudio empirico de las cadenas como representaciones geomeétri-
cas de los operadores aditivos, tratando de profundizar en aspectos tales como el
efecto de algunas isometrias sobre dichos operadores, posible estructura alge-
braica del conjunto de las cadenas con la operacion de la “suma”, y la conside-
racion de dichas cadenas en la Tabla-100 de k columnas.

Estos aspectos relacionados con las cadenas seran objeto de un estudio
empirico mas detallado en el capitulo 5, y se realizard su estudio teérico en el
capitulo 6.

Francisco Ruiz Lépez
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CAPITULO §

Segunda fase: operadores aditivos en la Tabla-100

5.1 Presentacion y objetivos

En el capitulo anterior hemos presentado los resultados mas significati-
vos de las tareas que hemos llamado de contexto, con el objeto de que los
estudiantes encuentren relaciones entre aspectos aritméticos y geométricos en
la Tabla-100. En el transcurso de estas actividades los estudiantes han explora-
do la riqueza de situaciones que esta tabla proporciona y, en el proceso de
busqueda de regularidades y patrones en torno a los multiplos de un niimero, ha
surgido la idea de “cadena” como una representacion geométrica de los

operadores aditivos en la Tabla-100, que es objeto de estudio de este trabajo de
investigacion.

Esta nocion ha dado lugar a nueva fase en el estudio empirico. Para tra-
bajar con los profesores en formacidn sobre estos conceptos hemos disefiado
una serie de tareas; con ellas pretendemos mostrar la potencialidad de las

nuevas representaciones y explorar la comprension de los alumnos mediante su
empleo.

En este capitulo ofrecemos los resultados de las tareas correspondientes
al estudio de las cadenas con los profesores de primaria en formacion. Presen-
tamos las actividades a estos alumnos como una continuacion de las anteriores,
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y las distribuimos en tres sesiones de dos horas de duraciéon cada una. Estas
sesiones tratan sobre:

Primera: Elementos algebraicos del conjunto de las cadenas con la “ope-

racion suma”.
Segunda: Cadenas y transformaciones geométricas.

Tercera: Representaciones simbolicas de los operadores aditivos. Las ca-
denas en la Tabla-100 de k columnas.

Dada la falta de investigaciones anteriores sobre este campo, las tareas
desarrolladas tienen un doble propdsito: por una parte pretendemos observar la
mayor o menor aceptacion que los estudiantes deparan al estudio de las
cadenas consideradas como representaciones geométricas de operadores
aditivos, y por otra queremos detectar las dificultades y situaciones problemati-
cas que surgen en el mencionado estudio. Esta fase del estudio esta focalizada
en el objetivo general de la investigacion, que enunciamos en el apartado 2.15 y
que resumimos asi: indagar acerca de las posibilidades de la Tabla-100 como
medio de representacion geométrica para los operadores aditivos en dicha
tabla.

Este objetivo global lo desarrollamos en los siguientes
5.1.1 Objetivos parciales

Para llevar a cabo esta fase del estudio consideramos varios objetivos
parciales:

1. Proporcionar nuevas representaciones de tipo geométrico para los ope-
radores aditivos en la Tabla-100.

2. Utilizar las cadenas para estudiar la posible estructura algebraica del

conjunto de los operadores aditivos con la “suma”.

3. Estudiar el efecto sobre los operadores aditivos asociados a las cade-

nas cuando éstas se someten a isometrias sencillas.

Francisco Ruiz Lépez
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4. Encontrar representaciones de tipo simbolico para los operadores adi-
tivos.

5. Extender el estudio de las cadenas al considerarlas en la Tabla-100 de
k columnas.

5.1.2 Esquema para presentar las sesiones de trabajo

En cada una de las sesiones con los grupos G70, G3 y G1, presentamos
globalmente:

- Los objetivos.

- Los contenidos o tareas propuestas.

- La valoracion y clasificacion de respuestas.

- Consideraciones sobre los resultados de cada sesion.

Aunque hemos recogido todos los resultados de los estudiantes asistentes
a cada sesion, solamente analizamos y presentamos en este capitulo las res-
puestas de los 43 alumnos que asistieron a las tres sesiones de que se compone
este bloque de tareas.

Las sesiones se han desarrollado secuencialmente en los grupos G70, G3
y G1, en este orden. No obstante, con el fin de favorecer una lectura mas
comoda de los resultados de las tareas, éstos los presentamos transversalmente,
es decir, presentando para cada tarea las respuestas que ofrecen sucesivamente
los grupos antes citados.

5.2 Primera sesion

El contenido de esta primera sesion se centra en el estudio de las cadenas
con la “operacién suma”.

5.2.1 Descripcion general y objetivos

Una vez que ha surgido la idea de cadena para expresar de manera geo-
métrica un operador aditivo, pretendemos en esta sesion encontrar cadenas
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164 CAPITULO 5: Segunda fase: operadores aditivos en la Tabla-100

equivalentes para representar el mismo operador aditivo y constatar el parale-
lismo existente entre las cadenas y los objetos aritméticos a los que representan,
asi como poner de manifiesto, mediante la utilizacion de las cadenas, algunas
propiedades de la estructura del grupo de los operadores aditivos con la
operacién “suma de operadores”.

Este objetivo lo especificamos con mas detalle en los siguientes
Objetivos de la sesion

1. Encontrar distintos tipos de cadenas asociadas a los operadores aditi-
vos en la Tabla-100.

2. Encontrar criterios para “sumar” o componer cadenas (denotados con
el simbolo *) que estén de acuerdo con la “suma” de los operadores aditivos
asociados y estudiar si dichos criterios son o no leyes de composicion interna.

3. Determinar la existencia de alguna cadena que desempefie el papel de
elemento neutro para la “suma o composicion” de dichas cadenas.

4. Reconocer la cadena que desempefie el papel de elemento simétrico de
una cadena dada respecto de la operacién anterior *.

5.2.2 Tareas propuestas

Esta primera sesion se compone de 10 tareas que son:

1 2 3 4 5 6 7 3 9 10

Tarea 1.1 (T 1'1) n 3 M OIS 16 17 18 19 2

La figura G70-1.1 es un patréon que, B 2 Sl

31 30035 36 37 3% 39 40

COlocadO SObre la Tabla— 1 00, reahza 1a 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
operacion "sumar 21". Si lo aplicamos al 12, Bomomomom sy R e @
61 6 63 6 65 66 6 68 69 70

por e_]emplo, obtenemos: 12 + 21 =33. n oMW oW B W T B W B
81 8 83 8 8 8 87 38 8 %

Dibuja, en la misma tabla de la figura Mom om o mos o% T B %
Fig. 5.1 (G70 sesién 1°-tareal)

anterior otros tres patrones que realicen la
misma operacion, "sumar 21", aplicados a
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cualquier niimero de la tabla.

T 1.2 Dibuja en la misma tabla de la figura 5.1 un patrén que realice
la operacién "restar 21". Al conjunto de este tipo de patrones, que tienen una
casilla origen y otra final, en forma de "cadena", le llamaremos el conjunto de
las Cadenas, y lo notaremos por C.

T 1.3 A todas las cadenas que realizanla |' * * * 5 ¢ 7 8 5 w

.« " " . . 11 12 13 14 15 16 17 I8 19 20
operacion "sumar 21" las consideramos equi-

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

valentes y a ese conjunto de cadenas lo llama-

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

mos operador +21, que notamos como [+21]. {4 « © « 4 © & ©
De la misma manera notamos [-21] al opera- [ 2 5 s s s s s s e

dor -21, que es el conjunto de todas las cadenas ¢ @ ¢ ¢ ¢ « ¢ & © w

n 72 73 74 75 16 71 18 719 80

que realizan la operacion "restar 21". Al

81 82 83 8 8 8 8 8 8 90

conjunto de todos estos operadores aditivos le

91 92 93 94 95 9 97 98 99 100

denominamos con la letra O. Tenemos de esta Fig. 5.2 (G70-sesion 1>-tarea 3)

manera asociado a cada cadena un operador aditivo, que para la cadena de la
figura 5.1 es el [+21].

Tratamos ahora de encontrar una ley de composicién para las cadenas
(que notaremos *) y otra para los operadores asociados a ellas (que notaremos

®)-

a) Inventa y explica brevemente un criterio (una ley *) valido para la
composicion de dos cadenas.

b) Ilastralo con un ejemplo en la tabla de la figura 5.2

T 1.4 Indica en qué condiciones esa ley * seria una ley de composicion
interna.

T 1.5a Explica cual seria la ley (©) para los correspondientes opera-
dores asociados. Pon un ejemplo.

T 1.5b (Seria ésta g una ley de composicién interna?
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T 1.6 ¢(Existe alguna cadena que sea elemento neutro para *?
En caso afirmativo escribe cual seria e ilistralo con un ejemplo.
T 1.7 ¢ Existe algiin operador que sea elemento neutro para ®?

En caso afirmativo escribelo e ilas-

tralo con un ejemplo. 123 4 s 6 71 8 9 o
11 13 14 15 16 17 18 19 20

T 1.8 En caso afirmativo en las pre- alnls 2 5 % 7 om » wn
guntas anteriores. ;Tendria la cadena de la 8 Wom o womo»ow

41 42 43 4 45 46 47 48 49 50

figura 5.1 su simétrico respecto de la ley *

51 52 353 54 55 56 37 58 59 60

que has definido? En el caso de ser asi, I R A A

. ye e 7t 72 1 74 15 76 17 18 19 80
dibujalo y compruébalo.

81 82 83 84 85 8 87 38 89 %
91 92 93 94 95 9% 97 98 99 100

Fig. 5.1 (G70-sesién 1*-tarea )1

T 1.9 ¢Cual seria el correspondiente

simétrico del operador?

Para cada una de las tareas realizadas especificamos los siguientes apar-
tados:

- Enunciado de la tarea.

- Criterios de clasificacion de las respuestas
- Tabla de resultados en G70.

- Comentarios a los resultados de G70.

- Aspectos destacables en G3 y G1.

5.2.3 Resultados de Ia tarea 1. 1

Pretendemos presentar a los estudiantes un tipo de representacion geo-
métrica (que en principio llamamos patrén, y que en adelante llamaremos
cadenas) con el objeto de que ellos dibujen otras representaciones de tipo
geométrico asociadas al mismo operador.

Francisco Ruiz Lépez
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Enunciado

La figura 5.1 es un patrén que, colocado sobre la Tabla-100, realiza la
operacion "sumar 21". Si lo aplicamos al 12, por ejemplo, obtenemos:

12 +21=33.

Dibuja, en la misma tabla de la figura anterior otros tres patrones
que realicen la misma operacion, "sumar 21", aplicados a cualquier
namero de la tabla.

Resultados en G70 de la tarea 1.1
Criterios de clasificacion de las respuestas

Las 116 respuestas de los alumnos las clasificamos atendiendo a las ca-
racteristicas encontradas:

- Senialar el origen y final.

- Poseer todos los dngulos multiplos de 90° (ausencia de tramos obli-
cuos).

- Tener el minimo nimero de casillas. (esta caracteristica viene especifi-
cada mediante el simbolo * en la tabla de respuestas correspondiente).

- Representar correctamente al operador [+21].
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168 CAPITULO 5: Segunda fase: operadores aditivos en la Tabla-100

Tablas de resultados

La tablas G5.1-a y 5.1-b recogen los resultados de los estudiantes de G70
siguiendo esta clasificacion.

(0.9)
e 1
(0.9)
1
0.9)
o S
(84.5) G0

Tabla 5.1a (G70-sesion 1°-tarea 1): Cadenas con angulos rectos que representan “sumar 217,
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'C;(ﬂ:‘nas con origen
y final
1
0.9)
*1)

Cadenas 1 1
con . i 0.9) (0.9)
angulos | *)) *0)
no multi-

Iplos de D. 1 1
90° 0.9) 0.9)
i |*x) *P)

| 1

(0.9)
D
4 2

Total (G.4) 1.7
Figura\vs\f , 1
que mo (0.9)
corres-
ponden al Y
operador )
(+21] (0.9)

R)
2

Total )

Nuimero total de respuestas 116

Tabla 5.1b (G70-sesion 1*-tarea 1): Cadenas con angulos no rectos que representan “sumar 217,
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170 CAPITULO 5: Segunda fase: operadores aditivos en la Tabla-100

Presentacion global de las cadenas obtenidas para representar “sumar
21” en la Tabla-100

Las figuras 5.3, 5.4 y 5.5, muestran las representaciones realizadas por los
alumnos contextualizadas en la Tabla-100 y acompafiadas con sus respectivas
frecuencias en %.

112 3|abs| 6| 7] s

ale s |

1112 13 14 15 16 17 18 19 § 20
3 I

61 62t 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68469 | 70
A

4| 15-pT6 | 17

87

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Fig. 5.3 (G70-sesién 1*-tareal) Fig. 5.4 (G70-sesién 1>-tareal)

21 | 22 )23 24 25126 27| 28] 29| 30

31 32| 33|34 35|36 |37 38¢39]40

51 52 53 54 55 5 57 58 59 60

6l | 62 ] 63 64 651 66 67 68| 69 70

N} 74 15 [T 79 80

81| 82 8 8 | 8 86 | 87

91 92 9 97 98 99 100

Fig. 5.5 (G70-sesién 1*-tareal)
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Comentarios

Destacamos las 81 cadenas con origen y final, dngulos multiplos de 90°
(con tramos horizontales y verticales) y con minimo nimero de casillas, que
suponen el 69.8% .

Solamente un 5.1% (3.4% con origen y final y 1.7% sin origen y final) son
representaciones con caminos oblicuos. Solamente 2 representaciones (1.7%) no
estan bien construidas, al no estar determinados su celdilla origen y final.

De los datos se desprende que los estudiantes han captado adecuadamente
el tipo de representacion grafica que llamamos cadenas y han realizado una gran
variedad de ellas. El 78.4% de las representaciones son cadenas simples mini-
mas (cadenas con un solo tramo vertical y horizontal y con menor niimero de
casillas).

Aspectos destacables de la tarea 1.1 en G3y G1
G3

Aunque la cadena que se le presenta a los | [:]:]« s|«]-
componentes de G3 estd orientada mediante il R
flechas (igual que en el grupo G70), todas las |, - s % 3 m
representaciones realizadas en esta sesion son [¢]|2|s[«]sjwe[a]alo]=

5 56 57 58

sifs2 5354 s

cadenas sin orientar y con 4ngulos que son —

ml:lltlplOS de 90° (Flg A51-3) P ||

81 82 83 84 85 86 89 1 90

En cuanto a las representaciones obtenidas [ e[ [= == ]»]~

24 25 26027128 29 30

]
23
e
33

34 39 | 40

59 60

destacamos una nueva cadena que no aparece en Fig. A5.1-3 (G3-sesi6n 1%)
G70, que consiste en retroceder una decena de

unidades para alcanzar el borde izquierdo cuando se ha comenzado en el borde
derecho (Cadena B de la Fig. A5.1-3)
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Surge en este grupo el caracter de “aplicacion” que tiene el operador adi-
tivo asi como el papel de “dominio” o “conjunto origen” que juega el conjunto
de los nameros de la Tabla-100:

(P) Entonces el operador [+21] ;Como se puede considerar?

(D) Como una aplicacién.

(P) Claro, a x lo transforma en ...

(D) En x+21.

(P) (El profesor escribe x — x+21)

Entonces, dentro de lo que son las funciones y las aplicaciones ;Qué papel desempeiiarian estos
nimeros de la tabla?

(D) Como conjunto.

(P) ;Qué conjunto?

(PD) Seria el origen.

G1

La mayoria de las representaciones que
realiza Julia son cadenas con angulos multi-

plos de 90° y sin especificar el origen y final.

No obstante, Julia dibuja una figura que tiene

un tramo oblicuo (Figura A5.2-2).

A modo de comentario final sobre esta

tarea destacamos que aunque en cualquier

caso queda clara la idea de cadena en los

: , ] Fig. A5.2-2 (G1-17 sesi6n)
estudiantes, estos se fijan mas en la forma y

las celdillas que la componen que en su
orientacidon mediante flechas.

5.2.4 Resultados de la tarea 1.2

Establecemos el conjunto de las cadenas y tratamos de que los alumnos
encuentren formas de obtener cadenas para el operador “restar” a partir de las
que encontraron anteriormente para “sumar”.
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Enunciado

Dibuja en la misma tabla de la figura 5.1 un patrén que realice la
operacion ''restar 21'". Al conjunto de este tipo de patrones, que tienen una
casilla origen y otra final, en forma de "cadena", le llamaremos el conjunto de

las Cadenas, y lo notaremos por C.

Criterios de clasificacion de las respuestas

Conservamos los mismos criterios que en la tarea anterior.

Resultados de la tera 1.2 en G70

Tabla de resultados
La tabla 5.2 recoge las respuestas de los estudiantes en este grupo:
Cadenas con origen y ",Qaden'as sin origen
‘1 H ni . 1‘1i
Figura (%) Figura (%)
29
*A) % (50.9)
12
Cadenas |*B) ﬁa @1.1)
con % 6
angulos  |["©) (10.5)
miiltiplos : *E 2
de9g® D ~E (3.5)
n 2
E) uin (3.5)
B
1
. - a (1.8)
52
Total ©1.2)
Cadenas 2
UL (3.5)
a‘n‘g‘ulos‘; i *G)
no  mlti- % 1
plos  de L8
90° e (1.8)
3
Total (53)

Departamento de Didactica de la Matemética. Universidad de Granada




174 CAPITULO 5: Segunda fase: operadores aditivos en la Tabla-100

3] 1

EE (1.8)

(1.8)

(1.8)
Niimero total de respuestas

Tabla 5.2 (G70-1? sesidn-tarea 2): Cadenas que representan “restar 217,

Presentacion global de las cadenas obtenidas para representar “restar
21” en la Tabla-100

1€ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 i 2 3 4 5 6 7 8 ] 10
A A A
1|12 13)14f15 16| 17t 18| 19 20 15 N6 17 18)19] 20
A A A AN
21| 22 ] 23| 24425 | 26 27| 28] 29 30 25\ 26 | 27 28] 201 30
A
40 35 | 36 | 37 ) 38| 39| 40
50
60 51— 52— 53 -|;54- 55-b 56—t 57— 58— 59— 60
A A
61 | 629>63 | 64 | 65 ] 66 | 67 | 68 69 o0 61 | 62 63 64 68 69 70
i\ A
71 74 | 756t 76 77 71472 73 74 78 79 80
A
81 82 83 84 88 89 90 81 | 82 8 8 8 8 87 88 89 90
A
91 92 93 94 95 9% 97 98 99 100 91} 92 93 94 95 9 97 98 99 100
Fig. 5.6 (G70-1° sesi6n-tarea ) Fig. 5.7 (G70-1* sesién-tarea )

Comentarios

Se produce la mitad de respuestas que para el operador positivo, asi co-
mo menos variedad de representaciones y solamente una cadena sin orientar
que ademas no se corresponde con el operador [-21].

Més de la mitad de los estudiantes muestran sus preferencias por la cade-
na que responden al criterio “subir, izquierda”, dando en primer lugar las
decenas y luego las unidades.
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Existe también una gran mayoria (84.2%) que elige cadenas con menor
numero de casillas.

Solamente hay 3 representaciones con caminos oblicuos.

Aspectos destacables de la terea 1.2 en G3 y G1

G3

La palabra “simétrico” aparece aqui bajo dos acepciones, algebraica y
geométrica. Desde el punto de vista algebraico, considerando el grupo de los

operadores aditivos con la suma, el elemento simétrico del operador [+21] es el

[-21]. Por otra parte, la cadena asociada a [+21] es @I, que expresamos como

“bajar 2, derecha 1”. Si esta cadena la sometemos a una reflexion de eje vertical

se obtiene como imagen simétrica la cadena E@, que la describimos como
“derecha 1, subir 2”. El operador aditivo asociado a ella es [-19] y no el
operador [-21] como sefiala Domingo en esta sesion. Este error, que posible-
mente se haya debido a no incluir las flechas que dan orientacién a las cadenas,
hace reflexionar a sus compafieros: Pedro corrige el operador y Dolores dibuja
otra cadena correcta y orientada mediante flechas, sefiala mediante un circulo la
casilla inicial y elige como orden de los desplazamientos el de “decenas,

unidades”:

(P) Hay que dibujar un patrén que signifique "restar 21", Hay que usar un criterio que sea
coherente.

(PD) Depende del inicio.

(Domingo dibuja la figura EB uniendo el 14 con el 33).

(P) Tu has dibujado uno que es "bajar 2, y en lugar de “derecha 1” has hecho izquierda 1", ;Y ese
patrén cudl es?

(D) Ah!, eso es verdad.

(P) El patrén que has dibujado, ;Qué representa?

(D) Seguin, si tomas como origen el 33 seria restar.
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(P) Restar ;Cuéanto?
(D) 21.
(PD) Seria 19.
t

(DL) Este mismo (Dolores sefiala @EI), pero tomando como origen el 33. (Dolores dibuja b,
tomando el 33 como origen y lo rodea con un circulo. Dolores dibuja en esta ocasién las flechas
para indicar el sentido del recorrido).

G1

Julia sefiala que para restar hay que cambiar de sentido las flechas en la
cadena correspondiente a “sumar”, conservando la forma de la cadena, lo que

supone alterar el orden de “decenas, unidades” por el de “unidades, decenas™:

(P) Ahora dibuja una que sea "restar 21". Yo te he dado un criterio para sumar 21. Dame ti un |

criterio para restar 21.

(Julia hace la cadena A de la figura A5.2-3). £ | s e 7 8w
(J) Me sale la misma L. { W15 16 17 18 19 20
(P) Del 1 al 22. En este caso, ¢ Cuél serfa el origen? s ¢ s
(J) E122. nom o owm w33 w©

41 42 4 M4 45 47 4/ 49 50

(P) ; Como pondrias las flechas?
(J) Para arriba. (Julia dibuja las flechas en ese momento).
(P) ;Habria alguna otra manera para indicar "restar 21"?. 6 6 @ 6 65 6 &

(J) Pues no lo sé. (Julia realiza la cadena B de la figura A5.2- |[n = = n 75 % 7 % 7 &
3) 81 82 183 84 8 8 87 88 8% 90

51 52 53 54 55 5 57 58 59 60

68 69 70

91 92 93 94 95 9% 97 98 9% 100

Fig. A5.2-3 (G1-1® sesion)
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5.2.5 Resultados de la tarea 1.3

Introducimos en esta tarea la equivalencia de cadenas y la nocién de ope-
rador asociado a cada cadena. Definimos también el conjunto de operadores
aditivos. Pedimos a los estudiantes criterios para componer cadenas y sumar
operadores, y que realicen un ejemplo.

Enunciado

A todas las cadenas que realizan la ope- | ' > * ¢ °* ¢ 7 % 9 w0
racion "sumar 21" las consideramos equivalen-

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

tes y a ese conjunto de cadenas lo llamamos

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

operador +21, que notamos como [+21]. Dela |4 @« © « o % o © o s
misma manera notamos [-21] al operador -21, [5 = 5 s s % 5 s » «

61 62 63 64 65 66 67 68 6% 70

que es el conjunto de todas las cadenas que
realizan la operacion "restar 21". Al conjunto de

7o 713 74 715 76 77 718 79 80

81 82 8 84 8 8 87 8 8 90

todos estos operadores aditivos le denominamos

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

con la letra O. Tenemos de esta manera asocia- Fig. 5.8 (G70-1° sesion-tarea 3)

do a cada cadena un operador aditivo, que para la cadena de la figura 5.1 es el
[+21].

Tratamos ahora de encontrar una ley de composicion para las cadenas
(que notaremos *) y otra para los operadores asociados a ellas (que notaremos

®)-

a) Inventa y explica brevemente un criterio (una ley *) valido para la
composicion de dos cadenas.

b) Ilastralo con un ejemplo en la tabla de la figura 5.2
Criterios de clasificacion de las respuestas

a) Los estudiantes ofrecen dos tipos de enunciados para la composicién
de cadenas (*):

E,) “Superponemos el final de una cadena con el origen de la otra”.
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E,) “Sumamos (afiadimos, juntamos) las casillas de la primera cadena
con las de la segunda cadena”.

b) Clasificamos las ilustraciones y sus ejemplos atendiendo a las si-
guientes caracteristicas:

Sup: Superponen la casilla final de una cadena con la original de la otra.

Yux: Yuxtaponen la casilla inicial de una cadena a continuacién de la fi-
nal de la otra cadena.

Opr: Especifican los correspondientes operadores en el esquema realiza-
do.

O-F: Indican el origen y final de las cadenas.
Tipo: Tipo de ilustracion grafica realizada.
Tablas de resultados

a) Enunciado de criterios para la composicion de cadenas:

E, |16(372)
E, 307.0)
No con-

testa |24 (55.8)

Total 43

b) Las tablas 5.3a y 5.3b recogen los tipos de respuestas:
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Tipo
|
A N (44.2)
(C+21) *(C+ 21) = ﬁj* H:]= ||
)
I T

. + [TF| =
1 -

“S . [+20]* [+1] = [+21] 3) ;
- B X X X (13.9)
e ﬁ * EEI = i—

c —1>
t (+20] * [+1] = [+21]
a
) - . LL _
| B 6
€] x r (14.0)
T
I I R T el
f, 7]
7]
D @ 3
X X
- (7.0)
:—J . RS i - |
=1 [« IESE
PIN
¢))
34 25 9 34 0
Total an| O e8| o (79.1)

Tabla 5.3a (G70-1? sesién-tarea 3): Criterios correctos para “sumar” cadenas.
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n Inco- ©*21) * (C21) = S
c E) | rrec- X 116
0 * tamen- .

. t ca2ly * (C21) = -
d © H] EH [T
2 o
c )
t
* = 4
21 20
5 4 9
Total | 116 | 03) | 209 | °
Numero total de respuestas

Tabla 5.3b (G70-1° sesién-tarea 3): Criterios incorrectos para componer (sumar) cadenas.
Comentarios

- El 79.1% de las formas de componer cadenas se han considerado co-
rrectas por ser coherentes con los operadores que representan (respuestas A, B,

CyD).

- Un 58.1% del total mencionan los operadores a los que representan las
cadenas (tipos A y B), mientras que el 9% orientan las cadenas con el origen y

el final (tipos B y D).

- Existe un 20.9% de composiciones incorrectas (tipos E y F), debido

fundamentalmente a dos factores:

a. El 20.9% realiza una yuxtaposiciéon o agregacion de celdillas, sin

efectuar la superposicion (tipo F).
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b. El 11.6% realiza la superposicién de casillas incorrectamente (tipo E),
debido al hecho de utilizar cadenas correspondientes a operadores negativos y
no sefialar el origen y final de las cadenas.

- La tabla 5.4 recoge los simbolos utilizados por los estudiantes para refe-
rirse a los criterios de composicién de las cadenas y a la suma de los corres-

pondientes operadores:

* 33(76.7)| 10(23.3)

+ 4(9.3) 6 (14.0)

&) 0 3(7.0)
Nada | 6(14.0) | 24 (55.8)
Total 43 43

Tabla 5.4 (G70-1* sesién-tarea 3): simbolos para la composicién de cadenas

La mayoria (76.7%) utiliza correctamente el simbolo * para la composi-
cion de cadenas, pero solamente un 7.0% utiliza el simbolo convenido @ para la
suma de operadores. El 14.0% no utilizan simbolo alguno para la composicién
de cadenas, y un 55.8% no utiliza simbolo para la suma de operadores.

Aspectos destacables de la tarea 1.3 en G3 y G1
G3

Los estudiantes de este grupo enuncia la ley E, que consiste en superpo-

ner la casilla final de la primera cadena con la inicial de la segunda:

(PD) Por ejemplo, sumar 3 con sumar 20. (Pedro realiza el ]
dibujo A de la figura AS5.1-4. La celdilla sombreada y | '| 2}
doblemente recuadrada indica que ha superpuesto dos
celdillas). (En realidad quiere decir sumar 2, en lugar de 3. La
confusién, como en otras ocasiones proviene de que hay que |» = »

tomar una cadena con 3 casillas para sumar 2) “ a2 @
(P) {Cémo lo harias? 512 os
(PD) En este caso, tenemos que hacer coincidir el final dela [« «
primera cadena con el principio de sumar 20, nMmBm oM B WM B W
(P) Ajé’Yte saldria... 8] 82 83 8 B85S 8 87 88 8 %0
(PD) Sumar 22, es la cadena resultante. ol 92 93 94 95 9 97 S8 99 10

(P) ;Qué cadena consideramos como resultante?
(PD) La que tiene el origen de la primera y el final de la
segunda.

Fig. A5.1-4 (G3 1° sesién)
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G1

Julia enuncia, en primer lugar, la ley E, que consiste en yuxtaponer una
cadena a continuacion de la otra, aunque rectifica posteriormente:

(P) {Como compones esta cadena con ésta? (...) ]
(J) Aja! Se la afiado. (Julia realiza el dibujo C de la Fig. A5.2-

4)‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 34
(P) Hasta aqui (el 79) era...

Q) E1[21]. Y éste (desde el 89 al 99) el [10].
(P) Seria "derecha 1, bajar 4". Te ha salido... e I
(J) Sumar 41. e
(P) Pues el operador [21] y el [10] te ha salido el [41]. No o 5 = I—“ e olmle
parece muy coherente, en el sentido de que no te ha salido la |
suma. La ley que te has inventado ha sido: "poner una a |* @ ¢ “l21® 7 ® @™
continuacién de la otra". Entonces lo que has obtenido en este
caso ha sido 10 mas.

(J) Si. Entonces se cogeria el ultimo... (Julia realiza el dibujo D [* % » * » % 7 % »
dela ﬁg A5.2-4) . Fig. A5.2-4 (G1-1° sesién)

(P) Superponer...

(J) El origen del [10] con el final del [21].

(P) Entonces la ley que te has inventado seria...

(J) "Hacemos coincidir el origen de la segunda con el final de la primera".

21247125126 27{28

471 48| 49 50

mn 7n 7 78 19 80

81 82 87 88 89 90

5.2.6 Resultados de la tarea 1.4

Se pretende con esta tarea plantear la problematica que presentan las ca-
denas cuando rebasan los limites de la tabla, bien al considerar una cadena
demasiado grande, al tratar de aplicarla a un numero de la tabla préximo al
borde o al realizar la composicion de varias cadenas.

Enunciado
Indica en qué condiciones esa ley * seria una ley de composicién interna.
Criterios de clasificacion de las respuestas

Consideramos respuestas correctas las expresiones, bien en lenguaje or-
dinario o de manera grafica, que hacen alusion al nimero de casillas que deben
tener las cadenas para éstas no rebasen los limites de la tabla. Como incorrectas
hemos considerado, entre otras, las respuestas que se refieren al niumero de la
tabla a las que se pueden aplicar, ya que de esta respuesta se desprende una
cierta confusion entre el dominio y el operador.
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Resultados de la tarea 1.4 en G70

Tabla de resultados

A) Reépuestas que se refieren élwtamaﬁo maximo que
| deben tener las cadenas para que no se salgan de la Tabla.
5
A,) Elresultado no debe ser mayor de100. (11.6)
A,) El nimero mayor de casillas en filas y columnas de la (943)
C |composicién es 10. )
0 |A;) La composicion de los patrones no debe ser mayor que| 3
IT | las dimensiones de la tabla. (7.0)
€ |A,) Las dimensiones de los patrones no debe ser mayor de| 3 23
€ |5 casillas en cada fila y columna. 7.0) | (3.5
t. B) Expresion gréafica y simbdlica
a.
SiteC =3 HeC
8
Hec (18.6)
[+21] eo
[+10] GO = 3 [+31] eo
I |C) Realizan un comentario sobre €l niimero maximo de la
n |tabla al que se le puede aplicar la composicién de cadenas| 5
¢ |que han presentado, ya que caso contrario se saldria de la| (11.6)
0 |tabla.
rr | D) Los dos patrones deben ser distintos, porque si fueran el 3
e |mismo darfa cero, ya que el final del primero coincide con 1.0) 11
¢ el origen del segundo. ’ (25.6)
; ; E) Es ley de composicién interna si cumple las propieda-
% des asociativa, conmutativa, elemento neutro, elemento 3
simétrico y si (7.0
X,y €3 N=>x*y eN
No contesta (23. 9)
Total | 43 ]

Tabla 5.5 (G70-1* sesion- tarea 4) : condiciones para que * sea una lL.c.i.
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Comentarios

Mais de la mitad de los estudiantes sefialan un nimero maximo que deben
tener las cadenas para que se puedan componer y no salirse de los limites de la
tabla. Un 11.6% alude al elemento del dominio al que se le puede aplicar la
cadena. Aunque en realidad esta respuesta podria considerarse como correcta,
(Ia composicion de cadenas debe ser aplicable a cualquier elemento del domi-
nio), la consideramos en el apartado de respuestas incorrectas por entender que
el alumno no ha tenido en cuenta que las cadenas son invariantes frente a
traslaciones, y en principio no influye el elemento del dominio al que se le
aplique.

Aspectos destacables de la tarea 1.4 en G3 y G1
G3

Los estudiantes de este grupo parecen no entender bien la pregunta. Ante
la intervencién del profesor, producida por los reiterados silencios de los
estudiantes, éstos expresan la condicién de “tener las cadenas el menor
numero de casillas” o “que este nimero no pase de 10” para que la composi-
cién no se salga de la tabla. Posteriormente rectifican y establecen como
condicién que “la suma de ambas no pase de 10"

(P) Por ejemplo si queremos efectuar "sumar 30 con sumar 90" ;Qué va a pasar?

(D) Que se sale,

(P) Que el resultado se va a salir del dominio ;no? Entonces, ;Qué restricciones podemos poner?
(PD) Tomar un representante con el menor niimero posible de casillas.

(P) Si, pero si tomamos "sumar 140", el representante menor va a tener 14 casillas. Siempre se va a
salir. Una condici6n, efectivamente va a ser esa: tomar el representante con el menor numero de
casillas, pero ademas, ;Qué habra que pedir en cuanto al nimero de casillas?

(DL) Que no se pase de 10.

(P) (Pero si uno tiene 10 y otro 5?

(DL) Que la suma no se pase de 10.
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G1

Julia advierte que cuando la cadena se sale por un borde debe aparecer
por el borde opuesto en la fila siguiente, 10 que supone una buena intuicién por
parte de Julia para resolver el problema de los limites laterales de la tabla.

(P) Eso es. Si coloco el cadena [+11] aqui en el 49, ;La puedo
componer con el [+2]?

(El profesor dibuja la cadena del [+11] de la Fig. A5.2-5A).

(J) Colocar el qué? ;Esta con ésta? Si.

(P) (Como?

(J) Pues poniendo, por ejemplo en el origen del segundo el
final del primero. not
(P) ;Puedes componer [11] con [2] aplicado al 49 sin que il
las cadenas se salgan de la tabla? wom o
EJ) St. 9 9 o

P) ;Como? - —
Q) lgoniendo en el 77 el origen del segundo (Julia realiza el Fig. A5.2:5 (G1-1"sesi6n)
dibujo B de Ia fig. A5.2-5).
(P) Bien. Has aplicado la propiedad conmutativa ;no? Has hecho [2] @ [11] en lugar de [11] & [2]
(no?
(J) Bueno.
(P) ;Y sin aplicar la propiedad conmutativa? Esta es la cadena [11] y ésta el [2]
(el profesor escribe [11] @ [2])
+Cdémo lo harias grificamente?

(J) Jolin! Apurdandome mucho, como no sea asi, de otra forma no se podria.
(Julia realiza el dibujo de la Fig. A5.2-5, continuando el cadena [2] de 3 casillas en el comienzo
de la fila siguiente).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

160

No obstante, al pedirle a Julia que dibuje un ejemplo de composicién de
cadenas que no se pueda realizar en la tabla, se pone de manifiesto que ella

condiciona la composicién de los operadores a los nimeros de la tabla a los que
se los aplica:
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(P) ¢En qué caso no se podria hacer? Pon un ejemplo en quenose |' 2 * 4 5 6 7 3 5 W
pudiera hacer una composicion de cadenas. LI L ALt
(J) Se supone que (la tabla) no acaba en el 100. A2 BB B BT BB N
(P) Si, la tabla termina en el 100. L % ¥ B oW W
(J) Pues entonces, que pase del 100. (Julia realiza las cadenas Ay B |4 « = o 41 48 4 S
de la figura A5.2-6) Este, el [11] y el [3]. [11] © [3]. sosom oo
(P) Pero ese si lo sabes hacer. 6l & 63 6 65 6 67 & 6 W
(J) Pero si acabamos en 100... nmB oM BT WM &
(P) Pero es que la cadena me la puedo llevar a otro sitio donde sime |» ® = s 5 = st [0
quepa. Venga, pon un ejemplo que no se pueda hacer. 9 2 9w %5 9% 8 | 99 | 100
(J) Como no sea coger la cadena [100] y sumarle otra... Fig. A5.2-6 (G1-1° sesién)

En la misma sesion sesion de trabajo también se detecta el conflicto que
le produce a Julia el que la cadena resultante (que corresponde al operador
[+11]) finalice en el nimero 12. En este caso confunde el operador (cadena)
con la imagen de un niimero:

(contintia del parrafo anterior)

(P) Ese esta claro. Ese seguro que no se puede hacer, porque la pongas donde la pongas te vas a salir
de la tabla. Dime otro ejemplo que no sea tan exagerado.

(J) ¢ Tiene que ser suma?

(P) Laley * que hemos definido, que es "superponer...".

(J) Serviria por ejemplo. Tomamos esta L (Ia cadena A que
empieza en el 1 y termina en el 100 de la Fig. AS5.2-7 sin
sombrear), y luego coger ésta que empieza en el 2 y termina
en 90 (cadena B de la Fig. A5.2-7 sombreada).

(P) Y la composicion de esas dos cadenas ;Qué seria?

(J) Que no se podria hacer ;no? ;O si se podria?

(P) Pero si te lo pregunto yo a ti! Esta L seria "bajar 9, derecha -
9", seria el [99]. Y la otra ; Qué operador es? o | o | ” I ” I o I " I . l - | » |00
(J) E1 [88]. Fig. A5.2-7 (G1-1° sesion)

(P) (El profesor escribe [99] @ [88]) ;Se podria hacer?

(1) Yo creo que no.

(P) (Por qué?

(J) Porque para poder ponerla te saldrias de Ia tabla.

(P) Si la consideras como "sumar" nos saldriamos de la tabla.

(J) Pues eso.

(P) En cambio restar, si se podria hacer ;no?

@) Si.

(P) (Como lo harias? Este (el 90) es el origen y éste (el 2) es el final. (El profesor los sefiala en la
figura 8 con una O y una F respectivamente). ; Como restarias esas dos cadenas?

(J) Pues si bajo ésta (cadena B de la figura A5.2-7) un lugar, el 90 coincide con este final (se refiere
al 100).

(P) O sea, la casilla donde estd ahora mismo el 90, hacerlo coincidir con el 100. ;Y cuénto daria?

(J) 99 menos 88, ... Es que ya estoy liada con la resta.

(P) Imaginate que esta figura (cadena B de la figura A5.2-7) la tenemos hecha en una transparencia.
Bajariamos, y obtendriamos...

(J) E112. Tiene que dar 11.
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(P) Tiene que dar 11. ;No da 11? (Julia confunde el operador 11 (cadena C de la figura cadena B
de la figura AS.2-7 con trazo punteado) con el estado, el niimero 12 de la tabla).

Posteriormente, con otro ejemplo, Julia realiza cotrectamente la opera-
cion:

(P) Vamos a hacer un ejemplo mas sencillo. Al [21] famoso
le vamos a restar [10]. (El profesor dibuja la cadena del 21
que une el 22 con el 43, en la Fig. A5.2-8A, asi como la
cadena del 10 que une el 26 con el 36 en la Fig. A5.2-8B).

29 30

39 40

Si suméramos, la esta cadena B, la tendriamos que poner asi
(del 43 al 53), pero si se la restamos... ;Cual seria el origen
ahora?

(D El43.

(P) Entonces ;Cu4l seria el resultado?

(J) (Julia sefiala con el 1dpiz la cadena en L
correspondiente al 11 que une el 22 con el 33 de 1a figura
9-A.

(3) Es que es 22 menos 10. Es que se tendria que poner el origen en este origen. El profesor escribe
[+21] @ [-10]=[+11].

Claro, y efectivamente da [11] (El profesor recuadra la cadena de las casillas 22-32-33).

(J) Esta E] con esta H nos da B:]

Es que yo me estaba fijando en el nimero. Si sale [+11] (Julia sefiala Ia cadena C y el nimero
12 de la Fig. A5.2-7).

49 50

64 65 66 67 68 6% 70
777 M ™75 76 77T 78 19 80
81 8 383 84 8 8 87 88 89 9%

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Fig. A5.2-8 (G1-1" sesibén)

5.2.7 Resultados de Ia tarea 1.5a

Se pretende constatar el paralelismo entre cadenas y operadores y definir
la ley para “sumar” dichos operadores.

Enunciado

Explica cudl seria la ley (®) para los correspondientes operadores aso-
ciados. Pon un ejemplo.
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un estudiante distingue el uso del simbolo @ para sumar clases de equivalencia,

CAPITULO 5: Segunda fase: operadores aditivos en la Tabla-100

Resultados de la tarea 1.5a en G70
Tabla de resultados

| A) Se limitan a poner ejerﬁplos del tip6
1 [F21]1 @ [+21] =[+42].

¢ |B) Se suman o restan estos operadores sumando o restando ( lf 0 21
¢ |los nimeros interiores al corchete. ) (48.8)
t
v 1
a2 10 [+12] @ [+11]=[(12 + 11)] =[+23] 2.3)
I D) Que todos los numeros pertenezcan a N y el resultado 3
. n Isea<100. (7.0)
0o IE) El final del primero coincide con el origen del segundo. (730)
o - 7
;;;;; e (16’3)
- ¢ F) Esaplicable a los nimeros menores que 68 1
b 168 @ 42 =100) 2.3)
i
S
15
No contesta (34.9)
total 4
Tabla 5.6 (G70-1° sesion-tarea 5a): ley para “sumar” operadores aditivos.
Comentarios

Aunque existe un 48.8% de respuestas consideradas correctas, solamente

del simbolo + para indicar la suma de representantes (respuesta C).

Aspectos destacables de la tarea 1.5a en G3 y G1
G3

Domingo expresa correctamente la suma de operadores utilizando térmi-

nos generales:

(P) Bien. ;C6mo escribiriamos sus correspondientes operadores?
;Qué operador se obtiene con [+21] @ [+19] ?

(D) El operador [+40].

(P) Entonces ;Como definimos esta ''suma" ©?
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L(l)omingo escribe: [a] © [b] = [a+b]) 7

Gl1

A Julia le cuesta entender la pregunta, pero al final Julia acepta la res-
puesta del profesor, que es la misma que la de Domingo en G3:

(P) Vamos a ver ;Cémo definirias tii esta ley con operadores?

¢Cémo definirias el operador [+21] més el operador [+10]?

(J) Quedaria el operador [+31] ;no?

(P) {Qué operador seria el operador a mas el operador b?

(J) El operador [c]. (Julia escribe [a] ® [b] = [c])

(P) Pero quién seria [c]? ;Cual es la ley para @ ? Visualmente era "superponer la casilla origen del
segundo, ..." pero en el conjunto de operadores...

(J) A la derecha 1 y bajar uno, dos, tres, ...

(P) Si, pero esto es en el caso del operador [+21]. Pero en el caso de [a] y de [b]?

(J) Pues ya esta. Cogeria éste que es el de los dos juntos, sumar 1 y bajar 3.

(P) Bien, pero me lo sigues haciendo con el caso particular. ;Entiendes la pregunta?

(J) Es que todavia no lo entiendo. Todavia estoy dormida.

(P) Yo tengo una cadena, que puede tener esta forma, ....

(J) Eso si lo entiendo. Lo que no pillo es lo del [31].

(P) Esto lo has hecho con unos niimeros concretos. Ahora hazlo en general, con a y b. ;Esto ([a] ®
[b] = [c] =) cuanto tiene que valer? a mas b ;no?

(Julia escribe al final: [a] @ [b] = [c]= [a+b])

5.2.8 Resultados de la tarea 1.5b

Pretendemos constatar que debido al problema de los limites de la tabla,
la operacion de sumar operadores en la Tabla-100, es una verdadera ley de
composicidn interna.

Enunciado

(Seria €sta g una ley de composicién interna?
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Resultados de la tarea 1.5b en G70

Tabla de resultados

S A) No es ley de composicion interna.
B) No, porque si la suma pasa de 100 ya no es 2
lLe.i. 4.7 8
; (18.6)
|C) Si, si el nimero de casillas tanto de las 1
unidades como de las decenas no excedende 5. | (2.3)
D) Si, ya que el resultado pertenece a los 100 5
primeros nimeros naturales. (11.6)
] 4
, E) Si. ©.3)
¢ |F)Si, porque 3 16
H e |si[121] e O = [+21] o [+21]=[+42] c O 7.9 37.2)
5 I G) Si, porque la suma en N es l.c.i. 7.0)
H a H) Si, para los operadores no hay restricciones. (213)
< .
No contesta ( 4132)
total = —

Tabla %.7 (G70-1* sesion-tarea 5b): cardcter de l.c.i. de la “suma” de operadores.

Comentarios

Solamente el 18.6% tienen en cuenta que el dominio para los operadores
aditivos es la Tabla-100 y por tanto la operacion g no es una verdadera ley de
composicion interna en esa tabla.

No se aborda esta cuestion en G3 y G1.
5.2.9 Resultados de la tarea 1.6

Se trata de identificar la cadena o cadenas que sean elemento neutro para el
conjunto de las cadenas en la Tabla-100.
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Enunciado

¢Existe alguna cadena que sea elemento neutro para *?

En caso afirmativo escribe cudl seria e ilastralo con un ejemplo.

Resultados de la tarea 1.6 en G70

Tabla de resultados

TlpO de respuesta
A) Si, la unidad O ”
c A 0 .
o R (32.6)
yr|B) Si, una cadena ciclica que termine en ella| 5
e misma: 7.0 18
C ; . , (41.9)
. {C) Si, porque la cadena A actia sobre el nimero
:1 original y lo modifica, y para volver a ¢l le 1
' _ il (23)
5 restamos el mismo numero [<=1Y
Incom- p 1 1
pletas | D) St @2.3) @23)
4
Inco- Cy ‘Bﬂ .
rl:::t o E) Si, poniendo el sentido inverso (913) (115.6)
F) No 23)
No contesta ( 4192)
Total 48 |

Tabla 5.8 (G70- 1* sesién-tarea 6): cadenas que representan un elemento neutro.

Comentarios

191

Un 32.6% de estudiantes sefiala que la cadena formada por una sola cel-

dilla (la cadena con menor nimero de celdillas) es el elemento neutro, mientras

el resto de los que responden correctamente se refieren a una cadena cerrada.

Existe un alto porcentaje (44.2%) de estudiantes que no responden a esta

cuestion.
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Aspectos destacables de la tarea 1.6 en G3 y G1
G3
En este grupo surgen las respuestas A y C de G70.
G1

A Julia le cuesta mas interpretar la pregunta en términos de cadenas,
aunque después de una breve charla sefiala la cadena con una sola celdilla

como elemento neutro:

(P) ;Habria alguna cadena que sirviera como elemento neutro?

(J) Con tomar dos cadenas iguales...

(P) No. Una cadena que sea elemento neutro para todos. En la suma de nimeros naturales ;Hay un
elemento que sea el elemento neutro?

@ si.

(P) (Cual?

() El cero.

(P) Entonces, en el conjunto de Ias cadenas, ;Hay alguna cadena que haga el papel de elemento
neutro?

(J) Si se coge la misma cadena si, porque sale [a misma figura.

(P) Tomamos una cadena cualquiera, @] por ejemplo. ;Con qué otra cadena la tienes que componer

para que el resultado se te quede igual [11?

(J) Cojo el cadena [+21] con solo superponerla se me queda igual. ;Pero eso no vale?

(P) Pero ;Como superpones las cadenas? El origen de la segunda debe coincidir con el final de la
primera. Si el [+21] lo compones de nuevo con el [+21] te daré el [+42] ¢(no?

(J) ¢No puedo mezclar la suma y la resta? Por ejemplo restarle la misma cadena.

(P) Hemos definido una ley *. Pues esa es la ley a la que nos debemos atener. Componer dos cadenas
es: superponer la casilla final de la primera con la casilla original de la segunda, y ver la cadena que
sale. Esa es la ley. Estamos buscando un elemento neutro, si es que hay. A lo mejor no existe, y lo
estamos buscando.

(J) Una pregunta: ;Esto (O) se puede considerar como una cadena?

(P) (Tiene origen y final?

) Si.

(P) Ta has sefialado un cuadradillo, solamente ;no?

(J) El mismo nimero seria el origen y el final.

Francisco Ruiz Lépez
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5.2.10 Resultados de la tarea 1.7

193

Tratamos de que los alumnos asocien a la cadena neutra el operador co-

rrespondiente.

Enunciado

¢Existe algin operador que sea elemento neutro para ®?

En caso afirmativo escribelo e ilustralo con un ejemplo.

Resultados de la tarea 1.7 en G70

Tabla de resultados

T ipo de respuesta.
; A) El operador [+0] 14
Correc- _ (32.6) 15
tas [+21] @ [+O] - [+21] (34.9)
| B) [+23] o [0]=[(23 +0)] = [+23] ( 213)
I C) El mismo que para *, o sea 3
n (7.0)
c D) El mismo pero cambiado de signo:
o [+10] ¢ [-10] = [0] 2
IT - 12g42=44;44 o (-42)=2; “.7) 6
%o o (-42) 149)
i [+211+[-21}1=[0]
t E) Si, porque el conjunto de operadores es N y 1
a |sitienel.c.. @.3)
s
No contesta (5232)
Total a3 ﬁ

Tabla 5.9 (G70- 1? sesion-tarea 7): elemento neutro para la suma de operadores.
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Comentarios
Destacamos que la mitad de los estudiantes no contestan la pregunta.
Un estudiante distingue entre ambos simbolos g y + (respuesta B).

Aunque no se aborda especificamente esta pregunta en G3 y G1, Julia si
menciona al cero como elemento neutro.

5.2.11 Resultados de la tarea 1.8

Aunque en el enunciado de la tarea se mencionan las palabras “elemento
simétrico”, se pretende identificar la cadena que juega el papel de cadena
opuesta a una cadena dada. Con ello se trata de asociar una representacion
geométrica para la operacion inversa de “sumar”.

Enunciado

En caso afirmativo en las preguntas anteriores. /Tendria la cadena de la
figura G70-1.1 su simétrico respecto de la ley * que has definido? En el caso de
ser asi, dibujalo y compruébalo.
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Resultados de la tarea 1.8 en G70

Tabla de resultados

Total

/ Tlpo de respuesta
A) Reallzan un dibujo del simétrico y de la
comprobacion:
C , 5
0 A) H:J * Dg =0 (11.6)
o apthe B 3
e |A)Ee+ [M=0 (7.0) 1
:' % EB @ 5 (25.6)
4.7
< ] ]
] 1
A) UxLLII=0O 2.3)
[+31] [-31]
B) Solo realizan el dibujo
=] (- 1
A u @3)
B,) El simétrico de [les [ )

Incom- ] T ) 4
pletas ] 09
B,) El simétrico de o 23)

E ET :
C) El simétrico de @7

4 5

Inco- 11 % * % =0 ©3) | ate
rrectas T
E) El simétrico de H] es EFJ 2.3)

No contesta (sffl)

Tabla 5.10 (G70-1? sesion-tarea 8): cadena opuesta para “sumar 21”.
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Comentarios

Un 30.3% de los estudiantes orientan las cadenas, de los que el 11.7%
son respuestas consideradas correctas, y el 9.4% incompletas. Los demaés
entienden implicitamente la orientacién de la cadena inversa.

El estudiante que da la respuesta E) ha sefialado como elemento simétri-
co la cadena “simétrica” resultante de una reflexion de eje vertical, confundien-
do en este caso ambas acepciones de la palabra simétrico: desde un punto de
vista algebraico y como la imagen simétrica de una figura respecto de un eje
vertical.

Destacamos que la mitad de los estudiantes no responden a esta cuestion.
Aspectos destacables de la tarea 1.8 en G3 y G1
G3

Pedro realiza completamente y correctamente la comprobacion de como

una cadena compuesta con su “simétrica” produce una cadena cerrada:

(P) (Habria para cada cadena una que sea su simétrica? ;Unacadena |' 2 * + s 6 7 & 9 1
que compuesta con otra me dé el neutro? oW s
(PD) Si componemos como hicimos antes, la cadena que se toma como |2 |z ]2
inicio... 3tf{anfan|u 3
(P) Hazlo sobre el papel. afjafala

22 29 30

‘39 40

448 4 50

(PD) Esta (Pedro dibuja la cadena EZI) es sumar Yy ésta (CB) es |a

64 65 66 67 68 69 rY

restar. Quedaria asi: (Realiza el dibujo A de la figura A5.1-5A) MM oBm MO W W MW
(P) Lo que te sale es un anillo. Vale. Entonces el simétrico del operador [s s s s s & o = » «
[+21] (,Cllél va a ser? 91 92 93 94 95 9% 97 98 99 100
(PD) El [-21]... Fig. A5.1-5 (G3-1" sesi6n)

G1

Julia responde que simplemente hay que cambiar el sentido de la cadena
para obtener la cadena simétrica, con lo que conserva la forma de la cadena de
partida:

(P) Entonces, ;Cual sera el simétrico del [+21]?
) EI[-21].
(P) Luego cada operador tiene su simétrico, que es el mismo pero...

Francisco Ruiz Lopez
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(J) Con signo cambiado.
(P) Y eso con las cadenas ;Cémo se hace?
(J) Cambiando las flechas.

5.2.12 Resultados de la tarea 1.9

Se quiere identificar el operador opuesto correspondiente a uno dado.
Enunciado

¢ Cual seria el correspondiente simétrico del operador?

Resultados de la tarea 1.9 en G70

Tabla de resultados

Tipe de respues;t;;&:‘

Correctas
~ |peeran-o

Incorrectas |C) +30, -30

No contesta
Total

Tabla 5.11 (G70-1? sesi6n-tarea 9): operador opuesto de uno dado.

Comentarios

La mayoria de los alumnos que responden lo hacen correctamente, si
bien existe un 60.5 de estudiantes que no realizan la tarea, posiblemente
influidos por el cansancio.

Aspectos destacables de la tarea 1.9 en G3 y G1

Esta cuestion no se plantea en G3 ni en G1, aunque si se tratan las pro-
piedades conmutativa y asociativa para la ley * de composicion de cadenas.

Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada



198 CAPITULO 5: Segunda fase: operadores aditivos en la Tabla-100

Propiedad conmutativa

G3

Esta cuestion no presenta problemas en este grupo:

(P) (Se cumplirfa la propiedad conmutativa?

(D) Si.

(P) (Coémo ilustrariais con un ejemplo la propiedad
conmutativa?

(Domingo realiza el dibujo A de la figura AS.1-6)

Estas haciendo [21] con [19] ¢no? ;Qué te sale? Escribe a la
derecha el resultado (Domingo hace el dibujo B de la Fig.
A5.1-6).

(D) Y si lo hacemos de la otra forma (dibujo C de la Fig.
AS5.1-6) sale igual (Domingo sefiala la cadena B de la A5.1-
6).

9

82

92

s 7% 17 78 719

8 B4 8 8 87 88 9 90

93 94 95 9% 97 9B 9 100

Fig. A5.1-6 (G3-1” sesi6n)

La propiedad asociativa tampoco es fuente de conflicto en G3, realizando

correctamente las ilustraciones graficas pertinentes:

(P) (Y la propiedad asociativa, en qué consistiria? ;Os
acordéis de la propiedad asociativa?

(D) Si sumamos estos dos y luego un tercero es igual que si a
esto le sumamos el [21].

(P) Vamos: [19] @ [21] @ [11], por ejemplo.

(Domingo realiza los dibujos A, By C de la figura A5.1-7).
(P) Escribe lo que dice la propiedad asociativa.

(Domingo escribe: (a*b)*c = a*(b*c) -

(P) ;Dénde esta esto (el profesor sefiala el paréntesis del
primer miembro) en el dibujo? ;Cual seria el primer miembro?
(D) EI[19] @ [21].

(Domingo sefiala el dibujo A de la Fig. A5.1-7).

(P) ;Y al resultado?

(D) Y al resultado se le suma el [11].

Primero hacemos...

21

31

41

51

61

7

9

92 93 9 95 9% 97 9% 99 100

Fig. AS.1-7 (G3-1° sesion)

(P) Eso es. Y da esto (cadena C de la Fig. A5.1-7). El segundo miembro lo podemos hacer aparte.

Francisco Ruiz Lépez
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(PD) [21] & [11] (dibujo B de la Fig. A5.1-8) que son [32].
(PD) El [11] es bajar uno, derecha uno.

A eso hay que aplicarle el [19].

El primer miembro (19+21) = 40 (dibujos A y B de la Fig.
AS5.1-7), al que hay que afiadir el 11, y nos da el 31 (cadena
C de la Fig. A5.1-7).

En el segundo miembro tenemos 21+11 que es 32 (dibujos A
y Bdela Fig. A5.1-8) y luego es32+19 (dibujo Bdela Fig. 61 62 63 64 65 66 67 I 68169} 70
A51~8) que da igual que antes. 772 3 T4 75 % 7T 8B 80

8 82 8 B84 85 8 87 88 8% 90

9t 92 93 94 95 9% 97 98 99 100

Fig. AS5.1-8 (G3-1° sesion)

G1

Julia no trabaja estas dos cuestiones aunque la sesién termina con una
pregunta del profesor acerca de estas propiedades, respondiendo Julia afirmati-
vamente.

5.2.13 Consideraciones generales sobre los resultados de la primera
sesion

Del analisis de los resultados de esta sesion, en la que los estudiantes
manejan las cadenas como representaciones geomeétricas de los operadores

aditivos, se obtienen algunas situaciones problematicas y dificultades, entre las
que destacamos:

1. Orientacion de las cadenas

El hecho de especificar la orientacion de las cadenas tiene especial im-
portancia, ya que su ausencia es fuente de errores a la hora de relacionar las
cadenas con sus operadores asociados. En este sentido, los estudiantes de G3 y
G1 ofrecen representaciones sin especificar el origen y final.

2. Yuxtaposicion de cadenas y superposicion de celdillas

Las cadenas tienen una celdilla mas que el nimero de decenas o de uni-
dades que su operador asociado indica. Por ejemplo, la cadena que representa al
operador [+2] tiene 3 celdillas horizontales. Por ello, para componer dos
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cadenas se debe superponer la celdilla final de la primera cadena con la original
de la segunda a fin de representar correctamente al operador suma o resta de
ambas. Algunos estudiantes realizan la composicién de cadenas por simple
yuxtaposicion de cadenas, situando una a continuacion de la otra, error que
posiblemente se deba a la intuiciéon de que cada cadena (de un tramo, por
ejemplo) tiene tantas celdillas como el nimero de decenas o unidades indica su

operador asociado.
3. Comportamiento de las cadenas en los limites de 1a Tabla-100

- No parece dificil de aceptar por parte de los alumnos el hecho de que
una cadena que “se sale” por un borde lateral debe aparecer por el borde
opuesto situada en la fila siguiente. Este importante aspecto se pone de mani-

fiesto en la sesion con Julia.

- No queda muy claro para algunos estudiantes que el resultado de com-
poner dos cadenas es independiente del nimero de la tabla al que se aplique, ya
que un 25% del grupo G70 relacionan los problemas en los bordes de la tabla
con el elemento del dominio al que se le puede aplicar la cadena. Esta circuns-
tancia es aducida también por Julia como condicidon para * sea una ley de

composicidn interna.

- A pesar de que mas de la mitad de los estudiantes contestan correcta-
mente a la tarea 1.4 (sefialando el nimero méaximo de celdillas que deben tener
las cadenas para que * sea una ley de composicion interna), solamente un
18.6% de los estudiantes no admite a @ como ley de composicion interna (tarea
1.5b), lo que indica que no queda perfectamente establecido el paralelismo
entre el conjunto de las cadenas (C, *) y el de operadores (O, @) con sus

respectivos criterios de composicién.

- Las dificultades en los bordes de la tabla hace que la operacioén * no sea
una verdadera ley de composicién interna, y por tanto no exista estructura de
grupo. Como veremos en el proximo capitulo, para encontrar la estructura de
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grupo se precisa realizar una extension de la Tabla-100 a la tabla T,, tabla
cuyos elementos son los nlimeros enteros.

4. Distincion entre la notacién para los elementos del dominio y para

el operador

El hecho de que la representacion geométrica del operador aditivo (cade-
na) tenga un caracter geométrico, permite distinguirla de la forma decimal en
que se representan los elementos del dominio (los nimeros 1 a 100). No
obstante existe el riesgo de confundir el término “simétrico de una cadena” en

el sentido algebraico con el sentido geométrico (simétrico segiin un eje de

reflexion). Asi la cadena simétrica u opuesta de & (operador [+21]) es %

(operador [-21]), mientras que la cadena simétrica segiin un eje vertical de

reflexion es ﬁ (operador [+19]). Esta confusion se ha producido en un estu-

diante de G70 y en Domingo perteneciente al grupo G3.
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CAPITULO 5: Segunda fase: operadores aditivos en la Tabla-100

5.2.5. Balance entre los objetivos planteados y logros alcanzados.

La tabla 1 expresa algunas consideraciones de acuerdo con los objetivos

planteados en esta sesion:

‘ Objetivos
1. Encontrar representaciones d
caracter geométrico (cadenas)
asociadas a los operadores
aditivos en la Tabla-100.

Se ha conseguido satisfactoriamente este
objetivo dado el elevado nimero de representa-
ciones realizadas.

2. Encontrar criterios para
componer cadenas de acuerdo
con el significado de operador
aditivo asociado y estudiar si
dichos criterios son o no leyes de
composicion interna.

Los estudiantes han encontrado dos criterios de
composiciéon de cadenas, siendo el criterio
correcto (superponer la casilla final de la
primera cadena con la inicial de la segunda) el
sefialado por la mayoria de los alumnos.

La consideracién de estos criterios como l.c.i.
conduce a estudiar el comportamiento de las
cadenas en los bordes de la tabla y considerar
una extension a Z de la tabla.

3. Determinar la existencia de
alguna representacion que
desempetie el papel de elemento
neutro para la composicion (*) de
cadenas.

Surge entre los estudiantes la idea de cadena
cerrada y en particular la cadena formada por
una sola celdilla como elemento neutro para *.

4. Determinar la existencia de
representaciones que desempefien
el papel de elemento simétrico de
una cadena dada respecto de *.

Los estudiantes proponen el criterio de cambiar
el sentido de orientaciéon de la cadena como
método para encontrar el elemento simétrico.

Tabla 5.12: Balance en relacién con los objetivos planteados.
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5.3 Segunda sesion

El contenido de esta segunda sesion se centra en el estudio de las trans-
formaciones geométricas sobre las cadenas.

5.3.1 Descripcion general y objetivos

El carécter geométrico de las cadenas ofrece la oportunidad de estudiar el
efecto geométrico y aritmético que producen algunas isometrias sencillas sobre
estas representaciones, estableciendo nuevas conexiones entre objetos aritméti-
cos (operadores aditivos) y geométricos, como son las cadenas y las isometrias
planas.

Mediante las tareas planteadas en esta sesion, el estudiante debe prestar
atencion no solamente a la figura obtenida mediante la aplicacion de una isome-
tria a un cadena dada, sino también al nuevo significado aritmético asociado a la
cadena imagen asi obtenida. Se estudian también las posibles cadenas cuyo ope-
rador aditivo permanece invariante frente a alguna de estas isometrias, asi como
la influencia de la eleccion de la cadena representante de un operador para obte-
ner su imagen mediante estas isometrias.

En definitiva, nos proponemos en esta sesion utilizar isometrias planas
sencillas para estudiar el efecto que producen estas isometrias sobre las cade-
nas, tanto desde el punto de vista geométrico como desde el aritmético, objeti-
vo general que concretizamos en los siguientes objetivos de la sesion:

1. Realizar reflexiones de ejes vertical, horizontal y oblicuos con las cade-
nas y observar el efecto producido en sus correspondientes operadores aditivos
asociados.

2. Estudiar el efecto geométrico producido sobre las unidades y las dece-
nas de las cadenas cuando éstas se someten a las reflexiones anteriormente men-
cionadas.

3. Determinar las isometrias que dejan invariantes a los operadores aso-
ciados a las cadenas que se someten a dichas isometrias.

Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada



204 CAPITULO 5: Segunda fase: operadores aditivos en la Tabla-100

4. Comprobar el efecto aritmético que se produce cuando se someten ca-
denas distintas equivalentes (asociadas a un mismo operador), a cualquiera de

las reflexiones anteriores.
5.3.2 Tareas propuestas en la sesiéon

En esta segunda sesion de trabajo se proponen a los estudiantes las si-

guientes 7 tareas:
Tarea 2.1 (T 2.1)

En la figura 5.9) hay dibujada una cadena correspondiente al operador

[21], asi como los ejes de reflexion, h, v, p, q.

Somete dicha cadena a una reflexion de

eje vertical (v). ;A qué operador corresponde la
cadena obtenida? Podemos decir que:

"El operador [21] mediante la reflexion R, se

transforma en el operador "

O mas esqueméticamente: Y AR

sl ¥ s W !la m om s %

RV ([21]) = [ ] ,9(/ 92 93 M 9 i'% 97 98 99 100
Fig. 5.9 (G70-2? sesion-tarea 1)

T 2.2 Aplica ahora a ambas cadenas una reflexion de eje horizontal (Ry,)
. Qué operadores obtienes?

Completa el esquema: Ry (en) =1 ]
R()=0()
Ry (o) = ( )

v

Ra()=()

Francisco Ruiz Lopez
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T 2.3 {Qué isometria deja invariante a alguno de los operadores ante-
riores?

T 2.4 Completa el esquema siguiente, afiadiendo elementos (flechas y
operadores) de manera que resuma la situacion lo mas esquematica y comple-
ta posible:

R,
21] =[]

T 2.5 Realiza también las reflexiones segiin los ejes py q, y escribe los
resultados completando la tabla 5.13. Haz en cada casilla un dibujo de la
cadena resultante junto con el operador al que representa.

or Tmagen mediante fas— |
reflexiones

cadena/operador
origen

B:l [21]

[19]

Tabla 5.13 (G70-2? sesi6n-tarea 5a)

T 2.6 Rellena la tabla 5.14 para explicar el efecto que producen las re-
flexiones anteriores sobre las cadenas, especificando como afecta la trans-
formacion a las unidades y a las decenas. En la dltima fila de la tabla dibuja

una cadena que quede invariante mediante cada una de las reflexiones:
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Efecto sobre las
_unidades

Tabla 5.14 (G70-2* sesion-tarea 6a)

T 2.7 Sabemos que cada operador puede venir representado por diversas
cadenas. Dada una reflexion de las anteriores y un operador (Es siempre el
transformado de una cadena de dicho operador otra cadena correspondien-
te al mismo operador? Justifica la respuesta y seiiala un ejemplo.

5.3.3 Resultados de la tarea 2.1

Pretendemos con esta tarea que los alumnos realicen diversas reflexiones
con las cadenas y que observen el efecto producido en sus correspondientes opera-

dores aditivos.
Enunciado

En la figura 5.9) hay dibujada una cadena correspondiente al operador
[21], asi como los ejes de reflexion, h, v, p, g.

Somete dicha cadena a una reflexion de

eje vertical (v). ;A qué operador corresponde la
cadena obtenida? Podemos decir que:

"El operador [21] mediante la reflexion R, se

transforma en el operador "

O mas esquematicamente:

Rv ([21]) = [ ] e '92 93 94 95\"\96\ 97 98 99 100
Fig. 5.9 (G70-2° sesién-tarea 1)
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Resultados de la tarea 2.1 en G70
Criterios de clasificacion de respuestas

Consideramos respuestas correctas las que coinciden con la respuesta A
de la tabla 5.15

Tabla de resultados

o ~ Total
 Respuesas | %) | 8 ﬁ

P JA) R21) =19 (9?0) (9‘;(.)0)
. prep=2a |
Incorrectas | C) Ry(21) = 12 on | oo
- ID)RQ21)=-19 (21_3)
Total |

Tabla 5.15 (G70-2° sesién-tarea 1): Efecto de R, sobre “sumar 21”".

Comentarios

La cadena de partida que se presenta a los alumnos (Fig. A5.1-9) no esta
orientada, lo que parece no tener influencia cuando se realiza una reflexion de
eje vertical, ya que el 93.0% de las respuestas son correctas.

Aspectos destacables de la tarea 2.1 en G3y G1

8 9 10

En las ilustraciones que se proporcionan a G3 y

G1 se colocan los ejes de reflexion verticales y hori- [« 2 »|u =% »
zontales en dibujos distintos (Figs. A5.1-9 y A5.1-10). p—2-21* 2% 7 *

41 42 43| 4| 451496 47 48 49 S50

Ademaés, la cadena de partida no tiene orientacién, lo s s s|s|s|s » = » «

61 62 63|64 65|66 67 68 69 70

que provoca algunos errores a la hora determinar el

71 72 MBiM 1576 77 R

operador imagen de la cadena correspondiente me- |s = u|u 8% o =

91 92 93§94 951 9% 97 98 99 10

diante las reflexiones.

Fig. A5.1-9 (G3-2° sesién)
No obstante, la tarea la realizan correctamente

tanto en G3 como en G1, dando la misma respuesta A que en G70.
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5.3.4 Resultados de la tarea 2.2

Enunciado

Aplica ahora a ambas cadenas una reflexion

de eje horizontal (R;) ;Qué operadores obtienes?

Completa el esquema:

Ry @)= ]
Rv()=()

Ra (1) = ()

e

Ra()=()

Resultados de la tarea 2.2 en G70

Tabla de resultados

CAPITULO 5: Segunda fase: operadores aditivos en la Tabla-100

.
21 02 B o2 25 2w 2
.

/
3B 34 35 36 37 M®
g

) 45 46 0 a8
. ,
\‘ "
51 8 5 s 51 s
. /
.
6l 62 8 66 67 68
N

;
non AN B o T W
” \\
p
sty 8 s B 86 37 m
. \\

\
91 92 93 94 95 g 97 98

29

39

49

59

69

79

89
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Fig. A5.1-10 (G3-2* sesién)

Rv([21])=[19]

Rv([19]) =1[21]

7 7
63) | @63)
Rh([21) = [-19]
Rh([-19]) =[21]
~ 33
B) Ry(21) = +19 oty
[OR2D) =-21 (21.3) 36
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Un estudio con profesores de Primaria en formacién.

Comentarios

209

El 83.7% de los estudiantes responden de manera incorrecta a esta tarea,
principalmente al realizar la reflexion horizontal Ry(21). El hecho de que la ca-
dena que se le muestra a los alumnos dibujada en la figura 5.9 no tenga flechas
ha originado que la mayoria de los estudiantes no han tenido en cuenta el cam-
bio de sentido que se produce en las decenas al someter a la cadena a esta refle-

xion Ry,.
Aspectos destacables de la tarea 2.2 en G3y G1
G3

Los componentes de este grupo completan el
esquema que se les pide sin colocar signos a los ope-
radores:

25

35

26

36

37 38

R, ([21])=[19]; R, ([19])=[21]
Ry ([211)=[19]; Ra([19D=[21]

Los dibyujos de las cadenas imagenes que reali-

71 1 T24-T3 || 74 ¥75

55 1 56
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61 Tar ML 6465
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69 70
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o on2lslfe

sl
9 92’93 9

95

96

78

88

98

89 9

99 100

zan los estudiantes no estan orientados mediante fle-
chas (fig. AS.1-11). Esta circunstancia queda rectifi-

Fig. A5.1-11 (G3-2* sesion)

cada, a instancias del profesor, en la siguiente tarea 2.3, en la que dibujan co-

rrectamente orientadas las cadenas y colocan los signos correspondientes a los

operadores.

G1

A Julia le ocurre algo parecido que a sus com-
pafieros de G3, aunque ella coloca signos en los ope- |
radores correspondientes: ”

36

28

37 38

R, ([+21]) =[+19]; R, ([+19]) = [+21]
Ry ([(+21)] = [-19]; Rs ([-19)] = [+21]

62 63 [l 64
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Julia realiza las cadenas imagenes de la figura

13 19 20
25320 27 28 29 30

AS5.2-12 (sin orientar). Este detalle queda corregido

3136 37

r

cuando se plantea obtener una isometria que deje in-

variante al operador aditivo correspondiente a una

-
64 —p65 | 664 67 1 68 69 70

cadena. Entonces se colocan las flechas de la figura
A5.2-13.

5.3.5 Resultados de la tarea 2.3 YY)
Enunciado

,Qué isometria deja invariante a alguno de los operadores anterio-
res?

Resultados de la tarea 2.3 en G70

Tabla de resultados

s e

 Respuestas

A) Gig (identidad) (14.0)

6 16
(14.0) (37.2)
| C) Gsg y traslacio- 4

‘ 9.3)

14
(32.6)

3
(7.0)

1.
2.3

1
2.3) 24

1 (55.8)
.3)

1
2.3)

1
2.3)

1
2.3)

3 3
(7.0) (7.0)

B) Traslaciones

_ K) Deslizamiento

No contesta

Total

Tabla 5.17 (G70-2* sesion-tarea 3)

Francisco Ruiz Lépez
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Comentarios

El 39.6% de los estudiantes mencionan el Gygy como isometria que deja
invariante al operador representado por la cadena ﬁ:l Al someter esta cadena al

giro Gyg se obtiene E@ , que por no tener dibujadas las flechas los alumnos pue-
den haber interpretado que esta cadena estd orientada en el sentido “derecha 1,
bajar 2”, y que corresponde al operador [+21] en lugar de “subir 2, izquierda 1”

correspondiente al operador [-21], segiin indica el siguiente esquema:

RO

[+21] [-21]

Resaltamos una vez mas la importancia de orientar las cadenas, especial-
mente al someterlas a la accion de isometrias.

Aspectos destacables de la tarea 2.3 en G3y G1
G3

En este grupo ocurre algo similar a G70. Los estudiantes mencionan,
ademas de la identidad, el giro de 180° como isometria que deja invariante a las
cadenas, aunque después de colocar las flechas se dan cuenta de que ese giro
transforma un operador en su opuesto:

(P) Ahora ;Qué movimiento geométrico transforma a un operador en él mismo? ;Lo deja
invariante? De los que tenemos ahi. Si queréis usar papel vegetal, o lo veis a simple vista...?

(PD) Un giro de 180°.

(DL y PD) Un giro de 360°

(P) ;Valen los dos?

(D) El de 360° si.

(P) El de 180° ;Pasa de una cadena a ella misma? Me parece que tenemos que revisar el
esquema. No hemos puesto flechas.

(Los alumnos ponen las flechas correspondientes a las cadenas segiin la figura A5.1-11).

(DL) Este esta mal. Es —19 (Dolores se refiere a Ry, ([+21]) = [-19]).

(PD) Y este 21 es también —21. (Rectifican el esquema, quedando finalmente:

R, ([+21) =[+19]; R, ([+19D)=[+21]

Ro ((+21)=[-19]; Ra [(-19)] = [(+21)]

(P) ;Entonces vale el giro de 180°?

(D) No, lo cambia de signo.

Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada
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G1

A Julia le cuesta comprender la pregunta y también se confunde con el gi-
ro de 180° por no colocar las flechas en las cadenas. También sefiala el Gjgp
como respuesta:

(P) Ahora nos pregunta ;Qué movimiento geométrico
transforma a un operador en él mismo? Una
transformacién geométrica que transforme un operador
en €l mismo, de entre los que tenemos aqui.

(J) Vamos a ver. ;Tiene que ser uno de éstos?

(P) No, no. ;Qué movimiento geométrico? Yo te he
dado unos concretos, que son reflexiones. Puede haber
otros movimientos geométricos.

(J) Darle la vuelta.

(P) Darle la vuelta. Vamos a ver. ;Con cual estds
trabajando?

(J) Con estos.

(Julia sefiala las dos cadenas a y b de la Fig. A5.2-12),
que al no tener flechas interpreta que las dos corresponden al operador [+21]).
(P) {Qué es darle la vuelta?

(J) Darle un giro. Girar hacia la derecha.

(P) Bueno. Cuando hablamos de giros, hay que hablar de
un centro de giro y un dngulo. ;Cudl seria el centro?

(J) Ese (Julia sefiala la interseccion de los dos ejes V' y
H).

(P) ¢(Cuanto tendriamos que girar?

(J) Pues si aqui es 90° ;no? Pues otros 90°; 180°.

(P) Muy bien. O sea que el giro de centro O y angulo 180°
transforma éste (cadena a) en éste (cadena b de la A5.2-
12). Pero ;Son las dos cadenas del mismo operador?
(J) Si ¢no?

(P) Es que no hemos colocado las flechas. I !
(Julia coloca flechas en las cadenas y al final queda la Fig. A5.2-13 (G1-2° sesion)
figura (Fig. AS5.2-13).

(J) Esta es [+21] y ésta es [-19]. Entonces no son la misma.

(P) (El giro de 180° transforma a un operador en él mismo?

(J) No, ahora no.

(P) ;Hay alguna transformacion que deje estas cadenas invariantes?

(J) Pues girar 360°.

5|

I
Fig. A5.2-12 (G1-2* sesion)

Francisco Ruiz Lopez
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5.3.6 Resultados de la tarea 2.4

Se pretende con esta tarea considerar composiciones de isometrias y esta-
blecer equivalencias entre ellas.

Enunciado

Completa el esquema siguiente, afiadiendo elementos (flechas y opera-

dores) de manera que resuma la situacion lo mas esquematica y completa po-
sible:

Ry
[21] = [ ]

Criterios de clasificacion de las respuestas

Consideramos el siguiente esquema como una respuesta correcta, con el
diagrama completo y las isometrias correctas:

[+21] «—v 5 [+19]

Gsg i
Rp
Rhi ><

[19] > [21]

Distinguimos entre las respuestas que incluyen el diagrama completo o
incompleto, y todas las isometrias correctas o bien existe alguna incorrecta.
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Resultados de la tarea 2.4 en G70

Tabla de resultados

| Todas las
| isometrias
{ correctas
Respuestas Todas _las 163 7
incomple tas isometrias 7 (16.3) (16.3)
correctas
: ARy (21)=+19 [B)R, (21)=+19
5 (11.6) 20 (46.5)
- ()] Solo efectlia
n Rv(21)=19 utilizando
o cadenas
Rv
Respuestas ;A;:)gx:ll:tiia CE 33
incorrectas| . 4(9.3) (76.7)
. |incorrecta D) Deslizamiento:
211 > [21]
2 (4.7)
E) R,(21)=-21
1(2.3)
F)Ry(21) =-21
‘ 12.3)
No contesta ( 4?7)
Total 6 (14.0) 35 (81.4) 43

Tabla 5.18 (G70-22 sesion-tarea 4): Composicion de R, y R,
Comentarios

- El 81.4% de las respuestas corresponde a esquemas incompletos, en los
que faltan las composiciones entre isometrias y se omiten los Gysg.

- Solamente un estudiante realiza el diagrama completo con todas las iso-
metrias correctas.

- La mayoria de los errores en las isometrias (58.1%) se producen al reali-
zar la reflexion de eje horizontal, y son del tipo Ry, (21) =+19.

- La causa de este error puede ser la falta de orientacion en la cadena de
partida.

Francisco Ruiz Lopez
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La Tabla-100: representaciones geométricas de relaciones numéricas. 215
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Aspectos destacables de la tarea 2.4 en G3y G1

Los estudiantes de estos grupos realizan correctamente el diagrama, con
los problemas de signos mencionados anteriormente.

5.3.7 Resultados de la tarea 2.5

Enunciado

Realiza también las reflexiones segin los ejes p y q, y escribe los re-
sultados completando la tabla 5.13. Haz en cada casilla un dibujo de la ca-
dena resultante junto con el operador al que representa.

it dor o cadena /operador i

origen

H:: [21]

magen mediante las
reflexiones

[19]

Tabla 5.13 (G70-2° sesién-tarea 5a)
Criterios de clasificacion de las respuestas

La Tabla 5.13 completada correctamente da lugar a la Tabla 5.19. Se ha
colocado con un circulo en la casilla inicial de las cadenas para indicar su
orientacion, aunque a los efectos de la correccidn de respuestas no hemos tenido
en cuenta el que la cadena no esté orientada, ya que la cadena que figura en la
tarea no lo estaba.

cadena /operador | o
origen

gj [+21]

[+19] [-19] [-12] [+12]

[+19] [+21] [-21] [+8] [-8]

Tabla 5.19 (G70-22 sesion-tarea Sb)
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Resultados de la tarea 2.5 en G70
Tablas de respuestas

Especificamos en tablas separadas las respuestas dadas para las cadenas,
para los transformados de los operadores aditivos asociados a las mismas y las
cadenas realizadas para representar el operador [19]. Indicamos mediante las le-
tras C e I si las respuestas son correctas o incorrectas respectivamente, y entre
paréntesis el % de las respuestas.

Respuestas para el operador

' Operadores imagen mediante las reflexione

i

R, P

C: 3786.0) | C: 7(163) | C: 5(11.6) | C: 33 (76.7)

L 1@3) |k 312 |L 33¢767) | 5(11.6)

C:36(@83.7) |C: 614 |C: 33(767) | C: 5(11.6)

[19] L 2@7 |L 32(744) (L 53016 [L 33(76.7)
No
contesta 5(11.6) 5(11.6) 5(11.6) 5 (11.6)

Tabla 5.20 (G70-22 sesién-tarea 5c): Transformados del operador “sumar 21” mediante reflexiones.

Respuestas para las cadenas

Cadena/ . Cadenas imagen mediante las reflexiones
operador | ‘ T T T
origen. | il R

C: 39(90.7) [ C: 38(88.4) [ C: 36(83.7) [ C: 31(72.1)

@D 1] |b 2647 (L 300 L 5316 | L 10033
C: 40 (93.0) | C: 38(88.4) | C: 37(36.0) | C: 29 (67.4) | C: 29 (67.4)

Sin figura:

1 @3)|L 3070 I.  409.3) I. 12279 | I. 12(27.9)
19

No contesta 2 (4.7%) 2 (4.7%) 2 (4.7%) 2 (4.7%)

Tabla 5.21 (G70-2? sesion-tarea 5d): Transformados de las cadenas mediante reflexiones.

Francisco Ruiz Lépez
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Cadenas utilizadas para representar el operador [19]

Dibujo | 1
E (88.4%)
- 1
H (2.3%)
1
H (2.3%)

Tabla 5.22 (G70-2* sesién-tarea 5d)

Comentarios

En relacion con los transformados de los operadores observamos mayor
indice de errores en las casillas correspondientes a operadores negativos que en
las que se refieren a operadores positivos, lo que puede estar motivado por la
falta de orientacion en la cadena de origen.

En cuanto a las cadenas transformadas se observa un aumento de los erro-
res en las reflexiones de ejes oblicuos R, y R,

Aspectos destacables de la tarea 2.5 en G3y G1
G3

Los estudiantes utilizan papel vegetal para realizar la tarea, tienen en
cuenta el sentido de las cadenas y rellenan correctamente la tabla. También, es-
tablecen que R transforma las decenas en unidades y las unidades en decenas:

(P) Seguimos con la cadena del [+21]. ;Cuél seria el reflejado mediante el eje Q y mediante el eje
P? Si queréis pintarlo aparte, manipular, ... lo que querais.

(P) Primero lo hacemos respecto de Q. P —
(PD) Sale [+12] ;no? (Fig. A5.1-13) WomoB w7 o e
(DL) [+12] también.

(P) ¢ Entonces respecto de Rg sale [+12]? nom : : : : : :: : :
(D) Si. 136

(P) (Qué forma tiene? “ E LR AR A
(D) Derecha 2, bajar 1. S|l o6 v om o9 ow
(P) Podemos colocar el circulillo en la casilla inicial 6 e m o4bss | ® & & & W
para no equivocarnos. 71+72->7l3 M % T W M
(Los alumnos van rellenando la tabla A5.2-2). — D‘; sq\ki\ 86 & 8 B %
(P) GY €50 por qUé sale asi? 9 92 93 94 95 \‘% 97 98 99 100
(DL) Lo que esta horizontal pasa a vertical y lo Fig. AS.1-13 (G52 sesion)

vertical a horizontal.

(P) Y sin hacerlo con papel vegetal ;Cémo podriamos justificarlo, sabiendo que los ejes forman
45°con la horizontal?

(PD) Mirando las distancias ;no?

(P) ;{Qué distancias?

Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada
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| (PD) La del 44 al eje tiene que ser la misma que la del 71, en este caso (A5.1-13). |

[+19] [-19]

[+19 | 21 21 [+21] 21]
Tabla A5.1-3 (G3-2? sesidn): Transformados mediante reflexiones de la cadena y operador
correspondiente a “sumar 21”.

A veces se producen errores en relacion con la orientacion de las cadenas:

(P) (Y con respecto a P? ;Qué forma tiene?
(D) Bajar 1, derecha 2.

(P) Vamos a fijarnos bien en el sentido.
(silencio)

(PD) Izquierda 2, subir 1. (Fig. A5.1-14)

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Fig. A5.1-14 (G3-2? sesion)
Rp([+21]) = [-12]
[+21] = cadena sombreada
[-12] = cadena con doble linea.

|

Se menciona la traslacion como composicion de dos reflexiones de ejes

paralelos:

(P) Entonces vamos a completar la tabla A5.1-1. El [+21] mediante la reflexion vertical ha pasado
al [+19].

Si en lugar de ser respecto del eje V es con respecto el eje Y que es paralelo, ...

(PD) Seguiria dando [+19].

(P) (Por qué?

(PD) Lo que hace es una traslacion.

Francisco Ruiz Lépez
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Un estudio con profesores de Primaria en formacién.

G1

Julia realiza las actividades utilizando un método de calco y sin tener en
cuenta la orientacién de la cadena inicial, lo que ocasiona errores en las res-
puestas en relacion con los operadores. Este hecho se lo advierte el profesor

posteriormente:

(-..) Julia comienza con R,

(J) Esto quedaria por aqui. (Figuras A5.2-17 y A5.2-18)
(Julia ha utilizado el método de retintar la silueta y
doblar el papel por el eje.)

(...

(P) Vamos a ver si podemos ir escribiendo algo en esta
tabla (tabla A5.2-1). Esta cadena, el [21], es el origen
(no?

J) st

(P) Que con respecto a R, ha pasado a ser el [19], y
con respecto a R,?

(J) E1 [19] también. (Julia no ha tenido en cuenta la
orientacion).

(..

(P) Respecto a R, (Qué pasa?

36
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99

Fig. A5.2-17 (G1-2* sesi6n)

(J) Sale el [12]. (Julia realiza la figura A5.2-18, sin flechas, y va completando la tabla A5.2-2).

Cadena/ | Cadena/operador imagen mediante las reflexiones
operador : T : Slw st
origen R L RR
E] 21]
19 [19] [19]
[[:E] ‘ [21] [21] [21] [21] [8] [8]

Tabla A5.2-2 (G1-2? sesi6n)

(P) Y con respecto a R, ...

(J) Derecha 2, bajar 1 (Fig. A5.2-17).

(P) Ahora tomamos el operador [19] y hacemos
igual.

(J) [21] con el Ry, Ry y R,.

(P) (Con respecto a R, y Ry?

(J) Sale el [8].

(P) Bueno, ha sido teniendo solamente en cuenta
la forma, sin poner flechas.

(J) Ah, bueno, otra vez.
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Cadena original con trazo grueso.
Cadena imagen sombreada sin trazo.

Fig. A5.2-18 (G1-2° sesion)
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5.3.8 Resultados de la tarea 2.6

Se pretende ver el efecto aritmético que produce la isometria sobre las de-
cenas y sobre las unidades de una cadena separadamente, asi como detectar ca-
denas cuyo operador aditivo quede invariante frente a alguna de estas isometrias.

Enunciado

Rellena la tabla 5.14 para explicar el efecto que producen las refle-
xiones anteriores sobre las cadenas, especificando como afecta la transfor-
macion a las unidades y a las decenas. En la ultima fila de la tabla dibuja
una cadena que quede invariante mediante cada una de las reflexiones.

cadena  que
deja
invariante

Tabla 5.14 (G70-2% sesion-tarea 6a)
Criterios de clasificacion de las respuestas

Latabla 5.14 correctamente completada da lugar a la tabla 5.23:

Pasan a menos

Efecto sobre | Cambian de | Se conservan Pasan a decenas

L . decenas

las unidades sentido u—->u u—=d

i o u—> 'd

. u—-u

- Se Cambian de | Pasan a menos .
Efecto sobre . . Pasan a unidades
. o conservan sentido unidades
las decenas d—u
d—>d d—>-d d—-u

Cadenas del | Cadenas del tipo
Cadena

cadena | | columna Cadena fila Fipo con con igual n°
deja RN igual n° de | de decenas que
invariante B decenas que | unidades

. o unidades

Tabla 5.23 (G70-2* sesi6n-tarea 6b)
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Tabla de resultados

Resultados de la tarea 2.6 en G70

221

Las tablas 5.24 y 5.25 muestran los resultados obtenidos en G70, donde

notamos mediante las letras: C=Correctas; I=Incorrectas; PC=Parcialmente co-
rrectas ; NC=No Contesta; escribimos entre paréntesis el % de respuestas a con-
tinuacion de la frecuencia absoluta.

R, Ry e Ry ' :
C:16 (37.2) C:16 37.2) C:12.3) C: 13 (30.2)
A) Cambia el signo (el | A) Quedan igual (16) | A) Pasan a decenas y | A) Unidades pasan a
sentido). Pasa de cambian de signo decenas (13)
sumar arestar.  (16) a
- PC: 13 (30.2)
Efecfo B) Unidades pasan a
<obre decenas . (_1 1)
las C) Cambian de signo
unida- @
des I: 24 (55.8) I: 22 (51.2) I: 22 (51.2) I: 24 (55.8)
B) Suma o resta un n° B) Suma o resta un n° D) Suma o resta un | B) Suma o resta un
(16) (14) | n°. 20) | n°. 17
C) Quedan igual C) Cambia el signo (8) C) Cambia de signo
(8) E) No cambian (2) @)
D) No cambian (3)
NC: 3 (7.0) NC: 5 (11.6) NC: 7 (16.3) NC: 6 (14.0)
C:19 (44.2) C:5(11.6) C:123) C: 11 (25.6)
A) Pasan a unidades | A) Decenas pasan a
A) No cambian A) Cambia el sentido y cambian de signo unidades ¢8))
(19) (%) M
PC: 12 PC:1(2.3)
B) Decenas pasan a | B) No cambia el
Efecto unidades (10) | sentido 1)
sobre C)Cambia el sentido
las ?)
dece-
nay I: 13 (30.2) I: 24 (55.8) I: 13 (30.2) I: 15 (34.9)
B) Suma 6 resta 16 2 | B) Suma un n° de | D) Suma o resta 1 | C) Suma o resta 1
decenas (11) | decenas (13) | decena (12) decena (15)
C) Cambia el sentido C) No cambian E) No cambia el
)] (11) | sentido ¢))
NC: 11 (25.6) NC: 14 (32.6) NC: 17 (39.5) NC: 16 (37.2)

Tabla 5.24 (G70-2* sesién-tarea 6¢)

Departamento de Didéactica de la Matematica. Universidad de Granada



222

[ C28(65.1)

| NC: 12

R: (3)

| B) cadena cerrada

()

oo M
’i‘ipo
de
_cadena

que | 1.3 (7.0)

deja
inva-

riante D)EB 1)

| oo ()

F) B M

(27.9)

CAPITULO 5: Segunda fase: operadores aditivos en la Tabla-100
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Un estudio con profesores de Primaria en formacion.

Comentarios

Los estudiantes que realizan la respuestas tipo B (“Suma o resta un niime-
ro“), se limitan a realizar un ejemplo y a sefialar el efecto de la reflexion sobre
unidades y decenas, indicando el nimero de ellas que suman o restan.

De los datos de la tabla 5.24 se deduce que los estudiantes manejan mejor
las reflexiones Ry y Ry, en relacion con el efecto que producen sobre las decenas
y unidades de las cadenas. Se obtienen % similares en ambas reflexiones para el
efecto sobre las unidades (37.2 %). En cambio, al estudiar el efecto sobre las de-
cenas, existen un menor acierto en Ry, (11.6%) (cambia el signo) que para R,
(44.2%) (permanece invariante).

Resultados ligeramente inferiores (30.2%) se obtienen para el efecto que
produce R, sobre las unidades, y para las decenas (25.6%) ya que no interviene
el signo. en cambio el indice de aciertos baja considerablemente (2.3%) cuando
se trata de R,,, en el que el signo se ve afectado.

Resultados similares se producen observando la tabla 5.25 para analizar el
tipo de cadenas que permanecen invariantes frente a estas reflexiones. Se obtie-
nen indices de acierto altos cuando se trata de las reflexiones R, y Ry, (65.1% y
62.8% respectivamente). Este grado de acierto baja al 44.2% para R, y se redu-
ce al 20.9% para el caso de R,

Estos resultados confirman de nuevo la importancia que tiene el hecho de
orientar las cadenas (colocando flechas) especialmente para las reflexiones R, y
Rg, ya que R, permuta unidades por decenas y ademas cambia de sentido, mien-

tras que R, solo permuta unidades por decenas sin cambiar el sentido. Asi por
ejemplo:

RP(EE) =#" Cambia la forma de la cadena pero conserva el sentido de
las flechas. En términos de operadores esto es: Ry([+9]) = [+9]

Rq(EE) —o  Conservala forma de la cadena pero cambia el sentido de
las flechas, por lo que en términos de operadores esto es: R,([+9]) = [-9].
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224 CAPITULO 5: Segunda fase: operadores aditivos en la Tabla-100

Aspectos destacables de la tarea 2.6 en G3y G1
G3

Las apreciaciones anteriores en G70 quedan confirmadas en G3 en cuanto
la mayor dificultad que presentan los estudiantes a la hora de analizar el efecto
que producen las reflexiones de eje oblicuo R, y R, sobre las cadenas que cuan-
do se consideran las reflexiones de eje horizontal o vertical R, y Ry:

(P) Entonces vamos a completar la tabla (que recogemos en la tabla A5.1-4) ;Qué efecto produce
R, sobre las unidades de una cadena cualquiera? (silencio)

Por ejemplo en este caso el [+21]. ;Que les ha pasado a las unidades?
(D) Ha pasado de sumar a restar, y de restar a sumar.

(P) Lo que hace es cambiar suma por resta. ;Y las decenas?

(D) Las deja igual.

(PD) Las conserva.

(P) Y R,,? A las unidades...

(D) Al revés que R,.

(P) ¢Las conserva? ;Totalmente?

(PD) Le suma 10.

(P) Por E}inplo, aqui (en el [+21]) a:\ bajar 2, derecha 1, y aqui (en la imagen) es "izquierda 1,

bajar 2" . ¢ Qué ha pasado?

<En qué casos conserva las unidades?

(P) Cuando tenemos algo asi (I 11 si se conserva mediante Ry, pero cuando hay combinacién de
unidades y decenas, como en el [+21] ;Qué ocurre?

(PD) Conserva las unidades y las cambia de sentido.

(D) Conserva las unidades sin cambiar de sentido.

(PD) Es verdad.

(P) ¢ Y las decenas? ;Qué les pasa con la reflexién horizontal?

(DL) Le cambia el signo.

(P) Las conserva en ntimero ;no?

(DL) Si, pero cambia de signo.

(P) ¢Qué hace R, con las unidades?

(PD) Las unidades no las conserva.

(P) Con el [+21] {Qué ha pasado con las unidades y las decenas?

(DL) Que las unidades han pasado a decenas y al revés.

(P) (Y Ry?

(D) Igual.

(P) ;Y el sentido?

(PD) El sentido si cambia.

(P) ¢En el anterior (R,) también cambia el sentido?

(PD) Yo creo que no.

(P) En R, el [+21] ha pasado al [-12] (tabla A5.1-4). Ha cambiado el 1 por el 2. Vamos a ver.
Bajar (2 casillas) ha pasado a ser izquierda (2 casillas); pero izquierda (una casilla) ha pasado a ser
bajar (una casilla). Esto supone un cambio de signo, ;no?.

(PD) Si, ésta (R,) si cambia de signo.

Francisco Ruiz Lépez
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Un estudio con profesores de Primaria en formacién.

Efectosobre |« R, | R, Ri
) ‘ = Cambia cambia
Unidades Carflb1a el Se unidades por unidades por
. signo conservan decenas y el d
L . ecenas
signo
E - . Cambia decenas cambia
~ Se Cambia el .
Decenas . por unidades y decenas por
v conservan signo . .
. el signo unidades
Conservala
cadena tipo a o B] B]

Tabla AS.1-4 (G3-22 sesion)

Domingo menciona la cadena elemento neutro (formada por una casilla
solamente) como la cadena que queda invariante frente a Ry, y no parece pre-

sentar problemas a la hora de dibujar una cadena que quede invariante frente a
dicha reflexion:

(P) Entonces hay que dibujar una cadena que se conserve mediante Ry. Una cadena que se quede
igual mediante la reflexion, que siga siendo la misma.
(D) Un cuadrado.

(P) Bien, al cero lo transforma en el cero. Y otro que no sea el cero?

(D) Cualquiera que sea solo vertical, y para R, solo horizontal. (Domingo dibujaB y[I11)

Se presenta alguna confusion cuando el profesor pide una cadena que ten-
ga decenas y unidades y que se conserve mediante Ry;:

(P) (Hay alguno que combine decenas y unidades y que lo deje igual?
(PD) Las que tengan las mismas dimensiones en horizontal que en vertical.

(P) Por ejempio, este:
(PD) No, ese no. Si los someto a Ry,

=
H

(Pedro dibuja y sefiala:
(PD) Si ésta (la cadena superior del dibujo) es “izquierda 1, bajar 17, seria el [+9] y se transforma
en el [-11] (que es “izquierda 1, subir 17),
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226 CAPITULO 5: Segunda fase: operadores aditivos en la Tabla-100

Para las reflexiones de ejes oblicuos los estudiantes mencionan como ca-

denas invariantes las que tienen forma diagonal y las que tienen igual nimero de

decenas que de unidades:

(P) Vamos ahora a buscar una cadena que se conserve mediante una reflexion de eje oblicuo. j
(PD) Eso lo hemos visto antes. El cuadradito.

(P) El cero. ;Y otro que no sea el cero?

(PD) Como no sea que pongamos cadenas diagonales...

(P) Pero cualquier cadena diagonal la puedes convertir en una de
éstas (en forma de L) ;no? (silencio)

¢ Qué es lo que hace la reflexion? (silencio)

(P) Que cambia las unidades por las decenas. ;Entonces?

(DL) Que tenga las mismas unidades que decenas.

(P) Eso es. (El profesor dibuja la fig. A5.1-17) El primero es "bajar 1, izquierda 1", que
corresponde al [+9], y la imagen es "izquierda 1, bajar 1", que es lo mismo, el [+9].

Fig. AS5.1-17 (G3-2*
sesion)

G1

Julia comete diversos errores debido a la falta de orientacién de las cade-

nas, especialmente al considerar las reflexiones R, y Rq:

(P) ¢Y Ry qué hace con las unidades?

29 30

¢)] A@% se cuentan para la derecha y non

aqui Ll hay que contarlas para la izquierda, n o
porque el origen cambia. (Una vez mas el

39 40

hecho de no colocar las flechas en las cadenas o ®o®
ocasiona errores). L 59 6
(P) (Jva 61 62 & T
(J) Las decenas.... Iguales. (figura A5.2-18) nomog s s omom oW
(P) (Qué le pasa a las unidades y qué le pasa a 81 /»1" @ 8 85 86 87 8 8 %
las decenas? 9f/ 92 93 94 95 9% 97 98 99 100

Fig. A5.2-18 (G1-2° sesi6n)
Cadena original con trazo grueso.
Cadena imagen sombreada sin trazo.

(J) Estas son las unidades del primero (B]).
Que son una.
(P) Una. Vale.

(J) Ah, y ahora tiene dos (H:El).

(P) Y con las decenas?

Francisco Ruiz Lépez
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Un estudio con profesores de Primaria en formacién.

(J) Antes habia dos (en H:) ), y ahora solo hay

una (en la imagen ).

(P) {Qué pasa?

(J) Las unidades aumentan en uno.

(P) (Y se te pongo por ejemplo ésta (Fig. AS5.2-
19; el profesor dibuja la cadena con trazo grueso)
(J) (Julia dibuja solamente la parte sombreada)
(P) ¢(Qué ha pasado?

() Que aumentan las unidades.

(P) (Cuanto aumentan?

(J) Segiin la decenas.

(P) A las decenas ;Qué les pasa?

(J) Que disminuyen, segun las horizontales que tengan.
(P) Eso es. Que cambia ;Qué?

37 82 83 84 85 8 87
/

91 92 93 94 95 9% 97

98

89

9

%0

100

Fig. A5.2-19 (G1-2* sesion)

(J) El orden. Las unidades a decenas y las decenas en unidades.

(P) (Y el Ry?

(J) Pues igual.

(P) Lo mismo ;no? Pero vamos a ver qué le pasa
al signo.

(J) (Julia realiza la parte sombreada de la figura
A5.2-20)

17

27

37

47

57

18

28

3R

48

58

(5]

30

40

70
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(P) En el caso de Eﬁ, lo que es bajar (positivo) se

6l 62 6 64 65 % 67
N

convierte en... !B oMW \"q 7% P 80
(J) Negativo. Y lo que era "a la izquierda" se SR B 8 8 B RN B %
convierte en bajar. No, sera subir. Cambia el B T T

orden y el signo.
(De nuevo se produce error debido a la ausencia de
flechas en las cadenas).

Fig. A5.2-20 (G1-2" sesion)

En cuanto a las cadenas que permanecen invariantes mediante reflexiones
no parece tener problemas con Ry, y R, y sefiala el elemento neutro (cadena con
una sola celdilla) como cadena invariante frente a R;:

(P) Por ultimo, vamos a dibujar una cadena que se conserve mediante R,.

(J) Una que esté en vertical. (Julia dibujall)

(P) (Y en Ry?

(J) Una horizontal. (Julia dibuja LI T T 1)

(P) ;Y con Ry qué cadena se podria conservar?

(J) Si tiene sélo una unidad, se queda igual ;no? O sea, que con solo un cuadradillo...

(P) Claro. Un cuadradillo es el cero. Lo transforma en el cero. ;Y otro que no tenga solamente
una casilla?

(J) O sea ;Que si es vertical que siga siendo vertical?

(P) No, que si corresponde al operador {14], que (después de la reflexién) siga siendo el [14].
() (silencio)

(P) (Qué efecto produce R,?

(J) Que cambia las unidades por las decenas.

(P) Pues tienes que buscar una cadena que al cambiar unidades por decenas se quede igual ;jno?
(J) Si, pero no se me ocurre (silencio).
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228 CAPITULO 5: Segunda fase: operadores aditivos en la Tabla-100

(P) Las unidades, ;Qué son, columnas o filas? 12 03 4

(J) Filas. n o B M

8’)) lg,\l( las decenas? w om B onm
ilas.

3t 32 33 M
(P) Pues si hacemos uno que tenga igual nimero de

. 4 2 8
casillas en la fila que en la columna...

51 52 53 54
(1) Entonces si hago esto (Julia dibuja ), se o o @ w &
queda igual. ’
(P) Pero esa cadena no tiene un origen o un final claro.

.
n oo oM s % T ™ 80

0

-
/
81 82 A5 84 8 8 87 38 8 90
/

O bien, es el cero, porque coincide la casilla inicial con I,
la final. Dibuja una que tenga un origen y un fin A :
claros J q g origen y al Fig. A5.221 (GI-2" sesion)

(J) Pues ésta (figura A5.2-21)

La tabla A5.2-3 completada por Julia presenta errores de signo en todas
las reflexiones excepto en R,,.

Efecto sobre ] 2R w
o Cambia el Lo deja }gual Cambia unidades Cambia el
Unidades . o cambia el .
s o signo signo por decenas orden y el signo

Se conservan
igual

Se conservan
igual

Cambia unidades
por decenas

Cambia decenas
por unidades y

el signo

| oo = &

Tabla A5.2-3 (G1-2° sesién)

Conserva la
cadena tipo

5.3.9 Resultados de la tarea 2.7

Pretendiamos con esta tarea comprobar que el efecto aritmético de las
isometrias estudiadas depende de los representantes que elijamos para cada ca-
dena.

Enunciado

Sabemos que cada operador puede venir representado por diversas cade-
nas. Dada una reflexion de las anteriores y un operador ;Es siempre el trans-
formado de una cadena de dicho operador otra cadena correspondiente al
mismo operador? Justifica la respuesta y seiiala un ejemplo.

Francisco Ruiz Lépez



La Tabla-100: representaciones geométricas de relaciones numéricas.
Un estudio con profesores de Primaria en formacién.

Criterios de clasificacion de las respuestas

En la Tabla-100 existen dos cadenas simples con distinto ntimero de cel-
dillas para cada operador, como es el caso de las cadenas C(174,) y C(2¥6.) am-
bas representantes del operador [+14]. Si las sometemos a una reflexién vertical
R, obtendremos respectivamente las cadenas C(1"4.) (representante del operador
[+6]) y C(276.) que es un representante del operador [+26], distinto del anterior.

Podemos esquematizar esta situacién como sigue:

Operador

Operador

/BID:J — > B,
4, 14,

Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada
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Resultados de la tarea 2.7 en G70

Tabla de resultados

| No:u@e)
A) ' A) Depende de la Kcédena y reflexion
- Rv que tomemos.
» [19 6 (14.0)
a] L19] B) El transformado es distinto

:' Eﬁ 2 e Bj tﬂtﬁ
[X] [yl

Rv
—» [19] 3(7.0)
5(11.6) . . .
C) Sale simétrico y las unidades cam-
'| B) Lo importante es el origen y final de la bian de sentido
cadena. 4093) | O Rv u
. | C) Siempre obtenemos una cadena del L (L]
| mismo operador [23] [17]
| H R [
>
| 1 2(4.7)
Justificaciones 21] 21]
. 3(7.0) |D) Se conserva la forma pero no su
. valor
D) La reflexion es una isometria y con- transf
- [serva las distancias. — EB
2(4.7)
[x] [yl
E) Excepto para ejes oblicuos. 1(2.3)
1(2.3) |E)R.Q1)=21
, R\(19) =21
F) Si, si son simétricos. 12.3)
1 (2.3) | F) el mismo operador da dos operado-
res distintos

[19]
Rv

% [-19

(21]

12.3)

‘Tabla 5.27 (G70-2? sesion-tarea 7)
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Un estudio con profesores de Primaria en formacién.

Comentarios

Las respuestas de la tabla 5.27 hace pensar que no se ha comprendido bien
la pregunta, ya que ningun estudiante pone un ejemplo que pruebe que cadenas
distintas asociadas a un mismo operador se transforman mediante una isometria
en cadenas asociadas a distintos operadores. Esto se puede deber al uso exclusi-
vo de cadenas simples (con un solo tramo vertical y/o horizontal) en los ejem-
plos presentados a los estudiantes. Se vislumbra la necesidad de haber tratado
con mas detenimiento la identificacion de las diferentes cadenas que correspon-
den a un mismo operador aditivo.

Aspectos destacables de la tarea 2.7 en G3y G1
G3

Tras la sesion con G3 confirmamos los comentarios anteriores, ya que se
observa que estos estudiantes les cuesta comprender la pregunta, y es el propio
profesor quien saca la conclusion. No obstante, Pedro identifica ficilmente re-
presentantes distintos de “sumar 4”:

(P) Tomamos un operador y lo sometemos a una reflexion para que dé otro opetador. ;Depende el
resultado del representante que tomemos? ;De la forma de la figura que tomemos? (silencio).

(P) Por ejemplo, el [+4] seria (I 17J...

(PD) Yo creo que no depende, siempre que esté en la misma clase de equivalencia.

(P) Pues vamos a tomar dos representantes del [+4]. Uno, el anterior, que es "derecha 4", y
otro que tenga una forma distinta para indicar 4. (silencio).

(PD) ;Podria ser "bajar 1, izquierda 6'"? (Pedro dibuja )-
(P) De acuerdo. Los dos representan al [+4). Si al primero {1111 lo sometemos a una reflexién

horizontal, por ejemplo, sigue dando el [+4], pero si tomamos el segundo (Qué le
pasa?

(DL) Que cambia.

(P) Entonces pasa algo fastidioso. Que el transformado de un operador depende de los
representantes elegidos.

G1

Julia no comprende bien la pregunta. Es el profesor quien realiza practi-
camente los dibujos para lograr que Julia comprenda la tarea y el que la resuel-
ve.
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3.3.10 Consideraciones sobre los resultados de la segunda sesiéon

En esta segunda sesion de trabajo los estudiantes han transformado las ca-
denas mediante algunas reflexiones sencillas, viendo el efecto producido sobre
el operador asociado a dichas cadenas, asi como los posibles invariantes que se
pueden obtener frente a dichas reflexiones.

En esta ocasion la cadena origen que se presenta a los alumnos no tiene
una orientacion explicita (Fig. 5.9). Esta circunstancia no parece influir en las
respuestas cuando se trata de utilizar una reflexion de eje vertical (R,), pero si
cuando se realiza una reflexion de eje horizontal (R,). También influye la orien-
tacion de las cadenas para:

- Encontrar una isometria que conserve el operador asociado a la cadena
origen. El error de mencionar el giro Gy como identidad, se debid a considerar
solamente el contorno de la cadena resultante y no la orientacién interna.

- Estudiar el efecto que producen las isometrias sobre las decenas y sobre
las unidades de las cadenas separadamente.

Por otra parte, los estudiantes no han llegado a la conclusion de que cade-
nas equivalentes (asociadas al mismo operador) se pueden transformar, por me-
dio de una reflexion, en cadenas no equivalentes, como indica la figura 2.10.

Este es uno de los motivos por el que creemos que se necesita un estudio
tedrico-matematico mas detallado sobre la aplicacion de isometrias a las cadenas
y su efecto aritmético sobre el operador aditivo asociado a ellas. Se precisa un
mayor trabajo previo con los estudiantes sobre cadenas equivalentes, clases de
equivalencia de cadenas y eleccion de los representantes canénicos de dichas
clases de cadenas equivalentes.

Francisco Ruiz Lépez
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Un estudio con profesores de Primaria en formacién.

3.3.11 Balance entre los objetivos planteados y logros alcanzados.

233

Resumimos en la tabla 2 las anteriores consideraciones en relacién con los

Objetivos

objetivos propuestos para esta sesion:

Consideraciones

1. Realizar reflexiones de ejes
vertical, horizontal y oblicuos
con las cadenas y observar el
efecto producido en sus corres-
pondientes operadores aditivos
asociados.

Se ha alcanzado satisfactoriamente este objetivo
desde el punto de vista geométrico, aunque bajo
la éptica aritmética, los estudiantes no han espe-
cificado el signo correspondiente de los opera-
dores asociados a las cadenas, posiblemente de-
bido a la falta de orientacion de las mismas.

2. Estudiar el efecto geométrico
producido sobre las unidades y
las decenas de las cadenas cuan-
do éstas se someten a las refle-
xiones anteriormente menciona-
das.

La falta de orientacion de las cadenas ha produ-
cido errores en el sentido de avance de las uni-
dades y decenas de las cadenas que son origina-
das mediante las reflexiones, especialmente me-
diante Ry, R, y Ry

3. Determinar las isometrias que
dejan invariantes a los operadores
asociados a las cadenas que se
someten a dichas isometrias.

Los estudiantes que han considerado solamente
el contorno de la cadena, sin orientacion interna,
han mencionado el giro Gjgy como isometria
que deja invariante a los operadores asociados a
las cadenas.

4. Comprobar el efecto aritmético
que se produce cuando se some-
ten cadenas distintas equivalentes
(asociadas a un mismo operador),
a cualquiera de las reflexiones
anteriores.

No se ha cumplido este objetivo, bien por no
estar clara la tarea a realizar o porque no se ha
trabajado suficientemente las distintas cadenas
representantes de un mismo operador.

Tabla 5.11
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5.4 Tercera sesion

En esta sesion se estudian las cadenas y sus representaciones simbdlicas.
También se trabaja con la Tabla-100 de k columnas

5.4.1 Descripcion general y objetivos

En las sesiones anteriores se han trabajado las cadenas desde un punto de
vista algebraico y con la dinamica de las transformaciones geométricas. En esta
sesion queremos abordar el paralelismo de las cadenas con otras formas de re-
presentacion simbolica para los operadores aditivos, de modo que los estudiantes
realicen diversas representaciones distintas para dichos operadores.

Por otra parte, hasta el momento hemos considerado las cadenas en el seno
de la Tabla-100 de 10 columnas, en la que “bajar/subir n celdillas” tiene atribui-
do el significado aritmético de “sumar/restar n decenas”. Queremos poner a los
alumnos en situacion de reflexionar sobre el efecto que produce en el significado
de las cadenas cuando se cambia el nimero de columnas k de la Tabla-100, esta-

bleciendo en este caso conexiones con las cadenas y el sistema de numeracion
base k.

Desarrollamos lo anterior en los siguientes Objetivos de la sesion:

1. Encontrar formas de expresion simbolica para las cadenas en la Tabla-
100 y sus operadores aditivos asociados.

2. Realizar ejemplos de suma de operadores aditivos utilizando las expre-
siones simbodlicas anteriores.

3. Encontrar la expresion simbolica correspondiente al elemento neutro
para @ y al elemento simétrico de uno dado.

4. Determinar la forma que debe tener una cadena para que represente a
un determinado operador aditivo en una tabla-100 de k columnas.

5. Estudiar el cambio de significado aritmético que experimenta una ca-
dena cuando la situamos en una tabla-100 de k columnas.
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6. Examinar el papel que juega el sistema de numeracion en base k para
encontrar la expresion numérica de los operadores asociados a las cadenas si-
tuadas en una tabla-100 de k columnas.

5.4.2 Tareas propuestas en la sesion

Planteamos a los estudiantes las siguientes 10 tareas:

Tarea 3.1 (T 3.1)

El operador [+21] lo hemos representado mediante la cadena HZ] donde el
sentido de lectura seria de arriba-abajo y de izquierda-derecha, y lo podriamos
describir como "sumar 2 decenas y 1 unidad". Existen otras formas de repre-
sentar [+21], como por ejemplo mediante el par (bajar 2, derecha 1). Podemos

pensar en sustituir las palabras "bajar" y "subir" por algo mas simple. Escribe

tres maneras distintas de representar el operador [+21] que no sea El‘\

T 3.2 Elige la notacion que te parezca mas adecuada (sencilla, facil de
manejar, coherente, etc.) y escribe con ella varios representantes de los
operadores [+19] y [-12].

T 3.3 Desarrolla con dicha notacion las operaciones:
1) [+19]e[+5]

ii) [-12] o[+8]
iii) [-12] @ [-19]

T 3.4 Enuncia la regla que has utilizado para realizar la operacion g
con la notacién anterior.

T 3.5a Expresa y justifica con esa misma notacion la propiedad de la
operacion g en el conjunto de los operadores “Existe un elemento neutro”.
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T 3.5b Expresa y justifica con esa misma notacion la propiedad de la
operacion g en el conjunto de los operadores “Todo elemento tiene simétri-

co”

T 3.6 Consideremos ahora los 100 primeros
nameros dispuestos en una tabla de 7 columnas (Fig. |z o 10 11 12 13 14

5.12). Dibuja en dicha tabla una cadena corres- [15 16 17 18 19 20 21

pondiente a [21] y escribelo a continuacién segiin la | 2 2* 25 26 27 28

29 30 31 32 33 34 35
notacion del ejercicio anterior.
36 37 38 39 40 41 42
43 44 45 46 47 48 49
50 51 52 53 54 55 56
57 58 59 60 61 62 63
64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 71
78 79 80 81 82 83 84
85 86 87 88 8 90 91

92 93 94 95 96 97 98

99 100

Fig. 5.12 (G70-3* sesién-
tarea 6)
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T 3.7 Considera ahora la cadena B:l en la tabla

de la figura 5.13 ;A qué operador representa en esa
tabla?

T 3.8 En la tabla de 10x10, el operador [+21] lo
podemos expresar como "2 decenas + 1 unidad", o
bien 2 x 10 + 1, que en expresion polindémica en po-

tencias de 10 seria: 21=1x10+2x 10!

. Como expresarias el operador [+21] de ma-
nera analoga en la tabla de 7 columnas?

T 3.9 ¢(Encuentras algin sistema de re-

presentacion numérica en el que la cadena a:l se

pueda seguir expresando como [21] en Ia tabla de 7 tarea?)

columnas? Explicalo brevemente.
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5.4.3 Resultados de la tarea 3.1

Con esta tarea pretendemos que los estudiantes busquen representaciones
de caracter simbdlico, distintas de las cadenas, para los operadores aditivos, pa-
ra favorecer la diversidad de representaciones para un mismo concepto.

Enunciado

El operador [+21] lo hemos representado mediante la cadena B:l donde el
sentido de lectura seria de arriba-abajo y de izquierda-derecha, y lo podriamos
describir como "sumar 2 decenas y 1 unidad". Existen otras formas de repre-
sentar [+21], como por ejemplo mediante el par (bajar 2, derecha 1). Podemos

pensar en sustituir las palabras "bajar" y "subir" por algo mas simple. Escribe
tres maneras distintas de representar el operador [+21] que no sea B:I

Resultados de la tarea 3.1 en G70
Criterios de clasificacion de las respuestas

Clasificamos las 140 representaciones realizadas por los estudiantes en dos
grupos: las representaciones que no son cadenas y las que si lo son. Entre estas
ultimas, hemos considerado como correctas las cadenas que, aunque no estin
orientadas, representan adecuadamente al operador “sumar 21”, ya que la cadena
que figura en el texto de la tarea no est4 orientada.
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Tablas de resultados

Representaciones en forma de cadena: n=60 (42.9%)

“Cadenassim|
orientacion rien
, A)EH ‘ﬁ
,,,,,,,,,,, 21=48.8% | A)
T 2=4.7%
o 14=32.6% | B)
; 1=2.3%
i : LL
oo
Corrgctas 11=25.6%
H (.
(91.7) (-
D)
5=11.6%
,‘ 5 )
LITTTTTTT -
130-9=21
1=2.3%
Subtotal 52 (86.7) 3(5.0)
A H
2=4.7%
Incor;c?ctas N
83)
v - |lo0O
- 1=2.3%
Subtotal | 5 (8.3) 3(5.0)
Numero total de cadenas 60

Tabla 5.27 (G70-3" sesién-tarea 1a)
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Representaciones que no son cadenas: n=80 (57.1%)

CAPITULO 5: Segunda fase: operadores aditivos en la Tabla-100

Uso de flechas: 22 (27.5)
A2 (10)
AV=1,12) (6

B) (V1,4 1) A3)
o, =) )

oy BV, T 0

Pares o ternas

A) 2x10+1

2(4.7)

}DDDDD| =21

3 (7.0)

Otros simbolos: 6 (7.5)
A)@Q O%)

O = decena; # = unidad

B)(VV,V) Y]
C)(e)Z,—OI)

D)(ZD, 1) (1)
E)(——.,—) (Y]
F) (+1,-2) > ejes(X,Y) (1

M

M

)

B)
2x10'+ 1x10°

2(4.7)

N

0)

Diagonal del rectingulo de

yaltura3

3(7.0)

Uso de texto: 32 (40)

Pares 18(22.5)

A) (dcha 1, bajar 2)

A”) (bajar 2, dchal)

B) 2d,1u)

C) (sumar22,restar 1) (1)
D) (bajar 3, izqda. 9) )]

Ternas 14 (17.5)

A) (bajar 1, dcha 1, bajar 1)

B) (izqda. 1, bajar 2, dcha 2)
C) (izqda. 2, bajar 2, dcha 3)

D) (dcha 3, bajar 1, izqda 2)

(M
G)
©

©)
©®
M
M

C)2d+1u

12.3)

D)?? A—> 2(4.7)

D) 5x4 + 1
12.3)

5

2(4.7)

n

12.3)

Total: 14 (17.5)

Total: 60 (75.0)

Total: 6 (7.5)

Total de representaciones que no son cadenas

.. .80

Francisco Ruiz Lép
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Comentarios

Las representaciones que son cadenas suponen un 42.9% del total de las
representaciones, frente al 57.1% de las que no lo son.

Un 91.7% de las cadenas son correctas, aunque solamente el 5.0% han
indicado la orientacion de la figura.

Entre las representaciones que no son cadenas (tabla 5.28) detectamos las
siguientes:

a. Graficos

Existen algunas representaciones constituidas por simbolos, con los que
construyen un sistema de numeracion para indicar “sumar 21” (respuestas A y
B). Otras estan realizadas mediante dibujos, bien a modo de vectores (respuesta
C) o para indicar la accién de “bajar” y “derecha” por medio de flechas o trazos
rectos (D, E y F).

b. Pares o ternas

Para indicar las componentes de dichos pares y ternas los estudiantes han
utilizado principalmente:

bl. Flechas
b2. Texto
b3. Otros simbolos
c. Expresiones de tipo matematico

Estas expresiones constituyen descomposiciones polindmicas del nimero
21.
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Aspectos destacables de la tarea 3.1 en G3y G1
G3

Las respuestas dadas por los estudiantes de este grupo son basicamente:
pares con flechas, las letras d (para indicar decenas) y u (para indicar las
unidades), y el par ordenado.

(PD) Se podria hacer con flechas, por ejemplo ;no?

(P) Bien.

(PD) Una flecha para abajo, ...

(P) Escribelo.

(PD) (Pedro escribe el par ({ 2, > 1))

(..

(P) Eso que ha escrito Pedro, ;Se podria simplificar mas? ;Podriamos sustituir las flechas por
otros simbolos?

(DL) ; Por decenas y unidades?

(P) Bien.

(DL) (Dolores escribe (2d, 1u))

(P) Y si es bajar o subir ;Como lo expresamos? (silencio)

(P) ¢Si en lugar de [+21] ponemos [-21]?...

(DL) Ponemos el signo de suma. (+2d, +1u).

(P) Ya tenemos otra manera. Tienen que salir al menos 3. ;Esto se podria simplificar mas? Porque
si la comparamos con la otra (3 2, — 1), es distinta, pero no la veo mas reducida. Si vamos a
tender a la simplificacién Cémo podrias hacer?

(DL) Poniendo por ejemplo (1, 2).

(P) ¢ Te refieres a (2,1)?

(DL) Si, pero poniendo primero los horizontales...

(P) Ah, primero las unidades.

(DL) Como si estuviéramos en un diagrama de .... de X e Y (Dolores se refiere al diagrama

cartesiano).
(P) Ah, que ésta (la primera componente) seria la X y ésta (la segunda componente) seria la y.
< I
X ¥y
@ D
Dolores escribe:

(P) Esta seria la x y ésta la y. Ah, muy bien.
(PD) Yo he pensado otra cosa. Dejar siempre la primera componente para las decenas, y
poner simplemente (+2 , +1).
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G1

Julia opta por los pares utilizando numeros, flechas e incluso cadenas
dentro del paréntesis para indicar sus componentes:

(P) Quiero que me digas tres maneras distintas para expresar [+21] que no sea la BJ
(J) Tampoco la L al revés ;no?

(P) Bueno, esa ya la hemos visto. Ahora se trata de una notacién que no sea de tipo geométrico.

El operador [21] lo podemos expresar as{ ﬁ] y también mediante el par (bajar 2, derecha 1), y
también ...

(J) Sumar 2 decenas...

(P) (Coémo lo escribirias?

(J) Julia escribe (+20, +1)

(P) Esa seria una manera. Otra forma.

(J) Podria ser ({ 2, - 1).

(P) Otra. Siempre tendiendo a lo mas simple. Después elegirds la més sencilla y con esa
trabajaremos.

(J) ¢(Me hace falta poner niimeros?

(P) Pon lo que quieras.

(3 Por ejemplo (1 O, —» 0).

(P) Muy bien. ;Se te ocurre otra mas simple?
(J) Como no sea quitando ya las flechas...
(P) Bien.

(J) (Julia escribe (a , 0.

5.4.4 Resultados de la tarea 3.2

Con el fin de utilizar las nuevas representaciones pedimos a los estu-

diantes que escriban un operador positivo y otro negativo con las representa-
ciones nuevas.

Enunciado

Elige la notacién que te parezca mas adecuada (sencilla, facil de ma-

nejar, coherente, etc.) y escribe con ella varios representantes de los opera-
dores [+19] y [-12].
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Resultados de la tarea 3.2 en G70
Criterios de clasificacion de las respuestas

Hemos considerado las respuestas como correctas cuando la representa-
cién se adecua al operador correspondiente. Distinguimos también si la repre-
sentacion incluye el uso de cadenas.

Tabla de resultados

La tabla 5.29 recoge las respuestas de los estudiantes de G70:

Rep sentii‘qié . ' Representacion
* ecta _incorrec

30
1 (©98) | (69.8) | (7.0) ©.3) | (767

Usa c'a‘ﬁenaé 10 8 0 1 10 4
oo 1(233) | (18.6) (0.0) 2.3) (23.3) (20.9)

1 40 38 3 5 | ;b 42
(93.0) | (88.4) (7.0) (11.6) A 43

No usa cadenas

Tabla 5.29 (G70-3* sesién-tarea 2)

Comentarios

La mayoria de los alumnos (93.0% y 88.4% respectivamente para ambos
operadores [+19] y [-12]) realizan correctamente la representacion, si bien ni-
camente el 23.3% y 18.6% respectivamente utilizan cadenas. Solamente un
alumno ha utilizado incorrectamente las cadenas para realizar la representacion,
y se da para el caso del operador negativo [-12].
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Aspectos destacables de la tarea 3.2 en G3 y G1
G3

Destacamos las equivalencias que surgen entre representaciones en forma

de pares. El par (1, 9) que corresponde “bajar 1, derecha 9” es equivalente al par
(2, -1), que se corresponde con “bajar 2, izquierda 1”:

(P) Con esa notacién que hemos elegido ;Como se escribe el operador [+19]?
(D) Hay varias maneras. Una podria ser el (1, 9) y otra el (2, -1).

(P) Muy bien. ;Habria méas maneras? (silencio)

Basicamente éstas. Se pueden poner todas las combinaciones que queramos.
LY el [-12]?

(DL) (-1, -2)

(D) (-2, +8)

G1

Julia no encuentra por si sola pares equivalentes para “sumar 19”, y tiene
algunos problemas con la posicion que ocupan las decenas.

Después de la ayuda recibida por el profesor para el operador [+19], Julia
encuentra pares equivalentes para “restar 127

(P) (Cémo escribirias el [-12]?

(J) Por ejemplo, subir 10, ...(Julia escribe (-10, -2)

(P) Bueno, como hemos dicho que la primera componente son decenas, ...
(J) Pues seria (-1, -2)

(P) Y otra manera?

(J) (Julia escribe (-2, 8).
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5.4.5 Resultados de la tarea 3.3

Como aplicacion de las representaciones obtenidas proponemos a los
estudiantes que representen tres operaciones con operadores aditivos con dichas

representaciones.
Enunciado

Desarrolla con dicha notacidon las operaciones:

1) [+19]e[+5]

i) [-12] [+8]
iii) [-12] o [-19]

Resultados de la tarea 3.3 en G70
Criterios de clasificacion de las respuestas
Se han considerado operaciones incorrectas cuando los estudiantes:

A) Suman los operadores en sistema decimal y posteriormente expresan
la operacion en términos de la representacion elegida.

Ejemplo: [+19] @ [+5] = [+24] = (bajar 2, derecha 4)

B) No efectian la operacidn, limitandose a escribir las representaciones

de los sumandos.
Ejemplo: [+19] @ [+5] = (14, 9, 5—)

C) No realizan correctamente la composicioén de cadenas:

—

+
Ejemplo: [[12]® [-19]= —~H* =1
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Tabla de resultados

Operacion correcta | Operacion incorrecta |

) [ i) [ i) i)
No wusal 19 19 18 17 19
cadenas | (44.2) | (442) | (41.9) | (39.5) | (44.2)

Usa 6 1 2 1 4

cadenas | (14.0) [ 23) | 4.7 | @23) | 9.3
» 25 | 20 | 20 18 23

Total (58.1) | (46.5) | 46.5) | (41.9) | (53.5)

Tabla 5.30 (G70-3* sesion-tarea 3)

Comentarios

- El 58.1%, 46.5% y 46.5% de los alumnos (respectivamente para cada
una de las tres operaciones) realizan las operaciones correctamente de acuerdo
con la representacion que ellos han elegido.

- El 14.0%, 2.3% y 4.7%, respectivamente, eligen cadenas para realizar
las operaciones propuestas.

- Se advierte que el indice de errores para las operaciones ii) e iii) que in-
cluye operadores negativos (53.5%), es ligeramente mayor que cuando ambos
son positivos (41.9%).

- Detectamos en general menos errores para las tres operaciones cuando
las representaciones incluyen cadenas que cuando utilizan otros simbolos.
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Aspectos destacables de la tarea 3.3 en G3 y G1
G3

Los integrantes de este grupo realizan correctamente las operaciones
propuestas y manejan bien distintos pares equivalentes.

(P) {Como hariamos [+19]®[+5] utilizando esta notacién?

(D) (1, 9) + (0, 5). También puede ser (2,-1) + (1, -5)

(P) Ahora lo importante es ver la regla que utilizais. ;Cémo sumamos esas parejas?
(D) Pues unidades con unidades y decenas con decenas.

(P) Seria (140, 9+5) ; Cémo ponemos esto? (1,14)

(PD) (2,4)

(P) 10 unidades pasarfan a formar una decena. Aqui se maneja bien aquello de "me llevo una"
;no?

(PD) Si.

P)¢Yel[-12) @ [+8]?

(DL) Seria (-1, -2) + (0, +8)

(P) Y eso segiin la regla es...

(PD) (-1, 6)

(P) (Qué operador serfa ese? ;De qué otra manera podemos ponerlo?

(D) (0, 4). No, no. (0, - 4)

(P) Seria el operador [- 4]. Y por tltimo {-12] @ [-19].

(D) (-2, -11) o bien el (-3, -1).

G1

Julia realiza correctamente las dos primeras operaciones utilizando pares
ordenados e identifica pares equivalentes:

(P) De acuerdo. Vamos a hacer la composicion de [+19] mas [+5], con esta notacion.
(J) Seria (Julia escribe (1, 9) (0, 5))

(P) (Y aqui en medio, (entre los dos pares) qué pondrias?

(J) (Julia escribe el signo +). :

(P) (Y c6mo sumarias estas dos parejas?

(J) Seria igual a (2, 4).

(P) ;Por qué te sale (2, 4)?

(J) Unidades con unidades y decenas con decenas.

(P)1y0,uno, ...

(J) He empezado por las unidades.

(P) Bueno, 9y 5, 14,

(J) Pero con 14 hay una decena, ...

(P) Bien, por eso te sale este 2 ;no? Hay muchas maneras de escribirlo. Pon también esta (1, 14).
(P) (Cémo sumarias [-12] con [+8]?

() (-1, -2) + (0, 8) = ... (silencio) Un momento...

(P) Aplica la regla que has dicho.
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(J) Las unidades son 6. Sale (-1, 6).
(P) ;Y otra forma de escribirlo?
(J) Pues el (0, - 4).

249

Para representar el [-19] Julia trata de visualizar la cadena correspondiente y

se equivoca al escribir (-2, -1) en lugar de (-1, -9).

(P) Por tltimo, {-12] con [-19].

(J) (Julia escribe (-1, -2) + (-2, -1))

(P) ;Por qué escribes el [-19] como (-2, -1)?

(J) Subo 2, que son 20, menos 1,... 19. Es subir 2, que son -20, izquierda 1, que es restar.
(P) Eso es restar 21. (No? Si [-12] es (-1, -2), el [-19] serd (-1, -9) {No?

(J) También.

(P) O bien (el profesor escribe [-19] = (-1, -9) = (-2, +1)) Restar dos decenas y ...

(J) Sumar uno.

(P) (Cémo hariamos esa suma?

(J) (Julia escribe y dice (-3, -1)).

5.4.6 Resultados de la tarea 3.4

Enunciado

Enuncia la regla que has utilizado para realizar la operacién g con la

notacion anterior.
Resultados de Ia tarea 3.4 en G70

Tabla de resultados

La tabla 5.31 recoge los tipos de enunciados de la regla que dan los estu-

diantes y un ejemplo de cada tipo.
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Suman las correspondientes
componentes de los pares de manera
usual.

“Sumamos las flechas que van en el
mismo sentido y restamos las que van en
sentido opuesto”.

B) Realizan la “suma” en notacion

“He calculado el operador resultante de

decimal y posteriormente escriben la s 8
-, . la composicion de los operadores y he
representacion correspondiente del re- e » (18.6)
dado la notacion del resultado”.
sultado.
C) Realizan agrupamientos de sim-| “He utilizado la regla de agrupamiento 4
bolos a modo de sistemas de numera- | de miimeros en general y he utilizado el 9.3)
cién. sistema de numeros romanos”. )
D) Realizan la unién de cadenas su-| “He unido los patrones poniendo o 1
perponiendo la casilla final de una con | quitando cuadrados segin suman o 2.3)
la inicial de la otra. restan”. )
8

No sta

conte | (18.6)
Total 43

Tabla 5.31 (G70-3% sesién-tarea 4)
Comentarios

Existe un predominio claro de las respuestas que consisten en sumar

componente a componente los términos de los pares ordenados.

Tanto en el grupo G3 como G1 los estudiantes eligen la regla que con-

siste en “sumar las correspondientes componentes de los pares”.

5.4.7 Resultados de la tarea 3.5a

Pretendemos que los alumnos identifiquen el elemento neutro de la “su-

ma de operadores” con las representaciones encontradas.

Enunciado

Expresa y justifica con esa misma notacion la propiedad de la opera-

cion g en el conjunto de los operadores “Existe un elemento neutro”.

Francisco Ruiz Lépez
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Resultados de la tarea 3.5a en G70

Tabla de resultados

[0]
<, 00)
(10,-0)
' 0
Correctas 27 (62.8)
0, 3 (1.0)
0u 3(7.0)
0,0) 24.7)
0—> 12.3)
. 12.3)
Existe e.n. si
[‘v’xe G=3x, /xPx, = x,®x =x 7(163)
Tncorrectas No' existe e.n. 3(7.0) 11 (25.6)
’ Existen varios e.n. representados
12.3)
.| por $
No contesta 5(11.6)
Total 443
Tabla 5.32 (G70-3* sesién-tarea Sa)
Comentarios

El 62.8% de las respuestas son correctas de acuerdo con las
representaciones efectuadas. Un 16% no parece entender la pregunta, ya que se
limitan a enunciar la propiedad que caracteriza al elemento neutro.

Aspectos destacables de la tarea 3.5a en G3 y G1

G3

No parece presentar dificultades para este grupo la tarea de expresar en
términos de pares el elemento neutro, escribiendo una expresion general que
expresa que el par (0, 0) es el elemento neutro:
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252 CAPITULO 5: Segunda fase: operadores aditivos en la Tabla-100

(P) (Quién seria elemento neutro aqui y cémo lo comprobamos? ;Graficamente cudl era el
elemento neutro?

(PD) El cuadradito.

(P) Sera entonces un cuadradito o bien...

(DL) EI (0, 0).

(P) ;Cémo comprobamos que es efectivamente ese el elemento neutro?

(D) Pues aplicando el elemento neutro con cualquier operador...

(Domingo escribe (0, 0) + (a, b) = (0+a, 0+b) =(a, b)

G1
Con una mayor ayuda del profesor Julia consigue expresar correctamente el

elemento neutro para &:

(P) ¢{Cual seria el elemento neutro?

(J) Pues el mismo operador pero con signo menos.

(P) Ese es el simétrico ;no?

(J) Ah! Entonces ;Cuél era el neutro? Era el que daba cero...

(P) Si tenemos un operador X, al componerlo con el neutro, nos da el mismo x. ;Quién seria el
neutro?

(J) Pues eso es lo que decia yo. Ah, no.

(P) En el campo gréfico era una casilla, o un anillo cerrado. Es el operador 0 ;jno? ;Cémo lo
escribirias con la notacién anterior?

(J) (Julia escribe: ElL neutro = (0, 0))

(P) (Cémo comprobarias que éste es el elemento neutro?

(J) Pues siendo la suma de estos. Por ejemplo, con el 19, ...

(P) Pero hazlo en general. Si lo haces con letras valdria para todos ¢no? Con un nimero no seria
una demostracion.

(J) Por ejemplo el [a] @ [0]

(P) Habra que ponerlo en forma de parejas. ;Cual seria el a?

(J) Pues el a.

(P) (Cuéntas decenas?

(1) Ah. EL (0, a) (Julia escribe: [+a] @ [0] = (0, 2)+(0,0) = (0,2))

5.4.8 Resultados de la tarea 3.5b
Enunciado

Expresa y justifica con esa misma notacion la propiedad de la opera-
cion g en el conjunto de los operadores “Todo elemento tiene simétrico”.

Francisco Ruiz Lépez
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Resultados de la tarea 3.5b en G70

Tabla de resultados

[ Elementosimétrico . | n,(%) | Tofal.
-~ |Elsimétricode (a T, b—=) es
. @d,b<) 12 (27.9)
o {[F21]@[-21]=[0] 4 (9.3)
f A
o®e g = 3(7.0) 22
Correctas @ (51.2)
. 2(4.7)
@E ) @l =4?
Simétrico de (8 —) es («— 8) 1(2.3)
| VXeG=3x, /x@x, =x,®x=n | 8(18.6)
’ I (xd + yu) + (zd + ju)=0u 12
Incorrectas | xd=-zd; yu =-ju; 3(7.0) 279)
x| = |z]; [yl = il '
(+2,-1)® (-2,-1)=(0, 0) 12.3)
No contesta 9(20.9)
Total .43

Tabla 5.33 (G70-3* sesidn-tarea 5b)

Comentarios

Para el elemento simétrico se obtienen resultados parecidos a la tarea
anterior, aunque con un indice de aciertos (51.2%) ligeramente inferior. Desta-
camos la respuesta de mayor frecuencia en la que se menciona que el simétrico
de (aT,b>)es(al,b <), aunque sorprendentemente no aparece una respuesta
similar con los signos habituales de —y +, como es el par (-a, -b).

Aspectos destacables de la tarea 3.5b en G3 y G1

Los estudiantes de G3 y G1 sefialan el par (-a, -b) como elemento simé-
trico de (a, b).
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254 CAPITULO 5: Segunda fase: operadores aditivos en la Tabla-100

5.4.9 Resultados de la tarea 3.6

Tratamos de determinar la forma que debe tener |s o 10 11 12 13 14
la cadena correspondiente a un operador aditivo con- [is 16 17 18 19 20 21
creto cuando la Tabla-100 tiene 7 columnas. 2 23 24 25 26 27 28

Enunciado 29 30 31 32 33 34 35
. . , 36 37 38 39 40 41 42
Consideremos ahora los 100 primeros numeros
. . . 43 44 45 46 47 48 49
dispuestos en una tabla de 7 columnas (Fig. 5.12). Di-
) . . 50 51 52 53 54 55 56
buja en dicha tabla una cadena correspondiente a
. ., , ., 57 58 59 60 61 62 63
[21] y escribelo a continuacion segun la notacion
64 65 66 67 68 69 70

del ejercicio anterior.
71 72 73 714 75 76 77

Resultados de la tarea 3.6 en G70 78 79 80 81 82 83 84

Criterios de clasificacion de las respuestas 85 86 87 88 39 90 91

. 92 93 94 95 96 97 98
Dado que en el enunciado de la tarea no consta
. 99 100
el signo del operador, hemos dado por correctas aque-

llas representaciones que representan tanto al operador

B ; Fig. 5.12 (G70-3* sesién-
[+21] como [-21], aunque no estén orientadas. tarea 6)

Francisco Ruiz Lopez
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Tablas de resultados

Los resultados los presentamos en dos tablas: la tabla 5.34 recoge las ca-
denas dibujadas en la tabla de 7 columnas para representar el operador [21].

| : ' 25

58.1
Correc— H D 26
tas 1 (60.5)
h % @.3)
H ‘ 10

; Hj (23.3)
Inco- : ] 213 .
= M _ 2.3) 27.9)

4 1

ﬁ 2.3)

No contesta (115-6)
Total [—43_—“

Tabla 5.34 (G70-3? sesidn-tarea 6.1)
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256 CAPITULO 5: Segunda fase: operadores aditivos en la Tabla-100

La tabla 5.35 corresponde a la segunda parte de la tarea, y en ella se es-
pecifican las expresiones de la cadena seglin la notacion que el estudiante reali-
z0 en la tarea anterior.

(bajar 3)
(¥3,-0) 3
29
70 | 67.4)
12.3)
(5 3,0
12.3)
- ¢2,-2 12.3)
L bajar 4 12.3)
- 7
[+21]={+0, -3] 12.3) | (16.3)
=21 12.3)
3d 12.3)
[]
- 12.3)
No contesta (12_3)

Total

Tabla 5.35 (G70-3? sesién-tarea 6.2)
Comentarios

No parece presentar mucha dificultad el cambio de forma que debe expe-
rimentar la cadena asociada a un operador aditivo cuando la tabla-100 es de 7
columnas, dado que el 60.5% de las respuestas son correctas.

Francisco Ruiz Lopez
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La Tabla-100: representaciones geométricas de relaciones numéricas.
Un estudio con profesores de Primaria en formacion.

En relacion con la “traduccion” de la cadena en cuestién a otras formas
simbolicas de representacion (tabla 5.35) el 67.4% de las respuestas son co-
rrectas, lo que indica que las representaciones simbdlicas realizadas (principal-
mente mediante pares ordenados) se interpretan correctamente en la mayoria de
los casos en relacion con las cadenas en una tabla de 7 columnas.

Aspectos destacables de la tarea 3.6 en G3 y G1

Los estudiantes de G3 y G1 dibujan la cadena E para representar “sumar

217, Julia elige el par (3, 0) para representar esta cadena.

5.4.10 Resultados de la tarea 3.7

Reciprocamente a la tarea anterior, planteamos
ahora a los alumnos que identifiquen al operador aso-

ciado a una cadena dada en la tabla de 7 columnas.

Enunciado

Considera ahora la cadena EZI en la tabla de la

figura 5.13 ;A qué operador representa en esa ta-
bla?
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Fig. 5.13 (G70-3* sesion-

tarea 7)
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Resultados de la tarea 3.7 en G70
Tabla de resultados

p 77 AT ong

9 (20.9)
O +15 24.7) 37(86.0)

D) [£15] 1(2.3)
JIncorrectas |E) (+21) 1(2.3) 12.3)
No contesta 5(11.6)
Total .

Tabla 5.36 (G70-3° sesién-tarea7)

Comentarios

Aunque existe un 11.6% de estudiantes que no responden a la tarea, el
hecho de existir solamente una respuesta incorrecta, que identifica el operador
asociado con el mismo que en la tabla de 10 columnas, permite concluir que no
resulta dificil a estos alumnos identificar adecuadamente el significado aritmé-
tico de una cadena al cambiar el nimero de columnas de la tabla. Destacamos
el mayor indice de acierto (86.0%) para encontrar el operador asociado a una
cadena determinada que para dibujar la cadena que corresponde a un operador
aditivo concreto (60.5%).

Aspectos destacables de la tarea 3.7 en G3 y G1

Los alumnos de G3 y G1 dan la misma respuesta A) que en G70, es decir
“el operador 15”.

Francisco Ruiz Lopez
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4.5.11 Resultados de la tarea 3.8

Con la descomposicién polindmica del operador “sumar 21” en potencias
del niimero de columnas k, pretendemos facilitar a los estudiantes el reconoci-
miento (en la tarea siguiente) del sistema de numeracién en base k como el sis-
tema que permite escribir el operador aditivo asociado a una cadena indepen-
dientemente del nimero de columnas que tenga la tabla-100.

Enunciado

En la tabla de 10x10, el operador [+21] lo podemos expresar como "2

decenas + 1 unidad", o bien 2 x 10 + 1, que en expresién polinémica en poten-
cias de 10 seria: 21 =1x10°+2x 10"

¢Como expresarias el operador [+21] de manera aniloga en la tabla
de 7 columnas?

Resultados de la tarea 3.8 en G70

Tabla de resultados

/ Respuestas n,(%)
A) 21=3x7" 8 (18.6) |
Correctas | = O T 37 5(1.6) | (30.2)
1O21=1x7T"+2x7 5 (11.6)
D) 21 =1x7" +1x7" +1x7" 3(7.0)
Incoﬁec tas; E) 21 =7x7" +2x7' 2(4.7) 13
[F) 21 = 0x10° + 3x10" 123) | (30.2)
1G) 21 =3x7"+ 0x7' 1(2.3)
[H) 21 1(2.3)
17
No contesta (39.5)
Total ii,..’

Tabla 5.37 (G70-3* sesién-tarea 8)
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Comentarios
De los resultados de la Tabla 5.37 se desprende que el 30.2 % de los

alumnos han interpretado la pregunta como una descomposicién polinémica del

numero 21 en base 7, sin tener en cuenta que la forma que tiene la cadena que

representa al operador [+21] en la nueva tabla de 7 columnas es E y no H]

No se aborda esta tarea especifica en los grupos G3 y G1 con laH aunque
si se hace con B], que abordamos en la tarea siguiente.

5.4.12 Resultados de la tarea 3.9

Enunciado

,Encuentras algun sistema de representacion numérica en el que la

cadena B: se pueda seguir expresando como [21] en la tabla de 7 columnas?
Explicalo brevemente.

Resultados de la tarea 3.9 en G70

Tablas de resultados

Las respuestas a la primera parte de la pregunta se recogen en la tabla
5.38, mientras que las justificaciones correspondientes estdn en la tabla 5.39.

Respuestas | n. (%)
A) En base 7 10 (23.3)
B) No es posible 5 (11.6)
No contesta 28 (65.1)
Total - 43

Tabla 5.38 (G70-3* sesién-tarea 9.1)

Francisco Ruiz Lépez
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La Tabla-100: representaciones geométricas de relaciones numéricas.
Un estudio con profesores de Primaria en formacién.

'."Jiistifi_cau:ionesE

A) El alumno escrig; un trozo de la tabla

| de 7 columnas en base 7 y coloca la cadena

| sobre ella, afirmando que de esa manera la
cadena representa a 21,.

5
12304 5 6 10 (11.6)
11 12113] 14 15 16 20
21 22123 24]25 26 30
31 32 33 34 35 36 40
Correctas 7
: ~ [B)21,=1x7"+2x7 =15 1 (16.3)
[+21] = [15] en base 7 = ﬁ] 2.3)
C) En base 7 Ei] seria [21;] oloqueeslo
mismo [15,]. 1
2.3)
se puede seguir expresando como [21 ;]
en la tabla de 7 columnas.
D) El alumno escribe un trozo de la tabla de
7 columnas en base 10 y coloca la cadena
sobre ella.
. 1 2[3]4 5 6 17 2
Incorrec- 8 90|11 12 13 14 (4-7) 3
tas 1516 [17]18] 19 20 21 (7.0)
22 23 24 25 26 27 28
1
E)14=20,;15=21, 2.3)
No contesta (73837)
Total l 43

Tabla 5.39 (G70-3? sesién-tarea 9b)
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Comentarios
El 23.3% de los alumnos responden afirmativamente a la primera parte

de la pregunta (tabla 5.38), reconociendo el sistema de numeracion en base 7

con el cual la cadena HZI sigue representando al operador [21] en la tabla de 7
columnas. Destacamos el alto porcentaje de alumnos (65.1) que no responden a
esta cuestion, posiblemente por no estar la pregunta lo suficientemente bien re-

dactada.

El 16.3% de las explicaciones o justificaciones a esta respuesta son co-
rrectas, destacando la respuesta A) de la tabla 5.39, ya que en ella el estudiante

escribe en base 7 los nimeros de la tabla-100 de 7 columnas, y coloca en ella la

misma cadena @3 que transforma el 3; en el 24, y que por tanto se interpreta

también como el operador 21 ;.

Aspectos destacables de la tarea 3.9 en G3 y G1
G3

Los estudiantes no comprenden bien la pregunta al principio, aunque tras
la intervencién del profesor resuelven la cuestion satisfactoriamente:

(P) Veamos una manera de representacién numérica, que haga que la cadena “bajar 2, derecha 1”
siga significando “dos, uno” (+21). ;Cémo podemos modificar la notacién numérica para que €so
siga siendo cierto en la tabla de 7 columnas? (silencio)

(P) Eso era cierto en la tabla de 10x10. Pero en la de 7 columnas eso ya es "quince". Pero sigue
siendo "bajar 2, derecha 1" ;no? El problema con que nos encontramos es que "bajar 2, derecha
1" ya no significa 21, sino 15.

(El profesor escribe: (2, 1) = quince)

;Como podemos escribir todo esto (el profesor sefiala la tabla) para que (2,1), que es “bajar
2, derecha 17, también se pueda escribir ""dos, uno", 6 [21]? El problema es que se entienda la
pregunta...

(PD) Utilizando una notacién como ésta (Pedro sefiala la descomposicién polinémica del 15 en
potencias de 10).

(P) Eso es. (silencio)

Francisco Ruiz Lépez
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(P) Vamos a hacer un esquema. La cadena aj en la tabla de 10x10 significa 21 y en la tabla de 7
columnas significa 15 ;no?
El profesor escribe:

En tabla de 10 En tablade 7
columnas columnas
e [ B |

(D) En realidad, estariamos en un sistema de numeracién distinto ;no? Porque antes
estabamos en un sistema decimal, y ahora ya estariamos en otro sistema, y por eso, aunque
la forma sea la misma, la misma cadena, pero por eso cambia el operador, porque no
estamos en el mismo sistema de numeracion,

(P) Bueno, ésta es la de 10x10 y ésta la de 7 columnas. El sistema de numeracién no ha
cambiado, porque el "diez" lo sigo escribiendo 10 en ambos sitios. Lo que ha cambiado ha sido la
disposicion de los nitmeros ;jno? En lugar de colocarlos de 10 en 10 los hemos colocado de 7 en
7.

(D) Pero, si antes bajar un lugar era 10, ahora es 7.

(P) Eso.

(PD) Utilizando las potencias, en vez de base 10 que sean de base 7.

(P) Aja! Pues a ver qué pasasi en lugar de decenas utilizamos septenas ;no?

(PD) Si.

(P) (Y eso (sefialando la cadena B:J Jqué es?
(PD) Seria 2x7' + 1x7°

(P) Que seria ...

(PD)EI [2,1]

Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada
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G1

Julia no consigue resolver la cuestion. Le cuesta trabajo entender la
pregunta y no relaciona el problema con los sistemas de numeracién. En esta
entrevista se pone de manifiesto que es posible que la pregunta no se haya

redactado con claridad suficiente, ya que Julia advierte que efectivamente la

cadena EZI sigue representando “dos, uno”, en el sentido de “bajar 2, derecha

17.

(P) Ahora, la pregunta del millén. Te la leo para ver si la entiendes. {Encuentras alguna manera
de representacion numérica...

M Eso...

(P) ...de representar los nimeros, para que esta L se siga representando por 21 en la tabla de 7
columnas?

(J) Vamos a ver. Hacerlo de esta forma...

(P) La cadena g] en la tabla de 10x10 representa al 21 y en la tabla de 7 columnas representa
J) Al 15,

(P) En la tabla de 7 columnas...

(J) (Una L que represente 21?

(P) ;Cémo me las apafio yo para que esta B:] siga siendo el “dos, uno”; No digo veintiuno, sino
el “dos, uno”, en Ia tabla de 7 columnas?. ;Entiendes la pregunta?

(J) Vamos a ver. Es que en esta tabla sigue siendo el “dos, uno”.

(P) Ah. Bien! Sigue siendo el 2, 1 en el sentido de "bajar 2 y derecha 1".

(J) Aunque sea el operador 15.

(P)Eso es. Y el operador es ...

(J) El quince.

Francisco Ruiz Lépez
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El profesor matiza la pregunta. Se pretende encontrar una expresién

aritmética para el operador aditivo asociado a la cadena H:l que situada en la ta-
bla-100 de 7 columnas, dicho operador se escriba 21, lo que produce cierta con-

fusién en Julia:

(P) Vamos a dar otro paso mas. ;Como nos las arreglamos para que el operador también sea el
dos, uno (21)?

(J) Bajando 2 y derecha 1 ;no? ... ;Y que sea el operador 15?

(P) No, que sea el operador 21; “dos, uno”. Que este 15 se escriba con el “dos, uno”. ;Como
cambiamos la manera de escribir los nimeros?

(J) Mover estos nlimeros.

(P) Escribirlos de otra manera. El 5 lo podemos escribir: 5, o bien V, o bien IIIII, o con un
garabato que nos inventemos ;no? Antes hemos dicho que xy vale x por 10 + y por 1, porque
bajar un lugar era una decena, pero aqui bajar un lugar ;Qué es?

(J) ¢Bajar un lugar? Sumar 10.

(P) No.

(J) No. Sumar 7. Vamos a ver.

(P) Ya no son decenas, son septenas jno? Entonces el 21, el “dos, uno” expresado como antes,
serfa...

(J) Bajar 2, derecha 1.

(P) Seria igual que...

(J) Sumar 2.

(P) Sumar 2 ;qué? Antes eran dos decenas.

(J) Pues 2 septenas.

(P) (EI profesor escribe: [+21] = (2, 1) = bajar 2, derecha 1 = sumar 2 septenas y 1 unidad)
+Como escribimos 2 septenas?

(J)2p0r7. to2|3)a4 s 6 7
(P) Mas uno... ol o2 1B
(El profesor termina de escribir: [+21] = (2, 1) = bajar 2, derecha 1 = | vlw w2 a
sumar 2 septenas y 1 unidad=+2x7+1) non|ufn w7 o
(P) O como antes habiamos dicho: 2 x 7' + 1 x 7°. » % on x|

(J) Si. 36 37 k3 ¥ | 40

(P) Ahora en lugar de hablar de decenas hablamos de ... Rl el g
(J) De septenas. sofsi|s2 53 54 s ose
(P) ¢ Te suena eso? ; Te sugiere alguna idea? i N R

o4 67 68 | 69 70

(J) Pues no. Asi en frio ... ;A la fuerza tiene que acabar como una L?
(P) No. La cadena "bajar 2, derecha 1", que en la tabla de 10x10 | | 7]
significaba 21, en la de 7 columnas significa 15. ;No? TI."’_“"lI N
(J) Pero que utilizando esto, €l 2 x 1 en la tabla del 7 me dé 21. M) B
(P) Te dé “dos, uno”. ;] i L
(J) Hombre, es que si hacemos asi (cadena C de la Fig. A5.2-26), bajamos

P Fig. A5.2-26 (G1-3" sesi6n
1, ya son 7, nos vamos 3 a la derecha, ya tenemos 10, si bajamos otro 8 ( )
...No, ya bajamos mas. |

"8 T
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(P) Dices, bajar (siete)... Es que es esto. Al bajar 21, es esta I que has hecho (cadena A de la Fig.
5.2-26).
(J) Entonces serfa por aqui (cadena D de la Fig. 5.2-26).

Aunque el profesor le menciona expresamente los sistemas de numera-
cion, Julia no los relaciona con el problema. El profesor escribe los nimeros de
la tabla en base 7, y Julia no recuerda el proceso, lo que constituye un obstaculo
para el objetivo de la pregunta. Al final el profesor es quien resuelve la cues-
tién:

(P) Aqui hemos descompuesto el niimero donde el protagonista es el 7.
21=2x7"+1x7% 7 elevado a 1, siete elevado a 0. ;Te recuerda algo eso? ;De sistemas de
numeracion o algo de eso?

(J) Ahora mismo, no.

(P) Si escribimos la tabla en base 7... (Fig. A5.2-27)

1,2,3,4,5,6y 7 que se escribe 10 en base 7 ;jno? (Tabla de la figura A5.2-27).

(J) Seria 1, y no 10.

(P) Uno, cero.

(J) Al llegar al 7 empezabamos otra vez con el 1.

(P) Pero esto serfa 0 unidades y 1 septena. En base 10, seria 0 unidades y
1 decena; en base 7 serd 0 unidades y 1 septena.

(J) Si. Yo es que siempre he puesto 1 y luego he empezado por el 2.

(P) Eso es. El siguiente seria el 11. Vamos rellenando unidades. 12, 13
que no es el trece, sino el uno tres.

(J) No me acuerdo yo de eso. Si. Luego empezaria por €l 3, 31, 32, ...

(P) Vamos a dibujar la cadena aqui. Bajar 2, derecha 1. (Fig. AS.2- L~ ~ - -~
27) Fig. A5.2-27(G1-1* sesi6n)

1 2 3 4 s 6 10

n 2| BjML 15 16 2

21 22123 2425 26 30

1 o3n ‘ 33 3 35 36 30
41 42 43 44 45 46 SO
61 62 63 64 65 66 70
772 73 74 75 76 8

81 82 83 84 8 8 %N

(J) Espera un momento. ;Estamos trabajando en base 7 o en la tabla de 7 columnas?

(P) Ahora ya con las dos cosas. Estamos en una tabla de 7 columnas pero cada nimero estd
escrito en base 7. Entonces la L famosa pasa del 3 al 24, que no serfa el veinticuatro, sino el “dos,
cuatro”, que en base 7 seria 4 +2x7 que es 18 (en base 10).

(El profesor escribe: 3, — 24; =4 +2x7 =18)

Ademés podemos poner que

B] = “bajar 2, derecha 1” = (2, 1) = [+21,]
(J) Ah, ya lo entiendo.

Francisco Ruiz Lépez
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5.4.13 Consideraciones generales sobre los resultados de la tercera
sesion

En esta sesion de trabajo los alumnos han tenido la oportunidad de con-
trastar el paralelismo existente entre ambos conjuntos de cadenas y de operado-
res aditivos asociados a ellas, encontrando variedad de representaciones sim-
bélicas, distintas de las cadenas, para representar los operadores aditivos aso-
ciados a ellas. Destacamos “el par ordenado” como la representacion mas utili-
zada, tanto en G70 como en G3 y G1. Estas representaciones simbdlicas son
manejadas correctamente en términos generales para aplicarlas a “sumas” de

operadores, si bien se advierte mas facilidad cuando los dos operadores son po-
sitivos.

Los estudiantes encuentran con mayor facilidad el elemento neutro de la
“suma” para las representaciones referidas anteriormente que el elemento si-
métrico.

No se advierten dificultades significativas para interpretar las cadenas y
sus operadores asociados cuando la tabla-100 se dispone en 7 columnas, si bien
realizan con mayor acierto la tarea de encontrar el operador asociado a una ca-
dena colocada en la tabla-100 de 7 columnas que la de dibujar una cadena en
dicha tabla que corresponda a un operador aditivo concreto.

Menos de una cuarta parte de los estudiantes relacionan el sistema de
numeracion en base 7 como el sistema adecuado para mantener la correspon-
dencia entre la forma de la cadena y la expresién numérica del operador asocia-
do. El alto indice de alumnos que no responden a la cuestiéon hace sospechar
que ésta no se redactd correctamente. No obstante, existe un 16.3% de estu-
diantes que justifican correctamente su respuesta afirmativa referente al sistema
de numeracidn en base 7.
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5.4.14 Balance entre los objetivos planteados y logros alcanzados

Resumimos en la tabla 3 las anteriores consideraciones en relacidén con
los objetivos propuestos para esta sesion:

1 Encontrar formas de expresion
simbodlica para las cadenas en la
Tabla-100 y sus operadores aditi-
vos asociados.

Consnderacmnes '

Se ha cumplido este objetivo satlsfactorla-

mente ya que los estudiantes han encontrado
variedad de formas de representacion simboli-
ca distintas de las cadenas.

2. Realizar ejemplos de suma de
operadores aditivos utilizando las
expresiones simbolicas anteriores.

La mitad de los componentes de G70 realizan
correctamente la tarea, y tanto G3 como G1 lo
hacen también correctamente.

3. Encontrar la expresion simbdlica
correspondiente al elemento neutro
para @ y al elemento simétrico de
uno dado.

Los estudiantes identifican con facilidad el
elemento neutro para la suma de acuerdo con
la notacidn simbodlica elegida, y en menor gra-
do el elemento simétrico.

4. Determinar la forma que debe
tener una cadena para que repre-
sente a un operador aditivo en una
tabala-100 de k columnas.

Los componentes de G3 y G1 responden ade-
cuadamente, asi como la mayoria del grupo
G70.

5. Estudiar el cambio de significa-
do aritmético que experimenta una
cadena cuando la situamos en una
tabla-100 de k columnas.

Los alumnos responden satisfactoriamente casi
en su totalidad.

6. Examinar el papel que juega el
sistema de numeracién en base k
para encontrar la expresién numé-
rica de los operadores asociados a
las cadenas situadas en una tabla-
100 de k columnas.

Los estudiantes han encontrado bastantes difi-
cultades en relacionar el sistema de numera-
cion en base 7 para conservar la corresponden-
cia entre la forma de la cadena y la expresion
numérica del operador asociado, si bien algu-
nos estudiantes han llegado a escribir los ni-
meros de la tabla en base 7 junto con la cade-
na.

Francisco Ruiz Lépez
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5.5 Consideraciones globales sobre el estudio empirico con “las cade-
nas”

Después de que surgieran en el bloque de tareas que llamamos de con-
texto las “cadenas” como representaciones geométricas de operadores aditivos,
pretendiamos en este segundo foco de investigacion profundizar en este tipo de
representaciones desde tres perspectivas:

1. Explorar aspectos algebraicos del conjunto de las cadenas y de sus
operadores asociados, identificando elementos como el neutro y simétrico, y
estudiando las dificultades que se pueden presentar en los bordes de la tabla.

2. Estudiar el efecto que producen algunas fransformaciones sencillas
sobre las cadenas y sus operadores asociados, identificando aquellas cadenas
cuyos operadores asociados permanecen invariantes frente a alguna de estas
transformaciones.

3. Buscar otras representaciones de tipo simbdlico para las cadenas y es-
tablecer paralelismos con éstas, asi como estudiar el efecto que produce el
cambio del nimero de columnas en la Tabla-100 sobre las cadenas y sus opera-
dores correspondientes.

Cada uno de los puntos anteriores se han tratado en una sesion de trabajo
con los grupos G70, G3 y GI1. Un andlisis global de los resultados lleva a la
conclusion de que, en términos generales, los estudiantes han respondido de
forma aceptable ante las tareas propuestas, apreciandose en las sesiones con G3
y G1 situaciones problematicas que no se detectan en G70.

Realizamos en la tabla 5.41 un balance de los logros generales alcanza-
dos en relacion con los objetivos plateados.
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1. Proporcionar a los estu-

diantes una nueva repre-
sentacion de tipo geomé-
trico para el operador adi-
tivo en la Tabla-100.

CAPITULO 5: Segunda fase: operadores aditivos en la Tabla-100

Creemos que este objetivo se ha conseguido plena-
mente ya que los estudiantes han manejado diversas
cadenas paralelamente a sus operadores asociados.

2. Estudiar la estructura
algebraica del conjunto de
los operadores aditivos
con la ley de composicion
utilizando las cadenas.

Debido a los problemas que se presentan en los bordes
de la tabla, el conjunto de operadores aditivos como
clases de cadenas equivalentes no tiene estructura de
grupo con la operacion de “sumar”, no obstante los es-
tudiantes han explorado la existencia de un elemento
neutro y el elemento y simétrico para dicha “suma”.

3. Estudiar el efecto sobre
los operadores aditivos
asociados a las cadenas
cuando éstas se someten a
isometrias planas senci-
llas.

Al tratar de observar el efecto producido por las iso-
metrias sobre las unidades y las decenas de los opera-
dores se ha revelado como detalle importante el que las
cadenas estén orientadas mediante flechas. Su ausencia
ha conducido a errores en las respuestas.

4. Encontrar otras repre-
sentaciones de tipo sim-
bolico para los operadores
aditivos.

Los estudiantes han encontrado gran variedad de repre-
sentaciones distintas de las cadenas para representar a
los operadores aditivos. Ha predominado el uso de “pa-
res ordenados”.

5. Extender el estudio de
las cadenas a la Tabla-100
de k columnas.

Se ha detectado mayor facilidad para encontrar el ope-
rador asociado a una cadena colocada en la tabla de 7
columnas que para dibujar una cadena que represente a
un operador determinado en dicha tabla. En cambio no
resultd facil relacionar el sistema de numeracion en ba-
se 7 con este tipo de tareas.

Francisco Ruiz Lépez
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5.6 Situaciones y cuestiones significativas surgidas en G3 y G1

En las sesiones con G3 y G1 se han presentado situaciones problematicas
que han permitido observar aspectos relacionados con el papel que juegan las
cadenas como representaciones geométricas de los operadores aditivos. Desta-
camos en este apartado, a modo de resumen, los mas significativos:

- Diferenciacién del tipo de representacion efectuada para los ntimeros de
la tabla (la simbolizacion numérica usual) y para el operador aditivo (las cade-
nas como representacion geométrica), detectando los alumnos de G3 el papel
de “conjunto origen” que juegan los nimeros de la Tabla-100. Esta caracteristi-
ca también genera conflicto en G1 al confundir Julia en algin momento el ope-
rador (que en este caso era B:l y representa al operador 11) con el estado final

(que era el numero 12).

- La situaciéon confusa que origina en G3 el uso de la palabra “simétrico”,
ya que surgen desde dos perspectivas, la algebraica, como operador opuesto de
uno dado, y la geométrica, como figura imagen de una cadena mediante una
reflexion.

- El problema que plantean las cadenas en los bordes laterales de la tabla
resuelta en G1 adoptando el convenio de que “cuando una cadena sobrepasa
un borde lateral de la tabla, la cadena reaparece por el lado opuesto en la fila
siguiente” (s1 es positivo, y en la anterior si es negativo).

- La comprobacion en G3 de la propiedad asociativa de la “suma de ope-

radores”, ilustrada mediante composicion de cadenas, asunto que no se aborda
en G70.

- En G3 y G1 queda patente la importancia de colocar flechas en las ca-
denas para realizar el estudio del efecto de isometrias planas sobre los operado-
res asociados a dichas cadenas. La mera consideracion del contorno de la cade-
nay la ausencia de las flechas correspondientes induce a los estudiantes a iden-
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tificar el G4, como isometria que deja invariante al operador asociado a la ca-
dena origen.

- El uso del papel vegetal y de calco por parte de G3 y Gl para realizar
las transformaciones pertinentes.

- La mayor dificultad que presentan la realizacion de reflexiones de eje
oblicuo R, y R, frente a las de eje vertical R, y horizontal R,

- Se constata en G3 y G1 que la tarea 2.7 (relacionada con la influencia
de la eleccion de la cadena origen para obtener el operador imagen correspon-
diente mediante una reflexién) no es comprendida por los alumnos, y se nece-
sita mas trabajo previo para identificar cadenas equivalentes de un mismo ope-
rador aditivo.

- De la misma manera se aprecia que la tarea 3.9 (en la que se pide en-
contrar un sistema de numeracion que permita escribir de la misma forma el
operador asociado a una cadena independientemente del nimero de columnas
que tenga la tabla-100) no se comprende bien por los alumnos y se precisa ma-
yor trabajo previo con expresiones de numeros en distintos sistemas de nume-

racion.

5.7 Reflexiones finales sobre el estudio empirico. Necesidad de un es-
tudio tedrico matematico

El trabajo empirico realizado fue de tipo exploratorio y pretendia obtener
informacion sobre las posibilidades de la Tabla-100 como medio de representa-
cién de relaciones aritméticas. Tanto el proceso de investigaciéon como los re-
sultados obtenidos de este estudio empirico han influido en el trabajo global de
esta tesis desde dos puntos de vista:

a. Desde una perspectiva didactica, los resultados que presentamos en
este capitulo permiten identificar situaciones problematicas en torno a la Tabla-
100 y las posibilidades de ésta como medio para obtener representaciones geo-
meétricas de los operadores aditivos, como son las cadenas.

Francisco Ruiz Lopez
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b. Desde una perspectiva tedrico-matematica, el mismo proceso de expe-
rimentacion efectuado con los tres grupos de estudiantes y los aspectos desta-
cados en los apartados anteriores, han conducido paralelamente al investigador
a realizar una revisién de los contenidos matematicos que subyacen en la Ta-
bla-100, asi como efectuar una formalizacion de dicha tabla y abordar los pro-
blemas que se presentan en los limites de la misma. El equipo investigador de-
cide continuar este trabajo de investigacion mediante el desarrollo del estudio
tedrico y pospone un analisis mdas sistematico de la comprensién de los estu-
diantes para profesor sobre estos aspectos a la culminacién del estudio formal.

Este estudio teérico lo completamos con la aplicacién de las cadenas al
estudio de los patrones rectilineos que se visualizan cuando en la Tabla-100 se
introduce la congruencia y se cambia el numero de columnas de la tabla. Am-
bos, el estudio formal y su aplicacién quedan detallados en el capitulo 6.
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CAPITULO 6

ESTUDIO TEORICO-MATEMATICO DE LA TABLA-100 Y LAS
CADENAS

En los capitulos 4 y 5 hemos oftrecido los resultados de las tareas realiza-
das por nuestros alumnos en torno a la Tabla-100, y hemos observado cémo di-
cha tabla se ha revelado como un medio util para encontrar conexiones entre
aritmética y geometria. También se han estudiado las cadenas en T100 como re-
presentaciones de caracter geométrico de los operadores aditivos, en donde en-

tran en juego aspectos mateméticos relacionados con la estructura de la tabla y
de las propias cadenas.

Las dificultades surgidas en el trabajo con los estudiantes, en relacién con
la propia naturaleza de la tabla y de las cadenas provocan la realizacién de un
estudio tedrico més detallado de los elementos implicados.

6.1 La Tabla-100

Llamamos Tabla-100 a una tabla organizada en filas y columnas con los
numeros del 1 al 100, tal y como aparece en la figura 6.1, que constituye un sis-
tema de representacién estructurado del conjunto de los cien primeros nimeros
naturales!. Al elegir esta tabla como objeto de estudio, consideramos su estructu-

IEn este documento denominamos conjunto de los cien primeros nimeros naturales al conjunto ordenado de
naturales comprendidos entre 1 y 100, sin que ello suponga rechazo de 0 como natural.
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ra aditiva, y pretendemos caracterizar relaciones numéricas y geométricas asi
como conexiones entre unas y otras.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1m 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

717 72 73 74 75 76 77 18 79 80

81 82 83 84 8 8 87 8 8 90

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Figura. 6.1: Tabla-100

Los numeros de cada fila (respectivamente, columna) estdn en progresion
aritmética y se relacionan aditivamente mediante la suma o resta de unidades
(respectivamente, decenas). Estas caracteristicas aditivas permiten considerar
operaciones sencillas sobre la tabla con un enfoque diferente al planteamiento
algoritmico convencional. Asi, la suma y resta de nimeros naturales se pueden
visualizar mediante desplazamientos sobre la tabla ya que desplazarse k posi-
ciones a derecha/izquierda de un determinado nlimero equivale a sumar/restar k
unidades a ese numero, y desplazarse hacia abajo/arriba equivale a sumar/restar
k decenas al niimero de partida. Por ejemplo, si partiendo de 12, queremos efec-
tuar sucesivamente las operaciones

“sumar 4, sumar 20, restar 2, sumar 23 y restar 9”
cuya expresion decimal seria +4 +20 -2 +23 -9, este proceso podemos visuali-
zarlo mediante los desplazamientos:
“derecha 4 ; bajar 2 ; izquierda 2 ; bajar 2 y derecha 3 ;subir 1y derecha 1”,
originando el recorrido correspondiente en la tabla (Figura 6.2).

De esta manera, en esta representacion tabular de los cien primeros nime-
ros naturales, cada nimero se puede contemplar como punto de un plano dis-
creto a partir del cual se llevan a cabo determinados movimientos o transforma-
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ciones. Reciprocamente, ciertos puntos de un plano discreto se consideran vin-
culados a los cien primeros naturales.

Nuestro propésito es caracteri- [ ! 2 3 4 s 6 7 &8 9 10
zar la tabla teniendo en cuenta esta | 1! 19 20
doble estructura aritmética y geomé- | 2! 29 30
trica, de modo que tenga sentido ex- | 3! 39 40
presar relaciones aritméticas me- | # 49 50
diante conceptos geométricos y usar | s 53 ) 58 59 60

relaciones geométricas para obtener |61 6 6 6 65 66 6 6 6 70
propiedades aritméticas. 7172 73 74 75 76 77 78 719 80

o . 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
6.1.1 Caracterizacion de la

4 9% 9 99
Tabla-lOO 91 92 93 9 95 7 98 100

Una representacién usual de los Figura 6.2: Recorrido en la tabla:
12 +4 420 -2 +23 -9 =48
numeros naturales es la recta numéri-

ca, en la que los nimeros se presen-

tan como puntos igualmente espaciados de una semirrecta:

L -@ o~ *>— g ——
1 2 3 4 5

De acuerdo con esta representaciéon podemos considerar diez segmentos
de diez nimeros, tomados a partir de 1, y situarlos paralelamente unos a otros,
igualmente espaciados, a modo de cuadricula o geoplano 10 x 10. Con esta or-
ganizacion grafica se amplia la representacion lineal a las dos dimensiones del

plano y se aportan nuevos elementos geométricos para el estudio de los nume-
ros.

La caracterizacion formal de la Tabla-100 tiene en cuenta:

a) El conjunto ordenado C de los cien primeros nimeros naturales,

C={1,2,3,4,..,99, 100}
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b) Un subconjunto discreto G del
plano euclideo: el geoplano 10 x 10 (Fi-
gura 6.3).

¢) La cuadricula, o reticula cua-
drada de 10x10 celdillas cuadradas (Fi-
gura 6.4).

Cada punto del geoplano G se
identifica con un niimero del conjunto C
manteniendo el orden natural segiin se

marca en la recta numérica y por filas

consecutivas, siendo cada uno de los

) Fig. 6.3
nimeros naturales etiqueta de un casille-

ro o celdilla cuadrada. De esta forma la Tabla-100 se presenta como una cua-
dricula con los nimeros identificados a los puntos del geoplano G en los centros
de las casillas.

Se establece asi una primera ca-

racterizacion de la Tabla-100, que

simbolizamos Tjg9, conjunto con las

propiedades aritméticas de C y las

geométricas de G y la cuadricula; los

elementos de Ty tienen la doble con-

sideracion de puntos y de nimeros.

Este formato ayuda a visualizar

las transformaciones en la tabla me-

diante recorridos formados por celdi-

llas contiguas.
Figura 6.4: Cuadricula

La figura 6.5 muestra Tyqy y los
tres elementos basicos, a modo de estratos, que la constituyen.

Francisco Ruiz Lépez
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6.2 Operaciones aditivas en T,

La doble condicién de cada elemento de T,,, como punto y como niimero
permite considerar las operaciones y relaciones entre estos elementos al menos
con dos interpretaciones diferentes: aritmética y geométrica. Pasamos a estudiar
estos significados para las operaciones aditivas en la tabla Tgo.

Una operacidn aditiva (suma o resta) en T,,, se puede interpretar como al-
goritmo aritmético o como transformacion geométrica. Por una parte considera-
mos la suma/ resta de dos nlimeros naturales con las reglas aritméticas usuales y,
por otra, los desplazamientos a derecha/ izquierda con los que se identifican la
suma/ resta de unidades y hacia abajo/ arriba para la suma/ resta de decenas.
Aunque también es posible establecer desplazamientos oblicuos, éstos los consi-
deramos resultantes de las componentes horizontales y verticales, correspon-
dientes a las respectivas unidades y decenas.

Los desplazamientos sobre la tabla destacan el significado usual de la su-
ma y la resta como operador (Vergnaud 1983; Fuson 1992) ya que muestran un
estado o celdilla inicial, que corresponde al primer sumando 0 minuendo, un es-
tado o celdilla final, que corresponde al resultado o estado final, y una transfor-
macion o recorrido por las casillas, que corresponde al segundo sumando o al
sustraendo. El desplazamiento, con sus componentes vertical y horizontal asi
como su direccidén, constituyen representaciones graficas del operador aditivo
correspondiente.

6.2.1 Cadenas fijas

Consideramos la cuadricula como representacion de T, y la interpreta-
cidn geomeétrica asignada a la suma/resta como desplazamiento dentro de la ta-
bla. Si se marca la celdilla que corresponde al nimero inicial (origen), a partir de
ella, es posible desplazarse hasta la celdilla que corresponde al Gltimo niimero
(final) siguiendo varios recorridos (Figura 6.2). Cada recorrido expresa una se-
cuencia de sumas o restas que llevan del niimero inicial al resultado. Las celdi-
llas verticales y horizontales de cada tramo del recorrido indican, respectiva-
mente, las decenas y unidades de las sucesivas sumas o restas. Los recorridos
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vienen dados por concatenaciones de celdillas cuadradas, cada dos con un lado
comun, organizado en sucesivos tramos horizontales y verticales, mediante los
cuales se llega desde la casilla origen hasta la casilla final. Estos recorridos re-
presentan por tanto secuencias de sumas/restas que tienen por primer suman-
do/minuendo la celdilla inicial y por resultado la celdilla final. El desplaza-
miento muestra la secuencia de operaciones aditivas que llevan desde el primer
término hasta el resultado.

Cada recorrido sobre Tigg se
describe como un encadenamiento de
celdillas con un lado comun, a modo
de polimind, con origen y final. Este
objeto orientado representa geométri-

camente una secuencia de operaciones
aditivas (sumas o restas) en To. En lo
sucesivo lo denominamos cadena fija.
La figura 6.6 muestra dos convenios
para indicar el orden de recorrido en

las cadenas fijas: usando flechas (ca-
denas B y C) o bien destacando el ori- Figura 6.6: Cadenas fijas en Tig

gen con un circulo (cadena A). En algunos casos es conveniente emplear estos
dos convenios simultdneamente, especialmente en aquellas cadenas cuyo reco-
rrido no queda claro, como las que se “cruzan” consigo mismo, como es el caso
de cadena D de la figura 6.6. En adelante, utilizaremos exclusivamente el cir-
culo para marcar la casilla inicial, cuando no se preste a confusién.

6.2.2 Expresiones aritméticas de los recorridos

El recorrido que se ha presentado en la figura 6.2, se expresa mediante
una cadena fija en la figura 6.7. El estado inicial, o dato de partida, establece el
origen de la cadena y se indica con un circulo, lo que determina, en este caso, el
sentido del recorrido. Esta cadena concreta se interpreta aritméticamente como
la aplicacién sucesiva, a partir de la casilla del nimero 12, de operaciones aditi-
vas tales como
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(+4)a (+20)’ ('2)’ (+23)a ('9)

Si nos centramos en los tramos horizontales y verticales de la cadena,
conservamos el orden de los desplazamientos, asignamos el signo (+) al avance

superindice
)y los

), la cadena anterior viene descrita por la n-

y €l (-) al retroceso y notamos los tramos verticales mediante (

tramos horizontales mediante ( ;..

upla:

+ + .
(4+,2 52-:2 33+a 1 ’ l+)

17 18 19 20

Esta notacion tiene en cuenta 27 28 29 30

las componentes aditivas de las cade-

31 33 39 40

nas fijas y distingue entre decenas y
. . . 41 42 43 49 50
unidades: las sumas se simbolizan con
. . 51 52 53 59 60
el signo (+) y las restas con el signo
. 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
(-); las decenas y unidades se recono-

’ . 71 72 73 74 715 76 77 78 79 80
cen por el uso de superindices y sub-

1 . 81 8 8 84 8 8 87 88 8 90
indices, respectivamente.

91 92 93 94 95 9% 97 98 99 100

Prescindiendo de los paréntesis
y de las comas de separacion, la ex- Figura 6.7: Cadena 4,2"2.2°3,1'1,
presion anterior queda de la siguiente
forma:

+ + -
4,2 2.2 3,1 1,

a la cual llamamos expresion aritmética del recorrido. Esta expresion indica una
operacion aditiva formada por una secuencia de sumas y restas.

Si analizamos la expresién aritmética 2%6,1°5, , la propia tabla impone un
cambio de fila. Por ejemplo, si partimos de la celdilla 52, llegamos a 70 antes de
terminar la ultima suma (5.), por lo que reanudamos la cuenta en la fila siguiente
y acabamos en la casilla 73. (En el apartado 6.4 abordamos de una manera gene-
ral la cuestion de los limites de la tabla).

Fijada una casilla origen, disponemos de dos representaciones diferentes
para los distintos recorridos que permiten llegar a una casilla final: una geomé-
trica, la cadena fija, y otra, numérica, la expresion aritmética. Por el propio pro-
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cedimiento de construccién parece factible la existencia de una biyeccién entre
ambas representaciones (una vez fijada la casilla inicial). Es obvio que a cada
cadena fija le corresponde una expresion aritmética. Para que el reciproco sea
también cierto, hay que aceptar que una cadena fija que representa un recorrido
continlia en la casilla del sucesor natural de un niimero en Tyg. En lo sucesivo
consideramos validas las expresiones "cadena fija asociada a una expresion
aritmética” y "expresion aritmética de una cadena fija". Por representar el mis-
mo recorrido, se trata de licencias de estilo que estan justificadas.

6.2.3 Expresion aritmética reducida

Las n-uplas asociadas a las cadenas fijas se reducen a un par ordenado;
para ello es suficiente sumar algebraicamente, por una parte, las componentes de
las unidades y, por otra, las componentes de las decenas. Este par indica el nu-
mero de casillas verticales y horizontales que es necesario recorrer para ir desde
la casilla inicial a la casilla final y prescribe (arbitrariamente) un orden: en pri-
mer lugar decenas (movimiento vertical) y a continuacién unidades (movimiento
horizontal). Asi por ejemplo la cadena 4, 2 2 2" 3 , 1" 1, sereduce a 36 Y

Llamaremos a estas representaciones “expresion aritmética reducida de un re-
corrido”.

En general, la expresion aritmética reducida de un recorrido sobre T
adopta alguna de las siguientes expresiones:

a b , que corresponde a la expresion "sumar 10a+b".
a’ b_ que corresponde a la expresion "sumar 10(-a)-b"
a b. que corresponde a la expresiéon "sumar 10a-b"

a b, que corresponde a la expresién "sumar 10(-a)+b"

Abreviadamente, escribimos la expresion aritmética reducida de un reco-
. +
rrido sobre Tjgo como: a b,

Dadas dos cadenas fijas diferentes, si coinciden tanto su casilla origen
como su casilla final, ambas tienen la misma expresion aritmética reducida. Por
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tanto, la correspondencia entre las cadenas fijas y las expresiones aritméticas
reducidas no es biunivoca; este es el caso de las cadenas
+ - + + -
23,1 y 11,121
+
A ambas les corresponde el par 1 3, .

Las expresiones aritméticas reducidas se corresponden con unas cadenas
fijas especialmente sencillas, a las que llamamos cadenas fijas simples, ya que
estan formadas como maximo, por un sélo tramo vertical y un sélo tramo hori-
zontal, y en este orden. El tramo vertical puede estar orientado hacia abajo (a+) 0
hacia arriba (a’), y el horizontal hacia la derecha (b,) o la izquierda (b.), obte-
niéndose de esta manera las cuatro formas posibles de las cadenas fijas simples:
(bajar, derecha), (bajar, izquierda), (subir, derecha) y (subir, izquierda).

Eventualmente, estas cadenas simples pueden tener solamente un tramo,
bien vertical u horizontal, cuando una de sus componentes sea nula. Dada la cel-
dilla origen, por cada expresion aritmética reducida hay una tinica cadena fija
simple.

En resumen, existen ciertos recorridos sobre Tjgy cuyas representaciones
son especialmente sencillas: la expresion aritmética reducida y la cadena fija
simple.

Esto conduce a estudiar con detalle las relaciones entre los representantes
aritmético y geométrico de los recorridos.

6.2.4 Expresion polindmica de una cadena fija

Dadas la casilla inicial y una cadena fija, llamamos expresion polindmica
de esta cadena a la expresion en base diez del sumando al que ésta se reduce.
Asi, si en la casilla 12 situamos la cadena fija "bajar 3, derecha 1" cuya expre-
sion aritmética es 3'1, , el resultado sera: 12 +30+1 = 43. La cadena fija se re-
duce al sumando 31, expresion en base diez de 3x10+1. Otra cadena fija, como
2"2,171. se expresa también mediante el sumando 31, por lo que tiene la misma
expresion polindmica que la primera.
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En general, para una cadena fija cualquiera cuya expresién aritmética re-
ducidasea a b, (conay b entre 0y 9) definimos su expresiéon polinémica co-
mo alguna de las siguientes expresiones:

10a+b; 10(-a)+ (-b); 10(-a)+b; 10at (-b);
que escribimos abreviadamente como 10 x (+a) = b

La expresion polindmica de una cadena fija cualquiera coincide con la de
la cadena fija simple que tiene el mismo origen y el mismo final.

6.2.5 Operadores aditivos en Ty

Cada operador aditivo sobre T,,, admite, a partir de ahora, las siguientes
representaciones:

1*) Notacion usual como operador, nimero con signo en base diez, que se
suma algebraicamente a la casilla inicial para obtener la casilla final. La escri-
bimos entre corchetes [+ab] o [-ab].

2%) Cadena fija que describe un recorrido desde la casilla inicial hasta la
final. En ocasiones, esta cadena fija coincide con una cadena fija simple.

. +

3%) Expresion aritmética reducida de la cadena fija a b,

4*) Expresion polindmica de la cadena fija 10x(a) +(z b).

Las representaciones 3% y 4* son obviamente equivalentes entre si. La pri-
mera y la tercera no son equivalentes, ya que se pueden encontrar diferentes ex-

presiones aritméticas reducidas del mismo operador aditivo, como es el caso de
las expresiones 171. y 09, correspondientes ambas al operador [+9].

La tabla 6.1 ejemplifica cuatro representaciones de operadores aditivos en
T100:
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a=3; b=2 10x3+2 +32 3*2, -
[ ]
©
a=3; b=-2 10x3-2 +28 3*2. -
L]
=.3; b=2 L
a=25 b= 10(-3)+2 28 32 -
O
=3; b=-2 L
5072 10(:3)-2 -32 372. %
Tabla 6.1

6.2.6 Equivalencia de cadenas fijas

Cualquier operacion aditiva sobre T, es resultado de una secuencia de
operaciones que actian sobre el estado inicial (primer sumando o minuendo) y
tiene su expresion geométrica mediante la correspondiente cadena fija, cuyo ini-
cio esta en la casilla del estado inicial. En cualquier caso a la cadena fija le co-
rresponde una tnica expresion aritmética reducida, y por tanto un tnico opera-
dor aditivo?. En cambio, para un operador dado existen diversas cadenas fijas
que lo representan, no siendo biunivoca la correspondencia entre cadenas fijas y
operadores aditivos en Tgo.

2 Esta es la versién geométrica de la propiedad que dice que cualquier secuencia de operaciones aditivas a par-
tir de un niimero se puede simplificar mediante un tinico operador aditivo que actiia sobre dicho nimero.
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La figura 6.8 muestra dos cade-
nas fijas distintas A y A' correspon-
dientes al operador [+22], dos cadenas
fijas B y B' correspondientes al opera-
dor [+11], y otras dos cadenas fijas C
y C' correspondientes al operador [-9].

Nos proponemos determinar un
criterio de equivalencia para las ca-
denas que tienen idéntico significado
aritmético. Para ello tenemos en
cuenta las siguientes observaciones:

1. Dos cadenas fijas con el
mismo origen y final son aritmética-

mente equivalentes, y tienen la misma

cadena simple su expresion geométrica mas sencilla.

287

9% 97 98 99 100

36 37 38 39 40

46 47 50

56 57 58 60
Bl

66 67 68 69 70

78 19 80
cl
8 8 90

Figura 8: Pares de cadenas equivalentes.

expresion aritmética reducida, siendo la

2. Dos cadena fijas simples, con la misma expresion aritmética reducida,
aunque tengan distinto origen, corresponden al mismo operador aditivo. Este
hecho supone la invariancia geométrica de dichas cadenas por traslaciones en

T100.

3. Cuando cadenas fijas simples distintas representan el mismo operador

aditivo en T)gp, hay una que tiene menor niimero de casillas que las otras3. Esta

cadena recibe el nombre de cadena fija simple minima.

Introducimos una relaciéon R en el conjunto C de las cadenas fijas sobre

T,,, como sigue:

"Dos cadenas fijas cualesquiera son equivalentes si y solo si
corresponden al mismo operador aditivo (la diferencia entre la casi-

lla final e inicial en cada una de las cadenas es la misma)".

3 Mas adelante veremos que en las tablas con niimero impar de columnas existen dos cadenas simples distintas

con el mismo nimero de casillas que representan al mismo operador.
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Es evidente que la relacion R es de equivalencia.
6.2.7 Cadenas libres

A cada una de las clases de equivalencia asi obtenida la denominamos ca-
dena libre; todas las cadenas fijas de una misma clase representan el mismo
operador aditivo, y reciprocamente. Las cadenas libres se identifican con el ope-
rador aditivo que corresponde a todas las cadenas fijas de dicha clase.

Esta identificacion permite definir el conjunto de los operadores aditivos
o cadenas libres sobre T}y, como el conjunto cociente QQ = C/R.

6.2.8 Representantes candnicos de las cadenas libres

Los representantes candnicos de las cadenas libres son las cadenas fijas
simples minimas. Se caracterizan por tener como maximo un tramo vertical y
otro horizontal, destacando la casilla

inicial con un circulo. ) 3 4 5

[+21]1  [+19]
La figura 6.9 muestra repre- | u 1314 15

sentantes candnicos de algunas cade- | 21 24

nas libres, algunos de los cuales po- |31 3 3 3¢ 35 36

seen un solo tramo, vertical u hori- | 4, ™M 4 % o &0 5

zontal.

51 54

Aunque la eleccién de repre- | e 64

sentante canodnico realizada responde | 71 74

a un criterio de economia de espacio, | sf*¥g g3 g4

se ha tenido también en cuenta la re-

percusion de dicho representante en el

. . Figura 6.9: Cadenas representantes canénicos correspon-
estudio de las cadenas libres por me- ientes a fos operadores [+21], [-21], [+19}, [-19], [+20], [-

20], [+21y [-2]

dio de algunas transformaciones
geomeétricas. Justificaremos con deta-
lle esta eleccion en el apartado 6.6.5.
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6.3. Representaciones de los operadores aditivos

Formalmente un operador aditivo sobre el conjunto Z de los niimeros en-
teros es una aplicacion: siendo k un elemento fijo de Z

fieZ—>7Z
Xx—>x+tk

Un operador aditivo es, pues, una transformacion sobre Z definida me-
diante una operacion aditiva. Los términos x y fi(x) se llaman, respectivamente,
estados inicial y final. La transformacion se caracteriza biunivocamente por el
sumando fijo k; por ello también es usual llamar operador al sumando fijo.

Al trabajar sobre T, el sumando k se toma menor que 100.

Son usuales varias notaciones para representar los operadores aditivos en
el conjunto Z y, por restriccion, en T,,,. Revisamos las mas conocidas.

6.3.1. Expresion decimal

La expresion decimal de la forma £k es la expresion mas sencilla para un
operador aditivo, como por ejemplo +21 6 -15. Identifica el operador con el su-
mando constante que lo caracteriza. Presenta como inconveniente cierta impre-
cision simbdlica, ya que utiliza la misma notacion para el operador que para los
términos sobre los que actia. En este caso, para distinguir los estados y el ope-
rador, a este Gltimo se le simboliza entre corchetes: [ £k ]

6.3.2 Expresion funcional

La notacion usual para la funcion afin que establece un operador sobre Z
es: fi(x)=x+k

6.3.3 Maquina de Dienes

Se trata de una esquematizacion de la expresion funcional:

~_ 7

X — k —> x+k

N
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Concebida con fines didacticos, reconocemos en ella los mismos elementos que
en la expresion funcional.

6.3.4 Cadena libre

Es una representacion geométrica para la tabla T,,, que hemos caracteri-
zado con anterioridad. Graficamente cada cadena libre esta representada por una
cadena fija o poliminé orientado en el que se conectan alternativamente tramos
verticales con tramos horizontales de celdillas. El representante canénico es la
cadena simple minima que tiene, a lo sumo, un solo tramo vertical seguido de
uno horizontal:

La primera celdilla u origen viene marcada por el circulo; el operador
queda descompuesto en decenas (celdillas verticales, sin contar la inicial) y uni-
dades (celdillas horizontales, sin contar la de la esquina), su direccion esta se-
fialada por las flechas; la ultima celdilla marca la posicion del estado final.

En general, dado un operador aditivo en forma decimal [+ab], la cadena
libre correspondiente es un conjunto de cadenas fijas equivalentes cuyo repre-
sentante canoénico (cadena fija simple minima) se obtiene de la siguiente forma:

1) De la expresion decimal del operador [+ab] se pasa univocamente a la
cadena fija simple:

-

AL

a celdas
Lo
L p—
celdas

siendo a las decenas y b las unidades del operador aditivo. En el caso del opera-
dor aditivo negativo [-ab] las casillas de las decenas se orientan en sentido as-
cendente y las unidades se leen hacia la izquierda:
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—
Ll ]

e

a celdas

J

Asi por ejemplo, al operador [+9] le corresponde la cadena simple
CHECTINEERN

2) En la clase de equivalencia a la que pertenece dicha cadena simple, se

elige la que tiene menor nimero de casillas. Para el caso de [+9] es

==

3) Dicho representante canénico lo expresamos abreviadamente utilizan-
do su expresion aritmética reducida C(a’ by), siendo a,beN y s,te {+, -}.
En el ejemplo anterior la cadena queda expresada mediante C(1" 1) y
corresponde a ""sumar una decena y restar una unidad", o sea "su-
mar 9 unidades"'.

Existen pues cuatro tipos de representantes canonicos segun el signo de
las decenas y unidades, que expresamos abreviadamente por C(aJr b,), C(a" b)),
C(a'bs) y C(a'b.). Los valores de a y b tienen en esta notacion inicamente signi-
ficado geométrico, y son las componentes de un vector de traslacion de la casi-
lla inicial a la final.

La tabla 6.2 recoge un ejemplo de cada uno de los cuatro tipos de repre-
sentantes canonicos que se pueden dar:
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ONETINEEEN |
+21 271, C@" 14
[+21] = 2 ( )
[_14] 1 4. D_—Q_E[:@ DE:@ C(l' 4_)
[-28] >3 EEERCIENT ] | CG 2
Ol
Tabla 6.2

El concepto de cadena libre es uno de los elementos claves en este estu-
dio, y aunque es de caracter geométrico, se establece inicialmente asociado a la
nocion de operador aditivo.

A diferencia de la notacién que hemos dado para las cadenas, la expresion
aritmética reducida tiene un significado aritmético: a b . expresa sumar a dece-
nas y, a continuacion, sumar b unidades. La expresion aritmética establece un
vinculo entre la notacion decimal del operador y la representacion mediante ca-
denas simples. Méas adelante veremos la importancia de esta distincion cuando
consideremos tablas que utilizan un niimero de columnas distinto de 10.

6.4 Limites de la Tabla-100

La representacion geométrica de los operadores aditivos en T, presenta
como caracteristicas interesantes la posibilidad de su estudio desde un punto de
vista geométrico asi como la distincion clara, en la representacion, entre estado y
operador. Sobre un dominio de nimeros naturales (T,,,) unas figuras geométri-
cas (cadenas libres) tienen un significado aritmético (operador aditivo) ya que,
situadas sobre la tabla, transforman cada elemento origen en el elemento final de
la cadena. Esto es lo que ocurre con la cadena libre:

O

[ ]
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que representa al operador aditivo [+22]. Cuando la aplicamos sobre 3 le hace
corresponder 25, cuando la aplicamos so-

bre 39 le hace corresponder 61.

Vemos asi (Figura 6.10) que la for- | n 16 17 18 19 20

ma geomeétrica de la cadena queda fraccio- | 21 26 27 28 29 30

nada cuando ésta estd proxima a los bordes |31 2 3:3R 34 35 3 37 3
de la tabla, como es el casode lacadena A | 41 4 43 41 45 46 47
de la figura 10 al aplicarse a 39. Esto ocu-

48

51 52 53 54 55 56 57 58

rre, en general, cuando al aplicar una ca- © 6 6 65 6 6 & e 10

dena libre se produce un salto de fila.
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

También se pueden plantear problemas al
. . 8 8 8 84 8 8 87 8 8 90
aplicar cadenas libres de manera que el
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

estado final sea un nimero menor que 1 o

mayor que 100, quedando elementos fuera Figura6.10: La cadena A hace corresponder al 39, el
61.
de la tabla.

En la practica utilizaremos cadenas
libres que no presenten problemas de aplicacion en el dominio T,,, pero, a
efectos de mejorar la formalizacién de esta representacién geométrica de los
operadores aditivos, abordamos los limites de Ia tabla mediante dos aproxima-
ciones diferentes.

6.4.1 Extension de Tygg a la Tabla-Z

La Tabla-100 se puede extender indefinidamente por sus bordes superior e
inferior, tal y como muestra la figura 6.11. A esta nueva tabla sin limites por la
parte superior e inferior le llamamos Tabla-Z (T,). De este modo quedan re-
sueltos los problemas derivados de los limites en cuanto a los bordes superior e
inferior se refiere; faltan por considerar los margenes derecho e izquierdo. En
este caso consideramos que cuando una cadena rebasa estos margenes, reaparece
por el otro borde en la casilla que le corresponda, como quedé ejemplificado en
la figura 9. Al solo efecto de visualizar la continuidad de la tabla en los bordes
izquierdo y derecho, imaginamos la tabla enrollada cilindricamente de manera
que 11 esté a continuacion de 10, 21 siga a 20, etc. Este procedimiento de consi-
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294 CAPITULO 6: Estudio teérico-matematico de la Tabla-100 y las cadenas.

derar cilindricamente una tabla ha sido utilizado por Witzum y otros (1994) para
un estudio estadistico de secuencias equidistantes de letras en el libro del Géne-
sis.

6.4.1.1 Estructura algebraica
de TZ

Ademas de la estructura de |-19 -18 -17 -16 -15 -14 -13 12 -1 -10
anillo que posee (Z, +, x), podemos 9 8 T 6 5 4 3 2 a4 o0
dotar a Tz de una estructura alge- |, , 3 4 s s« 7 s o 10

braica considerando que sus colum- | || L 5 4 5 16 17 18 19 2

nas constituyen clases residuales sl 2 23 a4 35 26 27 28 29 30

modulo 10. En el conjunto K = {1, 2,
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

3, ..., 10} de las columnas de Tz po-
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

demos definir la suma (+) y el pro-
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
ducto (x) de clases de la manera
. 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
usual. Es evidente que al sumar o
multiplicar dos elementos de estas nenronone o e n w0

82 4 85 86 87 88 9 90
columnas el resultado es otro ele- | ® 8 8 8

mento de alguna columna de T, , | %2 9 % 9% 9% 97 % 9 10
independientemente del represen_ 101 102 103 104 105 106 107 108 109 110

tante elegido en cada columna. 11 112 113 114 115 116 117 118 119 120

De esta forma tenemos que
(K, +, x) tiene estructura de Anillo Figura 6.11: TABLA-Z (Ty)
abeliano. Al no haber elemento in-
verso para algunas clases (para las
clases pares, por ejemplo), no podriamos dotarle de estructura de cuerpo.

Lo dicho anteriormente es cierto para cualquier niimero de columnas k de
la tabla. En el caso de que k sea primo, podriamos proporcionar a (K, +, X) una
estructura de cuerpo, ya que en este caso todo elemento de K (salvo la columna
k) posee inverso para el producto.

Francisco Ruiz Lopez
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6.4.2 La Tabla-100 como conjunto cociente

Si pretendemos resolver el pro-

(8}
([N
[EN
\.
(=Y
1
=]
o
1=

blema del dominio de aplicacién sin | !
abandonar la Tabla-100, podemos con- |1 12 13 14 15 16 17 18 19 2
siderar ésta como una representacidn |21 2 2 2 25 26 27 28 29 30
del conjunto Z,, conjunto cociente de |31 3 33 34 35 36 37 38 39 40
Z respecto de la relacion de congruen- |4 4 43 44 45 46 47 45 49 50
cia médulo 100. Cada nimero de la
tabla representa asi a una clase residual
de Z médulo 100, por ejemplo:

% = { ,'176, -76, 24, 124, 224, } 81 8 8 8 8 8 8 88 8 90

Los elementos de la tabla son |92 2 8B % 95 9% 97 98 9 100

ahora las clases 1 a 100. Figura 6.12: Tabla de las clases residuales médulo

El problema de la continuidad de 190
las cadenas por los bordes derecho e
izquierdo de la tabla tiene la misma consideraciéon que hemos dado antes. De
manera analoga ocurre con los bordes superior e inferior; la cadena que rebase el
borde inferior continuara por el borde superior y reciprocamente, como indica la
figura 6.13. La cadena libre A de la figura 6.9, operador +22, al aplicarse ahora a

86 da como resultado 8, ya que clase (86+22) = clase (8), es decir:
(86+22) = 8 mod(100)
Esta situacioén es la que se visualiza en la figura 6.13.

La ventaja de trabajar con clases residuales modulo 100 es doble. Por un
lado se justifica la limitacion del dominio, tanto de los estados como de los ope-
radores, a los valores comprendidos entre 1 y 100. Por otra parte, esta restricciéon
mantiene la estructura de grupo aditivo para T, , y para los operadores aditivos
sobre T,
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El principal inconveniente de esta consideracion es de tipo didactico, ya
que trabajar con clases de equivalen-

cia en vez de con nimeros naturales | ,

[}
1w
I
twn
[
1~
oo
1o
=)

presenta obvias dificultades de com-
prension para personas sin una espe-
cial formacién matematica.

Enelesquema 6.1 sesitianlas |4 2o 4 44 45 4 41 2 49 50
representaciones del operador aditivo
definidas anteriormente en relacién
con las representaciones existentes
con anterioridad, como la expresion
decimal, la expresion funcional y la

maquina de Dienes.

. Figura 6.13: Limites superior e inferior en la Tabla-
Mediante el esquema 6.2 re- & oo

sumimos las principales ideas pre-

sentadas hasta ahora en torno a las representaciones de los operadores aditivos
en Ty y sus relaciones, en el que se puede observar el paralelismo entre los dos
ambitos aritmético y visual.

Francisco Ruiz Lépez
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Un estudio con profesores de Primaria en formacién.

Expresion
funcional

fi¢: ZZ

l

f(x) =x + 16

Cadena fija
simple
minima

Miquina de ' EEEE@
Dienes i . OPERADO

x> 16 5 x+16 | P i

Expresion
aritmética
reducida
minima
C(2* 4)

I

Expresion
decimal
[+16]

Esquema 6.1: La cadena libre en relacion con otras representaciones
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Nuameros
Puntos
Cuadrados

C={1,2,...100}
Geoplano 10x10
Cuadricula

TABLA-100 componentes >

" aditivas .- - ]—p| Recorridos

Esquema 6.2: Expresiones aritméticas y geométricas del operador aditivo
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6.5 Grupo abeliano de los operadores aditivos en Tjg

Caracterizados los elementos aritméticos y geométricos de T;oo nos
proponemos estudiar la estructura del conjunto de los operadores aditivos en la
tabla a través de su representacion mediante cadenas libres con la ley de
composicién de operadores.

Como ya se ha indicado, son varias las formas de representar los
operadores aditivos y, por ello, son varias las vias para estudiar su estructura.

Para cualquier consideracién aritmética el conjunto de los operadores
aditivos sobre Ty, es cerrado respecto de la suma, tanto si consideramos su
ampliacion a Tz como si lo tomamos como conjunto cociente, Z, .

Si consideramos la Tabla-Z, la expresién decimal convencional de los
operadores y las propiedades de la suma de nimeros enteros, obtenemos el
grupo (Z, +) como conjunto de los operadores aditivos en T,.

Si por el contrario consideramos el conjunto de las clases residuales
modulo 100, cada operador como clase residual y la suma de clases residuales,
obtenemos el grupo (Z,,,, +) como conjunto de los operadores aditivos en T,

Cuando consideramos la expresion funcional de los operadores, el
conjunto:

Q={fcZ->Z/f(x)=x+k,VxeZ,keZ}

dotado de la ley de composicion de funciones (o), (€,0) tiene estructura de
grupo.

Centramos ahora nuestra atencion sobre las representaciones geométricas
de los operadores. En este caso vamos a considerar el conjunto de operadores
aditivos como conjunto de cadenas libres, Q = C/ R,y vamos a caracterizar su
estructura por medio de la composicion o suma de cadenas. Es decir, vamos a
realizar un estudio del grupo de los operadores aditivos sobre Ty basandonos
en la representacion mediante cadenas libres.
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6.5.1 Composicion de cadenas fijas.

Dos cadenas fijas en Tigo, A y B, se dice que son cadenas consecutivas o
que se pueden componer, cuando la casilla inicial de B coincide con la casilla
final de A; en este caso ambas cadenas comparten una Unica casilla y su unién
es otra cadena fija, que tiene por casilla inicial la inicial de A y por casilla final
la final de B. Denotamos la

composicion de A y B como A*B. T 2 3 4 5 6 1 8 9 10
A C
La figura 6.14 muestra dos | u |(12)[ 3 14 15 17 18 19 20
cadenas ﬁjas consecutivas A y B, la 21 ;2 23 24 25 2\% b27 b 28 .ng 30
casilla final de A es la misma que la | ;, [; @| 4 35 36 37 38 10
casilla inicial de B (en este caso la |, — T~ _*44 s as 41 45| o] s
celdilla 33). La celdilla comin a B o
51 52 53 54 55 56 57| 584591 60
ambas cadenas estd enmarcada con D
, 61 62 64 65< 67 68 69 70
doble linea; en este caso A y B se E ¥ " F
s r 71 Ny 714175176 77 78 19 80
pueden componer y su unioén es otra v
cadena. La casilla inicial de A*B es |8 8 [®Bp¥g® |t & 8 ¥ %
12, la misma que la casilla inicial de |9 9 9 94]95|9% 97 9 99 100

A; la casilla final de A*B es 44, la
misma que la final de B.

A*B=2"1,*1"1,=2"1,1"1, =3"2,
Figura 6.14: Composicién de cadenas fijas.
La expresion aritmética de
A*B se obtiene por yuxtaposicion de las expresiones aritméticas de A y de B, y
utilizamos el simbolo * para su composicion:

+ + + +
@ 1y* ' =2"1,1"1
Igualmente ocurre con las cadenas fijas C y D; sin embargo las cadenas A
y D no se pueden componer ya que no tienen casillas en comtin. Tampoco se

pueden componer las cadenas E y F ya que, aunque tienen una casilla en comun,
no coinciden la inicial de F con la final de E.

La composicion de cadenas fijas no es una ley de composicion interna en
el conjunto C ya que dadas dos cadenas fijas cualesquiera no tienen por qué ser
consecutivas.

Francisco Ruiz Lopez
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6.5.2 Suma de cadenas libres

Sean dos cadenas libres cualesquiera C y C', cuyas expresiones
aritméticas reducidas son a b .y ¢ d , respectivamente. Para sumar las
cadenas libres C y C' tomamos una cadena fija C, representante de C y otra
cadena fija C; representante de C' de manera que C; y C, sean consecutivas. Se
define la suma @ entre las cadenas libres C y C’ como:

CeC' = clase (C,*C,)

En el caso de considerar la tabla Z;q, la expresién aritmética de COC' es
(m)E (n)+, siendo 0 <M <9,0<n<9, [10(atc) + (b+d)] = (10m+n) mod(100).
Esto hace que la suma de cadenas libres no dependa de las cadenas fijas
elegidas.

La suma de cadenas libres es una ley de composicién interna en el
conjunto Q de las cadenas libres cuando consideramos las tablas Tz 0 Zigo
(Figura 6.15). En cambio al considerar Ty, existen cadenas libres cuya
composicion excede de los limites de la tabla.
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T GeLE S

Cadena 0 O
representan- g | | o ) - S - [
te can6nico 6] RMEED ) [+ 1]

[+
Otros repre- e OE=S OF] ©O
(& = 2 2
sentantes [+ ] % ¥ = =
® = ]
M O &
g CITIITT14
t
—

Expresion + + 1.y % 3.y= *1.113.) = +
aritmética del | ) C(1"3y) | CQ1* C(1"34) = CR™141"3.) = C(3™44)
representante

candnico

1+2+ 3+1+ 1+2+ * 3+1+ = 1+2+3+1+ = 3+4+
Expresiones
arlimetcas de | 3,1 2*7. 371,17 % 277 =3"1,12"7.=4"6 =34,
representantes
Figura 6.15: Suma de cadenas libres (operadores aditivos)
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6.5.3 Propiedades de la suma de cadenas libres

La suma de cadenas libres tiene las siguientes propiedades:

1. Asociativa

Sean C, C' y C" tres cadenas libres cualesquiera, y sean C;,C,. y Cs tres
cadenas fijas representantes de C, C' y C'" respectivamente, de manera que C; y
C, asi como C; y C; sean cadenas fijas consecutivas (La figura 6.16 muestra un

ejemplo de cadenas fijas consecutivas, con la casilla comin sefialada con linea
doble).

7 8 9 10

I 1r2f13 14 15 16 17 18 19 20 11 17 18 19 20

21 24 25 26 27 28 29 30 21

‘I%SS—) 36 | 371 38 39 40 31

44 45 46 47 48 49 50 41

27 28 29 30

31

37 é8 39 40

41 47 48 49 50

51 @ 53 54 55 56 57 58 59 60 || s1
: T
4 C1 C2

61 | 62| 63 ‘64 “ 6

57 58 59 60

S5 66 67 68 69 70 61 | 62| 63 64 65 66 67 68 69 70

| CH C;
niypn2-pi3 l 74 75 76 g 78 19 80 71 | 7247 | 74 75 7% 77 18 79 80

i
v

81 82 83-H>|| 8558 | 87 | 88 89 90 || 8 82| 83psalssbsc| 87|88 89 90
93 94

91 92 95 96 97 98 99 100 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
2" 1.%17 1) * 0" 3, 2" 1% (17 1% 0" 3)
32: %03 2°1.* 174.
35, 3’5,

Figura 6.16: Propiedad Asociativa de la suma de cadenas libres.

Tenemos:

(C®C ) S C" =clase (C;*C,) @ clase (C3) = clase [(C*Cy) *Cs] =
clase [C;* (C; *C;)] = clase (C)) @ clase (Co*Cy) =C @ (C' D C")

Es decir:
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(CHCHBC"'=CR(C'®C"),VC,C',C" e

2. Conmutativa

Sean C y C' dos cadenas libres
cualesquiera, y sean C; y C, dos
cadenas fijas representantes de C y C'
respectivamente, de manera que C; y
C, sean cadenas fijas consecutivas
(Figura 6.17). Tomemos también las
cadenas fijas C'; y C'; representantes
de C y C', de manera que C', y C
sean consecutivas.

Tenemos:

C @ C = clase (C*C,) = clase
(Co*Cy) =clase (C',*C')=C'"®C

Es decir:
CeC'=Ca@C,VC,C €Q

3. Elemento Neutro

11

21

31

41

51

22

32

42

52

14

24

33

15

25

35

43

53

44

45

54

372,
Figura 6.17: Propiedad conmutativa

55

2P 1,141,

@

27

37

39 ¢+ 40

47

49

57

59

32,

50

60

1M1, %271,

Llamamos cadena fija cerrada a aquella cuyas casillas inicial y final
coinciden (Cadenas A, B y D de la figura 6.18). La cadena simple equivalente a
una cadena cerrada es aquella que se reduce a una sola casilla (Cadena D de la

figura 6.18). La expresion aritmética reducida de una cadena fija cerrada es 0.

Por tanto, todas las cadenas cerradas son equivalentes ya que tienen la misma

expresion aritmética reducida. Llamamos cadena libre cerrada o cadena libre

nula a la clase de equivalencia de todas las cadenas fijas cerradas:

N = clase (N), siendo N una cadena cerrada de C.

Francisco Ruiz Lopez
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La composicion de una
cadena fija C; con una cadena
cerrada N consecutiva con C; es:

Cl*N= C]

ya que C;*N y C, tienen las mismas

casillas inicial y final, por

definicidon de N.

En este caso la clase N es el
elemento neutro para la suma de
cadenas en Q.

Tenemos:

C® N =clase (C)) @ clase (N) =
clase (C1*N) =clase (C;)= C

Es decir:

COEN=N@C=C,VCeQ.

305

14 15 16 17 18 19

31

41

51

61 65 66 67 68 69

7N T2 73 74 @ 76 77 718N 79
B
81 8 8 84| 85| 86| 87 89
C,

91 92 93 94 95 9% 97 98 99

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

Cl *N=C1UN=C1
1'3, * 00, = 13,
Figura 6.18: Cadenas cerradas.

La notacion de la cadena libre nula como operador es: [0]

4 Elemento Simétrico

Dada una cadena fija cualquiera C llamamos cadena opuesta de C a

aquella otra cadena fija C' que tiene por origen la casilla final de C y por término

la casilla inicial de C. Geométricamente ambas cadenas C y C' son consecutivas

y forman un circuito de celdillas, o lo que es lo mismo, la composicion de ambas

cadenas C * C' es una cadena fija cerrada (Figura 6.19).

Cada cadena fija C tiene varias cadenas fijas opuestas, pero si la expresién

aritmética reducida de C es: at b+ entonces la expresién aritmética reducida de

sus opuestas C' es at by =- (at b+)

En este caso si C y C' son cadenas opuestas, entonces C = clase (C) y

C' = clase (C') son cadenas libres simétricas para la suma de cadenas en Q.
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g S
= L
LB | J“

L

C=C(a'b.) C=C(ab)

Tenemos:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

‘= *(') = =
COC =clase (C*C)=clase N)= N |, 3 B 14|15 16 17 18 19 20
. A1 ¢y
Es decir: 2| sfa|s 26 2 5 29 30
ale

' . 3132333635 36 37 38 39 40

V CeQ,3C €Qtal que: c, 1y A
st | 2@l s 46 47 48 49 50

CeC'=C®C=N ®
SI 52 53 54 55 56 57 58 59 60

La expresion aritmética de
61 62 ||(63Kr 6act 6] 661 67 | 68 69 70

- - A CI
* (" eqr gt * 2t h =0 v : 2

C*C'esiatbt*a b;—O O¢, 7 2|17 15 6{77]|78 719 380
Cz \1[

81 82| 83| 84 | 858687 | 88 89 90

que es la expresion de la cadena nula
NI

K|
v
91 92 | 93->944X95))l 96 97 98 99 100

C*C1=32,%*32_=0'0,=N
C, * C=32,*12,24=0'0, N
Figura 6.19: Cadenas opuestas

6.5.4 Grupo abeliano de las cadenas libres

Hemos considerado la representacién geométrica de los operadores
aditivos sobre T;o dada mediante las cadenas libres. Hemos caracterizado
geométricamente la suma @ de cadenas libres y hemos estudiado, también
geométricamente las propiedades de esta ley @, que es una ley de composicién
interna sobre la extension de Ty a Tz 6 Zjp, ya que en T existen
composiciones de cadenas libres que se salen de los limites de esta tabla.

De este modo hemos probado que el conjunto Q de las cadenas libres con
la operacion suma (Q, @) tiene estructura de grupo abeliano sobre cualquiera de
los conjuntos Tz 6 Z .
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6.5.5 Isomorfismo entre representaciones de los operadores aditivos

Los operadores aditivos en el dominio de los niimeros enteros tienen,
como ya se ha indicado, diversas formas de representacion. La manera
convencional de expresar los operadores es mediante la notacién usual de los
nimeros enteros. En este caso se utiliza la misma notacién simboélica para el
numero como estado que para el nimero como operador. Para diferenciar un
caso de otro, el niimero entero se encierra entre corchetes cuando representa un
operador; igualmente utilizamos el signo + para sumar operadores. De esta
manera distinguimos entre el nimero 21 y el operador [+21]. Esta notacién es la
convencional para referirnos al grupo aditivo (Z,+) de los operadores sobre Z.

Ya se ha indicado que, cuando se restringe el dominio a la tabla T , el
grupo aditivo de los operadores sobre esta tabla es (Z;go, +).

En este trabajo hemos definido una nueva representacion geométrica para
los operadores aditivos sobre los niumeros enteros. Para ello hemos extendido la
tabla Tio a Tz, y hemos establecido las cadenas libres y sus expresiones
aritméticas reducidas, asi como las leyes de composicion para cadenas libres y
expresiones aritméticas. Los conjuntos de cadenas libres y expresiones
aritméticas reducidas de sus representantes candnicos, junto con las leyes de
composicion internas respectivas, los notamos mediante (Q,®) y (Q,,%)
respectivamente. De este modo hemos mostrado que el conjunto de las cadenas
libres, con su respectiva ley aditiva sobre T, tiene estructura de grupo abeliano.

Cuando se restringe el dominio de las cadenas libres a Tjoy, a modo de
restriccion se mantiene la estructura de grupo abeliano para la composicién de
cadenas libres sobre esta tabla, para aquellas composiciones cuyo resultado no
exceda de 100 ni sea inferior a 1.

Las tres formas de representacion consideradas son equivalentes, lo cual
se muestra por el isomorfismo que existe entre ellas (Figura 6.20).
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EXPRESIONES DE LAS
CADENAS LIBRES

(Z,_l_) (Qar*)

g N ™\

EXPRESION DECIMAL éXPRESION ARITMETICA DE
f LOS REPRESENTANTES
(211 [-13] [+16] CANONICOS

A

\_______ _J \C(Z*h) C(13)  CE2'4)

J

f EXPRESION GEOMETRICA \

(@]
I

L1
| o] L1l

(Q,®)

Figura 6.20: “Isomorfismos” entre distintas representaciones de operadores aditivos.

Francisco Ruiz Lopez



La Tabla-100: representaciones geométricas de relaciones numéricas. 309
Un estudio con profesores de Primaria en formacién.

6.6 Transformaciones geométricas de las cadenas libres

Cualquier cadena fija simple sobre la Tyg es representacion geométrica de
una cadena libre. Todas las cadenas fijas cuyas respectivas expresiones aritméti-
cas reducidas coinciden representan a una misma cadena libre y, por tanto, a un
mismo operador aditivo. Las cadenas libres son figuras geométricas que, como
se ha establecido anteriormente, tienen interpretacion aritmética; de este modo
es posible conectar conceptos y propiedades geométricas y aritméticas.

Para profundizar en la consideracion y tratamiento de las cadenas libres
como figuras geométricas, vamos a estudiar las transformaciones producidas
sobre las cadenas en Tjy mediante algunas isometrias.

6.6.1 Isometrias en la Tabla-100

En la Ty pueden ser considerados tres estratos (figura 6.5), uno de ca-
racter numeérico (el conjunto C de los 100 pri-

meros numeros naturales) y otros dos de tipo
geométrico (el geoplano y la cuadricula). Dado

que los objetos que queremos transformar, las

cadenas, son figuras geométricas sobre la cua-

dricula, cuando hablamos de isometrias en T}

nos referimos a isometrias consideradas exclu-

sivamente en la cuadricula con la métrica usual

del plano euclideo (figura 6.21). Son pues, , )
. . . . ] Fig. 6.21: Cuadricula
aplicaciones biyectivas de la cuadricula en si

misma, que conservan las distancias.

Dadas las caracteristicas geométricas de la cuadricula, y las cadenas (for-
madas por celdillas cuadradas y dngulos multiplos de 90°), en este estudio con-
sideramos las siguientes isometrias en Tigg:

1) Las reflexiones cuyos ejes son las lineas horizontales y verticales de
la cuadricula asi como las lineas oblicuas de pendientes +45°y -45°.
Estas reflexiones son:
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R, : Reflexion de eje vertical. El eje es una de las lineas verticales de la
cuadricula en Tjgo.

R}, : Reflexion de eje horizontal. El eje es una de las lineas horizontales
de la cuadricula en T .

Reflexiones R, y Ry,

R_s: Reflexion de eje oblicuo. El eje es paralelo a la diagonal principal
de la tabla y pasa por vértices opuestos de alguna celdilla de la cuadricula en
T100-

R.45: Reflexion de eje oblicuo. El eje es paralelo a la diagonal secundaria
de la tabla y pasa por vértices opuestos de alguna celdilla de la cuadricula en
T100-
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\.
~JOp
JRR——— \.\‘
\¢
N\,
e
................ :
Ras |4 Ress
e
u/
."’.
.’I
A $
40
Reflexiones R.4s y Ruys

2) Los giros, de centro un vértice de una celdilla, y 4ngulos 90°, 180°,
270° y 360°, que notamos Gog, G130, Gy270 Y G360 respectivamente. El dibujo
ilustra los giros con centro el vértice superior derecho de la casilla origen:

Giros Gop, Giso, G270, G360

3) Las traslaciones T, cuyo vector de traslacion tiene por origen y extre-
mo puntos de la cuadricula.
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Traslaciéon T

4) Los deslizamientos, como composicion de traslaciones y reflexiones
anteriormente definidas, cuyo vector de traslacion y eje de reflexion son parale-
los.

Deslizamiento

De las isometrias anteriores, estudiamos solamente las reflexiones y los
giros, ya que las traslaciones en Tjo no afectan ni a la forma ni al significado
aritmético de la cadena, y por ello, los deslizamientos se reducen al estudio de
las reflexiones.
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6.6.2 Efecto de las isometrias sobre las cadenas fijas

Si transformamos una cadena fija mediante alguna isometria en Ty, defi-
nida anteriormente, se obtiene otra cadena fija, se produce un cambio geométri-
Cco y, por tanto, también cambia su operador asociado cuando consideramos de
nuevo el estrato numérico en T.

La tabla 6.3 ejemplifica los efectos geométrico y aritmético que produce

cada una de las transformaciones anteriores sobre la cadena L= cuya expresion

aritmética es 2*1, y su operador aditivo asociado [+21]:
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Efecto de la trans-
Expresién | Expresiones aritmé- | Operador formaci6n
geométrica tica y polinémica asociado d=decenas

u=unidades
Cadena origen s
que actia la
macién.
N d-—>u
Transformada mediante e r . 2,1=(-1)x10+2=-8 [-8]
Goo u-->-d
[ 4 d->-d
Transformada mediante ri=(2xi0-1=-21 | [-21]
Giso ﬁ u->-u
d-—>-u
Transformada mediante ;1 GQ 2.1*=1x10-2= +8 [+8]
G2 Ad u->d
;.; d-—>d
Transformada mediante B2 271, =2x10+1= +21 [+2 1]
Gieo Ex u->u
Q d->d
Transformada mediante 2°1.=2x10-1=+19 [+1 9]
Rv r R o u-->-u
| d-->-d
Transformada mediante 21,=(-2)x10+1 =-19 [— 1 9]
Rh é u-->u
d-—>u
Transformada mediante G» L 2.1%= 1x10+2= +12 [+12]
Rys — u->d
— d-->-u
Transformada mediante | [£ 2.1%=(-1)x10-2=-12 [- 1 2]
T B .
d->d
Transformada mediante 21, =2x10+1= +21 [+2 1 ]
Tv u-->u

Tabla 6.3: Efecto geométrico y aritmético de algunas isometrias sobre la cadena 2°1,
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Algunas observaciones sobre la tabla anterior

315

Un analisis de la tabla anterior, generalizando para cualquier cadena fija,

permite establecer algunas propiedades de las cadenas resultantes al ser someti-
das a las isometrias en Tgo:

1. La forma y orientacién de la cadena imagen, y por tanto su operador
asociado, no dependen ni del centro de giro elegido ni de la posicién relativa del

eje de reflexidn, sino del angulo de giro y la pendiente de dicho eje.
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El efecto aritmético de los giros no depende

del centro de giro.

Las cadenas transformadas de C(2*1,) me-

diante R, y Ry tienen la misma forma y orien-
tacion: representan al mismo operador asocia-

do.

2. El nimero de celdillas de 1a cadena resultante se conserva:

Goo, G270, Rus ¥y Rigs permutan las casillas verticales por las horizontales
(salvo la orientacion). En cambio Gygg, Gsgo, Ry y Ry, , ademds conservan el ni-
mero de celdillas verticales y de celdillas horizontales, aunque pueden cambiar

la orientacion.

3. Debido a la propiedad anterior, Gig9, Ggp, Ry y Ry, transforman cadenas
fijas simples en cadenas fijas simples, mientras que Goo, G270, R4s ¥ Rugs trans-

forman cadenas fijas simples en cadenas no simples, ya que permutan el orden

"decenas, unidades".
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4. La forma y orientacidn de las cadenas, y por tanto su operador asocia-

do, son invariantes mediante traslaciones.

5. El giro G3¢ deja invariante, en sentido estricto, a cualquier cadena.

6. El giro Gyso transforma la cadena original C(271,) en su cadena opuesta

C(2°1)), y por tanto al operador asociado [+21], en su opuesto [-21].

En general, G;gy transforma la cadena C(ai bs) correspondiente al opera-

dor aditivo [10(Fa)+b)] en su cadena opuesta C’(a* b;), que corresponde al ope-
rador [-(10(£a)tb))], opuesto del anterior.

7.

Algunas cadenas son aritméticamente invariantes frente a algunas

transformaciones:

Cualquier cadena cerrada, representante de la cadena elemento neutro,
es aritméticamente invariante frente a las isometrias en Tio ante-

riormente definidas.

Los giros, excepto la identidad Gsg, dejan aritméticamente invariantes
solamente a las cadenas cerradas (representantes del elemento neu-
tro).

R, deja aritméticamente invariantes las cadenas que sélo tienen casillas

verticales E cuya expresion aritmética es de la forma a*0.

R, deja aritméticamente invariantes las cadenas que solo tienen casi-
llas horizontales (T 117 cuya expresion aritmética es de la forma Ob,

R 45 deja aritméticamente invariantes las cadenas que tienen igual nu-

mero de casillas horizontales que verticales, (I TT3 cuya expresién

aritmética es a*a,

R.4s transforma las cadenas que tienen igual numero de casillas hori-

[ ]
\a A
zontales que verticales, (1% del tipo a*a, en sus opuestas [1¥ 10 del
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tipo, a’a, y deja aritméticamente invariantes las cadenas de la forma

a’a.y a"a,, como por ejemplo 3"3.y 373,

8. Las reflexiones R, y Ry, producen efectos aritméticos opuestos sobre
cualquier cadena. Asi R, transforma la cadena 21, asociada al operador [+21]
en la cadena 2'1_ ,asociada al operador [+19]. En cambio R;, transforma la ca-

dena 2"1, ,asociada al operador [+21] en la cadena 271, asociada al operador
[-19]:

R,
' 21,
[+19]
............... R,
L, &
[-19] é_
Igual ocurre con Gy y G 279
2L Goo N — 20
p21] [ 2L g
21+ D

y con Rys y Rugs
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Russ

2.1

[-12]

6.6.3 Composicion de isometrias

Si completamos la figura anterior de manera que a la cadena (2.17) trans-
formada de 271, mediante R4s la sometemos a continuacién a una reflexion
R.4s, la imagen es la cadena 2°1. .El mismo resultado se obtiene si sometemos a
la cadena origen 271, al giro Gig con centro en el punto de interseccion de am-
bos ejes de reflexion:

21,
Rss [+21]
Rus

2.1

2.1%

[-12]

[+12] |

2

2
[-21]
Expresamos lo anterior mediante:
Rs(2714)=2:17; Rugs(2:17)=271; Gigo (2714)=2'1.

Definiendo la composicién de isometrias andlogamente a como se define
en el plano euclideo, y utilizando notacién similar, podemos escribir:

Francisco Ruiz Lopez
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Rus © Riss = Gig; y también R, o Ry =Gy

Para componer dos isometrias tenemos en cuenta el efecto que produce
cada una de las isometrias sobre las decenas y sobre las unidades de la cadena,
tal y como muestra la tabla 3 del apartado 6.2 anterior.

Veamos como ejemplo la composicion de R, o G;gy aplicado a la cadena
8
271,. Teniendo en cuenta que Gigp cambia de signo tanto las unidades como las

decenas y que R, cambia de signo las unidades pero conserva las decenas, tene-
mos:

[Ry © Gigo](2"14) = Ry(G150(2°14)) = Ry(2'1.) = 2'14

Esquematicamente lo expresamos:

Giso
2'14) —» (2°1)

Rv
Rn

1)

Una ilustracion de cada una de las tres transformaciones geométricas de
este ejemplo es:

21 21,

|
~IToTe
£

21,

TN

Giso Ry

La cadena libre C(21,) se transforma mediante G5y en C(2'1.) (parte iz-
quierda de la figura) y ésta se transforma en C(2°1,) mediante R, (parte central).
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El mismo resultado se obtiene si se somete a C(2"1.) a la reflexién R, (parte de-
recha).

En general, para una cadena cualquiera a’b, tenemos el esquema:

Giso
(@a*by) ——> (a'b)

Ry
Rn

(a' b+)

Analogamente hay que interpretar todas las composiciones entre las iso-

metrias en T1gp.
6.6.4 Grupo de isometrias en Tg sobre cadenas fijas

El conjunto de isometrias consideradas anteriormente ha sido elegido con
criterios de comodidad para ser aplicadas a las cadenas fijas. No obstante, la 0l-
tima columna de la tabla 6.3 recoge todas las posibles combinaciones de trans-
formacion de las celdillas de la cadena origen. Esto facilita la composicién de
isometrias para cualquier cadena fija, y hace pensar en una posible estructura de
grupo para estas isometrias con la ley de composicion definida anteriormente.

Consideremos el conjunto de isometrias en Tygo que actuan sobre cadenas
fijas T={Goo; G1s0; G270; G605 Rv; Rn; Rus; Rugs} junto con la ley de composicion (o)
anteriormente indicada. (7, o) tiene estructura de grupo. Se trata del grupo ci-
clico de orden 8, Diedral 4.

Construida su tabla pitagérica correspondiente, ésta resulta ser un cuadra-
do latino, y con ella es facil comprobar las propiedades de grupo para (T, °):

Francisco Ruiz Lépez



La Tabla-100: representaciones geométricas de relaciones numéricas. 321
Un estudio con profesores de Primaria en formacién,

e Laley o es ley de composicion interna para T.

e Laley o es asociativa para la composicién de isometrias.

¢ El elemento neutro del grupo es Gsg

e Todo elemento de (T, ) posee un unico elemento simétrico.

* Laley o no es conmutativa en T, si bien existe una cierta simetria par-
cial de la tabla respecto de la diagonal principal (celdillas sombreadas).

6.6.4.1 Subgrupos
Existen en (T, o) los siguientes 8 subgrupos conmutativos:
a) Un subgrupo ciclico de orden 4 conmutativo (S , °©);
S1 = {Gs60; Goo; Giso; Ga7o}; generador: Gog 6 Garo
b) El grupo de Klein (S, , ©); S2 = {Gse0; Giso; Russ; Ruas}

c) El grupo de Klein (S;, ©) isomorfo al anterior.
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S3 = {Gae0; Gis0; Ry; Rp}.

d) Cada grupo de Klein posee tres subgrupos de orden 2, uno de los cua-
les coincide con el subgrupo de orden 2 del grupo ciclico. En total
existen 5 subgrupos de orden 2 diferentes:

d.1  (S4,°); Ss={Gs60; Giso}
d2 (Ss,°); Ss={Gse0; Ry}
d.3  (S¢,°); S¢={Gse0; Rn}
d4 (S7,0); S7={Gsep; Russ}
d.5 (Ss,°); Ss={Gse0; Riss}
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Ilustramos los subgrupos con su correspondiente tabla pitagérica y un
diagrama de flechas, utilizando como cadena origen la que corresponde a 2*1,:

a) (S; , °): Grupo ciclico de orden 4:
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b) (Sz , ©): Grupo de Klein:
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c) (S3, °): Grupo de Klein:

o | Gseo

| Gieo

Ol

+
2.1 “5 > 2*1

£
Q
A
<

. A
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d) Grupos de orden 2: (S4, ©); S;={Gs0; G130}

G
o QPO o

C(2*1,) C(21)

(@]

De forma analoga son los esquemas para los demas subgrupos de orden 2.
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6.6.5 Compatibilidad de las isometrias en T,y con la relacién de equi-
valencia. (Isometrias en Tygo y cadenas equivalentes)

Dado que una cadena libre es una clase de equivalencia de cadenas fijas
equivalentes que tienen el mismo operador aditivo asociado, es importante de-
terminar el efecto aritmético de las isometrias cuando elegimos distintos repre-
sentantes en una misma clase de equivalencia.

Primera cuestion: El efecto aritmético de una isometria sobre una cade-
na fija depende exclusivamente del nimero total de celdillas verticales y hori-
zontales, y no del modo como se disponen en la cadena, ya que cada celdilla es
transformada mediante la isometria en otra celdilla con su correspondiente
orientacion, independientemente de las otras celdillas que componen la cadena.
La tabla 6.4 ilustra el caso de distintos representantes de la cadena libre C(372,)
con 3 casillas verticales y 2 horizontales para la reflexion vertical.

Cadenas fijas mi-

nimas con 3 casi-
llas verticales y 2 @
L]
1
v

horizontales, co-

rrespondientes al

operador [+32] y
sus imagenes

<H

EaP

a6 'xfl

Expresiones arit-

e 3*2, 3'2. 1*1,1%1,1%; 1%1.1%1.1% |1,2*1.1%; 1.2*1.1% | 1,1%1,2%; 1.1"1.2%
meéticas

Operador asociado | [+32] [+28] | [+32] [+28] | [+32] [+28] | [+32] [+28]

Tabla 6.4: Cadenas fijas con el menor numero de casillas (sombreadas) correspondientes al operador
[+32] y sus transformadas (en blanco) mediante una reflexién vertical.

Segunda cuestion: (Representante canénico) Tratamos de justificar la
eleccion que hicimos de las cadena simples minimas como representantes cand-
nicos de las cadenas libres y estudiar su comportamiento frente a las isometrias
en Tjo0. Hagamos las siguientes consideraciones:

a) Desde un planteamiento geométrico, la cadena simple es la mds senci-
lla de las de su clase puesto que consta, a lo sumo, de un solo tramo vertical (de-
cenas) y un solo tramo horizontal (unidades), en este orden. Asimismo la cadena
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simple es la cadena fija de su clase que corresponde a la expresion aritmética
reducida.

b) Existen cadenas simples equivalentes con distinto nimero de casillas.
+ . . . .
Asi, la cadena simple C= C(2 7,), que tiene 9 casillas' admite una cadena simple
. ” . +
equivalente que tiene un menor nimero de casillas: C(3 3):

u

[<O]

S

2%7, 3*3-

.. :
En general, cuando b >5, la cadena C(a b,) tiene otra cadena equivalente
con menor numero de casillas, que expresamos sintéticamente como

Cl(a1)” (10 - b),]
y que interpretamos de la siguiente manera:

a'b, = (a+1)" (10-b).

a'b.=(a-1)" (10-b),

ab, =(a-1) (10-b).

a’b, = (a+1)" (10-b).

Esta expresion sintetiza los 4 casos posibles que se ejemplifican en la ta-
bla siguiente, segiin que la orientacion de a y b sean de avance (+) o de retro-
ceso (-):

+ . . .
! Consideramos a estos efectos que el nimero de casillas de la cadena C(a b ,) €s a + b, si bien existe una casilla
adicional que es la celdilla origen.
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 Expresion arit- -
‘mética reducida | C2dena equivalente
‘ - ‘numero de
b>5
(a+1)" (10-b).
27, @+1)" (10-7).=3" 3.
HEIREN
9 6
a'b, (a-1) (10-b).
27, @-1y (10-7).= 1" 3.
IHESRRN
Niimero de celdillas a+b l 9 4
afib: a*b. (a-1)* (10-b).
Ejemplo 2. Q-1)" (10-7), =173,
Cadena simple » (TTTET]
Nimero de celdillas a+b 9 4
a-;b- a’b. (a+1) (10-b),
Ejemplo, =~ 27. 2+1) (10-7), =33,
Cadena simple {|EEEEIREN
‘ ’ O
Nﬁmerp ae éfel’diila‘sba ; 9 6

Tabla 6.5: Cadenas con menor niimero de casillas (sombreadas)
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¢) Unicidad del representante con menor numero de celdillas.

Conviene no confundir las cadenas simples con las cadenas que tienen
menor nimero de celdillas. Una cadena puede ser simple y no ser la que tiene

menor nimero de celdillas dentro de su clase, como hemos visto en el ejemplo
+ .7 7 r .
de la cadena C(2 7,). También una cadena puede tener un nimero minimo de

celdillas dentro de su clase y no ser una cadena simple como es el caso de la

cadena siendo la cadena su cadena simple equivalente con

igual nimero de celdillas y que tomamos como representante candnico.

Ademads existen en cada clase de equivalencia dos cadenas con menor
numero de celdillas que producen formas geométricas distintas y que solamente
se diferencian en el orden en que vienen expresadas las decenas y las unidades,
como muestra la tabla 6.6 con un ejemplo:

jForma delaseadeny iy

dades) | = (unidades, decena
Cadena fija
Movimientos =~ | (bajar 2, derecha 1) (derecha 1, bajar 2)
Inferl)’r.etagff)n 2 decenas + 1 unidad 1 unidad + 2 decenas
aritmética
Expresion artimética 271, 1.27
Expresion polindmica 2x10+1=21 1+2x10=21
Operador asociado [+21] [+21]

Tabla 6.6: Cadenas equivalentes que cambian el orden entre decenas y unidades.

Debido a que las transformaciones afectan a las casillas verticales y a las
horizontales de manera independiente, la eleccion de uno de estos dos represen-
tantes, con el menor nimero posible de casillas, no influye en el efecto aritméti-
co de las isometrias sobre la cadena.
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d) La cadena fija simple minima asociada a una cadena libre en T;o es
Unica, ya que dadas dos cadenas simples representantes de la misma clase, és-
tas no tienen igual numero de casillas.

En efecto: Sea una cadena fija simple C(aib ). Sabemos que solo existe
una cadena simple distinta equivalente a ella y que viene dada por la expresion
C'[(ail)i (10 - b),] segtin el apartado b) anterior. El niimero total de casillas de
las cadenas C y C’ es, respectivamente, a+b y (ax1)+(10-b) y dichos nimeros
son distintos para cualquier valor de a y b en Ty, ya que para que los nimeros
de casillas de ambas cadenas C y C’ coincidan, se debe cumplir

atb =a+1+(10-b) = b=11/2 6 b=9/2

siendo b en ambos casos un niimero no natural. Solo en el caso de que el niime-
ro de columnas de la tabla (que en Ty es 10) sea impar, puede ocurrir que am-
bas cadenas tengan igual niimero de casillas, como estudiaremos posteriormente.

Queda de esta manera justificada la eleccion de la cadena simple minima
como representante canoénico de las cadenas libres en Tjg. La figura 6.22 recoge
diversas cadenas libres con distintos representantes. Los representantes canéni-
cos quedan en la primera fila, con fondo sombreado.
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[+21] [+14] [-21] [-14]
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Fig. 6.22: Cadenas libres y representantes candnicos (primera fila de cadenas
sombreadas).

e) Influencia de los representantes de la cadena libre en el efecto arit-
mético de las isometrias.

El hecho de existir representantes de una misma cadena libre con diferente
numero de casillas verticales y horizontales (apartado (b) anterior), hace que el
efecto aritmético de dichas isometrias dependa de la eleccion de dicho repre-
sentante, como pone de manifiesto el siguiente ejemplo:
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Cadena fija Cadena fija Operador
origen magen imagen
Operador '_1'_ —, [
origen
>
1.4
[+14]
—  [*62]

[« | |

26, [

2,6

Figura 6.23: El giro Gy, transforma cadenas fijas equivalentes en cadenas fijas no equivalen-
tes.

La figura 6.23 pone de manifiesto que dos cadenas equivalentes (174, y
2'6.) se transforman mediante un giro Ggge en cadenas (174. y 276,) que no son

equivalentes, ya que corresponden a operadores aditivos diferentes ([-39] y
[+62] respectivamente).

El aspecto aritmético de esta transformacién sobre las cadenas 174, y 26.
lo expresamos

Goo(174,)= 1,4 = 1+(-4)x10 = -39
Ggo(276-) =2,6" =2+(6)x10 = +62

El efecto geométrico del giro Gy ha sido el mismo en ambos casos (las
casillas verticales se convierten en horizontales con el mismo sentido y las hori-
zontales en verticales cambiadas de sentido), pero el significado aritmético u
operador asociado, no se ha conservado al cambiar de cadena fija representante.

En general, podemos afirmar que el efecto aritmético de una iso-
metria en T;gy sobre una cadena libre depende del representante elegido para
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tal cadena libre, y por tanto las isometrias en Tig9 no son compatibles con la
relacion de equivalencia definida entre cadenas fijas.

No podemos entonces hablar del transformado de un operador aditivo
mediante una isometria en To utilizando la cadena libre como representacion
geométrica de dicho operador. En cambio podemos estudiar el comportamiento
de los representantes candnicos frente a las isometrias en Tgo.

6.6.6 Efecto aritmético de las isometrias en Tig9 sobre los representan-

tes canonicos de las cadenas libres

N

Consideremos ahora el conjunto de cadenas simples minimas ds_ y estu-
diemos el efecto aritmético que producen las isometrias sobre dichas cadenas,
representantes canonicos de las cadenas libres.

6.6.6.1 Isometrias que no transforman representantes canodnicos en

representantes candénicos

Existen isometrias en Ty que no conservan el nimero de celdillas verti-
cales y horizontales de las cadenas fijas. Estas isometrias son Ggg, Ga79, Rus ¥y
R.4s5, y permutan el numero de casillas verticales por el de horizontales (cambian
decenas por unidades), alteran el orden “decenas, unidades” y cambian también
la orientacion de la cadena.

Si tomamos como origen una cadena simple minima de modo que el nu-
mero de casillas verticales sea mayor que 5, su cadena transformada tendra un
numero de casillas horizontales mayor o igual que 5, y por lo tanto no sera una
cadena simple minima. Este es el caso de la cadena C(61.) sometida al giro Goo:

Goo (C(671,)) = 6,1°

La cadena transformada 6,1 no es una cadena simple minima, ya que sus
celdillas vienen dadas en el orden “unidades, decenas” y ademds no es la cadena
de menor nimero de casillas dentro de su clase. El representante candnico co-
rrespondiente es C(0 4.) dado geométricamente mediante la figura (T 10, y

corresponde al operador [-4]. La siguiente figura esquematiza este ejemplo:
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[+61] [-4]
i - e Representantes
S A ([ AN candnicos
— £
Goo

. \ ’,'l

4 _

A 1]

\ Yy \_ J

El giro Gy, transforma algunos representantes canénicos en cadenas que no lo son

6.6.6.2 Isometrias que transforman representantes canénicos en re-
presentantes candnicos

Las isometrias que conservan las celdillas verticales y las horizontales
(salvo la orientacién), transforman representantes candnicos en cadenas que si-
guen siendo representantes candnicos, ya que estas isometrias conservan tanto el

orden “decenas, unidades” como su niimero. El conjunto de estas isometrias es
S ={Gs60, Gis0, Ry, Ry}

Si consideramos un operador aditivo expresado mediante el representante
canonico de su correspondiente cadena libre, tiene sentido entonces someter al
conjunto Cs de dichos representantes candnicos al efecto de las isometrias de S,
ya que sus cadenas transformadas siguen siendo cadenas representantes canoni-
cos. En este sentido podemos considerar el transformado de un operador aditivo
en Tgp mediante cualquiera de las isometrias de S.
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6.6.6.3 El grupo de Klein (S , °) de las isometrias que conservan las
cadenas simples minimas

Considerando el conjunto de isometrias S cuyo dominio de aplicacion es
el conjunto Cs de cadenas simples minimas, y la ley de composicion usual de
isometrias en Ty, comprobamos facilmente (como se vio en el apartado 6.6.4.1
¢) que (S, °) es un grupo de Klein:

El efecto de cada isometria de S sobre una cadena es:
R, cambia las unidades de signo.

R}, cambia las decenas de signo.

G50 cambia las unidades y las decenas de signo.
G360 N0 cambia las unidades ni las decenas.

Representamos este grupo mediante su tabla pitagorica correspondiente y
el diagrama de flechas, con la cadena C(2"1,) como cadena origen:

IR

Ry

Ry

Giso

G360
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Ty

R, I ‘\
G3 60
C

180

Ol

2.1+ |

(@
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6.7 Estudio de la Tabla-100 estructurada en k-columnas

La identificacién de las cadenas libres con los operadores aditivos esta
basada en un convenio mantenido hasta este momento: la Tabla-100 esti
organizada en 10 filas y 10 columnas; cada fila incluye una decena completa.
Este convenio puede modificarse de manera que organicemos los 100 primeros
nimeros mediante una tabla con un nimero diferente de columnas. Por lo que se
refiere a los operadores aditivos vamos a ver que esta nueva organizacion de una
tabla equivalé, en cierto modo, a un cambio de base.

Al estructurar la Tygp en un nimero distinto de columnas las propiedades
geométricas de las cadenas simples se destacan y se observa como se altera su
interpretacion aritmética.

6.7.1 La Tabla-100 de k columnas 12 3 4 5 6 7
. . ., 8 13 14

La disposicion de la Tip en 10 columnas
responde a una eleccidn arbitraria, si bien es esta | ° 2002
27 28

configuracién la que se ajusta al sistema decimal | 2
de numeracion. Manteniendo el orden de los |20 30 31 32 33 34 35
nameros, es posible organizarlos en otra tabla |36 37 38 39 40 4
que tenga solamente k columnas, es decir, con k | 43 44 45 46 47 48 40
elementos en cada fila, como se observa en la |so s1 52 53 54 55 s6
figura 6.26, para el caso k=7. 7 58 59 60 61 6 63

Para simbolizar que los 100 primeros |6 65 6 6 6 6 70
numeros se organizan en una tablade k columnas |71 72 13 ™ 15 7 77
empleamos la notacién Tigox y denominamos |7 79 s s1 & 8 s
Tabla-100 de k columnas a esta nueva |g g s 85 8 9 o
representacion del conjunto de los 100 primeros | ¢ o3 os o5 96 97 og

numeros. 9 100

Figura 6.26: Cadena C(2'1,) en la
tabla-100 de 7 columnas T1gg(7
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6.7.2 Operadores aditivos en la Tabla-100 de k columnas

Hemos caracterizado las cadenas libres y operadores asociados en Tjg.
Estudiamos a continuacion los cambios de interpretacién que se producen en
cadenas libres y operadores asociados cuando pasamos de Tjg a T1o0(k-

En Tig, la expresion aritmética reducida aibi representa el operador
aditivo [10x(+a) +b] y la cadena libre correspondiente C es una clase de cadenas
fijas cuyo representante canénico es una figura geométrica formada por a
celdillas verticales (a partir de la celdilla inicial) descendentes/ascendentes
(sumar/restar a decenas), seguidas de b casillas horizontales hacia la
derecha/izquierda (sumar/restar b unidades) que denotamos C = C(a* b.) (ver
punto 6.3.4).

Ahora bien, si modificamos el nimero de columnas y consideramos la
tabla Tygo(7, como en la figura 6.26, se modifica la interpretacion aritmética de
una cadena simple. En este caso, subir o bajar a casillas a partir de una celdilla
dada significa restar o sumar a "septenas", de modo que la cadena de la figura
26 tendria como operador asociado el que viene dado por la expresion 7a+b. De
este modo, manteniendo el sentido geométrico de una cadena, se modifica su
interpretacion aritmética. Las cadenas C(a*b.) corresponden, en la tabla de 7
columnas, a los operadores [7x(+a) +b].

&

Asi, la cadena L= | que aparece en la figura 6.26, es la cadena C(2+1 L) (la

misma que para Tjgp) mientras que el operador aditivo asociado es [+(7x2+1)] =

[+15].

De este modo comprobamos que se ha producido un cambio en el

Q@
il

operador aditivo asociado a la cadena al pasar de Tigo @ T1o0¢7. En Tigo el
operador aditivo es [+21], mientras que en Tigo(7 el operador aditivo asociado a

la misma cadena es [+15].
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No obstante, si el nuevo operador aditivo [+15] lo escribimos en base 7
(que es el nimero de columnas de la nueva tabla), tenemos: 15 = 21; que
coincide en notacion con el significado aritmético de la cadena situada en Tyg.

En general, una cadena libre se identifica por C(aibi), ya que estas
expresiones indican el nimero de celdillas de avance o retroceso
correspondientes a columnas y filas, respectivamente. Esta identificacién es
independiente del nimero de columnas que tenga la tabla, es decir, la
identificacion es la misma para T)gp que para cualquier tabla T100- No ocurre
igual con el operador aditivo asociado a la cadena [kx(+a) £b] que depende del
valor de k. Ahora bien, si escribimos tal operador en base Kk, su notacién se
conserva pero cambia su valor numérico.

La tabla 6.7 muestra, para el caso de a y b positivos, los invariantes y los
cambios que se producen en un operador cuando pasamos de Tjg a T1o0a
(Analogamente seria para los restantes valores de a y b):

C B | 2
=+] 2x10+1 2x7+1 2x7+1
1
1_ — [10a+b] [7atb] [+ab(7] [ka+b]
LT 10a+b 7a+b 7a+b ka+b
L

Tabla 6.7: Cambio en el operador asociado a una cadena, al cambiar el ntimero de columnas de la tabla.

6.7.3 Cadena asociada al operador [tab] en la tabla Tygox

Partimos ahora de un determinado operador aditivo en la tabla Tjq, por
ejemplo [+ab]. En este caso sabemos cual es la cadena libre y la notacién
aritmética correspondientes en dicha tabla. Pero si pasamos a la tabla T100x, NO
disponemos de criterio directo para conocer la cadena que corresponde al
operador [+ab] en la nueva tabla.
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Nos proponemos determinar la cadena libre correspondiente al operador
[+ab] cuando consideramos la Tabla-100 con un niimero k de columnas.

6.7.3.1 Cadena libre asociada a un operador en T100k

Si, por ejemplo, consideramos el operador [+38] en Tjqg, Su expresion
. 7, . + .y ’ . .
aritmética reducida es 3 8, cuya expresion geométrica es la cadena simple:

9

3 F

HEIEEEN
8

Pero al mismo operador [+38] en la tabla T}gg(7, le corresponde la cadena:

LT T

4] |
3

cuya expresion aritmética reducida es 53 .. Estos valores quedan justificados
por el cambio de base 38 = 53.

En general, cuando hacemos un cambio de tabla y queremos conocer la
cadena libre asociada al operador [+ab] en la tabla T100(k €s necesario realizar un
cambio de base: ab = cdy.

La cadena libre en Tgo asociada al operador inicial [+ab] es la que tiene
¢ celdillas verticales y d celdillas horizontales, y cuya notacién es C(c+d+),
siendo ab = cdy.

Igual razonamiento resulta valido para los otros valores de a y b, con las
modificaciones de signos y sentidos correspondientes.

6.7.3.2 Determinacion del representante canonico en T1o0k

La obtencion de la expresion aritmética ¢'d, anterior para la cadena libre
asociada al operador [+ab] es el resultado de la division por defecto del niimero
ab entre el nimero de columnas k de la tabla; ab=ck+d. Igualmente se obtiene
otra expresion equivalente, (c+1)"(k-d). , si efectuamos la divisién por exceso,
ya que:

(c+1)"(k-d). = (c+1)k+(d-k) = ck+d
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En general para un operador cualquiera tenemos dos expresiones
aritméticas distintas para su cadena asociada en la tabla T;g. de k columnas:
c'dy y (ex1)*(kFd),.

Para determinar su representante candnico, queda por ver cual de las dos
expresiones anteriores tiene menor nimero de casillas: |e[+|d| y |ct1[+HkFd|
respectivamente.

En cualquier caso tanto ¢ como d han de ser nimeros naturales, estando
los valores absolutos de ¢ y d limitados: |¢| <100/k ; |d] <k

Distinguimos los casos en que el operador en su forma decimal ab sea
positivo o negativo ya que, si es cero, el representante candnico tiene una sola
casilla para cualquier nimero de columnas de la tabla:

a) Para ab>0, como por ejemplo +36, al efectuar la divisién por defecto
entre k obtenemos tanto el cociente ¢ como el resto d positivos:

36 |7
L5 o=5; d=1; 36=5x7+1;
siendo 5x7<36. La cadena que se obtiene es C(5'1,) cuyo niimero de casillas es

[S5]+]1|=6.

J I T T8

|
1

La otra cadena corresponde a la expresion aritmética (5+1)*(7-1). = 6'6.

[T T

HEKIN
6

que tiene 12 casillas, y se obtiene mediante la division por exceso:

36 |7
-6 6 36=6x7-6, siendo 6x7>36
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El representante canénico en este caso es la cadena C(5'1,) por tener

menor numero de casillas.
En general, sea una cadena C(c¢'d.) obtenida por medio de la divisién por
defecto:

abLk_
dc

c>0; d>0; ab=cxk+d, con cxk<ab,

y otra segunda cuya expresion aritmética reducida es (c+1)"(k-d). obtenida de

la division por exceso:

ab |k
d-k ¢+l (4150, dk<0; ab=(ct+1)xk+(d-k) siendo (c+1)xk>ab

Para averiguar cudl cadena tiene menor nimero de casillas debemos
discutir las condiciones de la desigualdad |¢[+|d| < |c+1[+|k-d|, que se reduce a
ctd < (ct+1)+(k-d)

al ser ¢>0; d>0 y k-d>0, con lo que tenemos 2d<k+1 =>d < % .

Si llamamos #(c'd.) al nimero de casillas de la cadena C(cd,), de lo anterior
deducimos:

. k+1

si d< = #(c'd)< #((c+1)'(k-d).) siendo la cadena C(c'd,) el

representante candnico:

LTI

[e]

* si d>% = #(c'd,)> #((c+1)"(k-d).) siendo la cadena C((c+1)"(k-d).) el

representante canonico:
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=y
: ct+l
mnnnfl
g~
% . _ k + 1 + — + .
st d -——2—3 #(c'dy)= #((c+1) (k-d).) (para lo que k debe ser impar), las

dos cadenas tienen igual nimero de casillas, y podemos elegir como

representante candnico cualquiera de ellas:

O

-

Hunsnn o
4 Lgqg—

(¢}

LT IO

c+l

Con el fin de tener un solo representante candnico para cada operador,
optamos por la cadena C(c*d,) que corresponde a (bajar, derecha).

Si k es par no existen dos cadenas equivalentes con igual nimero de
casillas.

b) Para ab<0, como por ejemplo —36, al efectuar la divisién por defecto
entre k se obtiene un cociente negativo —c y el resto positivo +d:

-36 17
6 -6
-c =-6; d = 6; (-6)x7+6 = -36, siendo (-6)x7< -36

La cadena que se obtiene es C(676,) y tiene 12 casillas:

6
[ 1111

APTT1

La otra cadena equivalente tiene como expresion aritmética reducida 571_
y corresponde a

CBl1]
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-36 |7
-1 -5
Se obtiene de la divisién por exceso ya que
-36 = -5x7H(6-7) = «(6-1)x7 -(7-6) = (6-1) (7-6).=51.
En general se obtiene dos cadenas:

Una cadena C(c'd,) procedente de la divisién por defecto
ab |k_
d -c
siendo ¢>0; d>0; ab = -cxk +d, con cxk<ab

La otra cadena es C((c-1)" (k-d).) obtenida de la divisién por exceso

ab |k_
d-k -(c-1)

siendo -c+1<0; d-k<0; ab = -(c-1)xk+(d-k); -(c-1)xk>ab.
Igual que antes, debemos discutir la expresion:
elHd] < |-(e-1) + [-(k-d)|

que al ser ¢>0; d>0; k-d>0 se reduce a: ¢c+d < c-1 + k-d, con lo que obtenemos
2d<k-1 => d< % Por tanto:

e Si d<%:> #(cds) < #((c-1)(k-d).) siendo la cadena C(cd,) el

representante candnico:

-
1]

—d
1.1

]
i

AT

o d>%:> #(cdy) > #((c-1)'(k-d)) siendo la cadena C((c-1)(k-d).) el

representante candnico:

k-d
—
LLI1]

O]
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e Sid= 5;—1 (para lo cual k debe ser impar) = las dos cadenas tienen igual

nimero de casillas y podemos elegir como representante candnico cualquiera
de ellas. En este caso, con el fin de tener un solo representante canénico para
cada operador, optamos por la cadena C(¢'d+) que corresponde al sentido de

recorrido (subir, derecha).

Tenemos de este modo un criterio para determinar el representante candnico
de un operador [ab] dado en forma decimal en la Tabla-100 de k columnas.
Aparecen en este proceso los cuatro tipos de cadenas: (1) “bajar, derecha”;
“bajar , izquierda”; “subir, derecha” y “subir, izquierda”.

Esta caracterizacion de los representantes candnicos la esquematizamos con
el siguiente organigrama:
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[ Operador [ab]]
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6.7. 4 Transformaciones geométricas y operadores invariantes

El problema que nos planteamos ahora es el siguiente: sea un operador
[tab], queremos averiguar qué isometrias dejan invariante a este operador en la
tabla Tioox. Es decir, para qué valores de k y para qué isometrias I la cadena
libre C correspondiente al operador aditivo [+ab] resulta invariante respecto de
la isometria I. I(C) = C en la tabla Tjgoy. Para ello vamos a ir considerando
diferentes casos.

En todos los ejemplos nos limitamos a estudiar el caso del operador [+ab]
y su cadena libre asociada C en la tabla Tigk, Ya que el operador [-ab],
simétrico del anterior, tiene un analisis similar basado en la cadena C', simétrica
de la cadena C.

6.7.4.1 Reflexion vertical R,

Sea un operador aditivo [+ab] y R, la reflexion vertical considerada en el
apartado 6.1. Tratamos de determinar el niumero k de columnas que debe tener
la tabla T1go(c para que la isometria R, deje invariante al operador [+ab].

Hemos visto que las cadenas que son invariantes mediante R, son de la
forma C = C(c+ 0,), es decir, las que no tienen casillas horizontales. Nuestro
problema consiste en determinar para qué valores de k el operador [+ab] tiene
como representacion geométrica en Tygok una cadena C(c+ 0,).

Veamos un ejemplo. Sea el operador [+21] cuya representacion
. +
geometrica en Tygo queremos que sea la cadena C(c 0,); en este caso:

c0,=21,obienck=21 = k=21/c,siendoc, k € Z.
Los tnicos pares de valores posibles para (c, k) son: (1, 21), (3, 7), (7, 3).

La condicién para que la representacion geométrica en la tabla Tjgo( del
operador [+21] sea invariante mediante una simetria vertical R, es que 21 sea un
multiplo de k.

La solucion correspondiente a (3,7) es interpretada como que el operador
©
]

[+21] tiene asociada la cadena U en T407 que se expresa aritméticamente como

3%0, y es invariante frente a R, :
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La solucion (1,21) indica que el operador [+21] tiene asociada la cadena

.r . r,e + . . . .
en Tigo21 Cuya expresion aritmética es 170, y es asimismo invariante frente a R, .

LITITT O

La solucién (7,3) indica que el operador [+21] tiene asociada la cadena

en Tjgo3 cuya expresion aritmética es 770, y es asimismo invariante frente a R,

En general, la condicién para que la representacién geométrica en la tabla
Thoo del operador [+ab] sea una cadena invariante mediante una simetria
vertical R, es que ab sea miltiplo de k.

El mismo razonamiento sirve para el operador [-ab], solo que en este caso
- +
la cadena resultante es C(c 0.), simétrica de C(c 0,).

6.7.4.2 Reflexion horizontal R,

Las cadenas invariantes mediante una reflexion horizontal Ry, son las de la

+ .
forma C=C (0 d*), es decir, las que no tienen casillas verticales.

Recordamos que en la tabla Tjgo todas las cadenas simples horizontales
tienen un nimero de casillas d < k ya que, en caso contrario, si d >k, la
LY 4 + .
expresion C (0 d,) no corresponde a una cadena simple:

En efecto, sid=k+n = C (0d,) = C (I'n,) siendo esta ultima
expresion la de la cadena simple equivalente.

Nuestro problema consiste en determinar para qué valores de k el

operador [+ab] tiene como representacion geométrica en Tjgog una cadena
+
C© d,),cond<k.

Veamos un ejemplo con el operador [+21] cuya representacion geométrica
+
en Tygo queremos que sea la cadena C(0 d 2.

Departamento de Didéctica de la Matematica. Universidad de Granada



350 CAPITULO 6: Estudio teérico-matemético de la Tabla-100 y las cadenas.

21=0xk+21; al ser positivo el operador y segin el organigrama anterior,

+1, 0 sea 2lsk+l

debe ser d<¥ —k>2x21-1= 41

En una tabla de 41 columnas o mas, el operador [+21] se expresa en forma

de fila y es invariante frente a una reflexion horizontal.

En general, para que el operador [ab] quede invariante frente a Ry, debe
ser el nimero k de columnas de la tabla mayor o igual que 2ab-1.

6.7.4.3 Reflexion oblicua R 45

Esta reflexion tiene su eje paralelo a la diagonal principal de la tabla.
Dada una cadena reducida C(c+d ,) tenemos: R_4s [C(c+d J]=C(c +d+), es decir la
reflexion R 45 permuta las casillas horizontales con las verticales conservando el
sentido de avance o retroceso:

CANEEAS

R-45

La cadena transformada mediante R 45 no es una cadena simple, ya que su
primer tramo es horizontal y el segundo vertical; ahora bien estas cadenas
C(c +d+) y C(d+c .) son equivalentes. Es decir, C(d+c .) es la cadena simple
transformada mediante R 45 de la cadena C(c+d L)

Por ello, las cadenas invariantes respecto a Rys son aquellas cadenas
- + . r . .
simples de la forma C(c c,), con igual nimero de casillas horizontales que
verticales:

imNe

r

c

| Corm
L |

[+

Otra vez nuestro problema consiste en determinar para qué valores de k el
operador [+ab] resulta invariante respecto de la reflexion Rs, es decir tiene
4 7 . +
como representacion geométrica en Tyggq una cadena C(c c,), con ¢ <k.
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Consideramos de nuevo el ejemplo del operador [+2 1] cuya

representacion geométrica en T100 queremos que sea, en este caso, la cadena

C(c+ c,). Entonces: ccp,=c¢c k+c=c(k+1)=21= k =—2C—1—1, con ¢>0.

Los pares de valores posibles para (c, k) son (1, 20) y (3, 6); el valor (7, 2)
no es valido ya que se ha de cumplir que ¢ < k. Es decir, el operador [+21] tiene
asociada la cadena C(l 1,) en la tabla Tjgpo; también dicho operador tiene
asociada la cadena C(3 3 ,) en la tabla Tjgoe; en ambos casos la cadena es
invariante para la reflexion Rys. Este ejemplo lo esquematizamos con la

siguiente figura:
T1o0(6 l

e

2'1, \ @ﬁ
\

Ti00020

Igual resultado se obtiene al considerar el operador [-21] y la cadena del
tipo C(c’c.), ya que se obtendria la expresién (-c)k -c = -21=> k =%—1, con
c>0.

En general, si consideramos el operador [+ab] y tratamos de determinar

para qué valores de k su representacién geométrica en T1io0 €s la cadena
+
C(c c,), se ha de cumplir: cc, =c¢ k+c=c (k+1) = ab. Tenemos entonces que k

ab
= ——1, ¢ <k, es decir, las condiciones buscadas se verifican para aquellos
C
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valores de k que son divisores de ab menos 1. Este resultado es igual el

correspondiente al caso del operador [-ab] con la cadena C(c’c.).

6.7.4.4 Reflexion oblicua R, 4s

Esta reflexion tiene su eje paralelo a la diagonal secundaria de la tabla.
Dada una cadena reducida C(c+d .) tenemos: R4 [C(c+d )] =C(cd), es decir la
reflexion R.4s permuta las casillas horizontales con las verticales y las cambia de
signo; tal es el caso de Ryys [C(2+1 = C(2_1') en T1go:

Rsas

o 21"
'TE

En este caso la cadena transformada tampoco es una cadena simple; la

cadena simple equivalente a C(c.d) es C(d c)).

Por ello las cadenas invariantes respecto a R.4s son aquellas cadenas de la
+ = . r . . .
forma C(c ¢)) o C(c c,), con igual nimero de casillas horizontales que verticales,
pero con distinto signo.

Nos proponemos determinar para qué valores de k el operador [+ab]
resulta invariante respecto de la reflexion Ru4s, es decir, tiene como
.7 r - +
representacion geométrica en Tigo una cadena C(c c), con ¢ <Kk.

Consideramos el ejemplo del operador [+21] cuya representacion

geométrica en Tigpk queremos que sea, en este caso, la cadena C(c+c_),
Entonces: cxk-c=c (k-1)=21 = k =%+1. Los pares de valores posibles

para (c, k) son (1, 22) y (3, 8); el valor (7, 4) no es valido ya que se ha de
cumplir que ¢ < k. Es decir, el operador [+21] tiene asociada la cadena C(1+1_)

en la tabla Tygo(22; también dicho operador tiene asociada la cadena C(3+3_) en la

tabla T1go(s; €n ambos casos la cadena es invariante para la reflexion R.45 como

muestra la siguiente figura:

Francisco Ruiz Lépez



La Tabla-100: representaciones geométricas de relaciones numéricas, 353
Un estudio con profesores de Primaria en formacién.

e

2*1,

Trooc22

Andlogamente que en el caso anterior, este valor es igual que si tomamos
el operador [-21] y la cadena del tipo C(c’c.), ya que obtendriamos la misma
expresion al ser (-¢)xk+c=-c(k-1)=-21 = k =%+1.

En general si consideramos el operador [+ab] y tratamos de determinar
para qué valores de k su representacion geométrica en Tiooc es la cadena
+
C(c c)), se ha de cumplir: cxk - ¢ = ¢ (k-1) = ab.

ab . ..
Tenemos entonces que k = —+1; ¢ < k, es decir, las condiciones
c

buscadas se verifican para aquellos valores de k que son divisores de ab mas 1.

Este resultado es igual para el caso del operador [-ab] con la cadena C(cc,).

6.7.4.5 Giros y traslaciones

En relacion con los giros ya hemos visto que el giro Gig deja invariante a
todas las cadenas simples; los demds giros solamente mantienen invariante la
cadena nula.

Igualmente, cualquier traslacion mantiene invariante a todas las cadenas
libres.

Es por ello que el problema de determinar los valores de k y las isometrias
I para las que la cadena libre C correspondiente al operador aditivo [+ab] resulta
invariante respecto de la isometria I: I(C) = C en la tabla Tioox, NnO tiene
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discusion especial en el caso de los giros y las traslaciones. Sea cual sea el valor
de k una cadena libre C es invariante mediante el giro G3g y mediante cualquier
traslacion. Alternativamente, sea cual sea el valor de k una cadena libre C no
nula, nunca es invariante para cualquier otro giro.

6.7.4.6 Resumen del estudio

La tabla 6.8 recoge, de forma resumida, las expresiones aritmética y
geométrica de los operadores invariantes frente a las isometrias aqui
consideradas, asi como la relacion numérica que debe haber entre el operador
[ab] y el nimero de columnas de la tabla k para que dicho operador sea
invariante frente a alguna de las isometrias consideradas:
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+ @ I
cc ]
R A = = k=230_1 o
cc. = o c
. C+C_ % _'—'I H| 51
Ri4s } . - k=—+1; c<k
c cs O o c
Gago . ctd, Cualquier cadena k>1
G 99 Gigo 0%0, 0 1>1
G270
T, ctd, Cualquier cadena k>1

355

Tabla 6.8: Namero de columnas k que debe tener una tabla-100 para que un operador dado [ab] sea invariante

frente a las isometrias estudiadas.
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6.8 Congruencias y patrones rectilineos en Tjg

Es una propiedad conocida que al sustituir en el Tridngulo de Pascal cada
nimero por su clase residual segiin un médulo determinado, las diversas clases
se agrupan formando patrones en forma de tridngulos semejantes a la disposi-
cién triangular de esa tabla.

La figura 6.25 muestra los patrones triangulares que forman las clases re-
siduales mddulo 2. Dichos tridngulos estdn constituidos por la clase 0 (interior
de los triangulos) y por la clase 1 (lineas de separacién entre los tridngulos).

En el caso de

considerar un modulo
mayor que 2, se obtie-

[y

nen otras familias de
tridngulos con las dife-
rentes clases residuales.

Mediante el estu-
dio de los patrones
constituidos por las cla-

ses residuales en el

1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
13
1
1
1
1
1
1
1
1 £
1 1T 11 11 1 111111111

1
1
1
1
1
1
1§
1
1
1
1
1
1
1
1
1

111 1 1 1 11

Triangulo de Pascal se | ,
Figura 6.25: Patrones triangulares que adoptan las clases residuales médulo

pueden abordar CampoS |2 en el Tridngulo de Pascal.

de las matematicas co-

mo la divisibilidad, la congruencia y la combinatoria; la generacion de estos pa-
trones esta relacionada con la obtencion de fractales, y puede realizarse automa-
ticamente por medio de programas informaticos; (Lund, 1979; Long, 1981; Eng
& Casey, 1983; Wolfram, 1984; Seymour, 1986).

Adoptamos esta idea para considerar nimeros congruentes y clases resi-
duales sobre Ty y estudiar patrones rectilineos en dicha tabla.
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6.8.1 Interés y objetivos del estudio de los patrones rectilineos en las
tablas (m, k)

Cuando se consideran las clases residuales modulo m en Tyq, los ele-
mentos de cada una de las clases de equivalencia se presentan alineados, cons-
tituyendo regularidades visuales que llamamos "patrones rectilineos". La figura
6.26 muestra tres patrones rectilineos distintos que se pueden considerar con la
clase residual de 0 modulo 5 en To de 8 columnas. Estos patrones cambian al
variar tanto el médulo m como el nimero k de columnas de la tabla. Utilizare-
mos la notacion (m, k) para designar estas tablas.

73

81

39

98 9 97 98 99 97 98 99

Figura 6.26: Tres patrones rectilineos distintos formados por las clases residuales
modulo 5 en la Tabla-100 de 8 columnas: tabla (5, 8).

La figura 6.27 muestra las regularidades de las tablas (m, k) cuando m y
k varian entre 2 y 10. Se han destacado los elementos de una clase de residual, la
del 1, ya que las demas clases se disponen de forma “paralela”. Adjuntamos a
esta figura en hoja aparte las tablas (m, k) en la que se destacan con diferentes
colores los elementos de todas las clases residuales, y con un formato mas am-
plio con el objeto de poder reconocer mejor los niimeros que componen cada
clase de equivalencia.
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Patrones rectilineos en las tablas (m,k), con m=2,3,...,10; y k=2, 3,...,10
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Nos proponemos estudiar las regularidades en las tablas (m, k) tanto des-
de un punto de vista visual-geométrico como con un enfoque analitico o funcio-
nal, buscando expresiones que reflejen propiedades con marcado caracter visual.

Tratamos de poner de manifiesto la utilidad que para este propésito tienen
las cadenas simples, entendidas como representaciones geométricas de los ope-
radores aditivos en las tablas (m, k), ya que participan de su doble condicién de
figuras geométricas con significado aritmético.

Mediante la observacion de los patrones rectilineos y las representaciones
que utilizaremos, pretendemos:

1. Caracterizar “rectas” en Tio y encontrar expresiones aritméticas o
ecuaciones que las representen.

2. Caracterizar los patrones rectilineos originados en las tablas (m, k) te-
niendo en cuenta las rectas en Ty, las cadenas simples y los operadores aditivos
asociados.

3. Utilizar las relaciones entre operadores aditivos y cadenas simples para
establecer nuevas relaciones numéricas a través de los patrones, asi como para
demostrar aritméticamente propiedades observadas visualmente.

4. Encontrar criterios aritméticos para que los patrones originados en dos
tablas (m, k) y (m, k’) sean “simétricos” (en el sentido que se indicar4).

5. Encontrar criterios aritméticos para que los patrones de una tabla (m, k)
estén contenidos en los de otra tabla (m, k).

6. Utilizar recursos informaticos para obtener todos los patrones rectili-
neos en cualquiera de las tablas (m, k), asi como determinar los elementos que
componen cada uno de los patrones.
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6.8.2 Patrones rectilineos en las tablas (m, k)

Con el fin de formalizar la idea de patrén rectilineo, hacemos algunas
consideraciones sobre diversos elementos que podemos encontrar en las tablas
(m, k).

6.8. 2.1 Congruencias y clasificaciones en Tyg

Sea Tjpo la tabla de los cien primeros nimeros organizada en k colum-
nas y m el modulo respecto al cual vamos a clasificar los nimeros de la tabla.
La clasificacion que se obtiene al considerar las clases residuales médulo m en
dicha tabla la denominamos (m, Tyon). Cuando no se produzca confusion escri-
biremos abreviadamente (m, k), identificando de este modo la notacién para la
tabla con la clasificacion en ella producida.

Debido a la eleccion de los nimeros de la tabla, las clases se denominan:
clase(1), clase(2), clase(3), ..., clase(m-1), clase(m).
que notamos 1,2, ...,m-1, m.

Si usamos el mismo color para resaltar los nimeros congruentes entre si
moédulo m, visualizamos mediante colores distintos las m clases de equivalencia
resultantes. Una primera clase es la de los multiplos de m, la siguiente es la de
los multiplos de m mas 1, o clase de 1, y asi hasta llegar a la clase de los multi-
plos de m més (m-1) o clase de (m-1):

m={m}; I={m+1}; 2={m +2}; ..., m=1 = {m +m-1};

En el caso de la clasificacion (2, 2), es decir, de la clasifica-
cion moédulo 2 de Tigo, se obtienen 2 clases de equivalencia, una

formada por nimeros pares y otra formada por nimeros impares
(Figura 6.28).

Cuando m aumenta también lo hacen el nimero de clases y el
numero de colores; el “sistema de colorear” genera dificultades de
orden préctico para distinguir las clases, y es incomodo de gestionar.
Por lo que se refiere a este documento, y mientras no sea necesario
singularizar cada una de las clases, vamos a distinguir y colorear una

sola clase modulo m; con carécter general colorearemos la clase de .
igura 6.28:

Clasificacion
@2
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los multiplos de m, distinguiendo el nimero en negrita y sombreando su celdilla
correspondiente (Figura 6.27).

En los apartados siguiente, empezamos considerando las clases residuales

modulo m en Tyg, es decir las tablas (m, 10) y extenderemos los resultados a las
tablas (m, k).

6.8.2.2 Rectas y puntos alineados en las tablas (m, 10)

Si observamos los puntos de una misma clase, por ejemplo los que corres-
ponden a los multiplos de m, en la clasificacién (m, k), vemos que estos puntos
se disponen manteniendo ciertas alineaciones. Esta caracteristica la podemos
observar en la figura 6.26 para la clasificacion (5, 8), en la figura 6.28 para la
clasificacion (2,2), y mas generalmente en la figura 6.27.

En general, los multiplos de m en la clasificacion (m, k) no quedan ali-
neados segun una sola direccidn; a veces encontramos varias posibilidades, co-
mo se observa en la figura 6.26 para la clasificacion (5, 8).

Las posibilidades de eleccion son varias porque los puntos de una misma
clase quedan distribuidos de m en m, por ello ocupan posiciones distintas en
cada una de las filas de la tabla (salvo que m sea divisor de k o bien k sea divi-
sor de m) hasta llegar a la fila que concluye en el punto m k. A partir de esta fila
los puntos vuelven a ocupar las mismas posiciones que ya ocupaban en las filas
anteriores. La distribucion de los multiplos de m sobre la tabla (m, k) es regular,
esta sometida a un ciclo.

Ast lo vemos en la figura 6.26; los multiplos de 5 estan distribuidos de 5
en 5 e igual ocurre con puntos que corresponden a las demads clases residuales.
Los multiplos de 5 van ocupando posiciones distintas en las sucesivas filas hasta
llegar a la fila que concluye en 5x8 = 40; a partir de esa fila las posiciones vuel-
ven a repetirse.

Consideremos los elementos de la clase residual 4 en la tabla (4, 10).
Desde el elemento 8, por ejemplo, podemos pasar a otros elementos de su mis-
ma clase de diversas formas, obteniendo conjuntos de elementos de la clase 4
alineados con 8 (Figura 6.29):

Departamento de Didactica de la Matematica. Universidad de Granada.



362 CAPITULO 6: Estudio teérico-matemético de la Tabla-100 y las cadenas.

* {8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72, 80, 88, 96}. Este conjunto se compone
de tres tramos; el salto o diferencia entre dos elementos consecutivos de este
conjunto es constante e igual a 8, y visualmente podemos pasar de un elemento
al siguiente mediante la cadena simple C(1" 2.).

* {8, 20, 32, 44, 56, 68, 80, 92}. Tam- |' * * ¢ * ¢ "AALO

o 13 ouoas | efrd s 19T“zo

bién se compone de tres tramos, estando el 0l-

21 22 23 )4/ 25 | 26 27 28 29 30

timo tramo constituido solamente por el 92. El |,

40

50

salto es 12y su cadena simple es C(1*2,). “

51

* {8, 36, 64, 92}. Consta de un solo tra- |
mo, su salto es 28 y la cadena simple corres- |
pondiente es C(3+ 2-)- 81 82 .,-".83 84 85 8 87 89 90

91 | 92":| 93 | 94| 95 97 98 99 100
Observamos que en estos Subconjuntos Figura 6.29: Alineaciones en la tabla
. . 4,10)
de la clase 4 la diferencia entre dos elementos

60

70

consecutivos es siempre un multiplo de 4, y que este salto lo podemos visualizar
mediante una cadena simple representante de dicho operador aditivo multiplo de
4. Tenemos pues una forma aritmética (operador aditivo) y otra visual (cadena
simple) de expresar esta diferencia o salto entre los elementos consecutivos de
los anteriores conjuntos.

Dado un subconjunto ordenado de elementos { p;, p;, ps,..., p, } de una
clase residual en una tabla (m, 10) decimos constituye una recta cuando la ca-
dena simple que permite pasar de p; a p;+; es igual que la cadena simple que
permite pasar de p;+; a pisy (coni = 1, 2, ...n-2), y en este caso decimos que di-
chos elementos estdn alineados. A dicha cadena simple le llamamos cadena ge-
neradora de la recta.

Una recta viene caracterizada por un punto P de la tabla y una cadena
simple C(c+ d,) generadora, que enlaza un elemento de la recta con el siguiente,
y se obtiene a partir de P mediante la aplicacion sucesiva de la cadena C(c+ d,).
Admitimos pues, la existencia de rectas que se componen a su vez de varios
segmentos paralelos (Figura 6.30).
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Hagamos algunas consideraciones sobre las

caracteristicas de estas rectas sobre las tablas (m,
10):

a) Por la propia naturaleza finita y limitada
de las tablas (m, 10), las rectas son conjuntos fi-
nitos discretos de puntos (asociados a numeros)
del geoplano 10x10, cuyos limites son los de la
tabla.

Figura 6.30: Recta y cadena generadora
en la tabla (4, 10)

b) Las rectas sobre (m, 10) vienen determi-
nadas por un punto y una cadena simple que, en este caso, proporciona la “pen-
diente” de la recta. También quedan determinadas dando un punto de la recta y
el siguiente.

c) Seglin un sistema de referencia convencional, las rectas generadas por
las cadenas de la forma C(c+ d,), o C(c d) son rectas de pendiente negativa o
decrecientes. Las rectas generadas por las cadenas de la forma C(c+ d)oC(c'd W)
son rectas de pendiente positiva o crecientes.

Se identifica de este modo la pendiente de una recta en la tabla con su ca-
dena generadora. De esta manera, ademds del operador aditivo que lleva asocia-
do la cadena, atribuimos otro nuevo significado geométrico a la nocién de cade-
na simple.

Consideramos que la recta definida por la cadena simple C(c+ d,) es la
misma recta que la definida por la cadena C(c d.). Igualmente la recta definida
por la cadena libre C(c+ d) es la misma que la recta definida por la cadena libre
C(c d,). En adelante consideraremos que las cadenas simples generadoras de
rectas son de la forma C(c” d.), con la componente vertical positiva, pudiendo
ser positiva o negativa su componente horizontal, pues para estudiar las rectas
sobre las tablas (m, 10) es suficiente considerar dos tipos de cadenas libres:
C(c+ d)y C(c+ d). De este modo no asignamos un sentido de recorrido en las
rectas, y representamos sus cadenas generadoras sin el circulo que indica el ori-
gen.
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d) Del mismo modo que consideramos que las cadenas que rebasan un
borde lateral de la tabla aparecen por el borde opuesto hasta completar su reco-
rrido, las rectas, al llegar a un borde lateral de la tabla (m, 10), vuelven a apare-
cer por el lado contrario continuando el recorrido marcado por su cadena gene-
radora. Este es el caso de la recta de la figura 30 que comienza en el 12, alcanza
el 60 y continua en 72 para finalizar en 96.

Si imaginamos la tabla enrollada en un cilindro, como se indicé en el
apartado 6.4.1, los segmentos paralelos se reinen como hélices sobre una super-
ficie cilindrica.

Si en lugar de considerar las tablas Tio hacemos la extensién a Tz las

rectas se prolongan indefinidamente.

e) Existen rectas con la misma pendiente,

es decir, rectas determinadas por cadenas simples |, ]

\\
12313 14 15 6 17 18 19 20
N o,

iguales que pasan por puntos distintos. En este

caso decimos que ambas rectas son paralelas,
como las dos rectas de la figura 6.31 (una de ellas

punteada y la otra con trazo continuo).

61 { 62 | 63 \T"‘ﬁ‘:l 65 66 67 68 69 70

Existen rectas con pendientes distintas y

con puntos comunes. En este caso decimos que

08 99100

las rectas se cortan. La figura 6.32 muestra doS Frr—63T Dos rectas paralelas con
rectas que se cortan en cuatro puntos: 24, 48, 72 y cadenas generadoras iguales.

96.

También existen rectas en las tablas (m, 10) con pendientes distintas y que
no tienen puntos comunes, es decir, rectas que se cruzan. Este es el caso de la
figura 6.33.
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21

31 31

41 41

51

51

61

61 62 63 64 65//»66/ 67 68 69 70

71 7 7 77 78 79 80

86 87 88 89 /}0

6 97 98 99 100

81 81

91 91

Figura 6.32: Las rectas r y r’ se cortan en Figura 6.33: Rectas que se cruzan.
4 puntos de la tabla.

f) Podemos considerar rectas, que teniendo la misma pendiente se diferen-
cian exclusivamente por tener el conjunto de elementos de una contenido en el
de otra. Tal es el caso de las rectas definidas por las cadenas simples C(1" 1.) y
C(2" 2.) (Ver tabla (3, 10) en la figura 6.27). El conjunto de puntos de la segun-
da recta es un subconjunto del de la primera, teniendo ésta sus elementos “mas
juntos”. Notemos que cuanto mds juntos estan los elementos de una recta, menor
es el numero de casillas de su cadena generadora.

Llamamos densidad de una recta en una tabla (m, 10) al nimero de casi-
llas que tiene su cadena generadora.

6.8.2.3 Ecuaciones paramétricas de las rectas en las tablas (m, 10)

Aunque para el estudio de los patrones rectilineos bastaria considerar a
estos como familias de segmentos paralelos, (siendo entonces innecesaria esta
concepcion de recta compuesta de segmentos), el hecho de actuar la cadena
simple C(c+ d,) como cadena generadora de la recta, facilita la descripcién
geométrica de las alineaciones visuales observadas, e induce a considerar la
existencia de rectas compuestas de segmentos paralelos en las tablas (m, 10).

Tratamos de encontrar razones aritméticas para el hecho de que las rectas
a que nos referimos anteriormente se componen de distintos segmentos de igual

pendiente, asi como de escribir una expresion analitica o ecuacién que las des-
criba.
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Para ello establecemos un sistema de o 02 oy X o010
coordenadas en T;o de acuerdo con las A A A A
;e . D 12 13 14 15 16 17 18 19 20
caracteristicas de esta tabla. Convenimos
. . 1) 4 22 23 24 25 26 27 28 29 30
en fijar el origen de coordenadas en el S
punto de la casilla 1, asignando a este 42 43 44 45 46 47 48 49 50
. E
punto las coordenadas (0,1) que tienen | j st s2 53 s4 55 56 57 58 59 60
. e
como primera componente la ordenada y | 62 63 64 65 66 67 68 6 70

74 6 77 18
(decenas) y como segunda componente la Trnon BT G

I 82 83 8 85 8 8 8 8 90

abscisa x (unidades) (Figura 6.34). De este

91) 91 92 63 94 95 9% 97 98 99 100
modo cualquier nimero de la tabla propor-
Figura 6.34: Sistema de coordenadas en Tjg Las
coordenadas vienen dadas por los digitos de los

mediante sus pI'OpiOS digitos, en el orden |numeros en el orden (decenas, unidades).

ciona las coordenadas de su punto asociado

(decenas, unidades). Las coordenadas (3,8) corresponden al punto de la celdilla
38.

En este sistema los elementos P que no son multiplos de 10 tienen por co-
ordenadas las componentes de su escritura en base 10. El punto P = 10P, + P,
tiene por coordenadas (P , Py). Los multiplos de 10, es decir 10, 20, 30,...,100,
tienen por coordenadas (0,10), (1,10), (2,10),...,(9,10), respectivamente, valores
éstos (g, p) que también verifican que 10q+p coincide con el valor representado
en Tyg0. En general los elementos de la tabla Tyo vienen expresados mediante
coordenadas, que son pares de enteros ( y, x) con las restricciones

1<x<10; O<y<9 (1)

Con este sistema de coordenadas pretendemos describir una coleccion de
elementos de T, alineados con un elemento P de partida, siguiendo una ley de
.« 7 . + ., .
formacioén dada por una cadena simple C(c d,), cuyo operador aditivo asociado
es 10cxd.

Determinemos una expresion que describa globalmente todos los ele-
mentos de la recta r’, es decir una ecuacién de la recta r’, de la figura 6.32 que
pasa por la casilla 56 (de coordenadas (5,6)) cuya pendiente viene dada por la
cadena simple C(1"2.) y tiene como operador asociado +8. Utilizamos la forma
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paramétrica de la ecuacién de una recta en el plano afin que pasa por el punto
(5, 6) y cuyo vector de direccion es (1, -2):

Xx=6-2A\
y=5+7»

Dando valores enteros a A obtenemos todo los pares (v, x;) tales que
10y, +x3 er’ (Tabla 6.9).

La observacion de la Tabla 6.9 proporciona basicamente dos puntos de re-
flexion:

1. La coordenada y aumenta de 1 en 1, mientras que la x disminuye de 2
en 2, lo que se explica por ser el operador +8 el que estd asociado a la cadena
simple generadora de la recta; se cumple que 1x10 —2 = 8.

2. Las coordenadas (y, x) de los valores 10y+x Casilla

10y+x

no siempre pertenecen a T1gg.

Se han sombreado aquellas filas de la Tabla
6.9 cuyos valores no satisfacen las restricciones an-
teriormente mencionadas en (1) para x e y. Vemos
por ejemplo que el elemento 24 se obtiene para las

coordenadas y=1; x=14, y no para y=2; x=4 como le

corresponde segun el sistema de coordenadas elegi-

do. Igual ocurre para los valores 8, 16 y 32, cuyas

coordenadas tampoco pertenecen a T .

Con la ecuacién anterior, y verificando las

restricciones sobre las coordenadas, solo obtenemos

un tramo de la recta, el que pasa por el punto 56, Tabla 69
compuesto por los elementos {40, 48, 56, 64, 72}. Para obtener los demas seg-
mentos componentes de la recta, debemos repetir la ecuacion para las coordena-
das de alguno de los puntos por los que pasan los otros trozos de la recta, man-
teniendo la misma pendiente. Si elegimos los puntos (5, 6), (0, 4) y (8, 8) la
rectar’ queda descrita mediante las tres ecuaciones paramétricas siguientes:
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x=6-21 x=4-21 x=8-21
{y=5+ /1} ; {y=0+/1 } ; {y=8+/l }
con 0<x<10; 1<y<9
En general, si (Py, Py) son las coordenadas de uno de los elementos de la
recta y las componentes de la cadena generadora son (K, Ky), las coordenadas
del elemento “siguiente” de la recta vendran dadas por el par (P, +K,,
P, +K,), donde K, es un entero positivo (componente vertical de la cadena) y K,
es un entero positivo o negativo (componente horizontal de la cadena), siendo

10K, +K, =K el operador asociado a la cadena generadora.

Podriamos entonces escribir las ecuaciones paramétricas del segmento de

1’ en que se encuentra (P, Py) del siguiente modo:

x =P, + MK,
y =P, +AK, con 0<x<10; 1<y<9. (2)

El hecho es que con estas ecuaciones solamente describimos un trozo de
la alineacion, debiendo conocer algiin punto de los otros trozos para describir
toda la recta.

La Tabla 10 se obtiene de la | y L | cositta
) . ) y, x’
Tabla 6.9 anterior afiadiendo las dos 10y+x
columnas correspondientes a las co- | ¢ | -1 | 18 1 8 4 0 8
ordenadas (y’, x’) de los valores | = e L 6
, . T P (P I 24 2 4
10y+x segun el sistema de coordena- | . '
d hemos adoptad G e | 2
as que hemos adoptado ue co- et
4 q .p > Y ql | 2 | 3 10 40 3 10
rrespon e
ponden resp ctlvamer{te al valor | . - 5 . .
de las decenas y de las unidades de la |—; z z ¢ 5 Z
expresion 10y+x. En esta tabla ob- |— 5 7 7 3 7]
servamos que: 2 7 2 72 7 2
- Las coordenadas (0, 8) y (-1,18) | 2 | & | ¢ 7 10
: i 9 88 | 8 8
representan el mismo valor (el 8). S
0 T 9% [ 9 6

- Las coordenadas (0, 16), (1, 6),
(-9, 7), (-19, 8) representan el mismo
valor (el 16).

“Tabla 6.10
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En general, las coordenadas (y, x) proporcionan el mismo valor que las coorde-
nadas (y’, x’), o sea 10y+x = 10y’+x’, y se cumple que

(7, %) si x €[1,10]

(y+1,x-10) si x €[11,20]

(¥ +2,x-20) si x €[21,30]

oy ]
() 1y -Lx+10) sixe[-90] | 3)
(y—2,x+20) six € [-19,~10]
Expresion que puede resumirse en:
', X)) = (y-0, x+100), con neZ; (4)

Las coordenadas (y’, x’) de los elementos de la recta quedan obtenidas de
las ecuaciones paramétricas anteriores (2), para un valor fijo (P, P,) sin mas
restricciones que imponer a A que sea tal que 10y+x esté dentro de los limites
de Ty , es decir comprendido entre 1 y 100, lo que equivale a

l—PS/lleO—P

K

, condiciéon que se ha obtenido de las propias restricciones

parax ey en (2).

En realidad lo que ocurre es que estamos manejando las distintas maneras
de escribir un mismo nimero P en la forma 10y+x, es decir, las distintas solu-
ciones enteras de la ecuacion 10y+x=P, cuya expresién general es:

X=Py+100; y=P,-0; conweZ. (5)
En resumen, tenemos la expresion
x =P, + AK,

y =Py +AK, con 1P 11007
K K

(6)
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que proporciona las coordenadas (y, x) de los puntos generados por la cadena
(Ky, Ky) a partir del punto (Py, Py). Si bien estas coordenadas cumplen que
10y+x esta comprendido entre 1 y 100, dichas coordenadas no responden al sis-
tema elegido, ya que no todos los pares (y, x) estan en T,g. La expresion (4) que
proporciona las coordenadas (y’, x’) de la recta en Tjgy corresponde a una trasla-

cion de las coordenadas (y, x) para cada valor de o.

Geométricamente podemos interpretar esta explicacion observando que,
con el sistema de coordenadas establecido, T se repite indefinidamente por el
plano, desplazada 10 unidades en horizontal y una en vertical.

La Figura 35 recoge esta situacion para la recta r’ estudiada anteriormen-
te. La linea de trazo continuo es una representacion grafica de las ecuaciones
(6), mientras que la linea punteada representa la recta r’ con sus coordenadas
(y’, x’) correspondientes a la expresion (4). La tabla central es T,g y correspon-
de al valor de ®=0. En ella estan destacados los elementos de la recta r’ con las
coordenadas (y’, x’) elegidas para T)o.

|l1!m=—]21|lll

e S

|
LT

Figura 6.35: Representacidn grafica de 1’ segin la ecuacién (6) (linea continua) y de las coordenadas (y’, x’)
de los elementos de la rectar’ en Tigq.

Expresamos los dos pasos anteriores de la siguiente manera:
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X’ =Py + KA +100; (7)
Y =P, +K; A -w;
(106 -9) <Py +KyA <1086; cono=1-8; A 0,deZ

El pardmetro o determina en qué tabla (figura 6.35) se encuentran los
valores x e y de la recta. Cada una de estas tablas tienen unos limites para los
valores x e y dados en (3).

En resumen, para describir los puntos de una recta en T originados me-
diante una cadena generadora (K, , Ky) a partir de un punto (P,, P,), hemos ob-
tenido las ecuaciones paramétricas (2) en el plano euclideo y hemos efectuado la
aplicacién de Z? en Tjg, descrita por tramos en (3) y (4).

Las ecuaciones paramétricas anteriores (7) constituyen una forma analiti-
ca de describir las alineaciones en las tablas (m, 10), forma que proporciona ar-
gumentos para reflexionar de nuevo sobre la estructura visual-geométrica de
Ti00. Hay que destacar el constante entrelazado entre la perspectiva aritmética-
analitica y geométrica que se ha efectuado en este razonamiento.

Este proceso lo podemos extender a las tablas Tygo( con cualquier nime-
ro k de columnas, obteniendo formas analiticas de describir las alineaciones en
las tablas (m, k):

vy =P, + K, A+ ko (8)
X’=Py+KyA-0 ;conweZ

(k0 -9) <P, +K A <kd; cono=1-§; A0,0eZ; k=2,3,4,..

6.8.2.4 El conjunto P(m, k) de los patrones rectilineos en la tabla
(m, k)

Una vez determinadas las caracteristicas y ecuaciones de las rectas, po-
demos dar una definicién de patrén rectilineo de manera més formal: un patrén
rectilineo en una tabla (m, k) es una familia de rectas paralelas que pasan por
todos los puntos de una clase residual de la tabla. Los patrones gozaran enton-
ces de las caracteristicas de las rectas que lo forman: cadena generadora, pen-
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diente, densidad. Al conjunto de patrones rectilineos que se originan en una ta-
bla (m, k) lo notamos por P(m, k).

Trataremos de justificar por qué se producen estas regularidades en las
clasificaciones (m, k).

Como se ha visto, una misma clasificacion (m, k) puede admitir diferentes
patrones rectilineos; los patrones rectilineos de una clasificacién también pueden
variar, obteniéndose rectas con distintas pendientes.

Elegido un patrdn rectilineo para la clase de los multiplos de m, cada una
de las restantes clases de equivalencia y, por tanto, toda la tabla queda organiza-
da seglin ese patron. Esto es debido a que las m clases residuales de la clasifica-
cién (m, k) se disponen paralelamente entre ellas, es decir, cada clase se obtiene
por traslacién de la clase de m con vectores de traslacién dados por los operado-
res aditivos [+1], [+2], ..., [+(m-1)] respectivamente. Es por ello que el estudio
de los patrones rectilineos en una clasificacion se reduce al estudio de los patro-
nes que presenta una clase residual cualquiera de la tabla, en nuestro estudio la
clase de los multiplos de m.

6.8.2.5 Patrones rectilineos determinados por dos puntos

Sea la tabla (m, k), en la que destacamos los
puntos que son multiplos de m, es decir la clase de m.
Sean n; y n, dos multiplos de m, tales que la recta r
determinada por ellos no contiene ningun otro multiplo
de m entre n; y ny, es decir, n; y n, son puntos consecu-
tivos para r; estos dos puntos determinan una cadena
simple C. Hemos definido un patron rectilineo p en

7

(m, k) como el conjunto de rectas paralelas a r, es de-
81

cir, el conjunto de las rectas cuya pendiente viene dada

89

por C. o7 o
, . . Figura 6.36: Patrén rectilineo y
El patrén rectilineo estd determinado por dos cadena en la clasificacién (5,8)

nameros congruentes médulo m.

Cuando se considera un patrén p sobre la clasificacion (m, k), todos los
puntos de la tabla quedan sobre una de las rectas que conforman p.
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Ejemplo: en la figura 6.36 se presenta la clasificacion (5, 8). Los puntos
45y 60 son congruentes modulo 5; estos puntos definen una recta r, cuya pen-
diente viene dada por la cadena simple C(2% 1.), cuyo origen y final son 45 y
60, que son puntos consecutivos sobre r. El patrén p en este caso es el conjunto
de rectas paralelas a r, cuya pendiente comun la establece la cadena simple ante-
rior de origen y final 45 y 60. Asi se dice que p es el patrén rectilineo determi-
nado por los puntos 45 y 60.

6.8.2.6 Patrones rectilineos y cadenas

Hemos visto en el ejemplo anterior que, al satisfacer ciertas condiciones,
los nimeros 45 y 60 determinan un patrén rectilineo p en la tabla Tyges. Estos
dos niimeros se relacionan mediante el operador [+15] = [+17]. A este opera-
dor le corresponden las cadenas simples C(2+ 1)o C(l+ 7,), con origen 45 y fi-
nal 60, siendo la primera la de menor numero de casillas o representante canoéni-
co. Todos los elementos de la recta r determinada por 45 y 60 se van relacio-
nando dos a dos mediante la misma cadena C(2+ 1)) e igualmente ocurre con los
elementos de las rectas paralelas a r.

En general, sean dos nimeros n; y n, congruentes médulo m en la tabla

T100:
n=n(m)<n=n+h m
por tanto el operador [+(h m)] relaciona a n; y n,.

Puesto que estamos en la tabla T, escribimos el operador [+(h x m)] en
base k: [+(h m)] = [+ cd].

Para obtener la cadena correspondiente al operador, hemos de considerar:
hm=c k+d, sid <k/2;

hm=(c+1)k-(k-d), sik2<d<k

luego la cadena determinada por n; y n; es:

C(c d,), sid<k/2,

C((c+1) (k-d)), si k/2<d<k
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Esta cadena simple aplicada a cualquier punto multiplo de m da otro
punto también multiplo de m. Todos los puntos que se obtienen a partir de uno
dado mediante la cadena obtenida anteriormente se relacionan entre si por la
congruencia modulo m, es decir, estan en la misma clase.

Al conjunto de las cadenas simples de la forma C(c+ d,)o C(c+ d) con
d< k, o cadenas generadoras de los patrones de la tabla (m, k), lo notamos por
C(m, k). Dichas cadenas tienen como operador asociado un multiplo positivo de
m.

6.8.2.7 Operadores aditivos y patrones rectilineos

Sabemos que las cadenas simples constituyen una representacion de los
operadores aditivos en Tjgo de modo que si la cadena en Tgox €5 C(c+ d,) su
operador es [+ cdy)] escrito en base k; andlogamente obtenemos los operadores
aditivos escritos en base k para las demas expresiones de las cadenas simples.
Estos operadores quedan recogidos en la tabla 6.11:

Cctd) | [+ (c-Dik-d)y] ck-d
Cled) | [-(c-Dk-d)w] -ck+d

Tabla 6.11

Los operadores asociados a las cadenas C(m, k) son siempre positivos y
multiplos de m. A este conjunto de operadores lo notamos Q"(m, k).
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6.8.2.8 Relaciones entre Patrones, Cadenas y Operadores en las tablas
(m, k)

Entre los tres conjuntos P (m, k), C (m, k) y Q'(m, k) se establecen de
manera natural las aplicaciones f, g y h, que recoge la figura 6.37, y que
pasamos a estudiar.

La correspondencia f empareja a cada
patron de la tabla (m, k) con su cadena | T (X 4"—'—> C (m, k)

generadora correspondiente en C (m, k). \ /

f es una aplicacion biyectiva, ya que: R
Q" (m, k)

- Todo patréon posee una cadena

Figura 6.37. Relaciones entre Patrones,

generadora- cadenas y operadores en una tabla (m, k).

- Si dos patrones son iguales (en pendiente y densidad) entonces sus
cadenas generadoras son también iguales.

Si dos cadenas del conjunto C (m, k) son iguales, los patrones
correspondientes también lo son.

- Cualquiera que sea la cadena de € (m, k) siempre existe un patrén de
P(m, k) que tiene a dicha cadena como generadora del patron.

De hecho, un patron rectilineo p sobre la tabla T,y es una direccion en
esa tabla, es decir una clasificacion de los puntos de Tgok mediante una familia
de rectas paralelas. El patron rectilineo lo establece la direccion de esa familia
de rectas, y tal direccién coincide con la pendiente comun a todas las rectas,
dada por su cadena generadora. De ahi que exista una correspondencia
biunivoca entre el conjunto P (m, k) de los patrones rectilineos médulo m sobre
la tabla Tjook ¥ el conjunto € (m, k) de las cadenas simples sobre esa misma
tabla, de la forma C(cJr d,o C(c+ d)) con las limitaciones antes indicadas.

De este modo es posible afirmar que la familia de cadenas simples
determina los patrones rectilineos sobre la tabla Ty y reciprocamente.

La correspondencia g vincula cada cadena de C (m, k) con su operador

asociado.
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Esta correspondencia g es una aplicacion sobreyectiva ya que:

- Toda cadena de C (m, k) tiene un Unico operador asociado positivo y

multiplo de m en el conjunto Q*(m, k).

- Para cualquier operador multiplo de m positivo, existe
siempre al menos una cadena C(c’ d) del conjunto C (m, k)
que tiene como operador asociado a dicho multiplo de m. Esta

cadena puede ser el representante canénico de la cadena libre

. 241 28726
que determina el operador. 2%

) Figura 6.38: Cadenas
En cambio, la aplicacion g no es inyectiva, ya que para distintas  con el

cada operador positivo [+cdy] encontramos dos cadenas que iﬁ‘fﬁﬁfa (gp;)r ador en
tienen a dicho operador asociado. Estas cadenas son C(c'd)y

C((c+1)" (k-d).). Tal es el caso de la tabla (5,3) y el operador +5. Existen las ca-
denas simples C(17, 2,) y C(2", 1.) a las que corresponden el operador +5 pero

generan patrones con pendientes 1/2 y -2 distintas (Figura 6.38).

Por tanto la correspondencia h entre los conjuntos P (m, k) y Q' (m, k),
composicién de g y f, es una aplicacion sobreyectiva si bien n)o es inyectiva.

De lo anterior se deduce que cada patrén rectilineo en una tabla (m, k)
determina un operador aditivo en dicha tabla, que es el operador aditivo asocia-
do a la cadena generadora del patrén. En cambio no se puede generar un nico
patrén rectilineo con un operador dado, ya que éste puede estar asociado a dos
cadenas simples generadoras. La figura 6.39 ofrece un esquema grafico de estas

relaciones.
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/P (m,k) p ATRONES\ /C (m, k) CADENAS\

RECTILINEOS f B

N/

Q (m, k) OPERADORES

1xk+0 [+104]
1xk-2 [+k-24]
0xk+2 [+24d
1xk+1 [+11¢4]

\— —

Figura 6.39: Esquema de las aplicaciones entre los conjuntos P(m k), C(m,k) y Q"(m k).
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6.8.3 Regularidades visuales y aritméticas en las tablas (m, k)

Una vez obtenidas las diferentes relaciones entre los conjuntos de patro-
nes, cadenas y operadores en una tabla (m, k), pretendemos formalizar en un
marco aritmético, algunas propiedades de tipo visual que se pueden apreciar en
el conjunto de tablas de la figura 6.27. Para ello hagamos antes unas considera-
ciones:

a) De acuerdo con el punto anterior 8.2, decir que una tabla (m, k) contie-
ne un determinado patron rectilineo p e P(m, k) equivale a decir que la cadena
generadora de dicho patrén es C(c* d.) eClm, k), siendo d<k. En términos de
operadores aditivos, esto supone que los elementos que une dicha cadena gene-
radora son congruentes mddulo m, es decir, se cumple que c k +d =m.

o . 1
Podemos escribir entonces’ que

Ipe Plm, k) < Fc, de N, d<k, tal que ck+d=m

En adelante, por comodidad de escritura, consideraremos las cadenas en
general con sus componentes ¢ y d tomadas en sentido positivo, cuando no
suponga una pérdida de generalidad en el razonamiento, y las escribiremos
mediante la expresién C(c” d.).

b) Cada patron estd caracterizado por su pendiente y densidad. La cade-
na generadora del patrén queda perfectamente determinada por ambos parame-
tros, ya que la pendiente es el cociente +d/c y la densidad es la suma de celdi-
llas de la cadena, es decir c¢+d. Cabe pues decir que un patrén contiene a otro
que tenga la misma pendiente y menor densidad que él, en el sentido de que el
conjunto de elementos que constituyen el segundo patrén estd contenido en el
conjunto de elementos que constituyen el primero. Asi por ejemplo el patrén
generado por la cadena C(1* 1,) contiene al patrén generado por C(2 2 .).

' La notacién m se refiere a Am (siendo A entero). En adelante, al escribir expresiones como m-a y m +a nos

referimos al mismo miltiplo de m, es decir para el mismo valor de A. En cambio al escribir m+m=m, 6

c¢m=m, el valor de A cambia.
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Los patrones quedan mejor resaltados cuando sus respectivas cadenas
generadoras tienen menos celdillas, es decir cuando el niimero que proporciona
la densidad del patrén es menor. Asi ocurre por ejemplo con los patrones gene-
rados por las cadenas C(1* 1,), C(1" 1) y C(1" 0), cuya densidad es 1 6 2.

¢) Hemos visto que cada operador que sea multiplo de m tiene asociadas
dos cadenas simples en la tabla (m, k), que son de la forma C(c' d,) y
C((ct+1)" (k-d).), siempre que las componentes horizontales sean menores que el
numero de columnas, es decir cuando d<k. Por tanto en estas condiciones po-
demos afirmar que si una tabla (m, k) posee un patron rectilineo generado por
una cadena simple C(c* d.) también tiene al patrén rectilineo generado por la
cadena simple equivalente C((c+1)" (k-d).).

En efecto: C(c'd,)e C(m, k) < ck+d = m< (c+1)k- (k-d) = ck+k-k+d =m <>
C((c+1)" (k-d).)e C(m, k)

d) Si nos fijamos en las tablas (2,2), (2,4), (2,6),...(2,2h) de la figura 40, en
todas ellas los elementos de una misma clase se relacionan mediante los mismos
operadores, que son los multiplos de 2, pero en cambio estas tablas no tienen los
mismos patrones, ya que por ejemplo, el patréon generado por la cadena C(172,)
(patron de pendiente -2) no se presenta en la tabla (2,2), debido a que el nimero
de columnas es insuficiente para generar dicho patrén.

2,2) (2,4)

c(1"2)

c(14.)

c(1*6.)

Figura 6.40: El nimero de patrones aumenta al aumentar el niimero de
columnas.

Hay que considerar entonces el papel que juega el nimero de columnas k
en la configuracion de los patrones rectilineos. Manteniendo el modulo m fijo, a
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medida que aumenta el numero de columnas, aumenta también el nimero de
patrones en la tabla.

Por ello, al comparar los patrones de dos tablas (m, k) y (m, k’) con k’>k,
no encontraremos coincidencia exacta en el conjunto de patrones rectilineos de
ambas tablas; existirda una “relacion de inclusion” de los patrones de (m, k) en
los de (m, k). Si un patrén de cadena generadora C(c* d,) es comun a ambas
tablas se cumple que d<min(k, k).

6.8.3.1 Expresiones aritméticas de regularidades visuales en las tablas
(m, k)

Existen numerosas regularidades visuales en las tablas (m, k) que recoge
el Apéndice A. Algunas de estas regularidades pueden ser expresadas en térmi-
nos aritméticos aprovechando la utilidad de las cadenas simples para describir

los patrones rectilineos, junto con la interpretacion de operador aditivo que tiene
asignada cada cadena.

Una primera cuestién que abordaremos es el estudio de cudndo dos tablas
tienen patrones comunes.

1. De acuerdo con la consideracion (d) anterior, veamos que
Si dos tablas tienen un patron comin cuya componente vertical es un
numero c>1 primo con el modulo m, entonces tienen en comun todos los pa-

trones de la tabla de menor numero de columnas.

Nos referiremos a estas tablas como tablas con patrones anidados.

En efecto: sean (m, k) y (m, k’) dos tablas con un patréon comin generado
por la cadena simple C(c* d.), con ¢>1; m.c.d.(c, m) = 1; d<k. *Sea C(¢'f,) la
cadena generadora de otro patrén cualquiera de (m, k). Por ser C(c'd,) cadena
generadora de un patrén en (m, k) y en (m, k’), segin la consideracion (a) po-
demos escribir:

cktd=m

? Pondremos sin perder generalidad que k<k’.
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ck+d=m (11)

Restando estas dos igualdades obtenemos c(k-k’) = Am =>c divide a Am
pero como ¢ es primo con m, debe dividir a A, teniendo

kk’=m 2 =mA =m= k=k’ + m
C

b

Como C(e” f}) es una cadena generadora de un patrén en (m, k) obtene-
mos

ektf=m = ek’ +m )+ f=m = ek’ + f = m= la cadena C(e',)

también es generadora de un patrén en (m, k).

Si no se impone la condicién

Tabla (6, 5) Tabla (6, 6) Tabla (6, 7)

de que la componente vertical sea [Ty »

3 4 5 8 1 2 3 4 5 6
9 10 N R g 9 10 11 12 14
116 17 1 15 16 17 1R f2o n

21 22 23 M 22 23 24 26| 27 28

un numero distinto de la unidad |* "

7 28 29 30 29 30 288 2| aa]as 3

3 34 35 36 s L] n]v]aofja «

3 40 4 M 44 45 46 47 48

primo con m, la propiedad no es R+~

45 46 47 4% E ) | 13

1 52 33 s4 571 S8

cierta, ya que, por ejemplo las tablas |* &« «

C(373) C(3"3)
Figura 6.41: Las tablas (6, 5) y (6, 7) tienen en comun el
patrén de C(3" 3.) pero no tienen todos los patrones de

’ + .
patrén de C(3” 3.) y en cambio no (6, 5) comunes, al no ser la componente vertical 3 niimero
primo con el médulo 6.

57 8 59 60 64 65

(6, 5) y (6, 7) tienen en comun el

tienen todos los patrones comunes,
como es el caso del patrén de C(17 1) que est4 en la tabla (6, 5) pero no en la

tabla (6, 7), como muestra la figura 6.41.

2. Las tablas de la forma (m, m), que ocupan la diagonal principal en la
figura 6.27, contienen al patrén generado por la cadena C(1'0,).

3. Las tablas en las que k es multiplo de m, tienen también el patron ge-
nerado por la cadena C(1'0,).

4. En general, las tablas (m, m ) tienen los patrones generados por la
cadena C(c* d.), cuando c y d son muiltiplos de m. Esto es

C(c'(Am),)e C(m, m), ya que cm+Am =m.
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5. Las tablas (m,k) y (m, k+m) son tablas con patrones anidados (tienen
todos los patrones posibles en comun), ya que

Cc* d)e C(m, k) ©cktd=me cktd+ecm=me ¢ (ktm) +d = mo
C(c'dy)e C(m, k+m)

6. Si dos tablas (m, k) y (m, k’), son tales que el numero de columnas de
ambas k y k’ son congruentes modulo m, dichas tablas son tablas con patrones

anidados:
En efecto: al ser k=k’ (m)= k-k’ = m = k=k’ + m y se cumple que

Clc'd)e Cm, k) > ck+d=m=c(k +m)+d=m = ck +d = m=
C(c'd,)e C(m, k’) ; la implicacién reciproca es analoga.

La propiedad 5 es un corolario de la propiedad 6, ya que k y k+m son
congruentes moédulo m.

Una propiedad reciproca de la propiedad 6 se obtiene con la condicion de
que el valor de la primera componente de las cadenas generadoras de los patro-
nes sea un niamero ¢ >1 primo con el médulo m:

7. Dadas dos tablas (m, k) y (m, k’), si ambas tienen al menos un patron
generado por una cadena C(c'd,) tal que c>1 es primo con m, entonces los
numeros de columnas k y k’ de ambas tablas son congruentes modulo m:

Al ser la cadena C(c’d:) generadora de un patrén en (m, k) y en (m, k”) se cum-
ple

ck +d=ri1

ck’+d=m

restando ambas igualdades resulta c(k-k’) = m=mh, lo que equivale a decir que

¢ divide a m h, pero como ¢ es primo con m, ¢ divide a h. Asi pues tenemos que

k-k'=m " = m= k=K’ (m)
C

La condicién anterior de que ¢ sea primo con m es necesaria. Veamos un

ejemplo: las tablas (6, 5) y (6, 7) son tablas que tienen al menos en comun el
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patrén generado por C(3" 3.); el m.c.d.(3, 6 ) # 1 y el niimero de columnas de

ambas tablas no cumple que 7=5 (6) (Ver figura 6.27).

8. La caracterizacion aritmética que hemos efectuado en la consideracion
(a) esutil ala hora de averiguar en qué tablas (m, k) se presenta un patrén gene-
rado por una cadena C(c'd,), con d<k.

Vemos en la figura 6.27 que el patrén [ o | 4 | ,_ 4
generado por la cadena C(2°1,) se encuentraen |

la tabla (5, 2) y nos proponemos averiguar qué
otras tablas (m, k) tienen este patrén. De la
condicién de pertenencia C(271,)eC(m, k) ob-
tenemos

. . _ 3, 1+3)
2ktl=m=Am= k=m——1 = kzﬂ”’" 1;
2 2 a- - -
las  tablas buscadas seran de la forma 1 2 (5,2)
3 7 G, 7)
Am ~1 bti ] t
(m, T) que se obtienen para valores enteros 5 3 G2
5

positivos de m y A. 7 17 G, 17)

(5,2+5)

En la tabla 6.12 se muestran algunas ta-

blas que contienen el patrén generado por la

cadena C(2°1,).

Tabla 6.12

Las tablas que tienen el patrén generado por la cadena C(1" 0) se obtienen
andlogamente y son de la forma (m, 1‘;‘1), es decir el conjunto de tablas que tie-
nen el patrén “columna” es {(2, 2); (2, 4); (2, 6);... (3, 3); (3, 6); (3, 9),...}.

El patrén generado por la cadena C(2" 0) se presenta en las tablas de la

forma (m, %), osea {(2, 2); (2, 3); (2, 4);... (3, 3); (3, 6); (3, 9);...}.
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El patrén generado por la cadena C(c’ 0) se presenta en las tablas de la

forma (m, %).

Generalizando este proceso obtenemos que

Las tablas que contienen al patrén generado por la cadena C(c" d.) son

m=d)  cond<""% eN
C

de la forma (m,

Tenemos de esta forma un criterio que permite saber si un patrén genera-

do por C(c” d.) est4 presente o no en una tabla (m, k), sin mas que comprobar si

kc+d

m—d .. .
, es decir si es entero positivo.

c m

k es de la forma

Podemos comprobar, por ejemplo, si el patron generado por la cadena

C(3" 2,) se encuentra en la tabla (6, 4). De la expresién 4= §;—2= 6}“3_2 dedu-

3x4+2 _ 14

cimos el valor de A = =% ¢ N, por lo que concluimos que dicho patron

no se encuentra en la tabla (6, 4).

Con este criterio podemos también determinar el nimero de columnas k
que debe tener una tabla con un médulo m conocido, para que el patron genera-
do por la cadena C(c’ d.) se presente en dicha tabla.

Por ejemplo, tratemos de averiguar las tablas de la forma (4, k) en las que
se presenta el patrén generado por C(3" 2.).

e N nos lleva a resolver la ecuacion diofantica

Comprobar si k=

3k - 4A = 2; ademaés, debe cumplirse k>2; por tanto k es una de las solu-

ciones mayores que 2 de dicha ecuacion diofantica, de lo que resultan las tablas

(4,6), (4,10), (4, 14),...
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6.8.3.2 Expresiones aritméticas de regularidades en las tablas (m, k)
relacionadas con la simetria de las cadenas generadoras de los patrones pa-
ra un modulo m fijo y el nimero de columnas k=2, 3, ...

Al estudiar las tablas (m, k) de cualquier fila de la figura 6.27, observa-
mos ciertas simetrias en los patrones de una tabla respecto de los patrones de
otra tabla de su misma fila. Asi por ejemplo, tomando como referencia la tabla
(4, 8), vemos que las tablas anterior y posterior a ella tienen respectivamente los

patrones generados por C(171,) y C(171.) y que pueden ser visualizados como
patrones simétricos. (Figura 6.42) .

Tabla (4, 7)

Figura 6.42: Patrones simétricos respecto al patrén de la tabla (4, 8)
Decimos que dos patrones son simétricos si sus cadenas generadoras
. + +
respectivas son de la forma C(c"d.) y C(c"d).

Decimos que dos tablas son simétricas cuando sus patrones son simétri-

cos en el sentido anterior, es decir cuando cualquiera que sea la cadena
+ Ie . r, . +

C(c d.) generadora de un patrén en (m, k), la cadena simétrica suya C(c*d) es

eneradora de un patron en (m, k’), y reciprocamente; con d<min (k, k).
p Yy

Por ejemplo, las tablas (4, 7) y (4, 9) son tablas simétricas. También lo
son las tablas (3, 5) — (3, 10), (3, 6) - (3,9) y (3, 7) — (3, 8). La tabla (4, 6) es
autosimétrica, en el sentido de que se encuentra en la propia tabla el patrén si-

métrico de cualquier otro patrén. Numerosos ejemplos se pueden detectar en la
figura 6.27.

Tratamos de expresar aritméticamente algunas de las regularidades en re-
lacién con la definicion de simetria.
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S1. Si una tabla tiene un patron simétrico de otro que se presenta en
una segunda tabla, y la componente vertical, c>1, de su cadena generadora es
primo con el médulo m, entonces la primera tabla tiene todos los patrones si-
métricos de la segunda tabla, con la unica limitacion que produce el niimero de
columnas.

La demostracion es analoga al punto 1 del apartado 6.8.3.1.

6.8.3.2.1 Tablas simétricas respecto de una tabla de la forma (m, 1;1)

S2. Las tablas equidistantes de cualquier tabla de la forma (m, m ), ca-
racterizadas por tener el patrén generado por C(1" 0), son simétricas. Esto es,

si a es cualquier entero positivo tal que m-a>1:
C(c'dy)e C (m, ril-a) =3¢ (r.n-a) +d=me -catd= me
-(ca-d) = me ca-d=mecatcm -d= me c(r;l+a) d=mo

C(c'd)e C (m, m+a).

Tabla (4, 6) Tabla (4, 7) Tabla (4, 8) Tabla (4, 9) Tabla (4, 10)

=

£ B 2 8 £ & 8 8§

ca (I 1)

Figura 6.43; Tablas simétricas respecto de la tabla (4, 8)

Este es el caso de las tablas equidistantes de la tabla (4, 8) (que tiene el

patréon “columna”). Las tablas que equidistan de ella son simétricas (Figura
6.43).
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S3. Las tablas equidistantes de las que tienen el patrén generado por C(2" 0)
también son simétricas.

Recordemos que las tablas que tienen el patrén de C(2* 0) son de la for-

ma (m, %—a), y por ello la propiedad anterior la podemos enunciar como sigue:

C(c*d,) e C(m, %-a) et C(c+d_) e C(m, %+a); cond< %-a;

Esta claro que las tablas que tienen el patrén generado por C(1* 0) tam-
bién tienen el patrén generado por C(2" 0), pero no es cierto el reciproco, ya que
el primer patrén es mas denso que el segundo. Por ejemplo la tabla (4, 6) tiene el
patrén de C(2" 0) pero no el de C(1" 0). La propiedad S3 tiene especial interés
en estos casos, pues si no, ya ha sido demostrado en S2.

Si una tabla (m, k) tiene el patron generado por C(2* 0) y no presenta el
patrén generado por C(I" 0), entonces m es par.

En efecto: el patrdn generado por la cadena C(2" 0) se encuentra en las ta-

blas de la forma (m, %) = (m, ~]ﬁ) Si m fuera impar %—H—l no es entero para

todos los valores de A, sino solamente para cuando A es par, es decir para A=2q.,

,20) = (m, 220 = n, m),

(o entero), y en este caso tendriamos (m, —’;1) =(m >

esto es que las tablas son de la forma (m, r;l) que tienen patrones generados por
la cadena C(1" 0). Por tanto, los patrones generados por C(2* 0) y no por C(1* 0)

estan solamente en tablas (m, k) con m par.

La demostracion de la propiedad S3 es analoga a la S2, ya que teniendo en
cuenta que hemos redu01do la demostracion al caso en que m es par, también lo
serd m y por tanto m/2 seré un multiplo de m.
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6.8.3.2.2 Tablas simétricas respecto de la linea divisoria entre dos ta-
blas consecutivas

Observamos otro tipo de simetria que se da en las tablas cuando m es im-
par. Por ejemplo, las tablas (3, 7) y (3, 8) son simétricas. También lo son las ta-
blas equidistantes de estas dos, o sea las tablas (3, 6)-(3, 9) y (3, 5)-(3, 10), etc.
Decimos que estas tablas son simétricas respecto de la linea divisoria que separa
las tablas (3, 7) y (3, 8) (Figura 6.44).

Tratamos de buscar una expresion general para estas tablas.

Para el caso de m = 5 las tablas a partir de las cuales se produce la sime-
tria son (5, 2)-(5, 3); (5, 7)-(5, 8); (5, 12)-(5, 13); ... (5, 5A+2)- (5, 5A+3)

c(1 1+ 5(10) ‘C(l 1) C(1' 1) : Cc(170) c(1' 1-)

Figura 6.44: Tablas simétricas respecto de la linea divisoria entre las tablas (3, 7) y (3, 8)

La tabla 6.13 recoge un proceso inductivo para encontrar una expresion
general de las columnas k de las tablas a partir de las cuales las tablas equidis-
tantes de ellas son simétricas.

Dado que m es impar, lo podemos expresar como m=2n+1, con n=1, 2, ...

La primera y segunda columnas recogen los valores de n y m respectiva-
mente, y la tercera columna proporciona los pares de tablas (m, k)-(m, k’) que
son simétricas:
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Pares de tablas (m, k) (m,> k’

T | 3 |3 4) G.5% G7)-G.8): G10)-Gol 1) s (3, 30413, 3052)

2 | 5 (5263 .68 (.12 G s G, 5342)-(5, 53+3)
3|7 [@,10)-(7,11); (7.17)-(7,18); (7,24)(7,25); ...; (1,7A+3)-(7,7A+4)
49 [(9.13)(9,14); (9,22)-(9,23); (9,31)(9,32); ... (9, 9A+4)-(9, 9A+5)

~ (m, mMn) - (m, mi+n+l
Tabla 6.13

S4. Las tablas equidistantes del par de tablas de la forma (m, mi+n) y
(m, mi+n+l),con 1=0,1,2,3,..; n=1, 2, 3, ..., son simétricas. Esto es:

En efecto: C(c” di)e C(m, mA+n-a) = ¢ (mA+n-a) +d = m=d=m +ca-cn
Tenemos entonces

c (mA+n+tl+a)-d= m+cn—ca—d (sustituyendo el valor d anterior) =

=m+ cn—ca—(rh +ca—cn)= m+2cn+c=m+ c(2ntl) = m+cm = m=>
=C(c’ d.)e C(m, mA+n+1+a)

Analogamente se comprueba la implicacion reciproca.

En la tabla 6.14 se especifican los pares de tablas (m, k) y (m, k’) que
equidistan un nimero a de lugares de dos tablas contiguas (m, k;) y (m, k,), que
son simétricas. Los nimeros de columnas k y k’ cumplen la condicién k+k’ = m
y sus valores vienen dados por: k = mA+n-a; k’=mA+n+l+a.

ki y k; representan el nimero de columnas de las tablas respecto a las cuales se
produce la simetria, y corresponden al valor entero de la semisuma de k y k’:

k= E(k+k) y kz=E(k+k]+1
2 2
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0[4]5]4]5
LT3 1614151 Gy | Go | &9P-G9)
2271415 G2 | GD
071817181 BD | (GBI
1| 3 I{6[91718] (3,6 | 39
23 sTio[ 7181 3,5 | (3,10 G,N-G. 8
3[4 (1178 B34 | GBI
; [O[IOITI0IT] G.10) | GID |3, 1)-G,10)
1|9 [12[10[11] (3,9 | (3.12)
0023213 G2 | G.3) (5,2)-(,3)
017181718 57 | (58
2| s 1{6[9[7]8] (5.6 | 59
'3 00713165 [ G ] &P-638
3411781 G4 | G 11)
0[3[4 (3[4 7LD [ 7D
N T B N R @2 | G35 7.3)-(.4)
3| 4 0 [10]1T|10[11]| (7,100 | (7, 11)
1 [ ]oz]1o[1i| 7,9 | (7,12) | (7,100—(7, 11)
2|8 |13[I0]11] (7,8) | (7,13)
2017181718 (7, 1D | (7,18) | (7, 17)=(7, 18)

Tabla 6.14

6.8.3.2.3 Tablas autosimétricas

Tabla (4, 6)

En la tabla (4, 6) observamos ciertos patrones rectilineos
y todos sus simétricos, es decir la tabla (4, 6) es autosimétrica
(Figura 6.45).

S.4 Si una tabla (m, k) posee el patron generado por la

cadena C(2" 0), entonces es autosimétrica.
En efecto: C(2* 0) e C(m, k) =2k = m,
Figura 6.45: Tabla

C (c+ d+ ) c C(m, k) = Ck+d=l’;‘l = d =1’;‘1 -Ck; autosimétrica.

C(1"2)yC(a™2)

y tenemos que ck-d = ck — (m -ck) = 2ck - m=m-m=m= C(c* d) € C(m, k).

(La implicacién reciproca es analoga).
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6.8.3.2.4 Expresion general para tablas simétricas

Buscamos una expresion unica que proporcione las simetrias encontradas
hasta ahora, a saber, las tablas simétricas respecto de una tabla, respecto de dos
tablas contiguas y las tablas autosimétricas. Podemos abordar el problema tra-
tando de encontrar valores de o y B para que se cumpla:

C(c* dy)e C(m, m+0) < C(c* d.)e C(m, m+B);
A=0,1,2,3,..; d<min (mA+o, mA+B); o; B enteros (14)

Esta condicidn equivale a
c(m+o)t+d=m

c(r;l+[3) —d =m ; sumando ambas igualdades se obtiene c(a + B) = rh,
por lo que una posibilidad es que o + B = m.

Por tanto, podemos enunciar la siguiente propiedad:

S6. Una condicion suficiente para que dos tablas de la forma (m, k) y
(m, k’) sean simétricas es que k+k’ = m

En efecto: Sean k y k’ tales que k + k’ = m. Probemos que las tablas de la
forma (m, k) y (m, k’) son simétricas.

C(c" d)eC(m, k) = ck+d=m = d = m- ck;

ck’—d=ck’ - (m-ck)=c(ktk’)-m =c m-m = m= C(c" d.)e C(m, k’);
(La implicacion reciproca es analoga).

S 7. Para probar aritméticamente que la condicion anterior es también ne-
cesaria, debemos imponer que la componente vertical de la cadena sea un niime-
ro ¢>1 primo con el médulo m.

Sean dos tablas (m, k) y (m, k’) simétricas, tales que un patron generado
por C(c* dy) y su simétrico, con c>1 y m.c.d. (c, m) = 1, en estas condiciones se
cumple que k+k’= m

El razonamiento es similar al del punto 1 del apartado 6.8.3.1.
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En efecto, si las tablas (m, k) y (m, k’) son simétricas podemos escribir
ck+d=m
ck’-d=m

sumando ambas igualdades se obtiene c(k+k’) = Am = ¢ divide a Am, pe-
ro como c¢ es primo con m, ¢ debe dividir a A, teniendo

ktk'=m 2 =mA’ =m

C

Destacamos el paralelismo existente entre el par de propiedades S6 y S7
anteriores con las propiedades 6 y 7 del apartado 6.8.3.1. que hace referencia a
la condicién de k -k’ = m para que las tablas (m, k) y (m, k’) sean tablas con
patrones anidados.

La tablas 6.15 y 6.16 resumen los tipos de simetria que hemos considera-
do atendiendo a la paridad del médulo m y a la igualdad o desigualdad del nu-
mero de columnas k y k’.

Francisco Ruiz Lépez
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RN
. m ,,,,,,,
=m
Tablas autosimétricas, de la forma:
(m, Am); A=1, 2, 3, ...; con el pa-
trén de C(2* 0).
P& 1 O bien de la forma:
(m, Am/2); A impar; con el patrén -
+
de C(1" 0). Patrones C(2*0) ca* o)
k=k’
Tabla G5,5)
Tablas autosimétricas, de la forma:
impar | (m, Am); A=1, 2, 3, ...; con el pa-
trén de C(1* 0).
Patrén c(1*o)
Tabla 6.15
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k=k’

Tablas (3,5 (46) @7
Tablas simétricas respecto de otra
tabla, que tiene la forma
+k' .
(m, -—2—) y contiene los patrones:
. T Patrén C@2'0)
oar C(2" 0) cuando zm, Tablas 4,3) (4,4 “, 5)
C(1" 0) cuando Ktk _ m
Patrén c@1'0)
Tablas 5,4) 5, 5)
Tablas simétricas respecto de la s
tabla (m, Am); A=1,2,3,..; = e
con el patrén de C(1" 0). S
Patron ca*o
Tablas simétricas respecto de la
. linea divisoria entre las dos tablas
impar . q- .
de las que equidistan y que tienen Tablas
la forma:
on. E(k+k')) y o E(k+k')+l) (5, 6) G, 7 G, 8) 5,9)
2 2
Estas tablas se obtienen mediante
la expresion mas detallada
(2n+1, A2nt+l)+n-a) vy
(2n+1, A(2n+1)+n+1+a)

Tabla 6.16
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Las relaciones anteriores permiten explicar otras regularidades sencillas
que se observan en la figura 6.27, como son:

i. En todas las filas de la tabla de la figura 6.27 se presentan de manera
consecutiva y ciclica los patrones de C(170), C(1"1.)y C(1*1,).

ii. Las tablas de la forma (m, m-1) tienen el patrén de C(171,).
iii. Las tablas de la forma (m, m+1) tienen el patrén de C(171.).

iv. Las tablas (2,3), (2,5), (2,7), ...,(2,2n+1),... presentan los patrones de
C(1"1)y C(1"L).

v. Si mantenemos fijo el niimero de columnas k y variamos el médulo m,
observamos que los patrones de las tablas (m, k) contienen a los patrones de las
tablas (m, k).

Finalizamos este estudio con dos complementos informaticos:

1. Un programa realizado en Q-Basic para obtener las tablas (m, k) cuan-
do se introducen el médulo, nimero de filas y nimero de columnas, que reco-
gemos en el Anexo 6.1.

2. Los procedimientos realizados con el programa MAPLE V para obte-
ner:

a. Los tramos o segmentos paralelos de que se compone cada patrén y ca-
da recta en una tabla dada.

b. El conjunto de todas las pendientes posibles que se obtienen uniendo
pares de elementos de una misma clase en una tabla o conjunto de patrones po-
sibles en una tabla.

Ademas de los procedimientos, acompafiamos ejemplos diferentes con sus
dibujos correspondientes (Anexo 6.2).
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CAPITULO 7
CONCLUSIONES

7.1 Introduccion

Concluimos esta memoria con un balance y reflexion finales sobre la in-
vestigacion realizada. En este capitulo nos proponemos sintetizar el grado de
consecucion de los objetivos propuestos, destacar los hallazgos y dificultades
encontrados y sefialar temas abiertos para posibles investigaciones futuras que
estudien los problemas surgidos en este trabajo.

En el capitulo 1, apartado 1.3, sefialdbamos como propdsito global de esta
investigacion: "estudiar qué potencialidades diddcticas y matemdticas puede
ofrecer la Tabla-100 como herramienta para explicitar conexiones entre arit-
mética y geometria y propiciar nuevas representaciones visuales de conceptos

aritméticos en un programa de formacion inicial de profesores."

Para lograr este objetivo hemos articulado una investigacion que se ha de-
sarrollado en dos etapas. En una primera etapa hemos llevado a cabo un trabajo
de investigacion en el aula con estudiantes para profesor de primaria y primer
ciclo de secundaria. El estudio empirico ha derivado en la necesidad de un estu-
dio tedrico, que hemos presentado como segunda etapa de esta investigacion.
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Somos conscientes de la amplitud y generalidad del objetivo global; esto
es debido, principalmente, a la ausencia de investigaciones previas sobre la Ta-
bla-100 y sus representaciones geométricas. Precisamente, esta investigacién se
ha propuesto identificar problemas y estudiar potencialidades y dificultades en
torno a la Tabla-100 desde el punto de vista de las representaciones geomeétricas
para los operadores aditivos. En su inicio, no contdbamos con un marco tedrico
bien delimitado, ni tampoco con un conjunto de problemas especificos ya de-
tectados y bien definidos.

Por este motivo pensamos que, aunque se abordan y resuelven algunos
aspectos problematicos surgidos en torno a la Tabla-100, especialmente en el
estudio tedrico desarrollado en el capitulo 6, son mas los interrogantes que que-
dan abiertos para abordar en futuras investigaciones, especialmente desde una
perspectiva didéctica.

7.2 Consecucion de los objetivos

El anterior objetivo general se ha desglosado en el apartado 2.15 de esta
memoria en los siguientes objetivos parciales:

1. Indagar en la comprensién que muestran los estudiantes para pro-
fesor al visualizar propiedades y relaciones numéricas en la Tabla100 me-
diante representaciones geométricas.

2. Estudiar la viabilidad de nuevas representaciones simbdlicas y
geométricas para los operadores aditivos; desarrollar y establecer conexio-
nes entre los distintos tipos de representacion.

3. Realizar una propuesta didactica en torno a la Tabla-100, integra-
da por un material de trabajo que facilite establecer relaciones entre arit-
mética y geometria por medio del estudio e identificacion de patrones y re-

laciones numéricas.
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7.2.1 Primer objetivo
La consecucion del primer objetivo se ha realizado en la primera fase del trabajo
de investigacion en el aula, etapa empirica. En esta fase, a través de las distintas
tareas de contexto propuestas y trabajadas, se ha puesto en contacto a los estu-
diantes para profesor con la Tabla-100 y con diversas conexiones entre aritméti-
ca y geometria.

Hemos podido comprobar la viabilidad del trabajo sobre la Tabla-100. En
particular, los objetivos especificos y el balance de logros obtenidos en cada se-
sién de la primera fase se han detallando en el capitulo 4.

Los objetivos establecidos para esta fase del estudio han sido:
1. Familiarizar a los estudiantes con el uso de la Tabla-100.

2. Constatar la correspondencia que existe entre las operaciones aritméti-
cas basicas y los desplazamientos por la tabla, dotando a aquellas de un sentido
dindmico.

3. Encontrar visualmente regularidades geométricas en la tabla coloreada
e interpretarlas aritméticamente.

4. Establecer conexiones entre el 4rea de un poligono y el hecho de ser sus
vértices puntos del geoplano asociados a los multiplos de un determinado ntime-
10. ’

5. Estudiar los multiplos de un niimero en la Tabla-100, desde un punto de
vista dindmico, sometiéndolos a isometrias planas sencillas y observando el
efecto aritmético producido.

Como se analizé en el apartado 4.8, a partir de las actividades de los
alumnos disponemos de suficientes elementos de juicio para considerar que se
han cubierto los objetivos de esta fase de la investigacion.

En particular, tenemos que los estudiantes:

* Han realizado y reinterpretado operaciones aritméticas basandose exclu-
sivamente en los desplazamientos por la tabla coloreada, asignando un signifi-
cado aritmético a cada desplazamiento.
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* Han detectado visualmente un nimero significativo de regularidades
geométricas (cadenas), a las que han asociado un operador aditivo.

* Han utilizado diversas estrategias para el calculo de las areas de poligo-
nos formados al unir » multiplos consecutivos de un nimero k en la Tabla-100,
y han relacionado las areas de los poligonos conn y k.

* Han resuelto cuestiones de tipo geométrico (puntos alineados, parale-
lismo, angulos rectos, perpendicularidad entre lineas oblicuas en la tabla, etc.)
utilizando recursos aritméticos que proporciona la Tabla-100 (G3 y G1).

* Han estudiando el efecto producido por algunas reflexiones sobre los
multiplos de un nimero en la Tabla-100, observando las regularidades encontra-
das.

Los estudiantes para profesor con los que hemos trabajado, han estableci-
do conexiones entre propiedades aritméticas y geométricas mediante las tareas
propuestas, han detectado dificultades, han expresado sus dudas y han tratado de
resolverlas con los medios disponibles. Estos logros muestran una comprension
de la Tabla-100 y de las relaciones entre representaciones geométricas y propie-
dades aritméticas, al atender a las formas y propiedades geométricas en las ta-
reas y contextos propuestos.

7.2.2 Segundo objetivo

El segundo objetivo de la investigacion se ha abordado en la segunda fase
del trabajo de investigacion en el aula, etapa empirica. En esta fase, a través de
las distintas tareas propuestas y realizadas se ha propiciado la bisqueda y estu-
dio de nuevas formas de representacion numeéricas, simbdlicas y geométricas,
para los operadores aditivos en la Tabla-100. Los objetivos especificos y el ba-
lance de logros obtenidos en cada sesion han quedado recogidos en el capitulo 5.

Recordamos que los objetivos establecidos para esta fase del estudio
(apartado 5.1.1) fueron:

1. Proporcionar representaciones de tipo geométrico para los operadores
aditivos en la Tabla-100.
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2. Utilizar las cadenas para estudiar la posible estructura algebraica del
conjunto de los operadores aditivos con la “suma”.

3. Estudiar el efecto sobre los operadores aditivos asociados a las cadenas
cuando éstas se someten a isometrias sencillas.

4. Encontrar representaciones de tipo simbélico para los operadores aditi-
Vos.

5. Extender el estudio de las cadenas al considerarlas en la Tabla-100 de k
columnas.

Como se analizé en el apartado 5.7, a partir de las actividades de los
alumnos disponemos de elementos de juicio suficientes para considerar que se
han cubierto los objetivos de esta fase de la investigacién. Sostenemos esta valo-
racion en el hecho de que un niimero apreciable de los estudiantes que han se-
guido nuestras clase:

* Han identificado las cadenas como representaciones geométricas de
operadores aditivos, realizando representaciones propias y operando de manera
simultanea con ellas y con los operadores que representan.

* Han encontrado una operacién adecuada o criterio para “sumar” cade-
nas, identificando las que realizan las veces de elemento neutro y de elemento
simétrico para dicha operacion.

* Han observado el efecto de ciertas isometrias sobre las cadenas y sobre
los operadores asociados a ellas.

* Han encontrado formas simbolicas distintas de las habituales para repre-
sentar a los operadores aditivos.

* Han interpretado correctamente el cambio de significado aritmético que
experimentan las cadenas cuando éstas se colocan en una Tabla-100 de k co-
lumnas.

En definitiva, los estudiantes para profesor con los que hemos trabajado
han desarrollado y establecido conexiones entre los distintos tipos de representa-
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cién estudiados para los operadores aditivos. De este modo queda reconocida la
viabilidad de las nuevas representaciones simboélicas y geométricas.

7.2.3 Tercer objetivo

La consecucion del tercer objetivo se ha trabajado, parcialmente, en la
primera etapa de la investigacién. Tanto en la primera como en la segunda fase
de esta etapa de investigacion en el aula hemos tratado de realizar una propuesta
didactica viable y completa en torno a la Tabla-100, con la cual establecer y de-
sarrollar un entramado de conexiones entre aritmética y geometria. Sin embargo,
los materiales elaborados para la etapa empirica no fueron satisfactorios, mos-
trando ciertas limitaciones en la caracterizacion formal de los conceptos y pro-
piedades involucradas. Por ello fue necesario realizar un estudio tedrico, que co-
rresponde a la segunda etapa de esta investigacion.

El estudio tedrico ha proporcionado un analisis formal detallado de los
conceptos y relaciones que deben configurar la propuesta didactica mencionada.
Sin embargo, no se ha llevado a cabo un estudio posterior en el aula, que haya
concretado la correspondiente propuesta didactica y evaluado su viabilidad. Este
tercer objetivo participa de las dos etapas generales del estudio; algunos logros
parciales han quedando recogidos en los puntos anteriores y se completan con
los resultados del estudio tedrico.

7. 3 Hallazgos

Por medio de las tareas realizadas por los estudiantes, la Tabla-100 se ha
revelado como una herramienta 1til para favorecer las conexiones entre aritméti-
ca y geometria. Los hallazgos més interesantes de este estudio estdn en las po-
tencialidades observadas en cada una de las etapas y fases de la investigacion.

7. 3.1 Hallazgos en las tareas de contexto
1. Primera sesion: Divisibilidad y operaciones aritméticas.

Sobre las operaciones aritméticas consideradas en la tabla coloreada.
Los estudiantes han interpretado correctamente los desplazamientos por la tabla
en términos de sumar y restar unidades o decenas, y han establecido una corres-
pondencia entre las operaciones aritméticas basicas y los desplazamientos por la
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tabla coloreada, ya que encontraron criterios, distintos a los algoritmos usuales,
para realizar sumas, restas, productos y divisiones con la ayuda de los codigos
de coloreado de la tabla en relacién con la divisibilidad.

Las operaciones de sumar y restar presentan menos problemas que las de
multiplicar y dividir, siendo ésta la que mayor dificultad entrafié para los estu-
diantes, especialmente cuando la division no era exacta. Destacamos como estas
tareas favorecieron la consideracion de la multiplicacién y divisién como sumas
y restas reiteradas, respectivamente.

Un primer hallazgo consiste en que, desde la primera sesidn, los estu-
diantes han realizado representaciones y han establecido relaciones entre los
ambitos aritmético y geométrico en el contexto de la Tabla-100.

2. Segunda sesion: Divisibilidad y patrones.-

Sobre la identificacion de regularidades y patrones utilizando los multi-
plos de un niimero. Se han identificado una considerable variedad y cantidad de
patrones geométricos constituidos por los multiplos de un nimero, siendo esta
variedad mayor al considerar los multiplos de 3, 4 y 7. Se ha observado una ten-
dencia clara por parte de los estudiantes a visualizar los patrones en el sentido
“bajar, derecha”, en este orden, que coincide con el orden en que se nombran las
decenas y unidades de un niimero de dos cifras, y también con el sentido habi-
tual de lectura.

3. Tercera y cuarta sesiones: Divisibilidad y geoplano I y I1

Sobre la relacion entre poligonos dibujados en la Tabla-100 y la divisibi-
lidad. La Tabla-100, considerada como geoplano, ha sido 1til a la hora de esta-
blecer conexiones entre los poligonos que se forman al unir » multiplos de un
numero £ y la divisibilidad, ya que los estudiantes han encontrado distintas es-
trategias para calcular el drea de paralelogramos y, ademas, han encontrado una
formula que relaciona el area de los poligonos con n y k.

Para aclarar ciertas ambigiiedades en torno al tipo de poligonos que se
forman por este método, los estudiantes de G3 y G1 utilizan recursos aritméticos
que proporciona la Tabla-100.
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Mediante la realizacion de reflexiones sencillas sobre los multiplos de los
nimeros se encuentran regularidades numéricas y algunos multiplos de nimeros
que permanecen invariantes frente a dichas reflexiones en cuanto al tipo de mul-
tiplicidad.

Se trata de otro hallazgo relevante: la consideracion simultanea de la Ta-
bla-100 como conjunto numérico y como geoplano se realiza de manera natural,
y permite profundizar en su estudio.

7. 3. 2 Hallazgos en el estudio de las cadenas

1. Quinta sesion: Elementos algebraicos del conjunto de las cadenas
con la “operacion suma”.

Sobre identificacion y estudio algebraico de operadores aditivos por me-
dio de las cadenas. Destacamos la buena acogida que han dispensado los estu-
diantes a este tipo de cuestiones, encontrando cadenas, en su mayoria con angu-
los rectos y minimo nimero de casillas, para representar a los operadores aditi-
vos. También hallaron un criterio coherente para “sumar” cadenas, superponien-
do la casilla final de una de ellas con la inicial de la otra.

Para salvar el problema que presentan las cadenas situadas en los bordes
de la Tabla-100, los estudiantes han impuesto restricciones para el tamafio de las
cadenas con el objeto de poder ser “sumadas” en esta tabla. Julia (G1) sefiala la
idea de que una cadena que rebasa un lateral de la tabla aparezca por el lateral
opuesto en la fila correspondiente, dando asi una solucion de continuidad al pro-
blema.

Los componentes de G3 ponen de manifiesto el papel que juegan los na-
meros de la Tabla-100 como el “conjunto origen” de la aplicacion que constitu-
ye el operador aditivo. De este modo, estado y operador quedan diferenciados
en su forma de representacion ya que, para el primero, se utilizan los simbolos
numéricos habituales y el segundo adopta la forma geométrica de una cadena.

La cadena cerrada surge de forma natural como elemento neutro para la
“suma”. Con mayores dificultades, se sefiala como cadena opuesta la que se ob-
tiene invirtiendo la orientacion.
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Los componentes de G3 utilizan con soltura las cadenas para comprobar
las propiedades asociativa y conmutativa de la “suma” de operadores aditivos.

Todas estas cuestiones muestran un nuevo hallazgo: sobre la Tabla-100 se
encuentran condiciones para el estudio del grupo aditivo de las cadenas libres.

2. Sexta sesion: Cadenas y transformaciones geométricas

Sobre el efecto de algunas isometrias sencillas sobre las cadenas y los
operadores aditivos asociados. La Tabla-100, en su condicién de geoplano, se
revela como un buen medio donde realizar reflexiones sobre las cadenas, consi-
deradas exclusivamente como figuras geométricas independientemente de su
orientacion. A la hora de observar el efecto producido sobre los operadores aso-
ciados la dificultad aumenta, debido en gran parte a la no inclusién de las fle-
chas que dan orientacion a las cadenas. La necesidad de considerar el caricter
orientado de las cadenas queda aqui de manifiesto.

3. Séptima sesion. Primera parte: Cadenas y representaciones simboli-
cas

Sobre las representaciones simbdlicas de los operadores aditivos. Ade-
mas de las representaciones de caracter geométrico se han obtenido una amplia
variedad de representaciones de tipo simbdlico para representar a los operadores
aditivos, que en su mayoria combinan elementos graficos con numéricos, abun-
dando los pares ordenados. Los estudiantes han manejado de este modo mas de
un sistema de representacioén para el mismo concepto. Esta riqueza de represen-
taciones para los operadores aditivos es un nuevo hallazgo del estudio.

4. Séptima sesion. Segunda parte: La Tabla-100 de k columnas

Sobre la interpretacion aritmética de las cadenas situadas en la Tabla-
100 de k columnas. Una misma forma en un contexto diferente cambia de signi-
ficado. Esta es la conclusion que se obtiene cuando los estudiantes colocan una
cadena correspondiente a un operador determinado en la Tabla-100 de 7 colum-
nas. Este cambio de columnas en la tabla favorece la observacion del papel que
juega el niimero 10 en la descomposicion polindmica de un niimero en base de-
cimal y ha favorecido que algunos estudiantes relacionen la forma de la cadena,
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la expresion numérica del operador asociado, la Tabla-100 de k columnas y el
sistema de numeracion en base k.

5. Encuesta final

Completamos el estudio de las potencialidades destacadas anteriormente
con un resumen de la opinion de los estudiantes sobre distintos aspectos del tra-
bajo realizado, recogida mediante una encuesta final de actitudes, que se detalla
en el Anexo 3.5, y que muestra el grado de satisfaccién en relacion con la utili-
dad de las tareas realizadas para:

* Mejorar la comprensioén de aspectos numeéricos en relacién con las ope-
raciones aritméticas.

* Desarrollar la capacidad de visualizacion de regularidades numéricas y
obtener una vision de los niimeros desde otra dptica.

* Relacionar poligonos con niimeros.

* Proporcionar una vision geométrica de la suma y la resta.

* Mejorar la idea de isometria.

* Entender mejor el comportamiento de los operadores aditivos.
7. 4 Dificultades detectadas mas importantes

Aunque los logros obtenidos satisfacen las expectativas iniciales de esta
investigacion, son numerosas las dificultades que se han encontrado en su trans-
curso. Muchos de los problemas encontrados por los estudiantes para dar res-
puesta a las tareas planteadas tienen relacion con sus propios conocimientos y
habilidades personales, pero otras estin provocadas por la falta de informacién
previa de tipo didéctico y matematico que existia sobre la Tabla-100 al comien-
zo de la investigacion. Las dificultades encontradas son, precisamente, las que
mostraron la necesidad de un estudio tedrico sobre la tabla y su relacién con los
sistemas de representacion.

Citamos las dificultades mas sobresalientes encontradas en el transcurso
de este trabajo y que, en parte, justifican el capitulo 6 de esta memoria.
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7.4.1 Dificultades en la primera fase

* En relacion con las operaciones aritméticas en la tabla coloreada, los
estudiantes tropiezan con mayores problemas para encontrar formas distintas del

algoritmo usual para efectuar una divisidn, especialmente cuando ésta no es
exacta.

* Aunque se podria pensar que por estar la tabla coloreada con criterios de
divisibilidad seria facil en este medio encontrar el maximo comun divisor de dos
numeros utilizando esos criterios de coloreado, la realidad fue distinta, bien por
la propia dificultad de la tarea o por no haber trabajado previamente aspectos
relacionados con el célculo de los divisores de un nimero, lo que sin duda hu-
biera facilitado la tarea.

* En relacién con los poligonos que se dibujan en la Tabla-100, conside-
rada como geoplano, los principales errores se encuentran en los nombres asig-
nados a los poligonos, producidos bien por ignorancia o debido a las dudas que
algunos poligonos plantean acerca de la medida de sus angulos o el paralelismo
de sus lados.

7.4.2 Dificultades en la segunda fase

* El hecho de que para encontrar el operador asociado a una cadena haya
que contar los desplazamientos de una celdilla a la siguiente y no el nimero de
celdillas, produce confusién en algunos estudiantes a la hora de buscar un crite-
rio para “sumar” cadenas, yuxtaponiendo una a continuacién de la otra en lugar
de superponer la casilla final de una con la inicial de la otra.

* Aunque el problema que presentan las cadenas en los bordes laterales de
la tabla es resuelto por algunos estudiantes, como Julia (G1), obligando a la ca-
dena que desaparece por un borde a reaparecer por el borde opuesto, no queda
resuelto el problema en los limites superior e inferior de la Tabla-100. Este pro-
blema hace que el conjunto de las cadenas con que han trabajado nuestros alum-
nos no tenga la estructura de grupo con la “suma”. En este sentido se echaba en
falta el estudio tedrico pertinente en relacion con la estructura algebraica del
conjunto de los operadores aditivos.
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* Existe un riesgo cierto de confusioén entre las acepciones algebraica y
geométrica del término “simétrico”, tal y como lo pone de manifiesto algiin
alumno. Ahora bien, a la vista del escaso nimero de estudiantes que incurren en
este error, mas que una dificultad se puede considerar como una virtualidad de la
tabla, al dar la oportunidad de abordar en clase las diferencias entre ambas inter-
pretaciones.

* La principal causa de dificultades y fuente de errores en relacion con la
identificacion y estudio de los correspondientes operadores aditivos asociados a
una cadena, es la falta de orientacion explicita de las cadenas mediante flechas.
Esta limitacién se pone especialmente de manifiesto cuando se trata de observar
el efecto de algunas isometrias sobre los operadores en cuestion. En este sentido
somos responsables de parte de los errores en las respuestas de los estudiantes,
ya que hemos presentado y admitido cadenas sin orientacién, y hemos conveni-
do con los estudiantes que en estos casos le adjudicamos el signo segiin imagi-
nemos las flechas en un sentido u otro.

Esta es también la causa por la cual algunos estudiantes sefialan el giro de
180° como la isometria que deja invariante al operador asociado a una cadena
determinada, cuando en realidad dicho giro transforma el operador de una cade-
na en el opuesto de la cadena original.

* Especial dificultad presenta la tarea 2.7 de esta fase, que trata de averi-
guar si cadenas distintas correspondientes al mismo operador se transforman
mediante algunas isometrias en cadenas asimismo equivalentes. La ausencia de
respuestas aceptables hace pensar en una deficiente redaccion de la tarea y, es-
pecialmente, en la necesidad de trabajar con anterioridad la equivalencia de ca-
denas y los representantes candnicos de las clases de equivalencia. Es por ello

que este aspecto ha quedado tratado con detalle en el estudio tedrico del capitulo
6.

* Encontramos maés dificultades de las esperadas a la hora de relacionar el
sistema de numeracion en base 7 con la expresion del operador de una cadena en
la Tabla-100 de 7 columnas (tarea 3.9). Aunque, como en el caso de Julia (G1),
las dificultades se pueden deber a la lejania en el tiempo del estudio de los sis-
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temas de numeracion, pensamos que antes de abordar esta cuestion se deben tra-
bajar con mayor intensidad las representaciones en la Tabla-100 con diferente
numero de columnas, realizando tareas para relacionar unas cadenas con otras en
relacién con los operadores asociados. Por ello se ha abordado también esta
cuestion de forma tedrica en el capitulo 6.

Todas estas dificultades, entre otras, influyeron de manera decisiva en el
investigador para realizar el estudio que presentamos en el capitulo anterior.

7.5 Confirmacion de las hipotesis

De los datos e informaciones expuestos en los apartados anteriores se
puede inferir, con todas las limitaciones sefialadas, que quedan confirmadas las
hipétesis generales enunciadas en el apartado 2.15 de esta memoria:

La introduccién de una propuesta didactica fundada en torno a la
Tabla-100 en el curriculo de formacidn inicial de profesores, permite a estos
estudiantes:

1. Establecer conexiones aritméticas desde un punto de vista geomé-
trico e interpretar propiedades y relaciones entre aritmética y geometria.

2. Obtener nuevas representaciones para el estudio formal de los ope-
radores aditivos.

3. Aplicar conocimientos matematicos adquiridos con anterioridad al
estudio de estas representaciones.

Esto es asi, ya que:

1. Son multiples y significativas las conexiones realizadas por los estu-
diantes entre aritmética y geometria.

2. Se han propuesto representaciones originales, tanto de caracter simboli-
co como geomeétrico, para los operadores aditivos en la Tabla-100; estas repre-
sentaciones se han estudiado en detalle.

3. Los estudiantes han aplicado sus conocimientos matematicos en el es-
tudio de las representaciones mencionadas, obteniendo ademds una nueva vision
y reconsideracion de algunos de estos conocimientos. También se han puesto en
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evidencia las limitaciones en el conocimiento de los estudiantes, que explican
algunas de las dificultades apreciadas.

7.6 Conclusiones del estudio tedrico

La Tabla-100, considerada como objeto didactico, es un material cuyo uso
en el aula no entrafia mayor dificultad, habiéndose puesto de manifiesto en la
primera fase de investigacion su utilidad para conectar cuestiones de indole
aritmética y geométrica. No obstante, al tratar de profundizar en su estructura
matematica y en el comportamiento de las cadenas como objetos geométricos
que representan operadores aditivos, la Tabla-100 ofrece ciertas dificultades,
como se ha puesto de relieve en los capitulos 4 y 5, y en el apartado 7.4 anterior.

Destacamos en este apartado y de forma resumida las conclusiones mas
importantes del estudio tedrico.

7.6.1 Aspectos sobre Tig

La Tabla-100 proporciona un soporte para las representaciones estudiadas.
Al considerar en la tabla nimeros, poligonos y cadenas necesitamos formalizar
el estudio de la tabla delimitando los conceptos con los que trabajamos y que se
integran en este estudio. Estos elementos son: el conjunto numérico de los 100
primeros nimeros naturales, el geoplano y la cuadricula.

Con el fin de dar solucién a los problemas que se presentan en los limites
de Tgo, realizamos las siguientes extensiones:

* Tz o extension de Tyg a todo el conjunto Z de los enteros. En esta ex-
tension advertimos la estructura de anillo conmutativo para (K, +, x), donde
los elementos del conjunto K son las 10 columnas de Tz contempladas como
clases residuales modulo 10, y las leyes internas de la suma (+) y el producto (x)
se refieren a la suma y producto usuales de clases residuales.

* Z100 0 extension de Tg al conjunto cociente de Z respecto de la relacion
de congruencia mddulo 100.
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7.6.2 Caracterizacion de las cadenas

Construimos formalmente las cadenas como representaciones de los ope-
radores aditivos, para lo cual definimos los siguientes términos:

* Cadenas fijas que son concatenaciones orientadas de cuadrados de la
reticula con un lado comin, a modo de poliminds.

* Expresiones aritméticas de las cadenas fijas, que son notaciones me-
diante niimeros, subindices y superindices, que indican los desplazamientos que
realiza la cadena por la tabla.

* Cadenas fijas simples que constan solo de un tramo vertical y un tramo
horizontal.

* Expresiones aritméticas reducidas que corresponden a las cadenas fijas
simples, y que contienen solamente dos nimeros.

* Cadenas libres son las clases de equivalencia de cadenas fijas que re-
presentan al mismo operador aditivo.

* Cadenas fijas simples minimas son las cadenas simples que tienen el
menor numero posible de celdillas y que adoptamos como representantes cand-
nicos de las cadenas libres.

7.6.3 Estructura del conjunto de las cadenas libres

Contemplamos las cadenas como expresiones geométricas de los operado-
res aditivos tomados como aplicaciones, y abordamos la comprobacion de la es-
tructura de grupo aditivo abeliano de estos operadores mediante la utilizacion de
las cadenas. En este sentido destacamos lo siguiente:

* Para constatar la estructura de grupo abeliano de los operadores aditivos
por medio de las cadenas, el dominio de aplicacion de éstas debe ser la exten-
sion Tz en lugar de la Tabla-100, debido a los problemas que ésta presenta en
sus bordes.

* Definimos la composicién de cadenas superponiendo la casilla final de
una con la inicial de la otra.
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* El elemento neutro para esta “suma” es la cadena cerrada.

* El elemento simétrico de una cadena se obtiene cambiando la orienta-
cion de la misma y conservando el orden “decenas, unidades”.

* Constatamos los isomorfismos existentes entre las tres expresiones de-
cimal, aritmética y geométrica para los operadores aditivos.

7.6.4 Isometrias aplicadas a las cadenas libres
En este sentido destacamos los siguientes puntos:

* Aplicamos un grupo de transformaciones geométricas (grupo diedral 4)
a las cadenas y describimos el efecto de cada una de las isometrias del grupo so-
bre las unidades y decenas de sus operadores asociados, sobresaliendo entre
otros los resultados siguientes:

- Las isometrias Gigo, G360, Rv ¥ Ry, transforman cadenas fijas sim-
ples en cadenas fijas simples, mientras que Ggo, G270, Rias ¥ Rygs transfor-
man cadenas fijas simples en cadenas no simples.

- El giro G;g transforma la cadena original C(a'b,) en su cadena
opuesta C(a'b.), y por tanto transforma al operador asociado [10atb], en
su opuesto [-(10a+b)].

- De la misma manera las reflexiones R, y R}, producen efectos
aritméticos opuestos sobre cualquier cadena.

- Describimos las caracteristicas de las cadenas cuyos operadores

permanecen invariantes frente a ciertas isometrias.

* Estudiamos la compatibilidad de las isometrias con la relacion de equi-
valencia entre cadenas fijas, encontrando que:

- El efecto aritmético de una isometria sobre una cadena fija depen-
de exclusivamente del nimero total de celdillas verticales y horizontales,
y no del modo como se disponen en la cadena.

- La cadena fija simple minima asociada a una cadena libre es uni-
ca.
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- El hecho de existir representantes de una misma cadena libre con
diferente niimero de casillas verticales y horizontales, hace que el efecto
aritmético de las isometrias sobre el operador asociado dependa de la
eleccion de dicho representante, concluyendo que las isometrias en Ty

no son compatibles con la relacion de equivalencia definida entre cade-
nas fijas.

* Estudiamos el efecto aritmético de las isometrias sobre los representan-
tes canonicos de las cadenas, obteniendo que:

- Las isometrias Gog, G279, R4s y Rugs no transforman representantes
candnicos en representantes canonicos.

- El conjunto de isometrias S ={Gj;¢0, G1so, Ry, Rp}, con la composi-
cion de isometrias, constituye un grupo de Klein de isometrias que trans-
forma representantes canonicos en representantes canénicos.

7.6.5 Estudio de las cadenas en la Tabla-100 de k columnas

Generalizamos algunos resultados obtenidos anteriormente cuando las ca-
denas las situamos en la tabla Tyge encontrando que:

* El valor numérico del operador asociado a una cadena situada en Thoox
depende de k.

* Existe una forma Uinica de expresar este valor numérico utilizando su
expresion aritmética en base k, es decir el operador correspondiente a la cadena
+ :
C(a b.) viene expresado por [kx(+a) b].

* Reciprocamente, cuando hacemos un cambio de tabla y queremos cono-
cer la cadena libre asociada al operador [+ab] en la tabla T100 €s necesario rea-

lizar un cambio de base: ab = cd, correspondiendo a dicho operador la cadena
+
C(c d,).

* Podemos obtener el representante candénico de un operador dado en
T1o0x mediante unos pasos que expresamos en forma de organigrama.

* Es posible encontrar condiciones numéricas para que las isometrias que
estudiamos dejen invariante a un operador determinado.
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7.6.6 Estudio de los patrones rectilineos en las tablas Ty

Tratamos en este apartado de expresar, en términos aritméticos, regulari-
dades observadas en los patrones rectilineos que se forman en las tablas (m, k)
en las que se consideran clases residuales médulo m en las tablas Tjgox. En este
sentido obtenemos:

* Una caracterizacion para los “puntos alineados”.

* Una definicidn de “recta” en las tablas (m, k) por medio de la idea de
“cadena generadora de la recta”.

* Unos criterios para distinguir en dichas tablas “rectas que se cortan,
rectas paralelas y rectas que se cruzan”.

* Un sistema de referencia propio y unas ecuaciones de las “rectas” en
las tablas (m, k).

* Una definicion de patrén rectilineo como familia de rectas paralelas.

* Unas aplicaciones entre los conjuntos de patrones, cadenas y operado-
res aditivos.

Por tultimo, realizamos un estudio de las regularidades visuales que en-
contramos en las tablas (m, k) y su formalizacién matematica en términos de
aritmética modular. Destacamos los siguientes hallazgos:

- Caracterizacion de un patron rectilineo en términos de congruencia.
- Identificacion de la pendiente y la densidad de un patrén rectilineo.

- Existencia de tablas cuyos patrones estan contenidos en otras tablas (pa-
trones anidados).

- Las tablas de la forma (m, ﬁq) contienen los patrones generados por la
cadena C(c* d.), cuando ¢ y d son multiplos de m.

- Las tablas (m, k) y (m, k+m) son tablas con patrones anidados.
- Las tablas que contienen al patrén generado por la cadena C(c* d.) son
m—d

c

eN

de la forma (m, ﬂ), con d<
c
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- Establecemos criterios para caracterizar patrones simétricos y tablas si-
métricas.

- Si una tabla tiene un patrén simétrico de otro que se presenta en una se-
gunda tabla, y la componente vertical, ¢ >1, de su cadena generadora es primo
con el moédulo m, entonces la primera tabla tiene todos los patrones simétricos
de la segunda tabla, con la Unica limitacién que produce el niimero de columnas.

- Las tablas equidistantes de cualquier tabla de la forma (m, 1;1), son si-
meétricas.

- Las tablas equidistantes del par de tablas de la forma (m, mA+n) y
(m, mA+n+1),conA=0,1,2,3, ..;n=1, 2, 3, ..., son simétricas.

- Si una tabla (m, k) posee el patron generado por la cadena C(2* 0), en-
tonces es autosimétrica.

- Una condicion suficiente para que dos tablas de la forma (m, k) y (m, k”)
sean simétricas es que k+k’ = m

- Sean dos tablas (m, k) y (m, k’) simétricas, tales que un patrén generado

por C(c* d,) y su simétrico, con ¢>1 y m.c.d. (c, m) = 1, en estas condiciones se
cumple que k+k’=m

7.7 Aportaciones y lineas de trabajo abiertas en la investigacién

Resumimos las principales aportaciones de esta investigacién ya mencio-
nadas en este capitulo:

* Elaboracién del material escrito para el trabajo de los estudiantes, si
bien algunas de las cuestiones presentadas en la primera fase estin basadas en el
material bibliografico consultado.

* Identificacion de situaciones problemadticas detectadas en el transcurso
del estudio empirico.

* Estudio teérico de la Tabla-100 y de las cadenas como representaciones
geométricas de operadores aditivos.

* Aplicacion de las cadenas al estudio de los patrones rectilineos en las
tablas TlOO(k
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416 CAPITULO 7: Conclusiones

La investigacion que presentamos en esta memoria es de caracter explo-
ratorio; por ello, aunque se han identificado muchas cuestiones, algunas no han
podido estudiarse en profundidad y otras han quedado solo esbozadas. El trabajo
realizado en el capitulo 6 de esta memoria puede contribuir con un soporte ma-
tematico fundado a futuras investigaciones del que no disponiamos al comienzo
de nuestro estudio. Apuntamos algunas lineas generales de indagacién, que pen-
samos abordar en el futuro y que han sido identificadas tras la presente investi-
gacion:

* Estudio de la comprension que muestran estudiantes de distintos niveles
educativos sobre el papel de las cadenas como representaciones de los operado-
res aditivos, alternativa a otras conocidas; este trabajo permitira comprobar las
capacidades de los estudiantes para realizar conversiones entre unas representa-
ciones y otras, y detectar las posibles ventajas e inconvenientes que el caracter
geométrico de las cadenas aporta al concepto de operador aditivo.

* Trabajo con estudiantes para profesores de secundaria y universidad de:

- Las estructuras algebraicas surgidas en esta investigacion en torno a las
cadenas en relacion con las transformaciones geométricas.

- Los patrones rectilineos en las tablas (m, k), tratando de ampliar el lista-
do de propiedades, expuestas en esta memoria, y expresarlas en términos mate-
maticos formales.

- El uso de las cadenas para visualizar propiedades de la teoria de niimeros
obteniendo una dimensién geométrica-visual.

finalmente, con nuestro esfuerzo y trabajo reflejados en esta memoria, es-
peramos haber contribuido a clarificar todo un mundo de posibilidades didacti-
cas y matematicas que se vislumbra encierra el objeto que hemos llamado la Ta-
bla-100, aportando nuestra contribucion a la linea de Pensamiento Numérico.
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