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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Objetivos

El propésito de este trabajo es el estudio de una clase de problemas inversos que surgen en mecéani-
ca, basandose sobre todo en el método de los elementos de contorno. El problema inverso de
identificacion significa que las incognitas son una parte oculta de la geometria (cavidades internas,
inclusiones, etc.) en lugar de desplazamientos y tensiones. Su busqueda se realiza a partir de
datos adicionales en forma de mediciones de la respuesta mecanica (detecciéon no destructiva). El
método de los elemento de contorno esta especialmente bien condicionado gracias a su menor coste
computacional y su buena adaptacién a geometrias variables.

El punto central es una ecuacién integral de sensibilidad respecto a la geometria, que propor-
cionard un gradiente atil para algoritmos de minimizacién de funciones de costo. Las principales
contribuciones se pueden resumir en los siguientes puntos:

e Revision de las estrategias en problemas inversos, clarificando sus principales beneficios,
problemas y 4reas de aplicabilidad de cada uno (capitulo 1.4).

e Sensibilidad a la geometria por derivacién directa. Esto se hace de un modo completamente
analitico y genérico, antes de cualquier definicién de parametrizacion o discretizacion (capi-
tulo 2.1).

e Sensibilidad por el método de la variable adjunta. Este método se extiende a la obtencion
de la sensibilidad geométrica de una grieta en elasticidad armoénica mediante una ecuacién
exclusivamente de contorno (capitulo 2.4).

e Derivada topoldgica. Se presenta un método basado en una estimacién linearizada de la
presencia de una cavidad circular o grieta lineal. Resulta ser extremadamente rapido en
comparacién con la solucién de un problema directo completo aportando a pesar de ello
precisiéon més que suficiente para propositos de inicializacion o incluso deteccion (ver capitulo
2.6).

e Comparacién sistemética de los métodos de minimizacién més interesantes, con el objeto de
vislumbrar el 4mbito de cada uno desde un punto de vista practico, dentro del marco de
imposibilidad de extraer conclusiones puramente matematicas en este sentido.

e Todos los métodos desarrollados se comprueban numéricamente en profundidad, incluyendo
errores simulados, control de la distancia a la solucién real, y medios para obtener mejor con-
vergencia, para proporcionar técnicas listas para su uso. Se proponen y prueban numerosas
parametrizaciones (ver capitulo 2.2; el capitulo 3 contiene un extracto de los resultados mas
reveladores).
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Durante el desarrollo de todas estas ideas se crearon nuevas técnicas:

e Se encontré una férmula de regularizacién muy simple para integrales hipersingulares que no
requiere el calculo de ninguna derivada y necesita un sélo bucle para su programaciéon. Esto
se desarrolla junto con una revisién en el apéndice B.

e Se desarroll6 un dlgebra programable para expresiones tensoriales con gran namero de indices.
Sus ventajas son la facilidad de programacion y una reduccion del riesgo de errores (ver
apéndice C).

e El comportamiento tipo 1/r de las grietas se generaliza para elementos de orden superior en
el capitulo 2.3.

Ademas, aparecieron resultados inesperados:

e Se encontrd una estrecha relacién entre los métodos de optimizacién y el planteamiento de
las ecuaciones de observacion en forma de una equivalencia entre ambos. Este lazo se puede
ensanchar y hacer posible el intercambio de herramientas adjuntas de un método al otro.
Esto se explica en el capitulo 2.7.3.
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1.2 Introduccién

1.2.1 El problema

La necesidad de detecciéon no destructiva aparece en muchos campos de la ingenierfa. El gran
nimero existente de estructuras civiles, arquitecténicas o aeronduticas nos ha dejado la necesidad
de su mantenimiento sostenible, para aumentar su longevidad y seguridad. Un ejemplo critico seria
la deteccion de grietas por fatiga en una viga de alas de avién. La etapa de produccion se beneficia
directamente de la deteccion no destructiva en la etapa de control de calidad, especialmente en
materiales avanzados y de alto rendimiento. Otros campos emergentes, como la biomecénica, la
bisqueda de minas antipersonales o la geofisica tienen gran fuerza en muchas Universidades.

En la préctica, los métodos usuales son en gran medida empiricos y experimentales, requiriendo
bien aproximaciones a soluciones analiticas simples o la interpretaciéon visual de tomografias o
curvas por parte de personas experimentadas. Algunos intentos practicos de uso sistemético de
algoritmos de identificacién estdn dando resultados prometedores, pero la identificacién es un buen
ejemplo de problemas mal condicionados: ni la existencia ni la unicidad necesitan existir, y los
resultados pueden ser muy sensibles a las medidas. Esto hace necesario encontrar métodos robustos.

Actualmente, los problemas principales, que definen la direccién de este trabajo son:

e la necesidad de calculo rapido y preciso de gradientes respecto a la variacién de la geometria,

e ¢l escaso rango de convergencia de los algoritmos de optimizacién clasicos,

falta de criterios para la eleccion de algoritmos, y
e para la inicializacién de éstos,
e necesidad de una técnica de busqueda global en un tiempo razonable.

Es interesante notar que en la multidisciplinariedad del tema hay muchos aspectos comunes
con la optimizacién de estructuras y su diseno, siéndole aplicables muchas de las presentes con-
tribuciones.

1.2.2 Qué medir

La deteccién de defectos dentro de un cuerpo se basa en el estudio de una magnitud que se propaga
en su interior y se manifiesta en el contorno (ondas elasticas, actsticas, potencial eléctrico, térmico,
o radiacién X). Dentro de las ondas elésticas de nuestro tema, se puede distinguir la respuesta
acustica (excitaciéon y medicién) de la emisién acustica (crecimiento de grietas).

1.2.3 Concepto de problema inverso (PI)

En elasticidad, un problema directo se puede definir como el calculo de la respuesta (desplaza-
mientos u y tensiones ¢) en un cuerpo definido por su geometria (£2), propiedades mecénicas (k),
modelo de comportamiento (operador L) y condiciones de contorno (valores conocidos de u y q).
Como contraposicion, un PI es aquél en el que no se conoce una parte de los datos anteriores, por
ejemplo una parte de la geometria o sus propiedades mecéanicas.

Si un problema directo genérico (no necesariamente elastico) se define como:

L(k)u=gq en
la naturaleza de la incognita genera la siguiente clasificacion de PI, por Kubo [74]:
e Identificacién: una parte de la geometria (Q2). Este es el problema aqui tratado.

e Modelizacion: las ecuaciones mateméticas que gobiernan el comportamiento (L).
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e Reconstruccion: condiciones de contorno o iniciales.
e Acciones externas: g.
e Propiedades mecanicas: algunos pardmetros que caracterizan el material (k).

Para encontrar esta informacion, se han de proveer datos suplementarios, en forma de mediciones
extraordinarias de u o ¢ en una zona accesible del espécimen.

1.2.4 Coémo medir

El uso de datos estdticos es, en general, menos til que los dindmicos principalmente por la dificulad
en su medicién.

La medicién de la respuesta permanente arménica se usa aqui principalmente por la reduccién
en la cantidad de datos a adquirir y el requierimiento exclusivamente de transductores de rango
de frecuencia suficiente, en comparacion con la dindmica transitoria (eco de pulsos), que se basa
en la similitud de ondas, o en su forma simplificada, en la comparacion de pico y retardo [132] [90]
[110] [116].

Otra alternativa es el anélisis modal, pero las frecuencias y modos propios muchas veces no
estan suficientemente influenciados por cambios pequefios de rigidez del espécimen, lo que lleva a
inexactitudes y sensibilidad a errores. También dificulta el problema, el posible cambio en el orden
de las frecuencias propias ante grandes defectos. En el otro extremo, la respuesta de pequenos
defectos puede verse muy afectada por la sola presencia de los transductores.

El analisis permanente se puede mejorar analizando la forma de onda mediante una descom-
posicién armoénica, siempre que la excitaciéon también contenga multiples armoénicos. Esto permite
obtener informacién muy rica usando pocos o un sélo actuador y receptor. Una limitacion de este
método es que no es apropiado para contemplar efectos unilaterales [110], por la no linealidad que
implican, aunque el campo de aplicabilidad sigue siendo muy interesante, al permitir el anélisis en
servicio (en el que las cargas de servicio mantendran abierta cualquier grieta).

En este punto se puede distinguir entre el anélisis por técnicas iterativas de las respuestas exac-
tas de problemas directos (nuestro caso), o la deduccién de una funcién simplificada de respuesta
a partir de la excitaciéon (funcién de transicién) que sustituye a la resolucién de modelos directos
[21] [20].
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1.3 El método de los elementos de contorno (MEC)

En comparacién con otros métodos numeéricos, el MEC proporciona ventajas: no requiere remalla-
dos del dominio al modificar la geometria, implicando una fuente menos de imprecisiones numéricas;
el alto namero de iteraciones requiere de métodos de calculo rapidos; en deteccién ultrasénica, el
nimero de elementos para capturar las pequenas ondas es muy alto.

Con objeto de establecer una nomenclatura, los problemas de elasticidad se definen aqui por
las ecuaciones [102] [35] [94]:

Ecuaciones de equilibrio:

05,5 +b; =0 en § (1.1)
Ecuaciones de compatibilidad:
1
€ij = 5 (Ui +uj,) (1.2)
Ecuaciones constitutivas:
0ij = Aij€rk + 2pe;; (1.3)

o0;j Tensor de tensiones

€;; Tensor de deformaciones

u; Desplazamientos

b; Fuerzas de volumen

¢; Vector de tensiones en la normal n; (¢; = o;jn;)

0;; Delta de Kroenecker

A, p Constantes de Lamé, que pueden ser expresadas en funcién de:

E, v Médulo de elasticidad y coeficiente de Poisson

_ E \— vE
k=501 T A +v)(1-2v)

Estas ecuaciones se combinan en la ecuacién de Navier,

1 1
(E) ujji + Wi jj + ;bz’ =0

que se puede expresar en forma integral en virtud de teoremas energéticos, en los cuales la solucién
compatible requerida viene dada en deformacion plana 2D (e33 = 0) por soluciones fundamentales
correspondientes al problema de la aplicacién de una fuerza puntual en el polo, direccion ey, [36]
[22] [4] [99]. Tras el proceso de paso al limite del polo hasta el contorno, la ecuacién integral se
torna, en el caso de ausencia de fuerzas de volumen:

€ue(§) + f 4k &)un () ~ (x5 ()] dDx) = 0 (L4)

r

donde x es el punto de integracion u observacion, & el polo o punto de colocacién, y las integrales
tienen el sentido de valor principal de Cauchy (CPV: fab CPV =lim._ ( [+ fgb))

Va a ser importante estudiar en la derivada el proceso del paso al limite. En general, al acercar

el polo al contorno, los términos en r; = z; — &, r = \/r2 + r2 de los nicleos seran singulares, es

decir, de las formas log %, %, T% Una técnica para desarrollar este limite consiste en acercar el
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Figura 1.1: Artifice to make the limit to the boundary.
contorno al polo siguiendo una "bola artificial"infinitesimal (figura 1.1) y descomponiendo el limite

Joaaw =t (], o) (] )

Para un calculo numérico eficiente es necesario recurrir a ciertas técnicas, como descomponer la
integral en una parte regular numérica y otra singular analiticamente resoluble; aplicar la colocacién

en dos términos.

fuera de los extremos de los elementos, o integracién mediante cuadraturas especiales.

Por dltimo, de esta formulacion se puede derivar la llamada ecuacién hipersingular (basada en
la aplicacion de la ley de Hooke a la anterior), principalmente ttil para la modelizacion de grietas
[30] [17] [10] [80] [42] [67] [45] [46] [103] [107] [32] [38] [23] [95] [134]. Se conviene la siguiente
nomenclatura, donde la integral tiene sentido de Parte Finita de Hadamard:

¢k (€)ar(€) + 7{ [di (x; €)ar (x) — s, (x; §)ur(x)] dT(x) = 0 (1.5)

Ambas ecuaciones, validas para un continuo han de ser discretizadas para ser aproximadas por
un conjunto finito de valores (zx =) drjxj, ur = Y drjuj, gx = ) Pr;q;)- En el MEC se escribe
la ecuacién para tantos puntos y direcciones de colocacién como incégnitas, con lo cual se obtiene
un sistema de ecuaciones determinado de la forma,

Hu=Ggq (1.6)
_ (&) (&) + [ d(x;€)r; (x)dD (x) para la ubie
H = thy} = { fl; 5;;(’2 &) o (g)dlf‘(x) ' para la gbie (1.7
o Jpul () iy (x)dT (%) para la ubie
G=lou}= { Ci(ﬁﬁ‘ﬁkj (&) + [r di (%5 &) i (x)dT (x) para la gbie (1.8)

La aplicacién de condiciones de contorno se materializa en la agrupaciéon de las incégnitas de
u y q en un nuevo vector v, y la reordenacién de las ecuaciones en,

Av=>Db (1.9)
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1.4 Estado del arte

El estudio de PI en ingenieria ha sido un area de investigacion de creciente actividad en las ltimas
dos décadas (Tanaka y Dulikravich [120]; Delaunay y Jarny [33]; Zabaras, Woodbury y Raynaud
[136], y otros autores: [40], [26], [106], [7], y editores: [117], [118], [120], [121], [119]). Se han escrito
buenas revisiones recientemente, Bui [25] y Stavroulakis [110]. Algunas revisiones generales fueron
presentadas por Kubo [74] o Nishimura y Kobayashi [93].

El algoritmo ideal deberia cubrir todos los rangos, para porde inicializarlo con una configuracién
completamente desconocida y terminar con la aproximacion deseada (1: precision). El modo de
conseguir esto con un coste computacional asequible (2: efectividad) y una buena probabilidad de
solucién correcta (3: convergencia), es a través de varias etapas abarcando rango global hasta local
sucesivamente.

Las técnicas usadas se pueden englobar segtin su planteamiento en dos (ver Rus y Gallego
[101]):

1. Método de la Ecuacién de Observacion

Se basan en establecer la correspondencia entre valores medidos y computados,
F(x) = u®?

z es el conjunto de parametros.
u son los valores a comparar.
()¢*P se refiere a informacion experimental.

F es el operador implicito que relaciona u y x.

Esto se aborda mediante una linealizacién de la expansion en serie:

dF(u)
dx

F(ug) + or ~ u**P (1.10)

Zo
de donde se extrae dx para actualizar x.

La resolucién se puede hacer por diferencias finitas directamente de las variables u, o bien
del operador, a nivel parcial F', o por diferenciacién analitica, que es el més elaborado.

2. Teoria de optimizacién

Esta teoria se aplica definiendo un tanteo inicial z, y un funcional de costo a minimizar, en la
mayoria de los casos f = %RTR donde R = F(x) —u™ es el residuo. Esta definicion se puede
alterar adicionando un término A(z), que define un conjunto de técnicas de regularizacion
debidas a Tikhonov.

min f: R - R

Esta definicién de funcional tiene interpretaciones probabilisticas, bien desarrolladas por
Abdallah [1], Suzuki [115] o Menke [86].

Las variadas técnicas para llevar a cabo la minimizacion se describen en el capitulo 1.4 (ver
figura 1.2). Se pueden encontrar revisiones generales en Menke [86], Dennis [64] [34] y Hansen
[60].

1.4.1 Derivacidén del gradiente

Normalmente la solucion de PI se basa en la minimizacién de un funcional de coste por multiples
técnicas, pero un algoritmo eficiente requiere un célculo analitico del gradiente de este funcional

Vf o de los residuos A = %w(z), en caso de que exista.
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Global Local Esquema

Algoritmos geneticos y evolucionarios
Redes neuronales; inferencia difusa
Busqueda estocastica

Recocido simulado

Derivada Topologica Inicializacion

Tecnicas para _ _ Ecuamones_ de
sistemas de ecuaciones no lineales observacion
Algoritmos de optimizacion

Gauss—Newton, Quasi—-Newton, L
ecantes, Minimos cuadrados) Minimizacion de

Programacion lineal y cuadratica funcional de costg
Filtro de Kalman, filtro de proyeccion

Figura 1.2: Una clasificaciéon de estrategias para problemas inversos.

e Diferencias finitas implica resolver al menos un problema directo a una distancia finita del

original por cada parametro. A parte del elevado costo, proporciona una precision limitada.

La diferenciacion finita se ha usado extensivamente para ecuaciones integrales de contorno
regulares, singulares e incluso hipersingulares (Mellings y Aliabadi, 1993 [84], Bonnet, 1995
[13]; Matsumoto et al., 1993 [83]; Nishimura y Kobayashi, 1991 [92]; Kirsch, 1993 [69]).
Bonnet (1995) [13] demostré que las formulias de diferenciacion de integrales regulares se
pueden aplicar a integrales singulares e hipersingulares, proporcionando una base matematica
mas firme a los trabajos precedentes. Mitra y Das [88] aplican algoritmos de minimizacion
a un funcional, obteniendo el gradiente por diferencias finitas. Mellings y Aliabadi [84] y
[85] usan una técnica similar pero con en gradiente implicito. Nishimura y Kobayashi [92],
[93] usan planteamientos similares para grietas en 2D y 3D [91], obteniendo buenos esultados
pero sin tener en cuenta por ejemplo elementos a un cuarto, y requiriendo medidas en todo el
contorno. El uso directo de algoritmos de optimizacion con gradiente por diferencias finitas
es el mas extendidio Bezerra y Saigal [9], elasticidad, Zabaras et al. [105], propiedades
materiales, Mura et al. [89], cavidades, Kagawe [66] usa actstica mientras que Yao [133]
usa elasticidad, Kassab et al. [68] detecta cavidades experimentalmente. Bryan et al. [24]
reconstruye experimentalmente grietas por impedancia.

La ventaja del método de la variable adjunta es que sélo requiere el calculo de un segundo
problema adjunto para obtener todo el gradiente del funcional, a costa de una mayor com-
plejidad teorica. Este método lo aplicaron diferentes autores a diferentes problemas. Por
ejemplo, Aithal y Saigal (1995) [3], Bonnet(1989) [11] para problemas térmicos bidimension-
ales; Bonnet (1995) [14] para problemas de identificaciéon de obstéculos penetrables y duros
en 3D; Meric (1995) [87] para optimizacion de formas en campos de potencial; Burczyriski
(1995) [27] aplicado a analisis de sensibilidad a forma estocastico; Lewis (1997) [76] estudio
algunos aspectos numéricos de problemas generales; Bui (1999) [6] estudi6 la evaluacion del
plano contenedor de una grieta. Bonnet [11], [12], [13], [14], [17] ha contribuido proporcio-
nando numerosas formulaciones tedricas e ideas. Su tultimo trabajo se basa en la obtencién de
la derivada de una funciéon de coste completa por la variable adjunta para contornos cerrados
y después para grietas [16], [19], [18].

La base de la derivacion directa vino de la formulacion de las variaciones de las ecuaciones
de observacion.

Zeng y Saigal (1992) [137] desarrollaron hasta nivel teérico una formulacién para problemas de
potencial basada en variaciones. Tanaka y Masuda (1989) [122] y Matsumoto y Tanaka (1990)
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[82] hicieron trabajos similares mucho antes basdndose en desarrollos de Taylor de los nicleos
y densidades. También proponen un método de identificacién que salva la minimizacién de
funcionales, y consiste en establecer la igualdad directa de las ecuaciones de observacion,
aunque no se lograron buenos resultados debido a ciertas inconsistencias. Gallego y Sudrez
(1999) [114] desarrollaron la ecuacién integral de contorno de las variaciones (§BIE) para
el problema potencial 2D de un modo més riguroso, expandiendo en serie los nicleos y
densidades, y siguiendo con un paso al limite riguroso, antes de la discretizacién, incluyendo
términos olvidades en [137] y [122]. Siendo el primer intento en esta direccion, atn carece
de algunos matices en derivada material y técnicas de optimizacién. Presentaron resultados
usando el planteamiento de las ecuaciones de observacién en [49], [50], [48] y [51].

e La diferenciacion automdtica se realiza por software reciente especializado que procesa codigo
fuente de FORTRAN y C++ (ver [39], [43]).
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CAPITULO 1. INTRODUCCION



Capitulo 2

Contribuciones

2.1 Derivaciéon Directa de la sensibilidad a la geometria

El objetivo es calcular la derivada de los desplazamientos o vectores de tensiones (agrupados
en u) respecto a la variacion de la geometria ((gs—‘:(). Esta variacién se describird en principio
mediante campo de variaciones 6x en el sentido de que cada punto del contorno a variar se moveré
x, = z; + 0z;(x). Mas adelante se describira este campo en términos de un conjunto finito de
parametros P mediante una técnica llamada parametrizacion.

Los pasos a seguir para la definiciéon de la derivada genéricamente, antes de parametrizacion

son:
1. El punto de partida es la ecuacién del integral del MEC (ubie y gbie).

2. El procedimiento comienza definiendo la sensibilidad o gradiente de toda la ecuacién respecto
a la geometria (ecuaciones de las variaciones dubie y dgbie). Esta es la etapa mas complicada,
y se sintetiza en la figura 2.1.

3. Como en el MEC, esta tltima ha de ser llevada al contorno y discretizada, pasos en los que
hay que observar ciertas precauciones relacionadas con el orden de singularidad.

4. Finalmente, las ecuaciones discretizadas se reordenan segin las condiciones de contorno, las

incognitas (42L) y los datos (soluciones de u), hasta obtener 4.

2.1.1 Conceptos preliminares

Es necesario representar las variaciones de las magnitudes geométricas basicas en funcién del campo
de variaciones dx(x), partiendo de la figura 2.2, y utilizando la geometria de un diferencial jx x Jy
de la figura 2.3

Si dn; es la variacién de la normal a un contorno sometido a éx, y §J es la variacién unitaria
de ese contorno,

51‘1 = 6m1—6§l

1
on; = titiep lim (—(éxp@ + te) — oy (5))) = titi€p0Tp,mtm
e—0t \ €
1
6J = ¢t lim (—((5$1(§ +te) — 5ml(§))) = tléwl,mtm
e—=0t \ €
0 1 .
€; = (_ 1 O) (tensor de permutacion)

17
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Perturbado Conocido

Ecuacioﬂ Ecuacioﬂ
@ centrada enJ

Serie

descomposicign
respecto ajy
\ Sustraer
<>
Linealizar
<5

| Ecuacion de sensibilidad

Figura 2.1: Proceso de obtencién de la ecuacion de las variaciones.

on
—
™

Figura 2.2: Sentido de las definiciones geométricas: 7i;(x) = n;(x) + én;(x) dl = [1 + §J]dT

ol

Las ecuaciones de contorno de partida son la de desplazamientos (ubie):
Siug(€) + / gt (x, &)up (x)dT(x) = /ui(x,&)qk(x)dF(x) ¢ interior. (2.1)
r r
y la de tensiones (gbie):

Siqe(€) + / (3, €)1 (€)n (X (x)dT(x) =

r

/Fdj-k(x,ﬁ)nj (&)qr (x)dT'(x) ¢ interior. (2.2)

2.1.2 Derivacién de la ecuacion
Esta se hace mediante la definicién de derivacién como limite, §{eq} = 5lim0 ({eﬂq} - {eq}). El
x—

término {e~q} representa a la ecuacion de contorno original {eq} alterada por el campo infinitesimal
0x (véase un ejemplo en la figura 2.4)
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+d
W) oxxrdxy+dy)

dy /1 i

: dx.1(x,y)dx
FOX(XY)
X [ S ek (x+dx.y)
dx
r n

OX(X+n, ,y+n,)—0X(X,y)dx ,n #x,n ,

Figura 2.3: Interpretaciones geométricas diferenciales en las cercanias de &.

example of linear deformation field

NNN\\\\\\\\\\
SRS EE NN
L& NN
0.6 l L AN
0.4*¢ L L AN N
0.2t / I x>
/ I/ -
0’/ | - - —
—0.2*/ L
/ / -7
Y A A N s
—0.6’/ ,,,,,, o022 7/
- e e o~ o~ A Y A
B N N T S B I
-1 ~ YL S S S Y S 4
-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 2.4: Ejemplo del campo dx(x).

Para proceder a su sustraccién hay que representar las ecuaciones en términos comunes, lo que
se consigue expandiendo en serie cada término de la ecuacién desconocida centrado en el conocido,

y respecto a 0x.
Llegados a este punto se presenta la disyuntiva de hacer primero la expansién en serie infin-

tesimal y después el limite de € al contorno o viceversa (ver [13]). Se han probado ambos, dando
resultados idénticos en caso de punto de colocacién suave, pero el método més seguro es el primero,
ya que se hace una expansién de términos sin singularidad.

ubie Las ecuaciones original y alterada de la ubie({eq} y {eq}) son:

{eq} : @i(€) + /F ik}, — 4] dT =0
{eq} : ui(€) +/F [urgl — ubqr] dT =0

Si la diferencia de los desplazamientos y tensiones son dug y dgy,

Up = up + oug

G = qr+0qk

mientras que los ntcleos se han de expandir en serie (notando como hot. a los términos de orden



20 CAPITULO 2. CONTRIBUCIONES

superior),

i ;o dul duk o, du duk
U, =~ up+ e, 0z, dfm —20&m + hot. = uy, + o, 0Ly, — do,

—k §& + hot. = ul, + uk mOrm + hot.
puesto que rp =z — & y por la naturaleza radial de u}E

it o~ ul 4+ ufc mOTm + hot.

g = 5§kﬁj( )~qi+o kanj( )+ U;k,marmnj (x) + hot.

La dubie tras la sustitucion de las expansiones en {e~q} y su sustraccion a {eq} es:
Gi0us() + [ 70, €)n 0008k (x) = x,€)dg ()] AT ()

[ (im0, 15 (0000 %, 01187, (x,)
r
+ (0 (%, &) (x)ug (x) — uf(x, €)gr)dJ (x)
+a;'-k(x,§)uk (x)dn; (x)] d'x) = 0 (2.3)
& interior
La derivada de la gbie se hace de modo similar, teniendo en cuenta,
nj(§) = n;(&) + on;(§)
I, = diy +diy ,0rm + hot.
§ipTu(x) = 85, + 854 0m0(X) + 8541 0rmmu(x) + hot.

P
Sjk

Y resulta dgbie:
5.0qk(€) + /F [} (x, €)1 (€)8qn, (%) — 84 (x, €)1 () (%) (x)] dT(x)

+/F [(d (x, €)1 (€)qi (%) — s5pq (x, &) (E)mu (x)ur )0 T (x
(i (%, &) qr — 85 (%, &)ru (x)ur (x))dn,; (€

(S (%, €)1 (€)1 (%) — 8§t m (X, €)1 (%) (€)un)orm (x, €
—Sékl(xaﬁ)”j(g)ukfsnl(x)] I'(x

& interior

)
)
)
) = 0 (2.4)

Los nucleos han de ser derivados para la expansion en serie, y se pueden representar en funcion
de la solucién de los desplazamientos:

di(x,€) = Moyup (%) + plul ;(x,€) + u ;(x,£))

S8 = Aijof . (%,€) + ploh ;(x,€) + ol ,(x,€))

o (€)= AU (X, €) + (il (X, €) + 1] 1 (%,€))
Sk €)= A0iop i (%,€) + (0 jm (%, €) + 0Ly 41 (X,€))

donde

olh(x,6) = Mjul, ,(x,€) + p(ul (x,€) +uf ;(x,£))

Ol (€)= Adjrul (%, €) + p(ul g (%, €) + uf jy(x,£))
Oikam (€)= Adjkts nim (X, €) + (U] gy (X, &) + Up jim (X, €))

. 1
U;c = ﬁ["/’fsik_xr,ir,k]
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donde las funciones ¢ y x dependen de las velocidades de ondas S y P, ¢; y ¢;, y K4(2) son las
funciones de Bessel modificadas de orden .

Vo= Koz + o 1Kilm) - K]
X = [Eolen) + 2 Ka(z)] - SlKolz) + 2K zy)]

wr wwr .
2= —iE=—_—ji=v-l

8 cS

Se pueden definir los tensores siguientes para simplificar la notacion:

€abij = 0qi0p; + Oaj0pi
€abeijk = 0qi0pj0ck + 0aj0pk0ci + OakOpidc)

Con esto, las derivadas de la solucién fundamental en desplazamientos son:

Uz? = ﬁ [w(sab - Xr,a'r,b]
UZ,C = ﬁ [¢'5ab7‘,c - X'T,aT,bT,c - XeabijT,iT,jc]
Upea = 3o (0" 0abrcra + Y 0abr ca = X7l T e a = X'T 0T 57 cd
—eabij (X' €caki™ i7" kT ji + XTicd” j + XTicT ja)]
Upeqe = grg (W0t erare + (=10 + ) dabt cde — X0 4T T aT e

"
—X"[€abcijk€detmT i jT k1T m + €abeijmT,icT T ,dT m]
!
—X'[€abeijk (T ieTpT kd + T 3T jeT kd + T T 5T kde)
+eabij (TiT jeT de + €detm (Tim T je,1))]

—X€abij [T ideT je + T idl jee + T ieT jed + T jedeT,i]]
_ _ 2 2 _ Or
donde ry =24 —&u, T =/P] +75, Y To = Bas

2.1.3 Limite al contorno

Las ecuaciones en el capitulo 2.1.2 se han escrito para puntos de colocacién € interiores. Al igual
que en el MEC, interesa realizar el paso de & al contorno I'. Para ello se procede de un modo
similar (véanse trabajos especicicos del MEC [79], [55], [56] ¥ [72]). Se descompone el contorno
localmente en un sector circular S; alrededor de &, que generara términos libres, y se restara al
contorno total I' — IT'.. Esto define el Valor Principal de Cauchy si el integrando es de orden % ola
Parte Finita de Hadamard para .

Figura 2.5: Artificio para el paso al limite. Izquierda: x € T'. Centro: x € I'y después de T'.
Derecha: caso de contorno no suave.
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2.1.4 Términos libres

Los limites de las integrales anteriores evaluadas a lo largo de S. generan términos libres. Para
calcularlos, se representan los términos del integrando en funcién del sus valores en &, utilizando,

ry, = Trn;
Ta
Ta = 7 = 6aana

1

Tap = ;((Sab —TrTp) = - €aathaNans
-1 -1

T,abe = Teabca’b’c’r,a’b’r,c’ =2 —5 €abca’b' ' €a’ aeb’B(scwnaanfy
-1

T.abed = T (T,abcT,d + €abca’b’ ¢! (T,a’b’c’r,d + T,a’b’r,c’d))

donde,n; = (cosf,sinf)T y 6,4 es la delta de Kroenecker mientras que el tensor de permutacion
€S €qay Y

(x) = ui(§) + us;(§)rn;(x) + hot.
(x) = 0ij(x)n;(x)
(x) = 04(&) + 045, (&)rny(x) + hot.
dui(x) = oui(§) + dug,;(€)rn;(x) + hot.
x) =
(x)
(x)

5i(x) = Gy (X (x) + 015 (x)6m; (x)
doij(x 0045(&) + 0045, (&)rny(x) + hot.
oz (x dz;(€) + 0z (&) (z; — &) + hot. =
oy = & ,mrnm + éa:l,mnrznmnn + hot.
0z j(x) = Ox;;(&) + 0w jprng + hot. =
onj(x) = tj(x)t(X)€r0Tp,m (§)tm (%) + 1t;(X)t1(X) €1k 0Tk mn (§)tm (X)11n () + hot.
6I() = t1(x)tan (021 (€) + 701 mun ()1 (X)n ()11 (x) + .

En el caso de que el contorno sea suave alrededor de &, las ecuaciones con este término libre
sumado quedan,

dubie:
L i i
3950un(€) + [ o3 0x, m5(x)5e () — i x, €61 (0] )
+ [ 1m0, €m0 5) =, €))7, (x,€)
+(05, (%, &) () up (%) — uf (%, €)qr)dJ (%)
+a;k(x,§)uk(x)(5nj (x)] d'(x) = 0 (2.5)
para§ €l
dqbie:

30006) + [ [0, €)m,(©0601(x) = s (. €)1y (Omi ()60 ()] T (x)

+/F[(d;k(xag)nj(g)qk(x)_8§kl(X7£)n]() g (X)ug)dJ (X)
+(dj (%, €)ar — 853 (X, € (X)ur (%)) (€)
+ (5 (%, €)1 (€)1 (%) = 851, (%, €)1 (X)105(€)ur )1 (%, €)

_Sjkl( a§)"](§)uk5”l(x)] I'(x) = 0
para £ € T,
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En el caso de su aplicacion a una grieta con Ag = 0, el dominio existe en ambos lados del
contorno, con lo que no se efectta el limite:

525%(5) +/F [ j‘k(xaﬁ)nj(ﬁ)&lk(x) - S;’kl(xa£)nj(£)nl(x)6uk(x):| dI’(x)

+ / (i (%, €)15 (€)ai () — 51t (%, €)1 (€) () ) 8T (x

)
(i, (5, &) i — sk (%, €)mu ()u (x))6n; (€)
(g (%, €)1 (€) gk (%) = 8511, (%, €)1a ()12 (€))7 (%, €)

_Sé'kl (x,8)n; (5)“k5nl(x)] dl'(x) = 0

for ey (2.6)

con las siguientes redefiniciones,

u+u ou< ou
g+ q 0g+<dq
u <+ Au  du + 6Au
r=r
+= {q(—O 6g+ 0

r-r.- {

Asimismo se han obtenido los valores de los términos libres que aparecen en la dubie para
puntos de colocacién angulosos:

5u(€) FTDUT, + uy(€)601,5(x, €) FT DU}y,
+ [ [oe. ;)60 (x) = w (x,)300)] T )

[ 10, €5 )0k (5) = 1, )01 (5,
r

+(0, (6, €)ny (x)up (%) — i (x, €)gr)0J (x)

+0;k(x,§)uk(x)5nj(x)] dl'(x) = 0 (2.7

Condiciones de derivabilidad

En la tabla siguiente se resume el orden de continuidad requerido para que exista la formulacién
anterior.

Componente | Necesita | Necesita Necesita | Necesita
(en ubie) | (en dubie) | (en gbie) | (en dgbie)
U, CO,a CO,a Cl,a Cl’a
ax acotado | acotado o co%e
Okl — C%a Ccle cle
6$l _ Cl,a _ 02,(1
(sul _ CO,a _ Cl,a
éql _ CO,a _ Cl,a
6‘7k:l - — — Cl’a

donde C® denota la condicién de Hélder, con 0 < a < 1.

La razén por la que el orden de singularidad de la ecuacion en variaciones no aumenta es que en
el estado modificado se esté desplazando tanto x como & (derivada material). Los nicleos derivados
en r que presentan singularidad, multiplican a dr, que tiende a cero como O(r) por ser r = x — &,
reduciendo asf en 1 el orden del integrando.
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2.2 Parametrizacion

2.2.1 Cobémo y porqué parametrizar

La variacién de la geometria durante un paso en el proceso iterativo se representa siempre por una
parametrizacién, que significa una representacién de la geometria mediante un grupo de valores
numéricos. Una representacién genérica y exacta requeriria un nimero infinito de paridmetros.
Cuando se procede a una discretizacién, este niimero se reduce al de algunas coordenadas locales.
Este conjunto daria una parametrizacién completa, implicando un niimero finito pero grande de
datos.

En problemas inversos y de optimizacién hay dos puntos importantes a considerar: los algorit-
mos no tienen garantizada la convergencia, y ésta se deteriora rapidamente al aumentar el ntimero
de parametros, con lo que en un principio interesa reducirlos; por otra parte, se puede mejorar la
estabilidad y convergencia mediante la regularizacion, intimamente ligada con la parametrizacion,
y que se puede ver como la adicién de informacion a priori.

2.2.2 Elecciéon de parametrizaciéon

Hay una gran libertad en su eleccién e invencion, a la vez que es un punto decisivo en la resolu-
cion del problema. Las més usuales son los splines (B-splines ctabicos, NURBS [5], o curvas de
Bezier [130]). En problemas de identificacion, la geometria se define a menudo mediante entidades
geomeétricas simples (elipses, circulos [9], [133] [85]).

Un concepto mas elaborado, presentado por Gallego y Suarez [48] consiste en definir un campo
de modificacion en lugar de la geometria. De este modo se elige una geometria inicial y se procede
a su deformacion mediante un campo definido por unos pocos parametros (en principio fueron los
6 que definen una deformacion lineal [100], [114]).

Otra estrategia més conceptual consiste en una parametrizacion basada en la discretizacion, que
se puede entender como el agrupamiento de los parametros nodales de una primera parametrizacién
en otros parametros nodales de una malla superimpuesta menos densa (véase [19] y [18]).

En este trabajo se opta por trabajar en ecuaciones de sensibilidad usando este campo de varia-
ciones. De este modo se puede partir de una geometria de cualquier complicaciéon sin complicar la
parametrizacién. El campo vectorial de variaciones dx; expresa el cambio de posicion de cualquier

punto material:
T, = z;+0m;

5a:i (X) = G)ig (5Pg

donde O;4 es la matriz paramétrica y P, es un vector de g pardmetros.

Parametros globales: grandes valores
En un paso k del proceso iterativo, hay dos modos de llegar a una configuraciéon geométrica dada.

1.

b = b4 sak(xkh)

szf = 0©;,(x" )P,

Se trata de la parametrizacién incremental, que olvida la configuracién inicial y por tanto
permite mas variabilidad. En este trabajo se utiliza con la derivacién directa. Tiene el
inconveniente de que el valor acumulado de P, no tiene una relacién biyectiva con la geometria
salvo en el caso de que la parametrizacion esté elegida como una dependencia no multiplicativa
sino implicita, que haya sido obtenida por integraciéon del campo de deformaciones, lo cual
no es necesariamente posible (para dos iteraciones a y b, se cumple O(x?) = O(x%)).
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2.
o = 2% 4+ Axk(x%)
Ack = 04,(x")P,
En este caso, la variacion se calcula desde el estado inicial, que llega a tomar valores grandes.
Por otra parte, en este caso se conserva una relacién biyectiva entre la geometria y el valor
de P,. Esta condicién la hace méas atractiva para algoritmos de optimizacién que usen
actualizacion del Hessiano o simple busqueda lineal, ya que dependen de la historia. Este
método se ha usado en este trabajo junto con la derivacién por variable adjunta.
Precauciones

Un campo de variacién no lineal puede afectar a las distancias relativas entre nodos, con lo cual el
comportamiento /T en grietas puede dejar de serlo. Esto se puede corregir variando exclusivamente
sus nodos extremos e interpolando el campo entre ellos.

El proceso de discretizacion puede resolverse de dos modos en referencia a la parametrizacion:

e 5z = dz(x) Este método ha dado mejores resultados practicos.

o dr =Y dz;¢;

2.2.3 Parametrizaciones probadas

Las primeras cinco se usaron con el célculo de sensibilidades por derivacién directa y su aplicacion
a problemas de identificacién. Las restantes se utilizaron con el método de la variable adjunta,
para sensibilidad y problemas inversos.

Campo de deformacion lineal basico

El campo viene definido por un campo de deformaciones constantes (6 pardmetros):

6 1 0 29 x x1 22
oz;, =
0 1 —21 29 —29 I7

donde z = 27 — 2% (x respecto del centroide), y el sentido de cada uno de los 6 parametros es:

dx5? ] Primera coordenada del centro del defecto |
dz5? Segunda coordenada del centro del defecto
po_ ow _ | Angulo de rotacién
9 dem | | Dilatacion esférica
o€’ Elongacion horizontal
| de12 | | Distorsion ]

Parametrizacion de grietas

Idealmente, una grieta se deberia de poder representar por una linea de orden superior al lineal,
para poder formar una S. Ademés su variacién sélo deberia depender del desplazamiento de sus
puntos perpendicularmente a la grieta, lo cual reduce el nimero de incégnitas, que por otra parte
estan mal condicionadas.

La utilizacion de series de Fourier en la parametrizaciéon tiene ventajas por ser capaz de repre-
sentar cualquier forma, estableciendo un compromiso entre nimero de términos (léanse parametros)
y exactitud. Ademaés se pueden incrementar los parametros sin necesidad de alterar los anteriores.
Tienen también buenas propiedades en referencia a la regularizacion [96].
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La parametrizacién sugerida es la siguiente:

1-¢ 0 £ 0 —sinasinnng...

(_)g?‘ack —
9 0 1-¢ 0 & cosasinnmé...

A B A A B A
donde £ es una distancia normalizada entre las puntas Ay B, £ = (z1—2) )(f; —21 2“”{‘”2)(; 2 —73)
’ (27 —21' )?+ (23 —z3)

yn =1..00. —sina y cosa son los cosenos directores del segmento que define la distancia, como

se observa en la figura 2.6.

Figura 2.6: Definiciéon de la parametrizacion para grietas.

Combinacién de dos puntos

Se hace una combinacién lineal proporcional a la distancia proyectada a dos puntos A y B.
07" = 05 (1-8+ 057

@?po'int — 1- £ 0 (‘772 - :L.ZB)(]' - g) £

9 0 1—-¢ —(z1—2zB)y1-¢)... 0

0 (22— 27)()-
£ —(m1—27) ()

. . . . _ (zi—aM) (@B —z)+(wa—2d) (@B —a)
donde la distancia unitaria A — B, £ = 1 (zfl—zf1)2+(z23—z2§)2 227,

Parametrizacion polar de Fourier

La idea viene de la generalizacién de la parametrizacién polar por segmentos usada por otros
autores.

defecto
p se descompone como

una serie de Fourier e
o con periodor2

Figura 2.7: Definicién de la parametrizacién polar de Fourier.

Qerack  _ 10 cosacosna...]
19 -

0 1 sinacosnco...

Campo cuadratico desacoplado

@}92 = 0 2

1 0z 0 22 0 zmg 0 22 0 22 0
1 0 zz 0 =z 0 zi2z0 0 22 0 2

Parametrizaciéon elemental para grietas

Esto se basa en el principio de que la variacién de la grieta de n, nodos se define por n, + 2
parametros, elegidos como en la figura 2.8.
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n

N \
e

\

“e2

Figura 2.8: Parametrizacién elemental

Qig = Y _ ¢gni 1<g<n
g
Oint1 = ¢, 0 nyo = d)byi para el crecimiento de las puntas

donde n} y v; son la normal superior y el vector tangente, y ¢, es un conjunto de funciones de
forma cuadraticas mientras que ¢® y ¢ son lineales.

Extensiéon a malla superpuesta

El namero de parametros g se puede reducir a los de los nodos h de una malla superpuesta mas
gruesa. Se puede encontrar una matriz rectangular que relacione ambas en sentido multiplicativo,
lo cual simplifica en gran medida la implementacion: dz%" = Shj(%]’?"del", de modo que P4 =
ShiTjp PyPePe%* |y su gradiente serd asimismo LP°? = Sy ;T L PerPueste.

O = 3 o (2)05 " ()

J

O, = 0790l para los parametros de crecimiento de puntas
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2.3 Tratamiento numeérico

2.3.1 Discretizacion

Al igual que en el MEC (figura 2.9), el contorno se divide en una serie de elementos, y en cada
uno, las siguientes variables se definen por un conjunto discreto de valores, tanto en la geometria
conocida como la perturbada:

N N N
X:Z¢nxn u:Z¢nun q22¢nqn
n=1 n=1 n=1

N N
x= ¢n7~(n u= ¢nﬁn q= Z ¢nqn
n=1 n=1

¢n Funciones de forma.

n Indice para nodo elemental, de orden N — 1 (n = {1,2,3} para elementos cuadraticos, N = 2).

Figura 2.9: Discretizacion de elementos.

En realidad la geometria perturbada "nunca se discretiza, sino s6lo su variacion:

N N
fu=7)_ gndun bq="7 ¢ndan

n=1 n=1

De las dos alternativas para definir dx la segunda ha proporcionado mejores resultados:

N
ox = Z PndXp where ox, = ®ig (Xn)Pg

N
0x = 04,(x)P, where X = Z OnXn

Para elementos de orden superior se ha utilizado el siguiente algoritmo recursivo basado en
polinomios de Lagrange para obtener las funciones de forma:

§— 'SJ d¢z 5 & 1
I = TEr

z:,ﬁ] i#£ki#£k, z;éj

2.3.2 /r en grietas con elementos de alto orden

Se prueba que es posible encontrar una colocacién de nodos en un elemento de vértice de grieta
de cualquier orden que represente correctamente el comportamiento /r de desplazamientos y
tensiones. La condicién es que el elemento sea recto.
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element

Figura 2.10: Definiciones para el elemento de punta de grieta.

En este caso, los desplazamientos dependen asintéticamente de la distancia a la punta z local
como u = ¢y/z. Por otra parte su discretizacion se realiza con u = Y ¢;(€)u;.

Si somos capaces de definir una variable local n que varie de n = 0 en la punta a n = 1 al final
del elemento, y que cumpla z = L£2, y ademés usamos un conjunto de funciones de forma que
sean capaces de modelizar la identidad (alguna combinacion de ¢ = n), substituyendo obtenemos
la expresién

u=cn=cyx
. La relacion deseada = Ln? se obtiene simplemente espaciando los nodos regularmente segin
7. Por ejemplo, en un elemento cuadrético, el nodo central es n = 0.5, situado fisicamente en
x = L0.5% = 0.25L, que coincide con la definicién de elemento a un cuarto. En un elemento de alto
orden m, las coordenadas de los nodos intermedios son £ = [, 2 .. n=1] o g = [[1; 27 (0= 7.

n’ no n2rn2o-
Sustituyendo, las componentes modelizadas de los desplazamlentos /tensiones son:

w={1,yz,z,2%,2° .}

que coinciden con la expansién en serie del comportamiento en la punta de la grieta. La bondad
de esta formulacién ha sido probada con excelentes resultados.

2.3.3 Aplicacion de la parametrizacion

Si se sustituye la parametrizacion deseada (capitulo 2.2), dz; = ©;,0P, se obtienen las siguientes
expresiones dependientes del vector de pardmetrios 0.F,:

or; = (@zg € - ®ig (ZE))(SPQ, on; = titmtlemk(akg,l(SPg; 0J = tktl(alg,k(SPg

Sustituyendo 2.8 en 2.6 y 2.6, los sistemas de ecuaciones se pueden escribir como
dubie:

ciduk (€) +/F (o5 (x, &) () dur (x) — i, (x, £)dqx (x)] dT(x) = Uy (€)3 P,

i (€)6P, = — / [0 (36, £)125 ()15 () — 0 (3, €)1 )6 (x, €)

+ (o (%, ) ()ur (%) — u (x,€) k)87 (x)
+07, (x, §)ur (x)0n; (x)] dT' (x) (2.8)

dqbie:
¢ 04 (€) +/F [, (x, € (€)3qn (x) — 851 (x, €)n; (€)na (x)du (x)] dL(x) = 9Qy (€)OP,

9% (€)5P, = - / [(di (%, €)75 (€) gk (%) — s (x, €)1 (€D (X)) 8T (x

)
(i (x, )i — 81 (x, E)mu(x)ur (x))dm, (€)
+( ;k,m(xag)nj(g)qk( ) ]klm( £)TL[( ) (E)uk)(s ( )

=85 (%, E)n; (Eurdny (x)] dT(x)  (2.9)
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2.3.4 Organizacién de las ecuaciones

La discretizacion de cualquiera de las ecuaciones anteriores siguiendo los criterios del MEC (donde
u, q, H, G, v, A y b tienen idéntico sentido), y la posterior ordenacién segtn las condiciones de
contorno (donde las variaciones de valores prescritos son cero y por tanto igualmente prescritos)
proporcionan las siguientes expresiones matriciales,

Héu — Géq = AP = Ajv = AP

donde A es una matriz que agrupa al resto de las integrales, multiplicadas por el vector de paramet-
ros factor comin §P.

Las solucionesdel ultimo sistema se puede hacer para cada columna de A y agrupadas en J
(jacobiano), de modo que cumpla el objetivo deseado:

d’Uz'
dP,

V=3P = J={j,}=

Desde el punto de vista computacional, este proceso es muy barato ya que el sistema A se
encuentra previamente factorizado (solucion del problema directo).
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2.4 Meétodo de la Variable Adjunta

El objetivo es encontrar el gradiente de un funcional de coste J usado para la identificacién de
geometrias, por ejemplo, respecto de la variacion de la geometria por un conjunto de pardmetros
P (%). La principal ventaja de este método es que no hay necesidad de calcular explicitamente
ningin gradiente de u o q. Z—IJD se obtiene solucionando dos problemas directos, el original y un
adjunto definido de tal manera que una serie de simples operaciones daran directamente el gradiente
deseado.

Con el proposito de minimizar la diferencia entre un conjunto de datos calculados (tensiones y

desplazamientos g;, u;) y experimentales (¢;“?, u;"?) se puede definir una funcién objetivo genérica,
T T
J(T,) = / / oudldt + / / o, dTdt + / dl’ (2.10)
o Jr, 0o Jr. r
[ b —uy T
v 0 en otro caso
L[ - T
g 0 en otro caso
b = 0 (2.11)

La transformacién del dominio z se puede definir mediante #; = x; + dx;(x), con dz; = ©;5 Py,
un campo de variaciones y con un vector P, de g pardmetros. La derivada material de cualquier

magnitud se puede definir como ¢ f; = glfgz 0P, + gij 0x;.

2.4.1 Concepto de Variable Adjunta

M. Bonnet en [16] proporciona el desarrollo completo y tedrico del proceso, asi como [28]. Se
presentan dos planteamientos para la demostraciéon del método a partir de un problema discretizado
Aij(P)u; = b;, en lugar de continuo (¢} — ¢3)u; j; + ciuj,ij — pii; = 0 por razones de simplicidad.

Si partimos del funcional de costo que depende directamente de w e indirectamente de P,
J(P) = J(u(P), P) y buscamos sus derivada respecto a P §J = J,,, du; + J,p P podemos definir
otro problema con el mismo comportamiento (igual matriz de sistema) A;;(P)u’; = b}.

Las siguientes multiplicaciones son equivalentes al teorema de Betti en el continuo. Si derivamos
el problema,

A,J(P)uj =b; = Aijéuj + (SAZ'J'UJ' =0
y multiplicamos un estado derivado,con el objetivo de evitar el calculo explicito de du;,

u;[A”(SuJ + (5Aiju]' = 0]}

i0A;u, = —bidu;
Suil Ay (Pyu; = b = widdyuy = —hou

J 73

Con la eleccion particular de b} = —J,,,;, podemos sustituir esta expresion en g—}J,, dando
(SJ = uz(sA,Ju; + J,P 0P
En esta expresion ni u; ni u) dependen de P, por lo cual sélo es necesario calcular un sélo
estado adjunto.

2.4.2 Problema adjunto

Para completar el problema, ’U/i(sAij'U/‘Ii se puede tratar (aplicando los teoremas de Gauss y de-
sarrollando los términos en las puntas de grieta [16]), para convertir a 6A4;; en una integral de
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contorno.

T
0L = / (5a:knk)/ [[O'z'j’u,;j — pu,u’,]]dtdl“
r+ 0 ’
1 T
—;/ (5.2;'ka)/ {(1—I/)[K[K}—}—K[]K}I]—FKIIIK}II}dtdF
ol 0

1—v

T
/ (5wknk)/ [K[K}I-FK[]K}]dtdF
w or. 0

+/ [1&,63:, =+ w(dmm — niéx,-’jnj)]dfc
r.

donde dT, es la punta de grieta, [[f]] = f(zT) — f(z7) es la discontinuidad de f en T, n; es la
normal en T' y ¥.. v; y N; quedan explicados en la figura 2.11. donde el problema adjunto (') se

Figura 2.11: Algunas definiciones de la geometria

define por el comportamiento y los valores prescritos siguientes:

(cf — By 5 + ctuf ;5 = pii con, (2.12)
oo w)
! 0 Lg/Tme
u = (¢i —gq;"") T™a
é 0 Ly /T
qz{ = 0Oenl,

(free) [ " (constrained)

Figura 2.12: Definicién de las divisiones del contorno.

La reduccion de la férmula anterior al caso bidimensional sometido a excitacién arménica de
frecuencia w se obtiene con representacion compleja f(z) = [a(z) b(z)] = a(z) + b(z)V/-1 &
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f(z,t) = Re [f(x)em].

7r

oL ;Re [/ 6$knk [C‘L]klul ju kg — PW Uiu z]]
1 - _ _

{ (bzrvr) {1 —v)[K1K't + KiK' 11) + KrirK ' 1 }

tips

1-—
+

Y (Ger N [K K 1y + KiK'y }] (2.13)

donde @ expresa el conjugado del complejo a.

Los términos del gradiente se pueden obtener mediante las siguientes expresiones a partir de
los valores en el contorno, usando el gradiente superficial V, y la divergencia superficial div,, que
no son mas que sus respectivas proyecciones sobre el contorno.

divsudivgu’

o:Vu = u{ 2v
' 1

1 _ _ _
+3(Vou+ Vhu): (Vs + VE) - <nvsu)<nvsu')}

divSu = U
0 0
- [, 0]
Un,t Ut
Upg = Uz’,gtij
ouls; = 2v ug U’ +1(2u Wt + 2ug Uy g) — U u’
ij U 4,5 1% 1—o t,tU ¢t 2 n,tW n,t Lt Ut n,tW n,t
2 _
= __h ui,gtiu’j,gtj (2.14)

J2(1 —v)
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2.5 Sensibilidad a propiedades del material

Cercano al problema inverso de identificacion esté el problema de identificacion de material, en
el que las incognitas son sus constantes fisicas (mecénicas, eléctricas, etc. dependiendo de la
aplicacion) sobre todo el dominio o parte de él (una inclusién por ejemplo). Se han usado diferencias
finitas con éxito en Schnur et al. [105] o Yuan et al. [135], y la variable adjunta por Constantinescu
et al. [31].

2.5.1 Derivada de las ecuaciones

La derivacion directa de las correspondientes ecuaciones integrales de contorno singular e hipersin-
gular son mucho més simples que en geometria. La estructura final del problema es muy similar,
pero los pardmetros contienen las propiedades mecénicas, que incluso podrian ser acoplados a los
parametros geométricos. Las derivadas de las ecuaciones integrales de contorno se realizan direc-
tamente dentro del signo de la integral dado que las variables son independientes. Se resena aqui
que esta formulacién no ha sido probada numéricamente.

Partiendo de las ecuaciones de contorno originales y descomponiendo en serie todos los ntcleos
respecto a la variable material m:

du?
4 = ul+ —L&m + hot.
b b dm
. = ud. + . om + hot
b,c b,c dm -
du?
ﬂg’cd = ug,cd + d:;;d om + hot.
. do}
Gy, = Oy + dmc om + hot.
do?
Gla = OLg+ d:;’dém + hot.

resultan las siguientes ecuaciones, en las que las derivadas completas de los nicleos se especifican
en los anejos:
oubien,:

ck Sy, +/ {U§knj(x)6uk —uiéqk} dU = ™U¢ (&)dmy,
r

) dc dut dot
"Up (&) = _dmk up  + /F{dm’:nqk - dmiinj(m)Uk}dF

dqbie,,:

chogi + /F (£ (E)mi(x)dus, — diyn(©)dqe} dT = ™QP(€)dmy

. i d: t
"Qm (&) = dej qk + /F{%nj(ﬁ)%— J_;inl(m)nj(f)uk}

B dm,

2.5.2 Tratamiento numérico

Tras su discretizacion, las ecuaciones se reorganizan nuevamente en los datos calculados ug y g,
su diferencia con los medidos duy, y dgx y el vector de propiedades mecanicas dm dando el siguiente
sistema.

Abdu = "Adm
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Durante una iteracién, la matriz de sistema A se encuentra previamente factorizada desde la
solucién del problema directo. Si se soluciona para cada columna de ™A, las soluciones se agrupan
en ™J, que proporciona el jacobiano deseado:

du

ou="Jom = ™J=—
dm
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2.6 Derivada topolégica

El concepto de derivada topolégica consiste en la variacién infinitesimal de la respuesta cuando
aparece un defecto infinitesimal. Esta “derivada” se puede entender como el término de primer
orden de la variacion debida al fallo buscado, y por tanto como una buena aproximacién en el caso
de que tenga dimensiones pequenas en comparacion con el espécimen y que las tensiones no varien
rapidamente:

du(0)
dA

u(Agefecto) = u(0)+ A+ 0O(64%) (2.15)
donde u(A) es la respuesta mecénica cuando existe un defecto de volumen A (A = 0 significa sin
defecto, por lo que no requiere su discretizcién ni modelizacion, y A = Agefecto significa el defecto
real). La magnitud A es de orden 7™ en R™. Se han encontrado muy pocos trabajos en relacion
con esta idea (Sokolowski [109], [108], Masmoudi [81]).

2.6.1 Ecuacioén integral de contorno

La derivada topolégica se calcula considerando un estado modificado que contiene una cavidad
infinitesimal. Puesto que esta cavidad es pequena, las variables en el contorno se pueden representar
como una aproximacioén en funcién de sus valores en el contro de ella. La linealizacién e integracion
de las integrales en el contorno infinitesimal llevan a la siguiente definicion (véase Gallego y Rus
[47).

En un dominio homogéneo (2 cuyo contorno exterior es I'e, sujeto a una carga estatica, consid-
érese la aparicion de una cavidad circular sin tensiones centrada en el punto z y definida por su
contorno I', (figura 2.13).

Figura 2.13: Contornos para la derivada topoldgica.

La ecuacién integral de contorno estandar del MEC se puede descomponer segin los dos con-
tornos I'e y T',:

e (E)ur(€) + / [0 (€, %) (%) — (€, X) i (%)] AT ()

r.

+ [ Tk u) — uh(€ ] dri) = 0

En la integral sobre I', se supone que no hay tensiones (gr = 0). Ahora estudiamos el valor de
ug(x): se puede descomponer en la suma de un movimiento de sélido rigido (un desplazamiento
tinico u{"%°) més una deformacion sobre x respecto al desplazamiento anterior. Para alguna
eleccion de movimiento de sélido rigido, el dltimo desplazamiento se puede asimilar a la deformacién
ui"f inito (x) de un hueco en un medio infinito sujeto a un campo de tensiéon constante en el infinito
oi; (representado en la figura 2.14). Esta suposicion es vélida siempre y cuando la cavidad sea lo
suficientemente pequena, o en contraposicion, lejos de fuertes variaciones del contorno o del campo
o0;j. Por tanto,

ug(x) = uglide 4 "0 (x) 4 hot.
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infinite

Figura 2.14: Cavidad pequefia en un medio grande a tension constante.

Finalmente, g} (§,x) = 0% (€, %)n;(x), donde 0%, (§,x) = 0%, (€,2) + hot. La segunda integral
se convierte pues en:

/F (45, (&, x)ur (x) — uj, (€, x)qx (x)] dT'(x) = / [0k (€, )n; (x)ur (x)] dT(x)

z

=0} (€, 2) / [n,- (x) (uglido 4 yinfinito (x) 4 hot.)] dr(x)

z

= oy (€ Zulli®® /F [; (O] dT(%) + 0 (€, 7) /F [y (00w ()] d ) + hot.
La primera integral [.. [n;(x)]d['(x) es exactamente cero, lo cual significa que los movimientos
de soélido rigido no afectan a la integral. La segunda integral se puede resolver analiticamente
sustituyendo en ui"**°(x) 1a solucion analitica del problema de la cavidad en medios infinitos.
Esto se ha hecho para el caso de un circulo y de una grieta (véase la figura 2.15), proporcionando
el tensor —K i (2%).
En conclusién, generalizando a varias cavidades circulares centradas en un conjunto de puntos
z*,
ck(€)dur(€) + / [k (2, €)0ur (2) — ui(z, €)dqi(2)] dT(2) = Ti(2%; €)4. (2.16)

T
donde,
Ui(2%;€) = 0l (2% ) K (27)

El parametro de tamaiio d4, tiene la siguiente definicion en cada caso (figura 2.15):

Y

cavidad circular grieta

Figura 2.15: Descripcién de circulo y grieta.

(2.17)

{ TOR? para cavidades circulares
A, =

da? para grietas rectas
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e En el caso de una cavidad circular, Kj;(2*) toma el valor,
(Ku Klz) _ 1 (3011 — 022 4012 > (2.18)
Ko Koo E 4o 3092 — 011 -
e En el caso de grietas, Kji(2%) es,

Kiu K2\ _ 27(1—v?) (—o0,ysinfcosd + 0y, sinh? —ay; sinfcosh — o, sin 6> 2.19)
Ky Koo E —0y,5in0cosf + 0yycos0%  +0,sinfcosh —oyg cosh? )

U .2 . .
donde, a su vez, g;; es la tension local en el punto de referencia de la grieta:

' 011 + 022 022 — 011 .
oy = 2 + 5 cos 20 — o5 sin 20

! 022 — 011 . .
01y = TSIH29+021SH129

2.6.2 Implementacién numérica

La discretizacion de 2.16 lleva a,
Adv =AGA (2.20)

donde A es la misma matriz de coeficientes de sistema que para el problema directo, y v agrupa
las variaciones de los valores no prescritos de desplazamientos y tensiones. ‘A = U es la matriz
n X m donde n son los puntos de colocaciéon (namero de ecuaciones en el problema directo) y m es
el namero de defectos estimados. §A es el vector con los voliumenes de esos defectos. Resolviendo
A para cada columna de ‘A se puede definir la derivada de 1J,

d’l)z'
dA,

Al ="tA = = {%.} = (2.21)

2.6.3 Procedimiento para la solucién

El proceso de identificacién se puede por tanto estructurar del siguiente modo. La diferencia entre
la respuesta medida vé®P y la calculada sin defecto v° se denomina dv. Las variables buscadas se
almacenan en el vector x (incluyendo los centros z* y angulos en el caso de grietas). Se puede usar
cualquier algoritmo de minimizacién para buscar el valor de x que minimiza el funcional de costo
f definido como f = %RTR (dando un sentido de minima distancia de los residuos, o de maxima
similitud de la respuesta), donde el residuo es,

dv(0)

— — TP oy 0 TN\
R v(A)—v v+ IA

SA — v = §v + J(x)5A(x) (2.22)

En este punto §A(z) se puede optimizar directamente para minimizar f para el x dado, gracias a
su linealidad, mediante minimos cuadrados:

SA(z) = (I)TIE)TIx)ov (2.23)
Este método es muy 1til por las siguientes razones,
e El problema directo (calculo de v y A) sblo se realiza una vez para toda la buisqueda.

e (Cada iteracién es extremadamente barata en comparacién con la solucién del problema di-
recto, porque:
— A ya esta factorizada y preparada para sustitucion.

— K, (z*) basicamente requiere el calculo de las tensiones en los puntos z*. Este es el
paso mas costoso.
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— La evaluacién de 0%, (2%; ) es inmediata.

e El nimero de parametros a buscar se reduce drasticamente puesto que JA se calcula inter-
namente, y sé6lo se permite la variacion del centro (y angulo) de cada defecto.

La facilidad en buscar simultaneamente varios defectos da la posibilidad de buscar un namero
indefinido de huecos, inicializando en exceso, y permitiendo a los no existentes desvanecerse por
si mismos (anulacién del area). Este principio intuitivo ha sido sugerido con anterioridad como
técnica de “burbujas”, y fue comprobado en [113].
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2.7 La soluciéon del Problema Inverso

Se ha hecho una revisién de los métodos més usados en la literatura en el capitulo 1.4. En
este trabajo se usa principalmente el método de Levenberg-Marquardt para minimizar la suma
cuadratica del vector residuo con aporte de gradiente por Derivacion Directa, tras haber probado
también el de Gauss-Newton y BFGS. Por otra parte, la minimizaciéon de funcional completo,
derivado mediante el Método de la Variable Adjunta se hace con el método BFGS.

2.7.1 Algoritmos de minimizacién
Programacion matematica

Se exponen los algoritmos més utilizados. Para una exposicion detallada véanse Dennis y Schnabel
[64], y otros [97], [63].

Método de Newton Mediante una expansién de Taylor multivariable hasta el segundo término,
podemos construir un modelo afin de f(z) : #* — R como,

(e 1) = f(ze) + V1@ D+ 50"V S )p + W he(p)

Vif = (%’% es el gradiente.

2
ij f= %% es el Hessiano, que sera simétrico si es doblemente diferenciable continuamente.
z 2

Si el gradiente o el Hessiano no estan disponibles, se calculan apropiadamente mediante las

aproximaciones,
\%i ~ f(z+he")2_hf(w_he") error < %hQ (2.24)
Vif o fethethe) fhe) fehed i) oppor < ? (2.25)

El método de Newton consiste en un método iterativo en el que, comenzando por un tanteo
inicial zy se repite lo siguiente,

V2f(.'ll'k)8k = —Vf(l‘k) (2.26)

Tp41 = Tk + Sk (2.27)

Métodos Quasi-Newton Este aparece de redefinir el Hessiano anterior,
1. Calcular Vf(zg)
2. Calcular Hy, = V2 f(zx)

3. Factorizar Hy, y calcular el nimero de condicionamiento. Si estd mal condicionado, perturbar
(Hy = V2 f(x) + pxI, con gy, < minimo autovalor).

4. Hysp = =V f(xr)
5. Tp41 = T + Sg 0 elegir 1 con una estrategia global.

La bisqueda lineal es la estrategia global mas inmediata. La idea es que el paso proporcionado
por un algoritmo s, puede llevar a un punto mas desfavorable (lo cual ocurre con frecuencia
ante grandes valores de si), pero es posible garantizar que, puesto que en la direccion de sy el
gradiente es negativo, se puede encontrar una solucién mejor en la linea definida por esa direccion:
ZTpt1 = Tk + ApSk (véase [63]).

La region de confianza (Model-trust region) es la otra gran familia de estrategias globales. Se
trata de modificar Hy en lugar de )\ para que s < 4., es decir, s; esté dentro del radio de
confianza 0. (mediante (H, + pul)s(u) = —V f(z.) o mediante . que une la solucion de Newton
—H~'Vf con la de Cauchy TI_YI\i)



2.7. LA SOLUCION DEL PROBLEMA INVERSO 41

Métodos secantes El método de Broyden o de la actualizacion secante para minimizacién no
restringida procede en los siguientes pasos, en los que no se requiere el Hessiano,

L yk—1 = Vf(zr) — Vi(zr1)

2. H, = H,_1 + (Yro—1—Hi_156—1)8p_1

T
Sp—15k—1

3. Hysp, = —Vf(wk)

4. Tp41 = Tk + Sk

Hay otras variantes, como la actualizaciéon Powell-Symmetric-Broyden, la Davidon-Fletcher-
Powell, y la Inverse-Positive-Definite-Secant. Pero la préctica ha sentenciado al Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno (BFGS) o Positive-Definite-Secant como la mejor opcion. Asi, la actualizacion
se hace,

Yk—1YF_,  Hig—18k—151_ Hr—1
Yp—15k—1 st Hp 1851

Hy=Hp +

Método de Gauss-Newton Este no es una ulterior mejora sino otra familia que aprovecha la
estructura de la suma cuadratica. Puesto que f = %RTR, y llamando J = J;; = gf;’, entonces
Vf=JTR; V2f = JTJ+ Y, R;V?R;. Si el residuo tiende a cero en el 6ptimo (R — 0) y R es

poco no lineal, podemos obviar el segundo sumando del Hessiano y escribir,

1. Jngsk = —Jng

2. Tpy1 =z, + Sk

Aqui también se pueden aplicar las estrategias globales:

Gauss-Newton amortiguado
1. JngSk = —Jng
2. Tp41 = T + Mg Sk

donde Ay, se calcula con una bisqueda lineal.

Levenberg-Marquardt o region de confianza
1. (Jng - p,kI)Sk = _JIZ’Rk sujeto a || Tk+1 — Tk ||2S 6k
2. Tpy1 = + Sk

Se han desarrollado otros algoritmos en los que el segundo término . r;V?r; se aproxima
mediante una actualizacion secante (4),

T
1. Ay = Ay | + (yil_l_Ak—lsk—l)yk,T_q}"l‘yk—l(y£1_1—Ak—lsk—l) .
Yi_15k—1

_ <yt —Ap_18k—1,8K—1>Yk—1Yi_1
(Ya_15k-1)?

2. (Jng + Ak)sk = —Jng

where yIT | = Agsp_1

3. Tpy1 = T + Sk

Filtro de Kalman y filtro de proyeccion Estos métodos, originalmente desarrollados para
inversion lineal estan pensados para incorporar informacién sobre el ruido en las mediciones (basi-
camente acortando el paso segin ese ruido), y de su error (poniendo més peso en los datos mas
seguros).

Entre otras técnicas usadas en la literatura, el recocido simulado se usa para estabilizar el
proceso de convergencia ([75]), y la programacion lineal y cuadrética engloban técnicas eficientes
para la adicién de restricciones a los algoritmos de optimizacién locales.
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Computaciéon suave

Bisqueda estocastica Consiste en resolver un niimero de problemas directos con diferentes
configuraciones supuestas elegidas al azar.

Algoritmos Genéticos y Evolucionarios Proporcionan un modo de incrementar la eficiencia
del anterior, de modo que tienen gran seguridad en la convergencia, pero siguen requiriendo un
enorme tiempo de computo.

Se pueden encontrar muchas referencias especializadas (Goldberg [52]), y entre los intentos de
identificar formas mediante el MEC, se pueden citar [71], [41], [125], [113], [112] o [111].

Basado en las ideas de Darwin sobre la evolucién, en el marco de la optimizacion, el conjun-
to de parametros x o fenotipo se codifica en un cromosoma. Debido a la naturaleza estocésti-
ca de esta teoria, se establece una poblacion de individuos, a los que se asigna una funcién a
maximizar(e(z) = —log Y (ucomputado _ ye2P)2 en nuestro caso). Esta estructura basica se puede
completar de numerosos modos.

Redes neuronales Una red neuronal artificial se compone de un cierto nimero de elementos
procesadores altamente interconectados segin una estructura jerarquica. Si se conocen los datos
deseados de salida para un conjunto de datos de entrada, este conjunto de paradigmas de entrada-
salida se pueden usar para entrenar la red, lo cual se hace mediante unos algoritmos que ajustan
las variables que gobiernan su comportamiento. Una vez completado este proceso de aprendizaje,
la red es capaz de predecir nuevas salidas.

Entre otras referencias se pueden citar [61] o [111], quien ha inspirado la mayor parte de esta
descripcion.

Inferencia difusa o neuro-difusa Los métodos de inferencia difusa estdn condicionados para
procesar informaciéon donde existen datos provenientes de la experiencia, en forma de reglas, y que
no se puede integrar directamente en un modelo.

2.7.2 Implementacién y control

Error Es posible obtener una idea de la probabilidad de que z sea el éptimo. La matriz J~!
proporciona directamente la razén de desviacion de la solucién z respecto de la variacion de cada
dato, puesto que J;; = ZTR]?'.

La matriz de varianza/covarianza de la soluciéon z cuando ésta tiene cierta variacion dada por
o viene dada por o2(JTJ)~! (ver Bates y Watts [8]). A falta de datos mejores o = %, donde

m y n son los nimeros de mediciones y parametros.

Escalado Las unidades del problema afectan a la solucién proporcionada por ciertos algoritmos.
Esto unido a los posibles problemas numeéricos al conjugar datos de magnitudes muy diferentes dan
lugar a la idea de escalar los valores z mediante una matriz de escalado D, de la forma & = D,x.

Se propone la realizacion del escalado en la etapa de preproceso por cuestiones de programacion.

Parada Los principales criterios para la parada de los algoritmos de optimizacién son,

V fimaz{|zi|,z:tpico}
maz{[f|,typical f}

e Gradiente: || Vf ||< e. Que puede ser mejorado a, maz; | |< tolerancia

|[Ze—Zr—1]

¢ Paso: mazx{zy,rtpico}

< tolerancia.

e Residuo: f < tolerancia.
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Reduccion del paso Se ha implementado una de las técnicas de estabilizaciéon de convergencia
mas simples: reducir el paso proporcionado por ciertos algoritmos: zt! = 2zt + adz?, @ = 0..1. Se
ha utilizado a = ﬁ con Gauss-Newton simple, de modo que la reduccién de paso se atentua

conforme se acerca la solucion.

Prohibiciéon de configuraciones imposibles En el sentido puramente geométrico, el modo
més simple es evitar que ningin punto cruce a otro segmento de la geometria. De este modo
se consigue que los huecos no se salgan del espécimen ni se solapen. Esto se consigue mediante
comproblaciones geométricas muy simples, que en caso de ser positivas reduzcan la longitud del
paso lo necesario. Esto se ha probado para Gauss-Newton simple. Por otra parte se establece un
limite sistematico en cada parametro.

Otra técnica menos elédstica pero més estable numéricamente es un mapeado continuo y deriv-
able de los parametros hasta un rango prefijado, a modo de una caja virtual de valores permitidos.
El mapeado sugerido y su gradiente viene dado, si z € [—00, 0] es el parametro de prueba, y
y € [—r,7] el transformado, con sentido fisico, y %% y g—f} sus respectivos gradientes respecto al
parametro p, y r el rango limitador,

T\ 2r
y = arctan (—) —
2r

7r
dy dxdy dz TE\2
=% _ 27y il

dp dpdz dy( +(2r)>

2.7.3 Equivalencia entre el método Gauss-Newton y el de Ecuacién de
Observacion

La llamada ecuacién de la sensibilidad ha sido anteriormente utilizada para solucionar problemas
inversos directamente mediante el MEC por diversos autores ([122], [137], [114], [49], [50], [48],
[51]). El método basicamente consiste en escribir la ecuacién integral y derivarla respecto a una
variacién geomeétrica genérica tras un proceso de linealizacién y limite al contorno. Las ecuaciones
integrales resultantes dan, tras su discretizacién las relaciones entre la variacién de los desplaza-
mientos medidos y los parametros geométricos (un sistema de ecuaciones llamado dBIE de la
forma H(z)0u = A(z)dz = A(x)dz = du). Estos datos se relacionan facilmente con el residuo R y
la descripcién geométrica x respectivamente. La § BIE se puede usar directamente en un proceso
iterativo comenzando por un tanteo inicial z,

1. Computar A(zy)

2. Solucionar el sistema rectangular sobredeterminado A(x )0z = duy, por minimos cuadrados
(AZ:Ak&Uk = AZ(S'U,];,)

3. Actualizar la geometria 41 = p + 0xg

Ahora, puesto que R = u — u®*? = JR = du y llamando J = % = g—;‘ = g—g = A para una

iteracion lo suficientemente pequefia o en un modelo linealizado, podemos definir un funcional de
coste f = %RTR. El método de Gauss-Newton para su minimizacion consiste en,

1. Jngsk = —Jng
2. Tpy1 =x + Sk

que es exactamente lo mismo que el proceso descrito arriba.

Esto auna dos métodos anteriormente considerados en diferentes familias. Este enlace puede
permitir la adaptacién de técnicas usadas en uno para el otro, abriendo nuevas areas de investi-
gacién. Algunos ejemplos podrian ser:
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usar los beneficios de la descomposicién en valor singular de las ecuaciones de observacion a
algoritmos de minimizacién para amortiguar valores singulares altos, como modo de regular-
izacion (ver [86], capitulo 7, y [60], capitulo 2),

aplicar la teoria de andlisis de factores (ver [86], capitulo 10).

Aplicacién de minimos cuadrados truncados en la definicién del funcional de minimizacién
(ver [60], capitulo 3).

Aplicacion de teorias probabilisticas de minimizacién, precondicionamiento, etc. (ver [60]).



Capitulo 3

Ejemplos numeéricos

A continuacion se muestran algunos de los resultados méas representativos extraidos de una serie
sistematica y extensiva de comprobaciones.

3.1 Tests de la sensibilidad

3.1.1 Comparacién con la solucién analitica. Derivacién directa

Se comienza estudiando un problema muy simple, con solucién analitica exacta, que nos va a dar
la seguridad de que se converge a la solucién exacta, y a qué ritmo. Se trata de una seccién de
dimensiones infinitas con un hueco circular, sujeto a una traccién uniforme en el infinito, como
se muestra en la figura 3.1. Se muestra asimismo el error relativo en el punto A para diferentes
discretizaciones.
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Number of elements
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Figura 3.1: Seccién infinita. Modelo y error numérico.

Los valores en diversos nodos se comparan con los analiticos con dos discretizaciones en la figura
3.2

45
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Figura 3.2: Variacién en el contorno, con 4 y 16 elementos.

3.1.2 Comparacién con solucién numérica. Derivacién directa
Metodologia

Se utiliza un conjunto de problemas simples de prueba con el objeto de permitir la reproductibil-
idad. Consisten en una seccién cuadrada de 22 con constantes de material £ = 1.0; v = 0.2,
p = 1.0 (excepto la inclusion, que tiene E = 0.5). Como condiciones de contorno, la base inferior
se encuentra empotrada, y la superior se somete a una tensién unitaria vertical uniforme. La
geometria de los defectos se describe en la figura 3.3.

Yavi

Figura 3.3: Descripciéon de los problemas de cavidad, inclusiéon y grieta.

Comparacion visual de valores

Se trata de comparar algunos valores obtenidos con la formulacién desarrollada con los de diferen-
cias finitas. Los calculos se realizaron con 256 elementos, y las diferencias finitas se separaron por la
cantidad O'S)i, dado que éstas ultimas presentaban facilmente divergencias por errores numeéricos
a bajas distancias o por efectos de segundo orden en altas distancias.

Orden de integracion, orden y niimero de elementos

En las siguientes gréficas se representa el error relativo a la mejor solucién encontrada incremen-
tando la densidad de malla, conforme se varia el niimero de puntos de integraciéon de Gauss, el
orden de los elementos, y la densidad de malla.

Influencia de la frecuencia

En las figuras 3.1.2, el error relativo dado a continuaciéon es el méximo en todos los puntos entre
el valor analitico y diferencias finitas, por lo que no se estd comparando con una solucién exacta,
sino con otra que también contiene errores. Se ha elegido una distancia finita de 107%.
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Frequency sweep, Problem benchinclusion
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Frequency sweep, Problem benchcrack
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Figura 3.4: Valores del gradiente. Problemas de inclusién y grieta, derivadas respecto a parametros
1y2.
3.1.3 Parametrizaciones complejas

Finalmente, la figura 3.1.3 muestra los errores méximos y en consecuencia la necesidad de mal-
las méas refinadas para capturar las fuertes deformaciones que la parametrizacion impone a la
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Frequency sweep, Problem benchcavity
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Figura 3.5: Valores del gradiente. Problema de cavidad, derivadas respecto a parametros 5 y 6.

Integration accuracy. Frequency: 1 Problem benchcavity
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Figura 3.6: Orden de integracién. Problema de cavidad.

geometria.
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Order accuracy. Frequency: 1 Problem benchcavity
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Figura 3.7: Orden de elementos.
. Element accuracy. Frequency: 1 Problem benchcavity
10" ¢ ; . e ; ; . .
= [ 1
S 1
©
g 10° ?
5 E
£ 1
5 ]
c
010" .
g o displacement/stress
E ¢ parameter 1 1
S A parameter 2
E10E + parameter 3 E
é r v parameter 4 ]
r x  parameter 5 1
i [ * parameter 6 |
10 5 i i i i i i PR T i n n n n n - )
10 10 10

number of elements per subboundary
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Frequency sweep, epsilon 0.0005 Problem benchinclusion
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Figura 3.9: Frecuencia. Error relativo y frecuencias propias. Problema de inclusién.
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Figura 3.10: Problema de cavidad. Parametrizacion polar de Fourier.
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3.1.4 Sensibilidad por el método de la variable adjunta
Metodologia

Se van a utilizar dos modelos para medir la sensibilidad a una grieta, uno de seccién circular y otro
de cuadrada, concondiciones de contorno variables segun la figura 3.11 y con iguales constantes
materiales a los anteriores. En general, se utiliza el circulo sin prescripciones de desplazamientos,

p=1.0 -~~~ Mmeasurement

of the

inXandY
p=1.0 X ar
measurement crack directions
of the Cg%t%r;z
displacements (0.3,0.2)
inXandY 5 S —
directions N + L
a=0.3
constrained
boundary

\// T oooofo0 00O
. - < < < < < < < <«
Stressp=1.0 0=1.0

Figura 3.11: Definiciones de la geometria

y en ambos problemas se utilizan todas las medidas posibles. En este caso se ha estimado como
Optima una distancia finita de 1076 (calculando con 36 + 12 + 12 elementos, en el exterior y cada
labio dela grieta). En la discretizacion de la grieta se han concentrado los nodos hacia los extremos

. __ arctan(sx) _
segin & = “arctan(s) » CON 8 = 2.0

Dependencia de la discretizacion

A continuacion se representan ejemplos de convergencia (eje vertical: valor y error relativo al mejor
valor encontrado incrementando la malla) conforme se incrementa independientemente el niimero
de elementos del contorno exterior (eje horizontal de 12 a 192) y el nimero de elementos de la
grieta (curvas de abajo a arriba, de 4 a 64 elementos).

boundary meshes boundary meshes
9 T 10 T

P MM A M displacements

8.5

gradient value
~
o
T
i
gradient estimated error
=
5
T

6 L 10

1 10°

crack mesh crack mesh

Figura 3.12: Modelo circular. Sensibilidad al desplazamiento horizontal de la grieta. (o) Variable
Adjunta, (x) Diferencias finitas.

10
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Dependencia de la frecuencia

Las figuras 3.13 y 3.14 muestran el error relativo a diferencias finitas, donde cada curva muestra
una discretizacion creciente. Los picos aleatorios mostrados corresponden a errores provocados por
la cercania de frecuencias propias. El pico de frecuencias casi nulas corresponde a la divergencia
de las diferencias finitas.

circular model
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Figura 3.13: Modelo circular. Sensibilidad al desplazamiento horizontal de la grieta.
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Figura 3.14: Modelo cuadrado. Sensibilidad al desplazamiento vertical de la grieta.

Dependencia de las mediciones y condiciones de contorno

La figura 3.15 representa el error comparado con diferencias finitas segin la proporcion de medidas
tomadas y de la proporcién de arco prescrito, con frecuencia w = 1.0 y con varias discretizaciones.
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circular model
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Figura 3.15: Modelo circular. Arriba: Fraccién de mediciones Abajo: fraccion de prescripciones.

Parametrizaciones

En la figura 3.16 se muestran los valores del gradiente por Variable Adjunta y por diferencias
finitas con una parametrizacion elemental ante diferentes discretizaciones (razén por la cual no hay

equivalencia de parametrizaciones). Los pardmetros corresponden a los desplazamientos normales
en cada centro de elemento y los dos dltimos a los desplazamientos tangenciales de cada punta de

grieta.

La figura 3.17 muestra la convergencia del gradiente con una parametrizaciéon superpuesta de
tres elementos mas otros dos pardmetros para los desplazamientos tangenciales de las puntas.



54 CAPITULO 3. EJEMPLOS NUMERICOS
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Figura 3.16: ElementaParametrizaciéon por elementos. Evolucién de los errores con la malla.
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Figura 3.17: Grieta curva. Frecuencia w = 0.8. Un tercio del arco prescrito. Mediciones sobre un
tercio del arco. Izquierda: (x) valor por diferencias finitas, (0) valor por variable adjunta.
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3.2 Comprobacién de algoritmos de optimizaciéon

3.2.1 Metodologia

El propésito es comparar los algoritmos de optimizacién sin restricciones més usuales, cuando se
les suministra el gradiente calculado mediante derivacion directa.

Se ha preparado una serie de modelos, esquematizados en la figura 3.18 pensados para realzar
las diferencias entre cada algoritmo. Lor problemas A a D son secciones cuadradas de 3 x 3 con uno
o dos huecos, mientras que el F es un rectangulo de 100 x 50 tomado de Bezerra et al. [9], en el que
s6lo se permite la variacion del centro del circulo (2 pardmetros). Bezerra et al. lo solucionaron
en 35 iteraciones por BFGS.
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Figura 3.18: Problemas

Problema A|B|C D E|F
Elementos exteriores | 12 | 12 | 12| 12 | 12 | 24
Elementos en cavidad | 4 4 | 4 | 2x4 | 4 8

Elementos totales 16 | 16 | 16 | 20 | 16 | 32
Parametros 5 2 2 4 5 2
Datos experimentales | 5 | 2 | 2 8 5 | 80

En la siguiente tabla se esquematizan los resultados para los métodos de cada fila (-/- significa
que no se consiguié convergencia,).
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Métodos | Gr | LS A B C D E F media éxito
G-N . 8/8 | -/- | -/- | 5/5 -/- | 31/31 | 14.67/14.67 | 50 %
o | o | 13/5| -/- -/~ | 17/6 | -/- 35/- | 21.67/5.5 | 50 %
e | 10/0| -/- | -/- |41/0| -/- -/- 25.5 / - 33 %
L-M . 7/7 | 6/6 | 6/6 | 7/7 | 17/17 | 15/15 | 9.67/ 9.67 | 100%
o | o | 13/5|14/5|23/8 | 17/6 | 42/13 | -/- 218 /74 | 8%
e | 10/0| 23/0 | 34/0 | 41/0 | 64/0 | 40/0 424 /- 100%
BFGS e | o | 9/3 |20/6|23/7|21/5|61/17 | 35/- | 28.17/ 7.6 | 100%
e [ 12/0 | 32/0 | 37/0 | 64/0 | 61/0 -/- 41.2 / - 83 %
GN-SU | o 5/5 | 6/6 | -/- | 4/4 -/- 1 12/12 | 50/50 | 67%
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3.3 Problema Inverso de Identificacién

3.3.1 Ejemplos de otros autores

Se ha comparado el método de la derivaciéon directa con los resultados proporcionados por otros
autores.

Panel con cargas axiales

El primer ejemplo fue estudiado por L. M. Bezerra y S. Saigal [9]. Minimiza la funcién de coste
mediante un método clasico cuasi-Newton, tomando mediciones en todo el contorno. En nuestra
prueba se utiliza un coeficiente de reduccion del paso creciente con el residuo.

107
)

6
iterations

Figura 3.19: Arriba: Resultados de Bezerra: convergencia en 10 iteraciones (Fuente: L. M. Bezerra
y S. Saigal). Abajo: Resultados por Gauss-Newton con gradiente por derivacion directa y con
reducciéon de paso en 10 iteraciones.

Placa cuadrada

Este segundo ejemplo ha sido tomado de S. C. Mellings y M. H. Aliabadi [85], donde utilizan el
método del gradiente conjugado, y se mide la tensién en 16 sensores internos.

Dos huecos

El tercer ejemplo viene de un trabajo de Z. Yao y B. Gong [133], con dos cavidades simultaneas,
y mediciones en todo el contorno.
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iterations

Figura 3.20: Arriba: Solucién con entre 10 y 89 iteraciones (Fuente: S. C. Mellings y M. H.

Aliabadi). Abajo: Solucion por Gauss-Newton con gradiente por derivacion directa y con reduccion
de paso en 9 iteraciones.
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Figura 3.21: Arriba: Solucién en 17 iteraciones (Fuente: Z. Yao y B. Gong). Abajo: Solucién por
Gauss-Newton con gradiente por derivacion directa y con reduccién de paso en 8 iteraciones.
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3.3.2 Test de convergencia. Derivacién directa

Se han utilizado los tres problemas tipo de la figura 3.3, con tanteos de partida en el centro y
sin deformar. Se a aplicado el algoritmo Levenberg-Marquardt con busqueda lineal y aporte de
gradiente por derivacion directa.

La identificacion se hace incrementando gradualmente el nimero de parametros en cuatro eta-
pas, segin se indica en la leyenda de cada caso. También se limita a 0.2 el cambio maximo de
cada parametro en cada iteracién para limitar las posibles divergencias. En cada caso se ponen
tres ejemplos: uno correspondiente a la busqueda con datos estaticos; otro con datos a frecuencia
w = 1.0, y un tercero con datos tomados a varias frecuencias w = [0.0,0.5,1.0,1.5,2.0].

A continuacién se muestran comprobaciones de la convergencia en funcién de la distancia
del tanteo inicial; sensibilidad al nimero de mediciones; convergencia segtn el error inducido en
mediciones, material, geometria y frecuencia.
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Distance test. Frequency 0 Problem benchcavity—-inv-1
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Figura 3.22: Test de convergencia. Iteraciones requeridas segun la distancia del primer tanteo a la
configuracion real. Problema de cavidad.
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Measurement test. Frequency 1 Problem benchcavity—inv-1
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Figura 3.23: Test de nimero de mediciones. Problemas de Cavidad, inclusiéon y grieta. Frecuencia
w = 1.0. Comienzo 20% de la distancia.
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Error test. Frequency 1 Problem benchinclusion—inv-1
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Figura 3.24: Test de errores. Aproximacién final en funcién del error impuesto de valores hasta
10% (ver leyenda). Problema de grieta.
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3.3.3 Uso del algoritmo BFGS con gradiente proporcionado por Variable
Adjunta

Se van a usar los mismos modelos que en el calculo de la sensibilidad por Variable Adjunta, descritos
en la figura 3.11.

Los siguientes graficos muestran la capacidad de convergencia respecto a la distancia del tanteo
inicial. La idea es estimar la probabilidad de encontrar la grieta a la vez que la exactitud de la
bisqueda, mediante dos curvas: el nimero de iteraciones y el valor final del error geométrico,
definido como la suma cuadréatica de los seis primeros invariante geométricos.

Se muestran primero ejemplos sin errores, con errores en las mediciones y modelo, con errores en
la geometria final (no permitiendo el juego de algunos parametros), y probando 2, 4 y 6 pardmetros.
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Figura 3.25: Modelo circular. Dindmica (w = 1.5). 2 parametros. No errores.
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Figura 3.26: Modelo circular. Dindmica (w = 1.5). 4 parametros. No errores.
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Figura 3.27: Modelo circular. Estética (w = 0.0). 4 parametros. 2% de error aleatorio en las
medidas.
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Figura 3.28: Modelo circular. Estética (w = 0.0). 4 parametros. 2% de error aleatorio en las
medidas. Criterio de convergencia relajado y refinamiento de malla en 4 veces.
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Figura 3.29: Modelo circular. Estética (w = 0.0). 4 parametros. 2% de error aleatorio en las

propiedades mecéanicas.
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Figura 3.30: Modelo circular. Estatica (w = 0.0). Grieta curvada mediante parametros

[0.20 —0.10 0.00 0.00 0.00]. S6lo se permite una grieta recta (dando el minimo estimado en
[0.0822 0.0437 0.7880 —0.0743]). No error. Refinamiento de malla de factor 4.
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Figura 3.31: Modelo circular. Estatica (w = 0.0). Grieta curvada mediante parametros [0.20 —
0.10 0.00 0.00 0.00 0.00]. 6 Parametros, y comienzo desde grieta recta. No error. Criterio

de parada aumentado.
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Figura 3.32: Estrategia global: paradmetros permitidos secuencialmente: 2 - 4 - 5 - 6 Comienzo
desde grieta recta a distancia 0.2. Modelo circular. Estatica (w = 0.0). No error.
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Figura 3.33: Estrategia global: pardmetros permitidos secuencialmente: 2 - 4 - 5 - 6 Comienzo
desde grieta recta a distancia 0.2. Modelo circular. Estatica (w = 0.0). 10% de error en las
mediciones.
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Figura 3.34: Inconsistencia entre diferencias finitas y Variable Adjunta. Izquierda: detalle del valor
del funcional de costo y su gradiente por Variable Adjunta. Derecha: Evolucion del funcional de
costo usando diferencias finitas y Variable Adjunta: esta dltima queda atascada debido a que el
gradiente por Variable Adjunta no apunta hacia el minimo en un pequefio entorno. Discretizacién
de 18 + 6 + 6. Error del 2% en las mediciones.
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Figura 3.35: Inconsistencia entre diferencias finitas y Variable Adjunta. Izquierda: detalle del
valor del funcional de costo y su gradiente por Variable Adjunta. Derecha: Evolucién del funcional
de costo usando diferencias finitas y Variable Adjunta: en este caso, un refinamiento de malla en

un factor 4 mejora en gran medida esta convergencia en el pequefio entorno. Error del 2% en las
mediciones.
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3.4 Derivada Topolégica

3.4.1 Verificacion de la estimacién de radio y residual

Como paso intermedio en una iteracion del calculo de la derivada topolégica se incluye la estimacion
del radio en primer orden. En los siguientes ejemplos se muestra el valor de la funcion de coste o
residuo de mediciones estandar para algunas variaciones interesantes.
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Figura 3.36: Arriba: Geometria de los dos problemas de prueba. Carga parabdlica a la derecha, y
mediciones en este mismo lado. Abajo: Correlacion del radio real con el radio estimado.
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Figura 3.37: Problema con una cavidad. Residuo para cada posicién del centro del circulo.
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Figura 3.38: Problema con una grieta. Residuo para cada posicién del centro del circulo.

3.4.2 Algoritmos genéticos

Se ha realizado una programacién sencilla de algoritmos genéticos que maximizan el objetivo
—logresidual, y con los pardmetros,

Niumero de miembros de la poblacién 30
Numero de generaciones 100
Probabilidad de mutacién 0.02
Probabilidad de cruce 0.8
Probabilidad de torneo 0.7
Escala para mutaciones 0.1

Genes Codificacién real

residual

— Best value
- — Mean value
— - Standard deviation
best value: 7.224 gen: 0.0010976 0.00092316
T T T T T

30 40

50
generation

60 70 80 920

100

Figura 3.39: Problema con cavidad circular. Se encentra una solucién muy cercana (mejor gen con
menos de 1% de distancia geométrica).
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residual
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Figura 3.40: Problema con grieta.
asimismo una solucién muy buena.

Se incluye como tercer parametro el angulo.
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Figura 3.41: Problema con dos cavidades circulares. Esto implica cuatro pardmetros. Se hace
necesario aumentar en ntimero de mediciones al doble para conseguir buenos resultados.
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Figura 3.42: Problema con una cavidad circular. Se introduce un 10% de error en las mediciones.

Aparece una solucién muy cercana a la real.
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Figura 3.43: Problema con una cavidad circular. Se permiten dos cavidades, de modo que una
converja a la solucién real y la otra se desvanezca virtualmente.
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3.5 Ejemplos de demostracion

3.5.1 Deteccion de una inclusién subsuperficial

Se presenta un problema que simula un suelo con dos estratos (26 elementos cuadraticos), en el
que se busca una inclusién aplanada en el estrato inferior de menor rigidez. Excitando y midiendo
en una pequeifia zona de superficie (5 nodos) se localiza la posicién, tamafo y aplanamiento de la
inclusién en 43 iteraciones. Esto podria simular la deteccién de un depésito de aceite, una tuberia
de drenaje o una oquedad en una pieza de acero, por ejemplo.
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Figura 3.44: Arriba: Definicién del modelo. Abajo: Iteraciones y error geométrico.

A continuacién se repite el problema con la medicién en un sélo nodo de la forma de onda y
descomponiéndola en sus armoénicos, cuyas amplitudes y desfases se toman como datos. Esto tiene
como ventaja la reduccién notable de la instrumentacién a utilizar.
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Figura 3.45: Tteraciones y error geométrico. Analisis de la forma de onda, con una sola medicion.
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3.5.2 Identificacién de la posicién y longitud de una grieta de delami-

nacién en una viga.

En este problema se simula la bisqueda de una grieta que aparece en una viga a voladizo, lo cual
se consigue en 24 y 36 iteraciones por el método de 5 mediciones y 1 medicién de la forma de onda
respectivamente. Esto podria simular la bisqueda de una delaminacién en una viga de composite

isétropo, por ejemplo un ala de avion.
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E=1.0 v=0.2
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Figura 3.46: Arriba: Analisis con 5 datos. Abajo: Anélisis de forma de onda en 1 punto. Izquierda:
definicién del modelo e iteraciones, Derecha: Error geométrico.
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Capitulo 4

Conclusiones

4.1 Sobre el gradiente por derivaciéon directa

Se ha desarrollado un procedimiento para la obtencion del gradiente o sensibilidad de ecuaciones in-
tegrales de contorno singulares o hipersingulares del MEC. La sensibilidad se obtiene analiticamente
previa e independientemente de la discretizacién y parametrizaciéon. Finalmente se estudian las
condiciones de continuidad requeridas a todos los ntcleos, pesos, discretizacién y parametrizacion.

Se ha llevado a cabo su implementacién numérica completa y comprobacién. La convergencia
frente a un refinamiento de la malla y la coincidencia visual con diferencias finitas permiten concluir
que se alcanza la solucién exacta. El estudio ha revelado ciertas inestabilidades numéricas de las
diferencias finitas relacionadas con la eleccién de la distancia finita y con la frecuencia, lo cual
acentia las ventajas de este método analitico.

La funcionalidad del gradiente en la identificacién se confirma con éxito en busquedas completas,
que incluyen errores simulados en mediciones, modelo, geometria y frecuencia.

Finalmente se presenta una técnica basada en el estudio de la forma de onda estacionaria por
descomposicién, que permite la medicién en un solo punto.

4.2 Sobre la eleccién del algoritmo de optimizaciéon

Se comparan los algoritmos de optimizacién sin prescripciones en su aplicacién a PII con objeto
de encontrar el mas idéneo.

El método de Gauss-Newton presenta las menores probabilidades de alcanzar la solucién cor-
recta (menor ambito de convergencia), mientras los deméds no muestran diferencia. Pero segin
la velocidad (ntmero de iteraciones) es mucho mas rapido el Gauss-Newton junto al Levenberg-
Marquardt, dando al primero velocidad cerca de la solucién y al altimo la combinacién de rapidez
y robustez. El uso de bisqueda lineal es una decisién critica, ya que retarda mucho la convergen-
cia, si bien se hace necesaria para problemas complejos. Por ltimo, el uso del gradiente analitico
expuesto acelera regularmente el célculo.

4.3 Sobre el método de la variable adjunta

Se ha adaptado, implementado y comprobado al caso de grietas en dindmica transitoria, un método
para el calculo del gradiente de la funcién de costo con integrales exclusivamente de contorno. Las
ventajas de este método son la facilidad de programacién y un coste computacional minimo.

Los resultados numéricos concuerdan con lo esperado, y hay que cuidar algunas consideraciones:
se requiere gran precisién en el computo de los factores de intensidad de tensiones. También hay
que cuidar la proximidad de frecuencias propias. Es interesante comprender que las ecuaciones del
método dan la sensibilidad del problema continuo (antes de discretizar), con lo que la aplicacion
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a problemas discretos provoca una cierta inconsistencia, que explica muchos comportamientos
encontrados.

4.4 Sobre la convergencia del PI

Se ha demostrado cémo el suministro del gradiente es un factor decisivo en la resolucion debido a
la importante aceleracién que proporciona y a una mayor exactitud del gradiente en comparacién
con diferencias finitas, dados sus problemas numéricos derivados de la eleccién de distancia finita.

Un factor importante es el nimero de paradmetros o incégnitas, que reducen drésticamente
la estabilidad y rango de convergencia. Esto se puede solucionar dosificando los parametros, y
jugando con el compromiso entre exactitud de representacion de la solucion deseada frente a un
reducido nimero de parametros. En este punto entra también la importancia de una buena eleccién
de parametrizacion para conjugar ambas virtudes.

Los errores simulados en los modelos tienen efectos importantes, pero controlables aumentando
el nimero de puntos y frecuencias medidas.

4.5 Sobre la derivada topolbgica

La derivada topolégica da la variacién de la respuesta cuando aparece un defecto. Entre sus
ventajas se encuentra el infimo coste computacional en comparacién con cualquier otro método
(del orden de magnitud del coste del computo del tensor de tensiones en un punto), y la reduccién
de parametros, al optimizar internamente el tamano del defecto.

La capacidad de buscar simultdneamente muchos defectos con facilidad permite una identifi-
caciéon automatica del namero de ellos aprovechando el efecto de la reduccién a cero del area de
los defectos inexistentes.

4.6 Trabajos futuros

e FEl trabajo més inmediato, en realizaciéon actualmente, trata de la extension de la derivada
topolégica a la dindmica estacionaria, y mas adelante a inclusiones.

e Las técnicas menos clasicas de computacién suave son un campo interesante por explorar.
Parecen especialmente indicadas para su uso acoplado con la derivada topoldgica.

e Puesto que los métodos desarrollados hasta aqui parecen listos para su uso, el siguiente paso
natural es la confirmacién experimental.

e Las férmulas de sensibilidad geométrica y topoldgica se han de extender a medios anisétropos,
con el objeto de entrar completamente en la evaluacién de materiales avanzados.

Se pueden obtener ejemplos numéricos para comparacién y software funcional del autor en
grus@ugr.es
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