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Resumen

En esta Tesis se presenta un modelo numérico para la prediccién de la vibra-
ciones inducidas por cargas fijas o méviles en medios en los que la geometria
permanece invariante en una direccién aunque las cargas no lo sean, es lo
que se conoce como problema 2.5D.

Para el estudio de propagaciéon de ondas en medios 2.5D se ha desarrollado
un programa en cbédigo FORTRAN que permite obtener la respuesta en me-
dios fluidos y viscoelasticos con amortiguamiento histerético utilizando el
Método de los Elementos de Contorno. Asimismo se presenta una solucién
analitica para la respuesta de un semiespacio tridimensional homogéneo con
una carga puntual armoénica en el tiempo y se estudia el comportamiento
asintético de dicha solucién para diferentes estados comparando lo resul-
tados con soluciones fundamentales existentes. Tanto las expresiones de la
Solucién Fundamental como el c6digo desarrollado se han validado con otros
resultados obtenidos de referencias bibliogréafica.

Las caracteristicas del modelo desarrollado aprovecha las caracteristicas prin-
cipales del problema ingenieril al tiempo que modela los fenémenos ondu-
latorios mas relevantes presentando una relacién 6ptima entre coste compu-
tacional y precisién en el calculo.

El modelo se ha validado experimentalmente comparando con dos ensayos
muy empleados en ingenieria civil, tales como el Andlisis Espectral de On-
das Superficiales en morteros y el ensayo para la obtencién de la funcién de
respuesta en terrenos. Los resultados obtenidos muestran la validez del mo-
delo numérico desarrollado puesto que describe el problema fisico al mismo
tiempo que permite obtener resultados con una exactitud aceptable.
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Capitulol

Introduccién

El estudio de la propagacion de ondas en sélidos ha tenido un avance
significativo en las tltimas décadas. La principal razén para este avance
estd en la gran importancia que tiene en numerosos campos de aplicacién
tales como ingenieria sismica, vibraciones inducidas por trafico y vibraciones
inducidas por maquinaria. Las demandas crecientes de calidad de vida y
medioambientales, exigen predecir con rigor las vibraciones provocadas y
comprobar la calidad de estructuras existentes.

Desde el punto de vista fisico-mecanico, se trata de un problema dificil en
los que las técnicas numéricas mas utilizadas tales como el Método de los
Elementos Finitos son poco adecuadas. Dada la naturaleza del problema es
necesario incorporar todos los pardmetros relevantes, la definicién geomé-
trica precisa de los elementos que atraviesan las ondas, las caracteristicas
mecénicas de los materiales, asi como las cargas que se transmiten al terreno
entre otros, incluidos en un modelo realista que permita el anélisis acoplado
de todas las variables.

La técnica maés versatil para analizar el problema planteado y que ha sido
utilizada con éxito en aplicaciones similares es el Método de los Elementos
de Contorno (MEC). La ventaja principal de este método es la incorpora-
cién implicita de las condiciones de radiacién de las ondas elasticas, lo que
implica que pueden modelarse dominios infinitos o semi-infinitos mallando
Ginicamente el contorno de dicho dominio. Para la aplicacién del MEC a un
problema dado es necesario conocer la funcién de Green o Solucién Funda-
mental. Existe una amplia literatura donde se proponen Soluciones Funda-
mentales para multiples problemas dindmicos, algunas de éstas se describen
en el capitulo siguiente.

Esta Tesis constituye una aportaciéon al estudio de vibraciones inducidas
por cargas dindmicas, fijas o méviles en medios en los que la geometria es
invariante en una de las dimensiones, denominados 2.5D. (fig. 1.1).
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Estrato 1 / 7

Estrato2 W

YV VIBRACION ESTRUCTURAL

—H—> RUIDO

———» PROPAGACION DE ONDAS

Base Rocosa

Figura 1.1: Esquema de propagacién de ondas en el suelo originadas
desde un tunel

1.1.Motivacién del estudio

En el capitulo siguiente se puede observar que existen numerosos métodos
para el andlisis de propagacién de ondas. Dependiendo del tipo especifico de
problema, un modelo analitico simple puede ser mas adecuado puesto que
s6lo se tienen en consideracién las variables esenciales del problema y no se
requieren métodos numeéricos mas complejos.

Para el anélisis de problemas complejos, en los que la geometria o comporta-
miento del material no permiten obtener una solucién analitica del mismo,
se puede aplicar el Método de los Elementos de Contorno. En el caso de
problemas en los que interaccione un medio con una estructura es més util
utilizar la combinacién de los métodos de los elementos de contorno y de los
elementos finitos.

Los modelos bidimensionales recogen algunas de las caracteristicas bésicas
del problema pero no tienen en cuenta la naturaleza basicamente tridimen-
sional del proceso dindmico de generacién, propagacioén, reflexién y difraccién
de ondas elasticas que se produce. Un modelo 3D completo proporcionara
una éptima aproximacién, serd mas verséatil y capaz de representar geome-
trias y estados de carga complejos, aunque a cambio el incremento en el coste
computacional es elevado. La alternativa que se ha desarrollado, aprovecha
las caracteristicas principales del problema ingenieril analizado al tiempo
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Y N

(b)

()

(2)

Figura 1.2: (a) Problema 2.5D; (b) Modelo empleando el Método de

los Elementos de Contorno utilizando la Solucién Fundamental 2.5D; (c)

Modelo empleando el Método de los Elementos de Contorno utilizando
la Solucién Fundamental para un semiespacio 2.5D

que modela los fenémenos ondulatorios mas relevantes que se producen. En
muchos caso, teniendo en cuenta que la geometria analizada es bidimensio-
nal pero que las cargas no lo son, el problema puede estudiarse realizando
un desarrollo de Fourier de las cargas en el eje en el que la geometria es
invariante, dando lugar a lo que se denomina problema 2.5D (figura 1.2).
Por otra parte, la formulacién del Método de los Elementos de Contorno
en el dominio de la frecuencia presenta la ventaja de que el consumo de
memoria en el calculo es mucho menor que en el dominio del tiempo y se
obtienen resultados muy aceptables [10].

El fin de este estudio es presentar técnicas que puedan emplearse en el anali-
sis de problemas de propagacién de ondas en medios 2.5D utilizando el Méto-
do de los Elementos de Contorno, contemplando todas las etapas necesarias
en el desarrollo del método, desde la obtencién de la Solucién Fundamental
para un semiespacio con amortiguamiento hasta la implementacién y vali-
dacién del programa creado. Finalmente se aplica esta técnica a problemas
reales.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.2.0bjetivos

Los objetivos que se pretenden alcanzar con el desarrollo de esta Tesis Doc-
toral se han adaptado a las necesidades surgidas durante la propia ejecuciéon
de los trabajos y se describen a continuacién.

El principal objetivo es desarrollar una herramienta computacional para el
estudio de propagacién de ondas en medios 2.5D. Para ello se parte de una
revisién bibliografica exhaustiva del tema con el fin de conocer el estado de
conocimiento en el ambito del estudio de vibraciones en elastodinamica y
resumir y presentar los métodos existentes hasta la fecha. Para la formula-
cién e implementacién del Método de los Elementos de Contorno en 2.5D se
comenzdb con el estudio de un problema mas sencillo, el problema de poten-
cial, particularizando para el caso de fluidos. Posteriormente se generalizo
el procedimiento desarrollado a problemas elastodindmicos. Se desarrollé un
software especifico que fue validado numéricamente y se aplicd éste para
modelizar dos problemas del area de la ingenieria civil, el Analisis Espectral
de Ondas Superficiales y la prediccién de vibraciones en suelos destinados a
ferrocarril.

Las aportaciones originales del contenido de esta Tesis se enumeran a conti-
nuacion:

1. Obtencién de la Solucién Fundamental para un semiespacio elastico
con amortiguamiento histerético en el espacio 2.5D.

2. Estudio del comportamiento asintético de la Solucién Fundamental del
semiespacio, obteniendo las expresiones de la Solucién Fundamental
transformada en dos de las tres componentes cartesianas para el espacio
completo y la funcién de Green para el semiespacio elastostatico en el
dominio transformado.

3. Resolucién del problema de carga mévil 2.5D empleando el Método de
los Elementos de Contorno para cargas fijas.

4. Implementacién de un software multiregién permitiendo regiones soli-
das y/o liquidas.

5. Estudio de la propagacién de ondas en suelos destinados a ferrocarril
utilizando software 2.5D.

6. Analisis de la aplicabilidad del Anélisis Espectral de Ondas Superficia-
les en morteros y hormigones empleando metodologias 2.5D, incluyen-
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do un estudio de sensibilidad de la respuesta frente a las propiedades
dinamicas del material.

7. Comparacién con resultados experimentales.

1.3.0Organizacion del documento

El contenido de este documento se puede agrupar en tres partes principales,
la primera que contiene los dos capitulos iniciales consiste en la presentacién
del tema de investigacién y revisién del estado del conocimiento. En los
cuatro capitulos siguientes se procede a la presentaciéon de la formulacién
empleada y a la obtencién de resultados. El capitulo final contiene el resumen
de los trabajos efectuados y las conclusiones recabadas.

La organizacién de cada capitulo se resume a continuacién:

Capitulo 2. Antecedentes. Se presenta una revisién del Estado del Arte en el
que se resume brevemente la evolucién seguida en el estudio de propagacién
de ondas en sélidos, comenzando con las descripcién de los conceptos basicos.
Se incluye también una sintesis de los principales métodos empleados en el
estudio de propagacién de ondas, asi como una aproximacién a los modelos
2.5D y sus aplicaciones.

Capitulo 3. El Problema Dinamico 2.5D. Se describe la obtenciéon de la So-
lucién Fundamental para el problema de potencial en medios 2.5D y para el
caso de medios elastodindmicos con amortiguamiento histerético. En ambos
casos se obtienen también las componentes de singularidad de las funciones
de Green para su posterior uso en el calculo de integrales singulares en el
Método de los Elementos de Contorno.

Capitulo 4. Funcion de Green en un semiespacio viscoelastico 2.5D.
El procedimiento seguido para la obtencién de la Solucién Fundamental
en el espacio 2.5D ha permitido obtener la Solucién Fundamental para el
semiespacio. En este capitulo se desarrolla la metodologia seguida para la
obtencién de la solucién y se estudia el comportamiento asintético de la
misma, asi como se coteja su validez comparando las expresiones obtenidas
con otras existentes y con datos experimentales.

Capitulo 5. El Método de los Elementos de Contorno para problemas di-
namicos 2.5D. Se describe la implementacién de las soluciones desarrolladas
en el Método de los Elementos de Contorno para problemas 2.5D. Partiendo
de la formulacién integral del problema, se define la discretizacién emplean-
do funciones de forma cuadréticas, exponiendo la solucién del problema de
esquina y la evaluacién de términos singulares. Asimismo se detallan las
soluciones adoptadas cuando aparecen cargas concentradas, existen cargas
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moéviles o multiples regiones. El capitulo finaliza con la presentacién de di-
versos ejemplos numéricos que han servido para la validacién del programa
desarrollado.

Capitulo 6. Aplicaciones practicas del modelo. El modelo numérico ha sido
validado con ensayos experimentales. Se han considerado dos aplicaciones
empleadas en ingenieria civil, tales como el Andlisis Espectral de Ondas
Superficiales y el estudio de propagaciéon de ondas en suelos destinados a
ferrocarril.

Capitulo 7. Conclusiones y desarrollo futuro. En el altimo capitulo de esta
Tesis se presenta un resumen del trabajo realizado, incidiendo en las aporta-
ciones originales y las conclusiones que se extraen del resultado. El capitulo
concluye con las lineas de investigacién mas interesantes que mejoran los
estudios desarrollados.

Anexos. El documento finaliza con 6 anexos que permiten completar el
estudio realizado. El primer anexo describe los conceptos matematicos prin-
cipales, definiendo las funciones especiales y las transformadas de Fourier
empleadas en las soluciones desarrolladas. El anexo B muestra cémo se ha
solucionado el problema de esquina en la aplicacién del Método de los Ele-
mentos de Contorno. El anexo C describe diferentes Soluciones Fundamen-
tales empleadas en la validacién del programa, mientras en el anexo D se
presentan las soluciones analiticas utilizadas en la validacién del software
desarrollado. En el anexo E se muestran los equipos empleados y los datos
obtenidos en la realizacién de los ensayos que han servido para demostrar la
aplicabilidad de esta técnica. Por ultimo, el anexo F resume brevemente el
programa desarrollado para el cédlculo de la respuesta en problemas 2.5D.



Capitulo2

Antecedentes

El estudio de propagacién de ondas o la respuesta a las vibraciones se ha
basado principalmente en que éstas pueden afectar negativamente el desa-
rrollo de las actividades humanas ya que éstas dependen directamente de su
magnitud, frecuencia y duracién [154]. De ahi que los principales estudios
estén desarrollados en el contexto de propagacién de ondas en el suelo. Si
bien, el problema también puede ser empleado en otros estudios, uno de ellos
es la propagaciéon de ondas en hormigén. Las estructuras de hormigén son
muy empleadas debido a su bajo coste y a la larga vida 0til que presentan
comparado con la ejecucién con otros materiales. Los ensayos no destructivos
(métodos actsticos, ultrasonidos, impact-echo, Andlisis Espectral de Ondas
Superficiales) se suelen utilizar para medir propiedades del hormigén o de-
tectar defectos. La gran ventaja de estos métodos es que la estructura sélo
debe estar accesible en un lado. Pero la naturaleza heterogénea del hormigén
provoca que existan limitaciones en los ensayos. Para que estos estudios sean
eficientes es necesaria la combinacién con una técnica numérica que permita
demostrar que el método es aplicable.

El rango de frecuencias significativas para la propagacién de ondas en el suelo
se sitiia entre los 15Hz y los 200Hz [156]. Frecuencias mayores se atentian
rapidamente con la distancia y el amortiguamiento del material, mientras
que frecuencias menores son imperceptibles para el humano [67]. Para otros
estudios, como en los ensayos no destructivos, el rango de frecuencias que
afecta a la respuesta es mas amplio.

Existen diversos estudios que recogen revisiones de modelos y medidas de
vibraciones. Todas las referencias encontradas se basan en la propagacién
de ondas en suelos. La primera referencia, se presenta en el afio 76 con un
estudio del estado del arte de la propagacién de ondas [72]. En [77] se realiza
una revisién de la propagacién de vibraciones enfatizando en las generadas
por el paso de trenes. Una revisién mas general que estudia los avances en
la propagacién de ondas generadas por vehiculos y ferrocarril se encuentra
en [78]. Los avances en el estudio de vibraciones generadas por el paso de
trenes en tuneles se pueden obtener en [159] y [46]. Mas reciente es la revision
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sobre atenuacién de vibraciones presentada en [29].

2.1.Principios basicos de la propagacién de ondas

Los primeros estudios de propagacién de ondas son atribuidos a Lord Ray-
leigh en 1885 [126] y a Lamb [100] En ellos se describen la existencia de dos
tipos de ondas que pueden propagarse libremente en el suelo, son las ondas
Py S (fig. 2.1).

Las ondas P, también se conocen como ondas dilatacionales u ondas de pre-
sién, y son ondas que se propagan en la direccién de propagacién. Las ondas
S son las ondas transversales u ondas de cortante y son aquellas se mueven
en direccién perpendicular a la de propagaciéon. Este tipo de ondas se suele
descomponer en sus componente vertical (SV) y horizontal (SH) [38].

En un semiespacio, ambos tipos de ondas se combinan en superficie en las
denominadas ondas de Rayleigh o de superficie, que llevan asociado un mo-
vimiento eliptico en el plano perpendicular a la direccién de propagacién
(fig. 2.1). La amplitud de onda es méaxima justo debajo de la superficie
y decrece rapidamente con la profundidad, dependiendo del coeficiente de
Poisson y la longitud de onda (fig. 2.2)

Estos tres tipos de ondas se reciben en tres tiempos diferentes. Las ondas
P son las primeras en recibirse con una velocidad c,,, les siguen las ondas
3, con velocidad cg y por ultimo, llegan las ondas de Rayleigh con mayor
amplitud y velocidad cg. La distribucién de energia para un semiespacio
elastico excitado por una carga vertical oscilatora normal a la superficie es
del 67 % de la energia total correspondiente a ondas de Rayleigh, el 26 % a
corresponde a ondas S y el 7% restante a las ondas P [112].
Posteriormente se ecuentran los trabajos de Love y Stoneley en los que des-
cubren un nuevo tipo de ondas al que denominan con sus nombres. Las ondas
de Love se propagan en la superficie libre de un semiespacio produciéndose
el movimiento de las particulas hacia afuera de la direccién del plano. Las
ondas de Stoneley se producen en la interfase entre dos capas de material

con diferentes propiedades [49, 66].
En los problemas de propagacién de ondas, el medio suele modelizarse me-
diante un material viscoelastico. La propiedades elasticas del material que
caracterizan el medio son las constantes de Lamé @ y A, cuya relacién con el
modulo de elasticidad E y el coeficiente de Poisson v son las siguientes,

E Ev

“Criew Mo -

La velocidad de ondas P, cp y S, cs se relacionan con las constantes de Lamé
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DILATACION

COMPRESION -

A

DIRECCION DE ONDA > SIN PERTURBACIONES

N
(

MOVIMIENTO TRANSVERSAL

MOVIMIENTO PARTICULAS ELIPTICO

DIRECCION DE ONDA %—J
SIN PERTURBACIONES

Figura 2.1: Propagacién de ondas P, Sy R
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Amplitud en a profundidad Z
Amplitud de la superficie horizontal
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Figura 2.2: Amplitud vertical y horizontal de las ondas de Rayleigh en
funcién de la profundidad, coeficiente de Poisson y longitud de onda [1]

y la densidad p,

cp = ”LZH Cs = \/E (2.1.2)
p p

Conocida la velocidad de las ondas S, se puede determinar la velocidad de
las ondas de Rayleigh [4] mediante la relacién

0.862+ 1.14v

2.1.3
1+v cs ( )

CRrR

siendo v el coeficiente de Poisson, cuyo valor varia entre 0 y 0.5. Obtenién-
dose que la velocidad de las ondas de R oscila entre 0.862cs y 0.955¢cs. Las
ondas de Raileigh no se propagan dentro del medio, la velocidad desciende
con la profundidad de tal modo que en una profundidad en torno a 1 o 2
veces la longitud de onda la velocidad es inapreciable.

Cuando la onda se propaga en un medio, se produce una pérdida de energia
y, como consecuencia, la onda se atendia. Asi, la amplitud de onda decrece
con la distancia. La atenuacién de las ondas se produce por amortiguamiento
geométrico y amortiguamiento del material.

El amortiguamiento geométrico se produce con la propagacién de las ondas
y depende del tipo de onda. Asi, ondas que se propagan con frente de ondas
semiesférico, la amplitud A, decrece proporcionalmente con la distancia a
la fuente 1/r. Las ondas de superficie que se propagan con frentes de onda
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Tabla 2.1
Valores aproximados para las propiedades de suelos en la propagacién
de ondas [116]

Tipo Velocidad Amortiguamiento Densidad

cp (m/s) C p (kg/m>)
Roca 3500 0.01 2650
Arena, grava 600 0.1 1600
Suelo arcilloso 1500 0.1-0.2 1700

cilindricos, decrecen en amplitud con 1/r2. La amplitud de las ondas R, se
atentian en menor medida respecto a los otros tipos, v/ [38].

Los dos modelos mas empleados en modelos analiticos y numéricos para el
amortiguamiento del material, son el amortiguamiento viscoso y el amorti-
guamiento histerético [79]. El amortiguamiento viscoso consiste en la apli-
cacién de una fuerza de amortiguamiento que depende linealmente de la
frecuencia con el factor —iw. En el amortiguamiento histerético, la disipa-
cién de la energia mecénica es independiente de la frecuencia. En ambos
modelos, la fuerza de amortiguamiento esta desfasada el valor 7t respecto a
la velocidad de las particulas. Asi, en ambos modelos, la parte real de la

rigidez es independiente de la frecuencia e igual a la rigidez estatica.

El amortiguamiento se incluye empleando el principio de correspondencia
[25, 35], que establece que la respuesta en frecuencias de un sistema amorti-
guado se puede obtener a partir del problema elastico considerando el moé-
dulo de elasticidad de forma compleja. Las constantes de Lamé se pueden
escribir,

p=pun (1+2iCsgn (w)) A =An (14 2ilsgn (w)) (2.1.4)

donde psz and Agy son las constantes de Lamé del material.

El estudio de la propagacién de ondas se puede realizar en el dominio del
tiempo o de la frecuencia. En la figura 2.3 se muestra la diferencia entre la
representaciéon de la respuesta en ambos dominios. La relacién entre ambos
se puede establecer empleando la Transformada de Fourier [118].
Existen multiples técnicas que se han propuesto para simular la propagacién
de ondas en medios elasticos. A continuacién se describen algunas de éstas.
Las soluciones analiticas (seccién 2.2) aunque son el método mas rapido y
facil de calcular la respuesta para la propagacién de ondas, sélo se conocen
para problemas simples. Por ello se han desarrollado técnicas numéricas para
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Figura 2.3: Relacién entre la respuesta en el tiempo y el espectro de
frecuencias

la obtencién de resultados en problemas mas complejos (seccién 2.3), entre
las que destacan el Método de los Elementos de Contorno, el Método de
las Diferencias Finitas, el Método de los Elementos Finitos y otros métodos
semianaliticos.

2.2.Métodos analiticos

La aplicacién de métodos numéricos para la propagaciéon de ondas requieren
el empleo de Soluciones Fundamentales (SF) para obtener resultados validos
compatibles con un tiempo de cédlculo 6ptimo. Estas soluciones fundamen-
tales son soluciones analiticas a los problemas de propagacién de ondas. Un
estudio que recoge los principales avances en la obtencién de soluciones fun-
damentales se presenta en [93].

Para el caso de cargas estaticas, los primeros estudios para el célculo de la
solucién fueron presentados por Lord Kelvin [149] para un espacio infinito
sometido a una carga estatica puntual. Boussineg [26] obtuvo la solucién
para el problema de una carga estatica normal a la superficie de un semi-
espacio y Cerrut: [32] propuso la solucién para un semiespacio sometido a
una carga tangencial en la superficie.

Existen multiples estudios que analizan la generacién de movimientos de su-
perficie [100, 30, 33, 4, 47] pero el namero de ellos que desarrolla el caso de
movimientos bajo la superficie es limitado. Eason [45] consider6 una carga
normal a la superficie puntual o distribuida con forma circular. El proble-
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ma es axisimétrico y se realizan transformadas integrales para su resolucién.
Los desplazamientos se obtienen mediante integrales finitas que se resuelven
numéricamente en puntos interiores del semiespacio para el caso de la carga
puntual o en puntos sobre el eje de simetria para la carga distribuida. Gaken-
heimer [54] obtuvo la Solucién Fundamental para una carga perpendicular
a la superficie dentro del semiespacio en forma integral. Johnson [83] obtu-
vo la Solucién Fundamental para el problema tridimensional de una carga
puntual en un semiespacio empleando el método Cagniard-de Hoop.

Afios después, Pilant [122] obtuvo la Solucién Fundamental para una car-
ga lineal aplicada en la superficie de un semiplano elastico obteniendo los
desplazamientos en un punto interior o viceversa, el estudio se realiz6 en el
dominio del tiempo y empleando el método Cagniard-De Hoop.

El problema de una carga concentrada actuando en el interior de un se-
miespacio elastico homogéneo tridimensional fue estudiado en primer lugar
por Mindlin [113] bajo condiciones estaticas. Obtuvo la solucién analitica
para un medio isétropo empleando el principio de superposicién a partir de
la solucién de Kelvin. Sin embargo, el cilculo del nicleo de esta Solucién
Fundamental es tediosa. En [39] se realiza una solucién diferente al mismo
problema empleando el método de las iméagenes. Posteriormente, en [114] se
reconsidera el problema y se resuelve empleando los potenciales de Papko-
vitch.

Garvin [61] desarrollé la solucién para una fuerza lineal que actta en una
cavidad infinitesimal localizada bajo la superficie libre. Emple6 la transfor-
mada de Laplace para obtener la solucién en dominios bidimensionales.
Kobayashi [99] obtuvo la Solucién Fundamental para un semiespacio ba-
sada en la del espacio completo en el dominio de la frecuencia, para ello
empled la transformada de Laplace. Al mismo tiempo, Luco y Apsel [104]
emplearon una formulacién en el dominio de la frecuencia para obtener la
respuesta dindmica tridimensional en un semiespacio estratificado debido a
una carga en su interior. La respuesta se obtiene como suma de integrales
semi-infinitas respecto al nimero de onda obtenido tras realizar una serie de
Fourier respecto al acimut.

Pak [119] estudié analiticamente la Solucién Fundamental para un semiespa-
cio is6tropo sometido a una fuerza interna armoénica en el tiempo empleando
el método de los potenciales de desplazamiento.

Banerjee y Mamoon [15] obtuvieron la solucién para un semiespacio sometido
a una fuerza periédica empleando la técnica desarrollada en [68] para obtener
la Solucién Fundamental transitoria a una carga aplicada. Para estos se

13
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emplean los métodos de sintesis y superposicién en el espacio transformado
de Laplace y en el dominio de la frecuencia.

Lieb y Sudret [102] presentaron un algoritmo numeérico para el célculo de la
respuesta de un semiespacio sometido a cualquier tipo de cargas superficiales
pero bajo ciertas condiciones existe una solucién analitica al problema en el
dominio transformado empleando Fourier.

Tadeu [147] formuld la solucién analitica para la respuesta de un espacio
homogéneo tridimensional sujeto a una carga armoénica senoidal (problema
2.5D). Una extensién de este modelo para semiespacios se obtuvo en [146]. La
Solucién Fundamental del semiespacio se escribe como suma de la Solucién
Fundamental para el espacio completo més términos de superficie, que a
su vez, se descomponen en dos partes, una correspondiente a la solucién
del método de las imagenes mas otra obtenida de la metodologia propuesta
en [98]. Posteriormente, en [12] presentaron una solucién analitica al célculo
de desplazamientos tridimensionales en un estrato elastico sélido y plano
con contorno rigido cuando es sometido a unas cargas lineales arménicas y
senoidales verticales.

Georgiadis et al. [65, 63] desarrollaron un procedimiento de transformacién
integral para obtener la Solucién Fundamental en elastodinadmica tridimen-
sional. La técnica empleada para la resolucién consistié en el empleo de la
transformada de Radon y la teoria de distribucién de elementos.

Degrande et al. [40] revisaron el método directo de la rigidez para el céalculo
de la propagacién de ondas armoénicas y transitorias en un medio estratifi-
cado horizontalmente. Desarrollado al principio de los ochenta por Kausel y
Roésset, este método es una herramienta utilizada usualmente para el calculo
de las funciones de Green en un medio estratificado. Se basa en la superpo-
sicién de ondas arménicas planas en el dominio de la frecuencia, siendo muy
apropiado para la propagacién de ondas elasticas. Las funciones de Green
se emplean con la formulacién de elementos de contorno para calcular la
impedancia dindmica del suelo en una formulacién de subdominio para la
interaccién suelo-estructura.

Park [121] present6 una solucién mixta en el dominio del tiempo y trasfor-
mada en el espacio para un semiplano sujeto a una carga armoénica antiplana
en la superficie.

El problema de la propagacién de ondas cuando la carga es mévil también
ha sido ampliamente estudiado. La primera referencia se encuentra en [138]
donde Sneddon estudié el caso de una carga lineal moviéndose con velocidad
subsoénica constante en un semiespacio bidimensional. En [36] investigaron
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los casos para cargas lineales transénicas y supersénicas empleando la des-
composiciéon de Helmholtz, solucién que fue corregida en [64] para el caso
transénico. Eason [45] obtuvo la Solucién Fundamental para una carga moévil
en la superficie de un semiespacio homogéneo e isétropo. Fryba [53] analiz6 la
respuesta de un medio elastico sin contorno sujeto a una carga puntual mévil
usando la técnica de la transformada integral triple de Fourier, obteniendo
la solucién para los tres tipos de cargas considerados. Posteriormente, Ungar
utilizé esta solucién junto al método Cagniard para resolver el problema de
una carga moévil en el interior de un semiespacio estratificado.

De Barros y Luco [17] investigaron la respuesta de un semiespacio viscoe-
lastico estratificado con una carga moévil lineal y constante, utilizando el
método anteriormente propuesto en [104]. Gunaratne y Sanders [69] estu-
diaron la respuesta de un medio elastico estratificado con una carga moévil
repartida empleando una aproximacién de la rigidez de las capas y del amor-
tiguamiento viscoso.

Jones et al. [87] estudiaron teéricamente la propagacién de ondas a través de
una superficie de un semiespacio elastico, debido al movimiento de una carga
vertical, arménica y rectangular. Las soluciones transformadas se obtienen
empleando la transformada doble de Fourier.

Suiker et al. [141, 142] estudiaron la propagacién de ondas de superficie en un
semiespacio elastico estratificado, consistente en una capa superior granular
elastica sobre un estrato elastico clésico. Para el anélisis se consideran las
propiedades de continuidad del segundo gradiente para la capa superior y
para la inferior, las propiedades de continuidad de Cosserat. Posteriormente,
en [143, 144] estudiaron la propagacién de ondas en una capa compuesta por
particulas discretas.

En [101] se estudia teéricamente la transmisién de vibraciones sobre una
superficie de terreno, sometida a una carga moévil distribuida, arménica y
vertical a alta velocidad. El problema planteado es en dos dimensiones y el
interior del terreno se modeliza como un semiespacio elastico. Las soluciones
transformadas se obtienen mediante la transformada de Fourier.

Verruijt y Cornejo [151] estudiaron el problema de una carga mévil pun-
tual en un semiespacio elastico con amortiguamiento histerético. El método
emplea la transformada de Fourier. La solucién dada consiste en una gene-
ralizacién de la dada por [36].

La solucién analitica para un cilindro infinito sometido a cargas armoénicas
estacionarias o moviéndose en la direccién del eje del cilindro fue desarrollada
por Sheng [135]. Esta solucién permite obtener las funciones de Green para
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el espacio completo en el denominado espacio 2.5D.

Iovane et al. [80] consideraron los problemas de fuerzas concentradas que se
mueven con velocidad constante y oscilan con frecuencia ciclica en un medio
bidimensional, elastico, anisétropo, homogéneo y sin contorno. Empleando
técnicas que usan la transformada integral de Fourier y estableciendo las
propiedades de las ondas, obtienen la representacién explicita del tensor de
Green elastodinamico para todos los tipos de movimiento como suma de

integrales sobre el intervalo finito.

2.3.Métodos numéricos para la resoluciéon de problemas de

propagacion de ondas

Desde mediados de los 70, el empleo de computadoras como herramienta de
cadlculo ha permitido una gran evolucién en el estudio de problemas com-
plejos. En la actualidad es posible resolver problemas de propagacién de
ondas bajo condiciones realisticas, pero los tiempos de célculo pueden ser
excesivos.

La complejidad de las ecuaciones a resolver para problemas de vibraciones
implican la utilizacién de técnicas numeéricas para su resolucién. Los métodos
mas empleados se pueden agrupar en modelos continuos, modelos disconti-
nuos y modelos hibridos (tabla 2.2).

Entre las técnicas mas empleadas en la propagacién de ondas, destacan el
Método de las Diferencias Finitas, el Método de los Elementos Finitos, el
Meétodo de los Elementos de Contorno y otros métodos semianaliticos. Para
problemas con dominios finitos, los métodos de los elementos finitos y de
diferencias finitas son los més empleados, mientras que en problemas sin
contorno se suele utilizar el Método de los Elementos de Contorno, ya que el

Tabla 2.2
Meétodos empleado en problemas de propagaciéon de ondas

Tipo Modelos

Método de las Diferencias Finitas(MDF)
Continuos Método de los Elementos Finitos(MEF)
Método de los Elementos de Contorno(MEC)

Método de los elementos discretos

Discontinuos .
Método de redes de fractura discretos

Combinacién MEF/MEC
Combinacién MEF/MDF

Hibridos
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resto de métodos requiere el empleo de contornos artificiales. Asimismo, el
Método de los Elementos de Contorno genera matrices con menor dimensioén
que el Método de los Elementos Finitos con el consiguiente menor tiempo
de célculo.

Método de las Diferencias Finitas

El Método de las Diferencias Finitas (MDF) consiste en resolver las ecua-
ciones de movimiento para una medio continuo en unos nodos especificos,
utilizando diferencias finitas en la expresién de las derivadas.

Las ecuaciones diferenciales se escriben en funcién de los desplazamientos o
tensiones de los nodos de la malla. Cerca de los contornos es necesario que
la forma en diferencias finitas satisfaga tanto las ecuaciones de movimiento
como las condiciones de contorno. Esto implica que este método sea muy
restrictivo [19].

Las primeras referencias del Método de las Diferencias Finitas en el estudio
de propagacién de ondas se encuentran en [152, 153], donde se describe
cémo obtener la respuesta en un medio heterogéneo empleando este método.
El Método de las Diferencias Finitas se presenta desarrollado para sélidos
viscoelasticos en [24], aplicado para la propagacién de ondas sismicas en [115]
y para espacios elasticos estratificados [148]. Recientemente se ha aplicado en
el analisis de las vibraciones generadas por el paso de trenes de alta velocidad
[90] y en las vibraciones en puentes debido al paso de trenes [81].

Método de los Elementos Finitos

El Método de los Elementos Finitos (MEF) es la método numérico més
utilizado. Se puede aplicar a modelos con geometria o comportamiento com-
plejos, pero requiere la discretizacién de la geometria completa en pequeiios
elementos finitos en los que se cumplen las ecuaciones del modelo. La resolu-
cién se reduce al empleo de una matriz algebraica que contiene la informacién
para todos los elementos con el consiguiente coste computacional.
Asimismo, aunque es valido para geometrias complejas, no se obtienen solu-
ciones validas para modelos semi-infinitos [19]. Los primeros modelos semi-
infinitos consideraban contornos artificiales alejados del punto de aplicacién
de la carga pero este artificio no es valido para problemas dindmicos puesto
que se reflejan ondas que originan resultados erréneos [37]. Este inconvenien-
te se salvd empleando condiciones de contorno especiales que simulaban una
capa infinita. Lysmer et al. [105] fueron los primeros en desarrollar este tipo
de contorno mediante la inclusién de propiedades viscosas que fue mejora-
do posteriormente [157]. También desarrollan un segundo tipo de contorno
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absorbente en el que se requiere transformar el problema en el dominio de
la frecuencia y del espacio [106]. En [75] se desarrolla un tipo de condicio-
nes de radiacién para la propagacién de ondas tanto en medios bi- como
tri-dimensionales estables para cualquier valor de velocidad de ondas.

Este método se ha extendido a medios anisétropos [128], medios poroelasti-
cos [42], problemas tridimensionales [133] y andlisis en el dominio del tiem-
po [121].

Método de los Elementos de Contorno

El Método de los Elementos de Contorno (MEC) es la forma discreta del
Método de las Ecuaciones Integrales de Contorno. Un detallado desarrollo del
mismo dentro desde sus origenes puede obtenerse en [23, 22, 62]. E1 Método
de los Elementos de Contorno se ha aplicado en numerosos campos de la
ingenieria, que van desde el electromagnetismo [27], problemas de difusién
del calor, mecénica de fluidos y acustica [158] y elastodinamica [44].

La base del MEC es el empleo de las denominadas Solucién Fundamental o
Funciones de Green, que son propias para un problema dado. La integracién
se lleva a cabo en el contorno del dominio para encontrar la respuesta en
cada punto, bien dada en tensiones o desplazamientos. En el caso elastosta-
tico, se emplea la generalizacién de la relacién de Maxwell para dos o tres
dimensiones, denotadas por €l teorema de Betti-Rayleigh [28]. La relacién
andloga para elastodindmica se atribuye a Graffi para dominios cerrados y
a Wheeler y Sternberg para dominios abiertos e infinitos [44]. Cuando la
relacién de reciprocidad se establece en el contorno antes que en el interior
del dominio, la ecuacién integral es la Identidad de Somigliana.

El Método de los Elementos de Contorno Directo se aplica en los problemas
elastodinamicos, donde las variables son las magnitudes fisicas del proble-
ma, tales como tensiones y desplazamientos en el contorno y se procede a
una discretizacion directa de la Identidad de Somigliana. Si se emplea una
formulacién referida a variables ficticias, tales como potenciales, se emplea
el Método de los Elementos de Contorno Indirecto, que ha sido ampliamente
utilizado a problemas de ingenieria sismica [145].

Este método puede ser formulado en el dominio de la frecuencia para el
andlisis de excitaciones armoénicas. El ntimero de elementos depende de la
frecuencia de excitacién por lo que para modelizar la respuesta a altas fre-
cuencias el coste computacional es elevado al aumentar considerablemente
el nimero de elementos.

En el caso de repuesta transitoria, es necesaria una formulacién en el dominio
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del tiempo [56]. Las necesidades de memoria para un calculo en el dominio del
tiempo son elevadas, es por ello que esta solucién no se ha sido ampliamente
empleada, si bien en los altimos afios ha destacado su auge [125, 31, 59, 129]
debido a los avances en el campo computacional.

Principalmente, se han empleado soluciones en las que se emplean dominios
transformados segin las transformadas de Fourier o Laplace, obteniendo
la respuesta en el tiempo realizando posteriormente la transformada inver-
sa [140]. Entre las técnicas que emplean transformadas para obtener la res-
puesta en un dominio, destacan las denominadas 2.5D, en las que se realiza la
transformada en una de las dimensiones. Dentro del Método de los Elementos
de Contorno se encuentran referencias en dominios 2.5D para la interaccién
suelo-estructura [82], medios poroelasticos [103] y medios anisétropos [127].
La formulacién de las ecuaciones del MEC presentan multiples ventajas res-
pecto al MEF y MDF cuando se consideran problemas infinitos o semi-
infinitos. Esto es debido a que las funciones de Green satisfacen la condicién
de radiacién de Sommerfeld [4]. No es necesario el empleo de contornos arti-
ficiales puesto que no se reflejan ondas ficticias, de ahi que sea ampliamente
utilizado en el caso de propagacién de ondas. Los elementos de contorno es-
tandar emplean una formulacién integral sobre el contorno de las ecuaciones
para el espacio completo, reduciendo la dimensién del problema de tal forma
que tnicamente hay que discretizar el contorno del soélido [21, 44].

Combinacion del Método de los Elementos Finitos y el Método de los
Elementos de Contorno

Diversos autores han empleado el Método de los Elementos Finitos y el Mé-
todo de los Elementos de Contorno combinados. Esta metodologia permite
aprovechar las ventajas de ambos métodos, la facilidad de modelizacién de
una geometria compleja empleando elementos finitos y la facilidad de si-
mulacién de vibraciones en medios infinitos o semi-infinitos mediante los
elementos de contorno. Andersen y Jones [9] comparan el empleo de mode-
los en bi- y tri-dimensionales empleando ambos modelos y concluyen que
mientras los modelos bidimensionales necesitan un menor esfuerzo compu-
tacional s6lo son cuantitativamente mas ventajosos cuando se simulan cam-
bios estructurales, mientras que los modelos tridimensionales se asemejan
mas a la realidad pero requieren un mayor esfuerzo computacional.

En el dominio del tiempo, esta combinacién se ha desarrollado por Von
Estorf y Kausel [48]. En el dominio de la frecuencia se encuentra el modelo
empleado por Auersch y Schmid [14].
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La obtencién de la respuesta tridimensional con un menor esfuerzo compu-
tacional se obtiene empleando métodos 2.5D, en los que se resuelve el proble-
ma en el dominio de la frecuencia y transformado en el espacio. Sheng [134]
presenta este modelo para la propagacién de ondas para trenes de superficie
y subterraneos, concluyendo que un modelo 2.5D requiere 200 veces menos
tiempo de célculo de uno similar tridimensional.

Degrande et al. [41] emplean la transformada de Floquet para caracterizar
las homogeneidades a lo largo de tuneles de ferrocarril para formular el
problema combinando ambos métodos. La ventaja que establecen los autores
respecto al método 2.5D estandar es que no se puede considerar el efecto de
las traviesas. Este método ha sido muy empleado en los tltimos afios por
diversos autores [70, 71, 7, 60].

Métodos semianaliticos

Los métodos semianaliticos tienen la ventaja de reducir el tiempo de calculo
ya que integran soluciones analiticas dentro del algoritmo numérico. Den-
tro de los métodos semianaliticos que actualmente mas se emplean en la
propagacién de ondas se encuentran los métodos descritos a continuacién.

Método Thin Layer

Este método fue desarrollado por Waas [155]. Consiste en discretizar un soli-
do semi-infinito en direccién vertical, en un ntimero finito de capas delgadas
en las que se supone que el desplazamiento a lo largo de la capa varia lineal-
mente. Kausel et al. lo desarrollaron para cargas distribuidas [96], cargas di-
namicas interiores [94], cargas estaticas en un semiespacio estratificado [97],
hiperelementos con dos contornos verticales [95] y plantearon el problema
en coordenadas cilindricas [92].

Recientemente este método se ha mejorado. Los desplazamientos del sélido
se calculan en el dominio transformado frecuencia-niimero de onda mediante
la discretizacion del sélido en capas delgadas y aproximando los desplaza-
mientos entre los contornos con funciones de forma polinémicas [131].

Método layer-transfer-matrix

Este método se ha aplicado a medios semi-infinitos con interfases y superfi-
cies horizontales. Se obtiene una solucién semianalitica realizando una trans-
formada triple de Fourier en las coordenadas horizontales y el tiempo. La
relacién para desplazamientos y tensiones entre capas se obtiene empleando
una matriz de transferencia [150]. Se ha estudiado ampliamente en la Univer-
sidad de Southampton, destacando, entre otras las referencias [136, 87, 86]
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El método Pipe-in-Pipe

Este método semianalitico tridimensional fue desarrollado por Forrest y
Hunt [51, 52] para el calculo de propagacién de ondas en un espacio ge-
neradas por el paso de trenes subterraneos. El tunel se modeliza empleando
la teoria de laminas delgadas y el suelo empleando la teoria elastica del con-
tinuo. Las ecuaciones del modelo se emplean en el dominio de la frecuencia
y empleando la Transformada Discreta de Fourier para la dimensién en el
eje del tanel.

Métodos empiricos

Los modelos de prediccién de vibraciones empiricos se basan en los resul-
tados obtenidos mediante ensayos, si bien la eficacia de éstos se limita a la
prediccién de vibraciones en modelos con condiciones similares.

Madshus [107] emple6 un modelo semi-empirico para predecir el sonido
transmitido desde trenes de alta velocidad a viviendas cercanas, asi como
Melke [110] formulé otro método semi-empirico para predecir el sonido en
edificios provocados por el paso de trenes en tuneles. Un estudio empirico,
obtenido a partir de los datos recogidos por el tren de alta velocidad de
Londres se recoge en [76].
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Capitulo3
El problema dindmico
2.5D

3.1.Introduccién

En este capitulo se describe el problema dindmico en 2.5D. Se parte del
problema de potencial aplicado al estudio de fluidos ideales (seccién 3.2), si
bien la solucién desarrollada permite modelizar diferentes campos de interés
ingenieril, tales como transferencia de calor, torsién con alabeo, filtracién
freatica, presién hidrodindmica en superficies moéviles, electrostéatica, con-
duccién eléctrica, magnetostética, elasticidad antiplana o campo gravitato-
rio. La descripcién de las ecuaciones que rigen la dindmica de fluidos origina
el desarrollo de las ecuaciones que permiten obtener la Solucién Fundamen-
tal para fluidos en medios 2.5D (seccién 3.3). Ademas de su interés practico,
dado el caracter escalar del problema es un problema muy adecuado para im-
plementar todas las ideas béasicas del Método de los Elementos de Contorno,
paso previo al estudio del problema elastodindmico 2.5D.

3.2.Ecuaciones dinamicas para fluidos

Los fluidos se caracterizan por carecer de rigidez transversal. Para describir
el movimiento de un fluido se considera la Hipdtesis del Continuo, para
la que se supone que todas las propiedades del fluido se representan por
funciones continuas. Las leyes fundamentales que rigen los fluidos son la
ley de conservacién de la masa, la ley de conservacién de la cantidad de
movimiento, la ley de conservacién de la energia y la ley de variacién de
entropia o segunda ley de la termodinamica [18, 84].

Ley de conservacion de la masa
Es la ley que describe el fenémeno de transporte de particulas. El flujo
de masa que pasa a través de una superficie cerrada debe ser igual a la
disminucién de la masa de fluido que contiene en su interior, por unidad de
tiempo

op

%49 (pv) =0 (3:21)
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siendo p (x,t) la densidad y v (vy,v32,v3) la velocidad.

Ley de conservacion de la cantidad de movimiento

El comportamiento dindmico de los fluidos se describe mediante la ley de
conservaciéon de la cantidad de movimiento o segunda ley de Newton que
establece que la cantidad de movimiento de un sistema permanece constante
si no hay fuerzas que actiien en él.

Dv

ot = fe (x,t) + fc (x,1) (3.2.2)
donde f. (x,t) es la fuerza debida a campos externos y f. (x,t) la fuerza
de contacto caracteristica de los fluidos. En dicha fuerza se distinguen una

componente de presién
£, =—Vp (3.2.3)

obtenidas por Bernoullt y Euler y una fuerza viscosa de la forma
fy (x,t) =AV (V- v) + pAv (3.2.4)

que fue propuesta por Navier y mejorada por Stokes y donde p (x,t) es la

presién y A y u describen la viscosidad del fluido.
Sustituyendo las ecuaciones 3.2.3 y 3.2.4 en la ecuacién 3.2.2 se obtiene

p <%—¥+V-Vv> =—-Vp+AV(V-v)+ pAv +fe (x,1) (3.2.5)

El sistema formado por la Ley de Consevacién de la Masa y la Ley de Con-
servacién de la Cantidad de Movimiento contiene cuatro ecuaciones y cinco
variables, la densidad p, las tres componentes de la velocidad v y la pre-
sién. Es indeterminado y es necesaria la intervencién de nuevas leyes de
comportamiento en las que interviene el balance de energia.

Las Ecuaciones de Euler: Fluidos perfectos
Para analizar el problema se realizan las siguientes simplificaciones.

Fluidos Incompresibles
Un fluido es incompresible si la densidad de cada particula del fluido per-
manece relativamente constante al desplazarse a través del campo de flujo,

D
es decir, D—i = 0. Considerando que la densidad es constante en el espacio

vy que no varia en el tiempo y sustituyendo en la ecuacién 3.2.1 se obtiene

V.v=0 (3.2.6)
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Ecuaciones de Euler. Fluidos ideales
Euler supuso que los fluidos pueden ser sometidos a presién pero no a esfuer-

zos cortantes, o lo que es lo mismo, f. = f, = —Vp. La ecuacién dindmica
se reduce 5
P (a—‘t’ +v- Vv) + Vp =fe (x,t) (3.2.7)

Considerando esta ecuacién junto a la condicién de incompresibilidad 3.2.6
se obtiene un sistema cuyas incégnitas son v y p.

Las Ecuaciones de Navier-Stokes: Fluidos viscosos
El modelo de Navier-Stokes permite considerar el arrastre lateral que los
fluidos perfectos no contemplan.

p (Z—: +v- Vv) =pfe(x,t) —Vp+ nviv (3.2.8)
Propagacion de ondas en fluidos

Para pequeiias perturbaciones, las variables pueden ser linearizadas, obte-
niendo su expresién como suma de un valor inicial y un incremento. Sus-
tituyendo esta expresién en las ecuaciones de Navier-Stokes (ec. 3.2.8) y la
ley de conservacién de la masa (ec. 3.2.1) y despreciando los términos de
segundo orden, se obtiene

op

a0 v =0
at+poV \%

avi 2
pOa— Vp+uVv

Combinando ambas ecuaciones,

azp

5z = Vip (3.2.9)

Definiendo la celeridad como la raiz del cociente entre la presion y la densidad
c? = p/p se obtiene la ecuacién de ondas:

2 19%p
== — 2.1
Ve c? ot? (8:2.10)
Esta ecuacién permite definir la propagacién de la presion en un medio fluido
no viscoso para pequenas perturbaciones. Analogamente se puede obtener la
relacién para las velocidades.

P 19%v
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N “

Figura 3.1: Dominio 2.5D Q con contorno I'. El problema es invariante
en la direccién perpendicular a la figura

3.3.Solucién Fundamental para fluidos 2.5D

Se considera una medio fluido Q, invariante en una de las dimensiones (sea z)
limitado por un contorno I' (figura 3.1). El fluido est4 sometido a una carga
externa unitaria armoénica en direccién z aplicada en el origen de coordenadas

fo(x,1) =8 (x) etl@t k=2 (3.3.1)

Aplicando la transforma de Fourier [124] en las ecuaciones 3.2.10 en la coor-
denada z y en el tiempo,

G (X,w;0) = J J g(x,t0) e (0 *=2qz4¢ (3.3.2)
donde X = (x,y,k;,) son las coordenadas en el dominio transformado, k,
es el nimero de onda en la direccién z y w es la frecuencia. Se obtiene la
ecuacién de Helmholtz 5 )
0P 0P 2
—+ —+kiP=0 3.3.3
axz + ayz + f ( )
2
donde k? = w—z —¥2. La solucién en coordenadas cilindricas a dicha ecuacién
es de la forma:
P (r,kzy w) = CrHY (ker) + C2HE (ker) (3.3.4)

El producto Hé” (k¢r) €'t representa ondas circulares hacia el origen y
Héz) (k¢r) et hacia afuera. Como no hay fuentes en el infinito, no hay ondas
hacia el origen y, por tanto, C; = 0. Es lo que se conoce como condicién de
radiacién.

La constante C; se determina imponiendo las condiciones de equilibrio en el
origen, integrando en una regién circular pequefia. Partiendo de la expresién
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de la ecuacién de ondas suponiendo que hay una fuente de presién en la

1
regién de intensidad p b (x,t) en el punto x

%p (x,1)

502 (3.3.5)

1 1
VZP (X,t) + 2 b (th) =7
C C
Asi, se obtiene la ecuacién correspondiente a un fluido en un medio 2.5D en
el dominio de la frecuencia:

vpa () pe e oo (3.3.6)
K S B= 3.

La solucién a esta ecuacién (3.3.6) se puede obtener integrando en un domi-
nio Q.
J VP dQ + Kk} J
Q

PdQ +J §(x) dQ =0 (3.3.7)
Q

[0}
La primera integral se resuelve aplicando el teorema de la divergencia y te-
niendo en cuenta las relaciones entre las funciones de Hankel [3] obteniendo:

J V2P dQ = -2 Ca ket HY (Ker)
Q

La segunda integral es nula y la tercera es la unidad. Por tanto, se obtiene
la constante C, cuando r — 0

1
27 Jipw?

Sustituyendo en la expresién dada para la presién se tiene

1 2
P (x, k2, w) = Tow? HY (ker) (3.3.8)
Las condiciones de contorno se establecen tanto en presiones P en una parte
del contorno I'7 como en desplazamiento normal U, en el resto del contorno
;. La relacién entre ambas variables es:

P
g—n =—ipwVy=pw’ Uy (3.3.9)

donde p es la densidad, V., es la velocidad del fluido normal al contorno

y U,, el desplazamiento en la direccién normal n.
Sustituyendo la expresién de la presion (3.3.8) y despejando se obtiene el
desplazamiento normal

Un (x, k2, ) = % % H (ker) (3.3.10)

Las expresiones (3.3.8) y (3.3.10) forman la Solucién Fundamental de un
fluido en el espacio 2.5D y en el dominio de la frecuencia.
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Singularidad de la Solucién Fundamental

Para aplicar esta Solucién Fundamental en el Método de los Elementos de
Contorno es necesario determinar el tipo de singularidad de la solucién,
aspecto muy importante cuando el punto de aplicacién de la carga o el
punto de colocacién estén sobre el elemento de integracién. Esta solucién
sblo tiene un término singular, de tipo logaritmico para la presiéon. Este
término se obtiene tras realizar el desarrollo en serie de Taylor de la Solucién
Fundamental respecto de r.

P° = —2]—71 log (7) (3.3.11)

que coincide con Solucién Fundamental estatica bidimensional para el pro-
blema de potencial [120].

3.4.Ecuaciones basicas de la Elastodinamica

Las ecuaciones basicas del problema elastodindmico tridimensional para un
medio isétropo [4, 47], son las siguientes:

Ecuaciones de equilibrio en el dominio:

0ij,j + Pbi = pli (3.4.1)
Relaciones cinematicas: :
€j =5 (uij + i) (3.4.2)

Ecuaciones constitutivas o ley de Hooke:
0ij = )\61j€kk + Zueij (3.4.3)

Equilibrio en el contorno:

ti = oymny (3.4.4)
siendo 035 (x;t) el tensor de tensiones en cualquier punto; u; (x;t) el vector
de desplazamientos; €i; (x;t) el tensor de deformaciones; t; (y;t) el vector de
tensiones en un punto y del contorno I'; b; (x;t) son las cargas de dominio
aplicadas. Las constantes p, A y u son la densidad y constantes elasticas de

Lamé del medio, respectivamente.

Sustituyendo las relaciones cinematicas 3.4.2 y las ecuaciones constitutivas
3.4.3 en las ecuaciones de equilibrio 3.4.1, se obtienen las ecuaciones de
Navier, que permiten obtener la respuesta elastica de un espacio homogéneo
e is6tropo tridimensional,

Huijj + (A + p)uy i + pbi = pily (3.4.5)
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Escrito en forma vectorial,

0%u (x, 1)

WV u (1) + A+ 1) VYV u () +b (1) = p— 5

(3.4.6)
3.5.Solucién Fundamental elastodinamica 2.5D

Se considera un medio elastico, homogéneo e isétropo (), invariante en una
de las dimensiones con contorno I (fig. 3.1).

Aplicando la transforma de Fourier [124] en las ecuaciones de Navier 3.4.5
en la coordenada z y en el tiempo,

G (X, w;0) = J J g(x,t;0)e (@ *=2) gzt (3.5.1)
donde X = (x,y,k.) son las coordenadas en el dominio transformado, k,
es el nimero de onda en la direccién z y w es la frecuencia, se obtienen las
ecuaciones para la eslastodinamica 2.5D

uViU (X, w;0) + (A + 1) ViVi - U (X, w;0) + F = —pw’U (X, w;0)  (3.5.2)

siendo Vy el operador V en el dominio transformado, que viene dado por,

0o 0 .
v~ (o)

Solucién Fundamental para el Campo de Desplazamientos

La funcién de Green para los desplazamientos U% (X, w;0) es la componente
i—ésima del desplazamiento, obtenido al resolver la ecuacién 3.5.2 para una
carga puntual unitaria arménica aplicada en el origen en la direccién 1.

f(x,t) = 6§ (x) et =)

donde 5(-)es la funcién delta de Dirac.
Aplicando el método de los potenciales [43], se puede expresar el desplaza-
miento

(DY)

U (X, ;0) = =5 o= + 0u VY

y se obtienen la siguientes ecuaciones de Helmholtz para cada una de las
direcciones 1 de la carga,

20 (X,w;0)  9%d (X,w;0) > iH{Y (—ik. )
» 5 » 5 O (X,w;0) = ——0 "=
x2 + oy? + ko ® (X, w;0) doc,
%Y (X, w;0) N %Y (X, w;0) iHEY (—ikar)
ox? oy? 4pcs

donde ko = 1/k& —kZ; kg = VkI —Kk2; kp = w V ks = © son los ntimeros de
P

C Cs

(3.5.3)
+ K[zg\y (X,w;0) =
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onda para las ondas P y S, respectivamente; ¢, = ,/)\ +2“ cs = \/7 son

las velocidades de onda P y S del material y r = /x2 + y2 es la distancia al

origen sobre el plano.
Resolviendo las ecuaciones, considerando la condicién de radiacién y que
la solucién debe ser finita para r — 0, se obtiene la expresién para los
potenciales:
O (X,w:0) = ﬁ(Hﬁf)(Kar)—Hﬁf) (—ikzr))
Y(X,w:0) = L(HgZ)(KBr)—Hg” (—ikzr])
4pw?

(3.5.4)

Sustituyendo los potenciales en la descomposicién dada para los desplaza-
mientos, se obtienen las funciones de Green de los desplazamientos en un
medio 2.5D,

Ui (X, w;0) = —

1 2
4pw (z’mk HP) (kg r)—8u (kBH (kp7) — kocH| )(Kod‘))

+rr (KﬁH (KpT) — K5 H (Kmr))) (3.5.5)

Soluciéon Fundamental para el Campo de Tensiones

La Funcién de Green para el campo de tensiones en el dominio de la frecuen-
cia para el espacio 2.5D, Z}j (X, w;0), se obtienen a sustituyendo la Funcién
de Green para el campo de desplazamientos 3.5.5 en las ecuaciones 3.4.2
y 3.4.3 formuladas para el dominio transformado.

I (X, w;0) = AA' (X, w; 0) 835 + 2uEY; (X, w; 0) (3.5.6)

donde A = Eyy es la dilatacién, Ey; el tensor de deformaciones y 0ij es la

delta de Kronecker.

Se obtiene
£ho= b (s +1((5- — 5071+ (50— 8w’ 1) ) (A8yZ + 20Y)
ij 4pw2 ijht 2 il jl S jl il ,i ij= 38
(R S N 2 @) e
o= (?\_—i-Zukz (KBH] (Kpr) — KaH! (Km)))
1 1 z
L, = Lz = Iy=
1 1 2) 2) 1.2.,02)
ok (zm <; (ks HE (k50— kaHE (ker)) — HEHE (p)
“THTL (KéHéz) (kpr) — KaHE (chr))) (3.5.7)
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2 1 1 (2) ()

i (KBHE (kpr) = AHE (k) ) )
z 1 2 (14(2) (2) 244(2)
L (?\/\+2u(kz (HO (kps) — HE (Km))—kSHO (Kﬁr)))

donde los indices i, j y 1 toman los valores x y/o y.
En estas ecuaciones se han definido los pardmetros siguientes:

4
= = ki (KBngj (KBT) - chH52) (Kocr)) + ; (KéH(ZZ) (K[jr) - Kngz) (Km-))
- (K%H(SZ) (Kﬁr) - Kchgzj (szr)) - kaﬁng) (K[},T)

1T 2 ... 214(2) 2.,(2)
Y = <;+;5115]1) (KGHZ (kpr) — KZH! (Km))

1
sy (BHE (kpr) = R2HE (kar)) ) = 5 (650 + 8 K2kgH{ (kp7)

2
A= 2 (HE (e = HE (kar)) + = (kgH (60) = kel (ar))

— (Kéngl (kpr) — Kngz) (Km)) —kﬁHéz) (kpT)

Funcién de Green para el vector tension

La funcién de Green para el vector tensién respecto un contorno en el es-
pacio 2.5D, Ti1 (X, w;0), se obtiene al realizar el producto escalar entre la
funcién de Green dada para el tensor de tensiones 3.5.7 y el vector normal
al contorno, n; (X).

T (X, w;0) = Zjj (X, w; 0) n; (X) (3.5.8)

Para la validacién de las expresiones descritas para los desplazamientos o
funciones de Green, se comparan los resultados obtenidos con los presen-
tados en [147]. Se considera una carga puntual arménica en el origen de
coordenadas en la direccién del eje y en un medio homogéneo y cuyas pro-
piedades son ¢, = 4208.0m/s, c; = 2656.0m/s, p = 2140.0 kg/m> yn = 0.1,
siendo este tltimo coeficiente, el correspondiente al amortiguamiento que se
incluye en la frecuencia w. = w—in. En la figura 3.2 se representan los des-
plazamientos en el punto R de coordenadas x = 5.0, y = 4.0 para frecuencias
comprendidas entre 62.832rad/s y 8042.477 rad/s para un nimero de onda
k, = 0.5rad/m y para nimeros de onda entre Orad/m y 3.5rad/m para una
frecuencia de 5026.54 rad/s.
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Figura 3.2: Amplitud del desplazamiento en el punto (5,4) para una
carga en direccién y. En la parte izquierda se representan los desplaza-
mientos para un intervalo de frecuencias [62.832 — 8042.477]rad/s para
el numero de onda k, = 0.5rad/m. En la parte derecha se representa
la amplitud de desplazamientos para un intervalo de niimeros de onda
[0 — 3.5/ rad/m para una frecuencia de 5026.54 rad/s. En todos los casos
se representa con linea continua la Solucién Fundamental y con puntos
los resultados dados por [147]
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3.5.1.Aproximacion a la solucién estatica

Para analizar la validez de la solucién para bajas frecuencias, se ha desa-
rrollado e implementado el caso elastostatico en 2.5D, cuya formulacién se
resume en el Anexo C.

En las figuras 3.3 y 3.4 se representa la Solucién Fundamental para el ca-
so elastodindmico en funcién de la frecuencia (amplitud y fase desenrolla-
da en linea continua) y el valor obtenido para la Solucién Fundamental
elastostatica 2.5D (punto). Puede comprobarse cémo la solucién elastodi-
namica converge a la solucién estatica. Los resultados se han obtenido en
el punto de coordenadas (x =3 m,y =4m) para un nimero de onda en z,
k, = 0.4rad/m en un espacio de caracteristicas p = 10° N/m?, v = 0.25,
p = 2140kg/m?, ¢ = 0.05.

3.5.2.Términos Singulares de la Solucién Fundamental

En el Método de los Elementos de Contorno aparecen integrales impropias
debido a la singularidad de la solucién. Para evitar errores numeéricos se ha
empleado en la implementacién la técnica de regularizacién, consistente en
eliminar la singularidad y reducir la integral resultante a un caso que se
compute analiticamente.

Para obtener la singularidad de la solucién de ha realizado un desarrollo en
serie de Taylor [3] de la Solucién Fundamental para el campo de desplaza-
mientos 3.5.5 y el vector tensién 3.5.8. Despreciando los términos de orden
superior a 1 se obtiene la Solucién Estatica para el caso bidimensional, tanto
en desplazamientos 3.5.9 como para el vector tensién 3.5.10. En todos los
casos i, | pueden tomar el valor x, y.

3 . — 1 — (3 —
u; (X;0) = S (1= v) (rir1— (3 —4v)log (1))
2 1
u; (X;0) = o log (T) (3.5.9)
ur (X50) = ug(X;0) =u! (X;0) =ug (X;0)
lx0) = - ! _ LTI L
ti(X;0) = P p— ((1 2v) (611 oy T T r‘ml) +2r,1r,lan)
tH(X;0) = t(X;0)= %kmi log (1) (3.5.10)
2z 1 or
t(X;0) = I on

De las expresiones anteriores (ecuaciones 3.5.9 y 3.5.10) se pueden extraer
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Figura 3.3: Aproximacién de la Solucién Fundamental dindmica a la

estatica para los desplazamientos: (a-b) uy; (c-d) uy; (e-f) u?; (g-h)

uZ. En todos los casos, amplitud a la izquierda y fase desenrollada a

la derecha. La SF elastodindmica en linea continua y SF elastostatica
representada por un punto
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Figura 3.4: Aproximacién de la Solucién Fundamental dindmica para

las componentes del tensor de tensiones: (a-b) 0%y; (c-d) 0%y; (e-f) ogy;

(g-h) oZ,. En todos los casos, amplitud a la izquierda y fase desenrollada

a la derecha. La SF elastodinadmica en linea continua y SF elastostatica
representada por un punto
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los términos que implican singularidad.

v - (3—4v)
X _ sy _ 0T avV)

Uy = U= 8 (1 —v) log (1)

o g e (3.5.11)
= 21t & 5.
A 1—2v . . . B

o= i = (ramy —rimny) para (i#1) =xy/oy

{}: = {f - ,Mkzm log (1) paral =x,y

4t (1 —v)



Capitulo4

Funcién de Green para un

semiespacio viscoelastico
2.5D

4.1.Introduccién

En este capitulo se presenta la solucién analitica para la respuesta de semi-
espacio tridimensional sometido a una carga arménica puntual incluyendo
el amortiguamiento. Esta expresién tiene gran importancia en formulacién
de problemas elastodindmicos tridimensionales en un semiespacio empleada
como Solucién Fundamental en la aplicacién del Método de los Elementos
de Contorno. Las expresiones se obtienen empleando los potenciales de des-
plazamientos [4].

La Solucién Fundamental para el semiespacio se calcula asumiendo condicio-
nes de tensiones libres en el contorno de la superficie, equilibrio de tensiones
en el punto de aplicacién de la carga y continuidad de desplazamientos y
condiciones de radiacién.

Las expresiones son validadas comparando las expresiones obtenidas con un
modelo resuelto mediante el Método de los Elementos de Contorno emplean-
do la solucién para el espacio completo, donde la superficie es discretizada
(seccidn 5.8.4). Asi mismo la solucién obtenida es comparada con resultados
experimentales descritos en la literatura. Por altimo se estudia el comporta-
miento asintético de la solucién, estudiando limites en distancia, frecuencia

y nimero de onda y comparando con soluciones fundamentales existentes.

4.2.Planteamiento del problema
La figura 4.1 representa Q = {(x,y,z)| — 0o < y < h}, un semiespacio limi-
tado por la superficie superior S = (x,y,z) [y = h en el sistema de referencia
Cartesiano {O;x,y,z}. El dominio tiene aplicada una carga puntual en el
punto O

fi(x,t) = 8110 (x) &(t) (4.2.1)

37
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Figura 4.1: Semiespacio bajo carga puntual

donde b;; es la delta de Kronecker y &(-) es la funcién delta de Dirac en el
tiempo o el espacio.

Para resolver la ecuacién de Navier 3.4.5 se define la siguiente transformada
de Fourier en el tiempo y en el espacio,

G (X, w;0) :J J J g (x,t;0) e (@ kxxk=2) gy qzqdt (4.2.2)

—o0 J—o00 J—00

donde X = (ky,y,k.) son las coordenadas en el dominio transformado, ky
v k., son los nimeros de onda en las direcciones x y z, respectivamente y w
es la frecuencia.

La transformada inversa correspondiente estd determinada por la siguiente
expresion

g(x,t;O):(z]TPJ J J G (X, w;0) R gk dioda (4.2.3)

—00 J—00 J—00

Aplicando la transformada de Fourier definida a las ecuaciones de Navier 3.4.5,
se obtiene la ecuacién a resolver:

uVEUY (X, w;0) + (A + ) ViV - U (X, w;0) + F' (X, w; 0) =
— pw?U" (X, w;0) (4.2.4)

donde el superindice se refiere a una carga puntual en la direccién 1. La carga
puntual en el dominio transformado es de la forma

F‘(x,w;O):J J J 5ud(x)8(y)d(z)8(t)e (W ka2) gy dzdt =

éilé(y) (4.2.5)
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v Vi es el operador V en el dominio transformado, que viene dado por,

d
= _‘kXyi,_‘kz
Vi (1 dy i )

Para considerar un comportamiento visco-elastico del material se ha adop-
tado el modelo Kelvin-Voigt, definiendo en la ecuacién 4.2.4 las propiedades
del material de tipo complejo [35] (ec. 2.1.4). Para resolver esta ecuacion, el
vector de desplazamientos U' (X, w;0) se descompone en la suma de poten-
ciales escalar y vectorial [44],

U' (X, w;0) = V@' (X, w;0) + Vi x ¥' (X, w;0) (4.2.6)

Aplicando la divergencia y rotacional a la ecuacién 4.2.4 se obtienen las
ecuaciones para cada potencial,

25l .
W+ (k§ —kf) o' (X,w:;0) =0
St ()y( 0] (4.2.7)
y W5 2 2\t . _
T i (ks kr)‘l’ (X,w;0) =0
donde ki = ki +kZ k, = — y ks = — son los niimeros de onda para las ondas

P y S, respectivamente, y ¢, = ,/}\+2H cs = \/7 son las velocidades de

onda P y S del material.
La solucién general a estas cuatro ecuaciones diferenciales se pueden escribir

de la forma
D (X,w;0) = craeY +caqe Y

Y (X,w;0) = cipe*t? fcope FBY

donde k« = \/k# —k3 ¥ kg = Vk# — k2. La solucién depende de 8 constantes
de integracién cij, donde i = 1,2 y j = «, B! Estas constantes se obtie-

(4.2.8)

nen aplicando las condiciones de contorno, radiacién y continuidad, que se
describen a continuacién.

Calculo de las constantes de integracion

Al considerar la carga puntual aplicada en y = 0, se produce una disconti-
nuidad en las tensiones. Las constantes difieren en la parte superior (y > 0)
y la parte inferior de la regién (y < 0). En consecuencia, existen 16 cons-
tantes de integracion, 8 para y > 0 (que se denotan por c; ) y otras 8 para
y<0(c ij). Todas estas constantes se calculan cons1derando las ecuaciones

siguientes:

1Hay que tener en cuenta que para j = f3, cif3 es un vector con 3 componentes
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1. Condicién de tensiones libre en la superficie y = h.
2. Condicién de radiacién en y — —oo.
3. Continuidad de desplazamientos en y — 0%

4. Equilibrio de tensiones en y — 0%

Se obtienen restricciones adicionales a partir de la condicién de Miklo-

vitz [111] V- ¥ =0 que se define en el dominio transformado

—ik, Wy + % — ik ¥, =0 (4.2.9)

Todas estas condiciones se describen detalladamente a continuacién.
Condicién de tensiones libre en la superficie y = h

Considerando el sistema de referencia cartesiano dado en la figura 4.1, las

condiciones de contorno en la superficie vienen determinadas por,

b2 =0

Xy y=h

z{,y’ =0 (4.2.10)
y=h

I = 0

Y2y

donde Z}j es el tensor de tensiones de la solucién fundamental. Este es un
conjunto de 3 ecuaciones para las 8 icognitas c{g , por lo que es necesario
establecer 13 condiciones maés.

Condicién de radiacién en y — —oo

Las condiciones de radiacién implican que no existen ondas que se generan

en el infinito. Los téminos e YA

tipo de ondas y, por tanto, las cuatro constantes correspondientes c,, ¥
¢, desaparecen. Tras establecer estas condiciones, faltan 9 ecuaciones para
resolver el problema.

Continuidad de desplazamientos en y — 0%
En el punto de aplicacién de la carga (y = 0) debe haber continuidad de
desplazamientos. Esta condicién permite definir tres ecuaciones,

lim_ ul = lm ul

y—0 y—0

JHm, U, = Jm U, (4.2.11)
lim Ul = lim ul

y—0+ y—0—

Quedan 6 ecuaciones por definir.

que aparecen para y < O representan este
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Equilibrio de tensiones en y — 0%
El equilibrio de tensiones en el punto de aplicacién de la carga implica un
salto en el tensor de tensiones en y = 0 debido a la carga puntual aplicada.

i 1
Fry y—o+ Xy‘ —o— —Ou

! !
Zhul oo~ T| o =B (4.2.12)
Ly y—ot+ sz’yzof =0

Condicién de Miklovitz

Por ultimo, la condicién de Miklovitz (ec. 4.2.9) se aplica tanto para las
condiciones superiores (y > 0) e inferiores (y < 0). Para la parte superior, se
obtienen dos ecuaciones, quedando los coeficientes de e "¢V y e*#Y anulados.
Para la parte inferior, sélo una ecuacién es necesaria, ya que el coeficiente
que multiplica e*#Y ha sido eliminado por las condiciones de radiacién.

Soluciéon Fundamental para el campo de desplazamientos

Resolviendo las 16 ecuaciones consideradas por las condiciones anteriores se
obtienen las constantes de integracién. Sustituyendo éstas en las expresiones
de los potenciales definidos en la descomposicién dada por la ecuacién 4.2.6,
se obtiene la funcién de Green en desplazamientos para el semiespacio con-
siderado.

1 o ] o Ukl kay ~2hkg
U; (X, w;0) = Tow? klkla (e e (ka(p +e x))
1 kg lyl k —2hk
__ gly BY B (y —
% (e +e (kg(p—i-e (x n)))
2
A
Kp

donde los indices i y 1 toman los valores x y/o z.

U (G @i0) = 54— sign (y) e Heh = e (yg + e e
2pw

2
+sign (y) e *pYl — ekpY <:§r(p + e_zm‘ﬁx> } (4.2.14)
B

donde i = x, z.

ik . _ K? ,
w (X, w;0) = ! 3 {mgn (y)e Kelyl 4 okay (k‘p +e thaX>
B

2pw

+ sign (y) e fBlul | gkey (k“(p + e ke x) } (4.2.15)
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siendo 1 = x, z. Por ltimo,

. | Ckalyl ke [ K7 2hke
Ug (X,(,U,O) = Zpu.)z{k(x (e Y +e Y E(ere X
kf —kplyl kpy —2hkg
—O—k— e —e kap +e X (4.2.16)
B
En estas ecuaciones se han definido los siguientes parametros,

2 2
kg (kar i ks) .

e
2
(—2k$ n kﬁ) e

2
(—Zkf + ki) + 4 kaksp
X = . (4.2.17)
(—Zki + kﬁ) — 4K%kokp

8kakpks
2
(kaf + kﬁ) — 4K %kekp

Solucién Fundamental para el campo de tensiones

La funcién de Green para las tensiones, Z}j (X, w;0) se obtiene sustituyen-
do la funcién de Green obtenida para el campo de desplazamientos definida
por las ecuaciones 4.2.20 a 4.2.23 en la ley de Hooke formulada en el espa-
cio transformado. El tensor de tensiones puede expresarse en funcién de la
dilatacién A = Eyy y del tensor de deformaciones Ejj,

I (X, w;0) = AA' (X, w; 0) 8i5 + 2uEY; (X, w;0) (4.2.18)

donde &5 es la delta de Kronecker y las expresiones para las deformaciones

son,
dau!
AY = —ik U+ Y — ik ul
dy
EL, = —ikU
1
yy dy
EL = —ikUl (4.2.19)
v 1 [aug L
By = > T Kx Uy,
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4.3. EVALUACION DE LA INTEGRALES PARA LA TRANSFORMADA INVERSA DE
FOURIER

Se han suprimido las coordenadas (X, w;0) para una mayor claridad de la
formulacién. Para obtener las expresiones 4.2.18 son necesarias las derivadas
del campo de desplazamientos respecto a la coordenada y

aaur 1
dy = 2pw?
+sign(y)e *oN — oY (kpp+e P (x—m))

{fkikl (Sign (y) e kalyl | gkay (ko((P i e—thmX))

—8uk? (sign (y)e kelvl _ekp FZMU))} (4.2.20)

donde los indices i y 1 toman los valores x y/o z.

dutJ iky kol k —2hk
— k ( «lyl «xY (k. « )
dy = 20 5 a (€ € ap T € X

2
_kB (ek[jyl +ekf39 <]lz;(p_._62hkﬁx>

} (4.2.21)

donde i = x, z.

dauy iky kel K ki —2nk
— k(x e oyl +e «Y T +e 3
dy prZ kg ? X

—kg (eikﬁ‘y‘ —ekpY (k(xcp + eithﬁx))

siendo i1 = x, z. Por dltimo,

dug 1 2 (. Ckalyl key (K2 ohke
I = oa? {koc sign (y) e "« — e Y Q(p+e X

—x? (sign (y) e kelvl 4 gkpY (ka(p + eithﬁx>) } (4.2.23)

donde @, x y 1 son las constantes anteriormente definidas en la ecuacién 4.2.17.

4.3.Evaluacion de la integrales para la Transformada Inversa

de Fourier
Para obtener la Solucién Fundamental dindmica en un semiespacio 2.5D
(x,Y, k., w) es necesario realizar la transformada inversa de Fourier para el
ntmero de onda k,, realizando la siguiente integral en la dimensién x para
las funciones de Green

rs 1 < —ikxx
f(x,y,kz,w):ﬂj F (kx, Y, kz, ) € kxX Q. (4.3.1)

—00

Esta integral se puede calcular de forma analitica en algunos de los térmi-
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nos de la Solucién Fundamental, obteniendo la expresién para los despla-
zamientos en el espacio 2.5D como suma de una expresién analitica y una
representacién integral

siendo

uy

Fe

i Koo p(2) 2142)
= 4pw2{7TH] (KaT) + 7T x K Hy™ (KaT)

+ (1 fkﬁ) H (kpr) — KZHY <KB X2+ (thy)2>

+2i(I + L+ 13 + 14) }

_ i C21,(2) 2\ 4@
— 4pw2{ kzH, (KaT)+(] ks)HO (kpT)

7k§ng) <Km/x2 + (thy)z)

+2i (ki (Isa + I5) + I3p + 14) }

X 1
U= = 4pw?

—2(Ie + 17+ 138 +14)}

{ — kZT’XKO‘ng) (kaT) + iHéz) (kpT)

1 .
= Gpwr {rrusign () (GHY (pr) — GHLY (kar))

+2 (Isa + Toa + T11p +I9f5)}

i .
= W {r,x‘r,ymgn (y) (KéH(ZZ) (kpT) — KiH;Z) (qu))

—2(Ta+ Toa + Isp +I9fs)}

1 . (2) (2)
= Bow? {r,gmgn (y) (KBH1 (kpT) — KaH, (K“r))

—2i (Iga + Toa + T11p + Iop) }

k2 . 2) 2)
= W{r,gmgn(y)(KﬁH] (kpT) — Ko H; (chT))

+2i (I1oa + Too + Isp + Iop) }

—i 1
C i e ) )

+ryTy (KéH(zz) (kpT) — KiH(zz) (Kar))
+k§Hé2) (kpT) — 2i (loa + Loa + Li1p + T10p) }
1

I — o o kZ kay ,—ikxx Ky
] = Jﬁoo oe *Je d

(4.3.2)
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0o 2 )
L = 2]7[ J %Xe—ka(zmmeﬂkxxdkx
131 = 21771 J (pekl.ye*ikdekX
L e —ka(2h—y) —ikxx
L = 5| k-me™ e X gk,
—co B
15 = 2]77-[ J kixefkcx(z}l*y)efikxxdkx
I = 217_[ J kx(pekaye—ikxxdkx
T[™ ke —ka(2hy) —ikex
I = J— = « Y x dkx
S B =Tt
131 = 2177[ J ko((peklyefikxxdkx
I?l = 2]77.[ J Xefkl(Zh*y)efikxxde
T (® K ik
I = J— - 1Y i xxdkx
101 b J,oo k|3 Qe e
1 [ kok? .
I]H = % J kkkr ekl‘Je lkxxdkx
—oo B

donde 1 ={«, 3}.
Las integrales que no se puede obtener de forma analitica I;, se pueden
aproximar numeéricamente,

Ny—1 ‘
f(sAx,y, Koy w) = Azl;x Z F(rAky, Y, kzy w) e 2N (4.3.3)
=0

donde s = 1,...,N,; Ak, es el incremento en el namero de onda k,; Ny es

el namero total de puntos necesarios para poder realizar eficientemente la
21

Ny — 1)Aky
se emplea al algoritmo corresp(ondien)te a la Transformada Rapida de Fourier.
De modo andlogo, es necesario realizar la doble transformada inversa de
Fourier para las variables ky and k, para obtener la SF en el semiespacio
3D. Su expresién analitica viene dada por,

transformada inversa y Ax = . Para acelerar el tiempo de célculo

1 o 2 —1i X z
f(x,y,z,w):wj J F(kx, Y, Kz, w)e X TR22) g qi, (4.3.4)

—00 J—00

donde es necesaria una aproximacién discreta para su célculo mediante la
expresion

1:sxsz (sz‘y, Zsy,y w) =



46 CAPITULO 4. FUNCION DE GREEN PARA UN SEMIESPACIO VISCOELASTICO 2.5D

N N
Ak Ak x z o rx =1 (sx—1) onilrz=1)(sz—1)
(ZX )zz Z Z Fror, (Kxvy Uy kzp,,0)e Nx e 2T N
7T Tx=1r1r=1

(4.3.5)

siendo Ak, y Ak, los incrementos de niimeros de onda para ky y k., y del
mismo modo, N, y N, son los niimeros totales de puntos en los dominios
ky v k., respectivamente.

Para aplicar estas funciones de Green transformadas en formulaciones de
elementos de contorno, es necesario calcularlas exactamente en todos los
casos incluyendo aquellos en los que la carga esta en la interfase y/o cuando
los puntos de la carga y donde se calcula coinciden. La funcién de Green
es singular en los dominios (x,y,z,w) vy (x,y,k,, w) pero es regular en el

dominio (ky,y, k., w).

4.4.Validacién de la funcién de Green
La solucién obtenida se ha validado mediante los procedimientos siguientes:

1. Ejemplos basados en el teorema de reciprocidad para los desplaza-
mientos. Se validan las propiedades bésicas de la Solucién Fundamental
empleando tinicamente la teoria desarrollada en este procedimiento.

2. Validacién numérica empleando el programa de elementos de contorno
(UPECE) con la Solucién Fundamental para el espacio completo siendo
necesaria la discretizacién de la superficie (seccién 5.8.4).

3. Comparacién utilizando otros resultados existentes en la literatura [135].
4. La soluci6én es comparada con resultados experimentales (seccién 6.2).

Teorema de Reciprocidad
El campo de desplazamientos elastodindmico correspondiente a cualquier
solucién fundamental debe satisfacer la siguiente identidad,

w (x,y,w) :uJ:l (y,x, w) (4.4.1)

denominada Teorema de Mazwell de los desplazamientos reciprocos [16],
donde x y y son las posiciones de los puntos receptor y emisor, respectiva-
mente. El superindice denota la direccién de la fuerza y el subindice indica
la componente cartesiana del desplazamiento.

La figura 4.2 representa la comparacién de reciprocidad u} = u%. Se con-
sidera un semiespacio con coeficiente de Poisson v = 0.3, densidad p =
2242 kg/m?3, modulo de rigidez p = 1.43488 10°N/m? y coeficiente de amor-
tiguamiento ¢ = 0.005. La figura 4.3 representa las partes real e imaginaria
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Figura 4.2: Comparacién de reciprocidad

Tabla 4.1
Propiedades del material del semiespacio

Médulo de elasticidad E <><106N/m2> 1770

Coeficiente de Poisson (V) 0.4
Densidad p (kg/m?>) 1700
Amortiguamiento ¢ 0.075
Velocidad Ondas P cp (m/s) 1500
Velocidad Ondas S cs (m/s) 610

para dos soluciones reciprocas. Las soluciones se han calculado para dos
frecuencias (w = 50 Hz en fig. 4.3(a) y w = 200 Hz en fig. 4.3(b)) en un in-
tervalo de numero de onda k, = (—2,2)rad/m y k, = 0.25rad/m. La partes
real e imaginaria de u} estan representadas en linea continua y disconti-
nua, respectivamente. En este caso, la carga esta situada a una profundidad
hy = 6m y se calculan los desplazamientos en hy, = 2m. Los desplazamien-
tos uZ en hy = 2m para las mismas frecuencias y ntimeros de onda para una
carga situada en h, = 6 m se muestran en el mismo grafico, correspondiendo
el simbolo m con la parte real y o con la parte imaginaria. Puede observarse
que el ajuste entre ambas en perfecto.

Validacion numérica empleando otros resultados existentes en la litera-
tura

Se ha validado la solucién con otras obtenidas en la literatura. Para ello se ha
considerado un semiespacio sometido a una carga unitaria armoénica actuan-
do en la superficie. Las propiedades del terreno se recogen en la tabla 4.1.
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Figura 4.3: Validacién del teorema de reciprocidad. Parte real (linea
continua) e imaginaria (lineas discontinua) de u}; parte real (m) e ima-
ginaria (0) de u}
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Figura 4.4: Desplazamiento vertical sobre la linea (x = 0m,y = —5m)

debido a una carga vertical unitaria arménica de 500 Hz aplicada en la
superficie de un semiespacio. (Parte real (m) y parte imaginaria (0). En
linea discontinua la solucién dada por [135])

Para la obtencién de los desplazamientos se han empleado 2048 puntos con
un incremento en el niimero de onda de 0.05-2trad/m. La figura 4.4 representa
el desplazamiento vertical a una profundidad de 5 m en la vertical de la fuerza
para un semiespacio en el que actlia una carga vertical unitaria arménica
de frecuencia 500 Hz en la superficie. En la figura 4.5(a) se representa el
desplazamiento vertical en superficie a una distancia de 20m de la carga
para una frecuencia de 250 Hz. La figuras 4.5(b) y 4.5(c) representan la parte
real e imaginaria de los desplazamientos en superficie, respectivamente.
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(b) -2.49929x 107" 1.63966% 10°°
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(c) -3.21756x 107" 1.53913x 107"

Figura 4.5: Desplazamiento vertical debido a una carga vertical uni-

taria armoénica de 250 Hz aplicada en la superficie de un semiespacio

(x =0m,y = Om, z = Om): (a) Parte real (m) e imaginaria (0) sobre la rec-

ta (x =20m,y = 0m) (En linea discontinua la solucién dada por [135]);
(b) Parte real en superficie; (c) Parte imaginaria en superficie
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4.5.Comportamiento asintético de la Solucién Fundamental
Es muy util obtener el comportamiento de la funcién de Green para dos
casos particulares: (i) el limite cuando la profundidad de la carga es grande
y (ii) el limite cuando la frecuencia de excitacién es cero. El primer limite
proporciona la Solucién Fundamental para el espacio completo en el domi-
nio transformado (ky,y, k., w), mientras que el segundo limite conduce a la
Solucién Fundamental elastostatica del semiespacio en el dominio transfor-
mado.

Otras Soluciones Fundamentales pueden obtenerse facilmente, tales como:

1. Considerando h — oo y w — 0 se obtiene la SF armoénica del espacio
completo.

2. El limite k, — 0 proporciona la SF dindmica arménica para el espacio
bidimensional en el dominio transformado (ky,y).

3. Combinacién de superposiciones diferentes de estos limites permiten
obtener otras Soluciones Fundamentales ttiles en el dominio transfor-

mado.
En las secciones siguientes se muestran las expresiones mas tutiles.

Solucién Fundamental para el espacio completo en el dominio transfor-

mado
Considerando h — oo, las expresiones 4.2.20 a 4.2.23 conducen a las siguien-
tes,
10 [ S Y LIS S S A kie*kﬁy i, =x,z
' 2ow? | \ ke ke ks ’ ’
i y iki —kay | —kpy] s
U, = U= 5 [—e +e ] i=x,z (4.5.1)
2pw
1 5
y _ —kay Hr —kpgy
Uy Tow? { k«e + kﬁe }

que se corresponden con la Solucién Fundamentaldel espacio 3D en el domi-
nio transformado (ky,y, k., w).

A partir de estas ecuaciones se puede obtener facilmente la Solucién Funda-
mentalpara espacio 2.5D realizando la transformada inversa para el nimero
de onda k4. En la figura 4.6 se presentan algunos resultados calculando la
transformada inversa de la solucién fundamental en k. (linea de puntos)
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Figura 4.6: Componentes real (linea continua y m) e imaginaria (linea
discontinua y 0) del desplazamiento sobre la linea y = 1 debido a una
carga armoénica unitaria w = 100 Hz aplicada en el origen obtenida a
partir de la Solucién Fundamental 2.5D para el espacio completo (lineas)
y calculada mediante la transformada inversa de Fourier en ky de la SF
transformada (puntos); en todos los casos k, = 0.5)

comparada con la expresién de la SF (linea continua) obtenida directamente
de las ecuaciones de la elastodinamica 2.5D (seccién 3.5). Las propiedades
del medio en el que se realiza este ejemplo son: v = 0.3, p = 2242 kg/m>,

i = 1.4348810° N/m? y ( = 0.005. Para realizar la transformada inversa se
han empleado N, = 256 puntos.

Solucion Fundamental para el semiespacio elastostatico en el dominio
transformado

Considerando el limite w — 0 en las expresiones de los desplazamientos
dados por las ecuaciones Ecuacién 4.2.20 a Ecuacién 4.2.23 se obtienen las
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siguientes expresiones,

1
1 f— .
Ui = gk, (1= kX

+oud (1 —v) (eik*ly‘ + ekr(fzh“”)] L=x,z

i iki “krlyl
U = i i-v [e Y

Jekr(=2hty) (_4(1 —v)(1-2v)
K:

+y (3 —4v) 4+ 2hk, (h —y))] i=x2z

y iki —krlyl
Ul = -y [e Y

e (4029020 s

+y (3 —4v) — 2hk, (h —y))] i=x%z

1
vy _ “kelyl (34 :
Uy Sk (1 =) [e (3 —4v +sign (y) kvy)

ek TIY) (5 4y (3 - 2v)

—Kr (—2h +1) (3 — 4v) + 2hk? (h—y))}

donde
e*kr“&”
X = 77(1+krly\)
ekr(=2h+y) 5
+T(1—8v(1—v)+(y—Zh)(3—4v)kr+2h(h—y)kr)

que corresponden a la Solucién Fundamental de Midlin en el dominio trans-
formado (ky,y,k;) [113].

Ambas soluciones se comparan en las figuras 4.7 y 4.8 para un espacio elastico
con las propiedades siguientes: v = 0.3, densidad p = 2242kg/m?, médulo
de rigidez transversal p = 1.43488 10° N/m?. La doble transformada inversa
se ha realizado con una malla de N, x N, = 256 x 256 puntos.
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Figura 4.7: Desplazamientos en la superficie (linea continua y m) y so-

bre la linea y = —h (linea discontinua y o) debido a una carga unitaria

aplicada en el origen obtenida con la Solucién Fundamental de Mind-

lin (lineas) [113] y calculada mediante la transformada de la Solucién
Fundamental (puntos)
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raadndatali

40
x(m)

Figura 4.8: Tensiones en la superficie (linea continua y m) y sobre
la linea y = —h (linea discontinua y 0) debido a una carga unitaria

aplicada en el origen obtenida con la Solucién Fundamental de Mind-
lin (lineas) [113] y calculada mediante la transformada de la Solucién

Fundamental (puntos)
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4.6.Integracion espacial de la Solucién Fundamental

Para aplicar esta Solucién Fundamental en el cédigo del Método de los Ele-
mentos de Contorno, es importante determinar el tipo de integracién a abor-
dar, y particularmente, el caso singular, como es el caso en el que el punto
de aplicacién de la carga o el punto de colocacién esté sobre el elemento
de integracién. En este caso, los desplazamientos y tensiones de la Solucién
Fundamental son singulares en coordenadas fisicas (x,y, z), (T*I) y (FZ),
respectivamente, donde r = \/x? + y? + z2 es la distancia entre el punto de
colocacién y observacién. Si sélo se realiza una transformada en las coor-
denadas fisicas, (x,y,k;) o (ky,y,z), la Solucién Fundamental en desplaza-
mientos y tensiones sigue siendo singular, (logr) y (v~'), respectivamente,
donde r = v/x2 +y2 ot = \/y? + z2. Sin embargo, la Solucién Fundamental

en el dominio (ky,y, k,) no es singular cuando y — 0.

Para integrar la Solucién Fundamental para resolver un problema dindmico
2.5D en un semiespacio, es evidente que el esfuerzo en la discretizacién se
reduce empleando la Solucién Fundamental del semiespacio, o lo que es lo
mismo, el cédlculo de la Solucién Fundamental es computacionalmente mas
costoso para la Solucién Fundamental en el espacio completo. Asi, conside-
rando la siguiente integral elemental singular,

I= J F5 (K, Uy 2, ) e (y, 2)dTe (4.6.1)
e

donde FH'S(kX,y,z) es alguna de las componentes de la Solucién Funda-
mental para el semiespacio en desplazamientos o tensiones y ¢(y,z) es una
funcién de forma regular.

Existen dos técnicas para resolver las integrales singulares:

1. Regularizacién mediante la sustracciéon de una Solucién Fundamental
mas simple.

2. Cambio en el orden de integracién.

Regularizacion mediante la sustraccion de una Solucién Fundamental mas
simple

Para regularizar la Solucién Fundamental del semiespacio se pueden emplear
diferentes Soluciones Fundamentales dependiendo de las integrales singulares
programadas. Por ejemplo, si se ha implementado la Solucién Fundamental
para un cédigo dindmico 2.5D que emplea la SF para el espacio completo,
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se pueden emplear las expresiones siguientes,

1 = J S (K v, 2, ) be(y, 2)dTe

e

= | PRy z ety T | ARy 2 @)bely,2)dT (462
donde AF(ky,y,z,w) = FF5(ky,y,z, w) — FF5(ky, y, 2, w)es regular cuando T —
0 y puede calcularse,

AF(kX)y)Zaw) =
N . n 1
2 (FH'S(kX)UanzAkz, W) — F5(ky, y, n2Aks, w)) L B

ny=I1

Ak,
21t

(4.6.3)

Las expresiones de FF'5(k,,y,n,Ak,, w) y FF5(ky,y,n, Ak, w) vienen da-
das en las ecuaciones Ecuacién 4.2.20 a Ecuacién 4.2.23, y Ecuacién 4.5.1,
respectivamente, en el caso de los desplazamientos de la Solucién Funda-

mental.

Otra forma de regularizar se tiene si partimos de un cédigo 2.5D elastostatico
que emplea la Solucién Fundamentaldel semiespacio (Mindlin) y en el que
se utilizarian las siguientes expresiones,

1 = J S (ke y, 2, ) be(y, 2)dTe
Fe

= J FMidlin(kX)U)Z)d)e(yvZ)dre+J AF(kX,y,z,w)¢e(y,2)dre(4-6-4)
Te Te

donde AF(ky,y,z, w) = F&S(k,,y,z,w) — FMHAR(k 4y 2) es regular para
T — 0. Se puede calcular entonces,

AF(kMU)Z» (,U) =
N. ny1

Z (FH’S(kx,y,nzAkz, W) — FMidlin(kX’y)nzAkZ, w)) p27ilz=1)8k: B

ny=1

Ak,
21

(4.6.5)

La expresiones FH'S(kX,y, n,Ak,, w) estan determinadas por las ecuaciones
4.2.20 a 4.2.23, mientras que FM%(k  y,n,Ak,,w) esta definida en las
ecuaciones 4.5.2.

Cambio en el orden de integraciéon
Dependiendo del tipo de problema considerado pueden ser necesarias la rea-
lizacién de una o dos integraciones para la transformada inversa en el calculo
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de la Solucién Fundamental. Considerando el caso de un problema dinadmico
armoénico 2.5D, F"5(k,,y, z, w) viene dada por,

8 ke, y,z,w) = %{ J: F(ke, Yy kzy w)e™=*dk, (4.6.6)
y por tanto,
U= | Py z @)y, 2Ny, 2
= L {2]71 J: F(kx, Y, Kz, w)eik“dkz} dle(y,z) (4.6.7)

Se puede cambiar €l orden de integracién entre Ie y k,,

[= z]TzJ {J F(ks, Y, kz, w)e‘kzzdre(y,z)} dk. (4.6.8)
La ventaja de esta aproximacioén es que mientras F7-5 (k,, y,z, w) es singular,
F(kx,y, Kz, w)e'®:% es regular y su integral puede calcularse directamente

mediante la cuadratura de Gauss.
Discretizando la transformada inversa de Fourier, el valor de I viene deter-
minado por,

LAk &

1= I Z {J F(kx,y,nzAkz) w)ezni(zilekz nlil:1 dre(yyz)} (469)
rC

ny=1







Capitulo5
El Método de los
Elementos de Contorno

para problemas dindmicos
2.5D

5.1.Introduccién

Uno de los principales objetivos de esta tesis es proporcionar una herramien-
ta de calculo que permita resolver de forma sencilla problemas de propaga-
cién de ondas para medios en 2.5D. La teoria presentada en este capitulo se
ha implementado en cédigo FORTRAN, obteniendo el programa denominado
UPECE (anexo F). Este programa permite calcular la respuesta en multiples
problemas, ejemplo de ello es el capitulo 6, dedicado a aplicaciones del mé-
todo desarrollado.

Este capitulo comienza con la descripcién de la Formulacién Integral para
problemas de potencial, particularizado para el caso de fluidos en medios
2.5D (secci6n 5.2). Dado el caracter escalar del problema, es muy adecuado
para implementar todas las ideas béasicas del Método de los Elementos de
Contorno, paso previo al estudio del problema elastodindmico 2.5D.

La formulacién integral para medios elastodindmicos se describe en la sec-
cién 5.3. En la seccién 5.4 se presenta la formulacién para el Método de los
Elementos de Contorno en medios elastodinamicos 2.5D, con especial inci-
dencia en el calculo de integrales singulares, aplicacién de cargas puntuales,
cargas moéviles y multiregiones.

Los ejemplos numéricos descritos en este capitulo permiten validar el pro-
grama comparando con otras técnicas numeéricas. La seccién comienza con
la validacién del problema de potencial para dos ejemplos numéricos con
solucién analitica (seccién 5.8.1). En la seccién 5.8.2 se comprueba la va-
lidez del método para problemas bidimensionales, comparando la solucién
con la obtenida con el programa de elementos de contorno QUADPLEH [44].

59
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La seccién 5.8.3 recoge que la solucién obtenida mediante el Método de los
Elementos de Contorno 2.5D es valida para cualquier ntimero de onda al
comparar con dos soluciones obtenidas analiticamente.

La Solucién Fundamental desarrollada para el semiespacio viscoelastico 2.5D
(capitulo 4) se ha validado con el programa de elementos de contorno en
la seccién 5.8.4. Tras el estudio de propagacién de ondas debidas a cargas
armoénicas fijas, se estudia la validez de este desarrollo para el caso de cargas
puntuales moéviles, tal y como se ha propuesto en la seccién C.2. Se presenta
un estudio de la propagaciéon de ondas en un semiespacio en funcién de
la velocidad de la carga y se obtiene la respuesta en el tiempo para un
carga moévil en un semiespacio, validada con la solucién obtenida en [58].
Por dltimo, se analiza la respuesta en un semiespacio sometido a una carga
moévil analizando el efecto multiregion.

5.2.Formulacién Integral para fluidos en medios 2.5D
Considerando un medio fluido homogéneo Q) sometido a unas cargas lineales
armoénicas con numero de onda k.. La ecuacién integral sobre el contorno
para el problema de potencial se puede expresar

¢(y)P(y) + L US (5 y) P () T (x) =

J P* (x;y) Uy, (x) dTI" (x) —|—J P* (xy) B (x)dQ (x) (5.2.1)
r Q
siendo y € T y el término libre, c (y) tomas los valores 0, si y es un punto
del exterior del dominio Q, 1 siy es un punto del interior del dominio Q y
1/2 siy es un punto del contorno y éste es suave. En esta ecuacién U}, (x;y)
(ec. 3.3.10) es el desplazamiento normal en el punto x sobre el contorno T,
provocado por una carga unitaria en el punto y; P* (x;y) (ec. 3.3.8) es la
presién debida a una carga unitaria en x; P (x) es la presién en x y U, (x)
es el desplazamiento normal para x; B (x) son las fuerzas de volumen en x.
La resolucién de esta ecuacién integral requiere una discretizacién del con-
torno, obteniendo asi una suma de integrales a lo largo de cada elemento.
El procedimiento a seguir para obtener la formulacién del Método de los
Elementos de Contorno es anélogo al que se indica en este capitulo para el

problema elastodindmico (seccién 5.4).
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5.3.Formulacién Integral para el problema elastodinamico
2.5D

El Teorema de Reciprocidad establece la igualdad de trabajos virtuales reci-
procos entre el estado real y cualquier otro definido sobre el mismo dominio,
con el mismo material [44]. Considerando uno de ellos el correspondiente a la
Solucién Fundamental para el espacio completo 2.5D, se obtiene la ecuacién
integral para un estado elastodindmico arménico en 2.5D

L (Y) U (Y) + | T (X)W (X)dr (X) =
r

[ woevimeare s [ Wy Ra G
r QO

donde i,j = 1,2 se corresponden con las direcciones coordenadas x e y en
las que define la geometria e 1,j = 3 se refiere a la direccién z; Tg (X;Y)
y U{ (X;Y) (ecs. 3.5.5 y 3.5.7) son las tensiones y desplazamientos de la
Solucién Fundamental sobre el contorno i, provocadas por una carga unitaria
aplicada en el punto de colocacién Y; T; (X) y U; (X) son las tensiones y
desplazamientos en la direccién i en el punto X. El tensor c{ (Y) depende
Ginicamente de la geometria del contorno I' en el punto Y. Su valor es igual
a 8ij/2 cuando el contorno es suave en Y.

Esta ecuacién es conocida como Identidad de Somigliana y es la base del
Método de los Elementos de Contorno.

5.4.Discretizacién empleando funciones de forma cuadrati-

cas
La resolucién numérica de la ecuacién 5.4.1 requiere una discretizacién del
contorno I (fig. 5.1). Se obtiene asi una suma de integrales sobre los N,
elementos considerados

+ZJ T (X;Y) Ui (X)dl' (X) =

Ne

> Jr) W (X;Y) T (X)dl(X) +Bi (Y)  (5.4.1)

e=1
La interpolacién de la geometria permite parametrizar el contorno y trans-
formar las integrales de forma homogénea. Los elementos de geometria cua-
dratica se definen a partir de 3 nodos geométricos, x{, x5 ,x§, de modo de
la geometria se define

x (&) = x{ b1 (&) +xmd2 (&) + x5 3 (§) (5.4.2)
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Figura 5.1: Discretizacion del contorno I' de un problema 2.5D en N,
elementos

siendo & la coordenada natural y ¢; las funciones de interpolacién

1

GriE)=28E-T)  b2(0)=1-E  s(e)=JE(EFD)  (543)

Esta ecuacién transforma cualquier segmento en el intervalo (—1,1), siendo
el jacobiano de la transformacién,

dX] 2 dXz 2
Je (&) = \/<d£> + (TE) (5.4.4)

Utilizando esta transformacién las integrales del contorno pasan a evaluarse

en coordenadas naturales.

Los campos de desplazamientos y tensiones también se interpolan en cada
elemento empleando funciones de forma cuadraticas. La eleccién de este tipo
de funciones es la méas adecuada en los problemas de propagacién de ondas
frente al empleo de funciones de forma constantes ! o lineales, ya que la
convergencia para estas tltimas es muy lenta en este tipo de problemas [8].

U(E) =1 (&)U + b2 (§) Uz + d3 (£) Us (5.4.5)

siendo U (&) una variable cualquiera en los elementos (presién, desplaza-
miento, tensidn, etc.). Esta aproximacién permite transformar las integrales

1En el desarrollo de este trabajo se ha implementado también la interpolacién empleado
elementos constantes como un método mas para validacién del procedimiento.
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de contorno en,
J U (X;Y) T (X)dr (X) = He (Y) UE
Te
J T (X;Y) Us (X)dT (X) = Ge (Y) T¢ (5.4.6)
Te

siendo Uf y T¢ el desplazamiento y tensién en direccién i para los nodos del
elemento e, respectivamente. Ademas,

1

He (v) :J UK () @ (8)Jed
1

Ge(y) = L T (X (£),Y) ® (£) ]odE

siendo @ una matriz que recoge las funciones polinémicas de interpolacién.
La ecuacién integral queda de la forma

Ne
¢ (Y)Ui(Y)+ Y Hf (Y)Uf =
e=1
Ne
D GIX)T +f W (XY)F(X)dQ (X)) (5.4.7)
e=1 o}

Las ecuaciones para cada nodo de colocacién en el dominio de los elemen-
tos de contorno puede ensamblarse, obteniendo un sistema de ecuaciones a
resolver que, expresado en forma matricial es el siguiente,

HU=GT+B (5.4.8)

siendo H y G matrices N x N de coeficientes conocidos, y U y T vectores N x

1 que contienen los desplazamientos y tensiones en los nodos del contorno.
Teniendo en cuenta que en cada punto del contorno y cada direccién, o
bien son conocidas las tensiones, o bien son conocidos los desplazamientos,
trasladamos las incdgnitas a la izquierda de la ecuacién y los datos a la
derecha. El sistema de ecuaciones 5.4.8 se puede escribir

Ax=f (5.4.9)

siendo A la matriz del sistema, formada por columnas de las matrices origi-
nales H y G; x contiene las incégnitas en cada nodo del contorno, y f es el
vector de términos independientes, obtenido sumando los productos de los
valores de desplazamientos y/o tensiones conocidos en el contorno por las
columnas correspondientes de las matrices H y G, respectivamente, més los
términos de fuerzas volumétricas B.
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El célculo de los coeficientes de influencia H y G implica realizar integrales
del tipo

Rijkm =J Tij (X;Yy) Dndrle

re (5.4.10)

Jijkm = J W (X;Yx) @mdrle

Te

Cuando el punto de colocacién Yy no se encuentra en el elemento de integra-
ciém, las funciones Tij y U% son regulares y, por tanto, la integracién se puede
resolver mediante integracién numérica empleando cuadratura de Gauss. En
el caso en el que el nodo de colocacién esté sobre el elemento de integra-
cién, existen singularidades en las integrales por las funciones de Green. Las
integrales correspondientes a términos singulares se obtienen siguiendo lo
desarrollado a continuacién.

5.4.1.Evaluacion de términos singulares

Un andlisis de las singularidades que presenta la funcién de Green para el
caso elastodindmico en el espacio completo 2.5D permite escribir estos las
expresiones de la forma (seccién 3.5.2),

U (XY) =u® (x;v)+u®(xY)

T(XY) =T (Xv)+ 7™ (XY)

1 1

(5.4.11)

donde el superindice (S) indica que se trata de una parte singular, y el
superindice (R), que es regular.

Tras el anéalisis de las soluciones fundamentales implementadas (3.3.10 y
3.5.11), las tnicas singularidades que aparecen son las de tipo 1/r y logr.
La técnica de regularizacién para cada una de las singularidades es la desa-
rrollada en [57] y se describe a continuacién.

Integrales de tipo logaritmico

j log(r) b(£) dTe —

e

dr
drle

|| 108 (cb(a) ~ plE)

e

) dle + ¢(&c) ri(log i — 1) + r¢(log ¢ — 1)]

donde T es el contorno de integracion; ¢ (&) es la funcién de forma, o funcién
de interpolacién; r; y ¢ la distancia entre el punto de colocacién y y los
extremos inicial y final del elemento, respectivamente (figura 5.2).

Integrales de tipo n;log (r)

J n; log(r)d(r)dh =
e
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Figura 5.2: Técnica de regularizacién para las integrales singulares

Jr log(r) (mcb(r) Ny (re)

dr Tr

siendo n; una cualquiera de las componentes de la normal en la direccién
j en el punto x y Nj la componente l-ésima de la normal en el punto de
colocacién y.

1
Integrales de tipo . Puesto que

{o sii=j ( |
TiMy — T = dr L. 5.4.13
:td—re sii#]
. . . dr .
El integrando singular es siempre de la forma Tar cuya integral puede
Tdle

calcularse con la siguiente descomposicién,

1 dr 1 dr T¢
Le L (ear. = Le L4 (00— (e AR+ plE)log T (5.414)

En todos los casos el primer sumando se resuelve numéricamente mediante
la regla de Gauss y el segundo proviene de una integral que puede realizarse
analiticamente.

5.5.Cargas concentradas
El caso particular de que exista una carga concentrada se ha analizado con-
siderando las propiedades de la Delta de Dirac. En este caso

F(X)=F5(X—2Z)
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siendo Z un punto del interior del dominio Q.
B(Y) = J U (X;Y)F(X)dQ (X) = FU (Z;Y) (5.5.1)
o}

La integral de volumen se reduce a calcular la Solucién Fundamental en el
punto de aplicacién de la carga Z desde el nodo de colocacién.

5.6.Mudltiples regiones

En las secciones anteriores, la formulacién se ha dado para un tnico dominio
Q. El empleo se restringe al analisis de medios homogéneos. Para permitir la
consideraciéon de medios no homogéneos se procedid al ensamblaje de mal-
tiples dominios. Lias matrices del sistema para cada subregién se construyen
siguiendo las pautas proporcionadas en los apartados anteriores. A partir de
éstas se puede obtener el sistema de ecuaciones imponiendo las condiciones
de equilibrio y de compatibilidad en la interfase. En el proceso de ensam-
blaje se ha procedido a trabajar con las variables en la direccién normal
y tangencial al contorno interfase, ya que facilita el ensamblaje cuando las
subregiones son de diferente naturaleza. Asi, para un dominio constituido
por dos regiones so6lidas (figura 5.3), el sistema de ecuaciones quedaria:

U! T!
H H o0 ! G G o !
0 H“ HH U, = 0 —GII GH T, (561)

2 3 U? 2 3 T?

donde se han impuesto en la interfase las siguientes condiciones de contorno:

U;=U) =0,
T, =-T5) =T,

siendo el superindice el pardmetro que indica la subregién y el subindice

indica el contorno.

Cuando existen subregiones sélidas y liquidas en contacto, el ntimero de
incognitas para cada subregion es diferente pero se puede establecer la com-
patibilidad de movimientos en el contorno interfase considerando que el mo-
vimiento normal es igual para ambos medios. El equilibrio de tensiones se
define imponiendo que la presién en el liquido es igual a la traccién normal
en el contorno y que la tensién tangencial en la interfase es inexistente [109].
Considerando las subregiones () sélida y la subregién Qg liquida en la
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Figura 5.3: Modelo heterogéneo

figura 5.3, el sistema global es de la forma

1
Uy
H H, -Gy o0 U, | (G 0 T
0o -Gc' HY HY P, | \ 0 —-GY Unl'
PII
3

(5.6.2)
donde G} Tj = G3''P, y G)'Uy;' = G40,

5.7.Puntos internos
Conocida la solucién, el calculo del desplazamiento en cualquier punto del
dominio puede hacerse mediante la ecuacién 5.4.7.

Ne
Ui (Z) =) (G (Z)T% —Hf (Z)US) + B: (2) (5.7.1)

e=1
siendo Z un punto del interior del dominio Q). Los integrandos de los coefi-
cientes de influencia y la integral para las fuerzas de volumen son regulares
y se calculan mediante cuadratura de Gauss. Si bien cuando el punto Z se
encuentra cerca del contorno aparece cuasi-singularidad, optando por aum-
netar el nimero de puntos de Gauss, tal y como se ha descrito previamente

en la seccién B.

5.8.Ejemplos numéricos

En esta seccion se estudia la propagacién de ondas en medios 2.5D. Se re-
cogen parte de lo problemas numéricos que han servido entre otros para la
validacién del programa y se realiza un estudio numeérico de la propagacién
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de ondas provocada por cargas moviles.

5.8.1.Resolucién de problemas de potencial en 2.5D

Los ejemplos numéricos presentados para el problema de potencial son ejem-
plos que han servido para la validacién del programa. El primero consiste en
un ejemplo sencillo que se puede resolver de forma analitica. Mientras que el
segundo ejemplo emplea la propia Solucién Fundamental para la validacién,
estableciendo como condiciones de contorno los valores de ésta.

Se considera un dominio 2.5D, Q, de forma cuadrada de 2m de lado que
contiene un fluido de caracteristicas ¢y = 5m/s, y p = 1000kg/m>. Este
dominio tiene impedido el flujo en los contornos laterales, la condicién de
contorno en el lado superior es U,, = 10m y en el contorno inferior la presiéon
del fluido es de P = 2N/m?. En la figura 5.4 se representan los resultados
en desplazamientos normales o presiones en funcién de la frecuencia para
un nimero de onda constante k, = 0, es decir, para el caso bidimensional.
También se representa la respuesta en funcién del ntimero de onda para
una frecuencia constante w = 2rad/s. Para la obtencién de resultados, se
han empleando 3 elementos cuadréaticos por contorno. En ambos casos se
compara los resultados con los obtenidos de forma analitica (Anexo D).

El segundo ejemplo que se describe para validar los problemas de potencial
particularizados para el caso de fluidos, consiste en resolver un problema con
solucién analitica conocida, la propia Solucién Fundamental. Se estudia la
respuesta en un medio rectangular (figura 5.5) de caracteristicas cf = 5m/s;
p = 1000kg/m> y { = 0.05 para una frecuencia w = 100rad/s y un nimero
de onda k, = 5rad/m. Las condiciones de contorno del problema son las
correspondientes a la Solucién Fundamental en presiones para el contorno
inferior y en desplazamientos normales en el resto de contornos, para una
carga unitaria aplicada en el punto de coordenadas (x = Tm,y = —2m). En
la figura 5.6 se presentan los resultados obtenidos para los contornos inferior
y superior calculados de forma analitica y con el programa de elementos de
contorno UPECE empleando elementos cuadraticos (linea de puntos de forma
cuadrada) y elementos constantes (linea de puntos). Para la discretizacién
con elementos cuadraticos se han empleado 40 elementos para los contornos
I vy I3 y 20 elementos para los contornos I'; y 4. El calculo empleando
elementos constantes se ha realizado con 80 elementos para los contornos I7
y I3 y 40 elementos para los contornos I'; y I's.
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Figura 5.4: (a) y (c): Desplazamiento en el contorno inferior, (b) y (d)

Presién en el contorno superior. Resultados para k. =0, (a) y (b) y para

w = 2rad/s, (c) y (d). (Solucién analitica representada en linea continua
y solucién mediante el Método de los Elementos de Contorno con m)
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Figura 5.5: Modelo para la validacién de problemas de potencial
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Figura 5.6: (a) Desplazamiento normal en el contorno inferior; (b) Pre-

sién en el contorno superior. En ambos casos se representa la solucion

analitica (linea), la solucién obtenida con el programa de elementos de

contorno UPECE empleando elementos cuadréticos (m) y empleando ele-

mentos constantes (o). Parte real en linea continua y parte imaginaria
en linea discontinua
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6.00

Figura 5.7: Modelo simple
para la validacién del progra-
ma en 2D

5.8.2.Resolucion de problemas elastodinamicos bidimensionales

Para la validacién del programa en el caso bidimensional, se ha utilizado
el programa QUADPLEH [44] que resuelve problemas 2D para elastodindmica
armoénica. Para ello, se ha comparado con los resultados del programa UPECE
para el caso en el que k, = 0, ya que para este valor el problema 2.5D se
reduce al 2D. Se han estudiado dos problemas con solucién analitica.

El primer problema para la validacién consiste en un medio que tiene impe-
dido el desplazamiento normal en tres de sus cuatro contornos, estando el
cuarto sometido a una tensién uniforme, p = 100N/m? (figura 5.7). En la
figura 5.8 se representan los desplazamientos en la parte superior de la pieza
para frecuencias comprendidas entre los 10 y 140rad/s. La solucién obtenida
por el programa de elementos de contorno UPECE (m) se ha validado con la
solucién analitica del problema (linea continua), con la solucién obtenida por
el programa QUADPLEH (e) y ademas se ha representado la solucién obtenida
con el programa de elementos de contorno desarrollado empleando funciones
de forma constantes (<).

Para validar la implementacién en el programa del calculo para puntos in-
ternos (seccién 5.7) se ha representado el desplazamiento vertical en la recta
vertical que pasa por el centro de la placa (figura 5.9). Los resultados obte-
nidos se con comparan con la solucién analitica y los resultados obtenidos
con el programa QUADPLEH.

El segundo caso analizado para la validacién consiste en una viga con un ex-
tremo sometido a un desplazamiento vertical arménico unidad (figura 5.10).
Las propiedades de la viga son p = 0.8-10"", v = 0.3, p = 7800. Para el
modelo de elementos de contorno se han considerado 5 elementos cuadra-
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Figura 5.8: Desplazamiento vertical en la parte superior de la placa,

calculado mediante su solucién analitica (linea continua) y los programas

de elementos de contorno QUADPLEH (e) y UPECE con elementos cuadrati-

cos (m) y UPECE con elementos constantes (). (a) Parte real; (b) Parte
imaginaria
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Figura 5.9: Desplazamiento vertical en el eje de simetria de la placa,

calculado mediante su solucién analitica (linea) y los programas de ele-

mentos de contorno QUADPLEH (e) y UPECE con elementos cuadraticos (m).
Parte real en linea continua y parte imaginaria en discontinua
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20.00

Figura 5.10: Modelo simple de validacién para el caso k, = 0.

ticos en los contornos superior e inferior de la viga y 1 en los contornos
laterales. En todo caso se desprecia el amortiguamiento. En la figura 5.11
se presenta el desplazamiento vertical en el extremo libre de la viga para
distintas frecuencias, que estan expresadas como cociente entre la primera
frecuencia natural del sistema. Se representan los resultados obtenidos me-
diante la solucién analitica (linea continua), los obtenidos con el programa
de elementos de contorno QUADPLEH (e) y los resultados obtenidos con UPECE
con elementos cuadréticos (m).

5.8.3.Validacion del programa UPECE para el caso elastodinamico 2.5D
empleando soluciones analiticas

Una vez verificado el programa para el caso bidimensional (k, = 0) se ha
validado para problemas 2.5D en los que el niimero de onda no es nulo
(k. # 0), presentando a continuacién los resultados obtenidos para dos de
los técnicas empleadas.

La primera consiste en comprobar los resultados con los obtenidos analiti-
camente (Anexo D) para distintos valores de k,. Para ello se estudia una
regién sélida formada por cuatro contornos y que tiene las condiciones de
borde especificadas en la figura 5.12. Se considera un soélido de propiedades
elasticas p = 100kg/m>, v = 0.25, p = 10° N/m?. Se han representado la
forma de la tensiones t, y t. en el centro del contorno superior para dis-
tintos valores del ntimero de onda k, y de la frecuencia w considerando el
problema sin amortiguamiento y comparando con las solucién obtenida de
forma analitica (figura 5.13).

En la figura 5.14 se muestra el valor de la tensién vertical t, en el centro del
lado inferior para una frecuencia w = 100 —0.05irad/s, en funcién del valor
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Figura 5.11: Desplazamiento vertical en el extremo libre de la viga,

calculado mediante los programas de elementos de contorno QUADPLEH

(o) v UPECE (m) y la solucién analitica (linea). (a) Parte real; (b) Parte
imaginaria.
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Figura 5.12: Modelo para validacién del cédigo 2.5D
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Figura 5.13: Tension en el centro del contorno superior para un ran-
go de frecuencias y ntmeros de onda: (a) Parte real de ty; (b) Parte
imaginaria de ty; (c) Parte real de t.; (d) Parte imaginaria de t..
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Figura 5.14: Componente Real e Imaginaria de la tensién t, en el
centro del contorno inferior para w = 10. — 0.05irad/s en funcién del
namero de onda k. Solucién analitica en linea continua (parte real) y
discontinua (parte imaginaria). Solucién obtenida con UPECE con puntos
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Figura 5.15: Componente Real e Imaginaria de la tensién t, en el centro

del contorno inferior para k, = 0.4rad/m en funcién de la frecuencia w.

Solucién analitica en linea continua (parte real) y discontinua (parte
imaginaria). Solucién obtenida con UPECE con puntos (m y 0)

del ntimero de onda k,. Como puede observarse el acuerdo entre la solucién
analitica y la numeérica es excelente.

Del mismo modo, en la figura 5.15 se muestra el valor de la tensién vertical
t, en el centro del lado inferior para un ntmero de onda k, = 0.4rad/m en
funcién del valor de la frecuencia w.

El segundo ejemplo de validacién consiste el resolver un problema cuya so-
lucién analitica sea conocida, pero més compleja que la anterior. Para ello
se ha empleado la propia Solucién Fundamental, pero calculados sus valores
sobre un dominio finito. Si la carga esta aplicada fuera de esta dominio fi-
nito, la Solucién Fundamental es solucién del problema elastodindmico del
dominio finito para cargas nulas.

Para ello se ha aplicado una carga puntual arménica en la direccién x en el
punto (—4.,1.) exterior a un dominio rectangular considerado (figura 5.16).
Los valores obtenidos con la Solucién Fundamental, desplazamientos o ten-
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Figura 5.16: Modelo para validacién del cédigo 2.5D basado en la Solu-

cién Fundamental: (a) Esquema de calculo de la Solucién Fundamental

para obtener las condiciones de contorno; (b) Modelo para el calculo con
el Método de los Elementos de Contorno

siones, se utilizan como condiciones de contorno para el programa UPECE,
que devuelve como resultado el correspondiente valor de desplazamiento o
tensién. Estos valores calculados han de coincidir con los correspondientes
calculados con la Solucién Fundamental.

En la figuras 5.17 y 5.18 se representa la Soluciéon Fundamental mediante
una linea continua, mientras los resultados obtenidos por el programa UPECE
estan representados mediante puntos (m para elementos cuadraticos y e para
elementos constantes).

5.8.4.Validacién de la Soluciéon Fundamental para el semiespacio 2.5D
empleando el Método de los Elementos de Contorno

Las expresiones obtenidas para la Solucién Fundamental de un semiespacio
viscoelastico se han validado mediante el calculo de la respuesta generada
por una carga armoénica en la direccién z en un semiespacio. Los resultados
se han obtenido a partir del cédigo generado en la elaboracién de esta te-
sis empleando la Solucién Fundamental del espacio completo descrita en la
seccién 3.5.

Se considera un semiespacio con coeficiente de Poisson v = 0.3, densi-
dad p = 2242kg/m>, médulo de rigidez p = 1.43488 107 N/m? y coeficiente
de amortiguamiento ¢ = 0.005. Las figuras 5.19 y 5.20 representan las compo-
nentes real e imaginaria para el desplazamiento y tensiones, respectivamente,
en la superficie del semiespacio 2.5D para un niimero de onda k, = 0.50 y
frecuencias 50 Hz y 200 Hz, calculadas mediante el programa de elementos
de contorno y la Solucién Fundamental propuesta es este trabajo. La solu-
ci6én calculada mediante el programa de elementos de contorno se representa
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Figura 5.17: Desplazamientos en el contorno inferior: (a) uy; (b) wy;

(c) u. (Parte real en linea continua y parte imaginaria en linea disconti-

nua para la solucién analitica, solucién obtenida mediante el Método de

los Elementos de Contorno con elementos constantes (e) y solucién ob-

tenida mediante el Método de los Elementos de Contorno con elementos
cuadraticos (m)).
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Figura 5.18: Tensiones en el contorno izquierdo: (a) ty; (b) ty; (c) tz

(Parte real en linea continua y parte imaginaria en linea discontinua

para la solucién analitica, solucién obtenida mediante el Método de los

Elementos de Contorno con elementos constantes (o) y solucién obte-

nida mediante el Método de los Elementos de Contorno con elementos
cuadréticos (m)).
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mediante lineas, siendo la parte real continua y la componente imagina-
ria discontinua. Ha sido necesaria una discretizacién de la superficie de 200
elementos cuadraticos en un contorno de longitud 300m. La transformada
inversa de la Solucién Fundamental se ha realizado con N, = 256 puntos y
un incremento en el nimero de onda Ak, = 0.078125rad/m en las expresio-
nes dadas en las ecuaciones 4.2.20 a 4.2.23 y las tensiones obtenidas por la
ecuaciéon 4.2.18.

5.8.5.Carga movil en el espacio

El primer ejemplo numérico presentado para el caso de una carga movil
consiste en el calculo de la respuesta del espacio completo conteniendo un
ttnel circular. La solucién se compara con la obtenida en [137] (figura 5.21).
Los parametros del material son los descritos en la tabla 4.1. En la figura 5.22
se representan los desplazamientos en un punto R, situado en el punto mas
alto del tanel, debido a la accién de una carga unitaria horizontal arménica
de 40 Hz moviéndose a 100m/s sobre la recta (x =5m,y = Om). Para su
resolucién se han empleado 30 elementos cuadraticos para la modelizacién
del tunel y la transformada inversa respecto a k, se ha realizado empleando
2048 puntos con un incremento en el ntimero de onda igual a 0.0025 - 2 -
7 (rad/m).

5.8.6.Carga mévil en un semiespacio

Se considera un semiespacio viscoelédstico, con los pardmetros para el ma-
terial dados en la tabla 4.1. La solucién se ha validado con los resultados
presentados en [137] para a una carga puntual unitaria arménica movién-
dose a 100 m/s en direcciéon z. La figura 5.23(a) presenta el desplazamiento
vertical para una carga de 40 Hz aplicada a una profundidad de 3m. En la
figura 5.23(b) se representan los resultados para una carga de 200 Hz aplica-
da a una profundidad de 20 m. Para el calculo no es necesaria discretizacién
puesto que la Solucién Fundamental del semiespacio permite obtener direc-
tamente la respuesta. Por ultimo, la figura 5.25 recoge los desplazamientos
verticales en superficie cuando la carga mévil de 40 Hz se sitdia en la base de
un tunel circular (figura 5.24). Se han empleado 160 elementos cuadraticos
para discretizar la superficie y 20 elementos cuadraticos para modelizar el
tanel. Para la obtencién de resultados en el espacio se han necesitado 1024
puntos con un incremento en el nimero de onda igual a 0.0025 - 27t (rad/m).

A continuacién se estudian los movimientos ocasionados en la superficie de
un semiespacio viscoelastico provocados por el paso de una carga armoéni-
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Figura 5.19: Partes real (linea continua o m) e imaginaria (linea dis-
continua o 0) para los desplazamientos sobre la linea (y = 5) debido a
una carga unitaria y arménica de 50 Hz (izquierda) y 200 Hz (derecha)
aplicada en el origen, obtenida mediante el MEC (lineas) y calculada
mediante la transformada inversa de Fourier en k, de la Solucién Fun-
damental (cuadrados); namero de onda k, = 0.5rad/m en todos los casos
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Figura 5.20: Partes real (linea continua o m) e imaginaria (linea discon-
tinua o 0) para las tensiones sobre la linea (y = 2) debido a una carga
unitaria y armoénica de 50 Hz (izquierda) y 200 Hz (derecha) aplicada
en el origen, obtenida mediante el MEC (lineas) y calculada mediante
la transformada inversa de Fourier en k., de la Solucién Fundamental
(cuadrados); nimero de onda k, = 0.5rad/m en todos los casos
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Figura 5.21: Esquema para el ejemplo de validacién del espacio com-
pleto con tunel

ca puntual desplazdndose a velocidad constante en superficie, sobre el eje
z. Las propiedades del terreno son c, = 238.24m/s, cs = 127.34m/s y
p = 1850kg/m>. El estudio se realiza para cuatro velocidades de la carga
correspondientes a 0 < ¢ < cgr, cR < c < ¢Cs, Cs < € < Cp ¥ Cp < €, Para una
frecuencia de w = 50Hz. En la figura 5.26 se representa la parte real del
desplazamiento en superficie y en la figura 5.27 se ha representado el médu-
lo del desplazamiento en la recta paralela a 1m de la linea de accién de la
carga para las cuatro velocidades consideradas.

Se puede observar en en ambas figuras cémo los desplazamientos son doble-
mente simétricos para velocidades pequeiias y como se produce una onda
de choque cuando aumenta la velocidad [160] siendo més acusado cuando la
velocidad es superior.

Por ultimo se comparan los resultados con los obtenidos por [58] en el do-
minio del tiempo. El modelo consiste en un semiespacio con las propiedades
siguientes: ¢, = 238.24m/s, c; = 127.34m/s y p = 1850 kg/m3. En la figu-
ra 5.28 se representan los desplazamientos para un punto situado a 6.25m
del eje de la carga (eje z) que circula a una velocidad de 50m/s

5.8.7.Carga movil en un semiespacio estratificado
Definir el suelo como un semiespacio es una idealizacién ya que, en la prac-
tica, es mucho méas complejo. Normalmente la densidad aumenta con la pro-
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Figura 5.22: Desplazamientos en la parte superior del tinel

(x =0m,y = 3.5m) debido a una carga horizontal arménica de 40 Hz

moviéndose a 100m/s sobre la recta (x =5m,y = 0m): (a) ux; (b) uy;

(c) u.. En todos los casos se representa la parte real e imaginaria por

puntos para los resultados del programa y con linea discontinua los re-
sultados presentados en [137]
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Figura 5.23: Desplazamientos en superficie sobre la vertical de una
carga unitaria armoénica vertical que se desplaza a 100 m/s en direccién
z. (a) carga de 40 Hz a 3m de profundidad; (b) carga de 200Hz a 20m
de profundidad. (Parte real m e imaginaria 0 para los resultados del
programa y con linea discontinua los resultados presentados en [137])
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*

Figura 5.24: Esquema para el ejemplo de validacién de un semiespacio
con carga mévil en un tunel
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Figura 5.25: Desplazamientos en superficie sobre la vertical de una

carga unitaria armoénica vertical de 40 Hz que se desplaza a 100m/s en

direccién z aplicada en la base de un tunel. (Parte real m e imaginaria 0O

para los resultados del programa y con linea discontinua los resultados
presentados en [137])

fundidad, lo que origina refraccién de las ondas. Ademaés, se suelen presentar
diferentes estratos que originan multiples reflexiones y refracciones de ondas
en las interfases [13]. Por ello se ha estudiado el efecto de la estratifica-
cién de un medio en la respuesta mediante el andlisis de la respuesta de un
semiespacio sometido a una carga puntual.

Se considera un semiespacio con las caracteristicas recogidas en la tabla 5.1
sometido a una carga vertical unitaria de 50 que se mueve a 50m/s a 20m de
profundidad en direccién z (figura 5.29). Se presenta la respuesta en super-
ficie en la figura 5.30 comparando la solucién obtenida mediante el Método
de los Elementos de Contorno considerando dos estratos y la solucién si s6lo
se considera un tnico estrato con las propiedades del estrato 2. Asi como se
compara la respuesta con la dada en [137]. Para la obtencién de resultados
empleando el Método de los Elementos de Contorno se ha discretizado la
superficie del semiespacio y el contorno interfase empleando 100 elementos
cuadréticos para cada uno. La respuesta en el espacio se ha obtenido rea-
lizando la transformada inversa de Fourier en la coordenada z empleando
1024 puntos con un incremento de nimero de onda de 0.0025 - 2 - 7.

5.8.8.Carga movil en semiespacio con zanja

La propagacién de vibraciones generadas por maquinas, vehiculos pueden
ser molestas para los habitantes y pueden provocar fallos en las estructuras
cercanas. La mayor parte de la energia generada, se propaga mediante las
ondas de Rayleigh. Estas vibraciones suelen oscilar entre 4 — 50Hz y pue-
den provocar que estructuras cercanas entren en resonancia en sus modos
verticales [85].
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Figura 5.26: Desplazamientos verticales en la superficie de un suelo

sometido a una carga vertical unitaria arménica de 50 Hz desplazandose

con velocidad constante sobre el eje z: Parte real (a) e imaginaria (b)

para una velocidad de ¢ = 50m/s < cg; Parte real (c) e imaginaria (d)
para una velocidad de cg < ¢ = 122m/s < cs;
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Figura 5.27: Desplazamiento vertical en una recta paralela a la linea de

accién de una carga vertical unitaria arménica de 50 Hz desplazandose

con velocidad constante sobre el eje z en funcién de la velocidad de la

carga: (a) ¢ = 50m/s < cg; (b) ck < ¢ =122m/s < cs; (c) ¢s < ¢ =
160m/s < cp; (d) cp < c=250m/s
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Figura 5.28: Desplazamiento vertical a 6.25m del eje de paso de una

carga movil de 50 m/s sobre la superficie de un semiespacio. (Resultados

de [58] en linea continua y linea de puntos los resultados obtenidos con
el programa de elementos de contorno desarrollado)

Tabla 5.1
Propiedades del material del semiespacio estratificado

Estrato 1 Estrato 2
Médulo de elasticidad E (><106N/m2> 157 1062.8
Coeficiente de Poisson (V) 0.18 0.253
Densidad p(kg/m?*) 1517 1759
Amortiguamiento 4 0.05 0.05
Velocidad Ondas P cp (m/s) 336 854
Velocidad Ondas S cs (m/s) 210 491

100 m

Figura 5.29: Modelo para la validaciéon de un semiespacio estratificado
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Figura 5.30: Desplazamiento vertical sobre el eje z, en la superficie en

un semiespacio debido a una carga mévil circulando a 50m/s a 20m

de profundidad. Se comparan los resultados obtenidos con el Método

de los Elementos de Contorno 2.5D considerando la estratificacién del

semiespacio (0) con los resultados dados por [137] (linea discontinua)

y suponiendo el semiespacio constituido por un tnico material (o): (a)
Parte Real; (b) Parte Imaginaria
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Figura 5.31: Modelo para el estudio de propagacién de ondas conside-
rando un zanja

Generalmente es posible prevenir esos efectos adversos disponiendo barreras
para la propagacién de ondas. Existen multiples estudios sobre la mitigacién
de la propagacién de ondas tanto empleando el Método de los Elementos
de Contorno como el Método de los Elementos Finitos y considerando tan-
to zanjas abiertas como rellenas o introduciendo pilotes. Algunos de estos
estudios se encuentran en [91, 5, 89]. En este ejemplo numeérico se anali-
za la diferencia en la respuesta al disponer una zanja rellena de fluido. Se
considera un semiespacio de propiedades las recogidas en la tabla 4.1 sobre
el que circula una carga unitaria a 50m/s. En el semiespacio se sitia una
zanja de dimensiones 0.5 x 2.0 m rellena de un fluido cuyas propiedades son
p = 1000kg/m> y c¢; = 5m/s. En la figura 5.32 se comparan los resulta-
dos obtenidos empleando la Solucién Fundamental del semiespacio, es decir,
despreciando el efecto de la zanja y los resultados obtenidos con el Método
de los Elementos de Contorno 2.5D para el modelo representado en la figu-
ra 5.31. Para la obtencién de la transformada inversa del semiespacio ha sido
necesaria una malla de 512 x 512 puntos con un incremento en el ntimero de
onda igual a 0.09765rad/m. Para la obtencién de los resultados obtenidos
con el Método de los Elementos de Contorno 2.5D considerando la existencia
de la zanja rellena de agua han sido necesarios 180 elementos cuadraticos
correspondientes a 6 — 8 longitudes de onda de Rayleigh. Se puede observar
cémo se produce una reduccién en la respuesta al disponer la zanja.

91
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Figura 5.32: Desplazamiento vertical en la superficie del semiespacio

a una distancia de 20m de la carga unitaria mévil de 50 Hz desplazéan-

dose sobre €l eje z a una velocidad de 50m/s. Calculado empleando la

Solucién Fundamental para el semiespacio despreciando el efecto de la

zanja (0) y mediante el Método de los Elementos de Contorno (m) con-

siderando el efecto de la zanja rellena de fluido. Se presenta el médulo
del desplazamiento (a) y la fase (b)



Capitulo6

Aplicaciones practicas del
modelo

La metodologia numérica propuesta en este trabajo se valida experimental-
mente mediante dos ensayos muy empleados en ingenieria civil, tales como
el Andalisis Espectral de Ondas Superficiales y el estudio de propagacién de
ondas en el terreno para la obtencién de la funcién de respuesta en frecuencia
en suelos destinados a ferrocarril.

6.1.Analisis Espectral de Ondas Superficiales

Una aplicacién de la propagacién de ondas en medios 2.5D consiste en la
modelizacién de la generacién de ondas en estructuras de hormigén mediante
la técnica denominada Andlisis Espectral de Ondas Superficiales (AEOS).
La introduccién del modelo numérico en la técnica Anélisis Espectral de
Ondas Superficiales permitiria el desarrollo de una nueva metodologia para
evaluar la integridad del hormigén durante las etapas de construccién o en la
vida util de la estructura. Una inspeccién visual sélo provee informacién en
superficie y para controlar la calidad de nuevas estructuras o verificar el esta-
do de deterioro de estructuras existentes es necesario el empleo de técnicas no
destructivas, siendo mas eficiente el uso de procesos realizados in-situ. Exis-
ten multiples técnicas desarrolladas en evaluacién no destructiva, muchas de
éstas han sido utilizadas en el estudio de las propiedades y verificacién de la
calidad de estructuras de hormigén con diferente éxito [108].

La técnica AEOS fue originalmente empleada para la obtencién de las pro-
piedades elasticas de suelos en geotecnia [88, 117], posteriormente se empled
para determinar el espesor y rigideces de las capas de pavimentos [74]. Las
principales ventajas de este método y porqué se ha seleccionado para su
combinacién con metodologias 2.5D son:

1. Sélo se requiere emplear medidas en la superficie de la estructura por
lo que el empleo de de un modelo numérico sencillo puede reducir
significativamente los tiempos de obtencién de resultados.

93
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Sistema Adquisicion dc datos

S = Distancia entre receptores

Fuente de

L
\ Velocidad particula onda Rayleigh Wave
(\G]

Figura 6.1: Esquema experimental del ensayo AEOS

2. Al originar el impacto, la energia se genera principalmente en forma
de ondas de superficie.

3. El amortiguamiento geométrico debido a ondas superficiales es menor
que el originado en el interior por lo que su alcance es menor.

4. Se obtienen las propiedades del medio sin necesidad de conocer los
espesores de capas.

El método permite obtener las velocidades de fase de las ondas superficiales
en funcién de la frecuencia. Se requiere una capa de material cuyo espesor sea
superior al doble de longitud de onda. Las velocidades de ondas de Rayleigh
se han evaluado a partir de las técnicas desarrolladas en [20]. Se analiza en
un rango de frecuencias las aceleraciones provocadas por el impacto de un
martillo, siendo recogida en dos receptores (Figura 6.1). El posterior analisis
que permite obtener la curva de dispersién se divide en tres pasos:

1. Calcular la longitud de onda para cada frecuencia como la distancia
entre dos maximos consecutivos.

2. Calcular la velocidad de fase para cada frecuencia como el producto de
la frecuencia por la longitud de onda.

3. Construir la curva de dispersién que relaciona la velocidad de fase para
cada frecuencia.
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El objetivo de esta seccién es realizar un modelo numérico aplicando tecno-
logia el Método de los Elementos de Contorno 2.5D que permita relacionar
los datos numéricos con los capturados en los receptores. E1 Método de los
Elementos de Contorno ha sido previamente utilizado en la modelizacién
de ensayos no destructivos en hormigén [6], si bien, no se han encontrado
referencias en la utilizacién de este método numeérico en 2.5D.

Este procedimiento es el paso previo a la realizacién de un problema inverso
en el que se pueden obtener las propiedades del material a partir de la
respuesta del modelo, incluyendo en el anélisis el estudio de aparicién de
defectos internos [132].

Para la validacién del ensayo, se han empleado los resultados obtenidos den-
tro del proyecto financiado por el Programa de Fondos Tecnolégicos del
Centro para el Desarrollo Tecnolégico Industrial (CDTI) para la financiacién
de proyectos I+D+i, mediante el proyecto denominado Tecnologia para el
control del curado del hormigon en la construccion de infraestructu-
ras (T3IC), que han sido publicados en [139]. Una breve descripcién de los
trabajos experimentales realizados y el material empleado se recoge en el
anexo E.

Esta seccién comienza analizando la respuesta para un mortero empleando el
Método de los Elementos de Contorno y se realiza un analisis de sensibilidad
de la respuesta frente a los parametros del material. Posteriormente se estu-
dia la influencia de la aparicién de diversas capas o la existencia de defectos
para terminar con el andlisis de la respuesta en un bloque de hormigén.

6.1.1.Aplicabilidad del Método de los Elementos de Contorno 2.5D al
estudio de morteros
El principal objetivo de esta seccién es comprobar la aplicabilidad de la me-
todologia desarrollada al estudio de propagacién de ondas en morteros. En
primer lugar se ha procedido a realizar un modelo numérico que simule los
datos obtenidos en un ensayo. El ensayo se realiz6 sobre un bloque rectangu-
lar de mortero de dimensiones 40x40x 10 cm (fig. 6.2) y propiedades elasticas
las recogidas en la tabla 6.1. El coeficiente de amortiguamiento histerético
se ha elegido igual al 20 %, valor 6ptimo para definir el comportamiento del
hormigén [50]. El bloque se sometié a un impacto y se midi6é la respuesta
en dos receptores situados a 6cm y 12cm del punto de impacto. Los dos
acelerometros se situaron centrados en la losa (fig. 6.4). En la figura 6.3 se
muestra el modelo, constituido por cuatro contornos que generan una regiéon
rectangular de dimensiones 40 x 10 cm. Se han empleado 100 elementos cua-
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Tabla 6.1
Parametros Elasticos para la losa de mortero (a 24 dias)

Dosificacién del mortero a/c0.6; f/c3.25

Resistencia a compresién  50.35 MPa

Densidad 2360kg/m3
Velocidad ondas P 3730m/s
Velocidad ondas R 2290m/s
Moédulo Elasticidad 28.67 GPa
Moédulo Rigidez 11.85 GPa
Coeficiente de Poisson 0.21

Figura 6.2: Configuracién del

ensayo para el mortero unica-

pa. Los acelerometros se dispo-

nen centrados en la losa a una

distancia de 6 cm entre ambos. El

golpe se realiza a 6 cm de uno de
los acelerémetros

10 elementos

40 elementos

Figura 6.3: Modelo de Elementos de contorno empleado para la simu-
lacién numérica del ensayo

draticos, necesarios para obtener respuestas validas a altas frecuencias y para
obtener la solucién en el espacio se ha realizado la Transformada Inversa de
Fourier en la dimensién z utilizando 1024 puntos con un intervalo para el
nimero de onda de 0.125rad/m.

Posteriormente se ha procedido a identificar si los parametros necesarios en
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Figura 6.4: Fuerza aplicada en la superficie del mortero en el dominio
de la frecuencia: (a) Amplitud y (b) Fase desenrollada

la definicién del modelo tienen gran incidencia en la respuesta. Para estudiar
esta influencia se ha comparado la respuesta en funcién de la frecuencia obte-
nida mediante la modelizacién numérica del ensayo con la solucién analitica
calculada para el semiespacio 2.5D (capitulo 4) empleando como referencia
los datos de ensayo y desviando éstos. Se ha analizado la influencia de las
propiedades dindmicas del sélido, concretamente, del médulo de elasticidad
transversal y del coeficiente de amortiguamiento histerético. El médulo de
elasticidad se ha variado entre —20% y 20 % el valor de referencia, valores
que, con la densidad del material 2360 kg/m?, corresponden a una variacién
de la velocidad de ondas P entre 3308 m/s y 4051 m/s. El coeficiente de
amortiguamiento histerético se ha variado entre los valores del 10% y 30 %.
En las figuras 6.5 y 6.6 se representan los resultados obtenidos con el modelo
numérico empleando del Método de los Elementos de Contorno a distancias
6cm y 12 cm del punto de aplicacién de la fuerza junto a los calculados anali-
ticamente utilizando la transformada inversa de la Solucién Fundamental del
semiespacio 2.5D para obtener los resultados en el dominio del espacio. Para
la transformada inversa se ha requerido una malla de 1024 x 1024 puntos
con un incremento en el nimero de onda de 0.05rad/m en las coordenadas
x vy z. Puede observarse como cambios en los datos de referencia implican
cambios en la amplitud de los resultados.

La figura 6.7 recoge los resultados obtenidos de forma experimental (linea
continua) y la solucién obtenida mediante el modelo numérico (linea de
puntos). Se han representado la amplitud de la aceleracién y la diferencia
de fase respecto a la fase de la fuerza. Puede apreciarse como al patrén de
respuesta para la fase se genera correctamente. Las diferencias en la amplitud
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Distancia al impacto: 6cm
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Figura 6.5: Sensibilidad respecto al amortiguamiento: Amplitud y fase
desenrollada de la aceleracién. Resultados obtenidos con el MEC en linea
discontinua, resultados obtenidos mediante la SF empleando los datos
de referencia en linea continua, resultados obtenidos para un amorti-
guamiento del 30% (o) y para un valor del amortiguamiento del 15%

(w)
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Distancia al impacto: 6cm

[EnY
Q
[

lal (m/s?)

107%

2000 4000 6000 8000 10000 12000
w (Hz2)

4 (rad)

2000 4000 6000 8000 10000 12000
w (Hz)

Distancia al impacto: 12cm

[EnY
Q
[

lal (m/s?)

[EnY
Q
N

2000 4000 6000 8000 10000 12000
w (Hz2)

2000 4000 6000 8000 10000 12000
w (H2)

Figura 6.6: Sensibilidad respecto al médulo de elasticidad transversal:

Amplitud y fase desenrollada de la aceleraciéon. Resultados obtenidos

con el MEC en linea discontinua, resultados obtenidos mediante la SF

empleando los datos de referencia en linea continua, resultados obtenidos

disminuyendo el valor de referencia un 20 % (e) y para un aumento del
valor de referencia de 20 % (m)
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Distancia al impacto: 6cm
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Figura 6.7: Amplitud y fase para la aceleracién obtenida a 6cm y

a 12cm del punto de impacto para el mortero unicapa. En todos los

casos se representa la solucién obtenida experimentalmente mediante
linea discontinua y la solucién numérica con linea de puntos (m)

son debidas al efecto de los contornos que no se consideran en el calculo 2.5D,
puede apreciarse como el ajuste es mayor para puntos cercanos al impacto.
Si bien, la forma se sigue de forma aceptable consiguiendo un mayor ajuste

para altas frecuencias.
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Figura 6.8: Ensayo de laboratorio en morteros: (a) bicapa y (b) tricapa

6.1.2.Efecto de la existencia de heterogeneidades. Estudio de un mortero
bicapa y tricapa

Se ha analizado la influencia de heterogeneidades en el material mediante el
estudio de la respuesta en dos morteros fabricados con dos y tres caracteris-
ticas diferentes (figura 6.8).

Las propiedades de ambos especimenes se recogen en las tablas 6.2 y 6.3.
En la figura 6.12 se representa la respuesta en dos puntos situados a 6cm
y 12cm del punto de impacto; obtenida en el ensayo de laboratorio (linea
discontinua) y mediante el modelo numérico desarrollado empleando el Mé-
todo de los Elementos de Contorno 2.5D (m). Tras la realizacién del ensayo
se pudo comprobar la existencia de defectos en la interfase de las dos ca-
pas del modelo bicapa (figura 6.11). Se ha modelizado numéricamente este
defecto separando los contornos para la dos capas en la zona central de la
interfase, considerando una longitud del defecto de 8 cm. En la figura 6.12 se
representa la respuesta en los puntos de medida bajo este supuesto mediante
una linea de puntos (e). Puede observarse la diferencia de amplitud entre
ambos modelos numéricos aumenta al acercar el punto de medida al defecto.
El modelo numérico empleado para los ensayos bicapa y tricapa se representa
en la figura 6.9. Se ha realizado una discretizacién empleando entre 6 y 8
elementos cuadraticos por longitud de onda correspondiente a la obtencién
de respuesta para altas frecuencias. La solucidén en el espacio se ha obtenido
considerando 1024 puntos en el calculo de la transformada inversa, con un
incremento en el nimero de onda de 0.125rad/m. La figura 6.13 representa
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Tabla 6.2
Parametros Elasticos para la losas de mortero bicapa

Capa inferior Capa superior

Espesor (cm) 10 5
Edad 57 dias 17 horas
Dosificacién del mortero: a/c;f/c 0.6;3.25 0.5;2.25
Resistencia a compresién (MPa) 54.06 12.30
Densidad (kg/m?>) 2237 2207
Velocidad ondas P (m/s) 4060.88 2659.95
Velocidad ondas R (m/s) 2297.55 1542.62
Moédulo Elasticidad dinamico (GPa) 33.84 14.813
Moédulo Elasticidad estatico (GPa) 28.72 9.925
Moédulo Rigidez dinamico (GPa) 13.48 6.452
Coeficiente de Poisson 0.18 0.15
Tabla 6.3

Parametros Elasticos para la losas de mortero tricapa

Capa Capa Capa
inferior media superior

Espesor (cm) 10 5 5
Dosificacién del mortero: a/c;f/c 0.6;3.25 0.5;2.25 0.4;2.70
Resistencia a compresién (MPa) 51.97 39.60 52.88
Densidad (kg/m?>) 2613 2238
Velocidad ondas P (m/s) 3730 3627
Velocidad ondas R (m/s) 2290 2282 2267
Modulo Elasticidad (GPa) 28.67 22.11 29.36
Modulo Rigidez (GPa) 11.85 9.53
Coeficiente de Poisson 0.21 0.16

los resultados obtenidos en el ensayo y mediante el modelo numeérico. La
transformada inversa se ha realizado con las mismas caracteristicas que las

descritas para el modelo bicapa.

6.1.3.Hormigén

En esta seccién se analiza la aplicabilidad de este procedimiento en el estu-
dio de la respuesta en un material completamente heterogéneo como es el
hormigén. Para ello se ha comparado la respuesta experimental en un ensa-
yo realizado en un bloque de hormigén (fig. 6.14) con la solucién numérica
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Figura 6.9: Modelo empleado con el Método de los Elementos de Con-
torno para los morteros
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Figura 6.11: Defecto en la interfase del mortero bicapa
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Figura 6.12: Amplitud y fase para la aceleracién obtenida a 6cm y a

12cm del punto de impacto para el mortero bicapa. En todos los ca-

sos se representa la solucién obtenida experimentalmente mediante linea
discontinua y la solucién numeérica con puntos
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Distancia al impacto: 6cm
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Figura 6.13: Amplitud y fase para la aceleracién obtenida a 6cm y a

12cm del punto de impacto para el mortero tricapa. En todos los ca-

sos se representa la solucién obtenida experimentalmente mediante linea
discontinua y la solucién numérica con puntos
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Figura 6.14: Ensayo de laboratorio en bloque de hormigén

obtenida tras crear un Modelo de Elementos de Contorno 2.5D que permita
describir el problema.

El ensayo se realiz6 sobre un bloque de hormigén HA30/B/15/11a, fabricado
con cemento CEMI/52.5R—SR de 1x 1x 1 m de dimensiones, cuyas propieda-
des elasticas se recogen en la tabla 6.4. El bloque fue sometido a una carga en
superficie (figura 6.16) y se midi6 la respuesta en dos puntos situados a 20 cm
y 40 cm del impacto. En la figura 6.17 se presentan los resultados obtenidos
en el ensayo y los obtenidos con en Método de los Elementos de Contorno
2.5D en el dominio de la frecuencia. Para la obtencién de los valores numé-
ricos se ha empleado una malla de 500 elementos cuadraticos que suponen
una longitud tal que 6 elementos cubren una longitud de onda de Rayleigh
para las frecuencias mas altas (fig. 6.15). La transformada inversa realizada
para el calculo de la respuesta en el espacio se ha realizado empleando 512
puntos, con un intervalo en el nimero de onda de 0.5859rad/m. Puede ob-
servarse cémo se pierde la continuidad de la respuesta con el aumento de la
heterogeneidad del material.
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Figura 6.15: Modelo numérico
para calculo mediante el Méto-
do de los Elementos de Contorno
2.5D del bloque de hormigén
Tabla 6.4
Pardmetros Elasticos del modelo de hormigén a la edad de 24h
Dosificacién del hormigén
c/c:1;a/c:043;f/c:2.19;,g/c:3.01;ad/c:0.8
Resistencia a compresién 15.24MPa
Densidad 2498kg/m3
Velocidad ondas P 3280.94m/s
Velocidad ondas R 1865.53m/s
Moédulo Elasticidad dinamico 24.84GPa
Moédulo Elasticidad estatico 19.13GPa
Moédulo Rigidez dindmico 11.95GPa
Coeficiente de Poisson 0.18
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Figura 6.16: Amplitud (a) y fase (b) de la fuerza aplicada en la super-
ficie del hormigén
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Figura 6.17: Amplitud y diferencia de fase de la aceleracién obtenida

a 20cm y 40cm del punto de impacto. En ambos casos se representan

la solucién obtenida experimentalmente (linea discontinua) y la solucién

numeérica obtenida con el Método de los Elementos de Contorno 2.5D
(puntos)
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6.2.0btencién de la Funcién de Respuesta en Frecuencia en

suelos destinados a ferrocarril
Las lineas ferroviarias y tranviarias se disefian sobre la base de la experien-
cia obtenida en realizaciones previas. El desarrollo de ferrocarriles de alta
velocidad ha dado lugar, sin embargo, a nuevos problemas de disefio para
los cuales las experiencias anteriores no proporcionan metodologias cuanti-
tativamente fiables de analisis y disefio. Uno de tales problemas es la accién
dindmica que el paso de un TAV provoca en estructuras aledanas. Igualmen-
te, las demandas crecientes de calidad de vida y medioambientales, exigen
predecir con precisiéon elevada las vibraciones que el paso de tranvias provoca
en los edificios aledanos.
Actualmente, la prediccién de vibraciones asociadas a proyectos de futuras
lineas de ferrocarril es un campo que esté en desarrollo, ya que es un fené-
meno complejo que es dificil de modelizar y predecir con exactitud. No existe
un Gnico método, si bien entre los més aceptados esta el desarrollado por la
FTA (Federal Transit Administration) [73], basado en ensayos especificos de
propagaciéon de vibraciones.
El procedimiento se basa en emplear un funcién de medida denominada
funcién de transferencia que relaciona la fuerza existente y la velocidad de
vibracién obtenida en la superficie del terreno a partir de la toma de me-
didas a diferentes distancias de un golpe dado en el suelo [2]. La funcién
depende de la frecuencia y la distancia a la fuente y define las caracteristicas
de propagacién entre dos puntos. Esta funcién se mide en un sistema exis-
tente y se emplea para normalizar los datos de vibraciones y asi eliminar los
efectos derivados de las propiedades del terreno. La vibracién normalizada
se relaciona con la densidad de fuerza o fuerza de excitacién. La densidad
de fuerza se puede combinar con la funcién de transferencia medida para el
desarrollo de nuevos proyectos o estimar futuras vibraciones.
El principal objetivo de esta seccién es comparar los resultados para la
funcién de respuesta de una fuente puntual obtenidos experimentalmente
(anexo E) con los resultados numéricos obtenidos con el software desarrolla-
do durante la ejecucién de esta Tesis. Sirva ello de base para la utilizacién
del método predictivo recogido en la norma americana para predecir vibra-
ciones. La principal ventaja de este procedimiento es la mejora en el coste
de la evaluacién de vibraciones puesto que la mayoria de resultados pueden
obtenerse de forma numeérica, reduciendo de forma considerable el niimero
de mediciones necesarias.



6.2. OBTENCION DE LA FUNCION DE RESPUESTA EN FRECUENCIA EN SUELOS
DESTINADOS A FERROCARRIL

Se han validado los resultados obtenidos numéricamente con dos ensayos.
El primero consiste en la aplicacién de una carga armoénica en el terreno,
obteniendo la respuesta en varios puntos distanciados de la carga. El segundo
ensayo consiste en aplicar un impacto sobre el terreno y medir la respuesta
a cierta distancia.

Respuesta para a una carga arménica

Los datos registrados en el ensayo desarrollado en [59] consistente en medir
las aceleraciones de vibracién ocasionadas en la superficie de un suelo os-
cilado armoénicamente por un excitador electromagnético han servido para
la validacién experimental la Solucién Fundamental desarrollada en el ca-
pitulo 4. Asimismo, permiten demostrar la aplicabilidad de este método en
suelos.

El ensayo consisti6 en colocar un excitador que oscilaba arménicamente con
una frecuencia w = 10Hz. Se dispusieron tres acelerémetros en la superfi-
cie del suelo a 1.0m, 1.5m y 2.0m de distancia del excitados para medir
los desplazamientos verticales en dichos puntos. La amplitud de la fuerza
aplicada (402 N) se obtuvo a partir de la masa y aceleracién del excitador.
El suelo tiene una densidad de p = 1850 kg/m?. La velocidad de las ondas
de superficie cg = 166.7 m/s se obtuvo tras varias medidas en los aceleré-
metros. El coeficiente de Poisson se estimé en v = 0.2, proporcionando los
valores de las velocidades de onda P y 8, ¢, = 299.62m/sy ¢ = 183.47m/s,
respectivamente.

La figura 6.18 muestra el desplazamiento medido por los acelerémetros y cal-
culado mediante la triple transformada inversa de Fourier (ecuacién 4.2.3 de
la Solucién Fundamental). Se puede observar que la Solucién Fundamental
reproduce con bastante exactitud la respuesta en la superficie del sélido para
diferentes puntos, si bien cabe destacar que la discrepancia de los resultados
con la distancia puede ser originada debido al ajuste del amortiguamiento,
de ahi que aumenten las diferencias al ser mayor la distancia al punto de
aplicacién. Por otra parte, la forma de la curva experimental contiene po-
sibles reflexiones debido a que el terreno puede presentar heterogeneidades.

Respuesta para un impacto

El segundo ensayo empleado para estudiar la validez de la metodologia 2.5D
en la obtencién de la respuesta en suelos consistié en efectuar un impacto
con un peso en caida libre sobre una célula de carga originando una fuerza
de impacto sobre el suelo de la forma representada en la figura 6.20. La
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Figura 6.18: Desplazamiento vertical debido a una carga armoénica de

402N y 10 Hz aplicada en la superficie de un semiespacio, obtenida me-

diante datos experimentales (linea discontinua) y calculada mediante la

transformada inversa de Fourier de la Solucién Fundamental (linea con-
tinua) para tres distancias respecto del punto de impacto
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Figura 6.20: (a) Amplitud y (b) fase desenrollada de la fuerza aplicada
en la superficie del terreno

respuesta se midi6é en dos acelerémetros alineados con la fuente y ubicados
a una distancia de 17.84m y 28.95m del punto de aplicacién de la carga
(fig. 6.19).

El ensayo se ha validado con un modelo numérico empleando el Método de
los Elementos de Contorno 2.5D. El suelo se ha modelizado mediante dos
estratos (fig. 6.21), cuyas caracteristicas se describen en la tabla 6.5. Ha
sido necesaria una malla de 400 elementos cuadréaticos, 200 elementos para
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Figura 6.21: Modelo empleado para la resolucién mediante el Método
de los Elementos de Contorno

Tabla 6.5
Parametros Elasticos del suelo

Arcillas  Arcillas margosas

Densidad (kg/m?) 1690 1660
Velocidad ondas P (m/s) 395 1849
Velocidad ondas S (m/s) 250 600
Moédulo Elasticidad Transversal (><108N/m2) 1.056 5.976
Coeficiente de Poisson 0.165 0.441
Coeficiente de amortiguamiento 0.05 0.05

cada uno de los contornos. Para la obtencién de la transformada inversa que
permite obtener los resultados en el espacio, se han empleado 512 puntos
con un incremento en el nimero de onda de 0.117rad/m.

En la figura 6.22 se presentan los resultados experimentales junto a los re-
sultados numéricos. Cabe destacar cémo el modelo numérico aproxima con
bastante exactitud el ensayo.
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Figura 6.22: Amplitud y diferencia de fase de la aceleracién obtenida a

17.84m y 28.95m del punto de impacto. En ambos casos se representa la

respuesta experimental mediante linea continua y la solucién obtenida
numéricamente empleando el MEC con puntos






Capitulo7
Conclusiones y desarrollo
futuro

En este iltimo capitulo se resume el trabajo desarrollado en la elaboracién

de esta Tesis y se enumeran las conclusiones mas relevantes. Asimismo se

destacan las tareas realizadas que han constituido aportaciones originales

e innovadoras. Finalmente, se plantean posibles lineas de trabajo que po-

drian completar y ampliar algunos aspectos de interés relativos al estudio de

propagacién de ondas en problemas 2.5D.

7.1.Resumen del trabajo realizado
De acuerdo con los objetivos planteados en el capitulo primero, las tareas

desarrolladas durante la realizacién de la Tesis Doctoral han sido las siguien-

tes:

Estudio del Estado del Arte en la propagacién de ondas, centrado en
el la metodologia 2.5D y en el empleo del Método de los Elementos
de Contorno. Se recoge una breve sintesis de la evoluciéon desde sus
origenes y de los avances experimentados en las ultimas décadas.

Desarrollo de la metodologia 2.5D mediante la creacién de un softwa-
re especifico que analiza el problema de potencial 2.5D empleando el
Meétodo de los Elementos de Contorno.

Ampliacién del c6digo mediante la implementacién de la solucién elas-
todindmica 2.5D, incluyendo el estudio de multiples regiones y cargas
moviles.

Validacién del programa empleando soluciones analiticas y otros resul-
tados numeéricos.

Caélculo de la Solucién Fundamental para un semiespacio viscoelastico
sometido a una carga arménica empleando el método de los potenciales
de los desplazamientos y realizando transformada de Fourier en el espa-
cio. Estudio del comportamiento asintético de la solucién y validacién
mediante resultados obtenidos de referencias bibliogréaficas.
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Aplicacién de la metodologia propuesta al Anélisis Espectral de Ondas
Superficiales para morteros comparando el modelo numérico con la
respuesta experimental.

Estudio de la aplicacién de la metodologia 2.5D a la propagacién de on-
das en suelos mediante la comparacién del modelo numérico propuesto
con resultados experimentales.

7.2.Aportaciones originales
Entre las tareas realizadas para la obtencién de este trabajo, caben destacar

las siguientes aportaciones originales:

Se ha desarrollado un software especifico empleando en Método de los
Elementos de Contorno 2.5D para el anélisis de multiples regiones y
permitiendo el andlisis de la respuesta ante la aplicacién de una carga
moévil empleando la Solucién Fundamental para el espacio completo.

Se ha obtenido de forma analitica la respuesta para un semiespacio
viscoelastico debido a cargas armonicas.

Se ha desarrollado un procedimiento que posee la suficiente generali-
zacién como para ser Util en una gran variedad de problemas.

Se ha aplicado la tecnologia 2.5D al Anélisis Espectral de Ondas Su-
perficiales para morteros.

Se ha estudiado la propagacién de ondas en suelos mediante tecnologia
2.5D.

7.3.Conclusiones
En este trabajo se ha desarrollado un método de estudio de la propagacién

de ondas en medios 2.5D, en los que la geometria es invariante en una de

las dimensiones aunque las cargas no lo son. Las principales conclusiones

obtenidas des estudio se resumen a continuacién:

Se ha obtenido la Solucién Fundamental muy util en variedad de pro-
blemas de propagacién de ondas. Esta solucién no tiene singularidad y
puede ser empleada tanto para cargas en superficie como en el interior
del semiespacio. Esta solucién puede tiene comportamiento asintético
que permite obtener la Solucién Fundamental para el espacio completo
y elastostética en el dominio transformado.

Un modelo sencillo del MEC basado en el empleo de la SF en un semi-
espacio viscoelastico con amortiguamiento histerético permite caracte-
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rizar el comportamiento de un material heterogéneo con una precisién

aceptable.

= La dispersion de de las ondas puede proporcionar informacién sobre la
existencia de defectos internos o inclusiones de particulas en la matriz
del mortero, es necesario en ese caso un modelo teérico de ajuste de la
curva de dispersién que pueda considerar estos defectos.

7.4.Lineas de investigacién propuestas

Las principales lineas de investigaciéon propuestas tras la realizacién de este
trabajo y que se ajustan a la linea de investigacién seguida por el grupo
de investigacion Mecdnica de Sélidos y Estructuras se resumen en las

siguientes:

1. Estudio de la optimizacién del calculo debido a que las necesidades
computacionales aumentan considerablemente para altas frecuencias.

2. Aplicacién de la metodologia desarrollada en un problema inverso que
permita la deteccién de defectos o propiedades del material conociendo

la respuesta.

3. Generalizacién de la Solucién Fundamental para obtener la Solucién
Fundamental de placas 3D o en un medio estratificado.

4. Ampliacién del software desarrollado mediante la implementacién de
modelos poroviscoelasticos, es decir, incorporando el efecto, positivo o
negativo, que pueda tener el nivel fredtico en el patrén de propagacién
y amortiguacién de ondas.






ApéndiceA

Antecedentes matematicos

En este anexo se presenta un escueto resumen de los principales conceptos
matematicos desarrollados con algunas referencias. El objeto de este capitulo
es servir de breve guia para aproximar algunos aspectos mencionados en el
desarrollo de esta tesis. Se presentan las funciones especiales que aparecen
en los desarrollos fisico-matematicos y se describen las transformadas de
Fourier empleadas en el calculo.

A.1.Funciones especiales

Exponencial compleja

La funcién exponencial compleja es una funcién analitica definida en el plano
complejo z. Coincide con la funcién exponencial para argumentos reales. Se
define:

e* =e*e'¥ = e cosy +iesiny (A.1.1)

donde z = x + i = I 1—|—l T 3 l—2718281828 1

onde z=x+iyye= lim - —Zonl—. ...ese
n—=

ntmero de Euler.
Algunas propiedades de la funcién exponencial son:

eZ] eZz — eZ1 +ZZ
Z1 Z2 _ pZ17%22
e“1/e"? =e

Al12
‘eZ| — eX. ( )
ez+27ﬂ — ez

De estas propiedades se concluye que e” no tiene ceros y es peridédica con
periodo 27ri.

Funciones de Bessel y Hankel
Las funciones de Bessel son funciones especiales que aparecen en miultiples
problemas fisicos. La ecuacién diferencial de Bessel se define [3]

d*W(z) dW(z)
2 2 2 _

#55 2+ (z v ) W(z) =0 (A.1.3)
donde v € C. Soluciones independientes de esta ecuacién son las funciones

de Bessel de primer J,(z) y segunda especie Y, (z).
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Las funciones de Hankel de primer orden H\(,] ) (2) y de segundo orden H\(,z) (z)
también conocidas como funciones de Bessel de tercera especie (fig. A.1),
también son soluciones independientes de la ecuacién diferencial A.1.3. Estas
funciones se relacionan con las funciones de Bessel de primera y segunda
especie mediante la siguiente relacién:

HY (z) = v (2) +iVs (2)
HY (2) =Ty (2) — iV (2) (&.1.4)
La ecuacién )
2 d (\1/\2/2(2) dV(\l/Z(z) — (22 + vz) W(z) =0 (A.1.5)

se conoce como ecuacién diferencial de Bessel modificada puesto que sélo
cambia en un signo la ecuacién A.1.3. Realizando el cambio de variable t = iz
se obtiene que la solucién serd de la forma c; Jy (iz) +c2 Yy (z). Esta solucién
se puede escribir como combinacién lineal de las denominadas funciones de
Bessel modificadas:

L(z) = iV l(iz) (A.1.6)
. onmly(z2) -1 (2)
Ky(z) = 37 sove (A.1.7)

A.2.Transformada de Fourier
Para el desarrollo de este trabajo se han utilizado transformadas de Fou-
rier [161] del tipo

F(w) :J f(t)e “tdt (A.2.1)

para el paso del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia. Y del tipo
G (k) =J g (x) ™ dx (A.2.2)

para obtener la solucién en el dominio transformado en el espacio, tanto para

la coordenada x, como para la coordenada z.
La evaluacién de la transformada inversa de Fourier en una dimensién per-
mite obtener la soluciéon en el tiempo

_ 1
T 2n

f(t) Joo F(w)e“tdw (A.2.3)

y del mismo modo, en el espacio

g(x) 1 ro G (ky) e "tdky (A.2.4)

:Eioo
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La expresién discreta [118] para realizar el calculo de forma numérica es

N
- Aw C2m(t—1)(w—1)
_j2r—D(w—1)
f(xvu,z,t) = S Z F(x,y,z,w)e N (A.2.5)
w=1

donde Aw es el incremento de frecuencia y N el ntimero de puntos necesa-
rios para realizar la transformada inversa. De forma analoga se obtiene la
transformada inversa discreta para el dominio transformado en el espacio,

C2m(x—1) (kx—1)
e N

Ak,
9 (X>U>Z>w) = ﬁ Z G (kX)y)Z)w) (A.2.6)

kyx=1

siendo Ak, el incremento de niimero de onda y N el nimero de puntos.



ApéndiceB

Solucion del problema de
la esquina mediante
elementos con colocacion
no estandar

Se han considerado aquellos casos en los que la relaciéon entre la minima
distancia entre el punto de colocacién y los nodos del elemento y la pseudo-
longitud del elemento sean inferiores a una tolerancia (se ha tomado 0.05),
considerando que existe cuasi-singularidad que puede afectar a la precisién
en el calculo de las integrales, optando por duplicar el niimero de puntos de
Gauss para evitar errores.

El célculo correcto de las integrales cuasi-singulares tiene una influencia no-
table en los resultados. Estas integrales provienen de la técnica de duplica-
cién de nodos utilizada para resolver el problema de la esquina (figura B.1).
El modelo que se analizé para explorar la colocacién éptima de los nodos
duplicados consiste en la pieza cuadrada estudiada en la seccién 5.8.2, que
tiene impedido el desplazamiento normal en tres de sus cuatro contornos, es-
tando el cuarto sometido a una tensién uniforme, p = 100 N/m? (figura 5.7).
Los resultados mostrados en los graficos en la figura B.2 corresponden al des-
plazamiento vertical en el extremo libre para distintos valores del parametro
¢, para k, = 0, comparando con la solucién analitica (linea continua) y
la obtenida con el programa QUADPLEH (linea discontinua). Las propiedades
elasticas de material son pu = 10° N/m?, v = 0.5, p = 100kg/m?, ¢ = 0.05.
Para su resolucién se han empleado 4 elementos cuadraticos por contorno.
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ELEMENTOS CON COLOCACION NO ESTANDAR

Figura B.1: Problema de esquina. Técnica de colocacién no estandar
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Figura B.2: Desplazamiento en el contorno superior en funcién de la

posicién del nodo de colocacién no-estandar: (a) Parte real de uy en el

contorno superior; (b) Parte imaginaria de w en el contorno superior. La

soluciéon analitica estd representada en linea continua, la solucién dada

por el programa QUADPLEH se representa en linea discontinua y el valor
obtenido con el programa UPECE con linea de puntos.



ApéndiceC

Soluciones Fundamentales

En este anexo se recogen las Soluciones Fundamentales elastostatica en
2.5D [55] y la correspondiente a un espacio 2.5D en el que circula una carga
mévil en la direccién en la que la geometria es invariante (z).

C.1.Soluciéon Fundamental para el problema elastostatico
Sustituyendo la relacién cinematica en las ecuaciones de Lamé y aplicando
la ecuacién de equilibrio se obtienen las ecuaciones de Navier-Cauchy:

1 1
T2y Wi T +;bi =0 (C.1.1)

La solucién fundamental en el caso 2.5D es la debida a una carga,
bi(x) = 8im 8(x — y) e *=2 (C.1.2)

siendo y el punto de colocacién en el plano x —y.
Para obtener dicha solucién fundamental se emplea la representacion del
desplazamiento en funcién del vector de Garlerkin:

1
i = G - = i C.1.
u; = Gikk 20—+) Gy, ix ( 3)
reduce la ecuacién de Navier a
1
Gikkjj + —bi =0 (C.1.4)
n
o lo que es lo mismo,
VG + lubi =0 (C.1.5)

Dada la forma de la carga, el vector de Galerkin sera
G™ = G(r) e ™ b (C.1.6)

1

de modo G(r) cumplira la ecuacién,

v* (Ge*”‘ﬂ) + lué[x —yle == =0 (C.1.7)
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siendo,
> 19 (.0 d?
Entonces,
v2 (Ge’“‘“) - (vfG - kﬁG) otk (C.1.9)
siendo s 5
2 e — JE—
Vi=13s <Tar> (C.1.10)
Y por tanto,
v (Ge*ikﬂ) -2 {(vfG - kﬁG) e*ik“} (C.1.11)
y por lo tanto, G ha de cumplir la ecuacién,
v? (v%a—kﬁa) —? (vie—kﬁa) + lsx—y) =0 (C.1.12)
n
Llamando H (r) = (V% — kﬁ) G se tiene:
(vi—kﬁ) H(r)—b—::é(x—y) =0 (C.1.13)

La solucién a esta ecuaciéon homogénea es una combinacién lineal de las
funciones de Bessel modificadas:

H (1) = C1 Ko (k1) + C2 Lo (ko1) (C.1.14)

Como la funcién de Bessel Ij (k,v) es regular, se toma C, = 0.
La constante C; se determina imponiendo las condiciones de equilibrio en
el origen, integrando en una regién circular pequeia.

JQ (fokﬁ)H(r) dQ+]E L)é(xfy) dQ =0 (C.1.15)

obteniendo: :
H(r) = =— Ko (k.71) (C.1.16)
2

La nueva ecuacién a resolver es de la forma:
(Vi-K) 6m=Hwm (C.1.17)

Para resolver esta ecuacién se emplea el método de variacién de las constan-
tes. Es decir, se buscan soluciones de la forma C; (1) Ko (k,7)+C> (1) Ig (k7).
Sustituyendo esta expresién en la ecuacién diferencial se llega al sistema:

C1 Ko (kzr) 4+ C5 Io (k1) =0

C1K§ (kat) + C2 1) (ko1) = H (1) (C.1.18)
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Despejando se obtienen C; y Cj:

0 To(ket) Ko (ket) 0
, H(r) Ig(k.T) , Ko (ker)  H(1) (C.1.19)
GO =Wkt e 7 Wik ten) T ()
siendo:

W(KO (kzr) Y IO (klr)) = K/ (k T) I/ (k T') T
0 z 0 z

Ko (ker) T (Ka) ‘ ]

y se integra para obtener las constantes C; y C,. Obteniendo asi la solucién

de la forma:
T
G(r)= 747‘[psz] (kz1) (C.1.20)

Desplazamientos
Los desplazamientos se obtienen sustituyendo la funcién G (r) anteriormente
obtenida en el vector de Galerkin.

1

U (xy) = g =] (B~ 4VIKe (2) B + 7 2K (2)]
ul(xy) = Ué“)(x;y):ﬁr,al(o(z) (C.1.21)
Wiy = m [4(1 — v)Ko () — K1 (2)]

para o, 3 = 1,2, siendo z = k,.
Se puede demostrar que cuando k, tiende a cero la solucién converge hacia
la estéatica en dos dimensiones.

Tensiones
Conocidos los desplazamientos, puede obtenerse el tensor de tensiones, me-
diante,

M = 2u=l A sy (C.1.22)
siendo,

=m) _ 1y g m)

= =5 (ul +u) (C.1.23)

el tensor de deformaciones de la solucién fundamental.

A partir del tensor de tensiones se obtienen las tracciones, o vector de ten-

siones en el contorno de normal ny, mediante equilibrio en el contorno,
T = gMn, (C.1.24)

i io

siendo & = 1,2 ya que n3 = 0 al ser la geometria bidimensional.
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Siguiendo este proceso se obtiene,

¥ (xy) =

a1 =

on

! {E ((1 —2v)zKy (z) b5 +r,ar,(5zsz (z))

+ (1 =2v)(npT,a — Nat p)zKy (Z)}

T (%)

Y (xy) =

TV xy) = —

siendo z = k, 1.

CAn(1—+)

47t(1 —v) on

ik, or
on

7% {ET)‘XZK] (z) + (1 —2v)n«Ko (ZJ}

on

Ko O ke (2) — 201 — VK (2)]

—71,azK1 (2) — (1 — 2v)n«Ko (z]}

(C.1.25)

Valores singulares de los desplazamientos y tensiones de la

Soluciéon Fundamental
Tomando desarrollo en serie de los desplazamientos y tensiones obtenidos
para r — 0 (o k, — 0) se obtienen las siguientes expresiones,

ulf* (x;y)
ul* (x;y)

Ul (x;y)

T#* (%)

T (xy)
T (xy)

T, (x;y)

1

1
= Sl —v) (3—4v)dup log o +TaT,p

U S(xey) — i
3 6y 8mu(1 —v)

R
T 2mu &2

1
T,«2log Z

- —m {% [(1— 2v)84; + 2r a7 6]
+(1 = 2v)(npr,a — Nat,p)}
_ k(1 —Zv]n logl
An(1—v)  © z
ik, (1 —2v)
:—mnlxlo -
1 or

27r On

(C.1.26)

(C.1.27)

C.2.Resolucion del problema de una carga moévil mediante

el Método de los Elementos de Contorno 2.5D

El problema de una carga moévil en un semiespacio ha sido ampliamente

estudiado en los ultimos afios [11] debido a su gran aplicaciéon en multitud
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Figura C.1: Sistema de Referencia empleado en la obtencién de la
Solucién Fundamental presentada en [135]

de problemas de propagacién de ondas como el paso de vehiculos o trenes.
El célculo de la Solucién Fundamental para el espacio completo 2.5D se
realiza para una carga de la forma f (x,y,zt) = 5 (x) 5 (y) e H(@t=*=2) gj
se considera la carga desplazandose a velocidad constante c en el eje z, la
expresién para la misma serd de la forma f (x,y,z;t) =8 (x) 8 (y) & (z—ct)
Aplicando doble transformada de Fourier para el tiempo y la coordenada z
a la carga movil se obtiene:

F (x,y,ks;w) = J J §5(x) 8 (y) e lwkeclt=kazlgeq, (C.2.1)

—00 J—00

Por tanto, la Solucién Fundamental para una carga que se desplaza con
velocidad constante en el eje z en un problema 2.5D es la solucién obtenida
para el espacio completo considerando una frecuencia de valor Q = w—k,c.
Se ha comprobado que la Solucién Fundamental para el espacio completo
considerando este valor de la frecuencia es la correspondiente a una carga
moévil desplazandose con velocidad constante en direccidén z, comparandola
con la Solucién Fundamental obtenida en [135]. Esta Solucién Fundamental
también se ha empleado para la validacién de algunos de los ejemplos numé-
ricos contenidos en la seccién 5.8. En la figura C.1 se representa el sistema
de referencia empleado para la obtencion de esta solucion. Puede apreciarse
la diferencia con el sistema de referencia utilizado en el desarrollo de esta
Tesis, que implica cambio en el signo en algunos resultados.

Se ha considerado un medio de propiedades p = 1.4336 - 10° N/m?, v =
0.3012, p = 2242 kg/m?, { = 0.05. El medio esta sometido a una carga uni-
taria arménica, circulando a velocidad constante ¢ = 55.55m/s sobre el eje
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Figura C.2: Desplazamientos calculados con la SF para el espacio com-
pleto (linea) y la SF contenida en [135] (puntos): (a) uy; (b) uZ; (c) uy;
(d) uf) En todos los casos, parte real en linea continua y parte imaginaria

en linea discontinua).

z. En la figura C.2 se comparan los resultados obtenidos en desplazamientos

en el punto de coordenadas (2,3) para un nimero de onda k, = 0.1rad/m
con ambos métodos.



ApéndiceD
Problemas analiticos
empleados en la validacién

Este anexo recoge las soluciones analiticas a dos de los problemas empleados
en la validacién del programa desarrollado durante la ejecucién de esta Tesis.
En ambos casos se plantea el problema en 2.5D y se eligen las condiciones
tal que la solucién dependa tinicamente de una variable.

D.1.Problema de potencial 2.5D

Uno de los ejemplos que se ha empleado para la validaciéon del Método
de los Elementos de Contorno para los problemas de potencial en 2.5D ha
consistido en un medio fluido de forma cuadrada de lado L con flujo nulo en
los contornos laterales, de tal forma que se puede resolver analiticamente.
Para ello, se parte de las ecuaciones para el problema de potencial 3.2.10
y se realiza la transformada de Fourier en el tiempo y en la coordenada z.
Como el problema es simétrico respecto al eje y, la presién sélo dependera
de esta variable, siendo la ecuacién a resolver

d’p 2
. 2 UJZ 2
siendo kf = — —k:
cf
La solucién sera de la forma
P (y) = c1 cos (kry) + c2 sin (kry) (D.1.2)

Las constantes ¢y y c, se obtienen tras imponer las condiciones de despla-
zamiento normal en el contorno superior (y = L) igual a U3z y la presién en
el contorno inferior (y = 0) igual a p;.

Uzpw?
ke

. sin (k
tPpisin (kfy)) cos((k?i))

cos (kry) [ Us pw? .
kel
cos (k¢L) k¢ +pusin (kel)

(D.1.3)

ply) = p1c05(kny+(

Ky

Un (y) pﬁ

(*Pl sin (k¢L) +

133
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D.2.Problema elastodinamico 2.5D

El Método de los Elementos de Contorno para un espacio elastico 2.5D se
ha validado comparando la solucién dada por el programa con la solucién
analitica obtenida para un medio cuadrado de dimensién [ x I sometido a una
tensién vertical P (w, k,) arménica respecto a z en su contorno superior. El
medio tiene impedido el desplazamiento horizontal en los contornos laterales

y el desplazamiento vertical en el contorno inferior.

La solucién analitica se ha calculado a partir de las ecuaciones de la elasto-
din&mica (ec. 3.4.5). Se ha realizado la transformada de Fourier correspon-
diente en el tiempo y en el espacio, obteniendo las ecuaciones

CIZ)ULH +ciUi + (CIZ) — Cg) (Uz,12 —ikUs;1) + (wz — C?ki) U; =0
cwuﬁwwmw(é—dymm—mmﬂu(ﬁ—&dyh:omzn
¢ (Us, 11 + Us22) — iks (Cf, - Cf) (Uyn +Uzp2) + (wz — Cf,kﬁ) Us =0

donde U; = U; (w, k,) son los desplazamientos en el espacio transformado.

Teniendo en cuenta que el problema es simétrico respecto al eje x; en el plano
Ox1x2, €l desplazamiento U; (w,k,) = 0 y todas las derivadas respecto a
esta coordenada seran nulas, quedando asi el sistema de ecuaciones a resolver:

Us2o —iks (1 —K) Us 2 + kkglUs =0 (D.2.2)

. 1 K2
Us,22 — ik, Pl 1)Uz + ?LL?, =0

2
. w w k
siendo: k, = —, ks = —, k = —2,

Cp Cs ks
El sistema de ecuaciones diferenciales a resolver es homogéneo con coeficien-
tes constantes. La solucién serad de la forma:

ki =kp — k> y kg =ki — k.

W, (x2,w, k) = Cre ™2 4 Cre™**2 4 Cye ™B*2 4 Cue*p*2 (D.2.3)
kz kz kg —i kg

Us (x2,w, kz) = 1 Ze kaxa _c, 22 pfkaxa C3—B€ ikpx2 4 C4ie‘kﬁ»"2
Ko Ko k. k-

Las constantes C; se obtienen al aplicar las condiciones de contorno del pro-
blema: desplazamiento vertical en el contorno I'7 y tensiones en la direccién
z en los contornos I'T y I's nulos, asi como la tensién t, en el contorno I3
tiene el valor P.

ik L
C, = Qkaj [_ (1 4 eZikpl _ zeZi(qurkB)L) K+ (_1 + eZ‘kﬁ'—) qu[_’,]
e, = (allja [_zeikBLki 4 eikal (kﬁ _ quﬁ) 4 eitlataig )L (kﬁ n quﬁ)]
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okleet 2ika L) 1.2 2iko L i(kotkp )L
_ Z _ K _ 1K _ 1 o B
G- [( T+e )kz (1+e 2e )kakﬁ}
Ci = fkv [fZe‘k"‘Lkakﬁ tekel (fkﬁJrkakﬁ) tei(Zkartkp)L (kﬁJrkakﬁ)}
B
(D.2.4)
siendo
o _ P
= o7
v o= (7] JrezikmL) (] JrezmﬁL) K2+ (] +eZikmL) (7] Jrezmﬁ,L) Kokp






ApéndiceE

Metodologias en los
ensayos y equipos
empleados

E.1.Ensayos para el Analisis Espectral de Ondas Superficia-

les

El principal objetivo del ensayo es obtener la curva de dispersién que rela-
ciona la velocidad de fase para cada frecuencia aplicado a morteros y hormi-
gones. Las propiedades de los materiales empleados se han recogido en las
tablas 6.1, 6.2 y 6.4.

Los instrumentos empleados en el ensayo AEOS consistieron en un martillo
para el impacto, un transductor de los registros temporales registrados, dos
receptores (acelerémetros) y un medio para recoger la sefial y analizar los
datos (fig. E.1), dispuestos tal y como se ha representado en el esquema 6.1.

Las ondas de Rayleigh provocadas por el impacto deben recoger un amplio
rango de frecuencias y sus amplitudes han de superar el ruido de fondo
ampliamente [74]. El rango de frecuencias es funcién del tiempo de contacto

Figura E.1: Captura de datos en el ensayo AEOS

137
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entre el martillo y el espécimen [130]. Tiempos cortos originan ondas de
altas frecuencias que se propagaran con mayor profundidad en el interior.
Si bien, el impacto se ha seleccionado considerando el espesor de la pieza,
la distancia entre los receptores y la profundidad que se queria alcanzar. El
rango de frecuencias estudiadas es entre 10 y 20 kHz [34]

La disposicién de los receptores se siguidé segtn las indicaciones contenidas
en [74] que sugeria que la distancia entre los dos receptores debe ser menor
que el doble de una longitud de onda y mayor que el triple de una longitud
de onda.

El procedimiento seguido para la obtencién de los resultados presentados se
resume en los siguientes:

1. Para la adquisicién de datos se configurd el equipo captador de vibra-
ciones Lan XI de Briiel&Kjaer y el software comercial para analisis
de sefiales PULSE v.16. Se gener6 una fuerza sobre el espécimen con
un martillo de impactos calibrado de punta de acero de 12mm de
didmetro.

2. Se recogieron los registros temporales de cada acelerémetro. El ensayo
se realizd en zona carente de ruidos externos y el acoplamiento de los
receptores en la superficie del mortero y hormigén se realizé6 median-
te placas adheridas con adhesivo, garantizando la ausencia de ruido
y distorsién. Si bien, para evitar el efecto leakage se procedié a un
procesamiento de la sefial mediante funciones ventana tipo Hanning.

3. Una vez procesados los registros en el dominio del tiempo, se transfor-
maron al dominio de la frecuencia.

Las caracteristicas de los equipos utilizados se describen en la tabla E.1.

Asimismo se determinaron los pardmetros elasticos de los materiales emplea-

dos mediante las siguientes técnicas:

= UNE-EN 196/1. Ensayo de resistencia a rotura en prensa a flexién/
compresién, para la obtencién de la resistencia mecénica.

= Norma TS500, Codigo ACI318 y Norma EN1992/1. Para la obtencién
del médulo de elasticidad al relacionarlo con la resistencia a compre-

sién.
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Tabla E.1

Caracteristicas de los equipos empleados en el ensayo Anélisis Espectral

de Ondas Superficiales

Dos acelerémetros monoaxiales de electrénica integrada
marca Briiel&Kjaer modelo 4514 — B — 001

De titanio, con TEDS, 12mm de diametro, cabeza
hexagonal h.23 mm, sensibilidad 100mV /g, sensibi-
lidad transversal < 5%, conector superior, amplitud
de respuesta de 1 a 10000 Hz, rango de medicién méx.
50(g) pico, peso 8.7 gr, base aislada y cable de pantalla
simple coaxial, 10 —32 UNF (M) a SMB (F), de 2m,
rango de temperatura —51°C a 105°C. Impedancia de
salida 100 Q

Un médulo de bateria marca Briiel&Kjaer modelo 2831 — A
para PULSE LAN XI

Incluyendo cargador alimentador ZG — 0469 y adap-
tador ZH — 0686, carga directa y panel frontal de co-
nexiones con leds modelo BNC : UA — 2107 — 120.
Cable SBM a BCN, 1m, max. +85°C. Incluye adap-
tador JJ] — 0081 BNC hembra-BNC macho

Un moédulo analizador PULSE LAN XI marca Briiel&Kjaer
modelo 3053 — B — 120

Con capacidad hasta 12 canales con entradas CCLD
hasta frecuencia 25.6kHz, 7 horas de autonomia
de bateria, temperatura méxima +80°C, conector
RJ45, peso 750 gr, filtro paso-alto, precisiéon amplitud
0.01dB, filtro anti-alising

Un martillo de impactos marca Briiel&Kjaer modelo 8204

Voltaje sensibilidad 22.7 mV /N, fuerza 220N —890 N,
cabezal 2g, voltaje salida +5V, longitud 22mm,
mango de fibra de vidrio, conector 10—32UNF, punta
de acero
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Figura E.2: Fuerza aplicada en la superficie de los morteros ensayados

= ASTM C1383. Medida de la velocidad de ondas P.

= ASTM C215-02, ASTM E1876-09, UNE-EN ISO 12680-1. Medida de
las frecuencias fundamentales transversales para la obtencién de del
modulo dindmico de elasticidad, el coeficiente de Poisson y el médulo
de rigidez transversal.

En la figuras E.2 y E.3 se representan los datos obtenidos en el ensayo para
la fuerza de impacto, tanto en el tiempo como transformados al dominio de
la frecuencia. Las figuras E.4 y E.5 contienen los resultados obtenidos en los
dos acelerémetros, situados a 6cm y 12 cm del impacto.

El ultimo ensayo que se ha modelizado numéricamente consiste en un bloque
de hormigén de 1 m? sometido a una carga puntual (fig. E.6 y se ha obtenido
la respuesta en dos puntos situados a 20cm y 40 cm del impacto. Los datos
del material se han resumido en la tabla 6.4. Las figuras E.7 y E.8 recogen
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Figura E.3: Transformada de Fourier de la Fuerza aplicada en la su-
perficie de los morteros ensayados. Parte Real en linea continua y parte
imaginaria en linea discontinua
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Figura E.4: Respuesta obtenida en dos acelerémetros para los morteros

ensayados
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Figura E.5: Transformada de la Respuesta obtenida en los aceleréme-
tros para los morteros. En todos los casos parte Real en linea continua
y parte imaginaria en linea discontinua
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Figura E.6: Fuerza aplicada en la superficie del bloque de hormigén.
(a) En el dominio del tiempo; (b) En el dominio de la frecuencia (Parte
Real en linea continua y parte imaginaria en linea discontinua)
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Figura E.7: Respuesta obtenida en los dos acelerémetros para el bloque
de hormigén. Aceleraciones en el dominio del tiempo para el acelerémetro
situado a 20 cm del impacto (izquierda) y para el acelerémetro colocado

a 40cm de la fuente (derecha)

las aceleraciones obtenidas en ambos acelerémetros y la transformada de

Fourier de dicha aceleracién.
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Distancia al impacto: 20 cm
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Figura E.8: Respuesta obtenida en los dos acelerémetros para el bloque
de hormigdn. Parte real en la parte izquierda y parte imaginaria a la
derecha
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E.2.Ensayo de propagacién de ondas en el terreno

La realizacién de las mediciones para el impacto sobre el terreno se efectud
en el término municipal de Estepona, 72km al suroeste de la ciudad de
Malaga, Espaiia (fig. E.9). La zona posee una cota de 18 m sobre el nivel del
mar y se eligié una zona con orografia practicamente horizontal y libre de
construcciones que pudieran interferir en la respuesta.

Perteneciente a la Cordillera Bética, esta zona esta limitada al norte con el
Macizo Ibérico y con la Cordillera Ibérica y queda limitada hacia el sur con
el litoral atlantico y mediterraneo. En la figura E.10 se presenta el perfil
litolégico de la zona de estudio.

El ensayo consistié en efectuar un impacto con un peso en caida libre sobre
una célula de carga y recoger las aceleraciones verticales del terreno en dos
acelerometros alineados con la fuente, tal y como se ha representado en la
figura 6.19 [123]. Las caracteristicas de los medios empleados se describen
en la tabla E.2.

En la figura E.11 se representan los datos obtenidos en el ensayo para la
fuerza de impacto, tanto en el tiempo como transformados al dominio de la
frecuencia. Para la obtencién de la transformada de Fourier ha sido necesaria
la aplicacién de una ventana que elimine los datos de rebote de la fuerza. La
figura E.12 contiene los resultados obtenidos en un acelerémetro situado a
17.84 m del impacto.

Figura E.9: Localizacién ensayos
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ARCILLA marrén con restos de raices y materia organica y cantos antropicos
(suelo vegetal)

ARCILLA marrén con algo de materia organica y patinas de oxido con precipitado
de carbonato e intercalaciones dispersas de arcilla grisacea (ZONA ALTERADA)

ARCILLA marrén de consistencia media-alta, tectonizada y sobreconsolidada,
presenta una laminacion interna. Presenta indicios de terrones margosos

(estos son de poco tamafio).

ARCILLA MARGOSA de color gris con tonalidades verdosas, presentando un grado
de tectonizacion medio y sobrecosolidacion. Presenta una laminacion interna muy
desarrollada, con lisos y alto contenido en terrones margosos (tamafio centimetrico)

ARENISCA gris silicea de tamafio grano fino

ARCILLA MARGOSA de color gris con tonalidades verdosas, presentando un grado
de tectonizacion medio y sobrecosolidacion. Presenta una laminacion interna muy
desarrollada, con lisos y alto contenido en terrones margosos (tamafio centimetrico)
ARENISCA gris silicea de tamafio grano fino

ARCILLA MARGOSA de color gris con tonalidades verdosas, presentando un grado
de tectonizacion medio y sobrecosolidacion. Presenta una laminacion interna muy
desarrollada, con lisos y alto contenido en terrones margosos (tamafio centimetrico)

profundidad(m)

Figura E.10: Perfil litolégico de la zona de ensayos

Tabla E.2
Medios empleados para el ensayo de propagaciéon de ondas en el terreno

Célula de carga marca Briiel&Kjaer

La sensibilidad de referencia es de 0.2298mV/N a
22°C. El rango de compresién que mide es de 22000 N
y la maxima fuerza de compresién 66700 N.

Aceleréometros marca Briiel&Kjaer modelo 8340

3 { La sensibilidad de referencia es de 1052mV/ms * (a
159.2Hz, 20ms™? RMS, 4mA y 23.1°C) y un rango
de medida de +4.9m/s 2.

. o0 e g
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Figura E.11: Fuerza aplicada en la superficie del terreno: (a) en el
dominio del tiempo; (b) en el dominio de la frecuencia (Parte Real (linea
continua) y Parte Imaginaria (linea discontinua)
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Figura E.12: Respuesta en el acelerometro para el ensayo de propaga-

cién de ondas en el terreno: (a) en el dominio del tiempo y (b) en el

dominio de la frecuencia (Parte Real (linea continua) y Parte Imaginaria
(linea discontinua)



ApéndiceF

UPECE

UPECE es el programa de elementos de contorno desarrollado durante los tra-
bajos de esta Tesis que permite calcular la propagacién de ondas en medios
fluidos y viscoelasticos con geometria plana o invariante en una coordenada
y sometidos a cargas armoénicas. Se ha implementado en c6digo FORTRAN.
El programa permite la consideracién de varios subdominios en un modelo.
El célculo se realiza en el dominio de la frecuencia y transformado en el
espacio seglin la direccién invariante. Los resultados se pueden obtener en
el dominio transformado o realizar la antitransformada tanto en el espacio
como en el tiempo.

Este anexo describe sucintamente la estructura del programa. En la figu-
ra F.1 se presenta un esquema de los archivos con los que trabaja el pro-
grama. La tabla F.2 recoge la estructura del programa, que se ha dividido
en los moédulos que se describen en la tabla F.4. Por altimo, se presenta un
archivo de entrada de datos en la tabla F.6.

@

parametros
e @ UPECE )
Input.par
auxiliares {opcional) ‘
input.aaa
input.fif resultados puntos contomos
input.aux input.sal
resultados puntos internos
input.pti
salidas graficas {opcional)
*.upc

Figura F.1: Esquema de generacién de archivos del programa UPECE
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Tabla F.2
Estructura del programa

INICIO

LECTURA. Lectura de parametros de entrada
INICIALIZACION de variables
TIPO DE PROBLEMA. Dindmico-estatico-carga mévil
2.5D-2D
FRECUENCIAS
NUMEROS DE ONDA
VELOCIDAD (para la carga movil)
MATERIALES. Propiedades
SUBREGIONES. So6lido-Agua
CONTORNOS. Lineal-Punto a punto-Arco-Circulo-Elipse
Elementos cuadraticos-constantes
PUNTOS FIJOS
PUNTOS INTERNOS
CARGAS. Cargas puntuales y campos incidentes
SALIDA. Escritura de resultados
FUNCION. Funciones definidas por el usuario
IFFT. Tranformada inversa en el tiempo o el espacio
PARAMETROS MEC
PARA CADA VELOCIDAD
PARA CADA FRECUENCIA
PARA CADA NUMERO DE ONDA
CONDICIONES DE CONTORNO
PARA CADA SUBREGION
PARA CADA CONTORNO en el que se integra
;Es EXTERIOR o INTERFASE?
PARA CADA ELEMENTO DEL CONTORNO
PARA CADA NODO de colocacidn
;Es SINGULAR?
SI. Calculo integral y término libre
NO. ;Es QUASI-SINGULAR?
SI. Duplica el n° puntos Gauss
NO. Integral regular
MONTAJE en HC y GC para el contorno
CALCULO TERMINOS ADICIONALES DE F
MONTAJE HC Y GC en A y F
PUNTOS FIJOS
RESOLVER A-X=F
ESCRITURA DE RESULTADOS
PUNTOS INTERNOS
CALCULO TRANSFORMADA INVERSA EN EL ESPACIO
CALCULO TRANSFORMADA INVERSA EN EL TIEMPO
FIN




Tabla F.4
Médulos del programa UPECE

UPECE

Es el médulo principal del programa, contiene la inicializacién de
variables y llamada a las distintas subrutinas que conforman el pro-
grama.

parametros
Contiene la definicién de todos los parametros empleados en el pro-
grama, asi como la definicién del tipo de variables de uso general.

lectura
Es el médulo que permite la lectura de los datos contenidos en el
archivo de entrada del programa.

calculo

Moédulo que contiene las subrutinas necesarias para el célculo de pa-
rametros, condiciones de contorno, matrices del sistema y resolucién
del sistema de ecuaciones.

integrales

En este mddulo se recogen todas las subrutinas de integracion, tanto
integrales singulares como mediante la cuadratura de Gauss. Tam-
bién recoge la subrutina para el calculo de variables en puntos inter-
nos.

soluciones

Archivo que integra todas las subrutinas para el célculo de soluciones
fundamentales: Solucién Fundamental para problemas de potencial
2.5D, Solucién Fundamental para los problemas elastodindmico 2D
y 2.5D y Solucién Fundamental para el problema elastostatico 2.5D.

funciones

Este médulo contiene las subrutinas necesarias para el calculo de los
nodos de colocacién y para la definicién de funciones que pueden ser
empleadas en la introduccién de condiciones de contorno y definicién
de frecuencias y niimeros de onda en el calculo.

cargas
Moédulo creado para la definicién de subrutinas que recogen las su-
brutinas de calculo de cargas.

fft
Moédulo que contiene las subrutinas necesarias para el calculo de la
transformada inversa de Fourier en el espacio o en el tiempo.

salidares
Archivo que contiene las subrutinas para la presentacién de resulta-
dos.
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Tabla F.6
Archivo de entrada de datos del programa UPECE

ENSAYO - ESTEPONA

TIPO_DE_PROBLEMA
DIN

25D
\TIPO_DE_PROBLEMA

MATERIALES

% num, nu, ge, rho, zeta
1, 0.165, 105625000, 1690.0, 0.05
2, 0.441, 597600000, 1660.0, 0.05

\MATERIALES

SUBREGIONES
% num, tipo, nummat, ncont, consub(ncont)
1, S, 1, 2, 1,-2
2, S, 2, 1, 2
\SUBREGIONES

CONTORNOS

%num,nec,geo,tipoel, ki, vall, numfunci

1 101 °LIN’ °QUA° 1 (0.0,0.0) 0 1 (0.0,0.0) O 1 (0.0,0.0)
40., 0., -40., 0., 1

2 100 °LIN’ °QUA’

40., -6., -40., -6., 1

\CONTORNOS

FRECUENCIAS
INT, 10
188.496,245.044
\FRECUENCIAS

NUMEROS_DE_ONDA
INT, 257

0.0, 29.8828
INT, 255

-30, -0.117188
\NUMEROS _DE_ONDA

CARGAS

%Carga puntual PTL

%numsubre, tipo

1, PTL

% Coordenadas del punto de aplicacidén de la carga: xp, yp
0.0, -0.001

% Amplitud del campo: dx, dy, dz

0.0, -1.0, 0.0

\CARGAS

IFFT

% espacio, incremento n° onda

S, 0.117188

% Nodo, desplazamiento uy

NOD,uy

% nodo_inicial, nodo_final, incremento
29, 57, 28

\IFFT
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Lista de Simbolos

Simbolo

T oo

T
i54d

~ &~ & & =
% e

SN L T e - B

Descripcién

Velocidad de carga mévil
Velocidad de las ondas P
Velocidad de las ondas de Rayleigh
Velocidad de las ondas S

Moédulo de elasticidad o médulo de Young

Fuerza

Fuerza en el dominio transformado
Funcién de Hankel 1 de orden n
Funcién de Hankel 2 de orden n
Nimero imaginario

Namero de onda de las ondas P
Numero de onda de las ondas S
Numero de onda en la coordenada x
Namero de onda en la coordenada z
Coordenada radial

Tiempo

Vector tensién

Vector desplazamientos

Vector desplazamientos en el dominio transformado

Coordenada espacial en direccién x
Vector coordenadas

Vector coordenadas en el dominio transformado

Coordenada espacial en direccién y
Coordenada espacial en direccién z

Delta de Kronecker
Funcién delta de Dirac
Deformacién
Constantes de Lamé

EEEZ
~.
BN

B B B

LR P Ll i

[N/m?]
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<44 >

~

mmMQ‘ng<

Contorno del dominio Q

Laplaciano en coordenadas cartesianas
Operador V en el dominio transformado
Coeficiente de Poisson

Frecuencia [Hz]
Dominio

Densidad [kg/m?]
Tensiéon [N/m?]
Tensién en el dominio transformado [N /mz}

Amortiguamiento histerético
Coordenada local



ApéndiceH

Acronimos

Acrénimos
AEOS

MDF
MEC
MEF
SF

TDF

Descripcién

Analisis Espectral de Ondas Superficiales (Spectral Analy-
sis of Surfaces Waves [SASW])

Método de las Diferencias Finitas

Método de los Elementos de Contorno

Método de los Elementos Finitos

Solucién Fundamental

Transformada Discreta de Fourier

155






BIBLIOGRAFIA

Bibliografia

[1]
2]

(3]

[4]

(5]

[6]

[7]

[9]

[10]

Vibrationer ¢ jord och berg. Hanboken Bugg, Stockholm, 1985.

AASHTO R 8-96. Standard practice for evaluation of transportation-
related earthborne vibrations, 2009.

M. Abramowitz and A. Stegun. Handbook of Mathematical Fun-
ctions. Dover Publications, New York, 1970.

J. D. Achenbach. Wave Propagation in Elastic Solids. Elsevier
Science Publishers, Amsterdam, 1973.

M. Adam and O. von Estorff. Reduction of train-induced building
vibrations by using open and filled trenches. Computers and Struc-
tures, 83:11-24, 2005.

N. Alver and M. Ohtsu. BEM analysis of dynamic behavior of concrete
in impact-echo test. Construction and Building Materials, 21:519-
526, 2007.

P. Alves Costa, R. Calcada, and A. Silva Cardoso. Track-ground vibra-
tions induced by railway traffic: In-situ measurements and validation
of a 2.5d fem-bem model. Soil Dynamsics and Earthquake Enginee-
ring, 32(1):111 — 128, 2012.

L. Andersen and C. J. C. Jones. Three-dimensional elastodynamic
analysis using multiple boundary element domains. Technical Report
867, Institute of Sound and Vibration Research, 2001.

L. Andersen and C. J. C. Jones. Coupled boundary and finite element
analysis of vibration from railway tunnels - a comparison of two- and
three-dimensional models. Journal of Sound and Vibration, 293:611—
625, 2006.

L. Andersen and S. R. K. Nielsen. Green’s functions for the elastody-
namic response to a moving harmonic point force. In Proceedings
of the 15th Nordic Seminar on Computational Mechanics, pages
263-266, Aalborg, Denmark, 18-19 October 2002.

157



158 BIBLIOGRAFIA

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

L. Andersen and S. R. K. Nielsen. Boundary element analysis of the
steady-state response of an elastic half-space to a moving force on its
surface. Engineering Analysis with Boundary Elements, 27:23-38,
2003.

J. Antonio and A. Tadeu. 3D seismic response of a limited valley
via BEM using 2.5D analytical Green'’s functions for an infinite free-
rigid layer. Soil Dynamaics and Earthquake Engineering, 22:659-673,
2002.

L. Auersch. Wave propagation in layered soils: Theoretical solution
in wavenumber. Journal of Sound and Vibration, 173(2):233-264,
1994.

L. Auersch and G. Schmid. A simple boundary element formula-
tion and its application to wavefield excited soil-structure interaction.
Earthquake Engineering and Structural Dynamics, 19(7):931-947,
1990.

P. K. Banerjee and S. M. Mamoon. A fundamental solution due to a
periodic point force in the interior of an elastic halfspace. Farthquake
Engineering and Structural Dynamics, 19:91-105, 1990.

J.R. Barber and F.A. Sturla. Application of the reciprocal theorem to
some problems for the elastic half-space. Journal of the Mechanics
and Phisycs of Solids, 40(1):17-25, 1992.

F. C. P. De Barros and J. E. Luco. Response of a layered viscoelastic
half-space to a moving point load. Wave Motion, 19:189-210, 1994.

G. K. Batchelor. An Introduction to Fluid Dynamaics. Cambridge
University Press, 1967.

K. J. Bathe. Finite element procedures in engineering analysis.
Prentice-Hall, 1982.

J.A. Bay and K.H. Stokoe. Field determination of stiffness and in-
tegrity of pcc members using the sasw method. In Proceedings of
nondestructive evaluation of civil structures and materials confe-
rence, pages 71-86. University of Colorado, 1990.

A. Becker. The boundary element method in engineering: a com-
plete course. Mcgraw-Hill, London, U.K., 1992.



BIBLIOGRAFIA [159

22| D. E. Beskos. Boundary element methods in dynamic analysis. part i1
D. E. Beskos. Bound 1 hods in d i lysi ii
(1986-1996). Journal of Applied Mechanics, 50(3):149-197, 1997.

[23] D.E. Beskos. Boundary element methods in dynamic analysis. Applied
Mechanics Reviews, 40(1):1-23, 1987.

[24] J. Blanch, H. Robertsson, and W. Symes. Viscoelastic finite difference
modeling. Technical Report TR93-04, Computational and Applied
Mathematics Department, Rice University, Texas, 1993.

[25] D. Bland. The Theory of Linear Viscoelasticity. Academic Press,
New York, 1980.

[26] J. Boussinesq. Application des Potentiels a L’Etude de L’Equilibre
et due Mouvement des Solides Elastiques. Gauthier- Villars, Paris,
1885.

[27] C. A. Brebbia. Electromagnetic Applications, volume 6 of Topics in
Boundary Element Research. Springer, 1989.

[28] C. A. Brebbia and J. Dominguez. Boundary Elements. An Intro-
ductory Course. CMP, McGraw Hill, Southampton, Boston, 1992.

[29] M. Buosanti, F. Cirianni, G. Leonardi, A. Santini, and F. Scopelliti.
Mitigation of railway traffic inducen vibrations: the influence of ba-
rriers in elastic half-space. Advances in Acoustics and Vibration,
page 7, 2009.

[30] L. Cagniard. Reflezion et Refraction des Ondes Seismigues Pro-
gressive. Gauthier-Villard, Paris, 1939.

[31] J.A.M. Carrer and W.J. Mansur. A time-domain Boundary Element
formulation with fundamental solution generated by Heaviside fun-
ction source: Initial conditions contribution. Electronical Journal of
Boundary Elements, BETEQ 2001(1):20-30, 2002.

[32] V. Cerruti. Sulla deformazione di un corpo elastico isotropo per alsune
speciali condizioni ai limiti roma. Acc. inc. Rend., (4):785, 1888.

[33] C. C. Chao, H. H. Bleich, and J. Sackman. Surface waves in an elastic
half space. ASME Journal of Applied Mechanics, 28:300-302, 1961.



160 BIBLIOGRAFIA

[34]

(35]

[36]

(37]

(38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

Y.S. Cho and F.B. Lin. Nondestructive determination of in-place con-
crete strength using spectral analysis of surface waves. In Proceedings
of nondestructive evaluation of civil structures and materials con-
ference, pages 381-393. University of Colorado, 1996.

R. Christensen. Theroy of Viscoelasticity. An Introduction. Acade-
mic Press, New York, 1971.

J. Cole and J. Huth. Stresses produced in a half plane by moving
loads. Journal of Applied Mechanics, 25:433-436, 1958.

C. Constantino. Finite element approach to stress wave problem. Jour-
nal of Engineering Mechanics ASCE, 93:153-176, 1967.

B. M. Das. Principles of soil dynamics. PWS-KENT Publishing
Company, Boston, 1993.

W. R. Dean, H. W. Parsons, and I. N. Sneddon. A type of stress distri-
bution on the surface of a semi-infinite elastic solid. Proc. Cambridge
Phal. Soc., 40:5-18, 1944.

G. Degrande. Wave propagation in the soil: theoretical background
and application to traffic induced vibrations. In H. Grundmann, edi-
tor, Proceedings of the 5th European Conference on Structural Dy-
namics: Burodyn 2002, pages 27-40, Munich, Germany, September,
2-5 2002.

G. Degrande, D. Clouteau, R. Othman, M. Arnst, H. Chebli, R. Klein,
P. Chatterjee, and B. Janssesns. A numerical model for ground-borne
vibrations from underground railway traffic based on a periodic finite
element-boundary element formulation. Journal of Sound and Vi-
bration, 293:645-666, 2006.

G. Degrande and G. De Roeck. An absorbing boundary condition for
wave propagation in satured poroelastic media. part i. formulation and
efficiency evaluation. Soil Dynamics and Earthquake Engineering,
12:411-421, 1993.

J. Dominguez and R. Abascal. On fundamental solutions for the boun-
dary integral equations method in static and dynamic elasticity. En-
gineering Analysis, 1:128-134, 1984.



[44]

[45]

[46]

[47]

(48]

[49]

[50]

[51]

[52]

(53]

[54]

[55]

BIBLIOGRAFIA

J. Dominguez. Boundary Elements in Dynamaics. Elsevier, CMP,
Southampton, Boston, 1993.

G. Eason. The displacements produced in an elastic halfspace by a
suddenly applied surface force. IMA Journal of Applied Mathema-
tics, 2(4):299-326, 1966.

A. Eitzenberger. Train-induced vibrations in tunnels. A review. Tech-
nical Report 06, Luleda University of Technology, 2008.

A. C. Eringen and S. S. Suhubi. Elastodynamics, volume II. Academic
Press, 1975.

O. Von Estorff and E. Kausel. Coupling of boundary and finite ele-
ments for soil-structure interaction problems. FEarthquake Enginee-
ring and Structural Dynamics, 18(7):1065-1075, 1989.

W. Ewing, W. Jardetzky, and F. Press. Elastic waves in layered
media. McGraw- Hill Education, 1957.

M.N. Fardis and T.B. Panagiotakos. Hysteretic damping of reinforced
concrete elements. In Eleventh World Conference on Earthquake
Engineering, number 464, 1996.

J. A. Forrest and H. Hunt. Ground vibration generated by trains in
underground tunnels. Journal of Sound and Vibration, 294:706-736,
2006.

J. A. Forrest and H. Hunt. A three-dimensional tunnel model for
calculation of train-induced ground vibration. Journal of Sound and
Vibration, 294:678-705, 2006.

L. Fryba. Vibration of Solids and Structures Under Moving Loads,
Mechanics of Structural Systems. Noordhoff International Publis-
hing, Groningen, The Netherlands, 3rd edition, 1999. [lst edition,
1972.

D. C. Gakenheimer. Numerical results for lamb’s point load problem.
ASME Journal of Applied Mechanics, 37:522-524, 1970.

R. Gallego. Fundamental solution for 2.5d elastostatic problem. Per-
sonal Comunication, August 2006.

161



162 BIBLIOGRAFIA

[56]

[57]

(58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

R. Gallego and J. Dominguez. A unified formulation of two existing
time-domain boundary element approaches. Communications in Ap-
plied Numerical Methods, 6:17-25, 1990.

R. Gallego and J. Dominguez. Hypersingular bem for transient elas-
todynamics. International Journal for Numerical Methods in En-
gineering, 39(10):1681-1705, 1996.

P. Galvin. Andlisis numérico y experimental de las wvibraciones
ocasionadas por el paso de trenes de alta velocidad en el suelo y
en estructuras cercanas a la via. PhD thesis, Universidad de Sevilla,
abril 2007.

P. Galvin and J. Dominnguez. Analysis of ground motion due to mo-
ving surface loads induced by high-speed trains. Engineering Analysis
with Boundary Elements, 31:931-941, 2007.

P. Galvin and A. Romero. 3d non-linear time domain fem-bem ap-
proach to soil-structure interaction problem. Engineering Analysis
with Boundary Elements, 37(3):501-512, 2013.

W. W. Garvin. Exact transient solution of the buried line source pro-
blem. Proceedings of the Royal Society of London, Series A, Mat-
hematical and Physical Sciences, 234(1199):528-541, March 1956.

L. Gaul, M. Kogl, and M. Wagner. Boundary Element Methods for
Engineers and Scientists: An Introductory Course with Advanced
Topics. Springer-Verlag, 2003.

H. G. Georgiadis and G. Lykotrafitis. A method based on the Ra-
don transform for three-dimensional elastodynamic problems of mo-
ving loads. Journal of Elasticity, 65(1-3):87-129, 2001.

H.G. Georgiadis and J.R. Barber. Steady-state transonic motion of a
line load over an elastic half-space: The corrected Cole/Huth solution.
Journal of Applied Mechanics, 60:772-774, 1993.

H.G. Georgiadis, D. Vamvatsikos, and I. Vardoulakis. Numerical im-
plementation of the integral-transform solution to lamb’s point-load
problem. Computational Mechanics, 24:90-99, 1999.

K. F. Graff. Wave Motion in Elastic Solids. Dover Publications,
New York, NY, USA, 1973.



BIBLIOGRAFIA [163

[67] R. Greer and C. Manning. Vibration isolation for railways. Acoustics
Bulletin, 23(3):13-17, 1998.

[68] F. Guan, I. D. Moore, and C. C. Spyrakos. Two dimensional transient
fundamental solution due to suddenly applied load in a half-space. Sol
Dynamics and Earthquake Engineering, 17:269-277, 1998.

[69] M. Gunaratne and O. Sanders. Response of a layered elastic medium
to a moving strip load. International Journal for Numerical and
Analytical Methods in Geomechanics, 20:191-208, 1996.

[70] S. Gupta, W. Liu, G. Degrande, G. Lombaert, and W. Liu. rediction of
vibrations induced by underground railway traffic in beijing. Journal
of Sound and Vibration, 310(3):608-630, 2008.

[71] S. Gupta, G. Lombaert, and G. Degrande. Experimental validation of
a numerical model for subway induced vibrations. Journal of Sound
and Vibration, 321:786-812, 2009.

[72] T. G. Gutowski and C. L. Dym. Propagation of ground vibration: A
review. Journal of Sound and Vibration, 49(2):179-193, 1976.

[73] Carl E. Hanson, Jason C. Ross, and David A. Towers. High-speed
ground transportation noise and vibration impact assessment. Tech-
nical Report DOT/FRA/ORD-12/15, U.S. Department of Transpor-
tation. Federal Railroad Administration, september 2012.

[74] J. S. Heisey, K. H. Stokoe, and A. H. Meyer. Moduli of pavement
systems from spectral analysis of surface waves. Transportation Re-
search Record, 852:22-31, 1982.

[75] R.L. Higdon. Radiation boundary conditions for elastic wave propa-
gation. STAM Journal on Numerical Analysis, 27(4):831-869, 1989.

[76] R. A. Hood, J. Greer, M. Breslin, and P. R. Williams. The calculation
and assesment of ground-borne noise and perceptible vibration from
trains in tunnels. Journal of Sound and Vibration, 193(1):215-225,
1996.

[77] H. Hung and Y. Yang. A review of researches on ground-borne vibra-
tions with emphasis on those induced by trains. In Proceedings of the
National Science Council, Republic of China. Part A: Physical
Science and Engineering, volume 25, pages 1-16, 2001.



164 BIBLIOGRAFIA

[78]

[79]

(80]

(81]

(82]

(83]

(84]

(85]

(86]

(87]

(88]

H. Hunt and M. F. M. Hussein. Ground-borne vibration transmission
from road and rail systems: prediction and control, chapter 123.
Handbook of noise and vibration control. John Wiley & Sons, New
York, 2007.

H.E.M. Hunt. Measurement and modeling of traffic-induced vibra-
tion. PhD thesis, University of Cambridge, 1988.

G. Iovane, A.V. Nasedkin, and M. Ciarletta. Fundamental solutions in
plane problem for anisotropic elastic medium under moving oscillating
source. In Advanced Problems in Mechanics, St. Petesburg, Russia,
June 22-July 2 2003.

J. Jau. Response of a train moving on multi-span railway bridges un-
dergoing ground settlement. Engineering Structures, 31:2115-2122,
20009.

P. Jean, C. Guigou, and M. Villot. A 2.5d bem model for ground-
structure interaction. Building Acoustics, 11(3):157-173, 2004. cited
By (since 1996)8.

L. R. Johnson. Green’s function for lamb’s problem. Geophysical
Journal of the Royal Astronomical Society, 37(1):99-131, 1974.

R. W. Johnson. The Handbook of Fluid Dynamaics. CRC Press,
Springer, 1998.

C. J. C. Jones and J. R. Block. Prediction of ground vibration from
freight trains. Journal of Sound and Vibration, 193(1):205-213, May
1996.

C.J C. Jones, X.Sheng, and M.Petyt. Simulations of ground vibration
from a moving harmonic load on a railway track. Journal of Sound
and Vibration, 231(3):739-751, March 2000.

D.V. Jones, D. Le Houedec, A. T. Peplow, and M. Petyt. Ground
vibration in the vicinity of a moving harmonic rectangular load on
a half-space. Furopean Journal of Mechanics A/Solids, 17(1):153—
166, 1998.

R. Jones. Surface wave technique for measuring the elastic properties
and thickness of roads: Theoretical development. British Journal of
Applied Physics, 13(1):21-29, 1962.



BIBLIOGRAFIA [165

[89] S.H. Ju and H.C. Li. 3d analyses of open trench barriers filled with
water.

[90] M. Katou, T. Matsuoka, O. Yoshioka, Y. Sanada, and T. Miyoshi. Nu-
merical simulation study of ground vibrations using forces from wheels
of a running high- speed train. Journal of Sound and Vibration,
318:830-849, 2008.

[91] S.E. Kattis, D. Polyzos, and D.E. Beskos. Modelling of pile wave
barriers by effective trenches and their screening effectiveness. Soil
Dynamics and Farthquake Engineering, 18(1):1-10, 1999.

[92] E. Kausel. An explicit solution for the green functions for dyna-
mic loads in layered media. NASA STI/Recon Technical Report
N, 82:29505, May 1981.

[93] E. Kausel. Fundamental Solutions in Elastodynamic. A Compen-
dium. Cambridge University Press, 2006.

[94] E. Kausel and R. Peek. Dynamic loads in the interior of a layered
stratum: an explicit solution. Bulletin of the Seismological Society
of America, 72:1459-1481, 1982.

[95] E. Kausel and J. Roésset. Semianalytic hyperelement for layered stra-
ta. Journal of the engineering mechanics diviston, ASCE, 103:569—
588, 1977.

[96] E. Kausel and J. Roésset. Stiffness matrices for layered soils. Bulletin
of the Seismological Society of America, 71:1743-1761, 1981.

[97] E. Kausel and S. Seale. Static loads in layered halfspaces. Journal of
Applied Mechanics, 54:403-408, 1987.

[98] H. Kawase and K. Aki. A study on the response of a soft basin for
incident s, p and rayleigh waves with special reference to the long
duratin observed in mexico city. Bulletin of the Seismological Society
of America, 79(5):1361-1382, 1989.

[99] T. Kobayashi. Some problems of the boundary integral equation met-
hod in elastodynamics. In C. A. Brebbia, editor, Boundary Elements
V, pages 775-784, Berlin, 1983. Springer.



166 BIBLIOGRAFIA

[100]

[101]

[102]

[103]

[104]

[105]

[106]

[107]

[108]

[109]

[110]

H. Lamb. On the propagation of tremors over the surface of an elastic
solid. Philosophical Transactions of the Royal Society of London,
(203):1-42, 1904.

G. Lefeuve-Mesgouez, D. Le-Houédec, and A. T. Pepelow. Ground
vibration in the vicinity of a high-speed moving harmonic strip load.
Journal of Sound and Vibration, 231(5):1289-1309, 2000.

M. Lieb and B. Sudret. A fast algorithm for soil dynamics calculations
by Wavelet decomposition. Archives of Applied Mechanics, 68(3—
4):147-157, April 1998.

J.F. Lu, D.S. Jeng, and S. Williams. A 2.5-d dynamic model for a
saturated porous medium. part ii: Boundary element method. Inter-
national Journal of Solids and Structures, 45(2):359-377, 2008.

J.E. Luco and R.J. Apsel. On the green’s functions for a layered
halfspace. part i. Bulletin of the Seismological Society of America,
73(4):909-929, 1983.

J. Lysmer and R. Kuhlemeyer. Finite dynamic model for infinite me-
dia. Journal of the engineering mechanics division, ASCE, 95:859—
877, 1969.

J. Lysmer and G. Waas. Shear waves in plane infinite structures.
Journal of the Engineering Mechanics Division, ASCE, 98:85-105,
1972.

C. Madshus, B. Bessason, and L. Harvik. Prediction model for low
frequency vibrations from high speed railways on soft ground. Journal
of Sound and Vibration, 193(1):195-203, 1996.

V.M. Malhatra and N.J. Carino. CRC handbook on nondestructive
testing of concrete. CRC Press, Inc., 1991.

F. Medina. Andlisis de la respuesta sismica de presas incluyendo
efectos de interaccion suelo-agua-estructura. PhD thesis, Universi-
dad de Sevilla, 1987.

J. Melke. Noise and vibration from underground railway lines: pro-
posal for a prediction procedure. Journal of Sound and Vibration,
120(2):391-406, 1988.



BIBLIOGRAFIA [167

[111] J. Miklovitz. The Theory of Elastic Waves and Waveguides. North-
Holland, 1978.

[112] G. F. Miller and H. Pursey. The field and radiation impedance of
mechanical radiators on the free surface of a semi-infinite isotropic
solid. Proceedings of Royal Society. A, 223(1155):521-541, 1954.

[113] R. D. Mindlin. Force at a point in the interior of a semi-infinite solid.
Phisycs, 7:195-202, 1936.

[114] R. D. Mindlin. Force at a point in the interior of a semi-infinite solid.
Technical Report 8, Columbia University, New York, May 1953.

[115] P. Moczo, J. Kristek, and E. Bystricky. Efficiency and optimization of
the 3-d finite-difference modeling of seismic ground motion. Journal
of Computational Acoustics, 9(2):593-609, 2001.

[116] E.E. Ungar nad E.K. Bender. Vibrations produced in buildings by pas-
sage of subway trains; parameter estimation for preliminary design. In
Proceeding of de 4™ International Conferences on Noise Control
Engineering, INTER-NOISE 75, pages 491-498, 1975.

[117] S. Nazarian, K. H. Stokoe, and W. R. Hudson. Use of spectral-analysis-
of-surface waves method for determination of moduli and thickness pf
pavement systems. 930:38-45, 1983.

[118] A.V. Oppenheim, R.W. Schafer, and J.R. Buck. Tratamiento de se-
nales en tiempo discreto. Pearson, Prentice Hall, 1999.

[119] R. Y. S. Pak. Asymmetric wave propagation in an elastic half-space
by a method of potentials. ASME Journal of Applied Mechanics,
54(1):121-126, 1987.

[120] F. Paris and J. Cafias. Boundary Element Method. Fundamentals
and Applications. Oxford University Press, Inc., New York, 1997.

[121] J. Park and E. Kausel. Impulse response of elastic half-space in
the wave number-time domain. Journal of Engineering Mechanics,
130(10):1211-1222, 2004.

[122] W. L. Pilant. Elastic waves in the earth, volume 11 of Developments
i Solitd Earth Geophysics. Elsevier, Amsterdam, 1979.



168 BIBLIOGRAFIA

[123]

[124]

[125]

[126]

[127]

[128]

[129]

[130]

[131]

[132]

M. Ramos Quirés. Estudio comparativo entre el modelo numérico y el
experimental de la funcién de respuesta en frecuencia en un suelo des-
tinado a traza de ferrocarril. Master’s thesis, Universidad de Granada,
2011.

M. Rahman. Applications of Fourier Transforms to Generalized
Functions. WIT Press, 2011.

K. M. Rasmussen. Stress Wave Propagation in Soils Modeled by
the Boundary Element Method. PhD thesis, Aalborg University,
Denmark, November 1999.

Lord Rayleigh. On waves propagated along the plane surface of an
elastic solid. Proceedings of the London Mathematical Society, 17:4—
11, 1885.

G. Rieckh, W. Kreuzer, H. Waubke, and P. Balazs. A 2.5D-Fourier-
BEM model for vibrations in a tunnel running through layered aniso-
tropic soil. Engineering Analysis with Boundary Elements, 36:960—
967, 2012.

S. Rokhlin and L. Wang. Stable recursive algorithm for elastic wa-
ve propagation in layered anisotropic media: stiffness matrix method.
Journal of the Acoustical Society of America, 112(3):822-834, 2002.

A. Romero, P. Galvin, and J. Dominguez. A time domain analysis of
train induced vibrations. Earthquakes and Structures, 3(3):822-834,
2012.

M. Sansalone and W.B. Streett. The use of the impact-echo method
and field instrument for nondestructive testing of concrete structures.
In Proceedings of the Internacional Symposium on Nondestructive
Testing tn Civil Engineering, Berlin, Germany, September 1995.

M. Schevenels, G. Lombaert, G. Degrande, D. Degrauwe, and
B. Schoors. The green’s functions of a vertically inhomogeneous soil
with a random dynamic shear modulus. Probabilistic Engineering
Mechanics, 22(1):100-111, 2007.

M. Schevenels, G. Lombaert, G. Degrande, and S. Frangois. A proba-
bilistic assessment of resolution in the sasw test and its impact on the
prediction of ground vibrations. Geophysical Journal International,
172(1):262-275, 2008.



BIBLIOGRAFIA [169

[133] J. Schlue. Finite element matrices for seismic surface waves in three-
dimensional structures. Bulletin of the Seismological Society of
America, 69(5):1425-1437, 1979.

[134] X. Sheng and C. J. C. Jones. Prediction of ground vibration from
trains using the wavenumber finite and boundary element methods.
Journal of Sound and Vibration, 293(3-5):575-586, 2006.

[135] X. Sheng, C. J. C. Jones, and D. J. Thompson. Moving Green’s fun-
ctions for a layered circular cylinder of infinite length. Technical Re-
port 885, ISVR Technical Memorandum, University of Southampton,
2002.

[136] X. Sheng, C.J.C. Jones, and M. Petyt. The fourier transformed sta-
tionary and moving dynamic flexibility matrices of a layered ground.
Technical Report 837, ISVR Technical Memorandum, University of
Southampton, 1999.

[137] X. Sheng, C.J.C. Jones, and D.J. Thompson. Modelling ground vi-
bration from rail traffic using the Discrete Wavenumber Finite and
Boundary Element Methods. Technical Report 899, ISVR Technical
Memorandum, University of Southampton, 2002.

[138] I.N. Sneddon. Stress produced by a pulse of pressure moving along
the surface of a semi-infite solid. Rendicont: Circolo Matematico di
Palermo, 1(1):57-62, 1952.

[139] F. Martinez Soto. Anélisis experimental de la curva de dispersién
de velocidades de ondas superficiales en morteros a edad temprana.
Master’s thesis, Universidad de Granada, 2011.

[140] A. A. Stamos and D. E. Beskos. Dynamic analysis of large 3-d under-
ground structures by the bem. Farthquake Engineering and Struc-
tural Dynamaics, 24:917-934, 1995.

[141] A.S.J. Suiker, C.S. Chang, R. De Borst, and C. Esveld. Surface waves
in a stratified half space with enhanced continuum properties. Part 1:
Formulation of the boundary value problem. FEuropean Journal of
Mechanics A/Solids, 18(5):749-768, September 1999.

[142] A.S.J. Suiker, C.S. Chang, R. De Borst, and C. Esveld. Surface waves
in a stratified half space with enhanced continuum properties. Part 2:



170 BIBLIOGRAFIA

[143]

[144]

[145]

[146]

[147]

[148]

[149]

[150]

[151]

[152]

Analysis in the wave characteristics in regard to high-speed railway
tracks. European Journal of Mechanics A/Solids, 18(5):769-784,
September 1999.

A.S.J. Suiker, A.V. Metrikine, and R. De Borst. Dynamic behavior of
a layer of discrete particles. Part 1: Analysis of body waves and eigen
modes. Journal of Sound and Vibration, 240(1):1-18, 2001.

A.S.J. Suiker, A.V. Metrikine, and R. De Borst. Dynamic behavior
of a layer of discrete particles. Part 2: Response to a uniformly mo-
ving, harmonically vibrating load. Journal of Sound and Vibration,
240(1):19-39, 2001.

F. J. Sanchez-Sesma and E. Rosenblueth. Ground motion at canyons
of arbitrary shape under incident sh waves. Earthquake Engineering
and Soil Dynamics, 7:441-450, 1979.

A. Tadeu, J. Anténio, and L. Godinho. Green'’s functions for two-and-
a-half-dimensional elastodynamic problems in a half space. Compu-
tational Mechanics, 27:484-491, 2001.

A. Tadeu and E. Kausel. Green’s functions for two-and-a-half-
dimensional elastodynamic problems. Journal of Engineering Me-
chanics, 126(10):1093-1097, October 2000.

M. Tadi. Finite difference methods for elastic wave propagation in
layered media. Journal of Computational Acoustics, 12(2):257-276,
2004.

W. S. Thompson. Note on the integration of the equations of equili-
brium of an elastic solid. Cambridge and Dublin Math. J., February
1848.

W.T. Thomson. Transmission of elastic waves through a stratified
solid medium. Journal of Applied Physics, 21:89, 1950.

A. Verruijt and C. Cornejo-Cérdova. Moving loads on an elastic
half-plane with hysteretic damping. Journal of Applied Mechanics,
68:915-922, November 2001.

J. Virieux. SH-wave propagation in heterogeneous media. Velocity
stress finite difference method. Geophysics, 49(11):1933-1942, 1984.



[153]

[154]

[155]

[156]

[157]

[158]

[159]

[160]

[161]

BIBLIOGRAFIA

J. Virieux. P-SV wave propagation in heterogeneous media. Velocity
stress finite difference method. Geophysics, 51(4):889-901, 1986.

H. E. von Gierke and A. J. Brammer. Harris’ Shock and Vibration
Handbook (5th Edition), chapter Chapter 42: Effects of Shock and
Vibration on Humans. McGraw-Hill, 2002.

G. Waas. Linear two-dimensional analysts of soil dynamics pro-
blems in semi-infinite layered media. PhD thesis, University of Ca-
lifornia, Berkeley, 1972.

J. Walker and M. Chan. Human response to structurally radiated
noise due to underground railway operations. Journal of Sound and
Vibration, 193(1):49-63, 1996.

W. White, S. Valliappan, and I. Lee. Unified boundary for finite dy-
namic models. Journal of the Engineering Mechanics Division,
ASCE, 103:949-964, 1977.

L. C. Wrobel. The Boundary Element Method, Volume 1, Appli-
cations in Thermo-Fluids and Acoustics. Wiley, 2002.

Y.B. Yang and L.C. Hsu. A review of researches on ground-borne
vibrations due to moving trains via underground tunnels. Advances
wn Structural Engineering, 9(3):377-392, 2006.

Y.B Yang, H.H Hung, and D.W Chang. Train-induced wave propa-
gation in layered soils using finite/infinite element simulation. Sosl
Dynamics and Earthquake Engineering, 23(4):263-278, 2003.

D. Zill, W.S. Wright, and M.R. Cullen. Advanced Engineering Mat-
hematics. Jones and Barlett Publishers, 2011.

171





