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| PREFACE

DE VEDITEUR,

L O) Pon trouvera cé giwon doit penfer dé

I Analyfe des Infiniment Petits , &
des divers Commentaires. qui en ont ¢

faits,

' TL et des hommes dont le hom
" K feul faic Iéloge. -M: le Marquis
de PHipital eft de ce nombre 5 auili;
en offrant au Public la troifieme édition
- du Traité des Infiniment Petits ; ne nous
jetterons-nous point dans le panégyri
que de I'Adteur. Pour donner feule=
ment en deux mots lidée la plus éteriz
* due de ce rare & profond Génie ; noii§
« ferons remarquer quil a vécu dans it
* ficcle ou les Mathémariciens fe propo=
* foient , par maniere de défi ; les pros
" blémes les plus embrouillés 5 & qui'il
~ a




i PREF4CE,

ne fe trouvoit dans le monde
M. M. Nevuton | Leibnitz :
Bernowlly |, Huyghens , & M. le Mar-
quis ' de PHépiral qui fuflenr en état
d'en donner la folution. . Nous ajoute-
rons que, lorffque M. Huyghens vou-
lur sadonner au calcul différenticl 5 ik

que

sadrefla 2 M. le Marquis de I'Hopital , |

fous la conduite de qui il fit les pro-
gres les plus furprenants dans la Géo-
méerie {ublime. La route que cet ha-

bile Maitre lui fraya , nous la trou- |

vous dans D'Analyfe des Infiniment Perits

aufli cet Ouvrage, que le monde fca- |

vant regardera toujours ‘comme un

chef-d'oeuvre , eft-il le feul livre que §
Yon puifle metwre avec fucces en- [

tre les mains de ceux qui ont appris
rout cc que Pon comprend dans ce fié-
cle eclaire fous le nom délémens de
Geoméirie & 4 Algébre, Je ne diffi-
mulerai pas cependant quion a repro-
ché¢ & M. le Marquis de P'Hipiral de
mavoir écrit que pour les Scavans ,
tellement rompus dans Je calcul; qu’ils

les deux f
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entendent tout 3 demi mot. Ce ﬁ’m
pour mettre fon Ouvrage 2 la portée
des Commencans ordinaires ; que M.
Crouzas nous en donna , en 1721é le
Commentaite en un volume #-4°. ,
précédé de deux amples difcours , dont
Pun eft fur la natare Flcs_ Inﬁmqut:
Petits , & llautre fur le Caleul d-es Pu.zfd
Jances. A peine fon Commentaire Vit~
il le jour , quil 'scm\preﬂ‘a d’en I;:na
voyer un exemplairc a M. Jean o
noully. Ce Scavant l'examina 3 &
aprés y avoir découvert des be'{uci
qu'on pardonneroit a peine 2 un cco
lier , il lui dic en propres termes (a)
quil auroit mieux fait de lui envoyer
fon Commentaire en manufcgt, avant
que de le faire imprimer ; qu 1’1 y au-
roit fait des remarques qui nauroient
pas été inutiles : il ajouta qu'il auroit
dft changer plufieurs de fes manieres
de commenter , & leur donner un

(a) Les (Buyres de Jean Bernoully s Tom. 4
pag. 160, & fuiv. =
a ij



v PREF ACE,
autre tour , de peur que les ignorans
ne prennent fes explications dans un
mauvais fens , & ne cherchent par la
Poccafion de décrier I'dnalyfe des Infi-
niment Petits, :

Ce et pas la la feule critique
quiait eu 2 efluyer le Commentaire de

M. Crouzas, M. Sawrin ; Membre de

PAcadémie Royale des Sciences , dé-
montre dans les Mémoires de cette cé-
lebre Compagnie (4) que le Com-
mentateur eft un guide dangereux dans
la grande & difficile queftion de Ma-
ximis & Minimis | & 1l Texhorte a re-
toucher fon QOuvrage dans une feconde
edition. Le cas qu'a faic le Public de
la premicre , a difpenfé PAuteur de
nous en donner une feconde. ,

A peine le Commentaire de M,
Crouzas. commengoic-il &  paroftre
que la mort nous enleva le célébre
Varignon, Qe grand Géomeétre , I'ami
intime de M. le Marquis de 'Hépiral,

Ca) Année 1723 , pag. 234 & fuiv.
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“PREFACE. v
avoit lu L4aralyfe des Infiniment Petits
avec lattention la plus réflechie. On
lui trouva parmi fes papiers un ma-
nufcrit contenant non-feulement des ex-
plications -des endroits les plus obfcurs
& les plus difficiles de ce Traite , mais
encore des Additions confidérables, des

Propofirions nouvelles , des Problémes

ajoutés 2 ceux de M. le Marquis de
I'Hépital | des Regles , des Conftruc-
tions , des Méthodes differentes | &c.
Ce precieux manufcric fur donné au
Public en Pannée 1725 en un volume
in-4°, , fous le titre d’Eclairciffements [ur
PAnalyfe des Infiniment Perits. Cer Qu-
vrage, tout excellent quil eft , ne peut
guere ére mis entre les mains d’un
Commencant 5 M. Farignan n’y éclair-
cit pour l'ordinaire que les points qui
ont été capables de larrérer lui-méme.
Dailleurs cer Ouvrage pofthume a éré
imprime avec fi peu d’exacticude,, quil
feroit pre(que plus difficile de corriger les
fautes dont il fourmille , que de lire (ans
Commentaire 'dnalyfe des Infiniment Petiss,
a iij



vi PREFACE,
L'Ouvrage de M. le Marquis de
PHipiral doit fe trouver comme nécef.
fairement dans la bibliothéque de toug
les Mathématiciens. Les Scavants en
ont befoin pour le confulter , & pour
{e rappeller en peu de mots des pro-
pofitions tres compliquées , qu'il n'eft
que trop facile d’oublier. Les Com-
mengans doivent en faire leur étude
journaliere , lorfqu’ils veulent paffer de
la. Géomtuie ordinaire 2 la Géomérrie
fublime : on ne peut fe regarder com-
me Mathémaricien , que lor(qu'on a lu
avec gout I'dualyfe des Infiniment Perits,
1l nous paroit que I'édition que nous
en donnons , ne peut manquer d’é-
tre favorablement accueillie. Les Sga-
vants , qui n'ont befoin que du rexte
de lAuteur, le trouveront au com-
mencement du Volume, imprimé avec
exactitude la plus ferupuleafe.  Les
Notes que nous y avons ajoutées e
qui ne font quindiquées dans le corps
de POuvrage , aideront les Commen-
gans 2 fe pafler de guide dans la roure

E

™
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PREFACE, vij
&pineufe du caleul diﬁéreptiel. Ces No-
tes font au nombre de cinquante-cing.
Les quatre premieres f_ox/at pour la pre-
miere feGion ‘da Traité des Infiniment
Petits, Les 21 fuivantes fervent de
commentaire a Ja feconde fetiop. L'im-
portante queftion de Zl-/lczxz'mz's’é‘s: Mini.
mis que M. le Marquis de I'Hipital a
traitée dans fa troifieme feCtion , eft
éclaircic par 12 Notes confidérables.
Un pareil nombre de Notes eft deftine
3 commenter la matiere de la qua-
trieme feGion , celt-a-dire , les diffé-
rences des différences | & les fept exem-
ples qui y ont rapport. Enfin ce quiil
y a de difficile dans les fix dernieres
{eGions fe trouve expliqué dans les fix
dernieres Notes. Mais ce ne font la
que des genéralites , & il cll ’né.—
ceffaire dentrer ici dans un deérail
beaucoup plus circqnﬁancié.,

La premiere fection de U'4nalyfe des
Infiniment Perits prefente , il eft vrai,
les régles du calcul differentiel ; mais
clle les préfente d'une maniere fi con-

aiv



wiij PREF ACE.

cife, qu’il et prefque impoflible qu’ un
homme qui les lit pour la premiere fois,
apprenne , fans le fecours d’'un habile
Maicee , a  differentier  des  produits
compliqués , des quantités fraGtionnai-
yes, des nombres affeGes d'un ou plu.

fieurs f1gnes radicaux , &c. Nous efpc- b
yons quon nous fgauu quelque gre |

de;volr donn¢ a ces régles, dans nos
quatre premieres Notes , une étendue
ﬁxﬂifantc » & de les avoir mifes 2 la
pmcec de ceux qui ne fcavent que les
yegles du calcul ordinaire.

M. le Marquis de I'Hépiral fuppofe

dans fa feconde feGion que le LeGeur fo |
rappelle parfaitement , nen-feulement les

gquatians de toutes les efpeces de fections
goniques , de quelque genre qu ‘elles foient;
mais celles encore de la cycloide | de la
fpirale 5 de la conchoide | de la ciffoide i
de la qmdmtrzce , de la logarithmique or-
dinaire & [pirale &c. Nous avons cru
rendre un veéritable fervice au commun
des Lefteurs , en leur donnant une
1dcc nette des courbes que nous venons
de nommer , & en leur rappellant les

AL e
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PREFACE, e
démonftrations fur lefquelles font fon-
dées les équations qui les diftinguent

les unes des autres. Cleft-la ce quil y

a de plus intéreflant dans les 21 Notes
qui forment le commentaire de la fe-
conde fe&ion.

Des 12 Notes que nous avons faites
pour éclaircir la queltion de Maximis &
Minimis , celles qui font analogues aux
articles 49 » 58 , 59 & 61, je veux
dire , les Notes °8e, 35°44365686578
nous paroiflent les plus importantes. En
lifant la Note 28° , on fe convaincra
de plus en plus qu'il eft bien rare qu'il
faille fe jetter dans linfini, pour trou-
ver le Maximum ou le Minimum d’une
courbe dont I'équation eft donnée. M.
le Marquis de I'Hépital ne sy eft jerce
gu'une fois dans tout le cours de fa
troifieme fection , ceft a larticle 49 3
8 la Note qui fert de commentaire 2
cet article , prouve qu'il pouvoit arti-
ver 2 fon méme réfuleat , en allant
par le chemin ordinaire,

- La Note 35°, nous paroit prouver
que M. le Marquis de I'Hipital na



X PREFACE,

pas toujours pris le chemin le plus
court,, pour parvenir a la folution des
problémes qu'il propofe. Quoiqu'il ne
foit pas néceffaire d’avoir recours 3 Iin-
terfe&tion du cercle & de I'hyperbole,
pour réfoudre le probléme qui faic la

matiere de larticle §8, cependant nous |

avons cru devoir chercher le grand axe
de la courbe dont équation eft donnée
dans cer article. Quelque critique , dans
un moment de mauvaife humeur , auroit
pu fe croire en droit de nous reprocher
que nous ne rejettions la méthode propo-
fee , que pour nous épargner la peine

de conftruirc une hyperbole fur une |

équation trouvée.

Larticle 59 contient une équation
du quatrieme degré. Nous avons cal-
cule  cette longue équation , & nous
lavons transformée en quelqu’une de
celles qui fe trouvent dans tous les li-
vres ¢clementaires d’Algébre qui traitent
des degrés fupérieurs. Ces transforma-
tions ont fait la matiere de la 36° Note.
_Enfin la 37° Note a rapport 3 lar-
ticle 61 , dans lequel on propofe de

Bl e o
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PREF ACE, %]
trouver le jour du plus petit crepuf-
cule , I'¢lévation du pole ctant don-
née. Comme nous f{cavions que les
M. M. Bernoully avoient refte plus de
cing ans () a refoudre ce fameux
probléme , nous navons rien oublie
pour donner a cette Note toute la per-
fection dont elle étoit fufceptible.

Jufqua préfenc M. le Marquis de
I'Hépiral n’a employe que le calcul des
diffévences premieres, 1l faic dans les fept
dernieres fe&tions de fon Ouvrage grand
ufage des différences des différences 5 aufli
na-t-il pas manqué dafligner les régles
de ce calcul au commencement de fa
quatrieme f{e&tion. Nous avons donné
aflez d’¢rendue & notre 40° Note', pour
mettre ces régles dans le plus grand
jour. Nous prions le Lecteur de I'exa-
miner avec foin, & dappliquer 2 dif-
férents cas particuliers la formule ge-
nérale qui ferc a trouver la différence
feconde d’'une quantit¢ quelconque éle-
vée 2 une puiffance quelconque. Nous

(4) @uyres de Jean Bernoully , Tom. 1. pag. 64
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le prions encore de faire une atten:
tion fpéciale aux Notes 41 , 45 &
48. La premicre nous paroit nécefaire
pour lintelligence de Particle 66 | o
Yon propofe le probléme qui confifte
déterminer le point &inflexion on-de rebrouf.
fement dans une courbe dont la nature efft

donnée.  Dans la feconde nous démon-!

trons que la marque que donne M. lef
Marquis de I"Hépital pour trouver le point
de rebrouffement | p'eft rien moins qu’une
marque -sare : Celt M. Farignon qui
nous a fourni cette démonftration. Enfin
la troifieme apprend 3 calculer lesh
¢quations du cinquieme degré 5 Particlel
73 auquel cetee Note a rapport , four-
nit une équation de cette efpéce. Voilil
c¢ que nous avons fait, pour mettre a0
la portée des Commengans ordinaires
les quatre premieres {e€tions du Trait
de V'dnalyfz des Infiniment Perits. Noust
fommes perfuadés que quiconque nous
aura fuivi jufqua préfent , fera en éeat
de lire prefque fans commentaire le
refte de I'Ouvrage. Aufli n’avons.nous
faic que 6 Notes pour les fix dernieres

PREFACE. xiij
feQions. L’on - comprend que nous
n'avons pas oublie dans ces Notes les
développées | 8 les canfliques par réflexion
& par refraltion; ce font 13 des cour-
bes de la derniere importance.

Quoique nous ayons: droit de regar-
¢r comme un- ouvrage qui nous ap-
partiennc en propre 5 les additions dont
nous venons de rendre compte au Pu-
blic ; nous nous ferons cependant un
devoir de publier que la leGure des
éclatrciffemens  de M. Vavignon nous 2
faic naite la pluparc des idées que
nous avons mis en ccuvre ; & nous
ajouterons que nous avons profité de
quelques bons endroits qui fe trouvent
dans le commentaire de M. Cronzas. (2)

Mais quelles connoiffances faue - il

(a) Cer Aurenr, gquoign’il wait pas réuffi & com-
menter M. le Marquis de I'Hépital , auroit dii étre traité
avec un pew plus de meénagement par M. M. Bernoully
& Saurin. . Ses Traités de Géometrie ¢ & dlgebre ne
paffent pas pour mauvais ; & ce fur Jon_meérite reel qui

| lui procura en différens tems les chaires de Philofophie

de Groningue ¢ de Laufanne , une plece & Affocié
etranger @ ' Académie Royale des Sciences de Paris,
la charge de Gouverneur du Prince Frederic de Heffe
Caffel , neyeu du Roi de Suéde. !
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avoir acquifes pour lire avec fucces!
I analyfe des Infiniment Petits 3 point d’au
tres que celles qui font renfermees dans|
les Traités élémentaires de Machémati-|
ques. Ces Traites comprennent l’Arith-F'
métique ordinaire & algebrique poufee:
jufqu’au calcul des radicavx , aux pro-f
greflions & proportions, a la formation|
& a la fommarion des fuites : I'Ana-|
lyfe ou la fcience des equations def
toute forte de degrés : la Géométrie!
fpéculative & pratique : la Trigono-
métrie au moins reétiligne, en y com-é

-~

el

a
%
&

4

prenant la maniere de calculer les lo-}

garithmes non-feulement des finus, tan.
gentes & {ecantes , mais ceux encore|
des nombres entiers & rompus : enfinl
le Traite des feCtions coniques. Tou-|
tes ces connoiflances [e trouvent réu-|
nies dans les ¢lemens d’Algebre & de!

|

Géométrie de M. 'Abbé de la Caille ||
& dans le commentaire que nous en|
avons fous le titre : de Guide des jeunes |
Mathémariciens dans Vérude des lecons de|
Mathémarique du méme Auteur. Ce n'eft

] A\ i
quiapres la leéture de ces deux Ouvra|

YA

PREF ACE, b4 4
ges, que je voudrois qu'on sadonnic
au calcul différenticl. Tout bon efpric
fera alors en érat d’y faire , avec les
fecours que nous lui fourniffons > les
plus fenfibles progres.

Les Inﬁnimenr Petits de M. le Mar-
quis de 'Hopiral ont déja en deux édi-
tions, l'une en 1696 , & lautre en
1715. Celle:la fuc faite fous lés yeux
de I'Auteur avec toute I'exa&itude ima-
ginable. Les 14 fautes qui s’y font glif-
{fees ne peuvent induire le Le&eur en
aucune erreur 5 elles font indiquées a
la fin du Volume. Pour I'é¢dition de
1715, elle a ere dirigée par un homme
qui n’avoit pas apparemment les pre-
mieres idées de 'Algébre. L’on y trouve
les fautes les plus groflieres & les plus pro-
pres a déconcerter un Commencant. Je
pourrois en indiquer un tres grand nom-
bre 5 je me contenterai d’avertir ceux qui
fe la font procurée, que les expofants qui
devroient étre négatifs , n’y ont pour l'or-
dinaire aucun figne, ce qui les mer dans
la clafle des expofames pofitifs. 11 fuffic
davoir Ja moindre idée de calcul, pour
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f{entir combien un pareil qué pro quo eft 3
craindre dans un livre d’Algébre. L'une
& lautre de ces editions formient une bro-
chure 72-4°, de 181 pages | far caraflere §;
Aduguftin, L’on a fait la troifieme édition
{ur le méme cara&ere. Mais le peu de ma-=
tiere que fournit letextede ['Auteur, & le

defir que I'ona eu de procurer, a peu de |

TS S TR

RS

frais , a tous les Mathématiciens un Ou- |

vrage dont la néceflité eft univerfellement
reconnue ; nous ont fait préferer le format

in-8°. a lancien format, C'eft rendre un |

véritable fervice au Public ; que de lui
préfenter 2 un prix trés-modique, en un

T R

volume d’environ 500 pages, orné d’un |

grand nombre de planches en taille dou=
ce , Pdnalyfe des Infiniment Petits , & le

commentaire des endroits les plus difficiles

de cet Ouvrage immortel. L’Imprimeur |

a fujet d'efpérer que l'on fera content de |

la partie typographique. Il n’a rien épar- |
4

gue , pour que la beauté de I'édition ré-

AEN 7 )
pondir a la beauté des chofes que le Livre
renferme,

PREFACE

PREFACE

DE L'’AUTEUR

L’A NALYSE qu'on explique dans
cet Ouvrage , fuppofe la commune;
mais elle en eft fort differente. L’Analyfe
ordinaire nc traite que des grandeurs fi-
nies : celle-ci pénétre jufques dans l'infini
méme. Elle compare les differences infini-
ment petites des grandeurs finies 5 elle de~
couvre les rapports de ces différences , &
par-la elle faic connoitre ceux des gran-
deurs finies , qui comparces avec ces in-
finiment petits {font comme autant d’infi-
nis. On peut méme dire que cette Ana-
lyfe s’étend au-dela del'infini : car elle ne
fe borne pas aux différences infiniment
petites 5 mais elle découvre les rapports
des differences de ces différences » ceux
encore desdifférences troifiemes, quatrie-
mes » & ainfi de fuite , fans trouver
jamais de terme qui la puiffe arréter. De
{orte quelle n’embraffe pas feulerﬁcnt lin.



xviij PREF ACE,
fini 5 mais 'infini de l'infini, ou une infi-
nite d’infinis.

Une Analyfe de cette nature pouvoit
feule nous conduire jufqu'aux véricables
principes des lignes courbes. Car les cour-
bes n’étant que des polygones d’'une infi-
nite de cotés, & ne differant entr’elles que
par la difference des angles que ces corés
infiniment petits font entr’eux 3 il n'ap-
partient qu’a ' Analyfe des infiniment pe-
tits de determiner la pofition de ces corés
pour avoir la courbure qu'ils forment ,
cefl-a-dire les tangentes de ces courbes ,
Yeurs perpendiculaires , leurs points d’in-
fiexion ou de rebrouflement , les rayons
qui s’y réflechiffent , ceux qui s’y rom-
pent, &c.

Les polygones infcrits ou circonfcrits
aux courbes, qui par la mulciplication in-
finie de leurs corés, {& confondent enfin
avec elles, ont eté pris de tout temps pour
les courbes mémes. Mais on en étoit de-
meure 12 : ce neft que depuis la décou-
verte de 'Analyfe dont il s'agit ici, que
Yon a bien fenti I'étendue & la fecondicé
de cetee idee,

PREFACE, Xix

Ce que nous avons des Anciens fur ces
imatieres , principalement d’Archimede , eft
aflurément digne d’admiration. Mais ou-
tre quils n'ont touché qu’a fort peu de
courbes ; qu'ils n'y ont méme touché que
légérement ; ce ne font prefque par tout
que propofitions particulieres & fans or=
dre, qui ne font appercevoir aucune mé=
thode reguliere & fuivie. Ce n'eft pas ce=
pendant qu’on leur en puifle faire un re-
proche légitime : ils ont eu befoin d’'une
extréme force de geénic (#) pour percer
a travers tant d’obfcurites , & pour entret
les premiers dans des pais entierement
inconnus. S'ils n’ont pas éte loin ; 'ils ont
matché par de longs circuits; du moins 3
quoi quen dife (¥) Vierre, ils nefe {ont
point égarés : & plus les chemins qu’ils

(&) Archimedis de lineis [piralibus tractanim ciim bis
terque legiffem , totafgue animi wires intendiffem , ue fub~
tiliffimarum denionflrationiim de fpiralium tangentibus ar-~
tificium adfequerer s nufquam tamen , ingenué fatebor ; ab

_earum contemplatione ita certus receffi , quin ferupulus

animo. femper hareret 5 vim illius demonfirationis me nor

percepiffe toranr 5 e, Bullialdus Praf. de lineis fpira

libus. 2 ) ? I
(6) Si weré Archimedes , fallpciter conclufie Euclis

des , &e. Supl. Geom, i

i1
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ont tenus ¢roient difficiles & épineux ,
plus ils font admirables de ne s’y pas éure
perdus. En un mot il ne paroit pas que les
Anciens en ayent pu faire davantage pour
leur temps:: 1ils ont fait ce que nos bons ef.
prits auroient fait en leur place ; & s’ils
croient a la notre , il eft a croire qu'ils au-
roient les mémes vies que nous. Tout
cela eft une fuite de I'égalité naturelle des
efprits & de la fucceflion néceflaire des
decouvertes. :
Ainfi il n'eft pas furprenant que les
Anciens n’ayent pas ¢té plus loin ; mais
on ne fcauroit aflez s'¢tonner que de
grands hommes , & fans doute d’aufli
grandshommesqueles Anciens, en foient
fi long-temps demeures 13 5 & que par
une admiration prefque fuperftitieufc pour
leurs ouvrages , ils fe foient contentés de
Ies lire & de les commenter, fans fe per-
mettre d’autre ufage de leurs lumieres
que ce qu’il en falloit pourles fuivre ; fans
ofer commettre le crime de penfer quel-
quefois par eux-mémes, & de porter leur
vieau-dela de ce queles Anciens avoient
decouvert, Decette maniere bien des gens

B i s i

=

T TR

PREFACE, XXj
¢ravailloient , ils écrivoient, les Livres fe

mulciplioient , & cependant rien navan-

coit : tous les travaux de pluficurs ficcles
nont abouti qu'a remplir le monde de
refpeGueux commentaires & de traduc-
tions répétées doriginaux fouvent affez
meprifables. _

Tel fuc Pétac des Mathématiques, &
fur-tout de la Philofophie , jufqua M.
Defeartes. Ce grand homme poufIe par fon
génie & par la fupériorite qu'il fe fencoit ,
quitta les Ancicns pour ne {uivre que
cette méme raifon que les Anciens avoient
{uivie ; & cette heureufe hardiefle, qui fut
traicée de révolte, nous valut une infinité
de viies nouvelles & utiles furla Phyfique
& fur la Géomérrie. Alors on ouvrit les
yeux , & l'on savifa de penfer. By

Pour ne parler que des Mathemati-
ques , dont il eft feulement ici queftion,
M. Defeartes commenca ou les Anciens
avoient fini, & il débuta par la folution
d’un Probléme ou Pappus dic (a) quiils
étoient tous demeurés. On [cait jufqu’ou

(a) Colled. Mathem. Lib. 7. initio. o
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il a porté I'Analyfe & la Géoméerie , &

combien I'alliage qu'il en a fait, rend fa-

cile la folution d'une infinité de Problé. |

mes qui paroiffoient impénétrables avant

!

i
lf
|

i
|
|
i

|

lui. Mais comme il sappliquoit principa-
lement alaxefolution des égalités, il ne fic |
d'atcention aux courbes, quautant qu'elles |

lui pouvoient fervir a en trouver les ra-
cines : de forte que I’Analyfe ordinaire lui
{uffifant pour ccla, il ne savifa point
d’en chercher d'autre. Il n'a pourtant pas
laifle des'en fervir heureufement dans la
recherche des tangentes; & la méthode
quil découvrit pour cela lui parut i belle,

S e A S g

quiil ne fic point difficulté de dire , (a) |
que ¢e Probléme croir le plus urile & le plus

géncral , non.fenlement qu’il (e , mais méme
qu'il edit jamais défir? de feavoir en Géométrie,
- Cemme la Géométrie de M. Defeartes
avoit mis la conftruétion des Problémes
par la réfolution des égalicés forr 2 I
mode, & qu'elle avoit donné de grandes
ouvertures pour cela 5 la plupart des Géo-
tnetres 8’y appliquerent , ils y firenc aufli

L@ Geomet, Liy. 2,
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de nouvelles découvertes, qui sau gmeln—
tent & fe perfeftionnent encore tous lcs

’oulii)‘ur M. Paféal, il tourna fes vues de
tout un autre cOté ¢ il examina les cour-
bes en ellesmémes » & fous la forme de
polygone 5 il rech’ercha les l’onguc.ursf Se
quelques-unes , Pefpace qu cll¢§ renfer-
ment, le folide que ces elpaces decrivent,
les centres de gravite des unes & des au-
tres , &c. Bt par la confidération feule de
leurs ¢lémens, c’eﬁ-é-dlre,des mﬁm,mf:nt
petits , il découvrit des Méthodes genera-
les & d’aurtant plus furp’r\enantcs > qu il ne
paroit y T’cr{c arrivé qu’a force de tcee &
alyfe.
ﬁmfs’cﬁ 13ie)éemps apres la publication de [a

Méthode de M. Defeartes pour les tangen-
tes , M. de Fermat en trouva aufliune, que

. A
" M. Defeartes a enfin avoué (@) lui-méme

éere plus fimple en bien des rencontres que
la fienne, 11 eft pourtant vrai qu'elle n ctoit
pas encore auflt fimple que M. Barrovy Ia
rendue depuis en confiderant de plus prcs

bir

(a) Lett. 7z, Tom. 3.
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la nature des polygones, qui préfente na=
turellement a Pefprit un petit triangle fai
d’une particule de courbe, comprife entre
deux appliquées infiniment proches, dela
difference de ces deux appliquees , & de
celle des coupees correfpondantes; & ce
triangle eft femblable a celui qui fe doit

former de la tangente, de l'appliquée, &

de la foutangente : de forte que par une
{implc Analogie cette derniere Méthode
epargne tout le calcul que demande celle
de M. Defeartes , & que cette Méthode ,
elle-méme , demandoit auparavant.

M. Barrovv (@) n’en demeura pas la,
il inventa aufli une efpece de calcul pro-
pre a cette Methode ; mais il lui falloic ,
aufli-bien que dans celle de M. Pefeartes,
oter les fraGions, & faire évanouir tous
les fignes radicaux pour sen fervir.

Au défaut de ce calcul eft furvenu ce-
luidu celébre (&) M. Leibnitz ;5 & ce {ca-
‘vant Géométre a2 commencé ot M., Bar-
rovy, & les autres avoient fini. Son calcul
I'a mené dans des pays jufqu’ici inconnus ;

(a) Led. Geomer. pag. So.
(8) Aida Erud, Lipf. an. 268 4. pag. 46 7.

LR
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& il ya fait des découvertes qui font I'e-

tonnement des plus habiles Mathémati-

iens de Europe. M. Bernoulli ont cte les
premiers qui fe font appercus de la beauté
de ce calcul :ils Pont porté a un point qui
les a mis en état de furmonter des diffical-
tés quon n'auroit jamais ofé tenter au-
paravant.

L’étenduc de ce calcul eft immenfe : il
convient aux courbes mecanigues, com-
me aux géomérriques; les fignes radicaux
lui font indifférens ; & méme fouvent
commodes ; il sétend & tant d’indetermi-
nées quon voudra ; la comparaifon des
infiniment petits de tous les genres lui eft
également facile. Et de la naiffent une in-
finite de découvertes furprenantes par rap-
port aux tangentes tant courbes que droi-
tes , aux queltions De maximis & MINImIS
aux points d’infléxion & de rebroufle-
ment des courbes , aux developpees , aux
cauftiques par réfléxion ou par réfraction,
&c. comme on le verradans cet Ouvrage.

Je le divife en dix Sections. La pre-
miere contient les principes du calcul des
différences. La feconde fait voir de quelle
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maniere 'on s’en doit fervir pour trouver,
les tangentes de toutes {ortes de courbes, |
quelque nombre d’indéterminées qu’il); |
ait dans l'equation qui les exprime , quor
que M. Craige (2 ) n'ait pas crii qu'il piit

7 = > 4 -
s'ctendre julqu'aux courbes mécaniques |

ou tranfcendantes. La troifieme , com-
ment il fert a refoudre toutes les queftions

De maximis & minimis, La quatrieme, come |
ment il donne les points d’infléxion & de |
rebrouflement des coutbes. La cinguieme
en découvre I'ufage pour trouver les déve
loppéesde M. Hugens , danstoutes fortesde
courbes. La fixicme & la feptieme font
voir comment il donne les cauftiques, tant
par reflexion que par réfradtion , dont l'il-
laftre M. Tfchirnhans eft linventeur , &
pour toutes fortes de courbes encore. La |
huitieme en fait voir encore I'ufage pour
trouver les points des lignes courbes qui |
touchent une infinité de lignes données,
de pofition, droites ou courbes. La neu-
vieme contient la folution de quelques
Problémes qui dépendent des découvertes

AT AT

TR TR A )
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(a) Defigurarum curyilinearum quadraturis part. 2.
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précédentes. Et la dixieme confifte dans
une nouvelle maniere de fe fervir du cal-
cul des différences pour les conrbes geo-
métriques:d’oti I'on déduit la Méthode de
M?® Defcartes 8 Hudde , laquelle ne con-
vienr qua ces fortes de courbes.

11 eft 2 remarquer que dans les Setions
2,354,5,6>7,8, 1l A’y aquetres-pen
de propofitions ; mais elles font toutes gé-
nérales , & comme autant de Mecthodes
dont il eft aifé de faire 'application a tant
de propofitions particulieres qu'on vou-
dra : je la fais fenlement fur quelques
exemples choifis, perfuadé quen fait de
Mathémarique il n’y a 2 profiter que dans
les Meéthodes , & que les Livres qui ne
confiftent qu'en détail ou en propofitions
particulieres , ne font bons qu’a faire per-
dre du temps & ceux qui les font, 8 a ceux
qui les lifenc. Aufli n'ai-je ajoute les Pro-
blémes de la Section neuvieme, que par-
ce quils paffent pour curieux , & qu'ils
font trés-univerfels. Dans la dixieme Sec-
tion ce ne font encore que des Méthodes
que le calcul des différences donne a la
maniere de M® Defearses & Hudde 5 & i
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cll;s ,font fi limitées , on voit par toutes les|
précedentes que ce n’eft pas un défaue de|
ce calcul, mais de la Méthode Cartéfienne|
a laquelle on Paflujettic. Au contraire rien |
ne prouve mieux l'ufage immenfe de !
calcul, que toute cette varieté de Mécho-
des 5 & pour peu d’attention qu'on y fafls §
T'on verra qu'il tire tout ce qu'on peut ti-|
rer de celle de M® Defearres & Hudde | &
que la preave univerfelle qu'il donne de
Tufage quion y fait des progrefTions arith.
metiques, ne laifle plus rien & fouhaiter !
pour linfaillibilicé de cette derniere Més |
thode.
Javois deflein d’y ajouter encore une
Section pour faire fentir aufli le merveil- |
leux ufage de ce calcul dans la Phyfique, |
jufqua quel point de précifion il la peut |
porter , & combien les Mécaniques en |
peuvent retirer d'utilite. Mais une maladie |
m'en a empéché : Le Public ny perdra |
pourtant rien, & il aura quelque jour |
meme avec ufure. !
Dans toutcela il n’ya encore quela pre- |

|

muere partie du calcul de M. Leibnitz | la- |

TS

o= >

=
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quelle confifte a defcendre des grandeurs |
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entiéres 2 leurs différences infiniment pe-
tites, & & comparer entreux ces infini-
ment petits de quelque genre qu'ils foient:
Celt ce quon appelle Caleul différentiel.,
Pour lautre partie, qu’on appelle Calcal in-
tégral | & qui confiftc 2 remonter de ces
infiniment perits aux grandeurs ou aux
touts dont ils font les différences, ceft-a-
dire, 4 en trouver les fommes,, yavois auf-
fi deflcin de le donner. Mais M. Leibnitz
m’ayant écrit quiil y travailloit dans un
Traité quil intitule De Scientid infiniti | je
wai eu garde de priver le Public d’'un fi
bel Ouvrage qui doit renfermer. tout ce
qu'il y a de plus curicux pour la Methode
inverfe des tangentes , pour les rectifica-
tions des courbes , pour la quadrature des
efpaces quelles renferment , pour celles
des furfaces des corps quelles décrivent »
‘pour la dimenfion de ces corps » pour la
découverte des centres de gravite , &c:
Je ne rends méme ceci public, que parce
qu'il m’en a prie par {es kettres, & que je
le crois néceflaire pour préparer les efprits
3 comprendre tout ce quon pourra dé-
couvrir dans la fuite fur ces maticress
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Au refte je reconnois devoir beaucoup
aux lumieres de M"® Beraonlli , {ur-tout 2

celles du jeune préfentement Profefleur & |
Groningue. Je me fuis fervi fans fagon de |
leurs decouvertes & de celles de M., Eeib- |

SSEe

SERES

mirz. C'eft pourquoi je confens quiilsenre: |
vendiquent tout ce qu'il leur plaira , me b

contentant de ce qu’ils voudront bien me

laiffer. ‘

Ceeft encore une juftice diie au fcavant |

T

M. Nevueon, 8 que M. Leibnitz Jui a ren- :

due (4) lui-méme: Qu'il avoit aufli trou:
ve quelque chofe de femblable au calcul
differentiel , comme il paroit par Pexcel-
lent Livre intitulé , Philofophie naturalis

e ——

principia Mathematica , qu’il nous donnaen |

1687, lequel eft prefque tout dece calcul; |
Mais la Cara&eriftiquede M. Leibnitz rend |

le fien beaucoup plus facile & plus expé- |
ditif'; outre quelle eft d’un fecours met= |

veilleux en bien des rencontres.

Comme l'on imprimoit la derniete

feuille de ce Traité ; le Livre de M.

. g . L
Nieuvventiic m’eft tombé entre les mains.
Son titre, Analyfis infinitornm | m’a donné

(&) Journal des Scayans dy 30 Aot 26 9 4
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la curiofité de le parcourir : mais jai
trouvé qu'il étoit fore différent de celui-
ci; car outre que cct Au'teur ne fe fert
point de la Cara&ériftique de M. Leibnitz,
il rejete abfolument les differences fecon-
des, troifiemes , &c. Comme jai bati la
meilleure partic de cet Ouvrage fur ce
fondement , je me croirois oblige de ré-
pondre a fes obje@ions, 8 de faire voir
combien elles font peu folides , fi M.
Leibnitz 0’y avoit déja pleinement fatisfaic
dans les A&es () de Leypfick. Dail-
leurs les deux demandes ou fuppofitions
que jai faites au commencement de ce
Traité, & fur lefquelles feules il eft ap-
puyé , me paroiflent fi évidentes , que je
ne crois pas qu’elles puiflent laiffer aucun
doute dans I'efprit des Lecteutrs attentifs.
Je les aurois méme pu démonteer facile-
ment 3 la maniere des Anciens, fi je ne
me fufle propofé d’étre court fur les chofes
qui font déja connues , & de m attacher
principalement 2 celles qui font nou-
velles.

(a) Ada Erud. an, 269 5. pag. 310 & 36 9.
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DUCALCUL DES DIFFERENCES.

SECTION L
Ou Pon donne les Regles de ce Calcul,

Ditriritrox L

.

"8 8" N appelle quantités varsables celles qui
augmentent ou diminuent continuelle-
- ment ; & au contraire quantités c‘onf
& % % & tantes celles qui demeurent les mémes
pendant que les autres changent. Ainfi dans une
parabole les appliquées & les coupées font des
quantités variables, au lieu que le paramétre eft
une quantité conftante.

A



2 ANALYSE
Deirinrrion IL

La portion infiniment petite dont une quantité
variable augmente ou diminue continuellement,
en eft appelléela Différence. Soit, par exemple, une
ligne courbe quelconque AMB, (Fig. 1. PL1.) qui
ait pour axe ou diamerre la ligne AC , & pour une
de fes appliquées la droite PM ; & foit une autre
appliquce p “infiniment proche de la premiere.
Cela pof¢, ft 'on méne MR paralicled AC; les
cordes AM , Am ; & qu'on décrive du centre A,
de lintervalle A M le petit arc de cercle MS : Pp
fera la différencede AP ; Rz cellede PM; S
celle de AM, & M celle de 'arc AM. De
méme le petit triangle M A 7 qui a pour bale
Yarc M , fera la difference du fegment A M ; &
Ie petit efpace M Ppm , celle de 'efpace compris
par-les- droites AP, PM ; & par arc -A M.

COROLLAIRE.
1.T ¢ eft évident que la différence d’une quantité
conftante eft nulle ou zero: ou { ce qui eft la méme
chole ) que les quantités conftantes n’ont point de
différence.
AVERTISSEMENT.

Oun fe [ervira dans la (uite de la note ou caraéié-
riftique d pour marquer la différence d’une quantité
wvariable que Pon exprime par une [eule lettre ; &

pour eviter la confufion , cetre note d waura point

d’aytre ufage dans la fuite de ce calcul. Si Pon nom-
meypar excmple les variables AP, x; PM, v3

RTETET
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AM,z; larc AM, u § lefpace nixtiligne AMP
s; & le fegment AM, t: d x exprimera la valent
dePp, dycelle de Rm, dz celle de Sm, du celle
du perit arc Mm , ds celle du perit efpace MPpm ,
& dt celle du petit triangle inixtilighe M A m,

I. DEmaNDE ou SUPPOSITION
2. () x demande qu'on puiffe prendre indifférems
ment Pune pour l'autre deux quantites qui ne difs
férent entr’elles que d’une quantité infiniment pe=
tite : ou ( ce qui eft la méme chofe ) qu'une quans=
tit¢ qui n’eft augmentée ou diminuée que d’ung
autre quantit¢ infiniment moindre qu’elle , puiffe
étre confidérée comme demeurant Ja méme. On
demande, par exemple,, qu'on puifle prendre A p
pour AP, p» pour PM, Pefpace A pm pour I'éf=
pace AP M, le petit efpace M P pm pour le pe-
tit re¢tangle MPpR , le petit feCteur A M #
pour le petit triangle AMS , I'angle p A 7 pour
Yangle P A M, &c. ( Confultex la Note premiere. )
1L DemanpE oUu SurrosiTio.
3.0~ demande qu'une ligne courbe puife érre
confidérée comme Paflemblage d’une infinité de
lignes droites , chacune infiniment petite : ou ( ce
qui eft la méme chofe ) comme un polygéne d’una
nombre infini de c6tés; chacun infiniment petit 5
lefquels déterminent par les angles qu’ils font e
tr'eux , la courbure de la ligne. On demande ; par
exemple, que la portion de courbe M, & 'arc de
cercle MS, puiffent étre confidérés comme des lignes
droites & cauls de leur infinie petitefle, enforte que
A a
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le petit triangle 7 S M puifle étre cenfé retiligne,

AVERTISSEMENT.

On fuppofe ardinairement dans la fuize qgue les
‘dernieres lettres de Ualphabet , z , Vs X, &c. mar-
quent des quantités variables ;5 & au contraire que
les premieres a, b, ¢ 5 & marquent des quantiés |

conflantes : de [orse que x devenant x-dx;y,2, |

&c. deviennent y+dy,z~+dz, &, (dre. 1) §
Era, b, c, &ec. demeurent les mémesa, b, c, & 1

PROPOSITION 1. é
PrRoOBLEME.

4. Prexore i différence de plufieurs quantités
ajoutées enfemble , ou fouftraites les unes des autres. |
Soit 2 +x -y —g dont il faut prendre la dif- |
férence. Si T'on fuppofe que x foit augmentés |
d’une portion infiniment petite , Ceft-2-dire quielle |
devienne x-+4d x 3 y deviendra alors y~+dy; & |
X 53-+dz ;5 pour la conflante , ( Art. 1. ):elleif
demeurera la méme a: de forte que la quanti[é£
propofée a + x 4y —z deviendra a-+x +dyx
+y-+dy —z3—dz; & fa difiérence , que Fon F
trouvera en la retranchant de cette derniere , fera |
dx4-dy—dz. 1l en eft ainfi des autres ;5 cequi
donne cette regle. i

Bs ¢ vml
Pour les quantités ajoutées , ou fouflraites.

On prendra Ja différence de chaque terme dela |
quantité propofée , & retenant les mémes fignes,

|
3

pES INFINIMENT PETITS. 5
on en compofera une autre quantité qui fera la
différence cherchée. :

PAREO.PL@' S TR0 Nl
PrRoBLEME.

£ Prevore différence dun produit fait de
plufieurs quantités mulriplides les unes par les autress

1°. La difference de xy eft yd x +xdy. Cary
devient y 4 dy, lorfque x devient x +d x 5 & par=
tant xy devientalorsx y +ydx+xdy+dxdy,
qui eft le produit de x-+d x par y +dy , & fa dif-
firence fera ydx +xdy4-dxdy, ceft-d-dire
(Art. 2.)ydx+xdy, puilque dxdy eft une
quantité infiniment petite par rapport aux autres
termes y dx, & xd y ;5 car fi Pon divife , par exem-~
ple,ydx&dxdy par d x , on trouve d’une part‘
7 » & de l'autre 4y qui en eft la différence , & par
conféquent infiniment moindre qu'elle. D'od il
fuit que la différence du produit de deux quan-
tites eft ¢galeau produit de la difftrencede la pre-
mierede ces quantités par la feconde, plus au pro-
duit de la différence de la feconde par la premiere.

20. La difftrence dexyz eft yzdx +xz3dy
~+xydz. Caren confidérant le produit x y com-
me une feule quantité, il faudra , comme Ton
vieat de prouver , prendre le produit de fa diffé-
rence y d x -+ x d y par la feconde 3 ( ce qui don-
neygdx—~+xzdy) plus le produit de la diffié-
rence dz de la feconde £ par la premiere xy(ce
qui donne xydz); & partant la différence de
xyz fera Jf{dx—i-x{dy—t—xyd{-A

z
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3°. Ladifference dexyza eftu ygd x+uxzgdy
suxydg-+xyzda Ce quife prouve comme
dans lecas précédent , en regardant le produit xyz
comme une feule quantité. 11 en eft ainfi des au-
gres 3 infini, d’oli Pon forme cette régle,

Rrc el
Pour les quantités multiplices.

La difference du produit de plufieurs quantités
multipliées les unes par les autres , eft égale 3 Ia
fomme des produits de la différence de chacune
de ces quantités par le produit des autres.

Ainfila différencede ax eft xo +adx, ceft-
A-direadx. Cellede a+xxb—yeftbdx—
ydx—ady—xdy. (Confulreg la note feconde,

PROPOSITION IIL
PROBLEME.

6.Prenn RE [z difféerence d'une fraction quel-
conque.
sl

: ja différence de % eft 222—22», Car fuppofant
&~ ,o0naura x=y, & comme ces deux quan-
tites variables x & y < doivent toujours étre égales
entr'elles, foit qu'elles augmentent ou diminuent,
il Senfuit que leur difference, ceft-a-dire, Teurs
accroiffemens ou diminutions feront aufli égales en-
welles; & partant (Are. 5.) on aura d x — y d 3+
£y, & dy—="r=20 — rde—ndv e mertant
pour ¢ {a valeur 2. Ce quiil fa,lloi’cy > &c. d’ou Ton
forme cette ségle, e

ST e ST

R
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Pour les quantités divifées , ou pour les fradtions.

La diffirence d’une fraGion quelconque eft
égale ‘au produit de la différence du numerateur
par le dénominateur , moins le produit de la dif-
firence du dénominateur par le numérateur : le
tout divifé par le quarre du dénominateur.

Ainfi la différence de % fera =22, celle de

x

REcre

= fera P L (Confultez la note troifieme.)
PROPOSITION 1IV.

ProsL £EME.

7.P RENDREla différence d'une puiflance quelcon-
que parfaite ou imparfaite d'une quantité variable.

11 eft néceflaire afin de donner une régle géne-
rale qui ferve pour les puiffances parfaites & im-
parfaites , d’expliquer Fanalogie qui fe rencontre
entre leurs expofants.

Si Pon propofe une progreflion géométrique
dont le premier térme foit Punicé , & le fecond
une quantité quelconque ¥, & qu'on difpofe par
ordre fous chague terme fon expofant, il eft clair
que ces expofans formeront une progreflion arith-
métique.

Prog. géom. 1,x,xx, ¥, %%, x*, %%, &7, &c.

Prog. arith, 0, 1,253, 455, 6.5 7r8&cC,

Et fi 'on continue la progreffion géométrique
au deflous de Punité , & Parithmetique au deflous
de zero , les termes de celle-ci feront les expo-
fans de ceux aufquels ils répondent dans lautre.

A g
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Ainfi—1 eft Pexpofant de -, — 2 celuj de - , &e
5 2 3 XX o
Pxiog.geom. TR 26U,
Prog. arl,th. 1,0,=1,~2,—3,24, &
Mais fi T'on introduit quelque nouveau terme
A i, :
dan:s la progreffion geometrique , il faudra pour
avoir fon_ expofant, en introduire un femblable
dans l'arithmétique. :
Ainfi S iyKs s
e vX aura pour expofant L : Jx, }.{/x“,‘%:v'?;,

BEAST ety Wi
Bl s g ek &ec. de forte que ces

Tl LT 4
expreflions }/x & ¥7, 1% & x7, Vit & s, e
. . a”

L
| :
& x %, &c. ne fignifient que la méme chofe.
Prog. géom. ; 5
sg gom gi’l/sx’x'r’l/xsl/xx:x'
T, VX, ) xx, VXV %, x
Fends

Prog. arith.

L z
: ?9 3.1 100 O ;‘, 32 I.
Qs,5.9..5 T CIT T
Prog. o LhTe L 1 : :
gl g geon?' X0 Yxd ¥yt T 2 4
=~ : ; Vit 3
= (o a e
in ) Z %3 2 Yar 2 zat
i 3
Prog. arith. Ty L e B By el

e e T

3 0 < 3 > '_‘:: » T g

’Oﬁ T'on voit que de méme que }/xeft moyenne
gcométrique entre 1 & x , de méme aufli Left mo.”
yenne arithmétique entre leurs expofans zero &

1 : & de méme que }}x eft la premiere des deux
moyennes géomctriquement proportionnelles en-
tre 1 & x, de méme auffi eft la premiere des deux
moyennes arithmétiquement proportionnelies en-
tre leurs expofanszero & 1 : &ilen eftainfi des au.

pEs INFINIMENT PETITS. 9
tres. Or il {uit de la nature de ces deux progref-
fions. 7 :

1°. Que la fomme des expofans de deux termes
quelconques de la progreflion géométrique fera
Texpofant du terme qui en eft le produit. Ainfi

1 I
¥+ ol & eft le produit de x* par x* , & x> 3ol
s : 1 r TiTi
x5 eft le produit dex> par xi, & x 73775 o
2 i Bl ¢ e A
x—Zeft leproduitde x5 par x5, &c. De meéme
1 1 2 L 5
x5 ol x1 eft le produit de 7 par lui-méme ,
ceft-d-dire fon quarré , & x> on xeft le
produit de x* par x* par x>, c’eft-a-dire fon cube,

1 T

1 T 4

ST D s we g ot s efts la quatrieme
puiffance de x =7, & il en cft ainfi des autres
puiffances. D’out il eft évident que le double, le
triple , &c. de I'expofant d’un terme quelconque
de la progreflion géométrique eft I'expofant dn
quarré, du cube , &c. de ce terme ; & partant que
la moitié¢, le tiers , &c. de I'expofant d’un terme
quelconque de la progreflion géométrique fera
I'expofant de la racine quarrée , cubique , &c.
de ce terme.

2°. Que la différence des expofans de deux
termes quelconques de la progreffion géomcétrique
fera Texpofant du quotient de la divifion de ces

i 1 ;
termes. Ainfi x> 3 = x¢ fera 'expofant du quo-
J o 2 L & LS S
tient de la divifion de x3 par x3, & x 3 4
7 _ T it
=x 1 {era I'expofant du quotient de la divi-
I I "
fiondex 775 parx# ; ou Lon voit que ceft fa
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méme chofe de multiplier x— 7 par v que

de divifer x— 5 par ¥3. 11 en eft ainfi des autres,
Ceci bien entendu, il peut arriver deux différens
cas.

Premier cas, lorfque la puiffance eft parfaite,
c’eft-a-dire lorfque fon expofant eft un nombre
entier. La difference de xx eft 2xdx, de »* eft
3xxdx , de x* eft 4x’dx , &c. Carle quarré de x
n’¢tant autre chofe que le produit de x par x, fa
difference ( Arz. 5. ) fera xdx+xdx , ceft--dire
2xdx.. De méme le cube de x n’étant autre chofe
que le produit de x par x par x, {a différence
( Are. 5.) fera xxdx 4-xxdx - xxdx , ceft-a-dire
3xxdx ; & comme il en eft ainfi des puiffances i
Yinfini, il senfuit que fi l'on fuppofe que 7 mar
que un nombre entier tel que Pon voudra , la

difference de 2" fera x™ 1 dx. :
Si Pexpofant eft négatif, on trouvera que la |
= —m — mxm — 14

différence de x ol'de = ferg =Tk

R SRR
Second cas, lorfque la puiffance eft imparfaite,

c’eft-a-dire lorfque fon expofant eft un nombre |
rompu. Soit propof¢ de prendre la différence de |

Bt B, : ,
}/x oux (7 exprime un nombre rompu quel-

. m
conque ) on fuppofera x" =3, & en ¢levant cha:
que membre a la puiffance # on aura x™ =3z", &
en prenant les différences comme l'on vient d'ex-
pliquer dans le premier cas, on trouvera zx™~'ds

pes INFINIMENT PETITS. i1

g il Bl e e 6 O

1
ng

m " m—n \ e
™ dx y/x" ", en mettant & la place de #na

— i
——_:%x" dx , ou

m
valeur nx™ 2. Si Pexpofant eft négatif , on

m s
trouvera que la différence dex = ou de "=
. %

fera

m. — =
r-—;l—xn ’L{x m ._.in

e e qui donne

2m

n

x
cette régle générale.
Reecre IV.

Pour les Puiffances parfaites ou impayfaites.

La différence d’une puiffance quelconque pat-
faite ou imparfaite d’une quantité variab.le, eft
égale au produit de 1'expo(%nt (}e cette puiffance,
par cette méme quantité cleveea une puiffance
moindre d’une unité , & multipliée par fa diffé-
rence.

Ainfi fi Von fuppofe que 2 exprime tel nombre.
entier-ou rompu que I'on voudra, foit pofitif, foit
négatif , & x une quantité variable quelconque ,
la différence de x™ fera toujours m x™ " dx.

ExEMPLES

La difftrence du cube de 2 y—xx, c’e_ﬁ%—dirc
de ay—-xxj, et 3xay—xxxady —2xdx
zga’yydy—éaaxxyd_;/-{—-;ax‘*vdy—-Ga
ayyxdx-12ayxdx—6xdx
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—— g e
La diffél‘ence de Vx]+yy ou de xy+yy z’ e&
avils

$X5+7] T2 xydx —+xdy —2ydy,0U

1 1
Celle de ]/a4 —- axyy OU de 24 axyy *» eft 2ix
—_— aryda-ytan yily
@t —axyy > Xayypx —+2axydy, OU 2V i anyy
3 & ST NAISHD X
Celle de ]/ax-+—xx, oude s% rxxis cft
X ax—xk | X adx - 2xdx , out T

3V‘z’\' - xx

La différence de }/aw—+ 2w+ Var +anyy OU

2

de oo Fwa+yatoanyy *» et 31X

ax+xx+1/a4+ﬂx},y 7 ZX e o e e ayyds —1— zaxydy

Var

adx S=2xdx ayydr——z2axydy

ou - ot
2V ax - xF Vot anyy 1V at4anyy X2 Var i Vat fayys

3

: Vax

La difftrence de L2222 fera felon cette réele
\/x_y—i— Yy =

( 4re. 7. 6.) & celle des fra&ions .

adx ——2xdx sy 3
PR y x‘-—-xdy——z'yd)' M
H X XY~y i S
3Vax Fav l/ e Vay—yy 1V ax -
o il 0

( Confultez la note quatrieme. )

ReEmARQUE

g .
8.IL eft a propos de bien remarquer que I'ona
toujours fuppof¢ en prenant les différences, qu'une
des‘{;‘ra.nables x croiflant, les autres y, z, &C.
crol . a~-di
oient aufli ; ceft-a-dire que les x deves
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_nant x-+dx, les y, x ; &c. devenoient y -+

dy, z+dz, & Ceft pourquoi sl arrive que
quelques-unes diminuent pendant que les au-

tres croiffent , il en faudra regarder les diffé-

ronces comme des quantités négatives par rap-
port & celles des autres quion {uppofe croitre 3
& changer par conféquent les fignes des ter-

“mes ol les différences de celles qui diminuent

{c rencontrent. Ainfi fi I'on fuppofe que les x
croiffant, les y & les z diminuent , c'eft-a-dire
que les x devenant x4 dx, les y & les g de-
‘vienhent y —d y & 3—d g5 & que Yon veuille
prendre la différence du produit xy 1 ; il faudra
changer dans la différence xydz + x 3dy -+
yzdx trouvée (Are. 5.) 5 les fignes des ter-
mes ol dy & dz fe rencontrent : ce. qui donne
yzdx—x yd 3 — x3dy pour la différence
cherchée.
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SECTION AL

Ufage du calcul des différences pour trouver les
Tangentes de toutes fortes de lignes courbes.

DfriNIiTION

I T'on prolonge un des petits cbtés Mm
( Fig. 2. Pl 1.) du poligone qui compofe
( Are. 3.) une ligne courbe ; ce petit cbté ainfi
prolonge fera appellé la Tangente de la courbe
au point M ou #. ( Confulrex la Note cinquieme. )

PR OPOSEEIO NI
ProsLEME.

9.SOIT une ligne courbe AM (Fig. 3. Pl 1.)
telle que la relation de la coupée AP & lappliquée
PM, foir exprimée par une équation quelconque ,
& qu'il faille du point donné M fur cerre courbe
mener la tangente M.

Ayant mené Pappliquée M P ,-& fuppofé que
la droite M T qui rencontre le diamétre au point
T, {oit la tangente cherchée ; on concevra une
autre appliquée # p infiniment proche de la pre-
miere , avec une petite droite MR parallele &
AP. Eten nommant les données AP, x ;PM, y;
(donc Ppou MR =dx,& Rm=—dy.) les
triangles femblables » R M & M P T donneront
mR (dy). RM (dx):: MP (). PT = 2= Ot
par le moyen de la difference de I'équation don=-
née, on trouvera une valeur de 4x en termes
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4
qui feront tous affeCtés par dy, laquelle étant

mulripliée par y & divifée par dy , donnera une

valeur de la foutangente PT en termes entiere~
ment connus & délivrés des différences , laquelle
fervira 3 mener la tangente cherchée MT.
( Confultez la Note fixieme.)

REMARQUE

10. L orsquE le point T (Fig. 4. PL 1.)
tombe du cbté oppofé au point A originedes x ,
il eft clair que x croiffant , y diminue , & quil

faut changer par conféquent ( 4rs. 8.) dans la

difiérence de Péquation donnce les fignes de tous
les termes ol dy fe rencontre : autrement la va-
leur de dx en dy feroit négative ; & partant aufli
celle de PT (22). 1l eft mieux cependant ,
pour ne fe point embarraffer , de prendre toujours
la différence de I’équation donnée par les regles

~que Y'on a prefcrites ( Seét. 1.) fans y rien chan-

ger ; car sl arrive A la fin de Popération que la
valeur P T foit pofitive, il s'enfuivra qu’il fau-
dra prendre le point T du méme cété que le point
A origine de x , comme Fon a fuppof¢ en faifant
le calcul : & au contraire fi elle eft négative, ille
faudra prendre du coté oppofé. Ceci s'éclaircira
par les exemples fuivans. :

Exegmere Lk

1. 1981 T'on veut que ax == yy exprime la
relation de AP 32 PM, (Fig.3. Pl.1.) la
courbe A M fera une parabole qui aura pour pa=
ramétre la droite. donnée 4, & on aura en pre-
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nantde part & d’autrelesdifférences , adx ==2y4y,
&dx = 22 & PT (2%) = 22 — 2 x en mettant |

pour yy fa valeur ax. Dot il fuit que {i 'on prend
PT double de AP, & quon méne la droite

MT, elle fera tangente au point M. Ce qui &

étoit propofé.

29. Soit léquation a2 = xy qui exprimels

nature de Thyperbole entre les afymptotes.
( Fig. 4. Pl. 1.) On aura en prenant les difféter.

ces xdy +ydx —o, & partant PT (2 — — 4

Drouil fuit que filonprend PT —= P A du cbié
oppofé au point A , & qu’on méne la droite MT,
elle fera la tangente en M.

3°. Soit I'équation générale y™ — x qui exptime
la nature detoutes les paraboles 2 Pinfini , lorfque

Yexpofant 7 marque un nombre pofitif entier ou I
rompu , & de toutes les hyperboles lorfqu’il mar- &
que un nombre négatif. On aura en prenant les |

differences »y™ 'dy — dx , & partant PT |

#%) = my™ = mx en mettant pour 3™ fa va-
leur x.

Sim =1, Péquation fera y* — axx qui expri-
me la nature d’une des paraboles cubiques , & la
foutangente PT =—1x. Sim —-— 2, Iéquation
fera @’ = xyy qui exprime la nature de l'une des
hyperboles cubiques, & la foutangente PT——ax.

1l en eft ainfi des autres.

Pour mener dans les paraboles la tangente au .

point A origine des x , il faut chercher quelle
doit étre la raifon de dx a dy en ce point ; car
il eft vifible que cette raifon étant connue, 'an-

gle
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gle que la tangente fait avec I'axe ot le diame-=
tre fera aufli déterminé. On a dans cet exemple
dx.dy::my" . 1. D'oll Ion voit que y éeant
zeroen A , laraifonde dy 3 dx doit y €tre infi= .
niment grande lorfque 7 furpaflé 1 ; & infinimerit
petite lorfqu’elle eft moindte : c’eft-3-dire que la
tangente en A doit étre parallele aux appliquées
dans le premier cas , & fe conforidré avec le dia-
metre dans le fecond. ( Confultez la Nore Jeptieme.)

Exegwmere ILL
IIZ.S o1 une ligne courbe AMB (Fig. 5. PL 1.)
telle que AP XP B (4xa—= ). PM*(jiy): : AB
(2). AD (). Donc a—;l:ax——xﬁc, & en pre=

nant les différences , ffz%! = adx ~ 2xdx , d’od

5, . : }’_‘_{f LA ’@’Y Al 2a% — 200
eIl d e )

€n mettant pouf ayTy fa valeirax —xx; &P T
-—-A P ou AT (et 2

.
a— 2%

( Voyez la note 8. )

Suppofant A préfent que A5 xPB*( #3xa—m i):
PM’())::AB(a). AD (b), on aura (%'-i::

RS e S e T
% Xa — & 3 & en prenant les différénces Lj;dz

S z 1 ‘ s
== 3xxXdX X @ —x — 2adx +2xdexx3 5 Aol Pod
5

tireld—x: i)i?_xa—x? :_5x><a—a_r ;
dy 3¥xxa—x*—ga+2xxx3  3d—3x—2F
B
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Jex 7 Snw &AT — z‘;xr (Fopez la Note 8.
3e—~5% N 38 5% :
Et genéralement fi Pon veur que 7 marque
Pexpofant de la puifiance de AP, & # celui

i =1
de la puiffance de P B, on aura d—i"—b—— it
X 2 —x"qui eft une équation générale pour tou-
tes les ellipfes. & linfini , dont la diffirence eft
g~ nay™ 0T 'dy

ou

BV A A i

na—x"""'dx xx", d'ot Ton tire (en mettant

“+n AN
albus yo s = ANDT (12

fa valeur x" x o =" )P T ( ps )

ay™

b
e
m—tnx" Xa—ux

pour

m—=nxXa—%

M=y

mnx Xa—x'—pp—xt L XX® T g xR

m —-nX ax — xx nax
ou P T = 3 & A T _—————y
Mma —mi— nx Ma — i ~—nx

{ Vopez la Note 8.)
Exzmrepre JLL

13-, 65 mémes chofes éeant pofées que dans
Pexemple précédent , excepté que lon fuppofle
ici que le point B ( Fig. 6. PL 1. ) tombe de

Pautre coté du point A par rapport au point
m -—{—n
P, on aura Téquation %

== X" X a—+x" qui

exprime. la nature de toutes les hyperboles con-
fiderées par rapport & leurs diametres. Dot Fon

. & .—(.Tv X ax —- x%
titera comme cicdeflis P T =% Zn L damy
L= ma—tm —— nx

&AT . (Pwyeg la Note 9. num, 1.)

Mme ~—m--nx

¢ 7" ;
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Maintenant fi Pon fuppofe que A P foit infi~
niment grande , la tangente TM ne rencontrera
Ia courbe qu’a une diftance infinie , c’eft-a-dire ,
qu'elle en deviendra Iafymptore CE3' & lon
nax nn
nm—l—mx):m-i—n d
== A C; puifque a ¢tant infiniment moindre que
X, le terme 7 a fera nul par rapport & m — na.
Par la méme raifon en ce cas léquation i la
courbe deviendra ay™ " — kx" " Ainfi en
faifant, pour abréger, m +n —=p, & en extra-
yant de part & d’autre la racine p, on aura

J ]P/a — 0 ]F/b > dont la différence eft dy ]p/a:

dx 1}17 : de forte quen menant A E parallele
aux appliquées., & en concevant un petit trian-
gle au point ou l'afymptote CE rencontre la
courbe , on formera cette proportion dx . dy ,

ou }}a. ]P/b::‘AC. (za). AE:’;]}'ba"
Or les valeurs de CA & A E étarit ainfi dé-
terminées , on menera la droite indéfinie C K
qui fera T'afymptote cherchée.

Sim =1 &n=1, la courbe fera I'hyper-
bole ordinaire , & on aura AC =lg, & AE
=i Vab, ceft-d-dire 2 Ja moiti¢ du diambdtre
conjugue , ce que I'on f{cait d’ailleurs étre con-
forme 2 la vérite. ( Voyeg la Note 9. num. 2,
& [uivants.)

aura ence cas AT (

4
-
,

Exemepre IV.

14 Sorr Pequation y? — x> —axy (AP —x,
PM =y, a eft une¢ ligne droite donnée ) & que
Ba
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cette équation exprime la nature de la courbe
AM, (Fig. 6. Pl. 1.) fa différence fera 3yydy
JaX . 3YP — axyigy
dy = 3xx —+ ay >
. dx N 3y —3%% —aaxy axy
&AT (%;_x)— 3xx —+ ay zgxx—i-ay
en mettant pour 3y’ — 3x* fa valeur 3axy.
(Voyez la Note 10. queft. 1. 2.) »
 Maintenant fi Pon fuppofe que AP & PM
foient chacune infiniment grande , la tangente
TM deviendra l'afymptote CE , & les droites
AT, AS deviendront AC, AE qui détermi-
nent la pofition de lafymptote. Or AT que

— 3xxdx=axdy + aydx.Donc

= Hi axy 3 ¢ k XX
Jappelle zr — R d’on Yon tire y S

= 3;—’—0 lorfque AT devient A C, parce qualors
at eft nulle par rapport & ax. Mecttant done
cette valeur 3—:5 a la place de y dans 32 — ¥

= axy, on aura 278x — a’x’ =3a’1xx , d'oll
Ton tire (en effacant le termé 3a’sxx, parce
que x étant infinie, il eft nul par rapport aux
deux autres 272'x’ & ’x’ ) AC () =14 De

A xJ'y ) AN
méme AS (¥ ——=) que jappelle s = o
! 2 3
d'olr Ton tire x:%:’%’, parce que j

£tant infinic par rapport A s, le terme as fera
nul par rapport au terme a4y ; & en mettant
cette valeur dans Iéquation & la courbe , on
trouvera AE (s)=—1a. Dol il fuit que fi

T
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Pon prend les lignes A C, A E égales chacune

a ta,& quon mene la droite indéfinie CE ,

elle fera 'afymprote de la courbe A M. ( Con-
Jultez la Note dixieme, queft. 3. & fuiv. or

On fe réglera fur ces deux derniers exemples

pour trouver les afymptotes des autres lignes
courbes.

PROPOSITION 11
PRoOBLEME

15. St ton fuppofe dans la propafition précédente
que les coupées AP (Fig. 7. Pl 1.) foient des
portions dune ligne courbe dont Pon fcache mener
les tangentes PT , & qu'il faille du point donné
M fur la courbe A M mener la tangente M T.
Ayant mené Pappliquée M P avec la tangente
PT, & fuppolé que la droite M T qui la rencon-
treenT, foit la tangente cherchée ; on imagi-
nera une autre appliquée 7 p infiniment proche
de la premiere , & une petite droite MR parallele
a PT : & en nommant les données AP, x;
PM, y; on aura comme auparavant Pp ou MR
= dx, Rm=4dy, & les triangles femblables
#RM & MPT donneront 7 R (dy) . RM (dx) : :

MR OGyaPT = %’. On achevera enfuite le refte

par le moyen de I'équation .qui exprime la re-
lation des coupées AP (x) aux appliquées P M
(y), comme Ton a vii dans les exemples qui
précédent , & comme Ton verra encore dans’
ceux qui fuivent. ( Confultez la Nore 11.)

B3
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EXEMPLE L

xV ’ y
1 6_.S orT 3%: ——-ﬁ"difv—y- ,dont la différence eft

axydy —yyde _ doaa—pyy o aydy
X% X a @Vaa —yy
en réduifant cette ¢galité A une proportion dy .
dx(MP.PT): AERP s S
a xX XX aVaa —+ 9
Et partant le rapport de la donnée MP d'la
foutangente chercheée P T, fera exprimé en ter-
mes entierement connus & déliveds des diffé-
sences. Ce qui ctoit propofé.

EXEMPLE IL

1 on aura

17.S o1T x:sz, dont la différence eft dx =

ady . ydx'e a $ER
——:onaura PT (@—)__-bl:—:x. Si Ton fup-

pofe que la ligne courbe A P B foit un demi-
cercle, & que les appliquées M P, érant pro-

longées en Q , foient ‘perpendiculaires fur le

diametre AB; la courbe A M C fera une demi-
roulette ou cycloide : fimple lorfque b=a; al-
longée, lorfqu’elle eft plus grande ; & accourcie,

lorfquelle “eft moindre. ( Confultez la Note 1 2]

G 08B0 1T A T68E .

18. St 1a roulette rant fimple., I'on méne la

corde AP; jedis quelle fera parallele 3 Ja tan-

gente MT. Car le triangle M PT érant-alors,
olcele, Iangle externe T P Q fera double de’ |
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Vinterne oppofée TMQ. Or Pangle APQ eft
égal 3 langle APT, puifque Tun & Tlautre a
pour mefure la moitié de Parc AP ; & partant. il
eft 1a moitié de angle TPQ. Les angles TMQ,,
A PQ feront doric égaux entr'eux ; & par confé-
quent les lignes MT , AP feront paralleles.
( Confulrez la Note douzieme. ). -

PROPOSITION IIL
PROBLEME

19, So1T une ligne courbe quelconque AP qui

ait (“Fig: 7.0 Pk 13 ) pour diamétre la< droite
KNAQ , & donr Pen [rache mener les tangentes

R K5 foit de plus une autre courbe A M, velle que

menant , comme on voudra , Tappliquée M Q qui
coupela premicre courbe au poimt B, la velarion
de l'arc AP i Pappliquée MLQ foit exprimée par
une équation quelconque. Il faut d'un point donné
M mener la-tangenme MNv o O ¢ « !

Ayant. nommé les connues PK, 25 K Q) g
Pare AP, x's MQ sy Yoniaurac{ enrconéevant
e “autre appliquée ¢ infiniment proche de
MQ ; &en ticant PO, M S paralleles 3 AQr)
Pp'= dxy mSeE="dy 5 & @ ccaufe’ des triangles
femblables KPQ( & PpO, «m3M:& MQNY, ‘Yo
aura PK () . KQ (5) ::.Bpi(dx), PO ou MS
= EcmS (). SM(55):: MQ (), QN
_®syde o3 e e
T diedysd o ke ;
Péquation donnée, on trouvera une valeur de

B4

Or par le -moyen de la diﬁ;érqpcc ﬂg
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dx en termes qui feront tous affedtés pardy ; & |

partant fi l'on fubfticue cette valeur 3 Ia place dg
dx dans J{;—x, les dy fe détruiront , & la valeur

de la foutangente cherchée Q N fera exprimée en
termes tous connus. Ce qu’il falloit trouver.

PROPOSITION IV.
PROBLEME.

20. SOI ENT deux lignes courbes AQC, BCN
(Fig. 8. Pl 1.) qui ayent pour diamétre la droise
TEABF . & donr lon fpache mener les tangentes
QE , NF; foir de plus une autre ligne courbe
M C relle que la relation des appliquées M P,
QP , NP, foit exprimée par une équation quel-
conque. 1L faur d’un point donné M fur certe der-

niere courbe lui mener la tangenre M T.
Ayant imaginé aux points Q, M, N, les
petits triangles Qog, MRm, N Sz, & nom.
me les connues PE,s; PE, ;P Q, x;PM,
75PN 25 loniaura 0 g=dx, R m=dy,
Sn ;==~=dzy(Arse. 8.) parce que x & y croif-
{ant , z diminue: Et 3 caufe des triangles fem-
blables QP E & goQ, NPF &SN, MPT
& mRM; Foniaura QP (x). PE(s)::q0
(dx) 0Q ou MR ouSN :J—jf Et NP (3).
$id=

PF ('t)::nS(~d'<).SN:;{"Iif:_ B

x

(dod Ton tre g — =) Ee R (). RM

2

|
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ek 2 TH i s}f:ﬁ'&f 5
(—x—) MP(}:).PT_-M},. Or fi Pon met
dans la difference de I'équation donnée, 3 la
szda
place de dz, fa valeur — Lm—— , O trouvera une
valeur de dx en dy , laquelle étant fubflituée
dans 9% » les dy {e détruiront, & la valeur de la
xdy ki

foutangente P T fera exprimée en termes tous
connus.

Exeme e
21.801T 3y = x3, dont la différence eft 2ydy

t7dx — szdx

—=gdx+xdy —= » €0 mettant pour 43

2 szdx : ;.
{a valeur négative — el d’ott on tire dx —

2tydy sydx'y . iaktyy
T i & partant PT, ( o Di— P e

» en mettant ‘pour yy {a valeur xz.

ast

| Ty
Soit maintenant 'équation générale y™ " =x7¢",
dont la différence eft My Ty = mt R dx

m_n —

o 7x°3

; 0 m—xd e ~nxn1.——-tdx
1 mt;x L nsz
1= 5 3 ER
z
— sgdx

mettant pour 4z fa valeur > d’oli on tire

5_7‘{9‘ mst—tnstyn T8 mst —- nst
2T (;@)_~ b} 4

mex™ = nsyme™ me—ns ’

mettant pour p™ 7" fa valeur x"z"

On peut remarquer que fi les courbes A QC,
BCN devenoient des lignes droites , la courbe
MGG feroit alors une des Se@ions coniques a I'in-
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fini 5 {cavoir une Ellipfe lorfque Pappliquée €D,
qui part du point de rencontre C, tombe entre
des extrémités A, B3 une Hyperbole, lotfquelle
tombe de part ou d’autre; & enfin une Parabole,
lorfque l'une des extrémités A ou B eft infiniment
‘¢loignée de Tautre,, Ceft-a-dire , lorfqu'une des

dignes droitess CA ou CB. eft parallele au dia-

metre A B. ( Confultez la Note treigieme.)
PROPOSETION V.
K ProeLEME, ;
228§ 617 wne ligne courbe APB ( Fig. 9. Pl. 1.)
qui-ait un ‘commencenent fixe & invariable au
point A, & dont Pon [ache méner les tangentes
- PH ; foit hors de cette ligne un autre point fixe
& une aurre ligne courbe CMD relle qu’ayant
méné la droite quelconque E MP , la relation defa
partie F M a la portion de courbe AP _[oit expri-
mée par telle équation quon woudra., On propofe
de miéner du point donné M- la tangente MT.
Avyant méne fur FP 1a perpendiculaire FH. qai
rencontre la tangente donnée PH au point H , &

)

la cherchée-MT au point T ; imaginé une droite |

FRmOp qui fafle avec FP un angle infiniment
petit's ‘& ‘décrit du centré'F les petits arcs de
cercle.P O ; MR le;petit triangle pO P fera
femblable au triangle re&tangle P FH ; car Ies
angles HPF ;, Hp F font ( Ar..2,) égaux,

puifquils. me différent entr'eux que de. langle |

PFp que Fon fuppofe infiniment petit ; & de plus

Pangle pOP eft droit., puifque la tangente en @
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( qui n’eft autre chofe que la continuation du pe-
tit arc PO confidéré comme une droite ) eft per-
pendiculaire fur le rayon FO. Par la méme rai-
fon les triangles zRM , MFT feront femblables.
Or il eft clair que les petits triangles ou fecteurs
FPO'& FMR font femblables. Si donc l'on nom-
me les connues PH , #; HF , s ; EM, y ;FP, 23
& Parc APy x;on aura PH().HE () :: Pp

2. PO =% Et FP (). FM (5):: PO
4
sydx

(ur?) SMB == «vf"_ Et mR (dy) . RM (,;%_ e
FM.(p) FE== ?/:Zdlx . Et on achevera le refte

par le moyen de la différence de I'équation don-
née. ( Confultez la Note quatorgieme. )
E x"g m'P T E

234 St ron veut que la courbe AP B (Fig. 10.
Pl 1..) foit un cercle qui aitpour centre le ‘point
fixe F 5 il eft clair que la tangente PH devient
parallele & égale-3 la foutangente FH 5 & caufe
que HP fera aufli perpendiculaire a4 P F; & -
quainfi Pon auraence cas F T ;_NZX;I_" :Zy—df,
Ty iedy
en nommant la droite FP (3), a; parce quelle
devient conftante de variable quelle étoit aupa-
ravant. Cela pofé/, fi T'on nomme la circonfé-
rence entiere , ou une de f{es portions détermi-
néesh s & que lon faffeb.x::a2.p3 la courbe
CMD, quieftencecas FMD, fera la Spirale

d'Archimede 5 & Yon auray = [—1; qui a -pour fa
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difftrence dy — %’i , d’olt T'on tire ydx — 2%
a

== xdy en mettant pour y {a valeur a; 5 & par-

tant FT (%Z% = faz Ce qui donne cette conf-
truction.

Soit décrit du centre F & du rayon F M, TI'arc
de cercle M Q, terminé en Q par le rayon F A
qui joint les points fixes A , F; foit pris FT ¢gale
a lare MQ : je dis que la droite MT fera tangente
en M. Car i caule des fe@eurs femblables FPA ,
FMQ, lonaura FP (a). EM(@»):: AP (x).
MQ = "'7” ==

Si Fon fait en général b, x : : am. ym, ( Pexpo.
fant 72 défigne un nombre entier ou rompu tel
que Pon veut ) la courbe FMD fera une des {pi-
tales a l'infini , & l'on aura ym :i';f, qui a pour
a"dx

{a différence mym—1dy — 7~ »d’ot lon tire ydx

o mbyndy

= ——&— = mxdy , en mettant pour y™ fa va-
leur % ; & partant FT (Z}jl) == T

£ y *
XxMQ.

PROPOSITION VI
ProszrEmE

24. Sorr une ligne courbe APB (Fig. 11. Pl 1.)
dm?t Von [cache mener les tangentes PH, & un
point fixe EF hors de cerre ligne 5 foit une autre

e
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bigne courbe CMD telle que menant comme on
woudra , la droite FPM , la relation de FP 2 FM
Joit exprimée par une équation quelconque. 1l faut
du point donné M méner la tangenre MT.

Ayant méné la droite FHT perpendiculaire
fur FM , & imaginé comme dans la propofition
précédente les petits triangles POp, MR fem-
blables aux triangles HFP , TFM , on nommera
les connues FH, s ; FP, x s FM, y; & l'on

5
sdx

aura PF (x) . FH () :: pO (dx) . OF =—. Et
. sydx
FP (x). FM(3):: OP (5. RM= ZZ, Er

XX
; syyds
mR (). RM (L) F M (5). L
On achevera enfuite le refte par le moyen de la
difffrence de I'¢quation donnce. ( Confultez la
Note quinzieme. )

EXBnELE

25.81 Ton veut que la courbe APB foit une .
ligne droite PH, & que I'équation qui exprime
la relation de FP & F M {oit y—x=—4a, ceft-3-
dire , que P M foit toujours égale & la méme
droite donnéea; Pon aura pour différence dy—dx ;
& partant FT (%ﬁ—j}{) = f—x’% Ce qui donne
cette conftruction,

Soit ménée ME paralleled PH, & MT paral-
lele a YE; je dis quelle fera tangente en M.

Car FP (x) .FH () : : FM () . PE:{};. Et
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FP (). FE (£):: FM (5). FT = Y 1l e
clair que la courbe CMD eft Ia Conchoide de |

Nicomede , dont Pafymptote eft la droite PM,
& le pole eft le point fixe F.

PROPOSITION VIL
PRoBLEME.

26.8 O1T une ligne courbe ARM(Fig. 12.Pl 1)
dont Lon [pache mener les tangentes MH, & qui
ait pour diamétre la droite E P A H'T 5 foit hors
de ce diamerre um point fixe F , a'os) parte une li-
gne droite indéfinie F ¥ S M qui coupe le diamé-
tre en P & la courbe en M. Si Lon congoit main-
tenant que la droite ¥ P M , en tournant autour
du point ¥, faffe mouvoir le plan P A M toujours

parallélement & [oi-méme le long de la ligne droite |

ET immobile & indéfinie , enforte que la dif-
tance P A demeure par tour la méme 5 il-¢ft clair
que Linterfe6tion continuelle M des lignes F M,
AM décrira dans ce mowvement une ligne courbe
C MD. Oz propofe de mener dun point donné M
Jur cette courbe la tangewre M T.

Ayant imaginé que le plan P AM foit par-
venu dans la fituation infiniment proche pam,
& tiré la ligne mRS parallele 3 A P ; il eft clair
par la géncration que Pp—As—=R = ; &
partant que RS =8 —Pp. Or nommant les
connues P ou F
s3 MH, 7; & la différence Pp

p.x3; FM ouFm, y;PH,
5 4% 5 les trian-"§

gles femblables 'FPp & FS#, MPH & MSR, |
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MHT & MR, donnetont Fp (x).Fm ()

2:Pp (d{).'Sm‘:_—J’_j? (dohc'S‘R — y_*.d{:xdz ).
Fr PH(s)7HM (r):: SR (X224 R

el IR, pe MR (W"’fj__.x_‘xdi )« R (dz)

X%

LiMH (t) HT——%—. Donc i Ton mene
Y%

FE parallele ¥ MH, & qu'on prenne HT —=PE;
Ialigne M'T fera la tangente cherchée.

Si la ligne AM éroit une ligne droite ; fa
courbe CMD feroit une Hyperbole qui auroit
pour une de fes afymptotes la ligne ET. Etfi
elle ¢toit un cercle qui efit fon centre au point
P; la courbe CM D feroit la- Conchoide de
Nicomede , qui auroit pour afymptote la ligne
ET, & pour pole le point F. Mais fi elle ¢toit
une parabole; la' courbe CM D f{eroit la com-
pagne de la Paraboloide de Defeartes' ( Geom.
Liv. 3.), qui fe décriroit en méme-tems au-
deflous de la droite ET par PinterfeGtion de
F P avec Pautre moitié de la Parabole. ( Con-
Jultez la Nove feizieme. ) :

PROPOSITION VIIL
, PrROBLEME.
27.8 O1T une ligne courbe A N ( Fig. 13 Pl. 1.)

qui ait pour diamctre la ligne droite AP , avec
un point fixe ¥ hors de ces lignes ; foit une autre

" ligne conrbe CMD telle que menant comme Lon

woudra, la droite ¥ MP N , la relation de fes
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parties EN , FP , FM foit exprimée par tme éiuas
vion quelconque. 11 eft queftion de tirer du point
donné M la tangenre M 'T.

Soit menée par le point F la ligne HK per-
pendiculaire 4 FN , qui rencontre en K le dia-
metre A P, & en H la tangente donnée N Hy
foient décrits du centre F & des intervalles FN,
FP, FM de petits arcs de cercle NQ , Po,
MR terminés par la droite F x que I'on congoit
faire avec F N un angle infiniment petits
Cela pofé. . : .

Si Fon nomme les connues FK,s; FH,z;

FP,x;EM,ysFN, z;les triangles fembla- |

bles PFK & poP, FMR & FPo & FNQ,
HEN&NQ#n, 2RM & MF T donreront PR

(x).FK(s)::po Cdr)iioP: = “‘ii Et FP
o sdx . sydzx e

(x).EM (y)..Pa(T).MR . Et FP
% By

(x).EN (2)::P0 (*2) . NQ =2
HF (:).FN(3)::NQ (¥, Qu(—&)=

X%

s7¢da

5 ~
- BtmR(dy) RM( %)::FM(J/)-*
FRLds Or par le moyen de Ia différence
xxdy
de I'équation donnée, on trouvera une valeur de
dy en dx & dz , dans laquelle mettant A la place

sl

{ : 7d.
de dz fa valeur négative —1= | parce que *

croiffant , g diminue ;5 tous les termes feront
affectes
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affectés par dx ; de forte que cette valeur étant
d A

DI | les dx fe détruiront.

enfin fubftituée dans = e
XX )’

Et partant la valeur de FT fera exprimée en
termes connus & délivres des différences.

Si I'on fuppofoit que la ligne droite AP fué
une ligne courbe, & quon mendt la tangente
P K, on trouveroit toujours pour F'T la méme
valeur , & le raifonnement demeureroit le méme:
(Confultez la Note dix-feptieme;)

ExXemerrier

28.Svbrosons que la ligne courbe A N
(Fig. 14: Pl 1.) foit un gercle qui pafle par
Ie point F ( tellement fitué ' I'égard du dia-
metre AP que la ligne I B perpendiculaire %
ce diamétre pafle par le centre G de ce cer=
cle), & que PM foit toujours égale & PN.#
il eft clair que la courbe CM D, qui devient
en ce cas FM A, fera la Cifloide de Diocles
& que Ton aura pour équation -y =— 2x,
dont la difference eft dy — 24x — dz —

2txxcdx —- sy7d. {
7 S en mettant pour di fa valeur —

txx%
7od. s X
f—:;xx trouvée ci-deflus ( Arz: 27.). Et partant FT
( syydx)__ LY S i
xoxdy £ T 2pie - 577 2

Si le point donné M tomboit fur le point A,
les lignes FM , FN, F P feroient égales cha=
cunea FA, comme aufli les droites FK , F H,
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& partant on auroit en ce cas FT — %:
i x, Ceft-d-dire que i I'on prend FT:;‘ AF, &
qu'on mene la ligne AT, elle fera tangente en A.
On peut encore trouver les tangentes de la
Cifloide par le moyen de la premiere Propofi-
tion ', en menant les perpendiculaires NE, M
fur le diamétre F B, & cherchant Péquation qui
exprime le rapport de la coupée FL & Fappliquée
L M; ce qui fe fait ainfi- Ayant nommé les con-
nues FB, 24; FL ou BE, x; LM, y;les
triangles femblables FEN, FL M, & la pro-
prieté du cercle donneront FL (x). LM () ::
FE.EN ::EN (}/2ex—ax ). EB (x). Dod

X

Pon tire yy — dont la différence eft 2pdy

22—

Gaxxdx — 234

=¥ Fe partant LO ( A o))

. ¢ 1 S )
d, Tdal X —

(‘Zd—f):yyx a__ xs :zir__xx, cn mettant
] 3llxx x 2“ x>

%3

pour yy fa valeur e,

PROPOSITION «IX.
ProBL EME.

zg.S OLENT deux lignes courbes ANB, CPD,
& une ligne droite FKT, (Fig. 15. Pl 1.) fur
Lefquelles foient marqués des points fixes A, G, Fs
Joit de plus une -autre ligne courbe EMG relle
qu’ayant mené par un de fes points quelcongues M
da droite FMN , & MP pavallele & FX 5 laré-

lavion de Lare AN & Parc CP [foir exprimée par. |
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e équation quelconque. 1l faut d'un point donné
M fur la courbe BEG mener la tangente M 'T.
Ayant mené par le point cherché¢ T Ia ligne
TH parallele 2 F M, & par le point donné M leg
droites MRK , MOH paralleles aux tangentes
en P& en N, on tirera Fm O  infiniment pro=
che'de FMN , & 7R p parallele 3 MP. i
Cela polé , fi Fon nomme les connues EM , s #
FN,z; MK, 2; CPx; AN,y ; (dotic P ou
MR=—4dx,Nn==4dy) les triangles femblables
FN2&FMO,MOm & MHT, MRm &
MKT donneront FN (2) . FM (s) : : Nz (dy) .

d; x - d.
MO =", Et MR (dx). MO (57):: MK ().
MH = 2“4 5y par le moyen de la différence
tdoc / /

de I'équation donnée I'on aura une valeur de dy.
en termes qui feront tous affetés par dx, la=

uelle étant fubftituée dans %Y ,les dx fe dés
q 7y ,

truiront 5 &partant la valeur de M H fera expri-
mée en termes entidrement connus. Ce qui donng
cette conftrution, i pr
< :Soit mené M H parallele & la touchante en N
& ¢gale 4 Ia valeur que on vient de trouver :
foic tirée HT parallele 3 FM, qui rencontre
en T la droite FK, par od & par le point
donné M foit menée la tangente cherchée M T.
( Confultez Iz Note dix-huitieme.”) e et
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EXEMPLE.

30.8 1 Ton veut que la courbe ANB (Fig. 16.
Pl 1. foit un quare de cercle qui ait pour cen-
tre e point fixe F; que la courbe CF D foit
le rayon A PE perpendiculaire fur la droite
FKGQTB , & que Farc AN () foit tou-
jours'a la droite- AP (x), comme le quart de
cercle ‘A N B (6) au'rayon 'AF (4); la courbe
E MG deviendra la quadratrice A MG de Di-

3 g dy dsdy — sxdy
noftrare , & Vot aura MH (:‘_‘ﬁ): gl K

A tdx adx.
puilque EP ou MK () =0a—=x,& FN()
“L 4. Mais Panalogie fuppolée donne ay —=bx,
& ady == bdx. Mettant donc dans la valeur de
MH 2la place de x & de dy leurs valeurs
f%l&“[iif 5 on trouvera MH = ‘91;13. Ce qui
donne cette conftruction. At

“"Soit ‘mente M H perpendiculaire fur F M, &
dgale & Parc M Q déeriv ducentre F, & {oit ti-
rée H T parallele’d ¥ M ;je dis quela ligne MT
fera tangente en M. Car 2 .caufe’ des fe&teun
femblables FN'B, FMQ, T'on ‘aura FN (4).
FEM(s)::NB (b—y) MQ=""2%,

a

"COROLLAIRE,

21.51 Pon veut déterminer le point G ot Ia quv

dratrice A MG rencontre le rayon F B, (Fig}
17. Pl. 1.)) on im=aginera un autre rayon Fght
infiniment proche de F GB; & en menant gt

S

t

e

7

A

=
A\

R

R
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parallele 2 F B, la propriété de la quadratrice
& les triangles femblables F Bb, gfl rectangles
en B & en f, donneront AB.AF::Bb.Ff::
EBouAF.gfou i G. Dol I'on voit que fil'on
prend une troifieme proportionnelle au quart de
cercle A B & au rayon AF, elle fera égale 3 FG,

Ceft-2-dire que FG= . Ce qui donne lieu
d’abréger la conflrution des tangentes.

Car menant TE parallele 3 MH, ( Fig. 16.
Pl 1.) les triangles femblables FMK, FTE
donneront MK (4—=x) . MF (5)::ET ou
MH (és ——:y)‘ FT — bss—yss  bss

— —. En met-
a Qe —ax aa

tant pour x fa valeur ‘-Ibl i
tout par b—y 5 d’ou il eft clair que la ligne
F T eft troifieme proportionnelle 3 F G & & F M.

( Confulrex la Note dix-neuvieme.)

PROPOSITION X.

& divifant enfuite le

ProBLEME
32. SO 1'T une ligne courbe AMB (Fig. 13.Pl. 2.)

telle qu’ayant mené d’un de fes points quelcongues
M aux foyers ¥, G, H, &c. les droires M E,
MG, MH, &e. leur relation foit exprimée par
une équation quelconque = & foit propofé de mener
du point donné M la perpendiculaire M P fur la
Zangente en ce point. |
Ayant pris {ur la courbe AB l'arc M infini-
ment petit , & mene¢ les droites FRzz , GuiS
Gy
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HmO, on décrira des centres F, G , H les petits
arcs de cercles MR, MS, MO; enfuite du cen-
tre M & d’un intervalle quelconque on décrira
de méme le cercle CDE qui coupe les lignes MF,
MG, MH aux points C, D, E, d’oti I'on abaif-
fera fur MP les perpendiculaires CL, DK , EL
Cette préparation étant faite , je remarque

1°. Que les triangles retangles MR , MLC
‘font femblables s car en 6tant des angles droits
LM, RMC Pangle commun LMR., les reftes
RMw , LMC feront égaux , & de plus ils font
reGangles en R & L. ‘On prouvera de méme que
les triangles re®angles MS» & MKD , MOm'&
MIE font femblables. Partant, puifque Thypo-
thenufe M eft commune aux petits triangles
MRz, MSm, MOm , & que les hypothenufes
MC, MD , ME des triangles MLC , MKD,
MIE font égales entr’elles; il s’enfuit que les pet-
pendiculaires CL., DK, EI ont le méme rapport
entr’elles que les différences Rz, Sm, Om.

29. Que les lignes , qui partent des foyers fituds &

du méme c6té de la perpendiculaire MP , croiffent
pendant que les autres diminuent, ou au con-
traire. Comme dansla figure 18. FM croitdefa
difftrence R# , pendant que les autres GM ,
H M diminuent de leurs Sz, Om. ,

Si Ton fuppofe & préfent, pour fixer fes idées,

ue Péquation qui exprime la relation des droites
q q q

FM (x) , GM (), HM (3) , foitax + xy — 2%
=0, dont la différence eft adx - ydx + xdy
= 25dy=—o0; left ¢vident que la tangente en
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M ( qui n'eft autre chofe que la continuation du
petit cdté Mm du poligone que l'on congoit
( Art.3.) compofer la courbe AMB ) doit Etre
tellement placée qu'en menant d’un de {es points
quelconques = des paralleles mR , 7S , mO aux
droites FM , GM , HM , terminéesen B, S, O
par des perpendiculaires MR, MS, MO a ces
mémes droites , on ait toujours 'équation gy
X R = % Sm—27x Om =0 : ou ( ce qui re-
vient au méme , en mettant a la place de Rz,
Sm , Om leurs proportionnelles CL , DK, EI)
que la perpendiculaire M P 2 la courbe doit étre
placée, enforte que 2y X CL+xx DK —
27% EI==0. Ce qui donne cetre conftruction,
Que I’on congoive que le point C (Fig. 18. 19.
Pl 2. ) foit chargé du poids a4y qui multiplie
la différence dx de la droite F M fur laquelle il
eft fitué , & de méme le point D du poids x ,
& le point E pris de Pautre cbtée de M par rap-
port au foyer H ( parce que le terme — 234%
eft négatif) du poids 2z.- Je dis que la droite
MP qui pafle par le commun centre de pefanteur
des poids fuppofés en C, D, B, fera la per-
pendiculaire requife. Car il eft clair par les prin-
cipes de la Mécanique , que toute ligne droite,
qui pafle par le centre de pefanteur de plufieurs
poids , les fépare , enforte que les poids d’une
part multipliés chacun par fa diftance de cette
droite, font precifément égaux aux poids de Pau-

‘tre part multipliés aufli chacun par fa diftance de

cette méme droite. Donc pofant le cas que « croif-
C 4
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{ant, y & z croifient aufli., ceft-a-dire, queles
foyers F , G, H (Fig. 19. Pl 2.) tombent du

méme cbté de M P, comme l'on {uppole tou-
jours en prenant la différence de I'équation don-
née felon les regles prefcrites ; il s'enfuit que la
ligne M P laiffera d’yne part les poidsen C& D ,
& de lautre le poidsen E, & quainfi Pon aura
2—+y XCL4+xXxDK — 2z X El==0, qui ¢toit
Téquation 2 conftruire.

Or je dis maintenant que puifque la conftruc-
tion eft bonne dans ce cas, elle le fera aufli dans
tous les autres ; car fuppofant , par exemple, que
Ie point M change de fituation dans la courbe,
enforte que x croiffant , y & g diminuent , c’eft-
a-dire , que les foyers G, H (Fig. 18. Pl 2.)
paflent de l'autre cote de MP , il senfuit z°.
( Arr. 8.) Quiil faut changer dans la différence
de I'équation donnée les fignes des termes affectes
par dy, dz, ou par leurs proportionnelles DK,
EL; de forte que Iéquation & conftruire fera
dans'ce nouveau cas z+y X CL —xx DK
+ 23X El=o0. 2% Que les poids en D & E
changeront de c6té par rapport 4 MP; & qu’ainfi
Yon aura par la propriéte du centre de pefanteur
a+yXxCL—xxDK+272xEl =0 quich
Téquation a conftruire. Et comme cela arrive tou-
jours dans tour les cas poffibles, il senfuit, &e.
" Il eft évident que le méme raifonnement fub-
{ift:ra toujours, tel que foit le nombre des foyers,
& 1telle que puiffe étre I'équation donnée ; de
forte que Pon pent énoncer ainfi la conftrudtion
genéiae, :
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- Soit prife la différence de I'équation donnce
dont je fuppofe que Pun des membres foit zero ,
& foit décrit & difcrérion du centre M un cercle
C D E qui coupe les droites MF, MG, MH aux
points C ,' D, E, dans lefquels foient concus
des poids qui ayent entr'eux le méme rapport
que fes quantités qui multiplient les différences
des lignes fur lefquelles ils font fitués. Je dis que
Ia ligne MP qui paffe par leur commun centre
de pefanteur , fera la perpendiculaire requife. 11
eft 3 remarquer que fi Pun des poids eft négatif
dans la différence de I'équation donnée , il le
faut concevoir de lautre c6té du point M par
rapport au foyer.

Si Pon veut que les foyers F , G, H ( Fig. 20.
Pl 2.) foient des lignes droites ou courbes fur
qui les droites MF , MG, MH tombent 2 angles
droits, la méme conftrution aura toujours lieu.
Car menant du point # pris infiniment pres de
M les perpendiculaires zf , 72 , mh fur les foyers,
& du point M les petites perpendiculaires MR ,
MS, MO fur ces lignes ; il eft clair que R fera
la différence de MF , puifque les droites M F ,
Rf ¢érant perpendiculaires entre les paralleles Ff,
MR , elles feront égales , & de méme que $m eft
la différence de MG, & O cellede MH ; & on
prouvera enfuite tout le refte comme ci-deflus.

On peut encore concevoir que les foyers ¥, G,
H ( Fig. 21. Pl 2.) foient tous ou en partie des
lignes courbes qui ayent des commencemens fixes
& invariables aux points F, G, H, & que la
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ligne courbe A M B foit telle quayant mend » par

exemple, d'un de fes points quelconques M les,

tangentes MV, M X & la droite MG 5 larela-
tion des lignes mixtilignes FVM, HXM & de
la droite GM foit exprimée par une ¢quation
quelconque. Car ayant mené du point 7 pris in-
finiment presde M la tangente mu, il eft clar
qu'elle rencontrera Pautre tangente au point V
( puifquelle n’eft que la continuation du petit arc
Vu confidéré comme une perite droite ) ; & par:
tant que fi Pon décrit du centre V e petit arc de
cercle MR ; Rz fera la différence de Ia ligne mix-
tiligne EVM qui devient FVuRm. Et tout le
refte fe démontrera comme ci-devant. ( Conful-
ez la Note 20 ).

M. Tichirnhaus 2 donné la premiere idée de ce
Probléme dans fon Livre de la Medecine de lef~
pr‘it_; M. Fatio en a trouvé enfuite une Jolutisn
rres-ingénieufe qu'il a fair inférer dans les Jour=
naux d Hollande : mais la maniere dont ils Lont
congit weft guun cas particulier de la conftruction
genérale que je wiens de donner.

Exe v e rom:l

27 S OIT axx+byytczz—f =0 (les droites
@5 b, c, fflontdonndes) dont la différence eft
axdx+bydy+eczdi—o. Celt pourquoi conce-
vanten C ( Fig. 22. Pl 2.) le poids ax, enD
lepoids by, & en E le poids ¢z , ceft-a-dire,

des poids qui foient entr'eux comme cas reCtan- |

gles 5 la ligne MP qui pafle par leur commun |
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centre de pefanteur , fera perpendiculaire 2 la
courbe au point M.

Mais fi Pon mene F O parallele 3 CL, & que
Ton prenne le rayon M C pour Funité , les trians
gles femblables MCL , MF O donneront F O
—xx CL; & de méme menant GR parallele a
DK, & HS parallele 2 EL, on trouvera que
GR=yxDK &HS=zxEI; deforte quen
imaginant aux foyers F, G, H lespoids 2, b, €3
laligne MP, qui pafle par le centre de pefanteur
des pdids ax, by , cg fuppolésenC, D, E,
paflera auffi par le centre de pefanteur de ces nou-
veaux poids. Or ce centre eft un point fixe, puif-
que les poidsenF, G, H, fcavoira, b, ¢, font
des droites conftantes qui demeurent toujours les
mémes en quelque endroit que fe trouve le point
M. Dot il fuit que la courbe A M B doit étre
telle que toutes fes perpendiculaires fe conpent
dans le méme point , ceft-2-dire, qu’elle fera un
cercle qui aura pour centre ce point. Voici donc
une propriété tres-remarquable du cercle que Fon

. peut énoncer ainfi.

S'il y a fur un méme plan autant de poids
a5b,c, &c. que lon voudra, fituésen F, G,
H, &c & que l'on décrive de leur commun
centre de pefanteur un cercle AMB ; je dis
qwayant men¢ d’un de fes points quelconques
M, les droites MF, MG, MH, &c. la fomme
de leurs quarrés multipliés chacun par le poids
qui lui répond , fera toujours égale & une méme
quantite.
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Exemere IL

34. Soir 1a courbe AMB CFigo a3l Pl
telle quayant mené d’un de fes points quelcon-
ques M au foyer F qui eft un point fixe, la droite
MF, & aufoyer G qui eft une ligne droite la
perpendiculaire MG ; le rapportde MF & MG
foit toujours le méme, que de la donnée 4 4 la
donnée .

Ayant nommé FM , x ; MG, 7 ; on aurax.
yita.b; & partant ay — bx dont la différence:
elt ady—bdx—o.
en C pris au-dela de M par rapport 4 F' le poids b,
&enD (A pareille diftance de M) Ie poids ,
& menant par leur centre commun de pefanteur
la ligne M P, elle fera la perpendiculaire requife.

1l eft clair par le principe de la balance, quefi
I'on divife la corde CD au point P, enforte que
CP.DP::a.b; lepoint P, ferale centre com-
mun de pefanteur des poids fuppofés en C & D.

La courbe AMB eft une fection conique : fea- |

voir une Parabole lorfque 2—F , une Hyperbole
lorfque « furpaffe b, & enfin une Ellipfe lorfquil

eft moindre, ( Confiltez la Note 21.)

Exemerze IIL

35.81 apres avoir attaché les exerlmités d'un |

fil FZVMGMXYH (Fig. 24. Pl.2.) en F&en

H , & avoir fiché une petite pointe en G, on |

fait tendre également ce 6l par Je moyen d’un

Ceft pourquoi concevant
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ftile p!acé en M, -enforte que les partics B Z Vs
HY X foient roulées autourdes cour'bes qui ont
leur origine en F & H , que'la partic 'M G. foit
double, ceft-a-dire, quelle foit re’plxee’ en'G,
& que les chofes demeurantjen cet ctat 19n fafle
mouvoir leftile M 5 il eft clair qu’il décrira 1,me
courbe A M B. 1l eft-queflion de mener d'un
point donné M fur cette courbe la p\erpenc,hcg—
laire ™ P, la pofition 'du fil qui fert a la decrire
érant donnée en ce point. ,

t Je remarque queles parties droites MV , MX
du fil font towjours tangentesen V & X, & que
fi Pon nomme les lignes mixtilignes K Z V.M s X3
HY XM,z la droite MG3y; & une hgne
droite prife égale A la. longleur du \ﬁl', a 3 Ton
aura TOujoUrs X 2 y=<g ==a d’oll je connois
que-la’ courbe’ AMB eft comprife dans: la~conf-
wriCion générale. Ceft pourquoi prendntda dxf—‘
firence dixiv 243 -+ d.gx==0, & concevanten C
Tepoids 1 en D le poids 2,1 & en E lepoids 1 5
je dis que la ligne M P, qui pafle par‘lecentre
commun de pefanteur :de ces poids , fe‘ra ]a per-
pendiculaire requile. -

PROPOSITION X1
PROBLEME.
-36.8 O1ENT deux lignes 'quel.ranquc:‘ APB;

EQF (Fig. 25. Pl 2.)dont Lon fga.che mener
les tangentes PG, QH; & foir une llgn‘e d_ro,zte
P Q fur laqueile foit marqué un point M. Si lgn
congoir que les extrémirés P, Q de cette droite
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gliffent le. long des lignes AB, EF s 1 eft claip
que le point M décrira dans ce mouvement ype
ligne .courbe CD. 1l eft queftion de mener dun
 point donn.é M fur cette courbe Ia tangente MT.
Ayant imaginé que la droite mobile P‘MQ'
foit parvenue dans la fituation infiniment proche

pimg 5 on tirera les petites droites PO, M R
QS perpendiculaires fur PQ , ce qui former;
Ies petits triangles rectangles pOP , RM , q8Q;
& ayant pris PK ¢égale.a MQ , on menera Iy
droite HK G perpendiculaire f{ur PQ, & Fon
prolongera, OP en T\, ol je fuppofe qulelle
rencontre la tangente cherchée M T. Cela po-
ge,fll eft clair
g deront égales entrelles , puifque par la confs
truction PM & MQ font gar 3o,utfl)es' mémes..
Ayant -nommé  les cornues P M- ou KQ, -a;
MQouPK, b; KGsf; KH, g5 &la petite
droite Op ou R ouSq, dy ; les triangles fem.
blables PK.G &:pOP, QKH & ¢SQ don-
neront P K (b):KG (£)::p0(dy).OP =

fiy iy
7 Bt QK (aY KH () :: 45 (dy) . SQ=
ﬁd}’ 3 s fi 2 V:
- Or Pon {cait par la. Géométrie commune que

__OPxNQ-- QSxPM £
MR = =230 Q0 < EM :f{ﬁiiy. Ainfi
‘!es triangles femblables R M »’M P T donneront

mR () RM 28y yip (), pre
af +ag L - § "
oo Ce quil falloit trouver, ( Confultez In

Note vingt-deuxieme. )

que les petites droites Op , R, |

pes INFINIMENT PETITS. 47

PROPOSITION XIIL
PROBLEME,

37.SOIENT deux lignes quelconques BN , FQ
{ Fig. 26. PL. 2.) qui ayent ponr axes les droites
BC, ED qui Senrre-coupent i angles droits au
point A & [oit une ligne courbe L M zelle qu'ayant
mené d'un de fes points quelcongues M les droites

. MGQ, MPN parallele 2 AB, AE; la relation

des efpaces EGQF (le point E eft un point fixe
donné fur la droite AR, é& la ligne EF ¢ft paral-
lele 2 AC) APND, & lesdroites AP, PM,
PN, GQ, foit exprimée par une équation quel-
conque. 1l eft queftion de mener dun point donné
M fur la courbe LM, la tangente M T.

Avyant nommé les données & variables A P
oW GM,x; PMouAG,y; PN, #:GQy35
Pefpace EGQF s; Vefpace; APND, z;5& les
{outangentes données PH, 2 s GK ,b; Yon aura
PpouNSou MR=—4dx, GgouRmou 0Q=

Sy SiiEseidu = ui—x , a caufe des triangles
B zd
{femblables HPN ,NS#n ; Og—dg—= -~ 17:1 ,

NPpu—dt=—udx,& QG gq—ds——=3dy;
olt I'on doit obferver que les valeurs de Rz &
Sn font négatives , parce que A P (x) croiffant,
PM(p)& PN (z) diminuent. Cela pof¢ , on
prendra la difference de I'équation donnée , dans .
laquelle on mettra 4 la place de dr ,ds, du , d3

d: 7d
eurs valeurs udx , = zdy 5 — %—x s t_bJ_’ 9 e
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qui donnera une nouvelle ¢quation qui expritties
ta le rapport cherche de dy a dx , ou de MP 4 PT;

Exempre L

‘gS.S OIT §~-Z3=¢--ux, On aura en prenant

les différences ds -t 2343 = dt + vdx + xdu , &

mettant A la place de ds, dt, dz, du leurs va-

i S
b

leurs, on trouvera — zdy — == 2udx —

i 2 ‘. 24a ~+ ayh
LA o tire P T (ygf): o A B i
Ly

@L bux — 2abu
l Exemerr 1L
39.S 01T s=¢, donc ds=—dt , ceft-a-dire,
— gdy — udx, & partant PT (J%C-) = % Ot
comme cetre quantité eft négative, it senfuic
( Ars. 10.) que 'on doit prendre le point T du
cbté oppof¢ au point A origine des x- 5i Ton fup-
pofe que la ligne F Q foit une hyperbole qui ait
pour afymptotes les droitess AC, AE , enforte

que GQ(3)=1%, & que la ligne BN D foit
. . y
une droite parallelea A B, de maniere que PN

(#) foit par tout égale A la droite donnée ¢ ; il
eft clair que la courbe L M a pour afymptote la

droite AB, & que fa foutangente P T (— }'_u{

= — c: ceft-a-dire qu’elle demeure par tout la

méme.

- La courbe LM eft appellée dans ce cas Lo-

garithmique, ( Confultes la Note vingt-troifieme. )
- PROPOSITION

T
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PROPOSITION XIIL
ProsLEME.

4o.S OIENT deux lignes quelcongues BN , F Q,
(Fig. 27. Pl. 2.) qui ayent pour axe la méme
droite BA , fur laguelle foient marqués deux points
fixes A, B ; foit une troifieme ligne courbe L M
telle qu’apant mené par un de fes points quiel-
conqiies M la droite AN, décrir du centre A
barc de cercle MG, & tiré GQ parallele &
EF, perpendiculaire fur A B ; la relation des
efpaces EGQF(s), ANB (t), & des droi-
tes AM oz AG (y), AN (2),GQ(u),
Joit exprimée par une équarion quelconque. 11 faur
mener dun point donné M fur la courbe L M Iz
rangente M T,

Apres avoir mené la droite A T H perpendi-
culaire fur A MN, foit imaginé une autre droite
Amn infiniment proche de AMN, un autre
arc mg , une autre perpendiculaire gg, & décrit
du centre A le petit arc NS : on nommera les
foutangentes, données AH, a3 GK , b; & on
aura Rz ou Gg=dy, Sn==1dz ; les triangles
femblables HAN & N S#, KGQ& QOgq,

donneront auffi SN = 2 s Og=—du —
1

d

’%Z,GQ_qg:—-—d::udy,ANnouAin

NS = —dr—"Ladz. On mettra toutes ces va-

leurs dans la différence de ’équation donnée, &

Yon en formera une nouvelle , d’oll Ton tirera
D |
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une valeur de dz en dy. Or 2 caule des {e&teurs &
des'triangles femblables ANS & AMR, mR M
&MAT, ontrouve AN(R). AM (»)::NS
: g oyd
(%}MR:%&&mR@yRM(%ﬂ
“ i
: 5
::AM(y).AT::“?d;
T
dans cette formule & la place de dz {2 valeur en
dy , les différences fe détruiront, & la valeur de
la foutangente cherchée AT fera exprimée en ter-
mes enticrement connus. Ce qu'il falloit trouver.

. Si donc Pon met

Exegmprie I :
41.8 O1T uy— s =23 —t, dont la différence
eft udy -+ ydu — ds, = 23dz — dr , ce qui donne
o gL ] _ abudy — 2uydy
(apres Ia fubflitution faite ) dy = i

ayydy
7idy

& en mettant cette valeur dans , On trouve

AT — 4ebuyy — 2auy?

4&{; —+ abyy

R sl B
4:.8 01T s == 2¢t,donc ds— 2dr , ceft-a-dire 5

udy
~tdy == ~— adg, ou dy = —=; & partant ATE

afgfine ]

Ll ¥ L g ' R

Sila ligne BN eft un cercle qui ait pour centre
le point A, & pour rayon la droite AB=—=AN
=== ¢ 5 & que FQloitune hypérbole, teile que GQ
(a) =4 ; il eft clair que la courbe L M fait une

&

e

P e
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infinit¢ deretours autour du centre A, avant qué
d’y parvenir ( puifque lefpace F E G Q devient in-
fini, lorfque le point G tombeen A), & que AT
£ fc—{f— Dot 'on voit que I raifon de A MaAT
eft conftante; & partant qué Pangle AMT eft
eft par tout le méme.

La courbe L M eft appellée en ce cas Logarith-
mique [pirale. (Confultez la Note vingi-quatrieme.)
PROPOSITION XIV.
PROBLEME.

43 SOIENT fur un méme plan deix courbes
guelconques AMD , BM C (Fig. 28. Pl 2. )

“qut fe touchent en un point M, & [oit fur le plan

de la courbe B MC un point fixe L. Si lon congoit

" & prefent que la courbe BMC roule fur la convbe

AMD en s’y appliquant continuellement , enforse
que les parties révolues AM , BM foient toujours
cgales entr’elles 5 1l eft vifible que le plan. BM C
emportant le point L, ce paint décrira dans ce
mouvement une cfpece de roulerte 1 LK. Cela poft ;
Je dis que fi Pon mene dans chaque différente pofi-
tion de la courbe BMC ( du point décrivant L as
point touchant M) la droite LM ; elle fera per-
pendiculaire & la courbe TL K, .
Car imaginant fur les deux courbes AMD;
BMC deux parties M, Mm égales entrelles
& infinimenit petites , on les pourra confidérer
(Art.3.) comme deux petites droites qui font
au point M un angle infiniment petit. Or afin
Da
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que le petit c6t¢ M de la courbe ou poligone
BMC tombe fur le petit coté Mz du poligone
AMD, il faut que le point L décrive autour
du point touchant M comme centre un petit
arc L /. 1l eft donc évident que ce petit arc fera
partic de la courbe ILK ; & par conféquent que
1a droite ML , qui lui eft perpendiculaire , fera
aufli perpendiculaire fur la courbe ILK au point
L. Ce quiil falloit prouver.

PROPOSITION XWV.

PROBLEME.

44. Sorrun angle reéliligne quelconque MLN
( Fig. 29. Pl. 2.") dont les cirés LM, LN touchent
deux courbes quelconques AM , BN. Si Pon fait
gliffer ces cités autour de ces courbes , enforte qu’ils
les touchent continuellement ; il eft clair que le
fommetr L décrira dans ce mouvement une courbe
1LK. I eft queftion de mener une perpendiculaire
LC far cetre courbe , la pofition de Pangle MLN
érant donnée. :

Soit décrit un cercle qui pafle par le fommet
L, & par les points touchans M, N ; foit mence
par le centre C de ce cercle la droite CL : je dis
quelle fera perpendiculaire a la courbe TLK.

Car confidérant les courbes AM , BN comme
des poligones d’une infinité de cbtés , tels que Mz,
Nz il eft évident que fi Von fait gliffer les cotes
LM, LN, de I'angle re@iligne MLN , quon
{uppofe demeurer toujours le méme , autour des
points fixes M, N, (on confidére les tangentes

T T T T S A S AT

——:
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LM, LN comme la continuation des petits coteés
Mf, Ng) julqua ce que le c6té LM de Iangle
tombe fur le petit c6té Mz du poligone AM &
Pautre c6té LN fur le petit c6te Nz du poligone
BN ; le fommet L décrira une petite partie L/ de
Tare de cercle M L N , puifque par la ‘conftruc-
tion cet arc eft capable de I'angle donné MLN.
Cette petite partic L/ fera donc commune 4 la
courbe ILK ; & par conféquent la droite CL,
qui lui eft perpendiculaire , fera aufli perpendi-
culaire {ur cette courbe au point L., Ce qu'il fal-
loit démontrer.

PROPOSITION XVI
PrRoBLEME

45. Soir ABCD ( Fig. 32. Pl. 3. ) une corde
parfaitement fléxible & laquelle foient atrachés dif-
férens poids A, B, C, &c. qui ayent entr’eux
tels intervalles AB , BC, &c. que lon voudra.
Si Pon - traine cette corde fur un plan horizontal
par Lextrémité D , le long dune courbe donnée
DP ; il eft elair que ces poids (e difpoferont , enforte
qu'ils feront tendre la corde 5 & quils décriront
enfuire des courbes AM , BN , CO , &c. On de-
mande la maniere d’en tiver les tangeptes | la po-
fition de la corde A BCD érant donnée avec la
grandeur des poids. ;

Dans le premier inftant que Pextrémit Dy
avance vers P, les poids A, B, G, décrivent
ou tendent a déerire autant de petits cbés Aa,
B b, Cc des poligones qui compofent les courbes

D3
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AM, BN, CO ; & par conféquent il ne faut pour
en mener les tangentes AB , BG, CK , que dé-
terminer la direction des poids , A, B, C dans
ce premier inftant , ceft-a-dire, la pofition des
droites qu’ils tendent a decrire. Pour la trouver,
je remarque
1°. Que le poids A eft tiré dans ce premier inf-
tant fuivant la direGion AB; & comme il n’ya
aucun obftacle qui soppofe a cette direction,
puifqu’il ne traine apres lui aucun poids, il Ia doit

fuivre ; & partant la droite AB fera la tangente . |

en A de la courbe A M,

2°. Que le poids B eft tiré {uivant la direCtion
BC ; mais parce qu’il traine apres lui le poids A
qui n’eft pas dans cette dire€tion , & qui doit par
conféquent y apporter quelque changement , le
poids B n’aura pas fa diretion {uivant BC , mais
{uivant une autre droite BG , dont il faut trouver
la pofition. Ce que je fais ainfi.

Je décris fur B C comme diagonale le reGangle '

EF, dontle coeé BE eft fur AB prolongte; &
fuppofant que la force avec laquellele poids B eft
tiré fuivant BC , s’exprime par BC, il eft vifible
par les regles de la Mécanique , que cette force
BC fe peut partager en deux autres BE & BF,
c'eft-a-dire , que le poids B ¢tant tire fuivant la
direCtion B C par la force BC, ceft la méme
chofe que il étoit tiré en méme tems par la force
BE fuiyant la diretion BE, & par la force BF
fuivant la dire€tion BF. Or le poids A ne s'oppole
point 3 la direction BE, puifquelle lui eft pet-
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pendiculaire 5 & par conféquent la force BE
fuivant cette direftion demeure toute entiere :
mais il soppofe avec toute fa pefanteur a la di-
teftion BF. Afin donc que le poids B avec la

" force BF vainque la réfiftance du poids A , il faut

que cette force {e diftribue dans ces poids & pro-
portion de leurs maffes ou grandeurs : c’eft pour-
quoi fi Pon divife EC au point G, enforte que
CG foit 2 GE comme le poids A au poids B3
il eft clair que E G exprimera la force reftante
avec laquelle le poids B tend 2 fe mouvoir fuivant
la dire@ion BF, apres avoir vaincu la réfiftance
dupoids A. 11 eft donc ¢vident que le poids B eft
tiré en méme tems par la force B E {uivant la di-
re@tion BE , & par la force EG fuivant la di-
reGtion BF ou EC ;s & partant qu’il tendra a
aller par BG avec la force BG: ceft a-dire, que
BG fera fa dire&ion, & par conféquent tan-
gente en B de la courbe BN. ,
3°. Pour avoir la tangente CK , je forme fur
CD comme diagonale le reGtangle HI, dont le
cbté C1 eft fur B C prolangée ; & je vois que le
poids B ne réfifte point 2 la force CH avec la-
quelle le poids C eft tiré fuivant la direttion CH,
mais bien & la force CI avec laquelle il eft tiré
fuivant la direGion C1, & de plus que le poids
A réfifte auflia cette force. Pour fgavoir de com-
bien, je tire A L perpendiculaire fur CB pro-
longée du coté de B, & jeremarqueque fi A B
exprime la force avec laquelle le poids A eft tiré
fuivant la direGion AB, BL exprimera celle avec
D
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“laquelle ce méme poids A eft tiré fujvant Iy
dire@tion BC ; de forte que Ie poids C avec
la force Cl doit vaincre le poids entier B &
de plus une partie du poids A qui eft 3 ce pc;ids
A comme BL eft 4 BA, ou BF 3 BC Si
A AxBF .
donc l'on vfan: B+ gc— C::DK.KH,il
eft clair qu;:l CK feira la dire@tion du poids C,
& par confequent la tangente ’ i
ﬁenlie courbeqCO. g en C de la troi-
Si le nombre des courbes éroit plus grand
on trouveroit de la méme maniere Ia tangenfé
de la quatrieme , cinguieme , &c. Fr fi T'on
vouloit avoir les tangentes des courbes décri.
tes par les points moyens entre les poids , on
les trouveroit par Part, 36. ( Vopex la Nose 25, )
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SEECTLFON 1L

Ufage du calcul des diffévences pour trouver les plzf:
grandes & les moindres appliquées 5 oit fe rédui~
fent les queftions De maximis & minimis.

DfriniTrioN L

O 17 une ligne courbe MDA ( Fig. 30. 31.
33.34. PL. 2. & 3.) dont les appliquées P M,
ED , P M foient paralleles entreelles, & qui foit
telle que Ja coupée A P croiffant continuellement,
Pappliquée P M croiffe aufli jufqua un eertain

- point E, apres lequel elle diminue ; ou au con-

traire quelle diminue julqu’a un certain point E,
apres lequel elle croiffe. Cela pofé.

La ligne ED fera nommeée la plas grande ou
la moindre appliquée.

DérinrTrox IL

Si I'on propofe une quantité telle que P M, qui
{oit compofée d’une ou de plufieurs indéterminées
telles que AP, laquelle AP croiffant continuel-
lement, cette quantité PM croifle aufli jufqua
un certain point E, apres lequel elle diminue , ou
au contraire ; & qu'il faille trouver pour A P, une
valeur AE telle que la quantité ED qui en eft
compof¢e , foit plus grande ou moindre que toute
autre quantité P M femblablement formée de AP.
Cela sappelle une queftion De maximis & minimis.
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PROPOSITION
GENERALE
46.L A nature de la ligne courbe MD M étam

_a:zmné?; trouver pour AP une valeur AE relle qrie
Pappliquée B D [fpir la plus grande ou la moindre
de fes [omblables P M,

; .Loriqgc AP croiflant , P M crofc aufli; il eft
evident ( Are. 8. 10.) que fa différence R 7 fera
po!_mve par rapport A cellede A P 5 & quau con-
traire lorfque P M diminue, la coupée A P croil-
fant toujours, fa différence fera négative. Or toute
quantite qui croft ou diminue continuellement,
ne peut devenir de pofitive négative , qu'elle ne
pafle par Linfini ou par le zero ; fcavoir par le zero
lorfquelle va d’abord en diminuant, & par Pinfini
lorfqu’elle va d’abord en augmentant. Dol il fuit
que la difiérence d’une quantité qui exprime un
plus grand ou un moindre , doit ére égale 3 zero
ou a l'infini. Or la nature de la coyrbe M D M
ctant donnée , on trouvera ( Sefh. 1. oz 2.) une

valeur de Rm, laquelle étant égalée d’abord 2’

zero, & enfuite A infini, fervira ) découvrir la
!

valeur cherchte de A E dans I'une ou Pautre de

ces fuppofitions.

ReEmarogus
47.0.4 tangente en D (Fig. 30. 31. Pl 2.) eft
parallele 3 axe AB, lorfque Ta différence R
devient nulle dans ce point ; mais lorfqu'elle de-
vient infinie, la tangente fe confond avec i’aPPli‘-
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quée ED. (Fig. 33. 34. Pl. 3.) Dot I'on voit
que la raifon dez R 2 R M, qui exprime celle de
Pappliquée 2 la foutangente , eft nulle ou infinie -
fous le point D.

On congoit aifément qu’une quantité, qui di-
minue continuellement , ne peut devenir de pofi-
tive négative fans pafler par le zero ; mais on ne

-voit pas avec la méme évidence que lorfqu'elle

augmente , elle doive paffer par linfini. Ceft
pourquoi pour aider 'imagination , foient enten-

* dues des tangentes aux points M, D, M ; (Fig,

30. 31. Pl 2.) il eft clair dans les courbes olt
Ia tangente en D eft parallele 2 'axe A B, que
la foutangente P T augmente continuellement &
mefure que les points M, P , approchent des
points D, E; & que le point M tombant en D,
elle devient infinie ; & qu’enfin lorfque AP fur-
pafle AE, la foutangente P T’ devient ( Arz. 10.)
negative de pofitive qu'elle ¢toit , ou au contraire.
( Confuitez la Note 26.)

Exemere I
4&SUPP050NS quex’ +y —axy (AP —x,
PM=y, AB=—2a) (Fiz. 35. Pl. 3. ) exptime
la nature de la courbe MD M. On aura en pre-
nant les différences 3xxdx -+ 3yydy = axdy +aydx,

aydx — 3xxdx
& dy— l.___—:_dx_

tombe f{ur le point cherché E, d’olt I'on tire y —
g

== o0, lorfque le point P

5 & fubflituant cette valeur a la place de y

a
dans Péquation »* =+ 3% =axy, on trouve pour
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une valeur x= * 2 J2 telle que Pappligys

ED fera plus grande? que toutes. fes Lr?lilgll:le:

P M. ( Confultez la Note vingt-fepticme. )

Exempre IL

49.S OITy—a—=a X = » Téquation gy
exprime la nature de la courbe M D M. (Fig. 33,
Pl 3.) On aura en prenant les différences, dy=

Jx:/a

que jégaled’abord A zero ; mais parce que

S

Wa-=x :
cettefuppofition me donne — 2dxja=o quinepeut
faire connoitre la valeur de A E, jégale enfuite

3
— 2dxva Vinfini 5 3722
; a linfint, ce qui me donne 33/ 5=,
WVa — x
LN 2 ol .
d’oli Ton tire x =2, qui eft [a valeur cherchle
de AE. ( Confultez le Note vingt-huitieme, )

Exemepre IIL

50.5 o1T une demie roulette accourcie A MF,
(Figs 36. PL. 3.) dont la bafe BF eft moindre
que la demi-circonférence A N B du cercle gé-

nérateur qui 2 pour centre le point C. Tl faue dé- |
terminer le point E fur le diametre A B, en forte |
que Pappliquée ED foit la plus grande qu'il eft |

poflible.

Ayant mené 3 difcrétion Pappliquée P M qui |

coupe le demi-cercle en N, on concevra 3 Pordis
naire aux points M, N, les petits triangles MR,
NS#», & nommant les indéterminées AP, x;
PN,z;larc AN, u; & les données ANB,a;

ISR SR SR

s
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BF.b;CA ou CN,c; lon aura par la pro-~
priéeé de la roulette ANB (2) . BF(b):: AN

(@) NM =% Donc PM=z-+"*, & fa dif-

Qa

férence R — = o lorfque le point P

ady - bdu
tombe au point cherché E. Or les triangles rectan-
gles NS# , NP C font femblables ; car fi 'on ote
des angles droits C Nz, PN S Tl'angle commun
CNS, les reftes S N #, P N C feront égaux. Et

partant CN (¢) . CP (¢—x)::Nu(du).Sn
(d{):c—d-‘i%fﬂ. Donc en mettant cette va-

leur 3 1a place de dz dans adz ~- bdue=o0 , on trou-

acdu— axdu—+ bedu

vera —o , d’ou l'on tirera x

c
: b
(qui eftencecas AE)==c +.
&

Ileft donc évident que fi lon prend CE du
co6t¢ de B quatrieme proportionnelle 4 la demi-
circonférence AN B, ala bafe BF , & au ra-
yon CB, le point E fera celui quon cherche.
( Confulrez la Note vingt-neuvieme. )

Ve
5I.C0U PER la ligne donnée AB ( Fig. 35.
Pl 3.) en un point E, enforte que le produit
du quarré de l'une des parties A E par Pautre
EB, foit le plus grand de tous les autres produits
formés de la méme maniere.

Ayant nomm¢ linconue AE, x; & la don-

I e
nce AB, 4; on aura AE X EB=axx —#’,

ExenMmrpieE
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qui doit €tre un plus grand. Ceft pourquoi of
imaginera une ligne courbe MDM, telle que Ia
relation de appliquée M P ()4 la coupée AP
axx > %3 &
on cherchera un point E tel que Pappliqueé ED
foir la plus grande de toutes fes femblables P M ;

2axdx — 3xxdx

() foit exprimée par I'équation y —

ce qui donne dy = =0, d’olt l'on

tire AE (x) =—2a. s
Si P'on veut en général que x™ Xz ~—x foit un
plus grand ( m & n peuvent marquer tels nombres

qu'on voudra ), il faudra que la différence de ce
produit foit égale 2 zero ou a linfini, ce qui don-

az

n Be—— 1
nemx™ ‘dxxXa—x —na—x dx xixb=
. " o Seientmn ] s
0, d’oli en divifant par x™ x4 — x dx , Ton
tire am — mx—nx —o0, & AE (%) = a
4 m——n
Sim—2,&n=——1,lonaura AE — 24,

& il faudra alors énoncer le Probléme ainfi.
Prolonger la ligne donnée AB ( Fig. 37. P 3.)
du céte de Ben un point E, enforte que Ja quan-
tigg A E
BL »
grand ; car Péquation a la courbe MD M fera
o

{oit un moindre , & mon pas un plus

N a
Pappliquée P M qui devient B C fera f;i , Ceft-i-
dire, infinie ; & fuppofant x infinie, I'on aura y
—x, Ceft-d-dire , quel'appliquée fera aufli infinie.

=y , dans laquelle fi I'on fuppofe x=4a,

E
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Sim—1,&n=-—2z2,lonaura AE= — a;
d’od il fuit que Fon doit énoncer lc Probiéme
alors en cette forte.
Prolohger la droite donnée A B ( Frg. 38. P/
3.) du cété de A en un point E, enforte quela

S
éf':_xf*—b {oit plus grande que toute au-
~ 1 o Py ;———-—-z ;
tre quantité femblable 22525 Confulrex la
BP

quantité

Noze trentieme.)

Exemerne V.

52. T.a ligne droite A8 ( Fig. 39. P 3.) étant
divifée en trois parties A C, CF, F B, il faut
couper fa partie du milieu CF au point E, en-
forte que le rapport du re¢tangle AE X EB au
re¢tangle CE X EF foit moindre que tout au-
tre rapport formé de Ja méme maniere.

Ayant nomm¢ les données AC,2; CF, b
CB, ¢c; & 'inconnue CE, x; 'on aura AE—
o+ x, EB—=c—x, E¥ —p —x, & partant
le rapport de AEX EBa CE X EF fera
lit%%ﬂc qui doit étre un moindre. Ceft
pourquoi fi Yon imagine une ligne courbe MDM,
telle que la relation de Pappliquée PM (p)ala
coupée C P ( x ) foit exprimée par Péquation y —=

—=acx — ‘aa%’— axsx i i
aac —-acx ad ax. )Ia queﬁlon fe réduit 2

3

bx — xx
trouver pour x une valeur CE telle que Pappli-
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quée ED foit la moindre de toutes fes fembla-
bles P M. On formera donc (en prenant les dif-
férences, & divifant enfuite par adx ) Pégalité
cxx — axx — bxx + 2acx — abc = 0 , dont l'une
des racines réfout la queftion.

Sic—=a—+b, onaura x = i b. ( Confultez
lz Note trente—unzeme.)

Exemepirz VL

53. E NTRE tous les Cones qui peuvent éire
infcrits dans une fphére déterminer celui qui a fa
plus grande furface convexe.

La queftion fe réduita déterminer fur le dia-
metre: AB du demi-cercle AFB (F:g 40. Pl 3.)
le point E ; enforte quayant mené la perpendi-
culaire EF & joint AF, le rectangle AFXFE
foit le plus grand de tous fes femblables A NxNP,
Car fi on congoit que le demi-cercle AFB faffe
une révolution entiere autour du diametre AB, il
eft clair qu’il décrira une fphére, & que les trian-
gles retangles AEF, AP N décriront des cones
infcrits dans cetre fph;re dont les furfaces con-
vexes décrites par les cordes AF , AN, feront
entr’elles comme les rectangles AFxP E, ANXNP

Soit donc l'inconnue A g oieaey =l donn‘ée AB
—a,on aura par la propriété du cercle AF=
]/ax EF=1 a—uxx; & partant AF X FE
== V/aawx—ax3 qui doit Etre un plus grand.
Ceft pourquoi on imaginera une ligne courbe
MDM telle que la relation de I’ apphquec PM

(»)Alacoupée AP (x)foit exprimée par l'é-
quatxon

S
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Vaaxx — ax’

quation =— y 3 & lon cherchera le

point E , enforte que Pappliquée ED foit plus
grande que toutes fes femblables P M. On aura

2dxdox — gxocdx’ -

donc en prenant la différence =03

aaxx —ax?
d'ott F'on tire AE (x) = 2 a. ( Confultez la Note

trente-deuxieines )
3

Exemrre VIL

534 O ~ demande entre tous les Parallélepipédes
égaux 3 un cube donné 4’ , & qui ont pour un
de leurs cotés la droite donnée b, celuiquiala
moindre fuperficie.

Nommant x un des deux cbtés que I'on cher-.

3 3
che, lautre fera ‘;—x; & prenant les plans alterna-

tifs des trois cbtés b du parallélepxpade 5

» Xy b
leur fomme {cavoir bx = ;-4— T fera la moitié

de fa fuperficie qui doit étre un moindre. Ceft
pourquoi concevant & Pordinaire une ligne courbe

SRS b o ;
qui ait pour équation —x e ﬁ‘—?}', I'on trou-
% :

bd. d:
vera en prenant la dxFevence et

XX : ¢
d’ol Pon tire xx — 2, & ¥ —

que les trois cotés du parallélepipéde qui fatisfait

3
47 ;de forte

a la queftion, feront le premier &, le fecond \/f;— 4
E
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2 a3 e 5
& le troifieme V' Dol Ton voit que les deux

cbtés que Pon cherchoit , font égaux entreux,
( Confulrez la Note trente-troifieme. )

Exempre VIIIL

i ()~ demande préfentement entre tous les
Parallélepipédes qui font égaux & un cube donné
@’ , celui qui 2 la moindre fuperficie.

Nommant x un des cotés inconnus , il eft clair
par Pexemple precédent, que les deux autres cotés
feront chacun ]/é, & partant la fomme des
plans alternatifs qui eft la moitié de la fuperficie,,
fera s 2 V@ x qui doit étre un moindre. Celt

X
addx  addx
Xz E Va’x
Pon tire x = a3 & par conféquent les deux autres
cbtés feront aufli chacun —a ; de forte que le cu-
be méme donné fatisfait 3 la queftion.

pourquoi {a différence — =0, d'ot

Exemzre IX.

56. ) ligne AEB (Fig. 41. Pl 3.) étant
donn¢e de pofition fur un plan avec deux points
fixes C, F; & ayant mené 3 un de fes points
quelconques P deux droites CP (#), PF (3);
{oit donnée une quantité compofée de ces indé-
terminées z & g, & de telles autres droites don-
néesa, b, &c. quion voudra. On demande qu'ells
doit étre la pofition des droites CE , EF, afin
que la quantit¢ donnée, quien eft compofée 5
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foit plus grande ou moindre que cette'quantité ,
lorfquelle eft compofée des droites CP , PF.
Suppofons que les lignes CE, EF ayent la
pofition requife ; & ayant joint CF, concevons
une ligne courbe DM , telle qu'ayant mené a
difcrétion PQM perpendiculaire fur CF , I'ap-
pliquée Q M exprime la quantité donnée : il eft
clair que le point P tombant au point E , Iappli-
quée QM qui devient OD, doit étre la moin-
dre ou la plus grande de toutes fes femblables,
1l faudra donc que fa différence foit alors égale
a zero ou 4 linfini : ceft pourquoi fi la quantité
donnce eft , par exemple , a4 - 2%, lon aura
adu-+23d3=0 , & par conféquent du .
ria dz:: 23.a. Dot 'on voit déja que 4% doit
Eere négative par rapport & da ; ceft-d-dire ,
que la pofition des droites CE , EF doit étre
telle que # croiffant , z diminue.
. Maintenant fi Yon mene EG perpendiculaire
ala ligne AEB, & d’un de fes points quel-
conques G les perpendiculaires GL , G1 fur
Ch, EF ; & quayant tiré par le point e
pris infiniment pres de E , les droites CKe :
FeH , on décrive des centres C, F les petits
arcs de cercle EK, EH : on formera les trian-
gles rectangles ELG & EKe, EIG & EHe,
qui feront femblables entreux ; car fi on bte
des angles droits GEe, LEK le méme angle
LEe, les reftes LEG, KEe feront égaux ;
on prouvera de méme que les angles TEG,
HEe feront égaux. On aura donc GL, GI

Ez
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:: Ke (du). He (ibidg) vavaizion; Dlovil
fuit que la pofition des droites CE, E k doit
dwre telle quayant mené la perpendiculaire EG
furla ligne A EB; le finus GL de 'angle GEC
foit au finus G1 de l'angle G E F, comme les
quantités qui multiplient dz font & celles qui
multiplient da. Ce qu'il falloit trouver. C Conr
fultez la Note trente-quatrieme. ).

C om0 LhTe Wi Ry

£, St Ton veut 3 préfent que la droite CE

foit donnée de pofition & de grandeur, que la
droite E F le foit de grandeur feulement, &
quil faille ‘trouver fa pofition, il eft clair que
Iangle G EC étant donné, fon finus GL le
fera auffi, & par conféquent le finus GI de
Fangle cherché GEF. Donc fi Ton décrit un
cercle du diamétre EG, & que Pon porte 12
valeur de GT f{ur fa circonférence de G en1;

la droite EF qui paffe par le point I aurala |

pofition requile.
Soit au + bz la quantité donnée 5 on trouvera

Gl be o ; dod Pon voit que’ quelque lom

gueur quon donne ¥ EC & A EF, la pofition

de cette derniere fera toujours la méme 5. puif- |
quelles n’entrent point dans la valeur de GI, qui}
‘par conféquent ne change point. Sia=—1b, il eft}

“clair que la pofition de . F doit étre fur CE poo-|
longée du c6té de E ; puifque GL=G1, lorfque}
les points C, F tombent de- part & d’autre deld)

I
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ligne A EB:mais lorfquils tombent du méme
cbté , Pangle F EG ( Fig. 42. Pl 3.) doit €tre
pris égal a Pangle CEG.

Exemrerzre X

581, & cercle AEB ( Fig. 42. Pl 3.) étant
donn¢ de pofition avec les points C, F hors de
ce cercle; trouver fur {a circonférence le point B
tel que la fomme des droites CE, EF foit la
moindre qu’il eft poffible.

Suppofant que le point E foit celui que I'on
cherche ; & menant par le centre O la ligne
OEG, il eft clair quelle fera perpendiculaire
fur la circonférence AEB ; & partant ( Are.
57.) que les angles FEG, CE G feront égaux
entr’eux. Sidonc 'on mene E H, enforte que
Fangle EH O foit égal & Pangle CEO , &
de méme E K, enforte que langle EK O foit
¢gal & langle FEO , & les paralleles ED ,
EL 34 OF,OC; on formera les triangles fem-
blabless OCE & OEH, OFE & OEK ,
HDE & KLE; & en nommant les connues
OEou OAouOB, a; OC.b; OF, ¢; &
les inconnues ODou L E,x; DEou OL, »

Pon aura OH:”bi,OK:aCi,& HD (x—
‘3;).DE(y)::KL(y—-gf).LE(x).Doncxx

aax

Sfaeaia S 2% qui eft ¢quation A une
; 5~ = Jy — =, qui eft une cqu

hyperbole que Pon conftruira facilement , &
qui coupera le cercle au point cherch¢  E.
E3
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( Confultez la Note trente-cinquieme- )]

Exemrprr XI

59.U N voyageur partant du lieu C ( Fig 43.
Pl. 3.) pour aller au lieu F , doit traverfer deux
campagnes {¢parées par la ligne droite A BB,
On fuppofe qu'il parcourt dans la campagne du
coté C lefpace 2 dans le temps ¢, & dans l'autre
du c6té de F Pefpace b dans le méme tems ¢ : on
demande par quel point E de la droite AEB il
doit paffer , afin qu'il employe le moins de tems
qu’il eft poflible pour parvenir de Cen F. Si l'on

7 2 s cu
fan:a.CE(u)..c.T. Ecb . BE (z)ite

€ . -
—E—. Tl eft clair que ";—” exprime le temps que le vo-

yageur employe 2 parcourir la droite CE , & de
A o 3 3 o
meme que -~ exprime celui quil employe & par-
courir EF ; de forte que == +%‘Z doit étre un
3 a

moindre. D'ol il fuit ( Are. 56. ) quayant mené
E G perpendiculaire fur 1a ligne A B ; le finus de
Pangle GE C doit étre au finus de Pangle GEF,
comme a eft 3 b.

Cela pofé , fi Fon décrit du point cherché E,
comme centre, de Pintervalle EC, le cercle CGH,
& qu'on mene fur la droite A EB les perpendicu-
laires CA, HD, FB, & fur CE,EF les per-
p?ndicu}aires GL,GI; l'onaura a.5b:: GL
(zLQrGL =AE,&GI=ED, parce que
les triangles rectangles GEL & ECA, GEI

e

pEs INFiNnIiMENT PETITS. 71
& E H D font égaux & femblables entr’eux, com-
me il eft facile & prouver. Ceft pourquoi fi I'on
nomme linconnue AE, x; on trouvera E

:éf : & nommant les connues AB, f3 AC, g3
BF, ; les triangles femblables EBF , ED H
donneront EB (f—x).BF (h)::ED‘(é:—c %
DH= - fbﬁfm' Mais 2 caufe des triangles retan-
gles EDH, E A C, qui ont leurs hypothenufes
EH, E C égales, 'on aura ED1+DH1:—_—] EA

-+ AC, ceft-3-dire, en termesanalytiques, %’;—x+
bbhhxx
aaff-2aaf% + aaxx
frattions , & ordonnant enfuite 'égalité, il vien-
dra aax® — 2aafx’ + aaffxx — 2aafggx - aaffzg = o.
— bb =+ 2bbf < aagg

— Bbff
— bbhh

On peut encore trouver cette équation de la
maniere qui fuit, fans avoir recours a 'exemple 9.
Ayant nommé comme auparavant les connues
AB,f;AC, z;BF,#%; & Pinconnue AE, x;

cVpg —xx
onferaa.CE () g +am)iie. —£—= =au

tems que le voyageur employe & parcourir Ia droi-
te CE. Etde méme b. EF (}/ff— 2f% —+ wx—+ hE)

T e v :
e QL_;L’;___IW = au tems que le voya-
E 4

= xx + gg: De forte que 6tant les
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geur employe a parcourir la droite EF. Ce qui fera

2 gg:— ol ’f’;""’”_'_/’h..——: aun moindre 3 &
: dx cxdx —cfdx

partant {a différence —2Z iy

: aVpp + xx BV ff— ifx—- xx—-hh

=03 d’ot P'on tire, en divifant par cdx & en
otant les incommenfurables, la méme égalité que
ci-devant , dont I'une des racines fournira pout
A K la valeur qu'on cherche. ( Confultez la Note
trente-fixieme. )

Examere XIL

60.Sor1r une poulie F ( Fig. 44. Pl 3.5 qui
pend librement au bout d’une corde CF atta-
chée en C, avec un plomb D fufpendu par la
corde DF B qui pafle au-deflus de la poulic F,

& qui eft attachée en B , enforte que les points

C, B font fitués dans la méme ligne horizontale
CB. On fuppofe que la poulic & les cordes
n’ayent aucune pefanteur ; & on demande en
quel endroit le plomb D, ou la poulic F doit
s'arréeer.

I eft clair par les principes de la Mécanique
que le plomb D defcendra le plus bas qu'il lui fera
poflible , au-deflous de I'horizontale C B d'ou il
fuit que la ligne 3 plomb D F E doit étre un plis
grand. Ceft pourquoi nommant les données CF,
4;DFB,b; CB, ;& linconnue CE, x ; Pon
aura KB — l/m, BB =1/ z-rec—95
& DFE —=b— l/ua-{—cc—~2rx 4=V gz —xx
qui doit étre un plus grand ; & partant fa diffé-

’
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edx g xdx

Vaa —-cc— 2cx Vaa — xx
20x} — 200xX — aaxx -+aacc = 0 , & divifant par

x—c , il vient 2cxx — aax —aac—o , dont 'une
des racines fournit pour C E une valeur telle que
la perpendiculaire £ D pafle par la poulic F & le
plomb D , lorfqu’ils font en repos.

On pourroit encore réfoudre cette queftion
d’une autre maniere que voici.

Nommant EF , y ; BF , z;l'on aura b
— g~y = a un plus grand ; & partant dy — dz.
Or il eft clair que la poulie F décrit le cer-
cle CFA autour du point € comme centre ;
& partant fi du point, f pris infiniment pres de
F, Pon mene fR parallele 3 CB, & £S per-
pendiculaire fur BF , I'on aura FR—=4dy, & FS
==dg. Elles feront donc égales entrelles ; & par
conféquent les petits triangles re@angles FR £,
ESf, qui ont de plus hypothénufe Ff commune,
feront égaux & femblables ; d’odt 'on voit que
Pangle RF £ eft égal & Pangle SFf, ceft-a-
dire, que le point F doit étre tellement fitué
dans la circonférence FA , que les angles faits
par lesdroites ' ®F , F B fur les tangentes en F,
foient égaux entr’eux : ou bien ( ce qui revient
auméme ) que les angles BFC, DF C foient
¢gaux,

Cela pofé, fi 'on mene FH , enforte que 'an-
gle FHC foit égal dl'angle CFBou CED 5 les
triangles CBF, CF H feront femblables ; comme
auffi les triangles réGtangles ECF , EFH, puif

73
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que I'angle CF E eft égal & 'angle FHE, étang
Pun & 'autre le complément a deux droits, des
angles ¢gauxFHC, CFD; & par conféquent

on auraCH——_—féf, &HE(x-—fcf). EF (y)
T EE (Y ECCRY. Doncxx——-ﬂczf:yy:aa

— xx par la propri¢té du cercle, d’ou lon tire |

la méme égalite que ci-devant.
Exemerre XIIL

61. [ /evivarion du pole étant donnée,
trouver le jour du plus petit crépufcule.

Soit C (Fig. 45. Pl 3.) le centre de la {phére;
APTOBHAQ le méridien; HD 4 O I'horifon;

QEeT le cercle crépufculaire parallele  Pho- |

rifon ; A MN B I'¢quateur; FED G Ia portion

du parallele a I'équateur, que décrit le Soleille |

jour du plus petit crépufcule , renfermée entre les
plans de I'horifon & du cercle crépulculaire; P le
poleauftral; PEM, PDN des quarts de cer-
cles de déclinaifon. L'arc HQ ou O T du mé-
ridien compris entre I'horifon & le cercle crépuf-

culaire, & I'arc O P de I'élévation du pole font |

donnés ; & par conféquent leurs finus droits

CI ou FL ou QX, & OV. L’on cherchele |

finus CK de Parc EM ou DN de la décli-

naifon du Soleil, lorfqu’il décrit le parallele ED. |

S’imaginant une autre portion fedg dun

parallele a Péquateur , infiniment proche de

FEDG , avec les quarts de cercle Pem, |
Pdn ; il eft clair que le tems que le Soleil |

|

E

|
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employe 3 parcourir arc ED, devant étre un
moindre , la différence de Tarc M N qui en eft
la mefure,, & qui devient 7 n lorfque ED de-
vient ed, doit érre nulle; d'on il fuit que les
petits arcs M , N» , & par conf¢quent les
petits arcs Re, Sd, feront égaux entr’eux. Or
les arcs RE, SD érant renfermés entre les
mémes paralleles ED, ed, font auffi égaux,
& les angles en § & en R font droits. Donc
les petits triangles retangles ER e, DS4d (que |
Pon confidére comme reftilignes ( Ar:.3.) a
caufe de linfinie petitefle de leurs cbtés ), fe-
ront égaux & femblables ; & par conféquent les
hypothénufes Ee , Dd feront auffi égales entr’elles.

Cela pofé, les droites D G, B F, dg , ef com-
mune fections des plans FED G, fedg paralleles
a I’équateur, avec I'horizon & le cercle crépufcu-
laire , feront perpendiculaires fur les diametres
HO, QT, puilque les plans de tous ces cercles fe-
ront perpendiculaires chacun fur le plan du méri-
dien ; & les petites droites Gg , F f feront égales
entr’elles , puifque les droites FG, fg font paral-

Ieles. Donc 1/1;1——(}_; o DG — dg—

VEe —Ff ou fe—FE. Or il eft clair par ce
que P'on a démontré dans Farticle 50. que fi I'on
mene 2 difcrétion dans un demi-cercle deux ap-
pliquées infiniment proches , le petit arc quelles
renferment , fera & leur différence, comme le ra-
yon eft 2 la coupée depuis le centre, ce qui donne
ici (3 caufe des cercles HDO, QET ) CO. CG
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::DdouEe.DG—dzoufe—FE::1IQ.IF
::CO4+IQouOX.CG~+IF ouGL. Maisd
caufe des triangles rectangles femblables CV O,
CKG,FLG,Yonaura CO:.CG:: OV.GK
EtGK.GL::CK.FLou QX. Donc OV.
CK::0X.XQ::XQ.XH parla propriété
du cercle : Ceft-a-dire, que fi 'on prend QX
- pour le rayon’ou finus total dans le triangle
reGtangle Q X H, dont I'angle HQ X eft de g

degrés, parce que les Aftronomes font Parc HQ .

de 18 degres , lon aura comme le finus total
eft A la tangente de ¢ degrés, de méme le fi-°
nus de Pélevation du pole eft au finus dela
déclinaifon auftrale du Soleil dans le tems du
plus petit crépufcule. Dol il fuit que fi Fon
ote 0.8002875 du logarithme du finus de I¢-
levation du pole; le refte fera le logarithme du
finus cherché. Ce quil falloit trouver. ( Con-
fulrez la Nore rrenre-feptieme. )

g
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e T T A S

SECTION 1IV.

Ufage du calcul des différences pour trouver les
points d'inflexion & de rebrouffement,

OmmE Pon fe fervira dans la fuite des

", diffirences fecondes , troifiemes , &ec. il

eft néceffaire d’en donner une idce avant que
d’aller plus loin.

DérFriniTroN I

L2 portion infiniment petite dont la diffc-
rence d’'une quantité variable augmente ou di-
minue continuellement ', eft appellée la différence
de la différence de cette quantité , ou bien fa
différence feconde. Ainfi fi Fon imaginc une troi-
fieme appliquée ng ( Fig. 46. PL.3.) infiniment
proche de la feconde mp, & quwon mene mS
parallele 3 AB, & mH parallele 8 RS; on ap-
pellera Hn la différence de- la différence R,
ou ‘bien ‘la différence feconde de P M.

De méme fi Ton imagine une quatrieme ap-
pliquée of infiniment proche de la troifieme
nq , & quon mene n'T parallele a ABy &
n L parallele 3 8T 5 on appellera la- diffcrence
des petites droites Hz , Lo, la différence de la
différence feconde, ou bien la différence troifieme
de P M. Et ainfi des autres, (¥oyez la Note 38.)
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AVERTISSEMENT.

On marquera dans la fuite chaque différence
par un_nombre de d qui en exprime Pordre o
le genre. Par exemple , on marquera par dd I,
différence feconde ou du fecond genre 3 par ddd
la différence troifiere ou au troifieme genre » pa;
dddd, la différence quatrieme ou du quat;ieme
genre , & de méme des autves. . Ainfi ddy expris
mera Ha ; dddy, Lo—Hn oz Hn— Lo , &e,

QOuant aux putflances de ces differences , on les
marquera par des chiffres poflérieurs mis au-deffus
comme Lon fair ordinairement celles des gran-
deurs entieres. Par exemple , le quarré , ou e
cube de dy ferady’ , ou dy’ ; le quarré , oy e
cube de ddy fers ddy* , ouddy’ ; celuide dddy
fera dddy* | ou dddy’ ; celui de ddddy fera
ddddy* , ou ddddy’ , &e. ( Vovez la Note 39.)

T i s s e - ] by

62. SI Pon nomme chacune des coupées AP,
Ap, Ag, Af, x; chacune des appliquées
PM, pm, gn, fo, y; & chacune des por-
tions courbes AM , Am, An, Ao, u; ileft
clair que dx exprimera les diffirences P;;, P95
qf des coupées; dy les différences R 51 S
To des appliquées ; & du les différences Mo,
mn, no des portions de la courbe A MD.
Or afin de prendre , par exemple , la différence
. feconde H7 de la variable P M . il fautima-

giner fur Paxe deux petites patties Pp, pq,
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& fur la courbe deux autres Mz , m#z pour
avorr les deux différences Rm , S# ; & par-
tant fi Ton fuppofe que les petites’ parties Pp ,
7q foient égales entrelles ; il eft clair que dx
fera conftante par rapport 4 dy & A du , puil-
que Pp qui devient p g demeure la méme pen-
dant que R qui devient S# , & Mm qui
devient mn , varient. On pourroit fuppofer que
les petites parties de la courbe Mm , mu fe-
roient égales entr’elles , & alors du feroit conf-
tante par rapport & dx & a dy ; & enfin fi
Pon fuppofoit que R & Sn fuflent égales ,
dy feroit conftante par rapport 3 dx & a du,
& fa difftrence Ha (ddy ) feroit nulle,

De méme pour prendre la difference troifie-
me de PM , ou la différence de la différence
feconde H# ; il faut imaginer fur I'axe trois pe-
tites parties Pp, pq, qf ; fur la courbe trois
autres Mm , mn, no; & fur les appliquées
aufli trois autres Rz, Sn, To, & alors on
aura dx ou du ou dy pour conftante , felon
quon fuppofera que les petites parties P p, pg,
qf>ouMm, mun, no, ou Rm, Sn, To lont
égales entr'elles. Tl en eft de méme des diffé-
rences quatriemes , cinquiemes , &c.

Tout ceci fe doit aufli entendre des courbes
AMD, (Fig 47. Pl. 3.) dont les appliquées
BM, Bw#, Bn partent toutes d’un point fixe
B 5 car pour avoir , par exemple, Ja différence
feconde de BM , il faut imaginer deux autres
appliquées Bz , Bz qui faffent des angles MBm
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mBn_ infiniment petits, & ayant décrit du cen-
tre B les petits arcs de cercle MR, 7S la
différence des petites-droites R 72, S#, fera I
différence feconde 'de B M ; & Fon pourra pren.
dre pour conftants les petits arcs MR , m§,
ou les petites portions de la courbe M , mn,
ou enfin les petites droites R, Sz 1l enva
de méme pour les différences troifiemes, qua-
triemes , &c. de Pappliquee BM.,

TTREMARQQUE

63.‘ON doit bien remarquer , 1° Qu’il ya
differens ordres d’infiniment petits : que R,
( Fig. 46. Pl. 3.) par exemple , eft infiniment
petite. par rapport 3 P M, & infiniment grande
par rapport 2 Hz ; de méme que Pefpace M Ppnm
eft infiniment petit par rapport & 'efpace APM,
& infiniment grand par rapport au triangle MR

2°. Que la différence entiere P£ eft encorein- |

finiment petite par rapport & AP parce que
toute quantité qui eft la fomme d’un nombre
fini de quantités infiniment petites, telles que
Pp, pqg, qf par rapport 3 une autre AP,
demeure  toujours infiniment petite par rapport
a cette méme quantité : & quafin qu'elle de-

vienae du méme ordre, il faut que le nombre

des quantirés de Pordre inférieur qui la compofes
foit infini. e
Cororrarre IL
64w peut marquer en cette forte les différen-
ces fecondes dans toutes les fuppofitions poffibles:
1%

S
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1°. Dans les courbes on les appliquées m R ;
2 S font paralleles entr’elles ;, ( Fig. 48. 49. PL.3.)
on prolongera la petite droite M en H ol
elle rencontre Pappliquée Sz 2 & ayant décrit
du centre w2, de l'intervalle man, Parc nk, on
tirera les petites droites #/, li, kg dont I
premiere foit parallele & 7S, & les deux autres
3 Su Cela pofé, fi T'on veut que dx foit conf-
tante, ceft-a-dire, que MR foit égale 3 S }
il eft clair que le triangle 2 SH eft femblable
& ¢gal an triangle MR, & quainfi Hn eft
ddy , Ceft-a-dire, la difiérence de Rm & Sn
& Hk=dda. Mais fi on fuppofe que du foit
conftante , ceft-d-dire, que Mm — mn ou
mk; il eft évident alors que le triangle mgk
eft femblable & égal au triangle MR , &
quainfi-hc=—ddy , & Sz ou cn=—ddxn
Enfin fi Yon prend dy pour conflante; ceft=
a-dire, mR==2$S, il senfuit que le triangle
mil eft égal & femblable au triangle M R 7 ;
& quainfi 7S ou nl—ddx, & lk=ddu.
2°. Dans les courbes dont les appliquées B M ;
B , Bn partent du méme point B , ( Fig. 50: 51.
Pl 3.) Ton décrira du centre B les arcs M R ;
m S 5 que lon regardeta (Ars.3.) comme d&
petites droites perpendiculaires fur B , B j
& ayant prolongé M en E, & décrit du ten-
tre 72, de lintervalle mn , le petit arc nR E 3
on fera l'angle Em»H=— mB#x , & lon tirers,
les petites droites nlyli, keg dont la pres
miere foit parallele & S, & les deux aures
F
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a Sn. Cela pofe , a caufle du triangle BS#
reCtangle en S, I'angle BmS 4+ #Bn , ou + EnH
vaut un droit , & partant 'angle B E vaut
un droit-+S» H'; il vaut aufli le droit MR 7
<+ RMw , puilqu’il eft externe au triangle R M2,
Donc Pangle $mH = RMm.

11 fuit de ceci, 1°* Que {i on veut que dx foit
conftante, Ceft-a~dire que les petits arcs MR ,
mS$ foxent cgaux entr'eux, le triangle Sz H feri
femblable & égal au mangle RMm , & quainfi
Hn=—=ddy, & HBk=ddu. 2°. Que fi l’on prend du
pour conftante, le triangle gk fera femblable &
¢gal au triangle R M, & qu’ainfi ke exprimera
ddy , & Sg ou ¢n, ddx. Enfin, 3°. Que{il'on prend
dy pour conftante, les triangles izl , R Mz {eront
¢gaux & femblables ; & qu’ainfi 1S ou ln —ddx 5
& Itk —=ddu.

PROPOSITION. I.
PROBLEME.

65 Prevorela différence d'une quantité conr-
pofée de différences quelconques.

On prendra pour conftante la différence que
Ton voudra , & traitant les autres comme des
quantités variables, on fe fervira des régles pref-
crites dans la Se@ion premiere.

o d 5
La différence de X;y , en prenant dx pour conf-
~-yddy : Sk
tantg fera y_di__ ) & l‘{xd}’ldxz}’d_} ddox en Pfc‘

nant dy pour conftante.
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o VEEEE j

Celle de ——————, en prenant dx pouf
conftante , fera dx }/dw® + dy* + Zdydd)/___ :
V dia* - dyt

dydx® +dydy* +(dydclv:!

dw}/ dx* - dy* 2

& en prenant d » pour conftante , elle fera

d
dzdx}/ dx* +dy*+ ‘7{2% —zddxVdx* +dy* 5 e

tout divifé par dx, c’eft-A-dire =

dyda’ = dydxdy® — zdy*ddx
dx >y da? 4 dy*
ydy
===, tn prenant d % potis
~ dy*
_yiyrddy.
\/dx - dy*
Ceft-a-dire 3

tout divifé pdr dx*, c.2d.

La différence de

conflante , fera d]*—‘_yady\/df Tdy —
le tout divifé par dx* + dp*,

dx*dy® - dy*—+ yds*dd .
Y 7.1715 & en prenant dy pour

.1[_] z+ d g ) J’
conftante , elle fera dedy y* — ydydxdds

dx* —+ d_y"l/é(r.:\?1 -+ dyl

La diffireice de X &V i+ a7 g
—dxa’dy

SIS (AR
dx"—-dy**

, efi prenant dx pour conflante , ferd
— dxddy

—=3dxdyddy® xm ige dxdddy x W
dx*ddy*
Mais il faut obferver que dans ce dernier cas il
n’eft pas libre de prendre dy pour conftante, car dans
cette fuppofition fa différence ddy feroit nu'le 4

“par conféquent elle ne devroit pas fe rencontrer

dans la quantité propofée, ( Confultez la Note 40.)
Fiz
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Dérinirtion IL

Lorfquune ligne courbe AFK ( Fig. 52. 53,
54 55. PL 3. 4.) eft en partie concave & en par-
tie convexe vers une ligne droite AB ou vers un
point fixe B ; le point F qui fépare la partie con-
cave de la convexe , & qui par conféquent eft la
fin de Pune & le commencement de Pautre, eft
appellé point d’infléxion , lorfque la courbe étant
parvenue en F continue fon chemin vers le méme
coté : & point derebrouffement , lors quelle re-
broufle chemin du c6té de fon origine.

PROPOSITION 11
ProsrLEME GENERAL.

66.L A nature de la ligne courbe AFK érant
donnée , déterminer le point dinfléxion ou de re-
brouffement H.

Suppofons en premier licu que la ligne courbe
AFK (Fig. 52.53. Pl. 3. 4.) ait pour diamétre
une ligne droite AB, & que fes appliquées P M,
EF, &c. {oient toutes paralleles entr'elles. Si l'on
mene par le point F, T'appliquée F E avec la tan-
gente FL ; & par un point quelconque M de la
partie AF , une appliquée MP avec une tangen-
e MT :il eft clair, :

19, Dans les courbes qui ont un point d’inflé-
xion, que la coupée AP croiflant continuelle-
ment, la partie AT du diamétre, interceptée en-
tre Porigine des x & la rencontre de la tangente,
croit aufli jufqu'a ce que le point P tombe en E ,

R ———
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apres quoi elle va en diminuant ; d’od Fon voit
que AT qui répond a Tappliquée en P, doit
devenir un plus grand AL , lorfque le point
P tombe fur le point cherche E.

2°. Dans celles qui ont un point de rebroufle~
ment, que la partie AT croiflant continuelle-
ment, la coupée AP croit aufli jufqu'a ce que le
point T tombe en L, aprés quoi elle va en dimi-
nuant; d’olt I'on voit que A P qui répond 3 AT,
doit devenir un plus grand AE , lorfque le point
T tombe en L.

Or fil'on nomme AE, x; EF, y; on aura AL
ydix-—x, dontladifférence, qui eft aﬁ;}/—yﬁ—&{!
— dx (en fuppofant dx conftante ) , étant divifée
par dx différence de A E, doit étre ( Are. )

s . ? d
nulle ou infinie ; ce qui donne —)":f Y — 4, 0ud

Tinfini : de forte que multipliant par dy*, & divi-
fant par— y , il vient ddy = 0, ou A Vinfini 5 ce qui
fervira dans la fuite de formule générale pour trou-
ver le point d’infléxion ou de rebrouflement F.
Car la nature de'la courbe A F K érant donnde %
I'on aura une valeur de dy en dx ; & prenant la
diffirence de cette valeur, en fuppofant dx conf-
tante, on trouvera une valeur de ddy en dx* | la-
quelle étant égalée d’abord 3 zero , & enfuite &

Linfini , fervira dans I'une ou Iautre de ces fup-

pofitions & trouver pour AE une valeur , telle que
Tappliquée E F aille couper la courbe AF K au
point d’infiéxion ou de rebrouflement F.

23
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Lrorigine A des x peut étre tellement fitude

dx 2 d
que A L:x-———«J—;;— »,2u lieu de‘% —x, & que

AL ou A E {oit un moindre au lieu d’étre un plys

grand : mais comme la conf¢quence eft toujours I

méme, & que cela ne peut faire aucune difficulté,

je ne m'y arréterai pas. il eft & remarquer que AL
ydox

ne peut jamais étre = x = , car lorfque le

point T tombe de l'autre coté du point P, par
rapport 4 Porigine A des x, la valeur de %—dg fera
Wi L ly
négative fuivant larticle 10, & par confequent
dx =
gelle de ———%— fera pofitive , de forte qu'on aura

encoreencecas AE+EL.ouAL= P
13 : E a’}/

La méme chofe fe peut encore trouver de cette
autre manicre. Il eft clair qu'en prenant dx pout
conftante , & fuppofant que l'appliquée y aug-
mente, Sun (F7g. 48. 49. PL 3.) eft moindre que
S H ou que R dans la partie concave, & plus
grande dans la convexe. Dot Pon voit que Ia va-
Jeur de Hu (4dy ) doit devenir de pofitive néga-
tive fous le point d’infléxion ou de rebrouflement
¥ & partant (Arz. 47.) quelle y doit étre ou
nulle ou infinie. : :

Suppofons en fecond lieu que la courbe AFK
(Fiz 54 55. Pl 4.) ait pour appliquées les droi:
tes BM, BF, BM, qui partent’ toutes d’un
meme point B. Si 'on mene telle appliquée BM
{ Fig. 56, 57: Pl 4.)) qu'on voudra , avec une

e e
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tangente M T qui rencontre BT perpendiculaire
3 BM au point T 5 & quayant pris le point 7z
infiniment prés de M, Pon tire Pappliquée Bz,
la tangente m¢ , & la perpendiculaire Bz fur Bz,
qui rencontre MT en O ; il eft vifible (_en fuppo-
fant que Pappliquée BM, qui devient Bz, aug-
mente ) que dans la partie concave , Bz lurpafle
BO, & quau contraire elle eft moindre dans la
partie convexe; de forre que fous le point d’in~
fléxion ou de rebrouflement F, la valeur de O
doit devenir de pofitive negative.

Cela pofé, fi l'on décrit du centre B ( Fig. 56.
Pl 4.) les petits arcs de cercle MR, TH, on

sformera les triangles femblableszRM, MBT,

THO, & les petits {t&eurs femblables B M Ras

BTH. Nommant donc BM, y; MR, dx s l'on.

aura mR (dy ) . RM (dx)::BM () .BT =
d Zrone dse™ dx®

JLa,yi:: MR (ds) P H = TZT::TH(-E;).HO

Z’“i Or fi l'on prend la différence de BT (}Lj;)

en {uppofant dx confante , il vient B2— BT ou

docdy® — ydxdd
He= 2L I s & partant OH+He ou
.
dx3 - dxdy® — ydxdd N
et Tl x:;\//" YFTY, Dot il fuit en mul-

tipliant par dy’ , & divifant par dx , que la valeur

de dx*~-dy* — yddy fera nulle ou infinie fous le

point d'infléxion ou de rebrouffement F. Or la

nature de la ligne AFK (Fig. 54. 55. Pl 4.)

¢tant donnée , Pon aura des valeurs d% dy en dx ,
4
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g de ddy en dx*, lefquelles eant fubftitubes dang
dx” ~+ dy* — yddy , formeront une quantité , 'qui
étant égalée d’abord A zero, & enfuite 4 Pinfini,

fervira A trofiver pour BF une valeur telle que

fiécrivant du centre B, & de ce rayon un cercle,
il coupera la courbe A F K au point d’infléxion oy
de rebrouffement F. Ce qui étoit propofé

Pqur trouver encore la méme chofe d’une autre
manicre, il faut confidérer que dans la partie con-
cave, langle B#E ( Fig. 50. 51. Pl 3.) {urpaffe
Pangle Bun, & quau contraire dans la convexe
il eft moindre; & partant que Pangle B#E — Bam
ou Emn, (Fig. 50. Pl 3.) ceft-a-dire , I'arc En
qui en eft la mefure , devient de pofitif négatif
fous Te point cherché F. Or prenant dx pour conf-
tante, les triangles re@tangles femblables Hm S,
Hak , donneront Hm (du) . mS (dx)::Hn
(—ddy). nh=— &4
que la valeur de Hr eft négative, parce que Bm
() croiflant, R (dy ) diminue. Mais 2 cau'e
les fecteurs femblables Bi»S, mEk ; Pon aura B

(_;y}._mS(dx)::mE(du).Ek:f%gi‘,&par-

ou Pon doit obferver

tant Bk £ kn ou Ep = 2de* — ydwddy = Iy By 4l
u°
fuit en multipliant par ydu , &ydivi('ant par dx,
que du’ —pddy ou dx* ++ dy* — yddy doit devenir
de pofitive , négative fous le point cherché F.
(Fig. 54.55. Pl 4.)
8 I'on fuppofe que y devienne infinie, les ter-
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mes dx* & dy* feront nuls par rapport au terme
yddy ; & par conféquent la formule dx* 4+ dy* —
yddy =0, ou a Finfini, fechangera en cette autre
— yddy = 0, ou A Pinfini , c’eft-3-dire, en divifant
par—y » ddy =0, ou a Finfini, quieft la formule
du premier cas. Ce qui doit aufli arriver, puifque
les appliquées BM, BF, BM deviennent alors
paralleles. ( Confultex la Note quarante-unieme. )

€ 0 R 0L Lia T R E

67.L ORSQUE ddy = o, il eft clair que la dif-
férence de. A L ( Fig. .52. Pl 3.) doit étre nulle
par rapport a celle de A E; & partant que les
deux tangentes infiniment proches F L , fL doi-
vent tomber I'une fur Pautre, en ne faifant quune
feule ligne droite fF L. Mais lorfque ddy =2
Vinfini, la différence de AL (Fig. 53. Pl 4.)
doit €tre infiniment grande par rapport 2 celle
AE, ou (ce qui eft la méme chole) la différence
de AE eft infiniment petite par rapport a celle
de AL ; & par conféquent 'on peut mener par
le méme point F deux tangentes F L, F/, qui faf-
fent entr’elles un angle infiniment petit , LEF /.
De méme lorfque dx* 4 dy* — yddy = o, il eft
vifible que O¢ ( Fig. 56. 57. Pl. 4. ) doit devenir
nulle par rapport 2 MR ; & qu’ainfi les deux tan-
gentes infiniment proches M'T, »2, doivent tom-
ber T'une fur 'autre , lorfque le point M devient
un point d’infléxion ou de rebrouflement : mais
au contraire lorfque dx* + dy* — yddy =a l'infini,
Ot doit étre infinie par rapport 2 MR , ou (ce qui
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eft Ia méme chofe ) MR infiniment petite par
rapport 2 Oz; & par conféquent le point 7 doit

tomber fur le point M, c’eft-3-dire, qu'on peut

mener par le méme point M deux tangentes qui
faflent entrelles un angle infiniment petit, lorf-
que ce point devient un point d’infiézion ou de
rebrouflement.

Il eft évident que Ia tangente au point d'inflé-
xion ou de rebrouffement F, érant prolongte ,
touche & coupe la courbe A F K dans ce mPme
point. ( Confulsez la Note quarante-deuxieme. )

ExxeEmere I

68.S o011 une ligne courbe AFK (Fiz. 58. P, 4)
qui ait pour diaméere la ligne droite A B, & qui
foit telle que la relation’de la coupte AE (x) 4
Vappliquée EF (), foit exprimée par Péquation
axx = xxy + aay. 1l gagit de trouver pour AE
une valeur, telle que Pappliquée EF rencontre I
courbe AFK au point d’infléxion F,
34 e o \ axx
I’¢quation & la courbe eft y =

223 xd 2
tantidy — -7 & prenant la différence
xx——aa

de cette quantité, en fuppofant dx conftante,

& légalant “enfuite 3 zZero > on  trouve
2a3dx? x 2% + an — 83 wxdx® x xoo 1 2a
— = =035 CE
XX —-aa

s . . 4 - .
qui multiplié par xx+aa, & divik par
28°dX%* X wx+ 2z » donne xx - A4 —4XX == 0, d’ol

Pontire AE (x):_ﬂl/il'

{

g ———
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y 1
Si on met A la place de xx fa valeur ; a2 dans

axx
i —_— uve EF
Péquation & Ia courbe y = ———, on tro :

—1 a3 de forte quon peut déterminer le
gcj)/itzt d’?nﬂé&ion F , fans fuppofer que la courbe
AFK foit decrite. _ ‘

Si on mene A C parallele aux appliquées EF )
& ¢gale A la droite donncea, & quon tire G@&
paral‘.ele 4 A B, ellefera afymptote de la courbe
AFK. Car fi 'on fuppofe x infinic, on pourra

il = by
prendre xx pour xx-aa ; & partant l'equation a

axx

la courbey — fe changera en celle-ci

%%+t aa 3
y=a. ( Confultex la Note quarante-troifieme. )

Exemrprze 1L

3
69.SOITy gt xe g’ Donc &y ==

— 2 e s L
ZRIS) 6 S g e
lx—a dx,&ddy—=—;x—a g —

— 6dx*

, en prenant dx pour conftante. Or fi 'on
25Vi—a :

. I
fuppofe cette fration egale a zero, on trouve
— 6dx* =0 ; ce qui ne faifant rien connoitre, il
la faut {uppofer infiniment grande; & par con-

8 e e
féquent fon dénominateur 25} /% —a infini-
ment petit ou zero. D'olt linconnue A E (x) = a.
{ Confultez la Note quamntc—quazﬂeme.)
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Exemepre 111

70.8 617 une demi roulette allongée AFK
(Fzg 59- Pl.' 4. ) dont Ja bale BK furpaffe I
demi-circonférence A DB du cercle générateur

qui a pour centre le point C. 1l sagit de dé |

terminer fur le diamétre A B, le point E, en-

forte que Yappliquée EF aille rencontrer Jy |

roulette au point d’infléxion F.

Ayant nommé Jes connues ADRB, «; BK, |

b; AB, 2c; & les inconnues AE, x5 ED
o (4 Y :
3s farc AD, 4; EF, yslon aura parla pro-

priceé de la roulette y — z 4 b—u; & partant dy
a

bd '
—dz +7’£. Or par la propriet¢ du cercle I'on

I

g bl dieieas
aura, z — VZCI—-—-xI’ 5 d{:{‘/;_—,f—ix- ’ &
20— X%

cdsx

du(Vdx® +dr?) = .Donc mettant pour &z &

‘V/ 20X X%
acdx — azxdx - bedx

du leurs valeurs, on trouve dy —

B 3
aVacx —xx

. !
dont la diffirence ( en prenant dx pour conftante)

dotinié bex — ace — bee x dx*

20x — xx¢ X ‘v/Zcx - XX
AE(x)=c+ 3, & CE="1"
Meft clair qu'afin quil y ait un point d'inflé-
xion F, il faut que b furpafiz a ; car il éroit
moindre , CE furpafleroit ( B. ( Confultez la
Note quarante-cinquieme. )

\

= oy d’ou Pon tire |

- 83dx —-aabdx

, & partant BE (x)

pEs INFINIMENT PETITS. 03

‘Exempire IV.

71 (O x demande le point dinfléxion F ( Fig. 6o.
Pl 4.) de la Conchoide AFK de Nicomede 5
laquelle a pour pole le point P, & pour afymp-
tote la droite BC. Sa propricte eft telle,, quayant
mené du pole P 3 un de fes points quelconques i
la droite P F, qui rencontre Pafymptote B C en
D; la partic DF eft toujours égale 2 une méme
droite donnée a. :

Avant mené P A perpendiculaire , & FE pa-
rallele 3 B C, on nommera les connues A B ou
FD,a; BP, b;& lesinconnues BE, x;EF,
y; & tirant DL parallele 3 BA , les triangles
femblables DLF, PEF donneront DL (x)-
LF (Vii—wx)i: PE (b+x). EE(y)

= l’_i“f_‘_{?.f_“ﬁ . dont la différence eftdy =

. Si donc on prend la différence de

xxVaa—xx

cette quantité , & guon l'égale & zero , on for-

246 — aax3 — jaabxx X dx*
aax3 — x5 X ]/au — %%
qui fe réduita x* 4 3bxx — 2aab =0, dont 'une

des racines fournit pour B E la valeur cherchee.

Sia=15, I'{quation précédente fe changera
en cette autre x* -4 3axx — 24° = o , laquelle
étant divifée par x+a, donne xx -+ 24x — 244 = 0;
= —a -+ }/ 300

2

Y 2
mera Pégalite
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Autrement.

En prenant pour appliquées les lignes PF qui

partent du pole P, & en fe fetvant de la formule
(Are. 66.) yddy = dx* +dy*, dans laquelle 4y
a €t¢ fuppolée conftante. Ayant Imagine une au-
tre appliquée P £ qui fafle avec PF Pangle FPf
infiniment petit, & décrit du centre P les petits
arcs FG, DH , on nommera les connues A By
a;BP, b; & les inconnues PE,v;BD it
Ton aura par la propriété de la conchoide » - =03
+ @, ce qui donnedy =— dz. Ordcaufedu triangle
retangle DBP, DB — 3/ 77 — 4 ; & & caufe des
triangles femblables DBP & 4HD , PDH & PEG;
Pon aura DB (}/7;7—45). BP (&) :: dH (&)

: bdy s : !
HD= /== Et PD (). PF (x+a)::HD
Va—

bdy
(1/;-{——_—76 ).FG(dx):
- 7doxcV v —— B
EHET it
tire dg ou dy — s

ce eft (en fuppofant dx conftante ) ddy =
673 — 2abyy — ab3 x dyde — ppa—y 2ab73 — ab3yxdx®
by +ab

en mettant pour dz fa valeur. Donc fi 'on fubfli-
wue dans la formule générale ( Arrs 66. ) yddy =

2 2 )\ 1 2 I

dx’~dy* 4 1a place de y fa valeur x4+ a, & de
dy & ddy les valeurs que Pon vient de trou-
ver en dx & dx* ; on formera cette ¢quation

bydy —- a5c1.;_'

D’ol Ton

» dont la différen:

b{ +d01\/{{ — bb

a1

pESs INFINIMENT PETrTs. g8
%A}'—;—zuﬂ — abby x dx* o2& o 2ubby —- aabb x dx*

bz —+ ab* by —+ ab*

qui fe réduit & 23> — 3bbz — abb == 0, dont I'une
des racines augmentée de a fournit la valeur de
Yinconnue P F.

Sia=b, Ponaura 25> — 3443 — &’ = 0, qui
i . L a e
¢tant divifée par par 44, donne 3z — az — =
=20, dont la refolution fournit PF (g+a Y=2ta

+ia'3 :gl%ﬂ ( Confultez la Note 46.)

Exemere V. 4

72.8 o1 T une autre efpece de Conchoide AFK,

(Fig. 60. Pl. 4.) telle quayant mené d’un de fes

points quelconques F au pole P la droite P F qui

coupe l'afymptote BCen D, le reangle PD x

D F foit toujours égal au méme rectangle P B

B A. On demande le point d’infléxion F. :
Sil'on nomme les inconnues BE, x; EF., » 5

& les connues AB, a3 BP, b; on aura PD X

DF —=ab ; & les paralleles BD, EF donne-

tont PDXDF (ab).PBXBE (bx)::FPE

(bb—+2bx+xx +yp) . PE" (b + 2bx + xx ) «
Donc bbx + 2bxx 4 x} + yyx=—abb + 2abx +-axx ,
abb = 2abx — axx — bbx — 2bxx — x3 &
5 &

X

ou Yy =—

J—=b—+x ‘_/_“_—____\‘:]/ax—~xx+b Va—=, dont
% ; %
— ardx —+ 2xxdx-abd,

la différence donne dy — Bmutaties H

2XY axs~— X%
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& prenant encore la différence , on*forme Pégalict

Raab — aax— qubx x dx*

=, quiferéduit  y=

qax — 4x* X Viax — x*

i;ib valeur de linconnue BE.
a
s . —axd d bd:
Si Ton faje ~—2208 = 22X L 8K & our dedy

2xYax — xx%

egal d zero, Pon aura xx — ! ax + 2ab—o, dont

< a =+ Vaa — Sab & — Yaa — .82
les deux racines ’; s ""4 =

fourniffent , lorfque a furpaffe 86 , deux valeurs
BH & BL, telles que l'appliquée HM (Fig.
61. Pl. 4.) eft moindre que fes voifines , &
Pappliquée L N plus grande, ceft-A-dire, que
les tangentes en M & N feront paralleles A laze
A B ;5 & alors le point E tombera entre les points
H & L.

Mais lorfque @ =— 8b , les lignes BH, BE,BL
( Fig. 62. Pl 4. ) feront égales chacune 3143 &
alors la tangente au point d’infléxion F fera pa-
rallele 3 Iaxe A B. Et enfin lorfque 4 eft moindre
que 85, les deux racines feront imaginaires; &
par conféquent il n’y aura aucune tangente qui
puifle éure parallele 3 Paxe,

On pourroit encore réfoudre cette queftion en
prenant pour appliquées les lignes PF , Pf,
(Fig. 6o. Pl 4. ) qui partent du pole P, & en

' fe fervant de la formule yddy — dx*—+ dp*
comme Pon a fait dans Iexemple précédent.
C Confultez la Note 47.) -

ExempLE

prs INFINIMENT PETITS g7
Exemrre VI

7;S orrun cercle AED (Fig. 63. Pl. 4. qui
ait pour centre le point B, avec une ligne courbe
AFK, telle quayant mené a difcrétion le rayon
BFE, le quarré de F E foit ¢gal au re@angle de
Parc A E par une droite donnée b. 11 faur déter-
miner dans cette courbe le point d’infléxion F.
Ayant nommé 'arc A E, 75 lerayon BA ou
BE , a; & lappliquée BF, y; onaura b7 = aa
— 2ay+ gy, & ( en prenant les différences )
2ydy — 2ady

: =dz = Fe. Or a caule des fecteurs
femblables BEe, BEG, on fera BE (2).BE

R 2y 2edy — 2yydy ~2aydy
(F)tiEe( = FG,(dx)_T :

dont la différence , en fuppofant dx conftante 3

- donne 4ydy* — 2ady® -+ 2yyddy — 2ayddy =0 ;

ady® —aydy* .
z—}'tzi}'—. Si donc on fubf

titue 2 la place de dx* & yddy leurs valeursen dy*
dans la formule générale ( Ars. 66.) yddy — dx*

& partant yddy —

5 ; SR e 2
+dy* , on formera léquauon—ly_;gdy —

4ytdy* —8ay3dy® —+ gqaayydy* —+ aabbdy™
aabb

duit 3 4y° — 12ay*+ 1208y — 42’ yy - 300bby
— 2a’bb =0, dont la réfolution fournira pour
BF la valeur cherchée.

11 eft ¢vident que la courbe AF K, que Pon
peut appeller une Spirale parabolique , doit avoir

G

qui fe ré-
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un poitit d'infléxion F. Car la circonférence AED
ne différant pas d’abord fenfiblement de la tan~
gente en A , il fuit de la nature de la parabole
quelle doit d’abord €tre concave vers cette tan-
gente, & yuwenfuite la courbure de la circonfe-
rence autour de fon centre devenant fenfible , elle
doit devenir concave vers le centre. ( Confulrez la
Note quarante-huitieme. )

FExrmpuE . VIl

74.5 o1t une ligne courbe AFK (Fig. 64. PL.4)
qui ait pour axe la droite A B, dont la propriete
foit telle qu'ayant mené unc tangente quelcon-
que FB qui rencontre A B au point B, la partie

interceptée A B foit toujours & la tangente BFen

raifon donnée de 7 3 n. 1l eft queftion de dcter-
miner le point de rebrouflfement F.
Ayant nommé les inconnues & variables AE,

d.
x;BEF,p;Tonaura EB:——ZEE ( parce que ¥

s 455t , Vax: ——dy*
croiflant , y diminue ), FB = y———d—-—

.
par la proprieté de la courbe, AE+ EBouAB
xdy — ydx L e !
( *&7——' ) . BF ( T ) . . m . n

Lo itk d S
Donc my/ dx* ~+dy* = XY pdx, & fa diffes
_ —'nydxdy +nxyddy — nxdy®

Vidx?~-dy* = ; 7 ¢ ;

en fuppofant dx conftante & négative ; d'ott To

o tydsdy - awdy Y det 4P M i tenang
myydy = nxyYda® +dy*

mdyddy

rencedonne

zire ddy ==

O -

: pogs INFiNiMENT PETITS,  §3
fi Pon fait cette frattion égale A zero , on trouvera
— ydx — xdy — 0 ; ce qui ne fait rien connoltré;
Ceft pourquoi il faut fuppofer cette fraGtion égale
a P'infini, ¢’eft-2-dire, foridénominateur égala zert 4
i ; Rl mydy _ nxdy — nyds
ce qui donine }/dx* o dy* — i; = Jm' 7
A caufe de I'équation A ld courbe ; d’6l Pon tire
il nnxxdy — mrnyydj. Or
g nnx_y >
membre de Iéquation mydy = nx})/Zx* + dy* §

quarrant chaqué

p ¢ aH g Ay ———
on trouve eficore dx — STy — nmxx

nx

 nnxxdy — mmyyd; s dn

——f——;&;—J dou |
=—nx ; ce qui donne cette conftruction.

Soit décrit du diametre AD = m , un demi-=
cercle A1D; & ayant pris la corde DI=1#, foit
tirée l'indéfinie A L. Je dis quelle rencontrera la
courbe A FK au point de rebroufferhent F.

Car ayant mené I H perpendiculaire 2 AB , led
triangles rectangles femblables DIA, THA ;
FE A donneront D1(2) . TA(} mm —nn )
::IH.HA ::FE (). EA (x). & parrang
Vy mm — nn ==mnx qui étoit le lieu & conftruire;

Il eft clair que BF eft parallele 2 DI, puifqie
AB.BF::AD(m).DI(n) . dobil fuit qu=
Pangle AF B eft droit; & partant que les ligneg
AB,BF,BE font en propertion coritinue.

On peut trouver cette méme proprieté fans au-
cun calcul, fi Pon imagine ( Arz. 67.) au méme

- point de rebrouflement F deux tangentes F B ; F¥
Gz

on tire enfin ¥}/ mm — nik
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qui faffent entr’elles un angle BFS infiniment pe-
tit. Car décrivant du centre F le petitarc BL
onauram.n:: Ab.bF :: AB.BF :: Ab—. AB
ouBb.tF-—BFoubL::BF.BE . ) caule
des triangles reftangles femblables Bb L ,; FBE.
Ponc: &c;

. Sim'==mn, il eft évident que la droite AF de.

viendra perpendiculaire fur 'axe A B; & quainfi
la tangente ' B fera parallele & cet axe; ce que

Yon fcait dailleurs devoir arriver, puifqu’en ce’

cas la courbe A F doit étre un demi-cercle qui
ait {on diametre perpendiculaire fur Faxe A B
Mais fi 7 étoit moindre que #, il eft évident

qu’il n’y auroit aucun point de rebrouflement,

parce qu'alors '¢quation )/ mm — nn == nx ren-
fermeroit une contradiGion. ( Confultez la Note
quarante-neuvicme. ) |
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TSRO TONYAR

Ufage du calcnl des diffévences pour troyver
les Dévelopées.

DEritNITION

T Pon congoit qu'une ligne courbe quelcon—
L) que DBF ( Fig. 65. Pl 4. ) concave vers
le méme c6té, {oit enveloppée ou entourde d’un
fil ABDF, dont Iune des extrémités f{oit fixe
en I, & l'autre foit tendue le long de la tangente
BA, & que 'on faffe mouvoir Pextrémité A en
latenant toujourstendue & en développant conti-
nuellement la courbe BDF ;il eft clair que Fex~
tremité A de ce fil décrira dans ce mouvement une
ligne courbe AHK. :

Cela pofé, la courbe BDF feta nommée la Dé-
velopée de la courbe AHK.

Les parties droites AB, HD, KF du fil ABDF
feront nommées les rayons de la déuvelopée, 2e

C 0B 0L TLANTE R B ]

754 D Ece que la longueur du fil ABDF det
meure toujours la méme; il fuit que la portion
de courbe B D eft égale & la différence des rayons
DH, BA qui partent de fes extrémités ; de méme
la portion D F fera égale 3 la différence des rayons
FK,DH; & 1a courhe entiére BDF & la diffs-
rence des rayons FK, B A. D'oli I'on voit que fi
G 3 ‘
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le rayon B A dela courbe éroicnul , c’&’.f’(—i{-dit’ei
que fi lextrémité A du fil tomboit fur lorigine B
de la courbe BDF, alors les rayons de la déve-
lopte DH, FK feroient ¢gaux aux portions BD,
P DF de la courbe BDF. !

CororraIre IIL

76.8 1 Ton confidére la conrbe BDF (Fig. 66,
#L. 4) comme un poligone BCDEF d'unc infi-
ité de coués ; il eft clair que l'extrémité A du £

ABCDEF décrit le petitarc AGquia pour

centre le point C, julqu’s ce quele rayon CG ne

fafle plus quune ligne droite avec le petit coté

CD veifinde CB; & de méme quelle décritle
etit'arc GH qui a pour centre le point D, jul-
gu4 ce que le rayon DH ne faffe plus quiune
droite avec le perit ¢6té D E; & ainfi de fuite
jufgwa ce que la courbe BCDE F f{oit entiére-
ment développée. La courbe AHK peut étre donc
confidérée comme l'aflemblage d’une infinité de
petits arcs de cercle AG, GH, HI, IK , &c.
qui ont pour centre les points C, D, E, F, &
Dot il fuit, i
1% Que les rayons de la dévelopée la touchent
continuellement comme DH en D, KF en E,
&c. Et quils font tous perpendiculaires 2 la
courbe AHK qu'ils décrivent, comme D H en
%‘I s FX en K, &c. Car DH, par exemple, eft
perpendiculaire fur le petit arc GH & fur le petit
ar¢ HI, puifquelle pafle par leurs centres D, E.
Prob I'on voit , 1. que Ia dévelopée BDF (Fig,

. saum

DES INFINIMENTPETITS. 103
65. Pl. 4 ) termine Vefpace ol tombent toytes les
perpendiculaires 4 la courbe A HK. z°. Que fj
Yon prolonge un rayon quelconque H D qui cou-
pele rayon AB en R, jufqul ce qu’il rencontre
un autre rayon quelconque KF en S, Pon pourra
toujours mener de tous les points de la partie RS
deux perpendiculaires fur la courbe A HK , ex-
cepeé du point touchant D duquel on nen peut
mener quiune feule , fcavoir D H. Car il eft clair
que l'interfetion R des rayons AB, DH par-
court tous les points de la partie RS, pendant
que le rayon A B décrit par fon extrémité A la
ligne AHK fur laquelle il eft continuellement
perpendiculaire : & que les rayons AB, HD ne
{e confondent que lorfque VinterfeGion R tombe
fur le point touchant D.

2% Que fi I'on prolonge les petits arcs HG
(Fig. 66. Pl 4. Yenl, IHenm ;K1 enn, &c.
vers Porigine A du dévelopement , chaque petit
arc comme L H touchera en dehors {on voifin HG,
parce que les rayons CA, DG, EH, F 1 vont
toujours en augmentant, & mefure que les petits

. arcs qui compofent la courbe A H K, ¢%loignent

du point A. Par la méme raifon fi 'on prolonge
les petits arcs AG eno, GH enp, Hl en qs
vers le coté oppoié au point A; chaque petic
arc comme HT touchera en deflous fon voifin
IK. Or puilque les points H & I, D & K peuvent
étre confidérés comme tombant Pun fur Pautre
a caufe de Pinfinie petiteffe tane de Parc H [ 5 que
du cote DE ; il senfuit que fi Yon décrit d’un
4
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point quelconque moyen D de la dévelopée BDE.

comme centre, & de fon rayon DH un cercle
mHp, il touchera en dehors la partie HA qui
tombera toute entiere au dedans de ce cercle , &
en dedans l'autre partic HK qui tombera tou-
te enti¢re au dehors de ce méme cercle : ceft-3=
dire, quiltouchera & coupera la courbe A HK
au méme point H , de méme que la tangente au
point dinfléxion coupe la cqurbe dans ce point,

3°. Lerayon HD du petit arc H G, ne difié-
rant des rayons CG , EH des arcs voifins GA,
HI, que d’une quantit¢ infiniment petite CD ou
DE; il senfuit que pour peu quon diminue le
rayon DH, il fera moindre que CG , & quiainfi
fon cercle touchera en deffous lapartie HA ; &
qu’au contraire pour peu qu'on 'augmente, il fur-
paflera HE , & quainfi fon cercle touchera en
dehors la partie HK : de forte que le cercle mHp
eft le plus petit de tous ceux qui touchent en de-
hors la partie HA , & au contraire le plus grand
de tous ceux qui touchent en dedans la partie
HEK : ceft-a-dire,, qu'entre ce cercle & la courbe
on n’en peut faire pafler aucun autre. :

4° Comme la courbure des cercles augmente &
proportion que leurs rayons diminuent , il s'enfuit
que la courbure du petit arc HI fera & la cour-
bure du petit arc A G réciproquement comme le
rayon BA ou CA de ce dernier eft & fon rayon
DHou EH : c’eft-3-dire, que la courbure en Hde
Ia courbe AHK fera 3 fa courbure en A , comme lg
rayon BA au rayon DH; & de méme quela

/
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courbure en K eft 3 la courbure en H, comme'le
rayon D H,eft au rayon FK. D'ol 'on voitque la
courbure de la ligne AHK diminue continuelle-
ment & mefure que la ligne BD F fe développe ;
de forte qu'au point A , ou commence le dévelo-
pement, elle eft la plus grande qu’il eft poflible ;
& au point K , ot je fuppole qu'il ceffe,la plus
petite ;

59 Que les points de la dévelopée ne font
autre chofe que le concours des perpendiculaires
mences par les extrémités des petits arcs qui com-
pofent la courbe A'HK. Par exemple , le point
D ol E eft le concours des perpendiculaires HD ,
1E du perit arc. HI 5 de forte que fi la courbe
AHK eft donnée avec la pofition d'une de fes
perpendiculaires HD , pour trouver le point D
ou E ,ou elle touche la dévelopée , il ne faut que
chercher le point de concours des perpendiculaires
infiniment proches HD , TE: ceft ce quon va
enfeigner dans le Probléme qui fuit.

PrRIOIPEOD:S T T-1 0N L
ProBLEME GENERAL.

77.I_JA nature de la ligne courbe A M D ( Fig.
67.PL 4. ) érant donnée avec une de fes perpendicu-
latves quelconque M. C ; déterminer la longueur du
rayon MC de [a dévelopée , O'cfl-a-dire , le concours
des perpendiculaires infiniment proches M C, m C.

Suppofons en premier lieu que la ligne courbe
AMD ait pour axe la ligne droite A B fur la-
quelle les appliquées P M foient perpendiculaires.
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On imaginera une autre appliquée 2 P> qui fera
infiniment proche de M P, puifque le point
eft fuppol¢ infiniment prés de M. On menera par
le point de concours C une parallele CE 3 Paxe
A B, laquelle rencontre les appliquées M P, mp
aux points F, e, Enfin menant MR parallele
a AB, on formera les triangles re€tangles fem-
blables MR 2, M E C; car les angles EMR,
C M érant droits,, & I'angle C MR leur drant
commun , F'angle EMC fera égal 3 Pangle RMm,
Sidonc l'on nomme les donndes A P 5 %3 PN
~ y;linconnue ME , g5 Pon aura Ee ouPp ou
MR =dx,Rm=dy —dz, Mm =V dx* +dy*
&MR (). Mm (V57 ) :: ME ).
MC=— M—”-J;m. Or le point C étant le centre
du petit arc M, fon rayon C M qui devient Cm
lorfque EM augmente de fa différence R,
demeure le méme. Sa différence fera done nulle :

ce qui donne ( en fuppofant 4x conftante )
d{dx" —— dra’y" g {dyddy

=—o0; dol Ton tire ME

dxVdx* < dy*
d-,”ﬂldf" —{~a’{dy" dx* —{-dy"
B et :
() e 1 —y,— en mettant

pout dz fa valeur dy.

Suppofons en fecond lieu que les appliquées
BM , Bm ( Fig. 68.PL 4.) partent toutes d’un
méme point B. Ayant mené du point cherché C
fur les appliquées, que je fuppofe infiniment pro-
ches , les perpendiculaires C £, Ce, & décrit du
centre B le petit arc M R ; on formera les trian~
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gles reGangles femblables R M» & EMC ,
BMR, BEG & CeG. Ceft pourquoi nom-
mant BM, y; ME, g; MR, dx; on aura

Rm—dy, Mm=—V/dx*+dy*, CE ou Ce

S gy e
=4S & MC=

enfuite , comme dans le premier cas , ¥ =

dydx® ~-dzdy?* zdy S

(dx).Ge:ij—y.& me— MEouRm —Ge

On trouvera

dy — zd
—dy="2"%Y, Donc en mettant cette va-

leur & la place de dz, l'on gura ME ()=
ydx? - ydy*
dx* ~-dy* ——ydd’y‘

Si I'on fuppole que y foit infinie, les termes
dx* & dy* feront nuls par rapport a yddy ; & par
conféquent cette derniere formule fe changera en
celle du cas précédent. Ce qui doit aufli arriver ;
puifque les appliquées deviennent alors paralleles
entr’elles , & que Parc MR devient une droite
perpendiculaire fur les appliquées.

Maintenant la nature de la courbe AMD
¢tant donnée , on trouvera des valeurs de dy® &
ddy en dx*, oude dx* & ddy en dy*, lelquelles
étant {ubftituées dans les formules précédentes ,
donneront pour ME une valeur délivrée des dif-
férences, & enticrement connue. Et menant EC
perpendiculaire fur ME, elle ira couper MC
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perpendiculaire 3 la courbe, au point cherché .

C. Ce qui ¢éroit propofé.
; Glo:RiCI LAt A T = xe =]

;78.A caule des triangles rectangles femblables
MRm & MEG, (Fig. 67. 63. Pl 4.) Ton
dx® —— dy"./m

= dodysiei

' T
& dans le fecond cas MC = w
dx3 —+— dxdy1 —_ydxdd_y

aura dans le premier cas MC =—

REmMARQUE
79. I: y a encore plufieurs autres maniéres de

trouver les rayons de la développée. J'en mettrai
ici une partie, afin de donner différentes ouver-

tures & ceux qui ne poffedent pas encore ce calcul.

Premier cas pour les courbes dont les appliquées
Jont perpendiculaires & Paxe.

Premiere manitre. Soit prolongée MR en G
ol elle rencontre la perpendiculaire 7C. (Fig.
67- Pl. 4.) Les angles droits MR, MmG

donneront R G — ?—; ; & par conféquent MG

dx? - d
5 E dx
MRm, MP Q (les points Q, g marquent les
interfections des perpendiculaires infiniment pro-
ches M C, 2 C avec 'axe AB ) il vient MQ

YA O gyt d
f—LTy, PQ ::%’ 5 & partant A Q =«

2 z. Or 2 caufe des triangles femblables
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+2% | dont Ia difftrence donne ( en prenant dx
8

dx
dy?* —ydd
pour conftante ) Qg =dx + Ld_x”_y e

caufe des triangles femblables CM G, CQq,
— ydd drc X dy®
Ton aura MG —Qq ( —%—“—y) . MG (——;%Z——)

a

i MQ (%) . MC= —?dxddy
Seconde manitre. Ayant déerit du centre C le
petit arc Q O, les petits triangles reGangles
Q0O g, MR feront femblables, puifque Mz,
QO & MR, Qg font paralleles; & partant M 2

B aths v dx® ~+dy® +ydd
(V™ dy* ). MR (dx) :: Qq (L5,

L g ey dd '
Q0= i j__{c{y_::_y 2. Or les fefeurs fem-
ax Y5

blables CM» , CQO donnent M» — QO

e i U E ] e e ||
( \/F._*:‘J’yz ) . M /3 < Vu)u =t= dy ) Q

(j/\/:1xl —+ dy") M= dx* —+ r{yl\/dxz Sy

dx — dxd:iy A
Troifieme manitre. Menant les tangentes infi-
niment proches MT, 7, onavra PT —A P

ouAT _—_% — x, dont la différence donne Tz

s Yy
S d}/" 5
arc T F , on formera le triangle reCtangle F T
femblablea Rz M, car les angles F#T , R M
ou PTM font ¢gaux , ne difiérant entr’eux que

& décrivant du centre 2 le petit
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de I'angle T ¢ qui eft infiniment petit ; ce qui
donne Mm (Vix—+dy*). mR (dy):: T:
(-— ydfijy Yol hoo= v 3; {i‘gx Or les feteurs
T mF, MCm font femblables, car langle Tz ¢
4+ M#C vaut un droit , & Vangle Mm»C + MCuw
. vaut aufli un droit 2 caufe du triangle CMm
confideré comme reétangle en M. Doac TFE
: dacdd SEAil .
b d——-——yé.;___i j_’dy,.). Min (y/%=dy* )+ T ou
Quatrieme manitre. On marquera ( Arz. 64.)
les différences fecondes en prenant dx pour conf-
tante ; & les triangles reCtangles femblables HwS;
Hunk (I'ig. 69. Pl. 4.) donneront Hz ou M
(V/dx*==ay* ) .S ou MR (dx) : : Hr (—ddy).
= dxddy
W
lui que font entr’elles les tangentes aux points M,
m 3 & partant comme l'on vient de prouver ; ¢gal
* alangle MCm ; dou il fuit que les feftenrs nmk
MCmfont femblables,& quainfi nk (— v—“*_“djffyd - ).
mkou(Art.2.) Mm (}V/dx* + dy*):: Mum
(Y ited = 7)) MC:%}L On
prend #H ou M pour mk , parce qulelles ne dif-
ferent entrelles que de la petite droite Hk infini-

Or I'angle kwn eft égala ce-

ment moindre qu’elles ; de méme que Hu eft in<

finiment moindre que Rz ou Sa.

g
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Second cas poir les courbes dont les appliquées
partent d'un méme point fixe.

Premiere manitre. Ayant mené du point fixe B
(Fig. 68. Pl. 4. ) les perpendiculaires BF, Bf
fur les rayons infiniment proches C M, G ; les
triangles reCtangles m MR , BMF, qui font
femblables ( puifqu’ajoutant aux angles #MR ,
BMF le méme angle F MR, ils compofent cha-~
cun un angle droit ) , donneront M F ou MH —

ydx: e ydy e
b — e & —— e S e— ;08
Vidxt dy* ; R Vidx® - dy* i dont Ia diffé

rence (en prenant dx pour conftante ) eft Bf — BF
ou Hf — s il b 7dxlddy. Or
dx* —- dy* x Vdx* - dy*
des feCteurs femblables CM 2, CHFf, on forme
cette proportion Mz —Hf, Mm:: MH. MC,
¥ _ ydx® - ydy*Vdet o dy?
& partant MC __1dx3 - ngy‘ g
Seconde manitre. On marquera ( Ars. 64, )
les différences fecondes en {fuppofant dx conftante;
& les feCteurs femblables B S, mEk ( Fig. 70.
PlL. 4. ) donneront B (p).mS (dt)::mE

2 e Vitz® iy
(Vi) e

3 caufe

dy*
Y Or 4 caufe

_ : ¥
des triangles retangles femblables H» S, Hnk,
Yon aura Hi ou M (J/ @+ dy* ). S ou MR

(dx)::Hn(—ddy ) . nh= — ._d_xfd_z__
Vida* -+ dy?
3 2 — 1
. partant By = S22 o dxdyt —yduddy o prenant

SVixs - dy~
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une troifieme proportionnelle 3 En, E» ou M,
les fecteurs femblables Emyn, MCm donneront
pour M C la méme valeur qu'auparavant.

Si 'on nomme Mm (/325 3,7 ) , dus &
qu’on prennedy pour conftante , au lieu di g!x )
au

on trouvera dans le premier cas MC — %

dyadx
dans le fecond MG =19
& dans le fecond M st
fin fi Ton prend du pour conftante, il vient dans
deedn

. Et en-

i (parceque

— ddy ddx

la différence de dx® < dv* = du’ eft dxddx <

dyddy — o0, & qufainﬁ _GZJ = %) ; & dans
ydxdy e iﬁ_};d.a’u s

dx* — Jddy, dxdy —+'yddx

le premier cas M C —

le fecond, MC =

CororratRE IL

80. Comme Ton ne trouve pour ME ou MC
(Fig.72. PL 4.) quune feule valeur , il s’enfuit
quune ligne courbe A MD ne peut avoir qu’une
feule dévelopée BCG.

Lol ol e N B B

SL.SI la valeur de M E (Fig. 67. 68. PL 4.}
L I

( — ddy ) s (dxz —+dy? —_yc/dy,\) /I\) :

ve, il faudra prendre le point E du méme cote de

Paxe AB oudu point B, comme l'on a fuppofé en

faifant le calcul ; d'od I'on voit que la courbe

fera alors concave vers cet axe ou ce point. Mais
pi
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fila valeur de ME eft négative , il faudra pren-
dre le point E du cbté oppofé ; d’od Pon voit
que la courbe fera alors convexe. De forte qu'au
point d’infléxion ou de rebrouflement qui {épare
la partie concave de la convexe , la valeur de
M E doit devenir de pofitive négative ; & partant
les perpendiculaires infiniment proches ou conti
guesdoivent devenir de convergentes divergentes.
Or cela ne fe peut faire qu'en deux maniéres. Car
ou elles vonten croiffant , 4 mefure qu'elles appro-
chent du point d’infléxion ou de rebrouflement 3
& il faudra pour lors quelles deviennent paralle-
les , c’eft-a-dire, que le rayon de la développée foit
infini : ou elles vont en diminuant 5 & il faudra
néceffairement alors qu'elles tombent Pune fur
Tautre, c'eft-d-dire, que le rayon de la développée
foit zero. Tout ceci s'accorde parfaitement avec
ceque I'on a démontré dans la {éGion précédente.

ReEmarquzs

82.Comme I'on 2 cru julquiici que le rayon
de la développée étoit toujours infiniment grand
au point d’inflézion , il eft 3 propos de faire voir
quilya, pour ainfi dire , une infinité de genres
de courbes qui ont toutes dans leur point d’in-
fiéxion le rayon de 1a developpée égal A zero ;
aulieu quiln’yena qu’un feul genre dans lequel
ce rayon {oit infini.

Soit BAC (Fig. 71. PL 4.) une des courbes
qui ont dans leur point d’infléxion A le rayon
de la développée infini. Sil’on développe les parties

H
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BA, AC, encommengant au point A; ileft
clair qu’on formera une ligne courbe DAE qui
aura aufli un point d’infléxion dans le méme point
A , mais dont le rayon de la développee en ce
point fera égald zero. Et fi Ton formoit de la
méme forte une troifiéme courbe par le dévelo-
. pement de la feconde D A E, & une quatricme
par le developement de la troifiéme , & ainfi de
fuite 3 Iinfini ; il eft clair que le rayon de la dé-
veloppée dans le point d’infléxion A de toutes
ces courbes , feroit toujours égal a zero. Donc &¢,

PROPOSITION IL
PrROBLEME.

23. TROUVERdamIe:courbex AMD, (Fi.
72. Pl 4.) 0d Vaxe A B fait avec la tangente en A
un angle droit , le point B oil cet axe touche la dé-
wveloppée BCG.
Si l'on fuppofe que le point M devienne infini-
ment prés du fommet A , il eft clair que la per-
endiculaire M Q rencontrera l'axe au point cher-
ché B; d'ot il fuit que fi lon cherche en géné-
ralla valeur de P Q( zg) enxoueny,& qulon
faffe enfuite x ou y = 0, on déterminera le point
P & tomber fur le point A , & le point Q fur le
point cherché B ceft-a-dire,, que PQ deviendra
alors égale ala cherchée AB. Ceci s'éclaircira pat
les exemples qui fuivent.

bes INFINIMENT PETITS. 11§
Exemezre L : ‘

84.So17 la courbe AMD (Fig. 73. Pl 4)
une Parabole qui ait pour pardmetre la droite
donnée a. L’¢quation a la parabole eft ax=1y;
dont la différence donne dy — Ade Ui 3 &

2 i 2Vax ;

prenant la différence de cette derniere équation;
en {uppofant dx conftante , on trouve ddy ==
— adx*
4%Vax

de dy & de ddy dans la formule

. Subftituant edfin ces valeurs ala placé
de® + dy* :
— ddy 3

3 R =
aura (Art. 77.) ME = 2242228 — Vi

45xVax
a

on

. Ce qui donne cette conftru&tion: _

Soit menée par le point T ot la tangente MT
rencontre I'axe, la lighe TE parallele ¥ MC
je dis qu’elle rencontre M P prolongée au point
cherché E. Car les angles droits MPT, MTE
donnent MP ()/ax):PT (2x) :: PT (2x):
PE= A;j:; = 4x:""; & par conféquent M B
+PE:1/ZE+4X':“"-

De plus 4 caufe des triangles re@angles MPQ,
MEC, Ton aura PM (V/ax ). PQ(4):: ME
(Vam+ 22) . EC ouPK = ja+25. & par.
tant QK = 2x. Ce qui donne cette nouvelle
conftruction.

Ha
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Soit prife QK double de AP, ou (ce qui re-
vient au méme ) foig, prife PK égale 3 TQ, &
foit mence K C parallele 2 P M. Elle rencontrera
la_perpendiculaire MC en un point C qui fera
2 Ia développée BCG. :

Autre maniere. py = ax, & 2ydy — adx dont
Ia différence ( en fuppofant dx conftante ) donne

2dy* 4 2yddy =0 ; d’oti Pon tire — ddy — % Et
dx® + dy*
—ddy °

é _ ydy® +ydx*
on trouve ( Arz. 77.) ME = T

mettant cette valeur dans la formule

5 & par-

_oydyryda  ydy o ydx :
tantECouPK__————d "‘E""Ty—PQ

by
=+ PTouTQ. Cequi donne les mémes conftructions
‘quauparavant. Car MP. PT::dy. dx::PT (}—gl—x) .
PE_ 2 _evE ’

e

Pour trouver A préfent le point B o 'axe AB
touche la développée BCG. Ona PQ (1) = 1.
X

Or comme cette quantité eft conftante, elle de-

meurera toujours la méme en quelque endroit que

{e trouve le point M. Et ainfi, lor{qu’il tombe fur
" le fommet A, Pou aura encore P Q qui devient

en ce cas AB=—1a.

. Pour trouver la nature de la développée BCG

a'la manigre de Defzarres. On nommerz la coupee

BK , u; lappliquée KCou PE, 3 d'oh Fon
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aura CK(#) =4¥2% & AP+PK —AB(4).

== 3x ; mettant donc pour x fa valeur  # dans

_ 4xVax

Péquation z = » 'on en formera une nou-

velle 2741t — 164° qui exprimera la relation de

- BKaKC. Dou I'on voit que la développée BCG

de la parabole ordinaire eft une feconde parabole
cubique dont le paramétre eft égal 4 Z du pa-
ramétre de la parabole donnée.

Il eft vifible que la développée CBC ( Fig. 73.
Pl 4.)dela parabole commune entiere M A M
a deux parties CB, B C qui ont leurs convexités
oppoltes I'une & l'autre, de forte qu'elles for-
ment en B un point de rebrouflement.

AVERTISSEMENT.

On entend par courbes geométriques AMD ,
BCG (Fig. 72. Pl. 4.) celles dont la velation des
coupées AP, BK aux appliquées PM, KC, fe
peut exprimer par une équation ou il ne [e rencontre
point de différences ; & on prend pour geométrique
tout ce qi’on peur faire par le moyen de ces lignes:
Lon fuppofe ici que les coupées & les appliquées
foient des lignes droites. :

COROLLAIRE

&5, LORSQUE la courbe donnée AMD eft

geometrique , il eft clair que I'on pourra tou-

jours trouver ( comme dans cet exemple ) une

€quation qui exprime la nature de fa développée

BCG; & quainfi cette développée fera auffi geo-
‘ H3 .
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métrique. Mais je dis de plus quelle fera redi-
fiable’, ceft-a-dire , qu'on pourra trouver geo-
métriquement des lignes droites égales 3 unede
fes portions quelconque B C ; caril eft évident
( 4rt. 75.) que Pon déterminera avec le fecours
de la ligne AMD, qui eft geométrique, fur
la tangente CM de la portion BC, un point M
tel que la droite CM ne différera de la portion
BC que d’une droite donnée A B.

Exemepre IL

$6VSQI,'IE la courbe donnée MDM ( Fig. 74.
PL 4. ) une hyperbole entre fes afymptotes ,
qui ait pour équation aa = xy.

s lubfE , & fuppofant

On aura 2= —x, —°
: y Yoty

—~aa]_yddy+ 2aaydy?* Tae
: - =o0;

dx conftante, (Art. 1.)

Sl 2dy?*
d’olt Pon tire ddy = -—;— ; & mettant cette valeur

dy*=dy* o .
dans T2, il vient (Ars. 77.) ME =
d_i AR ¥ d
%X— de forte que EC ou PK:.—-%

rdx x :
wo L e qui donne ces conftrutions.
Zd}l

Soit menée par le paint T ol la tangente M 1k
rencontre I'afymptote A B, la ligne T 5 parallele
2 MC & qui rencontre MP prolongée en S; foit
prile M E égale 3 la moiti¢ de M S de l'autre coté
de I'afymprote (que I'on regarde ici comme I'axe)
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parce que fa valeur eft négatives ou bien foit prife

PK ¢gale 3 la moitié de TQ du méme cbte du
point T : je dis que fi Pon mene EC parallele, ou
K C perpendiculaire 3 I'axe, elles couperont la
droite MC au point cherché C. Car il eft clair
que MS :ﬂi‘{—,ﬂ » & que TQ—_—_%"-{-}—E—'.

Si Ton fait quelque attention fur la figure de

. Thyperbole MD M, on verra que fa développée

CL C doit avoir un point de rebrouflement L,
de méme que la développée de la parabole, Pour
le déterminer je remarque que le rayon DL de
Ia dévelappee eft plus petit que tout autrerayon
MC; dou il fuit que la différence de fon exprel-

dos® + dy*Vdx® =+ dy’ou dx® —- dy’};

— dxddy — dxddy
fera ( Seét. 3. ) nulle ou infinie. Ce qui don-
ne, en prenant toujours dx pour conftante,

fion ( Art. 78.)

— 3dxdyddy*dx® <= dy* * = dxdddydoc® —+ dy* :

D ddy”
oo ; d’olt en divifant pardx* + 4,** , & multi-
pliant enfuite par dxddy*, on tire cette €quation
dx*dddy + dy* dddy — 3dyddy* = 0 ou o , qui
fervira & trouver pour x une valeur AH, telle que
menant Pappliquée HD & le rayon DL de la
développée , le point L fera le point de rebroufle~
ment cherché.

=0 ou

— aadx
Kow

On a dans cet exemple y = f:—; ,dy = ?

H-g
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2aadx* — Gaadx3 i
s dddy = == Ceft pour-

quoi mettant ces valeurs dans I'équation précé-
dente, on trouve AH (x)=a. Dol il {uitque
le point D eft le fommet de Phyperbole , & que

ddy —

les lignes AD , DL ne font quune méme droite

AL qui en eft axe.

' Exemrrz IIL
87. Soir Pequation générale y — x ( Fiz. 72.
74. Pl 4.) qui exprime la nature de toutes les
paraboles 2 I'infini , lorfque Pexpofant 7z marque
un nombre pofitif entier on rompu, & de toutes
les hyperboles , Porfqu’il marque un nombre né-

gatif. ;
On aura my™  'dy=—dx dont la différence don-
ne, en prenant dx pour conftante , mm —my™ *dy*
o my"™ " ddy = 0; & en divifant par my™ ", il

m—1dy*

yient — ddy — ; d’olt mettant cette va-

2

: dx® + dy -
leur dans ~ g, » O tirera (dre. 77. YME

2 Iyt
,.___,ﬂ”__ﬂ., & partant EC oy PRzl
m— 1dy* m— 145
d. : ;
=X, Ce qui donne ces conftructions gé-
m — 1dy g
nérales.

Soit menée par le point T ol Ia tangente M T
rencontre axe AP, la ligne TS parallele 2 MC
& qui rencontre M P prolongée au point S; foig
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prift ME = —— M, ou bien foit prife PK -

m-—1

= = - TQ.: il eft clair que fi P'on mene par le
point E une parallele , ou par le point K une
perpendiculaire & I'axe, elles rencontreront M G
au point cherché C. ’
Si m eft négatif, comme il arrive dans les
hyperboles, la valeur de ME (Fig. 74. Pl. 4.)
fera négative ; & par conféquent elles feront con-
vexes vers leur axe qui fera alors une afymptote.
Mais dans les paraboles ot #2 eft pofitif, il peut
arriver deux cas. Car ou = ( Fig. 75. PL 4.)
fera moindre que 1, & alors elles feront conve-
xes du coté¢ de leur axe, qui fera une tangente
au fommet : ou z ( Fig. 72. Pl. 4.) furpafle 1,
& alors elles feront concaves vers leur axe qui -
{era perpendiculaire au fommet. S %
Pour trouver dans ce dernier cas le point B
ol I'axe AB touche la développée. On 2 BQ

2 —m
()=
dx m £

Car ou 72 = 2, ce qui n’arrive que dans la para-
bole ordinaire , & alors I'expofant de y étant nul ,
cette inconnue s’évanouit ; & par conféquent AB
=1, Ceft-3-dire , 2 la moitié¢ du parametre. Ou
m eft moindre que 2 , & alors 'expofant de y
étant pofitif , elle fe trouvera dans le numérateur,
ce qui rend (en Pégalant ( Arz. 83.) 2 zero) la
frattion nulle : c’eft-a-dire, que le point B tombe
en ce cas {ur le point A , comme dans la feconde

5 ce qui donne trois différens cas.
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parabole cubique axx=—y’. Ou enfin 7 (Fiz.
Pl'. 4.) furpafle 2, 8 alors expofant de( ygé'tirf{-
négatif, elle fera dans le dénominateur, ce qui
rend (lorlquelle devient zero) la fraion infinie:
ceft-3-dire, que le point B eft infiniment éloigné
%u point A, ou(ce qui eft la méme chofe) que
Paxe AB eft afymptote de la développée , comme
dans la premiere parabole cubique aax =% On
peut remarquer dans ce dernier cas que la déve-
loppee CLO (Fig. 77. Pl. 4.) de la demi-parabo.
le A DM a un point de rebrouflement L ; de forte
que par fe dévelopement de la partie LO conti-
nuce a Pinfini, le point D ne décrit que la portion
déterminée D A ; au lieu que par le dévelqpeQ
ment de l'autre partie LC continuce auffi a in-
fini , il décrit la portion infinie D M.

On déterminera le point L de méme que dans

Phyperbole. Soit parexempleaax =y’,ouy =¥,
L =
onaurady—1ix ’dx, ddy—=—1x ’dx*,
q g <

dd?’}/ — " Pdx?; & ces valeurs étant {ubfli-
tuces dans Péquation dx’dddy +dy’dddy — 3dyddy*

=0, on trouvera(Arz. 86. ) AH (x) — ¢
Ilen eft ainfi des autres. ) ( ) ]/9 s

REmMARQUE.

8. fuppofant que » furpafle 1, afin que les
paraboles {oient toujours concaves du coté de leur
axe, il peut arriver différens cas. Car file numéra-
teur de la fraction marquée par # eft pair, &le
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dénominateur impair ; toutes les paraboles tom-
bent de part & d’autre de leur axe dans une po-=
fition femblable 3 celle de la parabole ordinaire.
(Fig. 73 Pl. 4.)) Mais fi le numérateur & le dé-
fominateur font chacun impair ; elles ont une po-
fition renverfée de part & d'autre de leur axe, en-
forte que leur fommer A (Fig. 77- Pl 4.eft un
point d’infléxion , comme la premicre parabole

3
cubiquex = ‘ouaax=y’. Enfin fi le numéra-
teur étant impair, le dénominateur eft pair; elles
ont une pofition renverfée du méme cbté de leur
axe, enforte que leur fommet A (Fig. 76. Pl 4.)

eft un point de rebrouffernent , comme la feconde
3

parabole cubique x =y~ ou axx =’ Tout cela
fuit de ce qu'une puiffance paire ne peut pas avoir
une valeur négative. Cela pofé , il eft évident,
1° Que dans le point d’infléxion A , (Fig. 77-
Pl 4.) le rayon de la développée peut &tre infini-
ment grand , comme dans aax = y},ou infiniment
petit , comme dans aax’ =y* ‘
2°. Que dans le point de rebrouffement A,
(Fig. 76. PL 4.) le rayon de la développée peut
tre ou infini comme dans a’xx = y*, ou ZEro
comme dans axx=—j3".
~ 3°.Quiil ne senfuit pas ( Fig- 73- Pl 4 ) de
ce que le rayon de la développée eft infini ou
zero, que les courbes ayent alors un point d’in-
féxion ou de rebrouffement. Car dans 2’ x — y*
il eft infini, dans ax* — y*il eft nul; & cepen-
dant ces paraboles tombent de part & d'autre de
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Jeur axe dans une pofition femblable A celle de
Ia parabole ordinaire.

Exegmrre IV.

89. Soi7 la courbe AMD (Fig.78-79.Pl. 4&5.)
une hyperbole ou une ellipfe qui ait pour axe
AH(a), & pour parametre AF (b).

On aura par la propri¢té de ces lignes y =

l/abx—bxx g
"—;.7"—"5 d_]/ 2 & dd.y Gy,

— a3bbdx®
4aabx I 4abxxY acbx I abxx

abdx T 2bxdx
" 2Vaabx T abxx

Sidonc 'on met ces valeurs

z ‘\/d 2 d 2

das dx® —+dy x* 4+ dy
—_ dxa’dy

( 4rt. 78. ) MC,. on trouvera dans ces deux

bb = qabbx —— 4bbxx —~ 4aabx I sabxx
courbes M C — &2 40722 e = X

expreffion générale de

Vaabb T 4abbx —— 4bbxx ~+ 4aabx T 4abxx 4M Q;
2a3bb 4 TGRS

que de part & d’autre MQ (&/ﬁ’%;ﬂf )

» puif-

25 Vaabbh F aabbx ~— 4bbxx —— 4aabx T 4abxx- @ qm don—
2a
ne cette conftrution qui fert aufli pour la parabole.
Soit prife M C quadruple de la quatriéme con-
tinuellement proportionnelle au parametre AF &
a la perpendiculaire M O terminée par laxes le
point C fera 4 la développée.
Si l'on fait x = o, on aura ( Ars. 83.) AB
=1b, Et fi l'on fait dans lellipfe x—;a,0n
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trouvera D G (Fig. 79. Pl 5’.)_:4‘:;:S M1 5 R

dire, ¢gal 3 la moiti¢ du parametre du petit axe.
D'oli on voit que dans Iellipfe la développée
BCG fe termine en un point G du petit axe
DO, o elle forme un point de rebrouflfement 3
au lieu que dans la parabole & I'hyperbole elle
s'¢ctend & Pinfini.. ;

Sia —1b dans lellipfe, il vient MC = 1 4;
d'oti il fuit que tous les rayonsde ladéveloppée font
égaux entr'eux , & qu'elle ne fera par conféquent
quun point : c’eft-3-dire,, que Pellipfe devient en
ce cas un cercle qui a pour développée fon centre.
Ce quel'on fcait dailleurs étre véritable,

‘

Exemrre V.

90. Soir 1a courbe AMD ( Fig. 80. Pl 5.)
une logarithmique ordinaire, dont la nature eft
telle qu'ayant mené d’un de ces points quelcon-
que M la - perpendiculaire MP fur Fafymptote
KP, & la tangente MT ; la foutangente PT
foit toujours égale 3 la méme droite donnée .

On adonc PT (J‘%x )==a, d’ot lon tire dy

dx )
:3_';_, dont la différence donne , en prenant dx
dydz

[

= 2% & mettant

pour conftante , ddy =— L
3 aa

dx? - dy?
— ddy
ME:;“Z,:-’Q';& partant EC ou PK =

ces valeurs dans » on trouve ( Art. 77.)
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—ad —
[

¥¥ . Ce qui donne cette conftrution,

a :
Soit prife PK égaled TQ du méme cbté dé
T, parce que fa valeur eft negative ; & foit me=
née K C parallele & P M: je dis quelle rencon-
trera la perpendiculaire MG au point cherché

C.CaTQ= __;LZZ :
Si Pon veut que le point M foit celui dela plus
ande courbure , on fe fervira de la formul§

dx*dddy - dy*dddy — 3dyddy> — o, que Ton a

trouvée ( Arz. 86.) dans 'exemple fecond ; &

i ydx
mettant pour dy , ddy , dddy , leurs valeurs ==
ydx®  ydx3

s on trouvera P M () a)/%
aa ¢

11 eft clair, en prenant dx pour. conftante;

que les appliquées y font entr'elles comme leurs

différences dy Al ; dlou il fuit quelles font
a

auffi une progreffion géométrique. Car fi Ton

congoit que Vafymptote ou Iaxe PK foit divifé

en un nombre infini de petites parties égales Pp

ou MR , pf ou mS, fz ounH, &c. comprifes |

entre les appliquées P M, pm , fi, g0, &C Font
auraPM.pm:: Rm.Sn:: PM—;—ARm ou pu
pm +Sn ou fu. On prouve de meme que p7.
fni:fn.go, & ainfi de fuite. Les appliquees PM,
v, fn, go, &c. feront donc entr'elles une pro-
greffion géométrique. ;
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Exemrepre VL :

91, Sorrlacourbe AMD ( Fig. 81. Pl &5y
une logarithmique fpirale,, dont la nature eft telle
quayant mené d’un de fes points quelconque M
aupoint fixe A , qui en eft le centre, la droite
MA &latangente M T ; Pangle AMT foit par
tout le méme.

L’angle AMT ou AmM étant conftant, la
raifon de R (dy)a RM (dx) fera aufli conf-

tante. 11 faut donc que la différence de % foit

nulle ; ce qui donne ( en fuppofant dx conftante )
ddy = ¢. Ceft pourquoi effacant le terme yddy
ydx® ~— ydy?*
dx* -+ dy* — ydd
nérale de ME, lor{que les appliquées partent tou-
tes d’un méme point, on trouve M E ==y, ceft-
a-dire, ME — AM. Ce qui donne cette conftruc
tion. 2
Soit menée A C perpendiculaire fur AM , &
qui rencontre en C la droite M C perpendiculaire
ala courbe ; le point C fera 4 la dévelopée A CB.
Les angless AMT, ACM font égaux, puif
quétant joints I'un & l'autreau mémeangle AMC
ils font un angle droit. La développée ACG fera
donc Ia méme logarithmique {pirale que la donnée
AMD, & elle n’en différera que par fa pofition.
Si 'on fuppofe que le point C de la développée
A CG étant donné , il faille déterminer la lon-
gueur CM de fon rayon en ce point , qui ( A72. 75.)

dans

expreffion (Art. 77.) gé-
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eftégald Ia portion A C qui fait une infinité de
retours avant que de parvenir en A ; il eft clair
quil n’y a qua mener AM perpendiculaire fur
“A C. De forte que fi 'on mene AT perpendicu-
laire fur AM, la tangente MT fera auffi égale
3 la portion A M de la logarithmique {pirale don-
née AM D. : :
Si I’on congoit une infinité d’appliquées AM,
Am, An, Ao, &c. qui faflent entr'elles des an
gles infiniment petits & égaux; il eft clair que les
- triangles MAm , mAn, nhAo, &c. feront fem-
blables , puifque les angles en A font égaux, &
que par la propriet¢ de la logarithmique, les an-
gles en 2, n, 0, &c. le font auffi. Et partant
AM. Am:: Am. An. Et Am. An :: An. Ao. &
ainfi de fuite. D’oll T'on voit que les appliquées

AM, Am, An, Ao, &c. font une progreffion |

geométrique , lorfqu’elles font entr’elles des angles

€gaux.
Exemepre VIL

"92.So0171la courbe AMD ( Fig. 82. PL 5.)

une des fpirales  linfini, formée dans le fecteur |

BAD avec une proprieté telle quayant mené

un rayon quelconque AP, & ayant nomme |
Tarc entier BP D, b; fa partie BP, z; le rayon

TR ou AP, a; & fa partie AM, y; on ait
cette proportion b. g :: 4™ Y™
L¢quation 4 la fpirale AMD eﬁy"_—:“—b-i s

2

dont la différence donne 7y™ " 'dy— ey Ora
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¢aufe des fecteurs femblables AMR, APp ]
Pon aura AM (). AP (a)::MR (dx) Pp

SR e A P R
(4% )= = Mettant donc cette valeur 2 la placé
de d; dans Péquation que l'on vient de trouver $
on aura my"dy — il

= dont la difftrencé ( en

}irenant dx pour conftante ) eft hamy'“'“'d)‘;’—{:
f;.m/’"ddy =0 ; d’ott en divifant par my®—* ; l'oi’i
tite — yddy — mdy* ; & partant ME ( Ar. 77)
Gk VL Ry wias s
S de> —J—-dy‘—yddy s At o IF S requl
donn_e cette conftruion. P ni
Soit menée par le cenire A la droite T A Q
perpendiculaire fur A M > & qui rencontre en T
la tangente MT, & e Q la’ perpendiculaire -
Mg; loitfait TA+m+1AQ.T Q::MA.
ﬂﬁ:‘t Je dis que menant EC parallele 3 TQ,
clie Ira rehcontrer M Q en unpoint C qui fera
a la développée. < P~ : ‘_1‘11 e
~ Car 3 caufe des paralleles MR G s TA Q,
Ton aura MR (dx) +m+ 1RG(?I)MG
2 £ o

; ¥ ‘ _ : :
(dx + ) TA4 ey AQIT Qi AN
(#) - ME= 22 +ydy

y X"~ gy e xd_y‘ :

S EXVEMPVLE.. VIII :

93- do1T AMD ( Fig. 83. Pl 5. ) uné déssi
toulette fimple , dont la bafe BDsel%égaI'e z\ml{af

demi-circonférence B E A du cercle générateur,
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Ayant nommé AP, x; PM, y; larc AE ,
u; & le diametre A B, 24 ; Pon aura par la pro-

pricee du cercle PE =)/ 2uw —r; & par celle :

de la roulette y = # + } 2ax — xx, dont la dif.

i dx - xdx dx — ad
flrence donne dy —dy + 28 224X T ¥ex

oﬁ de

adx

-—'__T_—.“‘_'__—..“___ —
Yiax — xx Y2ax — xx

Za ——

x

5 en fuppolant dx conftante , ddy =

Vld.-\' —_—xx

— adx>

——— ; & en mettant ces valeurs dans
XV iax — nx

dx? —1- dyz\/dx" i dy"

o , il vient ( Arz. 78.) MC

= 2}/ 422 — 2ax% , Ceft-a-dire, 2BE ou zMG.

Si l'on fait x=0, I'on aura A N—ga pour
rayon de la développée dans le fommet A. Mais
{i I'on fait x== 24, on trouvera que le rayon de
la développee au point D devient nul ou zero;
d’oli I'on voit que la développée a fon origine en
D, & quelle fe termine en N, enforte que
BN:-—BA: :

Pour fgavoir la nature de cette développee, il
n'ya qua achever le reftangle BS, décrire le
demi-cercle DIS qui a pour diaméwre DS, &
mener DI parallele 2 MC ou 2 BE_ Cela fait,
il eft clair que I'angle BDI eft égal A langle
EBD; & par conféquent que les arcs DI, BE
font égaux entr’eux; d'on il fuit que leurs cor-
des DI, BE ou GC font auffi égales. Si donc
Yon tire 1 C, elle fera ¢gale & parallele 2 DG,

-, en mettant pour du {a valeur

besInFriNIMENT PEFrs. 5t
qui par la génération de la roulette eft égale a.
Parc BE ou DI; & partant la développée. DCN
eft uie demi-roulette qui a pour bafe la droité
NS ¢gale a la demi - circonférence DIS de fon
cercle générateur : Ceft-A-ditg , que Ceft la detni--
roulette méme AMDB, pofée dans une fitua=
tion renver/ée.

COROLELAIRE

94. Tt et clair (Ait. 75.) que la portioti de
roulette DC eft double de fa tangente CG
ou de la corde correfpondante DI. Et la demi=
roulette DCN double dudiamétre BN ou D S
de fon cercle générateur. v

Avrre Sorution.

5. ON peut encore trouver la longueur du ras
yon MC fans aucun calcul ; en cette forte.
Ayant imaginé une autre perpendiculaire 7 G
infiniment proche de la premiere , une autre pa-
rallele #e , une autre corde Be, & décrit des
centres, C, B les petitsarcs GH, EF , on for-
mera les triangles rectangles GHg ; EFe qui
feront égaux & femblables ; car Gg — Ee puif~
que BGou M E eft ¢gale 2 Parc AE, & de méme
Bgou me eft égal A larc Ae; de plus Hg ou
mg—MG=—Fe ouBe — BE; GH fera donc
¢gal 3 EF. Or les perpendiculaires MC, »C,
¢tant paralleles aux cordes EB, B s langle
M Com fera égal A 'angle EBe. Donc puifque les
arcs GH, EF, qui mefurent ces angles , font
la
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égaux , il senfuit que leurs rayons CG , BE

feronit auffi égaux ; & partant que M C doit éurg

prife double de MG ou de B £
+ LEeEMmE

96 S1i y aun nombre quelconque de quantiés
a,b,c, d, e, dc foit que ce nombre foir fini
ou infini , [oit que ces quantirés [oient des lignes,
ou des furfaces, ou des folides ; la fomme a—Db
#b—c4c—d+d—e, &c de roures leurs
différences eft égale & la plus grande a, moins la
plus petite e , ou Simplement i la plus grande 5 lorf-
que la plus petite ¢ft zero. Ce qui eft vifible.

Cio Ri0E L AT ROENE T

97.LES fe€teurs CM» , CGH, étant fem-

blables , il eft clair que M eft double dee GH
ou de fon égale EF ; & comme cela arrive tou-
jours en quelque endroit que I'on fuppofe le point
M, il senluit que la fomme de tous les petits
arcs M , ceft a dire, la portion Am delade
mi-roulette AM D, eft double de la fomme de
tous les petits arcs EF. Or le petitarc EF fait
partie de la corde AE perpendiculaire fur BE,
& eft la différence des cordes AE, Ae, parce
que la petite droite ¢ F perpendiculaire fur Ae
peut étre confiderée comme un petic arc déeric
du centre A ; & partant la fomme de tous les
petits arcs EF dans Parc AZE fera la fomme des
différences de toutes les cordes AE, Ae, &c.

dans cet arc, Ceft-a-dire, parle Lemme quelle

fera tgale 3 la corde AE. Il eft donc évident

%
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que la portion A M de la demi-roulette AMD eft
double de la corde correfpondante A E.

Clomion 1A T mexE - LT,

9§.L?E SPACE MGgm (Ars. 2.) ou le tra-
pize MGHm — iMm i GHXMG=1EF
X BE, c’eft-a-dire, qu’il eft triple du triangle EBF
ou EBe ; d'oti il fuit que I'efpace MGBA, fomme
dg tous ces trapezes , eft triple de I'efpace circu-
laire BEZ A, fomme de tous ces triangles. :

CORQI;L_A_IRE I.IL

99.NOMMANT BP,z;Varc AZEou EM
ou BG,, u; & le rayon KA, a; 'on aura le
parallelelogramme MGBE = uz. Or Pefpace de
la roulette MGBA — 3BI€ZA ==K By g7
& partant l'efpace A M E B renfermé par ]azpor:.
tion de roulette AM , la parallele M E | la corde
BE & le diamétre A B, eft — 3EKB+1M
— #3. D'olu il fuit que fi 'on prend BP({) —ig
T'efpace A M E B fera triple du triangle correl-
pondant EX B ; & aura par conféquent fa qua~-
drature indépendante de celle du cercle. Ce que
M. Hugens a remarqué le premier. Voici encéfe;
une autre forre defpace qui a la méme propriéeé.
Silon retranche de I'efpace AMEB le feg-
ment BEZA , il reftera Fe(pace AZEM — 2EKR
+ay — yz ;5 d’od Pon voit que fi I¢> point P
tombe au centre K, Pefpace AZEM fera égal
au quarre du rayon. Ileft évident 'qu’entre tous
les efpaces AMEB & AZEM, il n'y a Qué
. 13 :
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les deux que 'on vient de déterminer qui ayeng
Jeur quadrature abliolue indépendante de celle
dy cercle. :

Exemepre 1X

100. So 17 la demi-roulette AMD (Fig. 84.
Pl 5.) décrite par la révolution du demi-cercle
A EB autour d’un autre cercle immobile BGD;
& quil faille déterminer fur la perpendiculaire
MG donnée de pofition, le point ot elle touche
la développée.

Pour fe fervir des formules générales il faudroit
prendre pour les appliquées de la courbe AM D,
des lignes droites perpendiculaires fur axe O A,

& chercher enfuite une équation qui exprimit

Ta rélation des coupees aux appliquées , ou de
leurs différences. Mais comme le calcul en feroit
fort pénible, il vaut beaucoup mieux dans ces
fortes de rencontres en tenter la folution en fe
fervant de la génération méme.

Lorfque le demi-cercle AEB eft parvenu dang
1a pofition M G B dans laquelle il touche en G
Iz bafe BD; & que le point décrivant A tombe
fur le point M de la demi-roulette AMD : il
eft clair, ;

19 Que Yarc GM eft égal i Parc GD , com-
me aufli Parc GB du cercle mobile a larc GB
du cercle immobile.

2° Que MG eft (Art. 43.) perpendiculaire
fur 1a courbe ; car confidérant la demi-circonfe:
rence MGB ou AEB, & la bale BGD ‘com-
me laffemblage d’une infinité de petites droites
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égales chacune A fa corréfpondante, il eft mani-
fefte que la demi-roulette A MD fera affem-
blage d’une infinité de petits arcs qui auront
pour centre fucceflivement tous les points tou-
chans G, & qui feront décrits chacun par le mé-
me point M ou A.

3°. Que fi Pon décrit du centre O du cercle
immobile I'arc concentrique M E 5 lesarcs MG,
EB du cercle mobile feront égaux entreux,
auffi-bien que leurs cordes MG, EB, & les
angles OG M, O B E. Car les droites OK,0OK,
qui joignent les centres des deux cercles {ont éga-
les , puifqu’elles paflfent par les points touchans

- B, G; ceft pourquoi menant les rayons oM,

OE, & KE, on formera les triangles OKM ,
O K E égaux & femblables. L’angle OKM érant
donc égala langle OKE ; les arcs MG, BE
des demi-cercles égaux MG B, BE A, qui me-
furent ces angles , feront égaux, comme auffi
leurs cordes MG, EB; d’ou'il fuit que les an-
gles OGM, OBE le feront auffi.

Cela pofé, foit entendue une autre perpendi-
culaire 2 C ( Fig, 85. Pl 5.) infiniment proche
de la premiere, un autre arc concentrique me ,
& une autre corde Be ; foient décrits des centres
C, B, lespetits arcs GH, EF. Les triangles
retangles GHg, EFe feront ¢gaux & fembla-
bles; car GgouDg—DG =Eceou 2 l'arc Be
—larc BE, de plusHg oumg— MG —Fe
oud Be —BE. Le petit arc GH fera donc égal
aupetitarc EF ; d’ou il fuit que Tangle GCH

14
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eft a langle EBF , comme BE eftd CG. Ainfi
toute la difficulté fe réduit A trouver le rapport
de ces angles. Ce qui fe fajt en cetre {orte. o
* Ayant mené Ies rayons OG, Oz, KE, Ke,
& nommé OG ouOB, b; KEouKBouKA,
a; il eft clair que I'angle EBe = OBe — OBE
=0gz —OGM= (en menant GL , GV pa-
rallelesaCm, Og) LGM—O0OGV=GCH
~— G Og. On aura donc Tangle GCH — G Og
+E BF. Or les arcs Gg, Ee ¢étant égaux, lop
aura aufli GOg. EKeou 2EBF : KE(a).

V QG (B), & partant angle GOg = % EBF,

& GCH=*"**E BT Donc GCH. EBF o

i 21'-—1—5

4R
5

Gl = 5o——7 BEouMG. Ce quidonne cette,

?E 2 QG -1 . & partant linconnue
| R A

conftruétion.

" Soit fait O A ( Fig. 86. Pl 5.) (2a + b).
OB(b):: MG.GC; le point C fera 3 Ia dé-
yeloppée. ~ - : A ;
“Ileft clair 1°. Que cette développée commen-
¢e au point D, & queelle y touche la bafe BGD ;
puifque Parc G M devient en ce point ‘infiniment
Efgi’;: 29. 'Quelle fe ‘termine au point N | en-
torte queOA. OB:: AB.BN :: OA — AB
" ouOB.OB—BNouON ; ceft-3-dire, que
OA, OB, ON font continuellement propors
tionnelles. 30, §i Pon décrit 3 préfent le cerclg
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NSQ du centre O, je dis que la développée
DCN eft formée par la révolution du cercle mo-
bile GCS , qui a pour diametre GS ou BN,
autour de l'immobile NS Q : ceft-a-dire , qulelle
eft une demi-roulette femblable & la propofée,
ou de méme efpece ( parce que les diametres AB ,

BN des cercles mobiles ont entr’eux le méme

rapport que les rayons OB, ON des cercles
immobiles ) , & pofée dans une fituation renver-
{ée , enforte que fon fommet eft en D. Pourle
prouver , fuppofons que les diametres des cercles
mobiles fe trouvent fur la droite O T menée 3
difcrétion du centre O ; elle paffera par les
points touchans $, G; & faifant AB ou TG.
BNouGS::MG.GC, le point C fera d la
développée, & de plus & la’ circonférence du
cercle GCS; car Pangle GMT érant droit ,
T'angle GCS le fera auffi. Or & caufe des angles
égaux MGT,CGS, larc TM ou GB eft &
Parc CS, comme le diamdtre GT au diametre
GS:: OG. OS::GB.NS ;s & partant les arcs
CS, SN font égaux. Donc, &c. : &

CororLraire I,

101, I: et clair (drt. 75.) que la portion de rou-
lette D C eft égale A la droite CM; & partant
queDC eft'a fa tangente CG : : AB + BN,
BN:: OB+ ON . ON; ceft A-dire , comme
lafomme des diametres des deux cercles géné-
rateurs , ou des cercles mobile & immobile , eft
au rayon du cercle immobile. Cette veriré fe de-
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couvre encore de la maniére qui fuit. A caufe
des triangles femblables CM#» , CGH, (Fi,
85.P/5. ) 'onaura Mm. GH ouEF :: MC,
GC:: OA+OB (2a+2b). OB (). Dol
il fuit ( comme dans I'art 97.) que la portion de
roulette AM eft 2 la corde correfpondante AR,
comme la fomme des diametres du cercle géné-
rateur & de la bafe, eft au rayon de la bafe.

1HE
‘IOZ.LE trapéze M GHm (Fig. 85. PL 5.)

COROLLAIRE

—IGH—+MmXx MG. OrCG(Ea—b——HMG),
CM{ZT8MGY::GH Mn—22"% ¢
2a + b b \

Donc puifque GH —=EF,& MG —=EB,Im
aura MG Hm — 22 ;'; 3 BF % EB : ceft-)-dire,
que le trapéze MG H#2 fera toujours au triangle
correlfpondant EBF : : 2a43b. b.

Dot il fuit que I'efpace M GB A renferme par
MG, AB perpendiculaires a la roulette , par
Parc BG & par la portion de roulette M A, eft
au fegment de cercle correfpondant BEZA::
24 + 3b. b. ‘ j

IIL

Iog.I L eft vifible que la quadrature indéfinie de
la roulette dépend de la quadrature du cercle;
mais fi 'on prend OQ (Fig. 87. Pl 5. ) mo-
yenne proportionnelle entre OK, O A, & qu'on
décrive de ce rayon I'arc QEM ; je dis que lel

COROLLAIRE

|
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pace A BE M renfermé par le diametre AB, la
corde BE, l'arc EM, & par la portion de rou-
lecte AM , eft au triangle EKB:: 2a+3b.b.

- Car nommant I'arc AE ouGB; #; le rayon OQ,

;. lon aura'OB(b).OQ({)::GB(u).RQ
ou ME—= % Et partant Pefpace RGBQ ou

MGBE, ceft-3-dire; TGB=2Z RQ X BQ =
77— bbu
S

Or ( Art. 102. ) Pefpace de la roulette

i xBLZA=22"3\ EKB

MGBA =

b
o ’1‘,‘ 3% KEZA (‘i’f ) Si donc Ion retranche
Z

le précédent efpace de celui-ci, il feftera ABEM
2aau —+ Jabu + bbu— 77u 24 24—+ 35 « EXB

2b b

:34—_:—312 EKB , puifque par la conftru@tion 3z
= 2aa + 3ab + bb. D’ol P'on voit que cet ef-
pace a fa quadrature indépendante de celle du
cercle, & quil eft le feul parmi tous fes fem-
blables.

En voici encore un autre qui a la méme pro-
prieté. Si l'on retranche de I'cfpace ABEM le
fegment BEZ A (faz +~EKB,) il reflera Pef-

__ 2aau—2abu—+bbu—ziu 22— 25
pace AZEM — = >
EKB—= 22+ 25 ¢ B en Gaifant 1% = 2aa--2ab

b
+bb : cCeft-a-dire , que fi I'on divife la demi-cir-
conférence en deux également au point E , Lef-
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pace AZEM fera au double du triangle EKB,

ceft-a-dire, au quarré du rayon:: OK (a-b),
0B (b).

Cororrarre IV,

104.S 1 le cercle mobile A E B ( Fiz. 88. P, 5.
roule ay dedans de I'immobile BG D, fon dia-
metre AB devient négatif , de pofitif qu’il étoir
auparavant ; & partant il faut changer de fi.
gnes ‘les termes ol il fe rencontre avec une di-
menfion impaire. Dol il fuit, 1o, Que fj lop
mene 4 difcrétion la perpendicalaire MG i la
roulette , & que lon fafle OA (b—2a). OB
(&) ::MG.GC .lepoint C fera ( Ars. 100.) 3
Ia développée DCN décrite par la révolution
du cercle qui a pour diamdtre BN , au dedans
de la circonférence N'S concentrique 3 BD,
2% Que fi Pon décrit du centre O Tarc ME,
Ia portion de roulette A M fera (Art.101.) 2 la
corde AE:: 2b—2a.b. 3° Que lefpace MGBA
eft (Arr 102.) au fegment BEZA :: 3b—24b,
4° Que fi Ton prend OQ ==}/ sua = b4,
ceft-3-dire , moyenne proportionnelle entre OK,
OA ; Tefpace ABEM renfermé par la portion de
roulette AM , Iarc ME, la corde EB, & le dia-
metre AB, fera ( A 103. ) au triangle
EKB::3b—2a.b. Mais que fi Pon fait OQ ou
OF = Vizs — 206+ 43, c'eft Adire , que larc
AE foit le quart de la circonférence ; Pefpace.
AZEM renfermé par la portion A M de roulette
& parles deux arcs ME, AE, fera (Ibid. ) an
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triangle EKB qui eft en ce cas la moitié du
quarré¢ du rayon :: 2b — 2a.b.

2t Cororraire V. o
i05. §1 T'on congoit que le rayon OB ( Fig. 86.
Pl 5.) du cercle immobile devienne infini, l'arc
BGD deviendra une ligne droite, & la courbe
AMD deviendra la roulette ordinaire. Or coms
me dans ce cas le diamttre A B du cercle mo-~
bile eft nul par rapport a celui de limmobile ; il
Senfuit ; 1% Que MG . GC :: b. b Puifque
bt z2a—1"b, ceft-d-dire, que MG=GC; &
partant que {i lonprend BN — A B, & quon
mene la droite NS parallele 3 BD , la développée
DCN fera formée par la révolution du cercle ,
qui a pour diametre BN, fur la bafe NS.. 29. Que
la portion de roulette A M ( Fig. 85. 88. PL 5.)
eft 3 la corde correfpondante AE : : 2. 5. 3°. Que
Yefpace MG B A eft au fegment BEZ A :: 30 .8,
4°. Puifque BQ (Fig. 87. 88. PL5.) out OQ
F OB, quejappelle x , eft = ThEV2uat30615s,
d'olt Ton tire (en 6tant les incommenfurables )
xx L 2bx =— 2aa T3ab 3 Lon aura x = 24 , en ef-
fagant les termes oll b ne fe rencontre point ,
parce qu'ils font nuls par rapport aux autres. Ceft-
a-dire,, que fi I'on prend dans la roulette ordi-
naire BP— 1 AB, & quon mene la droite PEM
( Fig. 83. Pl.5.) parallele 3 la bafe BD; lef-
pacc AMEB fera triple du triangle EKB. On
trouvera en opérant de la méme maniére , que fi
le point P tombe au centre K > lelpace AZEM
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renfermé par la portion de roulette AM ; I
droite ME, & larc AE, fera égal au quang
du rayon. Ce que Yon a déja démontré ci-
devant art. 99.

REmMAaRrRQUE

166. (G omu e les arcs DG, GM (Fiz. 84. PL. 5.)
font toujours égaux entr’eux, il s’enfuit que an-
gle DOG eft aufli toujotts a I'angle GKM :: GK,
OG.Ceft pourquoi Porigine D de la roulette DMA,
les rayons OG , GK des cercles générateurs, &
le point touchant G ¢étant donnés, fi lon veut
déterminer dans cette pofition le point M qui dé-
crit la roulette, il ne faut que tirer le rayon
KM, enforte que l'angle GKM foit 2 'angle donn¢
DOG:: 0G. GK. Or je dis maintenant que
cela fe peut toujours faire géométriquement, lotf
que le rapport de ces rayons {e peut exprimer par.
nombres ; & partant que la roulette D M A ¢t
alors géométrique.

Car {uppofant, par exemple, que OG .GK:
13. 5 ; ileft clair que angle MK G doit conte-
nir deux fois I'angle donn¢ DOG , & de pluside
cet angle. Toute difficulté fe réduit donc & di
vifer 'angle DOG en cing parties égales, Ot
ceft une chofe connue par les Geomeétres, quion
peut toujours divifer géométriquement un angle
ou un arc donné en tant de parties egales quon
voudra; pui{qu’on arrive toujours A quelque ¢qua-
tion qui ne renferme que des lignes droites
Donc, &c.
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Je dis de plus que la roulette DMA eft mé-
canique, ou ce qui eft la méme chofe , quion
ne peut déterminer géométriquement fes points
M, lorfque la raifon de O G a K G ne fe peut ex—
primer par nombres, c'eft-a-dire , lorfquelle
eft fourde. :

Car ( Fig. 89. Pl. 5.) toute ligne, foit méca~
nique foit géométrique , ourentre en elle-méme
ou s’etend 4 l'infini ; puifquon peut toujours en
continuer la génération. Si donc le cercle mobile
ABC décrit par fon point A dans {a premiere
révolution la roulette AD E, cette roulette ne
fera pas encore finie , & continuant toujours de
rouler il decrira la feconde EF G , puis-la troi-
fitme GHI, &ainfi de fuite julqud ce quele
point décrivant A retombe apres plufieurs révo-
lutions dans le méme point d’ott il étoit parti. Et
pour lors {i on recommence a faire rouler le cercle
mobile ABC , il décrira derechef la méme ligne
courbe , deforte que toutes ces roulettes pri-
fes enfemble ne compofent qu'une feule courbe
ADEFGHI, &c. Or les rayons des cercles
geénérateurs étant incommenfurables , leurs cir-
conférences le feront aufli ; & par conféquent le
point décrivant A du cercle mobile A BC ne
pourra jamais retomber dans le point A de l'im-
mobile , d'out il éroit parti, fi grand que puiffe
étre le nombre des révolutions. 1l y aura donc
une infinité de roulettes qui ne formeront cepen-
dans quune méme ligne courbe ADEFGHI,
&c. Maintenant fi 'on mene au travers du cercle
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immobile une ligne droite indéfinie , il eft clair
qur'elle coupera fa courbe continuée 2 Pinfini eq
une infinite de points. Or comime I'équation qui
exprime la nature d’une ligne géométrique doit
dvoir au moins autant de dimenfions que cette li-
gne peut étre coupée en de différens points par ung
droite ; il s’enfuit que I'équation qui exprimeroit
la nature de cette courbe auroit une infinité de
dimenfions. Ce qui ne pouvant étre, on voit
¢évidemmient que la courbe doit étre mécanique
ou tranfcendente.

PROPOSITION IIL

, PROBLEME. »

107, L A ligne courbe BFC (Fig. go. Pl 5.)
érant donnée , trouver une infinité de lignes AM,
BN, BEO, dont elle foit la développée commune,

$i'on développe la courbe BF C en commen-
gant par le point A, il eft clair que tous les
points A, B, F, dufil ABF C décriront dang
ce mouvement des lignes courbes AM, BN,
FO, qui auront toutes pour développée com-
mune la courbe donnée BF C. Mais il faut obfer-
ver que la ligne F O n’ayant pour développée qué
la partie F C, fon origine n’eft pasen F; & qué
pour la trouver , il faut développer la partie ref-
tante BF, en commencgant au point F , pour d¢-
crire la portion E F de la courbe EFO dont l'o-
rigine eft en E ;, & qui a pour développée la courbe
entiére BE C, s‘

.
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SiT'on veut trouver les points M , N, O fans
fefervirdu il ABFC, iln’y a. qu’a prendre fur
une tangente quelconque C M , autre que B A
les parties CM, CN, CO égales 2 ABFC,
BEGC, FC:
COROLIAIRE
108. I eft &vident , 1% Que les courbes A M ,
BN , EFO font d’une nature tres-différente
entr’elles ; puifque la courbe AM a dans fon
{ommet A le rayon de fa développée égald AB,
au lieu que celui de la courbe BN eft nul. il eft
vifible auffi par la figure méme de la courbe EFQ
qu’elle eft tres différente des courbes A M, BN.
2° Que les courbes AM , BN, EFO ne
font géométriques que lorfque la donnée BFC
eft gtomitrique & de plus re@tifiable. Car fi elle
neft pas gtométrique, en premant BK pour la
coupée , on ne trouvera point géométriquement
lappliquée KC: & fi elle n’eft pas rectifiable ,
ayant mené la tangente CM, on ne pourra deé-
terminer geometriquement les points M, N, O
des courbes AM, BN, EFO ; puilquon ne

peut trouver géométriquement des lignes droites

cgalesd la ligne courbe BFC, & A fes portions’
BF, FC.

REmargueE
109. S: ron développe une ligne courbe BAC
(Fig. 91. Pl 5.) qui ait un point d’infléxion en
A, en commengant par le point D , autre que le
point d’infléxion ; on formera par le développe~
. K
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ment de la partie BA D Ja partie DEF ; & par
celui de la partie DC, la partie reftante DG:
de forte que FED G fera la courbe entiere for-
mée par le développement de B A C. Or il eft vi-
fible que cette courbe rebrouffe chemin aux points
D & E, avec cette difference qu’au point de re-
brouflement D les parties DE, DG ont leur
convexité oppofé¢e 'une & Pautre; au lieu quau
point E les partiecs DE, EF font concaves vers
le méme coré. On a enfeigné dans la feion pré-
cedente 4 trouver les points de rebrouflement tels
que D :il eft queftion maintenant de déterminer
les points E, qu'on peut appeller points de re-
brouflement de la feconde forte , & que perfonne,
que je{cache , n'a encore confideré.

Pour en venira bout, on menera a difcrétion fur
la partic DE deux perpendiculaires MN , i,
terminces par la développée aux points N, #, par
lefquels on tirera deux autres perpendiculaires
NH, »H fur les premieres N M, n 725 ce qui for-
mera deux petits {ecteurs MN , NHz qui feront
femblables, puifque les angles MN 72, N Hz font
égaux. On aura donc Nz : Mz :: NH.NM. Or
dans le point d’infléxion A le rayon N H devient
(Are. 81.) infini ou zero 5 & lerayon MN , qui
devient AE , demeure d’une grandeur finie. 1lfaut
donc qu'au point de rebrouffement E de la feconde
forte, la raifon de la différence N du rayon MN
de la développée, 2 ladifférence M 7 de la cour-
Le, devienne ou infiniment grande ou infiniment
petite. Kt partant puifque ( Are. 86.) Na
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——3dxdyddy I dyt i dxdddydu~dy* ; , & M
dxddy*

dx"d:/dy—+dy"da’dy———;dyddy"
dxddy >

==oou oo ; & multipliant par dxddy*, on trou-

vera la formule dx’dddy —+ dy*dddy — 3dyddy*

==00U o0, qui fervira a déterminer les points

de rebrouffement de la feconde forte.

On peut encore concevoir qu'une rebrouffante
DEF ( Fig. 92. 93. PL.5.) ou HDEFG de Ia
feconde forte , ait pour développée une autre
rebrouflante BAC de la feconde forte , telle que
fon point de rebrouffement A réponde au point
de rebrouflement E, ceft-i-dire , qu’il foit fitué
fur le rayon de la développée qui part du point E,
Or il eft clair dans cette fuppofition , que le
rayon E A de la développée fera toujours un plus
perit ou un plus grand ; & partant que la diffé-

=Vdx*~+dy*, Pon aura

Al
rence de &”+dy* > expreffion générale,(Are. 78.)
—dxddy :

des rayons de Ta développée, doit &tre nulle ou
infinie au point cherché E ; ce qui donne la
méme formule quauparavant : de forte quelle
eft générale pour trouver les points de rebroufle-
ment de la feconde forte. ( Confulrez plur toure
cette Section la Nore cinquantieme.

K2
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SECTEIRON-"VI

Ufage du calcul des différences pour tronver les
Caufliques par réfléxion.

DEFINITION

I' Pon congoit qu'une infinité de rayons BA,

BM, BD, (Fig. 94. 95. Pl 5.) qui par-
tent d’un point lumineux B , fe réfléchiffent 3 la
rencontre d’une ligne courbe AMD , enforte
que les angles de réfléxion foient égaux aux an-
gles d'incidence ; laligne HEN que touchent
les rayons. refléchis ou leur prolongement AH,

ME, DN, eft appelice Cauftique par réfiéxion. |

Co'Rio Lir A rivte 1L

110 S 1 ton prolonge HA en T, (Fig. 94. PlL5s.)
deforte que AT—=AB, & que 'on développe
la cauftique HF N en commengant au pointl;
on décrira la courbe ILK, telle que la tangente
F L fera (Art. 75:) continuellement égale3 la por-
tion F H de la cauftique, plus A la droite HI. ‘Et
{i 'on concoit deux rayons incident & réfléchi
B , mF infiniment pres de BM, MF, &
quayant prolongé F 7z en !, on décrive des cen-
tres ', B les petits arcs MO, MR : on formera
les petits triangles retangles M O, MR,
qui feront femblables & ¢gaux ; car puifque I'an-

gle OmM=FmD=RmM , & que de plus |

Phypotenufe M eft commune |, les petits cotés
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Om , Rm feront égaux enu’eux. Or puilque

Om eft la difference de LM, & R celle de
BM, & que cela arrive toujours en quelque en-
droit qu'on prenne le point M il Senfuit qué
ML —TA ouv AH+ HF— MF fomme ( Arz.
96.") de toutes les différences O dans la” por-
tion ‘'de courbe AM, et — BM —B 4 fom-’
me' ( Art. 96.%) de toutes les différences R dans
la-méme portion A M.. Donc la portion HF de’
la‘cauftique HEN' fera égale 3 BM — BA®
+~ MF —AH.~ ‘

- I peut arriver différens cas, felon que Ie ra-
yon incident B A eft plus grand ou moindre que
BM, & que le'réflechi AH- développe ou' en-
veloppe la - portion ‘HEF' pour parvenir en MF:
mais on prouvera toujours, comme 'on vient
de faire,, que la différence ‘des rayons incidens
eft égale 3 la différence des rayons' réfléchis ; en
joignant & Pun d’eux la portion de la cauftique

‘qu’il développe , avant que de tomber fur Pattre.
~ Parexemple ;) BM — B A (Fig/ g5. Pl.'s.) —

MF4-FH-—AH; dott T'on' tire FH-=BM
—BA+ AH - MF. : el
Si-Pon décrit du centre B Farc de cercle Ap';
(Fig. 94. 95. PL 5. )il eft clair que p M. fera Ta
différence des rayons incidens BM, - BA: "Bt fi
Pon fuppofe que le point lumineux B devienne’
infiniment_éloigné de la courbe AMD ;' ( Fig._
96.PL. 5. ) les rayons incidens BA, BM de=-
viendrontparalleles , & Parc AP deviendra uné -
ligne droite perpendiculaire fur ces rayong, < -
K3
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CorROLLAIRE. 1L

111. S1lon congoit-que la figure BA MD ( Fig.
94. Pl 5.) foit renverfée fur le méme plan, en-
forte quele point B tombe fur le point I, &
quainfi la tangente en A de la courbe AMD
dans fa premiere fituation , la touche encore
dans certenouvelle ; & qu'on fafle rouler la courbe
aMd fur AMD, ceft-a-dire, fur elle-méme,
enforte que les portions aM, AM foient tou-
jours égales: je dis le point B décrira dans ce
mouvement une efpece de roulette 1LK qui aura
pour développée la cauftique HF N.

Car il fuit de la génération , 1% Que la ligne
L M tirée du point décrivant L au point touchant
M fera ( Art. 43.) perpendiculaire 3 la courbe
ILK: 2°0 Que LaoulA—=BA, & LM =
B M. 3°. Que les angles faits par les droites ML,
BM fur la tangente commune en M. font égaux;
& partant que {i on prolonge LM en F, lera.
yon MF fera le réfléchi de Pincident BM. Do
Ton voit: que la perpendiculaire L F touche la
cauftique HF N : & comme cela arrive toujours
en quelque endroit qu'on prenne le point L, il
s’enfuit que la courbe 1 LK eft formée par le dé-
veloppement de la cauftique HEN, plus la
droite HIL. s

Ul fuit de ceci que la portion FH ou FL —
HI—=BM-+MF —BA_— AH. Ce que Ton
vient de démontrer d’'une autre maniere dans le
Corollaire précédent.
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COROI.LAIR'E 117,

112. S1 latangente DN devient infiniment pro-
che de la tangente F M ; il eft clair que le point
touchant N , & celui d’interfe@ion V {e confon-
dront avec lautre point touchant F : de forte
que pour trouver le point F ol le rayon réfléchi
MF touche la cauftique HF N, il ne faut que
chercher le point de concours des rayons réfléchis
infiniment proches MF, »F. Et en effer, fi
l'on imagine une infinit¢ de rayons d’incidence
infiniment proches les uns des autres , on verra
naitre par les interfeGtions des réfléchis un poli-
gone d’une infinit¢ de cbtés dont Iaffemblage
compofera la cauftique HF N.

PiREOR:OSA T LON G T
= ProsrLEmME GENERAL.

IIg.LA nature de la courbe AMD , ( Fig.
97. Pl. 5. le point lumineux B, & le rayon
incident BM érant donnés ; trouver fur le réfléchi
MF donné de pafition , le point ¥ on il touche la
cauftique.

Ayant trouvé par la feétion précédente la lon-
gueur MC du rayon de la développeé au point
M, & pris l'arc M# infiniment petit, on tirera
les droites Bm , Cezy, Fmr; on décrira des
centres B, F les petits arcs M R , MO ; on me-

nera les perpendiculaires CE , Ce, CG, Cg -~

fur les rayons incidens & réfléchis ; enfuite on

nommera les données BM,y; MEou MG, a.
K4
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Cela pofé, on prouvera, comme dans le Co-
rollaire premier (Are. 110.), que les triangles
MR =, MOm font femblables & égaux; &
guainfi MR =M O. Cr A caufe de Iégalité des
angles dincidence & de réflexion, l'on a auffi
CE=CG, Ce=Cg; &partant CE— Ce'on
B Q=CG— CgzouSG. Donc3 caufedes trian-
gles femblables BMR & BEQ ; FMO & FGS,
YonawraBM + BE (2y—a). BM ()):: MR
+EQouMO~+GS. MRouMO:: MG (4).
MEF—_92. ,
Si le point lumineux B tomboit de autre cbté
du point K par rapport au point M, ou (ce qui
eft la méme chofe ) {i la courbe A M D étoit

convexe vers le point lumineux B ; y deviendroit
negative de pofitive qu'elle éroit, & lon auroi

par conféquent MF — EZj/yTa ou i}ai?[z'

Si Pon fuppofe que p devienne infinie , c’eft-3-
dire, quele point B ( Fig. 96. Pl.5.) foit infi-
niment ¢loigné de 1a courbe AMD ; les rayons
incidens feront paralleles entr’eux , & lon aura

MF = a, parce quea cft nulle par rapport & 2).
CorRorzrarre L :

114 (Comme Ton ne trouve. pour ME- ( Fiz.
94. 91 PL. 5.) qu'unc feule valeur ‘dans laquelle
entre le rayon de la développée; il senfui

wune ligne courbe A MD ne peut avoir quune
?@u?e cauftique HFN par réfiexion , puifquelle
( 4rn. 80. ) n'a qu'ung fenle développée.
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Cororrarre IL

JI;.L ORSQUE AMD (Fig. 97. Pl.5.) eft
géométrique , il eft clair ( Arz 85.) que fa dé-
veloppée I'eft aufli, ceft-3-dire, que l'on trouve
géométriquement tous les points C. Dol il fuit
que tous les points F de fa cauftique feront aufli
déterminés geométriquement , c'eft-i-dire, que
lacauftique HEN (Fig. 94. 95.)fera géomé-
trique. Mais je dis de plus, que cette cauftique
fera toujours re&ifiable ; pufqu’il eft évident (Arz.
110. que P'on peut trouver avec le fecours de la
courbe AMD , quon fuppofe géométrique,
des lignes . droites égales & une de fes portions
quelconques,

Coroxrrarre IIL

116.51 1a courbe AMD (Fig:o7- Pl 5.) eft
convexe vers le point lumineux B la valeur de -

MF ( —_ fera toujours pofitive ; & il fau-
2y —~a

‘dra prendre par conféquent le point F du cbté

du point C, par rapport au point M, comme l'on
a fuppof¢ en faifant le calcul. D’olt Pon voit que
les rayons réfléchis infiniment proches feront di-
vergens, :

Mais fi la courbe AMD eft concave vers le
point lumineux B, la valeur de MF (2 25 =
fera pofitive lorfque y {urpafle 22 , négative lor{-
quil eft moindre , & infinie lorfqu’il eft ¢égal.
Dol il fuit que fi Pon décrit un cercle qui ait
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pour diametre la moitié du rayon MC de I
développée , les rayons réfléchis infiniment pto-
ches feront convergens lorfque le point lumi-
neux B tombe au dehors de fa circonfe’rence,
divergens lotfqu’il tombe au dedans , & enfin
paralleles lorfqu’il tombe deflus.

CororzairE IV.

117 Stk rayon incident BM touche la courbe
AMD au point M, T'on aura ME (a)y—n:
& partant MF = 0. Or comme le rayon réfiéchi
eft alors dans la dire@ion de Pincident > & que
la nature de Ja cauftique confifte 3 toucher tous
les rayons réfléchis; il senfuit quelle touchera
aufli le rayon incident BM au poine M : c’eft-A-
dire, que la cauftique & la donnée auront la
méme tangente dans le point M qui leur fera
commun.

Si le rayon MC de la développée eft nul, on
aura encore ME (a) ==o; & partant MF — o.
D’oli I'on voit que la donnée & la cauftique font
entr’elles dans le point M qui leur eft commun,
un angle égal A I'angle d’incidence.

Silerayon CM dela développée eft infini, le
petit arc Mz deviendra une ligne droite , &
Yonaura MF = 3 5 ; puifque ME (a) étant
infinie , y fera nul par rapport & 2. Or comme
cette valeur eft négative lorfque le point B tombe
du c6t¢ du point C par rapport 4 la ligne AMD,
& pofitive lorfquil tombe du cbté oppofé ; il
senfuit que les rayons réfléchis infiniment pro-
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ches feront toujours divergens lorfque la ligne
A M D eft droite.

CororrLaIre V.

118. L L cft évident que deux quelconques des
trois points B, C, F, étant donnés, on trou-
vera facilement le troifieme.

Soit, 1°, la courbe AMD ( Fig. 98.PL 5.)
une parabole qui ait pour foyer le point lumineux
B. Il eft clair par les élémens des feCtions coni-
ques , que tous les rayons réfléchis feront paral-
leles a 'axe 5 & partant que MF fera toujours
infinie en quelque endroit que Ion fuppofe le
point ‘M. On aura donc @ = 2y : d’ou il fuit
que fi l'on prend ME double de MB, quon
mene la perpendiculaire EC ; elle ira couper
MC perpendiculaire & la courbe AMD, enun
point C qui fera & la développée de certe courbe.

Soit, 29, la courbe AMD (Fig. 99.PL5s.)
une ellipfe qui ait pour un de fes foyers le point
lumineux B. 1l eft encore clair que tous les rayons
refliéchis MF fe rencontreront dans un méme
point F qui fera autre foyer. Et fi 'on nomme

; d’ont

ME, z; Yonaura (Hre. 113 Y 7=

ﬁ_}"““tl

Ton tire la cherchée ME (a) ::;f: . Mais fi

la courbe AMD eft une hyperbole , le foyer F
tombera de I'autre c6té ; & partant MF (3) de-
viendra négative : d’od il fuit qu'on aura alors

ME (3) = =X ou =YL, Ce qui donne cette
conftruction qui fert aufli pour Pellipfe,
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Soitprife M E ( Fig. 99. PL. 5. Fig. 100. Pl 64)
quatrieme proportionnelle au demi-axe traver-
fant, & aux rayons incident & réfléchi ; foit
mence la perpendiculaire EC : elle ira couper
Ia ligne M C perpendiculaire 3 la fe&ion , en un
point C qui fera a la développée.

E sigimepis gl

T19. Soira courbe AMD (‘Fig. 101.PL 6.)
une parabole , dont les rayons'incidens P M
foient perpendiculaires fur fon axe AP. 1l faut
trouver fur les réfléchis M F les points F ol ils
touchent la cauftique AFK.

Il eft clair que fi Pon mene le rayon MG de
la développée , & quon tire la perpendiculaire
CGurlerayon réfléchi MF, il faudra ( At
113. ) prendre M F égale 3 la moitié de M G.
Mais cette conftruion fe peut abréger , en con-
fiderant que fi l'on mene MN paraliele 3 Faxe
AP, &ladroite ML au foyer L; les angles
LMP , FMN feront égaux, puifque par la
proprieté de la parabole LMQ—QMN, &
par la fuppofition PMQ — QMF. Si donc l'on
ajoute de part & d'autre le méme angle PMF,
Yangle LMF fera egal a Pangle PM N, ceft-
a-dire, droit. Or I'on vient de démontrer ( Are.
118. num. 1.) que LH perpendiculaire fur M L
rencontre le rayon M C de la développée en fon
milieu H. Si donc on mene MF parallele &
€galed LH, ellefera un des rayons réfléchis,
& touchera en F la cauftique AFK. Ce quil
falloit trouver.

‘[]y:
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Si I'on fuppofe que le rayon réfléchi M F foit
parallele 3 axe A P, ileft évident que le point F
de la cauftique fera le plus éloigné qu'il eft poffi~
ble de I'axe A P, puifque la tangente en ce
point fera parallele 3 'axe. Afin donc de déter-
miner ce point dans toutes les cauftiques , telles
que # FK, foriées par des rayons incidens per-
pendiculaires a axe de la courbe donnée, il n’y
a qu'a confidérer que M P doit étre alors égale 2
PQ. Ce qui donne dy—dx. Soit ax—yy, on aura
:;; =dx, d'ot l'on tire AP (x)=1la:
ceft-a-dire , quefile point P tombe au foyer L,
le rayon refléchi MF fera parallele A 'axe. Ce
qui eft d’ailleurs vifible ; puifque dans ce cas MP
fe confondant avec LM, il faut auffi que M F fe
confonde avec MN , & LHavec LQ. Dol I'on
voit que MF eft alors égale 4 ML ; & partant

~que fi Pon mene FR perpendiculaire fur 'axe, on

aura AR ou AL -+ M F ==12. On voit auffi que
la portion AF de la cauftique eft égaleen ce cas
au parametre, puifqu’elle eft toujours ( Arz. 110.)
¢gale 3 PM 4 MF. ’

Pour déterminer le point K ol la cauftique
AFK rencontre axe A P, il faut chercher la
valeur de MO, & Pégaler a cellede IAF ; car il
eft vifible que'le point F tombant en K , les
dignes MF, MO deviennent égales entr'elles.
Nommant donc inconnue MO , ¢ s Pangle PMO
coupe en deux ¢galement par MQ perpendicu-
Jaire'd Ja courbe;, donnera MP (). MO (2).
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o yd: tdy

ol (0] (-;1%) 0Q= ——. Et partant OP —
el i B Vit—yy, acaule du triangle rec-

dx
tangle MPO s & divifant de part & d’autre par

dy
-y, on trouve n=

d -y
el ydx"-l—y:ly" i Ry dx"—l—d_y"
MO () = =g ME(Ga)= ey

puifque ( Arv. 77.) ME (a) = é‘% Ce qui
donne dy* — 2yddy — dx* qui fervira A trouver e
point P, tel que menant le rayon incident PM &
le réfléchi MF, ce dernier touche la cauftique
AFK au point K ol elle rencontre Faxe AP,

1

£ ot
On a dans la parabole y = x*, dy=—1x *dx,
Sy

ddy=——1x""*dx* ; & mettant ces valeurs dans
Péquation précédente , on trouve X dx®
$x dx*=dx*; d’ot I'on tire AP (x) =1 du
_parametre.

Pour trouver la nature de Ia cauftique AFK
3 la maniere de Defzarres, il faut chercher une

¢quation qui exprime la relation de la coupce
AR (#), aTappliquée RF (%) cequi fe fait

i doc® —fydy®
en cette forte. Puifque MO (= }x—L:Z?{—,
2ydxdy - & caue

= ty—+ydy N :
Ton aura PO ( T) S Tt e
fe des triangles femblables M P O, MSF, on

| St > > - :
= Qo) lon tie
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_ydx"—i—ydy") MFE

formera ces proportions MO (

Ten

dx2~-§dy
(dfiﬂ) ou— 2yddy .dx* —dy* :: MP (y)

—addy
eyt 2ydedy
O 10 )
: dxd i
SF ou PR (g—x)— _xa,};y On aura donc ces
At e S ey Sl hs
deux équationsz—y - . & Ui== xt

éj—c% > qui ferviront avec celle de la courbe don-
née i en former une nouvelle ol x &  ne {e trou~
veront plus , & qui exprimera par conféquent la
relation de AR () 2 FR ().

Lorfque la courbe AMD eft une parabole ,
comme I'on a fuppofé dans cet exemple , on trou-

vera {.—_—_ixil e » ou (‘en quarrant chaque
membre ) 2x — 6xx ++ 4x° =23, & a = 3x; do
Ton tire Péquation cherchée azz — St — Zany 4=
laay qui exprime la nature de la cauftique AFK.
On peut remarquer que PR eft toujours double
de AP, puifque AR (a) = 3x; ce qui fournit
encore une nouvelle manitre de déterminer fur

le rayon réfléchi M F le point cherché F.
Exzwere 11,

120. S o17la courbe A MD (Fig. 102. Pl 6.)
un demi-cercle qui ait pour diamétre la ligne
AD, & pour centre le point C ; foient les rayons
incidens P M perpendiculaires fur A D.
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Comme la développée du cercle {e réunit en
un feul point qui en eft le centre , il senfuit
( Art. 113.) que fil'on coupe le rayon CM en
deux également au point H, & qu’on mene HF
perpendiculaire fur le rayon refléchi MF , il

coupera cerayon en un point F, ou il touche °

la cauftique AFK. Il eft clair que le rayon
-réfléchi M F eft égal  la moitié de Vincident PM;
d’on il fuit, 1°. Que le point P tombant en C,
le point F tombe en K , milieu de C.B. 2° Quela
portion AF eft triple de MF, & la cauftique
AFK triple de BK. On voit auffli que fi I'on fait
Pangle A CM demi-droit , le rayon réfléchi MF
fera parallele 4 -AC ; & partant que le point Flera
plus ¢leve au deflus du diamttre A D, que tout
autre point de la cauftique.

Le cercle qui a pour diametre MH, paffe
par le point F ; puifque I'angle HEM eft droit.
Et fi on décrit du centre C & du rayon* CK
ou CH, moitié de CM, le cercle KHG ; larc
HF fera ¢égal a Parc HK: car Pangle CMF
étant égal ACMP ou HCK, les arcs:HF,
HK qui meflurent ces angles dans les cercles
MFH , KHG , feront entreux comme les
rayons; M H , HC de ces cercles. D’ot I'on voit
que la cauftique AFK eft une roulette formée
par la révolution du cercle mobile MFH autour
de P'immobile KHG, dont Torigine eft en K,
& le fommet en A.

ExBuPLE

T
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Exemerze IlL
121. Soi’i’ la courbe AMD (Fig. 103. Pl ¢. ‘}
un cercle qui ait pour diamdtre la ligne AD , &
pour centre le poirit C ; foit le point lumineus
A, d’oll partent tous les rayons incidens A M
Tune des extrémités de ce diamétre.
_ Si 'on mene du centre C fur le rayon iriciz
dent AM la perpendiculaire CE : il ef} clair
par la propriété*du cercle , que le point E
coupe en deuix parties dgales la corde AM; &
quiainfi ME (2) = &. On aura donc ME
2y

Gre

dre le rayon réfléchi M F égal au tiérs de lin-

16

j: 1y s Ceft-d-dire ; quil faut preri=

. ddent AM. D’od I'on voit que DK —=+ADy

CK=1CD, & que (Arz. 110.) la cauftigue
AFK =4 AD, de méme que {2 portion AF
=% AM. Si Ion préend AM == AC, le rayork
refléchi MF fera parallele au diamdtre AD ;
& par conféquent le point F fera le plus élevéd
quil foit poffible au-deffus de ce diamétre:
Silonprend CH-—=:!CM , & qivor tire HE
Perpendiculaire fur MF 5 le point F fera & a3
cauftique : ear menant HL perpendiculaire fur
AM, il eft clair que ML:%ME :;iAMg
pu\ifqﬂe, MH — 2 CM. Le cercle qui 4 pout dia-
metre MH , paffera donc par le point F de 13
cauftique ; & fi Ion décrit uii autre cercle KHG
du centre C, & du rayon CK ou €H; il lid
fera égal, & Parc HK fera égal 3 l'arc HF 3
- X L
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car dans le triangle ifofcele CM A Pangle ex-
terne KCH — 2CMA = AMF ; & partant les
arcs HK, HF mefures de ces angles dans des
cercles ¢gaux , feront auffi égaux. D'ou il fuit
que la cauftique AFK eft encore une roulette
décrite par la revolution du cercle mobile M FH
autour de limmobile KHG, dont lorigine eft
en K, & le fommet en A. 2
On pourroit encore prouver ceci de cette autre
maniere. $ilon décrit une roulette parla révolu-
tion d'un cexcle égal au cercle AMD autour de.
celui-ci , en commencant au point A; l'on a
démontr¢ dans la Corollaire fecond ( Are. I11.)
qu'elle aura pour développée la cauftique AFK,
Or (Are. 100.) cette développee eft une rou-
lette de méme efpece, ceft-i-dire, que les
diametres des cercles générateurs en feront ¢gaux;

& on deéterminera le point K en prenant CK

troifiéme proportionnellea CD+D A & 3CD,
ceft-a-dire, égale alCD. Donc, &c.

Exemere 1IV.

122.§ 017 la courbe AMD ( Fig. 104. P’l. 6.)
une demi-roulette ordinaire décrite par la révolu-
tion du demi-cercle NGM fur la droite BD,
dont le fommet eft en A, & lorigine en D;
foient les rayons incidens KM paralleles 2
Paxe A B. ; e
Puifque ( Arr. 95.) MG eft égale 3 la moitié
du rayonde la développée , il senfuit ( Arz. 113.)
que fi 'on mene GF perpendiculaire fur le rayon
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réflechi MF, le point F fera d I cauftique DFB.
D’oli Fon voit que M F doit éere prife égale 3 KM.

Si'on mene du centre H du cercle générateur
MGN au point touchant G » & au point dé-
crivart M, lesrayons HG, HM ; il eft clair
que HG fera perpendiculaire fur BD, & que
Fangle GMH—=MGH — GMK : d'o} Fon
voit que le rayon réfléchi M F paffe par le cen-
tre H. Orle cercle qui a pour diamdtre G p
pafle auffi par le point F , puifque angle GFH
eft droit. Donc les arcs GN » :GF , mefuresdu
méme angle GHN | feront entreux comme les
diametres MN, GH de leurs cercles 3450 part
tant Parc GF —= GN — G B. 1l eft donc vi-
dent que la cauftique DF B eft une roulette
décrite par la révolution entiere du cercle G F H
fur la droite BD.

E'xiesme L v V.

123.Sor T encore la courbe A M D ( Fig. 105.
Pl. 6. ) une demi-roulette ordinaire , dont la
bafe BD eft égale & la demi-circonférence A N B
du cercle générateur. Et foient 3 préfent les
rayons incidens P M paralleles 4 ]a bafe BD.

Si'on mene GQ perpendiculaire fur PM , les
triangles reGtangles GQM, BPN feront égaux
& femblables ; & partant MQ — PN. D’ot Fon
voit (Are. 95. 113.) quil faur prendre MF
égale 3 Pappliquée correfpondante PN dans le
demi-cercle générateur A N B.

Afin que le point F foic le plus ¢cloigné quil

! L a
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et poflible de 'axe AB , il faut que la tangente
MF en ce poing foit parallele 2 cet axe. L’an-
gle PMF fera donc alors droit , fa moiti¢ P MG
ou PN B demi-droit ; & partant le point P tom-
bera dans le centre du cercle AN D.

Ceft une chofe digne de remarque, que le
point P approchant enfuite continuellement de
Textrémité B, le point F approche aufli de I'axe

A B jufqua un certain point K, aprés quoi il s'en |

. ¢loigne jufquen D ; de forte que la cauftique

AEKED a un point de rebrouflement en K.
Pour le déterminer , je remarque, ( Arz. 110.
111.) que la portion AF — P M + MF, la portion
AFK—HL-+LK , & la portion KF de la
partie KFD, ef =HL+LK—PM—MEF:
d’ot T'on voit que HL+ L K doit étre un plus
grand. C’eft pourquoi nommant AH, x; HI, 5
Yarc Al, z ; Pon aura H L+LK —=u+ 2y,
adx

dont la différence donne du 24y —o0, & o

- d
.=+ 2dy==0, en mettant pour dz fa valeur e

d’ot lon tire adx — — 2ydy = 2xdx — 2adx 2
caufe du cercle ; & partant AH(x) =14

COROLLAIRE,

124. I eseace AFM ou AFKFM ren-
fermé par les portions de courbes A F ou AFKF,
AM, & par le rayon réfiéchi MF, eft ¢gal
3 la moiti¢ de Pefpace circulaire AP N. Car fa
différence , qui eft le feteur FMO, eft égale
¥la moitié du reangle PpSN , différence de
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efpace APN ; puifque les triangles rectangles
MOz, MR érant égaux & femblables, MO fera
¢galed MR ouNSou Pp, & quedeplus MF =P N.

Exemere VI

125. So1T la courbe AMD (Fig. 106. Pl 6.)
une demi-roulette formée par la révolution du
cercle MGN autour de fon égal AGK, dont
lorigine eft en A, & le fommet en D ; foient
les rayons incidens A M qui partent tous du point
A, La ligne BH qui joint les centres des’ deux
cercles générateurs , pafie continuellement par
le point touchant G, & les ares GM , GA
comme auffi Jeurs cordes , font toujours égaux ;
ainfi lapgle HGM ==BG A, & langle GMA
—=GAM. Orlangle HGM+BGA=GMA
+ GAM; puifquajoutant de part & dautre
le méme angle AGM, on en forme deux droits.
Donc Pangle HG M fera toujours ¢égal 3 langle
GMA ; & partant aufli. & I'angle de re¢fléxion
GMF: d’ol il fuit que MF paffe toujours par
le centre H du cercle mobile:

Maintenant fi Pon mene les perpendiculaires
CE, GO fur le rayon incident A M : il eft clair
que MO—=0A,& que OE—:O0M ; puil-
que ( Arz. 100.) le point C érant a la dévelop-
pee, GC =+ GM., On aura donc ME =AM,
Ceft-a-dire, a =12 y; & par confequent M ¥

2 i et ERRA R X b} ?
( 2y_d):;y.dou on voit que {i Yon mene
GF perpendiculaire fur MF, le point F ferad la
cauftique A F K. L3 2
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Le cercle qui a pour diamewre GH, pafe
par le point F 5 & lesarcs GM 5t GF , mefures
du méme angle GHM, érant entr’eux comme
les diametres MN , GH de leurs cercles, Parc
GF fera égal 2 l'arc GM , & par conféquent
3 larc GA. Dot il eft évident que la cauftique
AF K eft une roulette décrite par la révolution
du cercle mobile HEG autourde Pimmobile AGK.

COROLLATIRE.

126. §1 I'on décrit un cercle qui ait pour centre
le point B, & pour rayon une droite égale 3
BHou A K; & quil yait une infinilé de droites
paralleles 2 B D qui tombent furfa circonférence :
il eft vifible ( Arz. 120.) quelles formeront en fe
réficchiffant la méme cauftique AFK.

Exemepre VIL

T27. Soit la courbe AMD (Fig. 107.PL 6.)
une logarithmique fpirale , avec les rayons inci-
dens A'M qui partent tous du centre A.
Sil'on mene par Pextrémité C du rayon de la
développée la droite C A perpendiculaire fur le
rayon incident A M , elle rencontrera ( Arz. 91.)
dans le centre A. C'eft pourquoi AM(y)=2 3

& partant M E (—%_)—y. Le triangle AMF

i

fera donc ifofcele 5 & comme les angles d’inci-
dence & de réfléxion AMT ; F M font égaux
entr’eux , il senfuit que 'angle AFM eft égal &
Yangle AM T. Dolil eft clair que la cauftique
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AFK fera une logarithmique fpirale qui ne diffe-

rera de la propofée AMD que par fa pofition.

PROPOSITION 1L
PROBLEME

128.1,a cauftique HF (Fig. 108. Pl 6.) par
réfléxion étant donnée avec le point luminenx B ;
trouver uyne infinité de courbes , telles que AM,
dont elle foit cauftique par réfléxion,

Ayant pris & difcrétion fur une tangente quel-
conque HA le point A pour un des pointsde la
courbe cherchée AM ; on décrira du centre B, de
Pintervalle BA, l'arcde cercle AP, & d’un autre
intervalle quelconque BM , un autre arc de cer-
cle. Et ayant pris AH+HE—BM—BAou
PM , ondéveloppera la cauftique HF en commen-
ant au point E ; & Pon décrira dans ce mou-
vement une ligne courbe EM qui coupera I'arc
de cercle décrit du rayon BM, en un point M
qui fera ( Arz. 110. )4 la courbe AM. Car par
conftruétion PM + MF — AH + HE.

Ou bien ayant attach¢ un fil BMF par fes ex-
trémitésen B & en F , on fera tendre cefil par le
moyen d’un ftile placé en M, que 'on fera mou-
voir , enforte que I'on enveloppera parla partie
MF de cefilla cauftique HF ; il eft clair que
ce flile décrira dans ce mouvement la courbe
cherchée M A.

L4



168 ANALYSE
AUTRE SQLUTION.

¥29. Av ANT tiré 3 difcrétion une tangentg
FM autre que HA , on cherchera fur elle un
point M, telle que BM~+ MF —BA + AH
= HF. Ce qui fe fera en cette forte.

Soit prife FK ==BA + AH + HF , & divi-

fant BK par le milieu en G, foit tirée la perpen-
diculaire GM : elle rencontrera la tangente
¥ M au point cherche M. Car BM — MK.
- Sile point B ( Fig. 109. P/. 6.) étoit infiniment
¢loigne dela coprbe A M, Ceft-3-dire, que les
rayons incidens BA, BM fuffent parailelesa
une ligne droite donnée de pofition ; la premiere
conftrution auroit toujours lieu , en confidérant
que les arcs de cercles décrits du centre B devien-
pent des lignes droites perpendiculaires fur les
rayons incidens. Mais cette derniere deviendroit
inutile ; c’eft pourquoi il faudroit lui fubftituer
gelle qui fuir. '

Spic prife FK == AH+HF. Ayant trouve
le point M tel que M P paralleled AB perpendi-
culaire fur AP , foit égale 3 MK : il el{ clair
( Are. 110.) que ce point fera 3la courbe cher-
chée AM; puilque PM +MF=AH+HF.
Or cela fe fait ainfi,

Soit menée KG perpendiculaire fur AP ; &
ayant pris KO =K G, foient tirées K P paral-
lle 230G, & PM parallele 3 GK: je dis que
le point M fera celui qu'on cherche. Car a caufe
des triangles femblables. GKO, PMK , I'on
awra PM== MK ; puifque GK—=KO.
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Si la cauftique HF fe reuniffoit en vn point,
1a courbe A M deviendroit une fection conique.

Cororiaire L

Igo.IL eft clair que la courbe qui pafle par
tous les points K, eft formée par le développe-
ment de la courbe HF en commengant en A,
& quelle change de nature 3 mefure que le
point A change de place fur la tangente AH,
Donc puifque les courbes AM naiffent toutes
de ces courbes par la méme conftruction , qui
cft géométrique ; il Senfuit ( Ars. 108.) quel-
les font d’une nature différente entrlelles , &
quelles ne font géomériques que lorfque la
cauftique I eft géomérriqué & rectifiable.

ConorL A nRE 1L

I;I.UNE ligne courbe DN ( Fig. 110. PL6.)
¢rant donnée avec yn point lumineux C; trou-
ver une infinité de lignes telles que AM, en-
forre que les rayons'r‘éﬂéchis DA, N MA fe
réuniflent en un point donné B , apres s'€tre
réfiéchis de nouveau A la rencontre de ces li-
gnes A M.

Si Pon imagine que la courbe HF foit la
cauftique de la donnée DN , formee par le point
lumineux € ; il eft clair que cette ligne HEF
doit étre aufli la cauftique de la courbe AM
ayant pour point lumineux le point donné B ;
de forte que FK==BA + AH~+HF, & NK
=BA+AH+HF+FN=BA+AD+DC
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_CN:,;Pﬁifque(Art. 110.) HD + DC — Hjl - o

-+ F N + NC. Ce quidonne cette conftrutio,

Ayant pris & difcrétion fur un rayon réfléchf

quelconque le point A pour un des points de |3
courbe cherchée A M ; on prendra fur un ay.
tre rayon réfléchi NM , tel quon voudra, |
partie NK—=BA+AD+4+DC—CN; &Iy
trouvera le point cherch¢ M comme ci-deffus,
art. 129. ( Confultez la Note cinquante-unicme, )

pEs INFINIMENT PETITS. 171

A AR 0 A 7 RERT

SECTION VIL
Ufage du Caleul des différences pour trouver
les Canftiques par réfraclion.

DifrriNITION

A1 Ton congoit quune infinite de rayons BA ,
BM, BD,(Fig. 111. Pl. 6.) qui partent
d’un méme point lumineux B, fe rompent 2 la
rencontre d’'une ligne courbe A M D , en s’appro-
chant ou s’¢loignant de fes perpendiculaires MC,
enforte que les finus CE des angles d’incidence
CME, foient toujours aux finus CG des angles
de réfration C M G, en méme raifon donnée de
man; la ligne courbe HFN que touchent tous
les rayons rompus ou leurs prolongemens AH,
MF,DN (Fig. 112. Pl 6.) eftappellée Caufti-

que par réfraction.

G0 R O ARy

j 13.2.81 Fon enveloppe la cauftique HE N en

commencant au point A , l'on decrira la courbe
ALK telle que la tangente LF plus la portion
FHde la cauftique fera continucllement égale a
la méme droite A H. Et {i 'on congoit une autre
tangente ¥ m/ infiniment proche de F ML , avec
un autre rayon d’incidence B , & quon décrive
des centres F, B , les petits arcs MO , MR :
on formera deux petits triangles reCtangles MRz,
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MO m qui feront femblables aux deux autr
MEC, MGC, chacun 3 chacun; puifque fi Poy
ote des angles droits R M E, C M 2 le méme ap.
gle EMm , les angles reftans RMm , EMC
feront égaux ; & de méme fi l'on bte des angles
droits GM O, € M  le méme angle G M, lgs
reftans O M7z, G M C feront égaux. Ceft pour-
quoi Rz. Om::CE.CG::m.n Or puifque
R eft ladifférence de BM , & O celle de LN
il s’enfuit ( Arz. 96. ) que BM — B A fomme d
toutes les différences R # dans la portion de cour
be AM,eft s MLouAH—MF —F H fomme
de toutes les differences O 72 dansla méme por-
tion AM, comme meftdn; & partantquels

portion FH=AH_-MF+2 BA —ZBM,

Il peut arriver différens cas, felon que le rayon
incident B'A eft plus grand ou moindre que B,
& quele rompu A H enveloppe ou développe la
portion HF : mais on prouvera tou’ours , com-
me Pon vient de faire, que la différence des ra-
yons incidens eft 4 la difiérence des rayons rom-
pus (en joignant a Pun d’eux la portion de 2
cauftique qu'il développe avant que de tomber
fur Paut.e ) comme 72 eft A . Par exemple,, ( Fiz
112.PL. 6.)BA—BM.AH—MF—FH::

m . n.d'ob lon tireFH:AH—MEJr:;BM
—Z BA,

Silon décrit du centre B (Fig, 111. Pl 6.)
Parc de cercle AP ; il et clair que PM fera la
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difftrence des rayons incidex?s_ BM, BA %c
{i 'on fuppofe que le point lumineux B devxenlne
infiniment éloigné de la cgurbe A M 1')11’1 €s
rayons incidens B A, BM deviendront paralleles,
& Parc AP deviendra une ligne droite perpen~
diculaire fur ces rayons.

PROPOSITION L

ProsrLEME GENERAL.

i;g.LA nature de la courbe AMD , ( Fige
111. Pl 6.) le point lumineux B, & le rayon
incident BM érant donnés ; trovver fu.r le ra)‘/o?;
vompu MF donné de pjrﬁti;n' , le point F oii
e la cauflique par réfraétion.
wujihyant trcfl‘?é ¢ geﬁ‘ 5.) la longueur MCdura-
yon de la développée au point doane M, & pris
Yarc M 7 infiniment petit , on tirera les droites
Bm, Cm, Fm; ondécrira des centres B E
les petits arcs MR , M O ; on menera les perpen-
diculaires CE, Ce, CG, Cg fur les rayons
incidens & rompus ; & I'on nommera les donnees
BM,y; ME, a;fMG, b; & le petit arc
. Cela pofé,

MII{Je)s f:iang'&es feé’cangles femblables MEC &
MRm, MGC& MO, BMR &BQe, don-
neront ME (a). MG (b):: MR (dx).MO

— % Bt BM(y).BQouBE (y+2):: MR
(dx) . Qc; O par la propricte de
la réfraltion Ce. Cg::CE.CG::m.n. Et
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partant 2 .; : : Ce-—CEouQe(‘Mf);
F

4
Gr- CGousS,— “imds oy

. “or
des triangles rectangles femblables FMO & FS,

TYon aura MO — S z ( bmydx — anydx — aandx )'

amy
iy
MO(%%) :: MSou MG (b) .MF:Z#%.

Ce qui donne cette conftruGion.
Soit fait vers CM ( Fig. 113. PL 6. ) langle

aag

ECH—=GCM, & foit prife vers B, MK = —,

Je dis que fi 'on fait HK .HE:: MG . MF .Jlle
point E fera a la cauftique par réfradtion. ‘

Car a caufe des triangles femblables CGM
CEH, I'onaura CG.CE::n. m:: MG (b).

EH-— fr”; D’oit I'on tire HE — ME ou HM

bm—an

, HM — MK ou HK . 2y —any —aan,
L . ﬂ}'

&partantHK(iM;%’l—_—“—“f).HE(@)::
-y n

MG M B BB
<b> MF_&my—any—~aan'

I eft clair que fi la valeur de HK eft négative,
cellede M F le fera auffi : d’ot il fuit que le point

IA tombe entre les points G, F, lorfque le |

point H fe trouve entre les points K , E.

Si le point lumineux B ( Fig. 111. 113. P/ 6.)
topmboit du cbté du point E, ou ( ce qui eft la
méme chofe ) fi la courbe A MD étoit concavedu

T
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cbté du point lumineux B p deviendroit négative

de pofitive qu’elle étoit auparavant, & l'on au-
— bbmy

roit par conféquent M F Ea s

bbmy
i bmy— any +aan
roit la méme.

Si I’on fuppofe que y devienne infinie: Ceft-3-
dire , que le point lumineux B foit infiniment
éloigné de la courbe AMD ; les rayons inci-
dens feront paralleles entt’eux, & l'on aura MF
S0 1 fera nul par
7> parceque le terme aan fera nul p
rapport aux deux autres by , any 5 & comme M K

( 22 gévanouit alors , il n'y avra qua faire
HM.HE::MG.MF.
Cororraire L

134. O~ démontrera, de méme que dans les
cauftiques par refléxion, ( Are. 114. 115.)
quune ligne courbe AMD n’a qu'une feule
cauftique par ré¢frattion, la raifon de m 2 =
¢tant donnée ; laquelle cauftique eft toujours
géométrique & redtifiable , lorfque la courbe
propefée A M D eft géomeétrique

. Et la conftru&ion demeure-

IL

135.8 1 le point E tombe de Pautre coté de la
perpendiculaire M C par rapport au point G , &
que CE foit égale d CG ; il eft clair que la cauf-
tique par réfraction fe changera en cauftique par

COROLLAIRE
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i e ’ o Bhmy oy
réfiéxion. En effetonaura M F ( )

my — any -+aan

L 2;{'; 2 puifque 72 =—n , & que a devient nés
gative de pofitive qu'elle étoit, & de plus égale
a b. Ce qui s’accorde avec ce quon a démontré
dans la fetion précédente. Fria

~ Simeft infinie par tapporta# ; il eft clair que
le rayon rompu M F tombera fur la perpendicus
laire CM : de forte que la cauftique par refrac-
tion deviendra la développée. En effet on aura
- MF=—15, qui devient en ce cas MC: Ceft-a-
dire , que le point F tombera fur le point C , qui
eft 3 la développée.

Cororraire IIT

136.8 1 la courbe AMD eft convexe vers le
point lumineux B, & que la valeur de MF

bbm g ? S : :
( 6—-—-—-——-—————-—my___an;' —— ) foit pofitive ; il eft clair quiil
faudra prendre le point F du méme c6t¢ du point
G, par rapport au point M , comme on I'a {uppo-
{¢ en faifant le calcul : & qu’au contraire fi elleeft
négative , il le faudra prendre du cbté oppofé. Il
en eft de méme lorfque la courbe A MD eft con-
cave vers le point B ; mais il faut obferver qu'on
B e il
bmy — any ~~ aan
fuit que les rayons rompus infiniment proches
font convergens, lorfque la valeur de MF eft
pofitive dans le premier cas, & négative dans

le fecond ; & quau contraire ils font divergens
lorfquelle

aura pour lors MF —
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\ lorlquelle eft négative dans le premier ‘cas, &

pofitive dans le fecond. Cela pofé; il eft éviderit

1°. Que fila courbe AMD eft convexe vers l::
point lumineux B, & que = foit moindre que
nsouque fi elle eft concave vers ce point
& que 7 furpafle  : les rayons rompus inﬁm’mené
proches feront toujours divergens.

29 Que fi la courbe A M D eft convexe vers e
point lumineux B, & que m furpafle # 5 ou que fi
elle eft concave vers ce point, & que 72 {oit moin-
dre que : les rayons rompus infiniment proches

feront convergens, lorfque MK ¢ =2y eft moin-
y v

dre L Py aods
que MH ( p Aoud—=—3; divetgens ,

lorfqu'elle eft plus grande ; & paralleles, Jorfe
quelle eft égale. Or comme Mk — 5 IZ)rfq'ue
les rayons incidens font paralleles » 1l Senfuie
quen ce cas les rayons rompus infiniment pro-
ches feront toujours convergens.

CorRorrarre IV,

137.S1 le rayon incident BM touche la courh
?{MD au I\}laloinr. M, l'on auraM E (a) :urae:
partant MF — b. Ce qui fait voir que le voint
F tombe alors fur Je poin?G. i
Si le rayon incident BM eft iculaire 3
perpendiculaire 3
la courbf: AMD, les droites M Ep(a) & M C;
gb ) de\,rxendror}t égales chacune au rayon C M
¢ la développée ; puifqu’elles fe confondent avec

lui. ‘On aura donc MiE A 20

my — 1y T bn i dgﬂ
M
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bm

vient lorfque les rayons incidens font pa-

m—n
ralleles entr’eux.

Si le rayon rompu MF touche la courbe

AMD au point M , P'on aura MG (b) = 0. D’ou
Ton voit que la cauftique touche alors la courbe
donnée au point M.
' Si lerayon C M de la développée eft nul; les
droites ME (a), MG (b) feront auffi égales
A zero; & par conféquent les termes aan , bbmy
font nuls par rapport aux autres by, any. Dol
il fuit que MF=0; & quiainfi la caufliquea
Ie point M commun avec la courbe donnte.

Si lerayon CM de la développée eft infini; les
droites M E (a) , MG (b)) feront auffi infinies ;
& par conféquent les termes by , any feront nuls
par rapport aux autres aan , bbmy : de forte qu'on

bb
aura MF = — 4o
aarn

«t

quantité eft négative, lorfque Fon fuppofe que le
point F tombe de Pautre coté du point B par rap-
port 4 Ia ligne AMD, & qu'au contraire elle eft
pofitive lorfquion fuppofe quil tombe du méme
cbté 5 il senfuit ( Arz. 136.) que I'on doit pren-
dre Te point T du méme cbte du point B, c'eft-
3-dire , que les rayons rompus infiniment proches
font divergens. Il eft évident que le petit arc Mz
devient alors une ligne droite , & que la conftruc-
tion précédente n’a plus de lieu. On peut lui fubf-
tituer celle-ci, qui fervira 3 déterminer les points
des cauftiques par réfraction , lorfque la ligne
AMD eft droite.

Or ( Art. 133.)) comme cette
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: Ayant mené BO (Fig. 114. PL 6.) perpen-
diculaire fur le rayon incident BM , & qui ren-
contre en O la droite MC perpendiculaire fur
AD; on tirera OL perpendiculaire fur le rayon
rompu MG ; & ayant fait langle BOH égal
?l’spgleLOM ,onfera BM.BH:: ML.MF.
frea &lisocrl:e le point F fera & la cauftique par ré-
Car les triangles rectangles MEC & M B
MGC&MLO feront t%ujours {emblables Cc)le’
quelque grandeur que l'on fuppofe CM ; & par-
tant lorfquelle devient infinie , Pon aura encore

ME(2).MG(b)::BM(») . ML=%. g
a caufe des triangles femblables OL M, 6 B
l’onauraaufﬁOL.OB(n.m)::ML(éZ )
b £ \ a
BH = %f—' D’ol Pon voit que BM(y).BH
b
(%)::MLQ},MF(%Z).

Cororrarre V.

138. Ie eft clair que deux quelconques des troig
points B, C,'F, étant donnés, on peut faci-
lement trouver le troifiéme.

Exemere I.

139.So17 la courbe AMD (Fig. 115. PL 6.)

un quart de cercle qui ait pour centre le poi 3

gmlent les rayons incidens BA , BM , Bl%og]:rglz

cles entr'eux , & perpendiculaires fur CD ; foig
: M 2
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enfin la raifon de & n, comme3a 2, qui eft

celle que fouffrent les rayons de lumiere en paffant.

de I'air dans le verre. Puifque la développée du
cercle AMD fe réunit en un point C qui en
eft le centre, il senfuit que fi I'on décrit une
demi-circonférence M EC qui ait pour diametre
Ie rayon CM, & qu'on prenne la cordeCG =
2CE; la ligne MG fera le rayon rompu, fur
lequel on détérminera le point F, comme lon
a enfeigné ci-devant art. 133.

_Pour trouver le point H ot le rayon incident
B A perpendiculaire fur A M D touche la caufti-
que par réfraction, Pon aura ( 4re. 137.) AH

b : i

(—)=3b=3CA. Et fi Pon décrit une
demi-circonférence CND qui ait pour diametre le
rayon CD , & qu’on prenne la corde CN =2CD;
il eft clair ( Arz. 137.) que le point N fera &
Ia cauftique par réfraction , puifque le rayon in-
cident BD touchele cercle AMD au pointD,

Si Pon mene AP parallele 3 CD; il eft vifible

(Art- 132.) que la portion FH=AH —MF

— 2P M : de forte que la cauftique entiere HFN

=:CA—DN=""Hca.

Sile quart de cercle AMD ( Fig. 116. PL. 6.)
eft concave vers les rayons incidens BM, &
que laraifon de 7 2z foit de 23 3 ; on prendra
fur la demi-circonfirence CE M quia pour dia-
metre le rayon CM, la corde GG — 2 CHj
& on tirera le rayon rompu MG fur lequel on
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déterminera le point F par la conftru@ion gé-
nérale art. 133,

Onaura (A4rr. 137.) AH( e )= —2b,

M y—171
ceft-d-dire, que AH fera du cbté ( Ars. 136.)de.
la convexité du quart de cercle A M D, & dou-
ble du rayon A C. Et fi I'on fuppofe que CG ou
: CE foit égale 3 CM; il eft manifefte que le
rayon rompu MF touchera le cercle A M D en
M, puifqualors le point G fe confondra avec le
point M. Dot il fuit que fi 'on prend CE= 2 CD,
le point M tombera au point N oi la cau;ﬂique
HEN ( Are. 137.) touche le quart de cercle
AMD. Mais lorfque CE furpaffe 2 CD,\les
rayons incidens BM ne pourront plus fe rompre
_c’eﬁ—é—dire » paflerdu verre dans Pair; puifqu’il eft
impoflible que C G perpendiculaire fur le rayon
rompu MIG > {oit plus grande que C M : de forte
que tous les rayons qui tomberont fur la i
ND fe réﬂéchiiont.q e

Si lon mene A P parallele 2 CD ; il eft clair
(Are. 132.) que laportion FH—=AH_— M F
+3:PM:de forte que menant NK parallele 3
CD, la cauflique enticre HFN — 2C A 4.

gAK:L:_zfoA_

Exemrprze II. -
140.S 0171 la courbe AMD (Eig. vaz. PL 6.)
une logarithmique fpirale qui ait pour centre le

point A , duquel partent tous les rayons inci-
dens A M. ks

M 3
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1l eft clair ( Ars. 91.) que le point E tombe
fur Je point A , ceft-d-dire,, que a = y- Si donc
Ton met 2 la place de 4 fa valeur y dans
_ ey yaleur (Art. 133.)de MF lorf-
bmy — any — aan : :
que la courbe eft concave du ¢6té du point lumi-
neux ; on aura MF =& ; d’ol T'on voit que le
point K tombe {ur le point G.

Si Ion mene la droite AG, & la tangente
MT; langle AGO complément 2 deux droits
de 'angle AGM, fera égala I'angle AMT. Car
Te cercle qui a pour diametre la ligne CM, pal-
fant par les points A &G, les angles AGO,
AMT ont chacun pour mefure la moitié¢ du mé-
me arc A M. Il eft donc évident que la cauftique
AGN eft la méme logarithmique fpirale que
la donnée AMD , & quelle n'en differe que
par {a pofition.

PROPOSITION IL

PROBLEME.
141. L~ cauftique HE (Fig. 118. PL 6.) par

yéfrattion étant donnée avec [on point Iun?ifleux
B & laraifonde m an g trouveryne .inﬁmzc. de
courbes telles que A M, dont elle foir cauftique
par réfrabtion.

Ayant pris difcrétion fur une tangente quel-
conque HA , le point A pour un des points de
la courbe A M, on décrira du centre B & de
Yintervalle B A larc de cercle AP , & d’un autre
intervalle quelconque BM un autre arc de cercle;

pEs INFINIMENT PETITS. 183
. n .
& ayant pris AE =—PM, on décrira en enve-

loppant la cauftique HF une ligne courbe EM,
qui coupera I'arc de cercle décrit de lintervalle
BM, en un point M qui fera a la courbe cherchée.
Car (Art. 132.) PM.AEouML::m.5.

AUTRE SOLUTION,

142.0 N cherchera fur une tangente quelconque
FM, autre que HA , le point M tel que H k +

FM+%BM:HA+£ BA. Ceft pourquoi

i l’onprendFK:;': BA+AH_FH, &
quon trouve fur FK un point M tel que MK =
% BM, ilfera ( Are. 132.) celui quon cherche.

Or cela fe peut faire en décrivant une ligne cour-
be GM( Fig. 119. Pl 6.) telle que menant d’un
de {es points quelconque M aux points donnés B,
K, les droites M B, MK, elles ayent toujours
entr’elles un méme rapport que 72 d n. 11 neft donc
queftion que de trouver la nature de ce lieu,

Soit pour cet effet menée MR perpendiculaire
fur BK , & nommée la donnée BK, a; & les in-
déterminées BR, x5 R M, y. Les triangles rec-
tangles BRM , KRM donneront BM = VXx+yys
& KM — Vag,— 2ax% —+ XX —Q—}t_y: de forte que
pour remplir la condition du Probléme, lon aura
VXx-f—_y_y .V aa— 22% +—xx—=yy LW U D’ou
2ammx — aamin

— xx , quieft
My

Yon tire yy = e
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un lieu au cercde que Ton conftruira ainfi,

. . am 5
SoxtpnfeBG:m,& BQ— =" , &

foit décrit du diametre GQ la demi-cizc;fgrence
GMQ : je dis quelle fera le licu requis. Car ayant

QRouBQ—BR=—"" %, & RG ou
BRLBG =y

m— 1

cle , qui donne QR xR G= RM’, donnera en

5 la propriété du cer-

= 2 207
termes analytiques yy=— 220> 2477

Si les rayons incidens BA, BM (Fig. 120. P/ 6.)
font paralleles & une droite donnée de pofition, la
premiere folution aura toujours lieu ; mais celle-ci
deviendra -inutile , & on pourra luj fubftituer la
fuivante.

Soit prife FL—=AH —HF ; & ayant mené
L G parallele 2 A B & perpendiculaire fur AP, on

prendra L O :% LG, &ontirera LP paral-

lelea GO, & PM parallele 3 G L. 1l eft clair
(Art. 132.) que le point M fera celui qu'on cher~
Lol 1 bR L] n

che; car puiflque LO = ;‘LG, el — — PM.

Si la cauftique F H par réfraétion, fe réunit en
un point; les courbes A M deviennent les Ovales
de Defeartes , qui ont fait tant de bruit parmi les
Géomectres. :

CoroLLAIRE [

143, O N démontre de méme que dans les cauf-
tiques par réfléxion , ( Ares 130.) que les cour-
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bes A M font de nature différente entr’elles, &
quelles ne font géomctriques que lorfque la cauf-
tique HF par réfration eft géometrique & rec-
tifiable.

CoroLLAIRE 1L X :
144- U vE ligne courbe AM ( Fig. 121. PL. 7.}
¢rant donnée avec le point lumineux B, & la
raifon de 7 3 m trouver une infinit¢ de lignes

telles que DN, enforte que les rayons rompus

MN fe rompent de nouveau & la rencontre de

.~ ces lignes DN pour fe réunir en un point donné C.

Si I'on imagine que la ligne courbe HF foit la
cauftique par réfraCtion de la courbe donnée AM,
formée par le point lumineux B il eft clair que
cette méme ligne H F doit étre auffi la cauftique
par réfraction de la courbe cherchce DN, ayant
pour point lumineux le point donné C. C’eft pour-

quoi ( Art. 132.)’%BA+AH_—:’—Z BM-+MF
+FH,&«NF+FH—_-NC=HD-~DCj
&partant%BA—t—AI—I:;’:BM+MN+HD
——”—r:DC-i—% N C; & tranfpofant A P'ordinaire ,
:';BA--;"LBM+£ DC+AD—=—MN +

n - 3 .
~NC. Cequi donne cette conftruétion.

Avyant pris & difcrétion fur un rayon rompu
quelconque A H le point D pour un de ceux de la
courbe cherchée DN , on prendra fur un autre
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rayon ronipu quelconque M F la partie M K —

’—';-BA——,—ZBM +-DC+AD; & ayant trou
vé, comme ci-deflus (Art. 142, ) > le point N ¢
que NK :;" NC, il eft clair ( 4re. 132,)
qu’il fera i la courbe D N.

COROLLAIRE GENERAL

Pour les trois Seétions précédentes.
145.11. eft manifefte ( 4re. So. 85. 107. 108,
114. 115. 128. 129. 134. 143.) qu’une ligne
courbe n’a qu'une feule développée , qu’une feule
cauftique par réfléxion , & qu'un feule par réfrac
tion, le point lumineux & le rapport des finus
etant donnés , lefquelles lignes font toujours
géométriques & retifiables lorfque cette courbe
eft géométrique. Au lieu quune méme ligne
courbe peut €tre la développée , & Pune & Paytre
cauftique dans le méme rappore des finus , &
dans la méme pofition du point lumineux , com-
munca uneinfinité de lignes trés différentes ens
tr'elles , & quine font geométriques que lorique

cette courbe eft géométrique & redifiable ( Con-
Jultez la Noze cinquante-deuxieme. )

8,55
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SECTION VIIL
Ufage du Calcyl des différences pour trowver les

; e infi-
points des lignes courbes qui tou.chentdu;:_te‘ ]:u
nité de lignes données de pofition , dr

courbes.

PROPOSITION L
PROBLEME.

O1 T‘ donnée uné ligne quelca'nque AM Bl,
- ¥ Pl 7. ) quiait pour axe ia
14 ( Fig. 122. Ft. 7 B
droite AP : foient de plus emena_’uer une i, o
raboles AMC , AmC, qui paffent tau; pée;
f“roint A, & qui ayent pour axes les app 13? o
[551 pm :Il faut trouver la ligne courbe qui to
1 b .
s Paraboles.
Chelltz{eél:ii que le point touchant dg chéqu;c!
parabole AMC eft le point d'interfeGion C ot

. la parabole A»C , qui en eft infiniment pro-

ofé , & ayant mene CK
c};:a’llé?ecgu%\?l- E(’:,e 1E>i£nt nomm(z;s les données:
%P x; PM, y; & les inconnues AK, 1u=
KC ’z. On aura par la propri¢té de la parabo ;;
ﬁ"ixx).FK‘(uu — 20K - XX )it Mi(yux-
MP —CK (py —z). Ce qui donne = 2 16};
— uuy , qui eft I'équation commune a toutes <
paraboles , telles que AMC. Or je remirque r%m;
lesinconnues AK (z) & KC (%) em;u 5
les mémes , pendant que les données AP(x
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& PM (y )varient en devenant Ap & pmsg
qu'il n’arrive que KC(2) demeure Ia méme,
que lorfque le point C eff celuj dlinterfeion :
car il eft vifible que par rout ajlleurs 13 droite KG
coupera les deux paraboles A M C » AmC en
deux différens points, & quelle aura par con-
féquent deux valeurs qui répondront 4 fa méme
de AK. Ceft pourquoi fi 'on traite # & 1 comme
conftantes, en prenant la différence de I'¢qua-
tion que I'on vient de trouver, on déterminera
Ie point C 4 étre celuj d'interfection. On aura
donc 2zxdy — 2uxdy = 2uydx — uudy : d’on Ton
tire linconnue AK (y) = 2%*% —2yxdx
xdy — aydx
mettant pour % {a valeurz—w‘Lx:ﬂ 5 & la nature
de la courbe A M B étant donnée, on trouvera
une valeur de dy en dx, laquelle érant fubftitude-
dans la valeur de A K » Cette inconnue fera enfin
exprimie en termes entiérement connus & deli.
vrés des différences. Ce qui étoit propofé.

Si au lieu des paraboles A M G » on propofoit
d’autres lignes droites ou courbes dont la pofition
fiic déterminée, on réfoudroit toujours le Pro-
bléme 2 peu prés de la méme maniere : & ceft
ce que l'on verra dans les Propofitions fuivantes.

€n

ExeEme g

147. Q UE Péquation xx— gay — 4y exprime
Ia nature dela courbe A M B : elle fera une demi-
ellipfe qui aura pour petit axe, la droite AB
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— a perpendiculaire fur AP, & dont le grand
axe fera double du petit.
On trouve xdx = 2ady — 4ydy ; & partant AK
(2_.————”(1)' 5 2"}'”’“) — 2% __ 4 Dot il fuit que fi
dy — 2ydx Y ; i
1’onxp)r/end A K quatrieme propoEtxonnellz a 1\{11[’r ’
PA, AB, & quon mene K C perpendicula
fur A K ; elle ira couper la parabole AMC au
int cherché C. -
POPnour avoir la nature de la courbe qui touclhe
toutes les paraboles , ou qui pafle par’ tous e;‘
points C ainfi trouvés, on cherche\ra Péquatior
qui exprime la rélationde AK (#)aK C(g ):2
cette forte. Mettant a la place de # fa valeur 5
aa

2 > Al -
dans zxx = 2uxy —uny , Pon en tire y —=—— e
/7

Uy aiu

& partantx ou-—- = ———

. Si donc 'on met ces

A
valeurs i Ia place de x & p dans xx = 4ayi— 4\{{}/ 5
on formera I'équation uz = 4aa — 4az ol x & y
ne {e rencontrent plus, & qui exprime la rélatxo’n
de AK 2 KC.DotiFon voit que la courbe cherchee
eft une parabole qui a pour axe la ligne BA, pour
{ommet le point B, pour foyer le point A{, & dorllgt
le paramétre par confequent eft quadruple de AB:

On vient de trouver y ==

£, d’ol lon tire
2
—2y mme cette valeur eft
KC(() R Orco me

pofitive lorfque 2y furpafle a , r}égative lo.rfq.u’il
eft moindre , & nulle lorfqu'il lui eft égal : il s'en-
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{uit que le point touchant C tombe au-deflus de
AP dans le premier cas , comme I'on avoit fuppo:
{é en faifant le calcul; au deflous dans le fecond ,
& enfin fur A P dans le troifieme. :

Si Fon mene la droite A € qui coupe M P en G;
je dis que MG =B Q, & que le point G eft [¢
foyer de la parabole A M C, Car 1°, AK( ‘3}5) 1
KC(i‘l;_‘"‘)::AP(x).PG: 2y —a. &
partant MG—=a-—y =B Q. 2°. Le parametre de
la parabole AMC, eft =— 42— 4y en mettant
pour xx fa valeur 44y — 4yy ; & partant MG
(2a—y)eflt la quatieme partie du parametre:
d’oli Pon voit que le point G eft le foyer de la pa
rabole ; & qu'ainfi Pangle BA C doit étre divifé
en deux également par la tangente en A.

Il {uit de ce que le parametre de la parabole
AMC eft quadruple de BQ , que le fommet
M tombant en A, le parametre fera quadruple
de AB, & quainfi la parabole , qui a pour
fommet le point A, eft afymprotique de celle qui
pafle par tous les points C.

Comme la parabole BC touche toutes les para-
boles telles que AMC; il eft clair que toutes
ces paraboles couperont la ligne déterminée AC
en des points qui feront plus proches du point
A quele point C. Or 'on démontre dans la Ba-
litique ( en fuppofant que A K foit horizontale)
que toutes les paraboles , telles que AMC , mar-
quent le chemin que décrivent en I'air des Bom-
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bes qui feroient jettées par un Mortier placé en
A dans roures les élévations poflibles avec la mé-
me force. Dot il fuit que fi 'on mene une droite
qui divife par le milieu 'angle BAC,; elle mar-
quera la pofition que doit avoir le Mortier , afin -
que la Bombe qu’il jette , tombe fur le plan
A C donné de pofition , en un point C plus éloi-
gné du Mortier , qu’en toute autre élévation.

PROPOSITION 1L
PROBLEME. .

148.801'1‘ donnée une courbe quelconque AM ,
(Fig. 123. PL. 7.") qui ait pour axe la droite AP ;
trouver une aurre courbe BC telle qu'ayant mené
a diferétion Lappliquée PM , & la perpendicu—
laire PC & cette courbe, ces deux lignes PM, PC
foient toujonrs égales entr’elles. '
Sil'on congoit une infinité de cercles décrits
des centres P, p, & des rayons PC, pC égaux
APM, pm; il eft clair que la courbe cherchée
BC doit toucher tous ces cercles, & que le point
touchant C de chaque cercle eft le point d’inter-
fe@ion olile cercle qui en eft infiniment proche,
le coupe. Cela pofé , foit mené¢e C K perpendicu-
laire fur A P; foient nommées les données &
variables AP, x; PMouPC, y; les inconnues
& conftantes AK, z; KC, 75 & l'on aura par
la propriéeé du cercle PC* = PK” 4+ KC’, ceft-a~
dire, en termes analytiques yy = xx — 2ux+
i+ % , qui eft 'équation commune 2 tous ces

* cercles, dont la différence eft 2ydy — 2xdx —
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VoS Yy ;
2udx : d'oulon tire PK (x —2) = 7o 5 ¢ qui
donne cette conftruGtion générale.

Soit mence M Q perpendiculaire 2 la courbe
AM; & ayant pris PK—=FQ, foit tirée KC
parallele 3 P M : je dis qu'elle rencontrera le cer-
cle décrit du centre P & du rayon PC—P M ay
point C, ot il touche la courbe cherchée BC.

Ce qui eft évident ; puifque PQ :3-211

On peut encore trouver la valeur de PKde |

cette autre maniere.

Avyant mené P O perpendiculaire fur Cp, les
triangles rectangles pO P, PK C feront fembla-*
bles; & partant Pp (dx).Op (dy):: PC

oy
(J/).PKF..-—d;-.

Lorfque PQ="PM, ileft clair que le cercle |

décrit durayon PC, touchera KC au point K;
de forte que le point touchant C fe confondra
avecle point K, & tombera par conféquent fur
I'axe.

Mais lorfque PQ furpaffera PM , le cercle

décrit du rayon P C ne pourra toucher la courbe

BC ; puifqu’il ne pourra rencontrer la droite
K G en aucun point.

ExemrrLz
149. So171 la courbe donnée’A M, (Fig. 123.
Pl. 7. une parabole qui ait pour équation ax =
J».OnauraPQ ou PK(x—u)=1a; & par

conféquent x=ia---u, & yy=—1aa + K4
caufe
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caufe du triangle re®angle PKC. Or fi 'on met
ces valeursdans ax=— yy, on formera Péquation
384+ an = iaa 433 OUlad +au — 33, qui
exprime la naturede la courbe BC. Dou il eft
clair que cette courbe eft la méme parabole que
AM; puilguelles ont Pune & lautre le méme
parametre 4, & que fon fommet B eft éloigné du
fommet A dela diftance BA — ta.

PROPOSITION IIL

PRoRLEME.

150, S OIT domiée une ligre couibe quelcongie
AM , (Fig.124. Pl.7.) qui ait pour disweére la
droite AP, & dont les appliquées PV, pm foient pa-
ralleles & la droite A Q donnée de pofition ; & ayant
mene MQ , mq paralleles o AP, foient tirées les
droites PQC, pqC. On demande la courbe AC qui
@ pour tangentes toures ces droites : ou , ce qui ¢ft
la méme chofe , il Sagit de dérerminer Jur chaque
droite PQC le point touchaur C:

Ayant imaginé une autre tangente $9C in-
finiment proche de P Q C , & mené C K parallele
a AQ, on nommera les données & variables AP,
x3 PMouAQ, y; lesinconnues & conftantes
AK,u;KC,z; 68 les triangles femblables PAQ,
PK C donneront A P (x s O Cy )y PR (x
& ) RBC (%) —y +£x’—' qui eft I'équatio
commune 2 toutes les droites , telles que KC. Sa
uxdy — uydsx

x%

difference eft dy +- =0 , dou lon

N
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: — _#* _ Ge quidonne cette
“WAK(”)—*ydx—xdy‘ ol

tution générale.
coxéizit menég la tangente MT , & foit Prifg AK
troifieme proportionnelled A T, A P : je dis que
fi I'on mene KC parallele a A Q, elle ira couper
1a droite P Q C au point cherché C.

carAT(»yd"d_:;i‘d—y). AP (x)::AP(x).

Ak xxdy

ydx—-xdy'
Exemrre L

Y514 Soi11 la courbe donnée A 1‘:’1 » (Fig- 124,

.) une parabole qui ait pour equation ax =
fj'%)z aurapAT :c}&P 5 d}?Ol\l ilqi'}xit que AK
(u) =x, Ceft-a-dire, que le point K tombe
fur le point T. Si T'on veut 2 prélent avoir une
équation qui exprime la relation de AK (.u)a
KC (g); on trouvera KC(3) =12y , puilque
Ton vient de trouver que PK eft double de AP.
Mettant donc i la place de x & y leurs vale’urs
u & Lz dans ax=yy, onaura 4au = g : d’ol
Pon voit que la courbe A G eft une parabo%e
qui a pour fommetle point A, & pour parame-
tre une ligne quadruple du parametre de la para-
bole A M.

Exemere 1L

Tig 2 So171 la courbe donnée AM, ( Fig. 125

] i ait pout
Pl. 7.) un quart de cercle BMD qui ait pot

cent7re le point A , & pour rayon la ligne AB ou
A D, que jappelle a. 1l eft clair que P Q eft tou
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jours égale au rayon AM ou AB, ceft-3-dire ,
qu'elle eft par-tout la méme: de forte que Ion
peut concevoir que fes extrémités P Q gliffent le
long des c6tés BA, A D de l'angle droit B A D.

On aura AK(a)= 2%’ puifque AT———';-“;&E

les paralleles K C, A Q donneront A P (%) . PQ
%3 LoEn e et —
(a)::AK(—)QC == Dol l'on voit que
pour avoir le point touchant C, il n’y a qu'3 pren.
dre QC troifieme proportionnelle 3PQ & A P.
Si P'on cherche I'¢quation qui exprime la nature
de la courbe RCD, on trouvera celle-ci ;
0’ — 3aaut + 3a'uu—  a°—o

+ 338 +21aa38 +34'%%

s 3% 3aag

Ty

Cortcrrarns 'L

153.S1 Ton veut chercher le rapport de la por=
tion D C de la courbe B CD 3 fa tangente C P
l'on imaginera une autre tangente ¢p infiniment
proche de CP; & ayant décrit du centre Cle peti€
arc PO, lon auracp—CP ou Op—Ce=—

2xd% f AS e
— 222 | pour la différence deCP:“-—-—a_ff s

a °

dod Ton tire Ce=OP + 22 01 3 caufe des

triangles retangles femblables QP A , PpOQ , l'oik

waPQ (4). AP (3 :Pp(dr). OP =25,
N2
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& partant Cc :g—i‘—iﬁ.—_DC — Dec. 11 eft done

manifefte quen quelque endroit que lon prenne
3 xda,

le point C, I'on aura toujours DC— De(
@

CP-—¢p(

fomme de tputes les differences DC — D¢ qui ré
pondent a la droite PD , ceft-a-dire,, ( Arz. 96.)
Ia portion D C de la courbe B CD, eft 2 la fom-
me de toutes les differences CP — cp qui répon-
dent 2 la méme droite PD , c’eft-3-dire. ( Are.
96.)a la tangente CP: : 3 . 2. Et de méme quela

i )::3 . 2. Dlowil fuir queila

courbe enti€re BCD eft 4 fa tangente BA ::3. 2,

Corornrarre IL

154. S 1 Pon développe la courbe BCD en com-
mengant par le point D, on formera la ligne
courbe DNF telle que CN . CP:: 3. 2. puifque
CN eft toujours égale & la portion DC de la
courbe BC D. Dotil fuit que les feGeurs fem-
blables CN#z , CPO font entreux::g.4. &
partant que I'efpace DC N renfermé par les cour-
bes DC, DN , & par la droite CN qui eft
tangente en C, & perpendiculaire en N, eftd
Pefpace D CP renferme par la courbe DC, & par
les deux tangentes DP, CP, comme g. 3 4.

COROLLAIRE iII.

155.LE centre de pefanteur du fefteur CN#»
doit erre fitué fur Parc P O ; puifque CP —= zCN.
Et comme ‘cet arc eft infiniment petit , il s'en-
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fuit que ce centre doit étre fur la droite AD ;5 &

partant que le centre de pefanteur des efpaces

DCN, BDF qui font compofés de tous Ces fec-
teurs , doit &tre fur cette droite AD : de forte
que fi Pon décrivoit de Fautre cbté de BF une
figure toutepareille 2 BDF ; le centre de pe-
fanteur de la figure entiére feroit au point A.

Cororzarre IV

156. A caufe des triangles retangles femblables
PQA,pPO, FonauraPQ (a). AQ ou PM

(Vau—xx): -Pp (dx) . PO:@ Et
3 caufe des fefteurs femblables CPO, CN#n ,

d2cVag — xx

l’onauraauﬂiCP.CN,ouz.;::PO(————).

a
N ?“-'“V;___";:_,“ Or le retangle MPx Pp ,

Ceft-2-dire, ( Art.2.) le petit efpace circulaire
MP pm=—dx )}/ aa— x= On aura donc AB x
N#z =2 MPpu: douil fuit quela portion N D
de la courbe DN F étant multipli¢e par le rayon
AB, eft fefquialcére du fegment circulaire DMP,
& que la courbe enti¢re D N F eft égale aux trois
quartsde BM D, quatrieme partie de la circonfe-
rence du cercle.

PROPOSITION

PROBLEME.

IV.

157.801'1‘ donnée une courbe quelconque A M,
(Fig.126. Pl. 7.) qui ait pour axe la_droite
N3
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A P ; & foient entendues une infinité de perpent
diculaires MC , mC 2 cetre courbe. On demande
la courbe qui a pour rangentes toutes ces perpen-

diculaires : ou ce gui eft la méme chofe, il fans

trouver fur chagque perpendiculaive MC e poing
gouchant C, .

Ayant imaginé une autre perpendiculaire 7 C
infiniment proche de M C, avec une appiquée
MP, Pon menera par le point d'interfeion C les
droites CK perpendiculaire, & CE parallele 3 I'axe: ;
ayant enfuite nommé les données & variables AP,
%5 PM; y; les inconnues & conflantes AK , #;

KCiz; l’onauraPQ:%, PKau CFE=—1%

=¥, ME—y 1+ 7; & les triangles reCtangles
~{emblables MPQ, M E C donneront MP (7).

PQ(%) ME (y~+z).EC (a—x)=

dy. —+ 24 . 5 A
217(—(—}-' qui eft une équation commune ) tous
tes les perpendiculaires telles que MC, & dontla
diffirence (en fuppofant dx conftante ) donne —

diy 4 dyr_p 4] et 3
dx = y—)’#‘_&’l’ :d’olt I'on tire ME (3+7)

dx¥ o dy2
= x_.dd;y . Or la nature de la courbe AM
¢tant donnée, Ton aura des valeurs de dy® & ddy
2 ’ - ! a’x"-kdy"
en dx’, lefquelles érant fubftitudes dan‘s__—d_é, 1
donneront pour M E une valeur entiérement con-
nued delivice des differences. Ce qui étoit propolé,
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1l eft évident que la 'courbeg qui paffe par

tous les points C, eftla deveiopPL,e de 1;11 courbe

AM; & comme lon en a traite expres dans

la Section cinquiéme , il feroit inutile d’en donner
ici des exemples nouveaux.

P_ROPOSITION N
ProBLEME.

158. Deox lignes quelconques AM, BN
(Fig. 127.PL. 7. ) crany don.nee: avec une ligne
droite MN qui demeure toujours la méme ; on
Juppofe que les extrémités M, N de cette ligne
gliffent continuellement le long des deux autres ,
& Uon demande la courbe qu'elle touche roujours
dans ce moyvement. '

Ayant mené les tangentes MT , NT, &
imaginé une autre droite zmn 1nﬁnxn1§nt proche
de MN, & qui la coupe par confequ.ent, au
point C oli elle touche la courbe dont il sagit
de déterminer les points. 1l eft clair que la droite
MN , pour parvenir en mn , a parcouru par fes
extrémités les petites portions Mz , Nz des
lignes AM, BN, lefquelles font communes &
caufe de leur infinie petitefle , aux tangentes
TM, TN : de forte que Pon peut concevoit
que la ligne M N pour parvenir dans la fituation
infiniment proche 7 , ait glifi¢ le long des droites
TM , T N données de pofition.

Cela bien entendu , foient menées fur_NT les
perpendiculaires M P, CK ; foient nommées leg

. N4
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données & variables TP, x; P M, v s les incon-
nues & conftantes TK , z ; KC, z; & la donnée
MN qui demeure par-tout la méme s a. Le trian-
gle'rectangle MP N donnera PN — 2z =75

& a caufe des triangles femblables NPM , NKC ,
Tonaura NP (Vaa—yy) . PM (p) :: NK :

(M-——x—-——}/:za —]y)KC({>:uy—xy—}’,

Yaa o)y
dont la différence donne aaudy — aaxdy — agydy
+]3dx == add}/ — yyd_yl/ag-—yy < d,O\\l en falfan;

V/2a—3y = m pour abréger , l'on tire PK (2 —x)

_mady—i—mmya’x_ m3 - mmx

= en mettant pour
aady aa ; ’

ydx {2 valenr xdy, 3 caufe des triangles fembla-
bles #ZRM, MPT ; & partant MC — ZZ2 = ™%,

ge qui donne cette conftruion.

Soit menée TE perpendiculaire fur MN , &
foit prife M C = N E : je dis que le point C fera
celui qu'on cherche. Car 4 caufe des triangles rec-
zangles femblables MN P, TN E, Fon aura MN
CA) NP (m): :NT(m+x).NE ou MG

mm —— max

a

a
Autre maniére. Ayant mené T E perpendicu-
laire fur M N, & décrit du centre C les petits arcg
MS, NO, on nommera les données N E Sty
ET”J’ 5 MN, 2; & linconnue CM, 2. On

auraSmon On=—dr; & les triéngles reGangles

femblables MET & mSM, NET & nON,
CMS&CN O donneront ME(r—a).ET
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(s)::mS (dr). SM=— ‘i‘a. Et NE (r).

r

ET (s)::n0 (). ON="% . EMS—NO
(-2 y MS(=% Y. . MN (2) . MC (@) =1

A rr—ar r—a
Ce qui donne la méme conftruion que ci-deflus.
§i Pon fuppofe que les lignes AM, BN foient

- des droites qui faflent entr’elles un angle droit s il

eft vifible que la courbe cherchée eft la méme
que celle deVart. 152,

PROPOSITION VL
PROBLEME,

159.SOIENT données trois. lignes quelconques
L,M, N; (Fig. 128. Pl.7.) & [oient enten-
dues de chacun des points L, 1 de la ligne L deax
tangentes LM & LN , Im &' In, aux deux courbes
Mo N, une a chacune. On demande la quarriéme
courbe G, qui ait pour tangentes toutes les droites
MN , mn qui joignent les points touchans des
courbes ML, N. y

Avyant tiré la tangente LE , & men¢ parun de
fes points quelconque E les perpendiculaires EF ,
EG fur les deux autres tangentes ML, NL ,
on concevra que le point / foit infiniment pres
du point L; on tirera les petites droites LH,
LK perpendiculaires {ur mi, nl; comme aufli
les perpendiculaires MP , P , NQ, #Q fur
les tangentes ML, ml , NL , nl, lefquelles
perpendiculaires s’entrecoupent aux points P &
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Q. Tout cela formera les triangles reCtangles
femblables *FL , & LH/ , EGL & LKi;
comme auffi les triangles LMH & M P, LaK
& NQnre@anglesenH& m , K & N, qui fe.
ront femblables entr’eux , puifque les angles LMH,
MP» teant joints Pun ou Tautre au méme an-
gle P M, font un droit. On prouvera de méme,
que lesanglesLn K, NQ#n font égaux entreus

Cela poft, on nommera le petit c6té M dy
polygone qui compofe la courbe M, du ; & I
- données EF ,m ; EG, n; MN ouzmn , a; ML
ou ml,b; NL ouwl, c; MPoumP , f3NQ
ou 7.2, g ( je prens ici les droites M P, N Q pour
données , parce que la nature des courbes M, N
érant donnée par la fuppofition , on les pourra

toujours trouver ( Arz. 78. )5 & Pon aura, 1o
MP(f).ML(b)::Mrﬂ(du).LH:b}i?.zo.
EF(m).EG (n)::LH (5_;15) LK

mf"
3%. LN ou Ln(c).nQ(g)::LK(ﬁz}{fl) .aN
bgntu

= o 4°. ( menant M R parallele 3 NL oun/)
wrl(BY. bn(c):imM(du). MR = %% g0

MR+Nn(“"T"+“f;’;">.MR(‘_;’i‘) : o MN
(a) .MC = cdf—-—_{—"‘:[—m Ce qu’il falloit trouver

Si la tangente EL tomboit {ur la tangente ML,
il eft clair que EF (#2) deviendroit nulle ou 2e10§
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& partant que ‘e point cherché C romberoit fur
Je point M. De méme fila tangente EL fe con~
fondoit avec la tangente LN , alors B G (#) de-
viendroit nulle , & I'on auroit par conféquent MC
—q:d’ol Pon voit que le point cherche C tom-
beroit auffi {ur le point N. Et enfin {i la tangente
EL tomboit dans I'angle GLI; ence cas EG
() deviendroit négarive : ce qui donneroir alors

acefm

MC= ccfm — bbgn )
tomberoit plus entre les points M & N , maisde -
part ou d’autre.

& le point cherché C ne

Exesmerprr L
160.Surrosons que les courbes M & N (Fig.

“129. PL 7.) ne faffent qu'un cercle, 11 eft clair

en ce'cas que b = ¢, & f= g; ce qui donne MC
I an
T m-+n
couper la droite M N en raifon donnéede m 2 =
pour avoir le point cherché C; ceft-a-dire, en-

forte que MG NG o

ExemPLE

, d’ott I'on voit qu'il ne faut alors que

11

16. Surrosons que les courbes M & N
foient une Seétion conique quelconque. La conf-
trution générale fe peut changer en cette autre
qui eft beaucoup plus fimple, fi 'on fait attention
a une proprieté des SeCtions coniques, que l'on
trouve démontrée dans les Livres qui en traitent:
{cavoir que fi I'on mene de chacun des points
L, /d'une ligne droite EL deux tangentes LM
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& LN, Im &Iz 3 une Sefion conique; touty
les droites MN', 7z qui joignent les points toy,
chans , fe couperont dans le méme point G,
par lequel paffe le diametre AC, dont les ordop-
nées font paralleles & la droite EL. Car il fyjy

dela, que pour avoir le point C, il ne faut que

mener un diametre qui ait fes ordonnées paral
leles 2 la tangente EL. :
Il eft ¢vident que dans le cercle, le diamés

doit étre perpendiculaire fur la tangente EL;

c'eft-a-dire, qu'en menant de fon centre A une
perpendiculaire A B fur cette tangente, elle cou-
pera la droite M N au point cherché C.

REmMARQU &

162. (v peut par le moyen de ce Probléme
(Fig. 128. Pl 7.) réfoudre celui-ci
de la Méthode des Tangentes.

Les trois courbes C, M, N, étant données,
onfera rouler une ligne droite MN autour de
la courbe C, enforte qu'elle la touche continuel-
lement ; on tirera par les points M, N, ot
elle coupe les courbes M & N , les tangentes
ML, NL qui sentrecoupent en un -point L,
lequel décrit dans ce mouvement une quatriéme
courbe L L. 11 sagit de tirer la tangente LE de
cette courbe , la pofition des droites M N, ML,
N L ¢étant donnée avec le point touchant C.

Car il eft vifible que ce Probléme n’eft que -
verfe du précederit, & quiici M C eft donnée: ¢
qwon cherche, c’eft la raifon de EF , EG, qu

qui dépend

b
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détermine la pofition de la tangente EL. Cleft
pourquol {i Pon nomme la donnée MC , %3 Ton

bbghn
accfm Sas T 2 L bkghn
—_— =P U l'on tirem =
i ccfm —bbgn e accf— ccfk’

& par conféquent la tangente L E doir €tre telle-

ment fituée dans Fangle donné ML G, que fil'on
mene d’un de fes points quelconque E les perpen-
diculaires B F , EG fur les cbtés de cet angle ,
elles foient toujours entr’elles en raifon donnée de

bhgh & accf — ccfh. Or cela fe fait en menant MD
[ 5 b3gh
parallele aN L, & egale a ,’Ec}_;g—c—cﬂ

 Tleft évident ( Arz. 161.) que fi les deux

_courbes M & N ( Fig. 129. Pl. 7.) ne font quune

Setion conique , il ne faudra que tirer la tan-
gente LE parallele aux ordonnées du diametre
qui paffe par le point C. ( Confulzez la Noze 53° )

2

&
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SECTION IX

Solution de q’uelque: Piroblémes qui dépendent
des Meéthodes précédentes.

PROPOSITION I

ProgrEmE

363'8 O1T ane ligne courbe AMD ( Fig. 130
Plizi ) (AP —x EM v, AB=a)
telle que la valeur de Cappliquéey [oit exprimée par
une frablion , dont le numérateur & le dénomin
teur deviennent chacun 3ero lorfque x =a , cefta
dire , lorfque le point P tombe fur le point donné B,
On demande quelle doit étre_alors la valeur de
Vappliquée B D.

Soient entendues deux lignes courbes A NB,
COB, qui ayent pour axe commun la ligne AB,
& qui foient telles que appliquée PN exprimele
numeérateur , & lappliquée.P O le dénominareu
dela fration générale qui convient 3 toutes ls
P M:de forte que PM — AIi)XOPN. 11 eft clait
que ces deux courbes fe rencontreront au point B
puifque par la fuppofition PN & P O deviennent
chacune zero, lorfque le point P tombe en B. Cela
pofé,, fi 'on imagine une appliquée bd infiniment
proche de BD, & qui rencontre les lignes cour-
bes ANB,COB aux points f, g; lon aurabd

ZABbX bf , laquelle ( Are. 2.) ne différe pas de
g

BD. Il n’eft donc queftion que de trouver lfe rap-
port de bg & bf. Or il eft vifible que la coupee AP
devenant A B, les appliquées PN, P O devien-
nent nulles, & que AP devenant Ab, elles de-
viennent bf, bg. D’olt il fuit que ces appliquées ,
clles mémes bf, bg, font la différence des appli-
quées en B & b par rapport aux courbes A ’N B,
(OB & partant que {i 'on prend la dxffere_nfc
du numérateur , & quon la divife par la diffe-

" rence du dénominateur , apres avoir fait x =a

— Abou A B, l'on aura la valeur cherchée de
Tappliquée bd ou B D. Ce qu’il falloit trouver.

Exrim-pon e 1

S V 2a3x— x4 -—a]i/aax ;

1644 ) OIT y— - Sl el
a—1/ ax’

clair que lorfque x = 4, le numérateur & le dé-

nominateur de la fraGtion deviennent égaux cha-

dun & zero. C’eft pourquoi l'on prendra la diffé-

addx — 2x3dx aadx

tence ———— — = du numérateur, &
V 2a3% —xt  gyexx >
. adx
on la divifera par la différence — 32 du déno-
4Vadx

minateur , apres avoir fait x=—=a, ceft-a-dire ,
quon divifera — £ adx par — ? dx ; ce qui donne
‘o a pour la valeur cherchée de BD. '
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Boxim e o w211
a—Vax

165.501Ty:

lorque x — a.

On pourroit réfoudre cet exemple fans avoirf

befoin du calcul des diffirences, en cette forts.

Ayant 6t¢ les incommenfurables , on aun
AAXXA204X) — AX)Y — 24°X A+ aayy — 28y =y,
qui étant divifé par x — 2, fe réduit & aax—4 |
-+ 2aay —ayy = 0; & fubflituant 4 pour x, il
vient comme auparavant y — 2a.

Lewnxe

166. S 01T une ligne courbe quelconque BCG,
(Fig. 131. Pl. 7.) avec une ligne droite AE qui
la touche au point B, & fur laquelle foient marques
 diferéion deux points fixes A, E. Si Pon fait

_rouler cette droite amtour de la courbe , enforse
qu'elle la rouche continuellement ; il eff clair que
Les points fixes A , B décriront dans ce mouvement
deux courbes AM D, EN H. Silon mene & pré-
fent DL parallele s AB, & qui faffe par confé-
guent avec D K (fur laquelle je Suppofe la droire
AE lorfqu’elle touche la courbe BCG en G) Langle
KDL égala angle AOD fair par les tangentes
en B, G; & que lon décrive comme on voudra,
du centre D l'arc KF L.

Jedis que DK . KFL:: AE. AMD *+ ENH.
Seavoir -+ lorfque le point rouchant tombe toujours
entre les points décrivans , & — lorfqu'il les laiff
toujours du méme coré. , e

. On trouve y =— 4, ;i
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Car fuppofant quela droite A E en roulant
autour dela courbe BC G foit parvenue dans
les pofitions MCN , » Ca infinithent proches
'une de lautre, & menant lesrayons DF, D £
paralleles & CM, C: il eft clair que Iés fec-
teurs DFf, CMm, CN# feronit fernblables ;
& quainfi DF. Ff::CM. M :: CN. N#:= -
CMECNouAE. M+ Nu. Of comme cela
arrivera toujours en quelqu’endroit que fe trouve
le point touchant C, il senfuit que le rayon
DK eft a I'arc KFL , fomme de tous les petits
arcsFf:: AE. A MD + ENH , fomme de tous
les petis arcs Mm £ N s Ce quil falloit dés«
montrer,

CorRortairre L

;167.11.- eft vifible que les courbes A MD ;
ENH font formées parle développement de 14
méme courbe BC G ; & qu'ainfila droite A E
eft toujours perpendiculaire fur ces deux courbes
dans toutes les pofitions ol elle fe reficontre 5
de forte queleur diftance eft par-tout la méme 3
Ce qui eft la propriété des lignies paralleles. D’od
Ton voit qu'une ligne courbe AMD érant dons
née, on peut trouver une infinité de points de
la courbe ENH fans avoir befoin de fa déve:
loppée BCG, en menant autant de perpendicu-~
culaires que Pon-voudra A cette courbe 5 & 1
prenant toutes ¢gales 4 la droite A E.

o
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CoRaO LT ATRE L

168.81 la courtbe BCG a fes deux moitiés
BC, CG entiérement {emblables & égales , &
que T'on prenne les droites BA, G H egales
entt’elles ; il eft clair que les courbes A MD,
E N H feront femblables & égales, enforte qu’elles
ne différeront que -par leur pofition, D’out il fuit
. que la courbe AM D f{Era a P'arc de cercle KFL
:: = A E. DK. Ceft-a-dire , en raifon donnce,

PROPOSITION L
PR OBLEME-

169. S otewr deax courbes quelconques AEV
BCG, (Fig. 132. PL 7.) avec une iroifieme AMD,
telle qu'ayant décrit par le développement de ln
courbe BC G une portion de courbe E M, la rels-
#ion des portions de courbes AE, EM, & do
rayons de la développée EC, MG foir exprimee
par une équation quelcongue donnée. On propofe de
mener d'un point donné M fur la courbe AMD
la tangente M T. et

Ayant imaginé une autre portion de courbe
e infiniment proche de EM , & les rayonsde
la développée CeF, Gm R ; Soit , 1°. CH per
pendiculaire fur CE, & qui rencontre en Hh
tangente EH de la courbe ABV. 20. ML parallele
A CE, & qui rencontre en L Parc GL déerit
du centre M & du rayon M G. 3% GT per-
pendiculaire fur MG , & qui rencontre en Th
tangente cherchée M T,

bES INFINIMENT PETiTS. it
_ On nommera enfuite les données AE , x ;
EM, ys CEabu; GM., 35 CH, s EH,r;
Parc GL, 7: d’ol l'on aura Ee—dx, Fe ou
Rin — du == dz; & les triangles reangles fer-
blables ¢ FE, ECH donneront CE (2).CH

(s)::Fe (&), FE=L Et CE (u). EH
(e)tiBe(dz), Ee (dx)::—rg{-.OrparIeLcm&

me (Arz. 166.) RF»—»me:r{%{;&partamRM

(Ki“*me : —+me—ME +l\’lb,—~1'\'l‘l‘7) :ﬂ—k
- i

dy +J—:.Donc a caufe des triangles reétangles

femblables 2 RM , MGT , Pon aura R (dz) s

: rdp iisdy j

RM(?+—:—+dy) S MO ) G Ta iy

s N s Y ; :
Tf+_d{' Mais fi on met dans la différence

de Péquation donnée 3 la place de du & d%

td
leurs valeurs dz &—;i » Pon trouverd une valeuf

de dy en dz, laquelle étant fubftituée dars
AR ,
s il viendra pour la foutangente cherchée GT
une valeur enticrement connue & déliviée des
différences. Ce qui éroit propofé.

Q3
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Si Pon fuppofe que la courbe BCG ( Fig. 133,
Pl. 7.) fe réuniffe en un point O ; il eft vifible
que la portion de courbe ME () fe change
en un arc de cercle égal & Farc GL(#),
& que les rayons CE (z), GM () de la
développee deviennent égaux entr’eux : de forte
que G T, quidevient en ce casO T, fe trou-

7d.
Vera;::_y =5 ~+ ;;‘«
&

Exempioer,

Xz =
170, Sor Ty = —; les diff¢rences donneront dy.
7d%

(Fig- 133.PL.7.)= -—Eﬂﬂ( on prend (/frt. 8.)

— xd au lieu de+ xdz; parce quex & y croiffant,

s dy — xd.
g diminue ) = L% e mereant pour dx 2
valeur' . & artant OT ( p fapNe
e PR e )
17— %7 7 7
Forop b Tl B ettt pour ZL fa
(4 a
valeur y.

Remarouos

171. §1le point O tombe fur I'axe A B , (Fig
134. Pl. 7.) & que la courbe AEYV foit un
demi-cercle ; la courbe AMD fera une demi-
roulette , formée par la révolution d’un demi-
cercle BSN autour d’un arc égal BGN d'un cers

ik oS e
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cle décrit du centre O, & dont le* point géné-
rateur A tombera dehors, dedans, ou fur la
circonference du demi-cercle mobile BS N , felon
que la donnée a fera plus grande , moindre , ou
¢gale 3 OV. Pour le prouver, & déterminer
en méme temps le point B.

Je fuppofe ce qui eft en queftion , fcavoir que
la courbe AMD eft une demi-roulette , formée
par la révolution du demi-cercle BSN, qui a pour
centre le point K centre dudemi-cercle AEV ,
aurour de Parc BGN déerit du centre O 5 & con-
cevant que ce demi-cercle BSN s’arréte dans la
fitvation BGN, telle que le point décrivant
A tombe fur le point M , je mene par
les centres des cercles générateurs la droite OK
qui pafle par conféquent par le point touchant
G; & trant KS E, jobferve que les triangles
OKE, OKM font égaux & femblables, puif- -
que leurs trois cotés font égaux chacun i cha-
cun. Dol il fuit 19 Que les angles extrémes
MOK , EOK font égaux; & quainfi les angles
MOE, GOBlefont auffi: ce qui donne GB.
ME:: OB. OE. 20 Que les angles MK O .
EKO font encore égaux; & qu'ainfi les arcs

-GN, BS, qui les mefurent , le font aufli: Ia

méme chofe fe doit dire  de leurs complémens

GB, SN, a deux droits ; puifqu’ils appartiennent’

4 des cercles égaux. Or par la génération de la

roulette, Parc GB du cercle mobile eft égal 3

latc. GB de limmobile. Jaurai donc SN.

ME:: OB, OF .Cela pof¢, :
<3
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Je nomme les données O V , b5 KV ouK A .
¢; & linconnue KB, u.]’aiOB:b_;_cﬁu:
& les fefeurs {emblables KX EA, KSN me
donnent KE (¢). KS (#) :: AE (x).SN

;?.Etpartant OB(b+c—u), OFE (z)::
SN (Z)EM ()=

uxz x7

sk s X e e g

7 —— =21 Do)
c— cc—cu 2

P Saibo-teee R
je tire KB(2) = ——. Heft donc évident
bc—+ cc

gue fi I'on prend KB = ,&quon décrive

a c

des centres K & O le demi-cercle BSN & I'arc
BGN ; la courbe AMD fera une demi-roulette
d’écrite par la révolution du demi-cercle BSN,
autour de P'arc BGN , & dont le point décrie
yant A tombe dechors, dedans , ou fur la cir-
conférence de ce cercle, felon que KV (¢)eft
be - cc ‘
aase
¢eft-d-dire, felon que 4 eft plus grand , rnoindre,
ou egal 2 OV (b). 9

Cororrarre L

173.11: eft clair-que EM (), AE (%) ::
KBxOE (az) - OBXKV (bet-cc—uc)
Qr fi Yon (uppofe que OB devienne infinie ;
la droite OE le fera aufli, & deviendra paral-
lele & O B, puifqu'elle ne la rencontrera jamais ;
Yes arcs concentriques BGN, EM deviendront
des droites paralleles entrelles, & perpendicu-
laires fir OB, O E : & alors la droite E M fera

P_':us grand , moindre , ou égal a KB(

pes INFINIMENT PETILTS. 21%

3 Iarc AE:: KB. K V. parce que les droites

infinies OE , OB ne différant entr'elles que

dune grandeur finie, doivent Etre regardées

comme égales. i
Cororrarre. IL

173. DPece que les angles MKO , EKO font
égaux , il fuit que les triangles MKG, EKB
feront égaux & femblables ; & quainfi les droites
MG, EB font égales entr’elles. Dot Pon voit
( Art. 43.) que pour mener d’un point donné
M fur la roulerte , la perpendiculaire MG, il
n'ya qua déerire du centre O Tarc ME, &
du centre M de Pintervalle E B un arc de cercle
qui coupera la bafe BGN en un point G, pat
ol & par le point donné M lon tirerala per=
pendiculaire requife.
@oirioin A R oEs il L

174.U x point G érant donneé fur la circon~
firence du demi-cercle. mobile BGN ; fi I'on
veut tzouver le point M de la roulette fur lequel
tombe le point décrivant A, lorfque le point
donné G touche la bafe , il ne faut que prendre
Parc SN égal a l'arc BG, & ayant tiré le
rayon KS qui rencontre en K la circonférence
ARV , décrire du centre O Farc EM. Car il
eft évident que cet arc coupera la roulette aw
point cherche M.

2l

04
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PROPOSITION I1IL
: PROBLEME.

,175.80,1 T une demi-roulerre AMD ( Fig. 135
136. Pl. 7.)) décrite par la révolution du demi-
cercle BGN autonr d'un arc égal BGN d'un antre
cercle , enforte que les parties yévolues BG , BG
foient toujours égales entr'elles ; foit le point dé-
crivant M pris fur le diametre BN debors , de-
dans 4 ou [ur la circonférence mobile BGN. On de-
mande le point M de lg plus grande largeur de
la demi-roulette par rapport a fon axe O A,
Suppofant que le point M foit celui qu'en
cherche, il eft clair ( Arz. 47.) que la tangcnte
en M doit étre parallele 3 'axe OA;& quiainfila
perpendiculaire MC a la roulette , doit-érre auffi
perpendiculaire fur Paxe quelle rencontre au
point P. Cela pofé, fi I'on mene OK par les
eentres des cercles générateurs, elle paffera pat
le point touchant G; & fi I'on tire K L perpen-
diculaire {ur MG, on formera les angles égaux
GKL, GOB; & partant Parc 1G qui eft le
double de la mefure de I'angle GKL , ferad Parc
G B mefure de langle GO B, comme le dia-
méere BN eft au rayon O B. Dot il fuit que
pour determiner fur le demi-cercle BGN le
%mint G, au il touche larc qui lui fert de bafe
larfque le point décrivant M tombe fur celui
dela plys grande largeur 5 il faut couper le demi-
cercle BGN en un paing G, - enforte qu'ayant
tité pas le point donné M la corde 1G, larc
Y@ foit 3 Parc BG en raifon donnée de BN 3

218

i
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OB.La queftion fe réduit donc a un Probléme
de la géométrie commune qui fe peut toujours
réfoudre géometriquement, lorfque 1a raifon don=
nte eft de nombre & nombre ; mais avec le fe~

cours des lignes dont I'équation eft piusou moins

¢levée , felon que la raifon eft plus ou moins
compofée.

Si lon fuppofe que le rayon OB devienne
infini , comme il arrive lorfque la bafe BGN
devient une ligne droite ; il senfuit que Parc 1G
fera infiniment petit par rapport a Parc GB. D’out
Ton voit que la fécante M I G devient alors la.
tangente M T, lorfque le point décrivant M
tombe au dehors du cercle mobile; & qu’il ne
peut y avoir de point de plus grande largeur,
lorfqu’il tombe au dedans.

Lorfque le point M tombe fur la circon~
férence en N, il ne faut que divifer la demi-
circonférence BGN en raifon donnée de BN a
OB au point G. Car le point G ainfi trouvé,
fera celui ou le cerclemobile BGN touche la bafe,
lorfque le point décrivant tombe fur le point,
cherché,

Lemme LI

176. B 5 rout triangle B A C,( Fig. 137. PL.7.)
dont les angles ABC, ACB, & CAD com-
plément & deux droits de Pangle obtus B A C, font
infiniment petits ; je dis que ces angles ont wéme.
rapport entr’eux que les corés AC, AB, BG,
aufquels ils font oppofés. ;

Car fi l'on circonferit un cercle autour du:
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triangle BAC , lesarcs AC, AB, BAC, qui
mefurent les doubles de ces angles , feront in-
finiment petits, & ne différeront ( Art. 3.) point
par conféquent de leurs cordes ou f{outendantes.
Si les cotés AC, AB, BC du triangle BAC,
ne {ont pas infiniment petits , mais quils ayent
une grandeur finie : il s'enfuit que le cercle cir-
confcrit doit étre infiniment grand; puifque les
arcs AC, AB, BAG, qui ont une grandeur
finie , doivent érre infiniment petits par rapport
3 ce cercle, érant les mefures d’angles infinjs
ment petits. !

PROPOSITION 1V.
ProsrLEME.

177, LES mémes chofes érant pofées ; il fant
déterminer fur chaque perpendiculaire M G,
(Fig. 135. 136.PL 7.) le point C oit elle rouche
la diecloppée de la rouletre.

Ayanr imaginé une autre perpendiculaire 7g
infiniment proche de MG, & qui la coupe par
conféquent au point cherché C , on tirera la
droite G ; & ayant pris fur la circonférence du
cercle mobile le petit arc Gg égal 3 Tarc Gz de
Yimmobile , on menera les droites Mg, Ig, Kg
Og. Celapofé , fi Pon regarde les petits arcs Gg,
Gz comme de petites droites perpendiculaires
fur les rayonsKg, Oz, il eft clair que le petit

arc Gg du cercle mobile tombant fur Farc Gg: .

de Pimmobile, le point décrivant M tombera fur
# , enforte que le triangle GMg fe- confondra
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avec le triangle Gmg. Lo Fon voit que Pangle
MGm eft égal 2 Pangle gGg— GK.g-}—Gpg,';
puifquwajoutant de part & daute les mémes
angles KGg, OGg , 'on en compofe deux droits-

Or nommant les données OG, b; KG, a5
GM ou Gm , m 3 GI ou Iz, z; Fon trouve , Pre-
wierement. QG KG::6GKz. G0z Et 0 G
(b).0G + GK ou OK (b—+a):: GKg.GKg

b {
+GOg ou MGm == 2~GKg. 2°0.(Ar.176)lg-

MIL:: GMg MgI. Et Ig = MI ou MG ().
Ig. (#): : GMg = Mgl ou Glg ou : GKg. GMg

ou Gmg — ;"; GKg. 3°. (Ibid) L'angle MCm
=5 n ]
ou MGw#z — Gmg(avb— 7 lg ) Gmg (o~
- e e bmn
th) 5 Gm (Vﬂ) . GC——m. Et
par conféquent le rayon cherché MCde la dé-

2amm =\ 2bmmn

el ¢ _ —— —y
XeOPPSE fera oam —- 2bm~— bn

Si Pon fuppofe que le rayon OG(5) du cercle
immobile devienne infini, fa circonférence de-
viendra une ligne droite ; & en effagant les
termes 2amm , 2am , parce quils font nuls par
1apport aux autres 2bmwz , 2bme — by , Von aura
IYXC: 2mm :

2Zm — n

Cororraire L
s, Ds e que Pangle MGm = a—: - GKg,
& dece que les arcs de différens cercles font
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‘entr'eux en raifon compofée des rayons & des
angles qu'ils melurent s il fuit que Gg. Mm2:: KG x

GKz. MG x 2 —: i GKg. Et par conféquentauff
que KG x M :a_;bMG xGg 5 ou (ce qui

eft Ia méme chofe ) que KG x Mm . M G x Gg::
OK (a~+15). OG (b). quiecft uncraifon conf-
tante. D’ott P'on voit que la dimenfion de la por-
tion AM de la demi-roulette AMD, dépend
de la fomme des MG x Gz dans P'arc GB ; &
c'eft ce que M. Pafcal a démontre a Pégard des
roulettes qui ont pour bafes des lignes droites.
M. Varignon eft tombé dans cette méme pro-
pricté par une voie tres-différente de celle-ci.

CloRO LA TRE LT

179.Lon sQUE le point décrivant M. (Fz.
-¥35. Pl. 7.) tombe hors de la circonférence du
cercle mobile, il arrive néceflairement 'un des
trois cas {uivans. Car menant la tangente M T,
le point touchant G rombera 1°. Sur larc TB,
comme l'on a fuppolé dans la figure en faifant

Ie calcul; & alors MC ( —%) fur.
2am 2 bres

paflera toujours MG (). 2°. Sur le point tou- .

chant T;& I'onaura pour lors MC ( M)

2am ~~2bm — bn
==m , puilque IG ( 7 ) sévanouit. 3°. Sur larc
TN, & alors la valeur de GI (#) devenant né-
gative de pofitive qu’elle étoit, 'on aura MC
. 2amm—t2bmm

b ang P S LRI R e indre
P P de forte que MC fera moind

pEs INFINIMENTEPETITS.  23%f -
que MG (m), & toujours pofitif. D’od il eft
¢vident que dans tous ces cas , la valeur du
rayon MC de la développee eft toujours pofitive,
Goroirarre I1L

180. 1, orsque le point décrivant M ( Fig. 136.
Pl 7.) tombeau cfedans de la circonférence du
2amm ~-2bmm
2am—2bm—bn"
& il peut arriver que bz furpaffe 2am--2bm 4
& quainfi la valeur du rayon MC de la deve-
loppée foit négative : d’ott Ton voit que lorf=
quelle cefle d’étre pofitive pour devenir néga-
tive , comme il arrive ( Arz. 81.)) lotlque le
point M devient un point d’inflexion , il faut

néceffairement alors que bn == 2am - 2bm ; &
_ samm = bmm

partant que MI x MG (zn—mmj— ————— -

Or fi I'on nomme la donnée KM , ¢ ; Fon aura
2amm — bmm )

par la propriété du cercle MIx MG (——
=BMxMN (22—-cc), ce qui donne l'inconnue MG
(m) =V eb=lee,
2a—+b
donné M comme centre , & de Vintervalle MG
e
T o
mobile en un point G , ot il touchera le cercle
immobile qui luifertde bafe , lorfque le point
décrivant M tombera fur le point d’inflexion F.
§i on mene MR perpendiculaire fur BN ; il

elt clair que cette MG ( Vﬂ‘%) fera moindre

cercle mobile, on a toujours MC—

Donc fi Pon décrit du point

un cercle ; il coupera le cercle
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que MR (V22 —ec ). & quelle lui doit Etre cgale |
lorfque b devient infinie, Ceft-a-dire, lor(que
la bafe de la roulette devient une ligne droite.

"1l eft 3 remarquer , quafin que le cercle dé
crit du rayon MG coupe le cercle mobile , il
faut que MG furpaffe MN , ceft-a-dire, que

}/ aab — bee furpafle 2—c; & quiainfi KM (¢) fur
2a—— b ’
aa

a-+ b
ait un point d’inflexion dans la roulette AMD ,
il faut que KM foit moindre que KN , & plus

aa
rande que ——.
g ek a—t+b

pafle Dot il eft manifefte qu'afin quil y

Lemme I1L

181. Sorext deux triangles ABb, CDd (Fig. 138
PL.8.) qui ayent chacun un de lenrs corés Bb,
Dd infiniment petit par rapport aux autres : je
dis que le triangle ABb eft au rriangle CDd en
raifon compofée de Pangle BAb & Pangle DCd , &
du quarré du coié AB ou Ab au quarré du ch |
CD oz Cd.

Car fi Yon décrit des centres A, C, & des
intervalles AB , CD , les arcs de cercle BE ; DF;
il eft clair (Are. 2.) que les triangles ABb,
CD4 ne différeront point des fecteurs de cercles
ABE, CDF. Deonc, &c.

Si les cbtés AB, CD font égaux , les triangles

ABb, CDd feront entr’eux comme leurs angles
BAb, DCd. '

pEs INFENIMENT PETITS,

PROPOSITION V.
PR‘OBLEME.

22%

182. I L ES mémes chofes érant rtonjours pofées s
on demande la quadrature de Uefpace MGBA ,
(Fig. 135. Pl 7.) renfermé par les perpendiculaires
MG , BA & la roulette , par Parc GB , & paria
portion AM de la demi-roulerre AMD | e fuppe-
[ant la quadrature du cercle.

Langle GMg ( =~ GKg) eft Fangle MGm
a —+—

b bty RN
7 GKg ), comme (Arz, 181.) le petir trian-

(

gle MGg quia pour bafe I'arc Gg du cercle mo-
bile , au petit triangle ou f{ecteur G M ; & par-

4 b 2a-3-28
tantle feCeur GMm == 3;1 MGg x Asboolii g

e G
XMGg_‘_‘"‘_“P_b“%_E@ x MGz en nommant MI, p .

& mettant pour » fa valeur p+n. Or (4re. 181
le petit triangle ou fefteur KGg eft au petit
triangle MGg en raifon compofée du quarré de
KG au quarré de MG, & de Fangle GKg 2
langle GMg ; Ceft-a-dire :: az x GKg. mmx

~ GKg. & partant le petit triangle M Gg

20
mn

KGg. Mettant donc cette, valeur a la

2aa

place du triangle MGg dans —zi};—zf‘—p MGg,lon

2a ~~ 2b
aura le feGeur GMm —-22—2

- MGg +



224 ANALYSE )

a=rb bpm KGg. Mais & caufe du cercle, GM %

aa 5
ML (pm)=—BM x MN (cc —aa ) qui eft une
quantité_conftante , & qui demeure toujours
la méme en quelqu’endroit que fe trouve le point
décrivant M ; & par conféquent GM#z +MGg
ou mGg , Ceft-3-dire, le petit efpace de la rou

2 b 2~ bxcc —uaa
lette GMmg — a—;—; MG "

KGg. Donc puifque GMumg eft la différence de
Fefpace de la roulette MGBA , & MGz, cellei de
Pefpace circulaire MGB,, renfermé par les droites

MG, MB , & part ParcGB , & que de plus lepe- |

tit feGteur KGz eft la différence du fecteur KGB;
il genfuit (Arz. 96.) que Pefpace de la roulette

'MGBA:“?———f—bMGB+wKGB.

aab

Ce quiil falloit trouver: A Rt

Lor{que le point décrivant M (Fig. 139- PL.8.)
tombe hors la circonférence BGN du cercle mo-
bile , & que le point touchant G tombe fur Tarc
NT; il eft vifible ( Arz. 180.) que les perpen-
diculaires MG , mg sentrecoupent en un point
C, & quon a pour lors 7 =p —n. Dol
fuit que le petit fecteur GMm—— £ 5 2 MGg

2ap —- 2bp ______aa—szG- %
EE bn MGg = b &

_'ﬂ_%‘i'ff KGg, en mettant comme auparavant
ak.

pour le petit triangle MGg fa valeur 2—":—; KGg;

DES INFINIMENTPETITS 4ok
& partant que G M — M Ggoum Gg , Cefi-
b-dire MCr~GCg=w 222 MG g 4o
a+bXcc—an

aab
leur cc — aa. Ot fuppofant que T H foit la pofi-
tion de la tangente TM du cercle mobile , lorf-
que fon point T touche la bafe au point T ; il
eft clair que MCm — GCg— MGTH — mgTH,
ceft-a-dire, la difficrence de I'efpace MGTH, &
que MGg eft celle de MGT , de méme que KGg
celle de KGT. Donc ( 4rz. o€. ) Pefpace MGTH
__24———’,’5 a-+bXxcc — aa 4
= . MGT+“¢45 KG T,
Mais, comme l'on vient de prouver , Dlefpace
HTBA =223 MTB4 “Fixe—w grp
Et partant on aura toujours & dans tous les cas

I'efpace MGBA (MGTH - HTBA) = 2223°

KGg, en metrant pour p# {a va-

MTB—MGT ou MGB+ -2 —= gy
+KTBouKGB.

Donc l'efpace entier DN B A ( Fig. 135.PL 7.
tenfermé par les deux perpendiculaires & la roulet—
te DN, BA , par l'arc de cercle BGN, & parla de-

mi-roulette AMD, eft= 22 _: g ‘; B (s
aa

x KN G B; puifque le feGeur K G B & lefpace
circulaire M G B deviennent chacun le demi-

cercle KNGB, lorfque le point touchant G

tombe au point N,
P
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zLoquue le point décrivant M ( Fig. 136,

Pl. 7.) tombe au dedans du cercle mobile , il

faut mettre aa — ec 3 la place de cc—aa dans

les formules précédentes ; parce qualors BM

X MN =aa —cc. .

Algll l’onafait c=a , Pon aura la quadrature

i i icrivant fur
des roulettes qui ont leur point decriv i

la circonférence du cercle mobile ; & fi Pon
fuppofe b infinic , Ton aura la quadrature de
celles qui ont pour bales les lignes droites.

AUTRE SOLUTION.

183. O n déerit du rayon OD (Fig. 140. IZ 72)
Yarc DV, & des diamewes AV > B.N }es lemi-
cercles AEV , BSN ; & ayant decnt, a dxicrizt
tion du centre O Tarc EM fenferme eRisg ¢
demicercle AEV & la demiroulette AMD,
Ton mene Vappliquée EP. 1l s'agit de trouver
la quadrature de Telpace AEM compris ennlre
les arcs AE, EM , & la portion AMdela
demi-roulette A M D. :
Four cela, foit un autre arc ez concentrique
& infiniment proche de EM, une autre apphE-:
quée ep, une autre Qe qui rencontre Yarc M

prolongé (il eft néceflaire ) au point F. Soient.

nommées les variables OE, 25 VP, 25 Parc AII::T
x ; & comme auparavant les conﬁant’es 0B, F’
EBou KN,a; KVouKA, c:Ton aura Fe
g Py e=da s OP=a+b—c—+u,

ax{‘
o—2cu =gy 5 Varc EM ( Arr. 172.)~7; g

DES INFINIMENT PETITS. 235
partant le reftangle fait de I'arc EM par la petite
droite Fe , c’eft-a-dire ( Ars. 2.) le petit efpace

EM me = 'w;'zd{. Or 2 caufe du triangle réétan-

gle OPE 3 2z =— aa 4 3ab +bb = 24¢ = st
-+ ¢c~+ 244+ 2bu , dont la différence donne zdz
== adu -+ bdu. Mettant donc cette valeur 3 la

place de gdz dans ’%{:{- » lonaura le petit efpace

2axdi ~~ abxdu
EMme —= e

Maintenant fi l'on décrit la demi-roulette
AHT par la révolution du demi-cercle A EV
fur Ia droite VT perpendiculaire 3 VA, & quion
prolonge les appliquées PE , pe jufqua ce quielles
Ia rencontrent aux points H, &+ il eft clair ( Arz.
172.) que EH X Pp , C’eft a-dire, le petit efpace
EHhe = xdu ; & quainfi EMme (-w——-—aaxdu:;“ﬁxdu) ;
EHbe (xdu): :aa +ab . be . qui eft une taifon
conftante, Or puifque cela arrive toujours en quel-
qu'endroit que fe trouve Farc EM , il Senfuit que
la fomme de tous les petits efpaces EMme , ceft=
a-dire P'efpace AEM , eft 3 Ja fomme de tous les
petits efpaces EHke , c’eft-3 dire , & I'efpace AEH
::aa ~+ab.be. Mais Pon a (Are. 99.) la quadrature
delefpace A EH dépendamment de celle du cercle;
& partant auffi celle de I'efpace cherché A E M.

Ceci fe peut aufli démontrer fans aucun cals
cul , comme jai fait voir dans les A&es de
Leypfic au mois d’Aodt de lannte 1695,

&
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On peut encore trouver la quadrature de Tel-
pace AEH fans avoir recours 3 lart. 99. Carfi |
Ton acheve les reftangles PQ , pq, Pon aura
QgqouHR.Ppou Rr::EP.PAou HQ.
puifque ( Arz. 18.) la tangente en H eft pall
rallele 3 la corde AE ; & partant HQXQyq
— EPxPp, ceft-a-dire , que les petits efpa-
ces HQgh , EPpe font toujours égaux e'ntr’eux. :
Dob il fuit que lefpace AHQ renferme par les
perpendiculaires A Q, QH, & par la portion
AH de la demi-roulette AHT , eft ‘¢gal
Pefpace APE renferme par les perpendiculaires
AP, PE, & par Parc AE. Llelpace AEH
fera donc égal au reGangle PQ moins le double
de Pefpacecirculaire APE; ceft-a dire, au reCtan:
gle fait de PE par KA plus ou moins le re@tangle
fait de KP par larc AE, felon quele point P
tombe au deffous ou au deflus du centre
Et par conféquent lefpace cherché A EM

B2 ST R AR A b

Iy

C

Cororn AT rREST

184.L oRsQUE le point P tombe en K ile
re@angle KP x A E s’¢vanouit, & le re&anglg
P E % K A devient égal au quarre de KA : d’ﬁou
ape
Ton voit que lefpace AEM eft alors — f—“—c—;f——;
& par conféquent il eft quarrable abfolument &
indépendamment de la quadrature du cercle.
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CororrnarrEe IL

;85.51 Pon ajoute i I'efpace A EM le fefteur
AKE, lefpace AKEM renfermé par les ra-
yons AK,KE, par larcc EM , & par la por-
tion A M de la demi-roulette A M D , f{e trouve
(lorfque le point P tombe au deflus du centre K )
bee —+— 2aac—+ 2abc — 2zau — 2ab1 aa—+ ab
= ~AE +—
2bc > be
PExKA ; & partant fi Fon prend VP (#)
2aac -+ 2abc —+ bee
240 —+ 24b

( ce qui rend nulle la valeur de

bec =+ 2aac =+ 20bc — 2000 — 2abu
2b¢c

lelpace AKEM =22 pEyKA. Dok
Ton voit que {4 quadrature eft encore indépen—
dante de celle du cercle.

Il eft vifible qu’entre tous les efpaces AEM &
AKEM , 1l ne peut y avoir que les deux que 'on
vientde marquer, dont la quadrature foit abfolue.

AE), lon aura

AVERTISSEMENT,

Tour ce que Uon vient de démontrer & Pégard
des roulettes extéricures [e doit auffi entendre des
intéricures , Ceft-a-dire y de celles dont le cercle
mobile roule au dedans de Uimmobile ; en obfer-
vant que les rayons KB (a), KV (c¢) deviennent
négatifs de pofitifs qu'ils éroient. Ceft pourquoi il
faudra changer dans les formules précédentes , les
fignes des  termes oty a & ¢ [e rencontrent avee
une dimenfion impaire. ) oy

P3
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Remarqune

ISG.IL v a certaines courbes qui paroiffene |
avoir un point d’inflexion , & qui cependant

n’en ont point ; ce que je crois & propos d’ex-
pliquer par un exemple, car cela pourroit faire
quelque difficulté.

Soit !a courbe géométrique NDN ( Fig. 141.
Pl 7.), dont la nature eft exprimce par I"équa-

CAP — . PN:{),dans

laquelle il eft clair 1°. Que x ¢tant égale 3 a; PN
(z) s'evanouit. 2° Que x furpaffant 4, la valeur
de zeft pofitive ; & quau contraire lorfquil eft
moindre , elle eft négative. 3°. Que lorfque x
=V +aa, la valeur de P N eft infinie. D’oti Pen
voit que la courbe ND N paffe de part & d’autre
de fon axe en le coupant en un point D tel que
AD=a; & qu'elle a pour alymprote la perpen-
diculaire BG mence par le point B tel que AB
/s

Silon décrit & préfent une autre courbe EDF,
enforte quayant mené 2 difcrétion la perpendi
culaire ¥ P N, le reftangle faic de I'appliquée PiL
par la conftante A D , foit toujours égal 3 I'efpace
correfpondant DPN ; il eft vifible qu’en nommant
PM, »; & prenant les différences, Pon aura AD X
R (ady ) = NPpn ou NPxPp(M)g

V 2x% — aa

& partant Rz (dy ). Ppou RM (dx):: PN,
A D. Do il fuit que la courbe EDF touche 'a-

. e Yt 40 1
tion 7 —

V2xx — aa
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fymptote BG prolongée de Pautre coté de Ben
un point E , & P'axe AP au point D; & quiainfi
elle doit avoir un point d’infléxion en D. Cepen~

%3
dant on trouve ( Arz. 78. ) — — pour la valeur

du rayon de fa développée , laquelle eft toujours
négative, & devient égaled — 24 lorfque le point
M tombe en D :d’oli 'on doit conclure ( Arz. 81.)
que la courbe quipafle par tous les points M eft
toujours convexe vers axe A P, & qu’elle n’a pas
de point d’infléxion en D. Comment donc accor-
der tout cela 7 En voici le dénouement.

Si l'on prend PM du méme cote que PN,
on formera une autre courbe GDH qui fera
toute pareille 3 EDF, & quien doif\ faire par-
tic ; puifque fa génération eft la méme. Cela
étant ainfi, Pon doit penfer que les parties qui
compofent la courbe entiére ne font pas EDF,
GDH comme lon s’étoit imagine , mais bien
EDH, GDF qui fe touchent au point D car
tout s'accorde parfaitement dans cette derniere
fuppofition. Ceci fe confirme encore par cet
exemple.

Soit la courbe DM G (Fig. 142. PL. 7.}, qui
ait pour équation p* = x* + aaxx — b*(AP=x,
P M = y). 1l fuit de cette équation que la cour-
be enti¢re a deux parties ED H , G D F oppofées
Pune & Pautre comme Phyperbole ordinaire ,
enforte que leur diftance DD ou 2AD —=

V— 204 = 21/444_40“

P4
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tance DD (Fig. 143. Pl 7.) s'évanouira auffi ;

& partant les deux parties EDH , GDF fe tou-

cheront au point D : de forte quon pourroig
penfer & préfent que cette courbe a un point
d’inflexion ou de rebrouflfement en D , felon
qu'on imagineroit que fes parties feroient EDF,
GDH ou EDG, HDF. Mais lon fe détrom-
peroit aifement , en cherchant le rayon de la
développée 5 car Fon trouveroit quiil {eroit tou-
Jours pofitif, & qu'il deviendroit ¢gal 2 42 dans
le point D. '

On peut remarquer en paffant , ( Fig. 141,
Pl 7.) que la quadrature de Pefpace DPN dé-
pend de celle de Ihyperbole : ou ( ce quire-
vient au méme) de la reification de Ja pa-
yabole; & que Ia portion de courbe DMF fa-
tisfait au Probléme propofé par M. Bernouili
dans le Tome fecond des Supplémens des Actes
de Leipfic, page 291. ( Confulrez la Note 54%.)

c‘ha?%“ Q:;%&{’)

50

Si l'on fuppofe que b s’évanouifle , la dif-
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SEGITION X

Nouvelle maniére de fe fervir du calcul des diffé~
rences dans les courbes géomérriques 5 doi Lon

deduit la Méthode de M~ Defcartes & Hudde.

DEriNITION

O1r une ligne coutbe ADB ( Fiz. 144.

145. 146. Pl 8. ) telle que les paralleles
KMN 2a fon diamétre AB la rencontrent en
deux points M, N ; & foit entendue la partie
interceptce MN ou PQ devenir infiniment pe-
tite. Elle fera nommée alors la Différence dela
coupée AP, ou KM.

ColRio L natinE

187.L0RSQUE la partic MN ou PQ de-
vient infiniment petite ; il eft clair que les cou-
pées AP, AQ deviennent égales chacune 3 AE,
& que les points M , N fe réuniffent en un
point D :* enforte que l'appliquée ED eft la
plus grande ou la moindre de toutes fes fem-
blables P M, NQ.
! Cororrarre IL

188. J1 eft clair qu’entre , toutes les coupées
AP, il 'y a que AE qui ait une différence;
parce quiil n'y a quen ce cas ot 'PQ de-
vienne infiniment petite.
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Cororrarrie IIL

189. St Pon nomme les indéterminées AP oy

KM,x;PMou AK, y; il eft ¢vident que

AK () demeurant la méme, il doit y avoir

deux valeurs différentes de x , fcavoir KM,

KN ou AP, AQ. Ceft pourquoi il faur que

Péquation qui exprime la nature de la courbe
A DB foit délivrée d’incommenfurables, afin
que la méme inconnue x qui en marque les
racines (car on regarde y comme connue) puifle
avoir différentes valeurs. Ce quil faut obferver
dans la fuite. :

PROPOSITION I

PrROBLEME.

190. L A natare de la courbe géométrique ADB
érant donnée ; déterminer la plus grande ou la
moindre de fes appliquées E D.

Si Pon prend la difiérence de I'équation qui
exprime la nature de la courbe , en traitanty
comme conftante, & x comme variable ; il eft
clair ( Ars. 188.) quion formera une nouvelle
¢quation qui aura pour une de fes racines x,
une valeur AE , telle que lappliquée ED fera
la plus grande ou la moindre de toutes fes
femblables.

Soit , par exemple, x4y = axy, dont Ia
différence, en traitant x comme variable , & 7
comme conftante, donne 3xxdx = aydx; & pat-

pEs INFINIMENT PETITS. 235
tant y =— 3—? Si Pon fubftitue cette valeur 3 la

place de y dans Péquation 2 la courbe #* -+ »?
— axy ; lon aura pour x. une valeur AE
= ga]J/z , telle que l'appliquée E D fera la plus
grande de toutes fes femblables , de méme qu'on

- I'a déja trouvé art. 48.

Il eft évident que Pon détermine de méme
non-feulement les points D , lorfque les appli-
quées ED font perpendiculaires ou tangentes de
la courbe ADB ; mais auffi lorfqu’elles font
obliques fur la courbe , c’eft-2-dire, lorfque les
points D font des points de rebrouflement de la
premiere ou feconde forte. D’ou lon voit que
cette nouvelle maniere de confidérer les diffé-
rences dans les courbes géométriques eft plus
fimple & moins embarraflante en quelques ren-
contres,, que la ( Seét. 3. ) premiere.

REmMARQUE

191. Ox peut remarquer dans les courbes re.
brouffantes , que les PM ( Fig. 146. Pl 8. ) pa-
ralleles 3 AK ; les rencontrent en deux points
M, O, de méme que les KM paralleles AP,
font en M, N : de forte que AP (x) demeu-
rant la méme , y a deux différentes valeurs PM,
PO. Ceft pourquoi I'on peut traiter x comme
conftante , & y comme variable, en prenant la
différence de Péquation qui exprime la nature
de cette courbe. D’ou Ion voit que {i l'on traite
¥ &y comme variables, en prenant cette diffé-
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rence , il faudra que tous les termes qui mul.

tiplient dx d'une part, & tous ceux qui mul-

plient dy d’une autre part , foient egaux 2 zero.
Mais il faut bien prendre garde que dx & dy
marquent ici les dlﬂ’érences de deux appliquées
qui partent d’un méme point, & non pas ( com-

me ci-devant Set. 3.) la difference de deux

appliquées infiniment proches.

(G 0 RY O L FART R E,

192. S1 apris avoir ordonné I'équation qui ex-
prime la nature de la courbe dans laquelle il
n’'y a que Pinconnue x de variable , ’on en
prend la différence ; il eft clair 1°. Qu'on ne
fait autre chofe que de multiplier chaque terme
pat Iexpolant de la puiffance de x , & par la
difference dx , & le divifer enfuite par x. 20, Que
cette divifign par x , aufli-bien que la multi-
plication par dx , peut étre negligée , parce
qu’elle eft la méme dans tous les termes. 3°. Que

les expofans des puiffances de x font une pro-

greflion arichmétique , dont le premier terme
eft Pexpofant de fa plus grande puiﬁ"ance o
le dernler eft zero , car on fuppofe quon ait
marqué par une éroile les termes qui peuvent
manquer dans I'¢quation.

Soit , par exemple , ¥ * —ayx + p? —o. Si
Yon multiplie chaque terme par ceux de la
progreflion arithmétique 3,2, 1, 03 Yon for-
mera Péquation nouvelle 3x° — ayx =,
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X F— x4+ =—o0.
32 Tal S o,
X ——ayx Ao

Dou Yon tite y —

;Zx > de méme que I'on au-
roit trouvé en prenant la différence 3 la maniére
accoutumce.

Cela fuppof¢, je dis quau heu de la pro-
greflion arithmetique 3, 2, 1, o, l'on peut fe
fervir de telle autre progrefﬁon arlthménque
quon voudra : m - 3,m+ 2,m 4 1,m -0, 0u 7
( l'on défigne par 2 un nombre quelconque en—
tier ou rompu , pofitif ou négatif ). Car mul-
tpliant x** — ayx -1y} — o par x", Ton aura

K% &c.— 0, dont les termes dowem: étre

étre muluphes par ceux de la progreffion m--3 ,
m=2, m~+ 1, m. chacun par fon correlpondant
pour en avoir la difference.

sz X gyt 4Pt g,
m-3, m+*+2 w1, .

3 : S 3
m+3x" X e 1 ayx™ T ey K = 0.

Ce qui donnera 72—+ 3x" 72 —m+ 1 ayx™ '

+my'x" =—o0; & en divifant par x™, il viendra

m— 3% — m—1ayx +my’' = 0, comme l'on au-
roit trouvé d’abord en muldpliant fimplement
Iigalité propofée par la progreflion m—+3 ,
M2, m— 1, m

Sim = — 3, la progreffion fera o, — 1, — 2
— 3 ; & Iéquation fera 2ayx — 3y} = 0. Sim=
1 laprogrclﬁonieraz, 1, 0,—1; & le-’
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On peut changer de fignes tous les termes de

la progreflion, ceft-a-dire,, quau lieude o, — 1, |

—2,—3,% 2, 1,0,— 1,on peut prendre

05 1,253 ,& =275 — {40,105 parce quion s
ne fait par I3 que changer de fignes tous les ter- f
mes de la nouvelle équation qui doit étre égalée |

2 zero. Et en effet, au lieu de 2ayx —3p°= o,
2x’ — 3 = 9 , Pon auroit — 2ayx+ 39> — 0, |
w25 + 33 — 0; ce qui eft la méme chofe.

Or il eft vifible que ce que Fon vient de dé-

montrer A I'égard de cet exemple, sappliquiera de' §

méme maniére 3 tous les autres. D’ott il fuit quefi
apres avoir ordonné une équation qui doit avoit.
deux racines egales entr’elles , on en multiplie les
termes par ceux d'une progreflion arithmérique
arbitraire, Pon formera une nouvelle équation
qui renfermera entre fes racines une des deux ¢ga-
les de la premiére. Par la méme raifon , fi certe

nouvelle équation doit avoir encore deux racing
égales, & quion la multiplie par une progreffion §

arithmétique,, 'on en formera une troifieme qui
aura entre fes racines une des deux ¢gales de lafe
conde ; & ainfi de fuite. De forte que {i I'on mul-
tiplic une équation qui doit avoir trois racines
égales, par le produit de deux progreflions arith-
métiques , on en formera une nouvelle qui aurd
entre fes racines une des trois égales de la premie
re; & de méme fi Iéquation doit avoir quatré
racines égales, il la faudra multiplier par le pro-
duit de trois progreffions arithmétiques ; fi cing;
par le produit de quatre , &¢.
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Cleft 13 précifément en quoi confifte la M¢tho-
dede M. Hudde.

P R-OQPOS BT 1 O:N-lL

ProsLEME.

‘(93.D’U N point donné T (Fig. 147. PL. 8.)fur
le diamérre AB , ou du point donné H fur AH pa-

. yallele aux appliquées 5 mener la tangente T H M.

Ayant mené par le point touchant M I'appli-
quée MP, & nomme AT, s; AH, z; dont
Pune ou l'autre eft donnée ; & lesinconnues A P,

. x5 PM, p: les triangles femblables TAH, TEM

StFiin sy=—ut

3 e

donneront y — 5 & mettant

ces valeurs a la place de y ou de x dans I'équation
donnce , qui exprime la nature de la courbe
AMD, lonen formera une nouvelle dans la-
quelle y ou x ne fe rencontrera plus.

Si Pon mene 4 prefent une ligne droite T D qui
coupe la droite A H en G, & la courbe AMD en

deux points N, D, defquels I'on abbaiffe les ap-

pliquees NQ, DB ; il eft evident quez expri-
mant A G dans Péquation précédente, x ou y
aura deux valeurs AQ, AB, ou NQ, DB,
lefquelles deviennent égales entrelles, fcavoir 2
la cherchée A P ou P M lor{que 7 exprime A H,
Ceft-a-dire , lorfque la fécante TD N devient la
tangente TM. Dol il fuic que certe équation
doit avoir deux racines égales. C'eft pourquoi on
la multipliera par une progreffion arithmétique
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arbitraire ; ce que Lon réiterera, s'il f:f’c ne'zceﬂ’ai.re, 2
en multipliant de nouveau cette méme equation|
par une autre progreffion arithmétique quelc.on-_‘ 3
que , afin que par la comparaifon des équations |

qui en réfultent , Pon en puiflfe trouver une qui
ne renferme que l'inconnue xouy, avec la don-
néesou 7. L'exemple qui fuit éclaircira fuffifam
ment cette Méthode,

ExEmpi1e

1 94.5 o1T ax —yy P'équation qui exprime la . |
ture de la courbe A M D. Si Ion met a la place |

, 'on aura zyy , &c. quil

Sy — S5t
de x fa valeur Z >
doit avoir deux racines egales.

1Yy — asy —-ast —0.
1% a,— I.

1y

* —ast=—0.

Ceeft pourquoi multipliant par ordre ces termes

par ceux de la progreffion arithmetique 1,0,

— 1, on trouvera as— yy — ax ; & partant AP g

( x) =s. D'oti Pon voit qu'en prenant AP = AT,

& menant Pappliquée PM, la ligne TM fera tan- §

gente en M. Mais fiaulieude AT (s), ceft AH

() qui eft donnée, lon multipliera la méme f

équation gy , &c. par cette autre progrefliono,
1 P
1,2, & lon aura la cherchée PM () = 2.

On auroit trouvé la méme conftruéion en met- |

St —+ tx

tant pour y fa valeur dans ax = yy. Carll

3 . -/ b
vient zrxy , &c. dont les termes multiplics psf .
PR

o
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I,0,— 1, donnent xx=—g;
quent AP (x5

24;
& par confé-

COROLLAIRE,

195. S1 T'on veut 3 préfent que le point touchant
M foit donné, & qu’il faille trouver le poing T
ou H, dans lequel la tangente MT rencontre le
diametre A B ou la parallele AH aux appliquées 5
il 'y a qu'a regarder dans la dernicre équation .,
qui exprime la valeur de linconnue x ou y par
rapport & la donnée sou 7, cette derniere comme
linconnue', & x ou y comme connue.

PROPOSITION III.

ProBLEmME

196. L A natyre de la conrbe géomérrique AF D
(Fig. 148. PL 8.) étans donnée 3 déterminer fon
point dinfléxion B, ;

Ayant menépar le pointcherché F, Pappliquée
FEavec la tangente F L. , par le point A ( origine
des x) Ia parallele AK aux appliquées , & nommé
les inconnues LA | s ; AK,:; AE, x; E R
J ¢ les triangles femblables L AK , LEF don..

Jt—:wf , & x:.ry —[—.rt ; da

forte que mettant ces valeurs 3 la place de y ou x

dans équation A Ia courbe, Ion en formera une

nouvelle dans laquelle y ou x ne fe rencontrera

plus, de méme que dans la propofition précé-
fnte, ¢

neront encore W=

Q
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AFEDen M, & lacoupeen D , d’oli Fon abaifle
les appliquées MP, DB : il eft évident 1° Que
s exprimant AT ; & #, AH; l'équation que
{on vient de trouver , doit avoir deux racines

égales , feavoir (A7, 193.) chacune AAP ou ﬁ
P M felon guon a fait evanouir y ou x, & une f
autre AB, ou BD. 2% Oue s exprimant ALJS

& ¢, AK; le point touchant M fe reunit avec |
le point d’inter(ection D dans le point cherche F:

puifque ( Arz. 67.) la tangente LF doit toucher

& couper la courbe dans le point dinflexion Fs
& quainfi les valeurs A P A B dex oul M .
BD de ydeviennent €gales entrlelles, fgavo,lr\,i‘.
I'une & l'autre & la cherchée AE ou EF. Dou |

il fuit que cette équation doit avoir trois rack
nes égales, Cleft pourquoi on la multipliera pat

le produit de deux progreflions arithmétiques ar- §
bitraires ; ce que L'on réiterera , s'il eft neceflaire,

Si 'on mene a préfent une ligne droite TD qui |
coupe la droite AK en H, qui touche la courbe §

en la multipliant de méme par un autre prodult

de deux progreflions arithmétiques quelconques,
ifin que par la comparaifon des c¢quations qul |
en réiultent , Pon puifle faire ¢vanouir les incon- §

nues § &
ExegmpieE

197. S 01T ayy == xyy + aax {'équation quiei"

\
prime la nature de la courbe AF D. Silon metd
, on formera 'equa- §

J'}/-—-J‘t

12 place de x fa valeur

tion gy} == sy —= aryy 5 &C.
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532 — sty - aasy — aast —o,

— a0
I, DS S = A 2
3’ 2, I, B
3‘9’5 o — aasy * =200

qui étant multipliée par 3,0, — 1, 0, produit

| des deux progreffions arithmétiques 1,0, — 1,

—2,&3,2,1,0,donne yy—2aa; & mettanc
certe valeur dans I'équation 4 la courbe , Ion
trouve I'inconnue AE (x) =%a. Ce qui revient
a lart. 68.

AUTRE SOLUTION.

198.ON peut encore réfoudre ce Probléme en
remarquant que du méme point Lou K ( Fig. 149.
150. PL 8. ) on ne peut mener quune feule
tangente LF ou KF ; parce qu’elle touche en
dehors la partie concave AF, & en dedans la
convexe FD ; au lieu que de tout autre point T
ou H, pris fur AL ou AK entre A & L ou A &
K, Pon peut mener deux tangentes TM, TD ou
HM, HD , I'unede la partie concave , & Pautre
de la convexe : de forte quion peut confidérer le
point d’infléxion F comme la réunion des deux
points touchans M & D. Si donc on fuppofe
que AT (s) ou AH (#) foit donnée, & qu'on
cherche ( Arz. 194. ) la valeur de x ou y par rap-
Port a s ou ¢ ; Fon aura une ¢quation qui aura
deux racines AP, AB » ouPM, BD qui de-
viennent égales chacune A la cherchée AE ou EF,

[0
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lorfque s exprime AL &z, AK. Ceft pourquoi §
Ton multipliera cette équation par une progrel. §
fion arithmétique arbitraire , &c. Gt

1|
ExempLE

199. S o171 comme ci-deflus, ayy =—=x)y -+ aax;
Ton aura encore gy’ — Sty — ALY —+~aasy — aas,
=0, qui érant multiplice parla progreﬁign arlth‘-
métique 1 50, — I, = 2, donne 3 — any
— 2a0t =0, dans laquellé s ne fe rencontre plus, §
& qui a deux racines inégales , (g,avmr PM, BD;,_?
lorfque z exprime A H, & deux egales chacuned’ 4
1a cherchée EF lorfque # exprime AK. Ceft pour-
quoi muitipliant de nouveau cette dernicre équa- §
tion par la progreffion arithmetique 3, 2, 1,0,
Ton aura 3y —aa=—o ; & partant EF ()]

=1/ %ua Ce quil falloit trouver. ) |

PROPOSITION 1V.

PROBLEME.
vzob.MENER dun point donné C ( Fig. 158§
PL. 8.) hors une ligne courbe AMD une perpendi- |
culaire CM 2 cetie courbe. i .

Ayant mené les perpendiculaires MP , CKfur
le diamdtre A B, & décrit du centre C de lin-
térvalle CM un cercle ; il eft clair qu'il toucher
Ta courbe AMD au point M. Nommant enfuite
Ies inconnues AP , x; PM, y; CM, r; & I
connues AK,s;KC ¢: 'on aura PK ou CE
—s—x, ME=p+1; &2 caufedu triangle
‘retangle MEC, y == — £ + }/rr— o5 + 208 — 52
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x==5—V/ rr—u—o2ty—yy - deforte que met-
tant ces valeurs 2 la place de y ou x dans I'équa-
tion & la courbe, lon en formera une nouvelle
dans laquelle y ou x ne fe rencontrera plus.

Si Pon décrit & préfent du méme centre C un
autre cercle qui coupe la courbe en deux points
N, D, d’ou Pon abaiffe les perpendiculaires NQ,,
DB ; il eft ¢vident que 7 exprimant le rayon CN
ou CD dans I'équation précédente , x ou y aura
deux valeurs AQ, ABou NQ, DB qui devien-
nent ¢gales entr'elles, fcavoir 3 la cherchée AP
ou PM , lorfque » exprime le rayon CM. D’ol il
fuit que cette équation doit avoir deux racines
egales. Ceft pourquoi on la multipliera, &c.

ExeEm>rLE

201.§ 01T ax— py Iéquation qui exprime Ja
nature de la courbe AMD), dans laquelle mettant
pour x fa valeur s — /v —w —2iy— 4y , Pon
aura as — gy =—a '}/ rr —u — 2ty — yy: de forte
quen quarrant chaque membre, & ordonnant en-
{uite I'équation , l'on trouvera y*, &c. qui doit
avoir deux racines ¢gales lorfque y exprime la
cherchée P M.

vt *— 249y 4 2aafy - aass = o,

= aa —aarr
= aatt
45 35 2, I, 0.
4% —aagy + zaay * = o,
= 244

Q3
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Cleft pourquoi on la multipliera par la progreffion

arithmétique 4, 3, 2, 1, o0, ce qui donnera

4y* — 4asy - 2aap + 204t — o0, dont la réfoly-

tion fournira pour y la valeur cherchée M P.
Si le point donné C tomboit fur le diametre

AB(Fig. 152.PL 8. ); l'on auroit alorst —o , ‘

& il faudroit effacer par conféquent tous les ter.
mes ol z fe rencontre ; ce qui donneroit gas
— 244 == 4)y == 4ax , €N mettant pour yy fava-
leur ax. Dot l'on tireroit x = s — 14 ; Ceft-a-dire,
que fi T'on prend CP égale A la moitié du pa-
rametre , & quayant tiré Pappliquée P M per-
pendiculaire fur A B, I'on mene la droite CM )
elle {era perpendiculaire fur la courbe A M D,

CoRozxLXLAIRE

goz.S 1 lon veut & préfent que le point M
( Fig. 152, PL 8.)) foit donné , & que le point C
foit celui qu'on cherche ; il faudra dans la der-
niere equation qui exprime la valeur de AC ()
parrapport a AP (x) ou PM (), regarder ces
dernieres comme connues, & lautre comme Lin-
connue.

Dirrxnirtron IIL

Si d’un rayon quelconque dela développée I'on
décrit un cercle, il fera nommé cercle baifant.

Le point o ce cercle touche ou baife la
courbe , eft appellé point baifant.
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PROP_OSI'TION V.

PROBLEME.

203- L A narure de la conrbe AMD ( Fig, 153.
PL 8.)) étant donnée avec un de [es points quelcon-
ques M 5 trouver le centve C du cercle qui la baife
en ce point M.

Avyant men¢ les perpendiculaires MP, CK fur
Paxe, & nomm¢ lcs lignes par les mémes lettres
que dans le Probléme précedent ; lon arrivera a
la méme ¢quation dans laquelle il faut obferver
que la lettre x ouy, que lon y regarde comme
inconnue , marque ici une grandeur donnée ;
& qu'au contraire s , ¢z, que l'on v regarde com-
me connues , font en effet ici les inconnues aufli
bien que 7. e ;

Cela pofe, il eft clair 1°. Que le point cherché
Cfera fitué fur la perpendiculaire MG 2 la courbe.
20, Que l'on poutra toujours decrire un cercle qui
touchera la courbeen M, & la coupera au moins
en deux points(dont je fuppofe que le plus proche
eft D, d’ott Pon abaiffera la perpendiculaire DB );
puifque Pon peut toujours trouyer un cercle qui
coupe une ligne courbe quelconque , autre quun
cercle,, au moins en quatre points, & que le point
touchant M n’équivaut qua deux interfeGions.
3% Que plus fon centre G approche du point cher-
ch¢ C, plus auffi ke point d’interfection D appro-
che du point touchant M : de forte que le point
G tombant fur le point C, le point D fe réunit

Q4
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avec le point M puilque ( A7, 76. ) le cercle dé.
crit du rayon CM, doit toucher & couper la cour-
be au méme point M. D'ott Fon voit que s ex-
primant AF, &, EG, F'équation doit avoir
deux racines égales, fcavoir ( Az, 200. ) chacune
a AP ouP M felon qu'on a fait ¢vanouir y oux,. ;
8 une autre AB ou BD qui devient aufli ¢gale
2AAPouPM, lorfque s & ¢ expriment les cher-
chées AK, K C; & quainfi cerce ¢quation doit
avoir trois racines égales. : '

DES INFINIMENT PETITS. 249
. —44ay — 6aar: d’olt, en fuppofant pour abréger
2 27:13!;
163
=aar ; & partant 16#° = 27arr. Dol il fuit que
la courbe qui paffe par tous les points C, eft une
feconde parabole cubique , dont le parametre
— %’ > & dont le fommet eft éloigné de celui de
laparabole propofée de La; parce quen =5 iy,
Lorfque la pofition des parties de la courbe ,
voifines du point donné M, eft entierement fem-
blable de part & d’autre de ce point , comme il
arrive lotfque la courbure y eft la plus grande
ou la moindre ; il senfuit que Pune des inter-
fections du cercle touchant ne peut fe réunir
avec le point touchant, que I'autre ne sy réuniffe
en méme temps: de forte que Péquation doit avoir
alors quatre racines cgales. En effec, fi 'on multi-
pliey*, &c. par 24,6, 0,0,0, produit des trois

s t
s—s4=—u, lon tirera y :3%,&4}1’:

Exemere i
204, Soir ax=yy I'équation qui exprime la na-
ture de la courbe AMD,& Pon trouvera (Are. 201,)
J* &c. qui étant multiplide par § 2o
— 1, 0, produit des deux progreflions arithmé- j
tiquesig, 3o i e L0y i =
donne 8y* — 2aary.

YV ¥ — sagy & aaaty 4 anss — o,

S S progreflions arithmétiques 4, 3hi2 ol ok
-~ aart 3,2,1,0,—1,&2,%90,—01,——2;
Pl T D Tonaura 24p*—0: ce qui fait voir que le point
25 T oLt M doit tomber fur le fommet A de Ia parabole ,
; = afin que la pofition des parties voifines de la cour.

gyt * S q P partie

: ; f befoit femblable de part & d'autre.
Dot on tire la cherchée K Cou P E Gy — v

4 g 2 E ; AUTRE Soxﬁrlon.
Si 'on veut avoir une équatlon qui exprime [a

nature de la courbe qui paflc par tous les points

i 205, Ox peut encore (‘Fig. 154. PL. 8.) réfou-
C, Yon multipliera encore b, &e. par 0,3, 4,

| | dre ce Probléme en fe fouvenant que l'on a dé-

35 0, produit des deux progreflions 4, 3, 2,
by 05 &0, 1,2,3, 45 & l'on trouvera Basy

| montre dans Particle 76 quon ne peut mener

du point cherché C quwune feule perpendiculaire
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CM &la courbe AMD ; aulieu quil y a une.
infinit¢ d’autres points G fur cette perpendicu- |
laire MC, d’oti I'on peut mener deux perpendi- |

i

culaires MG, G D a la courbe. Si donc on fuppo-

fe que le point G foit donné, & que I'on cherche |
( Art. 200.) la valeur de x ou y par rapport aux
données s &z il eft vifible que cette équati
doit avoir deux racines inégales, fcavoir A
A BouPM, BD qui deviennent egales entr'elles
Torfque le point G tombe fur le point cherche

Creft pourquoi I'on multipliera cette équation pat §
une progreflion arithmétique quelconque , &aif

B i iR

aura ( Arz. 201.) 47, &c.
4y  X*—4asy  2aat —o.

-+ 2aa
A e
B * —ogat=—o0.

e G
qui étant multipliée par la progreflion arithmé-§

tique 2, 1, 0,— I, donne comme ( Aty 204)

3
auparavant L= 4—5—-—
@

CoROLILAIRE 1
207.I L eft évident qu'on peut ( Fig. 153. I54
Pl 8.) confidérer le point baifant comme ( Art.
203.) la réunion d’un point touchant avec un
point d’interfection du méme cercle ; ou bien
comme ( Arr. 205. ) la réunion de deux point

i
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¢ouchans de deux cercles differens & concentris
ques : de méme que le point d’infléxion peut étre
regardé (Arz. 196.) comme la réunion d'un point

. touchant avec un point d’interfection de la méme

droite, ou ( Arz. 198.) comme la réunion de deux
points touchans de deux différentes droites qui
partent d’'un méme point.

PROPOSITION VI
ProBLEME.

208, T R OU V ER une équation qui exprime la na-
wure de la caufliqgue AF GK , (Fig. 155. PL.8.)

.\ formée dans le quart de cercle C AMN B , parles

Aok S o1 comme ci-deffus ax —yy ; & l'oﬁ} rayons réflechis MH , N L, &c. dont les incidens

PM, QN, éc. font paralleles 2 CB,
Je remarque, 1°. Que {i I'on prolonge les rayons

! réfléchis MF, NG , qui touchent la cauftique en

F, G, julqua ce qu’ils rencontrent le rayon CB

| aux points H, L ; Ton aura MH égaled CH, & NL

égale & CL. Car angle CMH = CMP =MCH; &
deméme Pangle CNL —=CNQ=NCL.

29. Que d’un point donne F fur la cauftique
AFK , on ne peut mener qu'une feule droite MH
qui foit égale 3 CH; au lieu que d’un point donné
D entre le quart de cercle’ A M B & la cauftique
AFK , Pon peut mener deux lignes MH, NL tel-
les que MH — CH & NL — CL. Caron ne peut
mener du point F qu’une feule tangente MH ; au
lieu que du point D, on en peut mener deux MH,
N L. Ceci bien entendu

Soit propof¢ de mener d’un point donné D Ia
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CH, qu'elle détermine fur le rayon CB.

Avyant men¢ MP , DO paralleles 2 CB, & MS  ‘
parallele & C A, foient nommées les données CO |,
ouRS, #; OD,z; ACouCB,a ;& les incon- §
nues CPou MS, x; PM ou CS, y s CHou MH, 7.
Le triangle reGtangle MSH donnera rr =rr—21p 1

~+1y + xx: d’olt 'on tire CH (r) :ff#/ De
plus fes triangles femblables MRD , MSH donne-

ront MR (x-2). MS(x):: RD(3—y»).SH

= % & partant CS+SH ou CH=Z X
X — Kl
Loxx At yy ;

2

]’e'ur aa- D’ott I'on forme ( en multipliant en croix) ;‘ _ & Pon trouvera comme ci-deffus
Yéquation aax — aan — 23xy — 2ayy 5 & mettant |
pour yy fa valeur aa — xx , il vient 23xy — aax B
- aau — 2uxx : quarrant enfuite chaque membre |
pour bter les incommenfurables,, & mettant en- |
core pour py fa valeur 4z — xx, Pon aura enfin |
4uux’ — 4aaux’ — Aaauuxx + 20°0% + a‘un —0. §

435 —4aaz33
+at

Or ’il eft clair que z exprimant CO ; &z, OD; §
cette ¢galité doit avoir deux racines inégales,{ca- §

voir CP, CQ: & qu’au contraire # exprimant G
& 7, EF ; CQ devient égale & CP, de forte qu'elle
a pour lors deux racines égales. C’eft pourquoi fi
Ton multiplie fes termes par ceux des deux progref-
fions arithmétiques 4, 3,2, 1,0, &0,1,25 324
Ton formera deux égalités nouvelles par le moyen

aa i
- en mettant pour xx - fa va-. | 1
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¥ o < 2 4

i ' : £ elles on trouvera , apres avoir fait Lvanouir

droite M H , enforte quelle foit égale 3 . | defqu _ ) 2] .
. i iees la partie § Finconnue x , cette équation.

643° —48aaz* - 124'x —a® =0,
~+ 192un — 96aauu— 154*08
+ 192u* — 48aau’
-+ 64u°
qui exprime la rélation de la coupée CE (z) a
rappliquée EF (). Ce qu'il falloit trouver.
On peut déterminer le point touchant ¥ en fe

' fervant de la méthode expliquée dans la huitieme

Setion. Car fi on imagine un autre rayon inci~
dent p2 infiniment proche de PM ; il eft clair que
le réféchi mh coupera M H au point cherché F,
par lequel ayant tiré FE parallele a PM, lon
nommera CE, u; EF,z; CP,x; PM,y;CM,a:
aax —t aau — 2UX%
X
— 2z. Or il eft vifible que CM, CE, EF demeu-
rent les mémes pendant que CP & P M varient.
Ceeft pourquoi P'on prendra la différence de cette
équation en traitant @, # , {, comme conftantes ,
& x ,, comme variables ; ce qui donnera 2uyxxdx
- aanydx — aaxxdy — aauxdy -+ 2ux’dy = o, dans

d.
laquelle mettant pour dx fa valeur ——lx-l(que Pon

trouve en prenant la différence de yy =aa —xx ),
& enfuite pour yy fa valeur as — xx, il vient en-

fin CE () = 2.
Si Pon fuppofe que la courbe AMB ne foit plus

‘un quart de cercle , mais une autre courbe quel-

conque qui ait pour rayon de fa développee au
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point M la droite MC ; il eft clair ( Arz. 76.) qu

{a petite portion M peut étre regardée comme un |
arc de cercle décrit du centre C. D’od il fuit que § e 7
. 209. S OIT une ligne droite indéfinie AO (Fig. 156.

fi 'on mene par ce centre la perpendiculaire CP fur
le rayon incident PM , & quayant pris CE.—2!

aq
3

(CP =x,CM==2) Pon tire EF parallele 4 PM; |
elle ira couper le rayon reflechi M H au point F,

ol il touche la cauftique A F K. ;

Si l'on tire par tous les points M, 72 d’une ligne
courbe quelconque AMB, des lignes droites MC,
mC 2 un point fixe C de fon axe AC, & d'autres
droites MH , s/ terminées par la perpendiculaire

CB a l'axe, enforte que langle CMH = MCH, & F
Comh = mCh ; & quil faille trouver {ur chaque |

M H le point F ou elle touche la courbe AFK,
formée par les interfections continuelles de ces

droites MH , 72k, On trouvera comme auparavant

CH:xx—l—yy ik X ——uy
’."._’y x — i
13— uyy —+ xyy — uxw

2

( en traitant u, z comme conftantes, & x, §
2x’pdx — wxxydx |
— x'dy + wxidy - xxyydy -+ uxpydy — uwpds §

f 3 14 143 2 N > n
= 0; & parant la cherchée CE () § AC devient égaled A B, Ceft-a-dire, quellea

comme variables ) donne

253 yda — x4dy xxyydy
xxyda — x3dy + y3dx — xyydy

de la ligne AMB ¢érant donnée , on aura une va: |
leur de dy en dx , laquelle érant fubftituée dans |

1: ﬂ" S otte e i < 3 ‘
expreflion de CE , cette expreflion fera délivice B i

, ¢ AO langle FAO tel que AE eft double de EF.

des différences & entiérement connue,

— 27 ,dont la différence | &

- Or la natue & multipliera par la progreffion arithmétique 1,0,
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PROPOSITION VIL
PROBLEME.

DL 8.)qui ait un commencement fixe au point A foit

entendue une infinité de paraboles BED , CDG qus

ajent pour axe commun la droire AQ , & pour pa-
ramezres les droires AB, AC iutercepiées entre le
point fixe A, & leurs fommers B, C. On demande g

nature de la ligne AEGqui touche toutes ces paraboles.

Je remarque d'abord que deux quelconques de
ces paraboles BED , CDG fe couperont en un point

* D fitué entre Ja ligne AFG & I'axe AO ; que AC
- devenant égal 4 AB, le point dinterfection D tom-

be fur le point touchant F. Ceci bien entendu,
. - A
Soit propof¢ de mener par le point donné D une
parabole qui aitla propri¢té marquée. SiFon mene

b Tlappliqueé DO, & qu'on nomme les données AO,
. ot Pon tire: B #0D,z; & linconnue AB, x; la propriété de la
'} parabole donnera AB xBO (ux —xx) =D0O" () 5

& ordonnant I'égalité, Pon aura xx —ux + 33=0.
Oril eft évident que # exprimant AO ;& 3, 0D ;
cette égalité a deux racines inégales, {cavoir AB,
CA: & qu'au contraireu exprimant AE; &2, EF+

pour lors deux racines égales, Ceft pourquoi on la
— 1:ce qui donne x — g ; & fubftituant cette va-

leur 3 Ia place de x, il vient 'équation 2 = 2% qui
doit exprimer la nature de la ligne AFG.Douil'on
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Si l'on veut réfoudre cette queftion en généra
de quelque degré que puiffent étre les paraboles
BED, CDG; on fe fervira dela Méthode expliqu' :
dans Ja Se€tion huitieme, en cette forte. Nom-
mantAE, 2; EF , 2 ; AB, x ; Pon aura z— x"x

==1"™""qui exprime en général la nature de la p

rabole BF, dont la différence donne (en traitant |

u & g comme conflantes , & x comme variable

m—

4% 3 x% - nx

Nt e
dx xu—x"=p

fo—to7)

il vient—
&

—n XU — X
m—p

& divifant parz —x  dexx

+nu—nx =0 :donlon tire x —

“ 3
m—-n

partant # — y — #. Mettant donc ces va

m—t-1
4 o
leurs 2 la place de u—x, & de x dans I'équatio
e

générale ; & faifant ( pour abréger ) e

77 r
m-n=r,lon aura e

e

Dot Fon Pon voit que Ia ligne AFG eft toujours
droite, fi compofees que puiflent étre les paraboles,

n’y ayant que la raifon de AE a EF qui change.

Onwvoit clairement par ce que on vientd’excpliquer dans cette
Section ; de quelle maniere Lon doit fe fervir de la Methode
de M. Delcartes & Hudde pour réfoudre ces fortes de quef-

tions lorfque les: Courbes fon: Géometriques. Mais Pon yoit

auffr en méme temps qu’elle n’eff pas comparable a celle de My
Leibnirs , gue fai taché dexphiquer é fond dans ce Traité:
puifque cette derniere donne des réfolutions genérales, ot ais

tre m'en fournit que de particulicres 5 qulelle s'étend aus lis |
gnes tranfcendantes, @ quil weft point néceffaire d'éter lesine

commenfurables : ce qui feroit trés fouyent impraticable. -
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- G Grun onn

COMMENTAIRE

Des articles les plus difficiles de I’Analyfe
des Infiniment Petits

- La Préface que nous avons mife a la tére de
P Analyfe des Infiniment Petits, nous difpenfe de
douner ici une idée générale du Commentaire que
nous mettons & la fuite de cet udmirable Traité. Ce
Commentaive n'eft pas diftingué des Noves fuivantes:

NOTE 1

A demande, ou plutbt la fuppofition de

Varticle 2. pag. 3. que les Commengans n’ac-
cordent qu’avec peine ; ne contient rien dans le
fond qui ne foit bien raifonnable.

En effet , Ion regarde comme infiniment exactes
les opérations des Géométres & des Aftronomes ;
ils font cependant tous les jours des omiffions
beaucoup plus confidérables que celles des Algé-
briftes. Lorfquun Géométre , par exemple ; prend
la hauteur d’une montagne, fait-il attention 2 un
grain de fable que le vent enléve de deffus fon
fommet : Lorlque les Aftronomes nous parlent
des ¢toiles fixes , ne négligent-ils pas le diametre
de la Terre dont la valeur eft d’environ trois miile
lieues 7 Lor{qu’ils calculent les ¢clipfes de Lune ;
ne regardent-ils pas la Terre comme fphérique 5

R
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& par conféquent ont-ils égard aux maifons , aux
tours, aux montagnes qui {e trouvent fur {a furfa-
ce ? Or tout cela cft beaucoup moins 2 négliger
que dx , puifqu'il faut un nombre infini de dx,

pour faire x ; donc le calcul differentiel eft dans le :f'
fond le plus {{ir des calculs ; donc la demande de §

Yarticle 2. ne contient rien que de raifonnable.
Toutes ces comparaifons font tirées du Cours de
Mathématique de Wolf, Tom. 1. pag. 418.

: N OnF el

L’ARTICLE 5. pag. 5. a befoin d'un Com-
mentaire dans toutes les formes. On convient que:
la difftrence de xp eft ydx + xdy -+ dxdy ; mais on
ajoute qu’on peut fans erreur fenfible omettre dans
la pratique dxdy. L’on a raifon ; en voici la dé-
monftration la plus rigoureufe. Pour la mettre a
la portée de tout le monde , reprenons les chofes
d’un peu loin.

io. Toute grandeur infinie fe marque par quel-
qu'un des carateres co , oo®, o’ &e.

2°. Le premier de ces caraltéres marque un in-
fini du premier ordre, le fecond un infini du fe-

cond ordre, le troifieme un infini du troifieme |

ordre &c.
3°. Un infini du fecond ordre eft infiniment plus
grand qu’un infini du premier ordre, & ainfi d’un
infini du troifieme ordre par rapporta un infini
du fecond. :
4°. Une quantité infinic ne peut pas €tre aug:
mentée par I'addition d’aucune quantite finie,
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i diminuée par la fouftradtion d’aucune,q;uaptité
finie. Ainfi o + 1 == c03 de méme oo —4 = oo,
Ce que lon a dit de Pinfini par rapport au fini ,
on doit Ie dire de Finfini d’un ordee fupéricur vis-
3-vis Vinfini d’un ordre inférieur. Atnfi o0+ oo
—0?; de méme o) — o0* = 0!, Voyez=en la
preuve dans la note précédente. el sy -
5°. Toute grandeur infiniment petite eft repre-
fentée par une fra&ion dont le numérateur eft un

5 % = - - I I
fini & le dénominateur un infini, Ainfi —, — ,
: @ " w

I < =
=~ &c. font des frations qui reprefentent des

grandeurs infiniment petites du premier , du
fecond & du troifieme ordre. Une grandeur infi-
niment petite eft encore reprefentce par une frac.
tion dont le numérateur eft un infini d’un ordre
inférieur A celui du dénominateur. Ainfi 5—3; re-
préfente une grandeur infiniment petite. En effer,
g i
w2 T o

6°. Un infiniment petit du fecond ordre repré-
fente une grandeur infiniment plus petite qu'un
infiniment petit du premier ordre, & ainfi des
autres & Vinfini. :

79, Une quantité infiniment petite n'eft: rien

A

par rapport A une quantité finie. Ainfi 1 +
P - &

I ! 3 g &
=131———1I De méme un infiniment petit

du fecond ordre n’eft rien vis-3-vis un infiniment
R 2
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dans la note précédente.
8o. xy el le produit de x multipliant y.
9% xp - ydx - xdy + dxdy et le produit d

x -+ dx multipliant y 4-dy , Ceft-3-dire , eft le
produit de x augmenté d’une quantité infiniment |
petite, par y qui fe trouve aufli augmenté d'une
quantité infiniment petite ; donc ydx + xdy +dxdy

eft la différence de xy.
10°. dxdy eft une quantité infiniment petite du

fecond ordre par rapport & ydx +xdy quon doit
regarder comme des quantités infiniment petites

du premier ordre. En effet , prenons le rectangle

ABCD ou xy, Fig. 157. Pl 8. Augmentonsfa §
bafe CD ou yde la quantité infiniment petite &
D# oudy, & fa hauteur BD ou x de la hauteur
infiniment petite Dp ou dx ; il eft evident que

le reCtangle infiniment petit B Duou xdy , &
le reCtangle infiniment petit CD op ou ydx font des
reCrangles infiniment plus grands que le reftangle
Dnpr ou dxdy , parce que chacun des deux pre-
miers eft le produit d’une quantité finie par une

quantité infiniment petite , au lieu que le fecond §

eft le produit de deux quantités infinimeut peti-
tes ; donc dxdy eft une quantité infiniment plus

petite que ydx ou que xdy ; donc on peut fanser- -

reur fenfible la négliger dans la pratique; donc fi
1a différence de xp eft ydx =+ xdy + dxdy , elle fe-
ra ydx -+ xdy.

g

: : By X 1 |
petit du premier ordre. Amﬁ S =
el e 1
e en trouverez la preuve
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110 I eft donc vrai que la différence d’un

* produit compofé de deux quantités contient la
. difftrence de la premiere quantit¢ multiplice par
) 1a feconde, -+ la différence de la feconde quan-
 tité multipliée par la premiere. Il neft pas moins
' vrai que la différence d’un produit compofé de
| trois quantités fe trouve en multipliant le pro-
duit des quantités pofées de deux en deux par
1a différence de la troifieme. La différence, par.
exerple , de xyz eft yzdx - xzdy ~+ xpdz ; en voici
| la démonftration. ‘

Je fais xp = ; donc la différence de u fera la
méme que la différence de xy ; donc ydx + xdy

De plus xp =, donc xyz =ug ; donc la dif-
firence de xyz fera la méme que la difference de
1z ; donc la différence de xpz eft zdu -+ udz. Mais
2y — yzdx + x3dy , parce que du = ydx -~ xdy ;
& udz =xpdz , parce que xy = u ; donc zdu —+-udg

¥ — y2dx - xzdy —+ xpdz; donc fi la difierence de

xy7 eft zdu + udz , elle fera par-la méme ygdx
+ x3dy + xpdz 5 donc la différence d’un produit
compofé de trois quantités fe trouve en multi-
pliant le produit des quantités pofées de deux en

~ deux par la différence de la troifieme. Par Ih méme

raifon Ton aura la différence d’un produit com-
pof¢ de 4 quantités , en multipliant le produit
des quantités pofées de trois en trois par la diff¢-
rence de la quatrieme. La différence du produit
axyz eft donc xyzdu -+ uydx 4 uxzdy ~+ uxydz. En

géneral la différence du produit de plufieurs quan.

B3
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tités multiplices les unes par les autres eft égale § |
1a fomme des produits de la différence de chacune §|
de ces quantites par le produit des autres. M. de J}
YHépital avance , par exemple , que la différence ¥
dea+axb —y eft bdx —ady —ydx— xdp. lla §
vaifon. Eneffet, o —x x5 —y =ab+bx—ay —x. §
Mais ab n’ayant point de différence , celle de ce

dernier produit cft évidemment bdx — ady —ypdy
— xdy , donic &c. :

NowE Lii ik
M. le Marquis de I'Hopital affure , & Parsicle 6.
pag. 6. que y—diq;—xfll eft la différence de ; Po

le démontrer , je fais; = g; & javance que dans

cette hipothéle I'on aura dy :M, don ;

54

: e
Yon aura par 13 méme J’Lyy_xl pour la différen- §

ce de la fradtion =. Le calcul fuivant en fora la :1 .'

preuve evidente,

18 ;—i == £ par hypothéfe.
2. XL — )T
348 = Tdy + pdz
Ao e = iy iy
v4 4
dox

i
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dx d
Fedni — 5,{1‘ J;
s e

ieadnis — = :

ExprrcaTION

1°. La premiere équation cft une pure {uppo-
fition , qwon ne peut accorder , qu'en accordant
que la feconde équarion eft inconteftable.

2°. La troifieme équation eP'c fondée fur ce
principe ; fi x=— yz, donc la diff¢rence de x fera
égale & la difference de yz.

30, La quatrieme équation a été formée par les
réles ordinaires , c'eft-d-dire , en tranfportant
dans Pautre membre de Iéquation la’quantitc
+zdy, apres Pavoir affectée du figne —.

4°. En divifant pary la quatrieme Ag—Equat:on 3
Ton a eu la cinquieme équation, & en dtant dans
celle-ci les leteres qui fe détruifent , Fon a eu la
fixieme équation. : s

so. Pour trouver la feptieme ¢quation, T'on a
fubflitué dans le fecond membre de la fixieme

3 z fa valeur ’5.

6°. La huitieme équation eft la méme que la
feptieme , aux yeux de quiconque fcait les pre-
miers éléments de P'Algébre ; donc fi celle-ci eft
bonne, celle-13 le fera auffi ; donc la difference
d’une fra@ion eft égale au produit de la diffe-
rence du numérateur par le dénominateur, — au
produit de la différence du dénominateur par le
numérateur , le tout divif par le qua;ré du de-

4
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nominateur ; donc la diffrence d_ez eft T aolx «

; S 3 XX
parce que le numérateur 2 n’a point de différence;

donc la différence de = 2t gy T
&+ X aa ~+ . ;
adsx iy
T aa —+ 2ax — xx'
NOTE 1v.

; i
];_{, ARTICLE 7, page 7, demande une foule |
d cciairciflements 5 ils feront renfermés dans les

s
¥eponles aux queftions fuivantes.

Premiere Oucflion. Comment pourroit-on prou. E

ver que — 1 eft I'expofant de - 2
i

Réponfe. x—1 :i Encfieey = 1 % »2 =)
==ux; donc xeft le produit du multiplicande x*

par le multiplicateur =" ; donc e
e

parce que la divifion du produit par le multip]i-.‘
cande donne pour quotient le multiplicateur.
1

Mais =

: ey 1
=5 doncx— 1 — 4 donc en général

- e 4

;__ms q;:armtc ¢levée A une puiffance dont Pexpo-
{ant eft un nombre entier néoatif. n’ .
Yunigé divifée .ncgatlf, 5 eﬁ Al
runue divifce par la puiffance pofitive de cette

G114 P === 1 >
guantite ; doncx 72— = donc x :;13_ &c.

Seconde ueftion. Eftil vrai que 1/ ait pour |

?

i
bl

espoflany

¥ P sz
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Réponfe. Cela eft vrai, & en voici la preuve.
1 1 £

2 X x 3 2
« — x*; mais x” a pour expofant 1, donc }/x

[ 94 pour expofant £ Il gagit donc de démontrer
‘ que /x =x* La chofe neft pas difficile. Voici
comment il faut s’y prendre.

1 1 L X

X
Yy xt—x> == x'—x;doncx* eftla ra-~

2
cine quarrée de x. Mais }/x eft la racine quarrée
; ‘

i : .
de x5 donc }/x = x* ; donc en genéral -une
quantité quelconque élevée & une puiffance frac-
tionnaire n’eft autre chofe que la racine d’une
puiffance dont I'expofant eft le numérateur de la
fraction , & le dénominateur eft lexpofant de la
j 3 X s 4

| racine ; donc 3/x ==« ; donc J/x* =«"

B ; : : 1
Troifieme Oueltion. A quoi tquivaut —— 2

V¥

— 2
Réponfe. L —x" % Jele démontre. /¥
3

X
2 : ! I I ol
| = x" (queftion 2% ); done————s=ielMais =
1 K ox X
‘ 3 Aot ‘ i el
&« “(queftion ve )donc ——x

RS
3

1 1

donc — —x ;donc —==x ™
V x V¥

Ouvatrieme Oueftion. Eftil vrai que 1, }/x, %

forment une progreffion géometrique 2
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Réponfe. 1l eft evident que 1 :]}x:: ]7x Dy
2 ; 3

2
ca{r EX¥xe=x, B Y/Ax ) xe=x; donc 14 Pl
x font trois termes en progreflion géométrique :

Ifif:urs trois expofants 0, 1, 1 forment une pro
reflion arithmétique;; ; &
g thmétique; caro - 1=1, & t+ie= 1. |

X 3 3 2
Corollaire I. 1, V'x, }'xx , x font en pro- |
I 2z |

reflion étri : 3 g
g g:éomeanue. Eneffet, 1:27 :1odivg

2 bk L I 2
Cab 1L i — X X = g
X %7, & X ¥ = x’. De plus % ;
2 2

1 E

L
= x’ » don e s :b
5donC I, X, %%, X, 00 1, P/ x )/ %%, & |

font en progreffion géomtétrique.

Pour leurs expofants o, 7+ 25 151ls font en

progreflion arithmétique. En voici la preuve ‘

1, Bl

. :
=%, & que la fomme des moyenngs £ + 1=*
De plus:.2::2 ilfque i
7°5:3 -1, puifquel . —2
: & que
+2—2: donc les e : e
T les expofants 0, £, 2, 1 font
en progreflion anthmétique. Y

Corollaire 11. Yar la méme raifon, 1, ]}x,

5 < 2
s (1 1 P
iy = = 3 pis
I/XX, ]/x 3 ]/JC s Xy OU, I, xs,x‘,xs,xssx »

font en progreflion géométrique ; & leurs expo-

fantso , IR0
nts 05, 55 $5 %, %, 10uf fonten
arithmétique. / b
Cinguieme jon; S it ] i
q Oucftion. S5 — font-ils ‘e
l/x} XX :

progreflion géométrique ¢

2 2 L R
Jelised Syl Sicar vl R oF |
2 QAL XX —x ‘=—x}, &x x4 |

o.1:2.%, puifque la fomme des extrémes o o2 |
3

T
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— 1

Réponfe. x >

AUEES —2

e font en progrel-
—1 —n BT

fion géometrique ; carx X x —x &

LG el el

2 e
Sl ; donc x s

=t

s

S L_ {ont en progreflion
2 P X%

%
V%
géometrique.
i1 wleit pas néceflaire de faire remarquer que
P
leurs expofants — 1 5, —35 —2 font en progref-

fion arithmétique 5 la chofe faute aux yeux. llen
¢ft de méme des autres progreffions géometriques
& arithmétiques que propofe M. le Marquis de
I'Hépital ; elles fe préfentent 2 rout Commengant
qui fgait délivrer une quantité quelconque de fon.
figne radical , en lui donnant un expolant frac-
tionnaire.

Sixieme Queftion. Comment peut-on démontrer
que 2xdx eft la différence de xx.

Réponfe. xx eft le produit de x par x. La diffe-
rence d’un produit compofé de deux quantités
contient ( Noze 2¢.) la difference de la premiere
quantité multipliée par la feconde,, la differen-
cede la feconde quantité multipliée par la pre-
miere 3 donc la différence de xx eft xdx - xelx
= axdx;

L’on prouvera par la méme note que la différen-
cede ¥ eft 3x°dx; que celle dex*eft 4x’dx ; &
quen général la différence d’une puiflfance quel-
conque parfaite ou imparfaite d’une quantit¢ va-
riable, cft égale au produit de Pexpofant de cette
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puiffance , par cette méme quantité élevée 3 une
puiflance moindre d’une unité, & multiplice par
fa différence. En nommant donc 7 un expofant
~ quelconque entier pofitif , Pon dira que la diffé.
rence de x"eft 2 x" ' dx. De méme en nom-

- 3
mant —-un expofant quelconque fractionnaire po-

m-——n

2 m T—‘
fitif, I'on aura — x * Ldx, ou

Al

m
pour la différence de x*. Enfin en prenant—m |

pour un expofant quelconque entier négatif, &

7
~— — pour un expofant quelconque fra®ionnairené |

gatif,Vonaura —mx—"—1 gy pour la différence

—_—

dex s e o
b7

pour la différence de x — 7.

Seprieme Queflion. Comment peut-on démon-

—mx Sy
dx :_—'f—‘-?
e

— ] ———

trer que — mx

Réponfe. Pour démontrer que—mx—=—"1 dx

— ™ 1

% s
= —=—— » multiplions les deux membres

de cette équation par x™™ , nous aurops

el e e e dx,ou—mx"" 'dx
== —mx""""dx ; donc, apres la multiplication ,
les deux produits fe font trouvés ¢gaux ; donc les
deux multiplicandes Pétoient avant la multipli-
cation, Mais les deux multiplicandes Ctoient les

X d

I 7 R i e i
dx——_—"x oy
b4
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1 ~ P Lo
deux membres de I'équation — mx™ "7 'dx

m-—1

= 7 % . donc ces deux membres ¢roient

T
réellement €gaux,
; . :
L'on prouvera de la mcme maniere que

m
T xn Ly s e
n e e dx ; donc en

Zm. n
n

x
général la difiérence d’une puiffance quelconque
parfaite ou imparfaite d’une quantité variable eft
égale au produit de l'expofant de cette puiffance ,
par cette méme quantité ¢levée a une puiffance
moindre d’une unité, & multipliée par {a differen-
ce. Concluez de 12 qu'il n’eft pas neceffaire de fai-

b

re x " =g, pour trouver la différence d’une puif-

fance quelconque imparfaite.

Huitieme Oueftion. Quelle eft la différence du
cube de ay — xx ? :
" Réponfe. La différence demandée eft 3alyydy
— Gaaxxydy -+ 3ax’dy — 6aayyxdx <~ 12ayx’dx
~ 6x'dx , parce que le cube de ay — xx eft a’p?
— 3aapyx’ + 3ayx* — x°. En effet,la différence de
2y eft 3a’yydy (queftion 6.) La difference de
— zaapyxx et — 6aaxxydy — 6aayyxdx (méme
queftion ). La différence de 4 3apx® eft + 3ax*dy
+ 12ayx’dx ( méme queftion ). Enfin la différence
de — x° eft— 6x%dx , ( méme queftion); donc la
difference affignée eft la véritable différence du
cube de ap — xx.
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Neuvieme Dueflion. Quelle eft la différence du
radical ]/xy eyl ?

Réponfe. La différence demandée eft
ydx —+ xdy —- nydy

Va5
Pour la mettre & la portce de tout le monde , je
fais I xy —+ yy = u. Cela [uppof¢ , voici comment
je raifonne.

1% .4 — )/ xy +yy donc la difffrence de s
fera la méme que la différence de 15y = yy.

2% 4=V 5y + 35 doncuu“xy-}-_yy ; donc
Ia différence de 4 fera la méme' que la différence
de xy +yy 5 donc 2udu —ydx + xdy 4+ 2pdy.
39 2udy = ydx + xdy - 2ydy ; donc du
ydx —+ xdy ~+ 2ydy B ydz—t xdy —+ 2ydy
o 2wy ~+yy
parce que # =}/ xy + yy 5 donc dans Ihypothé-
ydx - xdy ~ oya’y
2 2y ~Fyy
Mais dans cette méme hypothéfe la différence de
u eft la méme que la différencede vzy =3 ; donc
a ydx =+ xdy + zydy
2 Y my +yy
Corollaire 1. En faifant Va% -= axyy = 2, vous

fe propofée Ia différence de  eft

la différence de Viwy =5y ¢

trouverez par le méme calcul que la différence de |

ceiiadical o =k *“ﬁw”ydy
2\/.2‘P ~axyy
. ; P —— 2
Corollaive 11, En faifant }/2x -~ %% =—u, Fon
trouvera que la difference de ce radical eft

dx + 2xdx s ;
ZE T 2" ;envoici la preuve la plus détaillée,

e
3 Vs + X% *

En voici la démonftration,

DES INFINIMENT PETITS. 2718
I
: A
1°.u:|/ax+xx;doncu:ax+xx’(quef—
2

tion 2¢) ; donc wy — ax—+xx’; doncun —

e
V ax —+=%* ( méme queftion ).
3

29 4=V ax -+ xx 5 donc uuu —ax + xx 3 donc
guudu = adx ~ 2xdx ( queftion 6¢.)

3°. 3undu = adx + 2xdx ; donc du = M ,

3\/ax —+xx™
3 ———— -
parce que us =} ax —+ x> (num. 1.); mais la

¢ - 3 ——
différence du radical /2% & xx eft la méme que

celle de # 5 donc elle fera M

\/ax +axoc®

Dixieme Queftion. Quelle eft la différence du

radical § /ax + xx -+ V at - axyy,
Réponfe. La différence demandée eft

adx —+ 2x%dx ayydx + 2axydy

i e,
Wastxz+ Vargavyy  2Va? +axyX 2Vax - ax—y/gh g axyy

Pour le démontrer ; faifons V/ ax — wx —+ Vas 1 anyy
=—u; & voyons ce que vaudra du dans cette hy-
pothéfe.

10, ==}/ ax —+ xx + Va* = amyy 5 dONC U — gx
o XX 4 Va* =+ axyy 5 donc 2udu = adx + 2xdx +
ayydx+ "axydy
2 l/a“* S axyy
divifé par 2z -+

5 donc du fera ¢gal & adx 4 2xdx

doe —— d e
3 %ET_?_‘L’QJ divifé par 24 ou
ab telyy
par 2} ax + ¥~ Vat + axyy
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29, ‘adx + 2xdx divile par 24 =
adx - 2xdx

2 Vax —+ X% = Vat —— axyy

30, Qs ok ey g 0 par 2z eft égal, par les
2 Vst axyy ; d
(G : dx 2
régles de la divifion desfra@ions} 222 22XV
2\/a4+axyy Xau

ayydx ~+ 2axydy

4

_2]/114—(-—11967}/ X 2 |/ ax ~ xx —+ Va* + axyy )

adx —— 2xdx

dofican — ————— S
2 Vﬂx-—l—xx—i—]/a"r ~axyy
ayydi — 2axydy

2 ]/a‘* - axyy X 2]/.:zx —t- X% — Vm}
le probléme a été réfolu.

2 donc

Corollaire. La différence que M. le Marquis de
3

PHoépital afligne A la fradtion ———cee

o N

roitra pas embrouillée 2 ceux qui fe rappelleront
ce qui fuit.

3o A

1°. La différence du numérateur } ax +xx eff

Mx_ ( Cor. 1l de la queftion 9 ).
3V ax + xa? '

2°. La difference de Vixy +yy cft
( queftion g ).

3°. Le quarre de 1/ xy —+ yy eft xp 4+ .

4°. La différence d’une fra@ion quelconque eft

ydx +xdy + 2ydy
2} xy 3y

¢gale au produit de la différence du numérateur |

p’at
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par le dénominateur, — au produit de la différence
du dénominateur par le numérateur, le toutdivifé
par le quarré du dénominateur ( Noze 3 ) 5 donc
la différence de la fradtion propofée eft égale i la

FECI LA S Rl
difference du numérateur }/zx & xx multipliée
pat le dénominateur V %y =5y 5 — a la différen-
ce du dénominateur 1/ %y —+ 5y multipliée par le

3 Rt SR e e
numérateur }/ax —+ xw 3 le tout divifé par xy -+,
quarré du dénominateur 3/ xy + yy ; donc la frac-
tion propofée n’a pas d’autre différence que celle
que lui a affignée M. le Marquis de 'Hépital A la
fin de Particle 7. pag. 12.

)

WABI B e

D axs toute la Setion feconde M. le Mar-
quis de I'Hopital fe fert du calcul différenticl
pour trouver les tangentes de toutes fortes de
lignes courbes. Il fuppofe que le Leéteur a étu-
dié avec attention tout ce qui regarde les fec-
tions coniques ; nous le fuppofons aufli. Malgré
cela cependant nous allons lui rappeller en peu
de mots les principales propri¢tés du Cercle , de
la Parabole, deEllipfe & de I'Hyperbole. Cette
efptce d’abrége du Traité des fections coniques
eft abfolument neceffaire pour rendre intelligi-
ble Ia plupare des problémes & des exemples que
contient cette feconde fection.

1. Si l'on coupe le cone ABC ; Fig. 158,
Pl 8 , parallélement & fa bafe circulaire AIKC,

5



274 COMMENTAIRE
& plus haut ou plus bas & volonté ; Pon auraun
cercle LTH , d’autant plus grand ou d’autant
plus petit , que la feftion fera faite plus pres ou
plus loin de la bafe du cone. La propri¢té de
cette courbe eft que le quarré d’une ordonnée
quelconque DF, Fig. 159. PL 8, eft toujours
¢gal au produit des coupées ou abicifies corre(-
pondantes AF , FB. Nommons donc DEy,
AB2a, AF x ;'on aura AC ou CBa , FB—2a
— x5 & I'équation fera DE* — AFxFB, ou yy
 ==2ax —xx; Ceft Ia Péquation au cercle, en
prenant le fommet A pour Porigine des x ou des
abfciffes. Sil'on prenoit le centre C pour Porigine
des abfciffes, c’eft-a-dire , {i I'on faifoit CF —x;
Ton auroit AF —a—x , FB=—0a 4+ x; & l¢-
quation précédente fe changeroit en celle-ci , yy
—=daa — Xx.

29. St Pon coupe le cone ABC, Fig. 158
Pl 8, obliquement A fa bafe & parallélementa
un de fes cotés AB; I'onaura la parabole IGK.
Une parabole quelconque MS# , Fig. 160. Pl 8,
a pour fommet le point S ; pour foyer, le point F;
pour grand axe , SP; pour ordonnées au grand
axe , leslignes PM, FN, pR ; pour coupées ou
abfcifles correfpondantes, leslignes SP, SF, Sp;
pour parametre , une ligne quelconque égale dla
double ordonnée Nz qui paffe par le foyer F.
La propriété de cette courbe, c'eft que le quarré
d'une ordonnée eft ¢gal au produit de labfciffe
correfpondante & du parametre; ainfiPM* =
SP X Nn. Nommons donc » une ordonnée quel-

i
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conque ; NOMmons x fon abfciffe correfpondante,
& p le parametre ; Pon aura pour équation i la
parabole yy = px. ’ .

z0. L’on a dans la parabole MSn I'équation
PM*— PS % Nz ; lon aencore dans la méme
parabole pR* = pS x Nz ; donclon aura PM” :
pR* :: PS x Nu: pSxNn ; mais le parametrenN
eft une quantité conftante 5 donc lon aura PM*
:pR* :: PS: pS; donc dans une parabole quel-
conque les quarrés des ordonnees font entr’eux
comme leurs abfciffes. :

4°. L’on a dans la parabole yy — px 5 donc fi
p= 1 , Péquation deviendra yy = 1x — x.

5°. L’on a dans la parabole yy — px ; donc x
croiffant , » doit croitre aufli, parce que p eft
une quantic¢ invariable. Mais les x peuvent croi-
tre a Vinfini , parce quele grand axe de la para-
bole peut étre prolongé a lintini ; donc lesy peu-
vent croitre a Uinfini ; donc la parabele ira tou~
jours en augmentant , & ne fe fermera jamais.

69. Silon coupe le cone AEC, Fig. 158.PL 8,
obliqguement a {a bafe & a fes deux cdtés , de ma-
niere que la feGtion coupe les deux corés du cone;
Pon aura une ellipfe DMN. Une ellipfe quelcon-~
que, par exemple , Vellipfe ABED, Fig. 161,
Pl. 8, a pour grand axe, AB; pour petit axe,
ED ; pour foyer, F, f; pour centre de figure, C;
pour ordonnée , PM , pm ; pour abfciffes corref-
pondantes & Pordonnee PM, les lignes AP , PB ;
pour abfcifles correfpondantes 2 pr, les lignes 4 p,
#B ; pour parametre du grand axe, la double

P
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ordonnée N» qui pafle parle foyer F. Dans cette

efpéce de courbe, Pon a toujours la proportion
fuivante, le quarr¢ d’une ordonnée quelconque
eft au produit de fes abfciffes correfpondantes,
comme le parametre eft au grand axe, ou PM*
:APXxPB::Np: AB. Nommons donc A B,
245 ED , 265 Na, ps PM, y; AP, x ; lon
aura P B = 2a4—x, & la proportion précédente
fe changera encelle-ci , yy: 2ax —xx :: p: 245
S0 A

donc zapy == 2apx — pxx; donc yy — -~
a

X,
donc yy = px —-%f 3 & C’eft-1a Péquation au pa-
rametre de Pellipfe , en prenant 'un des fommets
A pour Porigine des abicifles.

7% Si Pon avoit pris Porigine des abfciffes au
centre C, ceft-a-dire , fi’on avoit CP =—x , I'on
auroiteu AP =y —x, & PB—4a +x La pro-
portion précédente fe feroit donc changée en
celle-cis yy:aa—xx::p: 24 5 donc 2apy = aap

A Z aap—pxx
— pxx: donc yp :Ln;}—’w 5 donc yy — 2 ap

VEES - s
— 555 & ceft-1a Péquation au paramttre de
Tellipfe, en prenant les ab{ciffes depuis le centre C.

8°. 2ayy = aap — pxx ; donc 29— pa— xx;
donc x augmentant, le fecond membre 44 — xx
doit diminuer. Le fecond membre ne peut pas di-

2ayy

minuer , fans que le premier membre =¥ dimi- -

nue, Mais dans ce premier membre , il n’yaquey

1
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qui puifle diminuer , parce que le grand axe 24 &
le parametre p font des quantités conftantes; done
dans lellipfe » augmentant , y doit diminuer.
Mais x ne peut augmenter que jufqu’a un certain
point , parce que le grand axe de cette courbe eft
déterminé ; donc Lellipfe fe fermera dans les deux
points oft les x ne feront plus fufceptibles d’aug-
mentation ; donc elle fe fermera aux deux fom-
mets A & B. :

g0, L’on a dans lellipe PM*: AP XPB::Nn
:AB;lon aencore pra*: ApxpB::Nu: AB
(nam. 6); donc I'on aura PM* : AP x PB::
pm*: Ap x pB 5 donc PM*: pm”:: AP xPB:
Apx pB; donc dans Pellipfe les quarrés des or-
données font entr'eux comme les produits des abf-
ciffes correfpondantes.

10°. Ileft encore démontré dans tous les Trai-
tés des Se@ions coniques , que dans toute ellipfe le
quarré d’une ordonnée quelconque eft au produit
des abfcifles correfpondantes , comme le quarré
du demi-petit axe eft au quarré du demi-grand
axe ; donc I'on aura, en prenant origine des abf-
ciffes & Tun des fommets, la proportion fuivante ;
¥y t2ax —xx :: bb : aa ; donc aayy = 2abbx —bbxx ;

Jotie v 2abbx — bbxx % pa e R 2bbx

W= g W= =

bbxx 5 Ny : U e

—— ; & ceft-1a I'équation aux axes de l'elliple, en
aa

« prenant lorigine des abfcifles 2 Fun des fommets.
119 Dans toute ellipfe le quarré d’une ordon-

1 . . N
nee quelconque eft au produit des abfciffes corref-

S3
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pondantes , comme le quarré du demi-petit axe
eft au quarré du demi-grand axe ; donc , en pre-
nant Porigine des abfcifies au centre C, I'on aura

yy :aa— xx::bb:aa ; donc anyy =aabb —bbxx;

bb — bbs 2
donc gy = d—{i——-;—ﬁ ; donc yy=bb— éfix.;

“ aa

ceft-1a Iéquation aux axes de Pellipfe, en pre-

nant le centre de la courbe pour Vorigine des
ablciffes.

120, Il eft enfin démontré dans tous les Traités
‘des Sections coniques que dans une ellipfe quel-
conque le grand axe eft au petit axe, comme le
petit axe eft au parametre.

13°% Si l'on coupe le cone ABC, ( Fig. 158.
Pl. 8) yobliquement a fa bafe, & aux deux cotés
du cone, de maniere que la Section prolongée en
haut, aille couper un des corés A B, auffi prolon-
gé; Pon aura Phyperbole FHE, dont le grand.
axe fera HR , 2 Pextrémité duquel on pourra for-
mer une feconde hyperbole égale a celle dont nous
venons de parler, afin d’avoir deux hyperboles op-
polées fur un méme axe HR. L’hyperbole » A M,
(Fig. 162. PL. ), a pour axe principal, AB;
pour petit axe, DE; pour foyers , F, £, pour
scentre commun aux deux hyperboles oppofées, le
point C ; pour ordonnée, P M, a laquelle corref-
pondent les abfcifles AP , BP ; pour paramctre du
grand axe, la double ordonnée Nz qui pafle par
le foyer F, Fadlons donc AB== 24, AC ou CB
-::ta,DE: zb, !:COHCE::Z),N?I:F > PM
v=y, AP=x, Fon aura BP = 24 +x. Dans

T

. 2apx —= pxX
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cette efpéce de courbe l'on a toujours la propor-
tion fuivante , le quarré d’une ordonnée quelcon-
que cft au produit des abfciffes correfpondantes ,
comme le parametre cft & Paxe principal ; donc
PM>: AP < BP:: Nu: AB;doncyy : 2ax+xx::
p i 2a 5 donc 2ayy == 2apX - pxx ; donc yy =

; donc yy = px +}%§» 5 & ceft-1a le-

ou 2
quation au parametre de Phyperbole , en comp-
tant les ablicifles depuis le fommet.

14°. A quelques fignes pres; Péquation eft la

méme pour l'ellipfe & pour I'hyperbole. En effet,

Péquation commune 4 ces deux courbes eft yy—
pxx

px 722, Dans les doubles fignes le fuperieur eft

2a

pour ellipfe , & Pinferieur pour 'hyperbole.

15°. En comptant les abfciffes depuis le centre
C, ceft-A-dire,, en nommant CP, x; PPon aura
AP—x —a, & BP = x -+ 4. Dans cette hypo-
théfe le produit des ablciffes correfpondantes fera
xx — an 3 & la proportion de num. 13. fe change-
ra en celle-ci, yy:xx —aa:: p: 2a; donC 2qyy

== pxx — aap: donc 29— xx—aa 5 & Ceft-ld

Péquation au parametre de Phyperbole, en comp-
tant les abfciffes depuis le centre C.
16°. A caule des quantités conftantes 2a & p ,

les quarrés des ordonnées PM , p font entr’eux

comme les produits de leurs ablcifles correfpon-
dantes. Le calcul eft le méme que celui que nous
avons fait pour Uelliple , num. g.

54
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17% L’hyperbole va toujours en s'¢largiffant, &

" ellene doit jamais {¢ fermer. En effet, dans Péqua-

a 2a "
tion —hi’l = Xxx—aa, x augmentant , y doit auffi

augmentcr , parce que les quantités repréfentées

par a & par p {ont des quantités invariables. Mais
x peut augmenter A linfini, parce quon peut
"prolonger AP a l'infini; donc y peut augmenter 4
Tinfini ; denc les ordonnées & I'hyperbole repré-

fentées par y, vont toujours en augmentant 4 |
mefure qu'elles s’¢loignent du fommet A ; done

I'hyperbole va toujours en s'élargiffant ; donc elle
ne doit jamais fe fermer.
18°. Dans 'hyperbole ¢quilatere 22 = p; dong

I'équation générale "2 —xx — 44 fe réduit pour

Ihyperbole équilatére 2 yy—xx—aa; ce qui

donnex—a:y ::y: x+ a; donc dans cette ef-
péce de courbe Pordonnée eft moyenne propor~ .

tionnelle entre les abfciffes correfpondantes.

19°. Dans hyperbole comme dans Pellipfe, 24
12bii2b:p, ceft-a-dire, le parametre eft une troi-
fieme proportionnelle au grand & au petit axe.

20°. Les lignes Qq, Gg, (Fig 162.PL 38.)
qui {e coupent au centre C, & dont la premicre
eft parailéle 3 la ligne AE, & Ja feconde 3 la ligne
AD, font les affiymptotes des deux hyperboles op-
pofeesn AM , ,»MB. 1l eft démontré dans tous les
Traités des Sections coniques que le rectangle fous
Yordonnée /n & Pablcifle Ch eft ¢gal au quarré de
AH., Faifons donc i —y, Ch=x, & AH=24;
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nous aurons xy == aa, & ceft-]a Péquation de
Phyperbole rapportee a {es affymptotes.

219 Tout ce que nous avons dit jufqu’a prefent

1 doits’entendre des Setions coniques ordinaires ,
* ceft-a-dire , des Setions coniques tirées d’un
- cone qui 2 pour bafe un cercle ordinaire. L’on

trouvera nuzz. 1. ce qu'il faut entendre par cercle

ordinaire.

22°. Les Sections coniques d’un genre fupérieur

~ font tirées d'un cone qui a pour bafe un cercle
| dun genre fupérieur , c’eft-a-dire , une courbe
- dont les ordonnées & les abfcifles fourniffent une |

equation d’un plus haut degré que celle que don-

| nent les ordonnées & les abicifies d’un cercle or-

dinaire.

23°. Suppofons que le cone ABC, (Fig. 158. Pl
8), ait pour bafe une courbe dans laquelle le cu-
be de PQ foit égal au produit du quarré de A Q
multiplié par QC ; ce cone donnera les Seions
{uivantes. '

La parabole qui en fera tirée, aura pour équa-

ftion ) — pix”.

L ¢llipfe tirée de ce méme cone aura pour équa-
. 2
tion »3 :p;c‘——%; » OU 2ap% — 2apx® — px’; ce

qui fe réduic & la proportion fuivante , 37 : x* x
(22— x')::p:2a
L¢quation 2 I'hyperbole tirée de ce méme cone
- X
fera y3 = px* + }—": » OU 24y’ = 2apx’ - px* ; ce
qui donne la proportion fuivante , plis i se (o
sEXL) v,

»
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24°. L’équation & la parabole cubique étant y? |
= p'x", elle fera fera par la mémey* > =p's* , |
& elle fera en général pour toute parabole dun |
genre fupérieur y™ 7" =—=p"x", De méme l'équa-
tion du num. 23. fe changera , pour Pelliple &
pour I'hyperbole, en Iéquation générale y™7*

n Sl
=t |
250, T1 faut donc qug dans I'équation géncrale |
appliquable aux ellipfes & aux hyperboles d'un §
genre fupérieur , l'expolant de y foit ¢égal 3 la g
fomme des expofants des deux abfciffes correl-
pondantes & Pordonnée . I1 faut encore que dans §
Péquation générale appliquable 2 une Earabole 1
quelconque d’un genre {uperieur , Pexpofant deyif
foit égal 4la fomme des expofants de 1’abfc;ffe 1
correfpondante & du parametre. Auffi I'équation
9? =p’x* eft-elle autant I'équation a une para-
bole cubique que p? =p'x’ ; parce que l'une &

m.n

Pautre donnent I'équation géncrale y™ ™ "= p's. |

260, Tout ce que nous avons avancé dans cette “
WNote , eft dévelopé & démontré dans tout Traitt |
des Se@ions coniques. On peut confulter celuique 4
nous avons donné dans la troifiéme édition deno: §
tre petit Ditionnaire de Phyfique en 2 volumes
in-8°, imprimé & Avignon chezla Veuve GIRARD |
en année 1767. On peut encore confulter kf
Traité des Secions coniques de PAbbe delaf
Caille , & le Commentaire que nous avons donn’é
de ce Traité dans notre Guide des jeunes Matﬂhe'
maticicns , imprim¢ a Avignon chez Ja méme |
Veuve GirarD en 'année 1765. ¢

P
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NOTE F1

T s deux queftions fuivantes jetteront un grand
jour fur Varticle 9, page 14.
* Premiere Queftion. Comment peut-on démon-
trer que les triangles » RM, MPT , (Fig. 3. PL
1.) font femblables ?

Réponfe. Les deux triangles #RM , MPT ont
d’abord un angle droit chacun, Pun en R, Pautre
en . Ils ont enfuite Pangle T ¢égala langle M,

parce que le coté infiniment petit Mz érant con-

fondu avec la ligne MT prolongée, & cette ligne
coupant les deux paralleles TP, MR ;il cft im-
poflible que Fangle extérieur M ne foit pas ¢gal &

Tangle intérieur T ; donc les deux triangles R M,

MPT font équiangles ; donc ils font femblables ;
donc ils ont leurs cotés homologues proportionnels.
Seconde Queftion. Comment la connoiflance de
la foutangente PT, (Fg. 3, PL. 1. ), peut-elle con-
duire 2 la connoiffance de la tangente MT.
Réponfe. En connoiffant |a longueur de la fou-
tangente PT, Fon a le point T auquel doit abou-
tir la tangente demandce. Le point M d’ot cette
tangente doit partir , eft donné¢ de pofition; donc
en connoiffant Ia longueur de la {outangente PT,
Yon a Jes deux points extrémes de la tangente M 15
donc Ia connoiffance de la foutangente P T con-
duit néceffairement & la connoiffance de la tan-
gente M T, parce que d’un point quelconque  un
point quelconque on peut toujours tirer une ligne

-droite, Pour trouver donc facilement une tangen-
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d. ; e
manier la formule générale ng —PT, en dife-

renciant Iéquation de la courbe a laquelle on_
veut tirer une tangente.

NO T B el

I ox apprend dans Vervicle 11 , pag. 15.2 tirer ,‘
des tangentes & des paraboles & & des hyperboles |

de tous les genres. 1 s'agit d’abord de tirer une:
tangente 4 une courbe dont équation eft ax=j
Cette courbe eft évidemment ( Noze 5. num. 2.},
une parabole ordinaire dont y eft une ordom_l.
quelconque, x labfciffe correfpondante, &ale
parametre. En diffirentiant Péquation ax =y
Ton trouve tout de fuite que dans cette courbed

LBy foutangente P T eft dans toutes |

a

courbes ¢gale A i;/f Mais dans la parabole ordi

: 2ydy

naire dx = 2% ;

279 _ 2¥Y Dans cette méme
ady a I

2 2ax ;
parabole 'on a yy — ax ; donc —%g- = =

Yon auraPT —

donc dans la parabole ordinaire la foutang§nte’
PT —2x==2AP i (Fiz. 30PL T el _16: ]

num. 1, de Varticle 11.

Lenum. 2. du méme arricle apprend A tirer une §

tangente 2 une courbe dont Péquation eft aa =¥
Ceft-1a ( Note 5, num. 20.) Péquation de Ihy-

1§ toutes les courbes éoale )
g

DES INFINIMENT PETITS. 285
: e = | perbole ordinaire rapportée A fes affymptotes.
e il ne sagit que de fgavoir | P i ; : .

te quelconque M T, Saed € | Cette équation différentiée devient, & caufe de la

conftante a, ydx 4 xdy =— o0 ; donc ydx — — xdy ;

donc d. :—’dey La foutangente PT eft dans

P
L% . donc Pon aura

dans Phyperbole ordinaire PT =— - %,i;
— x; donc en prenant PT —PA, (Fig. 4. PL 1),
&en placant PT du coté oppofé au point A , I'on
. aura la longueur de la foutangente a laquelle ré-
' pond latangente MT. Il n’eft pasnéceffaire de faire
remarquer que le point A eft le point d’interfec-
. tion desdeux affymptotes de Phyperbole repréfen-
tee par la figure 4 delaplanche 1. Il eft encore
. moins néceflaire de faire remarquer que les Géomé-

tres font convenus de défigner les pofitions oppofées
 des lignes par les fignes - & — . Si PT — 4 x,
lorfque le point T eft au deffus du point A, ceft-

.} adire , au deflus du point de 'origine des x ; Pon
donc dans la parabole ordinaire

| fous du point A. Ce font I3 des connoiffances que

- aura PT — — x, lorfque le point T fera au def-

Ton doit {uppofer dans tout homme qui entre-
prend de lire un Traité aufli difficile que celui des

| Infiniinent Perits.

Le num. 3 de Varticle 11. demande un long
Commentaire. Pour le rendre plus clair, nous al-
lons le renfermer dans les réponfes aux queftions
fuivantes,

Premiere Oueftion. De quelle efpéce de para-
bole parle-t-on an num, 3 delarsicle 11.
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num..3. de Varticle 11, des paraboles d’un genre

fupérieur , puilqu’il a parlé des paraboles ordi- §

naires , au #um. 1 du méme article.
Seconde Queftion. Pourquoi, dans l'équation!

- B 2 i3

générale y" = x, M. le Marquis de I'Hopital ne*

fait-il pas mention du parametre de la courbe? |

Réponfe. Parce qu'il fuppofe ce parametre = 1. |
Or 1x = x: & comme toutes les puiflancesde 1 |
donnent 1 5 fi p—1, lon aura px =x, p’x =%,
plx—=x &c.

Troifieme Queftion. Comment I'équation ge- |

nérale ™ = x peut-elle convenir aux paraboles |

T 3 ; e |
d’un genre fupéricur , puifque nous avons affuré §

(num. 24 & 25 de la Note 5.7 que ces coutbes |
avoient pour équation générale y=7 "= p"x'y §
ouiE—— :

Réponfe. 1°. Nous verrons dans la réponfe2 §
la queftion 5¢ , que lorfque I'expofant 7 eftun
nombre fra¢tionnaire pofitif plus grand que T'uni

5 - g 5 g
té, Péquation y™ = x équivaut a I'¢quation gt- §

neralely et =it )

20. I’équation y™ = x équivaudra 3 Péqua= |
tion y™ "= p*x™, fi l'on fuppofe que l’equ-
fant m que donne 3 y M. Le Marquis dée I’H(”)px\-
tal , eft égal & T'expofant de x quieft 1, +4
Pexpofant du parametre qui multiplie x. En‘ef’feta ;
fuppofons # = 3 ; 'tquation y® =—x deviendra
y = 1%, ceft-A-dire, le cube d’une ordo'n-;
née quelconque eft égal au produit de \l’abfclrxﬁc ‘
correfpondante par le quarré du parametre égal

Réponfe. M. le Marquis de l'Hopital parle, au | 3 Punicé 5 ce qui eft en effet 'équation 2 une ef-.

Woutangente P T érant
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péce de paraboles cubiques.
Quarrieme Queflion. La valeur générale de la

d: :
Zd—f , comment peut-il fe

faire. que PT devienne =— mx dans les courbes
dont Péquation eft " — x.

Réponfe. Le calcul fuivant va fervir 'de folu-
tion a cette queftion. »™ = x', donc la différence

~ de y” fera égale A la différence de x , donc
- my" ' dy — dx ; donc en faifant entrer la nou-

velle valeur de dx dans la formule gén'éraley,d—x 5
dy
Pon-aura Pl — oo Y = my™. Mais »"
dy

=X, par hypothéfe , donc my™ — mx ; donc
—

S : 2
Cinquieme Queftion. Comment I'équation y*
= x, peut-elle devenir 3 — axx?
Réponfe. Elle le devient par le calcul fuivant.
! 2

y*==x, donc V3’ —x« ( Note g4¢. queftion 2.)
doncy’ == xx ; doncy? = 1xx; donc, en fai-
fant le parametre 1 azs Vonsaura gl —= dox
doneypt 2 —— gl x2: donc y® i — 0"

&
L’on trouvera par la méme méthode que y’-x,
! .

devient 3* — axxx. En effet, y° — x , donc
3

V= x, donc p* — xxx ¢ dong'pt — 1xxx,

donc p* — axxx , donc y 't —a'x &

* donc
yﬂl‘ o

—a® x", donc nous avons eu raifon d’af-
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furer dans la réponfe 4 la troifieme queﬂign , que
lorfque expofant 72 eft un nombre fractionnaire

politif plus grand que l’uni’té , I'equation p" =y

équivaut 2 'équation génerale y™ ™ * —p™ x".

X1 1 ut-on prou e*
Sixieme Queftion. Comment peut-on prouver

quey = x donne l'équation a’ = wyy , la<t
quelle équation convient & I'hyperbole cubique
rapportée a fes affymprotes ? ;

Réponfe. 1°. 11 faut fe rappeller que aa =
eft I'équation a I'hyperbole ordinaire rapportée
a fes aflymptotes ( Noze 5¢. num. 20.)

20, y—*=x, donc — = x ( Note 45 quefa‘ ‘

tion 1.) donc 1 = xyy ; mais dans le cas pré-
fent 1 = 4’ , puifqu’on ne peut pas avoir aa=1x,
fans avoir a' = xyy , donc y % = x cquivaut |
Ay —a. ; g

Septieme Queftion. D'oli eft tirée la proportion |
dxc dis it n b e

Réponfe. Cette proportion eft tirée de I'equa-
tion my™ ™ 'dy = dx. En effet, vous aurez cette
équation , en multipliant d’un coté les extrémes,
de lautre les moyennes de la proportion donnee.

are

Huitieme Queftion. Pourquoi , en fuppofanty |

—o0 , la raifon de dy a dx eft-elle infiniment

grande , lorfque s furpaffe 1 ? £
Réponfe. Lotfque m furpaffe 1 , lexpofant

m— 1 eft un expofant pofitif. Siy —0, & qis

m — 1 foit un expofant pofitif, le terme my'“__j ;

devient o ; .donc la proportion dx: dy :: mp™

1 r dewientidx’s dyios 100U dydy S0

Mais
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Mais 1 eft infiniment plus grand que o, donc 4y
eft infiniment plus grand que dx ; donc , en fuppo-~
fanty — o0, la raifon de dy a dx eft infiniment
grande , lorfque 7 furpaffe 1.

Neuvieme Queftion. Pourquoi , en fuppolant
y=u0, la raifon de dy & dx eft-elle infiniment
petite, lor{que 72 eft moindre que 1 2 :

Réponfe. Lorfque # eft moindre que 1, Pex=~
pofant 72— 1 eft un expofant négatif, Suppofons

1

m =, lexpofant m — 1 fera—1, & le terme

my " '{echangeraenfy 3 — —1

queft. 1.) Suppofons maintenant y =— o, le ter-

I 2
; fera ;‘; donc en fuppofant y =0, & m

( Nore 4%

me

1

3 : s . 1
moindre que 1 , le terme my™ devwndra; s

& la proportiondx: dy 11 mp™ ' 1 fe changera
en celle-cidx:dy::t:1,0udp:de:vo1: 5
Mais 1 eft infiniment plus petit que ;, parce que
0 eft contenu une infinité de fois dans 1 ; donc ;
en fuppofant y — o, la raifon de dy A dx eft infi-

niment petite, lorfque 7 eft moindre qle- Tz

Y L B 2 T
L & formute générale P T =— };ﬁ‘
4

dans Varvicle 12, pag. 17, a des ellipfes de tous

les genres. La premiere ellipfe 2 laquelle on P'ap-

p]iq_ue > eft une ellipfe ordinaire (Noze 5. num. 6 s

puitqu'on {uppofe que la courbe A M B S o,
: 0

s'applique
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Pl 1), eft telle que le reftangle fous les abfciffes
AP, PBeftau quarré de Pordonnée PM, comme
le grand axe A B cft au parametre A D ; ce qui

. v 3 .
donne P’équation %Z = ax— xx, en faifant le

grand axe AB==a, & le paramétre AD =,

2aydy

7 = adx

Cette équation différentiée devient

2aydy

— 2xdx ; donc dx =— Mettons cette

ab — 2bx%
nouvelle valeur de dx dans la formule générale

/d. 2ayyd
PT—2= lon trouvera PT = 220

d_}’ ab— 2bx x dy =

o o 2 4 y
—~7__, Mais I'équation de lellipfe AMB donne
ab — 2bx% 3
B ot ; 2ayy 2a% — 220

Je o Ano xS donc ab— 2bx ~ a4 —2x
donc PT = 222" Majs AT=PT — AP=
2aX —2xx o 2ax—2xx—ax—(~—2xx___ ax

I o e a— 2x T

AB x AP

dOnC AT — Pm.

L’on apprend enfuite dans le méme arricle 12

a tirer une tangente & une cllipfe d'un genre fu-
périeur. Lellipfe qu’on fuppofe eft telle, que le
cube de-AP x le quarré de PB eft 2 la cinquieme
puiffance de PM , comme le diametre AB eft au
¥

3 i
parametre AD s ce qui donne Péquation 1

AL e ] i ) ﬂ}’s LSOt R T R T
== X'Xa—ax .00 "b"‘--»-—-\‘ X aa— 2a% —+x% 3

1
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ay’ X
ou enfin - = aax’ — 24x* 4 x5, Cette équation
S . saytd
différentiée deVIEHtS—};——Z = 3aaxxdx — 8ax'dx
saytdy

3aabx* — Subx’ — Shxt Fai-
fons entrer la nouvelle valeur de dx dans la for-

~+ 5x*dx 5 donc dy =

d.
mule générale PT ::Jé}’—‘ 5 nous aurons

5,;,}/ 5Jy 3% deﬁ
( 32abx* — 8abx’~+ 5bx* ) x dy * Zaabx® ~8abx’ + shxt

Py
—=PT. Mais -‘—};— =—aax’ — 2ax*4-x° ; donc en

fubftituant cette nouvelle valeur, I'on aura PT
_ Saax3 —(oax* +5x5
T 3aax* — Bax3 - St
rateur & le dénominateur de cette derniere frac-
tion par axx — x’ , I'on aura pour quotient P T

SR AT T A p . S e

; & en divilant le numé-

3a— % 34— 5%
nalt Sa%.— Sxx — Rax ~ S&x 2ax k
: ‘x__ e — 5% T 3a— s
donc dans lellipfe dont il s'agit, I'on aura AT
o s ABIAP
T-2AB = SAR

L’on pourroit demander ici de prouver que le
numérateur §aax’ — 1oaxt + 5x° divifé par axx
—x' donne pour quotient 5ax — sxx. La preuve
fe préfente d’elle-méme. Multipliez le divifeur
ax¥x —x' par sax — §xx, Vous aurez pour produit
le dividende 54ax’ — 1oax*+ 5x5; donc le nu-
mérateur 5aax’ — 10ax* + 5x° divifé par axx —x*

donne pour quotient 5ax — 5X¥.
A Ta
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L’on prouvera de la méme maniere que le dé-
nominateur 3aax” — 8ax® + sx* divife par axx—«!
donne pour quotient 32 — 5x.

M. le Marquis de 'Hopital termine larticle 12
par une formule générale appliquable a toutes les
ellipfes d'un genre fupérieur. Cette formule géné~

a},m 1

rale eft (Note 5, num. 23, 24 5 25). =

==x"Xa—x . Tout ce qui peut arréter un Com-
mencant dans le calcul de cette formule ,: eft
éclairci dans les queftions fuivantes.

Premiere Queftion. Quelle eft la divifion quia

- Xa— = .
donné le quotient 22207 tird de la fraction

Mg —x— Nx

S [T} n
m—=nx Xa-——x

I m
XX
Réponfe. 1°. Le numérateur de la fraGion dol
S 5 - e X —————n
ce quotient eft tiré, eft m+px xz—x . La

L & o ) s— ] ——
nx Xa—x ——na—x

quantitém + nx" a été divifée par x™ 7 . En effit

m—+ nx" divifé par x™ ' donne m—+-nx" "
. ¢ elan P Tiini ol

—m-nX = m-—+nax. Pourla quantlté zz—xn s

ellea été diviléepar s — "
divil€ para—x" ST Ay

20. Le dénominateur de la fra®ion qui a donné
Ie quotient dont on parle ; eft mx” ' x2Z—#
X x". Ce dénominateur eft comme
compof¢ de deux parties ; la premiere eft zx"
X 2— « - La premiere quantité de cette premiete
partie, Ceft-d-dire, 722"~ a écé divifee par "7,

1 5 —
» puifque z—x
1 —_—

n—n-

=a-—

RS RS YR
—na—x
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ce qui a donné » pour quotient. La feconde quan-
titt de cette méme partic a été divifée par
"' ce qui a donné pour quotient , com-

e ci-deflus, 2 — x. Aufli le quotient total de
cette premiere partie eft-il 7 x s —x = ma — x.

La feconde partie du dénominateur en queftion
et —na— = % x . L’on a divif¢ — ne—=
para— =~  , & lonaeu pour quotient — #-
L’on a enfuite divif¢ x™ parx™ —*, & Pona eu,
comme ci-deflus , pour quotient x' = x. Auffi le
quotient total de cette feconde partie eft-il
— N XX = -—DXx.

. Xa—rx 5
39 SR TLe= '"ﬂ:" 2227 . lon aura évidem-
a—x — X

ment PT BTN m—t=n X ax — XX 9808
e MK —nX S e e s
Seconde Queftion. Comment a-t-on trouvé AT

a— X

n—% n— g

m——nXax — X%

e nax a
Iﬂtl;—m—ux'
Smo—-n X ax ——
Repinfe ATEPT AP o et
ma — m — n%
m—t+ ndxX —m — n XX
_ X = TE et
My — m—nx
m—+ nax —m—nXXt— max =+ m-—+nXxx
s ma—m —nx
nax

= —=———— 3 caule des quantités qui fe d¢-
SRR L[ At | A

truifent dans le numérateur.
Corollaire. Toutes les opérations que nous ve-
nons de faire dans cette Nore 8 prouvent qu’il eft

.53
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plus facile de manier une équation qui a des chif-
fres pour expofants , que d’en manier une dont les
expofants font des lettres.

N=ORTE 12X

Trarticre 13 , pag. 18 eft pour Phyperbole,
ce que Larticle précédent a éxé pour lellipfe. Voic
quelques remarques qui {erviront a I'éclaircir.

1° Lale@ure dela Note 5¢, convaincra tout

homme qui eft au fait des Se@ions coniques , que
m——n 7

> - gy

Péquation <

b

m oo e A | ) r .
=x Xa-+ x eft une équation

générale a toute hyperbole dont on fait le grand
axe AB, (Fig. 6. Pl. 1), =—a, & le parameme
= b. Cette équation manice comme celle de l'el
lipfe dont elle ne diffcre que par les fignes , fertd
trouver les tangentes finies de I'hyperbole.

20. L’afymprote eft la tangente infinie de 'hy-
perbole , c’eft-a-dire, la tangente d’une hyper-
bole quon fuppofe sétre élargie a I'infini. La li-
gne CE, par exemple , ne peut étre regardée com-
me tangente de 'hyperbole AM , (Fig. 6. P 1),
quautantqu'on fuppofera infinies 'abfciffe AP =%
& l'ordonnée PM = y. Dans cette hypothéfe I'é-

Lot nax ; :
quation —— - devient- d'abord == -,
ma ——m — nx 71— nx
parce que 4 eft infiniment petit vis-a-vis m—n¥
3 nax B
(Note 2, num. 4 ). Mails —— — —— a ;
m—-nXx m-=t=n
5 n
donc dans cette hypothéfe AT devient a
m—tn

|
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. Mais en confidérant CE comme tangente , AT
devient A C; donc en confidérant CE comme
s

tangente, Pon aura A €=
m-—i-n

3°. Par la méme raifon I'équation générale

3%

m—{- 1

e b SRESe ¥

me infiniment petit 4 vis-a-vis le terme infini=
m——n m+-n

ay o i ey
= ou
5 R X s

&y

— "% 7 deviendra , & caufe du ter-

ment grand x , =xmte

ouwenfin a2 — b
4°. Si V’on fait m +n=p, Pon aura ay® = bx".

5°. Si l'on extrait la racine p des deux membres
et
de cette derniere équation , lon aura 3/ ay®
¢ P P
— ;/m 011};]7a: x}P/b; done dy Va=dx1/b,
P P
parce que les conftantes }/a & Vb n'ont point
P P
de différence; donc dx : dy:: Va: V/b.
6°. En fuppofant la ligne CE profongée a P'in-
fini, on concevra au point o Pafymptote CE
rencontrera hyperbole AM, un triangle infini-
ment petit qui fera femblable au triangle CAE,
Ceft-i-dire, qui fera vis-a-vis le triangle CAE ,
ce que le triangle infiniment petit MR 7 , ( Fig.
3.PL 1), eft vis-d-vis le triangle TP M. L'on
pourra donc dire du triangle infiniment petit idéal
MRm & du triangle fini CAE, que ces deux
triangles ont leurs cotés homologues proportion-
- nels; donc MR : mR:: CA:AE;doncdx: dy

:: CA: AE. Mais (num. 5 ) dx : dy :S:;/a:'lp/bg
: 4
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p .
donclﬁz;yb::CA_:,AE. Mais ( num. 2) CA

—n . 5 . : -.n .
,_.m+na_,_P—a,doncl/a,l/b..;a.AEi
P By
Bax Vb LN/ b
donc AlE— "apx ; donc AF — "p\/b f s
Va Va :

R i ; ‘A
donc AE = 7 V64" ; donc connoiffant CA,

il fera tres facilede trouver AE, & de tirer par les
points C & E Pafymptote C E.
7% Dans 'hyperbole ordinaire ol 7 =— 1 &

i

=1, la formule AC —= G=" a de-

. e ) ])

vient AC = La =1 AB, ceft-d-dire, Falymp.

tote doit partir du centre du grand axe A B. ‘
8°. Dans I'hyperbole ordinaire , la formule AE

7. P n m--n
= —1/ba® "' — Mot S et i
= V1 e VvV ba devient

AE = ! /ba’+ = 1y/ba.

9°. Dans Phyperbole dont il sagit ici, 'on a
fait le grand axe—a & le parametre = b 5 donc
le petit axe fera = 1/.3, parce que dans I'hyper-
bole le grand axe: au petit axe : : le petit axe : au
parametre ( Noze 5. num. 19 ) ; donc en faifant le
petit axe=¢, lonauraz :c::c: b donc cc=ab;

donce==}/ab; donc fi AE = 11/ab, il faudra

que la ligne A E par Lextrémité de laquelle paf- 7

{era Tafymprote CE, foit ¢gale 2 la moitié du per
tit axe de I'hyperbole dannée, , :
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N O LR X,

L’ON {fuppofe dans larticle 14, pag. 19 une
courbe quelconque AM , (Fig. 6. Pl 1.) dont
I'équation foit 3! — x* — axy ; I'on apprend dans
cet article A tirer & cette courbe des tangentes fi-
nies & infinies, les réponfes aux queftionsfuivantes
le mettront & la portée de tout le monde.
Premicre Queflion. Comment a-t-on trouvé

yi%. - 3yE ey
dy - BxE 1

54
Réponfe. La difference de Iéquation donnée

étant 3ypdy — 3xxdx = axdy -+aydx , I'on aura

3pydy — axdy = 3xxdx ~+ aydx ; donc dx

2yyvdy —. :
e I NG eny serie ot el walkde
3xx 7 a_y

! 3 d.
de dx dans I'equation P'T ____}%ﬁ , nous aurons PT

Y o e GO et

3xx ——ay X dy 3%% —ay
Seconde Oueftion. Comment a-t-on trouvé AT
axy

/acs

T gww — ay

Réponfe: ATe=PT AP D0 pevr

5

3xx —ay
_ 3 —axy—sxxx—axy 3y} — 3x3 — 2awy
o gy, 217y 3xx — ay 4

Mais 3p* — 3x*=3axy , puilque par hypothéfe
33— 3%% ~—2axy
ety

3 Ja=: o ?
V' —x = axy ; donc 'on aura

= 30 PR — 2% . — AT. Voill poiir
3xx — ay FHX —t= ay <

les tangentes finies.
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Troifieme Queftion. En faifant r —

298
. axy
3%% —+ay o)

tx
comment a-t-on trouveé y — i
a

Réponfe. Le calcul fuivant le fera toucher au

- AE0E axy 3!
doigt. r = TPy donc 3txx -+ aty = ayy
donc 3rxx —axy — aty ; doncy — L . Maisen

ax — at
7 ; o
fuppofant x infini, l'on a ax — ar — ax ( Note 2,
mum- 4 ) ; donc dans cette hypothéfe on aura j

o 3txx g ‘
R e

Quarrieme Queftion. Comment a-t-on trouvt
AC —=¢r-—=— % a?

Réponfe. On I'a trouvé par le calcul fuivant. Par
hypothéfe I'on a 3 —x? —axy. Maisy — 3 5

253y s 3

donc Fon aura 7—>x — xt == 30X L oo

2903003 — 2343

= = 3exx; donc 278%° —a'x} = 3a'tvy;

donc 277'%" — 32%15xx — a'x*. Mais ) caufe de Vin-
fini du troifieme ordre ¥*, l'on aura 278°%} — 3a'tu
= 272" ( Note 2. num. 4.) s donc 278°% = a'x;
_donc 3tx = ax, parce que les deux racines cubiques

de deux cubes égaux font égales ; donc 3¢ = aj

a 5 5 - .
doncz =7 = !a; donc le point d’oli doit partir

>
Yafymptote CE eft trouvé,, puifque A C doit éure
le tiers de la ligne donnée a.
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Cinquieme Queftion. Comment a-t-on trouvé
xd
AS = TJZ ?
Réponfe. Au point ot Pafymptote CE , (Fig.
6.Pl. 1), touchera la courbe. Imaginez , comme
dans la Noze précédente , num. 6 , un triangle in-

finiment petit M R 7z dont les deux cotés dx & dy
feront en proportion avec les deux cotés AT &

AS du triangle T A S. Mais AT :Z;’;’-‘ s
_ ydx—xdy

dy

e e
M:AS; donc AS x dx —= Y&y xey .
dy , dy

; donc T'on pourra dire dx : dy: :

Jaa o
donc AS x dx= ydx — xdy ; donc AS :Jid—xﬂ
Ergait
=y — 2.

Sixieme Queftion. Comment a-t-on trouvé AS
LR N
e

1

Réponfe. 1°. L’on a trouve ( queft. 1. de cette
note ) 3yydy — axdy = 3xxdx - aydx ; donc dy
_ 3xxdx ~ aydx

S A

d 7 r
Z0NAIS Syt Z—xz(queﬁzon précédente’) donc

dx - aydx

NS gsr e e LN e e s
! dxxd‘y dx 2 3yy — ax

3x3de — axydx' 3x% — axy

-—_}/— ;—y}—axxdx

3yy — ax
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il 3y —axy —gx3 —axy 33 —3x3 — 2axy
3yy — ax DTy = e

3% Par hypothéfe , y* — x* = axy 5 donc 38

— 3% = 3axy; donc fi AS — S b Lo

.

Yy —ak P
Pon aura A'S =340 aany - Xl 0
37y —ax T 3yy — ax’ dos
en faifant AS —y, Pon aura s — 2%
3Yy — ax

Septieme Qucftion. Comment a-t-on trouvé s
1

—ilige
,jll.

pd Rl axy :
Répanfe. [O'v'r 50 w, donc 39 — asx
=axy ; donc axy + asx = 39 3 doncx = I

e R ay +as’
2°0 En {uppofant y infini , 'on aura ay+as =ay

( Note 2. num. 4.) donc x =322 3%
a

0 ENA & A\ y “ ;
3% L’cquation & la courbe en queftion eft
t o 27533
, =3
donc}ajy’ — 27\J’yi; 32’5y 5 donc a3y} = 274y
=+ secy Mais a c6te de Pinfini du troifieme ordre
7, le terme 345y devient nul (Note 2. num. 4);
(?onc 1’0;1 aura 275! — 4’y ; donc I'on aura par
Textraction de Ia racine cubique, 357 = ay ; donc

——x’ = axy » donc elle fera y» —

SRR “ ¢
35=-=;donc3s—=a; doncs:ﬁdonc;:;a;

donc lorfque AS devient AE, l’on)aura AE =1z;
donc en prenant les lignes AC, AE égales cha-
cune au tiers de la ligne donnée a, & en menant
par les points C & E la ligne indéfinie CE , lon
aura 'afymptote de la courbe A M.

5

-
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Remarque. Ceft ainfi qu’il faut lire les autres
propofitions de ce Livre, fi Fonveuten faifir toute
Ja beauté & toute utilité. Dans les Notes fuivan-
tes nous hous occuperons moins & faire des cal-
culs, qu'a donner une idée nette de certaines
courbes dont M. le Marquis de 'Hbpital fuppofe
que fon Leteur a une connoifiance parfaite. Ces
courbes font la cycloide , la {pirale, la conchoide,
la ciffoide , la logarithmique , &c, &c. Par 1a
nous rendrons un  véritable fervice aux Commen-
¢ans qui ne {cauroient trop s’exercer a trouver,
fans le fecours d’autrui , la marche que notre in-
comparable Auteur a fuivie, pour arriver a telle
ou telle ¢quation.

INCOLTRE. 2 XKl
Avane que de lite Larticle 15, pag. 21, il eft
néceflaire de f{e former une idée nette de la Cycloi-
de que 'on appelle quelquefois Roulere , & quel-
quefois Trochoide. Ceft une courbe produite par
une entiere révolution d’unglobe ou d’un cercle
fur une ligne droite: Imaginez-vous donc un cer-
cle qui roule fur une ligne droite , par exemple,
fur une ligne horizontale. Lor{que tous les points
de fa circonférence fe feront exaftement appliqué
fur cette ligne , il aura décrit une courbe a laquelle
on a donné le nom ‘de Cycloide. Le P. Merfenne
geft appercu le premier que le clou de P'une des
roues d’une charéte décrivoit dans Pair une Cy-
cloide , parce qu’il étoit animé de deux mouve-
ments fimultanés, I'un en avant en ligne dreite ,
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Pautre circulaire autour de leflicu de la roue,
Cette découverte fut faite en 1615. La Figure 7
de la Planche 1 repréfente une demi-cycloide. Sa
demi-circonférence CM A a été produite par la
révolution de la demi-circonférence circulaire
A P B fur la ligne CB. Cette ligne CB, néceffai-
rement égale A la demi-circonférence APB , sap-
pelle la bafe de la demi-cycloide CM A. Ellea
pour axe le diametre AB du cercle zénérateur,
ceft-a~dire, du cercle par la révolution duquel
elle a ét¢ produite ; pour fommet, le point A ;
& pour tangente au point M , la ligne MT pa-
rallele  la corde AP. 1l eft démontré que le con.
tour de la cycloide eft quadruple du diamétre de
fon cercle générateur 5 'on a donc la courbe
CMA double du diamétre A B. Tl eft encore
démontré que fi d’'un point quelconque M de
"la cycloide CM A, on mene une ligne quelcon-
que MP Q parallele & la bafe CB, & qui coupe
en un point quelconque P le cercle générateur
AP B décrit fur Taxe AB, il eft démontré,
dis-je , que I'arc de cercle A P qui dans cette oc-
caflon prend le nom de coupée , cft égal 3 Ia
droite MP que l'on regarde comme Vappliquée
. correfpondante de la coupée dont nous venons de
parler. Il eft enfin démontré que la corde AP
de la eoupée AP eft parallele i la ligne MT
tangente au point M de la cycloide CMA , &
que cette méme ligne MT a pour foutangente
la ligne PT tangente du cercle au point P.
Toutes ces véritls font démontrées dans tous
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les Traités complets de Méchanique , & nom-
mément dans celui de M. PAbbé de la Caille ,

pag. 180. art, 515 & fuiv. Rien donc n’eft plus

facile que de trouver I'équation a la cycloide.
Nommons pour cela x la coupée AP, y Pappli-
quée MP, b la bafe CB, & 2 la demi- cir-
conférence APB ; nous aurons x:y::a:h,
parce quex ==y , & a=—=1b; donc bx ==ay ; donc
y—= 5‘} 5 & Ceft 1a équation & la cycloide fim-
ple, dont il eft queftion dans cette feconde pro-
pofition ;' & en général dans toute cycloide la

circonférence du cercle générateur eft 2 la bafe ,
comme la coupée eft a appliguée.

7 SN DS S A

Q voriQu’iL ne sagifle dans les arzicles 17 &
18, pag. 22 que de la cycloide fimple, il eft bon
cependant de fcavoir ce qu'il faut entendre par cy-
cloide allongée , 8 par cycloide accourcie. Dans la
premiere la bafe eft plus longue, & dans la fecon-
deelle eft plus courte que la circonférence du cer-
cle générateur. Voyez-en la formation phyfique
dans I'endroit de la Méchanique de M. PAbbé de
la Caille que nous avons indiqué dans la Note
précédente. Ce quiil faut remarquer ici avec at-

| tention , c’eft que dans [a cycloide fimple on a

néceffairement MP — PT ( Fig.7,Pl. 1), parce
queMP—1y, & que PT :%Z devient — y
dans cette courbe , A caufe dea ==b. M. le Mar-
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3qu?:s de PHopital a donc raifon de dire ( art. 18)
que dans la cycloide fimple le triangle MPT ¢f,
ifofcéle. Il a encore raifon de dire que Pangle'}
APQ , eft mefuré par la moiti¢ de larc AP, §
parce que fi le cercle APB éroit fini , Pangle

APQinfifteroit fur un arc de cercle ¢gala I'arc AP,

N.ONT B X 1] L

T arrrcie 21, page 25 préfente deux dif ;

sydx ,lt

ficultés. L’on dit 1°. que puifque PT eft ==
m—4-n

DR . Cette valeur ne coutera prefe

fera
m %™ nsyi%

; A o !
que rien a trouver , {i on prend garde que I'équa-

m— 1ty O

1 T s %

tion m+ny'""""_“’d]..—:_ 2

mt ~~ ney™ T

donne naturellement dx=——

== Thom—1
me X ~—nsi”a,"‘ d
sydx
L’on fera entrer cette valeur de dx dans e

I'on trouvera a linftant ce que I'on cherche.

La f{econde difficulté que preéfente l'articlg 21
eft beaucoup plus confidérable. M. le Marquis de
PPHoépital y avance que files courbes A\QC, B_CN,
(Eig. 8, Pl 1), devenoient des lignes droites, |
la courbe M C, feroit alors une des Seions co-
niques & 'infini. M. Varignon a rendu cette re-
marque fenfible par les Figures 163 & 164dela
PL 8. fur lefquelles il faut continuellement avolr -
les yeux. Soit , dit-il ,un triaggle quelconque rec:
tiligne ECF , dont C foit le fommety EF la bai:‘,

COMMENTATIRE ?
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& CE, FC les deux cbtés , lefquels repréfentent
Ies deux courbes A Q C, B CN dont ils éroient
auparavant les tangentes. Des points N d’un des
cotés CF,oris & prolongé¢ A difcrétion , foient

autant de NP parallélesa CD, lefquelles ren-(~
contrent la bafe EF en P, & Pautre c6té en Q.

Soit pris enfuite fur ces NP un point M, tel que
Ton ait partout P Q :PM ::PM :PN , je dis
que la courbe MMC fera une des feGtions coni-
ques a Pinfini, I1 n’eft pas néceflaire de faire re-
marquer que z & # repréfentent des expofants
quelconques.

Dém. A caufe des paralléles PN ,CD, I'on
aura PQ:CD:: EP:ED,&PN:CD:: PR
:DF;doncPQm: CD::EP : ED S8 BN
CD::PF:DF ;donc, en multipliant par or-

—_—m —_—N —— m = ————m
dre, 'on aura PQ xPN:CD PR S S,
PF: ED xDF . Mais, par hypothéfe, P Q. :

PM : PM : ﬁn5 donc l?fz_m X BN 2

 ——m—n
PM  ;doncla cinquieme des proportions pré-

7 % — m ~=n
cedentes fe changera en celle-ci, PM .

CD" " ::EP xPF:ED xDF .
Suppofons maintenant 7 == 1, & n—1, P'on
aura PM*: CD* : : EPxPF: EDx DE', ceft-
a-dire, le quarré de Fordonnée P M : au quarré
delordonnée CD : : le reCtangle fous les abfcif-
fes qui correfpondent & I'ordonnée PM : au recw

0
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tgangle qui correfpondent 2 Pordonnée CD5 ce
qui eft le lieu 3 Lellipfe & 3 Ihyperbole ordinaires

m—-n ——__m-n
(Note;,num.g&lé);doncPM :CD

. EP xPF :ED x D F1 eft I¢ Jieu & el
infe & 3 Phyperbole de quelque genre quielies ¢
}cf)ieent; donc}g, les courbes A Q_C_J, BCN, Fig. ‘
8. Pl 1. deviennent des lignes droites, la fourl?e
MG fera alors une des fections coniques Vinfini,
{cavoir une elliple , lorfque lappliquée CD, qlul
part du point de rencontre C, tombe entre e
extrémités A , B, & une hyperbole 5 lorfquelle
tombe de part ou d'autre,
Enfin , M. le Marquis de ]
Tes courbes AQC , BCN deviennent des lignes
droites , & que l'une des de\:ux , par excmple,
. AQC foit parall¢le au diametre A B, la courbe
MC fera une parabole, parce que dans cette

1 A1 | 4
courbe les diametres font paralleles a l'axe, &

que la courbe AQC transformée en ligne droite, |
deviendra diametre de la courbe MC qui aura
AB pour axe.

NOTE XIV.

: ~LA Propofition 5, . 0
fance de la fpirale d’Archimede dont voici 1a
conftru&tion & '¢équation. Divifezla cxrconferen(cie

3 , z :
ABCD, Fig. 165. PL.8, enun certall?n pombre ;.
parties égales , par exemple , en 4. a1tes—er; (
méme pour fon rayon aA. Tmaginez-vous en m;c
que le rayon afl parcourt en 4 inftants cgaux 2
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l’Hépitai affure que fi |

pag. 26 fuppole la connoif- |

®
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circonference ABCD , tandis que dans le méme
tems le centre 2 monte de 2z en A. Il eft évident
que par ce do'.;ble mouvement ce centre décrira
la premiere {pirale 2, b,.c, 4, A. La feconde

AghiF fera décrite de la méme maniere. Le cen-/,
tre a devra monter julqu’au point F, tandis que *

le rayon aF parcoura la circonférence F GHI.
Pour avoir I’équation & la premiere fpirale ,

- nommons b la circonférence ABCD , 4 fon ra~

yon a A, & fuppofons que Igrayon a A parcoure
Parc AC, randis que le centre # parcourt aN = ac.
Dans cette {uppofition nous aurons ’arc AC pour
ablcifle, & ac pour fon appliquée correfpondante.
Si lon appelle cette abfcifle x , & fon appliquée
correfpondante y ; lPon dira la  circonférence
ABCD parcourueen 4 inftants égaux : au rayon

a A parcouru dans ce méme tems : : Pabfciffe AC *

parcourue , par exemple , en 2 inftants : a Pappli-
quee 4N = ac parcourue aufli dans 2 inftants ,

ceft-a-dire, b:a::x:y, donc by =ax, donc
ax

= > & ceft Ii 'équation 2 la fpirale d’Ar-

chiméde. Defcartes prétend dans le livre 2 de fa

- Geomcétrie que certe courbe n’eft que mécanique.

Voyez la difcuffion de ce point de Mathématique
dans la vie littéraire de ce grand Homme, pag.
301 & fuivantes ; elle forme le premier volume de
notre Traité de paix entre Defcartes & Nevoron »
3 vol.in-12 imprim¢/ 4 Avignon chez la Veuve

- GiRARD en 'année 1763.

Va
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NOTE -XV.

L A Propofition 6, pag. 28 fuppOfe la connoif-
fance de la tonchoide de Nicomede ; aufli allons
nous en faire la defcription, & affigner enfuite
Téquation de cette courbe. Imaginez-vous donc
les lignes droites indéfinies AP, CBc, Fig. 166.
Pl 8, qui fe coupent 3 angles droits au point B.
Sur | a premiere vous déterminerez AB& BP ;

& apres avoir pris le point P pour pomt fixe , vous

ferez tourner autour de cette efpéce de pole la
ligne BA , detelle forte quelle pafle toujours fur
12 diredtrice CBe. Dans toutes les pofitions que
AP aura vis-2-vis CBe, vous couperez au deflus &
au deffous de CBe les lignes CD, Cd, cD,dd

égales 2 BA. La courbe qui joindra les points |
D, D fera la conchoide {upérieure ; & cellequi |
]omdxa es points d , d fera la conchoide inferiew- |
re. Si Fon nomme BA, 2 ;PD, 3 ;PC,x ; lonaun |

néceflairement PD —P C D C donc P DR
—BA, doncy—x=—a; &¢ oty l’equatlon
a la conclvolde de Nxcomcde

WO X

TrarricLe 26, page 30 peut abfolument fe
‘pafler de commentaire. Si cependant I’on fe trou-
“voit arrété {ur la fin de cet article, Pon pourroit
confulter , non pas le livre 3 , mais la feGion 4
de la partie 1 du livre 2 dela Géométrie de Del-
cartes commentée par le P. Rabuel Jéfuite , & im-
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primée en un vol. #1-4°. en 1730 a Lyon chez
Duplain, Aurefte la Parabolo:de dont parle M. le
Marquis de I'Hoépital , n’eft pas le folide que les
Géométres appellent conoide paraboloide , c’eft une

ligne courbe du troifieme degré formée par I'in- 4

terfection continuelle d'une ligne droite & d’une
parabole ordinaire. Poyez Defcartes & fon Com~

mentareur & endroit cité.

N v X oL

P o u R comprendre fans peine la propofition § ,
pag. 31 , il faut fe former auparavant une idée de
la ciffoide de Dioclés repréfentée parla figure 14
de la planche 1. En voici la formation. Ion me

donfie le demi-cercle BAF avec la tangente infi- °

nie Bb. Du point F, je tire jufqu’a la tangente B
prolongée & volonté ,
continue mentalement jufqu’en V , FR que je
continue mentalement jufqu’en r &c. Parmi les
lignes tirées du point F a la tangente Bb, je fais

| enflorte qu’il y en aitune, comme F A, qui pafle

par le milieu A de la demi-circonférence BAF.
Sur Ja ligne Fb, je prens F M — DN. Sur la ligne
F A prolongée mentalement julquen V , je prens
FA — AV. Sur la ligne FR prolongée mentale-
ment jufqu’en r, je prens Fz = Rr; la courbe qui
pafiera par les points F, M, A , 7 fera la ciffoide de
Dioclés. Dans cette coutbe l'ona F M —=IN , &

ar confé¢quent Fh —F N —+F M. L’on a encore

P=Pb, & par confequent Fb — ;FP Mats

3

les lignes Fb, F A que je.
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Fb—FN +FM, donc FN +~F M —2FP.
Nommons donc avec' M. de I'Hépital F My,
FNz, FPx, lon aura y +-3=2x; & ceft-h
Péquation 2 la ciffoide.

NO Lok X Wl L L

L A connoiffance de la quadratrice de Dinoftra.

te eft néceffaire pour Pintelligence parfaite dela

Propofition g¢. pag. 34. Pour en faifir facilement

1a formation, imaginez-vous que tandis que le
i .
rayon AE ., Fig.  17. Pl 1, parcourt parif

mouvement uniforme le quart de cercle A B, la §

tangente AH va paralié]ement 3 elie-méme le

long du méme rayon AF, de telle forte que lotf-

que le rayon AF fe trouve avolr parcougu le §

quart, la moitié , les trois quarts de la circonfe-
rence A B, la tangente A H a parcouru le quart,

“Ja moiti¢, les trois quarts du rayon AF ;5 la

courbe AMG qui paffera par tous les points
dinterfe@ions du rayon A F & de la tangente
AH , vappelle quadrarrice. Dinoftrate fon inven-

teur s'en fervit pour trouver la quadrature appro=
chée du cercle. ¥our avoir Iéquation a cetee couts §

be , nommons b le quart de cercle AB, ale ra-
on A F, y une partie quelconque de la circon-
frence AB parcourue par le rayon A F, x uné
partic quelconque du rayon AF parcourue par
Ia tangente A H, nous aurons par conflruction b

bx ,
a::yix,doncay ==bx, doncy = Cquir

gion & la quadratrice.

. demment

.
caa
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NOTE-"X1X

L’AP\TICLE 31, pag- 36 a befoin de deux
éclairciffements; on les trouvera dans les réepon-
fes aux queftions. fuivantes.

Queftion 1. En mettant pour x fa valeur 57,2' , &
en divifant enfuite le tout par b — p ; comment

bss — ys58 bss
a-tion trouvé 2= ¥¥ 2

ag — ax aa

Réponfe. 1°. En fuppofant 'x..—_ﬁbj—' > Pon aura
: s azy aab—aay ‘
| aa—ax—aa =

5 agbh — aay bss—yss
20, ag — ax = ———=; donc ——=— fera
b aa—a
b — aay

égal & bss — yss divifé par fif——[,-——— :

30. bss — yss divife par ‘-zfé:;———ul donne  évi-

bbss — byss
aab— aay ¢

49. Divifez par b — y le numérateur & le déno-
minateur de cette derniere fradtion, vous aurez
bss

Seconde Queftion. En fuppofant FT = 4
aa
comment peut-on prouver que FT eft troifieme

proportionnelle A FG =7, & a FM =32
Vi
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Réponfe. La troifieme proportionnelle aux quan- |

. aa bss 5 aa bss Bl
titds— & seft 22 Susr Fenas LR :
3 aa,pulfqueb :..:.aa,dong

&c.

NeQ TAB s XX

pour Pintelligence de l'article 32, pag. 37.
1°% On peut regarder m R, Fig. 18. PL 2, com-

me parallcle 3 MF , parce que langle MER eft § perpendiculaire que 'on cherche pour la folution

~ du probléme propofé, eft celle qui paffe par le
§ centre commun de gravité des poids C, D, E.

eft fuppof¢ infiniment petit , & par conféquent |

{enfiblement nul. Par la méme raifon les lignes
7S & m O peuvent Etre regardées comme pa-
ralléles, Fune 3 MG & Pautre 3 MH.

2°. Le centre commun de gravité des poids

appliqués en C, D, E, que jappellerai les poids

C,D, E, eft le point autour duquel ces poids
¢tant fufpendus comme autour du point fixe d’un
levier quelconque, refteroient dans un parfait
¢quilibre.

3°. Pour trouver le centre commun de gravité |
des poids C, D, E, je cherche d’abord celui’|

des poids D & E par la régle fuivante ; la fomme

des poids D & E: 2 la longueur de la ligne qui |

marque la diftance de leurs centres : : le poids D
:a la diftance du poids E au centre commun de
gravit¢ que je cherche , & que je nomme x. Cette
premiere opération faite, je raflemble mentale-
ment les poids D & E & leur centre commun de

gravité x ; & pour trouver le centre commun d¢ |
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gravité des trois corps donnés, je dis, la fomme
despoids C, D, E : a la longueur de la ligne

qui marque la diftance du point x au centre du

poids C : : le poids C: 2 la diftance du point x au

| centre commun de gravit¢ des poids C, D, E. Ce
| centre fe trouvera dans la ligne M P a laquelle
. font perpendiculaires les lignes CL, KD, 1E;

L Es remarques {uivantes ne feront pas inutiles § & comme la tangente au point M eft parallcle aux

lignes CL, KD, IE, il s'enfuit que MP eft per-
pendiculaire a la tangente au point M ; donc la

INELORT I 3 S, 6 G

Dis lignes a2, b dont il eft parlé furla fin de
Varticle 34 5 pag. 44 , Tune b eft tirée d’un point
quelconque de la courbe perpendiculairement & la
direftrice , Lautre a eft tirée du méme point aun
foyer. Or il eft évident que dans la parabole a eft
¢gala b , que dans I'elliple 2 eft moindre , & que
dans I’hyperbole 2 eft plus grand que &.

NeO ToEs 9 X XL
M. e Marquis' de I'Hopital affure a la fin de

Variicle 36 , page 45 , que MR, Fig. 25. Pl. 2,

1%10PXMQP_E)-QSXPN—I. Pour le faire

toucher au doigt, il auroit di tirer [a ligne OV,
parallelea QP ; il a écé ablolument néceflaire

1
eft éga
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pour nous rendre intelligible,, d’ajouter cette ligne
OV 3 la figure 25. Cela une fois fait, voici com-
ment je raifonne.

1°. A caufe des triangles femblables OV S . |
OLR, lona OV :OL: ¥S:LR: Von i}
doncPQ:PM::V5:LR. Mais VS=QS — QV
=QS—OP;donc PQ: PM::QS—OP:LR; |

PMxQs—op
donc LR.__..——,F—Q—‘——‘.

2. MR = LR + OP ; donc MR =

PM xQs—oprp+=PQxOP
PQ 3

30. PQ=PM 4+ MQ; donc MR = 5_;("'

PMxQS—opP+OPxPM—4MQ
i EE >

aura, en Otant les quantités qui fe détruifent

MR=PMxQS—+OPxMQ
v 1)' Q

faute qui fe trouve a la page 46 ; elle eft marquée

dans Verrata.

NOT% XXIIIL

Pour mettre 2 I portée de tout le monde

Yarticle 39 , pag. 48 , il eft néceffaire de faire
connoitre la logarithmique repréfentée par la
Figure 80 de la Planche 5. C'eft une courbe dont
les abfcifles font les logarithmes des ordonnées ,
ceft-a-dire , c’eft une courbe dont les abfciffes
fuivent la proportion arithmétique , & les or-
données la proportion géométrique. En voici la
defcription. Sur la ligne KQ qu’on pourra pro-
longer a volonté , €levez les deux perpendiculai-

donc Ton !

- Prenez garde & la
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res PM, fin. Coupez Pf en deux parties égales
au point p. Elevez & ce point la perpendiculaire
pn qui foit moyenne proportionnelle aux lignes
PM & fn. Prenez fz = pf- Elevez au point g la
perpendiculaire go qui foit troifieme properion-
nelle aux lignes pm , fu 5 la courbe que vous
tirerez par les points M , 7z , #, o fera une por-
tion de la logarithmique. En effer, tandis que les
ordonnées PM , pm , fa , go gardent la propor-
tion géométrique continue , les abfcifes corref-
pondantes Pp , Pf, Pg gardent la proportion
arithmétique continue ; donc Pp peut ctre re-
gardé comme le logarithme de pr 5 Pf comme le
logarithme de f ; Pg comme le logarithme de
g0 » &c. Dans cette courbe, il eft vrai, la ligne
PM n’a point de logarithme ; mais dans le fait
elle ne doit en avoir aucun , puifqu’elle eft prife
pour Lunizé , & que le logarithme de Lunizé eft o.

Ce quil faut bien remarquer , c’eft que dans
toute logarithmique les foutangentes font égales,
par exemple , les foutangentes pb, fe, &c. font
égales. Cela vient de ce que Pp, pf, &c. font
des quantités ¢gales entr’elles, de méme que M7z,
win , &c. Voild pourquoi M. le Marquis de 'H6-
pital annonce que lorfque la foutangente de-
meurcra par tout la méme , la courbe L. M ,
(Fig. 26. Pl. 2.) lera logarithmigue.

NOTE XXIV.

(Comue Larticle 40 , page 49 fera appliqué 3
la logavithinique fpirale, il eft néceflaire de don-
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ner icila defcription de cette courbe. Divifezle
quart de cercle BGD, (Fig. 87. PL.5.) en un
nombre quelconque de parties égales Bb, bG,

Gg, gD. Sur lesrayons O , OG, Oz, prenez

es parties ON, On, Or en proportion continue;
]gs points N , » , r appartiendront A la logs-
rithmique [pirale. Cette courbe a pour appliquées
les lignes ON , On, Or, oufi on veut ,bN,

Gz, gr qui font en proportion géométrique con- |

tinue , & pour abfcifles correfpondantes les arcs
Bb , BG, Bz qui font en proportion arithméti

que continue. Aufli peut-on regarder celles-ci

comme les logarithmes de celles-13.
Ceft dans larticle 42 que fe fait I'application
de Partitle 40 3 la logarithmique {pirale. L’ony

fuppofe que la courbe ¥ Q ( Fig. 27, Pl 2.) elt |

une hyperbole dont AB eft Pune des affymptotes.

Nous avons déja fait remarquer dans la Nores, |

num. 20. que AGxGQ eft un reGtangle égal a un

quarr¢ conftant que M. de I'Hépital nomme ici |
ff; doncay — ff; donc GQ (u)= ;?—[;'dohc, ‘
en fuppofant le point G au point A , Ton aura |

GO — % — oo ; aufli GQ devient-elle alors fe-

conde affymptote de Ihyperbole FQ. L’efpace
FEGQ eft donc regardé comme infini & caufe de
fon c6té infini GQ. 4

Lorlque AG devient —0, I'on 2 AM ()
=0 doncuy = ff, devient ff=—o0, & parla

méme AT (fcl;! ) devient % =0 ; donc lorfque
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le point M de la courbe ML eft arrivé au centre

_du cercle BN , ceft-a-dire , lorfque AM =o,
' Pona AT == 0. Dot Ton voit que la raifon

de AM 3 AT eft conftante ; ce qui eft une pro-
pri¢cé de la logarithmique fpirale. Tout ceci
géclaircira encore plus par la leGure de Varzicle ©

- 91, pag 127,00 Von verra que AM: AT :: AC

:CM, (Fig. 81. Pl. 5.) Nous remarquerons en
finiffant cette Note , que 'on donne quelquefois
le nom d’axe & la ligne des abfciffes ; ce n’eft
quen ce fens que I'on peut regarder l'aflymptote

" AB ( Fig. 27. Pl 2.) comme axe de Phyper-

bole F Q. :

N O T B » XXV,

Comme la maniere dont M. le Marquis de
IHobpital tire dans'la propofition 16 les tangen-
tes des courbes AM, BN , CO, ( Fig. 32. Pl. 3.)
1’2 aucun rapport avec ce qu’il a dit dans toute
fa feconde Seéion fur la méthode de trouver par
le calcul différentiel les tangentes de toutes for-
tes de lignes courbes , nous ne donnerons aucun
commentaire de cette propofition qui dans le
fond nous paroit ici aflez déplacée. Nous remar-

- querons cependant que cleft par fon inertie que

le poids A soppofe & la direction BF du poids B.
Nous remarquerons encore que ce qu'on a dit du
poids A parrapport au poids B, doit fe diredes
poids A & B par rapport au poid C; car A eft
AxBF

fenfiblement égal 3 la fraltion —.



)
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Tia régle générale dont on fe ferc, lorfquion |

_courbe , eft celleci : Dans le point o la quan.

. ferentielle de la variable qui va en croiffant 4 puis |
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veut trouver le maximum ou le minimum d’une

1116 eft devenue la plus grande , fon accroiffement
¢ft devenu nul, & dans le point on elle eft devenye
da plus petite , fon décroiffement eft aufli deveny
nul. D'on il fuit qu’ayant différentié Féquation qui
exprime la quantité dont il Sagit , ou qui convient
a la courbe don: il S'agit 4 il faur faire = o la dif-

en dé’rraiﬂhnt 5 ouen décroiffant , puis en croiffant ;
&' Uequarion différentice pouvant érre réduite par
ce moyen o des termes finis , elle exprimera le
maximum , oz le minimum qu’on cherche.

Pour trouver , par exemple , la plus grande

ordonnée au grand axe AB de lellipfe ADB |

( Fig. 30. Pl. 2. ) nommons 24, le grand axe AB;
2b , le petit axe , & par conféquent b, le demi-
petit axe DE ; nommonsy, une ordonnée quel- .
conque au grand axe; & x, fon abicifle correl-
pondante. Cela fuppolé, voici comment je rais
{onne. : :

1°. L’équation 2 Pelliple eft aayy — 2abbx —
bbxx ( Note 5. num. 10). ;

29. Cette équation différentiée devient 2aaydy
== 2abbdx — 2bbxdx. ; : '

3°. Comme ’ordonnée qu’on cherche , eft fup-
polte arrivée A fon maximum , elle aura 3 ce point
fa difiérentielle dy — 0, donc 2aay X dy = 2aay
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xo0; donc 2aaydy = o ; donc 2abbdx — 2bbxdx

—0; donc 2abbdx — 2bbxdx ; donc, en divifant

tout par 2bbdx , I'on aura 2 = x; donc lor{que
. dans Pellipfe I'abfciffe x devient @, I'ordonnée
' correfpondante p eft arrivée A fon maximum ;
. donc lorfque dans Pellipfe 'abfciffe devientla moi-
tié du grand axe , Pordonnée correfpondante eft

| ‘arrivée a fon maximum. Mais le demi-petit axe

DE a pour abfciffe correfpondante AE, moitié
du grand axe AB; donc dans une ellipfe quel-
conque la moiti¢ du petit axe eft la plus grande
ordonnee a I'axe principal.
~ Voila comment il faut opérer , lorfqu’on veut
trouver le maximum ou le minimum d’une courbe
quelconque dont Iéquation eft donnée. Voici
ce que veut dire M. le Marquis de 'Hépital , lorf~
quil affure qu’il y a des occafions ol une quan-
tité ne peut pas devenir de pofitive négative,
fans paffer par linfini. Toutes les tangentes TM,
par exemple , tirées jufqu’au point D exclufive-
ment ( Fig. 30. Pl 2.) ont des foutangentes TP
qui vont toujours en augmentant jufqu'au point
E, & qui jufqu’a ce point font regard¢es comme
des quantités pofitives. Au point D la tangente
TM devient infinie , & fa foutangente TP qui
lui eft paralléle, fuit néceflairement le méme fort
Apres le point D , les tangentes TM & les fou-
tangentes TP vont toujours en diminuant, &
celles-ci font regardées comme des quantités né-
gatives , puifqu’elles changent de c6té; doncil y
a des occafions oll ung quantité finie ne peut pas
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devenir de pofitive negative , fans paffer pat Pin~
fini. Ce que nous avons dit de la figure 30 par
rapport au maximum DE , fe vérifie dans la fi-
gure 31 par rapport au minimum D E. ‘
Il y a des occafions ot la tangente {e confond
avec l'ordonnée, c’eft-a-dire, ou la tangentede-
vient la prolongation de 'ordonn¢e , comme au
.point D de la figure 33 de la planche 3 , auquel
il feroit impofiible de tirer une tangente , fans
qu’elle ne fit une méme ligne avec le minimunm
- DE. Alors la différentielle Rz devient infinie
Mais avant que de devenir infinie , elle avoit:
été pofitive, & apres Etre devenue inﬁnie, elleeft
négative, pagce qu’ ‘elle change de cbtc ; doncil
y a des occafions ott une quantité infninient pe-
tite ne peut pas devenir de pofitive negative,, fans
paﬂ'er Jpar Pinfini. La figure 34 de la planches,
préte & un raifonnement femblable ; tout le mon-
de voit que la tangente au point D i confondroit |
avec le maximum D E. Mais ce font 13 des raifon- |
nemens qu’il ne faut pas poufler trop loin , de|
peur de fe'perdre dans une meétaphyfique inin-
telligible. Contentons-nous de différentier I'équa-
rion donnce ; de faire la différentielle =0 ; & fo-
yons affuré que fi la courbe 4 laquelle appartient
Péquation donnée , a un maximum ou un mini-
mum 5 nous le trouverons par cette mechode. Je
dis , fi la courbe dont il s'agit, a un maximun
Ou uUn minimum 5 parce que les courbes dont les
apphquecs croifient jufqu’a Pinfini, n’ont pomt

de maximum 5 & celles dont les appliquées de-
croiffent

|
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croiffent ]ufqua 0, n'ont point de wminimym.

NOT XXPIL
C oM ME Varticle 48 , pag. 59, contient le pre-
mier des 13 exemples auxquels M. le Marquis de
'Hopital a apphqué la méthode de Maximis &
Minimis , nous allons en donner le calcul , fans
ometrre la moindre des équations. Le voici; i
n'a befoin d'aucune explication.

Xy =axy
3xxdx 4 3pydy =— aydx - axdy
3xxdx — a)jdx =axdy —3yydy
3xxdx — aydx == ax X o—3yyxd
3xxdx —aydx —=o
3xxdx = aydx
3X% =ay
X Y
P
Mettons la nouvelle valeur de J dans Péquation
¥ -3} == axy , nous aurons
2755 2ax3
s
a @
"0
B s 2T s ia g
BT =K
2 =g
a3 S
279(6 — 24%{3
3
3" e
3% = axVz
3% e
X et a¥2 X
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L ARTICLE 49, paz. 60 a befoin du Com-
wentaire fuivant. Pour trouver AE —a , il n’%é-
»10it pas néceffaire de fe jetter dans Pinfini ; il fal-
"loit élever au cube les 2 membres de I'équation
donnée, & opérer par la méthode ordinaire enla
maniere fuivante :

1

52
3

V —a —aXa—x
3 oo e e
Vs a :\/aXVad—Zax-e—xx
Y~ gayy 4 344y — & —aX aa — 2ax + %X

Y- 3ayy =+ 3aay — & = & — 244X -+ axx
En différenciant cette derniere ¢quation, I'on aura

3yydy — 6aydy = 3aady — — 20adx - 2axdx |
39y X0— 6ay X 0 - 344X 0 = — 2aadx -+ 2axdx
0 = — 2aadx - 2axdx
2a0dx =, 2axdx
adx — xdx
@ =
NOTE X X1X.

LrarTices 50, pag. 6O ne peut paroitre obf-
cur, qu'a ceux qui ne connoitroient pas la nature,
ou les proprictés de la roulette ; nous les avons ex
pliquées dans les notes 11 8& 124

NOTE XXX
L’O_N» comprendra Varticle 51 , pag. 61, fi 'on
fait attention aux remarques fuivantes.

1

‘re ordinaire,, donnera x = V
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' muleiplié par 2— x donne ew—
demment pour produit z — »", parce quez—»"
multiplié par z—x , ceft z— %" ' élevé d’un
degré; donc 7— »" divife par 7—x"""" doit
donner pour quotient 4 — x , parce que le pro--

SRR
iy

 duit divifé par le multiplicande eft toujours égal

au mulupllcateur.

29, Par la méme raifon » divifé parxBT doit
donner pour quotient x , car x "~ multiplié par x
donne pour produit x™

3°. En fuppofant x infinie, I'on aura xxx
F =

* : A _
x—x-» (Note 2.num. 4); donc en fuppofant x in=

finie, Fonauray ==, & par conféquent y =x

NOTE ~"XX X[
Trarrices 52, pag. 63 , eft termmépar une

' équation du fecond degré qui demande les éclair-

ciffements fuivants.
10, cxx—axx —bxg ——xx X —a—43 donc

en faifantc —a —b—¢e, Pon aura exx =— cxx

~ axx — bxx ; & I'tquation qui termine I'article
52 {e changera en celle-ci exx ~- 2acx — abe.
abe

2ac
XX —Sx ==
e

3. Cette derniere. ¢ ¢quation manite 2 la manie-

29, exx+ 24cx = abe, donc

ac

- %
4% Sic=a-b,lon aurac-,-—-a——bm-a, &
X

lZdCC

~
=
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par confequent cxx — axx — bxx = 0 3 donc P&
quation qui termine Particle 52 deviendra 2acx
—ghes donc2x=tbt donc x—iLb.

NAOS TR s e X X

Voicr ce qui peut arrter un commengant
dans la le&ure de Yarticle 53, pag. 64-

. 1% Le cone que décrira le triangle reftangle
AEF, Fig. 40.Pl. 3, aura pour bafe le cercle
dont le rayon fera Pordonnée F E , & pour hau-
teur la ligne EA. De méme le cone que déctira

ie tnanale reftangle AP N, aura pour bafe lecer

cle dont le rayon fera l’ordonnee NP, & pour
hauteur la ligne A P. Voyez a formation du cone
dans les élémens de Géométrie de M. PAbbede la
Caille, arz. 658 de I'édition de 1764.

o, Par la propriété du cercle, I'on aura AE:

EF :: EF : EB; donc EF* = ax — xx ; done
EF — 1/ = xx.

so- AR SR AR pdonc AR
— xx 4 xx 5 donc AF* — gx ; donc AF — Vo

4°. La fra&tion qui termine l’artxcle 53 ne peut
pas étre =— o , fans que lon ait fon numerateut
2axdx — 3xxdx == 0 ; I'on aura donc alors 2axds

== SANdx; done Taan==gxx; done ‘24 — 35

donc x =24.

NOTE- R ETITY
Ux parallélepipéde eft un folide terminé pas
fix furfaces reGangles , dont les deux oppolées
font ¢gales & paralléles ; & un cube eft un fo-
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hde terminé par fix quarrés égaux , qui font tous
3 angles droits I'un {ur l'autre. Tout cube eft donc
un parallé]eplpéde mais tout parallélepipéde neft
pas un cube, Ils agxt mamtenant dc bien fe con-

3 8
. vaincre que fi x = Yon aura & —

b Bi >
en voici la demonﬁratlon.

3
a
1% xx:—;—.

o. L e T e
2°. e 2 HCE =
DS AR 0F 3xi 2 Ben 30 Mhxx
a%h 43 1 a3 ll3
=S = g donc fi le quarté de - eft o
r o b
n =R,
on aura .

N O-ToEs = XX X L),

D ans le triangle rectangle GIE, Fig. 41.
Pl 3, fi l'on prend I'hypothénufe GE pour finus
total, le ¢6té GI deviendra le finus droit de 'an-
gle GEI. Par la méme raifon dans le triangle rec-
tangle GLE, P'on ne peut pas prendre G £ pour
finus total, fans avoir GL pour {inus droit de I'an-
gle GEL, & defonfupplément GEC; ce font lales
premiers ¢léments de la Trigonométrie reétiligne.

NOTE XXXV.
Irarricre 58 , pag. Gg me paroit traité
avec moins d'exa@itude que les autres; & les
preuves que j'ai a en apporter , ne font par male
heur que trop démonfiratives,

| Xk
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FGE & CGE; il falloit faire ces' deux trians

qui choque la vue d’un leteur exat & attentif.

2°. En fuppofant que angle FE G doive étre |

égal a 'angle CEG, le probléme eft trés faciled

réfoudre. Le point E que 'on cherche , fera celui

par lequel paffera le rayon du cercle AEB qui,
aprés avoir ¢té prolongé, ira couper perpendicu-
lairement la ligne CF | c’eft-a~dire, la ligne qui

joint les deux points donnés C, F. 1l ne fera pas |
. 3 " ! -
| vantes nous paroiffent-elles abfolument néceffai-

donc néceffaire de chercher ce point par Pintef
fection du cercle & de 'hyperbole.

3° La ligne OB —a4, & la ligne OC =4, }

nc font pas les données 4 & b dont on parle dans

les articles 56 & 57. En effet langle FEG n'eft |
égal a‘langle CEG, que lorfque a==5. Mais |

OB n'eft pas égal 3 OC dans Larricle 58, & ce-
pendant dans cet article on fuppofe I'angle FEG
égalalangle CEG ; denc &ec.

4°. Quoiqu’il me paroiffe fort inutile de réfou-
dre le probléme de larticle 58 par Pinterfe@tion §

du cercle & de P'hyperbole , nous remarquerons

aa X

Y 4 T —geft un
c b

lieu % une hyperbole équilatére , dont le grand

cependant que yy — xx —

a%
~—. On trouvera ce grand
4CC

axe en comparant , par la méthode ordinaire , I'é-
quation donnée avec la formule genérale qui fo

axe {eroit 2

a
bb

1°. L’angle FEG étant égal 4 Vangle CEG,
Fig. 42, Pl 3; les angles en G étant droits , & |
Je ¢6té GE érant commun aux deux triangles

o
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vrouve dans le Traité des Seftions coniques de
M. le Marquis de I'Hépital, pag. 234, ou avec
celle quife trouve dans le premier Tome du Cours
de Mathématique de Wolf , pag. 382. Or le

y 2 k. s - i
gles ¢égaux en tout fens : c’eft 13 une inadvertance grand axe d’une hyperbole équilatére ¢tant don-

n¢ ; la~ conftrudtion de Thyperbole fe préfente

delle méme , parce que dans cette courbe le
. A\

grand axe, le petit axe & le parametre ont la

méme valeur.

NOTE XXXVI~

I rerar de la queftion de Varricle 59 , pag.

70, eft trés mal énoncé. Aufli les remarques fui-

fes.
1° @ & b ne marquent pas les efpaces parcou-

rus dans un tems quelconque ¢, mais la nature des
différents terreins qu'il faut parcourir endega &en
dely delaligne A B. En effet puifqu’on fuppofe le
tems ¢ égal, ou plutdt conflant de part & d’autre,
& que Pon fuppofe inégaux les efpaces parcourus
CE & EF, on ne peut pas fuppofer que la nature
du terrein foit par tout la méme.

»0. En examinant attentivement la Fig. 43 de
la P/. 3, vous: vous convaincrez quen prenant
CE pour finus total dans le triangle rectangle
CAE, & GE pour finus total dans le trian-
gle retangle GLE, AE & GL deviennent les
finus droits de deux angles ¢gaux:; donc AE
— G L. De méme en prenant GE pour finus to-

tal dans le triangle GIE , & EH pou}x; finus to-
4
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tal dans le triangle EDH, GI& ED devien-

dront les finus droits de deux angles égaux ; dong

30. Pour trouver la valeur dex , Pon opérera
fur Téquation propofé¢e fuivant les regles mar-
quées dang tous les livres ¢lémentaires d’algéhre;
nous avons droit de fuppofer quion ne lit pas les
Infiniment Petits de M. le Marquis de I'Hopital,
fans avoir appris auparavant & manier une équa-
tion du quatrieme degré. :

4°. Pour manier plus facilement I'équation pro-
polée . vous ferez' ag— bb == m ; —- 2aaf 4~ 2bjf
=n ;+aaff --aagg — bbff — bbhh —p ; _zaafg:g
==-—q; aaffgg = ; & léquation propofée f¢
gransformera en celle-ci , mx* -+ nx’ 4+ px* — g

7z r
r—o;doncxt+ 2y L x’—lx—i-'—:o,
‘ m mn mn m
Pour opgrer plus facilement fur cette équation
: 3 n ) 7
gransformée , faites — —a, LobLce, L ==
X 3 n n m mn Y

yous aurez x* - ax’ + by’ — ex 4-d == o,
; :

59, Vous ferez ¢vanouir le fecond terme ds cettg
derniere équation, en faifant x —z — a, pare
que fi dans une égzmtia;z Jupérieure , le fecond
terme eft pofitif, Lon augmente la racine x dune
quantité fractionnaire qui ait pour numérateur le
coéflicient du fecond terme , & pour dénominaseir
Pexpafant du premier terme de Iéquation donnée;
Yan a par ce mayen une équation transformée don
le fecond texme eff évanoui.

y A [

6°, Vous chercherez la nouvelle valeur de It
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quation x* + ax’ +-bx* —cx+d=—o0, en {uppo-
fant x =%~ a3 vous trouverez une nouvelle équa-

tion dans laquelle le fecond terme fera évanoui.

7°. Pour réduire cette nouvelle équation aux
termes les plus fimples , vous appellerez fles diffé-
rents coefficients de zz ; vous appellerez g des dif-
firents coéfficients de g ; vous appellerez enfin 4

~ Taffemblage des connues qui-forment le dernier

terme de équation; & vousaurezg* * + 2+ g3
+h=o0 :

8°. Vous opérerez fur cette équation du qua-
trieme degré , comme ont fait en pareille occafion
Wolf dans fon cours de Mathématique , Tom. 1.
pag.336 ; Clairaut dans fes Eléments d’Algébre ,
pag. 287 5 Rabuel dans fon commentaire fur la
gbométric de Defcartes 5 pag. 473. Tout homme
qui entreprend I'¢tude des infiniment petits doit ,
ou avoir lu les livres que nous venons de citer, ou
€rre en état de les lire fans y rencontrer prefque
aucune difficulté,

NOTE XXXVII.

LES remarques fuivantes jetteront un grand
jour fur Particle 61. pag. 74.

1°. L’on ne doit pas entreprendre la leGure de
Tarticle 61, fans s’étre auparavant formé une
idée nette de la fphere.

2. Le crépufcule eft un jour imparfait que Fon
a quelque tems avant le lever , & quelque tems
apres le coucher du Soleil. Voici la caufe phy-
figue de ce phénoméne, Lorfque le Soleil n’eft



330 CommenTAIRE

14
degrés, plufieurs rayons de lumiere rencontrent

des couches affez denfes de P'athmofphére terref. |

tre. Quelgues-uns s’y brifent affez , pour que leur
refraction les détermine 4 fe porter vers la terre,
Quelques autres (& c’eft le grand nombre ) sy
brifent affez pour pouvoir fe rendre dans des cou
ches compofées de particules capables de les ré-
ﬂechir fur la furface de la terre ; donc nous devons
avoir un jour imparfait, lorfque le Soleil n’eft pas
enfoncé au deffous de notre horizon de 18 degrés.
Au refte lorfqu'on parle d'un enfoncement de 18
degrés , on entend 18 degrés pris fur un cercle
v'erti_cal, Ceft-a-dire, fur un grand cercle que
Yon imagine pafler par le zénith, & couper pef-
pendiculairement Ihorizon. Cleft pourquoi les
habitans de la zone torride ont des crépufcules
fort courts, parce que les cercles que parcourt

le Soleil étant prefque perpendiculaires 3 leur

horizon , cet aftre gao i e
de fon abai{Temenr.g Sl o
3% La ligne CK (fig. 45. pl n’
gre’ciiémenc le finus de( l’ic‘%l\g, 15;12&3 zgepeaf’i
egale a ce finus. Pour s’en convaincre soab-faut
cl}er_che_{ fur une fphére le finus de larc de la
- déclinaifon du Soleil pour tel ou tel jour. Vous
trouverez qu'il eft égal 4 la partie du diamétre du
cercle de déclinaifon , interceptée entre le centre
de #a {phére & le diamétre du paralléle que déerit
ce jour I le Soleil. Mais CK eft Ia partie du dia.
métre du cercle de Ia- déclinaifon du Soleil 5 0=

degré

. .
pas enfoncé fous notre horizon au deffous dé 18
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terceptée entre le centre C de la fphére, & la
ligne FG , diamétre du paralléle que décrit le

Soleil le jour du plus petit crépufcule ; donc la

ligne CIK eft ¢gale au finus de Parc de Ja decli-
naifon du Soleil, le jour du plus petit crépufcule.

4°. Un des points les plus importants de Ja dé-
monftration de Varticle 61 eft que Dd foit égal &
Ee, & que la différence entre GD , gd foit égale

" 3 la différence entre F E & fe. Or toutes ces égali-

tés font néceffaires dans une figure ol Yon a tré
les quarts de cercle Perz & Pdr infiniment proches
des quarts de cercle PEM & PDN , & dans la-
quelle I'on fuppofe le plan fedg paralléle au plan
FEDG, & infiniment pres de ce plan.
5°. Par 'article 50, I'ona ces 2 proportions ,
CO:CG::D4: A la différence entre DG & dg;
&1Q:1F::FEe:la différence entre FE & fe 3
donc CO:CG::1Q :1F ; donc CO:CG::
COLIQ:CG+I1F; donc GO::/CG O Xs
G L. Mais & caufe des triangles rectangles fembla-
blesCVO, CKG, FLG,l'on a €CO:CG
::0V:GK; donc OV : GK :: OX : GL ; donc
OV:0X::GK:GL, Mais GK:GL :: CK:
FLouQX;doncOV:0X::CK:QX;donc
OV:CK::0X:QX::QX:XH;donc OV
:CK::QX:XH; donc QX:XH:: OV :
CK; donc le finus total : & ]a tangente de 9 de-
grés : : le finus de I'élévation du pole : au finus de
la déclinaifon auftrale du Soleil dans le tems du
plus petit crépufcule-; & voila le probléme réfolu.
6°. Il eft démontré dans tous les ¢limens de
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Trigonométrie que le rayon ou finus total : 3 la
tangente :: la cotangente : au rayon ; donc la co.
tangente de 9 degrés : au rayon, que I'on fuppofe
==1, :: le finus de 'élévation du pole: au finug
de la déclinaifon; donc fi Ton bte du logarith-
me du finus de Iélévation du pole le logarith-

me de la cotangente de ¢ degrés, le refte fera |

le logarithme du finus cherché, parce que le
logarithme de 1 = o. 1l n’eft pas néceflaire de
faire remarquer que dans fon calcul M. le Mar-
quis de 'Hépital seft fervi de Tables qui don-
nent o pour caractériftique aux logarithmes dont
Ia cara&ériﬁique eft 10 dans les tables ordinaires,

N OBy B ueixa X XLl

Ic fuit évidemment de la d¢finition 1 qu’appor. -

te M. le Marquis de 'Hépiral au commencement
de la Settion 1V , que Sy (Fiz. 46, Pl 3, )eft

la différence de la différence mR , ou la différence |

feconde de PM. Cleft cependant Hz qui eft la dif-
férence feconde de P M, comme notre Auteur én
convient. Je voudrois donc dire que la différence
Seconde de P M n’eft autre chole que la différen-
ce qui {e trouve entre la différence premiere mR.,
& fon augmentation S#; & quen général une
différence feconde quelconque weft autre chofe que
la différence qui fe trouve entre la diférence pre-
micre & {on augmenration ou diminution {uivante.
En effet Hrn — mR — Sn.

Il fuit encore de la méme définition que oT de-
vroit €tre la différence troifieme de P M, Cepen-

i
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dant M. le Marquis de 'Hopital nous avertit que
la différence troifieme de PM n’eft autre chofe que
la différence qui fe trouve entre Hn & Lo. La
différence troifieme de P M eft donc la difference
qui fe trouve entre fa différence fecondf:'Hn, &
une ligne quelconque Lo dont les progr{etés f\om:
1. d’étre paralléle a Haz , 2. d’éure extérieure a la
courbe AMD, 3. d’étre terminée par la ligne »L,
paralléle & ST. Il feroit bien difficile de donner
une définition claire de la différence troifieme con-
fidérée en général,

NOTE 'XXX1X.

L’AVERTISSEMENT qui fuit la définition &
de la Section IV, fait toujours quelque peine aux
commencans. Ils s'imaginent que dy X dy doit
donner ddyy ou d°y* , & que par conféquent le
quarré de dy doit étre d°p*, & non pas dy*; fon
cube, #y', & non pas dy’ &c. Ceft 13 une erreur
dont il eft facile de {e guerir, lorfqg’on fait atten-
tion que 4y eft une quantité tres ﬁmple? & non
pas une quantit¢ compolte de 4 multipliant y.
Par la méme raifon Ie quarré de ddy fera ddy* ,
fon cube ddy? &c.

NCO-T e B X

Pour comprendre l'article 65 , il fa,“tAf? rap-
peller les régles que M. le Marquis de Hopital a
données A Tarticle 6, & les calculs qu'il a faits
fur la fin de larticle 7. 11 faut encore fe rappeller
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ce que nous avons dit nous-mémes dans les notey
3 & 4. Comme il s’agit cependant de mettre ay
fait les commengans du calcul des différences fe-
condes , troifiemes &ec. nous allons commenter
Farticle 65 avec toute Pétendue dont il pourra
&rre fufceptible ; notre commentaire fera renfermé
dans les réponfes aux queftions fuivantes.
Premiere Queftion. Comment peut-on prouver,
qu’en prenant dx pour conftante , la difference de

ya’y eft dy* + yrldz

Repanfé 10 La différence de ydy eft dyxdy
- yddy = dy* + yddy.

20, La différence de la fradtion }ﬂ , en fuppo-

fant que dx eft une grandeur conﬂante il
d d dds d dd
e yd+ XX e DoTR VT dor Bees
% 30 do dx
Seconde Queftion. Comment peut-on . prouver
ydy dxdy® — ydyddx

que la différence de <= S eft S e
prenant dy pour une quantit¢ conftante?

Réponfe. Quoique 4y foit conftante, y cft
variable ; la dlfFuence de ydy eft donc dyxdy
:d]‘"-

2°. La différence de dx eft ddx.

3°. La différence de la fradtion y—dl , en {uppo-

d dy* — yd. dﬂ’x
fant dy conflante , eft “Z22Y e gxy X
dy* — ydyd :
e d20y” yd & ; donc &c,

Vdw* = dy= & divifbe par dx eft
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Troifieme Queftion. Comment peut-on prou-
dx* + d
o T T Sk
X

> €N prenant dx pour une

ver que la différence de
dydx® = dydy* —+ zdyddy
dx}/ dx* 4 dy*
quantité conftante.
Réponfe. 1°. La différence de z multiplice par
dxxdy x Vidx* dy* +dy*
dx x dx

indy A dx® 4 d_y :
i do
2%Ta dlfférence dey/dx* -~ dy*, en fuppofant
dyddy
T Vidx® - dyr ?

adyddy
2V dx> —+ dy*
donc la différence de v/dx*-+dy* multipli¢e parg &
dx x gxdyddy . ydyddy
ds* x Vdx* = dy® T deVidx® +rly
3°. Pour avoir la différence de la fra&ion

dx eonftant , eft

divifce par dx fera

S
7 do
vées num. 1 & 2 ; donc la différence de la fraétion
zdyddy 1e
I s T R
Vgt —+ d_y"

, il faut joindre les différences trou-

propofée fera dz }/dx® -+ dy* +
tout divift par dx.

©. dVET G+
dy x dx* - dy* - ydyddy

V dx* + dy*
W dx rdy ==dx* + dy’ ; donc la diférence dela

_ ydyddy
Vias® o+

» parce que Vidx® o dy* X
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2V dx -+ dy? o dy x dx* = dy™ - zdyddy
dow dV/d* - dy*

. dydx* - dzdy* = g:z'yddy
T ddxr o dy*

Ouatrieme Queftion. Comment peut-on prou
ver qu'en prenant dy pour conftante , Fon aurd
dydxd -+ dydxdy* — 7dy*ddx

dx* Vida® + dy*
Z Vdx*—+ dy*
dx 1 : i
Réponfe. 1°. La différence de 7 multipliée pat
V dx* 4= dy* == d3 }/ dx* —+ dy*.
2°. En {uppofant dy conftant ; la difiérence de
]/Z_—T——d“— el dxddx

% s
< 2V dx* ~+ dy* de ~- dy®
donc cette méme difference multiplice par 3 fera

7dxddx :

Vit

fradtion

pour la différence de

5 donc la différence totale de

PRI o zdxdds
% o Z FErad B
g l/dx —+dy* lera dz ]/dx —+ dy ; Tt i

d{xdx ~+ dy* - 7dxddx a’(dx —+drdy”® —I—(a’xa’dx
V dx* —+dy* YV dx® - ay*
3°. La queftion feroit réfolue, fi on nedeman=
doit que la différence de g }/dx™ < d5*. Mais o
IV Ix* - dy*
dx
laquelle fraltion on fuppofe dx vanable.
Quon fe rappelle les régles quiil faur fuivie,
lorfquil sagit de differencier une fraction , &

demande la différence de , dang

Xoﬂ‘
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Pon trouvera que fa différence de la fraction

dx x dzdx® + dpdy® + 7dxddx
Vi~ 5

le tout divil¢ par dx* =

propofée , eft —ddx X

IV dxE oy,
dx x dydx*> — dydy* + 7dxddx — ddw xm
e ]/dx -+ dy*
dydx3 — dpdxdy® - zdx*ddx — zdx’ddx — zdy* a’rz’z
dx? de = dy
4°. Otons les quantités qui fe détruifent , nous
dydx3—+ dydudy* — y7dy’ddx
R
3V = dy?
dx 4

n

aurons évidemment

pour

la différence de la fra&ion

Cinquieme Queflion. Comment peut-on prou-

ver qu'en prcnant dx pour conftant , la différence
4

de ——:Z: doiwbmes 2 S ryer iy,

]/dx —+—d dx* —r—dy Vidx?® —i-c{_y

Réponfe. 10 La différence de la quantité ydy ,
folitairement prife , eft dy* 4~ yddy.

ol dydd
20. La difftrence de /@ + dy? , eft ——2ndee |

V da® ~dy?

en prenant dx pour confiant.
3° La différence de ydy , confidéré comme nu-
merateur d’une fraftion , eft dy*+yddy X Vidx* = dy*
yd}/ x dyddy
T—'_.—_ s
Vit ay:
© de Vidx +dy 3
dy* +y1“y><dx‘ +dy”- pdy’ (z'dy a'x’r/y +dy* -I-_ycz'x Jd}/
dwt —t-dy’ =t-dy® Vdx® ~ dy dw’ —-dy’ Vidx d]

le tout divifé par dx®+dp* , quar-

"donc cette différence fera
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a caufe des quantités qui fe décruifent ; ce font
- ydy*ddy & — ydy*ddy.
4°. On prouvera par un calcul femblable
qu'en prenant dy pour conftant , la différence de
= fita dx?dy? + dy* — ydydxddx
V izt + dy? dx® + dy* V/dx® + dy*
Sixieme Queftion. Comment peut-on prouver
dx, + dy V/dx* +dy
— dxddy

P
— dxddy -

eft égal 3

que

Réponfe. 1°. du* +dy*= du+ dy? = do” - dy %

20}/ dx* + dy* =dx" + dy** ; donc la fradtion
2 ; 3

do® +dy* * Xdw'—+dy*? _dx*+ dy:
— dxddy oY _:dxddy :
Septieme Queft. Comment peut-on prouver qu'en

propofce devient

P s .
3

dx™ -+ dyt

prenant dx pour conftant, la différence de by

e i pucio Y S
= 3dxdyddy® x dx* - dy * = dwdddy x dx® -+ dy**
s I ddy’ :
Réponfe. 1°. En prenant dx pour conftant , &
Sh3:

en confidérant dx* =~ 4 = comme une quantitt
e =y

ifolée, fa différence eft I X 2dyddy X ="+ dy**
=— 3dyddy X dx* + dy* 2

2°, En prenant dx pour conftant , & en confi-
dérant — dxddy comme une quantité ifolée, o
difference eft -— dxdddy. :

i1
3% En confidérant ces deux quantitcs com-
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me formant une fraltion , leur différence fera

FECE SRR ot S )

— docddy x 3dyddy xdx* —dy* * 4 dxdddy x dx* -+ dy* 2
daddy*

= 3dxdyddy® x dx* —+dy** ~t dxdddy x dw* —+ dy* :
S dddy” :

Huitieme Oueftion. Comment peut-on trouver
la différence {econde d’une quantité quelconque ,
élevée & une puiffance quelconque s par exemple |
quelle eft la différence feconde de x™, ou la diffé-
rence premiere de zx™ " 'dx

Réponfe. La différence demandée eft mm
—mx" 7 *dx* +~ mx™'ddx. En.voici la démonf-
tration. Faifons x™ ~'—y, & dx —z.

1% Puifque x® "=y , lon aura dy =—
m—1x""’dx , parce que dans cette hypothéfe
la différence de y doit étre égale & la différence
deniie :

29 Puifquedx =3 & 2™ "=y ; donc ™~ 'dx
=7 5 donc mx™ " ‘dx = myz ; donc la différen-
ce demx™—dx eft égale 4 la différence du pro~
duit 7297, dans lequel 7 eft une quantité conftan-
te qui n’a point de difftrence.

3°. La différence de myz eft mzdy + mydz.

4°. Mettons a la place de g fa valeur dx, A la
place dedy fa valeur 72— 15" — , & 4 la place

~dey fa valeur x™ ", nous aurons mzdy = mdx X

M— 1% *dx == mm — mx™ " %dx® , parce que

MX1R—1=mm—m , &quedx xdx—=—dx*}

Tlous aurons encore zydy — mx™ " 'ddx ; donc

23y - my A3 == i — ™ 2 e mx™ T Yddx.
Yz
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Mais le premier membre de cette derniere equa-
tion eft évidemment la différence du produit 72z,
donc le fecond membre de la méme équation fera
évidemment la différence de mx™ " 'dx , ou la
différence feconde de x™, parce que ( num. 2)
YR = X A%

Corollaire. La différence feconde de x™ eft une
véritable formule pour quiconque prer:d garde
que  vaut 2, lorique la grandeur qu'on veut
différencier , oft &levée au quarré ; que 7z vaut 3,
lorfquil s'agit ducube, &c. La difference feconde
de x feradonc g — 3% 7 "dx*+3% T '-ddx ?Exdx’
+ 3x7ddx 5 cellede x* fera 4 — 2x* ~7dx™ + 2x° "ddy
— 250k = 2xddx =— 2dx* - 2xddx , parce qué
x°=1, celle de x* fera 16— gx'"dx” = 4x*~ 'dds
— 12X°dx* + 4x°ddx 5 &C.

NOTE XLL

'V o1c1 comment on met en pratique les régles
marquées dans Pare. 66, pag. 84. Pour trouverle
point d’infléxion ou celui de rebroufiement dune
courbe dont on a 'équation, 1° L'on prend I
différences premieres de I'équation propofee, &
P'on met dans un membre dy feule , & les autres
quantités dans le fecond membre. Silona , pat
exemple , équation axx = xxy +aay , l'on fera

axx I —_—
i & par conféquent dy =
b XX -+ aa 2 p q
2ax3dx ~- 203 xdx — 2ax3dx & 223xds & ol
K=t 114’1‘ XX~ aa 1

ce quon nomme la feconde équation.,

- fy
b= — s —g Sdx’—
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20. 1l faut différencier cette feconde équation ,
en regardant dx comme conftante , & l'on aura

—
223dx® x xx+aa — Sa3x4dx? — SaSwxdx®
dd)/:‘ (2

P I 2 ST
xXx — aa

—2 ———
223d%* x xx —+— aa — 83 xxdx® X xx —+— aa
—— 7 g
XX —— aaz
- - \
3°. ddy =0 ; donc la fraion qui répond & ddy
fera — 0 ; mais dans cette fraction, ce n’eft pas

7 —— !

le dénominateur xx +aa = qui eft — o, car cette
fraction feroit infinie ; donc ce fera fon numéra-
teur qui fera = o ; donc lon aura 2a'dx’ X

———— 1 —

XX +aa — 8axxdx* X xx+aa=o0; donc 2a’dx*
A Saka o

X xx~+aa == 8a’xxdx* X xx— aa 5 donc , en divi-

{ant tout par 24°dx* X xw - az » L'On aura xx -+ aa

= axes donc 3eet—an idonewvi— i;—“ ; donc x
:E/a;; donc x = a}/%. Ceft ainfi qu’on opé-
te , lorfque l'on fait ddy —o.

4°. Lorfque ddy = o ne mene a rien , on fait
alors ddy — oo ; & l'on calcule de la maniere qui
fuit. L’on vous donne , par exemple , I'équation

S el
J—a=x—asVousaurezd’aborddy =% x =25 'dx

=ix_—4 sdx. Vous différentierez cette fecon-
! - e
de €quation , & vous aurez, en prenant dx pour

2
ST dx X dx

5 parce que

conftante, ddy —= —2xiy—,
— 6dx*

25

5
25V —47
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Z

w—a ¢ eft évidemment égal 3 la fra@ion

1 : y ¢
——— , & que certe fradtion n’eft pas différente
i R

I

de < :

Vie—q

59 En {uppofant ddy =0, P'on trouve — 6dy*
==a. Mais cela ne mene a rien, donc il faut
fuppofer ddy — .

6°. En {uppoflant ddy — = , I'on aura le déno-
minateur de la fralion qui lui répond =0 ; T'on
aura donc 25 ]}?:;720 ; donc x—a=—o0;
donc x —a. '

7°. Lotfque ddy = o , l'on a le numérateur de

la fration qui lui répond =0 ; & lorfque ddy

r— oo, l'on a le dénominateur de la méme fracion
iz=0. Ceft-1a une régle qu'il ne faut jamais oublier,

80. Voici comment M. Varignon démontre
que lor{que la différence de AL (Fig. 52.PL 3,

J dd
8 Fig. 53 Pl.g)eft w.ydyf’

=—a, elle eft néceflai:

yddy
; - d’yz 2
pas dy” quieft o, car cecte fra@ion feroit infinie ;
ce n’eft pas non plus 4y ou —y, car ce font des
quantités réelles ; c’eft donc ddy. Le méme Au-
teur paroit d’abord convenir avec M. le Marquis
de PHoépital que, pour avoir le point d’infiéxion ,
il faut faire ddy = o, & que pour avoir le point
de rebrouflement, il faut faire ddy — o 5 nous
examinerons cette régle dans la Note 45¢,

vement ddy = o. Dans la fra&tion —

cen'eft

|
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9% Voici une occafion ott AL devient x —

o , au lien d‘étre'%f — x. La foutangente LM
(Fig.63.Pl.g)eft {uivant la coutume% s Pabf~

ciffe AM eft x; donc AL=AM LM f{era
par la méme x — ‘%1—{ Jufqua prefent M. le Mar-

quis de 'Hépital na parlé que des courbes dont
les appliquées font paralicles entr’elles. La rigle
que je vais commenter regarde les courbes dont
les appliquées partent d’un méme point ; cette ré-
gle eft yddy = dx* = dy”. ;
100, Pour comprendre cette régle , il faut d’a-
bord bien fe convaincre qu'a caufe des angles in-
finiment petits HBT & MBm (Fig. 56.PL 4),
BT peut étre regardée comme parallclea BH , &
B M 3 B Lon verra alors du premier coup d’ceil
que les triangles rectangles MR 7z, MBT , THO
font équiangles. 11 faut encore bien fe convaincre
que MR : TH:: TH: HO; M. Crouzas nous en
donne la démonftration en cette maniere. A caufe
des triangles femblables »RM, HOT, Ton a

dx?*
mR:MR:: TH:HO,ou,dy:dx:: __dy.:H()
= jﬁ;. Mais dans la proportion MR : TH:: TH

Y

de3
:HO, I'on trouve HO = 2 donc cette propor-

tion n’a rien d’imaginaire. Enfin il faut {e rappel-
ler que lorfque O ¢ s’¢évanouit,, comme il arrive au

point d’infléxion ou de r_ebrouffemenYt 5. Eoha
4
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dx3 - duwdy® — ydxddy

e G

ydeddy  dx3 —-dxdy®

diER dy?*

2 caufe du dénominateur commun s donc , en divi-

{ant tout par dx, 'onaura yddy — dx*+dy*. Nous

ferons remarquer dans les Notes fuivantes I'ufage
quil faut faire de cette équatien.

NOTE X LT

I,j ARTICLE 67 , pag. 89 nous prouve que
M. le Marquis de I'Hopital penfoit que dans les
courbes dont les appliquées font paralléles , il fal-
loit faire ddy = o, pour avoir le point d'infléxion ;
8cddy == oo , pour avoir le point de rebroufle-
ment., Ce méme Auteur penfoit encore que pour
les courbes dont les appliquées partent d’un méme
point , T'on a au point d’infléxion dx* + dy* —
vddy = 0, & au point de rebrouflement dx” + dy?
— yddy == oo . Nous allons voir dans les Notes
fuivantes ee qu'il fauc penfer de ces régles géné~
rales.

NOTE- X EITT

¥ .55 équations de Parricle 68, pag. 9o ont
été calculées dans la Note 41, nam. 1. 2. 3.

NOTE X LIV,

Les équations de l'article 69 , pag. 91 ont
¢te calculées dans la Note 41, num. 4 5. 6

1

o ; Pon a donc alors

sdonc ydxddy = dx® +dxdy*
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st

N O T B X L,

Pouxr comprendre larticle 70, pag. 92 , il
faut d’abord relire les Notes 11 & 12. Cette letture
vous convaincra que la demi-circonférence AD B
(Fig.59- Pl. 4.): 2 la demi-bafe BK : : la coupée

. b i
AD : A l'appliquée DF, donc DF — 7” Mais DF
bu

a 3

—EF—ED=y—g; donc y—3=

bu
donc y =% e
11 faut enfuite former mentalement un triangle
des différences infiniment petites de AE , de ED
&de AD ; & l'on verra que la différence de AD
deviendra la bafe d’un triangle re¢tangle qui aura
pour fes deux cbtés les différences de AE& de ED 5
donc du* =—dx* + dg’ ; donc du — V/dw* - d¢>.
Ainfi & Tarticle 70, du (}/dx* + d;* ) fignifie du
— |/ dx* +di* 5 & non pas du X}/ dx* + dy*.
1l faut enfin bien fe convaincre que fi dz

cdx s

= V/dx* & dg*, Pon aurads = — :
\/ZCX_"xx

ctdx? — nexdx® - x*dx?

28 — XX

voici le caleul : d7* — s

crdx®* — ocxdx® + x*dx*
donc dz’ ~+dx* —

+dx® ;
20K =——"%%

& en mettant dx* fous le dénominateur 2cx — xx,
& 6tant enfuite les quantités qui fe détruifent,
crdx?

20X — X%

Ton trouvera dz* -+ dx* ; donc



346 CoMmENTAIRE
sl d:
dp* 4 dx* — e oy =
t

\/;CX' 0K \/2cx~xx'

Le refte de l'article 70 n’a befoin d’aucun éclair-
ciffement particulier. ,

Ceft ici que M. Varignon a remarqué quen
faifant ddy = o , I'on avoit par 1A méme rex— xx
XV 2ex— wx == 0; donc 2cx X V 2ex —zw = xx
XV 2ex — xx 5 donc z2cx = xx ; donc 2c — x,
Il conclut de-1a que ddy — o, neft pas une mar-
que flire du point de rebrouflement puifque la

roulette allongée n’eft pas une courbe rebroufite.

M- Varignon a raifon, & M. de ’Hépital n’a pas
tort. Pour les accorder enfemble, il me paroit qu’il
faut préfenter ainfi la régle générale | ddy —
e/t une marque fire du point de rebrouffement
lorfque ddy = o w'a donné aucune valeur. Mais

dy = o e/t pas une marque de rebroy(fement ,

lorfque ddy = o a donné quelque chofe. Or dans
le cas préfent ddy = o a donnéx — ¢ 4 %55 donc

dans le cas préfent ddy = % peut donner une va-

leur de x, fans indiquer cependant aucun rebrouf:
fement dans la roulette allongee.

NOTE XLVI

A_VANT que de lire Particle 71, pag. 93 , il :

faudra relire auparavant la Note 15 dans la-
quelle fe trouve expliquée la nature de la con-

choide. Vous chercherez enfuite la différence de
b+ x Vi — xx

— x3dwe — aabdx
3 VOUS tIouverez ————————

xw Vag — xx

X
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M. le Marquis de I'Hopital la fuppofe telle ,
puifquil lui afligne pour différence Jfeconde

2
path— aax3 — 3uabxx x dx . Ceft donc ou une

22—y X VMg — xx . . :
inattention , ou une faute d'impreflion qui a fait
donner le figne -+ 4 un numérateur dont les deux
termes doivent étre affectés du figne —. Certe
feconde différence vous donnera I'équation incom-
plére du troifieme degré x* + g’bxx —’Aumb =g
Pour mettre cette équation en ctat d’€tre calcu-
lée , vous ferez évanouir le fecond terme, en fup-
pofant par la régle ardfnaz're B b, & vous
aurez pour votre équation transformee y* — 3bby
A 2b* — 2aab. Vous ferez—3bb——p , & + 2
— 2aab=——gq, & vous aurezf —py—q =0,
¢quation du troifieme degré qui fe trouve calcu-
lée dans tous les Livres ¢lémentaires d’algebre ,
& nommément dans notre Guide des jeunes Ma~
thématiciens dans Détude des legons élémentaires
de M. I Abbé de la Caille , pag. 32 & [urvantes.

La feconde maniere dont M. le Marquis df’
I'Hopital réfout le méme probléme , apprend 2
un Commencant 2 fe fervir de la formule yz’idy
— dx* +dy*. Les calculs ne demandent qu'un
peu d’attention, & l'on parvient comme natu-
rellement 4 Pequation du 3¢ degre 27’ — 3bb%
— abb — o, Cette équation {e change en celle-ci,

3 bb
¢ — 3% Vous faites — 2" =—p,
\ 2 2 2
abh

& ——=—g, & vousavezg’ — pr—g =0»
2
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cant f{gait réfoudre.

NO T Ei XL VTT

>
1, ARTICLE 72, pag. 95 a befoin, pour éere
compris, des remarques fuivantes,

U M
IO.y:b+xV x 5 done y —p

—Xx a—% 2 e
V i +x><V~—x .MaxsxxV =

%

Vaxx——x3 B Goas
= ':]/a.ar—.’:«79451301'10}/“_“17‘/.7'9_c

=t Vax — xx.

2°. Pour trouver facilement la diférence de.
cette derniere valeur de y , fouvenez-vous d’a~ |

B Va-——x i E/abé — bbx
d que b Pl e e U

que le dénominateur x eft aufli bien aff:@é du
figne radical , que le numérateur 2 — x, Souve-

nez-vous enfuite que la différence devu
A Tt Vx
eﬂ-bédxxVx s N abh : P
S e 5> le tout divifé
arx. Réduife deuxfraionsa ¢medénomi
parx.Reduifezcesdeux fraQtionsa unmémedénomi-
nateur , & otez les quantités qui fe détruifent, vous
— 2abbdx
2yxx2V abb — bbx

— 2abbdx <
— ., Mais cette der-

- aurez > le tout divif¢ par x.

Vous aurez donc

- doncla différence de b Vi;—x— eft
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i - 3 G 3
¢quation du troifieme degré que tout Commen-

; 7 — abbdx — abdo;
niere frattion eft égale a 2 =
& 2bwV g —xx  2xViax— x>
— abdx

2);' \/ax ST xx'
3°. Ajoutez 3 cette différence celle de Vax —xx»
cidr s el SR gy
2]/11:: — &X 2%

trouverez , aux fignes pres, la méme chofe que
M. le Marquis de PHopital , ceft-a-dire ,
axdx — 2xxdx — abdx

2% 1/ ax — 2

ces demiers fignes, que vous parviendrez ala
feconde différence , telle quelle eft marquée dans
P Analyfe des Infiniment Perirs. Aufli ne voyons—
nous pas pourquoi M. le Marquis de 'Hopital n'a
pas confervé les fignes qui fe préfentoient natu-
rellement. Ceft ici le lieu de relever une faute qui

"[/ax — XX

. Ce n’eft quen confervant

| et gliffée dans les deux éditions, & quil eft

difficile de regarder comme une faute d'imprel-
fion. M. le Marquis de I'Hbépital divifa d’abord
3aab — aax — 4abx X dx* par 4ax — 4x* X Vax—x’;
& il avertit A la fin de fon Ouvrage qu’il le falloic
divifer par 4ax — 4x”. 1l ne faut faire ni I'un ni
Pautre. Le vrai divifeur eft gaxx — 4%’ , parce
que le quarré de 2x ) ew — »x eft ¢évidemment

' qax’ — Ax*, & non pas 4axx — 4x° , comme l'af-
4 4 pas 4 4

fure M. Crouzas. Mais la faute que nous relevons
ici , ne peut conduire dans aucune erreur , puif-
que ceft le numérateur de la fraction que 'on
fait — 0. Nous aurions pu la corriger dans cette
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loi inviolable de ne rien changer au texte de.M.
le Marquis de I'Hépital.

NSORTE X LGl L

Lrarrices 73 5 pag- 97 eft terming par une
équation du cinquieme degré. L’on na qu’d ex-
primer en chiffres les valeurs de 4 & de b ; & alors
cette équation ne fera pas bien difficile 3 réfou-
dre. Si Fon fuppofe , par exemple , a—2 , &b

=2, I'dquation propofée fe changera en celle- |

Cly S 129 — 8+ T2y — 16=—=03 &
cette équation fe réfoudra par la feconde des mé-
thodes que donne M. PAbbe de le Caille dans
fes Elémens de Mathématique , pag. 89 & 90 ,

parce que dans cette fuppofition y eft égal 2 un |

nombre entier joint 2 une fration.

NOTE XLIX

L’ARTICLE 74, pag. 98 a beloin des trois |

&clairciffemens {uivants.

\/d‘ 2 Y

19.FB :J.’__.’i@i‘_l_

A caufe du triangle re&tangle FEB, Fig. 64. Pl

4, onaFB*=EF -EB*; donc FB* =+

yydx" e yydy’- -f—yyclx’- :_yy X dx® —+ dy* déne

d_y" = d)”' d_y" ]

FB S Vdx* dy‘.
ey e

2°. A caufe de I'équationa la courbe I'on aura

troifieme édition. Mais nous nous fommes fait une

mydy o mEdy s BYOR e , ’équation a la

; en voici le caleul
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nx m S
courbe donne 2 : n 1 : xdy — ydx : yVidx* + dy*;
donc my }/dx* +dy* = nxdy — mydx 3 donc

ezl dy — nyd. ; SN O
]/a'x" ——dy* = 7_’f_7_m_yi'y_’f Mais ]/dx" - dy*
2 mydy ; donc mydy o nxdy — nydx.

2 nx B fﬂy

30. Pour trouver y ¥/ mm — nn = nx , voici les
opérations qu’il faut faire. 1°. Divifez par dy I'é-
dy i/mmyy — npxx __nnxxdy — mmyydy

nx 55

quation
nnx_y

]/mmy_y — nnxx | nnxXx — mmyy

' Vous aurez =

nx Ylflxy
20. Multipliez cette derniere équation par nx , &
btez les quantités qui fe décruifent, vous aurez

—_— nnxx —— mm
meyy — nnxx — ea s > dOﬂC
ny
ny Y mmyy — nnxx = wnxx — muzyy ; donc
V/m*n*yt — pixty* = nnxx — mmyy ; donc

— 1'% + w*n*Y = nnax — mmyy 5 donc , en
divifant tout par, #’x*>— m’y*, on aura — n**
=n’x* — m’y’ 5 donc y* X mm — nn = nnxx ;
doncy ]/mm — an = nNX.

Remarque. Ceux qui nous ont {uivi jufqu’a pré-
fent, font en état de lire fans guide, 3 quelques
points pres, les 6 dernieres Sections de I’Analyfe
des Infiniment Petits. Ce font ces quelques points
que lon trouvera éclaircis dans les 6 Notes fui-
vantes,
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NOSEE L.

LA Seltion 5¢ , contient 37 articles. Ceux qui

{e rappellent nos notes 5, 7, 11, 12, 23, 24

articles.

1°. L’on affure fur la fin de larticle 77 que ¢ |

ydx* —+ydy*
T dx* a'y7’ —_yddy

3 3 Ber 14 S 3 LA t
il faut manier {uivant les régles ordinaires I'équa-

ey
=y 7

tion g =

2°. Pour trouver , au commencement de arti- |
cle 79, la valeurde RG (Fig. 67, Pl. 4), Yo

dira, MR:mR :: 2R :RG,

30 La valeurde PT (Fig. 72. Pl .4y eft'dl
général };f Cette valeur devient 2x dans Ja pa-
rabole dont il s’agit a I'article 84, parce que dans |
cette parabole I'on a x — % > X — ?—y:—y Dans |

cette méme parabole 'on a PQ =+%a , parce |

% ydy
quon a démontré (article 79 ) que P Q:'}E'

4°. En lifant Particle 86, I'on pourra deman- |

der comment {e font trouvées lesvaleursde EC , de
MS & de TQ (Fig- 74, Pl 4). L’on aura la va-

leur de EC, en imaginaat , {uivant la coutume, |
Hn

k3

. Pour trouver cette valeur,
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un triangle infiniment petit ‘dont les deux corés
foient dx, dy , & qui foit équiangle au triangle
MEC. L’on dira alors dx:dy:: ME: EC,

Pour avoir la valeur de M S , vous direz, 3 cau.

& 40, ne peuvent étre arrétés que dans la ley. §f +{€ d¢ Iangle droic MTS, MP:PT::PT:PS.

re des articles 77, 79, 84, 86, 87, 89, 90, §
93, 101, 103, 105, & 109. Voici Pexplica- _
tion de ce qu’il y a de plus difficile dans ces 12 |

Enfin pour avoir la valeur de T Q,, vous direz,
3 caufe de l'angle droit TMQ, PT : PM : : PM
: P Q. I n'eft pas néceffaire d’avertir que PM =,
& PT—1% ;

5% Lrarticle 87 auroit befoin d'un éclaircife-
ment qui eut rapport a la difference feconde de
»"5 i cette différence feconde neut pas été cal-
culée fur la fin de la 40¢. note. 11 v a encore {ur
la fin de cet article une phrafe dont le fens nc fe
préfente pas tour de fuite. La voici. Ou m eff
maindre que 2 5 & alors Vexpofant de Y Etant pofi-
tf, elle fe trouvera dans le numérateny » & Pour
que cette phrafe & quelques autres f{uivantes
ayent la clarté requife dans: les ouvrages de Ma-
thématiques, il faut dire: Cappliquée y fe trouve-
va dans le numératenr , &c.

6°. Leelliple dont il sagit a larticle 89, a
évidemment pour petit axe 1/5; , parce que fon
grand axe eft 2, & le paramécre de ce grand axe
eft b. Pour avoir le paramétre de/ab, il faut dire,

ab:a:: a:au paramétre du petit axe ; donc le

5 5 Vab aa y .
aramétre du petit axe eft 24— %2 i
P g Reltlaze Yab ™ " VabxVabd ab
. aVab
=T,

Z
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7°. Pour trouver , 3 larticle g0, Ta valeur de

::ME:EC.

14

adx

QAKX XN

{uivans. 10, Pour trouver dz —

un triangle retangle infiniment petit , femblable il faut fe rappeller que xx étant nul vis-a-vis 20x ,

| & 204 vis-a-vis 3ab, il refte 2bx — 34b, & par
| conféquent x =1 4. Il faut encore fe rappeller

au triangle refangle EPK , dont le cotédx, dzf-
férence de AP, & la bafe du , différence de lqrc.; .
AE , foient homologues 3 EP & EK. L’on dlra_: b qu'en faifant BP — ! A B, Ton fait par 1i méme
alors EP (/7 — s EK (a) ::1dx = du. 20

2a—x a2
Pour trouver dy = dx S e Yon a divife pat

V22 —» le numérateur & le dénominateur de 13}€f DE eft formée par le dé‘veloppement de la con-
leur de BE § vexite AD; la courbe EF par le développement
+ 3°. On aura la valeur de B | dela convexité AB; & la courbe DG patle dé-

E veloppement de la convexité DC.

2ad¢ — xdx

frattion

20X — XX

en faifant BE> = A B*— AF> 4°. Ceftau point:;
A quonax=—0; & c’eft au point B qu'on trouve §

K124

9°. Pour comprendre la derniere conféquence §
de Tarticle 101 , il faut fe rappeller que la por- |
tion de la roulette AM n’eft quela fomme des

arcs infiniment petits M , & que la corde AE b 119, 120, 121, 123 & 125.

n’eft que la fomme des EF.

100, On avance, A larticle 103 , que efpace’
RGBQ (Fig. 87, Pl 5 ) eft ¢gal aelpace MGBE. |
I’on a raifon, puifqu’on a démontr¢ dans la figure |
84 de la méme planche que l'arc MR =Parc EQ,

par la méme que Pangle MOK — l'angle EOK.,
EC, vous direz d'abord PT (a) : PM (y):: :
: I .70 ¥ 1w =24a-+ 2ab4- Db, 1l faut que Parc MEQ
PM () : PQ:Z}’ Vous dircz enfuite EM PQ;;’ b (Fig. 87, Pl 5 ) coupe en 2 parties €gales h;
‘ : ¥ demi-cercle AEB au point E. Alors Pangle EKO
© go, Lrarticle 93 a befoin des éclaircifiemens

> il ; & :
: -; |+ 24b -+ bb; donc 33 = 244 + 2ab -+ bb.
faut imaginer proche du point E, Fig. 83. Plis

b ments. Ce font les articles
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Pour trouver , a la fin du méme article ,

fera droit 5 & en tirant le rayon OE=0Q —¢,
Pon aura OE* = EK* + OK?; donc 13 = aa -+ aa

119 Pour trouver, a larticle. 105, x= ig4,

%=sa 5 patceque BE - x, & AB =2y,
12 Pour peu qu'on reflechiffe fur la figure g1
citée a larticle 109, Ton verra que la coutbe

; NOTE L1

I: y a dans la fixieme fe@ion quelques articles
qui nous ont paru meriter quelques éclairciffe~
110 5113 5 118

1% Langle de réflexion ¥ D ( Fig. 94.PL 5,
art. 110 ) eft égala Panple d’incidence B M ,
& par conféquent a 'angle R M.

2% Larticle 113 eft un des plus importants du
Traite des Infiniment Petits, Il fert 3 démontret
Z 2
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356

que Pimage d’un objet vil par le moyen d’un mi- |

roir,, ne paroit pas toujours au point de concours

de la cathéte d'incidence & du rayon réfléchi;
cela n'eft exattement vrai que pour les miroits §
plans; pour les autres il fouffre bien des excep- §
tions. Soit, par exemple , le miroir eoncave AMD, §
| deux foyers & un méme point de la courbe ellip-
miere infiniment pres Tun de Yautre BM , Bu §
envoyes par le point B fur la concavité de ce mi- 1

{Fig. 97, Pl 5. Soient les deux rayons de lu-§

roir, & réunis au point F aprés la réfiéxion. Il eft

évident que cesdeux rayons donneront , apres leur |
réfléxion , I'image de Pobjet B au point F ; ¢ilsla §

donneient ailleurs, par exemple , 2 leur point de |

concours avec la cathére dincidence , Fon auroit §
deux images de I'objet B 5 donc &c. Ce que Ton i
peut auancer en genéral pour toute forte de mi- |
roirs,, c'eft que le licu de image eft toujours au §
point Frou deux rayons incidents infiniment pro- §
ches Punde l'autre BM , B# viennent fe couper §

apres la réfiéxion.

3°. L'on affure ( ar2. 118) que lorfque MF eft |
infini , Tona ME — 2MB ( Fig. 98 PL 5 Joua

== 2. L’ona raifon. La valeurde M F eft ( ars
113) = —2_ Torfque MF eft infini, l'on a
2y —a L

MF = £ ; doncd ’ e
poctnco b et lona g . refléchi eft paralléled laxe, Fona MP—=FPQ

. (Fig. 101.PL 6.). Pour répondre A cette queftion,

donc 2y =a. Pour trouver Ia proportionindiquée
alafin de ce méme article , il faut dire , la mot-
ti¢ du grand axe: au rayon incident : : le rayon
refiechi : ME. Or par 13 méme que les rayons
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incident & refléchi font donnés, le grand axe left
aufli. Car dans la figure 99 de la planche 5, Pon
a AD—=BM -+ MF ; & dansla figure 100 de

Ja planche 6, lona Aa =— MF_—MB, parce

que les rayons incidens & réflechi font tirés des

tique ou hyperbolique.

4°. Lrarticle 119 a befoin des éclairciffemens
fuivans. L'on demande 1°. Pourquoi MF = MG ,
lor{que les rayons incidens PM font perpendicu-
lairesfur laxe AP, ( Fig. 101 PL 6.). L’on répond
que lorfque les rayons incidens PM font perpen-
diculaires fur Paxe AP, ils font par I méme pa-
ralleles entr'eux ; & puifqualors Ton a eu (arr.
113) MF —1MG; l'on doit avoir (arz. 119 ),
en faifant la méme fuppofition, MF =1 MG,

L'on demande 2°. Sila conftruétion abrégée
dont parle M. le Marquis de I'Hopital, eft préfé-
rable a celle qu’il donne d’abord. I’on peut ré- '
pondre hardiment que non. Cette conftru@ion
n’eft bonne que pour ceux qui voudroient s'épar-

. gner la peine de chercher le rayon de la dévelop-
| pee de la parabole. Ce rayon fe trouve tres-facile-
4 ment par l'article 84.

L’on demande 3°. Pourquoi, lorfque le rayon

Yon n’a qua démontrer que dans la méme figure

{ Tona ML —LQ. En effet I'angle QMA — Tan-
| gle QMD, puifque ce font les deux angles droits

formés par le rayon MC de la développle avec la
Z3
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courbe AMD. De plus, F'angle d'incidence AML
eft égal angle de réfiéxion NMD ; donc I'angls §
reftant LM Q eft égal i Pangle reftant Q M N, §
Mais A caufe des paralléles MN, AO, Pon a
LOQM=—QMN; donc LMQ==LQM; donc &
Yes angles fur la bafe M Q font égaux ; donc ML §
—LQ. Pour trouver dy = dx, il faut imaginer
au point M un triangle infiniment petit , {fembla-
ble au triangle ifofcéle ML Q dont les 2 cbiésdy, §
dx {oient homologues aux deux céres ML, LQ.~
L’on demande 4°. comment }/e&— yy divilé §

— e
t

t=+y | - 5
. gure 97. 39 Pour fe convaincre que la canftique

AT i _Vi—y

T Vixyxairy Vity

ve de faire remarquer que lon trouve dy* — 2yddy
—dx*, en maniant fuivant les régles ordinaires §

T weft pas donc Vangle de réféxion CMF fera de 450° ;

ydu® — ydy*  dv* —-dy*
Dot —dyr | = addy
plus néceffaire de faire remarquer que I'¢quation

Féquation

gz =+ 4’ — Zuu-%u que Von trouve fur la fin
de Particle 119, n’eft pas differente de I'équation §
AR =L~ auu —(-.'-gaau » parce que a =1,
Ce n'eft que par la. loi des homogeénes qui exige §

que tous les termes de P'équation ayent les mémes

dimenfions, que Pon a fait entrer tantt a, & |

tantdt aa dans 'équation primitive, °

0. Pour comprendre Particle 120 , on fera |
attention & ce qui fuit, 1% Une perpendiculaire |

tirée du point G fur le rayon MF prolonge (Fig:

ar #-+y donne ]/:1 Lon répond que L2
P : Vi oG

.11 n’eft pas néceﬁ‘aie%%
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102, Pl 6) couperoit cerayon réfléchi dans un
point ot il feroit ¢gal a la ligne appellée 2 & Far-
ticle 113, comme il eft aif¢ de Sen conyaincre en

. examinant la figure 97 de la planchess ; donc une

perpendiculaire tirée du milicu de M C fur le ra=
yon réfléchi MF rencontrera ce rayon dans un
point ot il fera ¢galala, c’eft-2-dire, le rencon-
trera au point F; car MF = 24, lorfque les ra-
yons incidens P M font perpendiculaires fur I'axe,

. comme nous venons de le remarquer au num. pré-

cédent de cette note. 2°. Si MF —14, l'on aura
MF — ! MP, parce que la ligne MP de la figure
102 repréfente la ligne ME ou la ligne de la fi-

AF cft triple de MF , il faut fe rappeller que AF

R (o 110)=—=RM 5 ME OrPM —MF;

donc A F— 3MF. 4°. Si Fangle ACM ou PCM
eft de 45°, I'angle d’incidence PMC fera de 45° 5

donc Pangle toral PMF fera droit, & par con-
féquent M F fera paralléle a A C.

6°. On peut demander en lifant l'article 121 4
pourquoi KD = AD (Fig. 103, PL. 6). Pour
répondre A cette queftion , on fera remarquer que
lorfque AD eft le rayon incident, alors DK eft
le rayon réfiéchi. Or de méme que ME eft 1AM,
de méme DK eft - AD. On peut encore deman-
der pourquoi MF eft parallélea AD, lorfque
AM eft égald AC. L'on répondra que lor(que
AM — AC, alors le triangle A CM eft équi-
lateral ; donc chacun de fes angles vaut 6o de~

Z 4
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ment ¢gal 2 Pangle d’incidence AMC, vaudra

60 degrés; donc les angles alternes ACM, CMFE |
{eront égaux ; donc les lignes A D, MF feront |

paralléles.

7% Larticle 122 n’a befoin d’aucun commen- §
taire. Il n’en eft pas ainfi de Particle 123. En le §
lifant, on fe fouviendra d’abord que MG, (Fig.
105. PL. 6 ) eft une partie du rayon de la déve- |
loppée, laquelle partie eft paralléle & égale ANB, §
& que pour trouver MF=—=MQ —=PN , il faut §
imaginer une perpendiculaire tirée du point G au §
point ¥, pour avoir le triangle reftangle MF G

¢gal au triangle reGangle M QG , A caufe du

gle rectangle ifofcéle BPN. On fe fouviendra en-

core que , par la nature de la roulette, l'on a LI plleil : .
| qui arrive a la lumiere , lorfquelle traverfe les ver-

dx
= AI, & que pour trouver du — =5 |

il faut
imaginer prés du point I un wiangle reftangle in-
finiment petit , {femblable au triangle rectangle
CHI , dont la différence de A1 & la différence de

TH feront en proportion avec CI & IH. L’on aura
doncdu:dx::a:yp; doncdu = B

) -
viendra enfin que la nature du cercle donne AH
:1H::1H: HB, ou, 3y = 2ax — xx ; donc 2ydy

| Tarticle 100 dans lequel GC=
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grés ; donc Pangle de réfiéxion CM F neceflaire- | :: sadx — 2xdx 3 donc — 2ydy — 2xdx — 2adx.

| Les defauts de proportion qui fe trouvent dans la

figure 105 , fe corrigent d’eux-mémes, & ne fcau.
roient induire dans aucune erreur.

80, L article 124 fe préfente de lui-méme. Pour
comprendre facilement larticle 125 , il faut relire

B NG A

2a ~+ b

| Particle 125 Von a b = a & caufe de I'égalité des

cercles mobile & immobile 5 'on aura donc G C
= %MG ,ouGC =1:MG ( Fig.106.PL. 6).

¥ Les autres articles de la 6¢. feGtion ne font ni
| aflez intéreflants, ni affez difficiles pour mériter

i3 3 2 ’ .
cote commun MG & de Pangle de réfléxion GME § UR commentaire.

€gal 2 langle d’incidence GMP. On fe fouvien~ §
dra enfuite que fi le rayon incident PM partoit
du centre C du cercle ANB, lon auroit Pangle §

d’incidence PMG de 45 degrés, 3 caufe du trian- 1 tal fefert du calcul des différences pour trouver

¥ les cauftiques par réfraction. Il fuppole que celui

NEO T Ewi Lol T
D axs Ia fe@tion 7¢. M. le Marquis de I'Hopi-

qui en entreprend la lefture , eft au fait de ce

res convexes, & concaves. Nous le f{uppoferons

. aufli dans cette note. Ce qui nous engage a fup-

primer une pareille differtation , c’eft que nous
avons déja traité cette matiere aux articles de
notre Dictionnaire de Phyfique qui commencent
par les mots Réfraétion, Dioptrique , Lunerte , Mi-
crofcope ¢ Telefcope. Cette note ne roulera donc
que fur les articles 135,136, 137, 139, 141,
142 & 144 ; ce font les feuls qui ayent befoin de
quelques éclairciffements.
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bbmy

4

by —any — aan
=}, ;
2°. M. le Marquis de 'Hbpital {uppofe que ce-

bbmy

bm

lui qui lira P'article 136, a préfent & Pefprit ce |
qui arrive 3 un rayon de lumiere qui pafle obli- §
quement , tantét d’un milieu plus rare dans un ¥
milieu plus denfe, tant6t d’un milieu plus denfe
dans un milieu plus rare. Dans le premier cas m §
eft plus grand que 73 dans le fecond ceft # qui §
' § CC—=CN —NK=AC —NK'=AC—

3°. En lifant Particle 137, vous-vous fouvien- §
drez de ce qui fuit. 1°. Lorfque les rayons inci- §
dens B M () font parailéles entr'eux , alors ils |

eft plus grand que ».

font infinis ; donc la formule MF = fa

MEF = 29 bin

my———n}/ m—n

1°. - Pour comprendre la fin de P'article 135, §
vous remarquerez ce qui fuit. 1% meft infinie pars
" rapport a n, lorfque n=—o0 2° L’on a n =0}

lorfqu’il n’y a point de réf-altion, ceft-a-dire ; # & ceux-13 ne font que des infinis-du premier genre.
lorfque le rayon incident BM (Fig. 111, PL6) §
eft perpendiculaire 2 la courbe AMD. 3°. Lor(que
le rayon incident BM eft perpendiculairc a la §
courbe AMD , il doit, apres avoir traver{é cette |
courbe , fe confondre avec M C , perpendiculaire §
a A M D. 4°. Lorfque 7 eft infinie par rapport &
n,lona MF =5, parce que la formule M F -::

deviene 2 e e
nt, a caufe du terme infiniment petit T bz, |

== . 20. Lotfque les droi- | _ s
: ’ b Velprig Particle 132. 11 (uit de ce dernier article
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tes a & b font infinies , alors les termes bmy., any

| font nuls par rapport aux termes aan , bbmy , par-
 ce que ceux-ci font des infinis du fecond genre ,

4°. Larticle 139 demande, pour étre compris,

| les remarques fuivantes, 1°, Dans la figure 115
| DN cft parrappored BD ce que dans la figure 111
| MG (b)eft par rapport & BM. 20. La cauftique

entiere HEN =— AH — DN — 2 AC. Mais ‘AH

— 3AC, donc HFN = 3AC — : AC—DN
f "2C.A0- DN ZAC- DN I‘?als
- 1 s - 3 2 7.“ ’ DNz:CDt__CN& — CD;____Q CD:. 5 Pul que
devient ev1d§mment MF “-‘: E Lol CN D I ohh e
- A donc DN* =3 AC’; donc DN =
 VIAC ;donc DN —=1:AC}/5; donc fi lona

: HFN—2AC-—DN, l'on aura par 13 méme
f HFN—2AC -1 ACy/5 =27 AC. Tout

ce calcul fe rapporte & la cauftique HFN de la

f figure 115. 3% Pour ce qui regarde la cauftique

HEN de la figure 116 , vous trouverez HEN =
1=¥s AC, en vous rappellant que NK —=2 A O
& que la cauftique HFN = 2AC -+ AK.Fn effet,

¢ AC* =3 AC*; donc CK—=}/TAC*; donc CK
— : AC 3/5. Mais AK=— AC—CK, donc AK
—AC—:AC}/5,donciAK = 1AC-1ACY/5
= 3iAC—1AC1/ 5. Mais la cauftique HEN
= 2CA4+2AK;donc HFN = *AC+1AC
L TAG s P AC D TAG Y = AGH

59, Lrarticle 141 fuppofe que on a préfent 3
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3u:BM——BA St g %’II'RI‘E | eommentaire. 1°. L’équation xx = 4ay — 4y
d UMz :n MaisTona danslalf e un liew au petit axe AB de la demi-ellipfe

figure 118 PM — BM — —LM: Fonk : :
a§ra Aane PM:AE::;fﬁ;&AE_‘LM:IOH AMB, Fig. 122. Pl 7. Ce petit axe a pour pa~

, :

E:: : | ramétre 4a , parce que le petit axe : au grand

6°. A la fin de Particle : g y i

e & 142, ileft P%flé d?ﬁa | axe:: le grand axe: au paramérre du petit axe.
efcartes. Cette matiere eft traitée dans |

: 8 i & i ft la fuivante
la fetion feconde du livre 2 de fa Géométrie. Vo. | ” u;]l.latlon v m.er-ne i : .
yez-en le Commentaire qu'en a fait le P. Rabueli‘ et L et axee

i : b au petit axe; doncxxiay —yy::4aia ; ce qui
= u:)te, P8, 3400 [uitaniey ; : | donne évidemment xx =— 44y — 4yy. Relifez la

7°- Pour comprendre la bonté de Péquation | S

1 (< o . s

NF—&—FH—’%NC: HD-ZDC do P B note 5coa°0 Pour trouw?r ARi— > il faut
i 4 dabord tirer de Iéquation xx =—4ay — 4y la
L valeur de 2xx — 84y — 8y ; il faut enfuite con-
xdx

144, ilfaut la transformer en celle~ci , FH — HD |
— NF + =NC-— % DC, & fe rappeller enfuite': | clure que dy—
Péquationde Farticle 132, 0t Pon lit FH — AH |

= |
— ME -+ ~BM % BA. 1l faut encore avoir |

= par 1a méme que xdx ==
P

2ady — 4ydy. Cela fait vous introduirez ces nou-
2xxdy—2xydx

- velles valeursdans 'équation AK = 5
en méme tems fous les yeux les figures 121 & 1 3 wdy — 2ydx.
g f21& 112, & vous trouverez apres un tres-grand nombre d°¢-
parce que HD eft pour la figure 121 ce queft AH | s
pour la figure 112. llen eft de méme de NF, | quations & de transformations AK ===, 3°. La

% NiC., %DC 5 ils font dans la figure 121 ce que 1 parabole qui a pour fommet le point A eft afymp-

| totique de celle qui paflfe par tous les points C ,
| parce que toutes ces paraboles ont, avec le méme
| paramétre 4AB, differents fommets fur le méme
1§ axe; donc leurs différentes branches s’approche-
| ront continuellement , fans pouvoir jamais fe tou-

cher.

20. L’article 148 ne demande que cette feule

remarque : Pon trouvera PQ ( Fig. 123.PL 7.) —

font dans la figure 112 MF,%BM‘, %BA.

NOTE LIl

LA Section 8¢. contient 11 articles quil eft

neceflaire de commenter ;3 ce font les articles

1475 148, 151,052, 155, 1567, 188, 150, ¢} J

160, 161 & 162. e § 2 . en imaginant au point M un wiangle infini-
1% Loarticle 147 eft trés-difficile ; en voici fe |
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etit, femblable au triangl ’ B g
ment petit, femblable au triangle MPQ dont les Lo e

deux cOtés dx , dy feront homologues a PM , PQ,-
Il weft pas néceffaire d’avertir que dans ce meém
article 'on 2 PC* =K C? + PK* par la 47¢ prop
fition du livre 1 des ¢1¢mens d’Euclide, & non p
par la propri¢té du cercle.

3°. M. le Marquis de I'Hbpital a fuppof¢ dan
{on article 151 que lon avoit préfent a Telpr
Particle rr1. ‘ ;

4°. A Tarticle 152 lona AT (Fig. 125. Pl

5; , parce que 'on a' évidemment AP: A M : ¢}

I

AM:AT joux:a::a:

i50) AT AP:: AP AK Jou a—xf:x::x:

!
x : 3 g
donc AK = —. L ¢quation que 'on trouve a

fin de cet article prouve que la courbe BC D eft
une courbe du troifieme genre. M. Varignon eft!
parvenu d’une maniere plus fimple A une équa-¢
tion qui prouve la méme vérité. Voici comment|

il raifonne: Puifque QC —= f; ,'on aura CP—'_—‘d:_j%

— %% Ainfi QP (4):QA (3)::CP(a—= )}

: CK (g); donc ag :ﬂ:a—x_xy; donc aaz :aaj)"
—xxyadenciaizt —iaty? 2ytyt |
Mais le cercle BMD donne AP x PT — PM*, ou, |
a —x*=y"; donca’y’ = a°— 3a%%* 4 3a°%¢ — x|

3 e : 3 :
donc }/zig> = a*—x" Maisu == , donc #
a
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. o S e
§ donc }atr = 4’ — Vetun s donc 4 Y at =

b e it Bl Bl e
p — a Vs donc Vet =a— Vs donc

4 Iéquation de Ja courbe BCD prouve gue ceft ici

une courbe du troifieme genre.

so. La propofition énoncée par 'article 155 eft
démontrée dans tous les Traités de Mcchanique ,
& nommément dans celui de M. I'Abbé de la
Caille , are. 364 , pag. 113.
6°. Le mot fefquialtere pourroit embarraffer un

§ Commencant. Etre fefquialtere , c’eft avoir la
wti | moitié en fus; a fera fefquialtere de b, fi 'on peut
~J dire, g = 1b. Si la portion ND de la courbe DNF
A (Fig.125.PL 7.) ¢tant multipliée par le rayon AB

eft fefquialtere du fegment circulaire DMP, il
'enfuit que la courbe entiere DNF eft égale aux
trois quarts de BMD , quatrieme partie de la
circonférence du cercle. En voici la démonftra-
tion , elle eft de M. Crouzas. DNF x AB eft trois

| moiti¢ de lefpace BADMB. Mais Tefpace

[ BADMB=—=ABx2F , donc DNExAB
_3ABx2MB__: AEDMB; dosc DNF

5 e

| = : DM B. Ces deux remarques cntéeé néceflai-
|| res pour lintelligence de l'article 156.
—laaixtyt eyt

7°. Larticle 158 préfente deux -points qu’il
faut néceflairement expliquer. 19, Pour fuivre M.
| le Marquis de I'Hopital , lorfqu'il parle de la
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dlfference de

\/a;__ i e v, il faut fe rappeﬂetg

qu'apres avoir cherché cette difference par les ré-

gles ordinaires , il parvient & une fra&ion dontil}
fait le numérateur =—o. 2°. Apres avoir trouvé|

PK — nf_::_;_mﬁ , il faudra chercher MC ( Fig.|

M ~—=mx

127, Ply ) =
dra {e fouvenir que NK=PK —PN=

m3 —-mmax m3 - mmx — aam

aa aa
faire enfuite la proportion fuivante; PN ( m)

MN(a):: NK("EM) NC—

3 e i
am? ~-ammsx a’m mm —- mx —

= ™% 42 Mais MG

aam 2

—=MN+NC—g 4 20Eme 2, qone NG

. mm —+mx q

ge. Prenez garde , en lifant larucle 1595 que

les lignes LM , lm ( Fig. 128. PL. ) peuvent Etre
confidérées comme parall¢les, parce qu'elles for-|
ment un angle infiniment petis. Il en eft de méme.

de plufieurs autres lignes qui fe trouvent dans |

cette figure, ,
9°. L’on aura la valeur de M C énoncée dans
Yarticle 160 , en difant m—4-n:m:: MC+CN|
(a):MC. i
10° Avant que de lire Particle 161 du Traité
des

. Pour le trouver , il fau-

. I faudra.

. & LN font paralléles ,
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des Infiniment Petits , il ne feroit pas mal de lire
les articles 155 & 156 du Traite des SeGtions co-
niques de M. le Marquis de I'Hopital.

11°. Dans larticle 162 I'on ne peut pas tirer
MD paralléle 2 LN ( Fig. 128. Pl 7. ) {ans avoir
MD:ML:: EF : EG; en voici la preuve. Si les
llgnes MD & L N font paralléles, I'on aura Pan-
gle MDI, égal & fon alterne ELG. Cela iuppofe 5
voici comment je raifonne: EF:EG ::le {inus
de l'angle ELF : au finus de 'angle EL G. Mais
MD:ML:: lefinus de I'angle DLM , ou ELF :
au finus de 'angle MDL ou ELG ; doncfi MD
I'on aura MD: ML ::

EF: EG::bbgh: accf — ccfh ; donc MD: ML
(b)::bbgh : accf—ccfh; donc MD = ;E%%c—ﬁ;
. donc par 12 méme que M D fera paralléle A LN,
3
I'on aura MD — chjl;—ghcc vy
NOTE L1V.

I.a plupart des articles de ]a fe¢tion neuvieme
que nous avons ¢claircis , né pouvoient gueres fe
paffer de commentaire. Le Lecteur n’en fera que
trop convaincu, en jettant les yeux fur les numero
6, 8, 9 & 10 de cette note.

1o, L’¢quation que donne la fuppofition de

Yarticle 163 eft PM — i———fj (fig..130. pl. 7). 11
senfuit de 13 que lorfque M. le Marquis de 'Ho~
Aa
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ment la conftante A B pour Yunite.

29. Dans les articles 164 & 165 M. le Mar-
quis de I'Hopital différencie le numérateur de
chaque fra&ion, en le confidérant non pas com-
me numérateur , mais comme une quantité ifo-
1ée. 11 tient la méme conduite vis-a-vis le déno-
minateur. : :

3°. Pour comprendre la fin de latticle 169,
il faut relire la fin de Particle 8g.

40. Ceeft par larticle 170 que l'on fait A lar-

37

pital dit que PM — 5 il prend Lvidem-

i

ticle 171y =4

5°. La proportion de l'article 178 n’eft bonne,
que parce quon confidére 'arc infiniment petit
Mz (fig. 135, 136, pl. 7 ) comme la mefure
de langle MG. Or on a droit de le confide-
rer ainfi, puifqu’il feroit confondu avec un arc
de cercle infiniment petit Mz qui auroit pout
rayon GM , pour centre le point G , & quipar
1A méme feroit la mefure de langle M G 7.

6°. . L'on a, a larticle 180, MIXMG =
BM x MN, (fig. 136. pl. 7 ) parce qu'il eft
démontré dans tous les élémens de Géometrie
que, deux lignes qui fe coupent dans un cercle,
{e coupent en raifon réciproque.

il sagit de prouver dans ce méme article
quau point d'infléxion F, la ligne MR eft plus
grande que la ligne MG, il faudra d’abord fup-

faths
pofer pour un moment que V

aab —— bcc

aab —— O\ aag- cco
-k

1
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Cetre fuppofition vous donnera 2—c , ou KN
—KM; ce qui eft impoffible. Il faudra enfuite
{fuppofer que V‘“’f’a__i_%ﬁ
V/ a2z — cc5 cette feconde fuppofition donnera ¢
plus grand que 2, ou K M plus grand que KN ;
ce qui eft encore impoflible ; donc au point d’in-
flexion F I'on aura M G moindre que MR. Enfin
Pon ne peut pas fuppofer, ainfi quwon Vaffure fur

eft plus grande que

28 ——b
grand que a — ¢ , fans avoir KM (¢ ) plus grand .

la fin de Particle 180, que

aab — boc

foit plus

aa

que . La preuve en eft renfermee dans le

a—+b g
calcul fuivant. Il n’eft pas néceflaire d’avertir que
le figne > fignifie plus grand.

aab — bce 5
Vm‘ Yo C par hypothefé,
aab — bee
—— %\ 44 — 24C ~+ CC
2a—+ b

aab —bee s 28 — 4aac +2acc+aab — 2abec+bee
0 > 2a°— gaac + 2acc — 2abe ~- 2bec.

Cette derniere équation fignifie que les quantités
saac & 2abc affe&ées du figne — furpaffent les
quantités 24° , 2acc & 2bec affeftées du figne +
Reprenons ce calcul. : ‘

4aac + 2abc y 24’ + 2ace + 2bec
2aac + abe  y @ —-ace -+ bec
aac ~+ abe > a® —aac =+acc 4 bee
aac = abe — acc— bec > & — auc.
Divifons ces deux quantités para-+b, nous aurons

a2
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ad — agac
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ac — cc >

D ] s 8 Ly T Al 04
ﬂ«"‘C‘)(C} T T s
a-<i- b

aa

e
? a5

Donc fi Pon fuppofe V“-“i:_‘b plus grand que

aa

4 — ¢, 'on trouvera ¢ plus grand que 2
7°. L’on peut demander en lifant l'article 182,
pourquoi G Mm +MGg (fig- 135. pl. 7. )=

g “_i-_b—z%:—dfl(Gg. L’on ré
a

b
pondra que GMm 4+MGg = MGg

a +

s~ 2b
b

2a ~+ 25
b

b S e,
a b X ec—aa

MGg + KGg=

aab

a—b X cc-—uaa

KGg, parce que

; ;
"= 3 MGg +‘ aib
g:r,&queMGg:—.xMGg. Mais s
MGg-i-gMGg =i '; 3 M Gg ; donc &c.
go, [ article 183 préfente une autre folution
du probléme de larticle 182. Tl fe comprenda la
premiere leGure , lorfqu’on e rappelle que, par
la propritté du cercle , P E* (fig. 140. pl. 7)=

AP XPV = 2cu—un ; & que EM(]):%

2a - 26

ax
————

Carto171), :.,—f’;;, devient par 13 méme é:,

i (¢) ; donc aa=bc ; donc fi lona EM

MGz |

pEs INFINIMENT PETITS.
parce que OB(b):KB(a)::KB(4)

o

3
: A

I

% Pon aura EM = a{?{'

L’on affure 3 la fin du méme article 183 que
| par 13 méme que I'elpace AEH = au retangle
PQ , moins le double de Fefpace circulaire APE,
Pon aura AEH=—PEXKA+KPxAE. Le
calcul fuivant va mettre cette vérité dans tout
fon jour. s :

Je nomme AK,a; KP,5; PE, ¢5 EH,
ou Farc AE, d. Cela fait, voici comment je rai-
fonne : le reGangle PQ —=AK +~KpPXPE + 1 H
— 26 X e+ d=ac + be + ad =+ bd.

L’efpace circulaire AP E—AKx:AE+KP
XQPE::#+6—: ; donc 2APE —ad +bc 3
donc le re@angle PQ — 2APE = ac-+bc-+ad
o bd — ad — bc = ac +bd. Mais PE x AK4-
KP x A E = ac+ bd. Donc fi 'efpace AEH eft
égal au re@tangle P Q, moins le double de Pefpa-
ce circulaire APE, il fera par b méme égal 2
PExKA+KPxAE. L’on afuppofé dans ce
calcul que le point P tomboit au deflous de K3
car lorfqu’il tombe au deffus, 'on a AEH=
 PExKA —KPXAE

9°. Pour comprendre Tarticle 185, voici ce
quiil faut fe rappeller. 1°. Lrefpace AEM —

@ ~+ ab ~ ab
= PEXEA + 2=
c be

=KV—VP=#—c;donc—KP=¢—1;

3

TRy x AkE. Mais KP

|
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{ —egh i
dopc“"T‘f— L RKPs AL =

be

AE. 20 Lefe&eur AKE:ATKX AE:gx '

AE. 3° L’efpace AEM + le fe@eur AKE—=

aa— ab . aac ~ abc — aair — abu

5 PEXKA + - AE

+ 2 X AE ; donc l'on aura Iefpace AEM

aa —+ ab

“+le feCteur AKE — ~4- . PEXKA &
= .
> i

2aac ——2abc — 240011 — 2061 ~+ bec
: e AE. 4° On ne

peut pas faire dans ce méme article 185, 2=
20dc —- 2gbc 4 bec g
et e LG

Y rErar {ans faire 2aau -+ 2abu = 2aa¢

~+ 2abe 4 bee, & par conféquent {ans rendre nulle |

2aaec—+ 2abc —+ bec— 2aau — zabu
A E.
24¢ G
5 : ; ¢ :
10°% Le dernier article de la neuvieme fection,

la valeur

ceft-3-dire, l'article 186 préfente quelques diffi-'

le,ltésﬂue nops allons éclaircir en peu de mots.
1% .81, x=1"Taa, Von aura xx=—1aa, & 2x%
==aa;; donc en faifant x — 3/ 7z, le dénomina-

teur de la fration =522 deviendra o , ce

2% —aa

qui eft une marque de linfini. 20, Lorfque le |

point M (Fig. 141, Pl 7,) tombe en D, Pon a
AM=AD, oux=—ga; donc on a— i:i—:..
: 5 \ 2aa

" Zap — 14+ 3% Pour tirer de I'équation y*

aac~+abc — aau—abu -

X 4(Fig. 142.PL 7), M. le Marquis de I'Hopital 2

! pDESs INFINIMENT PETITS!. 37§

— x* 1 gaxx — b* la- valeur de DD ou. 2AD-

hit PM — o , parce que dans cette fuppofition
lona AD = x. Il a enfuite cherché¢ la valeur de
¢, en maniant fuivant les régles ordinaires , I'é~
quation x* -+ aaxx —b* =0 ; &ila trouvé x =
J—taa41y ur o gpr 5, & par conféquent
2:AD ou 2x == J/ —2aa+ 2}/ at o+ 4%

NOTE LV.

L A dixieme fe@ion eft fans contredit la moins
importante de toutes. Elle n’apprend que ce que
fcavent tous les Mathématiciens , c’eft-a-dire ,
que par le calcul des différences on réfout beau-
coup plus facilement que par toute autre métho-
de , les problémes propofés dans les neuf fections
précédentes. Pour fe convaincre de cette vérite,
il ne fera pasnéceflaire delireles 22 articles qui
compofent la dixieme fe&ion ; on pourra fe con~
tenter de la le@ure de Particle 208 5 on verra
combien compliquée eft 'équation que donnent
les méthodes qui ne font pas fondées fur le cal-
cul différentiel , dont M. le Marquis de 'Hopi-
tal nous a donné les régles avec aurant de clar-
t¢ , que de précifion dans fon Analyfe des Infini-
ment Petits.
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SECTION 1. Oit Pon donne les regles du calall

différentiel. page u

ProposiTron L Oit Pon enfeigne & prendre la diffi
rence de plufieurs quantités ajoutces enfemble , o fouf
traites les unes des autres.

Proposrrion 1L O Pon enfeigne o prendre ls
différence d’un produit fait de plufieurs quantités muls
tiplices les unes par les autres,

ProposiTion L1L Oilon enfeigne ¢ prendre ls

. différence d'une fraclion guelconque. 6

Prorostrion LV. O lon enfeigne a prendre Is
différence d'une puiffance quelcongue parfaite ou impar-
faite dune quantité wariable.

J
SECTION IL Oic Pon fair ufage du caleul dul

différences pour trouver les tangentes de toutes foree

de lignes courbes. z
ProvposiTioN L Oit Pon enfeigne la méthode c
tirer dun poins dopné une tangente fur une courbe dont

on connoit la relation qui regne entre la caupe’eévl’ap |

pliguée. 74
Les 15 Propofitions fuivantes de la méme Seftion con
tiennent des Problémes analogues aux tangentes.

SECTION 111 Oi Pon fait ufage du calcul du

différences pour trouver les plus grandes ou les moin-
dres appliquées. 574!

£RALE Ou lon enfegne li
ap-

ProrosiTION GEN
méthode de trouver la plus grande, ou la moindre
liguée , la nature de la ligne courbe ctant donnée.
SECTION 1V. Ot Pon fait ufage du calcul des
differences pour trouyer les points Pinflexion & de re
brouffement, 77
ProposiTion ||

58y

ProrosiTron L Oi lon enfeigne & prendre la

différence Pune quantité compofée de differences  guelcon-
ques. 5 ‘ : NGz
Pr OPOSITION LL Oir Pon apprend & determiner Ie
point. Linfléxion ou de rebrouffement , la nature de la
ligne courbe étant donnée. &4
SECTION V. Qi Pon fait ufage du calcul des diffé
rences pour trouver les developpees. 0z
ProrosiTron L Oi Pon apprend & déterminer. la
longueur du rayon de la developpee. 04
Pror ositioN 1L Ok Pon apprend & trouyer Ie
point oiz Paxe touche la deyeloppée. Lolzzg
P lil}; 20 ; I; 1ow L1 O Pon apprend & trouyer une
nfinité de lignes qui aient la méme développée.  z
SE C T ION VI O Pon fair ufage dﬁp calcul AZZ‘
différences pour trouver les cauffiques par réflexion. 748
Prorostrion L Ok Pon enfeigne a trouver fur le
rayon refléchi , donné de pofition, le point ole il touche
la cauffique. 25z
Prorosizion I Oi Pon réfout le Probléme fui-
vant : la .caujligue par réflexion etant donnde avec le
pz)lm} %umm}z;:x s trouyer une infinité de courbes , dont
elle foit cauflique par reflexion. 6
SE C ‘T ION VIL OJ;Z Pon fait ufage du calcul deys
differences pour trouver les caufliques par réfradtion. 257
ProrosiTron L Oi Pon enfeigne a trouver fur e
rayon rompu , donnd de pofivion , le point ol il touche
la cauftigue par réfraction. T
Prorositron 11 Ok Pon réfout le Problime fui-
vant : la cauffique par réfraction etant donnee , avec
Jfon point lumineux , & la raifon de m & n; trowver
une infinité de courbes dont elle foir cauflique par ré-
fractzon. 282
S ]‘;-‘-{.C‘T LION VIIL 0i Pon fait ufage dit calcul des
Lferences pour trouver les points des lignes courbes
qui touchent wune infinité ‘de lignes données de pofition »

droites op courbes, 87
Bb
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Prorostrion L Ou Pon enfeigne & trouver une

ligne courbe qui touche une infinité de paraboles qui

peffent toutes par un méme point. 287

- Les 5 Propofitions fuivantes contiennent des Problémes
analogues au fujet expofé au commencement de la
Section VIII

SECTION IX. 0O&t Pon trouve la Solution de

" quelques Problémes quiy dépendent des méthodes prece-

dentes. 206"
Les Problémes réfolus dans cette Se&ion font au nom-
bre de 5.

SECTION X. Ol Pon trouve une nouvelle maniere
de fe fervir du calcul des differences dans les courbes
Géometriques , dole Uon déduit la méthode de Mrs. Del-
cartes & Hudde. ; 233

Cetre nouvelle méthode eft employée dans les 7 Propo-
firions qui forment cette Se&tion.

COMMENTAIRE des articles les plus difficiles

de P Apalyfe des Infiniment Petits. 2457
Nore L Analogue a Particle 2. 247
Nore 1L dnalogue a Particle 5. 258
Nore 1Lk Analogue a Particle 6. 26z
Nor g I V. Analogue a larticle 1. 264
NoTr V. dnalogue a la Sedtion feconde confidérée en

general. 273
Note VI Analogue d Particle 9. 283
Nore VI Adnalogue & Larticle 11. 284
Nore VIIL Anslogue é Parsicle 12, 289
NozTe 1X. dnalogue & Particle 13, 294
No e X, Analogue a Particle 14 297
No s X 1. Analogue d Particle 15. 301
No e XI. Analogue ausx articles 17 & 18. 303
Notr X111 Analogue & Larticle 21. 304
Nowe X1V. Adnalogue ¢ la Propofition 5 de la 2%

Section. : 306

Nowr XV. Analogue & la Propofition 6 de lg méme
Section, 308

¥

Note XV . Analogue & Particle 26. 308
Note XVIIL Analogue & la Propofition 8 de la 2°,
Section. 309
Nore XVIIL Analogue & Iz Propofition 9 de la
- méme Section. : 320
Nort e XI1X. Analogue a Larticle 31. 3ez
Nort e XX. dnalogue 2 Particle 32¢ 272
Not e XX 1. Analogue & Particle 34. 22
Nore XXIL Anologue a Particle 36. ; 323
Note XXIIL Analogue a Varticle 39. 314
Note XX1V. Analogue a Particle 40. 325
Norte XX V. Analogue ¢ la Propofition 16 de la 2e.
Sedtion. ! 327
Note XXV Analogue & la troifieme Sedtion con-
Jfidérée en genéral. 328
Note XX V1L Analogue a Larticle 48. 322
Nors XXVIIL dnalogue a Larticle 49. 322
Note XXIX., Analogue a Particle 50. - 222
Note XXX nalogue a Particle S1. 322
Nor e XXX dnalogue & Larticle 52. 323
Nore XXX1IL Anaogue o Particle 53. 324

Nore XXXIII. Analogue a Larticle 54- 324

Nore XXX1V. Analogue a Larticle 56. Esard
Note XXX V. Analogue a Particle 58. 324
Nore XXX VI Analogue a larticle 59. 327

Nore XXX VI Analogue & larticle 61, 329
Nores XXXVIIL XXXIX. XL, Analogues &

la Sedion 4e, confiderée en géneéral, 332
Nore XL 1. Analogue d Larticle 66. 340
Nore XL 1L Analogue 4 Particle 67, 344
Nore XLIIL Analogue 4 Particle 68. 344
Note XLIV. Analogue a Particle 69. 344
Nore XL V- dnalogue & Particle 0. 3435

Nore XLVL Analogue & Particle 71. 346
Note XL VIL Analogue a larticle 72. 349
Nore XLV III. Analogue & Particle 73. 340
Nore XL1IX Analogue a Particle 74. 350
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Norter L. Analogue aux principaus articles de 1a Se:

Section. 352
Nor e LL Analogue aux principausx articles de ia 6e.
Section. D55
Nore LIL Analogue aux principaux articles de la
e fection. 36z
Nors LITL Amalogue aux principaux articles de laff
8e. fection. 364
WNorr LIV. dnalogue aux principaus articles de la
ge. fedtion. 369
Note LV. Analogue & la 16e. feition confidérée en
general. 375
FIN

Fautes & corriger.

. X% . x
Page 6 ligne 20 = lifeg v
page 12 ligne 4 aypx lifex aydx. Ces
deux fautes ne font que dans quelques exem-
plaires. :
page 38 ligne 20 de hﬁf( des
page 46 ligne 24 NQ lifex MQ
page 65 ligne 20 xx lifex xx
page 133 ligne 23 forre lifex forte
page 195 ligne 7 QC lifez .QC
page 297 ligne 19 axy lifex ay

page 338 ligne 7 lifeg dx*+dy* Y dw>+dy* |
— dxddy 3
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