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PROGRAMA. v

}.)ara librar 4 la Nacion Francesa de la dependencia en
que hasta hoy ha vivido de la industria extrangera necesita-
mos en primer lugar dirigir la educacion nacional hicia el
conocimiento de los objetos que exigen exictitud , lo que
hasta nuestros dias se ha descuidado en un todo, y acostum-
brar las manos de nuestros artistas al manejo de todo géne-
ro de instrumentos, que enseflan 4 trabajar con precision,
y 4 medir-los grados diferentes del trabajo; entonces los
consumidores, sabiendo apreciar la exictitud, la podrdn exi-
gir en todas las cosas, y estimarlas por su justo precio; y
nuestros artistas, familiarizados con ella desde su niflez, se
hallarin en estado de alcanzarla.

Es precisoen segundo lugar hacer popular el conocimien-
to de un gran ndmero de fendmenos naturales indispensables
al progreso de la industria, y aprovecharnos para el adelan-
tamiento de la instruccion general de la Nacion de la circuns—
tancia feliz en que se halla de tener 4 su disposicion los prin-
cipales recursos que le son necesarios. v

Y en fin, difundir entre nuestros artistas el conocimien-
to de. los procedimientos de las artes, y el de las mdquinas
que tienen por objeto, ¢ disminuir la mano de obra, ¢ dar
4 los resultados del trabajo mas uniformidad y precision; y
en quanto 4 esto es preciso confesar que tenemos mucho que
aprender de las naciones extrangeras.

Todas estas miras solo se conseguirdn dando 4 la edy~
cacion nacional una direccion nueva.

Familiarizando desde luego con el uso de la geometria
d‘escriptiva 4 todos los jovenes de talento, tanto :ip los que
tienen l?icnes de fortuna, para que algun dia puedan hacer de
sus capitales un empleo mas wtil 4 si y 4 la nacion, como
4 aquellos que no tienen mas que su educacion, 4 fin de que

5 : ;
pucdan dar 4 su trabajo mayor precio.

Este arte tiene dos objetos principales,
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El primero es representar con exactitud sobre los dise-
fios de dos dimensiones los objetos que tienen tres, y que
son susceptibles de una determinacion rigurosa.

Baxo este punto de vista es una lengua necesaria al hom-
bre de genio que concibe un proyecto, 4 los que deben di-
rigir su execucion, y en fin 4 los artiftas que por si mis-
mos deben executar sus partes diferentes.

El segundo objeto de la geometrfa descriptiva es dedu-
cir de la descripcion exdcta de los cuerpos todo quanto se
sigue necesariamente de sus formas y de sus posiciones res-
pectivas. En este sentido es un medio de investigar la ver-
dad; ofrece exemplos continuamente del paso de lo conoci-
do 4 lo desconocido, y porque se halla siempre aplicada 4
objetos susceptibles de la mayor evidencia, es necesario que
entre en el plan de la educacion nacional. No solamente es
4 proposito para exercitar las facultades intelectuales de un
gran pueblo; y por lo mismo contribuir 4 la perfeccion de
la especic humana, sino que tambien es indispensable 4 to-
dos los obreros, cuyo objeto es dar 4 los cuerpos ciertas
formas determinadas; y los progresos tan lentos de nuestra
industria“ se deben atribuir 4 que los métodos de este arte
se han difundido hasta ahora muy poco, 6 casi se descui-
ddron enteramente.

La educacion nacional pues recibird una direccion ven-
tajosa familiarizando nuestros jovenes artistas con la aplica-
cion de la geometria descriptiva 4 las construcciones grdfi-
cas que son necesarias al mayor niimero de artes, y hacien-
do uso de esta geometria para la representacion y la deter-
minacion de los elementos de las mdquinas, por medio de
las quales el hombre, poniendo en contribucion las fucrzas
de la naturaleza, no se reserva, por decirlo asi, en sus
operaciones Otro trabajo que el de su inteligencia.

No es menos ventajoso derramar el conocimiento de
los fendmenos de la naturaleza, que pueden convertirse en
provecho de las artes.

El encanto que les acompafa podrd vencer la repugnan-
cia que en general ticnen los hombres 4 la meditacion inten-
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sa, y hard que hallen placer en el exercicio de su inteligen-
cia, que casi todos miran como penoso y fastidioso.

Asi que, en la escucla normal debe haber un curso de
geometria descriptiva.

Pero como no tengamos ninguna obra elemental bue-
na sobre este atte, ®a sca porque hasta ahora los sabios la
hayan creido de poco interes, ¢ ya porque la hayan prac-
ticado de un cierto modo obscuramente algunos ciudadanos,
de cuya educacion no s¢ ha cuidado bastantemente, y que
no sabian comunicar los resultados de sus meditaciones, un
curso simplemente oral de ningun modo lograria su fin.

Es pues necesario para el curso de geometria descripti-
va que se reunan la prdctica y la execucion con la viva voz
de los maestros.

Asi aquellos de los ciudadanos, cuyos estudios anterio-
res se hayan dirigido 4 la geometria U otras ciencias exdc-
tas, se exercitaran en las salas particulares de las construc-
ciones grdficas de la geometria descriptiva.

Dos partes de este arte tienen métodos generales con
que se familiarizardn los ciudadanos valiéndose de la regla y
del compas, sin los quales serfa dificil que llegasen 4 po-
derla ensenar ellos mismos.

Entre las diferentes aplicaciones que puede hacerse del
método de proyecciones hay dos notables por su generali-
dad y por lo que tienen de ingeniosas, quales son las cons-
trucciones de la perspectiva y la determinacion rigurosa de
las sombras en los disenios. Estas dos partes se pueden con-
siderar como el complemento del arte de describir los ob-
jetos. Se exercitard en ellas 4 los ciudadanos, porque sien-
do su destino ensefar algun dia los procedimientos de la
geometria descriptiva, es necesario que conozcan todos sus
recursos.

En seguida el método de las proyecciones se aplicard 4
las construcciones graficas necesarias al mayor niimero de las
artes, tales como la del cantero, carpintero &c.

En fin, lo demas del curso se empleard al principio
en la descripcion de los elementos de las mdquinas, 4 fin
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de estudiar sus formas y efectos, y despues en las mdqui-
nas cuyo uso es muy importante difundir, sea que tengan
por objeto dar al trabajo mas precision y uniformidad, ¢
sea que tengan por fin emplear en la produccion de un
cierto trabajo las fuerzas de la naturaleza, y por esto aumen-
tar el poder nacional. ’ ;
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GEOMETRIA DESCRIPTIVA.

1 La geontetria descriptiva tiene dos objetos: el primero es
dar métodos para representar sobre un papel de dibuxo, que no
tiene mas de dos dimensiones, 4 saber, longitud y latitud; todos
los cuerpos de la naturaleza , que tienen tres, longitud, latitud y
profundidad, con tal que estos cuerpos puedan ser determinados
rigurosamente.

El segundo objeto es dar el modo de reconocer por medio
de una exdcta descripcion las formas de los cuerpos, y deducic
todas las verdades que resultan, bien sean de sus formas, bien
de sus posiciones respectivas.

Vamos primeramente 4 indicar los procederes que una larga
experiencia ha hecho descubrir, para llenar el primero de estos
dos objetos; luego darémos el modo de llenar el segundo.

2 Pudiéndose considerar las superficies de todos los cuerpos
como compuestas de puntos, el primer paso que vamos 4 dar
en esta materia debe ser indicar el modo de representar la posi-
cion de un punto en el espacio.

El espacio no tiene limites; todas sus partes son perfectamen~
te semejantes , nada tienen que las caracterice, y ninguna de ellas
puede servir de término de comparacion para indicar la posicion
de un punto.

Asi, para determinar la posicion de un punto en el espacio,
es indispensable referirla & otros objetos, distintos de las partes
del espacio que les encierran, y cuyas posiciones sean conocidas,
ast del que determina como del que quiere saber su posicion; y
para poder hacer el proceder de un uso ficil y comun es menester
que estos objetos sean lo mas simples que pueda ser, y que se
conciba ficilmente su posicion.

3 Entre todos los objetos simples vamos 4 buscar qudles son
los que presentan mas facilidad para determinar la posicion de un
punto; y como en la geometria nada hay mas simple que un pun-
to, exdminarémos 4 qué especie de consideraciones se llegaria, si
para determinar Ja posicion de un punto se le refiriese 4 un cierto

¥



2 GEOMETRIA DESCRIPTIVA.

numero de otros puntos cuya posicion fuese conocida; en fin,
para exponer esto con mayor claridad, indicarémos estos puntos
conocidos por las letras A, B, C &c.

Supongamos primeramente, que por el supuesto la posicion
de un punto exige se halle 4 una vara de distancia del punto co-
nocido A.

Todo el mundo sabe que la propiedadide la superficie de la
esfera es tener todos sus puntos 4 igual distancia de su centro. Asf
esta parte del supuesto expresa que el punto que se quiere deter-
minar tiene la misma propiedad que todos los de la superficie de
una esfera cuyo centro estaria en el punto A , y cuyo radio seria
una vara. Pero los puntos de la superficie de la esfera son los tini-
cos en todo el espacio que tienen esta propiedad; pues todos los
puntos del espacio que se hallan mas alld de la superficie respecto
del centro, distan mas de una vara de este, y todos los que se ha-
llan entre esta superficie y el centro distan de él menos de una va-
ra: luego todos los puntos de la superficie de la esfera no sola-
mente gozan de la propiedad enunciada en la proposicion, sino
que son los tnicos que gozan de ella: luego en fin esta proposi-
cion indica que el punto buscado es uno de los de la superficie
de una esfera cuyo centro estaria en A, y cuyo radio seria una
vara. De este modo dicho punto se distingue actualmente de una
infinidad de otros colocados en el espacio; pero se confinde aun
con todos los que componen la superficie de la esfera: se necesi-
tan pues otras condiciones para distinguirle de estos.

Supongamos despues que, segun el supuesto, la posicion del
punto deba hallarse 4 dos varas de distancia del segundo punto
conocido B; es evidente que haciendo el mismo raciocinio res-
pecto 4 esta segunda condicion, que respecto 4 la primera, el
punto debe aun ser uno de los de la superficie de una segunda es-
fera, cuyo centro estuviese en B, y cuyo radio fuese dos varas.
Este punto, debiéndose hallar al mismo tiempo sobre la superfi-
cie de la primera esfera, y sobre la de la segunda, no puede con-
fundirse ya sino con los que son comunes 4 las dos superficies, y
que se hallan en su interseccion comun: por poco familiarizado
que se esté con los principios de geometria, se sabe que la inter-
seccion de dos esferas es la circunferencia de un circulo, cuyo
centro se halla sobre la linea que une los de las dos esferas, y
cuyo plano es perpendicular 4 esta recta: luego, en virtud de es-
tas dos condiciones, el punto que se busca se distingue de los que
estan sobre las superficies de las dos esferas, y no puede confun-
dirse sino con los de la circunferencia de un circulo, que gozan
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todos exclusivamente de las condiciones enunciadas; se necesita
pues aun una tercera condicion para distinguirlo.

Supongamos finalmente que el punto deba hallarse 4 tres va-
ras de distancia de un tercer punto C conacido. Esta tercera
condicion le coloca entre todos los de la superficie de und tercera
esfera, cuyo centro estuviese en G, y cuyo radio fuese tres varas.
Y como hemos visto que debe hallarse sobre la circunferencia de
un circulo de posicion conocida, para satisfacer al mismo tiempo
4 las tres condiciones, es menester que sea uno de los puntos co-
munes 4 la superficie de la tercera esfera y 4 la circunferencia del
circulo; pero se sabe que la circunferencia de un circulo y la su=
perficie de una esfera no pueden cortarse sino en dos puntos: lue- .
go, en virtud de las tres condiciones, el punto se distingue de
todos los del espacio, y no puede ser sino uno de los dos puntos
determinados; de suerte que indicando ademas de qué lado se ha-
lla colocado respecto al plano que pasa por los tres centros, este
punto estd enteramente determinado , y no puede confundirse ya
con ningun otro.

Se ve que empleando, para determinar Ia posicion de un pun-
to en el espacio, sus distancias 4 puntos conocidos, los quales
necesariamente deben de ser tres, nos vemos conducidos 4 consi-
deraciones que no son bastante simples para servir de base 4 los
procedimientos de un uso freqiiente.

4. Busquemos ahora qudles serian las condiciones que encon-
trariamos, si en lugar de referir la posicion de un punto 4 otros
tres conocidos, se la refiriese d lneas rectas dadas de posicion.

Harémos observar de antemano que una linea recta no debe
jamas considerarse como terminada, y que siempre se la pue-
de prolongar indefinidamente hdcia una y otra parte de su di-
reccion. -

Para simplificar llamarémos sucesivamente A, B, C &c: las
rectas que nos verémos obligados 4 emplear.

Si por el supuesto resulta que la posicion del punto debe de
hallarse, por exemplo, 4 una vara de distancia de la primera rec-
ta conocida A, es lo mismo que decir que este punto es uno de
los de la superficie de un cilindro de base circular, cuyo exe seria
la recta A, su radio igual 4 una vara, y que estaria prolongado
indefinidamente en los dos sentidos de su longitud; pues todos
los puntos de esta superficie gozan de la propiedad enunciada por
el supuesto, y la gozan exclusivamente. De este modo el pun-
to se distingue de todos los otros puntos del espacio que se ha=
llan fuera ¢ dentro de la superficie del cilindro, con los quales
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tinicamente puede confundirse, y de entre los quales solo podrd
distinguirse por medio de nuevas condiciones. !

Supongamos pues que el punto que se busca deba ademas ha-
llarse colocado 4 dos varas de distancia de la segunda recta B: se
ve igualmente que de este modo se coloca este punto sobre la
superficie de un segundo cilindro, cuya base es circular, que tie-
ne B por exe, y cuyo radio seria igual 4 dos varas; pero se con-
funde con los puntos de dicha superficie si se considera solamen-
te la segunda condicion. Reuniendo las dos condiciones, debe
hallarse al mismo tiempo sobre la superficie de dmbos cilindros;
por consiguiente no Puede ser sino uno de los puntos de su co-
mun seccion. Esta linea, sobre la qual debe hallarse el punto,
participa de la curvatura de la superficie del primer cilindro y de
la del segundo, y es en general del género de aquellas que se lla-
man curvas de doble curvatura.

Para distinguir el punto de todos los que forman esta linea es
menester una tercera c ondicion.

Supongamos en fin que por el supuesto el punto pedido de-
be hallarse aun 4 tres varas de distancia de una tercera linea rec-
ta C.

Esta nueva condicion manifiesta que es uno de los de una su-
perficie de un tercer cilindro de base circular, cuyo exe seria la
tercer linea recta C, y cuyo didmetro seria igual 4 tres varas: lue-
go reuniendo estas tres condiciones, el punto que se busca no
puede ser sino uno de aquellos que son comunes 4 la tercera su-
perficie cilindrica, y 4 la curva de doble curvatura, interseccion
de los dos primeros. Esta curva puede ser cortada en general por
la tercera superficie cilindrica en ocho puntos: luego las tres con-
diciones reducen el punto que se busea 4 ser uno de los ocho
puntos determinados, y entre los quales no se le puede distinguir
sino por medio de algunas condiciones particulares como aque-
llas de que hemos dado un exemplo en el caso de los puntos.

Se ve que las consideraciones por que ha sido necesario pasar
para determinar la posicion de un punto en el espacio, por me-
dio del conocimiento de sus distancias 4 tres lineas rectas cono-
cidas, son mucho menos simples que aquellas 4 que diéron lugar
sus distancias 4 tres puntos, y que por consiguiente son menos
utiles para servir de base 4 mctodos de que debe hacerse uso con
freqiiencia.

5 Entre los objetos simples que considera la geometria es me-
nester notar particularmente: 1 el punto que no tiene dimension
alguna: 2° la linea recta que no tiene mas de una: 3° el plano que
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tiene dos. Veamos si seria mas simple determinar la posicion de
un punto por medio de sus distancias referidas 4 planos cono-
cidos, que no emplear sus distancias 4 puntos 6 4 lineas rectas
dadas.

Supongamos pues que haya en el espacio planos no paralelos,
conocidos de posicion, y que indicarémos sucesivamente por las
letras A, B, C, D &ec. y

Si en virtud del supuesto la posicion de un punto debe d
hallarse, por exemplo, 4 una vara de distancia del primer pla-
no A, sin expresar de qué lado de este plano debe hallarse, se
enuncia que es uno de los que pertenecen 4 dos planos paralelos
al plano A, situados el uno 4 un lado y el otro al otro de dicho
plano, y distantes del de una vara; pues todos los puntos de es-
tos dos planos paralelos satisfacen 4 la condicion indicada, y son
los unicos de todos los del espacio que puedan satisfacerla.

Para distinguir, entre todos los puntos de estos dos planos,
aquel cuya posicion quiere determinarse, es menester aun recurrir
4 otras condiciones.

Supongamos, en segundo lugar, que el punto que se busca
deba hallarse 4 dos varas de distancia del segundo plano B; de
este modo se halla colocado sobre dos planos paralelos al pla-
no B, dmbos distantes dos varas de ¢, el uno hdcia una parte,
el otro hdcia la otra. Para satisfacer al mismo tiempo 4 las dos
condiciones es menester pues que se halle sobre uno de los pla-
nos paralelos al plano A, y sobre uno de los planos paralelos al
plano B, por consiguiente que sea uno de los puntos de la co-
mun interseccion de estos quatro planos. Pero la comun intersec-
cion de quatro planos paralelos de dos en dos y de posiciones
conocidas es el sistema de‘quatro lineas rectas conocidas igual-
mente de posicion: luego considerando al mismo tiempo estas
dos condiciones, el punto no se halla ya confundido con todos
los del espacio, ni aun con todos los de los quatro planos, sino
solamente con los de quatro lineas rectas. En fin, si el punto de-
be tambien hallarse 4 tres varas de distancia del tercer plano C, es-
to indica que debe ser uno de los que pertenecen 4 otros dos pla-
nos paralelos al plano C, y situados 4 dmbas partes de ¢l, 4 Ia
distancia de tres varas. Asi, en virtud de las tres condiciones, de-
be hallarse al mismo tiempo sobre uno de los dos ultimos pla-
nos, y sobre una de las quatro lineas rectas, intersecciones de los
quatro planos primeros; por consiguiente no puede ser otro que
uno de los puntos comunes 4 uno de estos dos planos, y 4 una
de las quatro lineas rectas. Cada uno de los dos planos, teniendo
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un punto comun con cada una de las quatro rectas, h/ay ocho
puntos en el espacio que satisfacen al mismo tiempo 4 las tres
condiciones: luego, en virtud de estas tres condiciones juntas, el
punto pedido no puede ser sino uno de los ocho puntos deter-
minados, y entre los quales no es posible el distinguirlo sino por
medio de algunas consideraciones particulares.

Por exemplo, si al indicar la distancia al primer plano A se ex:
presa tambien en qué sentido respecto 4 €1, debe tomarse la distan-
cia; en lugar de dos planos paralelos al plano A, no hay mas que
uno que deba considerarse, y es aquel que se halla situado respecto
de ¢l 'al lado hécia el qual debe medirse la distancia. Del mismo
modo, si se indica en qué sentido debe tomarse la distancia respec-
to al segundo plano, se excluye la consideracion de uno de los dos
planos paralelos al segundo; y no queda mas de uno cuyos pun-
tos satisfagan 4 la segunda condicion; y reuniendo estas condi-
ciones, el punto no puede hallarse sobre las quatro rectas de in-
terseccion de quatro planos paralelos dos en dos, sino solamente
sobre la interseccion de dos planos: esto es, sobre una linea recta
conocida de posicion. En fin, si se indica tambien de qué lado
debe hallarse el punto respecto al tercer plano, de dos planos pa-
ralelos al tercero no habrd mas que uno cuyos puntos satisfagan
4 la tltima condicion; y para satisfacer al mismo tiempo 4 las
tres condiciones, el punto deberd hallarse en la interseccion de
este tercer plano con la sola recta, interseccion de los dos prime-
ros. Por consiguiente no podrd ya confundirse con ningun otro
en el espacio, y se hallard enteramente determinado.

Se ve pues que, aunque respecto al numero de sus dimensio-
nes, el plano sea un objeto menos simple que la linea recta, que
no tiene mas de una, y que el punto,.que no tiene ninguna, pre-
senta no obstante mas facilidad que el punto y la linea recta para
la determinacion de un punto en el espacio; este es el proceder
que s¢ emplea ordinariamente en la aplicacion del dlgebra 4 la
geometria, en la qual, para buscar la posicion de un punto, se
acostumbra 4 buscar sus distancias 4 tres planos conocidos de po-
sicion.

Pero en la geometria descriptiva, que mucho tiempo antes
habian puesto en uso un gran numero de hombres, para quienes
el tiempo era precioso, se han simplificado aun los procederes;
y en lugar de la consideracion de tres planos, se ha llegado, por
medio de proyecciones, 4 no tener necesidad explicitamente sino
de dos.

6 Lldmase proyeccion de un punto sobre un' plano el ex-
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tremo de la perpendicular baxada desde el punto al plano.

Sentado esto, si se tienen dos planos de posicion conocida
en el espacio, y si sobre cada uno de estos planos se da la pro-
yeccion del punto cuya posicion quiere determinarse, este punto
se hallard perfectamente determinado.

En efecto, si por la proyeccion sobre el primer plano se con-
cibe una perpendicular 4 este plano, es evidente que pasard por
el punto que quiere determinarse; igualmente si por su proyec:
cion sobre el segundo plano se concibe una perpendicular sobre
este plano, pasard igualmente por dicho punto: luego este punto
se hallard al mismo tiempo sobre dos lineas rectas de posicion co-
nocida en el espacio, serd por consiguiente el solo punto de su
interseccion, y en fin se hallard perfectamente determinado.

En los pdrrafos siguientes se indicardn los medios de hacer es-
te proceder de un uso ficil y de tal naturaleza, que pueda ser em-
pleado sobre un papel.

7 Fig. 1. Side todos los puntos de una linea recta indefini-
da AB, colocada de un modo qualquiera en el espacio, se con-
ciben perpendiculares baxadas sobre el plano LMN O,,dado de
posicion, todos los puntos en que estas perpendiculares encuen-
tran al plano estardn en una misma linea recta indefinida ab; pues
todas estardn comprehendidas en el plano tirado por AB perpen-
dicular al plano LMNO, y no podrdn encontrar cste tltimo sino
en la interseccion comun de los dos planos, que, como se sabe
es una linea recta. :

La recta ab, que pasa de este modo por las proyecciones de
todos los puntos de otra recta AB sobre el plano LMNO, es lo
que se llama la proyeccion de la recta AB sobre este plano.,
~ Como dos puntos bastan para determinar la posicion de una
linea recta, para construir la proyeccion de una recta basta cons-
truir la de dos de sus puntos, y la recta tirada por las proyeccio-
nes de estos dos puntos serd la proyeccion pedida.

De aqui se sigue; que si la recta propuesta es perpendicular
al plano de proyeccion, su proyeccion se reducird 4 un solo pun-
to, que serd el de su contacto con el plano.

Fig. 2. Dadas, sobre dos planos no paralelos LMNO, LMPQ,
las proyecciones ab, 4't/, de una misma recta indefinida AB, esta
recta queda determinada; pues, si por una de las proyecciones 25
s2 goncibe un plano perpendicular § LMNO, este plano , de po-
sicion conocida, pasard necesariamente por la recta AB; igual-
mente, si por la otra proyeccion 4’4’ se concibe un plano per-
pendicular 4 LMPQ., este plano, de posicion conocida, pasard
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por la recta AB. La posicion de esta recta, que s halla al mismo
tiempo sobre dos planos conocidos, y por consiguiente en su
comun interseccion, quedard enteramente determinada.

8 Lo que acabamos de decir es independiente de la posicion
de los planos de proyeccion, y se verifica igualmente, qualquie-
ra que sea el dngulo que estos dos planos formen entre si. Pero si
¢l 4ngulo que forman los dos planos de proyeccion es muy obtu-
50, el que forman entre sf los que les son perpendiculares es muy
agudo; y en la prdctica pequefios errores podrian producirlos
muy grandes en la determinacion de la posicion de la recta. Para
evitar esta causa de inexActitud se hace siempre de modo que los
planos de proyeccion sean perpendiculares entre si, 4 menos que
no se tome otro partido obligado por algunas consideraciones
que presenten grandes facilidades. Ademas, como la mayor par-
te de los artistas que hacen uso del método de las proyecciones
estan muy familiarizados con la posicion de un plano horizontal,
y con la direccion del hilo 4 plomo, acostumbran & suponer que
de los dos planos de proyeccion el uno sea horizontal y el otro
vertical.

La necesidad de hacer de modo que en los dibuxos las dos
proyecciones se hallen sobre el mimo papel, y que en las opera-
ciones en grande esten sobre una misma superficie, ha determina-
do aun 4 los artistas 4 concebir que el plano vertical ha girado al
rededor de su interseccion con el plano horizontal, como char-
nela, para doblarse sobre el plano horizontal, y no formar con
¢l sino un solo y mismo plano, y & construir sus proyecciones
en este estado.

Asf la proyeccion vertical estd siempre trazada absolutamen-
te sobre un plano horizontal, y es menester siempre figurarse que
se halla levantada y puesta en su lugar por medio de un quarto
de revolucion al rededor de la interseccion del plano horizontal
con el plano vertical. Para esto es menester que esta interseccion
esté trazada de un modo muy patente sobre el dibuxo.

Asf en la figura 2 la proyeccion 4'b' de la recta AB no se exe-
cuta sobre un plano realmente vertical: se concibe que este pla-
no ha girado al rededor de la recta LM para aplicarse en LMP'Q’;
y en esta posicion del plano es en la que se executa la proyeccion
vertical 2.

Ademas de las facilidades que presenta esta disposicion en la
execucion tiene aun la ventaja de abreviar el trabajo de las pro-
yecciones. En efecto , supongamos que los puntos 4, @' sean las
proyecciones horizontal y vertical del punto A, el plano tirado

e B o L e

WA T

GEOMETRIA DESCRIPTIVA. 9

] v
por las rectas Az, Aa' serd al mismo tiempo perpendicular 4 los
dos planos de proyeccion, puesto que pasa por rectas que les
son perpendiculares; por consiguiente serd tambien perpendicu-
lar 4 su comun interseccion LM; y las rectas 2C, 2'C, segun las
quales cortan 4 estos dos planos, serdn perpendiculares 4 LM.

Quando el Iplano vertical gira al rededor de LM como char-
nela, Ia recta 2'C no cesa, durante este movimiento, de ser per-
pendicular & LM ; y lo es aun quando ¢l plano vertical, llegdn-
dose 4 doblar, la recta ha tomado la posicion Ca”. Luego las dos
rectas 2C, Ca’, pasando dmbas por el punto C, y siendo la una
y la otra perpendiculares & LM, se hallan en sus prolongacio-
nes respectivas: lo mismo sucede con las lineas 4D, D4, respec-
to 4 qualquier otro punto como B. De donde se sigue que, si se
tiene la proyeccion horizontal de un punto, la proyeccion de
este mismo punto sobre el plano vertical suponiéndole doblado se
hallard en la recta, tirada por la proyeccion horizontal perpendi-
cularmente 4 la interseccion LM de los dos planos de proyec-
cion, y reciprocamente. _

Este resultado es de un uso muy freqiiente en la prdctica.

9  Fig. 2. Hasta ahora hemos mirado la linea AB como inde-
finida, y por consiguiente no hemos tenido que ocuparnos sino
de su direccion; pero puede suceder que esta linea sea considera-
da como terminada por dos de sus puntos A y B, y entonces se
puede ademas tener necesidad de conocer su tamafio. Veamos c6-
mo podemos deducirlo por medio de sus dos proyecciones.

Quando una recta es paralela 4§ uno de los dos planos sobre
los quales se halla proyectada, su longitud esigual 4 la de su pro-
yeccion-sobre este plano; pues la recta y su proyeccion, halldn-
dose dmbas terminadas por dos perpendiculares al plano de pro-
yeccion, son paralelas entre sf, y estan comprehendidas entre pa-
ralelas. Asi en este caso particular, dada la proyeccion, tambien
se da la longitud de la recta que le es igual.

Se estd seguro de que una recta es paralela & uno de los dos
planos de proyeccion quando su proyeccion sobre ¢l otro es pa-
ralela al primero de estos dos planos. :

Si la recta es al mismo tiempo obliqua 4 los dos planos, su
longitud es mayor que la de cada una de las proyecciones; pero
puede deducirse de un modo muy simple.

Fig. 2. Sea AB la linea recta, cuyas dos proyecciones ab, a'b’
sean dadas, y cuya longitud sea menester hallar; si por uno de
sus extremos A, y en el plano vertical que pasa por la recta, se

 concibe la horizontal AE, prolongada hasta que encuentre en E

2
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la vertical baxada del otro extremo, se formard un tridngulo rec-
téngulo AEB, que se trata de construir para tener la longitud de
la recta AB, que es la hipotenusa. Pero en este tridngulo, ademas
del 4ngulo recto, se conoce el lado AE que es igual 4 la proyec-
cion dada 2b. Ademas, si-en el plano vertical se tira por el pun-
to &' una horizontal #¢, que serd la proyeccion de AE, cortard
la vertical #D,en un punto ¢, que serd la proyeccion del pun-
to E. Asi be serd la proyeccion vertical de BE, y serd por con=
siguiente igual 4 ella en longitud. Luego, conociendo los dos la-
dos del 4ngulo recto, serd ficil construir el tridngulo cuya hipo-
tenusa dard la longitud de AB.

La figura 2, estando en perspectiva, no tiene ninguna rela-
cion con las construcciones del método de las proyecciones: va-
mos 4 dar aqui la construccion de esta primera giiestion en toda
su sencillez. :

Fig. 3. Suponiendo que LM sea la interseccion de los dos
planos de proyeccion, y las-rectas ab, a”b" las proyecciones da-
das de una linea recta; para hallar la longitud de esta recta, se
tirard por el punto #” la horizontal indefinida He ;- que cortard la
recta bb” en un punto ¢, y sobre la qual, contando desde este
punto, se trasladard ab de e 4 H. Se tirard la hipotenusa HY", y la
longitud de esta hipotenusa serd la de la recta pedida.

Como las dos planos de proyeccion son rectangulares, la
operacion que acaba de hacerse sobre uno de estos planos podia
haberse hecho sobre el otro, y hubiera dado el mismo resultado:

Segun lo que precede se ve que si se tienen dos proyeccio-
nes de un cuerpo determinado por. superficies planas, por aristas
rectilineas y por vértices de dngulos solidos, proyecciones que se
reducen 4 los sistemas de las aristas rectilineas, serd ficil determi-
nar la longitud de qualquiera de sus dimensiones; pues 6 esta di-
mension serd paralela 4 uno de los planos de proyeccion, o se-
14 al mismo tiempo obliqua 4 los dos; en el primer caso la lon-=
gitud pedida de la dimension serd igual 4 su proyeccion; en el se-
gundo se la deducird de sus dos proyecciones por el mérodo que
acabamos de describir.

10 Este seria el lugar de indicar ¢l modo cémo se construyen
las proyecciones de los solidos terminados por plaros y aristas
rectilineas; pero no hay para esta operacion ninguna regla gene-
ral: se echa de ver en efecto, que segun los supuestos que deter-
minen la posicion de los cuspides de los dngulos de un solido, la
construccion de sus proyecciones puede ser mas .6 menos ficil, y
que la naturaleza de la operacion debe depender de la natural eza
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de estos supuestos. Sucede en esto lo mismo que en el dlgebra,
en la qual no hay ningun método general para poner un proble-
ma en equacion. En cada caso particular la marcha depende del
modo con que se expresan las relaciones entre las cantidades da-
das y las desconocidas; y no es sino por medio de exemplos va-
riados que los principiantes pueden acostumbrarse & entender
bien estas relaciones,y 4 saber ponerlas en equacion. Lo mismo
sucede en la geometria descriptiva. Por medio de un gran nume-
ro de exemplos, y por el uso de la regla y del compas, adquiri-
rémos el hdbito de las construcciones, y nos acostumbrarémes
4 la eleccion de los métodos mas simples y mas elegantes para ca-
da caso particular. Pero asi como en la andlisis, quando un pro-
blema estd puesto en equacion, hay métodos para tratar estas
equaciones y-para deducir el valor de cada incognita; del mis-
mo modo tambien en la geometria descriptiva, quando estan
construidas las proyecciones, hay métodos generales para cons-
truir todo lo que resulta de la forma y de la posicion respectiva
de los cuerpos. »

No es sin objeto la comparacion que hacemos en este lugar
de la geometria descriptiva con el dlgebra; estas dos ciencias tie-
nen relaciones muy intimas. No hay ninguna construccion de geo-
metrfa descriptiva que no pueda traducirse en andlisis; y quando
las giiestiones no encierran mas de tres incégnitas, cada opera-
cion analitica puede mirarse como la representacion de una figu-
ra de geometria.

Seria de desear que estas dos ciencias fuesen cultivadas 4 un
mismo tiempo: la geometrfa descriptiva presentaria en las ope-
raciones analiticas las mas complicadas la -evidencia que la carac-
teriza, y al mismo tiempo la andlisis prestaria 4 la geometria la
generalidad que le es propia. v

11 - El convenio que sirve de base al método de las proyec-
ciones es adequado para representar la posicion de un punto en
el espacio, 6 la de una linea recta indefinida 6 terminada, y por
consiguiente para representar tambien la forma .y la posicion de
un cuerpo terminado por superficies planas, por aristas rectili-
neas y por las cuspides de dngulos sélidos, porque en este caso
el cuerpo es enteramente conocido, quando se conoce la posi-
cion de todas sus aristas y la de las cuspides de todos sus dngulos,
Pero si el cuerpo estuviese terminado, ya sea por una sola super-
ficie curva, y cuyos puntos estuviesen todos sujetos & una misma
ley, como en el caso de la esfera, 6 bien por la reunion discon-
tinua de muchas: partes de superficies curvas diferentes, como en
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el caso de un cuerpo torneado; este convenio no solo seria in-
comodo, impracticable, y no tendria la ventaja de presentar una
imdgen, sino que no seria fecundo ni suficiente.

Primeramente es ficil de ver que el convenio que hemos he-

cho seria incémodo y aun impracticable si fuese solo; pues para
expresar la posicion de todos los puntos de una superficie curva
seria necesario no solo que cada uno de ellos fuese indicado por
su proyeccion horizontal y por su proyeccion vertical, sino
que aun las dos proyecciones de un mismo punto estuviesen li-
gadas entre si, 4 fin de no exponerse & combinar la proyeccion
horizontal' de un cierto punto con la proyeccion vertical de
otro; y siendo el modo mas simple de ligar entre si estas dos
proyecciones, unirlas por tina misma recta perpendicular 4 la li-
nea de interseccion de los dos planos de proyeccion, se recar-
garian los disefios de un nimero prodigioso de lineas, que causa-
rian una confusion tanto.mayor quanto mas se quisiese aproxi-
mar 4 la exdctitud. Luego harémos ver que este método seria
insuficiente, y que no tendria la fecundidad necesaria.

Entre el numero infinito de superficies curvas diferentes exis-
ten algunas que no se extienden sino en una parte finita y circuns-
cripta del espacio, y cuyas proyecciones tienen una extension li-
mitada en todas las direcciones; la de la esfera, por exemplo, se
halla en este caso. La extension de su proyeccion sobre un plano
se reduce 4 la de un circulo del mismo radio que la esfera; y se
puede concebir que el plano sobre el qual se debe hacer la proyec-
cion tenga dimensiones bastante grandes para contenerla. Pe-
ro todas las superficies cilindricas son indefinidas en cierta di-
reccion, como la recta que les sirve de generatriz. El plano mis-
mo, que es la mas simple de las superficies, es indefinido en dos
sentidos. En fin, hay un gran nimero de superficies, de las qua-
les muchos de sus lados se extienden 4 un mismo tiempo en el es-
pacio en todas direcciones. Pero los planos sobre los quales se
practican las proyecciones tienen necesariamente una extension
limitada. Luego si no hubiese otro medio de hacer conocer la
naturaleza de una superficie curva que las dos proyecciones de
cada uno de los puntos por donde pasa, este medio, no seria apli-
cable sino 4 los puntos de la superficie que correspondiesen 4 Ia
extension de los planos de proyeccion; los que estuviesen mas
alld no podrian ser representados.ni conocidos: asf el método se-
ria insuficiente. En fin, no seria fecundo, porque no podria de-
ducirse nada relativamente 4 los planos tangentes de la superfi-
cie, 4 sus normales, 4 sus dos curvaturas en cada punto, 4 sus li-
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neas de inflexion, 4 sus aristas de retroceso, 4 sus lineas multi-
plas, 4 sus puntos multiplos, en fin, 4 todas las afecciones que
deben considerarse quando se quiere obrar sobre una superficie
curva.

Ha sido por consiguiente necesario recurrir 4 un nuevo con-
venio, que fuese compatible con el primero, y que pudiese su-
plirle siempre que no fuese suficiente. Este nuevo convenio es el
que vamos 4 exponer.

12 No hay ninguna superficie curva que no pueda ser consi-
derada como engendrada por el movimiento de una linea curva,
ya sea de forma constante quando muda de posicion, ya varia-
ble al mismo tiempo de forma y de posicion en el espacio. Pu-
diendo esta proposicion ser dificil de comprehender por causa
de su generalidad, vamos 4 explicarla por medio de algunos exem-
plos, con los quales estamos ya familiarizados.

Las superficies cilindricas pueden ser engendradas de dos mo-
dos principales, 6 por el movimiento de una linea recta, que per-
manece siempre paralela 4 una recta dada durante su movimien-~
to, apoydndose siempre en una curva dada, o por el movimien-
to de la curva que servia de conductriz en el primer caso, y que
se mueve de modo que, apoydndose siempre uno de sus puntos
sobre la recta dada, todos los demas describen lineas paralelas 4
esta recta. En la una y en la otra de estas generaciones la genera-
triz, que es una linea recta en el primer caso y una curva qual-
quiera en el segundo, no muda de forma, y solo muda de posi-
cion en el espacio.

Las superficies conicas tienen igualmente dos generaciones
principales.

Se las puede considerar primeramente como engendradas por
una recta indefinida, que estando sujeta 4 pasar siempre por un
punto dado, se mueve de modo que se apoya constantemente
sobre una curva dada que la dirige en su movimiento. El punto
unico por el qual pasa siempre la recta es el centro de la superfi-
cie, que impropiamente se le ha llamado ctspide. En esta gene-
racion la linea generatriz es aun de forma constante, pues no cesa
de ser una linea recta.

Tambien se pueden engendrar las superficies cénicas de otro
modo, que, para mayor sencillez, no aplicarémos sino al caso
en que tengan bases circulares. Estas superficies pueden conside-
rarse como engendradas por la circunferencia de un cfrculo, que
se mueve de modo, que, permaneciendo siempre su plano para-
lelo 4 sl mismo, y halléndose su centro siempre en Ja linea dirigi-
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da al ctispide, su radio sea en cada instante del movimiento pros
porcional 4 la distancia de su centro al cuspide. Se ve que si el
plano del circulo tiende 4 acercarse al cuspide en su movimiento,
su tadio disminuye para ser nulo quando el plano pase por el
cuspide, y este mismo radio muda de sentido para crecer des-
pues de un modo indefinido quando el plano, despues de haber
pasado por el cuspide, se aleja de ¢l mas y mas. En esta segunda
generacion , no solo la circunferencia del circulo, que es la curva
generatriz, muda de posicion, sino que varia tambien de forma
en cada instante de su movimiento, pues muda de radio, y por
consiguiente de curvatura y de extension. '

Una superficie de revolucion puede ser engendrada por el
movimiento de una curva plana, que gira al rededor de una li-
nea recta colocada de un modo qualquiera en su plano. En este
modo de considerarla su curva generatriz es de forma constante,
y solo muda de posicion. Pero tambien s¢ la puede considerar
como engendrada por la circunferencia de un circulo, que se
mueve de modo que, estando siempre su centro sobre el exe, y
su plano manteniéndose constantemente perpendicular 4 este exe,
su radio sea en cada instante igual 4 la distancia que hay entre el
punto en que el plano del circulo corta el exe, y 4 aquel en que
corta una curva qualquiera dada en el espacio. Entonces la curva
generatriz muda al mismo tiempo de forma y de posicion.

Estos tres exemplos deben bastar para hacer comprehender
que todas las superficies curvas pueden ser engendradas por el
movimiento de ciertas lineas curvas, y que no hay ninguna cuya
forma y posicion no puedan ser enteramente determinadas siem-
Pre que se conozca exdcta y completamente su generacion. Esta
nueva consideracion es la que forma el complemento del méro-
do de las proyecciones. En adelante tendrémos 4 menudo ocasion:
de asegurarnos de su sencillez y de su fecundidad. %

Por consiguiente no es dando las proyecciones de algunos
puntos particulares por los quales pasa una superficie curva, qué
se determina su forma y su posicion, sino haciendo de modo
que para un punto qualquiera se pueda construir la curva genera-

triz, segun la forma y la posicion que deba tener al pasar por es-

te punto. Sobre lo qual es menester observar: 12 que cada super-
ficie curva, pudiendo ser engendrada de una infinidad de modos
diferentes, depende de la destreza y de la sagacidad del que obra
el elegir, entre todas las generaciones posibles, aquella que em-
plea la curva, la mas simple, y que exige consideraciones menos
penosas: 29 que la experiencia ha ensedado, que en lugar de no
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considerar para cada superficie curva sino una sola. de sus genera-
ciones, lo que exigiria el estudio de la ley del movimiento y la de
la mutacion de forma de su generacion, es mas simple por lo
comun considerar al mismo tiempo dos generaciones diferentes,
¢ indicar para cada punto la construccion de las dos curvas ge-
neratrices. i

Asi en la geometrfa descriptiva, para expresar la forma y la
posicion de una superficie curva, basta dar para un punto qual-
quiera de esta superficie, y del qual una de las proyecciones pue-
de tomarse 4 voluntad, el modo de construir las proyecciones
horizontales y verticales de dos generatrices diferentes que pasan
por este punto.

13 Apliquemos ahora estas consideraciones generales al pla-
no, que entre todas las superficies es la mas simple, y la que se
emplea con mas freqiiencia.

El plano se engendra por una primera recta dada de posicion,
y que se mueve de modo que todos sus puntos describen recras
paralelas 4 una segunda recta dada. Si la segunda recta se halla en
el plano que se considera, se puede tambien decir que ¢l plano es
engendrado por la segunda recta, que se mueve de modo que to-
dos sus puntos describen lineas rectas paralelas 4 la primera.

Por consiguiente se tiene la idea de la posicion de un plano
por la consideracion de dos lineas rectas, de las quales cada una
puede considerarse como su generatriz La posicion de estas dos
rectas, en el plano que ellas pueden engendrar, es absolutamente
indiferente: no se trata pues, en el método de las proyecciones,
sino de elegir las que piden construcciones mas simples. Esta es
la razon por qué en la geometria descriptiva se indica la posi-
cion de un plano dando las dos rectas segun las quales corta los
planos de proyeccion. Es fdcil de reconocer que estas dos rectas
deben encontrar en un mismo punto la interseccion de los dos
planos de proyeccion, y que por consiguiente este punto’ es aquel
en el que ellas mismas se encuentran. :

Como tenemos que considerar planos con mucha freqiiencia,
para abreviar el lenguage llamarémos #7azas 4 las rectas, segun las
quales cada uno de ellos corta los planos de proyeccion, y que
servirdn para indicar su posicion.

14 Sentados estos principios, pasemos 4 la solucion de va-
rias qiiestiones, que servirdn 4 un mismo tiempo no solo para
exercitarnos en el método de las proyecciones, sino para facili=
tarnos los medios de hacer despues nucvos progresos en la geo-
metria descriptiva, ; :
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Fig. 4. Primera giiestion. Dado un punto cuyas proyeccio-
nes sean D y 4, y una recta cuyas proyecciones sean AB, ab;
construir las proyecciones de una segunda recta, que pase por el
punto dado, y sea paralelad la primera.

Solucion. Las dos proyecciones horizontales de la recta dada
y de la recta que se busca deben ser paralelas entre si; pues son las
intersecciones de dos planos verticales paralelos con un mismo
plano. Lo mismo sucede respecto 4 las proyecciones verticales de
las mismas rectas. Ademas, como la recta que se pide debe pasar
por el punto dado, sus proyecciones deben pasar respectivamen-
te por las del mismo punto. Luego si por el punto D se tira EF
paralela 4 AB, y por el punto 4 la linea ¢f paralela 4 ab, las rec-
tas EF y of serdn las proyecciones pedidas.

15 Fig. 5. Segunda giiestion. Dado un plano cuyas trazas
sean AB, BC, y un punto cuyas proyecciones sean G, g; cons-
truir las trazas de un segundo plano, que pase por el punto dado,
¥y sea paralelo al primero.

Solucion. Las trazas del plano pedido deben ser paralelas 4 las
trazas respectivas del plano dado, puesto que estas trazas, consi-
deradas de dos en dos, son las intersecciones de dos planos para-
lelos con un mismo plano. Por consiguiente no falta mas que ha-
llar, para cada una de ellas, un solo punto, por el qual deba pa-
sar. Para esto, por el punto dado, concibamos una recta hori-
zontal, que se halle en el plano que se busca: esta recta serd pa-
ralela 4 la traza AB, y cortard el plano vertical en un punto, que
serd uno de los de la traza del plano que se busca sobre el verti-
cal; y se tendrdn sus dos proyecciones tirando por el punto g, la
horizontal indefinida gF, y por el punto G la recta GI, paralela
4 AB. Si se prolonga GI hasta que encuentre la interseccion LM
de los dos planos de proyeccion en un punto I, este punto serd la
proyeccion horizontal de la interseccion de la recta horizontal
con el plano vertical. Luego este punto de interseccion se halla-
rd sobre la vertical IF tirada por el punto I. Pero debe hallarse
tambien sobre gF: luego se hallard en el punto F de intersec-
cion de estas dos ultimas rectas. En fin, si por el punto F se
tira una paralela § BC, esta linea serd la traza del plano que se

busca sobre el plano vertical; y si despues de haber prolonga-
do esta traza hasta que encuentre LM en el punto E se tira DE
paralela & AB, se tendrd la traza del mismo plano sobre el pla-
no horizontal.

En lugar de concebir sobre el plano que se busca una recta
horizontal, se hubicra podido concebir una paralela al plano

S esm———

T
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vertical ; lo que, por un raciocinio absolutamente semejante , hu-
biera dado la construccion siguiente.

Por el punto G, y paralelamente 4 LM, se tirard la recta in- -
definida GD; por el punto g se tirard gH paralela 4 CB, y se pro-
longard hasta que corte LM en un punto H, por el qual se ti-
ra HD perpendicular ¢ LM : esta ultima cortard GD en un pun-
to D, por el qual, si se tira una paralela 4 AB, se tendrd una de
las trazas del plano que se pide; y si despues de haber prolonga-
do esta traza hasta que encuentre LM en un punto E se tira EF
paralela 4 BC, se tendrd la traza sobre el plano vertical.

16 Fig. 6. Tercera gijestion. Dado un plano cuyas dos tra-
zas sean AB, BC, y un punto cuyas dos proyecciones sean D, 4;
construir: 12 las proyecciones de la recta baxada perpendicular-
mente del punto sobre el plano: 2° la del punto en que dicha per-
pendicular encuentra el plano.

Solucion. Las perpendiculares DG, dgz, baxadas de los pun-
tos D y 4, sobre las trazas respectivas del plano, serdn las pro-
yecciones indefinidas de la recta que se pide; pues, si por la per-
pendicular se concibe un plano vertical, este plano cortard al pla-
no horizontal y al plano dado en dos rectas, que serdn la una y
la otra perpendiculares 4 la comun seccion AB de estos dos pla-
nos: como la primera de estas rectas es la proyeccion del plano
vertical, 1o es tambien de la perpendicular que contiene: luego
la proyeccion de esta perpendicular debe pasar por el punto D,
y ser perpendicular 4 AB.

La misma demostracion tiene lugar para la proyeccion ver-
tical. ;

En quanto al punto en que la perpendicular encuentra al pla-
no dado es evidente que debe hallarse en la interseccion de este
plano con el plano vertical que pasa por la perpendicular: inter-
seccion que se halla proyectada indefinidamente sobre EF. Si se
tuviera la proyeccion vertical fe de esta interseccion, contendria
la del punto que se pide; y como este punto debe tambien hallar-
se proyectado sobre la recta dg, se hallaria en la interseccion g
de las dos rectas fe y dg. Por consiguiente no falta sino hallar la
linea fe; pero la interseccion del plano dado con el plano verti-

cal que le es perpendicular, encuentra el plano horizontal en el
punto E, luego se tendrd la proyeccion vertical ¢, baxando Ee
perpendicularmente sobre LM ; y encuentra el plano vertical de
proyeccion en un punto cuya proyeccion horizontal es la in-
terseccion de la recta LM con DG, prolongada, si es menes-
ter,y cuya proyeccion vertical debe hallarse sobre la vertical
3
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Ef y sobre la traza CB; por consiguiente estard en el punto f
de su interseccion.

Habiendo hallado la proyeccion vertical g del extremo de la
perpendicular, es ficil construir su proyeccion horizontal ; pues
si se baxa sobre LM la perpendicular indefinida gG, esta recta
contendrd el punto pedido; pero la recta DF debe tambien con-
tenerlo: luego estard en el punto G de la interseccion de estas dos
rectas.

17 Fig. 7. Quarta giiestion. Dada unarecta cuyas dos pro-
yecciones sean AB, b, y un punto cuyas dos proyecciones sean
D, d; construir las trazas del plano tirado por el punto dado
perpendicularmente 4 la recta.

Solucion. Se sabe ya por el problema anterior que las dos tra«
zas deben ser perpendiculares 4 las proyecciones respectivas de las
dos rectas; falta hallar para cada una de ellas uno de los puntos
por los quales debe pasar. Para esto, si se concibe por el punto
dado, en el plano que se busca, una horizontal prolongada has-
ta que encuentre al plano vertical de proyeccion, se tendrd su
proyeccion vertical tirando por el punto 4 una horizontal inde-
finida 4G, y su proyeccion horizontal tirando por el punto D
una perpendicular 4 AB, prolongada hasta que corte LM en un
punto H, que serd la proyeccion horizontal del punto en que
toca la horizontal al plano vertical de proyeccion. Este punto
de contacto, que debe hallarse en la vertical HG y en la hori-
zontal 4G, y por consiguiente en el punto G de interseccion de
estas dos rectas, serd por consiguiente uno de los puntos de la
traza sobre el plano vertical: luego se tendrd esta traza tiran-
do por el punto G la recta FC perpendicular 4 ab: luego, en
fin, si por el punto C, en que la primera traza encuentra LM,
se tira CE perpendicular 4 AB, se tendrd la segunda traza pe-
dida.

Si se tratase de hallar el punto en donde Ia recta encuentra el
plano, se haria exdctamente lo mismo que en la qiiestion prece-
dente.

En fin, si se quisiese baxar desde el punto dado una perpendi-
cular 4 la recta, se construiria, como acabamos de decir, el pun-
to en que la recta encuentra al plano tirado por el punto dado, y
que le seria perpendicular; y se tendria para cada una de las dos
proyecciones de la perpendicular pedida dos puntos por los qua-
les debe pasar.

18 Fig. 8. Quinta giiestion. Dada la posicion de dos planos
por medio de sus trazas AB y Ab para el uno, CD y C4 para el
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otro ; construir las proyecciones de la recta formada por la inter-
seccion de dichos planos.

Solucion. Halldndose todos los puntos de la traza AB en el pri-
mero de los dos planos dados, y todos los de la traza CD en el
segundo, el punto E de interseccion de estas dos trazas pertene-
ce evidentemente 4 los dos planos; por consiguiente es uno de
los puntos de la recta pedida. Se echard tambien de ver que el
punta F de interseccion de las dos trazas sobre el plano vertical
es aun otro punto de esta recta. Por consiguiente la interseccion
de los dos planos estd colocada de modo que encuentra el plano
horizontal en E, y el plano vertical en F.

Luego si se proyecta el punto F sobre el plano horizontal, lo
que se hard baxando sobre LM la perpendicular Bf; y si se tira la
recta fE, esta serd la proyeccion horizontal de la interseccion
de los dos planos. Igualmente si se proyecta el punto E sobre el
plano vertical baxando sobre LM la perpendicular Ee, y si se ti-
ra la recta ¢F, serd la proyeccion vertical de la misma inter-
seccion. '

19 Fig.9. Sexta giiestion. Dados dos planos por medio de
las trazas AB, Ab del primero, y CD, Cd del segundo; cons-
truir el dngulo que dichos planos forman entre si.

Solucion. Despues de haber construido como en la qiiestion
precedente la proyeccion horizontal Ef de la interseccion de los
dos planos; si se concibe un tercer plano que les sea perpendicu-
lar, y que por consiguiente lo sea tambien 4 su comun inter-
seccion, este tercer plano cortard los dos planos dados en dos
rectas, que formardn entre sf un dngulo igual al 4ngulo que se
pide. ‘

Ademas la traza horizontal de este tercer plano serd perpen-
dicular 4 la proyeccion Ef de la interseccion de los dos planos
dados, y formard con las otras dos rectas un tridngulo, cuyo 4n-
gulo opuesto al lado horizontal serd el dngulo pedido: no se tra-
ta pues mas que de construir este tridngulo.

Como es indiferente el que el tercer plano pase por un punto
qualquiera de la interseccion de los dos primeros, se puede tirar
su traza sobre el plano horizontal 4 voluntad, con tal que sea
perpendicular & Ef. Tirese pues una linea recta qualquiera GH,
perpendicular 4 Ef, terminada en G yen H en las trazas de los
dos planos dados, y que corte Ef en el punto T; esta recta serd
la base del tridngulo que es menester construir. Concibamos aho-
ra que el plano de este tridngulo gira al rededor de su base GH

como charnela, para doblarse sobre el plano horizontal; en este
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movimiento, su vértice, que estd al principio en la interseccion
de los dos planos, no sale del plano vertical que pasa por esta in-
terseccion, porque este plano vertical es perpendicular 4 GH; y
quando ¢l plano del tridngulo estd doblado, este vértice se halla
sobre uno de los puntos de la recta Ef. Asi no queda mas que ha-
llar que la altura del tridngulo, 6 el tamafio de la perpendicular
baxada del punto I sobre la interseccion de los dos planos.

Esta perpendicular se halla contenida en el plano vertical
que pasa por Ef. Luego si se concibe que este plano gira al rede-
dor de la vertical £F para aplicarse sobre el plano vertical de pro-
yeccion, y siselleva fE, de fd e, fIde fd1, la recta eF serd el
tamafio de la parte de la interseccion comprehendida entre los
dos planos de proyeccion; y si del punto 7 se l?axa sobre esta rec-
ta la perpendicular 4, esta serd la altura del tridngulo pedido. :

Luego, finalmente, llevando 7 de 1 4 K, y acabando el tridn-
gulo GKH, el dngulo en K serd igual al dngulo formado por los
dos planes.

20 Fig. 10. Stptima giiestion. Dadas dos rectas que se cru-
zan en el espacio por sus proyecciones horizontales AB, AC, y
por sus proyecciones verticales ab, ac; construir el dngulo que
forman entre si.

Antes de proceder 4 la solucion observarémos que, puesto
que las dos rectas dadas se cortan por suposicion, el punto A
donde se cortan sus proyecciones horizontales, y el punto 2 en
que se cortan sus proyecciones verticales serdn las proyecciones
del punto en que ellas se cortan, y estardn por consiguiente en la
misma recta GA perpendicular 4 LM. Si los dos puntos A y 2
no estuvieran en una misma perpendicular § LM, las rectas da-
das no se cortarian, y por consiguiente no estarian en un mismo
plano.

Solucion. Se concebirdn prolongadas las dos rectas dadas hasta
que encuentren al plano horizontal,, cada una en un punto , y se
construirdn estos dos puntos de contacto. Para esto se prolonga-
rdn las rectas ab, ac, hasta que corten LM en dos puntos 4, ¢, que
serdn las proyecciones verticales de estos dos puntos de contac-
to; por los puntos 4, ¢ se tirardn en el plano horizontal, y per-
pendicularmente & LM, dos rectas indefinidas 4D, ¢E , que de-
biendo pasar cada una por uno de estos puntos, determinardn sus
posiciones por medio de las intersecciones D, E, con las pro-
yecciones horizontales respectivas AB, AC, prolongadas si es
menester.

Hecho esto, si se tira larecta DE, esta recta y las dos partes
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de las rectas dadas, comprehendidas entre su punto de intersec-
ciony los puntos D, E, formardn un tridngulo, cuyo dngulo,
opuesto 4 DE, serd el 4ngulo pedido; asi solo se tratard de cons-
truir este tridngulo. Para esto, despues de haber baxado del pun-
to A sobre DE la perpendicular indefinida AF, si se concibe que
el plano del tridngulo gira al rededor de su base como charnela,
hasta que se abata sobre el plano horizontal; el vértice de este
tridngulo no saldrd durante su movimiento del plano vertical ti-
rado por AF, y vendrd 4 caer sobre alguno de los puntos de la
prolongacion de FA en un punto H por exemplo, cuya distancia
4 la base DE serd menester determinar.

La proyeccion horizontal de esta distancia es la recta AF, y
la altura vertical de uno de sus extremos encima del otro es igual
4 4G: luego, en virtud de la fig. 3, sise lleva AF sobre LM de G
4 f, y sisetira la hipotenusa af, esta hipotenusa serd la distancia
que se busca. Luego, en fin, sise lleva af de F 4 H, y si por el
punto H se tiran las rectas HD, HE, el tridngulo quedard cons-
truido, y el dngulo DHE serd el dngulo pedido.

21 Octava giiestion. Dadas las proyecciones de una recta, y
las trazas de un plano; construir el dngulo que la recta y el plano
forman entre si.

Solucion. Si por un punto tomado sobre la recta dada se con-
cibe una perpendicular al plano dado, el 4ngulo que esta perpen-
dicular formard con la recta dada serd el complemento del 4ngu-
lo pedido, y bastard construir este dngulo para resolver el pro-
blema.

Si sobre las dos proyecciones de la recta se toman dos puntos
que esten en la misma perpendicular 4 la interseccion comun de
los dos planos de proyeccion, y si por estos dos puntos se tiran
perpendiculares 4 las trazas respectivas del plano dado, se ten-
drdn las proyecciones horizontal y vertical de la segunda recta.
La giiestion se reduce por consiguiente 4 construir el dngulo for-
mado por dos rectas que se¢ cortan, y por consiguiente estd com-
prehendida en el problema anterior.

22 Quando se quiere levantar el plano de un pais, se con-
cibe ordinariamente que los puntos principales estan ligados en-
tre sf por medio de lineas rectas que forman tridngulos, y se tra-
ta luego de trasladar estos tridngulos sobre el plano por medio
de una escala mas pequefia, y de colocarlos entre sf en el mismo
6rden que guardan los que representan. Las operaciones que es
menester hacer sobre el terreno consisten principalmente en la
medida de los dngulos de estos tridngulos; y para que estos 4ngu-
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los puedan trasladarse directamente sobre el plano, deben hallarse
cada uno de ellos sobre un plano paralelo al de la carta. Si el plano
del 4ngulo es obliquo al horizonte, ya no es este mismo el angu-
lo que debe trazarse, sino su proyeccion horizontal; y siempre se
puede determinar esta proyeccion, con tal que despues de haber
medido el 4ngulo se midan tambien los que sus lados forman con
el horizonte; lo que da lugar 4 la operacion que sigue conocida
baxo el nombre de reduccion de un dngulo al horizonte.

Novena giiestion. Dados el dngulo formado por dos rectas, y
los que forman con el plano horizontal; construir la proyeccion
horizontal del primero de estos dngulos. ; )

Fig.11. Solucion. Sea A la proyeccion horizontal del vértice
del dngulo que se pide, y AB la de uno de sus lados, de modo
que sea menester trazar el otro lado AE. Se supondrd que el pla~
no vertical de proyeccion pasa por AB; y habiendo tirado por el
punto A una vertical indefinida Aa, se tomard sobre ella, & volun-
tad, un punto 4, que se mirard como la proyeccion vertical del
vértice del dngulo observado. Hecho esto, si por el punto 4 se ti-
ra la recta 4B, que haga con la horizontal, un dngulo 4 BA igual
al que el primer lado hace con el horizonte, el punto B serd aquel
en que este lado toca el plano horizontal. Tgualmente, si s tira
por el punto 4 la recta 4C, que haga con la horizontal un dngu-
lo 4CA igual al que el segundo lado forma con el horizonte, y
si del punto A como centro, con el radio AC, se describe un
circulo indefinido CEF, el segundo lado no podrd encontrar al
plano horizontal sino en uno de los puntos del arco CEF. Solo
faltard hallar la distancia de este punto 4 algun otro conocido,
como por exemplo 4 B.

Esta tltima distancia se halla en el plano del dngulo observa-
do. Luego si se tira la recta 4D, de modo que el dngulo DB sea
igual al dngulo observado, y si se traslada 4C, de 44 D, la recta
DB serd igual 4 esta distancia.

Luego si del punto B como centro, y con un intervalo igual 4
BD, se describe un arco de circulo; el punto E en que cortard
el primero serd aquel en que el segundo-lado encontrard el plano
horizontal: luego la recta AE serd la proyeccion horizontal de
este lado, y el éngulo BAE la del dngulo observado.

Las nueve qicstiones que preceden apenas bastan para dar una
idea del mérodo de las proyecciones, y no pueden manifestar to-
dos sus recursos. Pero 4 medida que vayamos elevdndonos 4 con-
sideraciones mas generales, tendrémos cuidado de hacer las ope-
raciones que mas convengan para este objeto.

5
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1L )
De los planos tangentes y de las normales de las superficies curvas.

23 Como no hay ninguna superficie curva que no pueda ser
engendrada de varios modos por el movimiento de lfneas cur=
vas, si por un punto qualquiera de una superficie se consideran
dos generatrices diferentes en la posicion que ellas deben tener,
quando la una y la otra pasen por este punto, y si se conciben
las tangentes en este punto 4 cada una de las generatrices, el plano
que pase por estas dos tangentes es el plano tangente. El punto
de la superficie en que se cortan estas dos generatrices, y que per-
tenece al mismo tiempo 4 las dos tangentes y al plano tangente,
es el punto de contacto de la superficie y del plano.

La recta que pasa por ¢l punto de contacto perpendicular-
mente al plano tangente se llama normal de la superficie. Es per-
pendicular al elemento de la superficie, porque la direccion de
este elemento coincide en todos sentidos con la del plano tan-
gente que puede mirarse como su prolongacion.

24 La consideracion de los planos tangentes y de las norma-
les d las superficies curvas es muy 4til 4 un gran nimero de artes;
y para muchos de ellos es absolutamente indispensable. No ofre-
cerémos aqui sino un solo exemplo de estos dos casos, y los to=
marémos de la arquitectura y de'la pintura.

Las diferentes partes de que se componen las bévedas de can-
terfa se llaman dovelas; y las superficies de contacto de dos do-
velas se nombran Jechos 0 juntas; sea que estas dovelas pertenez-
can d una misma hilada, 6 4 hiladas diferentes y consecutivas.

La posicion de las juntas en las bévedas estd sujera 4 varias
condiciones 4 que es indispensable satisfacer. Durante el curso ha-
1émos conocer sucesivamente todas estas condiciones; pero por
ahora solo considerarémos la que tiene relacion con nuestro ob-
jeto.

_Una de las condiciones 4 que la posicion de las juntas debe
satisfacer es la de ser perpendiculares entre sf, y perpendiculares
4 1a superficie de la béveda. Aparténdose sensiblemente de esta
ley, no solo se faltaria 4 los principios adoptados generalmente,
sin los quales nada puede tener hermosura, sino que aun se ex-
pondria 4 hacer la boveda menos sélida y menos durable ; pues si
una de las juntas fuese obliqua 4 la superficie de la béveda, de las
dos dovelas contiguas 4 esta junta la una tendria un dngulo obtu-
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s0, y la otra un 4ngulo agudo, y en la reaccion con que las dos
dovelas actian la una contra la otra, estos dos dngulos no po-
drian oponer la misma resistencia: el dngulo agudo, 4 causa de
1a fragilidad de los materiales, estaria expuesto 4 hendirse; lo qual
alteraria la forma de la béveda, y comprometeria la duracion del
edificio. Por consiguiente la descomposicion de una boveda en
dovelas exige indispensablemente la consideracion de los pla-
nos tangentes y de las normales 4 la superficie curva de la bo-
veda. i

25 Pasemos 4 otro exemplo tomado en un género, que 4 pri-
mera vista no parece susceptible de tanta exdctitud.

Se considera generalmente la pintura como compuesta de dos
partes distintas. La una es el arte propiamente dicho, cuyo obje-
to es el de excitar en el expecrador una emocion determinada, de
producir en él una sensacion dada, 6 de ponerlo en la situacion
que mejor le disponga 4 recibir cierta impresion; supone en el ar-
tista un grande uso de la filosoffa; exige de su parte los conoci-
mientos mas exictos sobre la naturaleza de las cosas, sobre el mo-
do con que ellas acttian sobre nosotros, y aun sobre los signos in-
voluntarios , por los quales s¢ manifiesta esta accion: este debe
ser el resultado de una educacion muy ilustrada, que nadie reci-
be, y que estamos muy distantes de dar 4 nuestros jovenes artis-
tas; no estd sujeta 4 ninguna regla general, y solo es susceptible
de consejos.

La otra parte de la pintura es propiamente hablando el oficio
6 parte mecdnica: tiene por objeto la exdcra execucion de las
concepciones de la primera. En ella nada es arbitrario; todo puede
ser previsto por un raciocinio riguroso, porque todo es el resul-
tado preciso de objetos en que se ha convenido y de circunstan-
cias dadas. Quando la forma y la posicion de un objeto estan de-
terminadas, quando se conoce la naruraleza, el nimero y la po-
sicion de todos los cuerpos que pueden iluminarlo, sea por me-
dio de una luz directa, sea por radios reflexos; quando estd deter-
minada la posicion del ojo del observador; en fin, quando estan
establecidas y bien conocidas todas las circunstancias que pueden
influir en la vision, se halla absolutamente determinado el grado
de color de cada uno de los puntos de la superficie visible del ob-
jeto. Todo quanto tiene alguna relacion con esto y con su brillo
depende de la posicion del plano tangente 4 este punto respecto
de los cuerpos que iluminan y de la del ojo del expectador; pue-
de hallarse por solo el raciocinio, y quando estd determinada de
este modo debe aplicarse con exdctitud. Qualquiera diminucion

j
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de tono, qualquier aumento mudaria las apariencias, alteraria las
formas, y produciria un efecto distinto del que se propuso el ar-
tista. '

Sé muy bien que la rapidez de la execucion, que comunmen-
te es necesaria, no permitiria sino raramente el emplear un méto-
do que privaria al entendimiento de todo auxilio material, y lo
abandonaria al exercicio unico de sus facultades, y que es mucho
mas ficil al pintor poner los objetos, observar sus grados de co-
lor, é imitarlos; pero si estuviese acostumbrado 4 considerar las
posiciones de los planos tangentes y las dos curvaturas de las su-
perficies en cada uno de sus puntos, curvaturas que serdn el ob-
jeto de las lecciones siguientes, sacaria de este medio material un
partido mas ventajoso,, se hallaria en estado de restablecer los efec-
tos que debian existir, y que faltan por la omision de algunas cir-
cunstancias, y de suprimir los que han producido algunas causas
extrafias.

En fin, las expresiones vagas que 4 cada instante emplean los
pintores, como la de hace bien, son un testimonio constante de
Ia necesidad que tienen de conocimientos mas exdctos, y de ra-
ciocinios mas rigurosos.

26 Ademas de la utilidad que tiene en las artes la considera-
cion de los planos tangentes y de las normales 4 las superficies cur-
vas, es uno de los medios mas fecundos que emplea la geometria
descriptiva para la resolucion de las giiestiones, que seria muy di-
ficil el resolver por otros: darémos algunos exemplos.

27 - El método general para determinar el plano tangente 4
una superficie curva consiste (23) en concebir por el punto de
contacto las tangentes 4 dos curvas generatrices diferentes que pa-
sarian por este punto, y en construir el plano que pasaria por es-
tas dos rectas. En algunos casos particulares, para abreviar las
construcciones, nos separarémos un poco de este método to-
mado al pie de la letra; pero siempre se hard una cosa equi-
valente.

En quanto 4 la construccion de la normal no nos ocupa-
rémos de ello en particular, puesto que se reduce d la de una
recta perpendicular-al plano tangente, lo que sabemos hacer.

28 Fig. 12.  Primera gijestion. Por un punto considerado
sobre una superficie cilindrica, y cuya proyeccion horizontal es
dada, tirar un plano tangente 4 esta superficie.

Solucion. Sean AB, ab, las proyecciones horizontal y vertical
de la recta dada, 4 la qual debe ser paralela la generatriz de la su-
perficie cilfndrica; sea EPD la curva dada en el plano horizon-

4
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tal, sobre la qual debe apoyarse constantemente _lg gex}eratriz, y
que puede mirarse como. la traza de la superficie c11113dr1ca ; en fin,
sea C la proyeccion horizontal dada del punto considerado sobre
la superficie cilindrica, y por el qual debe tirarse el plano tangente.

Sentado esto, por el punto considerado sobre 1a superficie, y
cuya proyeccion horizontal es G, concibamos la recta generatriz
en la posicion que debe hallarse quaud/o pasa por este punto:: esta
generatriz , siendo una linca recta, serd ella misma su propia tan-
gente; por consiguiente tambien serd una de las dos rectas que
determinan la posicion del plano tangente; ademas, serd paralela
4 la recta dada: sus dos proyecciones serdn respectivamente pa-
ralelas 4 AB y ab: luego, si por el punto G se tira una recta EF
indefinida y paralela 4 AB, se tendrd la proyeccion de la genera-
triz. Para tener su proyeccion vertical concibamos la generatriz
prolongada sobr¢ la superficie del cilindro hasta que encuentre al
plano horizontal; lo que no puede suceder sino en uno de los
puntos comunes 4 EF y 4 la curva EDP; por consiguiente serd la
interseccion de estas dos lineas; asf se determinard este punto pro-
longando EF hasta que corte la curva EPD.

Aqui se presentan dos casos: 6 la recta EF no cortard la tra-
za del cilindro sino en un solo punto, 6 le cortard en varios. Va-
mos 4§ exAminar estos dos casos separadamente; y supondrémos
primero que no puede cortarla sino en un solo punto D.

Siendo el punto D uno delos de la traza de la generatriz, si se
le proyecta sobre el plano vertical por medio de la perpendicular
D4, y si por el punto 4 se tira df paralela 4 ab, se tendrd la pro-
yeccion vertical de la generatriz. Asi se tendrdn las dos proyec-
ciones de una de las rectas por las quales debe pasar el plano tan-
gente. Ademas, la proyeccion vertical del punto de contacto de-
be hallarse sobre larecta C¢' tirada del punto dado ‘C perpendicu-
larmente 4 LM ; tambien debe hallarse sobre 2f: luego estard en ¢
interseccion de estas dos lineas.

Si la recta EF corta la traza EPD de la superficie cilindrica en
muchos puntos D, E, se hard para cada uno de ellos lo mismo
que hemos executado con el punto D, mirado como si fuese el
unico; resultard solamente que se tendrdn las proyecciones verti-
cales df, ef’ de otras tantas rectas generatrices, v las proyecciones
verticales ¢, ¢/ de otros tantos puntos de contacto como puntos
de interseccion haya entre la recta EF y la traza EPD.

En el caso de la fig. 12 la traza de la superficie cilindrica es
una circunferencia de circulo, cuya propiedad es de poder ser
cortada en dos puntos por una recta: asi la vertical levantada
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pot ¢l punto dado C debe encontrar dos veces la superficie, pri-
mero en un punto cuya proyeccion vertical es ¢, por el qual pasa
la generatriz quando se apoya en D, y despues en un segundo
punto cuya proyeccion vertical es ¢/, y por el qual pasa la genera-
triz quando se apoya sobre el punto E de la traza. Aunque estos
dos puntos tengan la misma proyeccion horizontal, son muy dis-
tintos, y 4 cada uno de ellos debe corresponder un plano tangen-
te particular. Ahora es menester hallar para cada uno de los dos
puntos de contacto la segunda recta que-debe determinar la po-
sicion del plano tangente. Si se siguiese estrictamente el mérodo
general , mirando la traza como una segunda generatriz, seria me-
nester concebirla pasando sucesivamente por cada uno de los
puntos de contacto, y construir en cada uno de estos puntos una
tangente; pero en el caso particular de las superficies cilindricas
se puede emplear una consideracion mas simple. En efecto, el
plano tangente al punto C, ¢, toca la superficie en toda la exten-
sion de la linea generatriz que pasa por este punto; por consi-
guiente la toca en D, que es uno de los puntos de esta generatriz, y
debe pasar por la tangente 4 la traza en el punto D. Por un racio-
cinio semejante se hallard que el plano tangente 4 C, ¢/, debe pasar
por la tangente 4 la traza en E. Luego si por los dos puntos D, E
se tiran dos tangentes DK, EG 4 la traza, prolongadas hasta que
corten larecta LM en dos puntos K, G, se tendrd sobre el plano
horizontal las trazas de los dos planos tangentes.

Solo queda el hallar las trazas de estos planos sobre el plano
vertical; y como ya tenemos para la una de estas trazas el pun-
to K, y para la otra el punto G, solo nos queda que determinar
un solo punto para cada una de ellas.

Para esto, ocupdndonos del primero de los dos planos tangen-
tes, concebirémos que el punto que se trata de construir es aquel
en que encontraria el plano vertical una recta horizontal que pa-
sase por el punto de contacto, y que se hallase en el plano tangen-
te, se tendrd la proyeccion horizontal de esta recta, tirando por el
punto C una paralela 4 latraza DK, quese prolongard hasta que
encuentre la recta LM en un punto I'; y se tendrd su proyeccion
vertical tirando por el punto ¢ una horizontal indefinida. El pun-
to en que la horizontal encuentra el plano vertical debe hallarse
al mismo tiempo sobre la vertical Iz, y sobre la horizontal ¢7; por
consiguiente es el punto 7 de su interseccion: luego si por los pun-
tos 7 yK se tira una recta, se tendrd la traza del primer plano tan-
gente 'sobre el plano vertical. Se hallard del mismo modo la traza
del segundo plano tangente sobre el plano vertical, tirando por
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el punto C una recta CH paralela 4 la traza horizontal EG, y se
prolongard hasta que encuentre LM en H,se levantard la perpen-
dicular Hp; por el punto ¢ se tirard una horizontal , que cortard
la vertical H/ en un punto A, por ¢l qual y por el punto G se ti-
rard la recta G/, y se tendré la traza que se busca.

29 Fig.13. Segunda giiestion. Tirar un plano tangente 4
una superficie cénica, por un punto considerado sobre dicha su-
perficie,, y cuya proyeccion horizontal es dada.

La solucion de esta giiestion no difiere de la precedente sino
en que la recta generatriz, en lugar de ser siempre paralela & sf
misma , pasa siempre por el vértice, cuyas dos proyecciones son
dadas. No creemos conveniente el darla; pero si aconsejamos al
Jector la busque por st mismo, ofteciéndole solamente el socor-
ro de la fig. 13 , si por ventura esto fuese necesario.

30 Tercera gidestion. Tirar un plano tangente 4 una superficie
de revolucion al rededor de un exe vertical , por un punto con-
siderado sobre esta superficie, y cuya proyeccion horizontal es
dada.

Fig. 14. Solucion. Sea A la proyeccion horizontal dada del
exe, ad su proyeccion vertical, BCDEF la curva generatriz da-
da, considerada en un plano que pasa por el exe, y G la proyec-
cion horizontal dada del punto de contacto.

Sentado esto, si por el punto de contacto y por el exe se con-
cibe un plano vertical, cuya proyeccion serd la horizontal inde-
finida AG, este plano cortard la superficie de revolucion en una
curva, que serd la generatriz que pasa por el punto de contacto;
si por el punto G se concibe una vertical, encontrard la genera-
triz, y por consiguieste la superficie en uno 6 en muchos puntos,
que serdn otros tantos puntos de contacto, cuya proyeccion ho-
rizontal comun serd G. Se hallardn todos estos puntos de contac-
to considerados en el plano de la generatriz , llevando AG sobre
LM de 24 ¢, y tirando por ¢ una paralela  aa’; todos los puntos
E, C, en los quales esta recta cortard la curva BCDEF, serdn las
intersecciones de la curva generatriz con la vertical que pasa por
el punto G, ¢ indicardn las alturas de otros tantos puntos de con-
tacto sobre el plano horizontal. Para tener las proyecciones ver-
ticales de estos puntos de contacto se tirard por todos los puntos
E, C, horizontales indefinidas, en que deben hallarse dichas pro-
yecciones; y como tambien deben hallarse sobre la perpendicular
4 LM, tirada por el punto G ; se sigue que las intersecciones g, g’
de esta recta con las horizontales serdn las proyecciones de los di-
ferentes puntos de contacto.

e
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Ahora, si por cada punto de contacto se concibe una seccion
hecha por un plano horizontal , esta seccion, que podrd mirarse
como una segunda generatriz, serd la circunferencia de un circu-
lo, cuyo centro estard en el exe, y cuya tangente, que debe ser
perpendicular al extremo del radio, serd tambien perpendicular
al plano vertical tirado por AG, y en el qual se halla el radio:
luego el plano tangente, que debe pasar por esta tangente, serd
tambien perpendicular 4 este mismo plano vertical, y su traza so-
bre el plano horizontal serd perpendicular 4 AG. Por consiguien-
te solo queda que determinar su distancia al punto A, para tener
la traza de cada uno de los planos tangentes; pero, si por los pun-
tos E, C se tiran las tangentes EI, CH 4 la primera generatriz pro-
longadas hasta que encuentren LM, en los puntos I, H, las rectas
al, aH serdn iguales & aquellas distancias; luego si se llevan estas
rectasde A 47,y de A4 A;y si por les puntos i y / se tiran 4
AG las perpendiculares /Q, 4P, prolongadas hasta que encuen-
tren la recta LM, se tendrdn sobre el plano horizontal las trazas
de todos los planos tangentes.

Para hallar sobre el plano vertical las trazas de los mismos
planos es menester concebir, por cada punto de contacto, y en
el plano tangente correspondiente, una horizontal prolongada
hasta el plano vertical de proyeccion; esta recta, que no es otra
cosa que la tangente al circulo, determinard sobre este plano un
punto que pertenecerd 4 la traza. Para todos los puntos de con-
tacto estas rectas tienen la misma proyeccion horizontal, y es la
recta GK, tirada por el punto G perpendicularmente 4 AG, y tet-
minadaen la recta LM. Luego si por el punto K se tira una perpen-
dicular indefinida K44’ 4 LM, contendrd todos los puntos en que
las horizontales encuentran al plano vertical de proyeccion. Pe-
10 estos puntos deben tambien hallarse sobre las horizontales res-
pectivas tiradas por los puntos E, C: luego las intersecciones &,
# de estas horizontales con la vertical Kk serdn cada una un pun-
to de la traza de uno de los planos tangentes. Asi la recta Q& serd
la traza de uno de los planos tangentes sobre el plano vertical; Ia
recta PA’ serd la traza del otro ; y asi de los otros si acaso fuesen
en mayor numero.

Nos limitarémos por ahora 4 los tres exemplos precedentes,
porque ellos bastan para todas las superficies cuya generacion he-
mos determinado. Mas adelante tendrémos ocasion de considerar
las generaciones de familias de superficies infinitamente mas nu-
merosas; y 4 medida que se nos presenten,, aplicarémos el mismo
método 4 la determinacion de sus planos tangentes y de sus nor-
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males. Ahora vamos 4 proponer una qiiestion, en cuya solucion
se puede emplear de un modo 1til la consideracion de un plano
tangente. ;

31 Fig. 15. Qiiestion quarta. Dadas dos rectas por sus pro-
yecciones horizontales AB, CD, y por sus proyecciones ver-
ticales ab, ¢d; construir las proyecciones PN, pn de su mas
corta distancia, esto es, de la recta que es al mismo tiempo
perpendicular 4 la una y 4 la otra, y hallar el tamafio de esta
distancia.

Solucion. Por la primera de las dos rectas dadas concibamos un
plano paralelo 4 la segunda; lo que siempre es posible, puesto
que si por un punto qualquiera de la primera se tira una recta pa-
ralela 4 la segunda, y si se concibe que esta tercera recta se mue-
va paralelamente 4 si misma 4 lo largo de la primera, engendrard
el plano de que se trata. Concibamos ademas una superficie ci-
lindrica, cuya base sea circular, que tenga por exe la segunda rec-
ta dada, y por radio la distancia que se pide, tocard 4 esta super-
ficie el plano en una recta paralela al exe, y cortard la primera
recta en un punto. Si por este punto se tira una perpendicular al
plano, esta serd la recta pedida; pues pasard de hecho por un pun-
to de la primera recta dada, y le serd perpendicular, puesto que
serd perpendicular 4 un plano que pasa por esta recta; ademas cor-
tard la segunda perpendicularmente, puesto que serd un radio del
cilindro, del qual esta segunda recta es el exe,

No se trata pues mas que de construir sucesivamente todas
las partes de esta solucion.

1% Para construir las trazas del plano tirado por la primera
recta paralelamente 4 la segunda se buscard primeramente el pun-
to A, enel qual esta primera recta encuentra al plano horizontal,
¥ que serd un punto de la traza horizontal: para esto, despues de
haber prolongado la proyeccion vertical bz hasta que corte la 1i-
nea LM en el punto 4, se tirard aA perpendicular § LM, y su
interseccion con la proyeccion horizontal AB determinard el pun-
to A. Por el punto en que la primera recta corta el plano verti-
cal, y cuyas proyecciones son By 4, se concebird una recta pa-
ralela 4 la segunda recta dada, y se construirdn las proyecciones
de esta paralela tirando indefinidamente BE paralela § CD, y 4e pa-
ralela § cd. Se construird igualmente el punto E en-que esta para-
lela toca al plano horizontal, tirando ¢E perpendiculard LM ; y
el punto E serd un segundo punto de la traza horizontal del pla-
no. Luego si se tira la recta AE, prolongada hasta que corte en
un punto F la recta LM, se tendré la traza horizontal; y es evi-
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dente que si por los puntos F y b se tira una recta Fb, se tendr.
la traza sobre €l plano vertical. =

29 Para construir la linea de contacto del plano con la su-
perficie cilindrica es menester de un punto qualquiera de la segun-
da recta, que es el exe del cilindro (por exemplo del punto Cen
que ella encuentra al plano horizontal) baxar una normal, esto
es, una perpendicular sobre el plano tangente; y el extremo de
esta normal serd un punto de la linea de contacto. Para hallar este
extremo, segun el método que ya hemos descrito ( /ig.6), se
construirdn primero las proyecciones indefinidas de la normal, ti-
rando por el punto C la recta HG perpendicular 4 la traza AE,
y por el punto ¢ la recta (K perpendicular 4 la traza Fb: luego
despues de haber prolongado HG hasta que encuentre AE en un
punto G, y LM en un punto-H, se proyectard el punto G en g,
y el punto H en / sobre la traza F5; se tirard la recta g/, que por
su interseccion con ¢K, determinard la proyeccion vertical 7 del
extremo de la normal; y se tendrd sobre HG la proyeccion hori~
zontal del mismo punto, baxando iI perpendicular 4 LM. Ha-
lladas las proyecciones 7 ¢ I del extremo de la normal, si por el
punto I se tira IN paralela & CD, ¢ 4 paralela 4 ¢, se tendrdn
las proyecciones de la recta de contacto del plano con la superfi-
cie del cilindro. En fin, los puntos N y 7, en que sus proyeccio-
nes encontrardn las de la primera recta dada, serdn las proyeccio-
nes del punto de esta recta, por el qual pasa la perpendicular co-
mun pedida.

3% Conociendo las proyecciones N, # de uno de los puntos
de la perpendicular comun que se busca, para tener la de esta
perpendicular bastard tirar por los puntos N y # las rectas NP y
np perpendiculares 4 las trazas respectivas AE, Fb; y las partes
NP y np de estas perpendiculares, comprehendidas entre las pro-
yecciones de las dos rectas dadas, serdn las proyecciones de la
mas corta distancia pedida.

4°  En fin, si se quiere conocer el tamafio de esta mas corta
distancia, se la construird por el proceder de la fig. 3.

La consideracion de una superficie cilindrica tocada por un
plano no era necesaria para la solucion de la qliestion precedente.
Despues de haber imaginado un plano paralelo 4 las dos rectas
dadas, se hubiera podido tirar.por cada una de las rectas un pla-
no perpendicular 4 este plano, y la interseccion de estos dos ulti-
mos planos hubiera sido la direccion de la mas corta distancia pe-
dida. Nos contentarémos con enunciar este segundo método, acon-
sejando al lector de buscar la construccion para exercitarse.
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32 En las diferentes giiestiones que hemos resuelto sobre los
planos tangentes 4 las superficies curvas, hemos supuesto siempre
que el punto por el qual debia tirarse el plano tangente estaba
tomado sobre la superficie, y que era al mismo tiempo el punto
de contacto: esta sola condicion bastaba para determinar la posi-
cion del plano. Pero no sucede lo mismo quando el punto por el
qual debe pasar el plano estd tomado fuera de la superficie.

Para que la posicion de un plano sea determinada es menester
que satisfaga 4 tres condiciones diferentes, que equivalgan cada
una 4 la de pasar por un punto dado; pero en general, la propie-
dad de ser tangente 4 una superficie curva dada, quando el punto
de contacto no estd indicado, no equivale mas que 4 una de estas
condiciones. Por consiguiente, si se ha de determinar la posicion
del plano, por consideraciones de esta naturaleza, es menester al
menos tres. En efecto, supongamos que nosotros tengamos tres
superficies curvas dadas, y que un plano sea tangente 4 una de ellas
en un punto qualquiera, podemos concebir que este plano se
mueve al rededor de la superficie, sin dexar de tocarla: podrd ha-
cerlo en todas direcciones; solamente el punto de contacto se
moverd sobre la superficie d medida que el plano tangente muda-
14 de posicion; y la direccion del movimiento del punto de con-
tacto serd la misma que la del movimiento del plano. Conciba-
mos que este movimiento se haga en cierta direccion hasta que el
plano encuentre la segunda superficie, y la toque en un cierto
punto: entonces el plano serd al mismo tiempo tangente 4 las dos
primeras superficies, y su posicion aun no estaba determinada,
Podemos en efecto concebir que el plano gira al rededor de estas
dos superficies, sin cesar de tocarlas 4 la una y 4 la otra. Ya no
podrd como antes moverse en todas direcciones; y no podrd ha-
cerlo sino en una sola. A medida que el plano mude de posicion,
los dos puntos de contacto se moverdn cada uno sobre la super-
ficic 4 que pertenecen, de modo que si se concibe una recta tira-
da por estos dos puntos, sus movimientos se hardn en la misma
direccion respecto 4 esta recta quando el plano toque las super-
ficies del mismo lado; y se hardn en direcciones contrarias, quan-
do el plano toque las dos superficies, la una de un lado, la otra
del otro. En fin, concibamos que este movimiento, que ¢s el tni-
co que pueda aun tener lugar, continia hasta que el plano toca
Ia tercera superficie en un cierto punto: entonces la posicion del
plano seria determinada, y no podria ya moverse sin dexar de
ser tangente 4 una de las tres superficies.

Se ve pues que para determinar la posicion de un plano por
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medio de contactos indeterminados con superficies curvas dadas,
son menester en general tres. Asi, proponiéndose tirar un pla-
no tangented una superficie curva dada, esta condicion no equi-
valdria sino 4 unasola de las tres, 4 las quales puede satisfacer el
plano: se podrian pues tomar otras dos 4 voluntad, y por exem=
plo, hacer pasar el plano por dos puntos dados, 6 lo que es lo
mismo por una recta dada. Si el plano debiese ser tangente al mis-
mo tiempo 4 dos superficies, habria dos condiciones determing-
das, no quedaria mas que una de quien disponer, y no se podria
sujetar el plano mas que 4 pasar por un punto dado. En fin, si el
plano debiese tocar al mismo tiempo 4 tres superficies dadas, no
se podria disponer de ninguna otra condicion, y su posicion se-
ria determinada.

Lo que acabamos de decir se refiere 4 las superficies curvas en
general; no obstante es menester exceptuar lo que pertenece 4 to-
das las superficies cilindricas, 4 todas las superficies cénicas, y 4
todas las superficies desarrollables; pues, en esta especie de super-
ficies, el contacto con un plano no se reduce 4 un punto nico;
se extiende por toda una linea recta indefinida, que se confunde
con la generatriz en una de sus posiciones. La propiedad que ten-
dria un plano en tocar una sola de estas superficies equivaldria 4
dos condiciones, puesto que le obligaria d pasar por una recta; y
no quedaria mas de una condicion de quien disponer, como por
exemplo la de pasar por un punto dado. Por consiguiente no.
podria proponerse tirar un plano que fuese al mismo tiempo tan-
gente & dos de estas superficies, y con mas razon 4 tres, 4 menos
que no hubiese algunas circunstancias particulares que hiciesen
compatibles estas condiciones.

Tal vez no serd inutil, antes de pasar adelante, dar algu-
nos exemplos de la necesidad en que puede uno hallarse de ti-
rar planos tangentes 4 superficies curvas por puntos tomados fie-
ra de ellas. Tomarémos el primero de estos exemplos en la cons-
truccion de las fortificaciones.

Quando se exponen los principios generales de fortificacion,
se supone desde luego,: que el terreno que estd al alcance del ca-
fion de la plaza fuerte, es horizontal en todas direcciones, y no
presenta ninguna eminencia que pueda dar ventaja alguna al sitia-
dor. Despues, baxo esta hipdtesis, se determina la forma del
cuerpo de la plaza, de las medias lunas, de los caminos cubiertos
y de las obras avanzadas; y se indica como unas partes de la for-
tificacion deben dominar las otras, 4 fin de que todas contribu~
yan del modo mas eficaz 4 su defensa reciproca. Luego, para

5
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aplicar estos principios al caso en que el terreno que rodea la pla-
za presentase alguna altura de que pudiesen aprovecharse los si-
tiadores, y de la qual seria menester que la fortificacion fuese en-
filada, no queda sino una nueva consideracion que hacer.-Si no
hay mas de una altura, se eligen en la plaza dos puntos, por los
quales se concibe un plano tangente 4 la altura 4 qual se quiere
dominar: este plano tangente se llama plano de enfilamiento; y se
dan 4 todas las partes de la fortificacion la misma altura encima
del plano de enfilamiento que la que hubieran tenido encima del
plano horizontal, si el terreno hubiera estado 4 nivel: de este mo-
do las unas dominan 4 las otras, y todas juntas dominan la al-
tura proxima del mismo modo que si el terreno fuese horizontal;
y la fortificacion tiene las mismas ventajas que en el primer caso.
En quanto 4 Ia eleccion de los dos puntos por los quales debe
pasar el plano de enfilamiento, debe satisfacer 4 las dos condicio-
nes siguientes: 19 que el dngulo formado por el plano con el ho-
rizonte sea el mas pequefio posible, 4 fin de que los terraplenes
teniendo menos inclinacion, el servicio para la defensa encuen-
tre menos dificultades: 22 que la altura de la fortificacion encima
del terreno natural sea tambien el mas pequefio posible, 4 fin de
que su construccion exija menos trabajo y menos gasto.

Si en las inmediaciones de una plaza hay dos alturas, 4 las
quales deba ser enfilada la fortificacion al mismo tiempo, el pla-
no de enfilamiento debe ser tangente 4 las superficies de estas dos
eminencias: no queda para fixar su posicion sino una sola condi-
cion de que pueda disponerse, y de la que en efecto se dispone,
de modo que se satisfaga del mejor modo posible 4 las condicio-
nes indicadas en el primer caso.

34 El segundo exemplo que darémos serd aun tomado de Ia
pintura.

Las superficies de los cuerpos, sobre todo quando estan bru-
fiidos, ofrecen puntos brillantes, cuyo resplandor puede compa-
rarse con el de los cuerpos luminosos que los iluminan. La viva-
cidad de estos puntos es tanto mas grande, y su extension tanto
mas pequefia, quanto las supetficies estan mas brufiidas. Quando
las superficies son mates, los puntos brillantes resplandecen me-
nos, y ocupan una parte mayor de la superficie.

Para cada superficie la posicion del punto brillante se halla
determinada por la condicion siguiente: que el radio incidente
de la luz, y el radio reflexo que se dirige al ojo del observador,
esten en un mismo plano perpendicular al plano tangente de este
punto, y hagan con este plano dngulos iguales, porque el punto

R
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brillante de la superficie hace veces de espejo, y envia al 0jo una
parte de la ix}légeu del cuerpo luminoso. La determinacion de ege
te punto exige una extrema precision; y aun quando el disefip
fuese lo mas correcto posible, y se hubiesen trazado sus con-
tornos con una exdctitud matemdtica, el menor error cometi-
do-en la posicion del punto brillante los produciria muy: gran-
des en la apariencia de las formas. No darémos mas que una Pprue-
ba, pero muy concluyente. ]

La superficie del globo del ojo es tersa; ademas, estd cubicrta
de una ligera capa de humedad, que hace su tersura mas perfec-
ta: asf quando se observa un ojo abierto, se ve sobre su’super-
ficie un punto brillante, muy resplandeciente, de muy pequefia
extension, y cuya posicion depende de la del objeto que ilumi-
nay de la del observador. Si la superficie del ojo fuese perfec-
tamente esférica, el ojo podria girar al rededor de su exe vertical,
sin que la posicion del punto brillante sufriese la menor altera-
cion; pero esta superficie es mas larga en el sentido del exe opti-
co; y quando gira al rededor del exe vertical, cambia la posicion
del punto brillante. Habiéndonos hecho muy sensibles 4 esta mu-
tacion un largo exercicio, nos sirve de mucho para juzgar la di-
reccion del globo del ojo. Por la diferente posicion de los pun-
tos brillantes sobre los globos de los dos ojos de una persona juz-
gamos principalmente si ella es bizca 6 no, si nos mira 6 no, en
fin, hdcia qué lado dirige la vista.

Exponiendo este exemplo, no pretendemos que en un qua-
dro haya de determinarse geométricamente la posicion del punto
brillante sobre el globo del ojo; nuestra intencion ha sido tnica-
mente hacer ver quan grandes errores resultan en la forma aparen-
te de los objetos, por pequefios que sean los que se cometan en
la posicion del punto brillante, aunque el contorno aparente sea
el mismo.

35 Pasemos ahora 4 la determinacion de los planos tangen-
tes 4 las superficies curvas, tirados por puntos tomados fuera de
ellas.

La superficie de la esfera es una de las mas simples que se pue-
dan considerar; tiene generaciones comunes con un gran nume-
ro de superficies diferentes: se podria, por exemplo, considerarla
como superficie de revolucion, .y no ocuparse de ella en particu-
lar. Pero su regularidad da lugar 4 resultados notables, entre los
quales hay algunos interesantes por su novedad, y de los quales
vamos 4 ocuparnos inmediatamente, menos por ellos mismos,
que con el fin de adquirir, en la observacion de las tres dimen-
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siones, un hébito de que necesitarémos para objetos mas generales
y mas utiles. : !

36 Primera giiestion. Por una recta dada tirar un plano tan-
gente 4 la superficie de una esfera dada.

Solucion.  Primer método. Sean Ay a (fig-16) las dos proyec-
ciones del centro de la esfera, BCD la proyeccion del circulo md-
ximo horizontal, EF y ¢f las dos proyecciones indefinidas de la
recta dada. Concibase por el centro de la esfera un plano perpen-
dicular 4 la recta, y constriyanse las proyecciones Gy £ del pun-
to en que la linca dada encuentra este plano, por el método que
hemos dado ( fig. 6). :

Sentado esto, es evidente que por la recta dada se pueden ti-
rar 4 la esfera dos planos tangentes, de los quales el primero la
tocard de un lado, el segundo del otro, y ella se hallard coloca-
da en medio de ellos; lo que determinard dos puntos diferentes
de contacto, cuyas proyecciones se trata de construir.

Para esto si del centro de la esfera se concibe una perpendicular
baxada sobre cada uno de los dos planos tangentes, cada una de
ellas caerd sobre el punto de contacto de la superficie con el pla-
no correspondiente ; y 4mbas estardn en el plano perpendicular 4
Ia recta dada: luego los dos puntos de contacto estardn en la sec-
cion de la esfera por el plano perpendicular; cuya seccion serd la
circunferencia de uno de los circulos mdximos de la esfera, y 4 la
qual serdn tangentes las dos secciones hechas en los planos tangen-
tes por el mismo plano.

Si en el plano perpendicular, y por el centro de la esfera, se
concibe una horizontal, cuya proyeccion vertical se tendrd tra-

zando la horizontal ak, y la otra proyeccion baxando sobre EF-

la perpendicular AH;; y si se concibe que el plano perpendicular
gira al rededor de esta horizontal como charnela, hasta que ¢él
mismo sea horizontal; es evidente que su seccion con la superfi-
cie de la esfera vendrd 4 confundirse con la circunferencia BCD,
que los dos puntos de contacto se hallardn sobre esta circunfe-
rencia, y que si se constituye el punto J sobre que viene 4 caer
por este movimiento el punto en que la linea dada encuentra el
plano perpendicular, las tangentes JC, JD tiradas:al circulo de-
terminarian estos dos puntos de contacto en la posicion en que
se les considera ahora. Es fdcil construir el punto J, 6 lo que es
lo mismo hallar su distancia al punto H; pues la proyeccion ho-
rizontal de esta distancia es GH, y la diferencia de las alturas ver-
ticales de sus extremos es gg’: luego, si se lleva GH sobre la ho-
rizontal g%, de g’ 4 b, la hipotenusa /g serd ¢l tamafo de esta
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distancia; por consiguiente, llevando g/ sobre EF de H 47T, y ti-
rando las dos tangentes JC, JD, los dos puntos de contacto C, D
estardn determinados en la posicion que han tomado quando el
plano perpendicular se ha doblado sobre el plano horizontal.

Ahora, para determinar sus proyecciones en la posicion en
que deben hallarse naturalmente , es menester concebir que el pla-
no perpendicular vuelve 4 su posicion primitiva girando aun so-
bre la horizontal AH como charnela, y que lleva consigo el pun-
to J, las dos tangentes JC, JD, prolongadas hasta que corten AH
en dos puntos K, K'; y la cuerda CD, que cortard tambien la
misma recta AH en un punto N. Es evidente que en este movi-
miento los puntos K, K’ y N, que estan sobre la charnela, per-
manecerdn fixos, y que los dos puntos de contacto C, D descri-
birdn arcos de circulo, que estardn en planos perpendiculares 4 Ia
charnela, y cuyas proyecciones horizontales se tendrdn, baxan-
do desde los puntos C, D, sobre AH, las perpendiculares indefi-
nidas CP, DQ. Luego las proyecciones horizontales de los dos
puntos se' hallardn sobre las dos rectas CP, DQ. Pero en el mo-
vimiento retrégrado del plano perpendicular, las dos tangentes
JCK/, JKD no se separan un instante de los dos puntos de con-
tacto respectivos; y quando este plano ha vuelto 4 tomar su po-
sicion primitiva, el punto J vuelve 4 hallarse otra vez proyec-
tado en G, y las ‘dos tangentes se proyectan segun las rectas GK/,
GK. Luego estas dos ultimas rectas deben tambien contener cada
una la proyeccion horizontal de uno de los puntos de contacto;
en fin, las intersecciones de éstas dos rectas, con las rectas respec-
tivas CP, DQ determinardn las proyecciones horizontales R y S
de los dos puntos de contacto que se hallarén con el punto N so-
bre una misma linea recta.

Para hallar las proyecciones verticales de los mismos puntos
se tirardn primeramente sobre LM las perpendiculares indefinidas
Ry, Ss: luego, si se proyectan los puntos K, K/, en £, &, y si por
el punto g se tiran las rectas gk, gk', se tendrdn las proyecciones
verticales de estas mismas tangentes. Estas rectas contendrdn por
consiguiente las proyecciones de los puntos de contacto respecti-
vos: luego los puntos 7s de sus intersecciones con las vertica-
les R, Ssserdn las proyecciones pedidas.

Halladas las proyecciones horizontales y verticales de los dos
puntos de contacto, para construir sobre el plano horizontal las
trazas de los dos planos tangentes, se concebird por cada uno de
los puntos de contacto una paraléla 4 la recta dada. Estas rectas
estardn en los planos tangentes respectivos, y se tendrdn sus pro-
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yecciones horizontal y vertical tin:ax}do RU, SV, parale:las 4 EF,
y ru, sv, paralelas d ¢f. Se counstruird sobre el plano horlzo/nt.al la
traza T de la recta dada, y las trazas U, V de las dos ultimas
rectas, y las trazas TU, TV serdn las trazas de lvos dos planos tan-
gentes. ) ;
En lugar de concebir, por los puntos de contacto, nuevas li-
neas rectas, se podrian hallar las trazas de las d/os tangentes GR,
GS, que llenarian el mismo objeto. En quanto 4 las trazas de’estos
dos mismos planos sobre el plano vertical se las determinard por
¢l método que ya hemos empleado algunas veces. ;
_ Se puede hacer mucho mas elegante esta solucion haciendo
pasar los dos planos de proyeccion por el centro mismo de la es-
fera, De este modo las dos proyecciones de la esfera se confundi-
rian en el mismo circulo, y serian mas cortas las prolongaciones
de las lineas rectas. Si hemos separado las dos proyecciones, ha si-
do con ¢l objeto de hacer mas clara la exposicion. Ahora es fdcil
el dar 4 la construccion toda la concision de que es susceptible.
37 Segundo método. Sean Ay a (fig. 17) las dos proyeccio-
nes del centro de la esfera, AB 6 4b su radio, BCD la proyec-
cion de su circulo mdximo horizontal, y EF, ¢f las proyecciones
de la recta dada si se concibe el plano del circulo mdximo hori-
zontal prolongado hasta que corte la recta dadaen un cierto pun-
to, se tendrd la proyeccion vertical de este plano tirando por el
punto z la horizontal indefinida bag; el punto g, en que esta ho-
rizontal cortard ¢f, serd la proyecccion vertical del punto en que
Ia recta toca el plano, y se tendrd la proyeccion horizontal G de
este punto proyectando g sobre EF. :

Sentado esto, si tomando este mismo punto por vértice, se
concibe una superficie cnica que abrace la esfera, y cuyas rectas
generatrices la toquen todas en un punto, se tendrdn las proyec-
ciones de las dos rectas generatrices horizontales de esta superfi-
cie conica tirando por el punto G las dos rectas GC, GD, tan-
gentes al circulo BCD, y que le tocan en dos puntos C, D, que
serdn ficiles de determinar. La superficie conica tocard la de la
esfera, en la circunferencia de un circulo, cuyo didmetro serd la
recta CD, su plano serd perpendicular al exe del cono, y por
consiguiente vertical, y cuya proyeccion horizontal serd la rec-
ta CD.

Si por la recta dada se conciben dos planos tangentes 4 Ia su-
perficie conica, cada uno de ellos la tocard segun una de sus rec-
tas generatrices, que estard al mismo tiempo sobre la superficie
conica y sobre el plano; y como esta recta generatriz toca tam-
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bien la esfera en uno de sus puntos que se halla sobre Ia circunfe-
rencia del circulo proyectado en CD, se sigue que este punto est4
al mismo tiempo sobre la saperficie cénica, sobre el plano que Ia
toca, sobre la superficie de 1a esfera, y sobre la circunferencia del
circulo proyectado en CD, y que es un punto de contacto co-
mun 4 todos estos objetos. Luego: 12 los dos planos tangentes 4
la superficie conica lo son tambien 4 la superficie de Ia esfera, y
son aquellos de quienes se desea determinar la posicion: 22 sus
puntos de contacto con la esfera, halldndose en Ia circunferencia
del circulo proyectado en CD, estardn ellos mismos proyectados
en algunos de los puntos de esta recta: 3° la recta que pasa por
los dos puntos de contacto, halldndose comprehendida en el pla-
no del mismo circulo, estard ella misma proyectada indefinida-
mente sobre CD.

Hagamos ahora para el plano de un circulo méximo, paralelo
al de las proyecciones verticales, la misma operacion que acaba-
mos de hacer para el plano del circulo mdximo horizontal, La
proyeccion horizontal de este plano serd la recta BAH , indefini-
damente paralelad LM ; el punto en que encuentra Ia recta dada
estard proyectado horizontalmente en Ia interseccion H de las dos
rectas EF, BAH ; y se tendrd su proyeccion vertical proyectando
el punto H sobre ¢f en 4. Si se concibe una nueva superficie coni-
ca, cuyo vértice se halle en este punto de reunion, Y que abrace
la esfera como 1a primera, se tendrdn las proyecciones verticales
de las dos rectas generatrices extremas de esta superficie, tirando
por el punto 7 las tangentes 2K, 41, al circulo #KI, que le toca-
rdn en dos puntos K, I, que se determinardn. Esta segunda super-
ficie cénica tocar4 la de la esfera en la circunferencia de un nue-
vo circulo, cuyo didmetro serd KI, y cuyo plano, que serd per-
pendicular al de la proyeccion vertical, estard por consiguiente
proyectado indefinidamente sobre KI. La circunferencia de este
circulo pasard tambien por los dos puntos de contacto de la ds
fera-con los planos tangentes que se piden: luego las proyecciones
verticales de estos dos puntos de contacto se hallardn sobre algu-
no de los puntos de KI: luego tambien se hallard proyectada so-
bre KI la recta que une estos dos puntos.

De este modo la recta que une los dos puntos de contacto se
halla proyectada horizontalmente sobre CD, y verticalmente so-
bre KI; encuentra el plano del circulo mdximo horizontal en un
punto cuya proyeccion vertical es ¢l punto # de interseccion de
KI conbag;y cuya proyeccion N se tendrd proyectando el pun-
10 # sobre CD.
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_ Hecho esto, concibamos que el plano del circulo vertical,
proyectado en CD, gira al rededor de su didmetro horizontal
como charnela, para tomar ¢l mismo la posicion horizontal, y
que lleva consigo en su movimiento los dos puntos de contacto
por los quales pasa su circunferencia, y la recta que une estos dos
puntos. Se construird este circulo en esta nueva posicion , descri-
biendo sobre CD como didmetro el circulo CPDQ; y si se cons-
truyese la posicion que toma la recta de los dos puntos de con-
tacto, cortaria dicha recta 4 la circunferencia CPDQ en dos pun-
tos, que determinaria sobre esta circunferencia la posicion que
tienen en ella, considerada en una situacion horizontal. ;

Como el punto N de la recta de los dos contactos se halla so-
bre la charnela CD, no muda de posicion en su movimiento. Por
consiguicnte esta recta debe aun pasar por este punto quando ha
tomado la posicion horizontal. Ademas, el punto en que ella en-
cuentra al plano del circulo mdximo paralelo 4 la proyeccion
vertical, punto cuya proyeg :* . horizontal estd en el de contac-
to de las dos rectas CD, BaH, y cuya proyeccion vertical # se
tendrd proyectando el punto O sobre KI; este punto, digo, que
en su movimiento, al rededor de la charnela CD, describe un
quarto de circulo vertical perpendicular & CD, y cuyo radio es
1a vertical o#: luego si se tira por el punto O una perpendicular 4
CD, y si sobre esta perpendicular se lleva oz. de O 4 T, el pun-
to T serd uno de los de la recta de los contactos quando estd ho-
rizontal. Luego si por los puntos N y T se tira una recta, sus dos
puntos de reunion P, Q, con la circunferencia CPDQ,, serdn los
dos puntos de contacto considerados en el plano vertical dobla-
do sobre el horizontal.

Para tener las proyecciones horizontales de estos mismos pun-
tos en sus posiciones naturales es menester concebir que el circu-
Io CPDQ vuelve 4 su posicion primitiva girando sobre la misma

* charnela CD. En este movimiento los dos puntos P, Q describi-
rdn quartos de circulo en planos verticales, perpendiculares 4 CD,
¥ cuyas proyecciones horizontales serdn las perpendiculares PR y
QS baxadas sobre CD. Luego las proyecciones horizontales de
los dos puntos de contacto estardn respectivamente sobre las rec-
tas PR y QS; pero hemos visto que tambien debian hallarse so-
bre CD: luego estardn en los dos puntos de reunion R y S.

Se tendrdn las proyecciones verticales 7, s de los mismos dos
puntos, proyectando los puntos R y S sobre KI; 6 lo que es lo
mismo, llevando sobre las verticales Ry, Ss, contando desde la
horizontal bag, #'r igual 4 PR, y §'s igual 4 QS.
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Despues de haber construido las proyecciones }}oriz’ontalcs y
verticales de los dos puntos de contacto, se d.etermmaran' las tra-
zas de los dos planos tangentes como en 1a primera solucion.

Esta segunda solucion puede tambien simplificarse mucho ha-
ciendo pasar los planos de las proyecciones por el centro de la
esfera; lo que reduce las dos proyecciones 4 la misma figura.

8  Estas ultimas consideraciones van 4 cond}ucunos al descu-
brimiento de algunas propiedades notables del circulo, de la esfe-
ra, de las secciones conicas, y de las superficies curvas del segun-
do grado. L 5 £

Acabamos de ver que las dos superficies conicas circunscri-
tas 4 la esfera la tocaban cada una en la circunferencia de un cir-
culo, y que estas circunferencias pasaban dmbas por los dos pun-
tos de contacto de la esfera con los planos tangentes. Esta propie-
dad no es particular 4 las dos superficies cénicas que hemos con-
siderado, sino que conviene; ombien 4 todas quantas tengan
sus vértices en la recta dada, 5" que al mismo tiempo esten cir-
cunscritas 4 la esfera. Luego, si se concibe una primera suPer_ﬁ-
cie cénica que, teniendo su vértice sobre la recta dada, esté cir-
cunscrita 4 la esfera, y si se supone que esta superficie sc mueva
de modo que su vértice corra la recta sin que dexe de ser cir-
cunscrita y tangente 4 la esfera; en cada una de sus posiciones to-
card la esfera en la circunferencia de un circulo; todas estas cir-
cunferencias pasardn por los mismos dos puntos, que serdn los
contactos de la esfera con los dos planos tangentes; y los planos
de estos circulos se cortardn todos segun una misma linea recta,
que serd la de los dos contactos. En fin, si se concibe el plano ti-
rado por la recta dada y por el centro de la esfera, este Rlano,
que pasard por los exes de todas las su/perﬁcxes conicas, serd per-
pendicular 4 los planos de todos los circulos de contacto, y por
consiguiente 4 la recta, que es su comun interseccion; y cortard
todos estos planos en lineas rectas, que pasardn por un mismo
punto. ) :

Reciprocamente dadas una esfera y una linea recta, si se con-..
cibe por la recta tantos quantos planos se quieran, que cortardn
la esfera cada uno segun un circulo, y si por cada uno de estos
circulos se concibe la superficie conica recta de qual él mismo

fuese la base, y que estuviese circunscrita 4 la esfera, los vertices
de todas estas superficies cénicas estardn todos en una misma li-
nea recta, diferente de la recta dada. :

" 39 Considerando solamente lo que pasa en el plano tirado
por la recta dada y por el centro de la esfera, se llega & las dos
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proposiciones siguientes, que son las conseqiiencias inmediatas
de lo. que precede. : s
s»Dados en un plano ( /7. 18 » 19) un circulo cuyo centro
sea A, y una recta BC; si despues de haber tirado por un punto
qualquiera D de la recta dos tangentes al circulo, y la recta EF
que pasa por los dos puntos de contacto, se concibe que el pun-
to D se mueva por la recta, llevindose consigo las dos tangen-
tes, sin que cesen de tocar al circulo, los dos puntos de contacto
mudardn de posicion, igualmente que la recta EF que los une;
Pero esta recta pasard siempre por un mismo punto N, que se ha-
lla sobre la perpendicular AG, baxada del centro del circulo so-
bre la recta. Recfprocamente, si porun punto N tomado en el
Plano de un circulo, se tiran tantas quantas rectas EF se quieran;
que cortardn -cada una la circunferencia del circulo en dos pun=
tos; y si por estos dos puntos se tiran al circulo dos tangentes
ED, ED, que se cortardn en alguna parte en un punto D, Ia serie
de todos los puntos de interseccion hallados del mismo modo
estard sobre una misma linea recra BC perpendicular4 AN.”
Si el circulo goza de la propiedad que acabamos de enunciar,
110 es porque todos sus puntos se hallan igualmente distantes del
centro, sino porque es una curva de segundo grado, y todas las
secciones cénicas se hallan en el mismo caso. :
En efecto, sean AEBF ( Jig.20) una seccion cénica qual-
quiera, y CD una recta dada en su plano, concibamos que la
curva gira al rede lor de uno de sus exes AB para engendrar una
superficie de revolucion, y concibamos los dos planos tangentes
d esta superficie tirados por la recta CD; los dos planos tendrin
cada uno su punto de contacto particular. Sentado esto, si to-
mando por vértice un punto qualquiera H de la recta CD, se
concibe la superficie cénica circunscrita Yy tangente 4 la superficie
de revolucion, tocard esta tltima superficie en una curva, que
pasard necesariamente por los dos puntos de contacto con los
planos tangentes. Esta curva serd plana, su plano, que serd per-
pendicular al de la seccion conica dada, se proyectard sobre este
ultimo, segun una recta EF; Yy esta recta pasard por los puntos
de contacto de las tangentes 4 la seccion conica tiradas por el
punto H. Si se supone ahora que el vértice H de la superficie ¢6-
nica se mueve sobre la recta DC, sin que esta superficie cese de
ser circunscrita y tangente 4 la superficie de revolucion, en cada
una de sus posiciones su curva de contacto tendrd las mismas
propiedades de pasar por los dos puntos de contacto con los pla-
70s tangentes; de ser plana, y. de tener su plano perpendicular 4
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la seccion cénica. Luego los planos de todas las ccziurvas de tcon- :
tacto pasardn por la recta que une los'dos pun;os e gox:tac% 1?i : zr
que es ella misma perpendicular al plano (%e a sesc}:lo;ineas e
Iuego en fin las proyecciones de todos los ;iqax:iosl:enrigta - u‘,ne
tas, que pasarén:j todas por la proyeccion N de q :
contacto. :
los4ccl)os Eﬁnéﬁs, e:ta proposicion no es sino und‘_:aso Parté:ular 32
otra mas general, que giene lugar en las tlres imensiones, y q
nos contentarémos aqui con enunciarla solamente. P
Dadas en el espacio una superficie curva qualquie S
gun:i’o grado, y una superficie conica cxrcu:}scma.(ll:csu e
y cuyo vértice se halla en un punto qufallqmlc:ral,_5x°ral p;l(3 0
cénica se mueve sin cesar de ser circunscrita d la prime u,a); S
carla, pero de modo que su vértice corra ‘;ma rectartﬁcgies q e
¢l plano de la curva de contacto de lals dos sgﬁgarin 10}5) i
siempre por una misma linea recta (que la eier oty
tactos de la superficie de segundo grado con o o If sl
gentes que pasan por la recta de lo/s vértices); y sxr s 51; e
conica se mueve de modo que su vértice esté siempre. T
mo plano, ¢l plano de la curva de contacto pasard siemp - P
i unto.” :
un:; lm.;’gggndzz giiestion. Por un punto da(.19 Flrard und%I:n;fgrL;
sea tangente al mismo tiempo 4 las superficies de
adas. f ‘
daSg/mz'on. Sean A, % ¢ Z;rlr 2 5)1 lasl?r%s g:olzeszguc:]nde: dyelcc’e?t;;;
a primera esfera, B, 4 las del centro de , ¢
g:lldpsflltrgvdado. Despues de haber tirado lasl rec(g.;sS ZLierfrig;da;
AB, ab, proyecciones de la que pasaria por OSGEOF - oner
espues de haber construido las proyecciones : l’sg;i T
hik de los circulos mdximos de las dos esferas parale Ocircunsl?;ri-
nos de proyeccion, se concebird una superﬁlme comc’a/mbas i
ta al mismo tiempo 4 las dos esferas, y que las toca al;})s b
s ten;i ré's? Véc;tlce ""nullaosr egﬁguel{pﬂs{a l};? fdos tangentes
. Se tirardn 4 los dos circ 3 g
comues B K qu s comie i ponto Dde I
5 into serd la proyeccio 2
ﬁ)frsl:)?,s?ttt;n}c);ré la proyccci}on zertical del r.rzxsrng pugtoélf%onye;:;
e oD Bl
trazardn las proyecciones 50 e s
del cono y por el punto dado. Sentado esto, s‘ Pﬁ it
i dos ‘planos tangentes 4 la superficie co I
iz‘i:?rzﬁ z‘;g;lggno en,uga de sus rectas generatrices; y por const=
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guiente serdn dmbos al mismo tiempo tangentes 4 las dos esferas,
La qtiestion se reduce por consiguiente 4 tirar por la recta que

Ppasa por el vértice del cono y por el punto dado dos planos tan-

gentes 4 la superficie de una de las esferas ; lo que se executard co-
mo en ¢l problema anterior, y los dos planos serdn al mismo
tiempo tangentes 4 la segunda esfera.

Es menester observar que se pueden concebir dos superficies
conicas circunscritas 4 las dos esferas dadas. La primera las en-
vuelve dmbas por la parte de fuera, y tiene su vértice mas allf
de una de las esferas respecto 4 la otra: los planos tangentes 4 esta
superficie cénica tocan cada uno 4 las dos esferas del mismo lado.
La segunda superficie conica envuelve las esferas, la una por den-
tro, la otra por fuera, y tiene su vértice entre los dos centros. Se
halla la proyeccion horizontal D’ de este vértice tirando 4 los
circulos EFG y HIK las dos tangentes interiores, que se cortan
en un punto de la recta AB; y se tiene su proyeccion vertical pro-
yectando el punto D’ en 4’ sobre ab. Los dos planos tangentes
tirados 4 esta superficie conica tocan tambien cada uno las dos es-
feras; pero tocan la primera de un lado y la segunda del otro.
De este modo quatro planos diferentes pueden satisfacer 4 la qiies-
tion; para dos de ellos las dos esferas estan del mismo lado que el
plano, para los otros dos estan 4 lados diferentes.

42  Tercera giiestion. Tirar un plano tangente al mismo tiem-
po 4 tres esferas dadas de magnitud y de posicion.

So/ucion. Concibamos el plano tangente al mismo tiempo 4 las
tres esferas, ¢ imaginemos primero una superficie cénica circuns-
crita 4 las dos esferas primeras, y que las toca 4 émbas; el plano
tangente tocard esta superficie conica en una de sus lineas genera-
trices, y pasard por el vértice del cono. Si se imagina una segun-
da superficie conica circunscrita 4 la primera esfera, y 4 la terce-
1a, el mismo plano tangente la tocard igualmente segun una de
sus rectas generatrices, y pasard por consiguiente por su vértice.
En fin, si se concibe una tercera superficie conica que abrace y
toque la segunda esfera y la tercera, el plano tangente la tocard
aun en una de sus rectas generatrices, y pasard por su vértice. Asf
los vértices de las tres superficies conicas estardn en el plano tan-
gente; estardn tambien en el plano que pasa por los centros de las
esferas, y que contienen los tres exes: luego estardn al mismo
tiempo en dos planos diferentes y en linea recta. De aquf se sigue,
que sise construyen, como lo hemos indicado en el problema
anterior, las proyecciones horizontales y verticales de estos vér-
tices, de los quales dos bastan, se podrd hacer pasar por estas
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proyecciones la de una recta que se encuentra s/ol?re el plano tan-
gente. La qiiestion se reduce por consiguiente 4 tirar por una rec-
ta dada un plano tangente 4 aquella de las tres esferas que se quie-
ra; lo que se executard por los métodos precedentes, y este pla-
no serd tangente 4 las otras dos.

43 Es menester observar, que puesto que se' puede siempre
concebir para dos esferas qualesquiera dos superficies cnicas que
las envuelvan y las toquen § 4mbas, de las quales la primera ten-
ga su vértice mas alld de uno de los centros respecto al otro, y
Ia segunda entre los dos centros, es evidente que en la giiestion
precedente habrd seis superficies conicas, de las quales tres estardn
circunscritas por fuera 4 las tres esferas tomadas de dos en dos, y
las otras tres tendrdn sus vértices entre las esferas. Los vértices de
estos seis conos estardn distribuidos de tres en tres sobre quatro
lineas rectas, por cada una de las quales se podrdn tirar dos pla-
nos tangentes al mismo tiempo 4 las tres esferas. Asi habrd ocho
planos diferentes que satisfagan esta qiiestion: dos tocan las tres
esferas del mismo lado respecto 4 ellos; los otros seis estan colo-
cados de modo, que tocan dos de las esferas de un lado y la ter-
cera del otro.

44 Estas consideraciones nos conducen 4 la siguiente propo-
sicion.

»» Dados sobre un plano tres circulos en magnitud y posicion
(fig. 22), si considerdndolos de dos en dos, se les tiran tangen-
tes exteriores prolongadas hasta que se corten, los tres puntos de
interseccion D, E, ¥, que se obtendrdn de este modo, estardn en
linea recta.” '

En efecto, si se conciben las tres esferas, de las quales estos
circulos son los circulos mdximos, y un plano que las toque
todas tres exteriormente, este plano tocard tambien las tres su-
perficies cénicas circunscritas 4 las esferas consideradas de dos
en dos, y pasard por los tres vértices D, E, F. Estos tres vérti-
ces estan tambien en el plano de los tres centros: luego estan so-
bre dos planos diferentes, y por consiguiente en linea recta. ,,Si 4
los mismos circulos, considerados de dos en dos, se les tiran las
tangentes interiores, que se cruzardn, los tres nuevos puntos de
Interseccion G, H, I estardn de dos en dos en linea recta con uno
de los tres primeros ; de suerte que los seis puntosD,E,F, G, H, I
serdn las intersecciones de quatro rectas.”

En fin, esta proposicion no es mas que un caso particular de
la siguiente, que tiene lugar en las tres dimensiones.

»» Dadas en magnitud y en posicion quatro esferas en el espa-
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cio, si se conciben las seis superficies conicas, que circunscriban
exteriormente estas esferas consideradas de dos en dos, los vérti-
ces de los seis conos estardn en un mismo plano y en las intersecs
ciones de quatro rectas; y si se conciben las otras seis superficies
conicas circunscritas interiormente , esto es, cuyos vértices se has
llen entre los centros de dos esferas, los vértices de estos seis nue-
vos conos estardn de tres en tres en un mismo plano con tres de
los primeros. !

45 Quarta giiestion. Por un punto tomado arbitrariamente;
tirar un plano tangente 4 una superficie cilindrica dada.

Solucion. Sea BIFK ( fig. 23) la traza de la superficie cilindri-
ca sobre el plano horizontal ; traza que supondrémos dada. Sean
AB, ab las dos proyecciones dadas de la recta 4 la qual la gene-
ratriz debe ser siempre paralela, y C, ¢ las del punto dado. Si se
concibe por este punto una paralela 4 la recta generatriz, esta rec-
ta se hallard en el plano que se busca; y los puntos en que corta
los planos de proyeccion estardn sobre las trazas del plano tan-
gente. Luego, si por este punto C se tira CD paralelad AB, y
por el punto ¢, ¢4 paralela 4 ab, se tendrdn las dos proyecciones
de esta recta; y si despues de haber prolongado ¢4 hasta que en-
cuentre LM en un punto 4 se proyecta el punto 4 en D sobre
CD, el punto D serd aquel en que esta recta toca al plano hori-
zontal, y por consiguiente un punto de la traza del plano tan-
gente. Pero la traza horizontal del plano tangente debe ser tan-
gente 4 la curva EIFK: luego si por el punto D se tiran 4 esta
curva todas las tangentes posibles DE, DF &c., se tendrdn las
trazas horizontales de todos los planos tangentes que pueden pa-
sar por el punto dado. Si por los puntos de contacto E, F &c. se
tiran 4 AB las paralelas EG, FH &c., se tendrdn las proyecciones
horizontales de las rectas generatrices, en que tocan 4 la superfi-
cie cilindrica los diferentes planos tangentes; en fin, se tendrdn
las proyecciones verticales eg, fh &c. de estas generatrices 6 de
estas rectas de contacto proyectando los puntos E, F &c. sobre
el plano vertical en ¢, f &c., y tirando por estos tltimos puntos
paralelas indefinidas 4 2. En quanto 4 las trazas de los planos
tangentes sobre ¢l plano vertical se las hallard por lo visto en la
Sz 12.

46 Quinta gijestion. Tirar un plano tangente 4 una superfi-
cie conica dada por un punto tomado arbitrariamente.

Como la solucion de esta giiestion difiere muy poco de la de
la precedente, nos contentarémos con indicar la construccion
en la fig. 24, en la qual la curva: EGFH s la traza dada de la
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superficie cénica; Ay ason las proyecciones del vértice, y C,
¢ son las del punto dado, por el qual debe pasar el plano tan-
gente. s g ;

47  Sexta gilestion. Por una recta dada, tirar un plano tan-
gente 4 una superficie de revolucion dada.

Solucion. Supondrémos que el exe de la superficie de revolu-
cion sea perpendicular 4 uno de los dos planos de proyeccion;
lo que no alterard la generalidad de la solucion, porque pode-
mos. siempre tomar estos planos de modo que se verifique esta
condicion.

Sea pues A (fig. 25 ) la proyeccion horizontal dada del exe
de la supetficie , a4’ su proyeccion vertical, apia’ la curva gene-
ratriz de la superficie , y BC, &e las dos proyecciones dadas de la
recta por la qual debe pasar el plano tangente. Bdxese del pun-
to A sobre BC la perpendicular AD, que serd la proyeccion ho-
rizontal de la mas corta distancia entre el exe y la recta dada, y
proyéctese el punto D en 4 sobre be. 3

Sentado esto, concibamos primeramente que esté tirado el
plano tangente: luego supondrémos que la recta dada gira al re-
dedor del exe de revolucion, conservdndose 4 la misma distan-
cia del exe, sin variar de inclinacion respecto al plano horizon-
tal, y que lleva consigo-el plano tangente, de modo que conti-
nie tocando siempre la superficie: es evidente, que en virtud de
este movimiento ¢l punto de contacto de la superficie y del pla-
no mudard de posicion; pero como el plano tangente guarda
siempre la misma inclinacion, este punto de contacto no variard
de altura sobre la superficie, y se moverd en la circunferencia de
un circulo horizontal, cuyo centro estard en el exe. Ademas, la
recta dada engendrard por'su movimiento una segunda superficie
de revolucion al rededor del mismo exe, 4 la qual el mismo pla-=
no tangente serd tambien tangente en todas sus posiciones.

En efecto, concibamos un plano por el exe, y por el punto
de contacto del plano tangente con la primera superficie: este
plano cortard la recta generatriz en un punto, que serd el de con:
tacto del mismo -plano tangente con la segunda; pues ademas de
larecta generatriz, por la qual é] pasa en este punto, pasa tambien
por la tangente del circulo horizontal en el mismo punto, pues-
to que tambien pasa por la tangente del circulo horizontal en el
punto de contacto con la primera superficie, y que por la pro-
piedad. de las superficies ‘de revolucion estas dos tangentes son
paralelas. : ;

Como debemos resolver la qiiestion por medio de la segun-
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da superficie de revolucion, es necesario construir la curva segun
la qual dicha segunda superficie de revolucion se halla cortada
por un plano que pase por el exe; y supondrémos que este plano
es paralelo al plano vertical de proyeccion, y por consiguiente
se proyecta en el plano horizontal sobre una recta AF paralela
4 LM.

T6mese sobre la recta dada un punto qualquiera, cuyas pro-
yecciones sean E y ¢, y busquemos el punto en que encuentra en
su movimiento al plano de la seccion. De contado este punto
describird al rededor del exe de revolucion un arco de circulo ho-
rizontal, cuya proyeccion horizontal se tendrd describiendo desde
el punto A como centro, y con el intervalo AE, el arco EF, hasta
que encuentre la recta AF en algun punto F; y se tendrd la pro-
yeccion vertical de este arco tirando por el punto ¢ la horizontal
indefinida ¢f. El punto F serd por consiguiente la proyeccion ho-
rizontal del contacto del punto cuyo movimiento consideramos
con el plano de la seccion, si se proyecta el punto F en fsobre ¢f,
el punto fserd la proyeccion vertical de este contacto, y por
consiguiente uno de los puntos de la seccion. Si se repite esta mis-
ma operacion para Otros tantos puntos como se quieran, toma-
dos sobre la recta dada, se tendrdn otros tantos puntos g, f, 7, 7,
por los quales se hard pasar la curva que se pide.

Hecho esto, supongamos que la recta dada y el plano tangen-
te, por su revolucion simultdnea al rededor del exe, hayan llega-
do 4 una posicion tal, que el plano tangente sea perpendicular al
plano vertical de proyeccion. En esta posicion, la proyeccion
sobre este plano serd una linea recta, tangente al mismo tiempo
4 las dos curvas apia’, gfrn. Luego si se tiran 4 estas dos curvas
todas las tangentes comunes, tales como g7, 7p, s¢ tendrdn las pro-
yecciones de todos los planos tangentes que satisfacen la qies-
tion, considerados en la posicion que han tomado, quando por
la rotacion han llegado 4 ser sucesivamente perpendiculares al pla-
no vertical. Los puntos de contacto 7, de estas tangentes, con
la generatriz de la primera superficie, determinardn las alturas de
los de esta superficie con todos los planos tangentes; por consi-
guiente, si se tiran por estos puntos las horizontales indefinidas i,
25, se hallardn en ellas las proyecciones verticales de los puntos
de contacto de la superficie con los planos; y si del punto A co-
mo centro, y con radios respectivamente iguales 4 it y & ps, se
describen arcos de circulo IK, PQ, estos arcos contendrdn las
proyecciones horizontales de los mismos puntos. Por consiguien-
te, para acabar de determinarlos no falta mas que ver sobre qué
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meridianos de la superficie de revolucion deben de hallarse, para
lo qual servirdn los puntos de contacto g, 7.

Para esto, despues de haber proyectado los puntos g, 7 sobre
AG, en G y N, si desde el punto A como centro, y con los in-
tervalos sucesivamente iguales d AG y AN, se describen los ar-
cos de circulo GH, NO, hasta que corten la recta BC en dos
puntos H y O, estos arcos representan para cada plano tangente
el camino de rotacion que ha debido hacer la recta que pasa pot
sus contactos con las dos superficies, para llegar al plano verti-
cal paralelo al de proyeccion. Luego se tendrdn las proyecciones
horizontales de estas mismas rectas , consideradas en sus posicio-
nes naturales, tirando porel punto A las rectas AH, AO. En
fin, los puntos K, Q, en que las ultimas rectas cortan los arcos
correspondientes IK , PQ, son las proyecciones horizontales de
los puntos de contacto de la primera superficie con los planos
tangentes tirados por la recta dada.

En quanto 4 las proyecciones verticales de los mismos pun-
tos se tendrdn ,” proyectando los puntos K, Q en %, 7 sobre las
horizontales respectivas it y ps.

Determinadas una vez las proyecciones horizontales y verti-
cales de los puntos de contacto, se construirdn las trazas de todos
los planos tangentes por los mérodos que ya hemos empleado.

Se puede con facilidad generalizar este método, y aplicarlo &
las superficies engendradas por qualquiera curva , de forma cons-
tante y de posicion variable en el espacio.

IIL.
De las intersecciones de las superficies curvas.

48 Quando enteramente se conocen y estan deterntinadas las
generaciones de dos superficies curvas; quando para cada una de
ellas la serie de todos los puntos del espacio, por los quales pasa,
no tiene nada de arbitrario ; quando tomando 4 voluntad una de
las proyecciones de sus puntos se puede construir la otraj; si estas
dos superficies tienen algunos puntos comunes en el espacio, la
posicion de estos puntos comunes estd absolutamente determina-
da; depende de la forma de las dos superficies curvas y de sus po-
siciones respectivas; y por su naturaleza la posicion de dichos
puntos puede siempre deducirse de los supuestos que se hayan he-
cho para la generacion de las superficies, pues es una consegicn~
cia necesaria de ellos.

7
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La serie de todos los puntos comunes de dos superficies cur-
vas determinadas forma en general en el espacio una cierta curva,
que en casos muy particulares puede hallarse sobre un cierto plano,
y no tener mas de una sola curvatura; en Otr0s casos mas raros
puede ser una linea recta, y en fin en otros infinitamente mas ra-
ros aun puede reducirse 4 un punto unico; pero que en general es
lo que llamamos curva de doble curvatura, porque participa ordi-
nariamente de las curvaturas de las dos superficies curvas, sobre
cada una de las quales se halla al mismo tiempo, y de las quales
es la interseccion comun. ;

49  Hay entre las operaciones de la andlisis y los métodos de
la geometria descriptiva una correspondencia, de que es menes=
ter dar aqui una idea.

En el dlgebra, quando un problema estd puesto en equacion,
y que se tiemen tantas equaciones como incognitas, se pueden
obtener otras tantas equaciones, en cada una de las quales no en-+
tre sino una de las incdgnitas; lo que proporciona el medio de
conocer ¢l valor de cada una de ellas. La operacion por la qual
se consigue esto, y que se llama e/iminacion, consiste.en hac'er des-
aparecer, por medio de una equacion, una de las incégnitas en
todas las otras equaciones; y haciendo desaparecer de este modo
sucesivamente las diferentes incégnitas, se llega 4 una equacion
final, que no contiene mas de una sola, y de la qual debe dedu-
“cirse su valor.

El objeto de la eliminacion en el dlgebra tiene la mayor ana-
logfa con las operaciones, por las quales se determinan en la geo-
metrfa descriptiva las intersecciones de las superficies curvas.

En efecto, supongamos que considerando un punto en el es-
pacio, y representando por x, 7, z las distancias de este punto 4
tres planos rectangulares entre si, se establezca una relacion entre
estas tres distancias, y que esta relacion sea dada por una equa-

cion, en la qual entran las tres cantidades z, v, z, y constantes.
En virtud de esta relacion la posicion del punto no estard deter-
minada; puesto que las cantidades #, 9, z podrdn mudar de va-
lor, y por consiguiente el punto variard de posicion en el espa~
cio, sin que por esto dexe de existir la relacion indicada por la
equacion; y la superficie curva, que pasa por todas las posicio-
nes que puede ocupar de este modo el punto, sin que se altere la
relacion que existe entre estas tres coordenadas, es aquella 4 la
qual pertenece la equacion. .

Por exemplo, supongamos que una esfera, cuyo radio sea A,
tenga su centro en el punto de la comun. interseccion de los tres
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planos rectangulares ; y que considerando un cierto punto sobre
la superficie de 1a esfera, se imaginen perpendiculares baxadas de
este punto sobre los tres planos, y que se las represente por z,, z;
es evidente que el radio'de la esfera dirigido al punto que se consi-
dera, serd la diagonal de un paralelepipedo rectdngular, cuyas tres
aristas son &, 7, 2; que su quadrado serd igual 4 la suma de los
quadrados de las tres aristas , y que por consiguiente se tendr4 la
equacion #*—-y*—-z>=A*. Sentado esto, si el punto muda de
posicion sobre la superficie de la esfera, sus distancias z, y, z 4
los tres planos rectangulares variardn; pero su distancia al centro
serd la misma, y la suma de los quadrados de sus tres coordena-
das, que es siempre igual al quadrado del radio, tendrd siempre
el mismo valor: se tendrd pues aun entre las coordenadas de este
punto la relacion que expresa la equacion 22 —=y?~- 2> — A?, Fs.
ta equacion, que tiene lugar para todos los puntos de la superfi -
cie de la esfera, y que no conviene sino 4 ellos, es la equacion de
esta superficie. Todas las superficies curvas tienen de este modo
eada una su equacion; y si no es ficil tener siempre esta equacion
expresada en cantidades tan simples como son las distancias z, v, z,
en todos los casos es posible obtenerla en cantidades mas compli-
cadas, tales como las inclinaciones de los planos tangentes, los
radios de curvatura: para nuestro objeto basta el haber hecho co-
nocer una que sirva de exemplo.

Abhora, si teniendo en x, , z las equaciones de dos superfi-
cies curvas diferentes, suponiendo que para los puntos de las dos
superficies se tomen las distancias con respecto 4 unos mismos
planos rectangulares, se elimina una de las tres cantidades z, y, z,
por exemplo z, de las dos equaciones; por la simultaneidad de
estas dos equaciones se establece desde luego, que no es de todos
los puntos de la primera superficie indistintamente, ni tampoco
de todos los de la segunda, de que se trata, sino Unicamente de
los de su interseccion, respecto & cada uno de los quales las dos
equaciones deben tener lugar, puesto que se hallan al misma
tiempo sobre las dos superficies. La equacion entre x, v, que re-
sulta de la eliminacion de z, expresa la relacion que existe entre
estas dos distancias para todos los puntos de interseccion, qual~
quiera que sea la distancia z que ha desaparecido, y de que no se
trata ya enla equacion; por consiguiente esta equacion es la de la
proyeccion de la interseccion de las dos superficies sobre el plano
perpendicular 4 las z.

Se ve pues que en el £lgebra el objeto de la eliminacion entre
muchas, equaciones'de tres incognitas es determinar sobre los tres
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planos, 4 los quales se refiere todo el espacio, las proyecciones

de las intersecciones de las superficies 4 las quales pertenecen las
equaciones.

5o La correspondencia entre las operaciones de la andlisis y
los mérodos de la geometrifa descriptiva no se limita 4 lo que aca-
bamos de exponer, sino que se extiende 4 todo. Si para producir
qualguiera generacion en el espacio se hacen mover puntos, lineas
curvas, superficies, estos movimientos pueden siempre ser dicta-
dos por operaciones analiticas; y los objetos nuevos 4 que dan
lugar se hallan expresados por los mismos resultados de las ope-
raciones. Reciprocamente, no hay ninguna operacion en la anli-
sis de tres dimensiones, que no sea la escritura de un movimien-
to que ha tenido lugar en el espacio, y que ella misma ha dicta-
do. Para aprender las matemdticas del modo mas ventajoso es
menester que el discipulo se acostumbre con tiempo 4 percibir la
correspondencia que tienen entre si las operaciones de la andlisis
y las de la geometrfa; es menester que se ponga en estado, por
una parte, de poder escribir analiticamente todos los movimien-
tos que ¢l puede concebir en el espacio, y por otra de represen-
tarse continuamente en el espacio estos mismos movimientos,
de los quales cada una de las operaciones analiticas es la es-
critura.

51 Volvamos ahora 4 nuestro objeto, que es el método de
determinar las proyecciones de las intersecciones de las superficies
curvas.

Para exponer este método con mayor claridad no le presen-
tarémos desde luego con toda la elegancia de que es susceptible,
llegarémos 4 ella por grados. Ademas, el enunciado serd general
¥ aplicable 4 dos superficies qualesquiera; y aunque las letras que
emplearémos se refieren 4 la fig. 26, que presenta el caso particu-
lar de dos superficies conicas, cuyas bases son circulares y los exes
verticales, no obstante es menester concebir siempre que las su-
perficies de que se trata pueden ser, cada una en particular, qual-
quier otra superficie diferente de la superficie cénica.

52 Primer problema general. Conocidas las generaciones de
dos superficies curvas, y estando determinados todos los datos
que fixan estas generaciones sobre los planos de proyeccion; cons-
truir las proyecciones de la curva de doble curvatura, intersec-
cion comun de estas dos superficies.

Solucion. Concibase una serie de planos indefinidos, colocados
en el espacio de un modo determinado; estos planos, por exem-
plo, podrdn ser todos horizontales, y es en efecto lo que supon-
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drémos por ahora. En este caso la proyeccion vertical de cada
uno de ellos serd una recta horizontal indefinida ; y siendo due-
fios de tirarlos 4 distancias arbitrarias, supondrémos que en la
proyeccion vertical se hayan tirado tantas rectas horizontales
(fig. 267) ¢€, ee', ¢ &c. como se hayan querido, y que la serie
de estas rectas sea la proyeccion vertical de la serie de los planos
que se han concebido. Sentado esto, se hard para cada uno de
estos planos, y respecto 4 la recta ¢¢, que es su proyeccion, la
misma operacion que vamos § indicar respecto 4 aquel cuya pro-
yeccion es EE'. : :

El plano EE cortard la primera superficie en una cierta cur-
va, que se podrd construir siempre que se conozca la generacion
de la superficie ; pues esta curva esta formada por la serie de los
puntos en que corta al plano EE'la generatriz en todas sus posi-
ciones. Esta curva, siendo plana y horizontal, tendrd una pro-
yeccion horizontal , igual , semejante 4 ella, y colocada del mis-
mo modo; por consiguiente se podrd construir esta proyeccion,
y supondrémos que sea la curva FGHIK. . ;

Hecho esto, puede suceder que las dos curvas en que el mis-
mo plano EE’ corta las dos superficies se corten 6 no entre si: si
no se cortan, por mas que se prolonguen, serd una prucba de
que 4 la altura del plano EE'las dos superficies no tienen ningun
punto comun; pero si estas dos curvas se cortan, serd en otros
tantos puntos quantos haya comunes 4 las dos superficies, y que
por consiguiente serdn otros tantos de la interseccion pedida. En
efecto, los puntos comunes de interseccion de las dos curvas, en
quanto pertenecen 4 la primera, se hallan sobre la primera de las
dos superficies propuestas, y en quanto pertenecen 4 la segunda
se hallan tambien sobre la segunda de las dos superficies propues-
tas: luego, halldndose al mismo tiempo sobre dmbas curvas, lo
estan tambien sobre las dos superficies.

Las proyecciones horizontales de los puntos en que se cortan
las dos curvas deben hallarse sobre la proyeccion de la primera y
sobre la proyeccion de la segunda: luego los puntos F, G, en que
se cortan las dos curvas, serdn las proyecciones horizontales de
otros tantos puntos de la interseccion pedida de las dos suPerﬁ-
cies curvas. Para tener las proyecciones verticales de los mismos
puntos es menester observar que todos ellos estan comprehendi-
dos en ¢l plano horizontal EE/, y que'sus proyecciones deben ha-
Ilarse sobre la recta EE/. Luego si se proyectan los puntos'F, G
sobre EE/ en f, g, se tendrdn las proyecciones verticales de los
Wismos puntos.
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Si se hace ahora para todas las otras horizontales ¢¢/, ¢o’ &,
las mismas operaciones que acabamos de hacer para EE/, se ha-
llard para cada una de ellas, en la proyeccion horizontal,, una se-
rie de nuevos puntos F, G &c., y en la proyeccion vertical una
serie de nuevos puntosf, g &c. Despues, si se hace pasar por todos
los puntos F el ramo de una curva, por todos los puntos G otro
ramo, y asi sucesivamente, el conjunto de todos estos ramos, que
podrdn d veces volver el uno sobre el otro, serd la proyeccion
horizontal de la interseccion de las dos superficies; del mismo
modo, si por los puntos fse hace pasar el ramo de una curva,
por todos los puntos g otro ramo, y asf sucesivamente ¢l conjun-
to de todos estos ramos, que podrdn tambien 4 veces volver los
unos sobre los otros, serd la proyeccion vertical pedida.

53 El método que acabamos de exponer es general, aun su-
poniendo que se haya elegido por sistema de planos secantes una
serie de planos horizontales. Vamos 4 ver que en ciertos casos la
eleccion del sistema de planos secantes no es indiferente; que 4
veces se puede elegir tal que resulten construcciones mas ficiles y
mas elegentes, y aun que puede ser ventajoso, en lugar de un sis-
tema de planos, emplear una serie de superficies curvas, que no
difieren entre si sino por una de sus dimensiones.

Para construir la interseccion de dos superficiss de revolu-
cion, cuyos exes son verticales, el sistema de planos mas venta-
joso es una serie de planos horizoatales ; pues cada uno de los
Planos corta las dos superficies en circunferencias de circulos cu-
yOs centros estan sobre los exes respectivos, cuyos radios son
iguales 4 las ordenadas de las curvas generatrices tomadas 4 la al-
tura del plano secante, y cuyas proyecciones horizontales son
circulos conocidos de magnitud y de posicion. En este caso, to-
dos los puntos de la proyeccion horizontal de la interseccion de
las dos supetficies se hallan por medio de intersecciones de arcos
de circulo. Se echa de ver que si los exes de las superficies de re-
volucion fitesen paralelos entre sf, pero no verticales, seria me-
nester mudar de planos de proyeccion, y elegirlos de modo que
el uno de ellos fuese perpendicular 4 los exes.

54 Sise tratase de construir la interseccion de dos superficies
cbnicas de qualesquiera bases, y cuyas trazas sobre el plano hori-
zontal fuesen dadas 6 construidas, el sistema de planos horizonta-
les conduciria 4 operaciones que serian demasiado largas para este
caso; pues cada uno de los planos horizontales cortaria las dos
superficies en curvas, que serian 4 la verdad semejantes 4 las tra-
zas de las superficies respectivas; pero estas curvas no serian igua-
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les 4 las trazas; seria menester construirlas por puntos, cada una
en particular , mientras que, si despues de h;aber tirado una recta
por los vértices de los conos, se emplea el sistema de planos que
pasen por esta recta, cada uno de estos planos cortard las dos su-
perficies cénicas en quatro rectas; y estas rectas, que estardn en
¢l mismo plano, se cortardn, ademas de en .el vértice, en otros
quatro puntos, que estardn sobre la interseccion de las dos super-
ficies. En este caso, cada uno de los puntos de la proyeccion ho-
rizontal de la interseccion, se construird por la interseccion de
dos lineas rectas.

55 Elsistema de planos horizontales no ser_i;f el mas favora-
ble que se podria elegir para dos superficies cilindricas de bases
qualesquiera, y cuyas generatrices estuviesen diversamente incli-
nadas. Cada uno de los planos cortaria 4 la verdad las dos super=
ficies en curvas semejantes ¢ iguales 4 sus trazas respectivas; pero
las curvas, que no corresponderian verticalmente 4 las trazas, ten-
drian por proyecciones curvas tales, que estarian distantes de las
trazas, y que seria menester construir por puntos. Si se elige el sis-
tema de planos paralelos al mismo tiempo 4 las generatrices de las
dos superficies, cada uno de estos planos cortard las dos superfi-
cies en lineas rectas, y estas rectas se cortardn en puntos, que per-
tenecerdn 4 la interseccion de las dos superficies. De este modo
se construirdn los puntos de la proyeccion horizontal por medio
de intersecciones de lineas rectas. Finalmente, esto no es sino una
conseqiiencia necesaria de lo que hemos dicho para el caso de
dos superficies conicas.

56 En fin, para dos superficies de revolucion, cuyos exes es-
tuviesen en el mismo plano, pero sin ser paralelos, no es el siste-
ma de planos el que convendria elegir, sino el de superficies esfé-
ricas, que tendrian su centro comun en el punto de concurso de
los dos exes; pues cada una de las superficies esféricas cortaria las
dos superficies de revolucion en las circunferencias de dos circu-
los, cuyos centros se hallarian sobre los exes respectivos, y cu-
yos planos serian perpendiculares al plano tirado por los dos exes;
¥ los puntos de interseccion de estas dos circunferencias, que es-
tarian al mismo tiempo sobre la superficie esférica y sobre las dos
superficies de revolucion, pertenecerian 4 la interseccion pedida.
Asi los puntos de la proyeccion de la interseccion se construirian
por medio de intersecciones, de circulos y de lineas rectas. En es-
te caso la posicion, la mas ventajosa de los dos planos de pro-
yeccion, es que el uno sea perpendicular 4 uno de los exes, y que
el otro sea paralelo 4 los dos exes. Este corto nimero de observa-



5 6 GEOMETRIA DESCRIPTIVA.

ciones, respecto 4 las superficies curvas que se hallan con ‘mag
freqliencia, basta para hacer ver el modo como ha de emplearse
el mérodo general, y como conociendo la generacion de las su-
perficies curvas se puede elegir la especie de seccion que debe dar
construcciones mas ficiles.

57 Quando dos superficies curvas tienen determinadas las for-
mas, y las posiciones respectivas, no solamente la curva de su
interseccion es determinada en el espacio, sino que aun todas las
afecciones de estas curvas se deducen inmediatamente. Asi, por
exemplo, en cada uno de sus puntos es determinada la direccion
de su tangente: lo mismo sucede con la direccion de su plano
normal, esto es, del plano que corta la curva en dngulo recto, y
que por consiguiente es perpendicular 4 la tangente en el punto
de interseccion. Aunque tendrémos 4 menudo en lo sucesivo oca-
sion de considerar los planos normales 4 las curvas de doble cur-
vatura, no entrarémos aqui por lo que hace 4 su determinacion
en ningun detalle, porque siendo siempre estos planos perpendi-
culares 4 las tangentes, nos bastard haber dado el modo de cons-
truir las proyecciones de las tangentes 4 las secciones de las super-
ficies curvas.

58 Segundo problema general. Por un punto tomado 4 volun-
tad sobre la interseccion de dos superficies curvas, tirar la tan-

ente 4 esta interseccion.

Solucion. El punto tomado £ voluntad sobre la interseccion de
las dos superficies curvas se halla al mismo tiempo sobre la una y
sobre la otra de estas dos superficies. Luego si por este punto,
considerado sobre la primera superficie, se tira 4 dicha superficie
un plano tangente, este plano tocard la interseccion en el punto
que se considera. Igualmente, si por el mismo punto, considera-
do sobre la segunda superficie, se tira un plano tangente 4 esta
superficie, este plano tocard la interseccion en el punto que se
considera. Los dos planos tangentes tocardn pues la interseccion
en el mismo punto, que es comun 4 §mbos, y por consiguiente
uno de aquellos de la recta en que se cortan: luego la intersec-
cion de los dos planos tangentes serd la tangente que se pide.

Este problema da lugar 4 la siguiente observacion, que es de
un gran uso en la geometria descriptiva.

,» La proyeccion de la tangente de una curva de doble curva-
tura es tangente 4 la proyeccion de la curva, y su punto de con-
tacto es la proyeccion del de la curva de doble curvatura.”

En efecto, si por todos los puntos de la curva de doble cur-
vatura se conciben perpendiculares baxadas sobre uno de los
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planos de proyeccion, por exemplo, sobre el plano horizontal,
todas estas perpendiculares estardn sobre una superficie cilindrica
vertical , que serd cortada por el plano horizontal en la proyec-
cion misma de la curva. Del mismo modo, si por todos los pun-
tos de la tangente 4 la curva de doble curvatura se conciben ba-
xadas verticales, estardn en un plano vertical, que serd cortado
por el plano horizontal en la proyeccion misma de la tangente.
Como la superficie cilindrica y el plano vertical se tocan eviden-
temente en toda la extension de la vertical baxada desde el punto
de contacto, que le es comun, las intersecciones de la superficie
cilindrica y del plano con el plano horizontalse tocardn enun pun-
to, que serd la interseccion de la recta del contacto de la superfi-
cie cilindrica y del plano vertical. Luego, en fin, las proyeccio-
nes de una curva de doble curvatura y de una de sus tangentes se
tocan en un punto, que es la proyeccion del punto de contacto
de la curva.

59 Vamos ahora 4 hacer la aplicacion de todo lo que prece-
de 4 algunos casos particulares ; y para empezar por considera-
ciones simples, supondrémos primero que una de las dos superfi-
cies, cuya interseccion es menester determinar, sea un plano.

Primera giiestion. Construir la interseccion de una superficie
cilindrica dada con un plano dado de posicion.

Siendo arbitraria la posicion de los planos de proyeccion, su-
pondrémos primero, lo que siempre es posible, que se hayan
elegido estos dos planos de modo que el uno sea perpendicular 4
la generatriz de la superficie, y que el otro sea perpendicular al
plano secante, porque, en esta suposicion, la construccion es mu-
cho mas ficil; despues, para habituar 4 los discipulos 4 las pro-
yecciones, supondrémos que los dos planos de proyeccion esten
colocados de qualquier modo.

Solucion. Primer caso, en ¢l qual se supone que la generatriz de
la superficie sea perpendicular a uno de los planos de proyeceion, por
exemplo, al plano horizontal,y que ¢l plano secante sea perpendicu-
lar al otyo.

Sea A (fig. 27) la proyeccion horizontal de la recta 4 la qual
la generatriz de la superficie cilindrica debe ser siempre paralcla,
ad’ su proyeccion vertical, BCDE la traza dada de la superficie
cilindrica, cuya traza serd la proyeccion horizontal de la superfi-
cie indefinida, y por consiguiente la de la curva de interseccion;
sea fz la proyeccion vertical dada del plano secante; proyeccion
que lo serd tambien de la interseccion pedida, y FG la traza ho-
rizontal del mismo plano: es evidente, que si se tira 4 la cur-
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va BCDE, perpendicularmente & LM, las tangentes ind;ﬁni-
das Be”, C¢”, las rectas e, o', serdn las proyecciones vemcizlels
de la generatriz en sus posiciones extremas, y que los puntos ¢/, ¢/,
en que cortardn la proyeccion fz del plano secante, determina-
rdn sobre fz la proyeccion vertical de la interseccion pedida.
Sentado esto, si por un punto tomado arbitrariamente sobre
la interseccion (punte cuya proyeccion horizontal serd un pun-
to H, tomado 4 voluntad sobre la curva BCDE, y cuya proyec-
cion vertical se tendrd proyectando el punto H en 7 sobre fg).se
quiere tirar la tangente 4 esta interseccion, es claro que esta tan-
gente estard comprehendida en el plano secante, y que su pro-
yeccion vertical serd la recta fz ; tambien es claro que estf;r/é com-
prehendida en el plano vertical tangente/é la superficie cilindrica,
¥y que su proyeccion horizontal, que serd la misma que la del pla-
no tangente, serd la recta FHN tangente en H 4 la curva da-
da BCDE: asf todo estd determinado respecto 4 la interseccion
pedida. < ]

6o Supongamos ahora que se trate de construir esta intersec-
cion tal qual ella existe en su plano, y de tirarle una tangente por
uno de sus puntos tomados 4 voluntad. Si el plano de proyec~
cion vertical estd muy distante de la curva BCDE, se podrd con-
cebir otro plano vertical que le sea paralelo, que pase por den-
tro de la curva BCDE, y cuya proyeccion horlzontal sea la rec-
ta EC paralela 4 LM. Este plano vertical cortard al plano secan-
te en una recta paralela 4 su proyeccion fg, y al rededor de la qual,
como charnela, supondrémos que el plano secante gira para po-
nerse vertical, y presentar de frente Ia_ curva pedida. Sentz{do es-
to, por tantos puntos H como se quieran, tomados arbitraria-
mente sobre BCDE, se concebirdn planos verticales perpendicu-
lares al plano vertical de proyeccion, y de los quales se tendrdn
al mismo tiempo las proyecciones horizontales y las verticales,
tirando por todos los puntos H rectas HJK7" perpendiculares 4
LM. Cada uno de estos planos cortard el plano secante en una
recta horizontal perpendicular 4 la charnela, y cuya Pproyeccion
vertical serd el punto de concurso # de dos rectas fz, i'. Ademas,
en cada plano esta recta horizontal encontrard la charnela en un
punto cuya proyeccion horizontal serd la interscccion J de las
dos rectas EC, HJKii, y encontrard la curva pedida en puntos
cuyas proyecciones horizontales serdn las intersecciones H, K de
la recta HJKii’ con la curva BCDE. En fin, esta recta y todas
sus partes serdn iguales 4 sus proyecciones horizontales. Quando
el plano secante gira al rededor de la charnela para ponerse verti

f
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cal, todas estas rectas, que antes eran horizontales, continuan
siempre enl ser perpendiculares 4 la charnela, y no mudan de mag-
nitud. Luego si por todos los puntos i se tiran 4 fz perpendicu-
lares indefinidas /&, y sobre estas perpendiculares se traslada JH
dei’dh, y JK dei’d %, se tendrdn tantos puntos 4, & quantos
se quieran, por los quales se hard pasar la curva pedida ¢/4:/s.

61 Construida la curva en su plano, si se trata de tirarle una
tangente por uno de sus puntos /, tomado arbitrariamente , s
tendrd la proyeccion vertical de este punto baxando del punto /4
sobre fg la perpendicular /' y su proyeccion horizontal proyec-
tando 7’ en H sobre la curva BCDE: se tendrd la proyeccion ho-
rizontal de la tangente que se pide tirando la recta FN tangente
en H 4 la curva BCDE; y bastard referir sobre el plano de la cut-
va un punto qualquiera de la tangente, por exemplo, aquel que
estd proyectado sobre el punto N tomado arbitrariamente, y cu-
ya proyeccion vertical estd sobre fz en 2. Raciocinando para es-
te punto como para todo otro punto del plano secante, es claro
que si por el punto a' se tira 4 fz la perpendicular 4%, y que si so-
bre esta recta se lleva desde # hasta # la distancia NA del punto N
4 la recta EC, el punto # serd el segundo punto de la tangente.
Luego tirando la recta /i, se tendrd la tangente pedida.

62 Qualquiera que sea la curva dada BCDE, se ve que la in-
terseccion ¢'kc's goza de la propiedad que para qualquicera de sus
buntos la subtangente 4’ es igual 4 la subtangente AN de la pri-
mera, Esta propiedad, que es muy conocida para el circulo y la
elipse quando estas dos curvas tienen un exe comun, no tiene lu-
gar respecto 4 ellas sino porque son las intersecciones de una mis-
ma superficie cilindrica con dos planos diferentes.

63 En fin, puede suceder que se necesite trazar sobre una su-
perficie cilindrica desarrollada el efecto de la seccion hecha por
un plano secante. Para esto, despues de haber desarrollado la cur-
va BCDE, con todas sus divisiones, sobre una recta QR ; si por
todas las divisiones de R se le tiran perpendiculares indefinidas,
se tendrd el desarrollo de la superficie, las trazas de las diferentes
posiciones de la recta generatriz, y no quedar mas que llevar so-
bre estas perpendiculares las partes de las generatrices correspon-
dientes, comprehendidas entre la seccion perpendicular BCDE,
¥ 1a seccion hecha por el plano secante. Estas partes de las genera-
trices son iguales 4 sus proyecciones verticales, y estas proyec-
ciones se terminan todas por una parte en la recta LM, y por la
otra en fg. Luego, si el punto H, por exemplo, cac en S sobre
la recta RQ,, llevando i’ sobre la perpendicular que pasa por el
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punto S,de S 4 T, el punto T estard sobre la superficie desarro-
llada, y serd aquel en que la generatriz que pasa por el punto H
es cortada por el plano secante. La curva XTYZ que pasard por
todos los puntos determinados de esta manera serd la curva pe-
dida.

64 Esevidente que si se prolonga la tangente en el punto H
hasta que encuentre la traza horizontal GF del plano secante en
algun punto F, y que si s lleva HF sobre RQ , desde S hasta U,
la recta TU serd tangente 4 la curva; pues quando la superficie
cilindrica se desarrolla, sus elementos no varian de inclinacion
respecto al plano horizontal.

Segundo caso, en el qual se supone la superficie cilindricay el pla-
no secante , colocados de un modo qualquiera repecto 4 los dos planos
de proyeccion.

G5 Solucion. Sean ( fig. 28 ) AA’ y aa' las dos proyecciones
de la recta, 4 la qual la generatriz debe ser paralela, CEDF la tra-
za dada de la supetficie cilindrica, y HG, A las trazas del plano
secante.

Se imaginard una serie de planos paralelos 4 la generatriz de la
superficie cilindrica, que serdn todos perpendiculares 4 uno de
los planos de proyeccion, por exemplo, al plano horizontal; ca-
da uno de estos planos serd proyectado segun una recta OKE pa-
ralela 4 AA/, y cortard la superficie en rectas, que serdn posicio-
nes de la generatriz, y que encontrardn el plano horizontal en
los puntos de interseccion E, F, de la recta OKE, con la curva
CEDF. Luego si se proyectan los puntos E, F sobre LM ene, f,
y si por estos tltimos puntos se tiran 4 la recta a4’ las paralelas
e, ff', se tendrdn las proyecciones verticales de las intersecciones
de las superficies con cada uno de los planos paralelos 4 la gene-
Tatriz.

Estos mismos planos cortardn al plano secante en rectas que
serdn paralelas entre sf, que tendrdn todas sus trazas horizontales
sobre los diferentes puntos O de la recta HG, y cuyas proyeccio-
nes verticales serdn tambien paralelas entre si. Para tener estas pro-
yecciones es menester primero buscar la direccion de una de ellas,
de aquella, por exemplo, que corresponde al plano vertical tira-
do por AA’. Para esto, si se prolonga AA’ hasta que encuentre
de una parte la traza del plano secante en un punto N, y de la
otra la recta LM en un punto B, y si se proyecta el punto B en
b sobre kb, los dos puntos N y & serdn sobre los dos planos de
proyeccion, las trazas de la interseccion del plano secante con el
plano vertical. Luego si se proyecta el punto N en # sobre LM,
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y si se tira la recta mb, se tendrd la proyeccion vertical de esta in-
terseccion. Luego, proyectando sobre LM todos los puntos O,
en los quales la traza GH es cortada por las proyecciones de los
planos verticales, lo que dard una serie de puntos 0, y tirando
por estos tltimos las paralelas 4 b, 0ik, se tendrdn las proyeccio-
nes verticales de las intersecciones del plano secante por la serie
de planos verticales. Luego, en fin, los puntos de concurso 7, &
de cada recta 0ik con las proyecciones ¢¢, ff de las secciones he-
chas en la superficie cilindrica por'el plano vertical correspon-
diente , estardn sobre la proyeccion vertical de la interseccion pe-
dida;y la curva, que pase por todos los puntos i, £ determina-
dos asi, serd esta proyeccion. Si se proyectan los puntosi, k en
J, K sobre la proyeccion OKE del plano vertical correspondien-
te, se tendrd la proyeccion horizontal de los mismos puntos, y
la curva KJP, que pase por todos los puntos determinados de
este modo, serd la proyeccion horizontal de'la interseccion.

66  Para tener las tangentes de estas dos proyecciones en los
puntos J, i es menester acordarse que estas tangentes son las pro-
yecciones de la tangente 4 la interseccion. Esta tltima tangente,
halldndose al mismo tiempo en el plano secante, y en el plano
tangente 4 la superficie cilindrica, debe tener su traza horizontal
en la interseccion de las trazas horizontales de estos dos planos:
ademas, la traza del plano tangente es la tangente en F 4 la curva
CEDF. Luego si se tira esta tangente, y si despues de haberla
prolongado hasta que encuentre la traza del plano secante en un
punto G se tira la recta GJ, esta recta tocard en ¢l punto J la pro-
yeccion horizontal de la interseccion. En fin, proyectando el
punto G sobre LM en g, y tirando la recta gi, se tendrd la tan-
gente en 7 de la proyeccion vertical de la misma curva.

67 Si fuese menester construir la curva de la interseccion tal
qual existe en su plano, se concebird que el plano secante gira al
rededor de su traza horizontal HG como charnela, para aplicar-
se sobre el plano horizontal. En este movimiento cada uno de los
puntos de la seccion, aquel por exemplo que se halla proyectado
en J, describird un arco de circulo cuyo plano serd vertical, per-
pendicular 4 HG, y cuya proyeccion indefinida se tendrd tirando
por el punto J una recta RJS perpendicular 4 HG: luego, quan-
do el plano esté doblado, el punto de la seccion caerd en alguno
de los puntos de esta recta. Queda’ que hallar la distancia de este
punto 4 la charnela. Como la proyeceion horizontal de esta dis-
tancia es JR, y la diferencia de las alturas de sus extremos, es 1a
vertical 5. Si se lleva JR sobre LM de s 4 7, la hipotenusa 77 serd
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esta distancia. Luego, llevando 77 sobre RJ de R4 S, el punto S
serd uno de los puntos de la interseccion considerada en su plano
doblado sobre el plano horizontal; y la curva STUYV, tirada por
todos los puntos S construidos de este modo, serd ella misma
1a interseccion. _

68 Para tener la tangente de esta curva en el punto S basta
observar que, durante el movimiento del plano secante, la tan-
gente pasa siempre por el punto G de la charnela: luego, si se ti-
ra la recta SG, se tendrd la tangente pedida.

69. . Segunda giiestion. Construir la interseccion de una super-
ficie conica de una base qualquiera dada, con un plano dadoide
posicion. FLe

Fig. 29. Solucion. Supondrémos, lo que siempre es posible,
que el plano vertical de proyeccion esté colocado perpendicular-
mente al plano secante.

Sean A y 4’ (fig. 29 ) las proyecciones del vértice del cono
6 del centro de la superficie conica, BCDE la traza de esta su-
perficie sobre el plano horizontal, fz la proyeccion vertical del
~plano secante, y Gf su proyeccion horizontal. Se imaginard por
el vértice del cono una serie de planos perpendiculares al plano
vertical de proyeccion: las proyecciones verticales de estos pla-
nos serdn las rectas &' tiradas por la. proyeccion del vértice; y
sus trazas horizontales serdn las rectas ¢C perpendiculares 4 LM,
que cortardn la traza de la superficie conica en alguno de los pun-
tos C, C': estos planos cortardn la superficie en rectas, cuyas pro-
yecciones verticales serdn las rectas 2'c, y cuyas proyecciones ho-
rizontales se tendrdn tirando al punto A las rectas CA, C'A : los
mismos planos cortardn tambien al plano secante en rectas, que
serdn perpendiculares al plano vertical. Las proyecciones de estas
rectas serdn los puntos 4 de contacto de fz, con las rectas 4’c, y
se tendrdn sus proyecciones horizontales baxando de los puntos /4
sobre LM las perpendiculares indefinidas #H. Hecho esto, las rec-
tas H# cortardn las rectas correspondientes CA., C’A. en puntos
H, H', que serdn las proyecciones horizontales de otros tantos
puntos de la interseccion pedida; y la curva PHQH', que pasard
por todos los puntos construidos de este modo, serd la proyec-
cion de la interseccion.

70 Para tirar 4 esta curva una tangente por un punto H to-
mado 4 voluntad sobre ella, basta buscar sobre el plano horizon-
tal la traza de la tangente de la interseccion en el punto que cor-
responde al punto H. Como esta traza debe estar sobre la del pla-
no secante, y por consiguiente sobre Gf; debe estar tambien so-
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bre la del plano que toca la superficie cénica en la recta cuya pro-
yeccion es AH: ademas, si se prolonga AH hasta que encuentre
la curva BCDE en un punto qualquiera C, la tangente CF de
esta curva en el punto C serd la traza horizontal del plano tan-
gente. Luego el punto F de contacto de las dos trazas fG, GF
estard sobre la tangente al punto H de la curva PHQH'.

71 Sies menester construir la interseccion considerada en su
plano, se podrd concebir indefinidamente, 6 que el plano secan-
te gira al rededor de Gf como charnela, para doblarse sobre el
plano horizontal , y construir la curva en la posicion que habrd
tomado entonces, 6 que gira al rededor de su proyeccion verti-
cal fz para aplicarse sobre el plano vertical: esta ultima hipéte-
sis es la que. vamos 4 seguir.

Todas las horizontales en que el plano secante ha cortado al
sistema de los planos tirados por el vértice, y que son perpendi-
culares 4 fg, no mudan de tamafo en el movimiento del plano
secante, y no cesan de ser perpendiculares 4 fg: luego, si por to-
dos los puntos / se tiran 4 fg perpendiculares indefinidas, y si se
lleva sobre ellas las horizontales correspondientes KH ;, KH’, des-
de /2 hasta N y N, los puntos N y N’ serdn puntos de la seccion;
y la curva RNSN, trazada por todos los puntos construidos de
este modo, serd la interseccion considerada en su plano.

72 De lo dicho resulta, que para tirar 4 esta curva una tan-
gente en un punto N, tomado sobre ella arbitrariamente, es' me-
nester baxar del punto N sobre fz la perpendicular N/, tirar la
recta 2'h hasta que encuentre LM en 'un punto ¢, proyectar este
tiltimo punto en C sobre la curva BCDE, tirar 4 esta curva la
tangente en C, que cortard la traza Gf en un punto qualquiera
F, y llevar Ff perpendicularmente 4 fg desde f hasta O. La recta
ON serd la tangente pedida.

En quanto al modo de construir el desarrollo de la superficie
conica de base qualquiera, y de trazar sobre este desenvolvimien-
to el efecto de la interseccion por el plano secante, lo expondré-
mos dentro de poco despues de haber hablado de la interseccion
de la superficie conica por la de una esfera cuyo centro estaria en
el vértice del cono. :

73 Tercera giiestion. Construir la interseccion de dos super=
ficies conicas de bases circulares, y cuyos exes son paralelos en-
tre si.

Solucion. No repetirémos aqui sobre la figura 26 todo lo que
ya hemos dicho exponiendo el método general,, al qual esta figu-
12 sirvio de modelo; observarémos solamente, que en ¢l caso de
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que se trata aqui, igualmente:que en el de dos superficies quales:
quiera de revolucion;, las secciones hechas en las dos superficies
por los planos horizontales son circulos; pero entrarémos en al-
gunos detalles respecto d las tangentes, de que aun no hemos te-
nido ocasion de hablar. i

74 Para hallar la tangente al punto D ( fig. 267) de la pro-
yeccion horizontal de la interseccion, tendrémos presente, que
debe ser la proyeccion de la tangente de la interseccion de las dos
superficies en el punto correspondiente D, y que basta para de-
terminarla el hallar el punto S, que es la traza de la tangente de la
interseccion sobre el plano horizontal. Esta tltima tangente se
halla en los dos planos que tocan las superficies cénicas en el pun-
to de interseccion; por consiguiente, si se determinan las trazas
horizontales Rr, Qg de estos dos planos tangentes, el punto en
que ellas se encuentran serd el punto S. Pero el plano tangente
4 la primera superficie la toca en una recta que pasa por el vérti-
ce, y cuya proyeccion horizontal se tendrd tirando la recta inde-
finida AD. Ademas, si se prolonga AD hasta que encuentre la
traza horizontal circular TUV de la superficie en un punto Q,
este punto serd uno de los de la lfnea de contacto de la superficie.
y del plano; por consiguiente, la traza horizontal del plano serd
tangente en Q al circulo TQUV: tirese pues esta tangente Q 4.
Igualmente si se prolonga el radio BD hasta que encuentre en R
la traza horizontal circular RXYZ de la segunda superficie ; y si
se tira 4 este circulo la tangente en R, esta recta Rr serd la traza
horizontal del plano tangente 4 la segunda superficie. Luego, si
por el punto S de interseccion de las dos tangentes Q g, Ry se tira
la recta SD, se tendrd la tangente al punto D de la proyeccion
horizontal de la interseccion.

En quanto 4 la tangente al punto 4 de la proyeccion vertical
es claro que se tendrd proyectando el punto S en s, y tirando des-
pues la recta s, que serd esta tangente.

75 Puede suceder que se necesite construir sobre el desarrollo
de una de las superficies cénicas, y aun tal vez sobre cada una de
ellas, el efecto de su interseccion comun; lo que seria necesario,
por exemplo, si fuese menester construir los conos con substan-
cias flexibles, como con hojas de meral: en este caso se hard con
cada uno de los conos lo que vamos 4 indicar con uno de ellos.

Observarémos primero, que quando una superficie cénica se
desarrolla para pasar 4 ser plana, las lineas rectas que se hallan so-
bre su superficie no mudan de forma ni de magnitud, porque ca-
da una de ellas es necesariamente la charnela al rededor de la qual
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se efectua el desarrollo: asf todos los puntos de la superficie que-
dan siempre 4 la misma distancia del vértice. Ademas, quando,
como en este caso, la superficie conica es recta y circular, todos
los puntos de la traza horizontal circular estan & la misma distan-
cia del vértice; tambien deben de hallarse sobre el desarrollo 4 Ia
misma distancia de dicho punto, y por consiguiente sobre un
arco de circulo, cuyo radio es igual 4 la distancia constante del
vértice 4 la traza circular. Luego, si despues de haber tomado ar-
bitrariamente un punto para representar el vértice del desarro-

llo, se describe desde este punto, como centro, y con un radio

igual 4 2C, un arco de circulo indefinido, este arco serd tambien

indefinidamente el desarrollo de la traza horizontal de la superfi-

cie. Luego, si partiendo de un punto T de la traza, por el qual

se quiere empezar la operacion, se lleva el arco de circulo TQ
sobre el arco que acaba de describirse, se determinard la posicion

del punto Q sobre el desarrollo, y la recta indefinida, tirada por

este punto al centro, serd la posicion que tendrd la recta de la su-

perficie proyectada en AQ, y sobre la qual deberd hallarss el

punto D, 4 de la seccion referida. Para construir este punto no .
se trata mas que de hallar su distancia al vértice, y llevarla sobre

la recta indefinida, partiendo del centro del desarrollo. Para esto,

por el punto 4 en la proyeccion vertical se tirard la horizontal

dak hasta que corte la recta 2C del cono en un punto &; y la rec-

ta ak serd esta distancia. Construyendo del mismo modo sucesi-

vamente todos los otros puntos de la interseccion, y haciendo

pasar por todos estos puntos una curva, se tendrd la interseccion

de las dos superficies referida al desarrollo de la primera: se hard

lo mismo con la segunda superficie.

76 Quarta giiestion. Construir la interseccion de dos superfi-
cies conicas, sean las que quieran sus bases.

Solucion. Sean A, a ( fig. 50) las proyecciones del vértice de
la primera superficie, CGDG’ su traza dada sobre el plano hori-
zontal, B, b las proyecciones del vértice de la segunda; y EHFH'
su traza sobre el plano horizontal. Se imaginard una recta por los
dos vértices , cuyas proyecciones se tendrdn tirando las dos rec-
tas indefinidas AB, ab, y cuya traza I sobre el plano horizontal
se construird ficilmente. Por esta recta se concebird una serie de
planos, que cortardn cada uno las dos superficies cénicas en el sis-
tema de muchas lineas rectas, de las quales las que esten en el mis-
mo plano determinardn por medio de sus intersecciones otros
tantos puntos de la interseccion de las dos superficies. Las trazas
horizontales de todos los planos de esta serie pasardn necesaria-

9
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mente por ¢l punto 15y como la posicion de estos planos es arbi-
traria, se podrdn tomar arbitrariamente sus trazas, tirando por el
punto I tantas rectas IK como se quieran, para cada una de las
quales se repetird la misma operacion que vamos 4 describir para
solamente una-de ellas.

La traza KI de cada uno de los planos de la serie cortard la
traza horizontal de la primera superficie conica en los puntos G,
G/, que serdn tambien las trazas horizontales de las lineas rectas,
segun las quales el plano corta la superficie conica: ast AG, AG'
serdn las proyecciones horizontales indefinidas de estas rectas, y
se tendrén sus proyecciones verticales proyectando G, G'en g, ¢,
y tirando las rectas indefinidas ag, g’. Igualmente la traza Kl del
mismo plano de la serie cortard la traza horizontal de la segunda
superficie cénica en los puntos H, H’, por los quales si se tira in-
definidamente BH, BH, se tendrdn las proyecciones horizontales
de las rectas, segun las quales el mismo plano de la serie corta la
segunda superficie; y s¢ tendrdn sus proyecciones verticales pro-
yectando H, H'en &, /, y tirando las rectas indefinidas b4, bh'.

Hecho esto, para el mismo plano, cuya traza es KI, se ten-
drd sobre la proyeccion horizontal un cierto ntimero de rectas
AG, AG,, BH, BH/; y los puntos P, Q, R, S, en que aquellas
que pertenccen 4 una de las superficies encuentran las que per-
tenecen 4 la otra, serdn las proyecciones horizontales de otros
tantos puntos de la interseccion de las dos superficies. Obrando
sucesivamente del mismo modo para otras lineas KI, se hallardn
nuevas series de puntos PQRS; y haciendo despues pasar por to-
dos los puntos P el primer ramo de curva, por todos los puntos
Q el segundo, por todos los puntos R el tercero &e., se tendrd
la proyeccion horizontal de la interseccion pedida.

Tgualmente, para el mismo plano, cuya traza es KI, se ten-
dré sobre la proyeccion vertical un cierto nmimero de rectas ag,
ag', bh, bl cuyos puntos de reunion serdn las proyecciones ver-
ticales de otros tantos puntos de la interseccion.

Es menester observar aqui que no es necesario construir las
dos proyecciones independientemente la una de la otra, y que
construido un punto de la una, se puede determinar el que le
corresponde sobre la otra, proyectdndolo sobre una de las rectas
que debe contenerlo; lo qual proporciona los medios de verifi-
car las operaciones, y de evitar en ciertos casos las intersecciones
de las rectas que se cortarian formando dngulos muy obtusos.

77 Para hallar las tangentes de la proyeccion horizontal, por
exemplo la que la toca en ¢l punto P, e¢s menester construir la
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traza horizontal T de la tangente de la interseccion al punto que
corresponde 4 P. Como esta tangente es la interseccion de los dos
planos que tocan las superficies conicas en este punto, su traza se
hallard por consiguiente en el concurso de las trazas horizontales
de estos dos planos tangentes. Ademas, AG’P es la proyeccion
de la recta de contacto del plano que toca la primera superficie;
asf la traza de este primer plano serd la tangente de la curva
CGDG' en el punto G': seca G'TV esta tangente. Igualmente
BH'P es la proyeccion horizontal de la recta de contacto del
plano que toca la segunda superficie; ast la proyeccion horizon-
tal del segundo plano tangente serd la tangente al punto H' de la
curva EHFH': sea H'TU esta tangente. Las dos tangentes GV,
H'U se cortardn pues en un punto T, por el qual si se tira la rec-
ta TP, se tendrd la tangente al punto P que se pedia.

Haciendo el mismo raciocinio para los otros puntos Q , R, §,
se hallard: 12 que la tangente en Q debe pasar.por el punto de
reunion de las tangentes en G’ y en H: 22 que la tangente en R
debe pasar por el punto de concurso de las tangentes en H y en
G: 3° que la tangente en S debe pasar por el punto de concurso
de las tangentes en G y en H'. ;

En quanto 4 las tangentes de la proyeccion vertical no tienen
ninguna dificultad , quando estan determinadas las de la proyec-

-cion horizontal; pues proyectando las trazas horizontales de las

tangentes de la interseccion, se tienen los puntos por los quales
deben pasar. : L

78 Quinta giiestion. Construir la interseccion de una super-

ficie cénica,; cuya base sea qualquiera, y la de una esfera.

Supondrémos aqui que las dos superficies son concéntricas,
esto es, que el vértice del cono se halla en el centro de la esfera,
porque tendrémos necesidad de este caso particular para la si-
guiente qilestion.

Solucion. Sean A, a ( fig. 51 ) las proyecciones del centro co- .
mun de las dos superficies, BCDE la traza horizontal dada de la
superficie cnica, am el radio de la esfera, y el circulo lg'f'm la
proyeccion vertical de la esfera. Se concebird por el centro co-
mun de las dos superficies una serie de planos, que ademas se po-
drdn suponer todos perpendiculares 4 unode los dos planos de pro-
yeccion. En la fig. 31 los hemos supuesto verticales. Cada uno de
estos planos cortard 4 la superficie conica en un sistema de lineas
rectas, y 4 la superficie de la esfera en la circunferencia de uno de
sus cfrculos mdximos; y para cada plano las intersecciones de es-
tas rectas con la circunferencia del circulo determinardn puntos
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de la interseccion pedida; tirense pues por el punto A tantas rec-
tas indefinidas CAE como se quieran, que serdn las proyeccio-
nes horizontales de otros tantos planos verticales de la serie, y
al mismo tiempo las de las lineas, segun las quales estos planos
cortan las dos superficies. Cada recta CAE cortard la traza hori-
zontal BCDE de la superficie cénica en los puntos C, E, que serdn
las trazas horizontales de las secciones hechas en esta superficie
“por el plano correspondiente; y si despues de haber proyectado
los puntos C, E sobre LM en¢, ¢sse tiran las rectas ac, ae, se
tendrdn las proyecciones verticales de las mismas seeciones. Tr4-
tase ahora de hallar las intersecciones de estas secciones con las de
la esfera por el mismo plano.

Para esto, despues de haber tirado por el punto A la recta
GAF paralelad LM, se concebird que el plano vertical tirado
.por CE gira al rededor de la vertical levantada por el punto A,
y proyectada en #'z, como charnela, hasta que llegue 4 ser pa-
ralelo al plano vertical de proyeccion, y que ademas lleve consi-
go las secciones que ha hecho en las dos superficies. En este mo-
vimiento los puntos C, E describirdn al rededor del punto A,
como centro, arcos de circulo CG, EF, y vendrdn 4 aplicarse so-
bre G y F; y si se proyectan estos ultimos puntos sobre LM, en
9, f> 1as rectas ag, af serdn las proyecciones verticales de las sec-
ciones hechas en la superficie conica, consideradas en la nueva
posicion que han tomado en virtud del movimiento del plano.
La seccion hecha en la superficie de la esfera, considerada igual-
mente en la nueva posicion, tendrd por proyeccion vertical la
circunferencia Jg'f“m. Luego los puntos de concurso g, f/ de esta
circunferencia con las rectas ag, af serdn las proyecciones de los
puntos de la interseccion pedida, considerados tambien en la nue-
va posicion del plano.

Ahora, para tener las proyecciones de los mismos puntos,
considerados en su posicion natural, es menester suponer que el
plano vertical de la serie vuelve 4 su primera posicion. En este
movimiento todos sus puntos,y por consiguiente los de la inter-
seccion que contiene, describirdn arcos de circulo horizontales al
rededor de la vertical levantada por el punto A como exe, y cu-
yas proyecciones verticales serdn rectas horizontales. Luego, si
por los puntos f7, g’ se tiran las horizontales f'4, g'i, se deberdn
hallar en ellas las proyecciones verticales de los puntos de la in-
terseccion; pero estas proyecciones deben tambien hallarse sobre
las rectas respectivas ac, ae: luego se hallardn en los puntos de in-
terseccion 4, /# de estas ultimas rectas con las horizontales g'7, f'A.
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Asf la curva Ahmi, trazada por todos los puntos construidos del
mismo modo para toda otra recta que CE, serd la proyeccion
vertical de la interseccion pedida.

Si s¢ proyectan los puntos i, & sobre CE en J, H, se tendrdn
las proyecciones horizontales de los mismos puntos de la inter-
seccion; y la curva KHNTJ, tirada por todos los puntos J, H,
construidos del mismo modo para toda otra recta que CE, serd
la proyeccion horizontal de la interseccion.

79 Para hallar la tangente al punto ] de la proyeccion hori-
zontal es menester construir la traza horizontal P de la tangente
al punto correspondiente de la interseccion. Esta traza debe ha-
llarse en el concurso de las trazas de los planos tangentes 4 las dos
superficies en el punto de la interseccion que corresponde al pun-
to J. Pero es evidente, que si por el punto C se tira la tangente
CP 4 la curva BCDE, se tendrd la traza del plano tangente 4 la
superficie cénica. En quanto 4 la del plano tangente 4 la superfi-
cie de la esfera se hard como lo hemos visto para las superficies
de revolucion, esto es, tirando por el punto g’ al circulo Jf'g'm
la tangente g'o prolongada hasta la recta LM en o, y llevando
despues 4’0 sobre CE de A 4 O, y tirando por el punto O la rec-

.ta OP perpendicular 4 CE. Luego las dos trazas CP, OP se cor-

tardn en un punto P, por el qual, si se tira la recta JP, se tendrd
la tangente en el punto J.

En fin, es evidente que se tendrd la tangente en el punto 7 de
la proyeccion vertical de la interseccion, proyectando ¢l punto P
sobre LM en p, y tirando luego la recta 4p, que serd la tangente
pedida.

8o  Si la esfera y la superficie cénica no fuesen concéntricas,
seria necesario concebir por sus dos centros una linea recta, y ele-
gir la serie de planos secantes que pasasen por esta recta. Cada
uno de estos planos cortaria la superficie conica en rectas, y la de
la esfera en uno de sus circulos mdximos, como en el caso prece-
dente, lo que da igualmente una construccion simple; pero en-
tonces seria conveniente colocar el plano wertical de proyec-
cion paralelamente 4 la recta tirada por los dos centros, 4 fin que
en el movimiento que se hace hacer 4 cada plano secante para ha-
cerlo paralelo al plano vertical de proyeccion los dos centros
sean inmobles, y no muden de proyecciones; lo que simplifica
las construcciones.

81 Sexta giiestion. Construir el desarrollo de una superficie céni-
ca de qualquiera base, y trazar sobre esta superficie desarrollada de
este modo una seccion de la qual se tienen las dos proyecciones.
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Solucion. Se concebird la superficie de una esfera de un radio
tomado 4 voluntad, y cuyo centro esté colocado en el vértice
del cono, y se construird, como lo hemos hecho en la qiiestion
precedente, las proyecciones de la interseccion de estas dos super-
ficies. Hecho esto, es evidente que todos los puntos de la inter-
seccion esférica, estando 4 la misma distancia del vértice, deben
tambien hallarse sobre la superficie desarrollada 4 la misma dis-
tancia del vértice, y por consiguiente sobre un arco de circulo
descrito desde el vértice como centro, y con un radio igual al de
la esfera. Ast, suponiendo que el punto R ( fiz. 55) sea el vértice
de la superficie'desarrollada, si desde este punto como centro, y
con un radio igual 4 am (fiz. 51) se describe un arco de circulo
indefinido STU, sobre este arco serd sobre el qual vendrdn 4 apli-
carse todos los puntos de la interseccion esférica, de modo que
las partes de este arco serdn respectivamente iguales 4 las partes
correspondientes de la interseccion esférica. Trdtase pues actual-
mente, despues de haber tomado 4 voluntad 'sobre esta intersec-
cion un punto por origen, por exemplo el que estd proyectado
en N, n ( fiz. 31 )y un punto S ( fiz. 55) por su correspondien-
te sobre la superficie desarrollada, de desarrollar los diferentes at-
cos de la interseccion esférica, y de llevarlos sucesivamente sobre
el arco de circulo STU dzsde S hasta los puntos T. Paraesto, la
curva esférica, siendo de doble curvatura, es menester hacer que
desaparezcan sucesivamente sus dos curvaturas, sin alterar su ta-
mafio, del modo siguiente.

Proyectada la interseccion esférica sobre‘el plano horizontal
en NJKH ( fig. 51 ), se la puede mirar como trazada sobre la
superficie de un cilindro vertical, cuya base seria NJKH; por
consiguiente, se podrd desarrollar esta superficie, como lo hemos
indicado ( fig. 27), y trasladar sobre esta superficie cilindri-
ca desarrollada la interseccion esférica, desarrollando el arco NJ
(fiz.51)enN'J'( fig. 52 ),y llevando la vertical 4’ ( fig.51) per-
pendicularmente 4 NN’ ( fig.52) de J' 4]". La curva N"J"K"N,
que pasard por todos los puntos J determinados de este modo,
serd la interseccion esférica privada de su curvatura horizontal,
sin haber mudado de longitud. Se tendrd la tangente al punto K”
de esta curva, tomando JP (fig. 51), y llevdndola sobre N'N’
( fiz. 32) de J' 4 P/, y tirando la recta J”P".

Ahora se desarrollard la curva N”J”K”H"N" para envolver-
la sobre el arco STU ( fig. 55 ) : por exemplo, se llevard el arco
N”J”de S4 T,y el punto T serd, en la superficie conica desen-
vuelta, el punto sobre que se aplica el de la interseccion esférica,

GEOMETRIA DESCRIPTIVA. 71

cuyas proyecciones son J, i (fig. 31 ). Luego, si se tira 1a recta
RT, se tendrd sobre el desarrollo de la superficie la generatriz cu-
ya proyeccion horizontal es AC (fig. 51): en fin, si se halla so-
bre esta generatriz un punto que sea menester referir 4 la superfi-
cie desarrollada, no se tratard mas que de tomar ( fig. 57) la dis-
tancia de este punto al vértice de la superficie conica, y de llevar-
la ( fig. 35) sobre RT de R4 V; y el punto V serd, en la super=
ficie desarrollada, el que consideramos.

82 Séptima giiestion. Construir la interseccion de dos super-
ficies cilindricas, cuyas bases sean las que se quieran.

Solucion. Quando solo se trata de considerar las intersecciones
de dos superficies cilindricas, y sobre todo quando las bases de
estas superficies son circulares, conviene elegir los planos de pro-
yeccion de modo, que el uno de ellos sea paralelo d las generatri-
ces de los dos cilindros: de este modo la interseccion se constru-
ye sin emplear otras curvas que las dadas. Pero quando es menes-
ter considerar al mismo tiempo las intersecciones de estas superfi-
cies con otras, no se gana nada en mudar de planos de proyec-
cion; y aun es mas fécil el representarse los objetos refiriéndolos
todos 4 los mismos planos. Supondrémos pues las generatrices de
las dos superficies colocadas de un modo ‘qualquiera respecto 4
los planos de proyeccion

Sean pues TFUF/, XGVG ( fig. 54) las trazas horizontales
dadas de las dos superficies cilindricas, AB, a/ las proyecciones
dadas de la recta 4 la qual debe ser paralela la generatriz de la pri-
mera, CD, ¢4 las de la recta 4 la qual debe ser paralela la genera-
triz. de la segunda. Se concebird una serie de planos paralelos 4 las
dos generatrices. Estos planos cortardn las dos superficies enlineas
rectas; y las intersecciones de las secciones hechas en la primera
superficie, por las secciones hechas en la segunda, determinardn
los puntos de la seccion pedida.

Asi, despues de haber construido, como en la fig. 15, la traza
horizontal AE de un plano tirado por la primera recta dada para-~
lelamente 4 la segunda, se tirardn tantas rectas FG' como se quic-
ran, paralelamente 4 esta traza, y se mirardn estas paralelas como
las trazas de los planos de la serie que se hayan tirado. Cada recta
FG' cortard la traza de la primera superficie en los puntos F, F/,
¥y la de la segunda en otros puntos G, G/, por los quales se tirardn
las paralelas FH, F'H'.....GJ, G'J’ 4 las proyecciones de las genera-
trices respectivas; y los puntos de contacto P, Q, R, S de estas
rectas serdn las proyecciones horizontales de otros tantos puntos
de la seccion de las dos superficies. Executando lo mismo con la
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serie de rectas FG/, se hallard una serie de sistemas de puntos
P, Q, R, S, yla curva que pase por todos los puntos haliados
de este modo serd la proyeccion horizontal de la intersecciom

Para tener la proyeccion vertical se proyectardn sobre L1d los
puntos F; Fl.... G, G...oenf, fi. g, gleis, y por estos ultimos
puntos se tirardn 4 las proyecciones de las generatrices respectivas
las paralelas £ i, f'H..... gi, g'i’..... que, por sus intersecciones, de-
terminardn las proyecciones verticales p, ¢, 7, s de los puntos de
la seccion. Haciendo lo mismo con todas las otras rectas FG/, se
tendrdn nuevos puntos g, g, 7, s; y la curva que pase per todos
estos puntos serd la proyeccion vertical de la seccion de las dos
superficies.

Para tener las tangentes de estas curvas en los puntos Py pse
construird la traza horizontal E'Y del plano tangente en este pun:
to 4 la primera superficie cilindrica; luego la traza G'Y del plano
tangente en este mismo punto 4 la segunda; y la recta tirada desde
el punto Pal punto Y de interseccion de estas dos trazas serd la tan-
gente en P. En fin, proyectando Y sobre LM en y, y tirando la
recta gy, se tendrd la tangente al punto. p de la proyeccion ver-
tical.

83 Octava giiestion. Construir la'interseccion de dos superfi-
cies de revolucion, cuyos exes estan en el mismo plano.

Solucion. Se dispondrdn los planos de proyeccion, de modo
que uno de ellos sea perpendicular al exe de una de las superficies,
y que el otro sea paralelo 4 los dos exes. Sentado esto, sean A
( fiz 35 ) la proyeccion horizontal del exe de la primera superfi:
cie, aa’ su proyeccion vertical, y ¢de la generatriz dada de esta
superficie. Sea AB, paralela 4 LM, la proyeccion horizontal del
exe de la segunda superficie, 4'b su proyeccion vertical, de no-
do que A y &’ sean las proyecciones del punto de interseccion de
los dos exes; v sea fgh la generatriz dada de esta segunda superfi-
cie. Se concebird una serie de superficies esféricas, cuyo centro
comun se halle en el punto de concurso de los dos exes. Para ca-
da una de las superficies de esta serie se construird la proyeccion
iknopq del circulo mdximo paralelo al plano vertical de proyec-
cion; y estas proyecciones, que serdn arcos de circulo descritos
del punto 4’.como centro, y con radios arbitrarios, cortardn las
dos generatrices en los puntos &, p.

Sentado esto, cada superficie esférica cortard la primera su-
perficie, en la circunferencia de un circulo, cuyo plano serd per-
pendicular al exe a2, cuya proyeccion vertical se tendrd tirando
la horizontal ko, y su proyeccion horizontal describiendo desde el
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punto A como centro, y con un didmetro igual 4 ko, la circun-

f encia de cfrculo KROR'. Del mismo modo cada superficie

esférica de la serie cortard la segunda superficie de revolucion
en la circunferencia de un circulo, cuyo plano serd perpendi-
cular al plano vertical de proyeccion, y cuya proyeccion ver-
tical se tendrd tirando por el punto p una recta pn perpendicu-
lar 4 a'b.

Si el punto 7, en que se cortan las dos rectas ko, pn, estd mas
inmediato 4 los dos exes respectivos, que no los puntos £, g, es
evidente que las dos circunferencias se cortardn en dos puntos, de
los quales 7 serd la proyeccion comun; y la curva trazada por to-
dos los puntos 7 construidos del mismo modo serd la proyeccion
vertical de la interseccion de las dos superficies. Proyectando el
puato # sobre la circunferencia del circulo KROR’enR y R/, se
tendrdn las proyecciones horizontales de los dos puntos de in-
terseccion de las circunferencias de los circulos que se hallan so-
bre la misma esfera; y la curva trazada por todos los puntos R,
R’ construidos del mismo modo, serd la proyeccion horizontal
de la interseccion pedida.

Estos exemplos deben bastar para hacer conocer de qué mo-
do es menester emplear el método de construir las intersecciones
de las superficies, y de tirarlas sus tangentes, sobre todo si los
discipulos se aplican 4 construirlas con la mayor exdctitud, si em-
plean grandes dimensiones, y si en quanto es posible trazan las
curvas en toda su extension.

84 En todo quanto precede hemos mirado las curvas de do-
ble curvatura como determinadas cada una de ellas por dos super-
ficies curvas, de las quales es la interseccion, y en efecto es el
punto de vista baxo el qual se presentan comunmente en la geo-
metrfa descriptiva. En este caso, hemos visto que es siempre po-
sible el tirarlas tangentes. Pero del mismo modo que una superficie
curva puede ser determinada por medio de la forma y del movi-
miento de su generatriz , puede suceder tambien que una curva sea
dada por la ley del movimiento de un punto generador ; y enton-
ces, para tirarle una tangente, si no se quiere recurrir 4 la andlisis,
se puede emplear el método de Roberval. Este método, que in-
vent6 antes que Descartes hubiese aplicado la geometrfa al dlge-
bra, se halla implicitamente comprehendido en los mérodos del
cdlculo diferencial, y por esta razon no se hace mencion de él en
los elementos de matemdticas; nos contentarémos con hacer de él
un breve extracto. Los que deseen ver muchas de sus aplicacio-
nes, podrdn consulear las Memorias de la Academia de las Cien-

10
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cias de Parfs, anteriores § 1699, en las quales se han recogido las
obras de Roberval.

85 Quando, en virtud de las leyes de su movimiento, un
punto generador se dirige continuamente hdcia un mismo punto
en el espacio, la linea que corre en virtud de esta ley es recta; pe-
10 si en cada instante de su movimiento se hallaal mismo tiempo
impelido hdcia dos puntos, la linea que corre, y que en algunos
casos particulares puede aun ser recta, es en general una linea cur-
va. Se tendrd la tangente 4 esta curva tirando por el punto de la
curva dos rectas, segun las dos direcciones diferentes del movi-
miento del punto generador; llevando sobre sus direcciones, y
en sentido conveniente, partes proporcionales 4 las dos velocida-
des respectivas de este punto, acabando el paralelogramo, y ti-
rando la diagonal, que ser4 la tangente pedida: pues esta diagonal
estard en la direccion del movimiento del punto generador en el
punto de la curva que se considera.

86 - No citarémos mas de un solo exemplo.

- Atados los extremos de un hilo AMB ( fiz. 56 en dos pun-
tos fixos A, B, si por medio de una punta M se estira este hilo,y
se hace mover la punta de' modo que el hilo esté siempre ti-
rante, la punta describird una curva DCM, que, como se sabe,
es una elipse, cuyos focus se hallan en A y B. Segun la genera-
cion de esta curva es muy ficil tirarla una tangente por el mé-
todo de Roberval. En efecto, puesto que la longitud del hilo no
varia en cada instante del movimiento, el radio AM se alarga de
la misma cantidad de que el radio MB se acorta. La velocidad
del punto generador en la direccion AM es por consiguiente
igual 4 su velocidad en la direccion MQ. Luego si s llevan so-
bre MB, y sobre la prolongacion de AM, rectas iguales MQ,
MP, 7 si se concluye el paralelégramo MPRQ, la diagonal MR
de este paralelégramo serd la direccion del punto generador en M,
Yy por consiguiente la tangente al mismo punto de la curva. Se ve
claramente, segun esto, que en la elipse la tangente divide en dos
partes iguales el dngulo BMP formado por uno de los radios vec-
tores, y por la prolongacion del otro, que los dngulos AMS y
BMR son iguales entre sf, y que la curva debe tener la propie~
dad de reflexar 4 uno de sus focus los rayos de luz que parteny
del otro.

Es ficil extender el método de Roberval al caso de tres di-
mensiones, y de aplicarlo 4 la construccion de las tangentes de las
curvas de doble curvatura. En efecto, si un punto generador se
mueve en el espacio, de modo que en cada instante de su movi-
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miento se halle impelido hdcia tres puntos diferentes, la linea que
él corre, y que en algunos casos particulares puede ser plana y
aun recta, es en general una carva de doble curvatura. Se tendrg
la tangente de esta curva en un punto qualquiera, tirando por es-
te puarto rectas, segun las tres direcciones diferentes de los movi-
mientos del punto generador; llevando sobre estas rectas, y en
sentido conveniente, partes proporcionales 4 las tres velocidades
respectivas de este punto; acabando el paralelepipedo, y tiran-
do su diagonal, esta serd la tangente de la curva en ¢l punto que
se considera. ;

87 Vamos 4 aplicar este mérodo 4 un caso andlogo al de 1a
elipse, y la fig. 37, que vamos d emplear, representara el objeto
en perspectiva y no en proyeccion. g

Dados tres puntos A, B, C en el espacio, sea AMB un hi-
lo atado por sus dos extremos en A y B, AMC otro hilo de
una magnitud independiente de la del primero, y atado por sus
extremos en los dos puntos A y C;si un punto generador, to-
mando al mismo tiempo los dos hilos, se mueve de modo que
estos hilos esten siempre tirantes, trazard una curva de doble cur-
vatura. Para tirar una tangente 4 esta curva en el punto M, es
menester observar que siendo constante la longitud del primer hi-
lo AMB en cada instante del movimiento, la cantidad de que se
alarga la parte AM, es precisamente igual 4 aquella de que se acor-
ta MB; y que la velocidad del punto generador en Ia direccion
AM es igual 4 su velocidad en la direccion MB. Del mismo mo-
do la longitud del hilo AMC, siendo constante la velocidad del
punto generador en la direccion MC, es aun igual 4 la velocidad
en la direccion AM. Luego si sobre la prolongacion de AM,
sobre las rectas MB, MC, se toman las partes iguales MP, MQ,
MR, y si s termina el paralelepipedo MPUSVQRT, la diagonal
MS de este paralelepipedo serd la tangente pedida. :

Como el método de Roberval estd fundado sobre el prin-
cipio de la composicion del movimiento, es ficil echar de ver
que en los casos menos simples que los que hemos elegido por
exemplos se puede echar mano de los métodos conocidos para
hallar la resultante de las fiierzas que actiian en este punto, y cu-
yas magnitudes y direcciones se conocen.
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IV.

Aplicacion del método de construir las intersecciones de las superficies
curvas & la solucion de diversas giiestiones.

88 Hemos dado (fig. 26") el método de construir las proyec-
ciones de la interseccion de dos superficies curvas, de forma y de
posicion determinadas; y lo hemos hecho de un modo abstracto,
esto es, sin ocuparnos de la naturaleza de las qiiestiones que po-
drian hacer necesarias semejantes investigaciones. La exposicion
de este método, considerada de un modo abstracto, bastaria pa-
ra la mayor parte de las artes; pues si se toman por exemplos ¢l
arte del corte de piedras y el de la carpinteria, las superficies cur-
vas que en ellos se consideran, y cuyas intersecciones puede ofre-
cerse trazar, son el objeto principal de que se ocupan dichos ar-
tes, y se presentan naturalmente. Pero la geometria descriptiva,
debiendo llegar 4 ser un dia una de las partes principales de la
educacion nacional, porque los métodos que da son tan necesa-
rios 4 los artistas, como lo son la lectura, la escritura y la aritmé-
tica, creemos que es ttil el hacer ver por medio de algunos exem-
plos cémo puede suplir 4 la andlisis en la resolucion de un gran
numero de qiiestiones, que 4 primera vista no parecen suscepti-
bles de poder ser tratadas de este modo. Principiarémos desde
luego por exemplos que no exigen mas que la interseccion de
planos; luego pasarémos 4 aquellos para los quales son necesarias
las intersecciones de las superficies curvas.

89 La primera gilestion que llama con particularidad la aten-
cion de los que aprenden los elementos de la geometria elemental
es la de determinar el centro del circulo cuya circunferencia pa-
sa por tres puntos colocados arbitrariamente sobre un plano.
La determinacion de este centro por la interseccion de dos lineas
rectas, sobre cada una de las quales debe hallarse necesariamente,
hace impresion en los discipulos, asi por su generalidad, como
por ser un medio de execucion. Si toda la geometria estuviese
tratada de este modo, lo que es posible, convendria 4 mayor
nimero de talentos; seria cultivada y practicada por mayor nu-
mero de personas; la instruccion media se hallaria mas adelan-
tada, y aun la misma ciencia habria hecho mayores progresos.
En las tres dimensiones existe una qiiestion andloga, 4 la que aca-
bamos de citar, y vamos 4 empezar por ella.

9o Primera giiestion. Hallar el centro y el radio de una esfe-
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ra, cuya superficie pasa por quatro puntos dados arbitrariamente
en el espacio.

Solucion. Dados los quatro puntos por sus proyecciones hori-
zontales y verticales, se concebird por uno de ellos rectas tiradas
4 cada uno de los otros tres; y se trazardn las proyecciones hori-
zontales y verticales de estas tres rectas. Despues, considerando
la primera de estas rectas, es evidente que el centro pedido, de-
biéndose hallar 4 iguales distancias de sus extremos, debe hallarse
sobre el plano perpendicular 4 esta recta, tirada por el medio de
ella. Si se dividen en partes iguales las proyecciones de la recta,
lo que dard las proyecciones de su mitad, y si se construyen las
trazas del plano tirado por el punto perpendicularmente 4 la rec-
ta, lo que sabemos hacer, se tendrdn las trazas de un plano, so-
bre el qual debe hallarse el centro que se busca. Considerando
luego las otras dos rectas, y haciendo consecutivamente para ca-
da una de ellas la misma operacion, se tendrdn las trazas de los
tres planos diferentes, sobre cada uno de los quales debe hallarse
el centro pedido. Puesto que el centro debe hallarse sobre el pri-
mero y sobre el segundo de estos planos, se hallard en Ia recta de
su comun interseccion: luego si se construyen las proyecciones
de esta interseccion, se tendrd sobre cada plano de proyeccion
una recta que contendrd la proyeccion del centro. Por la misma
razon, si se construyen las proyecciones de la interseccion del pri-
mer plano y del tercero, se tendrd aun sobre cada plano de pro-
yeccion otra recta que contendrd la proyeccion del centro. Lue-
go sobre cada plano de proyeccion se tendrdn dos rectas, que
por medio de su interseccion determinardn la proyeccion pedida
del centro de la esfera.

Si se emplease la interseccion del segundo plano y del tercero,
se tendria una tercera recta, que pasaria por el centro, y cuyas
proyecciones pasarian tambien por las proyecciones pedidas, lo
que offece un medio de verificacion.

En quanto al radio es evidente, que si por la proyeccion del
centro y por la de uno de los puntos dados se tira una recta, di-
cha recta serd su proyeccion; por consiguiente se podrd tener la
proyeccion horizontal y la proyeccion vertical del radio, y por
consiguiente su magnitud.

91 Sise pudiese elegir la posicion de los planos de proyec-
cion, el método precedente se podrd simplificar considerable-
mente. En.efecto, supougamos que uno de estos planos, por
exemplo el horizontal ( fig. 38 ), pase por tres puntos dados; de
modo que de las proyecciones dadas A, B, G, D de los quatro
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puntos, los tres primeros se confundan con sus puntos respecti-
vos; luego, despues de haber tirado las tres rectas AB, AC, AD,
supongamos que el plano vertical sea paralelo 4 AD, esto es, que
las rectas LM y AD sean paralelas entre si; las proyecciones ver-
ticales de los tres primeros puntos estardn sobre LM en los pun-
tos 2, b, ¢, y la del quarto estard en algun punto 4 de la recta D4
perpendicular & LM. Sentado esto, siendo horizontal la recta ti-
rada del punto A al punto B, todo plano que le sea perpendicu-
lar serd wertical, y tendrd por proyeccion horizontal una recta
perpendicular 4 AB. Lo mismo sucede con la recta tirada del
punto A al punto C. Luego, si sobre el medio de AB se le tira
una perpendicular indefinida Ee, esta perpendicular serd la pro-
yeccion horizontal de un plano vertical que pasa por el centro
de la esfera: luego la proyeccion horizontal del centro se hallard
en alguno de los puntos de la recta Ee. Igualmente, si sobre el me-
dio de AC se latira la perpendicular indefinida Ef; esta perpendi-
cular serd la proyeccion de un segundo plano vertical que pasa
por el centro de la esfera, y la proyeccion horizontal de este cen-
tro estard en alguno de los puntos de Ef: luego el punto G de in-
terseccion de las dos rectas Ee, Ef serd la proyeccion horizontal
del centro de la esfera, la proyeccion vertical estard por consi=
guiente sobre la recta indefinida de proyeccion Ggg’.

La recta tirada del punto A al quarto punto, siendo paralela
4 su proyeccion vertical 2, todo plano que le sea perpendicu-
lar serd tambien perpendicular al plano vertical de proyeccion, y
tendrd por proyeccion vertical una recta perpendicular 4 a4, Si
sobre el medio de a4 se la tira una recta indefinida Hf, se tendrd
la proyeccion de un tercer plano que pasa por el centro de la es-
fera: luego la proyeccion vertical de este centro, debiéndose ha-
llar al mismo tiempo sobre gz’ y sobre H, estard en el punto K
de interseccion de estas dos rectas.

En fin, si se tiran las dos rectas AG, 2K, se tendrdn evidente-
mente las dos proyecciones de un mismo radio de la esfera: luego
sise lleva AG sobre LM, de g4 J, la recta JK serd la magnitud
del radio pedido,

92 Stgunda giiestion. Inscribir una esfera en una pirdmide tri-
angular dada, esto es, hallar la posicion del centro de la esfera, y
la magnirud de su radio.

Solucion. La superficie de la esfera inscrita , debiendo tocar las
quatro caras de la pirdmide, es evidente que si por el centro de
la esfera y por cada una de las seis aristas se concibe un plano, es-
te plano dividird en dos partes iguales el 4ngulo que forman en-
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tre si las dos caras que pasan por la misma arista. Luego si entre
las seis aristas se eligen tres que no pasen todas por el mismio vér-
tice de un 4ngulo sélido, y si por cada una de estas aristas se ha-
ce pasar un plano que divida en dos partes iguales el dngulo for-
mado por las dos caras correspondientes, se tendrdn tres planos,
sobre cada uno de los quales debe hallarse el centro de la esfera
pedida, y que por su interseccion comun deben determinar la po-
sicion de este centro.

93 Parasimplificar la construccion supondrémos que los pla-
nos de proyeccion hayan sido elegidos de modo, que el que no-
sotros mirarémos como horizontal sea una de las caras de la pi-
rdmide.

Sean pues A, B, C, D ( fg. 539) las proyecciones horizonta-
les dadas de los vértices de los quatro dngulos solidos de la pird-
mide, y @, b, ¢, 4’ sus proyecciones verticales; por el vértice de
la pirdmide se concebirdn plamos perpendiculares 4 los tres lados
de la base: estos planos serdn verticales, y sus proyecciones hori-
zontales serdn las rectas DE, DF, DG, baxadas perpendicular-
mente desde el punto D sobre los lados AC, CB, BA de la base.
Cada uno de estos planos cortard la base de la pirdmide y Ia cara
que pasa por la arista en dos rectas, que formardn un dngulo
igual al que la cara forma con la base. Luego si se lleva sobre LM
las rectas DE, DF, DG, contando desde la vértical D44/, de 4 4
e, f, g5 ysi por el vértice 4’ se tiran las rectas d'¢, d'f, d'g, estas
rectas formardn con LM 4ngulos iguales 4 los que las caras cor-
respondientes de Ia pirdmide forman con la base; y si se divide
cada uno de estos tres dngulos en dos partes iguales por las rectas
ee, ff, g¢', los dngulos que estas tiltimas rectas formardn con LM
serdn iguales 4 los que formardn con la base las caras de una se-
gunda pirdmide; que tendria la misma base que la pirdmide dada,
y cuyo vértice estaria en el centro de la esfera pedida.

Para hallar el vértice de esta segunda pirdmide se la cortard
por un plano horizontal, tirado 4 una altura arbitraria, cuya
Pproyeccion vertical se tendrd tirando una horizontal qualquie-
ra pn. Esta recta cortard e/, ', gg en puntos #, i', &', de los qua-
les se baxardn sobre LM las verticales A'h, 7%, K'k; y si se llevan
las tres distancias he, if, kg sobre las perpendiculares respecti-
vasde E{ H,de F4]J,yde G4 K,setendid en H, J, K
las proyecciones horizontales de puntos tomados en las tres ca-
ras de la segunda pirdmide, y que se hallan sobre el plano ho-
rizontal arbitrario. Luego si por los puntos H, J, K se tiran 4
los lados respectivos de la base las paralelas PN, NO, OP, es-
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tas rectas serdn las proyecciones de las secciones de las tres caras
de la segunda pirdmide por el mismo plano horizontal; se corta-
rdn en puntos N, O, P, que serdn las proyecciones de otros tan-
tos puntos de las tres aristas de la segunda pirdmide; y si por
estos puntos se tiran 4 los vértices de los dngulos respectivos de
Ia base rectas indefinidas AP, BO, CN, estas rectas serdn las pro-
yecciones de las aristas; en fin, el punto tinico Q, en el qual se
encontrardn todas tres, serd la proyeccion horizontal del vérti-

- ce de la segunda pirdmide, y por consiguiente del centro de la
esfera pedida.

Para tener la proyeccion vertical de este centro se tirard pri-
mero la recta indefinida de proyeccion Qgg’, sobre la qual debe
hallarse; despues se proyectardn los tres puntos N, O, P sobre la
horizontal #p en , 0, p; por las proyecciones z, &, ¢ de los vér-
tices de los dngulos respectivos de la base se tirardn las rectas ap,
bo, ¢n, que serdn las proyecciones verticales de las tres aristas; y
el punto unico 4', en el qual se cortardn estas tres tiltimas rectas,
y que estard al mismo tiempo sobre la recta Q g4/, serd la proyec-
cion vertical del centro de la esfera.

En fin, la vertical 44’ serd evidentemente igual al radio de la
esfera inscrita, y los puntos Q. , ¢ serdn las proyecciones del punto
de contacto de la superficie de la esfera con el plano de la base.

94 Hemos hecho ver (3) por medio de qué consideraciones
se podia determinar la posicion de un punto, qudndo se cono-
cian sus distancias 4 tres puntos conocidos de posicion: vamos
ahora 4 dar la construccion de esta giiestion.

Tercera giiestion. Construir las proyecciones de un punto, cu-
yas distancias 4 otros tres puntos dados en el espacio son cono-
cidas.

Solucion. Supondrémos que se eligen los planos de proyeccion
de modo, que aquel que nosotros miramos como horizontal pa-
se por los tres puntos dados, y que el otro sea perpendicular 4 la
recta que une dos de estos puntos. Sentado esto, sean A, B, C
(fig-40) los tres puntos dados, A’, B', C’ las distancias dadas de
estos puntos al punto pedido. Se unirdn dos de los puntos con la
recta AB, 4 la qual se tirard perpendicularmente la recta LM que
determina la posicion del plano vertical de proyeccion. Despues,
desde los puntos A , B, C como centros y con radios iguales 4 las
distancias respectivas A/, B!, C/, se describirdn tres arcos de circu-
los, que se cortardn de dos en dos en puntos D, E, F, J, P, Q;
por los puntos de interseccion de estos arcos, considerados de
dos en dos, se tirardn las rectas DE, FJ, PQ, que serdn las
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proyecciones horizontales de las circunferencias de los circulos,
en los quales se cortan las tres esferas; y el punto tnico N, en el
qual se encontrardn estas tres rectas, serd evidentemente la pro-
yeccion horizontal del punto pedido.. .

Para tener la proyeccion vertical del mismo punto se tirarg
la linea de proyeccion indefinida Nu#'; despues, observando que
el circulo proyectado en DE es paralelo al plano vertical y que
su proyeccion sobre este plano debe ser un circulo del mismo ra-
dio, se proyectard la recta AB sobre LM en el punto 7, desde el
qual, como centro, y con un intervalo igual 4 DR , 6 4 la mitad
de DE, se describira el cireulo dnen'; y la circunferencia de este
circulo cortard la recta N’ en dos puntos #, #/, que serdn indi-
ferentemente la proyeccion vertical del punto’ pedido.

Las otras circunstancias de la giiestion determinardn si los
dos puntos 7 y #' deben ser dmbos empleados; y en el caso en
que solo uno fuese necesario, qudl de los dos debe suprimirse,

El lector podra. proponerse el construir las proyecciones de ypn
punto cuyas distanpias se comocen d tres lueas dadas en el es-
pacio. i
_ 95 Quarta giiestion. Un Ingeniero, corriendo un pais monta-
foso, bien sea para estudiar la disposicion del terreno; bien sea pa-
ra hacer el proyecto de obras publicas, que dependen de esta dis-
posicion; se ha provisto de un mapa topogréfico,en la qual no so-
]arslente las proyecciones de los diferentes puntos del terreno son
exdctas, sino aun las alturas de todos estos puntos encima de una
misma superficie de nivet estan indicadas por numeros, coloca-
dos al lado de los puntos respectivos, y 4 los quales se les llama
generalmente cozas. Encuentra un punto notable, que no estd se-
fialado sobre el mapa, sea porque se omitid; sea porque se ha he-
cho notable despues de. levantado el mapa. El Ingenicro no lle-
va consigo otro instrumento con que observar que un grafome-
tro para medir dngulos, el qual tiene una aplomada.

Se pide que, sin mudar de sitio, construya sobre el mapa la
posicion del punto-en que se halla, y que determine la wra que
conviene 4 este punto, esto es, su altura encima de la superficie
de nivel.

M:dio de resolverla. Entre los puntos del terreno sefialado con
precision sobre el mapa, y que sean los mas proximos, el Inge-
niero distinguird tres, de los quales, al menos dos, no esten 4 la
misma aitura que él; despues observard los dngulos formados por
la vertical, y los radios visuales dirigidos 4 estos tres puntos, y
Por medio de esta sola observacion podrid resolver la qiiestion.

T
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En efecto, llamemos A , B, C los tres puntos observados, cu-
yas proyecciones horizontales tiene en el mapa, y cuyas proyec-
ciones verticales podrd construir por medio de sus cofas. Puesto
que conoce el dngulo formado por la vertical , y por el radio vi-
sual dirigido al punto A , conoce tambien el dngulo formado por
el mismo radio y por la vertical levantada en el punto A ; pues
despreciando la curvatura de la tierra, lo que es conveniente, es-
tos dos dngulos son alternos internos, y por consiguiente iguales.
Luego si concibe una superficie cénica de base circular, cuyo
vértice esté en el punto A, cuyo exe sea vertical, y cuyo dngulo
formado por el exe y por la recta generatriz sea igual al dngulo
observado, lo que determina completamente esta superficie , pa-
sard por el radio visual dirigido al punto A, y por consiguiente
por el punto de estacion: asi tendrd una primera superficie curva
determinada, sobre la qual se hallard el punto pedido. Haciendo
el mismo raciocinio para los otros dos puntos B, G, el punto
que se pide se hallard aun sobre otras dos superficies conicas de
bases circulares, cuyos exes serdn verticales, sus vértices estardn
en B, C, y para cada uno de los quales el dngulo formado por el
exe y por la generatriz serd igual al dngulo formado por la verti-
cal y por el radio visual correspondiente. El punto pedido se ha-
llar4 al mismo tiempo sobre tres superficies conicas determinadas
de forma y de posicion, y por consiguiente en su comun inter-
seccion. No se trata pues mas que de construir, conforme 4 los
datos de la qiiestion, las proyecciones horizontales y verticales
de las intersecciones de estas tres superficies consideradas de dos
en dos; las intersecciones de estas proyecciones dardn las proyec-
ciones horizontal y vertical del punto pedido, y por consiguien-
te la posicion de este punto sobre el mapa, y su altura encima 6
debaxo de los puntos observados lo que dard su cota.

Esta solucion debe dar en general ocho puntos que satisfagan
4 la qiiestion; pero el observador distinguird ficilmente entre es-
tos ocho puntos quél es el que coincide con el de estacion. De
contado él podrd siempre asegurarse si el punto de la estacion es-
td mas arriba 6 mas abaxo del plano que pasa por los tres puntos
obgervados. Supongamos que este punto esté encima del plano de
los tres vértices de los conos; podrd no hacer caso de los ramos
de las intersecciones de las superficies conicas que existen debaxo
de este plano; de este modo el nimero de los puntos posibles se
reduce 4 quatro. Lo mismo sucederia si el punto de la estacion
estuviese al contrario colocado debaxo del plano. Luego entre
€stos quatro puntos, si es que todos existen, hallard con facilidad
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aquel cuya posicion, respecto 4 los tres vértices, es la misma que
la del punto de estacion respecto 4 los puntos observados.

96 Construecion. Sean A, B, C ( fig. 41) las proyecciones ho-
rizontales de los tres puntos observados, tomados sobre el mapa;
a, b, ¢ las proyecciones verticales de los mismos puntos construi-
dos, llevando sobre las verticales B, Ce, contando desde la ho-
rizontal LM, que pasa por el punto #, la diferencia de las cotas
de los otros dos puntos; y sean A, B/, C’ los 4ngulos observados
que los radios visuales dirigidos 4 los puntos respectivos A, B, C
forman con la vertical.

Se tirardn las verticales indefinidas a4/, bb', o', que serdn las
proyecciones verticales de los exes de los tres conos; por los tres
puntos a, b, ¢ se tirardn las rectas al, bm , ¢n, que formardn con
estas verticales dngulos respectivamente iguales 4 los dngulos da-
dos A’, B/, C'; y estas rectas serdn cada una la proyeccion verti-
cal de uno de los dos lados extremos de la superficie cénica cor-
respondiente.

Hecho esto, se tirardn en la proyeccion vertical tantas rectas
horizontales ¢’ como se quieran; se las mirard como las proyec-
ciones de otros tantos planos horizontales; y para cada una de
ellas se hard la operacion que vamos 4 describir para aquella de
entre ellas que estd indicada por EE'.

Esta recta cortard las proyecciones de los exes de los tres co-
1n0s en puntos f, g, 4, que serdn las proyecciones verticales de los
centros de los circulos, segun los quales el plano horizontal cor-
respondiente corta las tres superficies cénicas; y cortard los lados
extremos de los conos a/, bim, en, en los puntos /7, ¢/, &' tales
que las distancias {7, gg’, hh' serdn los radios de estos mismos cle-
culos. Desde los puntos A, B, C, tomados sucesivamente por
centros, y con los radios respectivamente iguales 4 ff', go’, hh' se
describiran circulos, cuyas circunferencias serdn las proyecciones
horxzontgles de las secciones hechas en las tres superficies cénicas
por el mismo plano EE’: estas circunferencias se cortardn de dos
en dos en puntos D, D, K, K/, J, J, que serdn las proyecciones
de otros tantos puntos de las tres intersecciones de las superficies
conicas consideradas de dos en dos; y proyectando estos puntos
sobre BE' en 4, d', k, K, 7, i’, se tendrdn las proyecciones verti-
cales de los mismos puntos de las tres intersecciones.

Obrando despues del mismo modo con las otras rectas ¢/, se
hallard para cada una de ellas nuevos puntos D, IY, K, K/, J, J/
en la proyeccion horizontal , y nuevos puntos 4, d’ k, &, i, i’ en
la proyeccion vertical: luego por todos los puntos D, D'....... s¢
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hard pasar una curva DPDY, que serd la proyeccion horizontal
de la interseccion de la primera superficie conica con la’'segunda;
por todos los puntos K, K'..... se hard pasar otra KPK', que serd
la proyeccion de la interseccion de la segunda superficie y de la
terceras y por todos los puntos J, J'...... se hard pasar una Ultima
JPJ/, que serd 1a proyeccion de la interseccion de la tercera super-
ficie y de la primera. Todos los puntos P......; en que se cortardn

~estas tres curvas, serdn las proyecciones horizontales de otros
tantos puntos que satisfacen 4 la qilestion.

Igualmente por todos los puntos 4, 4'...... en la proyeccion
vertical se hard pasar una curva; por todos los puntos 4, 4'.... una
segunda; y por todos los puntos 7, #’...... una tercera. Estas cur-
vas serdn las proyecciones verticales de 'las intersecciones de 'las
tres superficies consideradas de dos en dos; y todos los puntos
Pereers 0 los quales estas curvas se cortardn todas tres, serdn las
proyecciones veiticales de todos los puntos que satisfacen 4 la
qiiestion.

Las proyecciones P, p de un mismo punto estardn en una nis-
ma perpendicular 4 LM.

El observador, despues de haber reconocido entre todos los
puntos P aquel que pertenece al punto de la estacion, tendrd la

proyeccion horizontal de esta estacion, y por consiguiente su:

posicion sobre el mapa: despues, por medio de la altura del pun-
to correspondiente p encima de la recta LM, tendrd la elevacion
del punto de la estacion encima del punto observado A, y por
consiguiente hallard la cota que conviene 4 la estacion.

97 En esta solucion hemos construido las proyecciones de
las tres intersecciones de las superficies, siendo asi que hubieran
bastado dos. Aconsejamos que se haga siempre lo mismo, porque
las proyecciones de las dos curvas de doble curvatura pueden
cortarse en puntos que no correspondan 4 puntos de intersec-
cion, y que para reconocer las proyecciones de los puntos de in-
terseccion es menester seguir las ramas de las dos curvas, que es-
tan sobre un mismo lado de una de las superficies; lo que exige
una atencion penosa, de que casi siempre se excusa construyendo
las tres curvas; los puntos en que se cortan todas tres, son pun-
tos verdaderos de interseccion.

98 Quinta giiestion. Las circunstancias, siendo las mismas que
en la qliestion precedente, con sola la diferencia de que el instru-
mento no.estd acompafiado de aplomada, de modo que no pue-
dan medirse los dngulos con la vertical , no obstante se pide que
el Ingeniero, sin salir de la estacion, determine sobre el mapa la
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posicion del punto en que s halla, y que encuentre la cota de es-
te punto, esto es, su elevacion sobre la superficie de nivel, 4 la
qual se hallan referidos todos los puntos del mapa.

Medio para resolverla. Despues de haber elegido tres puntos
del terreno que esten sefialados con exéctit_ud sobre el mapa, y
tales que el punto de estacion no esté en el mismo plano que cllos,
el Ingeniero medird los tres dngulos que forman entre sf los ra-
dios visuales dirigidos 4 estos tres puntos, y por medio de esta
sola observacion podrd resolver la qiiestion.

En efecto, si llamamos A, B, C los tres puntos observados,
y si se les supone unidos por las tres rectas AB, BC, CA,, el Inge-
niero tendr4 las proyecciones horizontales de estas rectas trazadas
sobre ¢l mapa; ademas, por medio de las cotas de estos tres pun-
tos tendrd las diferencias de altura de los extremos de estas rectas;
por consiguiente podrd determinar las longitudes de cada una de
ellas.

Sentado esto, si en un plano qualquiera tirado por AB se
concibe un trigngulo rectdngulo BAD ( fig. 42, construido so-
bre AB como base, y cuyo dngulo en B sea ¢l complemento del
4ngulo baxo el qual ha sido observado el lado AB, el'dngulo en
D serd igual al dngulo observado, y la circunferencia de circulo
descrita por los tres puntos A, B, D gozard de la propiedad que
si de un punto qualquiera E del arco ADB se tiran dos rectas 4
los puntos A y B, el dngulo en E que formardn entre sf serd igual
al dngulo observado. Luego si se concibe que el plano del circu-
lo gira al rededor de AB como charnela, el arco ADB engendra-
14 una superficie de revolucion, de la qual todos los puntos go-
zardn de la misma propiedad, esto es, que si desde un punto
qualquiera de la superficie se tiran dos rectas 4 los puntos A y B,
estas rectas formardn entre si un dngulo igual al observado. Como
es evidente que los puntos de esta superficie de revolucion son
los tnicos que gozan de esta propiedad, se sigue que esta superfi-
cie pasard por el punto de estacion. Si se hace el mismo racioci-
nio para las otras dos rectas BC, CA, se tendrdn otras dos supet-
ficies de revolucion, sobre cada una de las quales deberd tambien
hallarse el punto de la estacion: este punto estard por consiguien-
te al mismo tiempo sobre tres superficies diferentes de revolucion,
cuyas formas'y posicion son determinadas, estard pues en su co-
mun interseccion. Asf construyendo las proyecciones horizonta-
les y verticales de las intersecciones de estas tres superficies, con-
sideradas de dos en dos, los puntos en que se corten estas mismas
tres proyecciones serdn las proyecciones de los puntos que satis=
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facen 4 la gliestion. La proyeccion horizontal dard la posicion
del punto sobre el mapa, y la proyeccion vertical dard la eleva-
cion de este punto encima 6 debaxo de los puntos observados.

99 Si se tratase esta qiiestion por la andlisis, conduciria gene-
ralmente 4 una equacion del grado sesenta y quatro; pues cada
una de las superficies de revolucion tiene quatro capas distintas,
dos de ellas son engendradas por el arco de circulo ADB, y las
otras dos por el arco AFB. Cada una de las capas de la primera,
pudiendo ser cortada por las de la segunda, pueden resultar diez
y seis ramos en la curva de interseccion; y los diez y seis ramos,
pudiendo ser cortados por las quatro capas de la tercera superfi-
cie, pueden resultar sesenta y quatro puntos de interseccion de las
tres superficies; pero no todos estos puntos satisfacen 4 la qties-
tion. En efecto, si de un punto qualquiera F del arco AFB se ti-
ran rectas 4 los extremos de AB, el dngulo AFB que formardn no
serd igual al dngulo observado, sino que serd su suplemento. Las
capas engendradas por el arco AFB, y las capas andlogas en las
otras superficies de revolucion, no pueden por consiguiente ser-
vir para resolver la giiestion; y todos los puntos de interseccion
que pertenecen 4 algunas de estas capas son puntos extrafios al
problema.

En la geometria descriptiva se puede y se debe excluir el ar-
co AFB y sus andlogos en las otras dos superficies; cada una de
estas superficies no tiene entonces mas de dos capas, y el niimero
de sus puntos de interseccion posible se reduce 4 ocho. De estos
ocho puntos quatro estan de un lado del plano que pasa por los
tres exes de revolucion, y quatro del otro. El observador, cono-
ciendo siempre de qué lado se halla situado respecto 4 este plano,
no construird las intersecciones que se hallan situadas del otro, y
el numero de los puntos que él podrd hallar queda reducido 4
quatro. En fin, entre estos quatro puntos, si es que existen to-
dos, reconocerd ficilmente el que estd colocado respecto 4 los
puntos A, B, C, del mismo modo que el de la estacion lo estd
respecto 4 los tres puntos del terreno que él ha observado.

100 Construccion. Se elegird la posicion de los dos planos de
proyeccion, de modo que aquel que nosotros miramos como
horizontal pase por los tres puntos observados, y que el otro sea
perpendicular 4 la recta tirada por dos de estos tres puntos. Sea
pues ABC (fiz. 42) el tridngulo formado por los tres puntos ob-
servados, considerado en su plano, y A/, B/, C/ los tres dngulos
dados por la observacion. Se tirard perpendicularmente 4 AB la
recta LM, que indicard la posicion del plano vertical de proyec-

GEOMETRIA DESCRIPTIVA. 87

cion; y se construird, como acabamos de indicarlo (nm. 9 8) los
arcos de los circulos generadores AEDB, BGC, CFA de las tres
superficies de revolucion, cuyos exes son los lados AB, BC, AC.
Hecho esto, desde el punto A como centro se describirdn tantos
arcos de circulo EO,F quantos se quieran, que cortardn las gene-
ratrices , cuyos exXes se encuentran en A , en puntos E; F, de los
quales se baxardn sobre los exes respectivos perpendiculares inde-
finidas EE/, F F': estas perpendiculares se cortardn en alguna par-
te en un punto H, que serd la proyeccion horizontal de un pun-
to de interseccion de las dos superficies, cuyos exes son AB y
AC, y la curva AHP, tirada por todos los puntos H.... hallados
de este modo serd la proyeccion horizontal de esta interseccion.
Luego, despues de haber proyectado el exe AB en «, se describi-
14 desde el punto 2 como centro, y con radios sucesivamente
iguales 4 las perpendiculares EE’ arcos de circulo e¢/, sobre ca-
da uno de los quales, proyectando el punto H correspondiente
en /2, se tendrd la proyeccion vertical de un punto de la intersec-
cion de las mismas dos superficies de revolucion; y la curva akp
trazada por todos los puntos A....., construidos de este modo, se-
1 la proyeccion vertical de esta interseccion,

Se hard lo mismo para las otras dos superficies de revolucion
al rededor de los exes AB, BC, esto es, del punto B de reunion
de los dos exes, como centro, se describirdn tantos arcos de cir-
culo DKG como se quieran: estos arcos cortardn las generatrices
en puntos D, G, de los quales se baxard sobre los exes respecti-
vos las perpendiculares indefinidas DD’, GG’: estas perpendicu-~
lares se cortardnen J, y la curva BJP, tirada por todos los pun-
tos J, serd la proyeccion horizontal de la interseccion de la pri-
mera y de la tercera superficie de revolucion. Del punto 4 como
centro y con radios sucesivamente iguales 4 las perpendiculares
DD, se describirdn arcos de circulo 44’4, sobre los quales se pro-
yectard en 7 los puntos J correspondientes; y la curva aip, traza-
da por todos los puntos 7, serd la proyeccion vertical de la mis-
ma interseccion.

Hecho esto, todos los puntos P....., en los quales se cortan
las curvas’ AHP, BJP, serdn las proyecciones horizontales de otros
tantos puntos que satisfacen la qiiestion; y todos los puntos p...,
en los quales se cortardn las curvas ahp, aip, serdn las proyeccio-
nes verticales de los mismos puntos.

Las proyecciones halladas de este modo no dardn inmedia-
tamente la posicton del punto de la estacion sobre el mapa, ni
su altura, porque el plano horizontal de proyeccion no es el del
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mapa; pero serd ficil de referirlos 4 los verdaderos planos de pro-
yeccion. ; it
101 Seata gitestion. Un General de exéreito, en presencia del
enemigo, no tiene ¢l mapa del pais que este ocupa, y le necesita
para hacer ¢l plan de un ataque que medita; pero tiene un globo
acrostdtico , y encarga 4 un Ingeniero subir por medio de este
globo, y tomar todas las medidas necesarias para hacer un mapa,
y dar una nivelacion aproximada; pero teme que el enemigo no

eche de ver la intencion de esta operacion, si se hace mudar de

lugar al areonauta; por consiguiente permite al Ingeniero que
suba 4 diferentes alturas de la atmdsfera, si es que fuese necesario;
pero le prohibe el mudar de situacion sobre el terreno. El Inge-
niero tiene un instrumento para medir los dngulos, acompanado
de una aplomada: se pide como hard ¢l Ingeniero para executar
las 6rdenes del General.

Medio de resolver L. giiestion. Bl Ingeniero hard dos estaciones
en la misma vertical, y conocerd la distancia de la una 4 la otra
haciendo medir la cuerda que se haya desarrollado en el interva~
lo de 4mbas. En una de las estaciones, por exemplo en la infe-
rior, medird los 4ngulos que hace la vertical con los rayos visua-
les dirigidos 4 los puntos cuya posicion quiere determinar sobre
la carta: despues , entre todos estos puntos, elegird uno, que mi-
rard como el primero, y que llamarémos A; medird ademas su-
cesivamente los dngulos formados por el rayo visual dirigido al
punto A, y los que se dirigen § todos los otros puntos. En la
otra estacion medird los dngulos formados por la vertical y los
rayos visuales dirigidos 4 todos los puntos del terreno. Segun es-
tas observaciones se hallard en estado de construir el mapa pe-
dido.

En efecto, puesto que se conocen los dngulos formados por
la vertical y los dos rayos visuales dirigidos de las dos estaciones
al mismo objeto, este debe hallarse al mismo tiempo sobre dos
superficies conicas determinadas y conocidas, pues las bases de
estas superficies son circulares; tienen sus exes en la misma verti-
cal: la distancia de sus vértices es igual 4 la diferencia entre las al-
turas de las dos estaciones, y los dngulos que forman sus genera-
trices con el exe comun son iguales 4 los dngulos observados.
Ademas, puesto que se conoce el dngulo formado por el rayo vi-
sual dirigido de la primera estacion d este punto, y por el que se
dirigié al punto A ; el punto que se considera se hallard aun so-
bre una tercera superficie cénica de base circular, cuyo exe inclina-
do serd el rayo visual dirigido de la primera estacion al punto 4,

,
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cuyo vértice estard en la primera estacion, y en el qual el dngulo
formado por su exe y por la generatriz serd igual al dngulo ob-
servado..El punto que se considera se hallard por consiguiente al
mismo tiempo sobre superficies conicas de bases circulares cono-
cidas de forma y de posicion; por consiguiente se hallard en sy
1nterseccion comun; y construyendo las proyecciones horizontal
y vertical de esta interseccion, se tendrd la posicion del punto
sobre el mapa, y su elevacion encima 6 debaxo de los otros.
_Toz Sin mudar de consideraciones puede hacerse la construc-
cion mas simple por medio de algunos de los métodos que he-
mos explicado anteriormente; pues, conociendo los dngulos for-
mados en la primera estacion por el rayo visual dirigido al pun-
to A, y por los otros dirigidos 4 los demas puntos, ¥ conocien-
do para cada uno de estos 4ngulos los que sus lados forman
con la vertical, serd ficil reducirlos al horizonte, esto ‘es, cons-
truir sus proyecciones horizontales. Luego si se toma sobre el
mapa un punto arbitrario para representar la proyeccion de la
vertical del Areonauta; y si por este punto se tira una recta arbi-
traria, que deba representar la proyeccion del rayo visual dirigi-
do al punto A; en fin, si por el mismo punto s¢ tiran rectas que
formen, con la proyeccion del radio dirigido al punto A, dngu-
los iguales 4 los dngulos reducidos al horizonte, es evidente que
cada una de estas rectas deberd contener la proyeccion horizontal
del punto del terreno que le corresponde. Solo faltard determinar
la distancia de este punto del terreno 4 la vertical. Si en la pro-
yeccion vertical , y sobre la proyeccion de la vertical del Areo-
nauta, se toman dos puntos, que en partes de la escala disten en-
tre st de una cantidad igual 4 la distancia medida de las dos es-
taciones, y si se tiran por estos puntos rectas que formen con la
vertical dngulos iguales 4 los que se hayan observado para el mis-
mo punto del terreno, estas rectas se cortardn en un punto cuya
distancia 4 la vertical serd la distancia pedida. Llevando pu;s esta
distancia sobre el radio correspondiente, contando desde la pro-
yeccion del Areonauta, se tendrd sobre el mapa la posicion del
punto del terreno. Las mismas dos rectas determinan en la pro-
yeccion vertical, por su interseccion, la altura del punto del ter-
reno; tomando pues sobre la proyeccion vertical las alturas de
todos los puntos del terreno, encima del mismo plano horizon-
tal, se determinardn las cotas que convendr4n 4 todos los puntos
de la carta, y se tendrd la nivelacion del terreno.
fig Como esta construccion es bastante sencilla, no necesita de
ura.

12
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Habiéndose trazado arbitrariamente sobre el mapa la recta ti-
rada desde la proyeccion de la vertical del Areonauta 4 la del pri-
mer punto A observado, se sigue que el mapa no estd orientado;
y en efecto, en las observaciones que hemos indicado nada hay
que pueda determinar la posicion de los objetos respecto 4 los
quatro puntos cardinales del horizonte. Pero si el Ingeniero ob-

" serva en tierra el dngulo que hace con la meridiana un rayo vi-
sual horizontal dirigido desde ¢l extremo de la vertical 4 uno de
los objetos colocados sobre el mapa, y si traslada este dngulo so-
bre su proyeccion, tendrd la direccion de la'meridiana, y el ma-

pa estard orientado.
: V.

103 Lo que hemos visto hasta ahora de la geometria descrip-
tiva, considerada de un modo abstracto, contiene los mérodos
principales necesarios para las artes.

Si se hubiesen establecido en todas las cabezas de partido es-
cuelas secundarias, en las quales los jovenes de edad de doce
afios, y que se destinan 4 la prdcrica de algun arte, se exercita-
sen durante dos afios en las construcciones grdficas, y se fami-
liarizasen con los principales fenomenos de la naturaleza, cu-
yo conocimiento les es indispensable; lo qual, exercitando su
entendimiento, y acostumbrdndolos 4 la exdctitud, y haciéndoles
“apreciar sus ventajas, contribuiria sin la menor duda 4 los pro-
gresos de la industria nacional , y al mismo tiempo acostumbrdn-
dolos £ la evidencia, les pondria para siempre al abrigo de la se-
duccion de toda especie de impostores; si nuestro objeto hubiera
sido hacer un libro elemental, que sirviese de base para la instruc-
cion de las escuelas secundarias, hubiera sido necesario terminar
aqui la teorfa, y pasar inmediatamente 4 las aplicaciones mas 1ti-
les, y 4 aquellas cuyo uso es mas freqiiente. Pero no debemos
escribir solamente para los discipulos de las escuelas secundarias,
sino tambien debemos escribir para sus maestros.

No deben de entrar en el plan de una instruccion general, si-
no objetos simples y de una utilidad cotidiana; pero si un ar-
tista encuentra una sola vez en su vida una dificultad de que no
se haya tratado en las escuelas, ¢4 quién ha de acudir para que se
la explique sino al maestro de ellas? ¢y cémo podrd explicdrsela si
no se ha exercitado en consideraciones de mayor generalidad que
las que forman el objeto ordinario de los estudios.

Para dar d los maestros el conocimiento de algunas.propieda-
des generales de la extension, y de que puede nscesitarse hacer uso
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en las artes, vamos 4 consagrar algunas lecciones al ex4men de la
curvatura de las curvas de doble curvatura, y al de las superficies
curvas.

De la curvatura y de las evolutas de las curvas de doble curvatura,

104 Se sabe que si una recta, considerada en un plano, gira
al rededor de uno de sus puntos supuesto fixo, todos los otros
puntos de la recta describirdn al rededor del punto fixo circunfe-
rencias de circulos concéntricos. No hay curva ninguna que no
pueda concebirse engendrada de este modo.

Fig. 43. Sea MNO una curva qualquiera trazada sobre un
plano; si se concibe que una recta AB se mueve de modo que
siempre sea tangente 4 la curva, y no tenga movimiento alguno
en el sentido de su longitud, cada punto P de esta recta describi-
rd una curva GPP'P"H, que tendrd evidentemente las propieda-
des siguientes.

Cada elemento PQ de la curva descrita serd perpendicular 4
la direccion correspondiente de la recta AB; pues este elemento
tiene la misma direccion que tendria en P el elemento de un arco
de circulo descrito desde el punto M de contacto, como centro,
y con un radio igual 4 PM. Asi la tangente en P de la curva des-
crita serd perpendicular 4 la recta tirada por el punto P, tangente
dla curva dada MNO.

Si el punto P se halla del lado h4cia el qual la recta AB se
acerca 4 la curva de quien es tangente, la curva GP se dirigird
hdcia MNO hasta que la encuentre; lo que sucederd quando el
punto P, que describe la curva GPQ , haya llegado ¢l mismo 4
ser el de contacto de la recta AB, supuesta trasladada en CD; pe-
To esta curva no se prolongard mas alld; y si la recta continta su
movimiento, el punto P,y por consiguiente la curva que él des-
cribe, se reflexard en P'. La curva trazada siendo siempre perpen-
dicular 4 Ia recta movible, las dos ramas GPP'y P'P"H serdn dm-
bas perpendiculares 4 la recta CD, y por consiguiente 4 la curva
MNO que esta recta toca en P’. Estas dos ramas se tocardn por
consiguiente en P'.

El punto P’ en que una curva se reflexa, de modo que sus dos
ramas se toquen en este punto, se llama punto de retroceso.

La curva MNO, sobre la qual se apoya la recta tocdndola
continuamente, se llama la evoluta de la curva GPP'P’H, por-
que uno de sus arcos qualquiera MNP es igual 4 la parte corres~
pondiente MP de la recta movible; y la curva GPP'P”H se llama



92 GEOMETRIA DESCRIPTIV As

la evolvente de 1a curva MNO. Como se pueden tener tantas cur-
vas descritas de este modo como puntos P, p se pueden concebir
sobre la recta AB, mirada como indefinida, es evidente que una
misma evoluta puede tener una infinidad de evolyentes diferen-
tes, tales como GPP'P'H, gpp'p"h; y todas estas evolutas tienen
la propiedad de tener las mismas normales. Muy pronto verémos
que reciprocamente no hay curva que no tenga una infinidad de
evolutas diferentes. :

105 En las artes se hace uso de algunas evolventes, y princi-
palmente de la del circulo, que es una espiral cuyo néimero de re=
voluciones es infinito, y cuyas ramas sucesivas distan todas las
unas de las otras de una cantidad constante, igual 4 la circunfe-
rencia del circulo evoluto. Tal es la forma que se dan 4 los dien-
tes con que los exes que giran deben levantar pilones, como en
las mdquinas para quebrantar y machacar la mina, porque el con-
tacto del diente con la superficie del pilon, hallindose siempre en
la misma vertical, el esfuerzo que hace el exe para levantar el pi-
lon siempre s el mismo. Vaucanson empleaba 4 menudo la espi-
ral evolvente del circulo como medio de engranage para comuni-
car el movimiento de un exe que gira 4 otro que le es paralelo,
sobre todo quando era menester que el engranage fuese exdcto, y
que comunicase instantdneamente, sin pérdida de tiempo , el mo-
vimiento del un drbol al otro.

106  Hemos hecho ver ( 104) como la evolvente puede ser
formada por medio de la evoluta; es ficil de concebir recipro-
camente de qué modo la evoluta puede formarse por medio de la
evolvente. En efecto, hemos visto que todas las normales de la
evolvente son tangentes 4 la evoluta. Luego si por los puntos P,
Q de una curva propuesta GPQP’ se conciben normales, la cur-
va MNO que tocard todas estas normales serd la evoluta, Ade-
mas, si por dos puntos P, Q consecutivos é infinitamente proxis
mos se conciben dos normales PB, Qb, el punto M en que se cor-
tardn, para cruzarse mas all4, serd uno de los puntos de la evo-
luta; y este punto podrd ser mirado como el centro de un pe-
quefio arco de circulo, que estando descrito con el radio PM,
tendria la misma curvatura que el arco PQ de Ia curva que se con-
sidera. El radio MP del cfrculo, cuya curvatura es la misma que
la del arco infinitamente pequefio PQ de una curva, se llama ¢/
radio de curvaiura de este arco; el punto M en que se cortan las
dos normales consecutivas es el centro de curvatura; y esta cur-

vatura es conocida quando la posicion del punto M és determi-
nada. ;
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107 Hasta aqui hemos supuesto que las curvas eran planas,
y no hemos considerado sino lo que sucede en su plano. Vamos
4 pasar 4 las curvas de doble curvatura, tales como las que re-
sultan de la interseccion de dos superficies curvas.

Si se concibe una recta tirada por el centro de un circulo per-
pendicularmente 4 su plano, y prolongada indefinidamente por
una parte y por otra, se sabe que cada uno de los puntos de esta
recta estard 4 iguales distancias de todos los puntos de la circun-
ferencia; que por consiguiente, si se imagina que una segunda
recta, terminada por una parte en uno de los puntos de la circun-
ferencia, y del otro en un punto qualquicra de la perpendicular,
gira al rededor de esta tltima como exe, haciendo constantemen-
te el mismo dngulo con ¢lla, su extremo movible describird Ia
circunferencia del circulo conla misma exdctitud que si se hubie-
se hecho girar al radio al rededor del centro. La descripcion del
circulo por medio del radio, la qual no es sino un caso particular
de la primera, es la mas propia por causa de su sencillez para dar
idea de la extension del circulo; pero si no se trata mas que de
descripcion, la primera puede en ciertos casos ser mas ventajosa,
porque tomando sobre el exe dos polos colocados en una y otra
parte del plano del circulo, tirando despues por estos dos puntos
dos rectas, que se cortarian en un punto de la circunferencia, y
haciendo luego mover el sistema de estas dos rectas al rededor
del exe, de modo que su punto de illtchtCCi.Ol.] estuviese fixo so-
bre la una y sobre la otra, este punto describiria la circunferencia
del circulo, sin haber sido necesario antes executar el plano, en el
qual dicha circunferencia debe de hallarse. :

108 Fig. 44. Sea KAaD una curva qualquiera deldob}e cur-
vatura trazada en el espacio. Por un punto A de esta linea imagi-
nese un plano MNOP perpendicular é/ la tangente en A ; por el
punto « infinitamente proximo imaginese igualmente un plano
mnOP perpendicular 4 la tangente en ; estos dos planos se cor-
tardn en una recta OP, que serd el exe del circulo, del qual puede
suponerse que hace parte el pequefio arco Az de lacurva; de oo
do que si desde los puntos A, 2 se baxan dos pe/rpendxculares s’obxe
esta recta, estas perpendiculares, iguales entre s, }a encontrardn en
el mismo punto G, que serd el centro de este circulo. Todos los
otros puntos g, g, g”..... de esta recta estardn cada uno 4 iguales
distancias de rodos los puntos del arco infinitamente pequeio Aa,
¥ podrdn por consiguiente ser miradqs como polos. 1}51, si desde
un punto qualquiera g de este exe se tiran dos rectas d los puntos
A, a, estas rectas gA , ga serdn iguales entre si, y formardn con
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el exe los dngulos AgO, ag0 iguales; de suerte que'si se quisiera
determinar la curvatura de la curva en un punto A, seria menes-
ter dar la longitud del radio de curvatura AG; y si se tratase de
indicar el sentido de la curvatura, seria menester dar la posicion
del centro G en el espacio. Pero si se trata solamente de describir
el pequefio arco, bastard ignalmente, 6 hacer girar la recta Ag al
rededor del exe, sin alterar el 4ngulo AgO que forma con él, 6 ha-
cer girar el radio de curvatura AG perpendicularmente 4 este exe,

Asf la recta OP puede ser mirada como la linea de los polos
del elemento Az ; el centro de curvatura de este elemento es el de
sus polos, cuya distancia al elemento es un m#uimo; en fin , Su ra-
dio de curvatura es la perpendicular AG, baxada del elemento
sobre la linea de los polos.

109 Fig. 45. Hdgase ahora sobre todos los puntos de la cur-
va de doble curvatura la misma operacion que la que se acaba
de hacer sobre uno de sus elementos, esto es, que por todos los
puntos consecutivos A, A, A”, A” &c. se hagan pasar planos
MNOP, perpendiculares cada uno 4 la tangente de la curva en el
punto en ¢l qual la corta: el primero de estos planos encontrarg
el segundo en una recta OP, que serd el lugar geométrico de los
polos del arco AA’; el segundo encontrard al tercero en una recta
O'P’, lugar de los polos del arco A’A”, y asf sucesivamente, Es
evidente que el sistema de todas las rectas de intersecciones, 6 la
superficie curva que forman por su reunion, serd el lugar geomé-
trico de los polos de la curva KADj; pues esta curva no tendr
polo alguno que no se halle sobre la superficie, y esta superficie
no tendrd punto que no sea ¢l polo de alguno de los elementos
de la curva.

110 Antes de pasar adelante es necesario exponer algunas pro-
piedades que gozan este género de superficies, independientemens-
te de la curva que ha servido 4 su formacion.

Estas superficies pueden desarrollarse sin formar desigualdades
ni pliegues sobre un plano. En efecto, los elementos, tales como
OPP'O’ de que se compone la superficie, son porciones de pla-
nos infinitamente estrechos, ¥ qQue se reunen sucesivamente por li-
neas rectas. Se puede pues siempre concebir que el primero de es-
tos elementos OPP'O gira al rededor de O’P" como charnela, has-
ta que esté enel plano del elemento que sigue O'P'PXQ"; que des-
pues los dos asf unidos giren al rededor de O”P” hasta que esté
en el plano del tercero, y asf sucesivamente. Donde se ve que na-
da impide que de este modo todos los elementos de la curya ven-
gan & formar un verdadero plano.
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Del mismo modo que los planos normales 4 Ia curva KAD
forman por sus intersecciones sucesivas una superficie curva, 4 la
qual todos son tangentes; del mismo modo las lineas rectas, en
las quales se cortan, se encuentran sucesivamente en puntos que
forman una curva de doble curvatura, 4 la qual son tangentes
todas estas rectas; porque dos de estas rectas consecutivas son las
intersecciones de un mismo plano normal, con el que precede, y
con el que le sigue inmediatamente. Estas dos rectas estan en un
mismo plano; por consiguiente s¢ cortan en alguna parte, y la
serie de todos estos puntos de reunion forma una curva notable
sobre la superficie evolvente. En efecto, las rectas consecutivas,
despues de haberse cruzado sobre la curva que las toca todas, s
prolongan mas alld, y forman con sus prolongaciones una capa
de superficie distinta de la capa formada por las partes de las mis-
mas rectas antes de sus reuniones. Estas dos capas se juntan sobre
la curva, que es, respecto.d la superficie entera, una verdadera
arista de retroceso. :

Fig.45. Ahora desde el punto-Ade la curva, por el qual pasa el
primer plano normal MNOP, tirese en el plano, y segun una direc-
cion arbitraria, una recta Ag hasta que encuentre la seccion OP en
un punto g; por los puntos A’, # tirese en el segundo plano nor-
mal, la recta A’z prolongada hasta que encuentre la seccion O'P
en un punto g’; tirese igualmente A’g’s”, y asi sucesivamente. La
curva que pasa por todos los puntos g, ¢’ g’ &c/ e u/rlmﬂcvoluta
de la curva KAD: pues todas las rectas Ag, A%g’, A’y son las
tangentes de la curva gg'z”, puesto que son las prolongaciones de
los elementos de esta curva. Ademas, si se concibe que la prime-
ra Ag gira al rededor de OP como exe para ir af, aplicarse so})rlsz la
siguiente A'g, no habrd cesado de ser tangented la curva ggg”sy
su extremo A , despues de haber corrido el arco AA’, se confun-
dird con el extremo A’ de la segunda. Hdgase del mismo modo
girar la segunda linea A'g’ al redcdor/ c}e OB como exe, para que
venga 4 aplicarse sobre la tercera A’g ; o cesard dle/ tocar la cur-
va gg'g", y su extremo A’ no saldrd del arco A’A”, y asi sucesi-
vamente. Luego la curva gg’g” es tal, que si se concibe que una
de sus tangentes gira al rededor de esta curva sin dexar de serle
tangente, y sin moverse en la dl_re§c’10n de su longitud, uno de
los puntos de esta tangente describird la curva K}_&D,‘por con-
siguiente es una de sus evolutas. Pero como la direccion de la
primera recta Ag fue arbitraria, y que qualquiera que hubiera
sido la direccion que se la hubiese dado en el plano normal,
se habria hallado otra curva gg's”, que seria igualmente una evo-
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luta de Ia curva KAD. Se sigue que una curva qualquiera tiene
una infinidad de evoluras, que estan todas comprehendidas sobre
una misma superficie curva.

Las rectas A'g’ y A”g’ forman dngulos iguales con la recta
O'P’; y el elemento g’g”, siendo la prolongacion de la recta Al
se sigue que los dos elementos consecutivos gg’, 2’2" de la evoly-
ta gg'g” forman dngulos iguales con la recta O’ P’ que pasa por su
punto de contacto. Quando se desarrolla la superficie para apli-
carla sobre un plano, los elementos de la evoluta no dexan de
formar los mismos dngulos con las rectas O'P’; luego dos elemen-
tos consecutivos de la curva ggs”, considerados en la superfi-
cie extendida sobre un plano, forman dngulos iguales con una
misma linea recta: luego se hallan en la prolongacion el uno del
otro. De aqui se sigue que cada una de las evolutas de una curva
de doble curvatura se reduce 4 una linea recta, quando la super-
ficie que las contiene 4 todas se halla extendida sobre un plano,
por consiguiente es la mas corta que se pueda trazar sobre esta su-
perficie entre sus dos puntos extremos.

De aqui se deduce un medio ficil de obtener una evoluta
qualquiera de una curva de doble curvatura, quando se tiene la
superficie desarrollable que las contiene 4 todas. Para esto basta
hacer pasar por un punto de la curva un hilo tangente 4 la super-
ficie, y doblar despues este hilo sobre la superficie, teniéndolo
tirante, pues por medio de la tension tomard la direccion de la
curva la mas corta entre sus extremos, por consiguiente se plega-
rd sobre una de las evolutas.

111 Sentado esto, se concibe de qué modo se puede en-
gendrar por un movimiento continuo una curva qualquiera de
doble curvatura, pues teniendo la superficic desarrollable, y 4
la qual son tangentes todos los planos normales de la curva,
si de un punto dado en el espacio, y por el qual debe pasar
la curva, se dirigen dos hilos tangentes.4 esta superficie ; y st
despues de haberlos plegado sobre la superficie , teniéndolos
tirantes, se fixan los otros extremos, el punto de reunion de
los dos hilos, que tendrd la facultad de moverse con ¢l plano
tangente 4 la superficie, sin resbalar sobre el uno, ni sobre el
otro de los hilos, engendrard con su movimiento la curva pro-
puesta. ,

112 Todo quanto acabamos de decir respecto 4 las curvas
de doble curvatura, conviene igualmente 4 las curvas planas, con
solo esta diferencia, que todos los planos normales, siendo per-~
pendiculares al plano de la curva, todas las rectas de sus intersec-
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ciones consecutivas son tambien perpendiculares al mismo pla-
no, y por consiguiente paralelas entre cllas. Entonces la super-
ficie desarrollable, y 4 la qual son tangentes todos estos planos
normales, es una superficie cilindrica, cuya seccion perpendicu-
lar es la evoluta ordinaria de la curva. Pero esta superficie cilin-
drica contiene igualmente todas las evolutas de doble curvatura
de la misma curva; y cada una de estas evolutas hace con todas
las rectas generatrices de la superficie cilindrica 4ngulos constan-
tes. El filete de una rosca comun es una de las evolutas de la evol-
vente del circulo que sirve de base 4 la superficie cilindrica sobre
la qual se halla; y qualquiera que sea la altura del paso de la ros-
ca, si el didmetro del cilindro no varia, el filete serd siempre una
de las evolutas de la misma curva.

113  Despues de haber expuesto la teoria de las curvas de do-
ble curvatura, vamos 4 ocuparnos de las superficies curvas. Este
objeto es susceptible de ser tratado con mucha mas facilidad con
el socorro de la andlisis, que por medio de la consideracion de
las propiedades de la extension; pero los resultados 4 que condu-
ce pueden ser ttiles 4 los artistas, 4 quienes no debemos supo-
ner familiarizados con las operaciones analiticas: vamos 4 ensa-
yar el modo de exponerlas, no empleando otras consideraciones
que las geomérricas. Este método introducird la claridad que le es
caracteristica, pero al mismo tiempo se resentird de la lentitud de
su marcha.

Las superficies respecto 4 sus curvaturas pueden dividirse en
tres grandes clases. La primera comprehende las que en todos sus
puntos no tienen curvatura alguna: estas superficies se reducen al
plano que puede ser colocado de un modo arbitrario en el espa-
cio. La segunda clase comprehende todas las que en cada uno de
sus puntos no tienen mas de una curvatura; tales son en general
todas las superficies desarrollables, en las quales dos elementos
consecutivos tomados en qualquiera de sus partes pueden ser mi-
rados como partes de una superficie cénica, aun suponicndo in-
definido el tamafio de estos elementos en el sentido de la genera-
triz de la superficie conica. En fin, todas las otras superficies cur-
vas componen la tercer clase; en cada uno de sus puntos tie-
nen dos curvaturas diferentes, y que pueden variar la una inde-
pendientemente de la otra. Principiemos considerando las super-
ficies curvas las mas simples, y en primer lugar las superficies ci=
lindricas. 4

114 Sea ABFE (fig. 46) una superficie cilindrica indefinida
de base qualquiera, sobre la qual se considera un puato L toma-

T3
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do arbitrariamente. Concibamos por este punto la recta genera-
triz CLG, y una seccion JLK hecha por un plano perpendicu-
lar 4 la generatriz; esta seccion serd paralela y semejante 4 la base
de la superficie. En fin, concibamos por el punto Llanormal LP
4 la superficie; esta normal serd perpendicular 4 la generataiz CG,
y por consiguiente estard en el plano de la seccion JLK; ademas
serd perpendicular 4 la tangente{de la seccion en el punto L; 6 lo
que satisface al mismo tiempo 4 las dos Fond1c1ones, serd perpen-
dicular al plano tangente 4 la superficie en el punto L. §cx1tgdo
esto, si se toman sobre la superficic otros dos puntos infinita-
mente préximos al punto L, el uno M sobre la generatriz CG,
el otro N sobre la seccion perpcndicula,r; y si por cada uno de
estos puntos se tira una nueva normal 4 la superficie, estas dos
normales MQ , NP estardn cada una en un mismo plano con la
primera normal LP; pero estos dos planos serdn diferentes para
cada una de las dos tiltimas normales. En efecto, el plano tangen-
te 4 la superficie en L, siendq tambien tangente en M, las dos
rectas LP y MQ serdn perpendrlculares al mismo plano, por con-
siguiente son paralelas entre si, y estan en un mismo plano.'Se
pueden mirar estas paralelas como lineas que se encuentran al in-
finito. En quanto 4 las normales 50 N?, es ev1dcnt_e que estan
comprehendidas en el plano de la seccion perpendicular, por
consiguiente concurren en un cierto punto P de este plano: asi
los dos planos que contienen las tres normales de dos en dos, no
solo son diferentes, sino perpendiculares el uno al otro.

115 Ahora, qualquiera otro punto O que se tome sobre la
superficie, infinitamente préximo al primer punto L, si se con-
cibe por este punto una normal OQ_4 la superficie, esta normal
no estard en el mismo plano con la primera normal LP, y por
consiguiente no podrd encontrarla: pues si por el punto O se
concibe una nueva seccion 7Ok perpendicular 4 la superficie, y
que corte en algun punto M la recta generatriz que pasa por el
punto L, la normal OQ_se hallard en el plano dfa esta seccion.
Las dos normales LP y OQ_se hallardn por consiguiente en dos
planos paralelos, y no podrdn estar la una y la otra en un mismo
plano, 4 menos que no sean paralelas, lo que no se verifica. En
efecto, si se concibe la normal en el punto M, hemos visto que
esta normal MQ serd paralela 4 LP, y no lo serd 4 OQ: l'uego las
normales LP y OQ no son paralelas entre si, por consiguiente no
estan en el mismo plano, y no pueden encontrarse jamas.

116 Se ve pues que si despues de haber tirado, por un punto
qualquicra de una superficie cilindrica, una normal & la superfi-
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cie, se quiere pasar 4 un punto infinitamente préximo, para el
qual la nueva normal esté en el mismo plano que la precedente,
y que pueda encontrarla, aunque sea 4 una distancia infinita, si
fuese necesario, no puede esto hacerse sino en dos sentidos dife-
rentes: 1° siguiendo la direccion de la recta generatriz de la su-
petficie, y entonces la nueva normal encuentra la primera al in-
finito: 29 siguiendo la seccion perpendicular 4 la superficie, y en-
tonces la nueva normal encuentra la primera en un punto, cuya
distancia depende de la curvatura de la base en el punto corrés-
pondiente; en fin que estas dos direcciones formen entre sf sobre
la superficie dngulos rectos.

Los dos puntos de reunion de las tres normales son por con-
siguiente los vinicos centros de curvatura posibles del elemento
que se considera sobre la superficie; los dos planos diferentes que
pasan por la primera normal y por cada una de las otras dos in-
dican el sentido de cada una de estas curvaturas; las distancias
del punto de la superficie 4 los dos puntos de reunion de las not-
males son los radios de las dos curvaturas; y se ve que en las su-
perficies cilindricas, siendo siempre uno de estos radios infinito,
mientras que la del otro depende de la naturaleza de la base de la
superficie, para cada uno de los puntos no hay mas de una cut-
vatura finita, la otra es siempre infinitamente pequefia 6 nula.

Lo que acabamos de decir se puede aplicar 4 todas las super-
ficies desarrollables, en las quales dos elementos consecutivos,
aunque sean indefinidos en el sentido de la direccion de la recta
generatriz, pueden ser considerados siempre como haciendo par-
te de una cierta superficie cilindrica. Pasemos ahora al caso gene-
ral de las superficies curvas qualesquiera.

117 Sea ABCD ( fig. 4#7) una superficie curva qualquiera,
sobre la qual se considera un punto L tomado 4 voluntad, con-
cibase por este punto una recta FLf tangente 4 la superficie: la
posicion de esta recta no estard determinada; podrd ser tirada de
un modo qualquiera en el plano tangente 4 la superficie en el pun-
to L. Concibamos luego que la recta Ff se mueve paralclamente
4 si misma, y que sea siempre tangente 4 la superficie curva, en-
gendrard por su movimiento una cierta superficie cilindrica EgG,
cuya base dependerd de la forma de la superficie curva, y que to-
card esta superficie curva en una curva LCKAL, engendrada ella
misma por el movimiento del punto de contacto de la recta ge-
neratriz con la superficie curva. Esta curva de contacto LCKAL
es en general de doble curvatura.

118 En el caso muy particular de la superficie curva del se-
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gundo grado, esto es, de la superficie que, siendo cortada por
un plano qualquiera, produce siempre una seccion conica, la li-
nea de contacto, con una superficie cilindrica que la rodea, es
siempre una curva plana, qualquiera que sea la direccion de la
generatriz de la superficie cilindrica.

119 En el caso un poco mas general, en que la superficie
curva es engendrada por el movimiento de una linea curva pla-
na fixa en su plano , pero movible con ¢l quando corre sobre dos
superficies curvas dadas: para cada punto de la superficie existe
una direccion que dar 4 la recta generatriz, para que la superficie
cilindrica, engendrada por ¢l movimiento de esta recta, toque la
superficie curva en una curva plana; y esta direccion debe ser tal,
que-la recta sea siempre perpendicular al plano movible quando
pasa por el punto que se¢ considera. Las superficies de revolucion
son un caso particular. En efecto, si por un punto qualquiera de
una superficie de revolucion se concibe una recta tangente 4 la su-
perficie, y perpendicular al plano del meridiano que pasa por este
punto, y si se supone que €sta recta se mueve de modo que sea
siempre tangente 4 la superficie, y perpendicular al plano del
mismo meridiano , el punto de contacto de la linea con la super-
ficie correrd la circunferencia del meridiano , y la recta engendrard
una superficie cilindrica, que tocard la superficie de revolucion
en la circunferencia misma del meridiano, y por consiguiente en
una curva plana.

120 En todos los otros casos, una superficie cilindrica cir-
cunscrita 4 una superficie qualquiera toca esta superficie en una
curva LCKAL, que es de doble curvatura.

La recta FLf habiendo sido desde luego trazada de un mo-
do arbitrario en el plano tangente 4 la supetficie en el puato L,
si por el punto L se concibe la tangente LU 4 la curva de con-
tacto LCKAL, esta tangente hard con la linea recta generatriz
FLf un dngulo FLU, que dependerd de la naturaleza de la super-
ficie curva, y de la direccion arbitraria dada 4 la recta FLf. Con-
cibamos lo que siempre es posible en cada caso particular, que
-la direccion de la recta FLf cambia, sin que esta recta dexe de ser
tangente 4 la superficie en el punto L, y que despues de esta nue-
wva direccion se mueva paralelamente 4 si misma tocando siempre
4 la superficie,, engendrard por su movimiento otra superficie ci-
lindrica circunscrita 4 la superficie, que la tocard en otra linea de
contacto de doble curvatura; esta nueva curva de contacto pasa-
4 aun por el punto L, y su tangente en este punto hard con la
nueva direccion de la recta generatriz un dngulo diferente del pri-
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mer 4ngulo FLU. Concibamos en fin que de este modo se haya
hecho variar la direccion de la recta generatriz hasta que la super-
ficie cilindrica, engendrada por esta recta, toque la superficic en
-una curva de contacto, cuya tangente en L sea perpendicular £
la recta generatriz.

Sentado esto, sea ( fig. 48 ) una superficie curva qualquiera,
sobre la qual se considera desde luego un cierto punto L; sea
FL] la recta tangente 4 la superficic en L, cuya direccion se to-
me de modo, que si se la hace mover paralelamente 4 si misma,

sin que dexe de tocar la superficie, engendrard una supetficie
cilindrica EFGHJK,, que toca 4 la superficie en una curva, cuya
tangente en L sea perpendicular 4 FLJ. La linea de contacto de
la superficie cilindrica con la superficie propuesta serd una curva
de doble curvatura; pero en el punto L su elemento se confundi-
14 con el elemento LN de la seccion CNLD hecha en la superfi-
cie cilindrica por un plano perpendicular 4 la recta generatriz FLJ.
Los dos extremos L, N de este elemento, hallindose sobre la li-
nea de contacto, estardn al. mismo tiempo sobre las dos superfi-
cies; y si por estos puntos L, N se tiran dos normales LP, NP
4 la superficie cilindrica, serdn tambien normales 4 la curva. Pero
estas dos normales se hallan en el mismo plano perpendicular 4 la
generatriz de la supetficie cilindrica, y deben encontrarse en al-
gun punto P, que es el centro de curvatura del arco LN : luego
si sobre una superficie curva qualquiera se toman dos puntos
L, N, que esten colocados sobre la linea de contacto de esta su-
perficie con la superficie cilindrica, cuya recta generatriz sea per-
pendicular al elemento LN de esta linea de contacto, las norma-
les 4 la superficie curva, tiradas por estos dos puntos, estardn en
un mismo plano, y se encontrardn en un punto, que serd ck cen-
tro de la curvatura de la superficie en la direccion del plano que
contiene las dos normales. ;i ‘

121 Sise toma sobre la recta FLJ un punto # infinitamente
préximo al punto L, y si por este punto # se concibe una nor-
mal § la superficie cilindrica, esta normal serd paralela 4 LP, y no
seré normal 4 la superficie curva. Pero si se concibe que en ¢l
plano de la curva ALMB, determinado por las rectas FLJ y LP;
Ia recta FLJ se mueve sin dexar de tocar la superficie, y toma la
posicion infinitamente préxima fi, de modo que toque la super-
ficie en un punto M infinitamente préximo al punto L, y si se
supone que esta recta fMi se mueva paralelamente 4 sf misma to-
cando siempre la superficie, engendrard una nueva superficie ci-
lindrica efghik infinitamente semejante 4 la primera, tanto cn la
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forma, quanto en la posicion, y lalinea de contacto de esta nue-
va superficie cilindrica pasard por el punto M. La normal MQ 4
esta superficie cilindrica en el punto M serd tambien normal 4 la
superficie curva; estard en un mismo plano con la primera nor-
mal LP, puesto que dmbas estardn en el plano determinado por
las rectas FLJ, fMi; y este plano serd perpendicular al que pasa
por las normales LP, NP. Las dos normales LP y MQ _se encon-
trardn por consiguiente en un cierto punto R, que serd el centro
de curvatura del arco LM, y por consiguiente el centro de la
curvatura de la superficie en la direccion del plano que pasa por

las rectas FLJ, fMi.

Se ve pues que si considerando sobre una superficie curva

qualquiera un punto indeterminado L, se concibe en este punto
una normal 4 la superficie, se puede siempre pasar, segun dos di-
recciones diferentes 4 otro punto M 6 N, para el qual la nue-
va normal esté en un mismo plano con la primera, y que ha-
Ildndose estas dos direcciones sobre planos normales rectangu-
lares entre si, forman tambien dngulos rectos sobre la superficie
curva.

122 Estas dos direcciones son en general las unicas, para las
quales puede suceder esto; 4 saber: que si sobre la superficie cur-
va se pasa en qualquiera otra direccion 4 un punto O, infinitamen-
te proximo al punto L, y quesi por este punto se tira la normal
OQ 4 la superficie, esta normal no estard en el mismo plano con
la-normal LP, y por consiguiente no podrd encontrarla.

En efecto, concibamos que la segunda superficie cilindrica se
haya inclinado de modo, que si su linea de contacto con la su-
perficie pasa por el punto O, el arco OM de esta linea de contac-
to se confundird con el arco de la seccion C’'OMD’ perpendicu-
lar 4 la superficie cilindrica; las dos normales en O y en M 4 la
superficie serdn tambien normales 4 la superficie cilindiica; esta-
rdn en el plano de la seccion perpendicular; se encontrardn en al-
gun punto Q; pero la normal OQ no encontrard la normal LP;
pues para que estas dos normales se encontrasen seria menester que
el punto Q de la normal coincidiese con el punto R, en el qual
esta normal encuentra LP; lo que en general no sucede porque
esto supone una igualdad entre las curvaturas de los dos arcos
LM y LN, y lo que no puede suceder sino para ciertos puntos
de algunas superficies curvas. Por exemplo la curvatura de la su-
perficie de la esfera siendo la misma en todos sentidos, qualquie-
ra que sea la direccion que se siga para pasar de uno de sus puntos
4 otro infinitamente proximo, las normales tiradas por estos dos
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puntos estan siempre en un mismo p_lano; y esta superficie es la
unica en la que esta propiedad conviene 4 todos sus puntos. En
las superficies de revolucion, en las quales la curva generatriz cor-
ta al exe perpendicularmente, la curvatura en el vértice es aun la
misma en todos sentidos , y dos normales consecutivas estan siem-
pre en un mismo plano; pero esta propiedad no tiene lugar sino
en el vértice. En fin, existen superficies curvas, en las quales esta
propiedad tiene lugar para una serie de puntos, que forman una
cierta curva sobre la superficie; pero esto no sucede sino para los
puntos de esta curva, y para todos los otros puntos de la super-
ficie la nueva normal no puede encontrar la primera, 4 menos
que el punto de la superficie, por el qual pasa, no se tome segun
una de las dos direcciones que hemos determinado.

123 De aqui se sigue que en general una superficie qualquie-
ra no tiene en cada uno de sus puntos sino dos curvaturas; que
cada una de estas curvaturas tiene su centro particular, su radio
particular, y que los dos arcos sobre los quales se toman estas
dos curvaturas estan 4 dngulos rectos sobre la superficie. Los ca-
sos particulares, para los quales, como en la esfera y en los vér-
tices de las superficies de revolucion se encuentran dos normales
consecutivas, no son una excepcion de esta proposicion. Resulta
solamente que para estos casos las dos curvaturas son iguales en-
tresf, y que las direcciones, segun las quales se las debe estimar;
son indiferentes. -

124 Aunque las dos curvaturas de una superficie curva de-
pendan una de otra, por la ley de la generacion de la superficie,
no obstante experimentan de un punto de la superficie d otro va-
riaciones que pueden ser en un mismo sentido 6 en sentidos con-
trarios. No podemos entrar sobre esta materia en grandes deta-
lles, que serian infinitamente menos penosos con el auxilio de la
anilisis: nos contentarémos con observar, que para ciertas super-
ficies, tales como los esferoides, en cada punto las curvaturas son
4mbas en el mismo sentido, esto es, son convexds hicia el mismo
lado; que respecto 4 otras superficies, en ciertos puntos las dos
curvaturas son en sentido opuesto, esto es, que la una presenta
su concavidad, y la otra su convexidad al mismo lado (la super-
ficie del carril de una polea estd en este caso ); que para algunas
otras superficies, las dos curvaturas son en sentido opuesto en
todos sus puntos (la superficic engendrada por el movimiento de
una linea recta, precisada 4 cortar siempre otras tres rectas dadas
arbitrariamente en el espacio, se halla en este caso); en fin, que
en una superficie particular estas dos curvaturas opuestas son para:
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cada punto iguales entre si. Esta superficie es aquella cuya area es
un minimo.

125 Pasemos ahora 4 algunas conseqiiencias que resultan de
las dos curvaturas de una superficie curva, y que importa hacer-
las conocer 4 los artistas.

Fig. 49. Sea una porcion de superficie curva qualquiera, so-
bre la qual considerarémos un punto L tomado arbitrariamente,
y concibase la normal 4 la superficie en L. Acabamos de ver que
se puede pasar segun dos direcciones diferentes, del punto L 4
otro M 6 L, cuya nueva normal encuentra la primera,y que estas
dos direcciones forman 4ngulos rectos sobre la superficie. Sean
pues LM y LL'estas dos direcciones rectangulares en L. Del pun-
to M se podrd igualmente pasar con dos direcciones diferentes 4
otro punto N 6 M/, para el qual su normal encuentra la normal
4M,y scan MN y MM’ estas dos direcciones, rectangulares en M.
Obrando del mismo modo para el punto N, se hallardn las dos
direcciones NO y NN’ rectangulares en N ; para el punto O se
tendrdn las dos direcciones OP, OO/, y asf sucesivamente. La se-
rie de los puntos L, M, N, O, P..... &c., para los quales dos nor-
males consecutivas se hallan siempre en un plano, formard sobre
la superficie curva una linea curva, que indicard constantemente
el sentido de una de las dos curvaturas de la superficie, y esta cur-
wva serd una linea de primera curvatura, que pasard por el pun-
to L. Si se hace con el punto L’ lo que se ha hecho con L, se po-
drd desde luego pasar, segun dos direcciones rectangulares, 4 un
nuevo punto M’ 6 L”, cuya normal encontrard la del punto Lj,
y se hallard del mismo modo una serie de puntos L/, M/, ’N,
O, P..... &c., que formardn sobre la superficie curva otra linea
de primera curvatura, que pasard por el punto L’. Haciendo lo
mismo con la serie de puntos L”, L/, L .... hallados como L/,
L, se tendrdn nuevas lineas de primera curvatura L”M"N"”Q"P”,
L”M"N"O"P", ... &c., que pasardn por los puntos respectivos
LY, LY, LML &ec. iy que dividirdn la superficie curva en zo-
nas. Pero esta serie de puntos L, L', L, L”, cuyas normales con-
secutivas se hallan aun en un plano, formard sobre la superfi-
cie curva otra curva, que indicard constantemente el sentido de
la otra curvatura de la superficie: esta curva serd la linea de se-
gunda curvatura; M, M, M, M"”..... &c. formard otra linea de
segunda curvatura, que pasard por el punto M; la serie de los
puntos N, N’, N", N"..... &e. formard una nueva linea de segun-

da curvatura, que pasard por el punto N, y ast en adelante; y
todas las lineas de segunda curvatura dividirdn la superficie curva
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en otras zonas. En fin, todas las lineas de primera curvatura co-
tardn en dngulos rectos todas las lineas de segunda curvatura, ¥ €s-
tos dos sistemas de lineas curvas dividirdn la superficie en elemen-
tos rectangulares; y este efecto tendrd lugar, no solamente si es-
tas lineas estan infinitamente préximas, como lo hemos supuesto,
sino aun tambien quando las de un mismo sistema estuviesen 4
distancias finitas las unas de las otras. Antes de pasar mas adelan-
te, vamos 4 dar un exemplo, con el qual ya se estd familiari-
zado.

126 Si se corta una superficie qualquiera de revolucion por
una serie de planos tirados por el exe, se tendrd una serie de sec-
ciones, que serdn las lineas de una de las curvaturas de la superfi-
cie; pues para que una curva sea linea de curvatura de una super-
ficie es menester que en cada uno de sus puntos el elemento de
superficie cilindrica, que tocaria la superficie en el elemento de la
curva, tenga su recta generatriz perpendicular 4 la curva; pero
esta condicion se verifica evidentemente aqui, no solo en cada
punto de la curva para un elemento de superficie cilindrica par-
ticular, lo que bastaria, sino aun 4 toda la curva para una misma
superficie cilindrica. Ademas, si se corta la misma superficie de
revolucion por una serie de planos perpendiculares al exe, se ten-
drd una segunda serie de secciones, que serdn todas circulares, y
que serdn las lineas de la otra curvatura; pues si por un punto
qualquiera de una de estas secciones sc concibe la tangente al me-
ridiano de la superficie, y si se supone que esta tangente se mueva
paralelamente 4 sf misma para engendrar el elemento de una su-
perficie cilindrica tangente 4 la superficie, el elemento de la su-
perficie cilindrica tocard la superficie de revolucion en el arco de
circulo, y este arco serd perpendicular 4 la recta generatriz. Asf,
Ppara una superficie qualquiera de revolucion, las lineas de curva-
tura son, para una especie de curvatura, los meridianos de la su-
perficie, y para la otra curvatura las paralelas; y es evidente que
estas dos series de curvas se cortan todas en dngulos rectos sobre
la superficie.

127 Fig. 49. Si por todos los puntos de una de las lineas de
curvatura LMNOP de una superficie curva se conciben las nor-
males 4 la superficie, hemos visto que la segunda normal encon-
trard la primera en un cierto punto, que la tercera encontrard la
segunda en otro punto, y asi sucesivamente: el sistema de estas-
normales, de las quales dos consecutivas estan siempre en un mis-
mo plano, forma pues una superficie desarrollable, que es en to-
dos sus puntos perpendicular 4 la superficie curva, y que la corta

14
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segun la linea de curvatura. Esta linea de curvatura, siendo ella
misma en toda su extension perpendicular 4 las normales que
componen la superficie desarrollable, es tambien una linea de cur-
vatura de esta ultima superficie. La arista de retroceso de la su-
perficic desarrollable, cuya arista estd formada por la serie de los
puntos de reunion de las normales consecutivas, y 4 la qual to-
das las normales son tangentes , es una de las evolutas de la curva
LMNOP. Es el lugar de los centros de curvatura de todos los
puntos de esta curva, y es tambien el de los centros de una de las
curvaturas de la superficie para los puntos que estan sobre la li-
nea LMNOP. Si se hace la misma observacion para todas las
otras lineas de curvatura de la misma serie, tales como L'M/N'O'P’,
L/M"N"Q"P"..... &c., todas las normales de las superficies cur=
vas podrdn ser miradas como componiendo una serie de superfi-
cies desarrollables, todas perpendiculares 4 las supetficies, y el sis-
tema de las aristas de retroceso de todas estas superficies desarro-
llables formard una superficie curva, que serd el lugar de todos los
centros de una de las curvaturas de la superficie curva.

Lo que acabamos de observar, respecto 4 una de las dos cur-
vaturas de la superficie, se verifica igualmente con la otra. En
efecto, si por todos los puntos L, L/, L”...... &c. de una de las
lineas de la otra curvatura, se conciben normales 4 la superficie,
estas rectas estardn consecutivamente de dos en dos en un mismo
plano; su sistema formard una superficie desarrollable, que serd
en todas sus partes perpendicular 4 la superficie, y que la encon-
trard en la linea de curvatura LL/L”....., que serd ella misma una
linea de curvatura de la superficie desarrollable. La arista de re-
troceso de esta ultima superficie serd el lugar de los centros de
curvatura de la linea LL/L”..... &c. , y al mismo tiempo el de los
centros de segunda curvatura de la superficie curva para todos
los puntos de la linea LL/L”..... &c. Lo mismo sucederd con to-
das las normales tiradas por los puntos de las otras lineas de cur-
vatura MM'M”....., NN'N”..... &c. De modo, que todas las nor-
males de la superficie curva podrdn ser miradas de nuevo como
componiendo una segunda serie de superficies desarrollables to-
das perpendiculares 4 la superficie, y el sistema de las aristas de
retroceso de todas estas nuevas superficies desarrollables formard
una segunda superficie curva, que serd el lugar de los centros de
la segunda curvatura de la superficie.

128 En algunos casos particulares las superficies de los cen-
tros de lasdos curvaturas de una misma superficie curva son dis-
tintas, esto es, que pueden ser engendradas separadamente, 6 que
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tienen sus equaciones separadas. Se tiene un exemplo en las super=
ficies de revolucion, en las quales una de estas superficies se re-
duce al mismo exe de rotacion, y la otra es una superficie tam-
bien de revolucion engendrada por la rotacion de la evoluta pla-
na del meridiano al rededor del mismo exe. Pero lo mas freqiien-
te, y en el caso general, estas dos superficies no son distintas, no
pueden ser engendradas separadamente; tienen la misma equa-
cion, y son dos capas diferentes de una misma superficie curva.

129 Seve pues que todas las normales de una superficie cur-
va se pueden considerar como las intersecciones de dos series de
superficies desarrollables, tales que cada una de ellas encuentre la
superficie curva perpendicularmente, y la corte segun una curva,
que es al mismo tiempo linea de curvatura de la superficie curva
y linea de curvatura de la superficie desarrollable, y que cada una
de las superficies desarrollables de la primera serie corte todas las
de la segunda serie en linea recta y en dngulos rectos.

130 - Veamos ahora algunos exemplos de la utilidad que pue-
den traer estas generalidades en ciertos artes. El primer exemplo
serd tomado de la arquitectura.

Las bovedas construidas de piedra de sillerfa se componen de
piezas distintas, 4 las quales se da el nombre genérico de dovelas.
Cada dovela tiene muchas caras, que exigen la mayor atencion
en la execucion: 1° la cara que debe de servir para el paramen-
to, y que debiendo ser una parte de la superficie visible de la bs-
veda, debe de ser executada con la mayor precision, esta cara se
llama el entrados 6 bogquilla de la dovela: 29 las caras, por las
quales las dovelas consecutivas se aplican las unas sobre las otras,
se las llama generalmente junsas. Las juntas exigen tambien la ma-
yor exdctitud en su execucion, pues la presion se comunica de
una dovela 4 la otra perpendicularmente 4 la superficie de las jun-
tas, es necesario que las dos piedras se toquen por el mayor name-
ro de puntos posible, 4 fin de que para cada punto de contacto,
la presion sea la menor, y que para todos se acerque en lo posi-
ble 4 la igualdad. Es menester pues que en cada dovela las juntas
se acerquen quanto es posible d la verdadera superficie de que
deben hacer parte; y para que este objeto sea mas ficil de lle=
nar, es menester que la superficie de las juntas sea de la natura-
leza Ja mas simple, y de la execucion la mas susceptible de pre-
cision. Por esta razon se hacen ordinariamente las juntas pla-
nas; pero no todas las superficies de las bovedas admiten esta
disposicion, y en algunas nos apartariamos demasiado de las re-
glas adoptadas, de que hablarémos de aqui 4 un instante, si no
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se diese 4 las juntas una superficie curva. En este caso es menester
elegir, entre todas las superficies curvas que podrian satisfacer 4
las otras condiciones, aquellas cuya generacion es la mas simple,
y cuya execucion es mas susceptible de exdctitud. Como de to-
das las superficies curvas las mas ficiles de executar son las engens=
dradas por el moyimiento de una linea recta, y sobre todo las su-
perficies desarrollables: quando es menester que las juntas de las
dovelas sean superficies curvas, se las compone en quanto es po=
sible de superficies desarrollables.

Una de las principales condiciones, 4 las quales debe satisfas
cer la forma de las juntas de las dovelas, es de ser perpendicula-
res 4 la superficie de la béveda compuesta de estas dovelas. Pues
si los dos dngulos que una misma junta forma con la superfi-
cie de la boveda fuesen sensiblemente desiguales, aquel que fuese
mayor que un 4ngulo recto, seria capaz de una resistencia ma-
yor que el otro; y en la accion con que dos dovelas consecu-
tivas actian la una sobre la otra, el 4ngulo mas pequefio que
el dngulo recto estaria expuesto 4 romperse, lo que al menos
afearia la béveda, y aun podria alterar su solidez, disminuyen-
do la duracion del edificio. Por consiguiente, quando la super-
ficie de la junta debe ser curva, conviene engendrarla por una
recta que sea en todas sus partes perpendicular 4 la superficie
de la boveda; y si ademas se quiere que la superficie de la junta
sea desarrollable, es menester que todas las normales 4 la superfi-
cie de la béveda, y que componen, por decirlo asi, la junta, es-
ten consecutivamente en un mismo plano. Pero acabamos de ver
que esta condicion no puede ser satisfecha, 4 menos que todas las
normales no pasen por una misma linea de curvatura de la super-
ficie de la béveda? luego si las superficies de las juntas de las do-
velas de una béveda deben ser desarrollables, es absolutamente
indispensable que estas superficies encuentren la de la béveda en
sus lineas de curvatura. ’

Ademas, por grande que sea la exictitud con que se trabajen
las dovelas, la division es siempre aparente sobre la superficie;
se trazan siempre lineas muy sensibles, y estas lineas deben estar
sujetas 4 leyes generales, y deben tambien satisfacer 4 ciertas con-
wvenciones particulares, segun la naturaleza de la béveda. Entre
las leyes generales, las unas son relativas 4 la estabilidad, las otras
4 la duracion del edificio: de este nimero es la regla que prescri-
be que las juntas de una misma dovela formen entre sf dngulos
rectos; por la misma razon deben ser perpendiculares 4 la super-
ficie de la boveda. Tambien las lincas de division de las dove-
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1as deben ser tales, que las que dividen una misma bgveda en hi-
Jadas sean todas perpendiculares 4 las que dividen una misma hi-
lada en dovelas. En quanto 4 los convenios particulares, son de
muchas suertes, y nuestro objeto no es hacer aqui su enumera-
cion; pero hay uno principal, y es que las lineas de division de
las dovelas que, como acabamos de ver, son de dos especies, y
que deben todas cortarse perpendicularmente, deben tambien te-
ner el cardcter de la superficie 4 la qual pertenecen. No existe so-
bre una superficie’ curva linea alguna que pueda llenar al mismo
tiempo todas estas condiciones, sino las dos series de lineas de
curvaturas, y ellas las llenan perfectamente. Asi, la division de
una béveda en dovelas debe siempre hacerse por lineas de curva-
tura de la superficie de la boveda, y las juntas deben ser porcio-
nes de superficies desarrollables formadas por la serie de las nor-
males 4 la superficie, las quales consideradas consecutivamente se
hallan de dos en dos en un mismo plano, de suerte que para cada
dovela las superficies de las quatro juntas y la de la béveda sean
todas rectangulares.

Antes del descubrimiento de las consideraciones geométricas,
sobre las quales se finda quanto acabamos de decir, los artistas
tenian una idea confusa de las leyes 4 que conducen, y en todos
los casos tenian costumbre de conformarse con ellas. Asi, por
exemplo, quando la superficie de la béveda era de revolucion,
sea que fuese en esferdide, sea que fuese en béveda espiral, divi-
dian sus dovelas por meridianos y por paralelos, esto es, por las
lineas de curvatura de la superficie de la boveda.

Las juntas que correspondian 4 los meridianos eran planos ti-
rados por el exe de revolucion; las que correspondian 4 los para-
lelos eran superficies conicas de revolucion al rededor del mismo
exe; y estas dos especies de juntas eran rectangulares entre ellas,
y perpendiculares 4 la superficie de la boveda. Pero quando las
superficies de las bévedas no tenian una generacion tan simple, y
quando sus lineas de curvatura no se presentaban de un modo
tan claro, como en las bovedas de esferoides prolongados, y en
un gran niimero de otras, los artistas no podian satisfacer 4 to-
dos los convenios, y sacrificaban en cada caso particular aque-
llas que les presentaban mayores dificultades. i

Convendria pues que en cada una de las escuelas de geome-
trfa descriptiva el maestro se ocupase de la determinacion de las
Iineas de curvatura de las superficies empleadas ordinariamente en
los artes, 4 fin que en la ocasion los artistas que no pueden con-
sagrar mucho tiempo en semejantes investigaciones, pudicsen
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consultarlos con fruto, y aprovecharse de sus resultados.
131 El segundo exemplo que vamos 4 dar le tomarémos del
arte del grabado. !

En el grabado las tintas de las diferentes partes de la superficie
de los objetos representados se expresan por lineas cruzadas tra-
zadas con el buril, las quales se hacen tanto mas fiertes, 6 tanto
mas préximas las unas 4 las otras, quanto la tinta debe ser mas
obscura.

Quando la distancia, 4 la qual debe verse la estampa, es bas-
tante grande, para que las rayas no puedan distinguirse , el modo
como estas se cruzan es indiferente; y qualquiera que sea el con-
torno de las rayas, el artista puede siempre forzarlas y multipli-
carlas, de modo que consiga lo que desea, y que produzca el
efecto pedido. Pero si, como sucede ordinariamente, la estampa
estd destinada & ser vista bastante cerca para que los contornos
de las lineas se perciban, en este caso la forma de dichos contor-
nos no es indiferente. Para cada objeto y para cada una de las
partes de su superficie hay contornos de lineas mas adequados
que qualquier otro, para dar una idea de la curvatura de la su-
petficie: estos contornos particulares son siempre dos, y algunas
veces los Grabadores los emplean 4mbos al mismo tiempo quan-
do, para forzar mas ficilmente sus tintas, cruzan las lineas. Estos
contornos, de los quales los artistas no tienen aun sino un cono-
cimiento confuso, son las proyecciones de las lineas de curvatura
de la superficie que quieren representar. Como las superficies de
la mayor parte de los objetos no son susceptibles de una determi-
nacion rigurosa, sus lineas de curvatura no son capaces de ser de-
terminadas, ni por el cdlculo, ni por medio de construcciones

rdficas. Pero si desde la nifiez estuviesen los artistas acostumbra~
dos 4 determinar las lineas de curvatura de un gran ntimero de su-
perficies diferentes, y susceptibles de determinaciones exdctas, es-
tarian mas en estado de penetrar las formas de estas lineas y su
posicion, aun para los objetos menos determinados; las percibi-
rian con mas precision, y sus obras tendrian mas expresion.

No insistirémos sobre este objeto, que tal vez no presenta
sino la menor de las ventajas que las artes y la industria deben es-
perar del establecimiento de las escuelas de geometria descriptiva,
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ADICIONES.

Il

Se ha supuesto (ntim. 4) que tres superficies cilindricas de bases
circulares tenian en general ocho puntos comunes. El objeto de
esta nota no es demostrar esta proposicion, sino solamente hacer
comprehender de qué modo puede tener lugar.

Consideremos primeramente dos superficies cilindricas, y su-
pongamos que la una teniendo un didmetro sensiblemente mas
pequefio que el otro, se penetran de modo que los exes se en-
cuentren y formen entre si un éngulo mucho menor que el dngu-
lo recto. Bs evidente que la superficie,, cuyo didmetro es mas pe-
quefio, atravesard la otra de parte d parte, haciendo sobre la par-
te anterior de esta y sobre la posterior dos secciones distintas, se-
mejantes y muy largas. Supongamos ahora que la tercera superfi-
cie cilindrica tenga un didmetro poco mas 6 menos medio entre
los de los otros dos, que penetra la superficie cuyo didmetro es
¢l mayor, de modo que los dos exes se encuentran, pero baxo
un 4ngulo poco diferente del recto, y que atraviese las secciones
hechas sobre esta superficie poco ‘mas 6 menos hdcia sus medios;
es claro que las secciones que producird sobre las dos caras del
cilindro grande, siendo mas anchas y menos largas que las que
forma el cilindro menor, cada una de las nuevas secciones corta-
t4 4 la primera en quatro puntos. Asi habrd quatro puntos co-
munes 4 las tres superficies cilindricas sobre la cara anterior de la
que tiene el mayor didmetro, y habrd otras quatro sobre la cara
posterior: luego habrd ocho. En ciertos casos particulares este
niimero puede ser menor ; puede reducirse 4 seis, 4 quatro, 4 dos,
y aun 4 cero, segun las posiciones y los didmetros de las super-

ficies.
LL:

De la generacion de las superficies , primer exemplo (Véase nim. 12).

De las superficies gauchas. Se las puede considerar siempre co-
mo engendradas por una recta indefinida, que se mueve de mo-
do que se apoya constantemente sobre tres curvas dadas, que la
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dirigen en su movimiento. Si se concibe una serie de superficies
cénicas, cuyos vértices se hallan todos sobre la primera de las
tres curvas dadas, y que pasan todas por la segunda de estas cur-
vas, los puntos en que estas superficies encuentran la tercera cur-
va dada, determinan las diferentes posiciones de la recta genera-
triz. Sean MEN, M/E'N’, M"E"N" ( fig. 50 en perspectiva) las
tres curvas directrices dadas: habiendo tomado sobre la primera
curva un punto qualquiera E, la superficie cénica, cuyo vértice
estuviese sobre este punto, y que pasase por la segunda curva
M'E/N/, cortaria la tercera M”E”N" en un punto E”, lo que de-
terminaria sobre esta superficie la arista E’E”. La posicion de'es-
ta arista seria la de la recta generatriz correspondiente al punto E:
se hallaria del mismo modo la posicion de la recta generatriz pa-
ra cada uno de los puntos de la curva MEN.

Quando las tres directrices son linef;s rectas, resulta una su-
perficie gaucha, que goza de una propiedad muy notable; y es
que puede ser engendrada por una recta de dos modos diferentes.
La primera generacion se sigue evidentemente de la determina-
cion que se da de la superficie: la recta movible s apoya eons-
tantemente sobre tres rectas dadas.

La segunda generacion se deduce de la primera. Que entre to-
das las rectas que se apoyan sobre las tres rectas dadas, se clijan
tres 4 voluntad 4, 4, 4”; que se consideren estas ultimas como
nuevas directrices, la recta movible podrd apoyarse constante-
mente sobre las tres rectas 4, 4/, 4. :

Sea que se tomen por directrices las tres rectas dadas, 6 las
tres rectas 4, 4', 4", 1a recta movible en el uno y en el otro caso
engendra la misma superficie. :

De esta doble generacion se sigue que podria executarse la su-
petficie como un texido. Los hilos de los cadillos pasarian por las
directrices dadas, y los de la trama por las rectas indicadas por
d, d', 4". A cada punto de esta superficie corresponderian dos
rectas, la una pertencciente 4 los cadillos, y la otra 4 la trama.

La equacion de esta superficie gaucha de doble generacion,
siendo del segundo grado (véase la aplicacion de la andlisis 4 la
geometrfa) , no puede ser cortada por una recta sino en dos pun-
tos; y como en la segunda generacion la recta movible tiene
siempre tres puntos comunes con esta superficie, s¢ sigue que
puede ser considerada como uno de sus clementos.
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Del plano tangente 4 una superficie gaucha (Continuacion
del num. 30). v

Quarta giiestion. Por un punto dado sobre una superficie gau-
cha tirar un plano tangente 4 esta superficie.

La superficie gaucha es el término del espacio corrido por
una recta movible. Sean ( fiz. 50) MEN, M'E'N’, M"E"”N" las
tres curvas que dirigen el movimiento de la recta; Z ¢l punto
dado * sobre la superficie gaucha; E, E/, E” los puntos en que
el elemento de esta superficie, correspondiente al punto dado Z,
encuentra las directrices; y en fin ET, E'T/, E'T” las tangentes
de las directrices tiradas por los puntos E, E/, E”,

Concibase la superficie que tendria por directrices las tres tan-
gentes ET, E'T’, E”T”, y sean EE'E", FF'F", GG'G” tres posi-
ciones qualquiera de su generatriz, es ficil de ver que esta super-
ficie y la dada tienen un elemento comun EE'E”, en el qual se to-
can; de suerte que todo plano tangente 4 la una toca necesaria-
mente la otra, Para tirar por el punto dado Z un plano tangente
4 la superficie.gaucha, que tiene por directrices las tres tangentes,
es menester determinar dos rectas, por las quales debe pasar este
plano. Pero se ha visto (adicion IT) que para cada punto Z de
esta superficie se podian trazar en ella dos rectas: la una EZE”,
que pasa por las tres tangentes ET, E'T’, E“T”: la otra ZYX,
que se apoya sobre los tres elementos EE'E”, FE'F”, GG'G". Lue-
go el plano que pasa por las dos rectas EZE", ZYX es el plano
tangente d la superficie gaucha, la mas general, en un punto da-
do Z de esta superficie.

Esta solucion supone que se sepan tirar tangentes 4 las cur-
vas que dirigen el movimiento de la recta generatriz: se verd
(art.III.) como se tiran las tangentes & las curvas quando resul-
tan de la interseccion de dos superficies conocidas, 6 que son
dadas por la ley del movimiento de un punto generador. :

Habiendo tirado un plano tangente & una superficie gaucha,
por un punto dado sobre esta superficie, se podria proponer de
resolver el problema inverso. ,,Dado ¢l plano tangente hallar el

1 La figura go estd en perspectiva. Si todo se refiriese & dos planos perpendicu-
lares entre si, como en los exemplos que preceden al niim. 3o, una sola proyeccion
de un punto de la superficic gaucha determinaria la posicion de este punto.

IS
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punto de contacto.” La solucion seria una conseqiencia ficil de
lo que precede.

En efecto, el plano tangente 4 una superficie gaucha pasa ne-
cesariamente por una de las posiciones de la recta generatriz. Sea
EE” el elemento por el qual debe pasar el plano tangente dado.
Se prolongard este plano hasta que encuentre las rectas FF”, GG,
¥ que las corte cada una en un punto; la recta, tirada por los dos
puntos de interseccion, tendrd con el elemento EE” un punto
comun, que es el punto de contacto pedido.

Quando un plano toca una superficie desarrollable, el con-
tacto se verifica sobre toda la recta comun al plano y 4 la super-
ficie; pero quando toca una superficie gaucha, el contacto no
tiene lugar sino en un solo punto de la recta que les es comun:
‘en qualquier otro punto de esta recta el plano es secante.
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