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ADVERTENCIA.

Teniendo en consideracion lo poco comunes que
son aun los previos conocimientos de griego necesa-
rios para la lectura de los cilculos en que se usan le-
tras griegas, nos ha parecido conveniente poner aqui
la siguiente tabla para mayor comodidad de los lec- -
tores, :
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TRATADO ELEMENTAL
DE ALGEBRA.

NOCIONES PRELIMINARES SOBRE EL TRANSITO DE
LA ARITMETICA AL ALGEBRA, Y EXPLICACION

DE 10S SIGNOS ALGEBRAICOS.

5

I Ein a]gunds de las cuestiones que hemos pro-
puesto en el Tratado elemental de Aritmética (§§- 176
y siguientes) se puede ya haber notado que para resol-
verlas teniamos que averiguar primeramente qué ope-
raciones, de las cuatro fundamentales, debiamos ¢je-
cutar con los n{imeros conocidos, para que resultasen
los desconocidos que buscabamos; y cuando ya habia-
mos descubierto que una cierta y determinada serie de
aquellas operaciones nos habia de conducir seguramente
& nuestro objeto, lo finico que nos restaba era efectuar-
las, y las efectuabamos conforme 4 las reglas que para
esto habiamos anteriormente establecido. A esto se re-
duce en suma la completa solucion de cualquier pro-
blema; pero lo mas digno de adveriirse es que en ague:
lla primera averiguacion, que sin duda es Ja parte mas
principal, y la Ginica que puede ofrecer dificultades, pres-
cindimos enteramente de todo sistema de numeracion, ¥
aun de los valores particulares de los niimeros dados;
pues dependiendo solo del modo con que en la propues:
ta se nos presentan enlazados con Jos nlimeros conocidos
los incognitos, 6 lo que es lo ‘mismo , de las mutuas re-
Jaciones de aquellos y estos, en todos casos ha de resul-

TOMO 1L, A



2 TRATADO ELEMENTAL

tar Gnicamente el desarrollo, por decirlo asi, de las
consecuencias que envuelva la misma propuesta, y en
esto no tienen el menor influjo los valores particulares
de los ntimeros dados, ni menos el sistema adoptado pa-
ra la numeracion. Mientras no sean muy complicadas
aquellas relaciones, podra no echarse de ver lo embara~-
zosos y poco adecuados que son los idiomas vulgares
para desenvolyer los razonamientos que hayamos de
formar en este género de investigaciones; ni serd ex-
trafic que no se conozca la necesidad de otro idioma
mas sencillo, y de consiguiente mas 4 propdsito para
hacernos perceptible la mutua conexion de todas las
partes de nuestros discursos, y para que asl podamos
discurrir con mayor rapidez y seguridad sobre estas ma-
terias. Pero aun sin necesidad de suponer que sean muy
complicados los problemas que intentemos resolver , po-
dremos convencernos de lo mucho que la sencillez del
idioma, de que hagamos uso, debe facilitar la solucion
de ellos, en haciéndonos cargo de que la principal difi-
cultad estd reducida 4 desenvolver y expresar de un
modo conveniente las relaciones que con arreglo 4 la
propuesta tengan las cantidades incégnitas entre si y con
las conocidas, y a traducir 6 trasformar de tal manera
aquellas primeras expresiones, que por una serie 1no in-
terrumpida de proposiciones equivalentes lleguemos l-

timamente 4 dar con una concebida en estos términos:

La cantidad desconocida es ignal d@ la suma, 6 dla

diferencia, 6 al producto, 6 al cuociente de tales 6 ta-

les cantidades conocidas. |

A fin de disipars cualquiera oscuridad que puedan
todavia dejar estas nociones generales, propongamonos,
por ejemplo, resolver la cuestion signiente:

e e e s Reusect s SRS

DE ALGEBRA. 3

Distribuir un nivmero dado, cualquiera que sea, en
dos partes tales, que la una lleve a la otra un exceso
tambien dado, sea el que fuere. :

Tratando primeramente de averiguar qué opera-
ciones deberemos ejecutar con las dos cantidades que
suponemos conocidas, para hallar las otras dos descono-
cidas, observaremos que de la propuesta se infieren in-
mediatamente estas dos consecuencias: primera, la par-
te mayor ¢s igual @ la suma de la menor y del exceso
dado: segunda, la parte mayor sumada con la menor
es igual al miimero que intentamos distribuir. Asi ha-
bremos puesto en claro las relaciones que la propuesta
envuelve de los niimeros incégnitos entre siy con los
conocidos; y en seguida formaremos este razonamiento.

Una vez que la primera consecuencia de la pro-
puesta nos viene a decir que esta expresion la suma de
la parte menor y. del exceso dado es equivalente a esto-
tra la parte mayor s si sustituimos aquella expresion
en lugar ‘de esta, la segunda consecuencia se trasfor-
mar4 en la que sigue: la suma de la parte menor y del
exceso dado , sumada de nuevo con la misma parte me-
nor, es igual al wimero que intentamos distribuir. 28

como la suma de la parte menor y del exceso dado, su-
mada de nuevo con la misma parte menor, €s equiva-
lente 4 el doble de la parte menor sumado con ¢l exce-
50 dado , haciendo esta nueva sustitucion se trasfor-
mard la misma segunda consecuencia en estotra: el do-
ble de la parte menor, sumado con ¢l exceso dado, es
igual al nimero que -intentamos distribuir. Y equiva-
liendo esto 4 decir que el exceso dado y el doble de la
parte menor componen el nilimero que intentamos distri-

buir , se infiere facilmente que si de este niimero se quita
*
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4 TRATADO ELEMENTAL
el exceso dado el residuo serd el doble de la parte me-
nor; y de consiguiente sz de este residuo se toma la
mitad, esta sera la parte menor. Cuando ya esté co-
nocida la parte menor, le afiadiremos el exceso dado, y
resultara la mayor.

Por manera que sin necesidad de haber determina-
do los valores de los dos nlimeros que en la propuesta
de la cuestion se suponen conocidos, podemos ya mi-
rarla como resuelta, porque ya hemos llegado a des-
cubrir qué operaciones debemos ejecutar con ellos, sean
los que fueren, para hallar los otros dos nlimeros des-
conocidos ; y como bien se deja ver, lo que despues de
esto falta para completar la solucion es la materialidad
de efectuar aquellas operaciones, que es lo {inico para
lo cual es indispensable determinar aquellos valores.

Si, por e)emplo fuere weinte el niimero que nos

propongamos repartir, y seis el exceso que una de las

dos partes ha de llevar a la otra; ya sabemos que
restando seis' de wetnte, y tomando del residuo cator-
ce la mitad, esta mitad siefe sera la parte menor; y
agregando a esta el exceso- seis, la suma frece sera la
parte mayor. ‘

2 - Aunque sean muy sencillos el problema propues-
to y el razonamiento que hemos hecho para resolverlo,
bien pueden habernos dado @ conocer que en todos los
demas, y con especialidad en los mas complicados, ten-
dremos que repetir con demasiada frecuencia las expre-
siones agregando &, restando de, multiplicando 6 divi-
diendo. por, con las cuales enunciamos las operaciones
indicadas por las relaciones que la propuesta de la cues-
tion puede establecer entre las cantidades incdgnitas y
conocidas. No es, pues, dificil echar de ver que se sim=-

DE ALGEBRA. 5

plificaran notablemente las proposiciones, y adquirira ma-
yor claridad el razonamiento, si en lugar de aquellas ex-
presiones sustituimos ciertos signos que indiquen las mis-
mas operaciones, y por cuyo medio se representen los
resultados de ellas. : :

De ahi es que ‘para indicar la adicion, y en vez de
la expresion sumado con 6 agregado d se hace uso del
signo-+, que se lee mas; por manera que la combina-
cion 8+7, que se lee ocho mas sicte, quiere decir:
8 sumado con 77, y representa el resultado de la adicion

~de 8 y 7, 6 en una palabra /a suma 15.

Para indicar la sustraccion se emplea el signo—,
que se lee menos, antepuesto al sustraendo; de modo
que la combinacion 9 — 3§, que se lee nueve menos cin-
co, quiere decir: que de 9 se ha de restar g, y repre-
senta el residuo que debe resultar en habiendo quitado §
de nueve; esto es, a 4.

Para indicar la multiplicacion de un nimero por
otro se coloca entre los factores el signo < 6 un punto,
que equivale & multiplicado por; y asi la combinacion
6x5,6 6.5, selee: seis multiplicado por cinco; y re-
presenta el producto 30 de esta multiplicacion,

Para indicar que un nimero se ha de dividir por
otro se coloca el primero sobre el segundo, tirando en-
tre los dos una pequefia linea horizontal, 6 se pone el
divisor 4 la derecha del dividendo con dos puntos en=-
tre los dos. Asi que %2 6 12 : 4, se lee doce dividi-
do por cuatro, y representa el cuociente 3 que ha de
resultar de aquella division.

Ademas de estos signos adoptados para indicar las
cuatro operaciones fundamentales de la Aritmética, y
representar los resultados de ellas aun antes que esten
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determinados, se ha elegido el signo = para sustituirlo
en lugar de la expresion es fgual d, que a cada mo-
mento tenemos que repetir en el razonamiento que for-
mamos para resolver cualquier problema. De modo que
la combinacion 8 — g =1z, que se lee ocho menos cin-
¢o es tgual d doce dividido por cuatro, quiere decir que
el residuo que debe resultar en habiendo quitado g de 8,
es igual al cuociente que ha de resultar en habiendo
dividido 12 por 4.

A toda expresion semejante 4 la Gltima que acaba-
mos de proponer, y que nos indica la ignaldad de los
resultados de varias operaciones, 6 la de otras dos can-
tidades cualesquiera, se le da el nombre de ecuacion.

No tiene duda que son ya muy considerables las
abreviaciones que con el auxilio de tales signos conse-
‘guimos; pero todavia se echan menos algunos otros que
nos eximan de la necesidad de hacer uso de otras varias
expresiones , como ¢/ nitmero que intentamos repartir; el
exceso dado, la parte mayor, la parte menor,y otras
semejantes que nos vemos precisados a repetir continua-
mente, y que haciendo demasiado difusas las proposi-
ciones, no nos dejan percibir con toda la claridad nece-
saria el enlace de unas con otras, y nos hacen perder el
hilo del discurso. Para evitar el uso de todas las expre-
siones que indicasen nimeros conocidos 6 dados, se ocur-
1i6 desde luego ‘el arbitrio de representar a todos ‘estos
con las mismas cifras 6 guarismos de que mnos hemos
servido en la Aritmética; pero no siendo posible wvaler=
nos del mismo medio para representar los nimeros des-
conocidos, fue necesario para esto elegir algunos otros
signos convencionales que han variado ‘con el tiempo.
Al cabo se ha venido 4 establecer por general 'y una-

&

o o i i
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nime consentimiento, no solo que para este efecto se
empleen letras del abecedario, sino tambien que por lo
comun se prefieran las Gltimas 4 todas las demas. Por
esta razon hemos hecho en la Aritmética uso de una x
para representar el cuarto término de cualquiera pro-
porcion en todos los casos en que solo conociamos los
otros tres,

Con el objeto de manifestar hasta qué punto se sim-
plificé y facilité con el auxilio de los signos hasta aqui
adoptados la solucion de los problemas, tratemos de re~
solver de nuevo el que nos hemos propuesto en el par-
rafo anterior , 4 saber:

Distribuir el nitmero 20 en dos partes tales, que
la una lleve 6 de exceso d la otra.

Proponiéndohos, como antes, hallar primeramente,
el valor de la parte menor, la representaremos por z, y
4 consecuencia la parte mayor vendra 4 estar bien repre-
sentada por la combinacion x+6, la suma de las dos
partes lo estard por x-+x-6; y la segunda consecuen-
cia que inmediatamente dedujimos de la propuesta de
la cuestion, resultard expresada con mucha sencillez y
claridad en estos términos:

r+r+06=20;
y como la suma de dos cantidades iguales equivalga al
doble de una de ellas, poniendo 2 » en lugar de z~+u,
6 del doble de x, se trasformara aquella ecuacion en
estotra aun mas sencilla: :

2 x+6=20: :
y como esta {iltima expresion nos esté indicando que es
necesario sumar 6 con 2 x para que resulten 20, se in-
fiere facilmente de ella que

2 ¥=20—06;
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6 lo que es lo mismo, 2 *=14;
y de consiguiente una x, que es la mitad de 2 x, serd
igual 4 la mitad de 14, lo cual se expresa de este modo:

n=—t=—t7
Es, pues, la parte menor 7", y la mayor 13, como an-
tes hemos hallado. : : '

Si ahora comparamos con el razonamiento que aca-
bamos de hacer el que primeramente hicimos en idio-
ma vulgar, no hallaremos 4 primera vista otra diferen-
cia sino la de haber traducido 4 este otro idioma todas
aquellas proposiciones; pero en llegando a cotejar los
resultados de ambos razonamientos, echaremos de ver sin
la menor dificultad que cuando en el primero descubri-
mos que la parte menor era igual d la mitad de la di-
ferencia de los dos niimeros dados, esta expresion nos
daba 4 entender qué operaciones debiamos ejecutar con
los nfimeros conocidos, cualesquiera que fuesen, para
que resultase el desconocido que ‘mos proponiamos ha-
lar; y asi habiamos descubierto una regla general para
resolver, sin necesidad de repetir el razonamiento, todos
los casos particulares comprendidos en la cuestion ge-
neral. Pero cuando por medio de los signos que hasta
aqui hemos adoptado, hemos hallado que x=7, esta
expresion no nos da idea alguna del cémo se deduciria
inmediatamente de los dos nlimeros dados el que nos

~ proponiamos conocer ; y de consiguiente el saber que en
el caso particular en que sean 6 y 20 los nimeros cono-
cidos, son 7 y 13 los otros dos que buscabamos, de na-
da puede servirnos para resolver los innumerables casos
semejantes que con solo variar los dos niimeros conoci-
dos pueden ocurrir. ;

Esta ventaja que el primer razonamiento lleva al

.
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segundo, G por mejor decir, la que un modo de enun-
ciar el mismo razonamiento tiene sobre el otro, proviene
de que no habiendo determinado en el primero los va-
lores “particulares de los niimeros conocidos, 0 lo que
viene 4 ser lo mismo, habiendo prescindido de aquellos
valores, y habiéndolos designado con denominaciones
generales, cuales son el nmimero que intentamos distri=
buir y el exceso dado, no pudieron menos de: pasar de
una proposicion 4 otra sin alteracion alguna, y aparecer
sin ella en el resultado 6 consecuencia final; en lugar
de que habiendo determinado en el segundo los valores
particulares de los niimeros dados, y habiéndolos repre-
sentado con las cifras usuales de la Aritmetica, hemos
podido ejecutar, y en efecto hemos ejecutado con ellos
todas las operaciones que en el progreso del discurso se
han ofrecido: estas operaciones han' hecho desaparecer
los niimeros primitivos, y de ahi es que cuando se nos
presenta solo el resultado final #=7, no nos es posible
descubrir en él vestigio alguno que nos indique entre
las innumerables combinaciones de ‘operaciones aritméti-
cas, que ejecutadas con los dos nimeros 6y 20 pue-
den dar por resultado final el niimero 7, cual precisa-
mente haya sido la que en el caso presente nos ha con-
ducido a este resultado.

3 Luego que se traté de precaver este inconve-
niente, se vio que el mejor medio de conseguirlo era
designar los nlimeros conocidos con' ciertos caractéres
que no teniendo por si valor alguno particular, pudiesen
representarlos con tanta indeterminacion como las ex-
presiones generales de ‘que hemos: hecho uso en nues-
tro primer razonamiento; para que no’pudiéndose de

+ este modo efectuar con ellos operacion alguna aritmé-

TOMO II. B
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tica que los hiciese desaparecer, pasasen sin alteracion
alguna, desde la primera proposicion hasta el resultado
6 consecuencia final. Entre innumerables caracteres que
pudieron haberse imaginado para el intento, ningunos
parecieron mas adecuados que las mismas letras del abe-
cedario, las cuales han venido de este modo a ser los
simbolos destinados 4 representar tanto los nimeros co-
nocidos como los incégnitos, sin otra diferencia que la
de emplearse por lo comun, segun ya hemos dicho, las
{iltimas para estos, y todas las restantes para aquellos.
De unas y de otras tiene el calculador facultad de ele-
gir las e para representar todos los nmeros
conocidos € incognitos de que haga mencion la propues-
ta del problema, con tal que al tiempo de hacer la
eleccion designe la letra que ha determinado sustituir 4
cada nfimero. Volvamos a resolver con este nuevo au-
xilio el mismo problema.

Distribuir un nitmero conocido en dos partes tales
que la una leve d la otra un exceso dado.

Una vez que estd 4 nuestro arbitrio elegir de las
primeras letras del abecedario las que queramos para
representar los nfimeros conocidos, y de las Gltimas pa-
ra los incégnitos, designaremos por a el namero que
intentemos repartir; por b el exceso dado; y designan-
do como antes por z la parte menor desconocida, la par-
te mayor podra representarse por la combinacion x-+b,
sin necesidad de emplear para ello otra nueva letra.

Asi la suma de-las dos partes estara bien represen-
tada por la combinacion x~+x b3 y la segunda con-
secuencia  que dedujimos (§: 1) de la- propuesta de la
cuestion, estard bien expresada de este modo:

v +x-+b=a;
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6 de estotro equivalente: 2 ¥+b=a.

Y viendo en esta iltima expresion que la cantidad 2 se
compone de las dos partes b y 2 =, es facil inferir que
2 x=a—b;

y de consiguiente la mitad de 2 x, es decir, una v sera
igual 4 la mitad de la cantidad representada por la com-

binacion @—5; lo cual se expresara de este modo:

= a—b
== 3

o lo que es equivalente:
x:i——zf

Si ahora traducimos al lengua)e vulgar cualquiera
de estas dos ultimas expresiones, y sefialadamente la
pentltima, sustituyendo en lugar de las letras y signos
que entran en ellas las denominaciones de las cantidades
y operaciones representadas por aquellos simbolos, re-
sultard  por consecuencia final la misma regla general
que por el primer razonamiento hallamos; a saber: /a
parte menor es fgual dla mitad de la diferencia de los
dos nivmeros dados; lo cual es lo mismo que decir: para
hallar la parte menor se ha de restar del nitmero que
nos propongamos repartir ¢l exceso dado, y se ha de to-
mar la mitad del residuo.

La tltima expresmn que hemos hallado z=2-2,
traducida del mismo modo, quiere decir, que para de-
terminar la misma parte menor hemos de tomar la mi-
tad , asi del mivmero que nos propongamos repartir, co-
mo del exceso dado; y despues hemos de restar de la mi-
tad de aquel la de este. Aqui vemos invertido el 6rden
de las operaciones; pero teniendo presente la regla es-
tablecida en la Aritmética para restar un quebrado de
otro, no se podra dudar de que por esta inversion no

debe variar el resultado.

*
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Dijimes (§. 1) que en habiendo determinado el
valor de la parte menor, le agregariamos el exceso da-
do, y resultaria la mayor; y de consiguiente si la parte
menor esti representada por Z-—--, la mayor deberd
representarse por --—-—-+b. En esta expresion se nos
dice que de = hemos de quitar primeramente la mitad
de b, y agregar despues una b entera, que equivale 4
dos mitades de b; y como quitar una y afiadir dos se
reduce en suma 4 afiadir una, la expresion L—2-p
quedard reducida 4 =+, la cual segun la regla pa-

¢ a—b

ra sumar quebrados, equivale a . Cualquiera de

estas dos fltimas expresiones nos suministra una regla
general para deducir inmediatamente de los dos n{ime-
ros dados el valor de la parte mayor, sin necesidad de
tener anteriormente conocido el de la menor. En efecto,
la pentltima expresion traducida nos viene 4 decir que
para determinar el walor de la parte mayor debemos
stumar la mitad del exceso dado con la del nimero que
nos propongamos repartir; y la Gltima nos dice que ob-
tendremos el mismo resultado sumando el exceso dado
con el mitmero que nos propongamos repartir , y tomando
de esta suma la mitad.

Despues de esto para completar la solucion de
cualquiera de los casos particulares que pueden com-
prenderse bajo la misma cuestion general, solo falta
la materialidad de efectuar con los niimeros particulares
que se nos den, las operaciones que estan meramente in-
dicadas en las expresiones finales que hemos hallado.

Hemos, pues, conseguido completamente el objeto
que nos habiamos propuesto de hallar un lenguaje mu-
cho mas sencillo que el vulgar, y con cuyo auxilio no
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solo pudiésemos seguir con mayor rapidez y seguridad
el razonamiento necesario para resolver cualquier pro- .
blema, sino que tambien lograsemos que la consecuen-
cia final resultase expresada con la generalidad de que
fuese susceptible, y se limitase 4 indicarnos la serie de
operaciones que debiamos ejecutar con las cantidades
conocidas para determinar las incognitas.

Este lenguaje simbolico en que asi las cantidades
conocidas como las incognitas que entran en cualquier
problema estan representadas por caractéres, a los cua-
les mo estd asignado ningun valor particular, y en que
las operaciones que deben ejecutarse con ellas , estan me-
ramente indicadas por signos convencionales que & este
¢fecto se han elegido, es Jo que hablando con toda pro-
piedad, se llama Algebra.

4 En el problema que hemos resuelto en los par-
rafos anteriores, nos hemos propuesto siempre determi-
nar primeramente el valor de la parte menor, porque
conociamos que por medio de este era muy facil infe-
rir el de la mayor. Para que se vea que del mismo mo-
do pudimos determinar primeramente el valor de la
parte mayor, y de este deducir despues el de la menor,
representemos por z la parte mayor; y suponiendo que,
como antes, & represente el nlimero que intentamos re-
partir, y b el exceso dado, la parte menor resultara
bien representada por la combinacion z—5; porque es
bien claro que en quitando de la parte mayor el exceso
dado, el residuo debe ser igual 4 la menor, La suma
de las dos partes vendra 4 estar representada por z+z—b,
6 lo que es lo mismo, por 2 z—b; y como, segun la
propuesta de la cuestion, la suma de las dos partes debe
ser igual al nlimero que intentemcs repartir, tendremos
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esta ecuacion: 2 z—b=a.
- Examindndola atentamente se ve que 2 z es un minuen-

do; b un sustraendo, y a el residuo; y como todo mi-

nuendo es igual 4 la suma del sustraendo y residuo, serd

2 z=a-+b; -
y tomando la mitad de 2 2, y de la suma que le es

e L a+b
1gual, resultara 2=

2

6 lo que es lo mismo, Zie iy

expresiones que traducidas al lenguaje vulgar vienen a
ser las mismas reglas generales que ya antes hallamos
para deducir inmediatamenie de los dos nfimeros dados
el valor de la parte mayor. Conocida esta, sera facil in-

ferir el de la menor; en lo cual ‘no creemos necesario

detenernos mas,

Lo expuesto hasta aqui nos da suficientemente idea
de la absoluta ¢ ilimitada facultad que tiene cualquiera
que se proponga resolver una cuestion, de elegir la letra
que s¢ le antoje para representar cada una de las can-
tidades conocidas ¢é Incognitas de que se haga men-
cion en la propuesta; bien que en habiendo elegido en
uso de esta facultad una letra cualquiera para represen-
.tar una de aquellas céntidades, tendrd que elegir otra
cualquiera letra de las restantes para representar otra
cantidad distinta, y habré forzosamente de conservar 4
cada letra desde el principio del razonamiento hasta la
conclusion de ¢l la misma representacion que al tiempo
de comenzarlo le haya atribuido,

Tambien podemos ya haber notado que cuando Ia
Propuesta del problema nos dé 4 conocer alguna rela-
cion que tengan entre si las cantidades incégnitas, no
sera necesario representar 4 cada una de estas con una

o ou—

R
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letra distinta, sino que en habiendo representado cual-
quiera de ellas con la letra que hayamos tenido 4 bien
escoger, podremos designar todas las demas incdgnitas
por combinaciones de las letras que anteriormente ha-
yamos elegido. Asi es que cuando en el problema que
hemos resuelto nos proponiamos determinar primeramen-
te la parte menor, y & consecuencia la designabamos
por ¥, no representabamos Ja parte mayor por otra nue-
va letra, sino por la combinacion z-+5; y cuando nos
proponiamos hallar primeramente la parte mayor, y la
representabamos por z, no designabamos la parte menor
con otra letra distinta, sino con la combinacion z—b;
porque la propuesta de la cuestion nos daba 4 conocer
que la parte mayor llevaba a la menor el exceso .

Es muy importante tener entendido que una misma
relacion entre varios nlimeros conocidos é incégnitos se
puede enunciar de muchos y muy diferentes modos; y
como la solucion de cualquier problema dependa solo
de aquella relacion, y no del modo de enunciarla, siem-
pre que las propuestas de dos 6 mas cuestiones no se
diferencien mas que en el modo de expresar una misma
relacion, se podra aplicar 4 todas la solucion que se ha-
ya dado a cualquiera de ellas. s

Si, por ejemplo, nos propusiésemos ahora hallar
dos niimeros , cuya suma y cuya diferencia esten conoci-
das , podriamos facilmente echar de ver que las canti-
dades conocidas ¢ incGgnitas que entran en esta cues-
tion, tienen entre si la misma relacion que las de la
cuestion que antes hemos resuelto, bien que esté enun-
ciada de un modo muy diferente; porque el nfimero
que nos proponiamos antes repartir era la suma de las
dos partes desconocidas; y el exceso dado era la diferen-
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cia de ellas. Podemos, pues, aplicar a la nueva cues-
tion la solucion que para la anterior hemos hallado, sin
otra alteracion que la de expresar las cantidades conoci-
das con las voces de que se hace uso en la nueva pro-
i)uesta. Asi que, diremos:

El menor de los dos nitmeros incdgnitos es igual d
la mitad de la suma menos la mitad de la diferencia
qué se nos dan conocidas.

Y el mayor es igual d la mitad de la suma mas la
mitad de la diferencia.

5 Propongiamonos ya otra cuestion que, aunque
aniloga 4 la anterior, es un poco mas complicada:

Distribuir un nitmero dado en tres partes desigua-
les, tales que ¢l exceso de la mayor sobre la mediana, y
¢l de esta sobre la menor, sean tambien dos nitmeros
dados. :

Con el objeto de fijar las ideas atribuiremos pri-
meramente 4 los tres nimeros conocidos valores particu-
lares y determinados, suponiendo que el niimero que
vamos 4 repartir sea doscientos y treinta; que el exceso
de la parte mayor sobre la mediana sea sesenta, y el
de la mediana sobre la menor sea cuarenta.

Ahora bien, si proponiéndonos hallar primeramente
la parte menor la designamos por x, la parte mediana,
que segun la propuesta debe tener cuarenta mas que
la menor, estara bien representada por la combinacion
2+ 403y la mayor, que ha de tener sesenta mas que
la mediana, estara bien representada por la combinacion
-2+ 40-+60. Y como las tres ‘partes juntas han de
componer todo el nmero doscientos y treinta que in-
tentamos repartir, estara bien expresada esta condicion
en estos términos: '
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YT+ 4o+2~+40+060=230.
Poniendo 3 x en lugar de w+a -2, y 140 en lugar
de 40-+40~+ 60, aquella expresion 6 ecuacion que-
dara reducida a estotra mucho mas sencilla:

3 ¥+ 140=230;

la cual nos esta dando 4 entender que 230 se compone
de 140 y de la cantidad representada por 3 2. De
consiguiente si de 230 se resta 140, el residuo habra
de ser la cantidad representada por 3 z, lo cual se ex-
presara de este modo: 3 ¥=230—140;
6 lo que es lo mismo, 3 x=9go.

Si, pues, 3 x esigual 4 9o, una x, que.es la tercera
parte de 3 x, serd forzosamente igual 4 la tercera parte
de 9o; y de consiguiente tendremos estas nuevas ecua-
ciones: r=2

.1‘:30.
Sabiendo ya que la parte menor que buscabamos es 30,
agregandole 40, resultard que 7o es la parte media-
na; y agregando a esta 6o, vendremos en conocimien-
to de que 130 es la parte mayor.

6 Aunque fuesen otros muy distintos los tres nfi-
meros dados en la propuesta, habriamos de seguir en
la resolucion del problema el mismo rumbo que acaba-
mos de trazar en el parrafo anterior; pero mientras de-
signemos las cantidades conocidas con guarismos , que,
como ya se sabe, representan valores particulares y de-
terminados, 4 la menor variacion que padezca cualquiera
de los nlimeros dados, tendremos que formar de nuevo
todo el razonamiento, y ejecutar todas las operaciones,
por cuyo medio hemos descubierto que en el caso par-
ticular propuesto era 30 la parte menor; porque no

habiendo quedado en este resultado final vestigio algu-
TOMO TII, C
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no del influjo que en la formacion de ¢l ha tenido cada
uno de los nlimeros dados, no podemos ver en €l cosa
alguna que nos dé & conocer la serie de operaciones que
se han ejecutado con los tres niimeros 230, 40y 603
y que efectuadas con otros tres cualesquiera, nos hayan
de conducir directamente al resultado final que 4 cada
caso particular corresponda.

A fin, pues, de conseguir una solucion general, ab-

solutamente independiente de los valores particulares de
los tres nfimeros dados, y que solo nos haga ver la se-
rie de operaciones qus se han de efectuar con ellos, sean
los que fueren, para que resulte el valor de la inc6g-
nita; designaremos por « el nlimero que nos proponga-
mos repartir, por b el exceso que la parte mediana ha-
ya de llevar 4 la menor, y por ¢ el que la mayor deba
llevar 4 la mediana. Suponiendo que nos propongamos
como antes determinar primeramente la parte menor, y
que la hayamos representado por  , la parte mediana
estard bien representada por la combinacion x+5, y la
mayor por x-+b-+c. ¥ como el conjunto de las tres
partes ha de ser igual al nfimero que tratemos de dis-
tribuir, resultard bien expresada esta condicion en estos
términos:
T+ p+b+r4+bre=a.
Sustituyendo 3 » en vez de 2+2+2, y 2 ben lugar
de b+b, quedard reducida aquella expresion 4 estotra
mas sencilla:
Ja+2b+c=a;

en la cual se nos dice que el nlimero @ que intentamos
repartir equivale al conjunto de las tres cantidades re-
presentadas por 3 2, 2 b y ¢; y de consiguiente si d'el
nfimero @ quitamos las dos cantidades 2 by ¢, el resi-
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duo debera ser 3 x; lo cual expresaremos de este modo:
3 vx=a—2 b—r;
de donde deduciremos ficilmente que una a, tercera
parte de 3 x, es igual 4 la tercera parte del residuo re-
presentado por la combinacion @— 2 b—¢; cuya igual-

a—2 b—c
Wi
En esta expresion del resultado final de nuestro razona-
miento debemos notar que no habiéndose asignado va-
lor alguno particular & los simbolos @, b, ¢ que represen-
tan las tres cantidades conocidas que entran en la cues-
tion, no es posible que resulte valor alguno particular
y determinado para el simbolo & que al principio he-
mos elegido para representar la menor de las tres can-
tidades incognitas Lo Ginico que esta expresion final nos
indica es la serie de operaciones que para determinar el
valor de aquella incégnita deberemos efectuar con las
tres cantidades conocidas cuando 4 cada una de estas se
le haya asignado un valor particular.

En efecto, si traducimos al lenguaje vulgar la ex-

dad expresaremos asi: =

ity a=2 1)-——6 .
presion r=—— » sustituyendo en lugar de las le-

tras las denominaciones generales de las cantidades re-
presentadas por ellas, y enunciando las operaciones in-
dicadas por los signos, resultar la siguiente regla gene-
ral: La menor de las tres partes desconocidas se ha-
llard restando del nitmero que intentemos repartir , ¢l
doble del exceso que la parte mediana debe llevar & la
menor , y ademas el exceso que la mayor debe llevar d la
mediana , y tomando la tercera parte del residuo.

A todas las expresiones algebraicas semejantes 4 la

que acabamos de traducir 6 descifrar, las cuales, segun
*
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hemos hecho ver, no son otra cosa que unas meras in-
dicaciones de la serie de operaciones que se deben eje-
cutar con las cantidades conocidas para hallar las desco-
nocidas, y de consiguiente vienen & ser unas reglas ge-
nerales escritas en lenguaje simbdlico, se las llama por
esta razon fdrmulas. :

Si despues de hallada la férmula queremos resolver
cualquiera de los innumerables casos particulares com-
prendidos en la misma cuestion general, solo nos res-
tara efectuac por medio de las reglas de la Aritmética
las operaciones que la férmula nos prescribe. Asi en el
caso particular que antes nos hemos propuesto restare-
mos de 230 el doble de 40, y ademas 60, 6 lo que
es lo mismo 8oy 6o, 6 en una palabra 140; y to-
mando del residuo 9o la tercera parte, vendremos en
conocimiento de que 30 es la parte menor que busca-
bamos.

Si el nlimero que nos propusiésemos repartir fuese
250, y el exceso de la parte mediana sobre la menor
505 y el de la mayor sobre la mediana 120, restarfa-
mos de 520 el doble de g0 y ademas 1203 es decir,
Icoy 120, 6 en una palabra 220; y tomando del re-
siduo 300 la tercera parte, hallarfamos que la menor
de las tres desconocidas era 100. Agregando ahora 4
esta el exceso o, resultaria la mediana 150; y por
altimo , afadiendo 4 esta el otro exceso 120, resultaria
la mayor 270. Asi que, las tres partes que se nos pe-
dian del nimero §20 son:

100y 180, 2705
las cuales sobre tener la particular desigualdad que se
requeria, juntas componen el niimero que nos proponia-
mos repartir.

-
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Parece inGtil advertir que asi como hemos determi-
nado primeramente el valor de la parte menor , pudimos
habernos propuesto determinar en primer lugar el va-
lor de la mediana 6 el de la mayor, y que de consi-
guiente pudimos hallar férmulas para deducir inmedia-
tamente de los tres nimeros dados el valor de cualquie-
ra de los incégnitos, sin necesidad de tener anteriormen-
te conocido ninguno de los otros dos.

Sin embargo de que la {ltima cuestion general es
algo mas complicada que la primera, no ofrece todavia
gran dificultad el resolverla sin mas auxilio que el len-
guaje vulgar. Asi la hemos resuelto en la pagina si-
guiente, colocando 4 continuacion de cada una de las pro-
posiciones del razonamiento su traduccion en caractéres
6 simbolos algebraicos, para que el cotejo que de este
modo puede ficilmente hacerse de las dos soluciones,
ponga mas en claro qué cosa sea el Algebra; cuénta
deba ser su utilidad, y qué circunstancias pueden haber
contribuido a su invencion. * '

4 Si porque hemos dado & conocer el Algebra resolviendo con
su auxilio problemas aritméticos ¢ relativos 4 nimeros, la llamdse-
mos, como ha solido hacerse , Aritmética wuniversal , limitariamos
demasiado la idea que debemos formarnos de ella. Los simbolos de
que el Algebra se vale son por su indeterminacion igualmente aptos
para expresar las relaciones de las varias y diferentes formas de la
extension que las relaciones de los ndmeros; Y asi tenemos en el Al-
gebra un lenguaje tan a4 propésito para resolver los problemas geo-
métricos como los. aritméticos. Y puesto que no puede pertenecer 4
las Matematicas cosa alguna que no sea ndmero ¢ extension, ¢ que
no pueda representarse por la extension ¥ de consiguiente por log
ntimeros, el Algebra viene 4 ser el idioma universal de todas las Mav
tematicas puras y mixtas.
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PROBLEMA.

. e g o] 7 Los signos que hemos dado 4 conocer (§. 2)
= § ’ééiéii_ Il Il i g iy como destinados @ indicar las operacicine:s aritméticas y
g % Sh éi i. i- o 6? ! representar sus resultados, no Son los Ginicos de que se
§ bt i & bl ? l 5 ;ﬂ hace uso en el‘AIgebra. Mas ad_elante veremos que nue-
- 3 g 8 h - e ! LI 5 vas consideraciones han hecho 1ntroduc1.r a}gunos otres;
i ShEn e i— e : y yase puede haber.notado que hemos indicado la mul-
S tas ;_3 FEE I ! tiplicacion de la canridad & por dos y por tres, y la de
s < 8E E‘n"é EE.aa . : . : la cantidad 4 por dos con solo colocar los guarismos que
= § agesAs L : : : representan a los multiplicadores, 4 la izquierda de las
S Qe Ol e e . 5 i

S sl ;\?r —— : letras & y & sin interposicion de signo alguno. Lo mis-
§ g he g €88 g’i - 8 5 : ) mo haremos en todos los casos semejantes que ocurran
g3 £ 5;:}37‘5’ é e r8g i en lo sucesivo; por manera que los guarismos colocados
;% %' E é’%j 2 E,E z E‘ é‘:;_‘ inmediatamente a4 la izquierda de las letras, indicaran
g% 5‘ E—fi—% %"é ;i g é ? é-is ‘5 que las cantidafies representadas por estas estan mu.ltipli-
gy 2 5wt Flegites cadas por los nimeros que aqu,ello,s_ representan, A.51 que,
S8 g P ;2,% bt %’_: 22 -_’; :‘f L8 by &.c,, equivaldran a g veces la cantidad «,
S § i ?gé g5 iEE ‘;%_%E 7 veces la Calltldild z, 9. veces la ca’nndad z &c.; y
S & 53 ;‘f’uj LR E R g_zg del mismo modo I x 6 3= representard las #res cuartas
Ss < % ;‘g g; S—Q;—’:” § 2z §% partes de la cantidad designada por x, las cuales equi-
é% ,\béa - gE; : %gé f?s.':f: = g\: valef], Comflo iy 56 sabe, a una sola cuarta parte de Ia
:g: § < g~ ; - %; - §; _;é g cantidad c/iemgnad? por 3 x; las expresiones Z z, Z* re-
‘é; §n g’é 5_22 53:_3 é s ;:-D% s_,% presentarn las :czete novenas partes de la cantidad de-
% g e g@ gs B2 L2 B signada por z, 6 lo que es lo mismo, una novena parte
g 3 25%2 B R BB g a5 E’p_"i de la cantidad designada por 7 z,y asi de las demas.

g ;’g 5 ?E ; g\; g g % % .En general indicaremos la multiplicacion de unas
~§ ?_q—;; :;if‘;’ % § g gg-g i cantidades por otras, y representaremos los productos
5 EoEER S ERE . :‘;;“ s F de c?llas con solo poner los factores inmediatamente 4
E_' S ;_EE; Fgley é; : g q continuacion unos de otros sin interposicion de signo al-
E éé g E § %% ; g %%gé—r}‘é 1 guno, a no ser que sea gbsolutamente necesario para evi-
s 2 ; F o iﬂ : B g %_ﬁs";’—ﬁﬂ ”, tar confu51<2n. De. modo que las expresiones 2z, b,
5 z gg i %Eﬁ ?Eﬁ 5;95 o : mz &c. serdn eql.uvalentes.é estotras axx, bxc, mxz &c.;
5 Eflﬁﬂ E:E%‘ aé'a:_% = ; pero esta supresion del signo de la multiplicacion no
S
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debera tener lugar en el caso en que los fa'ctores sean
n(meros representados por guarismos; pues si por ejem-
plo en el lugar de la combinacion 3x§ 6. 3.5 quere-
presenta al guince , escribiésemos; suprimiendo el signo,
3¢, esta combinacion no podria ya representar al. quin-
ce sin quebrantar la ley fundamental de nuestro sistema
de numeéracion.
De las ecuacionss.

8 Si examinamos con alguna atencion lo que he-
mos practicado (§§: 3 y 6) para resolver con el auxi-
lio de este lenguaje simbolico las dos cuestiones que
hasta ahora nos hemos propuesto, echaremos de ver que
en primer lugar con los caractéres y signos algebrléic?s
hemos representado las cantidades conocidas € incogni-
tas, y los resultados de las operaciones indicadas por las
relaciones que entre aquellas cantidades estable'Cfa la
propuesta, 6 como suele decirse, por las condiciones
del problema; todo con el objeto de venir & formar una
ecuacion que expresa 6 implicitamente se hallaba entre
las condiciones de la misma propuesta, y en la cuoal en-
traban la cantidad incdgnita y todas las conocidas. Asi he-
mos establecido (§. 3) que 2 »+b=a;y (§. 6) que
3 x~+2 b+c=a. ‘

En segundo lugar hemos deducido de esta ecuacion
primitiva y fundamental una serie de consecuencias 0
nuevas ecuaciones, las cuales nos han hecho descubrir
que la incégnita era igual al conjunto de las cantidades
conocidas, enlazadas, por decirlo asi, entre si por me-
dio de operaciones que en la Aritmética hemos ya apren-
dido 4 efectuar con ellas. Asi hemos descubierto (§. 3)

a—2b—c

a—=>
qiie o=~ v (§ BJque s

2
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De estas dos partes que acabamos de hacer notar
en la solucion de los problemas propuestos, y que se
podran igualmente observar en la de todos los demas 4
que pueda aplicarse el Algebra, la primera, que tiene

por objeto traducir al lenguaje simbélico las condicio-

nes de la cuestion, 6 como suele decirse, poner el pro-
blema en ecuacion, no puede sujetarse 4 reglas fijas é
invariables, que observadas con exactitud nos conduz-
can seguramente al intento. Lo finico que sobre este
particular podemos decir es que por punto general de-
bemos hacernos completamente cargo de todas las con-
diciones que explicita 6 implicitamente contenga la pro-
puesta ; desenvolver las relaciones que las cantidades
desconocidas tengan entre si y con las conocidas; y fa-
miliarizarnos muchisimo con el lenguaje algebrdico para
poder expresar en este lenguaje aquellas relaciones y
condiciones, entre las cuales se ha de hallar forzosamente
la ecuacion que nos proponemos formar.

En habiendo formado la ecuacion fundamental hay
métodos generales y seguros para deducir de ella la
consecuencia final 6 férmula que nos indique la serie
de operaciones que debemos ejecutar con las cantidades
conocidas para determinar el valor de la incégnita, 4 lo
cual se reduce la segunda parte de la solucion. Pero
antes de explicar estos métodos creemos conveniente dar
a conocer algunas denominaciones de que se hace fre-
cuente uso en este tratado.

El conjunto de todas las cantidades que en una
ecuacion cualquiera estan colocadas 4 un mismo lado
del signo =, se llama miembro de la ecuacion. Asi que,
toda ecuacion estd formada de dos miembros: el que

estd 4 la izquierda del signo’ de igualdad se llama el
TOMO II, D
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primer migimbro, y el que se halla & la derecha del mis-
mo signo, el segundo. En la ecuacion por. ejemplo 2 x
~+b=a la combinacion 2 x-+b es el primer miembro,
y a el segundo, Cada una de las varias partes de cada
miembro , que estan separadas unas de otras con los
signos -~ 6. —, se llama #érmino, por manera que el
primer miembro de la ecuacion anterior tiene dos tér-
minos, y uno solo el segundo. Enla ecuacion x—+7
=8x—12 cada miembro tiene dos términos; xy 7
son los del primer miembro; 8 # y 12 son los del se-
gundo. Los términos que & su izquierda no tengan sig-
no alguno de adicion 6 sustraccion , 6 que tengan el sig-
no +, se llamaran aditivos, y los que tengan a su iz-
quierda el signo —, sustractivos *. Asi de los cuatro
términos que entran en la Gltima ecuacion, los tres pri-
meros son aditivos , y solo el {iltimo es sustractivo,
Deducir de la ecuacion fundamental de un problema
la consecuencia final 6 férmula, en la cual se halle la in-
c6gnita sola en un miembro, por lo comun en el prime-
ro, y en el otro todas las cantidades conocidas, es lo que
se llama despejar la incignita O resolver la ecuacion.
Como las diversas cuestiones que pueden ocurrir
nos deban conducir 4 ecnaciones mas 6 menos compli-
cadas, ha parecido conveniente dividirlas en varias cla-
ses 6 grados. Las mas sencillas de todas son las que se

4 No hacemos por ahora uso de las denominaciones de positivos
y negatipos, porque los signos —=y — en su primitiva institucion
no indicaron otra cosa que las dos operaciones adicion y sustraccion;
y de consiguiente los términos 4 los cuales esten antepuestos no fue-
ron considerados sino como sumandos y sustraendos. Mas adelante
veremos ¢6mo. vinieron los mismos signos & tener una nueva repre-
sentacion conservando siempre la primitiva.
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ll?man del primer grado, en las cuales ninguna incég~
nita esté multiplicada por otra incGgnita ni por sf migs-
ma; y de las ecuaciones del primer gi‘ado las mas sen-
cillas son las que solo contienen una incégnita: por cuya
razon vamos en primer lugar 4 tratar de estas,

De la resolucion de las ecyaciones del primer grado
que tienen una sola incdgnita.

9  Resolver una ecuacion es, segun hemos dicho
deducir.'de ella otra que en uno de sus miembros nci
tenga ninguna cantidad mas que la incégnita, y que en
e% otro no tenga mas cantidades que las conocidas, com-
binadas entre si por medio de operaciones que ya,sepa-
mos efectuar. De esto se sigue que para reducir 4 este
estado cualquiera ecuacion propuesta, es necesario se-
parar de la incégnita todas las cantidades conocidas con
las cuales se nos presente combinada en e primero,é en
el segundo miembro 6 en entrambos, Ahora bien, de tres
rrfodos puede la incgnita, segun lo que hasta aql’zi hemos
Visto, presentdrsenos mezclada con cantidades Eonocidas

1.2 Por adicion ¥y sustraccion, como en las ecuaciones:

PHE=0—1; sty
B e e x+a:.bfx. .
g ;tas: Of adicion, sustraccion y multiplicacion, como
7X—§=TI2-447;
av—b=c+dx,

o P i : ST
3.2 Por adicion, sustraccion, multiplicacion y diyi-
sion, como en estotras:

e
S0 — d:{—’ -+,
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1o Para consegnir, como nos proponemos, que la
incégnita quede enteramente despejada 6 desembaraza-
da de las adiciones y sustracciones por cuyo medio pue-
de hallarse combinada con cantidades conocidas, se de-
ben en primer lugar reunir en un solo miembro de Ia
ecuacion todos los términos en que se halle la inc6gni-
ta, y al mismo tiempo reunir en el otro miembro todos
los términos que solo contengan cantidades conocidas;
para lo cual es necesario saber trasponer 6 trasladar de
un miembro 4 otro un término cualquiera sin que deje
de subsistir la igualdad de los dos nuevos miembros,

En la ecuacion, por ejemplo, 7x— §=12-+4a
es necesario antes de todo #rasponer del segundo miem-
bro al primero el término 42, y del primero al segun-
do el término conocido §. Para esto conviene observar
que con solo borrar 6 suprimir el término aditivo 4a
que se halla en el segundo miembro, se le quita 4 este
la cantidad representada por aquel término; y de consi-
guiente para que despues de hecha esta sustraccion se
conserve la igualdad de los dos miembros, es indispen-
sable quitar la misma cantidad al primero. Esto, si no se
efectlia, se indica por lo menos escribiendo—42, con
lo cual el primer miembro vendrd 4 ser 7x—8—41;
¥ la ecuacion propuesta se habré trasformado en estotra:

7¥—§—4r=12.
Si ahora borramos en el primer miembro el término 5
y el signo que le acompafia, suprimimos 6 dejamos de
hacer una sustraccion de s unidades, y de consiguiente
el resultado que representa la nueva combinacion 7 T
4« debe contener § unidades mas que el representado
por la anterior combinacion 7 x— g — 4, equivalente
4 7x—4x—5. Suprimir pues del primer miembro el
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término sustractivé § equivale 4 agregar 4 aquel miem-
bro cinco unidades; por cuya razon para que despues
de hecha aquella supresion subsista la igualdad de ambos
miembros , es necesario agregar al segundo otras tan-
tas unidades, 6 lo que equivale 4 Jo mismo , escribir en
él -+5. Asi tendremos esta nueva ecuacion:

TX—40=12+5.

Efectuando ahora la sustraccion que aparece indi-
cada en el primer miembro, y la adicion que estd indi-
cada en el segundo, se reducird la Giltima ecuacion 4
esta mucho mas sencilla:

gJu=T17;

Estos razonamientos, que se pueden ficilmente apli-
car & cualesquiera otros ejemplos, nos hacen ver que
borrando 6 suprimiendo de un miembro de una ecua-
cion un término aditivo, y que de consiguiente contri=
buia al aumento del resultado de aquella combinacion
de términos, es necesario para que despues de hecha
aquella supresion subsista la igualdad, quitar la misma
cantidad del otro miembro, 6 lo que equivale 4 lo mis- :
mo, escribir en este otro miembro con el signo — el tére
mino suprimido que antes tenia el signo + 6 estaba
sin signo alguno; y por el contrario, siempre que su-
primamos de un miembro un término sustractivo , y que
de consiguiente contribuia 4 disminuir el resultado de
la combinacion en que se hallaba, tendremos que agre-
gar igual cantidad al otro miembro, 6 lo que es equi-
valente, escribir en este otro miembro con el signo ~+
el término suprimido, para que asi se restablezca Ia
igualdad que la supresion habia alterado. Podremos
pues establecer la siguiente

Regla general: Para trasponer de un miembro de
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una ecuacion al otro un término cualquiera , se le debe
borrar 6 suprimir del miembro en que primeramente se
halle, y escribirlo en el otro miembro con SLgNo contrario
al que antes tenia, :

11 Por medio de esta regla podremos en cuantos
casos ocurran semejantes 4 los propuestos, reunir, como
es necesario, en un solo miembro de la ecuacion todos
los términos que contengan la incégnita, y en el otro
todos los que no la contengan. Cuando hayamos efec~
tuado esta trasposicion, podremos considerar 4 toda la
combinacion de términos en que se halle la incégnita,
como un producto que se puede descomponer en dos

factores, uno de los cuales sea la misma incognita, y el

otro una 6 mas cantidades conocidas,

El modo de hacer esta descomposicion se ocurre in-
mediatamente en todas las ecuaciones muméricas, * y se-
flaladamente en las que no contienen fracciones ; porque
en esta especie de ecuaciones todos los términos en que
se halla la incégnita se reducen finalmente 4 uno solo.
Si, por ejemplo, despues de ejecutada la trasposicion
- de términos tuviésemos esta ecuacion : :

10%+70—220=2 §~+7—2;
efectuando las adiciories y sustracciones que estan indi-
cadas en los dos miembros, se trasformaria en estotra
mucho mas sencilla :
1si=30,

Ahora bien, 1§z es un producto cuyos factores son x
Y 155y como la ecuacion nos esti indicando que aquel
producto equivale 4 30, es ficil ver que nos hallamos
en el caso de tener conocido un producto y uno de sus

1 Asi se llaman todas las ecuaciones en las cuales no hay mas
letra que la-que representa la cantidad incdgnita.

R
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factores, y buscar el otro factor. Dividiremos pues el
producto conocido 30 por el factor conocido 155 yeel
cuociente ser4 el factor inc6gnito. Asi que,

r=4%3. ;
Lo mismo puede ejecutarse en todas las ecuaciones /i-
terales * semejantes 4 esta :

ax=bc,
porque inmediatamente se ve que ax representa un
producto cuyos factores son Y @5y equivaliendo ax
a la cantidad conocida be, se determinara el factor in-
cbgnito dividiendo el valor del producto por el factor
conocido. Seré pues

' o be

a

Si despues de hecha la trasposicion de términos tuviese
la ecuacion esta forma:
ar+br=cd—ecf 1

notarfamos que la combinacion de términos del primer
miembro representa la suma de dos productos que tie-
nen el factor comun 2; y como la suma de dos 6 mas
productos que tienen un factor comun es tgual & un solo
producto, cuyos factores son el mismo Jactor comun, y la
suma de los demas Jactores que no son comunes, ° la

1 Asi se llaman las ecuaciones » en las cuales no solo 1a cantidad
incdgnita, sino tambien las conocidas, estan representadas por letras,

2 Sobre este principio est4 fundada la regla de la multiplicacion
aritmética. Cuando nos proponemos , por ejemplo , multiplicar ¢}
nimero cuarenta y sicte por nuepe, multiplicamos siete por nuee 5oy,
cuarenta por nueve, y sumamos los dos productos parciales, porque
estamos bien convencidos de que esta suma de los dos productos,
cuyo factor comun es nueve, equivale 4 un solo producto, cuyos fac-
tores son el mismo 9 y la suma 47 de los otros dos factores,
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combinacion @x-+bx equivaldra al producto de la
multiplicada por a—+5b;y de consiguiente, con arreglo
4 lo que hemos practicado en el caso anterior , sera:
cd—c¢
=

Para expresar en el leguaje algebraico que la combi-
nacion av-+br equivale al producto de la x multipli-
cada por la suma @5, se representa este producto de
este modo; « (@+5b), encerrando dentro de un parén-
tesis la suma de todos los factores que no sean comunes,
y colocando inmediatamente 4 la izquierda 6 4 la dere-
cha del paréntesis el factor comun. Asi se dice que ax
+br, y v (a+b) 6 (a+b) x son tres expresiones
equivalentes. Por la misma razon lo son tambien esto-
tras: am-+bm—+cm; m (a+b=c); (a+b+c) m

Si la ecuacion fuese awv—bax=c¢d—ef, tendria-
mos presente qué la combinacion de términos del pri-
mer miembro representa la diferencia de dos productos
que tienen un factor comun; y como la diferencia de
dos productos cualesquicra que tengan un factor comun
es equivalente d un solo producto , cuyos Sfactores son
el mismo factor comun, y la diferencia de los que no lo
sean; en lugar de la combinacion gx—ba podremos
sustituir la expresion x (zz——b), con la cual se repre~
senta aquel producto. Sera pues :

x(a—b)=cd—:cf;

Lh cd—e
y de consiguiente = f

a—>b °

Si la ecuacion propuesta fuere ax-rbr—cx=de-+fg,
podremos considerar al primer miembro como equiva-
lente 4 un solo producto, cuyos factores son la x y la
combinacion, a-+b—¢ de cantidades conocidas. Este pro-

NG
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ducto se representara por la expresion v (a+b—c¢), y
la ecuacion propuesta tomara esta forma:
x (a+b—c)=de+fg s
y de esta se deducira que
de+ fg
a—-b—-c

Estos razonamientos, que se pueden facilmente apli-
car 4 todos los demas ejemplos semejantes, nos hacen
ver que despues de haber reunido en un solo miembro de
la ecuacion todos los términos en que se halle la incdgni-
ta, y en el otro miembro todos los demas términos que no
la contengan, podremos siempre considerar & la combi-
nacion de los primeros como equivalente d& un solo pro-
{imto, cuyos factores son la misma incdgnita y el con-
Junto de todos sus multiplicadores combinados con los mis-
mos signos que en la ecuacion les esten antepuestos. A
consecuencia de esto hallaremos el valor de la incégni-
ta, esto es, el de uno de los factores dividiendo el miem-
bro enteramente conocido , y que representa el valor del
producto, por aquel conjunto de multiplicadores, que es
el otro factor.

Segun esta regla la ecuacion ax—3r=4 equival-
dra a estotra x (a—g):b;by de esta se deducira que

r=

a—3"'

La ecuacion ar+ax=c¢—d equivaldrd 4 v (a+1)
=¢—d, porque la cantidad , @ otra cualquiera que
se halle sola en un término, se puede considerar co-
mo el producto de la misma cantidad multiplicada
por 1. Ademas de que en la ‘cantidad representada por
la combinacion @+ estd contenida la  una vez mas

que en el producto zx; si pues en este producto estd
TOMO 1I, E
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la » multiplicada por @, en la combinacion ar~+z lo
estard por a1, y de consiguiente, se deducira de la
ecuacion propuesta que :

c—d
y=T—7

12 Bien se deja ver que si todos los términos de
una ecuacion fueren exactamente divisibles por una mis-
ma cantidad 6 tuvieren un factor comun, se les podra
dividir por aquella cantidad, © suprimir el factor co-
mun en todos ellos; porque esta supresion equivale a di-
vidir por un mismo nimero todas las partes de dos can-
tidades que por suposicion son iguales entre si.

Supongamos por ejemplo la ecuacion :

6abx—9bcd=12bdx-+15abs;
y en ella advertiremos en primer lugar que los cuatro
nfimeros 6, 9, 12 y I§ son todos exactamente divisi-
bles por ‘3. Tomando pues la tercera parte de todos los
términos que’ entran en la ecuacion, se trasformara en
estotra : 2 abx—3bcd=4bdx+5abe.

En SegUlldO lugar observaremos que la letra b se
halla en todos los términos combinada con otras por
multiplicacion, y de consiguiente es un factor comun
de todos ellos. La podemos pues suprimir enteramente
sin alterar por eso la igualdad de los dos nuevos miem-
bros; y asi resultara:

2 ax—3cd=4dx-+5ac.

Aplicando -ahora & esta Gltima ecuacion las reglas
prescritas (§§. 10y 1 1) deduciremos estas otras:

2 48— 4dv=8§ac+364d,
v(2a—4d)=5ac+304d,

5 ac+3cd
5 it

e

Qa—4d

TR
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r3 Aunque todas las reglas hasta aqui establecidas
se pueden aplicar inmediatamente aun 4 las ecuaciones
cuyos términos tengan divisores 6 denominadores siem-
pre que ninguno de estos sea la misma incognita, es
mucho mas sencillo reducir previamente en tal caso to-
dos los términos a quebradoé que tengan un mismo de-
nominador para poder despues suprimir enteramente
este denominador 6 divisor comun. Esta supresion no
debe alterar la igualdad de los dos miembros, porque
(Aritm. §. 81) equivale 4 multiplicar por un mismo
nlimero todas las partes de dos cantidades iguales.

Sea por ejemplo la ecuacion numérica;

y como ya sabemos reducir los quebrados 4 un comun
denominador, y los enteros a quebrados de cualquiera
denominacion dada, podremos facilmente trasformar to-
dos los términos de la ecuacion propuesta en quebrados
que tengan un mismo denominador. ,
Comenzando por reducir las tres fracciones
287 Sdiins =P
3 5 7;
las trasformaremos en estotras:
5xTx2x 3BxTx4dzx 3FIx5xdbz
BxTxB  BxI%b5 .  BxBxT
Pasando despues a convertir los enteros 4 y 12 en
quebrados que tengan el denominador comun represen-
tado por la combinacion de factores §x7x 3, se tras-
formardn en estas fracciones impropias:
CBxTx3x4 BxTxFx12
5xTx5 BxTx3

Y sustituyendo las cinco fracciones que de las dos tras-
s :
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formaciones han resultado, en lugar de los cinco térmi-

nos de la ecuacion, resultara expresada de este modo:
572z 5754 3.7.4z 5.7.3.12 3.5.5z

et ot S -+ (e
R73.0 pias F 57 6. BB 3BT
Suprimiendo ahora de todos los términos el denomi-~

nador comun, se reducira la ecnacion a esta:
O%T X225 —~-5XTxFX4E=FxTxbzxr—-5xT=x53x12—3x5xdxr,

la cual viene a ser estotra:
70r-+420=84x+1260~752;

y 4 esta Gltima ya es facil aplicar las reglas anteriormen-

te prescritas (§§. 10 y 11). Asi que trasponiendo ten-

dremos: 70x+783—84r=1260-420;

y efectuando las adiciones 'y sustracciones indicadas en

los dos miembros de esta ecuacion quedara reducida a

esta: 617=840;

de la cual se infiere: x=gs0=13 4z,

Reflexionando sobre lo que hemos practicado para

trasformar la ecuacion propuesta

2z bz 5z

s e
en estotra: 7ox-+420=842+1260—7 52,
en la cual han desaparecido las fracciones sin haberse al-
terado la igualdad de los dos miembros; vemos que to-
do esta reducido a haber multiplicado el numerador de
cada fraccion por ¢l producto de los denominadores de
todas las otras, y @ multiplicar los enteros por el pro-
ducto de todos los denominadores.

Esto mismo se puede ejecutar en cualquiera otra
ecuacion numerica, y aun en las literales, sin mas dife-
rencia que la de meramente indicar en estas las multipli-
caciones, que por ser los denominadores niimeros parti-
culares y determinados podemos efectuar en aquellas.

)

TR

s

S

DE ALGEBRA. 37
Sea, por ejemplo, la ecuacion literal :
a d
S Sl
b e I3

y haciendo lo mismo que hemos ejecutado en la nu-
mérica anterior, la trasformaremos en estotra:
ehxax—belxc=bhxdx-+bexfg;
resultado que puede escribirse con mayor sencillez, po-
niendo con arreglo al convenio adoptado (§. 7) todas
las letras que sean factores de un mismo producto a con-
tinuacion unas de otras sin interposicion de signo algu-
no, y aun si se quiere, colocandolas segun el 6rden que
guardan en el alfabeto, porque asi es mas facil enun~-
ciarlas, Tendremos pues;
aehx— boeh =bdhx -+ befg.
De esta ecuacion se deducen (§§. 10 y 11) estotras:
achx—bdhy="befg~+beeh ;
x (aeh—bdh) =befg~+bceh;
e &efg-—k—bcch

ach—>bdh
14 Estas reglas son suficientes para resolver las

ecuaciones del primer grado que tengan una sola in-
cbgnita, y conseguir-que esta quede enteramente des-
pejada de todas las cantidades conocidas, con las cuales
pueda estar combinada en la ecuacion primitiva, que
inmediatamente se deduce de la propuesta del problema;
y aunque para formar esta ecuacion fundamental 6 po-
ner el problema en ecuacion no pueda establecerse, co-
mo ya hemos dicho (§. 8), regla alguna general, pue-
de en su defecto sernos muy atil la siguiente, que apli-
cada con inteligencia no dejara de conducirnos al objeto
que nos proponemos:

Represéntense por guarismos 6 mas bien por letras
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todas las cantidades conocidas 6 dadas que entren en la
cuestion, y por una letra la incignita; y hdgase el mis-
mo razonamiento, ¢ indiquense con el auxilio de los sig-
nos algebraicos las mismas operaciones que se deberian
efectuar en el ¢aso en que suponiendo conocido ¢l valor
de la incbgnita tratdsemos solo de comprobarlo, 0 de

averiguar si tenia todas las condiciones que la propuesta "

requicre.

Ya se deja entender que no es posible hacer un
uso acertado de esta regla sin haber ante todas cosas des-
envuelto todas las relaciones que la propuesta de la
cuestion establezca entre la incdgnita y las cantidades
conocidas , 6 lo que es lo mismo, sin haber previamente
puesto en claro qué operaciones nos prescribe explicita
6 implicitamente la misma propuesta; y en esto cabal-
mente consiste toda la dificultad de poner en ecuacion
un problema. Con todo, para hacer ver el mucho par-
tido que se puede sacar de la regla anterior, la aplica-
remos a algunos ejemplos.

12 Distribuir un miimero dado a en tres partes
deé'lgualt’.f gll(«’ tt’ngcm entre Sz las ml.ﬂnd&’ razones qlﬂ’
los nitmeros tambien dados m, n, p.

Teniendo ya representadas por letras las cuatro can-
tidades conocidas que entran en la cuestion, representa-
remos por la letra x (i otra cualquiera de las filtimas
del abecedario cualquiera de las tres partes desconoci-
das. Sea, por ejemplo, la primera de las tres; y -para
que se vea que ya no es necesario representar por nue-
vas letras las otras dos partes restantes, haremos el si-
guiente razonamiento :

Si conociéramos la primera parte que buscamos, for-
mariamos para hallar ]a segunda esta.proporcion:

& .EZTSA},'%W’
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m:n::x:la segunda parte;
porque la propuesta nos prescribe que la primera parte
debe ser 4 la segunda como la cantidad conocida m es a
la cantidad tambien conocida 7. Estara pues bien repre-

nx .
sentada la segunda parte por —, expresion del cuarto
m

término de aquella proporcion, en la cual se suponen
conocidos los otros tres.

Del mismo modo para hallar la parte restante for-
marfamos estotra proporcion :

m:p::x:la parte terceras
porque la propuesta nos prescribe que la primera parte
debe ser 4 la tercera como m es 4 p; y de consiguiente
la Glltima parte estara bien representada por L expre-
m

sion del cuarto término de la Gltima proporcion; enla
cual se suponen conocidos los otros tres.

Ahora bien, si suponiendo conocidas las tres partes,
y sabiendo que ya guardan entre si la proporcionalidad
expresamente prescrita en la propuesta, quisiéramos cer-
ciorarnos de si estaban 6 no bien determinados los valo-
res de todas ellas, las sumarfamos con el fin de averi-
guar si la suma era igual al nimero que nos propone-
mos repartir, porque asi lo exige, bien que implicita~
mente , la misma propuesta. Tendremos pues esta ecua-
cion:

nx px
T+ —=a. k
n m

Con esto habremos conseguido, como nos proponiamos,
poner en ecuacion el problema; y lo finico que nos res-
tard hacer sera despejar la incégnita, valiéndonos para
ello de las reglas prescritas (§§. 11 y 13).
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Por de contado no sera necesario #rasponer término
alguno, porque se hallan con separacion en un solo miem.
bro todos los términos que contienen la incégnita; y co-
mo los dos términos fraccionarios tienen un mismo de-
nominador, solo habra que reducir a fracciones los dos
enteros para poder suprimir enteramente el denomina-
dor. Asi resultaran las ecuaciones sigunientes :
MY~ NT —+ PT=am ;
x(m+n+p)=am;

am
r=

m——n—=p

Este resultado final 6 férmula, que ya nos esta in-
dicando la serie de operaciones que se deben efectuar
con las cantidades conocidas para determinar el valor de
Ia incégnita, no es mas que la traduccion algebraica de
la regla llamada de comparia. ( Aritm. §. 176); por-
que suponiendo. que m, n, p representen los capita-
les de tres socios, y @ la ganancia total 6 dividendo, las
cuestiones de compaflia se reducen a la que acabamos
de resolver; la combinacion m-+n-+p representara el

fondo total de Ia compaiia; y la expresion
am

rT=

o
nos indicara que para determinar la parte de ganancia
que corresponde al socio que contribuyo con la canti-
dad m, se ha de multiplicar por esta la ganancia total
a, y el producto se ha de partir por €l fondo total
m-+~n-+ p. BEsto equivale a decir que se ha de formar
esta proporcion:
MAn+p i m::a:xs

la cual traducida al lenguaje vulgar viene 4 ser la mis-
ma que hemos formado en la Aritmérica, a saber: el

T
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Jondo total de la compaiiia es al capital de uno de los
socios, como la ganancia total ¢s d Ja porcion que de
ella le corresponde.
Parece infitil advertir que en habiendo determinado

. 7 . 5 nr PJ:
el valor de la incégnita x, las expresiones — , — 1nos
2 m m

prescriben las operaciones que deberemos ejecutar para
hallar los de las otras dos cantidades desconocidas.

2.° 8¢ pusieron dos @ jugar con otros, y ambos per-
dieron, ¢l uno 12 rs. y el otro 57 rs.; ¢l dinero con
que este segundo se levanté del jucgo era la cuarta par-
ve del que al primero le habia quedado , siendo asi que
para ponerse & jugar sac el uno tantos reales como ¢l
otro. Se pregunta: ;con cudntos reales se puso & jugar
cada uno de los dos?

Bien se deja ver quesi suponiendo ya conocido es-
te nlimero incégnito tratisemos solo de averiguar si se
verificaban todas las condiciones de la propuesta , resta-
rfamos de él los 12 15, que perdié uno de los jugadores;
de igual nlimero restariamos tambien los §7 rs. que
perdi6 el otro; y sabiendo por este medio cudnto habia
quedado 4 cada uno, examinarfamos si el segundo resi-
duo era, como debia ser , la cuarta parte del primero.

Pues lo mismo cabalmente ejecutaremos cuando re-
presentemos por ¥ el namero de reales que cada uno de
los dos sacé para jugar; por  los 12 reales que perdio el
primefo, y por b los g7 s, que perdi6' el segundo.
Restaremos « de y el residuo serd xr— a; restaremos
a&imismo b de w, y el residuo serd v —b: y como sea
una de las condiciones de la propuesta que este segun-
do residuo haya de ser la cuarta parte del primero,
esta misma condicion, traducida al lenguaje algebrai-

TOMO 1II. F
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co, se trasformara en esta ecuacion:

r—a
r—b=

Aunque en realidad esta ya puesto en ecuacion el
problema, es del caso notar que pudimos deducir de la
misma propuesta una ecuacion sin quebrado alguno;
porque si el segundo residuo representado por x—5 de-
be ser la cuarta parte del primero representado por a—a,
es consiguiente que cuatre veces aquel sea igual 4 este.
Pero ;cémo representaremos el cuadruplo de aquel re-
siduo sin tener previamente conocido el valor del mis-
mo residuo? No es necesario reflexionar mucho para
ver que la analogia nos conduce 4 representar aquel
cuddruplo por una de estas dos expresiones :

4 (x—b)s 47—4b.

En efecto, si un minuendo menos un sustraendo repre-
senta un residuo, es forzoso que la combinacion de
cuatro minuendos mwnos cuatro sustraendos represente
cuatro residuos 6 el cuadruplo de un residuo. Y co-
tejando las dos Giltimas expresiones, que como es facil
demostrar , son equivalentes, vendremos 4 convencernos
de que lo mismo e¢s restar primeramente una cantidad
de otra, y multiplicar despues por cualquier mimero el
residuo , que multiplicar primeramente por el mismo mul-
tiplicador el minuendo y el sustraendo, y restar despues
un producto de otro. La inversion del érden de estas
operaciones no produce alteracion alguna en el resultado
final,

Si pues el cuddruplo del segundo residuo debe sex
igual al primero , tendremos esta ecuacion:

4r—4b=x—a;
de Ia cual se deducen facilisimamente estotras:

| |
&
|
)
K
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4r—x=4b—a;
3r=4g4b—a;
bb—a
. BB

Esta Gltima férmula nos esta prescribiendo que del cud-
druplo de la pérdida mayor restemos la ‘menor, y gzke
del residuo tomemos la tercera parte, Pava qie nos r¢-
sulte el niimero que buscabamos.

3% Un pescador, con el objeto de ostimular & un
kijo suyo al tmlm]a, promete darle 5 cuartos por cada
lance en que este saque pesca, con la condicion de gue por
cada lance en que no la saque le descontard 5 cuartos.
Despues de 12 lances ajustaron cuentas, y tuvo el padre
que pagar al hijo 28 cuartos. Se pregunta: en cudntos
lances de los 12 sacé el hijo pesca, y en cudntos no?

Siendo por suposicion 12 todos los lances, si repre-
sentamos por x el nimero de los lances felices, el de
los infructuosos resultard bien representado por la com-
binacion 12-—x. Ahora bien, si como estos son unos
meros simbolos de dos nfimeros que no conocemos; fue-
ran los mismos nfimeros que deseamos conocer ; ¢ qué ha-
riamos para comprobar el ajuste de cuentas? Claro es
que multiplicariamos § cuartos por el nfimero de lances
felices, y 3 cuartos por el de los infructuosos; resta-
riamos del primer producto el segundo, y el residuo 6
alcance 4 favor del hijo deberia ser 28 cuartos, para
que: el resultado final fuese; como debe ser; enteramen-

xr=

‘te conforme con la propuesta de la cuestion.

Pues del mismo modo: multiplicaremos £ por x; 'y
el producto estard representado por §aws mulnphcare—
mos igualmente “I2-w por 35 y el producto - estard

Dbien representado por la combinacion 36 — 3w Despues
*



44 TRATADO  ELEMENTAL

de haber ejecutado las dos multiplicaciones, 6 mas bien
despues de haber representado los dos productos, debe-
remos restar de § x, que representa la deuda del padre,
la cantidad 36— 32 que representa la del hijo, y el
residuo debera ser igual a4 28. Pero ;como podremos
restar de § 2 la cantidad representada por la combina-
cion 36 — 3 sin haber antes quitado 3z de 36, segun
lo esta indicando la {iltima expresion?

Para superar esta dificultad tengamos presente que
st en dos sustracciones hay un mismo minuendo y distin-
tos sustraendos, cuanto tenga uno de estos mas que el
otro, tamto cabalmente tendrd menos que el residuo cor-
respondiente al menor sustraendo el correspondiente al
mayor. Si pues habiendo de restar 36 de gz represen-
tamos el residuo por la combinacion gx— 36, cuando
hayamos de restar del mismo minuendo g la cantidad
representada por 36—3x, que tiene 3x menos que el
anterior sustraendo 36, el nuevo residuo debera tener
34 mas que el anterior, y de consiguiente estara bien
representado por la combinacion §x—36+3. Tendre-
mos pues con arreglo 4 la propuesta la siguiente ecua-
cion: §x—36+3v=28;
de la cual se deducen facilmente estotras:

§r+32=28-+36;

82=064;

F=Sti=08.
Son pues 8 los lances felices, y de consiguiente 4 los

infructuosos. En efecto,

Por 8 de los primeros & § cuartos cada
ufo debe elipadresichminasguniiaiy
Por 4 de los segundos @ 3 cuartos cada
uno 'debe el hijos.iviidauisinsciiiniaions

} 40 cuartos.

} 12 cuartos.
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Resultan pues de alcance a favor de este 28 cuartos,
segun lo ex1g1a la propuesta del problema. ;

Si qu151eremos generalizar la solucion, representate-
mos por 2 el niimero de cuartos que el padre prometié
dar al hijo por cada lance feliz; representaremos-asimis-
mo por b el nimero de cuartos que determiné descon=-
tarle por cada lance infructuoso; por ¢ el nimero de to-
dos los lances, y por 4 el nimero de cuartos que en el
ajuste de cuentas resultaron de alcance contra el padre
y 4 favor del hijo. Designaremos como antes por z el
niimero de los lances felices, y 4 consecuencia estara
bien representado el de los infructuosos por la combina-
cion ¢~z , sin necesidad de emplear para esto otra nue-
va letra.

Ahora bien; si por cada lance feliz debe el padre
al hijo # cuartos, por el niimero x de lances felices le
deberd ax cuartos. Y si por cada lance infructuoso de-
be el hijo al padre b cuartos, por el nfimero c—u de
lances infructuosos le deberd el producto de aquellos
dos niimeros, el cual estaré representado por b (¢—x),
6 por bc—bx

Para quitar ahora este producto, que representa la
deuda del hijo, del producto ax que representa la del
padre, haremos el mismo razonamiento que cuando de-
signibamos con guarismo los niimeros conocidos, y di-
remos: si de @z hubiésemos de sustraer be, el residuo
estaria bien representado por la combinacion ax— b;
con que habiendo de quitar del mismo minuendo zz la
cantidad representada por bc—bx, la cual tiene bx ‘me-
nos que bc, el nuevo residuo deberd tener la misma
cantidad bz mas que el anterior, y deberd representarse
por ax—be+bx. Y puesto que segun la propuesta de
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Ja:cuestion este @iltimo residuo, que representa el alcan-
ce a favor del hljo :debe: ser 1gua1 a la cantidad d ten-
-rdremos esta ecuacion: : ‘ -
Dl o da x—bc+bx_.d'
»de Ia cual se deducen estotras:
ax+br=d-bc;
R x(a+b)_—_d—b:;

d—-bc
4 pfme

a—-b !

Esta férmula, que: nos indica qué operaciones de-
bemos: ejecutar con los cuatro niimeros: conocidos para
determinar el /incégnito , se puede facilmente trasfor-
mar enuna regla general con solo traducirla al lengua-
je vulgar, como ya lo hemos practicado con algunas
otras; pero aun sin necesidad de; ejecutar esta’traduc-
cion puede servirnos para resolver todos los problemas
semejantes al- propuesto ;- con solo sustituir los niimeros
que en cada caso particular se nos den'conocidos en lu-
gar:de las letras con que en la férmula estan represen-
tados. Haciendo uso de este segundo medio para com-
pletar la solucion del problema parucular propuesto, nos
resultara esta expresion:

28 —i—-o><12

—.——,

5—+4-3
y efectuando las operaciones’indicadas vendra 4 ser
2128—4-561 0 64

= 2= 5
: 870q Ob@
como -antes hemos hallado. 4
«15" =8iipara resolver cualquier problema que tenga
mnarsola incégnita hemos "de deducir en primer/lugar
«desswepropuesta-una ecuacion;, ‘es ‘consigniente queto-
«a secmacion ya formada'y expresada en'lenguaje alge-
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braico pueda considerarse como procedente de una cues-

tion, cuya propuesta se hallara facilmente traduciendo al

lenguaje vulgar la expresion que se nos dé en el sim-

bélico. ‘Asi se podra ver sin dificultad ‘que la ecuacion
3z ff

e 8x—12
% 7=

pertenece a este problema:

Hallar un nitmero x tal que si & sus tres chartas
partes se aiiaden 7, la suma sea igual al residuo que
resulte guitando 12 de ocho wveces el mismo niimero des-
conocido. i

Asimismo- traduciendo al lengua'e vulgar: la ecua-
cion : ar—+be—cx=ac—bx,
en la cual suponemos que las letras @, b, ¢ representan
cantidades conocidas, y # la mcogmta, veremos. que
debe haber provemdo de esta cuestion:

Hallar un nitmero x tal que multzplzmndolo por
¢l niimero dado a; sumando con este producto el de los
dos nimeros dados'b y c; y restando de la suma el pro-
ducto de los nitmeros ¢ y x, el residuo sea. zgual al que
resulte quitando del producto de los dos nilmeros dﬂdos
ay c ¢l de los mitmeros b y x.

Del mismo modo podremos venir en conocimiento
de las cuestiones que deben haber dado origen 4 cuan-
tas cuestiones se nos propongan de la misma especie;
es decir: podremos enunciar en lenguaje vulgar las re-
laciones que la propuesta establecia entre las cantidades
conocidas 'y la mcogmta. Por lo demas ya hemos dicho
(§- 4) que una misma relacion se puede enunciar de
varios y muy distintos modos.

Ejercitandose  mucho en traducir del lengua]e or=
dinario al simbélico y-al contrario, como se practica en
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el estudio de cualquier idioma: extrafio, se familiari-
‘zaran los principiantes con el Algebra, cuya diﬁ.culta.d
apenas consiste en otra cosa que en la perfect:.z inteli~
gencia de la representacion de los caracteres y signos, y
del modo de hacer uso en ellos.

Reglas para qfectuar en cuanto es posible con las can-
tidades representadas por letras las operaciones
aritméticas. ‘

16 En las cuestiones que hasta aqui hemos re-
suelto, se puede ya haber conocido la necesidad de sa-
ber representar con los simbolos ysignos algebraicos el
resultado final de una 6 mas operaciones aritméticas eje-
cutadas con cantidades de valor indeterminado 6 desco-
nocido ; y aunque el representar los resultados de la adi-
cion, sustraccion , multiplicacion y division no pueda
propiamente llamarse ejecutar estas operaciones, se le
da sin embargo ¢l nombre de aquella con la cual tenga
mas analogia. .

Cuando nos proponemos reunir muchas expresiones
algebraicas en una sola equivalente al conjunto de/: to-
das ellas, llamamos & esto sumar cantidades algebrdicas.

Cuando representamos el residuo que debe quedar
en quitando de una expresion algebraica alguna otra,
llamamos a esto restar. ;

Cuando representamos por el conjunto de varias
expresiones de productos parciales el resultado de una
multiplicacion, llamamos a esto multiplicar. i

Finalmente, cuando representamos por»el conjunto
de varias expresiones de cuocientes parciales el resulta-
do de una division, llamamos 4 esto dividir.

T T T
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Pero todas estas operaciones se diferencian de las
que hemos ejecutado en la Aritmética, en que no sien-
do sus resultados sino unas meras indicaciones de otras
operaciones que aun nos resta efectuar, no presentan las
mas veces otra cosa que una trasformacion de la serie
de operaciones primitivamente indicadas , en otra que
debe producir el mismo efecto y conducir al mismo re-
sultado, sin mas diferencia que la de darnos de este ex-
presiones mas sencillas, 6 presentirnoslo bajo una forma
mas acomodada al intento que nos proponemos.

Conviene advertir que 4 cada una de las expresio-
nes que hemos llamado #érminos, se le da tambien el
nombre de monomio 6 de cantidad monomiz; 4 la com-

‘binacion de dos términos ¢ dos monomios se la llama

binomio; la combinacion de tres términos 6 monomios se
llama trinomio; la de cuatro cuadrinomio ; y general-
mente la combinacion de. muchos términos 6 monomios
se denomina polinomio. Cualquier monomio se llama tam-
bien cantidad incomplexas y todo polinomio desde el bi-
nomio en adelante se llama cantidad complexa. Cada
una de las expresiones 2 2, 3 ab, § bdf &c. es un mo-
nomio & una cantidad incomplexa s cualquiera de las
combinaciones z-+4, 3a—3¢, de.-—-gac &c. es un
binomio; cualquiera de las combinaciones 4a—3b+ax,
§cf+4ab-+3dx &c. es un trinomio; y asi de las de-
mas combinaciones de términos. :

De la adicion de las cantidades algebraicas.

17 Cuando son monomias todas las cantidades que
1n0S proponemos sumar , se ejecuta la adicion, 6 mas

bien se representa la suma formando una combinacion de
TOMO 11. G
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todas ellas, sin otra alteracion que la de tener interpuesto’

entre cada dos el signo+. Asi la suma de las cantida-
des @, b, ¢, d &c. se representa por la combinacion
a+b-+c+d-+&c;

la suma de las cantidades monomias 2ax, 3b, 4¢d, §f &e.
se representa por Ja combinacion

_ 2a5+3b-+40d—+§ f+&e. 5
pero es de notar que esta combinacion de monomios , 6
lo que es lo mismo, este polinomio, que representa la
suma, puede en muchos casos simplificarse reuniendo
dos 6 mas términos en uno solo, y reduciendo por este
medio la combinacion total al menor niimero de térmi-
nos que sea posible.

Esta reunion 6 reduccion es la misma que ya he-
mos efectuado (§§. 2 y §) cuando hemos sustituido en
Iugar del binomio x~x €l monomio equivalente 2x;.y en
lugar del #rinomio a~+x-+x el monomio equivalente 3z
por medio de los cuales ejemplos es facil echar de ver
que la reduccion de que hablamos solo puede tener lu-
gar cuando una misma letra se halle repetida en mu-
chos términos, 6 cuando sean comunes a muchos térmi-
nos los mismos factores literales 6 algebraicos. Estos tér-
minos se llaman en tal caso términos semejantes, y la
reunion de todos estos en uno que equivalga 4 la com-
binacion de ellos, se llama reduccion de términos seme-
fantes. En tal caso se considera la letra comun 6 el con-
junto de factores comunes como si fuese una unidad, fa
cual estd repetida tantas veces cuantos sean los términos

en que se halle, cuando ninguno de estos tiene ningun

factor numérico, Asi es que a+a-+a-+a equivale 4
4a; be—4-bo+bo+be+bc equivale a §be. Pero si los
términos semejantes tuviesen factores numéricos, la com-

TS
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.binacion de términos equivaldra a la letra comun ¢ al

conjunto de factores tomado tantas veces como unida-
des tenga la suma de los factores numéricos. Asi que
4a-+3a-+§a equivale 4 1245 la combinacion 3bcd+-
7bed -+ 2bed + 6bed equivale 4 18bcd.

Se efectlia pues la adicion de los términos semejan-
tes con los nlimeros que van antepuestos a las cantida-
des literales, los cuales indican cuintas veces esti to-
mada en cada término la cantidad comun. Estos nfime-
ros se llaman coeficientes, y cada uno ellos es multi-
plicador de la letra 6 producto 4 que estd antepuestos
debiéndose tener entendido que cuando en un término
no haya ningun nimero antepuesto a la cantidad literal,
el coeficiente es 1; de modo que @, por ejemplo, es
lo mismo que 1 2; y asi el binomio @~ 44 se reducir4
al ‘monomio equivalente §a; al trinomio be—+ 2 be—+ gbe
equivaldra el monomio 8b¢.

18  Cuando tratemos de representar la suma de dos

6 mas polinomios, es bien claro que si todos estos fue-
ren resultados de otras adiciones anteriores, 6 lo que es
lo mismo, si todos los términos de los polinomios fueren
aditivos, la suma total deberd componerse de todas las
partes de los sumandos. Asi la suma de los binomios

4a—+s5by 20¢+3d,
estara bien representada por la combinacion de los cua-
tro monomjos

4a-+§b+2c+3d;
porque en realidad esto se reduce 4 decir que sumar pri-
meramente dos. cantidades cualesquiera, sumar despues
otras dos, y sumar por filtimo las dos sumas, es lo mis-
mo que sumar de una vez los cuatro sumandos que en-
tran en ellas.

*
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Si alguno de los polinomios que se hayan de sumar
fuese resultado de alguna sustraccion anterior, 6 lo que
es lo mismo, si fuese sustractivo alguno de los términos
de los sumandos, deberd serlo igualmente en el resul-
tado, y aparecer en la suma con el mismo signo — con
que antes se hallaba. Asi la suma de los dos binomios

4a-+8by 20— 34
estard bien representada por la combinacion de los cua-
tro monomios, 6 por el cuadrinomio
4a-sb+20—34d;
porque sumar primeramente dos cantidades cualesquie-
ra, restar despues de otra cantidad otra cualquiera, y
sumar por (ltimo este residuo con aquella primera suma,
es lo mismo que sumar las tres primeras cantidades, y
restar de esta suma la cantidad que antes fue sustraendo,

Los dos ejemplos que acabamos de poner, bastan
para hacer ver que la operacion llamada adicion de los
polimonios se efectiia escribiondo todos los términos que
haya en los sumandos & continuacion unos de otros y con
Sus propios signos, teniendo presente que los términos
que en los sumandos esten sin signo alguno , se deben con-
siderar como aditivos, 6 como si tuviesen antepuesto el
SIgN0 ~+.

Si en los sumandos hubiese algunos términos seme=
jantes se podrdn estos reducir 4 uno solo en la suma,
efectuando con los coeficientes las operaciones  indicadas
por los signos que les esten antepuestos.

Propongimonos, por ejemplo, sumar los trinomios

4a~+9b—a¢,
2a—30+4d,
7h-+c—c¢;
y conforme a la regla antecedente la suma estara bien

A
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representada por el siguiente polinomio, en el cual se
hallan reunidos con sus propios signos todos los términos
de los tres sumandos:

4a~+9b—2c+2a—3c+ 4d-+7b~+c—e.
Viendo ahora que al binomio 4a+24 es equivalente el
monomio 64; que al binomio gb—+75 equivale el mo-
nomio 16b; que los términos sustractivos—2¢ y — 3¢
deben producir en el resultado ‘el mismo efecto que
el monomio sustractivo—g¢; y por Gltimo, que restar
por una parte g§¢, y afiadir por otra I¢, es lo mismo
que quitar 4¢, vendrd 4 reducirse aquella primera ex-
presion de la suma & estotra equivalente mucho mas
sencilla :
6a-+16b—40+4d—e.

19 Para la reduccion de los términos semejantes,
que puede y con frecuencia suele tener lugar en los re-
sultados de todas las operaciones algebréicas, puede ser-
vir de gobierno la siguiente

Regla general: i todos los términos semejantes fue-
sen aditivos, la combinacion de todos ellos equivaldrd @
un solo término aditivo, que tenga la misma letra 6 los
mismos factores algebrdicos , y por coeficiente 6 factor
numérico la suma de todos los coe - ficientes de todos los
términos que intentemos reducir. :

S7 todos fuesm sustractivos , la combinacion de ellos
equivaldrd @ un solo término & monomis sustractivo , gue
tenga la misma letra 6 los mismos factores al gebrdicos,
y por coeficiente la suma de los coeficientes de todos los
términos que intentemos reducir.

8t de los términos semejantes unos Suesen aditivos y
otros sustractivos. se veducirdn los primeros al mono-

/

mio. aditivo equivalente , é igualmente los segundos al
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equivalente monomio sustractivo ;-y en caso que sean
iguales los cosficientes de estos dos monomios desapare-
cerd enteramente del resultado la combinacion de aque-
los términos semcjﬂntes, como que se reducen d cero, 6
se destruyen mutuamente; pero cuando sean desiguales
las sumas de los coe  ficientes aditivos y sustractivos , se
restard la menor de la mayor, y el residuo serd el co-
eficiente del monomio equivalente d la combinacion de tér-
minos semejantes , el cual tendrd el mismo signo que la
mayor de las dos sumas. A

Para ejercicio de nuestros lectores pondremos aqui
algunos otros ejemplos de adiciones algebraicas con sus
resultados, ;

Ejemplo 1.

TM=3n—14p—+177
3a-+9n—11m—+2r

Sumandos...
§p—4m—~+8n—137
11n—2b—6r—m-s.

Suma $7M T30 14p+H 171+ 34+ 9n— 1 Im+ 27

+5p—4m+8n— 137+ 11n—2b— 6r—m 4.
Reduciendo términos semejantes se simplificard la ex-
presion de la suma, y se trasformara en estotra:

—9M—+3 In—Q p+3a—2b-+s ;
en la cual se ve que la combinacion de terminos seme-
jantes 7m— 11m—4m—m se ha reducido al monomio
sustractivo— 9m, porque. 7 es el finico coeficiente adi-
tivo, y la suma de los sustractivos es 16 que el cua-
drinomio 3#-+9n-+8z+117 se ha reducido al mono-
mio aditivo 31%, porque aquellos cuatro términos son
todos aditivos; que el binomio —14p+5p se ha re=
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ducido al monomio sustractivo—gp; y por fltimo, que
han desaparecido enteramente los términos que conte-
nian la letra 7, porque en la combinacion 177+ 27—
137 —6r la suma de los coeficientes aditivos es igual a
la de los sustractivos.

En la colocacion de los términos de un polinomio se
puede guardar el 6rden que se quiera 6 que mas acomo-
de; pero por lo comun ocupa el primer lugar, comen-
zando por la izquierda, un término aditivo, sea el que
fuere, por parecer muy impropio comenzar restando sin
suponer de qué. Por esta razon los términos de la alti~
ma expresion que hemos hallado de la suma, se podran
colocar en este orden:

| 3In—Qm— Qp-+3a—2a-+s.

Ejemplo 11,

11be+ 4ad —8Bac+ §ed

S8ac—+7be— 2ad + 4mn
)20d — 3ab—+ sac+an
V9an—2bc —2ad+ gcd.

Sumandos....

14 bc——4bad —8ac—4—5cd 4~ 8ac——Tbc—2ad——4mn

Suma. —+—2cd — 3abh ——5ac ~—an —— 9 an — 2 bc — 2ad —- Hcd.-

Reduciendo términos semejantes vendra ser:
16bc + §ac =+ 12¢d —+ 4mn— 3ab + 10an.

De la sustraccion de las cantidades 'algebrdz'm:.

2o Con arreglo al convenio generalmente adopta-
do (§. 2) se indica la sustraccion de los monomios po-
niendo el signo — 2 la izquierda del sustraendo; y la
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combinacion del minuendo y del sustraendo con el sig=
no —antepuesto 4 este segundo representa el residuo
que debe resultar de la sustraccion. Asi cuando de la
cantidad  tengamos que quitar la cantidad %, escribi-
remos 2—b para representar el residuo; si de la canti-
dad 8bc hubiésemos de restar la cantidad 3mz, escribi-
remos 8bc—3mn para representar el residuo.

Si los dos monomios, minuendo y sustraendo, fue-
sen semejantes , la expresion del residuo se podra sim-
plificar y reducir 4 un solo término, que tenga por co-
eficiente la diferencia de los coeficientes de aquellos dos
monomios. Por manera que si de 8¢ hubiésemos de
restar 3bc, la expresion 8bc— 34c que representa el re-
siduo, podria simplificarse y reducirse al solo monomio
§be. Aun antes de ahora hemos ejecutado reducciones
de esta especie, porque se conoce 4 primera vista la ra-
zon de ellas.

Por lo que respecta 4 la sustraccion de los polino-
mios se deben distinguir dos casos:

12 8% el sustraendo representase la suma de mu-
chos monomios , 6 lo que es lo mismo, si todos los tér-
minos del sustraendo fuesen aditivos 6 tuviesen ante-
puesto el signo +, se representard el residuo escribiendo
el minuendo segun nos lo hayan dado, y d su continua-
cion ¢l sustraendo , anteponiendo d todos los términos de
este el signo—; porque, como es bien sabido, lo mismo
es quitar de una vez una cantidad cualquiera, que qui-
tar sucesivamente todas las partes de que esta se com-
ponga. :

Si, por ejemplo, de la cantidad representada por
el trinomio §2—9b-+2¢ quisiéramos quitar la repre-
sentada por el trinomio 24~ 3¢+ 4f, representaremos

RS

W

e
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el residuo por Ia siguiente combinacion
§2—9b+ 20— 2d—3e=4f)

2.°  §i los términos del  systragndo  unos fuesen
aditivos y otros sustractivos, 6 lo que es lo mismo, sz
unos tuviesen antepuesto el signo 4, y ofros el Signo —;
cuando escribamos el sustraendo a continuacion del mi-
nuendo para representar el residuo , d los términos del
sustraendo que tenian el signo —+ les antepondremos ¢l
signo —, y d los que tenian el signo — les ante pondremos
el signo+. De modo que si nos proponemos restar de
la cantidad representada por el trinomio 7 m— 4n-+8g,
la representada por el cuadrinomio ‘62 — 3f~+2b—gc,
representaremos el residuo por esta combinacion;

7m—4n+8g—6a-+3f—2bgr,
Ia razon de lo que esta regla prescribe la hemos ex-
puesto en la solucion del tercer problema que propusi-
mos en el §. 14; y aplicindola al ‘ejemplo que acaba-
mos de proponer, diremos que si de la cantidad Tm— 4%
~+ 84, hubiésemos de restar el binomio 64 -+ 25 , el re=-
siduo estaria bien representado por la combinacion
7Mm— 4n—+8g— 6z~ 2b;
pero como el sustraendo propuesto 62— 3f - 2b—gc,
equivalente 4 6a+ 2b—3f—9¢, tenga menos que 6a
+ 25 la cantidad representada por 3f=+9¢, el residuo
deberd tener esta misma cantidad mas, y de consiguien-
te debera representarse por
7m—4n~+ 89— 6a—2b+3f49c;
4 cuya expresion equivale la que antes hemos hallado.
Reuniendo ahora en una sola regla general las par-

ticulares que acabamos de establecer , deduciremos por
conclusion que lz sustraccton de las cantidades alge-
brdicas se cfectiia escribiendo d continnacion del mingen

TOMO 11, : H
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do el sustraendo despues de haber cambiado de + en —,
y de — en —+ los. signos de este tlltimo.
Despues de puesta en ejecucion esta regla, si en
el resultado hubiese términos semejantes, se hace la re=
duccion de ellos conforme a los preceptos establecidos

@§. 19).
Ejemplo 1.

Minuendo... 174+ 2m— Qb — 4c+ 23d.
Sustraendo. 11c—27b~+ §1a—4d.

.Residuo......{174+ 2m—Qb—4c+23d—11c—+
27b—g1a+4d.
Efectuando la reduccion de los términos semejantes re-
sultara estotra expresion :
—34a~+2m—+18b—18c+27d;
6 mas bien: am—34a-+18b—18c+27d.

E jem plo 11.

Minuendo... §ac— 8ab—+9bc— 4am
Sustraendo. Sam— 7ed~+11ac— 2ab

e e S8ab—+9bc—g4am—8am—+7cd
— I11ac—2ab. welsk
Y reduciendo términos semejantes se tendra estotra ex« '
presion: _ :
— 6ac— 6ab +gbc— 1 2am—+7¢d;

6 mas bien estotra :

9be~6ac—6ab— 1 2am =+ 7cd. : L

Bueno sera advertir que sin necesidad de mudar los .
signos de los términos del sustraendo se puede represen- g
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tar el residuo escribiendo el minuendo , y & continuacion

el sustraendo , cual nos lo hayan dado, bien que encerra-

do dentro de un paréntesis con el signo — ala izquier-

da de este. Por manera que si del trinomio §4— 35+

7¢ nos proponemos restar el cuadrinomio 4m—67-+3p

—8¢, podemos representar el residuo de este modos |
ga—3b-+7c—(4m—6n-+3p—87);

y de consiguiente esta expresion es equivalente 4 estotra:
§a—3b—+7c—4m—+6n—3p+8q,

que por la regla anterior hubiéramos hallado.

A esto es consiguiente que en habiendo en un po-
linomio varios términos sustractivos , podamos considerar
al conjunto de estos como un sustraendo, 'y encerrarlos
con el signo-+~dentro de un paréntesis, anteponiendo 4
este ‘el signo—. Asi la @ltima expresion que en el
ejemplo segundo hemos hallado , equivaldra & estotra:

9be + 7ed — (6ac—+6ab + 1 2am).

No es necesario para dar esta forma 4 cualquier po-
linomio que todos los términos que se hayan de encer-
rar dentro del paréntesis sean anteriormente sustractivos;
basta que lo sea alguno de ellos, y que a todos los que
se pongan dentro del paréntesis se les mude el signo.
Asi la misma expresion se podrd trasformar en estotras:

9bo—6ac—(6ab~+12am—70cd);

9be—(6ac+ Gab -+ 12am—ryed) ; :
9be—6ac —6ab—(12am—70d) ;
&e. 1% &e;

las cuales no son otra cosa que indicaciones de distintos
modos de obtener el mismo resultado.”

‘4 Serd muy conveniente que los principiantes se ' ejerciten mu~
cho en buscar las varias expresiones equivalentes de un mismo resul=
*
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De la multiplicacion de las cantidades algebraicas.

21. Mientras no consideremos 4 las letras sino co-
mo simbolos de nlimeros, deberemos formarnos de la
multiplicacion algebrdica la misma idea que de la mul-
tiplicacion aritmética (Aritm. §§. 25 y 87). Por ma-
nera que multiplicar a por b es hallar, 6 por mejor de-
Cit ;. ¢s representar una tercera cantidad que se haya con
respecto & cualquiera de aquellos dos factores , del mis-
mo modo que ¢l otro factor se ha con respecto d la unidad.

Ya hemos dado 4 conocer (§§. 2 y 7) los varios
modos de indicar la multiplicacion algebrdica, y de re-
presentar el producto. El de @ por b, por ejemplo, se
representa por @xb, 6 por a.b, 6 finalmente por ab
sin interposicion de signo alguno.

Ocurre con frecuencia tener que representar el pro-
ducto de varias multiplicaciones sucesivas, como por
cjemplo la de @ por b; despues la del producto ab por
¢; despues la de este segundo producto por 4, y asi su-
cesivamente; -en cuyo caso bien se deja ver que el pro-
ducto final debera tener por factores 4 todos los niime-
ros representados por las letras @, b, ¢, d &e. (Aritm.
§. 22); y con arreglo al convenio adoptado para indi-
car la multiplicacion se representard el producto de cua-
lesquiera factores , escribiéndolos todos d continuacion
unos de otros sin inter posicion de signo alguno. Asi que
la combinacion abcd representa el producto de los cua-
tro nameros designados por las letras a, &, ¢, 4.

tado, y en descifrar la serie de operaciones que cada una indica , por-
que la falta de expedicion en esta especie de traducciones, es uno de

los obstaculos que mas retardan sus progresos en el estudio del Al-

gebra,

e

e
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Ya hemos hecho algun uso de esta regla, com-
prendiendo en ella hasta los coeficientes numéricos, que
son evidentemente *factores de las cantidades, en cuya
expresion entran. En efecto , indicandonos la expresion
1§abed que la cantidad representada por abed esta to-
mada 1§ veces, viene en suma a designar el producto
de los cinco factores 15 @, b, ¢, d. 4
22 A consecuencia del mismo convenio indicare-

mos la multiplicacion de cuantos monomios se quiera,
tales como g4abe, §def, 3mn, formando de todos ellos
un solo monomio 6 una combinacion, en la cual se hallen
todos los factores d continuacion unos de otros sin inter~
posicion de signo alguno. Asi que la combinacion

4abcgdef3mn ,
representara el producto de los tres monomios propues-
tos; pero como, segun hemos demostrado en la Arit-
mética (§. §7), podamos colocar en el érden que mas
nos acomode los factores de un mismo producto, pon-
dremos, usando de esta facultad , todos los factores nu-
méricos al principio de la combinacion total ; bien que
entonces serd necesario por la razon expuesta (§. 7) ha-
cer uso de alguno de los signos de la multiplicacion; 6
si pareciere mas conveniente, se efectuard la de todos
los coeficientes. Asi 4 la expresion anterior se le podra
dar esta forma:  gxsx3abedefmn;
6 estotra: 4.8 -3 abedefmn;
6 finalmente, efectuando la multiplicacion de los tres
nlmeros 4, '§ y 3, estotra’

6 oabedefmn.*

1 Con el auxilio de los signos algebrdicos se puede hacer mas
perceptible la demostracion que hemos dado (Aritm. §. 57 ) En
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23  Cuando varios factores de un mismo producto
estan designados por una misma letra, se simplifica mu-
cho la expresion escribiendo la letra una sola vez , € 7n-
dicando por medio de un nitmero cudntas weces debe
aquella letra ser factor de aquel productos y como el
nlimero que para esto empleemos haya de indicar varias
multiplicaciones sucesivas, sera indispensable colocarlo
de modo que no se le pueda confundir con el cocficiente,
del cual hacemos uso para simplificar la expresion del

- resultado de varias adiciones. Por esta razon se ha de-
terminado colocar aquel otro nlimero 4 la derecha y un
poco mas arriba de la letra a la cual pertenezca, en lu=
gar de que el coeficiente se coloca siempre 4 la izquier=
da y en la misma linea horizontal.

Segun esto ¢l producto de 2 por @, que estaria
bien representado por aa, lo estara con mas sencillez
por a”; el producto de & por b por b, que estaria bien
representado por bbb, lo estara con mas sencillez por 5°,
y asi de los demas. En la expresion @’ el 2 nos indica
que el nlimero designado por la letra @ es dos veces
factor, y de consiguiente no debemos confundir aquella
expresion con 2a, que es una abreviacion de @+a: en
la expresion 4° el 3 nos indica que el ntimera designa-
do por la letra b es #res veces factor , y de consiguiente
no deberemos confundir aquella expresion con 34, que

efecto, el producto abedefmn equivale & abxcdxef<mn; y pu-
diéndose invertir el érden de los dos factores de un producto, sin
que este vavie (Aritm. §. 2T), equivaldrd tambien & baxdexfexnm,
46 lo ‘quc es lo mismo, a badcfenm. Descomponiendo el producto
primitivo de otros varios modos como axbexdexfm>n, podre-
mos hacer que los factores vengan 4 estar colocados en el érden que
mas nos acomode,

DE ALGEBRA. 63
es una abreviacion de s—+b-b. Para hacer todavia
mas palpable el error que cometeriamos confundiendo
estas expresiones, supongamos que & represente al ni-
mero § en cuyo caso la expresion 2* representard
5§, que equivale 2 253 en vez de que la expresion
24 representard 4 §-+5, 6'4 2 veces §, y en una pa-
labra a 10. Si la letra b representare al nlmero 8, la
expresion b® representard a 8x8x8, que equivale 4
512, en lugar de que 35 representaria a 8--8+8,
6 a 3-veces 8, y en una palabra a 24.

La utilidad de la simplificacion que acabamos de
indicar de las expresiones de los productos, se hace tanto
mas perceptible cuanto mayor es el nlimero de factores
designados con una misma letra. Si hubiéramos, por
ejemplo, de representar nn producto en el cual la can-
tidad designada por & fuese factor ocho veces, la expre-
sion aaaaaaaq seria sumamente embarazosa, y por €so
es justamente preferible la equivalente a°.

24  Estos productos formados de factores todos igua-
les se llaman en general potencias del factor repetidos
y segun lo esté dos , tres , cuatro &c, veces, se llama el
producto segunda 6 tercera .6 cuarta &e. potencia. Ast
aa 6 su equivalente a® se llama la segunda potencia de
a; aaa 6 su equwalente 4’ se llama la tercera poten=
cia de a5 aaaa 6 su equivalente &* se llama la cuarta
potencia de a,y asi de las demas.” :

1  La segunda potencia de un nfimero se llama tambien ol cuas:
drado de este nlimero; y la tercera potencia sellama el cudo del inis-
mo nimero; y aunque estas denominaciones: pertenecientes 4 la Geo-
metria, y que no guardan la uniformidad de la nomenclatura de la
demas potencias, sean muy impropias en el Algcbm, son las mas usa-
das), 'y por’si brevedad merecen conservarse. !
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Por analogia se llama primera potensia de a la mis-
ma cantidad @, y por esta razon se puede considerar
como equivalente 4 la expresion #'. Lo mismo puede
decirse de otra letra cualquiera.

A fin de poner mas en claro el uso que se hace de
todas estas denominaciones las aplicaremos 4 un niimero
determinado; y sea, por ejemplo, §.

Primera potencia de §... §.

Segunda POFCRET G severinans §XE=2E,

Tercera porenciae..e.on. §X§xXE=25X5=128.

CUArta Porencida. s §x§x5x8=125x5=625.

Quinta potencic...ei.... §xg§xgxg§x§=024§=x5=3125.

&e. &e. &e.

El nimero con que designamos cudntas veces es
factor una letra, 6 lo que es lo mismo, qué potencia de
la cantidad representada por la letra es el producto, se
llama el exponente de ella. Haciendo pues uso de esta
denominacion , diremos que para formar una potencic
de un niimero , 6 como tambien suele decirse, para ele-
var un nimero 4 una potencia , se debe multiplicar el ni-
mero por si mismo tantas veces menos unda como unida~
des tenga el exponente de la potencia.

25 Supuesto que el exponente indica cuantas ve-
ces es factor de un producto la letra a la cual esta so-
brepuesto; y estando ya demostrade que el producto
de dos cantidades cualesquiera debe contener todos los
factores que entren en la composicion de estas cantida-
des, es consiguiente que si por ejemplo hubiésemos de
multiplicar la cantidad 2°, en la cual es cinco veces fac-
tor la @, por la cantidad 2°, en la cual es tres veces fac-
tor Ja misma 2, en el producto debera ser ocho veces
factor la @, y de consiguiente lo deberemos representar
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por a®. Y siendo facil generalizar este razonamiento, es-
tableceremos por regla general que ¢/ producto de dos
potencias de un mismo nimero es ofra potencia del mis-
mo niimero, la cual tiene por exponente la suma de los
dos exponentes del multiplicando y multiplicador.

26 De esto se sigue que cuando hayamos de mul-
tiplicar dos monomios que tengan varias letras comunes,
podremos simplificar la expresion del producto escribiendo
en él una sola vez cada una de aquellas letras comunes
con un exponente igual d la suma de los exponentes que
tenga en el multiplicando y en el multiplicador. Si, por
ejemplo, hemos de multiplicar a* b* ¢ por a* b’ ¢ d, el
producto que puede representarse por @* b’ ¢a’ b’ ¢* d, 6
variando la colocacion de los factores, por #” a* 4° b'e’ d,
estard representado con mayor sencillez por a'b%’d, po-
niendo 2° en lugar de a* #*; b® en lugar de 0° 475 y ¢°
en lugar de ¢*, 6 lo que es lo mismo, de ¢*¢*

27 Asi como distinguimos las potencias por el nii-
mero de factores iguales que entran en la composicion
de cada una, clasificamos todos los productos con arre-
glo al niimero de factores simples 6 primos que los for=
man, y damos a estas diferentes clases la denominacion
comun de grados *. Asi decimos que el producto & 5° ¢,
por ejemplo, es del sexto grado, porque esta formado
de seis factores simples, 4 saber dos factores @, tres

1 Siguiendo la analogia indicada en la nota del §. 24 suelen lla-
marse dimensiones los factores simples é primos de cualquier pro-
ducto; de modo que segun el ordinario modo de hablar el producto
a* b? ¢ tiene seis dimensiones; pero este solo ejemplo basta para ha-
cer ver lo absurda que es esta nomenclatura. Es verdad que los pro-
ductos de dos factores representan las dreas, que tienen dos dimen-
siones; y los productos de tres factores representan los woldimenes

TOMO 11, I
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factores b, y un factor ¢; debiéndose tener entendido
que aunque estos factores se llamen primos 6 primeros,
porque no podemos descomponerlos en otros mas senci-
llos, pueden muy bien representar nimeros compuestos;
pero si atendemos al nQimero particular que en un cier~
to y determinado caso representan, salen ya del estado
de absoluta indeterminacion en que el Algebra los con=-
sidera.

Tambien debe tenerse presente que para la deter-
minacion del grado de un producto no entran en cuenta
los coeficientes numéricos sino solo los factores algebréi-
cos O literales,

Segun esto, y en consecuencia de lo demostrado
(§§. 21y 25), cuando se muliiplique un monomio
por otro, el nimero que indique el grado del producto
debera ser la suma de los que indiquen los grados del
multiplicando y multiplicador,

- 28 Del mismo modo y por la misma razon que en
la Aritmética efectuamos la multiplicacion de los nfime-
ros que se representan por muchas cifras, multiplicando
todas las partes del multiplicando por cada una de las
partes del multiplicador , y sumando los productos par-
ciales (Aritm. §. 34); igualmente en el Algebra se
ejecuta la multiplicacion de las cantidades complexas 6
de los polinomios, multiplicando sucesivamente todas las
partes 6 términos 6 monomios del multiplicando por ca-
da una de las partes, términos 6 monomios del multi-
plicador , y reuniendo por filtimo los productos parciales

que tiencn tres dimensiones: pero pasado este término deja de sub-
sistir la correspondencia entre las expresiones algebrdicas y las figuras
geométricas, puesto que en la extension no pueden considerarse mas
de tres dimensiones.
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- para tener en el conjunto de estos el producto total;

pero en los polinomios algebraicos ocurre una particu-
laridad que no se halla en las combinaciones de guaris-
mos. Los polinomios tienen por lo comun términos sus-
tractivos, en vez de que todos los guarismos que entran
en una combinacion representan siempre partes aditivas.
Las unidades, decenas, centenas &c, que entran en la
formacion de un nlimero, son otros tantos términos que
en todos casos se consideran sumados unos con otros; y
de ahi es que en la multiplicacion aritmética el pro-
ducto total debe en todos casos ser la suma de todos
los parciales, en vez de que en la algebraica no lo sera
sino cuando sean aditivos todos los términos de los
factores.

Tratemos de multiplicar a-+b

por ¢
Yy el producto.....ieiseeisenvenens @-+be
se obtendra multiplicando cada una de las partes del
multiplicando por el monomio multiplicador, y suman-
do los productos parciales @z y be. Lo mismo ejecuta-
riamos si el multiplicando tuviese tres 6 mas términos
todos aditivos,

Cuando el multiplicador sea tambien la suma de
varios términos, habremos de multiplicar sucesivamente
todas las partes 6 términos del multiplicando por cada
una de las partes 6 términos del multiplicador; y su-
mando por @ltimo todos los productos parciales, tendre-
mos el producto total.

Conviene advertir que en estas multiplicaciones par-
ciales no hay necesidad de guardar mas 6rden que el

conducente 4 que no se omita ninguna de ellas:
*
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Propongamonos multiplicar a-+b
por ¢+d

ac—+be

productos parciales,.. iy

Producto total.;. ac+be+ad-+bd

Porque la multiplicacion de todo el multiplicando z -4
por la parte ¢ del multiplicador produce ac-+br; y la
multiplicacion de todo el multiplicando @b por la
otra parte 4 del multiplicador produce ad-+-bd ; y la su-
ma de los dos resultados parciales es ac—+ be +ad + bds
y de consiguiente esta es la expresion del producto total,

29  Si el multiplicando tuviese algunas partes sus-
tractivas, los productos de estas partes deberan restarse
de los de las demas, 6 lo que equivale a lo mismo, se
les deber4 anteponer el signo — para indicar aquella sus-
traccion. Si por ejemplo nos proponemos multiplicar
a—b por ¢, el producto serd ac— be, segun hemos he-
cho ver en la solucion del segundo problema que pro-~
pusimos en el §. 14.

Si en el multiplicando hubiere varios términos sus-
tractivos, y el multiplicador fuere un polinomio cuyos
términos sean todos aditivos, tendra lugar la misma re-
gla. Propongimonos por ejemplo multiplicar

' a—b—c
por d+f

ad—bd—cd
of—bf—if

Producto total... ad—bd—cd-raf—bf—cf

Productos parciales...{
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Porque la multiplicacion de todas las partes del multi=
plicando por la parte d del multiplicador produce ad—
bd—cd; y la multiplicacion de todo el multiplicando
por la otra parte f del multiplicador produce af—bf—
¢fs y sumando los dos productos parciales resultara la
expresion que hemos hallado del producto total. Y pu-
diéndose aplicar los razonamientos que nos han dirigido
en estas operaciones & cuantos ejemplos se propongan
semejantes 4 las anteriores, podremos establecer por re-
gla general .que mientras sean aditivos todos los térma-
nos del multiplicador , cada una de las partes 6 términos
del producto tendrd el mismo signo que ¢l término 6 par-
te correspondiente del multiplicando. ‘

30 Supongamos ahora que el multiplicador tenga
términos sustractivos, siendo aditivos todos los del mul-
tiplicando; y aunque tratindose , como aqui se trata, de
nimeros abstractos, pudiéramos tomar por multiplicando
al multiplicador, y hallar por las reglas establecidas el
producto , propongamonos determinarlo sin necesidad de
hacer aquella inversion. Hayamos por e¢jemplo de mul-
B e e e

por b—¢.

Producto........ ab—ac

Puesto que el multiplicador no es & ni ¢, ni la suma de
estos dos nfimeros, sino el residuo que quede en qui-
tando « de 4, el verdadero producto no deberd ser @b,
ni ac, ni ab-+ac sine.ab—ac , es decir, el multiplicando
a tomado tantas veces como unidades hay en b, menos
el mismo multiplicando @ tomado tantas veces como uni-
dades hay en ¢; de cuya sustraccion debe resultar el
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multiplicando @ tomado tantas veces como unidades
hay en b—c, y de consiguiente el producto que bus-
cabamos.

Lo mismo se ejecutard cuando el multiplicando
tenga dos 6 mas términos todos aditivos: se multiplica-
rdn sucesivamente todas las partes del multiplicando
por cada una de las del multiplicador , y del conjunto
de los productos parciales procedentss de los términos
aditivos de este se restaran todos los productos parcia-
les procedentes de los términos sustractivos del mismo
multiplicador. Propongimonos por ejemplo multiplicar
el trinomio @b +¢ por el trinomio d+¢—f, y el pro-
ducto sera

ad-+-bd-cd+ az +be +ce— af — bf —cf.

Supongamos por filtimo que tanto el multiplicando
como el multiplicador tengan términos sustractivos , pro-
poniéndonos por ejemplo multiplicar #—5

por ¢—d.

y el producto serd,.. cz_c—b.c—ad+1;d;t

porque todo el multiplicando 42—/ se ha de multiplicar
primeramente por la parte ¢ del multiplicador; despues
se debe multiplicar todo el multiplicando por la otra
parte 4 del multiplicador; y siendo sustractiva esta se-
gunda parte, deberemos restar del primer producto par-
cial el segundo. Ahora bien, el primer producto parcial
es ac—bes el segundo es ad—bd; y cambiando los sig-
nos de este para representar el residuo (§. 20) resul-
tard el producto que buscabamos, cual lo hemos repre-
sentado. i

31 Resumiendo todas las consecuencias que se pue-
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den deducir de los ejemplos anteriores, podremos esta-
blecer que generalmente Ja multiplicacion de los polino-
mios se efectiia, en cuanto es posible, multiplicando su-
cestvamente con arreglo d los preceptos dados para los
monomios (§§. 21 y sig.) todas las partes 6 términos
del multiplicando por cada una de las partes 6 términos
del multiplicador , y teniendo presente que todo producto
parcial monomio procedente de un término aditivo del
multiplicador debe tener el mismo signo que el multipli-
cando parcial que haya concurrido 4 su formacion, y
todo producto parcial monomio procedente de un término
sustractivo del multiplicador debe tener un signo contra-
ri0 al que tenga el multiplicando parcial que haya con-
currido d su formacion.

Si particularizamos los diferentes casos compren-~
didos en esta regla general, deduciremos por conclu-
sion que

10 Todo término aditivo multiplicado por otro tér-
mino aditivo da un producto aditivo.

2?  Todo término sustractivo multiplicado por un
término aditivo da un producto sustractivo.

3% Todo término aditivo multiplicado por un tér-
mino sustractivo da un producto sustractivo.

42 Todo término sustractivo multiplicado por otro
termino sustractivo da un producto aditivo.

Esto mismo. se puede expresar mas- brevemente di-
ciendo que sz Jos dos factores parciales tuvieren un mis-
mo sigino, el producto parcial procedente de ellos serd
aditivo, 6 tendrd el signo -+; pero si los dos factores
pariales tuvieren diferentes signos, el producto parcial
serd sustractivo, y de consiguiente tendrd el signo —.

A fin de facilitar la préctica de la multiplicacion de
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los polinomios, recapitularemos todas las reglas que es
necesario observar en esta operacion. :

12 Se determinard el signo que se ha de anteponer
d cada término del producto total, 6 lo que es lo mis-
mo, 4 cada producto parcial monomio, con arreglo &
los preceptos que acabamos de prescribir. Esta se llama
la regla de los signos.

20 El cocficiente de cada producto parcial mono-
mio ha de ser el producto de los coeficientes de los dos
Sactores parciales que concurran d su formacion (§. 22).
Esta se llama la regla de los coeficientes. :

3°  Cada producto parcial monomio ha de contener
a continuacion unas de otras todas las diferentes letras
que se hallen en los dos factores parciales (§. 21). Esta
se llama la regla de las letras.

4°  Cada una de las letras comunes d los dos fas-
tores monomios tendrd en el producto parcial procedente
de ellos un exponente igual d la suma de los exponentes
que la misma letra tenga en los dos factores (§. 2§)-
Esta se llama la regla de los exponentes.

32 Hagamos aplicacion de todas estas reglas al
ejemplo siguiente :

Multiplicando......... §a*—24b-+4a’b?
Multiplicador......... a*—4a’b+25b*

§a’—2a’b+4a°h*
Productos parciales... %—2 0a’b+84°b’—16a*bs
+10a'b’—4a’b*+8a’b*

i "L 507224 b 41208 —Gath — a0t +-8a°0°
. au 3

En la primera linea horizontal de los productos parcia-
les se hallan todos los que han resultado de la multi-
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plicacion de los tres términos del multiplicando por el
primer término @* del multiplicador; y como este tér-
mino no tiene antepuesto signo alguno, y de consiguien-
te es aditivo, todos los productos parciales monomios 4
cuya formacion concurra deberan tener los mismos sig-
nos que los términos correspondientes del multiplicando
(§. '31). En este supuesto el primer producto parcial
§a’ no tiene signo, 6 lo que es lo mismo , es aditivo,
porque lo es el primer término ga* del multiplicando;
el coeficiente del mismo producto parcial es § > porque
siendo § el coeficiente del primer término del multipli-
cando, y 1 del primer término del multiplicador, el
producto de los dos. coeficientes es 5. Los factores par-
ciales §a* y a® no tienen mas letra que la @ con el ex-
ponente 4 en el multiplicando, y con el exponente 3 en
el multiplicador ; y por esta razon en el producto par=-
cial §4” no hay mas letra que la @ con el exponente 7,
suma de aquellos otros dos. -

El segundo término del multiplicando es sustracti-
vo, y de consiguiente al combinarse con el primer tér-
mino del multiplicador debe dar un producto sustracti-
Vo 6 con el signo —. El coeficiente 2 del uno multi-
plicado por el coeficiente 1 del otra, da 2 por coefi-
ciente del producto 4 cuya formacion concurren. En los
dos factores parciales no hay mas letras que la @ y la &;
y de consiguiente el producto debe contener estas le-
tras y ninguna otra, La letra 2 es comun 4 los dos fac-
tores, y asi en uno como en otro tiene por exponente
al 3, v de cousiguiente la misma letra tendrd en el pro-
ducto el exponente 6, que equivale 4 3-+3. Asi~que
el segundo producto parcial monomio con su signo’ se-
rd—24°h, T

TOMO II. : . K
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Como el tercer término 44’b* del multiplicando es
aditivo, lo es tambien el producto parcial que resulta
de su multiplicacion por el primer término del multi-
plicador; el coeficiente deberd ser 4; las letras deberdn
ser laay la b, la primera con el exponente 5, y la se-
gunda con el mismo exponente 2 que tiene en el mul-
tiplicando. Asi se formard el tercer producto parcial
—+4a’b’.

La segunda linea de productos parciales contiene
todos los que han resultado de todos los términos del
multiplicando por el segundo término del multiplica-
dor; y por ser sustractivo este término, todos los pro-
ductos parciales de esta linea tienen signo contrario al
de los términos del multiplicando que han concurrido &
su formacion, Para los coeficientes, las letras y los ex-
ponentes han seguido las mismas reglas que en la for-
macion de los productos parciales de la linea anterior.

En la tercera y filtima estan los productos parciales
procedentes de la multiplicacion de todos los términos
del multiplicando por el tercer término del multiplica-
dor; y como es aditivo este término , todos los produc-

tos parciales 4 cuya formacion concurre conservan el

mismo signo que los términos correspondientes del mul-~
tiplicando. :

Teniendo ya formados todos los productos parcia- -

les, de cuya reunion se compone el total, se les exa-
mina atentamente para ver si entre ellos hay algunos
términos semejantes; y en caso que los haya, se les re-
duce observando para ello la regla del §. 19; y tenien-
do presente que para ser semejcmtes dos 6 mas térmi-
nos no basta que tengan unas mismas letras, sino que
ademas cada una de estas ha de tener en todos un mis-
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mo exponente, sin lo cual no se hallard en ellos la mis-
ma combinacion de factores simples 6 primos , como se
requiere para la semejanza de los términos y poder re-
ducirlos. En nuestro ejemplo hemos efectuado tres re-
ducciones, 4 saber:

la de—24% y—20a%, que equivalen 4—22 2%;

la de+4a’h* y+8a'b?, que equivalen 4+12 ash*;

la de—16a*® y+104a’h’, que equivalen a— 6 4*52,
Despues de efectnadas estas. tres reducciones ha resulta-
do el producto total simplificado , cnal se halla en la fl-
tima linea del ejemplo.

Para ejercicio de los principiantes pondremos aqui
otro, algo mas complicado, cuya inteligencia no puede
ya serles dificil. En el resnltado final de la operacion
podrdn ficilmente notar que no es posible reducir mas
términos que

—168a’b%c y+24a‘bsc;
porque siendo estos los {inicos en cuya composicion en-
tran unas mismas letras con wnos mismos exponentes,
son los finicos términos semejantes que se hallan en todo

el producto, y de consiguiente los finicos susceptibles
de reduccion,
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. Multiplicador.. 115°—8¢°+gabe—2bdm
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33 A consecuencia de lo que debemos practicar
en la multiplicacion de los polinomios, es ficil ver que
si todos los términos del multiplicando fueren de un
mismo grado, sea cual fuese; y todos los términos del
multiplicador fueren tambien de un mismo grado, cual-
quiera que sea; todos los términos del producto serdn
asimismo del grado indicado por la suma de los nfime-
! ros que indiquen los grados de los dos factores.

En el altimo ejemplo, en el cual el multiplicando
es del sexto grado, y el multiplicador del tercero, el
producto es del noveno; y en el ejemplo anterior, en
el cual el multiplicando es del cuarto grado, y el mul-
tiplicador del tercero, el producto es del séptimo ; y asi
de los demas. :

Los polinomios, cuyos términos son todos de un
mismo grado, sea cual fuere, se llaman homaggéneos. Di-

~+118abicd’

2
<7

¢ d* 13 6b0°d* 47 2.abc* dm®

bo'+115ab*cd*—85ab’c*d"—48a°b"¢ dm’

dm—+30a’bedm—46b°d*m+3 40" c*d*m~+18ab’ cd’m?
d'—1875*c*d*—99ab*edm’—40a' b’ —5 6 '3

~+72abc'dm’ + 3 sa*htc — 7 5a°he
*dm—14a°b*Am+3 0a’bedm—46b°d m+3 40" d’*m

§5a'b’+77a’b°—168a’ b r+2g 3b°dt—1 87b"c°d*—g 9ab*cdm’®

N
~y
X
Q_OT :(31% N remos, pues, que en siendo homogéneos dos 6 mas fac-
! POy tores complexos 6 polinomios ’ debe tambien ser ZAomo-
3 drg 1.9. géneo el producto; y esta observacion podra sernos muy
o w& 2 :;“g atil para precaver 6 corregir muchas equivocaciones
ok B % o que-estamos expuestos 4 padecer en’las multiplicaciones
N *L N ?‘:“ S parciales , omitiendo por olvido algunos factores, 6 po-
R ;:} Sl sty niendo algunos exponentes mayores 6 menores de lo que
o o “’RO_O. T"’ debian ser, : SERIRASE
"‘i t 5 _’(_\*l S .;i 34 Por Ia razon que expu§imos (§- 3), los resul-
SEn 4 ] oa tfzdos de las operaciones algebréicas efectuadas con ‘can-
¥y 3 *Qm 0% 3 i t.1dades‘ literales nos dan 4 conocer el influjo que en ellos
T‘ P e smm Bk ‘ tiene c’:’ada"una de las partes de estas cantidades, 6 lo
—~— — i que es equivalente, .cémo y. cuanto ha contribuido cada’
o= = Sa d parte para la formacion'de los mismos resultados; 'y por’
s 5 ES este ‘medio“nos ‘conducen 4 descubrir en los ‘nfiméros
E 3, 0 muchas propiedades generalés é independientes de todo
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sistema de numeracion, Los tres ejemplos -siguientes de
multiplicaciones algebraicas nos manifiestan ciertas pro-
piedades de esta clase, muy importantes por razon del
frecuente uso que de ellas haremos en lo sucesivo.

) iI.
a+b a-+b
x a—b : x a—+b
a +ab a —+ab
—ab—b* +ab~+b*
a a+a2ab”+b"
HI.

& +2ab+b*
< a-+b

a’ +2a’b+ab”
+a b+2ab’+b°

a*+3a’ b+ 3ab® +b’
La primera multiplicacion, en la cual el binomie
a-~b multiplicado por el binomio 2—% ha producido

a’ —b*, nos hace ver que si se multiplica la suma de.

dos ntimeros cualesquiera por la diferencia de los mis-
mos ntimeros , el producto serd la diferencia de los cua-
drados de estos niimeros.

De esta propiedad podemos hacer uso para abre-
viar muchas multiplicaciones aritméticas; pues aunque
las combinaciones de guarismos no contengan. parte al-
guna sustractiva, ocurre no pocas veces tener que - mul-
tiplicar dos nlimeros, en los cuales se echa prontamente
de ver que son respectivamente la suma y la diferencia
de otros dos que podemos multiplicar por si mismos
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con suma facilidad, y aun sin necesidad de tomar la
pluma para ello. Tengamos, por ejemplo, que multi-
plicar 52 por 48; y observando que el primero equi-
vale & cincuenta mas dos, y el segundo a cincuenta me-
nos dos , vendremos en conocimiento de que el produc-
to serd ¢/ cuadrade de §o menos ¢l cuadrado de 2.
Ahora bien , el cuadrado de 50, 6 €l productoe de 50
por 50, es 2500, el cuadrado de 2 es 4; y restando
4 de 2500, el residuo 2496 serd el producto que bus-
cabamos, Lo mismo puede ejecutarse en la multiplica-
cion de 84 por 76, y en todas las demas en que los
factores tengan la circunstancia de ser la suma y la di-
Jerencia de unos mismos niimeros, cuyos cuadrados se
hallen con prontitud y facilidad.

En el segundo ejemplo vemos que tanto el multi-
plicando como el multiplicador es un mismo binomio
a-+b; expresion algebriica, que traducida al idioma
vulgar quiere decir: una cantidad compuesta de dos
partes cualesquicra sumadas. El resultado pues de esta
multiplicacion nos da 4 conocer que /a segunda potencia
6 ¢l cuadrado de una cantidad compuesta de dos partes
cualesquiera sumadas, se compone del cuadrado de Ia
primera parte; de dos veces el producto de la primera
multiplicada por la segunda, y del cuadrado de 1y se-
gunda. Esta es una mera traduccion de la expresion al-
gebraica a’+2ab+ b,

Y como todo nfimero representado por dos cifras se
nos presente coma compuesto de dos partes sumadas;
siempre que hayamos de multiplicar por si mismo cual-
quier ntimero de esta clase, 6 lo que es lo mismo , siem-
Pre que nos propongamos cuadrarlo 6 elevarlo al cua-
drado 6 4 la segunda potencia, podremos hacer uso de
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la regla que nos prescribe el resultado algebraido de Ia
segunda multiplicacion.

En la tercera el multiplicando es el cuadrado del
binomio @43 y siendo este mismo binomio el multi-
plicador, el resultado viene 4 ser el cubo del mismo
binomio; y traducido al idiema vulgar nos hace ver
que ¢l cubo de cualquier cantidad compuesta de cuales-
quiera dos partes sumadas se compone del-cubo de la pri-
mera parte; de tres veces el cuadrado de la primera
multiplicado por la segunda ; de tres weces la primera
multiplicada por el cuadrado de la segunda, ¥ del cubo
de la segunda. Ya se nos ofreceran frecuentes ocasiones
de hacer uso de todas estas propiedades.

35 En muchos casos, y sefialadamente cuando des-

Pues que hayamos ejecutado una operacion tengamos

que ejecutar la inversa, con la cual puede deshacerse.

en todo 6 en parte lo que con la primera hayamos he-
cho, conviene no efectuar la primera , sino solo indicar-
la; y de ahi es que generalmente las operaciones alge-
braicas no se efectan del modo que esto es posible,
sino cuando es absolutamente indispensable; y de con-
siguiente serd preciso valerse del medio que hemos adop-
tado (§. 11) para indicar la multiplicacion de las can~
tidades complexas.

La expresion , por ejemplo ,

(sa'—3a’ b’ +b") (4ab’—ac’+d’) (b*—¢*)
indica que se debe multiplicar el trinomio encerrado
dentro del primer paréntesis por el trinomio encerrado
dentro del segundo, y que el producto de esta primera:
multiplicacion se debe multiplicar por el binomio encer-
rado dentro del tercero; y de consiguiente representa el
resultado final de estas multiplicaciones.
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Algunos autores, para indicar estas multiplicaciones
de cantidades complejas 6 polinomias, en vez de encer-
rar dentro de paréntesis los factores, han tirado por ci-
ma de cada uno de estos una linea horizontal, y han
puesto el signo de la multiplicacion entre ellos. Si hub.ié—
semos de seguir esta practica, darfamos 4 la expresion
anterior esta forma:

§a‘—3a’h’+b'<4ab’—ac*+d3x<b’—c* ;
pero como las lineas, si estan mas 6 menos prolongadas
de lo que deben, pueden inducir 4 muchas equivoca-
ciones , son preferibles los paréntesis, los cuales no pue-
den jamas dejar duda sobre el namero de términos que
comprende cada factor.

De la division de las cantidades algebrdicas.

36 - La division aIgeBréica, asi como la numérica,
debe considerarse como una operacion cuyo objeto es
hallar uno de los factores de un producto dado, cuando
'se conoce ¢l otro factor; por manera que el divisor mul-
tiplicado por el cuociente debe reproducir al dividendo.

Aplicando estas nociones en primer lugar 4 las can-~
tidades monomias, deberemos inferir (§. 2 1) que en la
composicion del dividendo deben entrar todos los facto-
res del divisor y del cuociente, y que por tanto s7 se su-
primen en el dividendo todos los fartores del divisor, en
caso que los contenga, como se requiere para poder
efectuarla division, /o gue despues de agyella supresion
resulte , serd el cuociente que se busca.

Propongamonos, por ‘ejemplo , dividir el monomio
72a'b’c"d por el monomio 9a’be”; y segun la regla que
acabamos de  establecer ; deberemos suprimir- en el pri-

TOMO II. L
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mero los factores 9,a%,b y ¢* del segundo ; y de consi-
guiente para que la division pueda efectuarse , es necesa-
rio que todos estos factores esten contenidos en el divi-
dendo. Esto quiere decir que el coeficiente 9 debe ser
factor del coeficiente 72, 6 lo que es lo mismo, que 72
debe ser exactamente divisible por 9; y como esto se ve-
rifica, puesto que 72 =9 =8, suprimiendo el factor 9,
resulta el otro factor 8 por coeficiente del cuociente,

Tambien se sigue de las reglas de la multiplicacion
(§- 35) que el exponente § que la letra 2 tiene en el
dividendo , debe ser la suma de los exponentes que la
misma letra tenga en el divisor y en el cuociente. Serd
pues el exponente que aquella letra debe tener en el cuo-
ciente la diferencia de los exponentes que tenga en el di-
videndo y en el divisor, esto es, g==ai—a. Asiigneifa
letra 2 tendréd en el cuociente el exponente 2. Por la mis-
ma razon la letra b deber4 tener en el cuociente el ex-
ponente 2=3— 1. Finalmente siendo comun al divi-
dendo y al divisor el factor ¢*, no deberd aparecer la le-
tra ¢ en el cuociente; pero en cambio deberd pemanecer
el factor d segun se halla en ¢l dividendo , por no hallar-
se esta letra en el divisor. De este modo resultard que el
cuociente que buscamos es 82* b*4.

De este razonamiento, que se puede ficilmente apli-
car 4 cualquiera otro ejemplo se deduce que general-
mente para efectuar la division de un monomio por otro,
se debe

12 Dividir el coeficiente del dividendo por ¢l del
divisor.

22 Suprimir en el dividendo las letras que le sean
comunes con el divisor cuando en ambos tengan un mismo
exponente sy cuando el exponente que una letra tenga en
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el dividendo sea mayor que el exponente de la misma on
el divisor, deberd aquella letra permanecer en el cuocien-
te con un exponente igual d la diferencia de los otros dos.

Por tltimo, todos los factores del dividendo que no
se hallen en ¢l divisor, se deben conservar en el cuociente
segun esten en aguel. ‘

37 Si quisiésemos generalizar la regla que acaba-
mos de dar para determinar por medio de la sustraccion
el exponente que cada letra comun al dividendo y al di-
visor debe tener en el cuociente, y la aplicdsemos al caso
en que la letra comun tuviese un mismo exponente en
ambos, vendria 4 resultar que el exponente de aquella
letra en el cuociente deberia ser cero, puesto que cero es
la diferencia de dos cualesquiera cantidades iguales. Por
manera que el cuociente de la cantidad 2° dividida por a®
estaria bien representado por a°; y como sea bien sabido
que el cuociente de cualquiera cantidad dividida por otra
igual 4 ella es la unidad, es consiguiente que /a expre=
ston a° sea un simbolo de la unidad , y que en su lugar
podamos sustituir 1 siempre que nos acomode. Si hubié-
ramos de dividir @° be* por @” be*, el cuociente estaria bien
representado por a* 5°°; y esta expresion ser4 equivalen-
te & @, que es el cuociente que hubiera resultado supri-
miendo los factores comunes al dividendo y divisor; por-
que equivaliendo /°%° 4 1x1=1, 2'}°° equivaldrad 4
@xIxI=a. Podremos pues suprimir en una combina-
cion de factores todas las letras cuyo exponente sea cero.

Por lo expuesto se ve que esta proposicion: foda
cantidad cuyo exponente sea cero, equivale d la unidad,
1o es, propiamente hablando, sino la explicacion de un
resultado, al cual nos conduce el convenio que hemos

adoptado sobre el modo de representar las potencias de
*
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una cantidad cualquiera, valiéndonos para ello de los
-.exponentes. :

38  Para que pueda efectuarse la division de un mo-
nomio por otro, es necesario, segun hemos visto, gue el
divisor no tenga letra alguna que no se halle en el divi-
dendos que el exponente de cada una delas letras co-
Munes no sea mayor en el divisor que el que la misma
letra tenga en el dividendo s y que el coeficiente de este
sea cxactamente divisible por el coeficiente del divisor.
Luego- que falte alguna de estas tres condiciones, nos
limitamos 4 indicar la division, y representamos el cuo-
ciente formando una fraccion (§-2), cuyo numerador
es el dividendo, y cuyo denominador es el divisor. Lo
Gnico que despues de esto hacemos es simplificar la
Sraccion, suprimiendo en sus dos términos los factores
que le sean comunes, si es que los hay; pues si bien se
reflexiona, los principios fundamentales sobre que estri=
ba toda la teérica de las fracciones aritméticas, son in-
dependientes de todo sistema de numeracion , y de con-
siguiente son aplicables igualmente 4 las algebrdicas,

Cuando pueda verificarse la simplificacion, se su=
primirdn en. primer lugar los factores muméricos que
sean comunes @ los coeficientes del dividendo y divisor;
y despues las letras que tambien les sean comunes , cuan-
do tengan un mismo. exponente en ambos términos ; pero
st fueran desiguales los dos exponentes de alguna letra
comun , permanecerd esta letra en el término en que an-
tes tenia el mayor exponente, con otro igual d la dife-
rencia - de los. dos anteriores. El ejemplo siguiente acla-
rara lo prescrito-en esta regla.

Propongiamonos dividir el monomio 484°6'¢’d por
64a’b’c’e; y como ‘en primer lugar el coeficiente de

T
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dividendo no. es divisible por el del divisor; como en
segundo la letra comun ¢ tiene en el divisor un expo-
nente mayor que en el dividendo ; y por ultimo como
este no contiene la letra ¢ que se halla en el divisor; en
una palabra, como faltan en este caso todas las condi-
ciones indispensables para que pueda efectuarse la divi-
sion de dos monomios algebraicos, habremos. forzosa-
mente de contentarnos con una mera indicacion, y-re-
presentaremos el cuociente con esta fraccion 6 quebrado:

48ab°c*d

Tratando ahora de simplificar esta expresion, nota-
remos. que los coeficientes 48 y: 64 son ambos: exacta-
mente divisibles por 16; y de consiguiente suprimien-
do este factor comun, el coeficiente del numerador se
reducira 4 3, y el del denominador quedard reducido
4 4. La letra comun « tiene el mismo exponente en am-
bos términos de la fraccion, y de consiguiente se puede
suprimir enteramente la cantidad representada por -@’.
La letra comun b tiene en el numerador el exponente 5,
y en el denominador el exponente 3 ; y siendo b'=h*p?,
despues de suprimir en ambos términos el factor comun
b* debera permanecer 4 en el numerador. La letra co-
mun ¢ tiene en el denominador el exponente 45y enel
numerador el exponente 23 y 'siendo ¢*=¢’xs*, en’ ha-
biendo suprimido en ambos términos: el factor comun A
permanecera otro ¢ en el denominador. Se ve pues que
en. no siendo iguales los exponentes de una letra comun
al dividendo y divisor, 6 4 los dos términos de la frac-
cion: con' que representamos el cuociente ;. permanece

despues de la simplificacion la misma letra en €l térmi-

no en que tenia‘el mayor exponente, con otro igual 4
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la diferencia de los dos anteriores. Por fltimo; no sien-
do comunes las letras d y ¢, debera permanecer cada
una en el mismo término en que antes se hallaba.
Asi habremos reducido la fraccion propuesta 4 es-
36> d
totra : = o
4c*e
la cual sera la ‘expresion algebrdica mas sencilla que
puede darse del cuociente que nos proponiamos hallar;
sin que por esto deba entenderse que cuando sustituya=
mos en lugar de las letras b, 4, ¢, ¢ los nlimeros que
hayamos designado por ellas, no sea nuevamente redu-
cible la fraccion & menores términos, si es que sus valo-
res numéricos contienen algun divisor comun. Entonces
deja 'ya de ser algebraica la fraccion, y pasa a ser arit-
mética; deja de ser indeterminado su valor, y pasa 4 ser

; : 3 ) 35%
determinado; y cuando decimos que la fraccion i es
C~'€

enteramente zrreducible, la consideramos en el primer
‘estado, y no en el segundo.

39 Es muy digno de ser notado que si todos los
Jactores , sin exceptuar el coeficiente | del dividendo se
hallasen en el divisor,y si ademas contuviese este al-
gunos otros que le sean peculiares., en habiendo supri-
mido todos los factores comunes , deberemos poner la uni-
dad  por mumerador de la fraccion redusida En efecto,
suprimiendo asi en el denominador como en el numera-
dor todos los factores deeste, se dividen los dos térmi-
nos del quebrado por el mismo numerador; y ya se sa-
be que cualquiera cantidad dividida por otra igual, 6
como se dice, por si misma, da por cuociente la unidad.
4a* be

Sea, | or ejemplo, la fraccion ———;
oD SICHE 12a%63cd

S
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en la cual observamos que los factores 4,4’ ,bycse
hallan en ambos términos. Si pues los suprimimos tanto
en el numerador como en el denominador, dividimos asi
al uno como al otro por la cantidad 4a’be. Ahora bien,
esta cantidad dividida por si misma da por cuociente la
unidad; y la cantidad 124°bs ¢d dividida por 44 k¢, da
por cuociente 35* d. Asi que la fraccion reducida 4 su
mas sencilla expresion sera
' 1
TR

40 Supongamos ahora que hayamos de dividir por
un monomio un polinemio cuyos términos sean todos
aditivos, 'y cotejando este caso con el de la division
aritmética s echaremos de ver que el mismo principio
fundamental que nos dirigié en la una, debe igualmente
dirigirnos en la otra; 4 saber: si dividimos sucesiva-
mente por el divisor todas las partes 6 términos de que
se compone ¢l dividendo , el conjunto de todos los cuocientes
Pparciales serd el cuociente total,

Propongamonos , por ejemplo, dividir 184°5% ¢
15a° b +124" b*¢d’® por 34°b%c; y dividiendo sucesiva-
mente por el divisor (§. 36 ) los tres términos del divi-
dendo, la suma de los tres cuocientes parciales serd el to-

; 18a36c*—+—15a%h3c* 2peg?
tal que buscamos. Ser4 pues — @°0"¢"+=15a%b%c*—+4-12a*b*cd
da*b%c

=640 + §a" be+ 4b° 4.

Si alguna parte del polinomio dividendo fuere sus-
tractiva, lo serd tambien el cuociente parcial proceden-
te de ella; y aunque 4 primera vista parezca que en la
Aritmética no ha ocurrido caso alguno anilogo 4 este,
si bien reflexionamos la regla establecida para restar de
un quebrado otro que tenga el mismo denominador,
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veremos que estriba en el mismo principio que aqui nos
diriges; 4 saber : lo mismo es ejecutar dos divisiones , en
las cuales haya el mismo divisor, y restar un cuociente
de otro, que restar un dividendo de otro, y dividir el
residuo por el divisor comun. Si pues nos proponemos
dividir el polinomio 20a'5’¢* ~ 124°b%c + 164°bc’d por

5 , 20a4b%c3 ——12a3b%c ——16a’bc*d
4 a bec sera

4ad be

=gabc' — 3b" +

4a’ cd.

41  Cuando el dividendo y el divisor son polino-
mios, nos contentamos por lo comun con indicar la di-
vision, y representamos el cuociente por una fraccion
cuyo numerador es el dividendo, y cuyo denominador
es el divisor; y como de las reglas de la multiplicacion
se siga que cuando se multiplica por un monomio un
polinomio, aquel viene 4 ser factor comun de todos los
términos del producto, que es otro polinomio, nos apro-
vechamos de esta observacion para simplificar aquella
primera expresion del cuociente siempre que todos los
términos del numerador y denominador tengan algun
factor comun. ;

Sea, por ejemplo, la expresion
6a* —3a*bc——12a*c*

9t b—1Ba%c 24>’
y examinando los términos del numerador veremos que
todos los coeficientes son exactamente divisibles por 3,
y que a todos los términos ‘es comun el factor #”. Exa-
minando igualmente los términos del'denominador, vere-~
mos” que todos los coeficientes son ' exactamente divisi-
bles por '3, y que a todos los términos es comun el fac-
tor '@*. Seran pues exactamente divisibles 34" el nu-
merador y' el denominador‘de la fraccion ‘propuestas y

s T SR
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efectuando esta division de sus términos, quedard sim=

plificada y reducida 4 estotra:
; 2af-———bc—l—-4c’

36— 5¢c ~+8a
Si todos los factores sin exceptuar el coeficiente de
alguno de los términos del numerador 6 del denomina-
dor fueren comunes 4 todos los demas; al tiempo de
efectuar la simplificacion pondremos en aquel término
la unidad. :
Sea por ejemplo la expresion
24a®b3c’d—18a*b*cm®——12a%b7cn
50a'b c——42a°bcf—6a7bc
y viendo en ella que todos los factores del Giltimo tér-
mino del divisor 6 denominador son comunes 4 todos los
demas términos asi del numerador como del mismo de-
nominador, suprimiremos en todos ellos los factores co-
munes, 6 lo que es lo mismo, dividiremos por 6a°5°¢ el
numerador y el denominador de la fraccion propuesta;
y por este medio la trasformaremos en estotra entera-
mente irreducible :

4abcd——5é"m’—|—26%
5a3—Taf—A1
42 Si nos propusiéramos dividir el polinomio ga’
—224%+12a'b"—64'b’ — 4a°h* + 84’5’ por el trino-
mio §a*—2a°h+4a’h’ , podriamos ciertamente conten-
tarnos con indicar la division y representar el cuociente °
por medio de esta fraccion:
5a7—220°b—+-12a’ 6> —6a*b3 ~—4a’b*—4—8a%)S
dat—2a*b—4a*b* 4
y observando que todas las partes del numerador y del

- denominador son exactamente divisibles por &*, podria-

mos trasformar aquella primera expresion en estotra:
TOMO 1II. M
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50’ =224 —+4-12a°*—64a* b3 —dhab*~-80°
5a®—ab—-4b* :
Mas como veamos que en los términos del dividendo,
aun despues de reducidos, se hallan las mismas letras
que en los del divisor , podremos sospechar que el divi-
dendo’puede haber resultado de alguna multiplicacion
efectuada con el divisor y algun otro polinomio que no
conocemos. Y puesto que el divisor multiplicado por el
cuociente debe reproducir al dividendo, es necesario
que este Gltimo contenga todos los productos parciales
de cada término del divisor multiplicado por cada tér-
mino del cuociente ; por manera que si eligiendo cual-
quiera de los términos del divisor, pudiésemos 4 pri-
mera vista determinar en el dividendo cuales son los
productos parciales 4 cuya formacion concurrié aquel
término elegido, en dividiendo sucesivamente por este
todos aquellos productos parciales, tendriamos todas las
partes de que debiera formarse el cuociente; del mismo
modo que en la Aritmética veniamos en conocimiento
de las diversas partes del cuociente, dividiendo sucesi-
vamente ciertas partes del dividendo por la primera
parte del divisor. Pero en los nimeros representados por
guarismos no cabe duda alguna sobre el lugar que en
el dividendo total debe ocupar cada uno de los produc-
tos parciales 4 cuya formacion ha concurrido la primera
parte del divisor; pues con arreglo a la ley establecida

en la numeracion cada uno de aquellos productos parcia~

les debe estar en la primera parte,, comenzando 4 contar
por la izquierda, de cada dividendo parcial. En el Al-
gebra por el contrario puede cada producto parcial es-
tar en el lugar que se quiera, sin que por eso se altere
su valor, y de ahi procede la dificultad de determinar
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en el dividendo cudles son los productos - parciales 4 cu-
ya formacion ha concurrido un término elegido en el
divisor.

Para superar esta dificultad reflexionaremos de nue-
vo sobre lo que hemos ejecutado en la multiplicacion
de los polinomios; debiendo estar bien persuadidos de

~ que nada puede manifestarnos con tanta claridad el ca-

mino que debemos seguir ‘en la ejecucion de ‘todas las
operaciones cuyo objeto sea descomponer las cantidades,
como la observacion del que en las operaciones inversas
hemos seguido para componerlas. Con el fin de que es-
ta observacion produzca en este caso todo el efecto que
deseamos , hemos propuesto como dividendo y divisor el
producto y el multiplicando de la primera'multipli'ca-
cion efectuada en el §. 32.

En primer lugar en el trinomio ga¢— 22%h+ 44°5,
que alli fue multiplicando y aqui va 4 ser divisor, no-
taremos que en el primer término tiene la letra a el ex-
ponente 4; en el segundo el exponente 3, y en el ter-
cero el exponente 2: y sepamos que ‘esta circunstancia
se expresa diciendo que los términos de aquel trinomio,
que pudieran estar colocados con cualquier 6rden, es-
tan ordenados con respecto d la letra a. Notemos en se-
gundo lugar que el trinomio a*—4ab+2h?, que alli
fue multiplicador y aqui debe ser el cuociente que
bL{scamos, esta igualmente ordenado con respecto d la
misma letra a; porque esta letra tiene en el primer tér-
mino el exponente 3; en el segundo €l exponente 2; y
no se halla en el Gltimo, lo cual equivale 4 decir que
en este tiene el exponente cero (§. 37).

: En vista de este érden que se observa en los tér-
minos de los dos factores, es ficil inferir que si el pro-
*
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ducto esta ordenado con respecto 4 la misma letra, ¢n
el primer término deber4 esta tener el exponente 7, que
es la suma de los dos exponentes mas elevados que tie-
ne en los dos factores. Y por la inversa , estando, como
se supone ordenado con-respecto 4 la letra @ el divisor;
si lo esta con respecto 4 la misma letra el dividendo, el
primer término de este debera ser el producto parcial 4
cuya formacion concurrieron el primer término del di-
visor y el primer término del cuociente. Hé aqui, pues,
el medio que se ha descubierto de superar la dificultad
que para efectuar en los casos que es posible la division
algebrdica, ofrece la absoluta libertad que tenemos de
colocar las varias partes 6 términos de un polinomio con
el 6rden que se nos antoje 6 que mas nos acomode.

En uso de esta misma facultad ordenamos con res-
pecto 4 una misma letra los términos del dividendo y
los del divisor, segun lo estan ya con respecto 4 la a
los términos de los dos polinomios propuestos al principio
de este parrafo. Luego que esten asi ordenados los tér-
minos ; debemos tener certeza de que , sea cual fuere el
cuociente total , el primer término §a’ del dividendo es
el producto parcial 4 cuya formacion concurrieron el pri-
mer término del divisor y el primer término del cuocien-
te ordenado con respecto 4 la misma letra 2. Dividiendo
pues el monomio §a” por el monomio ga*, el cuociente
@’ serd el primer término del factor desconocido que
buscamos, 6 lo que es lo mismo, del cuociente total. ¥
como segun las reglas de la multiplicacion el producto
total deba contener todos los productos parciales proce-
dentes de todas las partes del multiplicando multiplica-
das por cada una de las del multiplicador , es consiguien-
te que en el dividendo propuesto deban hallarse todos
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los productos de las tres partes del divisor multiplicadas
por el primer término #° del cuociente. Si pues resta-

mos del dividendo el conjunto de estos productos par-

ciales, que es §a’—24"b+4a’b*, el residuo — 204
+8a'b’—6a'b’*—4a°h*+84h* , no contendra ya mas,
productos que los procedentes de la multiplicacion del
divisor por el segundo, por el tercero &c. términos del
cuociente.

El residuo que ha resultado se debe considerar co-
mo un nuevo dividendo, y de consiguiente debe tener
lugar en ¢l la misma observacion que hicimos con res-
‘pecto al dividendo primitivo; a saber: que su primer
término, en el cual tiene la @ el mayor exponente, de-
be ser el producto parcial 4 cuya formacion concurrie-
ron el primer término del divisor y el segundo del cuo-
ciente. Mirando pues como un producto parcial al- tér-
mino 2¢a’h, y observando que tiene antepuesto un sig-
no “contratio al del término del multiplicando que ha
concurrido 4 su formacion, deberemos inferir (§. 31)
que ha de ser sustractivo 6 tener el signo— el término
correspondiente del multiplicador, 6 'lo que es lo mismo,
del cuociente que buscamos. Dividiendo el monomio

: 2 :
—20a'b por el monomio §a*, resultard —44°b.por cuo-

ciente parcial, y este serd el segundo término del total.
Si multiplicamos por este nuevo término todo eldivisor, y
restamos del dividendo el producto, en el residuo 1 oa4h®
—4a’h*+8a’h’ no se hallarin ya ‘mas productos pat-
ciales que los procedentes ‘de la multiplicacion del divi-
sor ‘por el tercero, cuarto &c. términos del cuociente.
Considerando: como un nuevo dividendo al residuo
que acabamos de hallar, su primer término 104%?%; en
el cual la letra @ tiene el’ mayor exponente, debera’ ser
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el producto parcial 4 cuya formacion concurrieron el
primer término del divisor y el tercero del cuociente.
Dividiendo pues 102*h> por g4*, resultard 25°; y mul-
tiplicando por este término todo €l divisor, y restando
del Gltimo dividendo parcial el producto, veremes que
no resulta residue alguno ; lo cual nos haee ver que el
cuociente total esta ya completo, y que de censiguiente
no tiene mas de los tres términos que hemos hallado.

Si-hubiese de tener mas términos, los hallariamos
del mismo modo que los anteriores ; y si, como se su-
pone, fuese factor del dividendo €l divisor, cuando lle-
gasemos & restar del dltimo dividendo parcial el pro-
ducto del divisor por el Gltimo término del cuociente,
no deberia resultar residue alguno; 6 lo que es lo mis-
mo , deberia quedar enteramente exhausto el dividendo
total.

43  Pudiéndose facilmente aplicar 4 cualquiera otro
caso el razonamiento que hemos hecho en el ejemplo
propuesto, se ha formado la siguiente

Regla general: Para efectuar en los casos que sea
posible, la division algebrdica de los polinomios , se co-
locan el dividendo y el divisor en la misma disposicion
que en la division aritmética y con la advertencia de
que los términos de ambos esten ordenados con respecto
@ una misma letra; es decir , de modo que los ex ponen-
tes de esta letra desde ¢l primer término hasta el dilti-
mo vayan constantemente en disminucion.

Se dividird el primer término del dividendo porel
primer término del divisor y e escribird el resultado
de e¢sta division en el lugar  generalmente asignado al
ctoctente. '

Se multiplicard todo el divisor por el enociente par-
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wial que se acaba de hallar; se restard del dividendo
este producto, y se reducirdn los términos semejantes
que entonces haya.

Se considerard ¢l residuo como un nuevo dividendo;
g de consiguiente se dividird su primer término por el
primer término del divisors ¢l resultado de esta divi-
sion serd la segunda parte del cuociente s se multiplz'cq~
r& por esta segunda parte 6 término todo el divisor;
se restard del dividendo el producto , reduciendo los tér-
minos semejantes; y el residuo vendrd d ser otro nuevo

dividendo, con el cual se ejecutard la misma serie de

operaciones que con los anteriores.

Del mismo modo se continuard hasta que venga d
resultar cero por dltimo residuo, 6 lo gue es lo mismo,
hasta que esten enteramente apurados Vtodos los términos
del dividendo.

Teniendo presente que en siendo un monomio adi-
tivo el multiplicador, cada producto parcial tiene el
mismo signo que el término correspondiente del multi-
plicando (§. 31); y que en siendo sustractivo el mul-
tiplicador , el producto debe tener un signo contrario al
del multiplicando ;- es facil inferir que cuando el primer
termino del dividendo y € primer término del divisor
tengan un mismo signo , ¢l cuociente deberd terier el Sig-
n0~+;3 pero si tuvieren sigios contrarios, el cuociente
deberd tener el signo—. Esta es la regla de los signos,

Todas las divisiones parciales se ejecutan conforme
4 las reglas establecidas para los' monomios; es decir:

Se divide el coe  ficiente del dividendo por el del di-
wvisor ; y hé aqui la que se llama regla de los coefi-
<cientes.

Las letras que sean somunes al dividendo y divisor,
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¥ que en ambos tengan un mismo exponente, no deberdn
aparecer en ¢l cuociente; pero las que tengan en el di-
videndo un exponente mayor que en el divisor , deberdn
permanecer en el cuociente con un exponente igual a la
diferencia de aquellos dos. Por diltimo se escribirdn en
el cuociente las letras que sean peculiares de solo ¢l di-
videndo, Estas son las reglas llamadas de las letras y de
los exponentes. :

Presentemos ahora toda la operacion ejecutada con-
forme a estas reglas con los polinomios propuestos en el
parrafo anterior, 4 fin de que pueda servir de norma para
todas las demas que puedan ofrecerse.

; Dividendo. Diwisor.
§a’—224°h+12a" 64 b— 427D §at—2a’b+4a°h”
T oy e B [ Cuoczente.
—-Sﬂ —“+2a b—a 43-—-442b+2b3

- Primer residuo.
—20a°b+8a'b’—64"b’— 4a°b*+84" b’
+20a°h—82°b +164' b

Segundo residuo.
+10a'b*—4a°b*+-8a’h°
—10a'b*+4a°h'—8a’b*

Residuo final...... o OfsiinQ ;
Viendo que el primer término del dividendo y el pri-
mer término del divisor son ambos aditivos, sabremos
ya que el primer término del cuociente debe tener el
signo~+; y de consiguiente, siendo como es primer tér-
mino, se puede omitir el signo. Dividiendo 54’ por
ga' resulta por cuociente 2°, que se escribe en el lugar
acostumbrado debajo del divisor.

e ey T
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Se multiplican sucesivamente por este primer tér-
mino del cuociente los tres términos del divisor, y se
escriben debajo de los primeros términos del dividendo
los del producto con signos contrarios @ los que las re-
glas de la multiplicacion les asignan para ejecutar la
sustraccion , con lo cual venimos a tener

—g5a’+2a"b—4a’b’.

Efectuada entonces la reduccion de términos seme-

jantes , resulta el primer residue
—20a°b+84°b*—64'b*—4a°b*+8a’h’

el cual se debe considerar como-un segundo dividendo.

Observando que el primer término de este y el pri-
mer término del divisor tienen signos contrarios, inferi-

“remos que el segundo término del cuociente debera te-

ner el signo—. Asi que, dividiendo — 204a"5 por ga*, el
resultado serd—4a’b; este sera el segundo término del
cuociente total, y de consiguiente se le escribira a con-
tinuacion del primero 2° Multiplicando per aquel se-
gundo término todo el divisor, y cambiando los signos,
se formara el trinomio
+20a°h—8a’h"+164°5° ;
el cual se escribira debajo de los primeros términos del
segundo dividendo; y efectuada la reduccion de térmi-
nos semejantes, resultara por segundo residuo
+10a'b*—4a°h*+8a’b°.

Este se considerard como un tercer dividendo; y
efectuada la division de su primer tétmino por el pri-
mero del divisor, resultara 25° con el signo =+, porque
aquellos términos tienen un mismo signo, Escribiremos
en el cuociente+25° 4 continuacion de @®—44°h; mul-
tiplicaremos por aquel tercer término todo el divisor;
y cambiando los signos de todos los términos del pro=

TOMO 1I. N
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ducto lo escribiremos debajo del tercer dividendo; y
‘como efectuada la reduccion de términos semejantes no
resulta residuc alguno, vendremos en-conocimiento de
que el término que acabamos de hallar es el Gltimo
del cuociente, y de que a*~4a’b+2b’ es su expre-
sion completa, :

44 En la division de los polinomios conviene ad-
vertir que de las varias multiplicaciones sucesivas de
todo el divisor por los diferentes términos del cuociente
suelen con frecuencia resultar algunos términos que no
tienen semejantes en el dividendo propuesto, y que se
deben dividir por el primer término del divisor. Estos
términos extrafios son los' que en la primitiva multipli-
cacion; que ‘siempre podemos suponer ejecutada para
formar el dividendo, desaparecieron al tiempo de redu-
cir los términos semejantes del producto. Hé aqui 4
continuacion un ejemplo muy notable de lo que acaba-
mos de indicar. '

Division, Multiplicacion.
a’—bh® a—b a—b
% e x a'+ab+b”
—a +a’h a +ab+b
ool : a*—a’b
+a b—b 3 2
22 bg =z b—-ﬂ[i
g “+ab’—b?
2 3 2
~~ab’—b . Producto =D
—ab’ b ~reducido....}
o o©

El primer término &° del dividendo, dividido por
el primer: término del.divisor, da por cuociente 2*. Mul-
-tiplicando por este cuociente parcial todo el divisor, y

¥
|
|
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cambiando los signos de los términos del producto, re-
sultarda —a®—+a’b. El primer término de este resultado
destruye al primer término del dividendo propuesto; pe-
ro como el segundo término 2’5 no tiene semejante en

- el dividendo, y contiene la letra @, se le podra dividir

exactamente por el primer término del divisor; y hecha
la division resultard @b por segundo cuociente parcial.
Escrito este 4 continuacion del primero, y multiplicado
por €l todo el divisor, el producto con -los signos cam-
biados sera—a’b~+ab’. El primer término de este re-
sultado destruye el anterior semejante ; pero permanece
ab*, el cual es exactamente divisible por el primer tér-
mino del divisor; y efectuada la division resulta 5* por
tercer cuociente parcial. Colocado este 4 continnacion
de los otros dos, se multiplica por él todo el divisor;
y el producto con los signos cambiados es— ab”~+ b°,

- El primer término de este resultado destruye 4 su se-

mejante € igual; y el segundo destruye al Gnico térmi-
no que aun quedaba del dividendo propuesto. Asi que
sera el cuociente completo @’~+ab-+b>.

Para hacer mas perceptible todo el mecanismo de la
division hemos puesto al lado de ella la multiplicacion
del divisor por el cuociente, la cual como es bien sa-
bido, se puede en todos casos considerar como la ope~
racion primitiva con que se formé el dividendo. Cotejan-
do las dos operaciones veremos que los términcs, al pare-
cer extrailos, que de nuevo aparecen en la, division, son
justamente los productos parciales que por ser. semejan-
tes, iguales y con signos contrarios , se desvanecieron en
el resultado final de la multiplicacion, :

-La misma .obseryacion ,puede hacerse dividiendo
at=b*, 6 a'=b’, 6 a’—b° &c. por a—b; cuyos cuo-
3*
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cientes son muy dignos de ser examinados con la mayor
atencion.

45 A veces ocurre que la letra, con respecto 4. la
cual se ordenan los términos del dividendo y del divi-
sor, tiene un mismo exponente en dos 6 mas términos de
uno de los dos polinomios 6 de entrambos; y en tal ca-
s0 se colocan en columna todos los términos en que aque-
lla letra tiene el mismo exponente; 6 si se quiere, se
ponen 4 continuacion unos de otros, cuidando de que es-
ten al mismo tiempo ordenados con respecto 4 alguna
otra letra que en ellos concurra con la principal.

Propongamonos , por ejemplo, dividir—a* 5%+
b ¢*—a’ o' —a' 24" "+ b’ +2b" i +a’ b por o’ —
b=,

Teniendo como tenemos la absoluta facultad de or-
denar los términos de los dos polinomios con respecto
cualquiera de las letras que entran en ellos, los ordenare-
mos con respecto 4 la 2. Colocaremos pues por primer
término del dividendo 4—a"; y cuando tratemos de po-
ner el segundo, nos ocurriran dos, —z'5* y-+2a*s", que
por- tener la letra 2 con el exponente inmediato inferior,
pueden con igual razon ocupar aquel lugar : los pondre-
mos pues ambos en columna 4 la derecha del primer térmi-
no. En otra columna pondremos los dos términos 2* 5* y
—a’ ¢* que con igual razon pueden ocupar el tercer lugar;
finalmente en la Gltima COlumna pondremos los tres tér-
minos + 5%, 2bt e, y +b"¢*, en los cuales no se halla
la letra a, ordendndolos con respecto a laletra b, segun
puede verse 4 la vuelta de la pagina siguiente.

El primer término —a° del dividendo, dividido por
el primer término 2* del divisor, da por cuociente —a*.
Multiplicando por este cuociente parcial todo el divisor;
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cambiando todos los signos del producto para restarlo del
dividendo; colocando en una misma columna todos los tér-
minos en que la 2 tenga un mismo exponente ; y redu-
ciendo por Gltimo los términos semejantes , el residuo
que resulte serda un segundo dividendo parcial.

El primer término — 24*5” de este nuevo dividen-
do, dividido por el primer término #* del divisor, da
por segundo cuociente parcial — 24*4*, que escribiremos
a continuacion del primero. Multiplicando todo el divi-
sor por el término que acabamos de hallar; cambiando
todos los signos del producto para restarlo del dividen-
do; colocando en una misma columna todos los términos
en que la letra @ tenga el mismo exponente; y redu-
ciendo los términos que haya semejantes, el residuo que
resulte sera un tercer dividendo parcial.

Del mismo modo se continuara la operacion, y se
hallaran todavia otros tres términos del cuociente. En
habiendo multiplicado por el filtimo todo el divisor, y
cambiando todos los signos del producto para restarlo, al
tiempo de la reduccion de términos semejantes veremos
que se destruyen todos, lo cual nos har4 conocer que el
cuociente esta completo, y que la division es exacta.
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Dividendo. e Divisor.
—a’=a*'l+a’ b+ b |-

+26¥46‘2~426‘4+2b4€= 4 2 72 b4
4 =y —2 b e &
2 Cuoc.

2
-i—b ¢ +612€"-""b ot
&
+a —a’ b’
4 a
el AR 1 i

6
—2a* b’ +a’ bt +b

1.% residuo.
+a'c —aiot+adts’

{ +b2 o
% 4
Producto (+ 244 b’—242" b
2
£eatad 0z v —2a’ b ¢’

6
=D i ey A g
. 4 2
2.°residuo..{ o b ¢+ ab*c
i Sk S
Producto{~ VR e T

274
restado......,. “+a b
@ esid —a’ bt et B’
. 2
3.% residuo. e
b ¢4

Producto{-f— a’ bt —bi
‘restado........ — b c

ek —a2 b+t
4 resuiuo..{ Bt
Producto (~+a” b* &> —b* "
restado........{ —b'

Residuoifiial.s, - 0:...em 05000
. 7
46 En algunas ocasiones se efectiia con mucha

prontitud y facilidad la division de los polinomios, des-
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componiendo el dividendo en factores de una manera
que suele ocurrirse 4 primera vista, Si hubiésemos , por
ejemplo, de dividir 82°— 40°b* + 40° +24° — b4 1
por 24°—p*~+1, observariamos que los términos del
divisor son los tres Giltimos del dividendo, y- de ahi in-
feririamos que -para poderse efectuar la division es in-

dispensable que el primer trinomio 84° — 4a° b* + 4a°

del dividendo sea exactamente divisible por el divisor
24’ =5+ 1, Ahora bien, pronto se echa de ver que

il ;
4a es un factor comun de todos los términos de aquel

trinomio, y que 82°—44° b* + 4a° = 4a° (24’ —P+1);
por manera que todo el dividendo propuesto viene 4 ser:
42° (24° —D* +1)+20° — b+ 1;
<uya expresion equivale 4 estotra:
(2a° —b*+1) (4a° +1).

Suprimiendo pues de esta expresion el factor 2a°—b+1,
estaria efectuada la division, y hallado el cuociente
€xacto 4a°+1 , que es el otro factor. :

Sobre este género de abreviaciones no es posible dar
regla alguna general; la practica del calculo algebraico,
4que, como cualquiera otra, no puede adquirirse sino
ejercitindose mucho en las operaciones, y observando y
cotejando sus resultados, es la Qinica que puede sugerir
o pocas veces medios de hallarlos facilmente, y con
mucho ahorro de- tiempo y de trabajo. Lo que creemos
oportuno advertir de nuevo es que cuando sepamos que-

‘2 una 6 mas multiplicaciones se han de seguir una 6 mas

yiiid : :
divisiongs, conviene por lo comun no efectuar, sino me-
ramente indicar aquellas, para que permaneciendo mas
Vs . .

4 las claras los factores del dividendo , se efectlien con

‘mas prontitud y facilidad estas,
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3 . v I
D¢ las fracciones algebrdicas.

47 Siempre que no'sea exactamente divisible por
un polinomio otro polinomio, y nos empefiemos en ,efec-
tuar la division , llegaremos despues de un cierto nime-
ro de operaciones parciales 4 un resi.duo cu,yo.pnmer
término no podra dividirse por el‘pniner término .del
divisor,, y que por este medio nos.hara caniocer la im-
posibilidad de conseguir nuestro intento, l? menos
completamente. Sirva de ejemplo la lelSl.Or.l siguiente:
Dividendo...... a*+a* b+ 25° | a’+b".... Divisor.

—a’—ab’

| @-+b.... Cuociente.

1.° residuo..... @a* b—ab’+2b°
=2 b

2.° residuo...... —ab’ +b°; :

en la cual el primer término ab* del segundo residuo no
es exactamente divisible por el primer término &’ dfel
divisor , y de consiguiente no se ve cémo pueda conti-
nuarse la division. En este caso y en todos los demas se-
mejantes se puede , 4 semejanza de lo pr:ﬂmticado en la
Aritmérica, agregar al cuociente una fraccion, cuyo nu-
merador sea el residuo, y cuyo denominador sea el di-

visor. Asi que en la division propuesta el cuociente
completo sera :
e ; b3—ab?
a—&-b—i———""‘a:_‘_bg s
Segun esto deberd terminarse la division de los po-

i i ' iali gebréi-
1 No siendo cualquier quebrado, y con especmh(.lad‘ los alge d.
cos, sino la expresion del cuaciente de una division indicada, se de-
2 . . .
bera considerar este capitulo como una centinuacion del anterior.
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linomios , luego que llgguemo.r a un residuo cuyo primer
término no contenga la letra con respecto d la cual se
los haya ordenado, 6 en caso que la contenga, sea con
un exponente menor que el de la misma letra en el pri-
mer término del divisor,

48 Cuando por no poderse efectuar la division de los polino-
mios es forzoso contentarnos con representar el cuociente por medio
de una fraccion, cuyo numerador sca el dividendo, y cuya denomi-
nador sea el divisor, nos queda todavia el recurso de simplificar esta
expresion; y para ello tenemos que averiguar si los dos términos de

la fraccion tienen algun factor , divisor & medida comun. Ya hemos

expuesto (§. 41) el modo de simplificar una fraccion siempre que
sea un monomio el factor comun ‘de sus dos términos; pero como este
factor comun pueda ser un polinomio que no podamos ficilmente
descubrir -4 primera vista, nos valemos para hallarlo cuando lo hay,
Yy aun para averiguar si la fraccion. es irreducible, del mismo mdtodo
del cual hemos hecho uso en la Aritmética para determinar el mdzri-
mo divisor comur de dos nimeros cualesquiera.

Tratamos pues de hallar un divisor comun de dos polinomios,
al cual se le llama ¢l mdzimo, sin embargo de que no se pueda gene-
ralmente determinar la magnitud relativa de una expresion algebrai-
ca, mientras no se asignen valores particulares & las letras que en-
tran en ella. La denominacion de mdzimo se da en el Algebra al
divisor comun que tenga mas términos y mas factores en cada tér-
mino, 6 que sea de grado mas elevada; Y su investigacion estd {un-
dada en el mismo principio que la del maximo divisor comun arit-
mético, & saber: Toda divisor comun de dos cantidades cualesquiera
debe ser divisar exacto del residuo que resulte en la division de lg
cantidad mayor por la menor.,

En efecto, si representamos por D el divisar cgmun de dos can—
tidades cualesquiera; si representamos asimismo por 4 el cuociente
que resulta de la division de la cantidad mayor por el divisor co-
mun D; y por B el cuociente que resulta de la division de la can-
tidad menor por el mismo divisor comun ; las dos cantidades estarin
bien representadas por 4D y B D; es decir; por los productos for-
mados del divisor comun y del factor por el cual estd multiplicndo
en cada una de cllas. Por Gltimo si Tepresentamos por Q el cuocien~

TOMO 11, o
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te entero y por R el residuo de la division de la cantidad mayor por
la menor, tendremos (Aritm. §. 51) esta ecuacion:

AD=BDxQ—R.
Si ahora dividimos por D ambos miembros de la ecuacion, Tesultard

R
A=BQ—+-1

la cual nos dice que la cantidad representada por A se compone de

las dos partes BQ y _% Siendo pues enteros A y una de sus partes

BQ; debera forzosamente serlo la otra parte %; lo cual es lo mis-

mo que decir que R debe ser exactamente divisible por D.

Con arreglo 4 este principio averiguaremos en primer lugar st la
cantidad mayor es cxactamente diyisible por la menor; y st en esta
primera division resultare algun residuo final, dividiremos por este
residuo la cantidad menor; y st en esta segunda division resultase
tambien residuo , dividiremos por este segundo al primero; ast con-
tinuaremos dividiendo cada uno de los residaos por el inmediato si-
guiente; y st alguna de las divisiones fuere exacta, la cantidad que
en ella haya servido de divisor serd el mdximo comun divisor de las
dos cantidades propuestas. Mas para aplicar esta regla 4 las expre-
siones algebrdicas se requieren ciertas observaciones y preparaciones
que no eran necesarias en la Aritmética.

Por de contado serd vano el empeiio de hallar un divisor comun
de dos cantidades que no tengan siquiera alguna letra comun; y en
caso que tengan, como debe suponerse, algunas, deberemos ordenar
todos los términos de ambos polinomios eon respecto 4 una misma le-
tra; escoger para dividendo el polinomio, en-el cual tenga aquella le-
tra el mayor exponente, y dejar para divisor el otro. :

Sean, por ejemplo, las dos cantidades

3a%—3a’b—-ab* —b3

4a’b—5ab* b3

s S E—
T T —
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cuyos términos estan ya ordenados con respecto 4 la letra a; y en
las cuales escogeremos la primera para dividendo, y la segunda para’
divisor. Ya desde el principio de la operacion se nos presenta una
dificultad que jamas puede ocurrir en los ntimeros representados por
guarismos; y es que el primer término del dividendo no es exacta-
mente divisible por el primer término del divisor a causa de los fac-
tores 4 y & que se hallan en este y no en aquel. Por lo que hace al
factor 4, ficilmente se nota que es comun 4 todos'los términos del
divisor, y no siéndolo 4 todos los del dividendo , se le puede supri~
mir de aquellos sin que por eso varie el divisor comun de las dos
cantidades propuestas; porque siendo el polinomio 4a*b—>5ab*—-b63
igual 4 ( 4a®~—bab—+-b*) b, 6 lo que es lo mismo, siendo exacta-
mente divisible por 4 el polinomio 4a*4—5ab*——5%, y no sién-
dolo el otro polinomio propuesto, es consiguiente que & no sea fac-
tor comun de los dos, y que el divisor comun, si es que lo hay, de-
ba ser la cantidad representada por 4a* — 5ab——56* & algun factor
de esta. Queda ‘pues reducida la cuestion a buscar el miximo divi-
sor comun de las dos cantidades

3a3 —3a® b ——ab*—0b3,
4a’ — bab —— b,

Por la misma razon que hemos podido suprimir de la segun-
da cantidad un factor &, que siendo comun & todos sus términos,
no lo era tambien 4 los de la primera, podemos introducir en cual-
quiera de las dos un nuevo factor, con tal que no sea comnn 4 to-
dos los términos de la otra; sin que por eso varie el miximo comun
divisor de las dos, el cual es, como se sabe, el producto de los fac-
tores  comunes de entrambas. De esta observacion nes aprovechamas
para multiplicar el polinomio 3a®——3a” b—~—ab®—b3 por 4 , que ng
es factor del polinomio 4a* — 5ab—-5”, 4 fin de que por este medio
venga i ser exactamente divisible por el primer término del divisor
el primer término del dividendo *. Asi que tendremos para dividendo
al polinomio

1243 —A12a° b——-dab®—4b3,

1t Lo expuesto en este parrafo se puede ficilmente generalizar y reducir & este
principio : Bl mdzimo divisor comun de dos cantidades cualesquiera no padece alteracion
alguna porque se multiplique & se divida una de ellas por cantidades que 170 contengan
mingun factor de la otra.

*
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y para divisor al polinomio -
4at—b5ab--b2.

Efectuando despues de estas preparaciones la division de los pri-
meros términos, resultard el cuociente parcial 3a. Multiplicando to-
do el divisor por este cuociente , y restando del dividendo el pro=
ducto , resultara el residuo

3a*b——ab® —4b3; .
al cual consideraremos como un nuevo dividendo , porque el mas
alto eprneute de la @ no es todavia menor que el de la misma le-
tra en el primer término del divisor. Haciendo pues uso de las ob-
servaciones anteriores, suprimiremos el factor 4 comun & todos sus
términos ; y los multiplicaremos por 4 para que el primero de ellos
sea exactamente divisible por el primero del divisor. Asi tendremos
por segundo dividendo al polinomio

120 4—4ab—165"

y por divisor al mismo que antes.

Efectuando la division de los primeros términos , el segundo cuo-
ciente parcial serd 3. Multiplicando todo el divisor por este cuo-
ciente , y restando del segundo dividendo el producto, resultard por
segundo residuo, ¢ mas bien; por residuo final

19ab— 1957 ;

y la cuestion habrd quedado. reducida & buscar el maximo comun
diviser de este segundo residuo y de
4a*=—5ab—-b%.

Notando que en este polinomio tiene la a, ‘es detir, la letra que al
principio de la operacion hemos escogido' para ordenar los términos,
mayor exponente que en el residuo final, nos debera este servir de
divisor; y el que antes lo era pasara 4 ser dividendo. Pero antes de
comenzar esta nueva division, suprimiremos del divisor 19a6—195*
el factor 195 comun 2 todos sus términos sin ser factor del divi-
dendo; y de este modo tendremos por dividendo a
: ba®—Bab—b*

y por divisor a a—=b

Efectuando la division vemos que es exacta; y de consiguienfc sa-
bemos que el binomio @—>& es el maximo .divisor comun de las dos
cantidades propuestas.
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Retrocediendo 'desde esta dltima division hasta la primera, po-
demos cerciorarnos no solo de ‘que el binomio a—b es efectiva~
mente divisor comun de los dos polinomios propuestos, sino tam-
bien de que estos no pueden ambos dividirse exactamente por. otra
cantidad mas compuesta, ¢ de grade mas clevado que aquel binomio.
Por otra parte, si dividimos por a—5 los dos polinomios

a’—3a’b—tab®—0b3, y 4a’?}—5ab“’j+b3
los trasformaremos en estotras expresiones:
(8a* =4=0*) (a—1b), y (4ab—1b*) (a—1b);

los cuales nos estan indicando que su maximo comun divisor es a—->.
En habiéndose enterado de todo el pormenor de las operaciones
que hemos ejecutado en el caso anterior, sera fdcil resolver otros
-muchos. Con el objeto de ejercitarse pueden los principiantes pro-
ponerse el hallar el mdximo comun divisor de los polinomios

6a’ —-15a*b—4a3c*—10abc® ,
9a3b—27a*bc — 6a5¢:’—i—18[)c3.;

el cual es el binomio 3a*>—2¢2.
49 Cuando la letra, con respecto 4 la cual se hayan ordenado los
polinomios propuestos, tenga el mismo exponente en muchos térmi-
nos del divisor, ocurre una dificultad, que juntamente con el modo
de superarla daremos 4 conocer en el ejemplo siguiente:
Propongdmonos hallar el méximo divisor comun de los dos tri-
nomios a*b—-ac®*—d3 y ab—ac—-d*
¥ los colocaremos como para una division ordinaria.
Dividendo... a*6 ——ac* —d? | ab——ac——d* ... Divisor.
—a*b—a’*c—ad*

la cssssnmennne Cur0CIEDEE,

Residuoumnn @ cm—ac?—ad®——d3.

Dividiendo, como es costumbre, el primer término del ‘divi=
dendo por. el primer término del divisor, resulta por - cuociente a.
Multiplicando por este cuociente parcial todo el divisor, y restando
del dividendo ¢l producto, el residuo, que debe servir de nuevo
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dividendo , contendra un término, en el cual se hallara la letra @ con
el exponente 2;1lo mismo que en el dividendo, primitivo; por  ma-,
nera’'que despues de la primera division parcial nos hallamos en el;
mismo’ ‘estado’ que - antes de comenzar la operacion; y: continuandola;
de' este modo, jamas se terminaria. En efecto, si considerando al
residuo como’ segundo; dividendo lo multiplicamos por & para que
su primer término sea exactamente divisible por ab, tendremos esta

segunda division parcial
a?be~—abc? —abd?~—bd? | ab—=ac—=d*

—a*be——-a*c* —acd® | ac

Residuou... . @*c*——abc® —acd®—abd®—bd?; :
en cuya expresion vemos que de uuevo aparece la letra a con el ex-
ponente 2, 6 elevada al cuadrado como antes.

Para precaver este inconveniente observaremos que el divisor
ab—ac——d*=a (b——c)—d”* , rcuniendo en un solo término los
dos en los cuales tiene el mismo exponente la letra que hemos ele-
gido para ordenar los dos polinomios propuestos. Si ahora hacemos
para mayor sencillez b—c=m, se trasformara el divisor en am-+-d?*;
y en tal caso serd indispensable multiplicar por m todo el dividendo
a*b——ac’—d? , para que su_primer término sea exactamente diyisi-
ble por am. De este modo tomara la operacion este otro aspecto.

Dividendo.... a?bm—-ac2m—-d3m | am——d?...... Divisor.

—a*bm—abd* ab—c?........ Cuociente.
g 4 y

1.7 residuo...——ac*m—abd*—d’m
—ac*m—c*d*

920 residuo...——abd*—c*d*—d3m.

En el primer residuo se ve que ya ha desaparecido del dividendo la
segunda potencia de @, y que solo ha quedado en él la primera po-
tencia de la misma cantidad. Para hacer desaparecer tambien esta
potencia , dividiremos el primer término. ac*m por am, y resultara
por segundo- cuociente parcial - ¢?. Multiplicando por este cuociente
todo el divisor, y restando del primer residuo 6. segundo dividendo

e
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el producto, resultard ‘el segundo residuo. Considerando ahora 2 este
segundo residuo ' como un tercer dividendo, suprimiremos de todos
sus términos el factor comun &? , que no se halla en todos los térmi-~
nos del divisor, y para poder efectuar la division los multiplicare-
mos de nuevo por m. Asi tendremos que hacer esta tercera opera-
cion, parcial : '

—abm——c*m—dm?* | am——d*

—~—abm——bd* —b

Reﬂidnn /:d’—'c’m——dm’.

No apareciendo ya en este wltimo residuo la letra a, es de infe-
rir que esta letra no debe entrar en la expresion del divisor comun que
buscamos , si es que existe. :

En habiendo llegado 4 este punto nos es inposible conservar
ordenados los #érminos y continuar la division con respecto 4 la le-
tra @; y puesto que el divisor comun, si lo hay, debe ser indepen-
diente de esta letra, es consiguiente que no solo haya de dividir

exactamente al residuo  bd*—c*m—dm?

y al divisor am—~d* ,

sino tambien 4 cada uno de los términos de estas cautidades con sepa-
racion. Porque en general , siempre que los términos de un polinomio
cualquiera esten ordenados con respecto & una letra , en siendo exac-
tamente d{'@iﬂ'lvlc todo el polinomio por una cantidad en cuya expre-
sion no entre aquella letra , tambien serd exactamente divisible por la
misma cantidad cada uno de los términes de por si.

Para convencerse de la verdad de este principio basta reflexionar
que no hallindose , como se supone, en el divisor la letra que se ha
escogido para ordenar los términos del polinomio, debe aparecer en
el cuociente la misma letra con los mismos exponentes que tenia en
el dividendo; y por la inversa , hallindose en este y en el cuociente la
misma letra ‘con los mismos exponentes, la diferencia que exista en-
treaquellas cantidades, no puede  ser otra que la de que en el divi-
dendo cada potencia de la. letra -ha de estar multiplicada no solo
por la cantidad que la multiplique en el cuociente, sino tambien
por todo el divisor.

g A fin de que no quede oscuridad alguna en este razonamiento,
SUpODgamos que. }mbie'ndo dividido_por una cantidad monomia & po-
linomia A , en cuya expresion no entre la letra @, & un polinomio
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cuyos términos estaban’ ordenados con - respecto 4 la letra @, haya
resultado este cuociente exacto y ordenado con respecto a la misma
letra : Aa*~+—Ba®—-Ca*—~—Da—E; g
en cuya expresion las letras maytsculas 4, B, C, D, E represen—
tan cantidades monomias 4 polinomias indepedientes de la letra a.
Si ahora multiplicamos por el divisor M todo el cuociente, vendre-
mos en conocimiento de que el polinomio dividido es el siguiente:
MAat——MBa?——MCa*~—MDa—-ME;
en el cual es ficil observar que no contiene mas ni menos potencias
de a que el cuociente; y que el coeficiente * de cada una de estas po-
tencias es exactamente divisible por la misma cantidad 2, por la cual
suponemos exactamente dividido todo el polinomio. Habiendo demos-
trado esta proposicion , volvamos a nuestro asunto.
Si tanto en el residuo bd*——c?*m—dm?* como en el divisor am——d*

restituimos el binomio 5—c en lugar de la letra m que lo represen-
ta, aquellas expresiones se trasformardn en estotras:
d* —*(b—rc)—d(b—c)*,
a(b—c)—+d?;
y viendo que b—cy d” mno tiene divisor alguno comun , podemos es-
tar ciertos de que tampoco lo tienen los, dos trinomios primitivos.

Si no hubiésemos podido conocer & primera vista que las canti-
dades b—c y d* no tenian divisor alguno comun , habriamos tenido
que hacer esta averignacion por el método general de las divisiones
sucesivas; y suponiendo que lo tuviesen, y lo hubiésemos hallado, to-
davia nos restaba examinar si podria dividir exactamente al polinomio

bd?—c* (b—rc)—d (b—c)™.

50 En vez de dejar para el fin de la operacion el averiguar si los
dos polinomios ' propuestos tienen ¢ noalgun divisor comun indepen-
diente de la letra que haya servido para ordenar sus términos , es mu-
cho mas ventajoso hacer antes de todo esta mvestlgacmn, porque de
lo contrario se van complicando mas y mas los residuos de las diferen-
tes divisiones parciales, y @ consecuencia va siendo cada vez mas peno-
so el calculo.

1. Aunque (S. 17) hayamos asignado la denominacion de co¢ficiente al factor numé-
rico que entra en la composicion de un término; se suele con frecuencia dar el mismo
nombre a cualquier factor 6 4 cnalquiera combinacion de factores que en wn términe
acompafien & ura letra que por alguna razon es mirada como la principal.
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Propongamonos por ejemplo hallar el miximo divisor comun de
los polinomios

a*b? —4—-albd—-b*c*—atc*—alc*—b*ct
y a*b——ab* b3 —a*c—abc—b’c;

y ordenando sus términos con respecto @ la letra @, adquiririn esta
forma:
(6*—c*) at——(b3—bc*) ad——btc*—b*c*
(b—-c) a*——(b*—bc) a—-b>—b"c.

Ahora bien, si estos polinomios tienen algun divisor comun en
cuya expresion no entre la letra @, cada uno de los coeficientes de
las diferentes potencias de la misma a serd exactamente divisible por
el mismo divisor comun de los polinomios (§. 49), y de consiguien-
te lo serdn tambien los dos binomios finales 6% ¢* —b%c* y b3—bc,
que se pueden mirar como coeficientes de a’.

Comenzando pues nuestro exdmen por los coeficientes 5% — c*
y b——c de las potencias mas elevadas de a, indagaremos primera-
mente si tienen uno ¢ muchos divisores comunes; y despues veremos
si todos los demas coeficientes de las otras poteneias de @ son exac-
tamente divisibles por la misma cantidad que aquellos dos prime-
10s; es decir, si el divisor comun de los binomios 6*—c? y b—c lo
es igualmente

de b3—bc* y b*—bc; de brc*—b%ct y b3—b%¢;

Dividiendo 4% —¢* por b—c resulta el cuociente exacto d——c; es
pues b— ¢ divisor comun de los l)momlos b* —c® y b—-c; y no
pueden estos tener ningun otro divisor comun por cuanto b—c no
es exactamente divisible sino por si mismo y por la unidad. Ahora
solo nos resta averiguar si b ——c es divisor comun de los demas coe-
ficientes de las otras potencias de a. Lo es en efecto, como lo com-
prueba el que dividiendo por 6—c los dos polmomlos propuestos,
resultan los cuocientes exactos

(b—c) a*—— (b ——bc) aP——b3c*—-b%c?;
a®——ba—+0b".

A fin de reducir, si es posible, estas Gltimas expresiones 4 ma-
yor grado de sencillez, convendra examinar si la primera de ellas es
exactamente divisible por el binomio 6——c coeficiente de a%. Viendo
que lo es, y no si¢ndolo la segunda, efectuaremos aquella division,

TOMO II. P
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y asi tendremos estas otras dos expresiones bastante sencillas:

-

at——ba’—-b*c?,
a*—-ba—+07;
cuyo médximo divisor comun nos propondremos por ultimo hallar.

Efectuando para ello las operaciones que prescribe la regla gene-
ral (§. 48) resultara de la segunda division parcial un residuo que
no tiene otra potencia de @ sino la primera, y no siendo divisor co-
mun de las dos cantidades este segundo residuo, se infiere que la
letra ‘@ no entra en la expresion del mdximo divisor comun de los
dos polinomios primitivos, y que de consiguiente no tienen estos otro
* divisor comun que el binomio b —c.

Si ademas de este hubiésemos hallado algun otro en cuya expre-
sion entrase la letra a, habria sido necesario multiplicar uno por otro
para tener en el producto el maximo divisor comun que buseabamos.

. Estas observaciones podrdn ser suficientes para hallar sin gran di-
ficultad el mdximo comun divisor de dos polinomios cualesquiera, ma—
yormente cuando se haya adquirido algun manejo y expedicion en las
operaciones algebraicas,

g1 Las cuatro operaciones fundamentales, es decir,
la adicion, la sustraccion, la multiplicacion y la division,
se efectian del modo que es posible, con las fracciones
algebraicas lo mismo que con las aritméticas; sin otra
diferencia que la de obserwar , en todas las operaciones
que prescriben las reglas establecidas para estas, los
preceptos que en los capitulos anteriores hemos dado
para sumar , restar, multiplicar y partir las cantidades
algebraicas. Nos limitaremos pues a recordar aquellas
reglas , aplicando cada una de ellas a.un solo ejemplo;
y comenzaremos, como en la Aritmética, por la multi-
plicacion y la division de las fracciones, porque estas
dos operaciones no requieren ninguna trasformacion pre=
paratoria,

1.° DPor lo que respecta a la multiplicacion :
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a a

ac S
= KR R (dritm. §§. 82 y 89)

o e, . ac. v i
ERN e L g T Arztm. ‘) 82 v

b d bd ( § ) ;
2% % Por Io_que hace 2 la division:

a 1

: ailie 4 : _
3.9 Las fracciones =i reducidas 4 un comun

denominador se trasforman en estotras :

ad  be
— y = (Aritm. §.
= geeiif §- 99).
5 g ¢ e &
Lasyidtacciones s s e vlons Sibntner o trasforman,
AoSuTF Ko

por medio de igual reduccion, en las siguientes:
adfh cbfh - ebdh gbdf

safh © difh " fodh T hedr
52  El método que expusimos (Aritm. §. 100) pa-
ra obtener en ciertos casos un denominador comun mas
sencillo que el que por la regla general resultaria, pue-
de aplicarse facilmente 4 las fracciones algebraicas. Si

; asGi d
estas fueren, por ejemplo, — , = . serj muy facil
. ; boe @ bf

ver que los dos denominadores serian enteramente 1gu=t—
les si £ fuera factor del primero, y ¢ 1o fuera del segundo.
Se reducirdn pues las dos fracciones propuestas 4 un co-
mun denominador , multiplicando los ‘dos términos de la

primera por £, y los de la segunda por ¢3 con lo cual ten-
*
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s q cd $ ab
dremos las fracciones l, —, mas sencillas que f >
bef ’ bef bhe
bed

que por la regla general hubieran resultado.

bbof

Generalmente, reinanse en un producto todos los
factores diferentes que se hallen en los denominadores de
todas las fracciones propuestas , y asi se tendrd el de-
nominador comun de todas ellas ; despues multipliquese
el numerador de cada fraccion por todos los factores de
aquel producto que no se hallen en el denominador pri-
mitivo de aquella fraccion, y asi se tendrdn los nuevos

numeradores.

A ‘ 2 a d
Si las fracciones fueren, por ejemplo, —, —,
b%c

/8
~_, formaremos el producto b’;fg, y este deberd ser
i
el denominador comun; despues multiplicaremos el nu-
merador de la primera fraccion por fg; el de la segun-
da por beg , y el de la tercera por b’f; y asi resultarin

: aofg ~ bdg Bef
Vofs | Uy Vofs
Si en el denominador primitivo de alguna de las
fracciones propuestas estuviesen reunidos como factores
los denominadores de todas las demas , solo habra que
gjecutar la segunda parte de la regla anterior.
53 Por lo que hace 4 la adicion de las fracciones

. o a b C
que tengan un mismo denommador, como 7 ’ 7 3 7,
a b ¢ a+b4e
— e e — T —
d d d d

es decir, se suman los numeradores, y & la suma se le
pone el denominador comun.

DE ALGEBRA. 117

Por lo que respecta 4 la sustraccion de las fraccio-
nes que tengan un mismo denominador, como si hubié-
semos de restar —b—de_‘_t_ serd — i: o ;esde-

d d d d d
cir , restaremos del numerador del minuendo el del sus-
traendo, y al residuo le pondremos el denominador
comun.

Si las fracciones que se hayan de sumar 6 restar no
tuvieren un mismo denominador, sera muy facil hacer
que lo tengan. :

Finalmente , por lo respectivo 4 las reducciones de
expresiones mivtas 4 fracciones ; y al contrario , ser4

b b c——b
- - (drit. §. 91)

A e T e o e T8

(4 c c c

c (4] € [
b b ac b—ac
o = (] T et bt e
¢ c a c
Por la inversa :
ac—b ac b [
= =l —
a a a a
ac—b ac b b
e e 5 0 e
a a a a

b—ac b ac b
= e e T e,
a a a a
En todos los ejemplos que hemos propuesto son
monomios los términos de las fracciones; en caso que
sean polinomios se ejecutaran las mismas operaciones
3
observando para ello las reglas establecidas para la adi-
cion, sustraccion , multiplicacion y division de las can-

tidades complexas. Asi que
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VS i e S S | (@®—-0) (a—1b) @’ —a® h——ab® —— b3
x — f -
I 15l e rlY (i) e
= a—b at—-b*  c—d (@ —+2°) (c—d)
: = x = :

e+d  e¢—d c+d a—b  (c~d) (a—0b)
a’c—4-b*c—a*d—b>d

Ed

ac——~ad—~bc—>bd ;

y asi de todas las demas operaciones que suelen ejecu=
tarse con los quebrados. DA

54 Cuando los principiantes hayan comprendido
todo lo que hasta aqui hemos expuesto, y sobre todo
cuanto hayan adquirido cierta expedicion en la ejecu-
cion de las operaciones que hemos ensefiado 4 hacer con
las cantidades algebréicas, se hallarén en estado de re-
solver cualquiera ecuacion de primer grado por com-
plicada que sea.
: Si, por ejemplo, de la propuesta de alguna cues-
tion se hubiere deducido la ecuacion siguiente:

b) (x—¢
Casdlerd P e w0

Ba—b
lo primero que haremos sera hacer desaparecer los de-
nominadores; € indicando las operaciones que debemos
ejecutar para ello (§. 13) serd:
(a+b) (2—¢) (3a+b)+ 4b (a—b) (3a+b)=
22 (a=b) (3a+b)—ac(a=b).
Efectuando ahora las multiplicaciones indicadas, resultaré:
34" V+4abib" v—3a’c —gabe — b’ o+ 124’ b— 8ab® — 4b°
=04’ v—4abr—2b v—a’ c4-albs. Bl 3
Reuniendo por medio de la trasposicion en un solo
- miembro. todos los términos en que se halla la o, y en
otro .todos los términos que-no contienen esta letra , y
reduciendo términos semejantes tendremos estas otras
ecuaciones :

a—2>0b
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— 3a® 2—+—8abx—-50" 2= 2a* c—+5abe——b* c—12a°b—4—8ab> ——4b>;
36% r——-8abr—3a” x==2a* c—+-babc——b® c—12a> b——8ah? ——4)® <
(86> ~+—8ab—3a* )= 24" c=4=babc——b*c—12a° b—— 8ab®>——4b3;
y Gltimamente,
2a” c——Babe——b* c—12a> b——8ab® ——4b3

—
X —

56> ~+8ab—>5a*

De las ¢ouaciones del primer grado que tienen dos in-
co’gm'ms; y explicacion de ciertas expresiones que resultan
de los calculos algebrdicos. ‘

§5  En las cuestiones que al. principio de este tra-
tado hemos resuelto con el auxilio de los simbolos alge-
braicos, tan solo una de las letras de que nos valiamos
para representar todas las cantidades de que hacia men-
cion la propuesta, denotaba una cantidad desconocida;
y todas las demas letras eran simbolos de cantidades co-
nocidas. A veces es mucho mas cémodo representar dos
de las cantidades inc6gnitas con dos letras distintas; y en
tal caso es absolutamente necesario que la propuesta
contenga explicita 6 implicitamente dos ecuaciones, in-
dependientes la una de la otra; pues de lo contrario no
se podran determinar los valores de las incégnitas.

La cuestion, por ejemplo, que propusimos @3
enunciada en los términos en que se halla al fin del §. 4,
nos estd 4 primera vista indicando que en ella podemos
emplear dos letras distintas para representar los dos nfi-
meros desconocidos, ;

En efecto; si designamos

* por x al nimero menor de los incégnitos;
por y al mayor ;
por « la suma de ellos, conocida;
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por b la diferencia de ellos, tambien conocidas
la propuesta nos da estas dos ecuaciones:
X +7y= as
y—x=bh.

Aunque ninguna de estas dos ecuaciones es por sf
sola suficiente para determinar el valor de ninguno de
los nfimeros desconocidos; si en cualquiera de ellas. des-
pejamos una de las incOgnitas, por ejemplo en la se=
gunda la y, resultara:

y=b+u.

Esta filtima ecuacion no nos da 4 conocer, es ver=-
dad, el valor que buscamos de la y, 6 lo que es lo
mismo, del nimero mayor incégnito; pero nos hace ver
que la combinacion 6 binomio s+ es equivalente 4
la y. Si pues en la primera ecuacion sustituimos el bi-
nomio b+ en lugar de la y, se trasformarid aquella
ecuacion en otra que no tendra mas incognita que la ,
y de la cual podremos por el método ya expuesto de-
ducir el valor de esta incognita.

En efecto, hecha que sea la sustitucion, ten-
dremos

T+b+r=a
6 lo que es lo mismo, 2x+b=a
2x=a—b

a—1>b A
=

—— — O —

2 2 2
Sustituyendo ahora esta expresion del valor de x
en la ecuacion

y=b=+ux,
resultara
a—>b  2b4+a—b  a+b a b
y =h -+ — = = e——t ——
2 2 2 2 2
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Asi que, tendremos de los nfimeros que busca-

- mos ‘las mismas expresiones que antes habiamos halla-

do (§. 3). No podia menos de ser asi, en atencion 4
que si bien se reflexiona, la iltima solucion no se dife~
rencia de la anterior sino en que en la una se ha traduci-
do al ]enguaje algebraico una ecuacion que en la otra
habiamos expresado en lenguaje vulgar; pero ‘de ella
expresada de uno y otro modo, hemos deducido que
el mayor nlimero desconocido era equivalente a x—+b.
§6  Hé aqui otra cuestion :

Un artesano ha estado trabajando 12 dias en una
obra; y tanto por sus jornales como por los de un hijo
suyo, que ha trabajado en la misma obra por espacio
de siete dias , ha recibido 222 reales. Volvieron & tra-
bajar, él por espacio de ocho dias, y su hijo por el de cinco
dias; y ganando iguales jornales que antes, ha recibido
I 50 reales. Se pregunta: ;oudntos reales ganaba dia-
riamente ¢l padre, y cudntos el hijo? :

- Representemos por x el nimero de reales que el
padre ganaba por dia, y por y el niimero de reales que
ganaba diariamente el hijo:

12 jornales del padre vendrdn a ser 12 x reales;
7 jornales del hijo serdn 7 y;
Tendremos pues con arreglo 4 la propuesta de la cuestion
I120~+7y=222.
8 jornales del padre seran Sz;
§ jornales del hijo serdn §y;
y de consiguiente 8x+¢5y=150.

Discurriendo como en el ejemplo anterior, deduci-
remos de la primera ecuacion
222 — 12

—

'7.= 7

TOMO II. Q




122 TRATADO ELEMENTAL
Multiplicando por § esta Gltima expresion, y sus-
tituyendo el producto en lugar del término gy de la

segunda ecuacion, se trasformard esta en estotra:

1110—60+
S+

=150,

la'cual no tiene ya mas incégnita que la x; y resolvien~
do la tltima ecuacion tendremos estas otras :
' 567+ 1110—60r=10§0;
II10=42=10§0,

Trasponiendo al segundo miembro el término sus-
tractivo 4 con el fin dé hacerlo aditivo, 6 mas bien
con el de quitarle el signo ; tendremos:

ITIo—I0§0=40% »

Sin necesidad de trasponer al segundo miembro el
término sustractivo 4 &, pudiéramos haber deducido de
la ecuacion 1k10—42=10640 que 47=1I110~—10§0
=60, en habiendo advertido que 42 representa el sus-
traendo, 1110 el minuendo, y 1050 el residuo; y te-
niendo presente que todo sustraendo es igual al minuen~
do imenos el residuo. '

§ 5 60
Si pues 42 =060, sera At s,

Ganaba pues el padre ¥4 reales al dia; y sustitu-
yendo este valor en la expresion que antes hemos halla-
222—12 x

do, =i

se trasformara en

222 —12x15 - 222180 42 6

- 7 7 7

Son pues 6 reales los que el hijo ganaba por dia.

§7 Si observando a la letra la regla general de
la trasposicion de términos (§. 10), hubiésemos de-
jado solo en el primér miembro el finico término
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—4x en que se halla la incégnita, hubiera resultado
—4%¥=10§0—1110;

Y puesto que 1110 equivale 4 10§0+60, esta Giltima
ecuacion se hubiera trasformado en estotra s

— 4r=1T1080 —1080— 60
y. -por tltimo en estotra:

(9 b —4r=—60.

Asi hubiéramos venido 4 parar en una ecuacion, en
la cual tanto el primer miembro como el segundo son
sustraendos sin ‘minuendo alguno ; y acaso no habriamos
sabido  descifrarla. Ahora que ya sabemos que de la
ecuacion II10—4r=104§0 ‘
se. deduce seguramente que 4x=1110—10§0=6o0,
podremos venir en conocimiento de que la ecuacion

—4r=—060
ngs -quiere decir que lo mismo es restar de cualquier
minuendo la cantidad 42 que restar 6o y en una pala-
bra que 4z es lo mismo que Go, y de coﬁsiguiqme que
rT=13. . “ER iR
De aqui podremos deducir que generalmente #ene-
mos facultad de cambiar los signos de los términos de
uno de los miembros de una ecuacion , con tal que cam-
biemos los de todos los términos del otro miembro,
158 Antes de buscar con el auxilio de las letras la -
solucion general del problema propuesto (§. 56), exa-
minemos ‘aun otro caso particular del mismo problema. .
Supongdmos que se nos diga que la primera suma co-
brada -por ¢l artesano fue 138 reales, y la segunda 9o;
7y siendo las mismas todas Jas demas circunstancias de. la
-cuestion , se nos pregunte cymo.antes: Joudnto ganaba
«l padre, y cudnto el hijo por dia? e
#Las ccuaciones de ‘esta nueva cuestion serdny

*
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1274+7y=138;
8r=+gyi=9o.
De la primera se deduce que
: : 438—12x
I S T

Maultiplicando por g esta Giltima  expresion, y sustitus
yendo el producto en lugar de gy en la segunda ecua-
cion, se trasformara en estotra:

. 690 — 60x

Quee -t - go; :
7

Multiplicando por 7 para que desaparezca el denomi-
nador, resultara: :

§6x+690—60r=0630;
y de consiguiente

§6x—6or=0630—690;
6 cambiando los signos de ambos miembros para que los
minuendos sean, como deben ser, mayores que los sus-
traendos : - 6ox—g6r=690—630;
y efectuando las sustracciones:

42=060;

de donde se deduce;

x—eo =Ij
e

Sustituyendo este valor de la x en la expresion que an-
tes hemos hallado del valor de y, resultara:
138—180 e 138—138—42 _:——43
) R e 7 o
La expresion que acabamos de hallar del valor de y nos
esta indicando que de 138 se ha de restar 180, y que
‘el residuo se ha de dividir por 7 ; pero siendo abso!uta—
mente impracticable la sustraccion, { qué querra decirnos

aquella’ férmula’' 6 esta otra, 4 la cual viene 4 reducirse
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Ya sabemos lo que significa una combinacion de dos
cantidades, en la cual la que tiene antepuesto el sig-
no—es menor que la otra; pero cuando la cantidad sus-
tractiva es mayor que la otra, y sobre todo cuando esta
enteramente sola, ¢ qué podra esto significar? El mejor
medio de aclarar esta duda sera retroceder-a las ecua-
ciones primitivas que la han originado ; pues siendo es-
tas' una verdadera traduccion de la propuesta, sera mas
facil descubrir en ellas las circunstancias de la cuestion
que han ocasionado la dificultad de que tratamos.
Si en la primera ecuacion
122+75=138

sustituimos en lugar. de la' x su valor 1§, se trasfor-
mara en estotra :

; 18o0+7y=138;
la cual nosdice que los jornales de solo el padre im-
portaban mas que los del padre y del hijo juntos; y
siendo esto un absurdo, es claro que la propuesta en-
vuelve condiciones incompatibles. i

Sienla segunda ecuacion primitiva hacemos igual

sustitucion resultard :

I20+§7=9Q0,
la cual nos estd indicando el mismo absurdo, que la an-
terior. : '

Vemos, pues , que de la propuesta se infiere que
los jornales de solo el padre importaban mas que los del
padre y del hijo juntos ; y de consiguiente podemos estar
ciertos de que la cuestion es absurda , y su solucion en-
teramente imposible. Pudiérames muy bien quedar sa-
tisfechos con haber descubierto esta verdad 5 pero si em-
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peiiandonos en profundizar mas, nos propusiéramos ave-
riguar qué alteracion deberian padecer las condiciones
para que conservandose los mismos nfimeros dados re-
sultase una cuestion sin absurdo alguno, no seria dificil
echar de 'ver que si el hijo hubiese disminuido con sus
gastos el haber del padre en vez de aumentarlo con sus
jornales , hubiera sido necesario restar de la suma que el
padre habia' ganado todo lo que importaban las expen-
- sas del hijo; y ya entonces no habria -incompatibilidad
ni contradiccion alguna en la propuesta, ni de consi-
guiente en las ecuaciones procedentes de ella; pues en
tal caso serian:

180 —7y=138

120—§y=90;
y de cualquiera de ellas se deduciria que

9,201 ]

lo cual quiere decir que asi en cada uno de los siete dias
de la primera temporada como en cada uno de los cinco
de'la segunda habia ocasionado el hijo un gasto de 6 rea-
les; y de ahi es que el padre, sin embargo de ganar 14
reales diarios, no habia sacado de producto neto en los
doce primeros dias mas de 1 38 reales, nien los ocho se-
gundos mas de go.

Ahora no serd ya dificil presentar la propuesta de la
cuestion en términos que no envuelva contradiccion al=
guna, y que sin alterar los n{imeros d'ldOS sea posible
su solucion.

Un ' artesano, diremos, ha estado trabajando doce
dias en una obra , y por-haber tenido sicte dias en su. coni-
pania @ un lijo suyoy.que gastaba una parte del jornal

del padre , wo ha wenidoeste . . necibir al fin dela tem, f10-
tada maside 158 veales: Volviéd trabajar en laamisma
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obra por espacio de oche dias, y d causa del gasto que
en cinco dias le ocasiond su hijo no percibié al cabo de
esta segunda temporada mas de 9o reales. Supomendose'
que en ambas temporadas ha sido uno mismo el jornal
del padre, y que tambien lo ha sido el gasto diario del
hijo, se pregunta: jcuanto ganaba el padre,y cudnto
gastaba el hijo en cada dia?

Designando por # el nimero de reales que el padre
ganaba y pory el de los que gastaba el hijo, las ecna-
ciones propias de esta cuestion seran: :

Laxis 7 y=ingBs
8z— 35 y=9o.
Deduciendo de la segnnda, por ejemplo, que
90 4—5 ¢
8 4
multiplicando esta Gltima expresion por 12 , y sustitu-
yendo el producto en vez de 122 en la pnmera ecua-
cion , se trasformarg esta en
1080 —+
. :—607—73/:138;
y de esta {iltima se deducirin estotras:
1080+60y—56y=1104;
4y=1104—1080=24;
24

W H

Sustituyendo este valor de  en la ecuacion -
' 90—+5y

Wo——

8

5 § 5 0 =
se trasformard en r— Sk B = s _15

G :
Ganaba pues el padre 13 rea]es y gastaba el hijo
6 reales en cada dia,
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§9  Aunque un resultado absurdo de un razona-
miento bien formado no arguya por lo comun otra cosa
sino lo absurdo del principio sobre que esta fundado;
siempre que hallemos para valor de una incognita un
ntimero que tenga antepuesto el signo—, es decir, un
namero que indique ser sustraendo sin minuendo, no solo

inferiremos que la cuestion, en los términos en que se

nos haya propuesto, envuelve alguna contradiccion € in-
compatibilidad en sus coadiciones , sino tambien que en
rectificando alguna de -estas, habra de resultar otra
cuestion analoga 4 la primera, sin absurdo alguno, y 4
la cual dara solucion el mismo nlimero que antes he~
mos hallado. La rectificacion que en tales casos es nece-
sario hacer en las condiciones se reduce a que se deba
sumar alguna cantidad que la propuesta nos mandaba
restar’,’6 al contrario; 6 a que deba ser minuendo el que
la propuesta nos indicaba como sustraendo, y vice versa.
Supongamos, por ejemplo,  que habiendo. resuelto
primeramente la cuestion propuesta al fin del parrafo an-
. terior , nos propusiésemos en seguida la del §. §6 en la
hipétesi de que el hijo habia disminuido con sus gastos
los salarios del padre; en cuyo caso las ecuaciones fun-
damentales 'serian: ;
I122—7§=222;

8r—sy =1%o}
de las cuales vendriamos 4 deducir finalmente que
: G M )
== [ < —
Suerel -

Esta Gltima expresion nes indicaria que la propues-
ta de la cuestion contenia algun absurdo, 6 lo que es lo
mismo , condiciones incompatibles; y si tratando de des-

cubrir cuil sea el absurdo que la propuesta contiene,
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sustituimos en las ecuaciones primitivas el valor de =,
se trasformaran en estas otras:

180 —7y=222;

I20—gy =130,

Estas ecuaciones nos hacen bien perceptible el ab-
surdo que desedbamos conocer ; pues es bien manifiesta
la imposibilidad de que despues de quitar de 180 una
cantidad cualquiera haya quedado de residuo 222; y
despues de quitar de 120 otra cantidad cualquiera, por
pequena que sea, haya quedado de residuo 150. En
la suposicion de que los nimeros 180 y 120 sean ver-
daderos, es absolutamente imposible deducir de ellos los
resultados 222 y 150 por sustraccion; es indispensable
por el contrario hacerles alguna adicion , y de con~
siguiente la propuesta de la cuestion y las ecuacio-
nes fundamentales deberan ser las que ya hemos visto
(§. 56); de las cuales hemos deducido que £=T5;

42
Y6

7
; Siempre que & causa de haber alguna incompatibi-
lidad en las condiciones del problema, resulta sustracti-
vo el val-or de alguna incégnita, se dice que la solucion
€S negativa.

6o Por medio de estos ejemplos podemos venir en
conocimiento de que las cuestiones del primer grado
puedefl coatener ciertas condiciones incompatibles , ¢
sean’ clertas contradicciones, que el Algebra no solo nos
c,la a conocer conduciéndonos 4 un resultado sustractivo
6 con efl signo —, sino que tambien nosiindica el modo
de rectificar las propuestas, haciendo sustractivas algunas

cantidades que se habian supuesto aditivas, 6 al con-
trario.

TOMO 11, R
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‘Esto es lo que se debe entender cuando se dice que
las soluciones negativas resuelven los problemas en un
sentido contrario al de sus propuestas; y aunque en rea-
lidad el problema propuesto, que suponemos absurdo,
sea muy distinto del problema rectificado y libre de to-
da contradiccion, se les mira sin embargo como idénti-
cos, porque ademas de contener ambos los mismos nfi-
meros conocidos € incognitos para pasar del uno al otro
y hacer atil la solucion negativa, 6 por mejor decir, pa-
ra que la solucion deje de ser negativa, basta una mera
mutacion de los signos -+ y —.

61 Aunque estos signos no designaron en su pri-
mitiva institucion sino las operaciones de sumar y restar,
cuando se eché de ver que de la resolucion de las ecua-
ciones resultaban en ciertos casos para valores de las in-
cbgnitas nlimeros con el signo —, es decir, nimeros que
se debian restar sin haber de qué, no se contentaron los
algebristas con haber conocido por este medio que las
cuestiones que los habian conducido 4 estos resultados
“absurdos, eran imposibles, ni tampoco con habet des-
cubierto el modo de rectificar las condiciones para que
desapareciese la incompatibilidad que antes habia, sino
que ademas hicieron este razonamiento :

Si de un problema bien puesto en ecuacion se de-
duce que una incégnita debe ser =—6, por ejemplo,
es consiguiente que si mirando como un simbolo de una
cantidad 4 la combinacion — 6 del guarismo y del signo
que le antecede, la sometenios 4 todas las operaciones
indicadas en la‘cuestion, el resultado deba satisfacer a
esta segun esté propuesta, y sin necesidad de variar pre-
viamente ninguna de'sus condiciones.

Sirva de ejemplo la misma cuestion que hemos
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propuesto (§. §8). Despues de haberla traducido fiel-
mente al lenguaje algebraico, y haber deducido de las
ecuaciones en que la hemos trasformado , que

g —42
r=I837=—0o-,
: 7t
deberemos inferir que si ejecutamos con el niimero Ig
: 5 S —42
y con la expresion, bien que absurda , las opera~

~ ciones indicadas en la propuesta y representadas en las

ecuaciones 120+7y=138 ,
Sr+s5y=90,
los resultados deberan ser exactamente conformes 4 Ilo
que la misma propuesta requiere ; pues de lo contrario
no estarian bien deducidos los valores de x € j.
Sustituyendo primeramente el valor de x, se tras-
formardn aquellas dos ecuaciones en estotras:
18o0+7y=138,
120+ §y=9o0.

Solo nos restara ahora sustituir en estas dos Gltimas

- . —42
ecuaciones la cxpresion

que hemos hallado del

valor de y. Al efectuar esta sustitucion nos ocurre la di-
—42

ficultad de que no siendo ninguno de los simbo-

los que conocemos de las cantidades, no sabemos cémo

ejecutar con aquella expresion las operaciones indicadas
en las dos ecunaciones.

Para superar esta dificultad se ocurri6 efectuar por
via de ensayo estas operaciones; haciendo uso de las re-
glas de los signos establecidas (§§. 31 Yy 43) para
los simbolos de las verdaderas cantidades. Conforme 4 lo

prescrito en aquellas reglas, se tuvo 4 — 6 por equiva=
: *



) 0 TRATADO ELEMENTAL

. =42
lente 4

, en lugar de 7y se sustituy6 —42;

y en lugar de gy se sustituyé —30.
De este modo, y haciendo uso de la regla de los
signos (§. 18), se trasformaron las ecuaciones en
180 —42=138;
I20—30=090;
las cuales son rigurosamente verdaderas, y las mismas
que hemos hallado despues de haber rectificado las con-
diciones de la propuesta, y haber hecho desaparecer la
incompatibilidad que en ellas habia.
Asimismo , despues de haber deducido de las ecua=
ciones que hemos formado (§. 59),
120 —7y=222,
8 —iey=r¢o}
que los valores de las incégnitas eran
o . — —42 .
} i L .
si sustituimos estos valores deberén resultar las cantida-
des que la propuesta requiere. :
Sustituyendo primeramente el valor de , que no
ofrece dificultad alguna, tendremos:
18o—7y=1222,
I20—4gy=1450.
Si ahora en lugar de 7y ponemos—42,
y en lugar de gy ~30;
si teniendo ademas presente que en las ecuaciones estan
indicadas dos sustracciones, hacemos uso de la regla de
los signos establecida (§. 20), se trasformardn las Glti-
mas ecuaciones en estotras:
180+42=222;
I20+30=14§0;
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las cuales son verdaderas y las mismas que resultan de
la propuesta del problema , segun se hallan en el §. ¢6,
es decir, corregida y sin que haya contradiccion 6 in-
compatibilidad alguna en sus condiciones.

Luego que se observé que la aplicacion de las re-
glas de los signos 4 estas expresiones absurdas proceden-
tes de cuestiones imposibles producia resultados verda-
deros, fueron miradas aquellas expresiones como una
cierta especie de verdaderas cantidades; se las designé
con el nombre de cantidades negativas; se las sometié
4 todas las operaciones del calculo; y se dijo que si las
soluciones negativas indicaban un error en la propuesta
de la cuestion, el Algebra lo corregia.

62 Puesto que las cantidades negativas resuelven
en cierto sentido los problemas de donde han dimanado,
conviene examinar el modo de emplearlas en los cilcu-
los, y establecer reglas seguras para efectuar las opera-
ciones que las cuestiones puedan exigir que se ejecuten
con ellas. 351

Las reglas de los signos establecidas (§§- 18, 20,
31y 43) no se han demostrado hasta ahora en el*su-
puesto de que las operaciones se hayan de ejecutar con
cantidades sustractivas aisladas. Establecimos por ejem=
plo, que si de 2 hubiésemos de restar la cantidad repre=
sentada por la combinacion b—¢ , el residuo debia repre-
sentarse por #—>b -3 pero no hemos hecho ver que si
de 2 se ha de restar la cantidad » si puede asi llamarse,
—¢, el residuo debera representarse por @+, Pudiera
ciertamente decirse’ que el razonamiento que hicimos
para demostrar la exactitud del residuo a—b-+c¢, era
independiente de la magnitud de las cantidades repre-
sentadas por estos simbolos, y que de consiguiente debia
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tener lugar aun cuando llegase 4 ser b=o, con lo cual
la expresion b—¢ se reduciria 4—¢, y la combinacion
@—b~¢ quedaria reducida 4 a~~¢. Pero acaso no satis-
fara a todos esta prueba; y como la teorfa de las canti-
dades negativas ha venido 4 ser una de las mas impor-
tantes del Algebra, y ha dado ocasion 4 varias disputas;
es necesario apoyarla sobre los fundamentos mas- s¢lidos
que sea posible. Para consegmrlo retrocedamos al origen
de las cantidades negativas.

Todas las que se llaman cantidades negativas pro-
ceden de sustracciones, en las cuales el sustraendo es ma-
yor que el minuendos y como la mayor cantidad que se
puede restar de otra sea la igual 4 ella, en cuyo caso
el residuo es ceros cnando se nos manda quitar de una
cantidad otra mayor hacemos mas palpable la imposibi-
lidad de ejecutarlo, indicando cuanto falta para que el
minuendo sea igual al sustraendo, y de consiguiente para
que sea cero el residuo. Restamos pues, contra lo que se
nos ha mandado, del sustraendo el minuendo, y 4 este
residuo le anteponemos el signo — para indicar que he-
mos efectuado la operacion en un érden inverso. Si por
ejemplo nos prescribe una férmula que quitemos g de 3,
6 lo que es lo mismo, si tenemos en ella 3—5, equiva-
lente 4 3—3—2; viendo que la sustraccion prescrita es
verdaderamente imposible, y que de consiguiente es
vano el intento de determinar el resultado, sustitnimos
ensu lugar—2, 6 lo que es lo mismo, restamos 3 de g, y
al residuo:le anteponemos el signo — para tener un indicio
de haber ejecutado la operacion al revés; y lo que en
realidad debe representarnos el simbolo —2 , no es el re-
siduo, pues en el caso propuesto es un absurdo suponer
‘que pueda haberlo, sino solo que es necesario afiadir 2 4
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la combinacion 3—35 para que se iguale el minuendo
con el sustraendo, y se reduzca a cero toda la combi-
nacion. En efecto 3— §+2=o0. Lo mismo puede de-
cirse de cualquiera de estos simbolos algebraicos que se
llaman cantidades negativas; —a, por ejemplo, debe in-
dicarnos que una férmula prescribia restar de una can=
tidad otra mayor; y siendo esto imposible , se ha ejecu-
tado al revés la operacion; y al resultado @ de esta se le
antepuso el signo —, para que con esta modificacion nos
diese 4 conocer que es necesario afiadir la cantidad @ 4
la combinacion de cantidades, de la cual provino el sim-
bolo — &, para reducir 4 cero el resultado de toda la
combinacion. Esto ha dado ocasion a que se dijese que
las cantidades negativas son menores que cero; expre=
sion que para dejar de ser absurda, debe entenderse en
el sentido que acabamos de darla. Pasemos ya 4 hacer
ver que las reglas de los signos pueden en todos casos
aplicarse sin recelo alguno a los simbolos a]gebréicos lla-
mados cantidades negativas.

Nadie puede dudar de que las expresiones z2— a;
b—b; ¢—¢ &c. son equivalentes 4 cero, y de consi-
guiente son otros tantos simbolos del mismo cero. Ahora
bien, si 4 una cantidad cualquiera representada por « le
agregamos la combinacion b—%, la que de nuevo re-
sulta @+b—b no vendrd & ser otra cosa que un nuevo
modo de representar la misma cantidad a; el cual por
entrar en la nueva combinacion los simbolos + 5 y —b,
nos hace ver con mas claridad el efecto que en la can-
tidad 2 debe producir la.sustraccion de 4, 6 la de —#;
pues para ello basta borrar de aquella expresion cual-
quiera de las dos cantidades que nos propongamos qui-
tar. En efecto, si de 2 nos proponemos quitar b, 6 como
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dicen, =5, borrando esta cantidad en la expresion
a=+b—b, el residuo serd a—b; resultado enteramente
conforme con el convenio adoptado (§. 2). Si por el
contrario nos proponemos quitar de @ la cantidad ne-
gativa —b, suprimiendo este término en la expresion
a=+b—b, el resultado serd a-+b, como lo hubiéramos
hallado aplicando 4 este caso la regla de los signos esta-
blecida (§. 20).

Por lo que hace 4 la multiplicacion es ficil echar de
ver que el producto de @—a por +b debe ser ab— ab;
porque siendo igual ‘4 cero el multiplicando, debe tam-
bien ser igual 4 cero el producto; y siendo indudable-
mente ab el primer término de este, el segundo debera

ser —ab , para que destruya al primero. De aqui se de- .

ducira que —ax—+b=—ab.

Si nos proponemos multiplicar @ por b—5, el pro~
ducto debera ser ab—ab; porque siendo igual & cero el
multiplicador, debe tambjen ser igual & cero el produc-
to; y como el primer término de este sea indudablemen-
te @b, el segundo deberd ser —ab para destruir al pri-
mero. Serd pues ax—b=— gb. '

Finalmente, si tratamos de multiplicar — 4 por b—b,
sabiendo ya que el primer término del producto es —ab,
el segundo no podrd menos de ser ~+ab , para que todo
el producto se reduzca, como debe, 4 cero, por ser igual
a cero €l multiplicador. Asi que, serd —ax—b=-t zb.

Cotejando estos resnltados con los que hubiéramos
inmediatamente hallado aplicando 4 estas cantidades sus-
tractivas aisladas, 6 sean cantidades negativas, las reglas
de los signos establecidas (§. 31), veremos que son
exactamente los mismos, :

Por lo que respecta 4 la division, teniendo pre-
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sente que el divisor y el cuociente son los factores del

dividendo, y que de consiguiente el signo de este debe
resultar, si asi puede decirse, de los signos de sus fac-
tores ; serd facil deducir elsigno del cuociente cuando
se conozcan el del dividendo y el del divisor; y asi se
vera que la regla establecida (§. 42) es tambien apli-
cable al caso presente.

En general, cuando tratemos de efectuar cualquie-
ra de las cuatro operaciones fundamentales con las can-
tidades sustractivas aisladas, é como dicen, con las
cantidades negativas, deberemos observar para los sig-
nos de los resultados las mismas reglas que si aquellas
cantidades fuesen partes de polinomios.

63 Recapitulando cuanto hemos expuesto tocante
a las que se llaman cantidades negativas, diremos que
en realidad son unas expresiones absurdas de los resul-
tados de sustracciones impracticables; que como tales
son indicios seguros de alguna incompatibilidad que hay
en la propuesta de la cuestion, de la cual hayan dima-
nado; de consiguiente nos dan 4 conocer que no es po-
sible resolver la cuestion sin que antes se rectifique al-
guna de sus condicionss, haciendo sustractiva alguna
cantidad que antes se habia supuesto aditiva, ¢ al con-
trario; y fltimamente, que se puede venir en conoci-
miento del modo de ejecutar esta rectificacion conside-
rando 4 las expresiones realmente absurdas— 6; — S;
—a;—b; &c., como si fuesen verdaderos simbolos de
cantidades, y haciendo uso de las reglas anteriormente
establecidas de los signos, en las operaciones que nos pro-
pongamos ejecutar con aquellas expresiones. Estos son
por lo menos hechos constantemente observados, y que se
pueden observar en todos los casos en que resulten tales

TOMO II. s
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expresiones; por manera que cuando se dice, por ejem=
plo, que restando—4 de @, el residuo es @b, el
Gnico modo de interpretar esta expresion en términos
que tenga sentido, es decir que la regla de los signos
establecida para efectuar la sustraccion con los verdade-
ros simbolos de las cantidades, aplicada ‘aun 4 aquellos
otros que no lo son, corrige el absurdo que habia en lo
que se nos mandaba ¢jecutar: se nos decia que restase-
mos , y debiamos sumar. Para nueva confirmacion de to=
do. esto propongimonos estotro problema. '

64 Un correo ha salido de Barcelona para Ma-
drid al mismo tiempo que otro ha salido de Madrid P

ra ir por el mismo camino & Barcelona: se sabe cudn-.

ta es la distancia de un puchlo 4 otro , J cudntas le-
guas anda _ por hora cada uno de los dos correos : y se
1N0S pregunta ien qué punto del camino, 6 lo que vie=
ne a ser lo mismo , d cudntas leguas de cualgquiera de
aquellos dos pueblos se encontraran los dos correos ?

A fin de presentar con mayor claridad las circuns-
tancias de la cuestion representaremos con una linea la
distancia de los dos puntos de partida , é indicaremos
estos dos puntos por las letras mayasculas B y M,y
por R el punto del encuentro. -

B R M

Representaremos ademas; como es de costumbre,
por letras mintisculas las: cantidades conocidas & inc6g-
nitas que entran en la cuestion; 4 saber:

por a el nimero de leguas que distan uno de oo
les puntos de partida, 6 como se suele decir,
Ia distancia B;

por b el ntimero de leguas que anda por hora el
correo que ha salido del punto B;
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por ¢ el nimero de leguas que anda por hora el
correo que ha salido del punto A/;

por x el nlimero de leguas que el primer correo
ha andado desde ¢l punto B hasta el punto R
del encuentro; i %

por y el niimero de leguas que el segundo correo
ha andado desde el punto A hasta el mismo
punto R.

Esto supuesto, es ficil echar de ver que cuando
los dos correos se encuentren habran corrido entre los
dos toda la distancia que hay desde uno de los puntos
de partida al otro, puesto que la distancia total BAL se
compone de las dos parciales BR y MR. Tendremos,
pues, en primer lugar esta ecuacion :

TH+y=a.

Considerando ahora que en Ia propuesta se nos dice
que los dos correos salieron 4 un mismo tiempo de sus
respectivos puntos de partida, inferiremos que anduvie-
ron en un mismo nimero de horas las distancias parciales
representadas por x € y. Sabiendo por otra parte que
dividiendo el nfimero total de leguas que cada correo ha-
ya andado por el ntimero de leguas que ande por hora,"
ha de resultar el nfimero de horas que ha empleado en

. S o x .
el camino, inferiremos que el simbolo = del cuociente

de aquella division representar4 el nfimero de horas que
ha gastado el primer correo en ir desde el punto B hasta

el punto R; y que el simbolo 2 representa el nfimero

[
de horas' que el segundo. correo ha necesitado para ir
desde M 4 R. Y puesto que segun la: propuesta de la:
cuestion-deben ser iguales estos dos n(imeros de horas,
: *
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tendremos esta segunda ecuacion :

E Gy

b = c :

Son pues las dos ecuaciones fundamentales de Ia
cuestion estas:
ry=as
% X

3
De la segunda se deduce facilmente que
ah
x=.£;

(7

y sustituyendo esta expresion del valor de x en la pri-

mera ecuacion, se trasformara esta en estotra:
. s :
e Y=as
(4
de la cual se deducen sin dificultad alguna las siguien-

tes: by-i—:y:ac; :
y(b+c):a€:
2 ae
i b——c :

Si ahora sustituimos esta expresion del valor de 7>
en la que antes hallamos del de x,
b
rT=—y;
4
se trasformara esta en

b ac abe s iical
X = — X =

ol Slbaiie [ e (Biney ToiBpe |
No hallindose el signo— en ninguna de las dos fér-
mulas que nos prescriben la serie de operaciones que de-
bemos efectnar con las tres cantidades conocidas para
hallar las incognitas, 6 lo que es lo mismo, no habien-
do que ejecutar sustraccion alguna para hallar estos va-
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lores, no hay que temer que, sean cuales fueren los ni-
meros representades por las letras @, b, ¢, pueda re-
sultar cantidad negativa para valor de alguna de las in-
cognitas ; y de consiguiente serd posible en todos casos
la solucion de la cuestion propuesta y de todas las que
sean enteramente semejantes 4 ella, sin necesidad de ha-
cer alteracion alguna en las condiciones que encierra.

En efecto, bien facil es ver que necesariamente se de-

ben encontrar dos correos que @ un mismo tiempo y por
un mismo camino vayan el uno desde B 4 M, y el
otro desde M @ B, 6 como se dice , que caminen en sex-
tidos opuestos. :

65 Supongamos ahora que habiendo salido como
antes los dos correos 4 un mismo tiempo de los puntos
By M, se dirijan ambos por un mismo camino hécia
otro punto C situado 4 la derecha de A3 6 como suele
decirse , que caminen en un mismo sentido:

B M R £ 0 .
en cuyo caso no podrd ya tratarse de averiguar dénde
se encontraran los dos correos, sino donde alcanzari el
que ha salido de B al que ha salido de A4, suponiendo,
como es indispensable para ello, que el primero ande con
mas velocidad que el segundos ni el punto R podré ya
estar entre By M, sino 4 la derecha de este tiltimo.

Conservando las mismas letras para representar las
cantidades analogas 4 las del problema anterior, obser-
varemos en primer lugar que en este caso la distancia
BM de los dos puntos de partida es la diferencia de
las distancias BR y MR andadas en un mismo tiempo
por los dos correos desde sus respectivos puntos de par-
tida hasta el punto en que el primero alcanzé al segun-
do. Tendremos, pues, esta primera ecuacion:
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T—y=a;
St o2 g)

y la segunda P

c
que expresa la igualdad de los tiempos empleados en
correr los espacios BR y MR, permanecerd la misma

que antes,
Estas dos Giltimas ecuaciones, resueltas como las an-
S &p o by
teriores , dan: =
C
by > 3 :
—_ —y=a;  by—cy=ac; ¥y (b—c)=ac;
(% : .
ac
L ¥y= 5
¥ b—c
b ac abe
T=e—x = 5
c b—c¢ ¢ (b—c)
ab
y finalmente =
‘ —C

Como en estas formulas estd indicada una sustraccion
enlacual b es el minuendo y ¢ el sustraendo; para que
sea practicable esta sustraccion, y 4 consecuencia sea posi-
ble la solucion del problema en los términos en que lo he-
mos propuesto, es absolutamente necesario que la canti-
dad representada. por 5 sea mayor que la representada
por ¢; es decir, que el correo que haya salido de B ande
con mas velocidad que el que haya salido,de A Solo en
este. caso seran, como suele decirse, positivos los valores
dezéy.

Si por ejemplo fuese

b=35651,
S»eﬁaz'b_-";:?)r* I)E.:fi

y.de.consiguiente 2 =22 a;
y=ia

X mits
7 TTa

Il
N
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y asi sabriamos cuanto distaba el ‘punto en que debe
verificarse el alcance , de cada uno de los puntos de par-
tida, puesto que s€ supone conocida la mutua distancia
de estos representada por a. ‘

Pero si en la propuesta de algun caso particular se
nos hubiese dado el valor dé » menor que el de ¢, ya
dejaba de ser practicable la sustraccion que las férmu-
las prescriben ; seria imposible la solucion del problema
en los términos en que lo hemos propuesto; y asi nos lo
indicarian los valores negativos de las incégnitas.

Si por ejemplo fuese

b= % r=ig U
setfa b—r=—+¢; ¥=—3a; y=-4a.
B M R C

Las expresiones que acabamos de hallar de Jos va.
lores de 2 € y, por lo mismo que son absurdas, estando
como estan rectamente deducidas de la propuesta, nos
dan inmediatamente 4 conocer que el problema es inso-
luble como no se varie alguna de sus condiciones. Y en
efecto ; qué cosa mas absurda que suponer que dirigién-
dose los dos correos hécia el punto C, situado segun nos
lo presenta la figuras y saliendo 4 un mismo tiempo de
los puntos By M, pueda el que salga de B alcanzar
jamas al otro, caminando mas despacio que él?7

66  Sin embargo, si con aquellas expresiones ab-
surdas ejecutamos las operaciones, indicadas en las écua-
ciones fundamentales, de donde han dimanado,

T—y=a5
e
St
haciendo mso para ello de las reglas de los signos, ten-
dremos estotras:
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—3a+4a=a;
4a

— 33X —=— —3
; 3 2

las cuales son rigorosamente verdaderas y exactas; y
con solo atender 4 los signos que estan antepuestos 4 Jos
términos. del primer miembro de la primera ecuacion,
vendremos en conocimiento del modo de rectificar la
propuesta de la cuestion y de hacer desaparecer el ab-
surdo que contenia, '

En efecto, en aquel primer miembro vemos que de
4a esta restado 3a; 6 lo que es lo mismo, del camino
andado por el correo que salio de A esta restado el ca-
mino andado por el correo que salié. de B, y asi resulta
la distancia de los dos puntos de partida, Ahora bien, es
muy facil echar de ver que esto no puede absolutamen-
te verificarse sin que los correos se dirigiesen 4 un punto
C, no situado a la derecha del punto M como la pro-
puesta suponia, sino 4 la izquierda del punto B, segun
lo representa la siguiente figura: :

Crs R B M

en cuyo caso debera alcanzar el correo que salio de M

al otro, y no al contrario, en un punto R situado 4 la
izquierda del B y no 4 la derecha del A4,

En este caso la distancia MR menos la distancia
BR serd igual & BM; y de consiguiente tendremos
esta primera ecuacion

y—x

.z

as

.
bl

o |= |l

y siendo la segunda

sera facil deducir de ellas estas otras:

ab _ a
Xi=

c—b ’ - c—b
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y sustituyendo en estas férmulas los valores supuestos
de by ¢, resultarin
r= 3a;
; J=44a;
es decir, valores sin nota alguna de absurdos; valores,
como suele decirse , positivos, y que resuelven la nue-
va cuestion en los mismos términos y sin necesidad de
alterar ninguna de las condiciones con que Gltimamente
Ia hemos propuesto.

67 En la cuestion del §. 65, propuesta con toda
la generalidad de que es susceptible, ocurre un caso en
el cual es absolutamente imposible la solucion, sin que
por mas alteraciones y modificaciones que se hagan en
las condiciones pueda desaparecer el absurdo. Esto se
verifica cuando sean iguales los valores de 4 y de ¢, 6
Io que es lo mismo, cuando se suponga que los dos cor-
reos caminan con velocidades iguales. En tal caso, hicia
cualquier lado que marchen en un mismo sentido los dos
correos, conservaran constantemente una distancia igual
4 la que haya entre los puntos de partida, y de consi-
guiente ninguno de los dos llegara jamds 4 alcanzar al
otro. Este absurdo, que ninguna modificacien de las
condiciones har4 desaparecer, se deja ver con bastante
claridad en las mismas ecuaciones fundamentales de la
cuestion; porque si en ellas hacemos b=, 6 lo que es
lo mismo, si sustituimos 4 en lugar de ¢, la segunda

: z ¥
ecuacion SR
b c
se trasformara en estotra:
z X
—_——
b b

de la cual se deduce que 2=y,
TOMO II g



146 TRATADO ELEMENTAL
A consecuencia de esto la primera ecuacion
r—y=a; 6y—x=a;
se trasformara en
r=r=a;bo0=a;

resultado evidentemente absurdo, pues que nos presen-
ta como nula una distancia cuya magnitad se nos ha
dado en la propuesta del problema.

68  Este absurdo se nos manifiesta de un modo muy
singular en las férmulas 6 Gltimas expresiones de los va-
lores de las incognitas

ab ac

¢ ) 3 == 5
b—-c J b—c :

pues suponiendo en ellas b=¢, el deneminador 6 divisor:

se hace cero, y se trasforman en estas:
swiabicl asicae
e
No es facil imaginarse cuil pueda ser el cuocien-
te de una division cuando el divisor sea cero. Lo finico
que se ve es que si fuere muy pequeiio el exceso que
b lleve 4 ¢, seran muy grandes los valores de éysy
que cuanto menor sea aquel exceso, tanto mayores se-
ran estos yalores; porque suponiendo, como aqui se su~
pone , un dividendo constante , cuanto menor sea el di-
visor;, taito mayor sera el cnociente (Ariz. §. §0). En
efecto, si fuere b=250=1,99; serd b—r=o0,01; y de
consiguiente .:=_2~a_. =2004; }}____1,99(: =199d.
0,01 0,01
Si fuere b=2; ¢=1,9999; sera b—r=0,0001 : y de
consiguiente
2a o o5 .1,9999a s
D00 e L %

donde se ve que cuanto menor es la diferencia repre=

=
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sentada por b—¢, tanto mayores van siendo los valores
dex éy.

Pero como por mas pequefia que sea una cantidad
no pueda decirse con verdad que es rigorosamente igual
4 cero; por mas pequefia que supongamos la_diferencia
representada por b—¢, y de consiguiente por grandes
que imaginemos los valores de x ¢ 75 jamds podremos

llegar 4 expresar los que corresponden al caso en que

sea b=c.

Esta particularidad de no ser posible designar en tal
caso por ningun nfimero, por grande que se le supon-
ga, el valor de ninguna incégnita, se expresa diciendo
que este valor es snfinito; y 4 toda expresion de la for-

m
maT, cuyo denominador es cero, se la mira como un

simbolo de un valor que por grande es inasignable , 6
como suele decirse , es infinito.

No es pues el snfinito matemético otra cosa que una
idea negativa, de la cual nos valemos para expresar la
absoluta imposibilidad de asignar niimero alguno tan
grande , que sea capaz de resolver la cuestion que nos
baya conducido 4 férmulas semejantes 4 las que acaba-
mos de examinar.

Una vez que un razonamiento rectamente formadeo
nos ha conducido 4 tales expresiones 6 férmulas , se nos
podria preguntar, ;c6mo satisfacen 4 las ecuaciones fun-
damentales de la cuestion los valores que hemos hallado

ab ac
P e g —_—
gl

puesto que es una propiedad esencial del Algebra que
en ejecutando conforme 4 sus reglas las operaciones in=

dicadas en la propuesta con los simbolos que: finalmente
*
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resulten de los valores de las incégnitas; sean los que
fueren, han de satisfacer a las ecuaciones fundamentales

del problema. ;

: En contestacion 4 esta pregunta sustituiremos aque-

llas expresiones en las ecuaciones
&
: b b
que corresponden al caso en que b=c¢; y se trasforma-

ra la primera en estotra:

ab  ab
S L
0 0

de la cual se deducen estas:

i) —=a; ab—ab=axo; a(b—d;):‘axo; 0=o,
por ser ax o =o.

La segunda ecuacion se trasforma por medio de Ia
sustitucion en estotra:

: ab ab
0x<b 0xb
cuyos miembros son enteramente iguales. Estan pues
completamente satisfechas las dos ecuaciones fundamen-
tales del problema.

Todavia tenemos otro medio de venir en conoci-
miento del absurdo que la propuesta envuelve, y de
descubrir si es 6 no posible hacerlo desaparecer por al-
guna modificacion de las condiciones. Para esto dividi-
remos por % los miembros de la ecuacion x—a=a, en
la cual se trasforma la primera ecuacion fundamental
despues que de la segunda deducimos que 2=y, Aque-
lla division nos dard de11a

5

a > 5 @
I—1=—;06 lo que eslo mismo, o=—,
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Esta Gliima ecuacion, rectamente deducida de la
propuesta, nos da a conocer que todo el absurdo de la
cuestion viene 4 reducirse 4 exigir que sea igual 4 cero

2 4 a . 7 A ’
el quebrado 6 cuociente —, cosa que jamds podré ve-
x -

rificarse como no sea tambien igual 4 cero el numerador
6 dividendo @. Con todo, como 4 medida que crece el
divisor , disminuye el cuociente , cuanto mayor sea el va-
lor que asignemos 4 x, tanto mas se aproximard 4 cero el

lor de 2; bi jamé 4
valor ae —; 1€N que ]amas podxa S€r exXactamente
xz

igual 4 cero, segun requiere la propuesta del problema °,

Con razon pues el Algebra nos da del valor de Ia »
en este caso una expresion a la cual no puede equivaler
exactamente nimero alguno por grande que sea; con ra-
zon nos da 4 entender que aquel valor es inasignable por
grande, 6 como se dice, es infinito; indicindonos por
este medio que de ningun modo es posible hacer desapa-
recer enteramente el absurdo que la propuesta envuel-

ve. Lo mas que podremos hacer serd disminuir, cuanto

queramos , el error, aumentando mas y mas el valor que
asignemos 4 x; como nos lo indica la gran magnitud

a 0 ' E
1 Puesto que —— mo puede jamds ser exactamente igual 4' cero,
pero puede aproximarse 4 serlo cuanto se quiera, serd cero el Umite
Sarg : :
de la fraccion 3 (Arit. §. 101). Algunos llaman infinitamente  pe-

quenas 4 las cantidades cuyo Umite es cero; ‘otros laman ‘cantidad
infinitamente pequeria al mismo cero, considerado como limite de
aquellas otras cantidades. Ni en uno ni en otro sentido tiene aqueﬂa
expresion la propiedad, exactitud y claridad apetecibles; pero por su
brevedad podrd admitirse siempre que previamente se fije el sentido
en que se la use. : ; i
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que esta incégnita va adquiriendo 4 medida que se va
acercando 4 cero el residuo b—r.

69  Si caminando los dos correos con igual veloci-
dad y en un mismo sentido, se supusiese ademas que
hubiesen salido de un mismo punto y 4 un mismo tiem-
po, serfa ridiculo el querer determinar el punto en que
se reunian; pues esta reunion debia en tal caso verifi-
carse en todos los puntos del espacio que anduviesen. Sin
embargo, es digno de verse c6mo nos manifiestan esta
particularidad las expresiones que antes hemos hallado
de los valores de x ¢ 7, modificadas segun lo exigen
las circunstancias de la nueva cuestion.

M
B { c
En ella se supone que los puntos B y M de partida
se han confundido en uno solo, y de consiguiente la dis-
tancia de ellos @=o0; por otra parte se supone que b=¢.
Vendran pues 4 trasformarse las férmulas generales e
0xb 0 0xc 0 j
estotras : x = =—; Jy= =—.
: 0 0 0 0
He ahi dos expresiones de cuocientes en las cuales
el dividendo y el divisor son ambos cero. Para descifrat-
las volvamos 4 las ecuaciones fundamentales , y veremos
que se reducen en este caso 4

T—y=0;
& J
T

y deduciéndose de la segunda que x=y, se trasforma-
ra la primera en una de estotras :
=050 o=
L5k =95 QXF L
2 X . . 7
Expresiones semejantes 4 estas Gltimas, 4 las cuales se les
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ha dado el nombre de ccuaciones idénticas y que de-
jan enteramente indeterminado el valor de la incégnita,
son generalmente el resultado final 4 que nos conducen
todas aquellas cuestiones en que se supone peculiar de
alguna sola cantidad una propiedad comun 4 todas las de
su especie. En el caso presente mnos indican que sea la
que fuere la distancia 4 que los dos correos se hallen del
punto de partida, estaran constantemente reunidos, y asi
queda absolutamente indeterminada aquella distancia,

: 0 ;
Se ve pues, que la expresion 7 due de la férmula ge-

neral dedujimos para este caso particular, no es aqui
otra cosa que un simbolo de una cantidad indetermina-
da. Decimos aqui, porque hay casos en que no es este
el significado de aquella expresion; pero tambien el orj-
gen de ella es muy diferente.

70  Daremos un ejemplo de estos otros casos en
la expresion

o(a*—07)

—

bla—b)

0 s 7
la cual se trasforma en — si de}éndola en la forma
J 0

€N que se nos presenta, suponemos que sea a=4; pero
si echamos de ver que los dos térmiinos de la fraccion
tienen el factor comun @—4, y suprimiendo este factor
comun reducimos la fraccion 4 su mas simple expresion,
se trasformard primeramente en
a(a -+ b) :
b 3
y haciendo en esta expresion @=5, serd su valor 2a.

i ¢ ; Bia:
- Vemos pues que €n este caso la €xpresion — tie-
0
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ne un valor determinado cual suponemos ser 2 4, por-
que el origen de ella ha sido un factor comun al nume-
rador y al denominador de la férmula propuesta, el cual
se reducia 4 cero en el supuesto de ser a=5. Pero las
férmulas generales de los valores de x é y, que en el

: 740 ;
parrafo anterior se redujeron a = oteqiy factor. al-

guno comun al numerador y al denominador, y de con-
siguiente eran irreducibles 4 mas sencilla expresion.
De esto se sigue que cuando alguna sustitucion

: 0 : .
particular trasforme en T férmula general frac-

cionaria, debemos ante todas cosas averiguar si el nume-
rador y el denominador tienen algun factor comun, que
reduciéndose 4 cero por medio de la sustitucion, haga
que tambien se reduzcan 4 cero los dos términos de la
fraccion. En caso que lo tengan deberemos suprimirlo
antes de hacer la sustitucion, y de este modo vendre-
mos en conocimiento del verdadero valor de la expre-
sion propuesta. Es necesario confesar que no siempre
basta esto para determinar aquel valor; pero los limites
4 que nos hemos propuesto cefiir este tratado no nos per-
miten extendernos mas sobre este asunto, y nos obligan
4 diferir para cuando tratemos del calculo diferencial la
exposicion de los métodos generales para hallar el ver-
dadero valor de las expresiones trasformadas por algu-

v o 0
na sustitucron en —_

71 Lo expuesto hace ver con bastante claridad que
en habiendo traducido fielmente al lenguaje algebraico
la propuesta de un problema, las formulas algebraicas
que por 4ltimo resultado deduzcamos de las ecuaciones
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fundamentales nos dardn valores que satisfaran comple-
tamente 4 todas las condiciones de la cuestion siempre
que su solucion sea posible. Cuando no lo sea por ra-
zon de algun absurdo que la propuesta envuelva, las
mismas férmulas nos lo daran 4 conocer juntamente con
la modificacion que 4 veces basta hacer en las condicio-
nes para que desaparezca la incompatibilidad que antes
tenian, y venga asi 4 formarse con los mismos datos
otra cuestion algo parecida 4 la anterior, y cuya solu-
cion sea posible. Si el absurdo que la propuesta envuel-
ve fuere tal que ninguna modificacion de las condicio-
nes pueda hacerlo desaparecer, el Algebra tiene tam-
bien medios de manifestarnos con ciertas expresiones que
con las cantidades que se suponen conocidas no es po=
sible resolver cuestion alguna aniloga en cierto sentido
a la propuesta; y no menos los tiene para indicarnos que
alguna propiedad, que se ha supuesto peculiar de una
sola cantidad desconccida, es comun 4 todas las de su
especie. En suma, con el auxilio del lenguaje algebrai-
co no solo resolvemos las cuestiones, cuya solucion es
posible, sino que tambien descubrimos los que se pue-
den muy bien llamar diferentes grados de imposibilidad
para conseguirlo; de todo lo cual iremos viendo nuevas
pruebas en lo sucesivo.

72 Es muy digno de observarse cémo representa
el Algebra la diferencia que facilmente se advierte en
las circunstancias de las dos cuestiones propuestas en los
§§. 64 y 65, en la primera de las cuales caminaba ha-
cia B el correo que habia salido de A7, y en la segunda
hicia el lado opuesto. Cotejemos con este: objeto las
‘ecuaciones primitivas 'y las férmulas finales correspon-

‘dientes 4 entrambas cuestiones, y veremos que en la
TOMO 11, v
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una la primera cuestion fundamental es:

] yH+y=ai
y en la otra:

r—y=a;

y siendo en ambas una misma la segunda ecuacion, pa.
semos 4 hacer igual cotejo de las formulas finales. En la
primera cuestion hemos hallado que

ab ac
xr= H y= 3
b——c b——c
y en la segunda:
ab ac
Tiz= 5 = 3
B 07 e

En las ecuaciones vemos que la y, simbolo del ca-
mino andado por el correo que salié de A4, estd suma=
da en la primera cuestion y restada en la segunda; en
la primera tiene el signo +, y en la segunda el signo —;
6 como suelen decir, en la primera es positiva, y en
la segunda negativa.

En ‘el denominador de las férmulas respectivas 4 la
primera cuestion, la ¢ que representa el nimero de le-
guas que el mismo correo anda en cada hora, estd su~
mada con la b5 y en las de la segunda esta restada de
la misma b. Por manera, que con la mera mutacion de
un signo se pueden aplicar a la segunda cuestion las
férmulas de la primera, y al contrario, por cuya razon
en habiendo resuelto la una se puede mirar como re-
suelta la otra. Asi que se dice que el Algebra nos da
en la solucion de una cuestion las de otras muchas cues-
tiones analogas. , i

“El ‘problema tercero del §. 14 puede ser un nuevo
ejemplo de esto. En la propuesta de aquel problema
supusimos que el padre debia al hijo una cantidad re-
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presentada por 4, y hallamos por férmula final
LY be——d
g = :
a—+-b
Piies ahora , si quisiéramos que esta formula sirviese
aun para el caso en’ que el alcance hubiese sido contra
el Hijo y a favor del padre, no tendriamos que hacer
otra' cosa siio mudar el signo de la 4 simbolo del al-

cance; y resultaria para este nuevo caso:

be—d
e

a—i—b‘

Y si supiéramos que en el ajuste de cuentas ha-
bian' quedado padre € hijo en paz, con solo hacer la
d=o, 6 lo que equivale a esto, con solo suprimir de
la férmula anteriormente hallada la 4, tendriamos:

be
a——-b

Es sumamente facil comprobar estas dos soluciones,
poniendo separadamente en ecuacion los dos tltimos
problemas, y resolviéndolos como si cada uno de ellos
fuese el primero de su especie que se nos hubiese pro-
puesto. s :
Esta aplicacion, que con frecuencia suele hacerse
de una formula hallada para cierto caso particular 4
otros casos anlogos , es origen de muchos valores ne-
gativos, que indican, no precisamente que los nuevos
problemas contienen algun absurdo , como lo indicarian
si directamente los hubiésemos puesto en ecuacion, sino
que para aplicar 4 los nuevos casos la férmula anterior-
mente hallada es necesario hacer alguna mutacion de
signos por razon de alguna diferencia de circunstancias
que haya entre el caso para el cual se hall6 primitiva-

mente la férmula, y los nuevos 4 que se la haya apli-
*

L=
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cado. Ya se nos presentaran ocasiones de manifestar to-
da la importancia de esta observacion.

73 Si hemos designado con dos letras distintas las
cantidades que nos proponfamos hallar en los proble-
mas de los §§. 56 y 64, ha sido solo con el objeto de
presentar ejemplos de ecuaciones con dos incégnitas, y
de dar 4 conocer el modo de resolverlas; pero pudimos
muy bien haberlos resuelto ambos por medio de una
ecuacion con una sola incégnita.

En efecto, habiéndosenos dicho en la propuesta del
primero que el artesano habia recibido al fin de la pri-
mera temporada 222 reales por valor de sus 12 jorna-
les y de los 7 de su hijo, es consiguiente que si repre-
sentamos, como antes, por y cada jornal del hijo, 7y
represente la suma de los 7 jornales de este; 222,— 7y
229 7y

12
vendrd 4 ser una expresion de cada uno de los jornales
de este Gltimo. :

Habiéndosenos igualmente dicho que al cabo de la

segunda temporada habia recibido 150 reales por valor

450 By i
de sus 8 jornales y de los 5 de su hijo,—-s—f-vendra a

representard la de los 12 jornales del padre, y

ser otra expresion de cada uno de los jornales del padre.
Podremos, pues, formar esta ecuacion:
222 —Ty 1y 4505y :
4916 somerBlad o
la cual es suficiente para resolver el problema.
En el del §. 64 es ficil ver quesi se designa por x el
B R Mm
camino BR andado por el correo que salga de B, a—x
representard el camino MR andado por el correo que

T —

—PE——————
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salga de M, en el namero de horas que medien entre
el momento de la salida y el del encuentro. La frac-

. z ’ . z T
cion — sera una expresion de aquel nfimero de horas;
b

a—z ’ . . 7
sera otra expresion del mismo nfimero, y de

C
consiguiente podremos formar esta ecuacion:

a——z

x
b

b ]
c
de la cual se deducen facilmente estotras:
ab
b——c
Entre estas soluciones y las que anteriormente he-

mos dado (§§. 56 y 64 ) de los mismos problemas; no
hay mas diferencia que el haber aqui formado y resuelto -
la primera ecuacion en lenguaje vulgar, y sin valernos
del algebraico; y bien se ve que cuanto mas adelante-
mos en el razonamiento sin mas auxilio que el idioma
ordinario, tanto menos habrd que hacer con el simbélico
para llegar 4 la conclusion. :

74  Suele proponérsenos el problema del §. 64 con
una nueva circunstancia que no hace mas dificil su so-
lucion.

¢x=ab—bx; ex+bx=ab; x(b+c)=ab; z=

o

B ciomennno R C M

Se supone que uno de los dos correos (por ejemplo,
el que salio del punto M) se puso en camino un nime-
o d de horas antes que el otro.

Todo el efecto que esta nueva circunstancia pro-
duce no viene 4 ser en realidad otra cosa que haber
trasferido el primer punto de partida 4 otro punto C,
y haber por consiguiente disminuido la distancia de los
dos puntos de partida ; porque el carreo que sale de M,
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y.anda en cada hora ¢ leguas ;en d horas habra -camira-
do ¢d leguas , y se hallard en otro punto € cuando llegue
a salir de B el otro correo. Asi que la distancia de uno
4 otro no serd ya la que hay de B4 A, sino lade B 4 C;
no serd ya a, sino @ —cd. Sustituyendo @ —¢d en lugar
de @ en'la ecuacion del §. anterior, se trasformard esta

. e z a-—cd—-—x
en la siguiente: T:-——- 3

c

; b——bcd
de la cual se deduce quer=- :

b—=c
Si los correos caminasen en un mismo sentido , como

supusimos en el problema del §. 63,

B: M C R
el intervalo de'los nuevos puntos de partida’ B y C se-
ria: @< cd; Siendo pues z el camino- BR' andado por un
correo hasta el punto R dela reunion, el camino CR
andado en el mismo ‘tiempo por el otro correo serd
x—a—cd, y de consiguiente tendremos esta ecuacion:

x o ge——a—cd
c
{ ab—=bcd
de Ia cual se deduce que 7= eI bk
—_C

75 En el supuesto de que los correos caminen en

sentidos opuestos , y con la nueva circunstancia de haber
salido el uno de ellos del punto A un niimero 4 de ho-
ras antes que el otro saliese del punto B, puede resultar
para la x un valor negativo, cuya interpretacion ofrece
alguna dificultad. Esto serd en el caso en que los niime-
1058.4 y ¢ sean tales que su producto ¢4, simbolo del ca-
mino: MC andado por un correo antes de la salida del
otro, sea mayor que , es decir, que la distancia A B.

C R B M
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En tal caso el correo que ha salido dé“Af se ‘hallard
en un punto C situado 4 la izquierda de B antes'de ha-
ber salido de este {iltimo punto el otro correo 5 y puesto
que este otro camina hacia M , es un_absurdo suponer
que sin hacer alguna variacion en las condiciones de la

propuesta puedan ya encontrarse. - 3
Si por ejemplo fuese a= 100 leguas; b= 2 leguas;
¢=3 leguas; d=40 horas; seria cd =120 leguas; y el
punto C estaria 4 20 leguas de distancia del punto B, y
a su izquierda., Sustituyendo estos valores en la férmu-

la, resultard: ]

_100x2—2><5><40 o 200 —240° —40

5 243 TR Gg DR Ry
Por de contado esto nos indica que la cuestion con-
tiene condiciones incompatibles, y que no es posible re-
solverla en los términos en que se nos ha propuesto : in-
dica ademas que es susceptible de cierta modificacion
por medio de la cual se formard otra cuestion en que
entren las mismas cantidades conocidas, Y cuyo resulta-
do sea que los correos deban encontrarse en un punto R
situado 4 la izquierda del punto B, y 4 8 leguas de dis-
tancia de este; en una palabra, situado entre los puntos
By C,sin embargo de que & primera vista parezca que
hallandose en C el correo procedente de M cuando el
otro salié de B, no se podran reunir sino en un punto

situado 4 la izquierda de C. : '

Para venir en conocimiento de la nueva cuestion,
y de la modificacion que debemos hacer ‘en la anterior,
representemos por—m el valor negativo que nos ha re-
sultado para la incégnita, es decir, para el camine an-
dado por el correo procedente de B hasta encontrar al
otro. Sustituyamos aquel valor en lugar de la 2 en la

== 8.
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ecuacion, haciendo para ello uso de las reglas de los
signos; y asi tendremos esta ecuacion verdadera y sin
absurdo alguno:

m a—cd—~-m

, B b .
de la cual mudando los signos en ambos miembros, re-
sultara estotra: :

—

.
——

m. ca.’——-a-—-m_
bioit oy

y como el numerador de la segunda fraccion representa

el camino andado por el correo procedente de AL, des-

de que se hallaba en el nuevo punto de partida C hasta

el punto del encuentro; es claro. que este punto debe

hallarse 4 la derecha de C, puesto que el minuendo ¢4
-es_mayor que. el sustraendo z-+m. Tambien es claro
que el mismo punto se halla 4 la izquierda de B, puesto

que a-+m es lo que se debe restar de ¢d para que re-

sulte el camino andado por el correo procedente de M,

Ni lo uno ni lo otro puede verificarse sin que el correo

procedente de B se haya dirigido hacia C y no hacia A;

¥ sin que el correo procedente de M, despues de haber
llegado 4 €, haya retrocedido hicia B. Este retroceso,
que puede parecer muy extraordinario, es indispensable

en el supuesto de que los correos se hayan de reunir ca-

minando. en sentidos opuestos; de lo contrario , 6 no se

reunirian , 6 no se verificaria esta reunion caminando los

dos correos en sentidos contrarios,
. He aqui pues la nueva cuestion, 6 sea la anterior
modificada en términos que no contenga absurdo algu-
no, y que sea posible su solucion :
€ R B ~ u
Sali6 de M un correo caminando 5 leguas por hora;
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y habiendo corrido por espacio de 40 horas y l/legado al
punto C, retrocedié. Al tiempo en que empezo a reiro
c?der, salié de otro punto B situado en la misma carre-
ra y distante 100 leguas ({e M OL£0IG0r1iea mmzn'ando 2
leguas por hora, y dirigiéndose hacia GicSe pxlegu‘r;ta
¢d qué distancia del punto B se encontraron los daos
correos ? ; - .

Si nos propusiéramos resolver directa € inmediata -
mente esta cuestion , hallariamos por resultado final que
x =8 leguas.

76 El problema del §. 56, generalizado se puede
proponer en estos términos: .

Un artesano y un hijo suyo trabajaron en una obra,
el primero por es pacio de a dias , ¥ ¢l segundo por espa-
cio de b dias, é importaron los jornales de ambos c rea-
les 3 volvieron d trabajar en la misma obra, el pr.zmerol
por espacio de d dias, y ¢l segundo por el de e dias, ¢
importaron los jornales de entrambos £ reales. Se pregl'mp-
ta ;cudantos reales ganaba cada uno de Ios.dos por dia:

Representemos , como antes, por & el jornal del pa-
dre; y en @ dias habrd ganado ax; ; :
por y el jornal del hijo; y en .b dias habra. ganado by.

Asi que tendremos esta primera ecuacion:

ax—+by=c. :

Del mismo modo, los jornales del p%dre en d dias
importarén dx; y les del hijo.en ¢ dias seran ¢y. Tendre-
mos pues-esta segunda ecuacion :

' dx+ey=f;
y hé ahi las dos ecuaciones fundamentales del problema.

De la primera ecuacion se deduce que

c——b]'
=

3
a

TOMO 11. X
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y multiplicando por 4 esta expresion: del valor de x serd

_ cd—bdy

do="""

a ¥

sion en la segunda ecuacion fundamental, se trasforma-
rd esta en estotra :

cd——bdy: . ;
il gy ==
a

. Sustituyendo ahora esta Gltima expre-

Multiplicando. por a. todes los términes de -la ecua-
cion, tendremos: e
cd—bdy+aey=af;
de donde deduciremos :
acy—bdy =af —cd;
7 (ae—ba)=af—d;
G —ad
O b :
Pudiendo ya mirar como enteramente conocido el
valor de y, lo sustituiremos en la expresion que antes.
hal.lamos del de 2, y se trasformard esta en la si-
gulente: af —cd

C— Dt e
ae— b

r=
a
la cual podremos tambien mirar como enteramente co-
nocida. :
A fin de simplificar la Gltima expresion efectuare-
mos en primer lugar la multiplicacion indicada: de las.

cantidades afeeds L -
iy S
ac—-bd

abf—bed J o .
S I € consiguiente sera
ae— bd. 2 &

- abf——bed
c‘agf i

cuyo producto es

ae—bd

it

a .

DE ALGEBRA. 163
‘Reduciendo 4 quebrado el entero y quebrado que
forman el numerador 6 dividendo de esta expresion, se

convertirda ‘€n estotra :
" ace—bed—abf——bed

ae—=bd
p= y
a
y reduciendo términcs semejantes;
ace—abf’
ac—bd
o iy

a

1 Si alguno tuviese duda sobre el significado de estas expresiones,
tenga presente que en la férmula = el numerador A4 represen-

ta al dividendo, y el denominador B al divisor, y asi el uno como el
otro pueden ser niimeros enteros, quebrados ¢ mixtos. En esta atencion

M

NV 3 :
.z=-5 significa que « es igual al cuociente que debe resultar de la

M

M 5 :
division del quebrado T por D, y de consiguiente equivale 4 m

: M ; ; ;
La férmula 2= — quiere decir yue z es igual al cuociente que
N q 5
D, : _
debe resultar de la division de la cantidad M por la fraccion 5 y
M
MD R
de consiguiente equivale a . La férmula.z= significa
D
que la z es igual al cuociente que debe resultar de la division del
/8 - MD

A N i S
quebrado 55 por el quebrado Y de consiguiente equivale 4 o

y asi de otras varias expresio-es. Las que hemos descifrado pueden
. r
bastar para dar 4 conocer lo mucho que importa colocar la linea de

division segun sea el resultado que nos propongamos indicar.
¥*
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Efectuando la divivision por &, resultard :

-e—ab,
==Y

1 3

a*e—abd
y suprimiendo el factor & comun al numerador y al de-
rominador (§ 38), tendremos por Gltimo:

cc——&f
i ae—&d— .
Luege que hayamos hallado las férmulas ge: erales
- ce—bf (f-—cd
I = = 3
ae—>bd ae—->bd

podremos aplicarlas 4 la solucion de todos los problemas
particulares semejantes al propuesto , sustituyendo en
lugar de cada letra el ntimero representado por ella, v
efectuando las operaciones indicadas , segun ya lo hici~
o (§ 14) en una ecuacion que tenia una sola’ in-
cognita, ;
En efecto, si hacemos

a=12; b=7;c=222;

d= 8;¢=¢;f=150;
y efectuamos las operaciones que estan indicadas en Ia
formula , resultaran los valores particulares que hemos

hallado en el §. 56.
Y si hacemos
a=12;b=7;c=138;
d=78i =g f=lgo:
en efectuando las operaciones indicadas, hallaremos el
mismo resultado que en el §. ¢8.
77 Las ecuacioncs fundamentales
ar+by=c¢
: a’x:—t— =T
pueden representar las de todos los problemas que pue-
den resolverse por medio de dos ecuaciones del primer

e e
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grado que contengan dos inc6gnitas ; y las formulas que
por resu'tado final hemos hallado para expresar los va-
lores de x y de y , pueden aplicarse @ cuantos problemas
puedan ocurrir de esta clase ; con tal que se consideren
las letras @, b, d , ¢ como simbolos de las cantidades co-
nocidas que multipliquen respectivamente 4 las incog-
nitas despues que se hayan traspuesto al primer miem-~
bro todos los términos en que estas se hallen, y las le-
tras ¢ y f como simboles de todos los términos entera=
mente cotocidos, despues de traspuestos al segundo
miembro. J
Asimismo lo que hemos practicado para deducir de
las dos ecuaciones fundamentales propuestas las formulas
finales, se puede tambien mirar como un modelo de lo
que deberemos ejecutar en todos los casos semejantes ; lo
cual se reduce en suma a que ¢n una de las ecuaciones
se despeja una de las dos incégnitas s de este modo se
obtiene una expresion de su valor , la cual sustituida en
la otra ecuacion , hace que esta no tenga mas de una in-
cbgnita, y que ya entonces se le puedan aplicar las re-
glas establecidas (§§. 10 y sig.).
Por {ltimo haremos las dos advertencias siguientes:
1.* No son suficientes dos ecuaciones cualesquiera
para determinar los valores de otras tantas incognitas que
haya en ellas; es necesario que una ecuacion no esté
deducida de la otra, pues de lo contrario equivaldran
las dos 4 una sola. Asi que las ecuaciones
20+ 3y =12
42+ 06y=124
no son reputadas por dos sino en la apariencia; pero en
realidad se reducen a una sola, porque en multiplican-
do por 2 los miembros de la primera, resulta la segun-



166 'TRATADO ELEMENTAL
das y en tomando la mitad de los miembros de ‘esta re-
“sulta Ta primera. Téngase pues entendido que en cuan-
tos casos hablemos de cualquier nfimero de ecuaciones,
suponemos que son realmente distintas ¢ independientes
las unas de las otras.

Es necesario ademas que las dos ‘ecuaciones no sean
entre si contradictorias ‘6 ‘incompatibles, Si, por ejem-
plo, se deducen de la propuesta de un problema estas
dos ecnaciones,

2r+3y=I2

4r+06y=20
es muy facil ‘echar de ver que estas dos ecuaciones no
pueden de modo alguno verificarse 4 un mismo tiempo,
y que de consiguiente la cuestion que asi lo requiere
es enteramente absurda. :

2% Cuando en mas de dos ecuaciones independien-
tes no haya mas de dos incégnitas, las ecuaciones que
haya ademas serdn supérfluas en caso que las condicio-
nes expresadas en ellas sean compatibles con las conteni-
das en las otras dos; pero si fueren incompatibles, serd
imposible la solucion del problema. Asi que, si de la tra-
duccion algebraica de la propuesta de una cuestion re-
sultasen estas tres ecuaciones :

20+ 3y=22

e o) =23

47 +8y=40
una de ellas serd supérflua, porque en habiendo deter-
minado por medio de cualesquiera dos de ellas los va-
lores de las dos incognitas, estos valores satisfacen 4 la
‘tercera, Pero con solo ‘variar cualquiera de los términos
de una de ellas vendria 4 ser “imposible la solucion del
problema, ik
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De la resolucion de tres 0 mas ecuaciones gue contengan
igual rimero de incognitas.

78 Cuando la propuesta de una c1.1ffs~.tiop co'nt'iene
explicita 6 implicitamente tantas condiciones distintas
cuantas sean las cantidades incognitas , cuyos valores. nos
propongamos averiguar , cada una"de las c,ondi.ciones se
traduce, como ya hemos visto, @ una ecuacion alge-
braica. La cuestion en tal caso se llama determinada,
porque se pueden determinar con certeza los valores de
las cantidades desconocidas; pero como en cada una de
las ecuaciones pueden y suelen con frecuencia estar mez-
cladas muchas incégnitas, el primer paso que debemos
dar para resolver . tales ecnaciones es d.educir.de todas
ellas una que no contenga mas de una incognita. Szem-
pre que en ninguna de las cuestiones fwzdczn'mztales haya
mas potencia. de. las incognitas que la primera, es fd-
¢l deducir de cualquiera de las ecuaciones una ¢xpre-
sion del valor de cualquicra de las incognitas , y susti-
tuyendo esta expresion en todas las demas ecuaciones,
las que de nuevo resulten tendrdn ya .wz:z incognita me-
nos. Repitiendo en estas nucvas ecuaciones el mismo pro-
cedimiento , obtendremos al cabo una ecuacion, en la
cual no habrd wmas de una sola incognita.

Esta operacion, por medio de la cual hacemos, por
decirlo asi, desaparecer de las ecuaciones una 6 mas in-
cognitas , se llama e¢liminacion. Con su auxilio deduci-
mos de tres ecunaciones que tienen tres incégnitas dos
ecnaciones que contengan solo dos incGgnitas : de las dos
nuevas ecuaciones deducimos por Gltimo una que no
contiene mas de una incégnita; y determinado el valor
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de esta, determinamos facilmente los de todas las otras.
Del mismo modo de cuatro ecnaciones con cuatro in-
cognitas deducimos tres ecuaciones con una incognita
menos; de estas tres deducimos dos con otra incégnita
menos; y Gltimamente de estas dos deducimos una con
una sola incégnita; y determinado el valor de esta se
determinan facilmente los de todas las demas. Lo mismo
puede decirse de cualquier otro nlimero de ecuaciones
que contengan igual nimero de incégnitas que se ha-
llen todas en primera potencia. ~

Propongamonos ya una cuestion que nos conduzca
a tres ecuaciones con tres incognitas.

79 Uno ha comprado ¢l trigo, la cebada y el cen-
teno que en tres viajes han conducido unos arrieros. En
el primer 'vz'czje fueron 30 las fanegas de centeno, 20
las de cebada, y 10 las de trigo, é importaron todas
2500 reales. En ¢l segundo fueron 15 las fanegas de
centeno, 6 las de cebada,y 12 las de trigos y d los
mismos precios que las del primer viaje importaron 1580
reales. En el tercer viaje fueron 10 las fanegas de cen-
teno, 5 las de cebada, y 4 las de trigo; y a los mis-
mos precios que las anteriores importaron 750 reales.
Se pregunta: ¢4 ¢émo costé cada fanega de centeno, ca-
da fanega de cebada, y cada una de trigo?

Representemos por x el nimero de reales, precio de
cada fanega de centeno;
por y el de cada fanega de cebada;
por z el de cada fanega de trigo;
y de consiguiente el valor total de 30 fanegas de cen-
teno sera 3ox; ;
el de 20 fanegas de cebada sera 20y;
el de 10 fanegas de trigo serd 1cz.

" DE ALGEBRA., . 169

Y como la suma de estas tres cantidades deba sers
con arreglo 4 la primera condicion del problema, igual
4 2300 reales, tendremos esta primera ecuacion:

307+ 20y ~+ 102=2300.

Asimismo el valor total

de 14 fanegas de centeno sera 15x;

de 6 fanegas de cebada sera Gy

de 12 fanegas de trigo sera 1273
y traduciendo al lenguaje algebriico la segunda condi-
cion, resultard estotra ecuacion :

152+ 6y+122=1380.
Por altimo el valor total

de 10 fanegas de centeno sera Iox;

de ¢ fanegas de cebada serd gy;

de 4 fanegas de trigo sera 4z;
y la traduccion algebraica de la tercera condicion del
problema sera esta ecuacion :

10T+ §y—+ 42=7540.

Tendremos pues fielmente traducida al lenguage
algebraico la cuestion que se nos ha propuesto, en las
tres ecuaciones siguientes:

SO.T"F 20}’4—[02’.:2300
18r+ 6y+122=1380
LOX - ch g — 750,

Antes de emprender la resolucion de estas ecuacio-
nes veamos si son susceptibles de alguna simplificacion;
examinemos si los dos miembros de alguna 6 de algunas
de ellas son divisibles por un mismo nfimero (§. 12 );y
veremos que los de la primera son ambos exactamente
divisibles por 10, v los de la segunda por 3. Efectue-
mos estas dos d1v1s'ones . ¥ podremos sustituir en Iugar
de aquellas tres ecuaciones estotras:

TOMO 1II. Y
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3T+2)+ z =230;

§&+ 29+ 4z=460;

Iox—+ 5}'—9—42.:750.

Estando 4 nuestro arbitrio elegir la ecuacion qne
mejor nos parezca para deducir de ella una expresion
del valor de cualquiera de las incognitas, deduzcamos
de la primera ecuacion una expresion del valor de z;
pues no teniendo esta incOgnita coeficiente en aquella
ecuacion, la expresion de su valor resultard sin divisor,
y por tanto sera mas facil sustituirla en las demas ecua-
ciones. De la primera pues se deduce que

Z+230—37—2);
y sustituyendo esta expresion en las otras dos, se tras-
formaran en estotras:
§u-+-2y+920—122—8y=460;
lox—+4y-+920—I2x—8y=7¢o0,

Reduciendo, trasponiendo y mudando los signos,

tendremos : 72+ 6y=460;
22 -+ 3)’: I 70.‘

Ya que hemos eliminado la z y que las ecuacio-
nes estan reducidas a dos con dos incégnitas, deducire-
mos de la primera la expresion que de ella resulta para
el valor de y, la cual sera:

460 — Tz

y::_ﬁ__. 5

y sustituyéndola en la otra ecuacion se trasformara esta
en la siguiente :

460 —T7zx
22:—!—3 > =170;
la cual viene a ser esta:
460 — Tz
20 + =170:

{:‘.(

n‘z

S
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Habiendo ya eliminado dos de las- tres mcogmtas y
obtenido una ecuacion con una sola incégnita , nos sera
ficil determinar el valor de esta por medio de las reglas
establecidas ( §§. 10 y sig.). En efecto, de la Gltima
ecuacion se deducen estotrass:

4r-+460—7r=340
4r—7r=340—460
7x—4r=460—340
L1120 :
r=I2=40.

Sustituyendo este valor de Ia x en la expresion que

antes hemos hallado del de y, se trasformara esta en las

que siguen:
460 —T7x40  460—280 180

. y= = = ; i =30.

Finalmente, sustituyendo los valores que ya hemos
determinado de # € y en la expresion que al principio
hallamos del de z , se trasformara esta en estotra:

z2=230—3x40—2x30=230—180=%o0.

Costé pues cada fanega de centeno 40 reales;

cada fanega de cebada 30 reales,
y cada fanega de trigo §o reales.

Este ejemplo puede servir de modelo para resolver
otras tres cualesquiera ecuaciones del primer grado con
tres Incégnitas; y por otra parte merecen tenerse pre-
sentes las abreviaciones y reducciones que en él hemos
ejecutado, para otros muchisimos casos en que podre-
mos efectuarlas.

8o Del mismo modo resolveremos el problema si-
guiente :

Se obligé uno & trasportar una partida de loz,a,

en la cual habia piezas de tres distintos tamaros, con
- ;
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la condicion de que por cada Pleza que se quebrase pa-
garia tantos reales como hubiera cobrado por ¢l porte
st la hubiese entregado sana. '

e le entregaron primeramente dos piezas pequerias;
cratro medianas y nueve grandes : quebrd todas las me-
dianas; y despues de descontar del porte de las otras
lo que debia pagar por las quebradas percibio 56 reales.

Despues se le entregaron sicte plezas pequefias,
tres medianas y cinco gramdes; quebré todas las gran-
des; Y por el porte de las otras , despues de hecho el
descuento correspondiente , percibié solo 6 reales.

Por dltimo se le entregaron nueve piezas pequeias,
diez medianas y once gramdes; quebré todas estas onee,
Yy por este viaje ‘percibié 8 reales.

Se pregunta: ; cuanto llevaba por el porte de cada
una de las piezas?

Representemos por x el nimero de reales, porte de
cada pieza pequeiia;

por y el de cada pieza mediana;
por z el de cada pieza grande.

Y puesto que la cantidad percibida por el conduc-
tor ha sido , con arreglo a la contrata, la diferencia en-
tre lo que hubiera cobrado por las piezas que ha entre-
gado sanas, y lo que debia pagar por las quebradas,
las tres condiciones de la cuestion, traducidas al len-
guaje algebriico, se trasformardn en las ecuaciones
siguientes: 2T =4y Q=56

Zrat Rt Gu
; 9+ 10y— l1z=§;
De la primera de estas ecuaciones se deduce que

i 56 +-4y—9z
et Ee A s

]

-
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y sustituyendo esta expresion en las otras dos ecuacio-
nes, se trasforman en estotras:

392—4-28y —63z
——— ——+3y—52=6;
2

504—+-56y—381z

+Ioy—I11z2=S8,

Multiplicando por 2 todos los términos de ambas
ecuaciones , producirin estotras: ;
392+28y—632+6y—Ioz=12;
§04+36y—81z+20y—222=16.
Reduciendo y trasponiendo términos, y mudando
los signos , tendremos las siguientes:
732—34y=380
1032—56y=488.
De la primera de estas se deduce que
_ 75:—380 ;
45 st
y sustituyendo esta expresion en la segunda, se trasfor-
mara en estotra:

73z—380

1032— 56 x = 488.

Multiplicando por 34 los términos de esta, produ-
cira la que sigue:
34x 1032—§6x732+56x380=34x488.
Efectuando las multiplicaciones indicadas , resultard esta:
35022—4088z+21280=16592;
de la cual se deducen estotras:
3502z2—40882=16592—21280
 40882—35022=21280— 16492
5862=4688
4688

A S

586
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Sustituyendo ahora este valor ya conocido en la ex-
presion que antes hallamos del de ¥ se trasformara esta
en las siguientes ; ;

584—380 204
34 34

Ultimamente , sustituyendo los valores, que ya co-
nocemos, de v € y en la expresion que al principio de-
dujimos del de z, tendremos estotra:

56—+24—72 80—72 8
Xi= = =—=4,
oy 20 K0

Se ajust6 pues el porte de cada pieza pequefia en
4 reales;

el de cada pieza mediana en 6 reales;

y el de cada pieza grande en 8 reales.

Estos ejemplos pueden bastar para hacer ver lo que
debera practicarse en todos los demas casos.

81 Muchas veces sucede que no se hallan todas las
incognitas en todas las ecuaciones fundamentales de la
cuestion ; pero no por eso dejaremos de resolverlas por
el mismo método. Es verdad que en tales casos no serd

tan arbitrario el deducir de cualquiera de las ecuaciones ,

la expresion del valor de cualquiera de las incognitas,
sino que sera necesario elegir una incognita comun 4 dos
6 mas ecuaciones para poder pasar de unas 4 otras.
Sean por ejemplo las cuatro ecnaciones
B Ay
24 S BNERB0
53 =i7e={1
4y + 32=41
en las cuales se hallan , como se ve, las cuatro incogni=
tasu, Wi 9 = f
Exami;lqndo con alguna atencion estas ecuaciones,

.
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se ve facilmente que deduciendo de la segunda una ex-
presion del valor de x, y sustituyéndola en'la tercera,
resultara una nueva ecuacion que solo contendrs las in-
cOgnitas y, z. Por medio de esta nueva ecuacion y de
la Gltima de las propuestas se determinardn los valores
de 2z y de 5. Luego que esten conocidos estos valores se
les sustituird en las dos primeras ecuaciones, y se de-
terminardn las de # y de 2. Con arreglo 4 este plan de
operaciones haremos el calculo siguiente:

59—3y

39—3y

5><
195 LS ) — 1 42=22

1§y+142=173;
4y +. 32=41I,

b e (3

Nueva ecuacion:
que combinada con
dard por tesultado final
Y=55 2=7.
Estando ya conocidos estos valores , sera facil tras-

formar la expresion del valor de x en estotra :

39— 15 24
T —— = =12
2

y la expresion del valor de % que se deduce de Ia pri-
mera ecuacion, 4 saber :
22y
3\

se trasformard, por medio de la sustitucion , en estotra:

% 2—+-10 12

Gt i i3 '_4f

Son pues los cuatro nlimeros que se buscaban

4,12, 85§y 7.

—
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82 Aunque no hayamos aplicado el método ex-
puesto para la eliminacion & otras ecuaciones que las nu-
méricas, bien se deja conocer que se le podria igualmen-
te aplicar 4 las literales; pero es necesario confesar que en
pasando de dos las ecuaciones y las incégnitas, el gran
nimero de letras que es menester emplear para repre-
sentar de un modo general las cantidades que se supo-
nen conocidas , hacen algo embarazoso el calculo; y de
ahf es que los algebristas, despues de presentar con la
mayor sencillez que es posible las ecuaciones funda-
mentales , se han empefiado en descubrir, y efectiva-
mente han descubierto, medios de deducir imediata-
mente de ellas las formulas finales, sin necesidad de re-
petir toda la serie de operaciones que el método anterior-
mente expuesto prescribe. En el capitulo siguiente dare-
mos alguna idea de lo que mas importa saber sobre esta
materia; entre tanto concluiremos este reuniendo varias
cuestiones , cuyas soluciones indicaremos, con el fin de

que los principiantes se ejerciten en ponerlas en ecua-

cion y en resolverlas.

12 Uno d quien se preguntl cudntos aitos tenia un
hijo suyo, respondii: si del doble de su actual edad se
quita ¢l triple de la que tenia 6 anos ha, resultard el
niimero de afios que en ¢l dia tiene.

Respuesta : ¢l hijo tiene ahora 9 aifos.

22  Diofanto, autor del libro mas antiguo que co-
nocemos de Algebra, pasé en su nifiez la sexta parte
de toda su vida , una duodécima 6 dozava parte en su
adolescencia , y entouces se casos despues de haber estado
casado § arios mas de la séptima parte de su vida, tu-
Vo un /zz'jo s el cual murié a la mitad de la edad que lle-
&0 d cumpliv ¢l padresy 4 -aios despues de la muerte
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de aquel fallecid este. Se pregunta: ; cudntos aiios tenia
Diofanto al tiempo de su fallecimicnto ?
Respuesta: 84 arios.

5.0 Un comerciante separa al principio de cada aiio
de los fondos que maneja, 5000 pesos para los gastos
de sucasa,y sin embargo , por haber logrado ganar en
cada anio la tevcera parte del vesto, con ¢l cual ha ne-
goctado, ha duplicado al cabo de tres afios ¢l capital
que al principio tenia. Se pregunta: ¢ cudnto era este
capital primitivo?

Respuesta : 24400 pesos.

42 Dispuso uno en su testamento que de su caudal
se diesen al mayor de sus hijos 1000 pesosy la déci-
ma parte de todo lo restante; que al hijo segundo se die-
sen 2000 pesos y la décima parte de lo que restase; al
tercero 5000 pesosy la décima parte de lo que hubiese
quedado despues de hechas todas las anteriores deduc-
ciones sy que por el mismo Orden se fuese distribuyendo
la herencia entre todos los demas hijos. Cumplida que
Sfue esta disposicion , se hallé que todas las porciones
eran iguales. Se pregunta: ¢ d cudntos pesos ascendia
toda la herencia ;s cudntos eran los hijos s y cudgnta la
porcion que correspondio d cada uno? :

Respuesta: la herencia total ascendia d 871000
pesos: los hijos eran 9, ¥ & cada uno tocaron 9 000 pesos.

Observ. Es digno de notarse en esta cuestion el que
sin embargo de ser tres las cantidades desconocidas ,. se
la puede resolver con una sola ecuacion, porque repre-
sentando cualquiera de las incognitas por una letra, no
es necesario emplear letras distintas para representar las
otras dos, en vista de la mutua relacion que la pro=-

puesta establece entre ellas. Bien es verdad que si el
TOMO 1I. A Z
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niimero de los hijos fuese la incognita que elijamos pa-
ra designarla con wuna letra, la ecuacion, aunque fa-
cil de resolver, no sera ya de. primer grado. Esto dara
alguna idea de la importancia de hacer en tales casos
una eleccion acertada de la que determinemos mirar co-
mo principal incognita.

5% Un mercader tiene dos clases o té; la una de
d@ 42 reales lalibra, ylaotra de @ 54 reales la libra;
7 quiere ‘saber cudntas libras deberd tomar de cada
clase para componer 100 libras, cuyo wvalor total sea
5040 reales.

Respuesta: 50 libras de. la primera clase, y 70
de la segunda, " ;

Obserw. Esta es una de las cuestiones que los arit-
méticos llaman de aligacion simple. Véase la nota pues-
ta al fin del §. 201 de la Aritmética.

6*. Se ha llenado de agua en 12 minutos una va-
sija  de 59 azumbres de cabida, habi¢ndola expuesto
primeramente’ & un caiio que arrojaba z azumbres de
agua en. cada minuto , y despues d otro que arrojaba 4
azumbres ‘en cada minuto. Se preguntai ¢oudntos mi=
nutos estuvo expuesta d cada uno de los carios?

Respuesta: 9 minutos al primero, y 5 al segundo,

7.2 Siendo-en un reloj las doce en punto, y estando
por consiguiente ¢l minutero sobre el indice de las /zoms1
se pregunta: ¢ qué hora serd cuando wuelwm a reumrse
los dos indices?

- Respuesta: la 1" y 55 minutos.

Observ. Este problema es andlogo al del §. 65.

8% Queriendo uno distribuir los ‘cuartos que tenia
entre warios pobies, vi6 que le faltaban 10 cuartos
para dar d cada pobre 25; y que dando d cada wno

R

SR e —

—
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20 cuartos, le sobraban 25. Se ‘pregunta: ;cudntos
cuartos tenia , y cudntos eran los pobres?
Respuesta: los cuartos eran 165, y los pobres 7

9% Tres hermanos han tenido que asociarse para
comprar una finca apreciada en 200000 realess porque
al primero le faltaba para poder comprarla  por si solo
la mitad del dinero que el segundo tenias d este le fal-
taba la tercera parte del dinero. que tenia el primero;
y @l tercero lacuarta parte de la misma cantidad del
primero. Se pregunta: ;4 cuantos reales ascendia el
dinero de cada uno?

Respuesta: ¢/ primero tenia 120000 reales 5 el se-
gundo 16 0000 reales; y el teroero 170000 reales.

10.* . Se pusieron tres d jugar., y en la primera ma-
no el primero y ¢l segundo ganaron al tercero tantos rea-
les como. cada uno de aquellos dos habia sacado para ju-
gar; en la segunda mano ganaron el primero y el tercero
al segundo tantos reales como cada uno de aguellos dos
temia despues de la primera mano; en la tercera gana-
ron el segundo y el tercero al primero tantos reales como
cada uno de los dos tenia despues de-la segunda mano;
Y concluida la tercera , tenia cada uno de los tres 120
reales. Se pregunta: ¢ con cudntos reales se puso & ju-
gar cada uno ?

Respuesta: el primero con 6o reales ;
el"segundo con 105 reales;
y el tercero con 195 reales.

Formulas generales para la resolucion de las ecuaciones’
del primer grado.

83 Para precaver el inconveniente de que’ hemos hablLido al
principio del §. antenor han ideado en primer lugar los algebristas
o *®
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el representar con una misma letra todos los coeficientes que una
misma incdgnita puede tener en las diferentes ecuaciones fundamenta-
les de una misma cuestion; y para dar 4 entender que la misma letra
replesenta distintas czmtldades marcan con un acento las que pertene—
cen 4 la segunda ecuacion; con dos acentos las de la tercera, con tres
las de la cuarta, y asi de las demas.
Las dos ecuaciones generales, por ejemplo, que contienen dos in~
mtas, se representan de este modo:

ar——by=c
alz ——bly=cl;

en las cuales los coeficientes de la incdgnita 2 estan designados por
la letra a; los de la ¥ por b; la cantidad enteramente conocida por ¢;
Y para que no se crea que las cantidades representadas por estas le—
tras en una ecuacion son precisamente iguales 4 las de la otra, tienen
un acento la @, la & y la ¢ de la segunda. Por manera que a/ no re-
presenta la misma cantidad que a, sino otro coeficiente de la misma
incdgnita x; &/ no designa la mlsma cantidad que &, sino otro coefi-
ciente de la misma incégnita y.

Tres ecuaciones con tres incégnitas y pertenecientes 4 un mismo
px‘oblema s¢ representan generalmente de este modo:

ar——by ——cz=d;
alz—-bly 4—ez=d/;
allw ——blly ——cllz=dl;

en las cuales Tos coeficientes de la z estan representados por la Ietra aj,
los coeficientes de la y por 4: los de la z por ¢; los términos ente—
ramente conocidos por d; y los acentos puestos 4 estas letras nos in—
dican que no son precisamente iguales las tres cantidades designadas
por cada una de ellas. Asi que a, a/, a/ son simbelos de. cantidades.
distintas, y que solo tienen de comun el ser todas tres coeficientes de
una misma incdgnita . Lo mismo puede decirse de las otras letras
que representan cantidades conocidas. ;
Con arreglo al mismo sistema cuatro ecuaciones con otras tanlas
incognitas, y pertenecientes 4 una misma cuestion, se representardn
con: la mayor sencillez y generalidad del modo siguiente:

e
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ar —by ——cz——du=e;
alx ——bly ——clz——dlu=el;
allz —— b”_)’—l— cllz—4—dllu=cell;
alllg ——blily —— clllz——dllly =elll ;
y por el mismo érden se podrdn’ representar cualquier ntimero de
ecuaciones que contengan igual nimero de incdgnitas, y pertenezcan
a un mismo problema.

84 Deduzcamos ahora de estas ecuaciones generales las formulas
¢ tltimas expresiones de los valores de las incégnitas, y para evitar en
la eliminacion la sustitucion de expresiones fraccionarias, hagamos que
tenga un mismo coeficiente en todas las ecuaciones la incégnita que
nos propongamos eliminar, observando para ello un método andlogo
al’ que hemos seguido para hacer que tuviese un mismo denomlmdor
muchos quebrados.

Comencemos por las dos ecuaciones generales:

az—by=c 5

dx—-bly=c/;
de las cuales se eliminaria ficilmente la x, por ejemplo, si esta in-
cégnita tuviera un mismo coeficiente en ambas ecuaciones, pues en tal
caso bastaria, para conseguirlo, restar una ecuacion de otra. Esto se
puede hacer mas perceptible en las ecuaciones numéricas:

10z —— 11y =27

10z —+ 9y =15;

de las cuales, restando de la primera la segunda, se deduce estotra:
dy—9y=27 —15
6 2y=12; 6 y=6.

Para hacer pues uso de este mismo expediente en las ecuaciones
generales » es necesario prepararlas de modo que tenga en'ambas un
mismo coeficiente la incdgnita x que de ellas queremos eliminar, y
para conseguir, esta prepamclon bastard multiplicar los dos mlem])ms
de la primera ecuacion por el coeficiente a/ que la @ tiene en la se-
gunda, y los dos miembros de esta por el coeficiente @ que la misma
tiene en la primera. De este modo se trasformarin las ecuacioncs
propuestas f

ax—by=c;
a'z—+bly=el;
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en estotras: aals —— a’.bf: alc
adlv——ably=acl.

Restando ahora de la segunda la primera, resultara esta:
(abl — alb) y=acl —alc;
de la cual, no habiendo ya mas incdgnita que la y, se deduce que
’ . ) : X,
acl —alc

r= i

abl —alb

Si hubiésemos multiplicado los dos miembros de la primera ecua—
cion por el coeficiente 4/ que la incdgnita y tiene en la segunda , ¥ los
dos miembros de esta por el coeficiente & que la misma incdgnita tie~
ne en la primera, la hubiéramos eliminado por medio de la sustrac-
cion, y hubiéramos hallado que

b/C—-_—LC/

abl—alb

=

Este método de eliminar cualquiera incégnita es aplicable 4 cual-
quier numero de ecuaciones del primer grado. Aplicindolo 4 las tres
ecuaciones generales con tres incdgnitas,

az —by ——ca=d;
alx—=bly——cz=d;
allx ——blly ——cllz=d//;

multiplicaremos, para eliminar la , los dos miembros de la prime~
ra ecuacion por el producto @/ a// de los dos coeficientes que aquella
incdgnita tiene en las ecuaciones segunda y tercera; los dos miembros
de la segunda por el producto aa// de los coeficientes de la misma in-
cégnita en la primera y la tercera; altimamente los dos miembros de
la tercera por el producto aa/ de los cocficientes que tiene en la pri-
mera y la segunda. Teniendo ya entonces la z un mismo' coeficiente
aal a!! en todas tres ecuaciones, restaremos sucesivamente una de ellas
de las otras dos; y los resxduos seran dos ecuaciones, que solo conten-~
dvan la y y la 2.

Del mismo modo eliminaremos de estas dos. ecuaciones la iy

el resultado serd una ecuacion que no contendrd mas incdgnita’ que
la z, y serd ficil deducir de ‘ella la expresion final del valor de esta

incdgnita; pero es de advertir que esta expresion, que como bien se

T
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deja conocer, serd fraccionaria, tendrd un factor comun-4-los dos tér-
minos de la fraccion, y de consiguiente no sera la mas sencilla que
pudiera haberse obtenido.

85 Debemos 4 Bezout un método muy sencillo para deducir in-
mediatamente de cualquier nidmero de ecuaciones del primer grado
que contengan igual nimero de incégnitas, una ecuacion que no tenga
mas de una incégnita, y de la cual por consiguiente se hayan elimi-
nado 4 un mismo tiempo todas las demas; y aunque las ventajas de
este método no sean enteramente perceptibles sino cuando pasan de
dos las ecuaciones, lo daremos & conocer comenzando por este nimero
de ellas para hacer ver su generalidad.

Sean, pues las dos ecuaciones:

ax——by=c
alx ——bly=c/;
y nmltlplu-ando una de ellas, la primera, por una cantidad indeter-
minada m, se trasformara en eata -
amx ——bmy =cm ;
y restando de esta altima la segunda de las propuesta, resultara:
amy — alx ——bmy — bly =cm—=c! ;
6 (am—al) x——(bm —0) y=cm—=cl.

Y puesto que siendo indeterminada la .cantidad m estd entera-
mente 4 nuestro arbitrio atribuirle el valor que mas nos acomode
podremos suponer que sea tal que mb="4/; en cuyo caso, haciéndose
igual & cero el coeficiente que la y tiene en la dltima ecuacion, que-
dara eliminada esta incdgnita, y permaneciendo la & sola se deduciid
ficilmente que

cm —c!

‘=

am— a!

Reflexionando ahora que el suponer sm=10/ equivale 4 hacer
bl :
M=7"; sl sustituimos en vez de s esta fraccion en la expresion

que hemos hallado del valor'de z, se trasformard en estptrai

b -
; bl s
; s S Rem kR
8 T = o B
bl . abl—bal
a— ——ql g
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Si en vez de suponer dm=~4/ hubiésemos supuesto am=al se -

habria elimiuado la #; y quedando la y sola, hubiéramos deducido

cm—-c!
que = 5

bm—1b!

el g 3 1 atiak s
y como esta nueva suposicion equivalga a haber hecho m=_, sus-
a

tituyendo esta fraccion en la expresion que hemos hallado del valor
de la y, resultard:

a ;
(P B L
a g cal — ac!
J al bal — ab!
—— _6/
a

Si quisiéremos que la expresion del valor de y tenga el mismo de-
nominador que la de #, mudaremos los signos del numerador y del
denominador de aquella; lo cual nos es permitido hacer siempre que
nos acomode, porque equivale 4 multiplicar por — 4 los dos términos
de la fraccion. Asl tendremos:

acl —cal

£ — :

ab! —ba!

86 Propongimonos ahora las tres ecuaciones generales del primer

grado
ax—by——cz=d;

alx——bly 4 clz=d/;

allz——bly 4—cllz=d!l;
y ya la analogia mos conducira & multiplicar dos cualesquiera de
ellas, la primera y la segunda, respectivamente por dos cantidades
indeterminadas 7 y n; & sumar las dos nuevas ecuaciones, y 4 restar
de esta suma la tercera de las propuestas. En la expresion de este
residuo “entran todas tres ecuaciones, y de consiguiente todas las in-
cdgnitas; pero estando & nuestro arbitrio dar 4 las indeterminadas
m y n los valores que nos acomoden, podrin estos ser tales que 4
un mismo tiempo desaparezcan de aquel resultado dos incdgnitas.
Efectuando las operaciones que acabamos de indicar, y reuniendo
del modo que es posible en un solo término todos los que en la
expresion del residuo pertenezcan 4 una misma incdgnita, tendremos
(am+alzz—a")x—i—(bm—i—b/n—ﬁ//)f—i—(cm—|—c/n-c”)z:dm—l—-d/n-d//
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Si ahora queremos eliminar 4 un mismo tiempo la = y la ¥, su-

pondremos, como nos es permitido: j
am ——aln=al!
bm ——bln=15!! ;
¥ quedando entonces la z sola, se deducird ficilmente que
; -~ dm——din—d!!.
=

‘em——cln—-c/l

Solo falta sustituir en esta expresion los valores que correspondan
dm y 4 n, los cuales se deben deducir de las dos ecuaciones que,
usando de la absoluta facultad que teniamos, supusimos, ‘4 saber:

am——a'n—all, :
bm——bln=bll;
las cuales vienen 4 ser dos ecuaciones con las dos incognitas m y n. Si
pues cotejamos estas dos ecuaciones con las generales que hemos re-
suelto en el pirrafo anterior , resultard del cotejo que’ los simbolos
de las incégnitas, que antes eran z ¢ 7y han venido 4 ser respectiva-
mente m y n, y los simbolos de las cantidades conocidas que antes eran
: @, byics

e % s Ay
a’, v, ¢,

b, b, bl

Con que sustituyendo en las férmulas que antes hemos hallado
los nuevos simbolos en lugar de los anteriores, resultaran estotras ex-
PI‘ESIO"L‘SZ s . Aoy

= Yy allhpl——pligl
nme=

han venido 4 ser

abl—ba! '
} ab!l—ball

abl—bal
Suslituyendo. estas dos expresiones en la que poco antes hemos
hallado del valor de z, se trasformard en la que sigue:

i ¢_i (@bl —b'laly—4-d! (abl—bally—dll (abl—ba)
c(all b/—b/"a/) —4—c/ (ab’/——ba”)—-c// (ad! -—-1171/)—

Del mismo modo podemos. eliminar la z ylaz, y dejar la y
sola, suponiendo para determinar la m Y Ja n estas dos ccuaciones:

am——aln—all ; em——cln=cll ;

¥ efectuando la misma serie de operaciones que antes, hallaremos que
d (clall —alelty 4! (acll —cally—dll (ac! — ca’)
b(clal—a'clly 4} (ac! — calty —pli (acl —cal) "
TOMO 1I. AA

y=




186 TRATADO ELEMENTAL
= Ultimament¢ ; para eliminar la ¥ y la 4, y dejar Ja @ sola 5 su-
pondremos £
bm——-bln=b/l; cmv-[—c/n-—c”
y efectuando las mismas operacianés , resultara:
d (6!b/—=ble! Dymmd! (bel bl ) ——dl!! (bel bl
O (b — el Yl (bl —all (bel—cBl)
Ordenando los términos de las. tres f6pmulas que hemos hallado,
de modo que sean altermatiyamente positivos y negativos, colocin-
do los. factores de cada  término segun el drden de; los acentos; y
. mudande los signos. del numerador y denominador de las expresio-
nes de la z y la x para que todas tres ten"an un denominador co-

mun , resultardn estas:
ab’d”—ad’b”+d{z’b’/——6a/(l//—§—bd/a”—tlé’a‘/
ablell - ac! bl calbll —baleli—— belall— chlgl! "
[ adlel! —acldllo—rd dll—dalellt de'all —=cdlal! .
Ui ablett—aclblt—~ calbl ——bal et —p— be/all~= cbla/! H
s dblell = detb - cd bl —— bellcll——beld!l— ebldl!

IR s

ab’c//———ac/l)//—l-— cat b/’—--lra cll—+—b /a//—-cb all
87 be.m las cuatro ccuduonca ucncmlcs.v

a.r—f—lzf—i—t u'—*—([u—- e
alz ——bly 4—clz——dlu=¢
a//x_’_b//f_'_c”z._}_ dlly=ell
!l z—-blly—pol izl llu=¢li! ;

y multiplicaremos la primera_por . ; la segunda por n; la tercera por

p; sumaremos las tres que de nuevo resulten; y de la suma restaremos

“Ja’ cuarta. La expresion dei rcsyduo, mdenuda ‘comor las de lo> ante—

riores, sera la siguiente: : i 16

(am —+ aln -i—a//p —alh. P (hm —— bln —— bl p — bl ,.__*_.

(un ——cln —i——c//p — el 2~ (dm'——dlp—~d'p — d///) s
cm.—-l—g/n,_i_.e//])__clll

Para chmmar 4 an mismo, uempo las tres mu)ﬂmtas Ty 7 5. 3y
determinar el valor de la u, supondicmos las 11(:. ecuaciones que
siguen:. o i : i i

3 . ; am——aln——allp = alll
bm—t—bln——bl! p=bil!
em——tln—- cllp = clll;
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v dé este modo resultara? i qabaaimon
em—-{—-eh—}—é”p-——-ﬂ’“
= dm—din——dlp—dil

De las tres ecuaciones supuestas se deducirdn, con el auxilio de
las férmulas del parrafo anterior , los valores de m, n, p; y se les
sustituird en la expresion que acabamos de ballar del valor de u,
Del mismo modo hallaremos las formulas respectivas @ la z, a la y
y.éda & ;

En vista de la generalidad, sencillez 6. comodidad de este méto-
do; apenas habria cosa alguna que atadir a lo expuesto, si luego que
se han hallado las primeras férmulas, y que se ha observado el ér-
den que todos sus términos guardan en su composicion , no se hu-
biese descubierto un medio aun mas sencillo para hallar cualquiera
que necesitemos de ellas. -

88 Con el fin de darlo mejor 4 conocer, comencemos por la
ecuacion Bae=—0
; b
de la cual se deduce —
. : =
en cuya expresion se ve que el numerador es el término entéramente
conocido , y el denomivador el cochiciente de 1a incognita.
De las dos ecuaciones gencrales

azx——by=c
alp——bly =c!
se han deducido las f6rmulas igualmente generales
cbl—be! acl—-cal
e

en las cuales se puede ficilmente observar que en el denomivador
no. entran mas cantidades que los coeficientes de las incdgnitas com—

binados de un modo tan sencillo , que basta invertir el ¢rden de los

factores del ])roducto ab, anteponer el signo — al producto ba que
de aquella inversion resulta, Yy marcar con un acento la segunda letra
6 factor de aquellos dos productos; y hé ahi formado el denomina-
dor ab!— ba!.

Por 1o que hace al numerador, es' ficil cchar dé ver quc el res-
pectivo 4 la @ no se diferencia del denominador sino en que la ¢
ooupa cl lugar de Ta a; y el vespectivo 4 la 'y no'se diferencia ddl de-

*
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nominador sino en que la ¢ ocupa. el lugar de la. b; por manera
que asi en une como en otro numerador ocupa la ¢ el lugar que
en el denominador comun corresponde al coeficiente de la incégnita,
enyo valor intentamos expresar. Del denominador comun ab/— ba/
se deduce pues el numerador eb'—&c/ para el valor de la 2y el nu-
merador ac/—ca/ para el valor de la 7. De eonsiguiente asi en el
caso de dos inedgnitas eomo. en el de una sola se deduce del denomi-
nador el numerador, poniendo el término enteramente conocido en lTu-
gar del coeficiente de la incdgnita cuyo valor se busque, y conservan-
do los acentos segun esten er el denominador.

Basta dar una ejeada 4 las férmulas que han resultado de las tres
ecuaciones con tres inedgnitas, para ver observada en todas ellus la
misma regla; por manera que toda la dificultad queda reducida a
formar el denominador: Para ka formacton de este tendremos pre=-
scute que en el caso de las dos incdgnitas se- hacian todas las permu-
taciones posibles eon los coeficientes & y b; y esta observacion nos
inducird a pensar que cuando las incdgnitis sean tres, el denomina=
dor se compondrd de todas las permutaciones posibles de los tres
eocficientes @, b, c. Formemos. pues estas permutaciones del modo

* siguiente:

Teniendo ya formadas las permutaciones @b —ba de dos coefi-

cientes, escribamos 4 eontinuacion de la primera @b el tercer eoefi-
ciente ¢, y asi tendremos la combinacion @bc; y haciendo que la e
ocupe sucesivamente todos los lugares en la combinacion, sin invertic

el érden que en ella guardan las letras @ y 4; y mudando el signo.

4 cada nueva permutacion que resulte tendremes:
abc—ach——cab..

“Ejecutemos lo mismo con [a segunda permutacion de las dos le-
tras —ba, y resultardn estotras: ——bac—-bea—-—cba.

Reuniendo estos tres productos & los tres anteriores, y marcan-
do con un acento la segunda letra de cada producto, y la tercera can
dos , resultard:

ablcll._aelb//-_'_caléll_ ba!cll..|_5clall__ cb/al/;

que es cabalmente el denominador comun de las féemulas que hemos
deducido de las tres ecuaciones generales con tres incdgnitas.
Del mismo modo se formaria el denominador en el caso de ha-

-y

B T
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ber cuatro ecuaciones con otras tantas incdguitas, introduciendo la
letra d en cada uno de los seis productos

abe—acb——cab——bac——bea—=cba,
¥y haciendo que vaya sucesivamente ocupando tedos los Tugares, y al-
tervando los signos. Por manera que el primer término abe deberd
producir los cuatro siguientes :
. abcd—abde——adbe—dabe.

Ejecutando lo mismo con los otros cinco productos , y marcan-
do la segunda letra con un acento, la tercera con dos, y la cuarta con
tres, tendremos los 24 términos de que se compondra el denomina-
dor; y de este se deduciran los cuatro numeradores por la regla es-
tablecida anteriormente. *

89  Para aplicar las [6rmulas que hemos hallado 4 la resolucion de
las ecuaciones numéricas, es necesario cotejar cualquiera que se nos
proponga de estas, con las generales que hemos resuelto en los parra—
fos anteriores. Por medio de este cotejo vendremos en conocimiento
del valor que en aquel caso particular corresponda & cada uno de los
simbolos @, &, ¢ &e.; y sustituyende estos valores en las férmulas,
resultaran los de las incGgnitas. \ _

Si por ejemplo nos propusiésemos resolver las tres ecuaciones

T2—-5y—-2: =79
8r—+-Ty—+9:—122
T——4y—+-5z=>55, :
las comparariames con Ias generales (§. 86), y del cotejo resultaria
que en este caso
a=T; b=>5; ¢c=2; d=T79;
a'=8; V'=T; J/=9; d'—122;
all=1; bll=4; cl'=5; d/l=55,

Sustituyendo estos niimeros en las férmulas ¢ expresiones genera-
les de los valores de las tres inedgnitas, y efectuando las operaciones
que estan indicadas en ellas, hallaremos que

x=4; y=9; z=—=35;

Convicne tener entendido que las mismas férmnlas pueden ser—
vir para determinar los valores de las incégnitas, aun cuando no to-

i ZLaplace ha demostrado & priori estas reglas en la segunda parte de las Memorias
de la Academia de Ciencias, afio de 4772, pig. 994.
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dos los términos ‘de las ecuaciones numdricas que s¢ nos propongan
tengan el signo ——, como & primera vista puede parecer que lo exi-
gen las ecuaciones_generales, de donde se han deducido aquellas expre-
siones. Lo tnico que en faltando aquella condicion se requiere ade-
mas, es tener muy presentes las reglas de los signos para determinar
el que corresponda 4 cada uno de los términos que entren en la expre-
sion del valor de cada incégnita; puesto que aplicamos una férmula
calculada para ciertas y determinadas circunstancias 4 un easo en que
ya estas no se verifican.
Si por ejemplo se nos propusiesen las ecuaciones

32—y —+4-8z2=41;
—5r—4—dy—+-2:=—20,
- U —Ty—6:=3T7;
cotejandolas con las generales veriamos que

a=3; b—=—209; ¢=8; d—41;
al=—05; b—=4; ¢/=2; di=—20;
a'=11; bll= —T7; cll—=—6; dIl—5T7.

Ahora , al tiempo de hacer la sustitucion de estos valores veremos
que siendo cl primer término del denominador » por ejemplo 5 abl ¢/l
vendrd a ser en este caso -3 x—+44dx—6; y de consiguiente el
producto serd —72. Efectuando lo mismo con todos los demas tér-
minos asi de los numeradores como del denominador , sumando por
una parte todos los términos aditivos , Y por otra todos los sustrac—
Yivos; y ultimamente restando la suma de los unos de la de los otros
resultars :

2774—2854 - 2834—2774 GO 3
 592+-622 - 692592 . 30
3022—2932 29323022 —99 i
S 592—632  622— 502 . B0
3859—3889 3889—3859 30
592—622 622592 30

=
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De¢ las ecuaciones de segundo grado con una sola
' - dnelguita. :

9o En las ecuaciones que hasta aqui hemos re-
suelto no estaban las incognitas: multiplicadas unas ‘por
otras , ni elevadas 4 otra potencia mas alta que la pri-
meras por cuya razon se las llama del primer: grado:
pero si nos propusiéramos hallar un nianero que mul-
tiplicado. por su quintuplo produjese 124 ; en represens
tando el nlimero incégnito por a,'su quintuplo seria 48
y tendriamos esta ecuacion: S
i =T DI R S
la-cual se llama del segundo grado porque contiene la
segunda potencia 2* de la incognita. Si dividiendo. por
5 los dos miembros de la ecuacion despejamos aquella
segunda potencia, resultard 3

al—R T :
Para deducir ahora de esta ecuacion el valor de la
incognita son necesarios otros medios que los indicados
(§- 11)3 puies tenemos que hallar un: nimero que 'mul:
riplicado , como-dicen, por si: mismo produzca 2§59y
para esto no son suficientes aquellos medios. Es verdad
que basta un: poco-de ‘atencion para echar de ver que

el ntimero que. buscamos es 53 pero como: muy ‘pocas

veces:se. podra - descubrir con tamia facilidad el nGmero
que satisfaga a cada una de las inumerables ecuaciones
de esta clase que pueden presentarsenos, sera muy con-
veniente prescribir un método general para dar solucion
4 esta-nueva cuestion numérica: hallar un nimero que

multiplicado por si mismo produzca otro niimera dado, 6

lo que viene 4 ser lo mismo , retroceder de la segunda
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potencia al niimero que la ha producido, y que se llama
su raiz cuadrada. En habiendo resuelto esta - cuestion
general , tendremos un medio seguro para determinar los
valores de las incOgnitas en todas las ecuaciones de se-
gundo grado.

91 El mérodo que vamos a exponer para hallar,
6 como se dice, para extraer la raiz cuadrada de cual-
quier nmero, supone que se tengan de antemano co-
nocidos los cuadrados 6 las segundas potencias de todos
los ntimeros digitos; por cuya razon creemos convenien-
te ‘poner aqui la siguiente tabla:

Raices..courun.

e it L e )
4| 9|16 |25 | 36149 | 04/ 81

I
Cunadrados....| 1

en la cual vemos que la segunda potencia de un ni-
mero representado por una sola cifra no puede estar re-
presentada por mas de dos. Por otra parte sabemos que
10, es decir, el namero mas pequeiio de todos los que
pueden representarse por una-combinacion de dos cifras,
tiene ya tres en su cuadrado Ioo; que el cuadrado de
20 es 400; el de 30 es 9goos el de 40 es 16005 y
generalmente que el cuadrado de cualquier nlimero re-
presentado por una sola cifia significativa con uno 6 mas

ceros a su derecha tiene por decontado las mismas ci-

fras significativas que si la de la raiz estuviese entera-
mente sola, y ademas un nimero de ceros doble del
que la raiz tenga.

Cuando la raiz esté representada por dos 6 mas ci-
fras significativas, convend:a observar cuanto influye el
valor de cada una de ellas en el de todo el cuadrado;

re
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pues tratandose como se trata de la descomposicion de
la segunda potencia , debe sernos sumamente fitil averi-
guar como se la compone. Indaguemos pues con este
objeto qué influjo tiene en la composicion cada una de
las partes de un ntimero representado por dos cifras sig-
nificativas, y sea este por ejemplo, 47.

Las dos cifras con que esta representado el nfimero
propuesto nos lo presentan como equivalente 4 un bi="
nomio a-+b, cuya primera parte ‘a es 4 decenas, y la
segunda b es 7 unidades. Y habiendo demostrado en el
ejemplo segundo del §. 34 que el cuadrado del bino=
mio a+b es @’ + 2ab-+5"; inferiremos que el cuadra-
do del nfimero propuesto, 6 de otro cualquiera com-
p.uesto de decenas y unidades, contendré las tres partes
siguientes: primera, ¢! cuadrado de las decenas: se-
gunda, dos weces el producto de ‘las decenas por las
unidades: texcera, ¢l cuadrado de las unidades.

Asi que, en la composicion del cuadrado de 47 de-
berdn entrar las tres siguientes partidas: X5
4’ =40%x40=1600
2ab=8ox 7 = 360
b=y sl Nadg

Total...... @ ~-2ab—-0>=2209. . oL ¢

Si ahora queremos retroceder del nfimero 2 209 4
su‘raiz 47, observaremos en primer lugar que el cua-
drado 1600 de las decenas no tiene cifra alguna signi-
ficativa de un érden inferior al de las centenas » ¥ que
16 centenas es el mayor cuadrado contenido en s 22
centenas’ del nlimero 2209; puesto que 22 se halla en-
tre 16 y 25, es decir, entre el cuadrado de 4 y el
de 5, asi como 47 se halla entre 4 decenas 6 40 unie

dades, y 5 decenas 6 g0 unidades.
TOMO 11,

BB
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Por consiguiente, viendo que el mayor cuadrado
contenido en las 22 centenas es 16 centenas, y que la
raiz cuadrada de 16 centenas es 4 decenas , inferiremos
que la raiz del nfimero 2209 no puede tener mayor
nimero de decenas que 4. Si despues quitamos del nii-
mero propuesto el cuadrado 16 centenas 6 1600 uni-
dades, el residuo 609 debera contener el doble pro-
ducto de las decenas por las unidades, y el cuadrado
de las unidades de la raiz. Y como la primera de estas
dos Giltimas partidas no contenga unidades de érden in-
ferior al de las decenas, es claro que debera hallarse en
el nimero 6o representado por las primeras cifras del
residuo 609; bien que en aquellas 6o decenas esta-
ran tambien las procedentes del cuadrado de las unida-
des absolutas de la raiz. Si, pues, dividimos aquellas
60 decenas por 8 decenas , doble de las 4 que antes
hemos hallado , el cuociente 7 sera el ntmero de las
unidades absolutas de la raiz; porque multiplicande por
7 las 8 decenas, y restando del ntmero 609 las 56
decenas 6 §60 unidades, quedan de.residuo 49, que
justamente es el cuadrado de las 7 unidades.

Despues de haber expuesto los principios en que
se funda esta operacion, la efectuaremos del modo si-

guiente :
- Cuadrado....... 22,09 | 47...... Raiz cuadrada. -
16 P
: : 1. 07
s : 60,9
: 60 9
00:0 -

Se escribe el nlimero propuesto como si tratasemos
de dividirlo por otro, destinando a su raiz el lugar que
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deberia ocupar el divisor. En seguida se separan con
una coma las dos cifras de unidades y decenas para con-
siderar solamente el nOimero representado por las dos
primeras cifras de la izquierda que debe contener el
cuadrado de las decenas de la raiz. Se busca el mayor
cuadrado 16 contenido en aquel nlimero; se pone la
raiz 4 en el lugar que le esta destinado; y se resta su
cuadrado 16 de 22. Al lado del residuo 6 se bajan las
otras dos cifras 09 del niimero propuesto; se separa la
ailtima, porque no pertenece al doble producto de las
decenas por las unidades; se divide la parte restante
a la izquierda por 8, duplo de las decenas de la raiz; y
asi resultan por cuociente 7 unidades. Para formar ahora
4 un mismo tiempo las dos Gltimas partes del cuadrado
que debzn hallarse en 609, se escribe 7 a la derecha
de 8, por cuyo mzdio resulta el niimero 87 , igual al
duplo de las decenas mas las unidades, y representado
generalmente por 2a-5, el cual multiplicado por 7
6 por b reproduce 609 =2ab-+5*, 6 el duplo de las
decenas multiplicadas por las unidades, mas el cuadrado
de las unidades. Efectuando la sustraccion no queda re-
siduo alguno; y asi venimos en conocimiento de que se
ha finalizado la operacion , y de que 47 es la raiz cua-
drada de 2209.

Si nos propusiéramos ahora extraer la raiz cuadrada
de 324, dispondriamos la operacion de este modo:
Cuadrado........ 3,24 | 18...... Raiz cuadrada.

sl

22,4
22 4

Q0 0o
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¢ imitando: cuanto  hemos practicado en el ejemplo
anterior hallariamos que I es la cifra de las decenas, 6
la primera parte de la raiz. Siendo el cuadrado de 1 de-
cena 1 centena, restaremos esta de.las 3 que hay en el
niimero propuesto , y 4 la derecha del residuo 2 cente-
nas pondremos las 24 unidades, con lo cual tendremos
el'nfimero 224. Dividiremos por ‘el duplo 2 de la &
decena que hemos hallado, el niimero 22 representado
por las dos: primeras cifras de 224, Ahora bien, 22 con=
tiene al 2 once yeces; y la segunda parte que buscamos
de la raiz no solo no puede llegar & 10, sino'que en este
caso debe ser menor que 9, porque escribiendo 9:alla
derecha de 2, y multiplicando 29 por 9 como' prescri=
be la regla, hallariamos por resultado 261, que .no:se
puede restar de 224. No debemos pues mirar la divi=
sion del 22 por 2 sino solamente como un medio apro-
ximativo de hallar las unidades; y sera preciso disminuir
el cuociente hallado hasta ‘que resulte un producto que
no exceda al 2245 condicion que se verifica en el nfi=
mero 8, puesto que 8 multiplicado por 28 es igual 4
2:24. Haciendo pues la sustraccion no queda residuo al-
guno; y esto nos indica que la raiz que buscamos es 18

- Formando las tres partes del cuadrado de 18 ha-
llaremos : @:="100 el shaal
1 2ab=160
A= 64,

S Lotal e aad = 185 18 ;

por cuyo medio vemos que las 6 decenas que contiene
el cuadrado de las unidades, reunidas 4 las 16 del doble
producto de las decenas por las unidades, alteran este
producto en términos que la division de las 22 decenss
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por el duplo de la decena de la raiz, no puede ya dar
exactamente las unidades de esta. . B

o2 b B _»visfa de lo que hemos »practic.ado en los
ejemplos anteriores no. puede ya ofrecer dxﬁculta:d al-
guna la extraccion de la raiz cuadrada de un nfimero
representado por tres 6 cuatto cifras; mas para poner al
lector en estado de extraer la raiz de un‘_nilmero repre~
sentado por cuantas cifras se quieran, son todavia nece-
sarios ciertos pormenores que facilmente se deducen
de los principios. establecidos. . 5 i i

Mientras: no llegue 4 100 un niimero, su _cugdraf
do no podré estar representado-por mas de cuatro cifras,
puesto que el cuadrado de 100 €s. 10600, que ‘es el
niimero. memnor de cuantos se pueden representar por
una combinacion de cinco-cifras; pero todo nfimero que
pase de 100 y no llegue 4 1000, habré de tener en
su cuadrado mas de cuatro y. menos de siete cifras. Esto
supuesto , para examinar la formacion del cuadrado de
un niimero mayor qué 100 y menor que 1000, de 473,
por ejemplo, “se podrd descomponer este nfimero en
470+3 6 en 47 decenas mas 3 unidades; y para de-
ducir su cuadrado de la férmula

: A wsaba b,
haremos 2= 47 decenas = 470 unidades; 5= 3 unida-
des; y asi tendremos: =

. @"=220900
2ab= 2820
b= 9

,To-tal.....‘. 223729=473 %473 ;
en cuyo ejemplo se ve que el cuadrado de las 47 dece=
nas“no tiene cifras significativas de un 6rden inferior 4
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las centenas como debe ser en general ; puesto que dece-
nas multiplicadas por decenas producen siempre centenas,

Debemos pues buscar el cuadrado de las decenas
en la parte 2237 que queda 4 la izquierda del ntimero
propuesto despues de haber separado las decenas y las
unidades; y como 473 estd entre 47 decenas 6 470 y
48 decenas 6 480, es consiguiente que 2237 sea ma-
yor que el cuadrado de 47 y menor que el de 48. De
donde se sigue que el mayor cuadrado contenido en
2237 sera el de 47 6 el de las decenas de la raiz. Para
hallar el mayor cuadrado contenido en 2237 procede-
remos como si intentasemos extraer la raiz cuadrada de
aquel nimero; pero deberemos tener entendido que en
vez de llegar 4 un resultado exacto, quedard un residuo,
que contendra las centenas procedentes ‘del doble pro-
ducto de las 47 decenas multiplicadas por las unidades.

Para efectuar el caleulo se dispone la operacion del
modo siguiente :

Cuadrado........ 22,37,29 L 7900 o Raiz;

16 87
63,7 943
609

" 2839
282,9
(o]

Se separan primeramente las' dos fltimas cifras ag;
y para extraer la raiz del niimero 2237 que queda 4
la izquierda, se separan del mismo modo las dos @lti-
mas cifras 37 de este nlimeros y de esta manera se halla
dividida la: combinacion de: cifras del néimero, propuesto
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én porciones 6 secciones de & dos cifras empezando
por la derecha. Se ejecutan con las dos primeras seccio-
nes de la izquierda las mismas operaciones que se han
hecho en el ejemplo anterior con el nimero 2209;
por cuyo medio obtendremos las dos primeras cifras 47
de la raiz; bien que resulta un residuo 28, el cual com-
binado con la filtima seccion 29 nos presentara el nf-
mero 2829 que debe contener al doble producto de las
47 decenas por las unidades y el cuadrado de las uni=
dades. Separemos la cifra 9 que no forma parte del do-
ble producto de las decenas por las unidades, y divida-
mos 282 por 94, duplo de las 47 decenas; escribamos
el cuociente 3 inmediatamente 4 la derecha de 945 mul-
tipliquemos 943 por 3 ; restemos de 2829 el produc-
to; y puesto que no resulta residuo alguno, estara con-
cluida la operacion.

93 - Para manifestar las operaciones que se han de
ejecutar con otro namere cualquiera, nos propondre-
mos extraer la raiz de 22391824. Sea cual fuere esta
raiz, la podremos considerar como compuesta de dece-
nas y de unidades, lo mismo que en los ejemplos ante-
cedentes; y como el cuadrado de las demas no debe
contener ninguna cifra significativa de 6rden inferior 4
las centenas, no podrédn entrar en él las dos filtimas ci-
fras 24. Separémoslas pues, y vendra 4 parar la cuestion
en buscar el mayor cuadrado contenido en la parte
223918 que queda & la izquierda, En atencion 4 que -
esta parte se compone de mas de dos cifras, es necesario
concluir que el niimero que exprese las decenas de la
raiz que se busca, se ha de representar por mas de una
cifra; y por consiguiente se le puede mirar tambien co-
mo compuesto de decenas y unidades. Al cuadrado de
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estas segundas decenas no pueden pertenecer las dos al-
timas cifras 18 de la parte 223918, sino solo las res-
tantes 2239, que quedan 4 la izquierda; y puesto que
el nimeao 2239 estd representado por cuatro cifras
la raiz del mayor cuadrado’ contenido en ¢l se: r-ep‘re-"
sentard'por dos cifras; tendrd pues decenas y: unidadeés;
y no debiendo pertenecer-al cuadrado de estas Gltinias
decenas las dos cifras 39 ‘de la derecha, serd necesario
buscar en el 22 el cuidrado del nfimero de unidades
de 6rden superior que puede haber en la raiz pedida.
Por esta serie de raciocinios’, que se puede continuyar
al infinito, resultara dividida la combinacion de cifras
del nimero propuesto en secciones de 4 dos cifras de
derecha 4 izquierda; bien que podrd muy bien suceder
y frecuentemente sucede, que en la Gltima seccion de
la izquierda quede tan solo una cifra. SHET
Dividida asi la combinacion - de cifras del nfimero
propuesto en secciones; y dispuesto como aqui lo pre=
sentamos , se hacen con las tres primeras secciones las
miismas operacio{]es que hemos ejecutado ed el ejemplo
de.l parrafo anterior; 'y cuando se ‘han hallado las tres
primeras cifras 473 , se baja la cuarta seccion'24 4 Ia

derecha del residuo 189; se 22,39,18,24 4732
considera el nlimero 18924 16 O, g
como que contiene al doble g7 Y :
producto de las 473 decenas gg’?) ‘ 87 iz
por las unidades que busca- e e _943 og
mos , y al cuadrado de estas '.5-9, 54 - 9462‘ ;
unidades, se separa la Giltima = LR

cifra ‘4, que'no pertenece 4 1892,4

aquel doble productos se di- - 1892 4

vide el nimero 1892 que = ‘occoo
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queda 4 la izquierda por 946, duplo de 4735y se ha-
ce en seguida la comprobacion del cuociente 2 del mis=
mo modo que en las operaciones precedentes.

Con esto hemos terminado la operacion; pero se
ve claramente que si hubiese aun otra seccion , las cua~
tro cifras halladas 4773 2 representarian el ntimero de las
decenas de una raiz cuyas unidades tendriamos aun que .
buscar ; y por consiguiente seria necesario dividir el re-
siduo que nos quedase, combinado con la primera cifra
de la seccion siguiente, por el duplo de aquellas dece-
nas. Del mismo modo continuariamos la operacion si aun
quedasen otras nuevas secciones de cifras que poder bajar.

94 Es necesario advertir que si despues de haber
bajado alguna seccion, el residuo precedente, combi=
nado con la primera cifra de ella no contuviese al du=
plo del nmero representado por las cifras que hasta en-
tonces hayamos hallado de la raiz, deberemos poner a
continuacion de estas un cero, porque en este €aso la
raiz no tendra unidades de este 6rden, y bajaremos en
seguida la seccion siguiente para continuar la operacion
como de ordinario. El signiente ejemplo presenta ya
ejecutado lo que acabamos de prescribir; bien entendi-
do que en ¢l hemos efectuado 49,42,09| 703
las sustracciones sin escribir los G
sustraendos, é imitando lo que
hemos practicado en la division
(dritm. §. 47).

93 La tabla que hemos puesto ( §.90) de los
cuadrados de los nfimeros digitos nos hace venir en co-
nocimiento de que existen muchos niimeros compren-
didos entre dos cuadrados inmediatos, y que de consi-
guiente no tienen raiz. exacta: 4§ , por ejemplo, 10 es
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‘un’c‘uadrado, puesto que se halla entre 36 y 49. No
seran, pues, cuadrados perfectos, 6 lo qiie es lo mis-
mo, no tendran raiz cuadrada exacta todos los niime-
T0s que se nos propongan, antes por el contrario las mas
veces sucederd que el nlimero cuya raiz se nos pida
1o la tendrd; pero efectuando con él las mismas opera-
ciones que silas tuviese, el resultado serd la raiz del
mayo.r cuadrado que en €l esté contenido. Si se busca,
por ejemplo, 1a raiz de 2276, s¢ hallard 47 , quedan-
do de residiio 67; lo cual ‘manifiesta que el mayor
cuadrado contenido en 2276 ¢s el de 47 6 2209,

: En estos casos en que  despues'de haber hallado'la
i flel qus creamos el mayor cuadrado contenido en
un namero, quede algun residuo final, podra ocarrir
la duda de'si habremios puesto en la raiz alguna parte
menor de lo que debiera ser. Para salir de esta duda
y ver ‘al mismo tiempo si el residuo final podra desva-’
necerse, 6 por lo menos disminuirse , tengamos presente
que siendo el cuadrado de z—+5"

; &+ 2 ab—+ by
si hacemos b =1 , el cuadrado de 2+ 1 sera
& 2a+1.

. Esta expresion, traducida nos viene 4 decir que si
dos ntimeros cualesquiera representados por @y @ 1
se diferencian en una sola unidad, el cuadrado’ del ma~
yor contendra el cuadrado del menor , mas el doble de
este, mas la unidad. De consiguiente, para que deba-
mos afiadir una unidad 4 la raiz que hayanios hallado
es i,qdisPen‘SabIe que el residuo que haya resultado con-,
tenga por lo menos el doble de la'raiz hallada, 'y ade-
mas una unidqd. Siempre que no se verifique esta cir-
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cunstancia, la raiz hallada sera. efectivamente la del ma-
yor cuadrado contenido en el nfimero propuesto.

96  Supuesto que para multiplicar’ una fraccion
por otra es necesario multiplicar los numeradores entre
si, y los denominadores tambien entre sf, es evidente
que el producto de una fraccion multiplicada por si mis-
ma, 6 ¢l cuadrado de una fraccion es igual al cuadra-
do de su numerador dividido por el cuadrado de su de=
nominador. De aqui se sigue que para extraer la raiz
cuadrada de una fraccion es mecesario extraer la de
su mumevador y la de su denominador. Asi que, la raiz
de 25 es £, porque § es la raiz cuadrada de 25,y S
la de 64.

Conviene observar que cualquier potencia de un
quebrado propio no solo es otro quebrado propio, sino
que tambien este quebrado debe ser tanto menor que
su raiz, cuanto mas elevado sea el grado de la poten--
cia, Tambien es muy importante notar que 20 solamen-
te los cuadrados de las fracciones propias son siempre
fracciones , sino que tambien todo quebrado impropio
que no sea exactamente reducible 4 entero, multipli-
cado por si mismo dara siempre un resultado fraccio-
nario igualmente irreducible. Lo cual equivale @ decir
que ¢/ cuadrado de cualquier” nitmero misto debe nece-
sariamente ser otro nitmero misto, y jamas puede ser un
nilmero puramente entero.

97 Esta proposicion esta fundada en esta otra: Todo nimero pri-
mo P que sea divisor exacto del producto AB de dos niimeros enteros
cualesquicra A y B, ha de ser necesariamente divisor exacto de al-
guno de los dos factores , cuando no lo sea de entrambos.

Supongamos que sea B mayor que P sin ser exactamente divi=

sible por £ ; representemos por () el nimero entero que en tal caso
3*
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formara parte del cuociente _g_; y designemos por B/ el residuo fi-

nal de la division; con lo cual vendré 4 ser:
B=PQ — B! (dritm. §. 78),
de donde deduciremos: AB=APQ——-AB/;
y dividiendo los dos miembros de esta ecuacion por P, tendremos

: ' ~AB AB!
esta otra : ‘ T:AQ_,_._P._;

la cual hace ver que siendo, como se supone, exactamente divisible

por P el producto 4B, y mno siéndolo el factor B, debe necesaria-
mente serlo el producto 4B/, Pero siendo B’ el residuo de la divi-
sion de B por P, es necesariamente menor que P: y asi no podrd
dividirse B’ por P.

Ya que por esta razon no es posible dividir 4 B/ por P, supon-
gamos efectuada la division de P por B/; representemos por Q/ al
niamero entero que deberd resultar en el cuociente de esta division,
y por B/ al residuo. Supongamos asimismo efectuada la division del
mismo numero P por el residuo B/; representemos al entero dej
cuociente por @/, y al residuo por B//. Continuemos dividiendo
siempre el mismo numero P por el residuo que haya resultado en
la division inmediata anterior, y sabiendo, ‘como. sabemos, por una
parte que P es un namero primo, y por otra que los residuos han
de ir dlsmmuyendo mas y mas hasta llegar 4 uno que sea igual 4 Ia
unidad 'y de consiguiente divisor exacto de P, si suponemos que
éste itimo residuo sea B ; tendremos esta serie de ecuaciones:
P=Q/B'~ Bl; P=Q/’B”—|—B///; P=QUBlll—4=B7=QUI Blll—y-1,
Multiplicando los miembros de estas ecuaciones por 4, resultardn
estas otras:

AP_Q/_/!B’-!—-AB” APp= Q//ABI/+AB/// AP—()///AB///—f—A
Dividiendo por P los miembros de estas ecuaciones, resultardn es-
tas otras :

AB! - ABIN ABI 4B 4Bl 4
A=Q - 4= Qe
¢ + ity Wk

Ahora bien, ya hemos hecho ver que para ser 2 divisor exacfo

’
de 4B sin serlo de B, era absolutamente necesario que lo fuese del
producto 4B/; y de consiguiente podemos mirar como demostrado
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r

e - Tepresenta un nimero entero. No podrd, pues, verificarse
N

'AB/I .
Sea umn nume-

la primera de las tres dltimas ecuaciones sin'que

o entero; y siéndolo, no: podrd verificarse la segunda ecuacion sin
ABIl!

que sea namero entero el cuociente ; y entonces no podra

verificarse la dltima ecuacion sin que 4 sea exactamente divisible
por P.

Es ) pues , visto que todo ntmero prlmo que sea divisor exacto
de otro nimero compuesto, ha de ser indispensablemente divisor
exacto de alguno, por lo menos, de los factores de este; y por la in-
versa, si un niimero primo no fuere divisor exacto de ninguno de los
factores de un producto, de ningun modo podrd serlo del mismo

producto *.

98 Ahora bien, cuando la fraccion ._5_ es irreducible, no hay
a

ntmero primo alguno que pueda dividir exactamente sus dos términos
by a; y como por lo que acabamos de demostrar todo ntimero primo
que no sea divisor exacto de @, tampoco puede serlo del producto

3

aa 6 a*; y todo nimero primo que no “sea divisor exacto de &,

tampoco puede serlo de &xb & b : es consiguicnte que la fraccion
2

.b_2 sea tan irreducible como ._é_
a a

99 De esta @iltima proposicion se deduce facil-
mente que como la raiz exacta de un nfimero entero no
sea otro niimero entero, tampoco podra Ser nlimero mis-
to, 6 lo que es equivalente, no hay nfimero alguno que
multiplicado por si mismo dé por producto alguno de
los ntimeros enteros comprendidos entre dos cuadra-
dos inmediatos. Sin embargo, sea cual fuere el nlimero
que se nos proponga, nos podemos imaginar que ha re-
sultado de la multiplicacion de alguna otra cantidad por

1 De este principio dimos ya alguna idea en la Aritmética (S. 117). La demostra.

cion que de él geabamos de dar ey sustancialmente la misma que ILegendre ha dado en
su ZTeoria de los niimeros.
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si misma; y aunque en muchas ocasiones nos serd impo-
sible determinarla exactamente, podremos a lo menos
aproximarnos a ella cuanto queramos.

Supongamos por ejemplo que se nos haya propues-
to el nimero 2276, cuya raiz cuadrada estd com-
prendida entre 47 y 48, porque 47x47 da un pro-

- ,d.ucto menor que aquel niimero , y 48 %48 lo da mayor.
Si pues suponemos dividido por medio de quebrados el
intervalo que se halla entre 47 y 48, podremos hallar
cnantos niimeros queramos que multiplicados por sf
mismos den productos mayores que el cuadrado de 47
y menores que el de 48, y que por consiguiente s¢ va-
yan aproximando mas y mas al nlimero 2276; bien
que jamas hallaremos uno que multiplicado por si
mismo dé por producto 2276.

Asi como la division da origen 4 los quebrados, la
extraccion de la raiz cuadrada de los nlimeros que no
son cuadrados perfectos da origen 4 otra nueva especie
de cantidades; pero entre las fracciones y las raices de
los nimeros que no son cuadrados perfectos hay la di-
ferencia de que las fracciones se componen siempre de
un namero exacto de partes de la unidad, y de consj-
guiente toda fraccion y la unidad tienen alguna medida
Comun , © la misma razon que dos nfimeros enteros; lo
cual no puede tener lugar en las raices de los niimeros
que 1o son cuadrados perfectos, :

Si suponemos que cada unidad esté dividida en
§ partes iguales, por ejemplo, 9 de estas partes ven-
drén 4 ser el cuociente de la division de 9 por g ¢
25 y Puesto que I esta contenido § veces en la uni-
dad y 9 veces en 2, la medida comun de la unidad y
de la fraccion 2 sera %5y la razon de la unidad al
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quebrado 2 sera la de los nlmeros enteros § y 9.

En vista de que no solamente los nlimeros enteros,
sino tambien las fracciones tienen con la unidad wna me-
dida comun, se dice que estas cantidades son comensu-
rables con la unidad, 6 simplemente comensurables; y
por cuanto las razones de estas cantidades 4 la unidad
se pueden expresar por otras de nlimeros enteros, asi
estos* como las fracciones se designan tambien con el
nombre comun de cantidades racionales.

Por el contrario la raiz cuadrada de un nlimero
que no sea cuadrado perfecto es incomensurable 6 ir-
Facional , porque no pudiendo estar representada exac-
tamente por ninguna fraccion, es claro que, sea cual
fuere el nfimero de partes en que se suponga dividida
la “unidad, jamas las habra tan pequefias que una de
ellas puedd ser medida comun exacta de la raiz y de
la unidad; ni por consiguiente sera posible designar dos
nfimeros que tengan entre si la misma razon que la raiz

inconsensurable y la unidad.
* Para indicar en general que se ha de extraer una

raiz, y representarel resultado final de esta operacion,
ora sea una cantidad comensurable , ora incomensurable,

hacemos uso del signo v, que se llama radical. Asi
que

- V16 es lo mismo que 4; y de consiguiente es 1na
cantidad comensurable;

V2 es incomensurable 6 trracional. _
100 Aunque en realidad no es posible obtener una

expresion exacta de V 2 en niimeros enteros ni en mis~
tos, podemos sin embargo aproximarnos cuanto quera-
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mos 4 su verdadero valor , convirtiendo el nfimero que
estd debajo del radical en una fraccion cuyo denomina=
dor sea un cuadrado; y tomando el nfimero entero que
mas se aproxime 4 la raiz cuadrada del numerador, ten-
dremos el de otro quebrado, cuyo denominador serd
la raiz cuadrada del anterior denominador; y este nue-
vo quebrado serd préximamente la raiz del nmero pro-
puesto.

Convirtiendo, por ejemplo, el nfimero 2 en wveinti-
cincavos , tendremos la expresion fraccionaria equivalen-
te i3, y puesto que 7 es el nlimero entero que mas se

aproxima a \/so; Y § es exactamente V25, el que-

brado impropio Z, 6 el nlimero misto 13, sera la raiz
de 2 tan aproximada que no le falta ni # de la unidad
para ser exacta,

Ior Esta operacion esta fundada en lo que hemos
dicho en el §. 96, 4 saber, que el cuadrado de cual-
quiera fraccion es otra nueva fraccion, cuyo numerador
es el cuadrado del numerador primitivo, y cuyo deno-
minador es el cuadrado del denominador primitivo; y
siendo este principio generalmente aplicable 4 toda es-
pecie de fracciones , se le podré aplicar 4 las decimales
con mas facilidad que a las demas. Por decontado, de
este principio se sigue que el cuadrado de cualquier
namero de décimas ha de ser un ntimero de centésimas;
que el cuadrado de cualquier nlimero de centésimas
debe ser otro ntimero de diczmilésimas , y asi sucesiva-
meate. Por manera que en los cnadrados de las frac-
ciones decimales el nimero de cifras es siempre doble
del de la raiz. Esto mismo puede deducirse tambien de
la regla establecida para la multiplicacion de las canti-
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dades decimales; pues en ellas se nos pfrescribe que 'el
producto haya de tener tantas cifras decimales como tie-
nen ambos factores. Si pues consideram?s.al cuadrado,
como producto que es de su raiz multiplicada por si
misma, es claro que en el cuadrado debe habfar dos ve-
ces tantas cifras decimales como haya en la raiz. 2

De lo dicho es facil inferir que si nos propusicre=
mos obtener la raiz cuadrada de 227, p/o'r e]emplo,
tan aproximada que no le falte ni una c.entesxma , de?e—
remos convertir aquel nimero en el eqmv;}xlente de diez-
milésimas multiplicandolo por 10002, O lo que es‘lo1
mismo , poniendo cuatro ceros 4 su derecha, lo. caa”
nos dard 2270000 dizzmilésimas. Ahora extracremos
la raiz de este Gltimo niimero considerandclo como s1
fuese de unidades enteras; y para indicar que el re-
sultado debe ser de centésimas , separaremos con una co=
ma las dos Gltimas cifras de la derecha.. De este modo
hallaremos que la raiz de 227, con diferencia de me-
nos de una centésima, es 15,00 segun puede verse en
la operacion siguiente:

Cuadrado...... 2,27,00,00 15,06...... Raiz.

12,7 2k
2000,0 3006
199 4
_ Si el nfimero propuesto tuviere de antemano cifras
decimales , serd necesario hacer que el niimero de estas
sea par; pues segun hemos demostrado , para cada cifra
decimal de la raiz debe haber dos en el cuadrado. Por
ejemplo , para extraer la raiz de §1,7 ?ondremos desde
luego un cero a la derecha de este nmero para qale
tenga por lo menos centésimas ; y extrayendo la raiz de
TOMO II. o Dp
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§1,70 resultard préximamente 7,1. Si quisiéremos que
esta raiz tenga mas decimales, 6 lo que es lo mismo, re-
sulte mas aproximada , pondremos 4 la derecha del nfi-

mero §1,70 tantos pares de ceros como nuevas cifras
haya de tener la raiz.

Los que deseen ejercitarse en estas operaciones po-
dran extraer las raices cnadradas de los nfimeros 2 Yy 3
con siete cifras decimales, para lo cual tendrdn que po-
ner catorce ceros 4 la derecha de aquellas cifras signifi-
cativas,, y hallardn los resultados siguientes:

\/?:r,4r42136; \/-3_:1,7320508.

162 = Cuando hayamos hallado mas de la mitad del ntimero de ci-
fras que se desea en la raiz, podemos obtener las restantes por medio
de la simple division. Si, por cjemplo, nos proponemos extraer la
raiz cuadrada de 32976 , aproximada hasta las centésimas , hallare-
nos primeramente por la regla general el ndmero entero 181 que mas
se le aproxima; y ya que estan determinadas tres de las cinco cifras
que ha de tener la raiz, hallaremos las dos cifras decimales que faltan,
considerando al residuo 215 como si fuese el de una division or—
dinaria , en la cual 362, doble de la raiz hallada , fuera el divisor.
Pondremos pues dos ceros 4 la derecha del residuo; y dividiendo 21500
por 362, resultardn por cuociente 59 centésimas , que agregadas 4 las
181 unidades dardn 181,59 , y esta serd la raiz del nimero propues-
to aproximada hasta las centésimas.

Para demostrar la legitimidad de este procedimicnto designare~
mos por /N el nimero propuesto; por @ la parte que suponemos ha-
llada de la raiz; por & la parte que falta para completarla; y estan-
do representada por el binomio @a—5 la raiz exacta del nimero pro-
puesto IV, tendremos esta ecuacion:

N=a" ——-2ab—-b?;
de la cual se deducen estotras:

N —a® =2ab—+-5%;

N-—,—.-la"',_: : 62

; =
2z oo 2
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Fsta tliima nos hace ver que en habiendo restado del ntime-
ro propuesto el cuadrado de la parte que suponemos hallada de la

yaiz , si dividimos por el doble de esta parte el residuo, €l cuocien-

te serd siempre mayor que la otra parte 4. Sin embargo, pueden ser
2

tales las cantidades @ y &, que sca despreciable la fraceion ik b

tonees la tiltima ecuacion quedard reducida a

N—a®
b= 3
2a

Por decontado cn nuestro caso @ representa un niimero de uni-
dades de 4rden mas clevado que las de 4 ; y tales que para redu-
cir aquellas al mismo érden que estas, como es necesario para compa-
rar dos cantidades , deberemos poner 4 la derecha de las cifras de
tantos ceros como cifras haya en 4. Si pues suponemos que a tenga
primitivamente mas cifras que b, en reduciendo estas cantidades
unidades de un mismo ¢rden, vendrd la primera 4 tener mas de dos
veces tantas cifras como tenga la segunda: y como el numero de ci-
fras de un cuadrado no pueda ser mas del doble de las que.haya en
la raiz, es claro que @ y con mas razon 2a tendrd mas cifras que
. b i brad io de | idad de infi~
b*, y por tanto T serd un quebrado propio de la unidad de

mo 6rden que haya en b. ; ,

Esto supuesto, cuando ros hemos propuesto  aproximar }.msta
las céntesimas la raiz de un ntimero, y hemos hallado en primer
lugar lo parte =181 unidades, vimos que para llegar al g'rado pro-
puesto de aproximacion nos faltaba un nimero que se habia de re-
presentar con dos cifras. Supongamos que este numero de centési-
mas sea 99, que es el mayor de su elase, y de consig:uien’te el e
nos favorable para nuestro infento, La parte « reducida & centési-

b 99 <99

mas serd 18100; 2a=56?00; y —‘2—(1 serfa_en tal caso T
= S0 de una ceufésima.- Es decir que aun el caso menos
36200 ; :

; S5 S ; ST okadion

favorable el error que puede resultar de este medio de .ﬂ)rc‘(l‘aclm
3 4 o PRAFT 4 Q Fy g

es menos de nn tercio de una centésima ; sera pues menor en todas

las demas circunstancias mas favorables. Asi que, se podri sin recelo
. * =
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. .—-az . ’ . ;
tomar el cuociente e por equivalente a b siempre que el
a
ntimero de cifras del cuociente sea menor que el de las que haya en a.
105 Las mismas reflexiones que hemos hecho sobre la ecuacion
N—a? b* Ml
5 ——-=5—|——2—-, y que nos han conducido 4 la férmula de
a a

aproximacion

nos hacen ver un método de aproximar por medio de las fraccio-
nes ordinarias cualquiera raiz incomensurable. En efecto, despues de
haber hallado el niimero entero @ que mas se aproxime & la raiz

exacta del ndmero propuesto, la parte 4 que falta, debe ser un
2

quebrado propio ; T serd otro quebrado mucho menor que &; de
a

consiguiente sera despreciable , y podra mirarse como exacta la fér-
mula :
N=—Ya*

2a

b=

A fin de manifestar cémo pucda esta férmula servirnos para
aproximar cuanto queramos la raiz repitiendo una misma operacion,
propongamonos extraer la raiz cuadrada de 2. Desde luego vemos
N——a*

2a

que 4 es el entero que mas se aproxima a esta raiz, y que

— . Si pues suponemos que sea h=—, la raiz aproximada del
T g

15 ‘ 3
nimero propuesto sera 4 ' —- ¢ ——. Haciendo ahora ‘a= 2
92 : 2’
o N—a® 1 ‘ 1 .
sera o ey suponiendo que sea b=-— o la
: oada it o
¥t aproxima sera ——— e ———
a1z mas P a 2 - 12 12 ﬂClCXll (s} € nueve
17 . N—a* AR N 17' [
= SOrd = I e —————— | §
a : P C. a : 2a i 408 y upomcn( 0 que sea V==
1 o S Lol 1
————; la raiz aun mas aproximada  serf ——— ————==

408 std2 408

&
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izz . Del mismo modo podrd continuar sin término de la aproxi-

macion, designando por a la raiz que se haya acabado de hallar, y su-
N —a*

2a

*
0

poniendo, que sea b==

Tog Para aproximar la raiz cuadrada de una frac-
cion cuyos términos no sean cuadrados perfectos, el
primer medio que se nos presenta €s extracr aproxima=-
damente la raiz del numerador y la del denominador;
pero reflexionando un poco , echaremos de ver que pue-
de en todos casos ser exacta una de estas dos raices ha-
ciendo que uno de los términos de la fraccion, por
ejemplo el denominador, sea un cuadrado perfecto : lo
cual se consigue multiplicando los dos términos de la
fraccion propuesta por su denominador. Si tuviéremos,

por ejemplo, que extraer la raiz cuadrada de =

trasformaremos esta fraccion en

3xT7 21
Tx7 —_4_5

multiplicando sus dos términos por el denominador 7; y
siendo 4 el nlimero entero que mas se aproxima 4 la

TR ;4 g Bilensd ;
raiz de 21, sera = la raiz de '.7, aproximada de mo-

; : 7 ol

do que para ser exacta no le falta ni —.
‘ 7

Si ‘desedremos mayor aproximacion, sera necesario

convertir , por lo menos aproximadamente , la fraccion

/ * Tnel complemento de este tratado daremos otras formulas generales mas cé-
modas para aproximar cuanto se quiera las raices incomensurables de cualquier gra-
‘do que sean. - j ; ; g et e
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propuesta 3 en otra cuyo denominador sea el cuadrado
de un nimero mayor que 7.

- Si queremos, por ejemplo, que la raiz se diferen-
cie de la verdadera en menos de 55, trasformaremos &
en el nlimero equivalente de doscientos veinticincavos, es
decir, en otro quebrado cuyo denominador sea el cua-
drado de 1¢. De este modo tendremos (Aritm. §. 116,
pég 193 enla nom) el quebrado 27, que se diferencia'
deZen menos de s+53 y puesto que la raiz de 2% se ha-
lla entre 35 y 15, aproximandose mas a esta segunda frac-
cion que 4 la primera por estar 96 mas cerca de 100
que de 81, es consiguiente que ;7 6 3 sea la raiz de 3
con diferencia de menos de 75 :

Haciendo uso de las decimales para aproximar la
raiz del numerador de la fraccion 35, hallaremos que la
raiz de 21 es préximamente 4,383 ; y de consiguiente
Iz raiz de 35 6 de su equivalente 7 serd #5245 y efec-
tuando la division indicada resultard 0,654 ; raiz apro-
ximada hasta las milésimas. Para que en esta Gltima di-

vision sea siempre nQmero entero el divisor, se hace que

sea cuadrado perfecto el denominador del quebrado, cu-
ya raiz intentemos extraer; y para esto no siempre es
necesario maultiplicar ambos términos por el denomina-
dor. Si, por ejemplo, hubiésemos de extraer la raiz
de Z; multiplicando por 2 sus términos, tendremos la
fraccion equivalente 15, cuyo denominador es cua-

drado.

Con el mismo objeto de hallar aproximadamente

la raiz de un quebrado ordinario cuyos términos no
sean cuadrados perfectos, se le snele reducir previamente
& decimal; y- se extrae la raiz de este nuevo quebrado
equivalente al propuesto. En caso que este no sga exac=
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tamente reducible 2 decimal, se toma en la reduccion
un niimero de cifras doble del que nos propongamos ha-
llar en la raiz. Proponiéndonos, por ejemplo ; aproximar
hasta las milésimas la raiz de 2, convertiremos esta frac-
cion en la decimal equivalente 0,428571; y extrayen-
do la raiz de esta filtima fraccion hallaremos que la raiz
de £ estd entre 0,654 y 0,655.

10§ Con estos conocimientos nos hallamos ya en
estado de resolver todas las ecuaciones, en las cnales no
entre mas que la segunda potencia de la inc6gnita com-
binada con cantidades conocidas.

En efecto, si conforme 4 las reglas del §. 11 7e-
unimos en un solo miembro todos los términos que lleven
esta potencia, y la despejamos de sus multiplicadores y
divisores , tendremos el valor de la z'mégnz'm extrayen- -
do la raiz cuadrada del otro miembro.

Sea, por ejemplo la ecuacion

Sy —8=4—z32".
Haciendo desaparecer los divisores hallamos desde
luego:
152 — 168 =84— 1427
trasladando al primer miembro el término 142* y al se-
gundo el término 168, resultara:
152" +142"=84+168,
DQu=—=go

252
.Z‘__zg >

=y e
Conviene advertir que para indicar la raiz dela

fraccion 252 hemos hecho descender el signo v/ hasta
por bajo de la linea que separa al numerador del deno-
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: 3 3 . V52 :
minador. Si hubiésemos escrito et esta expresion

nos indicaria el cuociente que da la raiz cuadrada del
nfimero 2¢2 cuando se la divide por 29, resultado di-
ferente del primero, en el cual debe efectuarse la divi-
sion antes de extraer la raiz, 6 habra que extraer dos
raices y dividir la una por la otra. :
Sea ademas la ecuacion literal

; ax’+b*=cx’+d’ ;
y operando del mismo modo que en la anterior, ten-
dremos sucesivamente

ar’—cx’=d’—b’ ,

. d3—0?

W
a—-c

v d3—b3
r= i
a——cC

Haremos observar con esta ocasion que cuando se
haya de indicar la raiz cuadrada de una cantidad com-
plexa, es necesario prolongar la linea superior del signo
radical, de modo que quede debajo de ella toda la

cantidad.
La raiz de la cantidad 44” b—2b>+¢® se escribird

asi: V 4’ b—2b°+¢3
6 de este otro modo:
Vo (4a%h— 2B’ +¢°);

sustituyendo 4 la linea superior del radical un parénte-
sis que comprenda todas las partes de la cantidad cuya
raiz se ha de extraer; y esta filtima expresion debe pre-
ferirse 4 la primera (§. 35). , fRas

“"En general 4 toda ecuacion'de segundo grado de
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la especie de las que aqui consideramos, se le podrd
dar por medio de la trasposicion de sus términos la
forma siguiente: :

pe

q

designando por_P— el coeficiente de 2*, sea el que fue-
7 :

=d,

re; y de esta tltima ecuacion deduciremos:

aq
P

1
)/
106 Pudiéramos ya mirar como resuelta la ecua-
cion general propuesta, una vez que la formula que
hemos deducido de ella nos manifiesta una serie de ope-
raciones aritméticas que ya sabemos efectuar, y que
efectuadas nos han de conducir seguramente 4 la de-
terminacion exacta 6 aproximada del nlimero descono-
cido. Y 4 la verdad; nada habria que afadir 4 lo dicho
si jamas s¢ hubiesen mirado como simbolos de verdade~
ras cantidades las expresiones algebréicas realmente ab-
surdas, designadas comunmente con el nombre de can-
tidades negativas. Pero luego que se sometieron al
calculo aquellos simbolos como si representasen una cier-
ta especie de cantidades, era consiguiente que todo nii-
mero que se nos propusiese como un cuadrado hubiese
de tener no una sola sino dos raices; porque se pueden
en todos casos designar, no dos cantidades, sino dos
simbolos que sometidos 4 la misma operacion algebraica
den por resultado el que representa al nlimero propuesto.
En efecto, la ecnacion 2*=24§ nos indica que x
es la cantidad que elevada al cuadrado 6 multiplicada -
TOMQ II. EE




218 TRATADO ELEMENTAL
por si misma produce 245 y como algebraicamente ha-
blando no solo—+ 5 multiplicado por =+ §; sino tambien
— 5 multiplicado por — g produce 24 ; es consiguiente
que de la ecuacion propuesta se deduzcan estas dos :
x:—a—-s H

“Por la misma razon deduc1remos de la ecuacion

general.

Pt
74
estas otras dos:
e ¥ P 3
s AT
: YRR :
Estas dos expresiones se suelen reunir en la siguiente:
x:i\// ﬂ_ i

en la cual el signo doble ==, que se Iee mas O menos,
indica que al valor numérico representado por

Ve

7

se le puede anteponer cualquiera de los dos signos =-
6.—;5y que tanto con el uno como con el otro satisface
a la ecuacion algebraica propuesta. :

De lo dicho resulta la regla general de que se debe
anteponer d { la raiz cuadrada de cualgmem cantidad el
signo doble ==

Hablendo la misma razon para aplicar esta regla aI
primer miembro que al segundo, se podria con funda-
mento decir que de la ecnacion 2”=2§, por ejemplo,

no solo se deduce x===¢, sino tambien =x===g5, en

DE ALGEBRA. 219

la- cual - estan:comprendidas’ no dos, sino las cuatro

ecuaciones signientes:
= G A= — 5 gt e ol P e 5.

Pero observando que con solo mudar, como sicmpre
nos es permitido ; los signos de los dos miembros de las
dos filtimas ecuaciones resultan las dos primexras, se echa
de ver que aquellas no se d1stmguen realmente de estas,
y que de consiguiente de la ecuacion propuesta se de-
duce solo x=x= 35, en la cual estan comprendidas estas
otras realmente distintas:

WDl g Fe= B WESSll

‘Por esta razon se dice que toda ecuacion de se-
gundo grado ‘nos da dos distintos valores de la incég-
nita en vez de que ninguna ecuacion del pnmer gra-
do. pued\. darnos mas de un solo valor de la misma in-
cbgnita,

107 ~Si despues de haber despejado la segunda
potencia- de la ‘inc6gnita, y haber ejecutado todas las
reducciones que sean posibles en las expresiones de las
cantidades, resultare con el signo —, 6 como dicen, fue-
re negativo el segundo miembro de la ecuacion, serd
imposible asignar ; ni aun entre los meros simbolos alge-
braicos llamados ‘cantidades negativas; uno que repre-
sente el valor de la incégnitas y por tanto serd entera-
mente absurda la ecuacion.

Si, por ejemplo, tuviésemos esta :

A2 =0
y de ella dedujésemos
=== 247
ol ) 3 :
veriamos que ni + 4 ni'— 4 pueden ser el valor de la

incégnita , porque tanto -+ 4 como — 4 multiplicado
*
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por si mismo produce -+ 16. Es pues enteramente ab-
surda la suposicion de que — 16 pueda ser un cuadra-
do, 6 de que pueda tener raiz cuadrada exacta ni apro-
ximada, Esta absoluta imposibilidad se expresa diciendo
que la raiz cuadrada de toda cantidad wnegativa es
imaginaria. :

Lo que en realidad quiere esto decir es que la fér-

mula 2==% V—16 y todas las demas semejantes , en

las cuales para hallar el nfimero incégnito se nos pres=
cribe una serie de operaciones impracticables, son indi-
cios de algun absurdo que contienen la ecuacion y la
cuestion de donde hayan provenido. De este absurdo
6 de esta incompatibilidad entre las condiciones de los
problemas que dan orfgen 4 ‘esta clase de férmulas,
hablaremos con alguna mayor extension mas adelante.
Lo finico que por ahora advertiremos es que no se la
debe confundir con la que hicimos notar (§. 58) en los
problemas del primer. grado, en los cuales una simple
mutacion del signo de la inc6gnita hacia posible la solu-
cion que antes no lo era; en vez de que en los del se-
gundo, de que ahora tratamos, seria necesario para que
desapareciese la imposibilidad mudar el signo al cuadra-
do de la incégnita.

108 Hay ecuaciones de segundo grado con una
sola incgnita, que contienen no solo la segunda potencia
de esta, sino tambien la primera , y ademas uno 6 mas
términos en los cuales no se halla la incégnita, Estas
ecuaciones , conocidas con el nombre de ecuaciones com-
pletas de segundo grado, deben tener por consiguiente
tres especies de términos, que son: términos en los cua-
les se halla el cuadrado de la incégnita; otros que con-
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tienen la primer potencia de la incdgnitas; y otros por
filtimo enteramente conccidos. Tales son las ecuaciones:

2 —4r=12;4v—3x'=4 — 2. ;
- La primera de estas ecuaciones es 'mas sencilla que”
la segunda, porque solo contiene un término de cada
especie, y porque:en ella el cuadrado de x estd tomado
positivamente, y solo tiene por coeficiente 4 la unidad.
A esta Gltima forma se deben siempre reducir las ecua-
ciones de segundo grado antes de resolverla; de manera
que toda ecuacion completa del segundo grado se pue-
de representar por esta:
rra-pr=yq,
indicando p y ¢ cantidades conocidas positivas 6 nega-
tivas.

Para reducir 4 esta forma las ecuaciones que se nos
presenten en otra distinta , nos valdremos de los siguien-
tes medios: 19 trasladaremos (§. 10) a un solo miem-
bro todos los términos en que se halle la incégnita, y al
otro miembro todos los términos enteramente conocidos:
29 mudaremos el signo de cada uno de los términos de
la ecuacion para hacer positivo el de 2” si antes fuere
negativo (§. §7): 39 dividiremos todos los términos de
la ecuacion por el multiplicador de #* si tuviere alguno
este cuadrado (§. 11); 6 los multiplicaremos por el di-
visor del mismo cuadrado en caso que esté dividido
(5. 12).

Aplicando lo dicho 4 la ecuacion

4r—3r’=4—2v,
trasladaremos en primer lugar al primer miembro todos
los términos en que se halla la incognita; y asi tendremos:
=4 br=4; :
en seguida cambiaremos todos los signos para hacer po-
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sitivo. el término en que se halla el cuadrado dé 1a in-
cognita, y resultari: > 3 '
vt = bu=-—4;
multiplicando ‘todos los términos por el divisor 5, ten-
dremos : 24 2 4
30" —3or==20;

y fGltimamente dividiéndolos por €l multiplicador 3, se
trasformard en :
&%= Lox= 2%,
Si comparamos: esta ‘ecuacion con la general
2+ pr=g ‘
tendremos en este caso particular
pP==1losy q:—-fgi.' :

109 Despues que esten reducidas 4 esta forma las
ecuaciones para resolverlas deberemos tener presente
que (§. 34) el cuadrado de una cantidad compuesta de
dos términos contiene en todos casos el cuadrado del
primer término, el duplo del primer término multipli-
cado por el segundo, y el cuadrado del segundo; y que
por consiguiente el primer miembro de la ecuacion

24 oav+a’ =bh

en la cual 2y b son cantidades conocidas;, es el cuadra=-

do perfecto de x+a. Se Ia podra pues dar esta forma:
(r+a) (x~+a)=b.
Extrayendo ahora la raiz cuadrada del primer
miembro, € indicando la misma operacion en el segun-
do tendremos : & ol

: : r+a==%Vih; :
cuya ecuacion es solo de primer grado; y. traspo-
niendo da:

x:—di\/r
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Se resolveria-pues con: facilidad cualquiera ecuacion

de segundo grado si se la diese la forma de
P av+at=h; -

es decir, si su primer miembro fuese un cuadrado.

Ahora bien, el primer miembro de la ecuacion ge-
néralini. o SIRHPPEGUea
contiene ya dos términos, que se pueden considerar co-
mo dos de las tres partes del cuadrado de un binomio;
esto es, @*, que sera el cuadrado del primer término
¥ #%, que sera el duplo del primero multiplicando por el
segundo, el cual por consiguiente no puede ser mas de
la mitad de p 6 X p. Para completar el cuadrado del bi-
nomio ¥+ p; se necesita todavia el cuadrado del segun-
do término ; p; pero es facil formar este cuadrado pues-
to que p y ; p son cantidades conocidas. Si pues afiadi--
mos el cuadrado = p* al primer miembro; afiadiéndolo
igualmente al segundo para conservar la igualdad, con-
seguiremos que el primer miembro sea el cuadrado com-
pleto del binomio x+Z p, sin que deje de ser entera-
mente conocido el segundo miembro,

De este modo la ecuacion general primitiva

'+ pr=gq,

se trasformara en

' PPl Pl =g
y siendo el primer miembro de esta tiltima el cuadrado
de x+Z 25 i extraemos la raiz de ambos miembros ten-
dremos:

x-i—%j):i\/q-&-ipzi (§. IOS>;

y trasponiendo resulta:

x:—-&pi\/q_-i-i-pz;
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en la cual estan comprendidas estas dos:

=—1p+Vgrips

=—1p—Vyg+ip"

Si al tiempo de extraer la raiz hemos dado el signo +
al segundo término I p del binomio cuyo cuadrado se
hallaba en el primer miembro de la ecuacion, ha sido
porque era positivo el segundo término de este miem-
bro; pero en caso que sea negativo, se debera poner el
signo — 4 la segunda parte del binomio, porque el cua-
drado 2* — 24r+a* corresponde al binomio ¥ —a.

- Teniendo ya resuelta la ecuacion general completa
del segundo grado, podemos mirar como ignalmente re-
sueltas todas las particulares del mismo grado, refiriendo
cada una de estas a la general

bl Pr=q;

6 efectuando inmediatamente en cada ecuacion que se
nos propenga, la misma serie de operaciones que acaba-
mos de ejecutar, y que se prescriben en la regla si-
guiente :

Hdgase un cuadrado perfecto el primer miembro de
la ecuacion propuesta, anadiendo a los dos miembros el
cuadrado de la mitad de la cantidad conocida que mul-
tiplique d la primera potencia de la incégnita ; extrdi-
gase despues la raiz cuadrada de cada miembro, obser=

vando que la del primero ha de componerse de la incog-
nita y de la mitad de la cantidad conocida que la mul-
tiplique en el segundo término, tomada con el signo de este
mismo término; y que la raiz del segundo miembro debe

estar con el signo deble %, é indicada con el signo Vv, sino
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se-la puede extraer dnmediatamente. Por altimo, des-
péjese la incdgnita tra.rpamendo al segundc miembro la
parte conocida que la acomparie en el primero.
Propongamonos ya 4 'ﬂgunos ejemplos,
110 Hallar un niimero tal que en anadiendo su
séptuplo d su cuadrado la suma sea 44.
Representando por x al nlmero desconocido, la
ecuacion fundamental vendra a ser:
HTE=445
la cual tiene desde luego la forma que debe, para que
inmediatamente le apliquemos la regla que acabamos de
establecer, Tomaremos pues 7, mitad del coeficiente 7
que multiplica & », y elevando aquella mitad al cua-
drado resultaran %2 que afiadidos 4 los dos miembros,
trasformaran la ecuacion propuesta en la signiente:
L 59, A9
L =44-+—:
la cual, reduciendo el segundo miembro a una sola
fraccion, vendra a ser esta otra: i
; . 9 9295
T +7lH — =
v 4 4
La raiz del primer miembro es, segun la regla an-
terior , v+ %3y la del segundo es zs. Tendremos pues
Ja ecuacion:

o

T

de la cual se deduce por {iltim
7
¢ r= ?i%’
equivalente a estas dos 3
7 ——8 e g0
=iy
r=—Il—ti=—2==—]].

El primer valor de x resuelve la cuestion segun

esti propuesta y sin necesidad de hacer alteracion al-
TOMO 1II. FF
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guna en sus condiciones; puesto que si x¥==4 , sera
‘ : s =16 )
it e

y la suma 2*+ 7o =44. ;

Por lo que respecta al segundo, estando precedido

del signo—, y convirtiéndose 72 en

Misalrst i L 3
es claro que en tal caso el séptuplo debera restarse del
cuadrado del nlimero, y que de consiguiente para que
el nlimero IT satisfaga a la cuestion es indispensable
modificar su propuesta de modo que venga 4 ser esta:

Hallay un niimero tal , que en quitando de su cua-
drado su séptuplo , resulten 4.4.

Asi que el valor negativo viene a ser afqui, lo mis-
mo que en las ecvaciones del primer grado, un indi-
cio de cierta modificacion, que debe hacerse en la pro-
puesta del problema para que satisfaga completamente 2
todas sus condiciones la misma cantidad sin el signo.—Por
manera que aunque toda ecuacion del segundo grado ten-
ga dos soluciones, no por eso tendra siempre dos solucio-
nes ‘el problema que nos haya conducido a la ecuacion.

-Si tradujésemos al lenguaje algebraico la cuestion
que hemos propuesto {Gltimamente, tendriamos esta
ecuacion: P = rr=244;

y resolviéndola resultaria:

8 8 8
it
NIB BN BN

i
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En esta solucion es ficil advertir que el valor que
en la anterior era negativo se ha convertido en positivo,

porquie satisface exactamente 4 la nueva propuesta; y
por el contrario el valor que antes era positivo , resulta

aqui negativo; porque es necesario alterar una de las
condiciones de la nueva cuestion para que 4 sea el nii-
mero que buscabamos, . : i
Suele pues el Algebra reunir en cada ecnacion de
segundo grado dos distintas cuestiones, cuyas propues-
tas tienen entre si cierta analogia,
s111 -Algunas veces sucede que la cuestion que
nos conduce 4 una ecuacion de segundo grado es sus-
creptible de dos distintas soluciones , sin necesidad de al-
‘terar ninguna de Jas condiciones de la propuesta, Esto
es lo que por lo comun nos indica el que sean positivos
los dos valores de la incognita; segun puede verse en
Ja cuestion siguiente: '
Hallar un nimero tal, que si & su cuadrado se
afiaden 15, la suma sea igual al bctuplo del mismo
niimero .desconocido. :
Sea v este niimero; y la ecuacion fundamental serd
: 2"+ 14 =8z, »
Ejecutando en esta ecuacion las operaciones pres-
critas ( §. 108 ) tendremos: '
2= 8r=—14;
27— 8x4+16=—18-+16;
2'—Sx+16=1;
T—geEaks

x::4i- G
’r:s,
;17:3_

Siendo , como se ve, positivos 6 sin nota alguna de
L
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absurdos los dos valores de la incégnita, es de inferir
‘que la cuestion, segun estd propuesta y sin necesidad
de modificacion alguna, podra ser susceptible de dos so-
luciones. Y en efecto, si al cuadrado de' § se le afia-
den 154, resultan 40, que es 8 veces §; y sial cua-
drado de 3 le afiadimos 14, resultan 24 , éctuplo de 3.
Se verifican pues en dos distintos ntimeros las condicio=
nes que comprende la propuesta del problema.

112 Otras veces resultan negativos los dos valo-
res; y - esta circunstancia nos indica’ que mno es posible
resolver la cuestion propuesta, sin alterar de tal médo
sus condiciones que venga a mudar de signo el término
en que se halle la primera potencia de la incégnita. Su-
pongamos, por ejemplo, que la cuestion traducida al
lenguaje algebraico esté cifrada en esta ecuacion:

P+ 6=2;

Ja cual nos esta indicando que buscamos un mimero cu-
yo cuadrado sumado con el quintuplo del mismo nimero
y con seis unidades mas, dé por suma el niimero dos;
y aunque lo absurdo de esta cuestion se deja conocer
a primera vista, es importante averiguar cémo nos lo
manifiesta el Algebra, porque nos indicara al mismo
tiempo la modificacion que debe hacerse en la ‘propues-
ta para que desaparezca enteramente la incompatibili-
dad que ahora se advierte entre sus condiciones, En
efecto, resolviendo la ecuacion propuesta hallaremos su-
cesivamente :

TAH=r=—4;
x+5x+”=-;£'—4.=§;
rHi=cl,

2 2
Cocig 8
r=—i+i=—1;
Mg Lasicais
—-""E £ 4.
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El signo—que antecede 4 los dos ntimeros 1 y 4
se puede mirar no solo como una nota del absurdo que
envuelve la cuestion segtin esta propuesta, sino tambien
como un indicio de ‘que si en vez de sumar el quintu-
plo del niimero desconocido con su cuadrado y con 6,
se hubiese de ‘restar aquel quintuplo de la suma de las
otras dos cantidades, satisfarian completamente 4 la cues-
tion los dos ntimeros I y 4. Por manera que para que
desaparezca la incompatibilidad que habia entre las con=~

diciones de la cuestion, es mdlspensable proponerla de

esta otra manera:
Hallar un nitmero tal® que si de su enadrado se

resta su qumtuplo, y al.residuo se le anade el ntimero

6, resulte el nitmero 2.
Esta  propuesta, traducida al lengua]c algebraico,

se trasforma en la 51gu1ente ecuacion:
2 §%—+ 6:=-2i;

de Ia cual se deduce que cualqulera de los dos niime-
ros I 'y 2 tiene las condiciones que ‘abraza la mueva
cuestion. ;
113 Supongamos que se nos haya propuesto el
siguiente problema : .
Distribuir un nitmero p en dos partes cuyo _prodm‘-

to sea jgual d q.
Indicando por z una de estas partes, estara bien re-

presentada la otra por pusiysu producto sera px—a”;
tendremos pues la ecnacion
pr—2"=q;
6 mudando los signos,
= pr=—yq;
y resolviendo esta Giltima ecuacion hallaremos:
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L EspEVi—g
81 parnculauzando la cuestion hiciésemos
simaatep: st smpe sb FT 19 Ve 42 b

tendriamos: ol ok alasinmm 5,4_—_\/25--2 1;
=73
=3

Es demr que uha de las partes seria 7, y la otra setia
por consiguiente 10— 7 6 3.

Sii, por el contrario, tomdsemos 3 por valor. de =
la ‘otra parte seria 103 6 73 de manera que las dos
soluciones de la cuestion no vienen & ser mas de una
sola:de:la: cuestion 'segun estd propuesta s porque la se-
gunda no es mas que una variacion en el drden de las
mismas partes que se¢ han determinado en la primera.

La férmula que hemos deducido de la ecuacion
pr—wi= g manifiesta que en la cuestion de que se' tra-
ta.no s¢ pueden -tomar indistintamente los niimeros p

2

Y ¢, porque si g fuere mayor que _Z— 6 que el cua-

drado de Zp, el residuo representado por el biriomio

2
=

P oy % Aase S 7 :
= —g seria negativo, y vendriamos a dar con el in-

dicio de absurdo, de: que heémos hablado (§ 107)
Si hiciésemos, por ejempo,
P =12 RS
resultaria:
125—2'=4%s

x=6i\/36—45=6i\/:;'—
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luego con estos datos seria imposible el problema. « -
© Sinembargo,-asi como los 'valores ‘negativos de la

incégnita nos manifiestan no solo la imposibilidad de re~
solver el problema, sino tambien’ el ‘modo de rectificar
su propuestas los valores imagindtios pueden servirnos
de indicios de que ‘para ser posible la solucion , debia la
propuesta ser tal que resultase cambiado el 51gno del tér-
mino en que se halle el cuadrado de la incégnita. En
efecto, si en vez de la‘ecuacion

Ligy e i ig o
a la cual nos ha conducido ‘el problema particular pro-
puesto, hubiese resultado cualqulera de estas:

X Tow =48

P=122=4%} : : »
hubiéramos  obtenido las 'siguientes expresmnes de los
valores de la incognita:*

:—6+\/81——6+9

= 6:V81=6=0;
en las cuales han desaparecido enteramente los simbolos
absurdos que resultaron de Ia ecuacion propuesta, y que
nos dieron 4 conocer la imposibilidad de resolver el pro-
blema que nos condujo 4 ella.
Las expresiones particulares

V—9;6+V—9;6—-V_g;
y las generales

Vb3 a+V=b; a—V'—p;
y en una palabra, ‘todas las que sean 6 contengan rai-
ces cuadradas de cantidades neganvas son conocidas con

el nombre de wantidades imaginarias; pero con mas
exactitud deberian llamarse simbolos imaginarios, por-
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que representando el resultado final dé operaciones ims
practicables, no pueden ser cantidades, sino unos vanos
simulacros que hacen las veces de los verdaderos valo=
res que se hubieran obtenido si hubiese sido pesible la
cuestion de donde hayan dimanado.

Sin embargo, los algebristas lejos de haber despre-
ciado enteramente estos simbolos imaginarios , no soio
los han mirado como indicios de la modificacion que
debia hacerse en la propuesta de la cuestion, ‘sino que
ademas los han sometido 4 las operaciones del calculo,
como §i representasen verdaderas cantidades; porque
han visto que. combinandolos bajo ciertas leyes y re-
glas desaparece lo que en estas expresiones habia de ab-
surdo, y se obtienen resultados verdaderos y reales, es
decir, férmulas que no prescriben operacion-alguna im-
practicable. Esto, que a primera vista parece incom-
prensible no tiene nada~de maravilloso, si atendemos
a que b, por eJemplo es un simbolo de una verdade-

ra cantidad,, y 4 que si—4 y ¥ e son, es pors

que representan resultados de operaciones impractica-
bles. Si'pues pura el logro del intento que nos propon-
gamos en una cuestion, descubrimos una serie de ope-
raciones, en la cual se inutilicen 6 se eviten todas las
que sean lmpractlcables, debera ser real y efectivo el
resultado final:" ;

114 Despues de conocer, por medio delas raices
imaginarias que aparecen en el resultado final del cal-
culo, el absurdo de la cuestion, es natural que se desee
descubrir entre las condiciones de la propuesta, cudl

1 De esto daremos algunos ejemplos mas .ldelante, 7 sobre " todo
en ¢l Complemento dél Algebra.
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de ellas sea el origen de la imposibilidad de la solu-
cion. Concretindonos, por ejemplo, al problema gene-
ral propuesto al principio del parrafo anterior, podre-
‘mos hacer la reflexion siguiente:

Si representamos por 4 la diferencia de las dos partes

d
del nfimero propuesto, la mayor serd (§. 9 )t et

2
y la menor —;-'-—- -Z—; y habiendo demostrado en el‘ejem-
plo primero del §. 34 que

P d P d P’ d?
L b Sl i o g e
(2 2) (2 2) 4 4

-es visto que mientras 4 tenga algun valor, el producto
- de las dos partes del niimero propuesto, cualesquiera

2

que sean estas, sera siempre menor que %—, 6 que el
cuadrado de la mitad de la suma de ellas 6 del ntimero

propuesto; y en siendo nulo el valor de la diferencia 4,
6 lo que es lo mismo, en siendo iguales las dos partes,

cada una de estas sera igual a -I;_ , ¥ su producto serd

2

%-.»Es, pues, absurdo suponer que el producto de al-

‘gunas dos partes del nlimero propuesto pueda ser ma-
g P P P

yor que el cuadrado de su mitad; y todo razonamien-
to fundado en esta falsa suposicion ha de venir por pre-
cision a parar en una conclusion igualmente absurda.
Asi que, no es extraio que el élgebra nos prescriba,
para determinar en tal caso los valores de las dos partes
desconocidas, la ejecucion de operaciones impracticables

dandonos por este medio @ conocer que no existe lo que
buscabamos.

TOMO II. ‘ GG
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‘11§ A poco que reflexionemos sobre lo expuesto
acerca de la naturaleza de las ‘ectiaciones completas de
segundo grado con una sola incégnita, inferiremos que
todas ellas se pueden reductr a estas cuatro expresiones
generales ; :

a2+ pr=g; 3%.1+pr=—g;
2l P —pr=g; 4i. —pr=—y;
las cuales se reunen todas en esta otra:
vt pp=chy,
Resolviéndolas, deduciremos las cuatro férmulas
siguientes :

2

YT x=—.—§j)-_‘:\/§p2+q;
; 2lia=3 pVip 4y;

3.-.. x— P V}? —4qs

,4?._.. = p=Vip —q.

Si examinamos atentamente estas férmulas , vendre- -

mos en conocimiento de que las Ginicas ecuaciones de
donde pueden resultar raices imaginarias , son las que
tengan negativa la cantidad enteramente conocida 4 des-
pues de estar traspuesta al segundo miembro; y para
ello es necesario que esta cantidad sea mayor que el
cuadrado de la mitad del coeficiente p de la primera
‘potencia de la incégnita. En ninguno de los demas ca-
sos habra raices imaginarias; pero seran inconmensurables
“siempre que el valor numérico del binomio que se halla
“debajo del signo radical no sea un cuadrado perfecto.
“Todos los valores que mo sean 6 no contengan raices
imaginarias se llaman -valores reales:
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La Gltima férmula nos manifiesta que en todas las
ecuaciones semejantes 4 la cuarta, y en las cuales sea g
menor que % g, los dos valores de la incégnita, ora sean

comensurables, ora incomensurables, son ambos positi-

vos; porque V% p* —g es siempre menor que 3 p.

La pentltima férmula nos hace ver que en las ecua-

«ciones- semejantes 4 la tercera, cuando ¢ sea menor que
% 27, los valores de la incégnita, ya sean comensurables

6 incomensurables , seran ambos negativos, porque 3.

es siempre mayor que V= p*—g

En todos los demas casos uno de los valores de la
incognita sera positivo, y el otro negatlvo.

Aunque todas estas diferentes especies de valores
satisfagan 4 las ecuaciones de donde hayan dimanado,
los positivos son los fnicos que pueden satisfacer 4 las

.cuestiones en los mismos términos en que esten propues-

tas, y sin necesidad de modificar ninguna de sus condi-

.ciones; los valores negativos y los imaginarios no son

mas que unos vanos simbolos que nos pueden indicar,

.no solo la imposibilidad de las cuestiones , sino tambien

el modo de rectificar sus propuestas en términos que

.desaparezca la incompatibilidad que anteriormente ha-
.bia. No quiere esto decir que todo valor positivo de

la incégnita satisfaga siempre 4 la cuestion segun esté

_propuesta ; pues si nos propusiéramos, por ejemplo, ha-

lar un nivmero x menor que 1, tal que el cuadrado de
1—X fuese fgual & 7 tendriamos esta ecuacion:

Gl
de ella deduciriamos con suma facilidad que
: q
I—=r =7}

*
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y por consiguiente estotras dos:
r=x;
X =7

" De estos dos valores, sin embargo de que ambos
sean positivos , y de que ambos satisfagan a la ecuacion
fundamental, solo el primero satisface completamente 4
la cuestion.

Aun los valores incomensurables indican que no es
posible hallar un nimero que satisfaga completamente
a la cuestion, bien que podamos encontrar nlimeros que
mas y mas se aproximen al que busquemos , el cual nos
es absolutamente imposible determinar. *

116 Como sea muy interesante que los princi=
piantes adquieran ideas exactas de todos los hechos ana-
liticos que no parecen conformes 4 las nociones vulgares,
‘he creido conveniente afiadir 4 lo ya expuesto (§. 106)
algunas nuevas razones que hagan ver la necesidad que
hay de admitir dos soluciones en las ecuaciones de se-
gundo grado.

Nos proponemos pues demostrar gue como exista
una cantidad 6 un mero simbolo , designado por a, que
sustituido en lugar de x satisfaga a la ecuacionde
segundo grado X* +pxXx=q, y que por consiguiente sea
valor de x; debe forzosamente haber otra cantidad i otro
simbolo que satisfaga d la misma ecuavion s y que de con-
siguiente serd otro valor de lz misma incégnita. Si,
con efecto, sustituimos @ en lugar de x, resultara
a’~+ pa=gq; y pues que z es por suposicion valor de z,
serd g precisamente igual 4 la cantidad 4+ pa; luego

4 En el tratado de la aplicacion del Algebra ¢ la Geometria,

completaremos estas nociones relativas a las diferentes especies de rais
ces de las ecuaciones. j
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podremos sustituir esta expresion en lugar de g en la
ecuacion propuesta, y de este modo se trasformara en
estotra:
&+ px—-a +pa.
Trasladando todos los términos del segundo miembro al
primero , resultara:
2 pr—a’ —pa=o;
la cual se puede escribir de este modo:
¥’—a"+p(x—a)=o0;
y siendo (§. 34)
v*—a'=(z+a) (x—a);
se ve inmediatamente que el primer miembro es di-
visible por #—a,.y da un cuociente exacto, que es
s Iuego, segun esto, tendremos:
2+ pr—g=a'—a +p(z—a) (z—a) (z+ a+p)
Ahora, es evidente que un producto es igual a cero
cuando lo es cualquiera de sus factores ; luego debemos

tener - (z=a) (z+a+p)=o0

no solo cuando v=a, lo cual da
T—a=o;

sino tambien cuando -+ -+~ P=0; de donde ‘resulta
r=—a—p.

Queda pues probado que si es @ uno de los valores
de la incOgnita, —a — p sera precisamente otro.

Este resultado concuerda con los dos valores com-
prendidos en la férmula

—IpEVy+ip’;

porque suponiendo que sea a=—3p +Vg+x 7", por
ejemplo vendra 4 ser

~a—p=ip—Vg+ip—p=—3ip—Vi+ip,
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el cual es' con efecto el segundo valor de la incégnita,
6 como se dice, la segunda raiz de la ecuacion,

Mas adelanre volveremos 4 estas observaciones que
contienen el gérmen de la teona general de las ecuacio-
nes de todos los grados,

117 La dificultad de poner en ecnacion los pro-
blemas de segundo grado-y de todos los demas superio-
res es la misma que hemos hecho notar (§§. 8 y 14) en
los del primero; pues consiste siempre en el modo de
poner en claro todas las condiciones comprendidas en
la propuesta, iy de expresarlas por medio de caracteres
algebraicos. Las cuestiones que hasta aqui - hemos pro-
puesto del segundo grado no presentan dificultad algu-
na en esta parte; y aunque los principiantes deban ya
haberse  ejercitado en los - problemas ‘que propusmos
(§§ 82 y ant.) del primer grado, vamos sin embargo
a propener:y resolver algunas otras cuestiones que da-
rdn ocasion 2 muchas observaciones muy importantes:

De dos artesanos que han estado tr 4ba_;dmio en una
obra y ganaban diferentes jornales, el primero cobré
“por los dias que habia trabajado 584 reales; el segun=
do trabajé seis dias menos., y - percibid por sus ]ormzles
216 reales s peroses de-adversir que si por la iwversa
¢l segundo hubiese trabajado tantos dias como ¢l prime-
70, y este hubiese trabajado seis  dias menos ', ganan-
do cada uno de ellos ¢l mismo jornal que antes, hubiera
percibido tanta cantidad el uno como el otro por walor
de todos sus respectivos jornales. En esta suposicion se
pregunta: ¢ cudntos dias ha trabajado cada uno -de ellos
y cudnto ganaba al dia? :

Aunque en realidad son cuatro las cantidades des-
conocidas que nos proponemos ‘determinar en este pro-
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blema, no es necesario representar mas de una de ellas
por alguna de las Qiltimas letras del alfabeto, porque
conocemos las relaciones que cada una tiene con todas
las demas. En efecto, representando por x el niimero
de los dias que estuvo empleado el primer artesano , se=
ra x—=6 el de los dias de trabajo del segundo;

3584

£

5

el jornal del primero ser4

216
y el del segundo vendrd 4 ser =
a‘——-—

Ahora, si este Gltimo hubiese traba]ado por espacm
de # dias hubiera ganado
216

/

216z
XX 5

—06 z—6
y si el primero hubiese trabajado tan solo x—6 dias,
no hubiera percibido mas de
(x—6) 384 6 584_(x—6) : § s
x
luego la ecuacion fundamental del problema vendra 4 ser:
216z 384 (z—6)
2—6 %

Puesto ya el problema en ecuacion, lo pnmero que
deberemos hacer en esta es eliminar los denominadores
por medio de la multiplicacion que llaman en ¢ruz. Asi
tendremos: _

2162 =384 (v—6) (2—6);
y siendo los nfimeros 216 y 384 exactamente divisibles
por 6, se simplificara este resultado por medio de esta -
division , y quedar4 reducido 4
362" =64 (2—6) (2—6).
~Para resolver esta ecuacion pudiéramos efectuar las
multiplicaciones indicadas, y preparar el resultado con
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arreglo 4 lo prescrito (§. 108); pero siendo el objeto
de aquella regla el facilitar la extraccion de la raiz cua=-
drada de los dos miembros de la ecuacion propues-
t1, no'es necesario observarla en este caso, porque ‘se
nos presentan desde luego los dos miembros en forma
de cuadrados; pues 362* es el cuadrado de 6z;
64 (x—6) (v—6) es el cuadrado de 8 (x—6): lue-
go inmediatamente y sin necesidad de preparacion al-
guna podremos deducir, extrayendo la. raiz cuadrada
de ambos miembros:
6r==x=8(r—6 )
de donde resultan sucesivamente los dos valores de la
incégnita
6r=82—48; 2=24;
6r=—8x+48; =122,

El primer valor nos manifiesta que el primer jor-
nalero ha trabajado 24 dias, y ha ganado por consi-
guiente 4%t de real 6 16 reales al dia; que el segun-
do ha trabajado 18 dias y ganado 2%¢ de real 6 12 rea-
les al dia.

El segundo valor, aunque tambien satisface 4 la
ecuacion fundamental del problema, no satisface 4 este
segun estd propuesto , sino con cierta modificacion; y de
consiguiente viene 4 ser la solucion de otro problema
analogo , segun hemos observado (§. 110).

118 8¢ presentan d un banquero dos letras & cargo
de un mismo comerciante para que las descuente; la
primera de 550 pesos pagadera d los siete meses; y la
segunda de 720 pesos pagadera @ los cuatro meses; el
banquero da por las dos la cantidad de 1200 pesos; y
se nos pregunta : ;cudl es el tanto por ciento anual de
interés d que se han descontado estas letras?
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Con el objeto de evitar las fracciones en la expre-

sion del tanto por ciento correspondiente 4 los siete me-
ses y'4 los cuatro, representaremos por 127 el respecti-
vo 4 un afio y 4 una cantidad de 100 pesos; con lo cual
vendrd 4 ser » el interés mensual, En este supuesto se .
obtendra el valor actual de la primera letra haciendo
(Aritm, §. 188) la siguiente proporcion :

55000 ;
10047z

y el valor actual de la segunda letra resultard de esta
otra proporcion semejante:

IOO+7I‘: Io0:: 550:

72000

: 1004z
Reuniendo estos dos valores tendremos para ecua-
cion fundamental del problema:

55000 72000

4
100472 10042

Los dos miembros se pueden dividir por 200, y
asi resulta: 275 560

I00—=4+-47: IOO.'.:720:

=I200,

.
3

0 e7s . Tt ™

y haciendo desaparecer los denominadores (§. 13) ha-

llaremos sucesivamente:

275 (100 ——42) -+ 360 (100 —+72) =6 (100 +7) (100 —~4z);
27§00+ 11008+ 36000+25207=
60000-+6600r+1682";

la cual ordenada, se reduce 4

1682°+29802=3500;

y dividiendo todos los términos por 2, resulta:

844"+ 14900=175o0,

la cual da por Giltimo:

. 1490 1750
X == .

84 84
TOMO 1II, HH
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Y comparando esta ecuacion particular con la ge-
neral '+ pr=g; §
resulta s P s W=t i ;
84 © 84

y. la expresion de la formula general

2
x:—fgj)_i:‘/.l_;_ ~+~g

se convierte en

745 :t.‘// 745%745 . 1750 j

84 84x84 84

Es necesario reducir desde luego a una sola las fraccio-

nes que se hallan debajo del radical, y asi resultara:
7455745 —4—1750x< 84 702025 :

—,.

84.84 7484
y observando que el denominador de esta fraccion es
un cuadrado perfecto, 'solo faltara extraer la raiz cua-
drada del numerador.. Aproximandola hasta las milési-

s e

mas hallaremos que V/70202¢ es 837,869; y dén-
dole el denominador 84, seran los dos valores de la in-
cognita :

745 837,369 92 869

= e = ,1086;
84 84 . 84

745 857,869 1582,869
r=— —_ e —=—18,843.
84 84 84
El primero de estos dos valores, que no tiene nota

alguna de absurdo, es el finico que resuelve la cuestion

segun esta propuesta; y asi diremos que el tanto por

ciento annal que desedbamos conocer, y que hemos re-
presentado por 12, serd:
rev=13;367.
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119 La cuestion siguiente es digna de atencion

- por las par'ticularidades que ofrecen las expresiones de

los valores de la i mcogmta.
Distribuir un niimero en dos partes cuyos cuadra-
dos tengan entre si una Fazon dada.
Sea a el nlimero dado;
m la razon de los cuadrados de sus dos partes:
& una de estas partes;
la otra serd a— &5
y segun la propuesta de la cuestion tendremos la ecua-

cion

x2

(e—=z) (a—=x) :

Para resolverla se nos presentan dos medios; por-

que 6 la podemos preparar para darle ]a forma de la

ecuacion general 2°+pr—g; 6 aprovecharnos de la

observacion que facxlmente se puede hacer de que la
fraccion

==, .

$z.

: (a—2z) (a—u2)

es un cuadrado, pues lo son su numerador y su deno-
minador. Haciendo uso de esta observacion deducire-
mos inmediatamente :

g S
=i\/m;

x:i(a-—-;r)\/—n—z_;‘

y resolviendo separadamente las dos ecuaciones de pri-
mer grado comprendidas en la Qiltima, que son:

r=+(a—x) \/;nT

x=-—(a-—x) Vims;
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nos resultaran
aVim

¢ e

1+Vm
—aVm
t—~Vm
Del primé¥ valor de Ia i incégnita se deduce que Ia
segunda parte del nimero propuesto es

r=

eV e Vo g a

1+Vm T e b b iy

y las dos partes vienen 4 ser :
aVm a
s G \/171 T~ \/m

las cuales son, segun lo exige la cuestion, menores am-
bas que el nimero propuesto.

‘Del segundo valor se infiere que la otra parte del
niimero propuesto €s;

e

aVm =\ W
e _a—a m+anz i a ;
e v B PET _~_7
I—Vm 1—Vm 1—Vm
y entonces las dos partes son;
—aVm Wb s
y 5

1=V P

y siendo contrarios sus signos, no es ya realmente Ia
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suma de ellas igual al niimero propuesto; lo es su di-

ferencia, y asi hemos venido 4 resolver al mismo tiem-
po otro problema.

Haciendo m=1, esto es, suponiendo que hayan
de ser iguales los cuadrados de las-dos partes que se
buscan , tendremos: s
u , tendre s

>

y el primer valor de la incégnita da dos partes iguales
@ a

2y2

resultado evidente por si mismo. Pero el segundo va-
lor da por resultado el simbolo del infinito (§. 68)
saber:

3

ik £ 6 — O a 6 a
1= D 0
Lo que estas expresiones quieren decir es que la
suposicion de dos cantidades cuya diferencia sea «, y
cuyos cuadrados sean iguales, es enteramente absurda;
y de consiguiente jamas se las podra designar. Sin em-
bargo cuanto mayores se elijan aquellas dos cantidades
con aquella diferencia, tanto mas se aproximaran a te-
ner la otra condicion.
Con efecto, sean x y x—a las dos cantldades yla
razon de sus cuadrados estar4 bien representada por

mz

—_—

&% — 2ax—a* :
y dividiendo los dos términos de esta fraccion por 2,
resultara

i
2¢ a*
I = e o —
z zZ

Ahora es claro, que cuanto mayor sea el'ntimeto ;
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: 2a
tanto menores seran las fracciones —— | . ——, Y tanto

1
mas se aproxxmara la razon anterior 4 ser igual a = 0

& B sin que jamas pueda llegar a ser 1gual 4 1. Por ma-
nera que I es el Jimite de aquella razon ( Arit. §. 121);
y esto es lo que se ha querldo decir cuando se ha di-
cho que para que ‘aquel quebrado 6 razon fuese exacta-
mente igual 4 1, como requiere la propuesta, es nece-
sario que fuese z;zﬁmto el valor de la ; Jo cual es ma-
nifiestamente imposible.

120 . Para comparar el método general de resolver
las ecuaciones completas de segundo grado con el que
acabamos de seguir, deduciremos de la ecuacion

IZ

(a—=2) (a=—2) o

las siguientes:
v'=m (@a—z) (a—2);
x’=a’m—2amy +mx” ;
PP = 2amr=a’'m;
(1—m) ¥*+ 2amz=a’m;
5 Qam a’m
z - r= ekt
1—m 1—m
Cotejando esta GQltima ecuacion con la general
X' pr =g, resultara:
2am a’m :
e ) = T
y la férmula general se trasformara en esta otra :

-‘/ a‘m Y

+

1——-—m (i—ﬂz)(i-—m) 1—m .
Estos valores de z parecen muy diferentes de los

que se han’hallado antes; y sin embargo deben reducir-
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se a aquellos; y esto es cabalmente en lo que puede
sernos atil este e]emplo, porque manifiesta la impor-
tancia de las trasformaciones que las diferentes operacio-
nes algebraicas producen en las expresmnes de las can-

- tidades.

En primer lugar es necesario reducit 4 un mismo
denominador Jas dos fracciones comprendidas debajo del
radical ; lo cual se efectuara multiplicando por I—m
los dos términos de la segunda, y resultard:

a*m?® a’m am’—-a’m (1—m)
-+ = =
(l—m)(i—-——-m) 1—m (1——m)(1—-m)
a*m®——a®*m—a’*m* . a’m

(L) G ) el he—in 3l e —n) s
y siendo el denominador un cuadrado, podremos efec-
tuar 1nmed1atamente la extraccion de su raiz, é indica-
remos la del numerador, Asi tendremos :
v a*m* ‘ “a'm _1/ A

L)y s ¢ t—m

pero la expresmn Va'm se puede todavia sxmphﬁcar. »

Es claro que el cuadrado de un producto viene 4
ser el producto de los cuadrados de sus’ factores » pues-
to que, por ejemplo,

bed=bed =b*c*d?,
y que por con51gu1ente la raiz de b“ *d” no es mas que
el producto de las raices b, ¢ y 4 de los factores
e Yed Aphcando esta observacion al produc-
to a* m, se ve que su raiz debe ser el producto de &,

raiz de 4*, multiplicada por Vm que es la indicacion -

de la ralz de m; 6 que Vi m— —aVm,
De estas diferentes trasformaciones se sigue que
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5 1 am 5 avVm .
1—m A’
cuya expresion comprende estas dos:
—am——aVm —am—aVm
ST 1—m o 1—m >

Por sencillas que sean estas expresiones no son to-
davia las del parrafo anterior; y si se quiere aphcarlas
al caso en que m=1, se convierten en
—a—+a_ 0

r= oo
1—1 0
—g—a —2a
= ==
1—1 0

Volvemos aqui 4 encontrar en la segunda el sim-
bolo del infinito como anteriormente; pero la primera

: : 0
presenta la forma indeterminada e de que ya hemos

visto algunos ejemplos (§§. 69 y 70); y antes de de-

cidir acerca de su valor convendra examinar si se halla

6 no en el caso indicado (§. 70), es decir, si algun
factor comun al numerador y al denominador es el que

0 3
hace que cuando m=1, se reduzca a = la expresion del

valor de la incognita.

* Las dos dltimas expresiones cquivalen 4 estas otras: ===

am—aV m am——-vV'm
—_— = ——, las cuales estan ambas com-
l—m = A—m
. am ==V am : ; :
prendidas en esta: TR Tambien equivalen a las
——m

N am—aV'm am——avV'm am—aV m
siguientes: = ———— ; ¥ = § L= —————,
2 m—1 i m—1

Estas trasformaciones estan fundadas en que podemos cambiar el
signo del dividendo , con tal que tambien mudemos el del cuociente &

el del divisor.
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—am——-avVm
La expresxon —— . se.trasforma.en . ;

i1—m : e 50
a(——m-+—1/ ;ﬁj _a W r—n——m)

1—m 1—m

Por lo que hace al numerador de esta fraccion, bien
se ve que se convierte en cero por razon del factor

Vm—m: es preciso pues averiguar si este filtimo' factor
y el denominador tienen algun divisor comun. Para evi-
tar el embarazo que en esta investigacion podria ocasio-

nar el signo radical, supondremos que Vm=n; y de
consiguiente que elevando al cuadrado sea m=n". Por
este medio se trasformaran las expresiones

en Vm—m y 1—m

n—n'y I—n.
Ahora, n—n'=n (1—n); y 1—n'=(1—n)x
(1-+n); restituyendo pues en lugar de # su equiva-

Iente‘\/;, resultara que
Vv_;—mz\/;x(l—\/;),
y I—m=(—Vm) (1 -+\_/;r7);
y por consiguiente
a(Vm—m) a( I—-Vm}\/m _aVm
1—m (1—-\/m)(1+\/mj 1+Vm

resultado enteramente igual al del §. 119.
Del mismo modo se simplifica la expresion del se-
gundo valor de x, observando que
TOMO II, 11

e
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-—a\/Z—-am-__ ~a(r+Vm) vipfiviesigi win
I—m (1—Vm) (1+Vm) 1-Vm

comoenel §, 119. °

No es dificil conocer que hubiéramos podido evitar

los radicales en los cdlculos precedentes, representando
por m* la razon de: los' cuadrados de las dos partes del
nfimero propuesto. En tal caso hubiera sido m la raiz
cuadrada de aquella razon; y puesto. que SupPOnemos co=
nocida esta, podriamos considerar como dada su raiz;
pero acaso no se hubiera echado entonces de ver la uti-
lidad de semejante variacion en los datos, de la cual se
valen con frecuencia los algebristas para simplificar los
calculos. Ahora que ya se pueden haber conocido las ven=
tajas de aquella variacion , recomiendo 4 mis lectores que
vuelvan 4 comenzar la solucion del problema , poniendo.
m" en lugar de m; en la inteligencia de que lo practi-
cado en esta cuestion podrad servirles de norma para to=
das las demas literales.

1 EI ejemplo: que acabamos de exponer con: tanta extension vie--
ne a ser en sustancia un problema resuelto por Clairaut en su Alge-
bra, y propuesto en estos términoss Hallar en. la linca que une dos.
luces cualesquiera, el punto. en que estas dos luces alumbran. con. igual’
intensidad. Hemos despojado. este: problema. de las. eiveunstaneias: fisi=
cas, porque ademas. de ser agenas del objeto. de esta obra distraen la.
atencion que exigen, las particularidadesalgebrdicas , muy notables por
si mismas, § que por esta razon hemos desenvuelto mas que Clairant..
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De la extraccion de la raiz ecnadrada de las cantidades
algebrdicas,

121 La trasformacion que en el pirrafo anterior

hemos ejecutado de Vamen aVm es de la ma-

yor importancia; porque nos proporciona un medio de

reducir al menor ntmero posible los factores contenidos

debajo del radical, y de simplificar otro tanto la extrac-
cion que aun haya que efectuar. ;

Esta trasformacion consiste, como se ha visto, en
tomar separadamente la raiz de cada uno de los Sfacto-
res que sean cuadrados; en escribir todas estas raices
Juera del radical como multiplicadores 6 coeficientes su~
Joss y en dejar debajo de él, tales como sean, los Jac-
tores que no sean cuadrados.
 Esta regla supone por de contado que tenemos me-
dios de reconocer si es 6 no un cuadrado una cantidad
algebrdica, y que siéndolo sabemos extraer la raiz. Para
que sobre esto-no quede la menor duda; trataremos
primeramente de las cantidades monomias » y despues
pasaremos 4 las polinomias. l

122  De la regla de los exponentes prescrita para
la multiplicacion (§. 31) resulta claramente que /a se=
gunda. potencia de una cantidad cualquiera tiene un ¢x=
ponente doble del' de esta cantidad. '

Sabiendo ; por ejemplo, como sabemos que

A xa =a’; & <a'=ua%; AP xat = a’ ,&c:
nos es facil inferir que todo factor que sea un cuadrado
ha de tener un exponente pars:y que se¢:obtiene su rajz
escribiendo la misma letra éon un exponente igual d la

- mitad del cxponente primitivo,
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Y asi tenemos V' =a* 6 a; Va'=a"; Vd'=a’; &e.

Por lo que respecta & los factores numéricos que
sean cuadrados se ejecuta la extraccion de sus raices
por las reglas establecidas anteriormente.

Si queremos pues simplificar la expresion V/ 644"174

observaremos que son cuadrados los factores a®h*c”, por-
que todos tienen exponente par; y puesto que sabemos
que 64 es el cuadrado de 8, inferiremos que siendo Ia
cantidad que estd debajo del radical el producto de
cuatro factores cuadrados, su raiz debera ser el produc-

to de las cuatro raices; y por consiguiente V/ 64a’b'c*

=8a’bc.

123 Cuando no se verifique esta circunstancia, se
debe descomponer el producto propuesto en otros dos,
uno de los cuales contenga Ginicamente los factores cua-
drados, y el otro los que no lo sean; para lo cual se
deben examinar uno por uno todos los factores.

Si nos proponemos, por ejemplo V' 724'5%, echa-
remos facilmente de ver que entre los divisores del nfi-
mero 72 hay cuadrados perfectos, a saber: 4, 9 y 365
y tomando el mayor de estos tendremos 72 = 36 x 23,
el factor a* es un cuadrado; y pasando despues al fac-
tor 5°, que no es un cuadrado por ser impar el expo-
nente 3, observaremos: que este factor se puede des-
componer en otros dos b* y b, el primero de los cuales
es un cuadrado, y asi tendremos: :

b=0b"xbs
del mismo modo : WOWEY. Wiv LELR
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ehastihaos
é 1gua1 trasformacion hariamos con cualquiera otra le=
tra que tuviese un exponente impar. Todas estas des=
composiciones dan
72a*hc° =36 x 24" b be'c;
y reuniendo por una parte todos los factores cuadrados
y por otra todos los que no lo son, la misma expresion
se trasformara en
e 364" ”lezc,
y por altimo, tomando la raiz del primer producto, é
indicando la del segundo, tendremos

V724 =6a"be* V 20 ,
Hé¢ aqui algunos otros ejemplos de reducciones se-

mejantes precedidas de los calculos que nos conducen
r
4 ellas.

.

a3 v 2 a VT ‘V

e A Xe———=a — 3 -—-.._—— 417
5 R

6 ._.a'b 6‘\/25x5ab’ '\/25b><5a

49<2

6x5 1/ 52 306y /3a. 305

—— et S T s oy

2 7

306 b S
v 6a=—or 2 6a.

En ambos gjemplos hemos ‘hecho dltimamente salir
fuera del radical el denominador de las fracciones alge-
braicas , haciéndolo un cuadrado , segun lo que hemos
dicho (§. 104) con respecto 4 las fracciones numéricas.

‘124 Por lo que hace a la raiz cuadrada de los po-
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linomios , convendra tener presente que ningun binomio
algebraico puede ser un cuadrado perfecto. de cantidad
representada por las mismas, letras .de que se componga
el binomio ; porque todo monomio elevado al cuadrado
produce solo un monomio; y el cuadrado de un bino-
mio viene siempre 4 ser un trinomio (§. 34).

Serfa pues un error muy craso el tomar el binomio

a-+b como equivalente 4 Va'+b", aunque la raiz

de 4” tomada separadamente sea #, y b la de *; por-
que siendo a” ~+ 24b+b" el cuadrado de 2+ 5 contiene
ademas del binomio 4*+5” el término + 245 que no se

) 2 2
halla en la expresion V/a’+5".
Todavia seria. mayor el error que se cometeria en

o . . ’ SRR
tomar el binomio a—5 como equivalente 4 V5" — p;
porque siendo @’ —2ab~+ 5" el cuadrado de z— b, este

binomio equivaldrd 4 Va—2ab+53 y esta expresion no

puede , como se ve, ser igual 4 V'a* =12,

La tnica simplificacion de que son susceptibles las
 raices de cantidades algebraicas binomias, podri tener
lugar solo en el caso en que los dos términos tengan uno
6 mas factores comunes, y que estos sean cuadrados. En
efecto

V124" b'¢* + 208°b°6" A=V 4a* b & (34’ c sabd)=
2abeV/ 30 o+ sabds

5eeg
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v a*m? a’m 8 V a® m® ——a® mn :
e =V —_—- =
n n ; I3

e D

VT ey
—(mitemn) = — Y mpmn,
n 7o
Pasando ya 4 los trinomios, propongimonos por
ejemplo extraer la raiz de
24a°b’c+16a"c" + 9b° ;

y teniendo 4 la vista el cuadrado a*+2ab—+ b*, tratemos
de hallar en el trinomio propuesto las tres partes de que
debe constar el cuadrado de cualquier binomio. Con
este objeto ordenaremos sus términos con respecto 4 una
de sus letras, 4 la‘letra por ejemplo, y resultard :

C o 16atc o 42 b egbt.
- Ahora, cualquiera” que sea la raiz que buscamos,
en suponiéndola ordenada con respecto 4 la misma le-
tra @, el cuadrado de su primer término debe pre-
cisamente ser el primer término 162%* de la cantidad
propuesta; el duplo- del producto del primer término
de la raiz 'p'o‘r' el'segundo’, debe dar el segundo  tér-
mino 24a%h% ‘de la cantidad propuesta; y por fltimo
el cuadrado del tiltimo término de la raiz debe ser pre-
cisamente el (ltimo término 95° de la cantidad propues=
ta. Hechas estas consideraciones se dispone la operacion
como aqui se ve: : ;
Coadrado.... 16a**+24a*b%+9b° ( 4a’;+ 35%..v Raiz,

= 4,2 _—
o - 8a’c+35°
+24a*bic+9b° :
—24a’b*c—9h°
O ¢ o

Extraigamos primero (§. r22) la raiz cuadrada del



256 TRATADO ELEMENTAL
primer término 164", y el resultado 4a% es.el primer
término de la raiz, el cual se escribe 4 la derecha en la
misma linea que la cantidad propuesta.

Quitemos de esta cantidad el cuadrado 164%" del
primer término 42’°¢ de la raiz; y haciendo esta reduc-
cion solo quedan los dos términos 244°5%+9b°.

Debiendo ser el término 2 4a%h°c el duplo del pro=
ducto del primer término de la raiz 44" por el segun-
do , obtendremos este segundo, dividiendo 244%5°¢ por
84’c, duplo de 4a%¢; el cual duplo se escribe debajo
de la raiz. El cuociente 35° es el segundo término de
la raiz. :

Con esto quedara determinada la raiz que nos pro-
poniamos hallar; pero se necesita para que sea exacta que
el cuadrado del segundo término componga 95°% 6 mas
bien, que el duplo 8a’¢ del primer término de la raiz,
sumado con el segundo 34°, y multiplicada la suma por
el segundo, reproduzca los dos filtimos términos del
cuadrado (§. 91); por consiguiente, al lado de 84°¢ es-
cribiremos 35’3 multiplicaremos 84%¢+ 30° por 35%;
y restando de los dos Giltimos términos de la cantidad pro-
puesta el producto, no queda nada, y de aqui inferiremos
que la raiz que buscamos es exactamente 4a*c+35°.

Bien se deja ver que el mismo razonamiento y la
saisma serie de operaciones se pueden hacer con todas
m cantidades compuestas de tres términos. A iy

12§ Cuando la cantidad de que se quiere extraer
la raiz tenga mas de tres términos, la raiz debera tener
mas de dos; y suponiendo que estos sean tres, observa-
lemos primeramente la formacion del cuadrado de un
rin omio para venir por eite medio en conocimiento no
stsolode las condiciones que deben reunirse en un polino-
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mio para que sea un cuadrado, sino tambien del modo
de averignar su raiz.

Propongamonos, por ejemplo, elevar al cuadrado
el trinomio m--n-+p; y con solo representar por la le-
tra:/ al binomio m-+#, el trinomio propuesto se tras-
formara en el binomio /~p; y el cuadrado de este equi-
valdra al de aquel. Ahora bien, el cuadrado del bino-
mio /+p es I*~+ 2lp~+p*; restituyendo pues m-+7z en

: Iugar de / sera:

(m+n+p) =(m—+n)*—+2 (m-+n) p+p*;
y siendo (m—+n)*=m*-+ 2mn+n*, el cuadrado de
m-+n-+p vendra 4 ser
m* 4 2mn—+n* + 2 (m—+n) p+p*.

Este resultado nos hace ver que estando ordenados
los términos del polinomio que suponemos ser cuadrado
de un trinomio, el primer término de aquel ha de ser
forzosamente el cuadrado del primer término de este, es
decir, de la raiz; el segundo término de aquel serd el
doble producto de ‘la primera parte de la raiz multi-
plicada por la segunda; y de consiguiente dividiendo
aquel segundo término de la cantidad propuesta por el
doble del primer término que ya suponemos hallado de
la raiz, el cuociente debera ser ‘el segundo término ¢ la
segunda parte de la misma raiz.

Conociendo entonces los dos primeros términos de
la raiz que se busca, se completard el cuadrado de estos
dos términos , que representamos aqui por (m-n)*; y
quitandolo de la cantidad propuesta restara

2(m—+n) p+p°;
cuya cantidad contiene el duplo del producto del primer
binomio m-+n por el tércer término de la raiz, mas el
cuadrado de este tercer término; y nos hace ver que es
TOMO 11, KK
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necesario ejecutar con el binomio m-+7, que suponemos
ya determinado , lo mismo que se ha hecho con el pri-
mer término 7 de la raiz.
Sea por ejemplo la cantidad

64a’be+2 5" b =404’ b+16a*+64b*c"—80ab’s 5
y ordenando sus términos con respecto 4 la letra 2, dis-
pondremos la operacion segun acabamos de indicar.

16a*—40a35~—2500—80ab c——64b2c? | 4a*—B5ab—8bc

——-04a*bc 84> —>5ab
—16a* [ 8a*—10ab——-8bc
= resid.—40a3b——25a> 5% —80ab® c——84b% c*
——64a’be
~=40a3b—25a%b*

2? resid.—~—64a>bc—80ab?c~j=G4b*c*
—064a”be——80ab*c—64b°c*

0 0 0

Hecho esto, extraemos la raiz cuadrada del primer
término 164", y hallamos 44” para el primer término de
la raiz que se busca; formamos su cuadrado, y lo res-
tamos de la cantidad propuesta.

Doblamos el primer término de la raiz » ¥ escribi~
mos debajo de €l el resultado 84 ; por el cual dividi-
mos el término —404°h, que es el primero del primer
residuo; y siendo —sab el cuociente, venimos en cono-
cimiento de que este es el segundo término de la raiz;
lo escribimos al lado de 82°; multiplicamos el todo por
este segundo término, y el resultado lo restamos del
primer residuo.

~ De este modo habremos ya quitado de la cantidad
‘propuesta el cuadrado del binomio 4a’—gab; y puesto
que en la raiz debe haber algun otro término, en el se-
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gundo residuo deberan existir el duplo del producto
del binomio hallado por el tercer término que buscamos
de la raiz, y el cuadrado de este término. Doblamos pues
la cantidad 4a*—sgab, y el duplo 8a’—10ab lo escribi-
mos debajo de 4a’—g5ab para que sirva de divisor del
segundo residuo; y efectuando la division del primer
término de este por el primer término de aquel duplo,
el cuociente 84¢ serd el tercero de la raiz.

Lo escribimos inmediatamenie al lado de 8a°—
roab ; multiplicamos por el mismo cuociente el trino-
mio 8a’— 10ab~+8kc, y restando del segundo residuo
el producto total de aquella multiplicacion, se destruyen
enteramente todos los términos, y esto nos demuestra
que la cantidad propuesta es el cunadrado de 44— gab—+
8be. Si despues de efectuada la tercera sustraccion que-
dasen aun mas términos del polinomio propuesto , seria
este indicio de que la raiz deberia tener algun otro tér-
mino ; y continuariamos del mismo modo, cuanto fuese
necesario , la operacion, imitando lo que hemos practi-
cado para hallar los dos Giltimos términos anteriores , y
lo que hemos ejecutado en la extraccion de la raiz de
los ntimeros.

De la formacion de las potencias en general,
y de la extraccion de sus raices.

126  Hemos visto que la resolucion de las ecuacio-
nes de segundo grado dependia de una operacion arit-
mética, por medio de la cual retrocediamos del cuadra-
do 4 la cantidad que se habia multiplicado por si misma
para formarlo, 6 4 la raiz cuadrada; y es fécil ver que

esta operacion es un caso particular de esta otra cues-
: *

3{.
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tion general: sabitndose ¢ suponiéndose que un niimero
dado sea una ciprta potencia de otro desconocido , ¢ como
se determing cudl es este otro? Ya se deja entender que
!a seri.e de operaciones que deberemos ejecutar en esta
Investigacion , debera ser la inversa de la que nos sirve
para hallar la potencia; y de consiguiente debe sernos
muy til examinar cémo se forma esta para saber cémo
se la debera descomponer.

Siendo muy cémodo €l uso de los simbolos alge-
braicos para investigar cuanto pertenece 4 la composi-
ciony 4la descomposicion de las cantidades, procedere-
mos desde luego 4 la formacion de las potencias de las
expresiones algebraicas; pues para hallar las de los nf-
meros basta lo que hemos dicho en el §. 24 con arre-
glo 4 lo cual hemos formado las potencias que se hallan
en la tabla siguiente :

1?,1[2'5,4|5l6l7|8l'9

2‘."1!4[9-'16-'25' 56 I 49 | 64 I 81

5’.'1,8,27' 64 |125| 216-l 545| 512 ] 799

4é|1|1G| 81 I 256 | 625 I 1296

2404 | 4006 | 6564

52 1 | 52 I 245 I 1024

5125' 7176 116807] 52768 | 59049

cel 1] 64 | 729 l 4096 ‘ 15625| 46656 ,117649| 262144 | 531441

72 | 1 i 128 l 92487 l 16384 l 78125 I 279936 I 825545 , 2097152 , 4782969

Hemos puesto aqui esta tabla principalmente con
el objeto de hacer notar la rapidez con que crecen las
potencias de los nlimeros 4 proporcion que van siendo
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de grado mas elevados observacion muy importante pa-
ra lo sucesivo. Se ve con efecto que la séptima potencia
de 2 es ya 128, y que la de 9 asciende 4 4.782,969,

De esto se infiere con facilidad que las potencias
de las fracciones propias disminuyen con mucha rapidez;
porque las potencias del denominador van siendo tanto
mayores que las del numerador cuanto mas elevadas sean.

La séptima potencia de %, por ejemplo, serd 35 y
lade Sieora

127 Puesto que en todo producto cada letra tiene
por exponente la suma de los exponentes qué tenga en
los dos factores (§. 26), es consiguiente que la potencia
de una cantidad monomia se forme multiplicando el ex-
ponente de cada factor por el exponente de la potencia.

La tercera potencia de @*5°¢, por ejemplo, resulta-
ra multiplicando los exponentes 2, 3 y 1 de las letras
@, by ¢ por el exponente 3 de la potencia que se bus-
ca; y se tendra a’h%°. Con efecto, esta potencia es lo
mismo que .
@ bloxa’ boxa’bPe=a’" b3,

Si la cantidad propuesta tuviese algun coeficiente
numérico , serfa necesario elevar tambien este coeficien-
te 4 la potencia indicada; y asi la cuarta potencia de
3ab’c’ es 81a'b°"°, porque la de 3 es 81,

128 = Por lo tocante 4 los signos que precedan 4
las cantidades monomias, debemos observar que todas
las potencias, cuyo exponente sea par., han de tener el
S1gno =5 y que todas las de exponente tmpar. deben le-
var. el mismo signo que la cantidad que las haya for-
mado.

Con efecto, las potencias de un grado par resultan
de la multiplicacion de un nGmero par de factores; y
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ya se sabe que los signos — combinados de dos en dos
en la multiplicacion dan siempre al producto el signo +
(§. 31). Por el contrario, si el exponente de la poten~
cia, 6 lo que viene 4 ser lo mismo, si el nfimero de
los factores fuere impar, el producto tendrd el signo —
siempre que este signo preceda 4 los factores, porque
en este caso se ha de terminar forzosamente la opera-
cion multiplicando un producto positivo por un factor
negativo.

129  Para retroceder de la potencia 4 la cantidad
que la ha formado, y que se llama la 747z, no hay mas
que invertir las reglas que acabamos de dar, es decir:
1.° Se ha de dividir el exponente de cada letra por el
que indique ¢l grado de la raiz que se quiera extraer.

De esta manera hallaremos la raiz clbica 6 de ter-
cer grado de la expresion @°4%*, dividiendo por 3 los
exponentes 6, 9 y 3; lo cual dard a’b%.

2.°  Cuando la expresion propuesta tenga  algun
coeficiente mumérico, se debe tomar tambien su raiz para
obtener el coeficiente de la cantidad literal que se de-
duzca por la regla anterior.

Si se nos pidiese, por ejemplo, la raiz cvarta de
81a%h%%, veriamos en la tabla del §. 126 que 81 es
la cuarta potencia de 3, 6 lo que es lo mismo, que la
raiz cuarta de 81 es 3; y dividiendo por 4 los expo-
nentes de las letras , tendriamos por resultado 3ab’c’.

En caso que no se pueda hallar por medio de la
tabla citada la raiz del coeficiente numérico, se la ex-
traera por los métodos que mas adelante daremos 4 co-
nocer. 4
130 -Ya se deja entender que la extraccion de las
raices de los factores literales de las cantidades mono-
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mias no se podra efectuar sino cuando cada exponente
sea exactamente divisible por el de la raiz. En no ve~
rificindose esta circunstancia, lo {inico que se puede ha-
cer es indicar la operacion aritmética que habremos de
efectuar cuando se sustituyan nfimeros 4 las letras.

Para esta indicacion se hace tambien uso del signo

AT pero 4 fin de no confundir las raices de un gra-
do con las de otro se escribe entre las lineas de que se
forma el signo radical el exponente de la raiz que con
¢l intentamos representar. Asi cuando veamos las ex-
presiones V/a, V4" , sabremos que la primera represen-
ta la raiz clibica 6 del tercer grado de la cantidad a;
y la segunda la raiz quinta de 2. '

De cualquier grado que sean las expresiones pre-

cedidas del signo V', se las puede frecuentemente sim-
plificar haciéndose cargo de que (§. 127) ana 0-
tencta cualquiera de un producto es ¢l producto de las
potencias. del mismo grado de todos los factores de la
raiz; y que por consiguiente, cualguiera raiz de un
producto es el producto de las raices del mismo grado
de todos sus factores. De este filtimo principio se de-
duce que si la cantidad puesta debajo del radical tie-
ne fmtores que sean potencias' exactas del mismo gra-
do que el de la raiz indicada ) se podran tomar sepa-
radamente las raices de estos Jactores, y multiplicar el
produsto de estas por la raiz tndicada de los. otros
Sactores.

En la expresion \5/96a’b7c“ » por ejemplo, se ve

que 96=32x3=2'x3;
que @ es la quinta potencia de «;
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que B=b by
que ¢ =%
y por consiguiente :
06a°b7c = 2 &’ be o 3b%¢
y siendo 2abc* la raiz quinta del primer factor del Glti-
mo producto, resulta que

\5/964‘1775“ = 2abv’\5/ 3b%.

131  Debiendo llevar toda potencia de un .grado
indicado por nfimero par el signo + (§. 128), ninguna
cantidad precedida del signo — podra ser potencia de gra-
do par, ni de consiguiente podra tener rai.z de este gra-
do. De lo cual se sigue que todo radical de un grado par
que tenga debajo de si una cantidad negativa,, es una
expresion imaginaria. Asi que

\4/—-4 ’ &_44,b+\8/—db7

son expresiones imaginarias. :
Por manera que cuando el exponente del ra.dmal
sea par, no se podran designar ni- exactamente ni por
aproximacion, ni en expresiones positivas ni en negati-
vas, ‘mas qué las raices de las cantidades ?osmvas siby
“estas raices podrdn estar precedidas indiferentemente
del signo + 6 del signo —, porque en ambos casos re-
producen igualmente la cantidad propuesta con el signo
+; lo cual debe entenderse en el supuesto que se igno-
re qué signo tenia la que se supone haberla prqdu;ido.
No se verifica lo mismo cuando el exponente de la
raiz sea impar; pues debiendo las potencias de expo-
nente impar tener el mismo signo que sus Tespectivas
raices (§. 128), debe por la inversa darse 4 l/as rai-
ces de estos grados el mismo signo que preceda d la po-
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fencia s y asi en tales casos se podrd designar de la raiz
una expresion que no sea imaginaria,

132 Es interesante observar que la regla dada
(§: 129) para la extraccion de las raices de los mo-
nomios por medio de los exponentes de sus factores,
conduce naturalmente 4 indicar con stmbolos mas cémo-

dos para el cilculo que el signo V', las raices que no

se pueden extraer algebrdicamente con exactitud.

Si, por ejemplo, se nos pidiese la raiz tercera 6
clbica de &*, deberfamos conforme 4 la regla citada,
dividir el exponente § por 33 pero no pudiendo efec-
tuarse exactamente la division, resulta el niimero frac-
cionario £; y la forma que adquiere entonces el expo-
nente del resultado indica que no se puede verificar la
extraccion en el estado actual de la cantidad propuesta.
Debemos pues mirar como equivalentes las dos expre-
siones vV y aé.

Esta segunda tiene sin embargo la ventaja de con-
ducirnos inmediatamente 4 la simplificacion de que es

susceptible la expresion /&' ; porque extrayendo el en-

: vl
tero.cox.:temdo en la fraccion £, tendremos 1 =%,y por
consiguiente

s=a 142 3
a’ 3=at><43<§. 25):
5
donde se ve que la cantidad 4% esti compuesta de dos
factores, de los cuales el primero es racional, y el otro

i 3
S€ convierte en \/ ac.

Lo mismo pudimos haber deducido de Ia expre-
TOMO 1II. LL
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sion ¥/, observando lo prescrito (§.. 130) pero el

exponente fraccionario.conduce. inmediatamente 4 aquel
resultado. Ya se nos ofreceran en otras.operaciones que

hayamos de ejecutar con las. cantidades radicales nue-
vas ocasiones de. reconocer. las. ventajas de los. exponen-:

tes fraccionarios,

Por ahora basta observar. que. correspondiendo la:
division de los exponentes, en los.casos en que se la pue--

de efectuar, 4 la extraccion de las raices; en estando me-
ramente indicada aquella division, se la debe. conside~
rar como simbolo del: resultado de la misma operacion;

y de consiguiente deberemos. tener por equivalentes las.

n m .
expresiones Varyar..

Asi vemos de nuevo que el convenio adoptado pa--

ra representar las diferentes potencias de una cantidad
nos conduce . por. unalogia y por extension 4 simbolos
particulares, del mismo modo que segun vimos (§. 37),
nos coudujo ala expvresion'af: L.

133 Observaremos con este motivo que la regla
de los exponentes relativa 4 la division (§. 36), com«
binada con la de los signos relativa 4 la sustraccion
(§. 20), nos conduce tambien 4 nuevas expresiones de
cierta clase de fracciones algebraicas,

Con efecto, por medio de estas reglas tenemos:

.

a 2
—=a" ",

y de esto es facil inferir que si el exponente 7 del de-
nominador fuere mayor que el exponente m del nume-
rador, sera negativo en el segundo mxembro el expo-
nente de la letra @,
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DPor ejemplo, si m=2 y n=3s ‘tendremos:
2
a g
Lok —_—3 T,
T a’ " =a 5

y como ‘por otra parte sepamos ‘que simplificando'la frac-

. a I z = e LY 2 .
‘cion —-se trasforma en —, ‘'vendremos ‘4 concluir que
a a

. : , . I S
son ‘equivalentes las ‘expresiones — y
a

En general tenemos por la regla-de los exponentes

an : v
=@ ' '=a '3y Ppor otra parte 'sabemos que
a

a”l .am 4 ;

s ko= - Resulta ipues’ ‘que-‘son «equiva~
a a“"Xa ; I

: 1
lentes las expresiones — y @~
,an

En efecto, el signo—que precede al exponente 7, to-
mado en el sentido indicado en el §. 62, manifiesta que
el exponente negativo propuesto procede de una fraccion
cuyo denominador contenia n factores @ mas que el nu-

b
merador, la cual simplificada es —. Se puede pues, en
an

encontrando cualquiera de estas expresiones, sustituir en
lugar de ella la otra.

: . - a’b*
Con arreglo 4 esta observacion la cantidad —_ que
: e

5 1 1 ;
es equivalente 4 2”xb’x— x s ol se’ puede trasformar

cﬂ

en esta otra b’ c—d3; es decir que se pueden trasferir
al mumerador todos los factores del denominador con los
mismos ex ponentes que tengan , sin otra novedad que la
de estar preced;dcs estos del signo—.

Y reciprocamente, cuando una cantidad contenga
»
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Sfactores con exponentes negativos, los podremos trasla-

dar al denominador , dando d sus exponentes el signo -+

y de esta manera la cantidad &’4°¢c—*4™° se convierte
a’b’ :

en .
c’d3

De la_formacion de las potencias de las cantidades complexas:

454  Observaremos ante todas cosas que se indican las potencias de
las cantidades complexas encerrando estas cantidades dentro de un pa-
réntesis, sobre el cual se pone 4 la derecha el exponente de la poten—
cia. La expresion (4a*—2ab—— 56%)% denota la tercera potencia de
a cantidad 4a”——2ab—50. La misma potencia se puede tambien
indicar del modo siguiente:

4a®—2ab—— 507,

135  Stendo Ias cantidades binomias las mas sencillas despues de
las monomias , deberdn ser entre las complexas las primeras cuyas
potencias nos propongamos determinar; y asi como por medio de mul-
tiplicaciones sueesivas de un binomio hemos hallado (§. 34) su iégun—
da y su tercera potencia, pudiéramos igualmente hallar por €l tismo
medio cualquiera otra potencia que neeesitisemos del mismo binomio;
pero asi no obtendriamos mas que resultados particulares, como los
que se hallan en la siguiente tabla:

(z—-a)’=x"—+2azx —a*

(2 a)'=2a3—~Baz’—-5a’ - a’;

(2 a)* =a* —4dax® 4 6a°2* —— da’z——-a* .
la cual se podra ficilmente continuar cuanto se quiera; pero no seri
igualmente facil descubrir en ella la ley que siguen los coelicientes
numéricos. de estos resultados. Reflexionando sobre lo que practi-
camos en -estas. multiplicaciones, echaremos de ver que los coefi-
cientes numéricos provienen de las reducciones que origina la igual-
dad de los factores que forman cada una de las potencias; y que si
descubrimos algun medio de impedir estas veducciones, lograremos
poner mas claro la ley que se observa en la composicion de estos

productos.
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El medio que para esto se ocurre desde luego es suponer por
un momento -que sean designales los segundos términos de los bi-
nomios que se hayan de multiplicar; representindolos por los si~

guientes:
 z—a; z—+b; x—4-c; z—d e

Efectuando sucesivamente las multiplicaciones de dos, de tres, de

cuatro &c. de estos binomios, y colocando en una misma columna los
.términos en que se halle la primera parte elevada 4 una misma po-

tencia , tendremos:

(z——a) (x—+b)=2a"—+axr—ab;

—t—bx
(@ —4a) (#==0) (#—t+ ¢)=2a*—— ax’——abx——abc ;
bz’ ——acx
——cz®—-bcx
(x——a) (x =+ b)' (z—=c) (z—+d)=x*+az’~—abx® —-abcx——abcd
—— b3 —~— acx®—— abdx
——cxd——adx®——acdz
—~—dx3—— bca® ——bedz
——bdz®
——cdz*®

&c. &e. &e.
Sin necesidad de efcctuar mas multiplicaciones de estas, se puede ya
venir en conocimiento de la ley con que estan formados sus produc-
tos; ‘pues reputando por un solo término a la combinacion de todos
aquellos en los cuales se halle una misma potencia de la Z, y que por
esta razon estan colocados en una misma columna, es decir, teniendo

: presente que por ejemplo,

axd—=bxd— ca’——dot=(a—b —-c—-d) «* (§. 11);

se puede ya observar en los productos que hemos hallado:
1% Que en cada uno de cllos hay un término mas que unidades

~hay en el nitmert de sus factores:

2.° “ Que el exponente de x en el primer término es igual al nimero
de los faclores; y que despues va disminuyendo una unidad en cada
uno de los términos que siguen:

3.° Que la mas elevada potencia de x no tiene olro cocficienté que
la unidad; la inmediata inferior, cuyo ewponente tiene una unidad
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‘menos, estd multiplicada por la suma de los segundostérminos de
-los binomios ; la que ‘tiene dos- unidades menos en su exponente , lo
esta por la suma de:todos los diferentes productos que 'se pueden ob-
tener multiplicando de dos en dos los sezundos'términos de los bino-
mios™; ‘la que ‘tiene tres unidades menos -en su-exponente, lo estd
por la suma de todos los diferentes productos que.se pueden obtener
multiplicando “de tres en‘tres los segundos términos'de 'los binomios®,
7 ast de las demas. Finalmente en el iltimo término , que es el pro-
ducto de todos los segundos “términos de los binomios,'y en*el cual no
aparece ‘la x, podemos suponer'gue se halla esta letra-con el expo-~
nente -cero (S. 37), y que de consiguiente. el exponente mas alto de
la x se ha disminuido de tantas unidades: como hay en el niimero de los
factores. ;

Aunque no es dificil ver que la forma de-estos productos debe per-
manecer sujeta & las mismas leyes, cualquieracque sea el niimero de sus
factores,, se puede demostrar-esta verdad de un modo mas convincente
que por medio de la:analogia.

136 Por decontado es ‘evidente que todo producto de esta es-
pecie debe contener todas las potenclas sucesivas de « desde aque-
lla cuyo exponente’ es igual.al niimero de'los factores que se han mul-
tiplicado, hasta aquella cuyo‘exponente es cero. Por manera que si re-
presentamos por m el namero de factores, aquellas potencias vendrin
a ser

m Mol 17 ven 2 >

Tymia sz &'c. hasta 2°

Represcntemos por las letras 4, B, C.. Y los respectivos
multiplicadores, 6 sean ‘coeficientes de aquellas potencms » comenzan-

772 s 4

do desde = ; 'y como mientras permanezca indeterminado el

nimero m de los factores, debe igualmente permanecer indetermi- -

nado el nimero m——1 de términos del producto, no podremos de-
swnar mas términos de este que los prlmeros ¥y los ulumos, y ten-
dremos que contentarnos  con indicar por medio de una serie de
puntos suspensivos los demas términos intermedios que puedan fal-

1 Estos productos se llaman binarios. }
2 Estos otros se llaman productos ternarios.
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tar para:complétarlos Asi’ que todo el producto: vendrd: & tener esta:
forma:

& A==V B =2 s T2 2 Uz =Y ;

y esta expresion representard el producto de-unmtmeroscualquiera m
de factores z~+=a, xb, x—c; std e..

Ahora:bién, si:al ‘producto que acabamos de  suponer- hallado lo
multlplmamos por otro -nuevo factor.z—4-7, deberd résultar: una ex~
presion de esta forma::

gt Jam - Bam==—1 g Com =2 Ty5 4 Uz? Yz
=™ —= LA B =2, 1555 ——T2? -z —-1Y

la cual nos hace ver:

12 Que si A es la suma de los m segundos términos a, 5, c, d &e.,
sera . A——1 la de los:m—+1.segundos términos a, &, c, gfc. l; 5
que por consiguiente si la ley indicada:para la: composicion del coefi-
ciente del segundo término es verdadera en el producto del grado m, .
se la deberd ignalmente observar:en la formacion del segundo. término .
del producto:del grado: m ——1..

22 Si es B la suma de todos los productos binarios de las m can- -
tidades @, b, ¢, d §c., B—Ld representari la de los productos bi-
narios de las m——1 cantidades-@; b, ¢; d §c. I: porque;siendo A la
suma de las primeras m cantldades, sera {A la de los nuevos- prodnctos
binarios quepueden formarse combindndose: la ‘nueva: cantidad  con
todas las anteriores; luego si la ley que hemos supuesto. para la com-
posicion del tercer: término.idel producto es verdadera cuando: este sea
del grado m, tambien serd verdadera cuando el producto sea del gra-.
do m——1.

3% Si es C la suma de todos los productos ternarios de las m can-,
tidades @, b, ¢, d e., seri C——1B la de todos los productos ter-
narios de las m ——1 cantidades a, 4, ¢, d &c. I; pues si B representa
la suma de todos los productos binarios de las m cantidades a, 4, ¢,
d e., vendra 4 ser / B la suma de todos los ‘nuevos productos ter-
narios que se pueden formar combindndose la nueva cantidad Z con to-
dos los productos binarios de:las anteriores; y de consiguiente si en el
producto del grado m es verdadera la ley que hemos indicado para la
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composicion del coeficiente del cuarto término, tambien sera verda=

dera en el producto del grado m——1.

Ficilmente se ve que se puede hacer un razonamiento semejante
sobre cada uno de todos los demas términos hasta llegar al Gltimo ZF,
el cual serd el producto de los m —— 1 segundos términos siempre que
¥ lo sea de los m segundos términos.

De esto se deduce que pues en el producto de cuatro factores,
4 como dicen del cuarto grado, hemos ya observado (§. 135) que
el coeficiente del segundo término es la suma de las segundas par-
tes de los factores; que el coeficiente del tercer término es la suma
de todos los productos binarios de las mismas segundas partes gec.; se
debera verificar lo mismo en el producto del quinto grado, y por

, consiguiente en el del sexto; y asi podremos ir subiendo de grado
en grado hasta venir en conocimiento de que es general la ley mdlcada.
Por manera que si al producto de un nimero cualquiera 7 de facto-
res binomios 2—-a, z—b, x—c, x——d e lo representamos por

27—y Az =i Bam=—2 = Cgm==3, . +T22 Uz —- 7,

sera generalmente 4 la suma de las m cantidades a, 6, ¢ §e.; B la
de todos los productos binarios de estas cantidades; C'la de todos los
productos ternarios de estas cantidades, y asi suaesivamente.

Si no contentos con haber ya descubierto la ley de la formacion de
todos los' términos de esta clase de productos, quisiéremos cifrarla en
una expresion algebraica, podremos representar por Nz”=—7 un tér-
mino cualquiera del producto, y deberemos tener presente que cuan-
do sea n=1, el término representado serd el segundo del producto, y
IV sera la suma de las m cantidades a, b, ¢, d &'c.; cuando sea n=2,
¢l término serd el tercero, y [V designard la suma de los productos bi-
narios; cuando sea n=3, el término serd el cuarto, y IV representara
la suma de los productos ternarios; cuando n=10, el término ser4 el
undéeimo, y NN representard la suma de los productos denarios, y asi
sucesivamente. - :

437 Para hacer ahora que los productos de factores binomios que
solo tienen el primer término comun

(2 =+-a) (a=-b);
(z~+a) (z—+b) (2——c);
(z—+a) (z—48) (¢ —c) (z+d) e

o
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se trasformen en las potencias de uno cualquiera de ellos, por ¢jemplo,
de (z—4+-a); 6 lo que es lo mismo en (z—+a)?* (v—a)% (v——a)* Lc-
basta suponer que todas las «cantidades b, ¢, d &e¢. han venido 4 ser
iguales 4 @, y sustituir por consiguiente en el producto la letra @ en’
donde quiera que se halle’ cualquiera de las demas. De este modo
todas las cantidades que multipliquen una misma potencia de x, se-
ran iguales entre si; y el coeficiente del segundo término, que en el
producto. de ‘cuarto grado , por ejemplo;

(2—a) (a—4-b) (x—-l—c) (z——d) es a=4=b—— c —+d,

se convertira en 4a; y siendo el del tercer ‘término del mismo pro-
ducto e R
ab——ac——ad——bc——bd——~cd,

se convertira en 62”; y de aqui es ficil inferir que el coeficiente de
cada una de las diferentes potencias de z se convertird en una sola
potencm de a, repetida tantas veces cuantos ternuuos tenga en el pro-
ducto aquel cocficiente, y designada por el niimero de factores que.
contenga cada término. Asi el coeficiente N de la potencia zm—n
sera la potenua a* repellda tantas veces_ cuantos ploductos diferen-
tes se puedan formartomando . letras e it iimern m de ellas; y
de consiguiente 4 la investigacion del nimero de estos productos se
reduce la del coeficiente numeuco del texmmo en que se halle la,
potencm x""—'" :

438 Para llegar a descubrir aquel nimero es necesario en pri-
mer lugar distinguir las diferentes alteraciones ¢ permutaciones 6
situaciones que pueden tomar las letras ¢ factores de un producto,
de los diferentes productos o comblmclones qne pueden formalse
con un cierto ntiimero de letras. Con dos letras, por ejemplo a y b,
no se puede formar mas de un producto binario; pero sus lacloxes
son_susceptibles de dos alteraciones ¢ permutaciones @b y. ba; con
tres letras @, 4, ¢ no se puede formar mas de un producto fernario;
pero sin que varie el valor del producto, sus factores son suscepti-
bles de scis alteraciones 6 permutaciones: abe, ach, bac, bea, cab,
cha (§. 88). Con las mismas tres letras se pueden formar tres pro-
ductos binarios enteramente diferentes ab, ac, be; pero si se atiende
a la diferente situacion de los factores, aquellos tres productos ven-
dran 4 ser seis: ab, ba, ac, ca, be, cb.

TOMO Il : ' MM
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Esto basta para darnos & conocer que para determinar el niimero
de combinaciones que se pueden formar con eualquier nimero de le~ -
tras, es necesario atender & estas tres circunstancias: 4% cudntas son
todas las letras que se nos proponen : 2% de cudntas ha de constar’
cada una de las combinacienes: 32 cudntas son las diferentes situa-
ciones de que en una misma combinacion & producto son susceptiblcs
lds letras ¢ factores de’ que se compone. ; 1

Para fijar las idcas supongamos que habiéndosenes. dado: las nueve :
letras siguientes

@ by e id e e ki,

se nos pregunte cudntas son las combinaciones de 4 siete letras que,
comprendiendo las permutaciones, pueden Tesultir de las nueve; y
por decontado nos ocurrird: que tomando arbitrariamente una com-
binacion de seis de estas letras, por ejemplo, @ b ¢ d e f, podre-
mos ﬂ'rcgar 4 eslas sucesivamente cada una de las tres letras restan- '
tes g, hy U, ¥ de esta manera tendremos las tres combinaciones de &
sxcte letms.

ab‘cdefg_,a5cd’e'f‘7z,a5-cdefz';

Lo que acabamos de decir respecto de una combinacion particu-‘
lar de seis letras , convendra igualmente 4 todas las demas combina-
ciones de 4 seis; y de esto.deheremos concluir que cada combinacion
de 4 seis letras daxd tres de 4 siete, esto es, tantas eomo Ielras fal-
ten para que todas estuyicsen 4 un mismo tlempo en una sola com-"
]nnacmn. Lucgo sl representamos por. P ¢l ntmero de las combl-:
naciones de 4 seis letras, tendremos el de las combinaciones de a 51ete
letras nmltlph(-ando P por tres 6 por 9—6. Poniendo m y n en lu-'
gar de los nimeros 9 y 7, y.considerando & P camo el numcro de’
las combinaciones que pueden formarse con m Ictras entrando en cada’
mmbumuon n—1 letras, y atcndlendo Tas permutaclones 5.6l nu-—v
mero de combinaciones de a n letras que de las mismas m letras po—
drin resultar, deberd representarse pox

P (m--(n-—n) 8 P (mpet) 00 onh

Lo tinico que a prxmcra Yista' parcce que hemos 'ulelanlaho cor

6
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‘esta’ formula, es haber averiguado que en sabiendo el mimero de pro-
~ductos: cuaternarios, por ejemplo, que se pueden sacar de m letras,
nos: serd fdcil determinar el de los quinarios; en sabiendo el de los
ternarios se determinara el de los cuaternarios; en sabiendo el de los
Jinarios determinaremos el de los ternarios , y asi sucesivamicnte; por-
~que suponiendo como suponemos’ conocidos los valores de m y de n,
o Grico que falta conocer en la formula es el valor de 2 para poder
despucs efectuar con las tres cantidades m, n, P las operaciones que
Jd misma férmula prescribe.

A fin' de hacer ver que en esta formula estan comprendxdos im-
-plicitamente todos  los casos particulares, propt)nﬂamonoa averiguar
-cudntos productos binarios ¢ combinaciones de 4 dos letras se pueden
formar con m letras atendiendo 4 las pmmutamones. En este caso
.serd n=2; y para.hacer uso de la férmula deberemos tener sabido
de antemano el nimeroe P de combinaciones, si asi pueden lamarse,
que se pueden formar con las mismas m letras, tomdndolas una a
-una; porqueé en este caso n—1==1. Ahora bien, este ntimero P =rm,
.y de consiguiente la férmula general se trasformara en m (m——2—1)
bm (m—1).

Ya que sabemos ¢l niumero de productos binarios , nos serd ficil
-determinar el de los iternarios con solo sustituir en la férmula 3 en
ugar de n, y m (m==—1) en lugar de P. Asi tendremos;

m (m—A) (m ——-_-5+1) ; 6 m (m—1) (m—2).

Si ahora que ya sabemos el nimiero de los productos fernarios,
_queremos averiguar el de los cuaternarios, en la {érmnla sustituire-
mos 4 en lagar de n;, y m (m——1) (n—2) en lugar de P, y resultari:

im (m—1) (m—2) (m——4—-1); 6 m (m—1) (m—2 (m—-S).

Del mismo modo podremos determinar el nimero de productos
“quinarios , que serd m (m—1) (m—2) (m-—3) (m—4); y asi
:podremos caleular progresivamente el nimero de combinaciones que
.se pueden formar con m letras, entrando en cada combinacion cual-
quier nimero n de ellas y atendiendo 4 las permutaciones. Este nii-
“mero, que segun hemos visto, estd representado por P (m—n—1),
“lo estara con mas claridad por m (m—1) (m —2)....(m —n—1):
.en cuya expresion los puntos suspensives nos dan 4 entender que sc

deben continuar los factores hasta que haya tantos como letras hayan
*
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~de ‘entrar en cada una'de las combinaciones, ¢ lo que €5 lo mismo,,
hasta que el guarismo' sustractivo: que forma parte de cada factor
valga tantas unidades menos una; eomo letras hayan de entrar en cada
combinacion %, '

159" Para pasar ahora de¥ ntimero de las combinaciones que he-
mos determinado de r letras, al ‘de los productos diferentes, es de-
cir, al de aquellas combinaciones en que no se atiende 4 las permu-
taciones, es necesario. conocer de antemarno el nimero de permuta-
ciones & alteraciones de que son susceptibles los factores de un mis-
mo producto. Para esto'observaremos: que si en cualquiera de las

combinaciones se fija en el primer lugar una de las letras, se po~
drin haeer entre todas las'demas tantas permutaciones cuantas per=-
‘mita un producto de n——1 letras. Tomemos, por ejemplo, la com-
“binacion &' producto abedefg compuesto de T letras; y ficilmente ve-.
remos que dejando en el primer lugar la @, podemos escribir este
mismo. producto de tantas maneras cuantas sean las permutaciones de
que sean: suseeptibles los factores del producto de seis letras bedefg;
y pudiendo eada una de las 7 letras ocupar el primer lugar que he-
mos supuesto. ocupado por la @; es claro que si llamamos Q el nb-
mero de permutaciones de que son susceptibles los factores de un
producto de 6 letras, Q=<7 representard el de las permutaciones de
los factores de un producto compuesto de 7 letras. De aqui se sigue
que si representamos por Q el nimero de las permmutaciones de que

1 En el némero que acabamos de determinar de combinaciones, no estan:
comprendidas aquellas en las cuales se halla repetida muchas veces una mis=
ma letra; porque no pueden sernos ttiles para el asunto de que aqui trata—
mos. Sin embargo, como pueden serlo para el cilculo de las probabilidades
que tiene por fundamento la teoria de las combinaciones y permutaciones,
observaremos en el ejemplo propuesto que cada combinacion de 4 6 letras
abedef, pudiéndose combinar de nuevo con cuda una de las 9, producirz 9
combinaciones de & 7. De consiguiente si P representa el ntimero de combi-
naciones de a 6, el de las de & 7 estara representado por P9, y general—
mente si 7 es el nimero de todas las etras, y P el de las combinaciones en
que entran z—1 de ellas, Pm serd el nttmero de las combinaciones, en
cada una de las cuales entran # letras. Siendo pues 7 el niimero de combina—
ciones, si asl pueden llamarse, de las letras tomadas una 4 una, sera mXm 6
m? el de las combinaciones binarias; m?xm 6 m3 el de las ternarias; y fi-
nalmente 72" representari el nimero de combinaciones que pueden formarse
con m letras, entrando en cada combinacion 7 de ellas, y atendiendo no solo
& las permutaciones de las diferentes letras que entran en cada una, sino
tambien 4 las repeticiones de una misma Ietra. SROT g Lot it sl
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son susceptibles los factores de un producto de n~—1'letras, On re=-

presentara el nimero de las permutaciones de que son susceptibles los
factores de un producto de n letras.

La sencillisima férmula Qn comprende cuantos casos particula-
res pueden ocurrir; porque si suponemos n=2, es decir, si quere-
mos averiguar de cudntas permutaciones son susceptibles Tos dos fac-

tores de un producto binario, en observando que cuando no hay

mas de una letra es Q=1, resulta 1x2=2 para el nimero de
permutaciones de un producto de dos letras. Suponiendo rahora
Q=1x2, y n=3, tendremos 1x2x3=6 para el nﬁmero' de
permutaciones de un producto: de-tres letras. Haciendo del mismo
modo Q=1x2x3, y n=4%, resultarin 1x2x3x4 6 24 permu-
‘taciones posibles en un producto de 4 letras, y asi sucesi'v:fmente.
Por manera’ que 12 %3 4..o..... X1, vendrd 4 ser la expresion ge-
neral del niimero de permutaciones de que son susceptibles los facto-
res de un producto formado de r letras.

140 En habiendo comprendido lo que acabamos de exponer, se
verd con facilidad que dividiendo el nimero- total de las combi-
naciones de 4 n letras que se pueden formar con las m letras pro-
puestas, por el niimero de las permutaciones de que son suseepti})les
las n letras que eniran en' cada combinacion, el cuociente sera el
‘ntimero de los diferentes productos que se pueden hacer tomando
de todas las maneras posibles n factores entre las m letras. .Estar_é
pues, bien representado este mimero por la expresion fraccionaria

P(m—n-t+1) |

, 6 mas claramente por esta otra
Qn

m (m—1) Gn—ﬁ).........(m-—-n—i—-i)

; y de consiguiente la ‘expresion:
1x2x3 xn

P (m—n—1) =
Qnr

m (m—1) (m—2)uu(m—n—-1)
1x2x 30

xm—ﬂ‘-‘

Nazm—n (§, 4136) se trasformara en

a® xm—-n’-

6 mas bien en
S aa SO TR
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¥ cualquiera de estas vendra a ser la expresion general de cualquiera
‘de los términos del polinomio equivalente & (2 ——a)™. *
' P (m—n—-1)
Qn

mino cualquiera de aquel polinomio, el término que inmediatamen-

Estando representado por an xm—n un tér-

te le anteceda lo debera estar por —. a#—T xm—n—~-T; porque re-

Q

trocediendo hdcia el primer término, aumenta una nnidad el expo-
-nente de z; el de a disminuye otro tanto, y ademas P y Q son las
cantidades relativas al ndmero n—1.

o B i :
444 Si hacemos — =2, se convertiran aquellos dos términos

(m—n+1) 103 xm—f.l;

-consceutivos en Man—" gm—n—+T, y M
n

cuyos resultados nos manifiestan cédmo formaremos cualquier térmi-
~mno del polinomio equivalente 4 (x—a)m, por medio del que le
.anteceda. :
En efecto, sabiendo como sabemos que el primer término es xm,
hallaremos el segundo haciendo n=1, y puesto que el coeficiente
de a7 es la unidad, sera M=1, y vendm a ser el segundo término

1xm m
azm—", &6 ——axm—", Para pasar el tercer término haremos

o )
m m (m—1)

JiI:—i-) y n=2; lo cual da 13

m (m—1) =
—rey.in —35;

1.2

modo hallaremos el cuarto, suponiendo M=

¢ * Es importarte observar que haciendo sucesivamente n=—2; n=—3;
P (m—n—+1) m (m—1)
—/4 &c. se convierte la férmula en Slakeoesessane
; Qn 3k
m(m—1) (m—2) m(m—1) (m—2) (m—3)
108 e S A
que nos dan a conocer respectivamente cuantos productos binarios, terna—
rios, cuaternarios &c. se pueden formar con un nimero cualquiera » de
letras, y de consiguiente cuantos amlbos, ternos, cuaternos &c. hay en m
‘nimeros, 6 cuantas combinaciones binarias, ternarius &c. se pueden formar
con 2z cosas cualesquiera, excluyendo las permutaciones,

&ec. ; expresiornes

a* xm—?2, Del mismo-
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m(m=—1) (m-——2)
1.2.3
mente: por cuyo medio hallaremos la siguiente serie, conoclda con
el nombre de formula de binomio de Newton: >

de donde resulta @® am=3, y asl sucesiva-

m m (m—1)
(t4-a)yn=am— —ax"—*—- — @* "2 o
1 y 1.2
m (m—1) (m—2) a'3xm;—3—|—&’c. <

1.2.5
de la cual se puede deducir esta regla:

Para pasar de un término al inmediato siguiente se multiplicard
el cocficiente numérico por el czponenle que x tenga en aquel prime-.
roy y se le dividird por el mitmero que designe ¢l lugar que ocupe cl
mismo término; se agregard una unidad al exponcnte de a, y se qui~-
tara otra al de x. H:

Aunque no sea posible fijar el némero de los términos de esta
férmula “mientras no se determine el valor particular de m , no de-
be sin embargo quedar ya duda alguna sobre la ley que siguen to-
dos los términos, por distantes que se los suponga del primero; por
manera que -

m (m—1) (m—%}(m—n—}—i)

representard del modo mas: general que es posible al término que
tenga antes de si n términos.
Esta dltima férmula se Hama el ¢érmino veneral de la serie

m (m—A)
ZM—2 g LSI‘C.;

1.2 4
porque haciendo en ella sucesivamente n=1%, n=2, n=3 &e. re-
sultan todos los términos de esta serie.

142 Hagamos ahora uso de la regla del parrafo anterior para
desenvolver ‘en un polinomio la quinta potencia del binomio & — a,
6 lo que es equivalente, la expresion (z — a)’. Debiendo ser el pri-
mer término

an xm—n

2

m
M- Qg1 —}—
1

276 dat2® (8. 37.);

o

el segundo serd —azt §azt;

1
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e sl b Sl i
el ‘tercero a’z® 6 102’23 ;
2
- 403 -
el cuarto _.i.. a3z 6 10232}
3
e s : 10x2 N :
el quinto ‘ Sk ] Batz;
I 3
- D=4 2 i) Jm
el sexto i S B %
5

Aqui se termina la operacion; porque para pasar al términé siguién-

te, en caso que lo hubiese; seria necesario multiplicar por el expo-

nente de 2 en el sexto término, y ya se ve que este exponente es cero. .
Esto mismo nos lo manifiesta la expresion 6 férmula del térmi-

no general : porque teniendo el séptimo término por coeficiente numé-

e m(m-—-—i)(m——%) (m—o (m—4) (m—5) 3

T3l 50081 B 6506 Adi 7, omaes
ne el fac_tor m—=5, que en el caso actual se convierte'en 5—5 &
en 0; y como deba entrar este mismo factor en todos los términos si-

guientes, los hace nulos 6 los reduce todos 4 cero.

Reuniendo los termmos que hemos hallado mas arrxba, ten~:
dremos: 2 )
(z~+a) =2 2= Bart 102225 10a3x’ —batr =-a’.
143 . La férmula general que hemos determinado (§ 141) puede
1gualmente servirnos para desenvolver cualquicr potencia de otro cual-'
qmcr binomio. Si_tuviésemos, por ejemplo, que formar la sexta poten-’
cia del binomio 2z%—5a3; sustituyendo en aquella férmula gene-
ral 6 en lugar de m; 223 en lugar de z; y —ba®'en lugar de a,
se trasformaria en esta expr esion:
(2£3)° —+ 6(—5a%) (243 ) 415 (—5a3)ﬁ (2z3)*.
—+20 (—5a®)? (22%)% +15 (—5a®)* (223)*
— 6 (=—=5ba3) (223 )+ (—5ba%)’;
y efectuando las operaciones que solo estan indicadas en cada uno de
los términos resultaria

642% — 96043 2"’ —;—GOOOaG‘x"——QOOOOa’x’
——37500a"? 26— 375004 .1:3 L 1562548,
Los términos de este polmomm son altcrnatwamente posltlvos
y negativos; y ya se deja ver que lo mismo sucederd siempre que
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el segundo término del binomio propuesto tenga el signo —, 6 sea
sustractivo. v

444 A fin de facilitar la aplicacion de la férmula general & otros
innumerables casos que pueden ocurrir analogos al que acabamos de
proponer, se la suele dar otra forma deduc1da de las observaciones

siguientes:
Segun lo expuesto ( §§. 36 y 133)
7 " e
:cm—-r=-x;,- xm-2=‘-xT; x""'3f=f; ge.s

y de consxgmente la férmula general se puede trasformar en esta
otra :

m(m—1) = @ :
12 Xra” —+ &e.

y habiendo conseduldo por medio de esta trasformacmn que sea co~-
mun 4 todos los términos del polinomio el factor z7 , se podra escri-
bir la formula de este modo :

S m a
LM e —— X —_— g
1 z

m a m(m—1) a* l_m(m—i) (m—2) a®
<H—1 e T R R 12.5 z3
m (m—1) (m—2) (m—-5) 3 )

1.2.5.4 +§

‘sacando fuera del parente51s el factor comun 2. Para hacer ahora uso
de esta férmula es necesario pnmeramentc ﬁ)rmar la serie de los ni-
“meros representados por las cxpresiones

m m—1 m—2 m—3

g2 ) ) 3 ) 7 &e.;

multiplicar inmediatamente el primero de estos nimeros por la frac-

A PG gt
cion — ; multiplicar despues el resultado por el segundo nimero, y
x

. a ’
otra wez por la fraccion —; despues este resultado por el tercer ni-
x

a
mero ¥ por la fraccion —; y asi sucesitvamente : reunir todos estos
X

términos ; anadirles la unidad ; y tltimamente multiplicarlo todo por
el factor x™. 2
En el ejemplo (2 —-—5a3) serla necesario escribir (2x°)° en
TOMO II. NN
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lugar de 27 9 i j de

s P 4 gooeniel doi Dejamos al lector el cargo de
efectuar el cdleulo,

145 ; Aun para desenvolver las potencias de los polinomios pue=
d.e servirnos la’ misma férmula que hemos hallado para las de los
binomios , con tal que sepamos dar la forma del binomio 4 cualquier
polinomio que se nos proponga. Tratemos » por ejemplo, de des-
envolver la tercera potencia del trinomio @——b——c; y con solo
suponer que b——c=7, vendrd 4 ser a—4b——c=a—1, y de con~
siguiente

(a—t=b—4—c)?=(a—~-1)*=a’—+-5a*I~Fal>~13.

Restituyendo ahora en lugar de Z el binomio b——c, al cual re-

presenta, tendremos

(a—=b—t-¢)*=a® 450> (bmt=c)—4~Ba(b—tc)* ~(b=tc)?;
¥ ya entonces no faltard mas que desenvolver las potencias del bino-

mio b~c, y efectuar con estas potencias las multiplicaciones indi=
cadas en cada uno de los términos. Asi tendremos

a*—-3a” b—-3ab*—-b3
~-3a’c——Babc—-5b%¢
—t—=Fac*—-3bc*
: =£c
e ’

La misma -folmula general que, como acabamos de hacer ver,
nos puede servir para desenvolyer cualquiera potencia de cualquier bi-
nomio ¢ polinomio, cuando el exponente m de la potencia sea un nti-
mero entero y positivo, es igualmente aplicable aun 4 los casos en
que m sea un quebrado propio ¢ impropio, 6 cualquiera de las ex-
presiones llamadas cantidades negativas. Esta particularidad impor-
tar'lt'e necesita demostracion; pero como por ahora no pueda sernos de
utilidad alguna, la remitiremos al complemento del Algebra,

De la extraccion de las raices de las cantidades
complexas.

146 Conociendo ya el modo de componer las po-
tencias de las cantidades complexas, pasaremos 4 des-
componerlas, 6 lo que es lo mismo, 4 la extraccion de
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sus raices, comenzando por la raiz chibica de los nf=

meros. ‘
Para extraer la raiz clibica de cualquier nimero es
necesario ante todas cosas conocer los cubos de los nfi-
meros digitos, y por esta razon los presentamos en la

segunda linea de la tabla siguiente:

Raices ctibicas.| 1 | 2 3 4 5 6 7 8 9
e 8 |27 | 6& | 125 | 216 | 545 | 512 | 729

y siendo 1000 el cubo de 10, debemos inferir que
mientras no esté representado por mas de tres cifras un
nfimero , su raiz cfibica no podra estar representada por
mas de una cifra. 5]

La formacion del cubo de un niimero representado
por una combinacion de dos cifras se efectfia de un mo-
do anilogo 4 la del cuadrado, porque descomponiendo
el nfimero propuesto en decenas y unidades; represen=
tando despues el nfimero'de las primeras por-a y el de
las segundas por b; y teniendo: presente que (§. 34)

(a+b)’=a’+3a’b+3ab’+b’;

inferiremos que ¢l cubo 6 la tercera potencia de . cual=
quier nimero compuesto de decenas y de unidades cons=
ta de cuatro partes, que son: 1.% el cubo de las decenas:
2. tres weces el cuadrado de las decenas multiplica-
do por las unidades: 3. tres weces las decenas multi-
plicadas por el cuadrado de las unidades ; y tiltimamen:
te 4. el cubo de las unidades. |

'Sea 47, por ejemplo, el nlimero cuya tercera po-
tencia nos propongamos hallar; y haciendo @@= 4 dece-

nas, 6 40,y b=y unidades , tendremos:
™



284 TRATADO ELEMENTAL
E¥rafli=64000
2.* 34°b=33600
3.23ab°= 4880
4° bP’= 343

} Total.... = 103823 =47x47x47.

Para retroceder ahora del cubo 103823 4 su raiz
47 » observaremos en primer lugar que 64000, cubo
de las 4 decenas, no tiene cifras significativas de un
orden inferior 4 los millares ; podemos pues, cunando
busquemos el cubo de las decenas, desentendernos de
las centenas, de las decenas y de las unidades del nii-
mero 103823. En este supuesto, disponiendo la ope-
racion 4 semejanza de lo que hemos practicado (§. 91)
para la extraccion de la raiz cuadrada, separaremos con
una coma las tres primeras cifras de la derecha; y el
mayor cubo contenido en el nimero 103, representado
por las restantes, serd el de las decenas. En la tabla an-
terior veremos que este cubo es 64, cuya raiz es 4;
pondremos pues 4 en el sitio destinado para la raiz; res-
taremos despues 64 de 103; y al lado del residuo 39
bajaremos las tres filtimas cifras. El residuo total 39823
deberd contener aun las tres partes que segun la formu-
la faltan para completar el cubo de cualquier binomio,
a saber: #res weces el cnadrado de las decenas multi pli-
cado por las unidades , 6 3a°b; tres weces las decends
multiplicadas por ¢l cuadrado de las unidades, 6 3ab?,
¥ €l cubo de las unidades 6 b°. Si supiésemos cual era
el valor del producto 32%, conociendo ya como cono-
cemos las decenas #, obtendriamos las unidades &, divi-
diendo aquel producto por 3a*. Pero aunque en reali-
dad no conocemos el valor de 34%h, sabemos sin ems-
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bargo que este producto no debe tener cifra alguna sig-
nificativa de un 6rden inferior a las centenas, puesto
que contiene el factor @’ que expresa el cuadra.do de las
decenas ; no puede por consiguiente hallarse sino en la
parte 398 que queda del niimero 39823. despues de
haber separado de €l las decenas y las unidades; parte
que contiene ademas las centenas procedentes del tr1p1f:
producto 3ab" de las decenas por el cuadrado de las uni-
dades y del cubo b° de las unidades. ,
Dividiendo 398 por 48 6 por 3x 16, que en'el

ejemplo propuesto viene 4 ser el triple del cuadrado de
las decenas 34”, hallaremos por cuociente 8. Pero no
i)or eso hemos de creer que son 8 las unidades que bus-
camos de la raiz, sin ejecutar previamente la compro-
bacion, formando con este nfimero las partes del cubo
que deben estar contenidas en el residuo 39823, y
viendo si la suma de aquellas tres partes se puede res-
tar de este residuo, Suponiendo pues que sea /=8, sera:

3a’b=138400

gab® = 7680

e )

Total.... 465925
y como este resultado no pueda restarse de 39823, in-
feriremos que el niimero de las unidades de la raiz de-

be ser menor que 8. Asi que supond.remos que sea 7;
y ejecutando con este ntimero las mismas.operaciones
que con el 83 y siendo exactamente 1gua¥ a 39823 la
suma de las tres partes; restandolas del residuo que nos
ha quedado del nfimero propuesto, no queda nada; y
asi vendremos en conocimiento de que 47 es la raiz

ciibica que buscamos.
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En vez de lacomprobacion que acabamos de eje-
cutar para ver cudl de los nimeros 8 y 7 era el de las
unidades ‘de la raiz, suelen algunos - elevar inmediata-
mente al cubo el nlimero representado por las dos cifras
que suponemos halladas, y comparar este cubo con todo
el niimero propuesto, Por este método  hallariamos que
el cubo 48, 6 lo que es lo mismo,

48x48x48=r110592}
y siendo este niimero mayor que el propuesto 103823
echariamos . de ver, como' antes), que debe ser menor
que 8 el nlimero de las unidades de la raiz.

147 Lo que hemos ejecutado en. el ejemplo an-
terior, puede servirnos de norma para extraer la raiz cii-
bica de todos los nlimeros representados por mas de tres
y menos de siete cifras. En ' todos ellos, despues de ha-
ber separado las tres primeras cifras de la derecha , bus-
caremos el mayor cubo contenido en el nfimero repre-
sentado por las restantes de la izquierda: pondremos su
raiz en el sitio déstinado para ella; y el cubo lo resta-
remos de aquella primera parte del nfimero propuesto;
a la derecha del residuo escribiremos las tres filtimas
cifras; separaremos las dos de la derecha, y al nfimero
representado por todas las restantes lo consideraremos
como un dividendo; el divisor serd el triple del cua=
drado de la parte que suponemos hallada de la raiz;
efectuaremos la division; y antes de escribir el cuocien~
te 4 la derecha de la primera parte de la raiz, formare-
mos las tres Gltimas partidas del cubo de un binomio, y
veremos si la suma de ellas se puede restar de todo lo
que haya quedado del nimero propuesto despues de
haberle quitado el cubo de la primera parte de la raiz;
6 elevaremos al cubo el nfimero representado por la
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cifra hallada de la raiz y la del cuociente; y veremos si
este cubo se puede restar de todo el nlimero propuesto.
Si no pudiere efectnarse la una 6 la otra sustraccion,
vendremos en conocimiento de que hemos dado al cuo-
ciente mayor valor del que debiamos; le quitaremos pues
una unidad: repetiremos la comprobacion, y asi sucesi-
vamente hasta que hallemos un resultado con el cual se
pueda efectuar la sustraccion. Efectuada que sea, si: no
quedase residuo alguno, sera esto sefial de que el ni-
mero propuesto es un cubo perfecto, y de que su raiz
clibica exacta es el niimero representado por la combi~ -
nacion de las dos cifras que ya suponemos halladas; pero
si_ hubiese quedado algun residuo , el nfimero que ha-
bremos hallado no sera la raiz exacta del propuesto, sino-
la del mayor cubo contenido en él. En este @iltimo caso
suele 4 veces ser tan considerable el residuo , que nos
infunde recelos de que acaso habremos dado 4 la segun-
da parte de la raiz menos valor del que debiéramos.

Para salir de esta duda tendremos presente que el
cubo de @/, cuando b=1, es lo mismo que el de
a-~1, Yy tiene por expresion

e @'+ 34"+ 3a+1;
cantidad que excede 4 2° cubo de ¢, en

3a"+3a+ 1.

Esto nos da 4 conocer que. por crecido que sea el
residuo , mientras sea wenor que tres veces el-cuadrado
de la raiz hallada, mas tres weces esta misma raiz,
mas la unidad , no habrd que aiadir ninguna unidad @
la segunda parte de la raiz. : :

148 Para extraer la raiz clibica de 105823817,
observaremos en primer lugar que, sea cual fuere el
nimero de cifras con que se haya de representar la raiz,
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podemos considerarla como compuesta de unidades y
decenas; y sabiendo, como sabemos, que al cubo de es-
tas no pueden pertenecer las tres Qiltimas cifras de la de-
recha, es consiguiente que debera hallarse en 104823.
Pero el cubo mayor contenido en 104823 tendra en su
raiz mas de un guarismo, y podra por consiguiente des-
‘componerse en unidades y decenas, y no bajando de mi-
llar el cubo de estas decenas, no podran ser parte de él
las tres Giltimas cifras 823. Si despues de la separacion
de estas quedasen aun mas de tres cifras 4 la izquierda,
se volvera a repetir el mismo razonamiento, y se llega-
r4 de esta manera a seialar el sitio del cubo de las uni-
dades del 6rden mas elevado de la raiz que se busca,
dividiendo las cifras con que esté representado el nime-
ro propuesto, en trozos 6 secciones de a tres guarismos,
procediendo de derecha 4 izquierda; bien entendido que
la tiltima seccion podra contener menos de tres cifras.
Esto sapuesto, buscaremos por el método prescrito
en el parrafo precedente la raiz clibica del nfimero re-
+ presentado por las dos primeras secciones de la izquier-
da, y hallaremos que el 104,823,817 | 473
resultado es 47; restare- P 3
mos el cubo de este ni- 4 4
mero del representado por 418,23 6627
las dos primeras secciones, 1038;23
y 4 la derecha del residuo
2000 bajaremos la sec-
cion siguiente 8175 y el
nlimero 2000817 deberd  00060000,00
contener las tres (ltimas partes del cubo de un nfimero
cuyas decenas son 47, y cuyas unidades buscamos; ha-
“llaremos  pues estas unidades imitando lo que hemos

20008,17
1058238,17
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practicado en el ejemplo anterior, es decir, separando
las dos Gltimas cifras 17 de hacia la derecha, y divi-
diendo 20008 que queda a la izquierda por 6627, tri-
ple del cuadrado de 47, nos resultara de esta division
el cuociente 3,y elevando al cubo el niimero 473, se
hallard por resultado el mismo nimero propuesto; por
manera que efectuando la sustraccion no quedara resi-
duo alguno, y esto nos hara ver que el namero pro-
puesto es un cubo perfecto, y que su raiz cabica exacta
€s 473. ;

La explicacion de lo que hemos practicado en este
ejemplo puede servir de regla general; pues si el nfi-
mero propuesto hubiese tenido alguna otra seccion de
cifras, se hubiera hecho con ella lo mismo que hemos
ejecutando con la tercera, y asi podriamos continuar
cuanto fuese necesario la operacion: debiendo tener en-
tendido que si alguno de los nimeros que en estas ope-
raciones parciales nos sirven de dividendos fuese menor
que su respectivo divisor, deberemos poner un cero a
la derecha de las cifras que hayamos hallado de la raiz;
y hecho esto, bajaremos la siguiente seccion de cifras;
separarenios las dos de la derecha; pondremos dos ce-
ros 4 continuacion del divisor anterior; y efectuada la
division se practicara con el cuociente lo mismo que con
los anteriores. :

149 Una vez que se obtiene el cubo de una frac-
cion multiplicandola por su cuadrado , 6 lo que es lo miss
mo elevando al cubo su numerador y su denominador , es
consiguiente que por la inversa se wuelva & obtener la
raiz citbica de cualquier fraccion extrayendo la del nu-
merador y la del denominador. Si, por ejemplo, elevan-
do al cubo el numerador y el denominador de la frac-

TOMO II. 00
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cion = hallamos que el cubo de ella es 555, por la inver-
sa extra_yendo la raiz clibica del numerador y del deno=
minador hallaremos que la raiz cibica de 7;5 es &3 por=
que lade 125 es 5, yla de 216 es 6. ]

Esta regla es general, y la mejor que puede seguirse
siempre que se sepa que son cubos perfectos el numerador
y el denominador ; pero cuando ninguno de los dos tér-
minos sea cubo perfecto, sera muy conveniente hacer que
uno de ellos lo sea, multiplicando ambos términos por el
cuadrado de cualquiera de ellos. Por lo comun se prefiere
en tal caso el multiplicar los dos términos de la fraccion
propuesta por el cuadrado de su denominador; porque
en el denominador que resulta de esta operacion se ha-
lla el cubo del denominador primitivo; y solo falta ex~
traer la raiz del numerador, y dividirla por el primitivo
denominador. Si nos propusiésemos, por ejemplo, ex=
traer la raiz clibica de £, multiplicariamos los dos térmi-
nos de esta fraccion por 2§, cuadrado del denominador,
y tendriamos la fraccion equivalente A e Ahora,

5xb65xH

la raiz cbica del nuevo denominador es §; y por lo to=
cante 4 la del numerador 75 , solo sabemos que es ma-
yor que 4 y menor que §. Si nos atenemos al 4, ten~
dremos que la raiz ctbica de £ es 2, no exactamente, pe-
ro sin faltarle para ser exacta un quinto de la unidad.
Para que resulte con mayor aproximacion sera necesario
aproximar mas a la exactitud la raiz cbica de 7§ por
los medios que daremos a conocer dentro de poco.

Cuando el denominador sea desde Inego un cua-
drado perfecto, serd suficiente multiplicar los dos térmi-
nos de la fraccion por la raiz cuadrada del denominador,;
Asi para hallar la raiz ciibica de £, multiplicaremos los
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dos términos por 3, raiz cuadrada de 9, y resultara la
fraccion equivalente -ﬁ——-. Extrayendo ahora la raiz

: 3x3x3
del mayor cubo 8 contenido en 12, nos resultara que la
raiz buscada es 2 sin faltarle, para ser exacta, ni un ter-
cio siquiera de la unidad.

Aun cuando no sea cuadrado el denominador de la
fraccion propuesta, se la puede a veces trasformar en
otra equivalente cuyo denominador sea cubo, sin nece-
sidad de multiplicar los dos términos por el cuadrado
del denominador primitivo. Si nos propusiéramos extraer

la raiz cibica de —Z—, con solo doblar los dos términos
tendriamos la equivalente 2 6 el
64 4dx4x4

minador es ya un cubo perfecto, y de consiguiente se
la podra gplicar la misma regla que a las anteriores.

150 De lo demostrado (§. 97) se sigue que la
raiz cQibica de todo niimero que no sea un cubo perfec-
to, no puede ser expresada exactamente por fraccion al-
guna, por grande que sea el denominador de esta frac-
cion : es pues una cantidad irracional , pero de una espe-
cie diferente de la raiz cuadrada de un nlimero que no
sea cuadrado; de manera que es absolutamente imposi-
ble designar alguna raiz cuadrada incomensurable que
sea igual 4 otra raiz ciibica de un nimero que no sea
cubo perfecto®.

, cuyo deno-

4 Si suponiendo que & no sea un cubo perfecto, ni @ un cuadra-

do perfecto, pudiera ser \/b \/a , seria b—a \/a, y — ==\/

Seria pues comensurable \/a » contra lo supuesto.
Los principios en que se funda esta demostracion, se hallan en los
§§. 164 y sig.
#*
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151 Siguiendo un método andlogo al que expusi-
mos (§. 103 ) para aproximar la raiz cuadrada, podria-
mos igualmente aproximar la raiz clibica de los nlime-
ros que no la tienen exacta, valiéndonos para ello de
las fracciones ordinarias ; y si no nos detenemos 4 manifes-
N—a?
3a®

puede servir de norma para esta aproximacion, es porque
ya no debe ser dificultoso el hallarla, y sobre todo porque

no es nada comodo este medio de aproximar la raiz.
En caso de querer hacer uso de las fracciones ordi-
narias para esta aproximacion, lo mejor es proponernos
expresar la raiz en partes de una. denominacion deter-
minada, y 4 consecuencia trasformar el nlimero pro-
puesto en una fraccion equivalente cuyo denominador
sea el cubo del que la raiz deba tener. Si, por ejemvplo,
nos propusiéremos extraer la raiz cibica de 22 expresa-
da en quintos, 6 de modo que no la falte para ser exac-
ta > de la unidad, trasformaremos el nfimero propues-
to en la fraccion equivalente 2252, cuyo denominador es
el cubo de §; y como el nlimero entero que mas se
aproxima 4 la raiz exacta de 2750 es 14, inferiremos
que 2 6 2 % es la raiz clibica de 22, aproximada de

modo que no la falta para ser exacta I de la unidad.
152 El método que por mas cémodo es el mas
usado para aproximar cuanto se quiera 4 la exactitud
la raiz cbica de un nlimero que no sea cubo perfecto,
consiste en convertir este nfimero en fraccion decimal;
- bien que teniendo presente que es necesario trasfor-
marlo en milésimas para que en la raiz resulten déci-
mas ; en millonésimas para que en la raiz resulten centé-
simas; en milmillonésimas para que en la raiz haya mi-

tar los fundamentos de la férmula b= , que nos

DE ALGEBRA. 293

I¢simas &c.; porque por la inversa del cubo de'cualquier
nfimero de décimas es un ntimero de milésimas ; el cubo
de cualquier nimero de centésimas es un nimero de
millonésimas,; y en general el'nimero de las cifras deci-
males del cubo es triple del de la raiz. De esto se infie-
re que se deben poner 4 la derecha de las cifras con que
esté representado el niimero propuesto tres veces tantos
ceros cuantas hayan de ser las decimales que se quieran
sacar en la raiz. Despues se efectuara por la regla ex-
puesta (§. 148) la extraccion de la raiz del nimero re-
presentado por la nueva combinacion de cifras, y en‘el
resultado se separard el nfimero que se haya pedido de
cifras decimales.

Si quisiéremos, por ejemplo , extraer la raiz clibica
de 327, aproximada de modo que no la falte para la
exactitud una centésima, escribiremos seis ceros a con-
tinuacion de aquellas tres cifras, y extraeremos por la
regla dada la raiz de 3 257000000, Hé aqui la operacion:

327,000,000 688
216 o P s

B ]

108
1110,00 13872
314432

124 680,00

3256 606 72

1339328
Se separan despues dos cifras decimales en el resul-
tado, y sera 6,88 la raiz aproximada que buscibamos;
pero seria aun mas aproximada 6,89 ; porque aunque el
cubo de este nimero es mayor que 3 27 , se le aproxi~
ma mas que el de 6,88.
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Si el nmero propuesto tuviere ya decimales, de-
beremos poner & su derecha, antes de comenzar la ex-
traccion, tantos ceros cuantos sean necesarios para que
el nimero de cifras decimales sea miltiplo de 3, Si,
por ejemplo, nos propusiéremos- extraer la raiz cfibica de
0,07, escribiremos 0,070,y sacando la raiz de 70 mi-
lésimas hallaremos 0,4; y si desde luego nos hubiése-
mos propuesto llevar la aproximacion hasta las centési-
mas, hubiéramos puesto tres ceros mas, con lo cual ha-
briamos tenido 0,070000, y siendo 41 el nfimero en-
tero que mas se aproxima 4 la-raiz de 70000, serd 0,41
la de 0,07 con diferencia de menos de una centésima,

153 Despues de haber expuesto los medios de ex-
traer la raiz cuadrada y la raiz clibica de los nfimeros,
podremos ficilmente deducir de la férmula del binomio
un método analogo para obtener la raiz de cnalquier
grado; pero antes de exponer este método ; haremos al-
gunas observaciones acerca de la: extraccion de las rai-
ces cuyo exponente es un numero compuesto de dos 6
mas fuctores, :

La raiz cuarta, por ejemplo; se puede extraer por
medio de dos extracciones sucesivas de raices cuadra-
das; porque tomando primeramente la raiz cuadrada de
toda cuarta potencia a', venimos 4 parar al cuadrado
a’; y extrayendo de nuevo la raiz cuadrada de aquel
primer resultado, tendremos @, que es justamente la
12iz cuarta de la cantidad primitiva 4.

La extraccion de la raiz octava de cnalquier ni-
mero se podra efectuar por medio de tres extraccio-
nes sucesivas de raices cuadradas, porque represen-
t;mdo’l,-como nos es permitido, por a° el niimero pro-
puesto, es ficil ver que la raiz cuadrada de &* es
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a*; que la de a*es a’; y que tiltimamente la de 2* es a.

Del mismo modo se puede hacer ver que toda
raiz de un grado indicado por alguno de los nfimeros
16, 32, 64 &c., y en general por alguna potencia
de 2, se puede obtener por medio de una serie de ex-
tracciones de raices cuadradas, Igualmente la extrac-
cion de cualquiera raiz de un grado indicado por al-
guna potencia de 3 como 9, 27, 81 &c., se podri
efectuar extrayendo sucesivamente dos 6 mas raices
clibicas, :

Las raices cuyos exponentes sean niimeros compues-
tos de potencias de 2 y de 3 se podran reducir 4 raices
cuadradas y ciibicas; y en general; toda raiz cuyo ex-
ponente sea un nitmero compuesto de dos & mas Jactores
podrd convertirse en dos 6 mas raices, cuyos ex ponen-
tes sean estos factores. Obtendremos, por ejemplo, la
raiz sexta, extrayendo primero la raiz cuadrada del nfi-
mero propuesto, y en seguida la raiz clibica de aquella
raiz cuadrada, 6 wice wersa. Para convencernos de es-
to bastard hacernos cargo de que ejecutando estas ope-
raciones con @°, que puede representar cualquier nfi-
mero propuesto, hallamos primeramente 2°, y despues
@; 6 hallamos primeramente @” y despues @. Esto nos
hace ver que es indiferente el érden con que debemos
extraer las dos raices en que se resuelve la sexta que
N0S pProponiamos extraer.

154 Pasemos ahora 4 manifestar cémo se pueda deducir de la
férmula del binomio una regla general para extraer una raiz de cual-
quier grado; y para hacerlo mas perceptible supongamos que haya-
mos de extraer la raiz quinta de algun nidmero. El razonamiento que
vamos @ hacer para resolver esta cuestion particular, cotejado con el

que nos ha dirigido en la extraccion de las raices cuadrada y ctbica,
nos dard « conocer el modo de generalizarlo.
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Propongdmonos - pues extraer la raiz “quinta de  231554007.
Observemos en primer lugar que el menor nidmero representado
por una combinacion de dos cifras, es decir, el 40, tiene seis en su
quinta potencia, que es 100000; y de aqui inferiremos que la raiz
quinta del nimero propuesto tiene por lo menos dos cifras. Asi que,
podremos representar esta raiz por. el binomio @——5, designan-
do por a las decenas, y por & las unidades; 4 lo cual es consiguiente
que el nimero propuesto deba representarse por la quinta potencia
de a——0, 6 lo que es lo mismo por

(a-+b)=0a"—+-5a"b—+40a°5> : &e.

No es necesario poner de manifiesto todos los términos de esta po-
tencia, porque nos basta conocer la composicion de los dos primeros
como lo vamos 4 hacer ver.

Esto supuesto, es claro que no pudiendo @’ 6 la quinta potencia
de las decenas de csta raiz tener cifras significativas de orden inferior
4 las centenas de millar, no la deben pertenecer las cinco primeras
cifras de la derecha: separemos pues estas cinco cifras; y si queda-
sen mas de cinco 4 la izquierda, haremos con respecto 4 ellas el
mismo razonamiento que acabamos de hacer; y de este modo ven-
drdn las cifras del nimero propuesto & quedar divididas en trozos ¢
secciones de 4 cinco cifras, procediendo de derecha 4 izquierda; y en
la dltima seccion, que .podra temer menos de cinco cifras, se ha-
llard la quinta poteucia de las unidades del érden superior que deba
haber en la raiz.

En la tabla de las quintas potencias de los 2515,54007 | 47
nitmeros digitos vemos que 2315 se halla entre 1024
la quinta potencia de 4, que es 1024, y la de 12915,4007 | 1280
5, que es 3125.

Sabemos pues que 4 es el nimero de las decenas de la raiz que
buscamos; y restando la quinta potencia de este nimero 6 1024 d‘e
la primera seccion 2315 del ntmero propuesto, tenemos el resi-
duo 4291, & cuyo lado bajamos la seccion siguiente 54007. El
ntimero representado por la combinacion de las nueve cifras deberd
contener las cinco partes ¢ términos 5a*b—+—10a’b* ——gc. restan-
tes de (a—+54)7 despues de haber sustraido la primera parte 6 tér-
mino a’; pero el término que tiene unidades de érden mas elevado
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es Ba*h 6 einco veees la cuarta poténcia de las decenas multiplica-
da por las unidades, porque no puede tener cifras significativas de
6rden inferior al de las decenas de millar » ¥y de consiguiente debe
hallarse en el niimero 12915. Separaremos pues las cuatro dltimas
cifras de la derecha, que no pertenecen al término 5a*6; y el ni-
mero 12915 que queda 4 la izquierda contendrd este término, mas
las decenas de millar procedentes de- los términos siguientes. Por
manera que 12915 es mayor que 5a%b; y de ahi es que dividien-
do 129145 por 5a*, ¢ por cinco veces la cuarta potencia de las cua-
tro decenas halladas , no podemos tener seguridad alguna de que el
cuociente sea el nimero que buscdbamos de las unidades de la raiz;
lo que tnicamente sabemos con certeza es que este nimero no pue-
de ser mayor que aquel cuociente. Asi es que dividiendo 42915
por 5a* é por 4280, hallaremos por cuociente 40; pero no debe-
remos poner en la raiz mas de 95 y aun antes de adoptar este va-
lor debemos ver si el ndmero 49 representado por las dos cifras 4
¥-9 combinadas produce 6 no una quinta potencia mayor que el
ndmero propuesto. Por este medio hallamos que se deben rebajar del
49 dos unidades, y que la verdadera raiz es 47 ; bien que resulta
un residuo igual 4 2209000 ; porque la quinta potencia de 47 es
229345007 ; y de consiguiente la raiz exacta del nim
esta entre 47 y 48. :

Si en el nimero propuesto hubiese alguna otra seccion de cifras,
la eseribiriamos 4 la derccha del residuo que ha resultado de la 4l-
tima sustraceion; y con el ndmero representado por toda la nueva
combinacion practicariamos la misma série de operaciones que hemos
ejecutado con el que resulté despues de haber puesto 4 la derecha
del primer residuo la scgunda seccion ; y asi sucesivamente.

Ya es ficil ver que todo lo que hemos practicado para extracr
las raices cuadrada y cdbica de las fracciones, y para aproximar
las raices incomensurables de aquellos dos grados, se podria de un
modo andlogo aplicar 4 la raiz quinta; y aun podriamos sin gran di-

ficultad - generalizarlo para la extraccion de la rtaiz de cualquier
otro grado. ;

€ro propuesto

14565 En los mismos principios esti fundado el método de ex—
traer las raices de las cantidades literales. Un solo ejemplo bastard
para manifestar c¢émo se deberd extraer la de cualquier grado.

Ya que hemos hallado (8. 143) la sexta potencia de 223— 543,
propongdamonos hallar la raiz sexta del polinomio que alli hemos
TOoMO 11, PP
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determinado , y dispongamos' la  operacion del modo siguiente:

642"*— 9604 25—+ 60004° 7> — 20000a°2°
- 375004 5°—37500a"5 23 | 22° — 5a°
156254 119255
— G4z

Residuo.mm —-960a3z"—— &e.

Despues de haber- ordenado. con  respecto 4 la x los términos
del polinomio propuesto, debemos estar: ciertos de que su primer
término es la sexta potencia del primer término de la raiz ordenada
del mismo modo; tomando por consiguiente la raiz sexta de 64x™®
segun la regla del §. 129, tendremos 2x3. Elevando este resultado
4 la sexta potencia, y restdndola de la cantidad propuesta, el resi-
duo debe comenzar precisamente por el segundo término de poli-
nomio equivalente 4 la sexta potencia de los dos primeros términos
de la raiz. Ahora, en la expresion’ (a——5)°=a’—-6a’b— e.
el segundo término es: el producto de sels veces la quinta potencia
del primer término de la raiz por el segundo: y de consiguiente
dividiéndolo por 6a’, el cuociente sera cl segundo término & de la
raiz.

Es preciso pues formar- el producto igual 4 seis weces la . quinta
potencia del primer término 24% de la raiz;lo cual dard 6x32zF
6 1922 ; y dividiendo por esta cantidad el término — 960a*z™’,
con el cual comienza el residuo de la sustraccion precedente , el
cuociente —bBa3 serd el segundo términa de la raiz. Para comprobar-
To elevaremos 4 la sexta potencia el binomio 2x3—54® ; y siendo el
resultado enteramente igual 4 la cantidad propuesta, restindolo de ella
no quedard residuo alguno; y esto nos hara ver que la operacion estd
concluida.

Si aun despues de esta segunda sustraccion hubiesen quedado al-
gunos otros términos, vendriamos en conocimiento de que la raiz
deberia tener algun otro; y para hallarlo ejecutariamos la misma se-
rie de operaciones que para determinar el segundo; es decir, el
primer término del segundo residuo representado generalmente por
6a’) lo dividiriamos por 6 (2z3—5a?)’; el cuociente seria el  tercer

tévmino de la raiz; y se le comprobaria formando la sexta potencia
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del trinomio que, suponemos hallado, y restindola de la cantidad pro-
puesta. Del mismo modo plocedeuamos para hallar todos los demas

“términos que pudlera tener la raiz, cualquiera que fuese el numero

de ellos, ,

Como el exponente 6 de la raiz sexta es producto de los exponen-
tes 2 y 3 de las raices cuadrada y cibica, pudimos haber extraido del
polinomio propuesto la raiz cuadrada , y en seguida la raiz cibica de
ella, 6 al contrario, Los principiantes debemn efectuar ‘estas operacio-
nes para familiarizarse con ellas, y para tener en la identidad del re-

sultado final una mutua comprobacion de todas.

De las ecuaciones de dos solos términos.

1536 Toda ecuacion que solo contiene una poten-
cia de la incognita, combinada con cantidades conoci-
das, puede siempre reducirse a dos solos términos , uno
de los cuales sea el conjunto de todos los que contienen
la incdgnita, siendo el otro conjunto de las cantidades
conocidas. Ya hemos visto (§. 105) tratando de las
ecuaciones del. segundo grado, un ejemplo de esta re-
duccion, y es facil hacerse cargo de como debera ele-
cutarse en las de cnalquier otro grado.

Si se nos propone, por e]emplo, la ecunacion a’x’—
a’b*=b*c’+acx’ ; pasando todos los términos en que se
halle 4 un solo miembro, tendremos: &'z’ —asx’ =
b'c*+a'h’; 6 (@’ —ac) o' =b'c’ +a’b’. Si representa-
mos ahora por p al binomio a’—ar, y por ¢ al bino-
mio b*¢*+a’h*, se trasformara la ecuacion anterior en
esta otra pa’ =g y despejando la cantidad x tendremos

q 2 5o
2 =L de donde concluiremos que x=V".
. P 2
En general, dando, como siempre es posible, 4 toda
*



300 TRATADO ELEMENTAL
ecuacion de dos términos la forma de pa™=yq, siempre
se podra deducir 2”=%; y por Gltimo, extrayendo la raiz

m —
del grado m de ambos miembros, resultard x:\/f 2

157 Debemos advertir que si'el exponente m fue-
re un nfimero impar, la raiz no tendra mas de un solo
signo, el cual serd el de la cantidad que esté debajo
del radical (§. 131); pero si fuere nmero par, la raiz
tendra el doble signo ==; y si ademas fuere negativa la
cantidad representada por %, la raiz serd imaginaria, y
nos dara 4 conocer, lo mismo que las de segundo grado,
que es absurda la cuestion de donde haya dimasado. Hé
aqui algunos ejemplos.

De la ecuacion #'=—1024 se deduce que ax=

V=10 24 =—4; porque el exponente § es impar.

De la ectacion z*=624 se inflere que v==

\4/625=i:5; porque es par el exponente 4.

Ultimamente, la ecuacion z*=—16, de la cual se

5 k. . .
infiere que x=2=V/— 16, nos conduce 4 expresiones ima-

ginarias, porque siendo par el exponente 4, es negati=
va la cantidad que se halla debajo del radical.

158 Antes de pasar mas adelante haremos una ob-
servacion muy importante asi para lo que resta de este
tratado , como para su complemento, y que ademas me-
rece por si misma Ja mayor atencion; y es que todas las
‘expresiones 2—a, 2'—a’, ’*—a’, y en general 27 —a"
(siendo m un nfimero cualquiera entero y positivo) son
exactamente divisibles por #—a. La proposicion es evi-

“dente por lo que respecta 4 la primera expresion pro-
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puesta ; por lo que hace 4 la segunda sabemos (- 34)
que &’—a’=(2+a) (v—a); y por medio de la division
serfa facil descomponer todas las demas. En efecto, di-
vidiendo la expresion general +™—a™ por ¥—a, resultard
por cuociente #"T*—+ax" " +a’2""’ + &c. en cuyos
términos ira disminuyendo siempre el exponente de # una
unidad, y aumentando otro tanto el de &, hasta llegar a un
término en el cual el exponente de & sea igual 4 m—1;
pues entonces se terminar la operacion sin quedar residuo

alguno final. En prueba de esto supondremos que sea

.t’" __am m—24

7 Cere e i ) i 4 i e

=2 g™

T—0a
4"z +a"~* ; y multiplicando el segundo miembro
por x¥—a, tendremos:
gy T @A e T " T
—gr g T = a T —aT T a=aT;

donde se ve que todos los términos de la primera linea,
excepto el primero, son respectivamente iguales 4 los de
la segunda excepto el Gltimo; y como los de la primera
sean todos aditivos, y los de la segunda sustractivos , el
conjunto de unos y otros, 6 lo que es lo mismo, el pro-
ducto total viene 4 reducirse 4 solo el binomio 2”— a”;
es decir , al dividendo propuesto.

En efecto, 4 continuacion del término 2*2™" ha
de estar precisamente en la linea superior el término
2°x"=*, que queda destrnido por su correspondiente en
la inferior; y del mismo modo en la linea inferior se ha de
hallar antes del término —&"7*»" un término —a"’2°
que destruye 4 su correspondiente en la superior. Si es-
tos términos no estan expresamente escritos en la linea en
que cada uno de ellos debe estar, es porque despues de

estar bien manifiesta la ley que unos y otros siguen , es
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facil imaginarse que estan indicados por los puntos sus-
pensivos. ;

159 - La observacion que acabamos de hacer nos
conduce 4 consecuencias muy importantes , relativas 4 Ja
ecuacion general de dos términos 2”=Z. Representando
.por @ el namero que hallariamos extrayendo de % la raiz
del grado m vendra & ser £=a"; y la ec,uacron primi-
tiva se trasformara en 2" =a" , 6 en 2" —a™= o.

Ahora bien, ya sabemos que el binomio 2™ —g" es
exactamente divisible por x—a; por manera que supo-
niendo efectuada esta division podremos sustituir en lu-
gar de #”—a" el producto siguiente:
(x=a) (@™ +ar" T e d a"‘") 3

y en lugar de la ecuacion fundamental 2" —a"=0 la
equivalente (v—a) (2" 7" +ax" "+ 2"+ a" ) =0,
Siendo cero el segunde miembro de esta ecuacion, re-
solverla no es otra cosa que determinar el valor 6 valo-
res que sustituidos en lugar de la x, reduzcan 4 cero
todo el primer miembro. Y como para que un producto
sea cero basta que lo sea cualquiera de sus factores, es
consiguiente que si ademas del valor 2, que reduce a
cero el primer factor, existiesen algunos otros valores que
reduzcan 4 cero el segundo factor, estos mismos valores
satisfaran a la ecuacion propuesta. Para hacer ver que
estos valores existen efectivamente, y que tienen con
la unidad relaciones muy sencillas, hagamos que la ecua-
cion propuesta se trasforme en otra cuyo término cono-
cido sea la misma unidad. Esto lo conseguiremos hacien-
do x=ay; y sustituyendo 2”y™ en lugar de 2™, la ecua-
cion propuesta se convertiraen @”y" —a"=0, 6 y"—1=0.
Por manera que en hubiendo determinado los valores
de y que satisfagan a esta {iltima ecuacion, con solo mul-
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tiplicarlos por 2, tendremos todos los valores de & que

satisfacen a la propuesta.
La ecuacion §"—~1=0 da mmedxatamente =15

y:\/ I=I; y supuesto que y™—I equivale 4
‘Q/-—- D) (" Ty +....y 1)

la ecuacion yr—1=o0 vendra a ser:

(y=1) (y"'"—l-y Y T v Ry 1) = 05
la cual nos da 4 conocer que todos los valores  que re-
duzcan 4 cero el segundo factor del primer miembro,
satisfardn 4 la ecuacion propuesta lo mismo que el que
inmediatamente hemos hallado; y todos por consiguien=
te tienen la propiedad de que su potencra del grado m
sea igual 4 la unidad. -

De esto se infiere una consecuencia muy singular a
primera vista, y es que /@ unidad puede tener muchas
raices de un mismo grado ademas de ella misma. Es ver-
dad que estas otras raices son unos meros simbolos 1la-
mados raices negativas 6 tmaginarias ; pero siendo de
un frecuente uso en el analisis, convendra darlas 4 co-
nocer por lo menos ‘en el supuesto de que: el exponente
msea 2 6 3 64, que son los Gnicos casos en’ que por
lo expuesto hasta ahora podemos determinarlas, :

En efecto, si fuere m=2, tendremos y*—1=o0;y
de aqui deduciremos y =-1; y=—1I.

Haciendo m =13, resulta y*—1 =03 y siendo
y*=1=(y—1) (y*+y=+1), la ecuacion propuesta
vendrd 4 ser (y—1) (y*+y+1)=o0.

Suponiendo igual a cero el primer factor , se dedu-

ce J =I5 pero si suponemos J/' SR e I'=o0 resolvien-

S, e v
do esta Giltima ecuacion , tendremos IEZees

3
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¥ > ;
es lo mismo, las tres raices cfibicas de la unidad esta-

AR : —-V—3
ran indicadas por estas expresiones: y=1I; y=__é_.__;

y= _—1_;/:._5. Aunque estas dos Giltimas son imagi-
narias , efectuando con ellas las operaciones que se prac-
tican para elevar al cubo los simbolos de las verdaderas
cantidades , resultard y*=1, lo mismo que si se hubie-*
s:n ejecutado las mismas operaciones con el primer va-
lor y=1.

Haciendo m=4 la ecuacion propuesta vendra & ser
y'—1=0, 6 la equivalente (y—1) (§ =y +y-+1)=0.
Suponiendo igual 4 cero el primer factor , resulta y=1;
pero suponiendo que sea y°-+)’+y-+I=0, no se ve
desde luego cémo se podra resolver esta ecuacion, por
ser de tercer grado; pero si echamos de ver que (§. 34)
y*=1=(y"+1) (y’—1), nos serd facil inferir que pa-
ra satisfacer 4 la ecuacion y*—1=o0 podremos suponer
sucesivamente: y* — 1=0; §  +I=o0; de las cuales se
deducen los cuatro valores siguientes: y=- I} y==—1I;

y=+ Vi y== v/ — 1. De estos cuatro valores solo

dos son reales , y los otros dos imaginarios; pero en to-
dos cuatro se verifica la propiedad de que elevados 4 la
cuarta potencia dan por resultado la unidad , y asi tene-
mos las cuatro raices cuartas de la nnidad.

Este gran niimero de raices de la unidad es proce-
dente de una ley general de las ecuaciones, segun la
cual nna incégnita debe tener tantos valores como uni-
dades haya en el mas alto exponente que ella tenga en

3 y asi los tres valores de ¥ , 6 o ciué ‘
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la ecuacion de que nos valgamos para determinarla; 6
lo que es lo mismo, en el exponente que designa el
grado de la ecuacion; y cuando la cuestion no admite
tantas soluciones reales, se completa el nimero de los
valores de la incégnita con simbolos puramente alge-
brdicos, que sometidos 4 las operaciones indicadas en la
ecuacion producen el resultado que ella requiere: por
manera que tedos estos valores satisfacen a la ecuacion,
aunque no satisfagan al problema.

Si, como hemos propuesto, las  tres ecuaciones
y=I1=osy’—=1=o0; y'—1=0, y' deducido ‘deifellds
las dos raices cunadradas, las tres raices chibicas y las
cuatro raices cuartas 6 cuadro-cuadradas de la unidad,
nos hubiésemos propuesto las tres ecuaciones ¥*— a’=o;
2¥*—ad’=o; 2" —a*=o0; serfa facil deducir de la pri-
mera de estas las dos raices cuadradas de 2”; de la se-
gunda las tres raices clibicas de 2®; y de la tercera las
cuatro raices cuartas de a*, En efecto, multiplicando
por @ las dos raices cuadradas de la unidad, tendremos
las dos raices cuadradas @ y—a del nfimero conocido
representado por #*. Del mismo modo, multiplicando
por & las tres raices clibicas de la unidad, resultarin ;
41(—-1 +V_5>; a <_1—V_5>; es decir, las tres rai-

2 2 -
ces clibicas del ntimero conocido representado por .
Ultimamente, multiplicando por @ las cuatro ' raices
cuartas de la unidad, resultaran las cuatro raices cuar-

tas @;—a; aV—1;—aV —1 de la cantidad repre-
sentada por a*,

De aqui se sigue que las raices de los nfimeros

tienen dos especies de expresiones 6 valores; 4 la pri-
TOMO I11. QQ



306 TRATADO ELEMENTAL

mera especie , que llamaremos determinacion aritméti-
ca, pertenece el nfimero que se halla por los métodos
expuestos en el §. 1545 el cual mo es mas de uno en
cada caso particular, y es el que en los tres casos pre-
cedentes hemos representado por . A la segunda, que
comprende los valores negativos y las expresiones ima-
gmarlas, la designaremos con el nombre de deter-
minaciones algebrdicas, porque deben su existencia 4 la
aplicacion que se ha hecho de las reglas de los signos
del é4lgebra aun 4 simbolos que no representan. can-

tidades.

De las ecuaciones que se pzwdm resolwer como las de

segundo grado.

16o El caricter de estas ecuaciones consiste en
que no contienen mas de dos distintas potencias de la
incégnita, y que el exponente de la una es doble del
exponente de la otra. Todas ellas se pueden represen-
tar por la siguiente formula general :

2+ prT =g,

en la cual estan designadas por p y g las cantidades co-
nocidas.

Mirando ' primeramente como incognita la potencia
z", 6 lo que viene 4 ser lo mismo, si hacemos 2" =z,
vendrd 4 ser »”"=u"; y la formula general propuesta
se trasformard en esta otra: #’-~pu—g; de la cual se

deduce (§. 109 ) u:-—l“vi\/q—i—gpz; y restituyen-

T I <
do 2™ en lugar de », tendremos: t=—gpEV g+ p%
ecuacion de dos solos términos, puesto que indicando
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o S e g i g I’ 2 %
la exprem’on Z}) oy \/q—l- Z]] 5 OPeraClOI]CS que S€ han

de ejecutar con cantidades conocidas, y que ya sabe-
mos efectuar, podemos mirar el resultado de ellas como
una sola cantidad conocida. .

Representando por @ y por @' los dos valores de

esta ultima cantidad, la férmula z"':-—%pi\/g +1p
: /
se descompondra en estas otras dos: 2"=a; 2" =a'; de
las cuales se deducen los dos siguientes valores de la
8

m

incgnita x=V'a; y v=v/a ; bien que si el expo-
nente m fuere nlimero par, se deduciran no solo’ dos,
sino cuatro valores de la incognita, porque en tal caso
a cada uno de los dos radicales se le antepondra el do-
ble signo==, y las dos fltimas férmulas se descompon-
dran en estas cuatro: ;

m 7 o] W e ’

r=+Va; x=+Vd; x -—\/a, r=—Vd.

Estos cuatro valores seran todos reales siempre que
sean positivas las cantidades representadas por 2 y '
seran todos imaginarios si fueren negativas las mismas
cantidades; 6 dos de ellos seran reales y ‘los otros dos
imaginarios, si la cantidad @ fuese positiva y la @' ne-
gativa, 6 al contrario.

Todos estos valores de la o pueden comprenderse
en una sola férmula, indicando inmediatamente la raiz

de los dos miembros de la ecuacion 4" =—2p il/q-i-zp’;
a

de la cual se deduce x=v— IpEVg+ip?

La ecuacion srgulente conduce a una ecuacion de
esta especie,
*
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161  Descomponer el nimero 6 en dos factores ta-
les que la suma de sus cubos sea 55.
Si representamos por z uno de los factores desco-
216

. 6 ; :
nocidos , el otro sera—; y siendo sus cubos 2° y
x xB
- la ecuacion fundamental de la cuestion sera:
Seooe
i i e i T
z? 353
de la cual se deducen estas otras:
6
r’'+216=352°
6
x’—35a’=—216.
Si ahora consideramos como incdgnita 4 »°, obten-
dremos por la regla de las ecuaciones de segundo grado
85 o gt
p = b/ (20 10
2 2
efectuando los calculos numéricos indicados, hallaremos:

1225 e
G X \/(32—‘)’~—2I6:\/§§—‘=13,yp0r con-

sxgulente 2%=%4-19; en donde se hallan reunidas las
dos <1gu1entes e}xpresxones. =28t o0y a'=
3s—12—10 =83y de estas es facil concluir que

;r:ﬂ/27= 35 y que x::e/—é;.z.

wilo

El primer valor de la # da 26 2 para el segun-
do factor, al paso que el segundo valor conduce a £ 6
35 son pues en un caso 3 y 2 los factores que busc-
bamos, y en el otro 2 y 3. Estas dos soluciones solo se

diferencian en la mera inversion del orden de los facto- -

res del nimero,_dado 6.

162 Como las ecuaciones que acabamos de consi-
derar no deben estar exentas de la ley general de que
hemos hablado (§. 159 ), deberemos multiplicar los va-
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P (( S

lores aritméticos de \/ ay V/d' por las m raices que la
unidad debe tener en el grado m.
Asi que, despues de haber determinado los valores

aritméticos 3 y 2 eqmvalentes 4 los radicales V 27y

Vs que resultaron de la ecuacion 2°—35 2° =— 210,
multiplicaremos cada uno de ellos por las tres raices cii-
bicas de la unidad , y tendremos las seis raices siguientes:

& = iTas D o D L4
—A4—V—3 —1—V—+35
qlo p—ro LD g gty i
2 2
ot o etV SR8 wausgans priommteid By ¢
2 2

de las cuales solo las dos primeras son reales y positi-
vas, y las Ginicas que resuelven el problema.

Del calculo de Ias’ cantidades radicales. #*

163 El gran ntmero de casos en que no se pue-
den extraer exactamente las raices, y lo penoso de la
operacion que es necesario ejecutar para obtenerlas con
la aproximacion suficiente, han sido motivos para que
los algebristas hayan procurado representar los resulta-
dos de las operaciones que debieran ejecutarse con las
raices extraidas, sin detenerse 4 extraerlas previamente,
como 4 primera vista podria parecer necesario. De este

« Tlimanse asi las raices indicadas o representadas pot un signo radical ante-
puesto & la cantidad cuya raiz deba extraerse. Cuando dos ¢ mas signos radicales
tienen un mismo exponente, y es unta misma la cantidad que se halla debajo de
ellos, las raices indicadas se llaman cantidades radicales semejantes ; pero en faltando
enalquiera de las dos condiciones , se las llama desemejantes,



310 TRATADO ELEMENTAL

modo difieren la extraccion hasta el fin del calculo, y
no la efecthan mientras no han simplificado cuanto sea
posible los resultados; y asi logran que la operacion
mas complicada y dificil no se deba ejecutar sino con
los nlimeros mas pequefios 6 con las expresiones mas
sencillas que las cuestiones propuestas permitan.

La adicion y la sustraccion de las cantidades radi-

cales desemejantes solo se pueden indicar por los sig-

nos + y —. Por ejemplo, las sumas representadas por
e e S S : :
los binomios V.a+Va, V a+V b, y las diferencias

SRR s e et b
6 residuos representados por V a—V a, Va—V b
no pueden admitir otra expresion mas sencilla, a lo me-
nos mientras los simbolos algebraicos permanezcan en

toda la indeterminacion que les es propia; pero no su-

: 3T naE T s boss e
cede asi con 4a V 2b+V 164%—7 2a°b, por-
. a

que los radicales que componen este trinomio pueden
hacerse semejantes por medio de la simplificacion indi-

B ; |

cada en el §. 130. En efecto, V 164°h equivale 4
3 DL s 3/ G 3w 7 7 YT

V/ 8a°xab, 6 4 V' 8a° xVab, 6 4 2a Vab; el

S R o e b o

tercer radical V 22°b equivale a Va' < 2b=Va'xV b

Ry e : :
=2’V 2b; y por consiguiente el trinomio propuesto se
trasformara en

T OO C
4a V 2b+2aV 2b— adc \3/2b;
a

a’[c ) €/2b=(6a-—

a

(64 =56y = Vb,

Sac
d

5

YW ab=

6en (4a+2a—
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164 Por lo que respecta a las demas operaciones
estriba el célculo de los radicales sobre este principio ya
citado: Elevar d una misma potencia los diferentes
Sfactores de un producto equivale a elevar el producto
d la misma potencia. Se debe ademas tener presente
que la mera supresion del signo radical equivale d ele-
var la raiz que con ¢l estaba indicada, a la potencia
del mismo grado que la raiz. Si por ejemplo, en vez

ot S
de V@ escribimos solo @ suprimiendo enteramente el

signo radical, habremos con esta mera supresion ele-
vado 4 la séptima potencia la raiz séptima de @, que

estaba representada por la expresion primitiva v as
porque si despues de haber extraido de cualquier can-
tidad una raiz cualquiera, elevamos esta raiz a Ja po-
tencia del mismo grado, debe resultar la cantidad pri-

L e \
mitiva; y como Va representa el resultado de la pri-
mera operacion, @ debera ser el de la segunda.

Sentado esto, si suprimimos los signos radicales de

la expresion \'I/sz/b , por ejemplo , habremos eleva-
do 4 la séptima potencia los dos factores de un produc-
to; y el resultado @b sera la séptima potencia del pro-
ducto indicado. Tomando pues la raiz séptima, hallare-

mos que {[/;z—x;l/b:\’l/;b‘

Este razonamiento, aplicable a cualquiera otro ca-
so, nos manifiesta que para multiplicar dos expresio-
unes radicales de wn mismo grado debemos efectuar la
multiplicacion de las cantidades que se hallen debajo de
los signos radicales, y anteponer al producto un signo
radical del mismo grado. Lo cual nos viene a decir que
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extraer . sucesivamente las raices de un mismo grado de
los diferentes factores de un producto equivale d extraer
la raiz del mismo grado de todo el producto.
Mediante esta regla tendremos:

3 Vaab’<7Vsa'be=21V 10a'b'c=

21a°b*V 100

4 \/dz —b2 > \/424— 172 = 4 \/Caq— bz ) (zlg—i- 1)2) —
Al

‘72a9—a3b6 J V PP b _

d*

"/Qag a’b® a, 2b3ct=1=blict. i

-bt . d?

a?(2al==b7)> b3 . oo,
‘/ X~ (a —-+b ):

at ——b*

e (20°—F
“/———ZZEM X ( "ij‘”g 2

por ser @ — If’-(az-l—b’) (&=0b).
165 Teniendo presente que la séptima potencia

Va

de Ia exPresmn 7 , por ejemplo, es 7, inferiremos,
b

tomando  la raiz séptima de este Gltimo resultado,
0
a 74— .
que —— =V% de donde se sigue: que para di-
Vb
vidir una por otra dos cantidades radicales de un mis-
mo grado, es necesario representar el cuociente de las
cantidades que se hallan debajo de los radicales , y an-
teponerle un solo signo radical del mismo grado. Lo cual
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quiere decir que Jo mismo es ejecutar primeramente. yna
division, y extraer una raiz cualquiera del cuociente,
que extraer primeramente las raices del mismo grado
del dividendo y del divisor, y concluir dividiendo la raiz
del primero por la del segundo. En suma, la inversion
en el 6rden de estas operaciones no produce alteracion
alguna en el resultado final de ellas.

Por esta regla hallamos que

V.Gl bt
\/_f_: ——-:\/217; :
IR S P e

___——-:‘/ —\/a b:
NVa=+b a-+b /. :

S P 5 yma— I et

S /ﬁ% Sy fgte 40D

o] AR (UTIT Loy

166 Dela regladela mulnphcacxon de las canti-
dades radicales de un mismo. grado (§. 164) se_sigue
que para elevar una cantidad radical a una potencm
no se necesita mas que elevar & esta potemm la canti-
dad puesta debajo del radical, y anteponer al resultado
el mismo signo Mdzcal ; porque elevar;, por e]emplo a

la tercera potencia la cantidad representada por Vab es
lo mismo que hallar el producto de la multiplicacion
que aqui indicamos: V ab <V abxV ab; y como

por ser de un mismo grado los radicales debamos (§. 164)

multiplicar ‘entre si las cantidades que estan debajo de
TOMO II RR_
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ellos 'y anteponer el mismo signo radical al producto

: ! S e
el resultado serd V a’h%.

Del mismo modo, la cantidad v/a*h® elevada 4 la.

Sy R ST i
cuatta potencia da V2*6™, que se reduce 4 ab v ab®

descompomendo a’h* en a’b/xab’,y extrayendo (§.130).

la raiz séptima. del factor a’2,

Es. muy digno de notarse que cuando. el exponente
del radical es exactamente divisible por el de la poten-
cia 4 que se haya de elevar la cantidad propuesta, se
efecttia la operacion con solo dividir el exponente del
radical por el de la. potencxa. ‘El cuadrado, por ejem-

plo, de Va6 (\/a) =% porque 5

Con efecto, v/a representa una cantidad que es seis

Mg : . 3o
veces factor de @; y como la cantidad V' 2 que hemos.

obtenido dividiendo, el exponente 6 por 2, sea solo tres

. / A R e 8t
veces factor de la misma 2, es. consiguiente que V
equivalga al producto de dos de los. primeros factores,
6 lo que es lo mismo, al cuadrado.6.1a segunda poten-

3 6/—
cia de uno de. estos factores 6 de V a.

El mismo.razonamiento. se puede-aplicar al ejemplo.

que sigue, y a otro cualquiera:;(\B/ b )“:&E. -

167 Invirtiendo las reglas del articulo precedente
resultan las que deberemos seguir para la extraccion de
las raices de las cantidades radicales.

En efecto, de la primera se deduce sin la menor di-

\5/;;‘ Vior=\Tor=V
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ficultad, que si los exponentes de los factores que estan
debﬂjo «del radical son exactamente divisibles por ¢l de

la raiz que se quiera extraer., se efectuard laoperacion
como 'si no hubiese radical alguno, y al resultado se le
antepondrd el radical primitivo. ,

5

Asi es, por ejemplo, que ‘/\/a \/\3/ 7=

‘De la segunda regla del parrafo precedente se.in-
fiere igualmente que se representa en general cualquiera
raiz de cantidades radicales, multipli’mndo el exponente

del radical por ¢l de la raiz que se quzem -extraer.
15

Por esta filtima regla s halla que‘/\/ = q*.

Con efecto, V/a* es una cantidad ‘que ‘es ‘cinco ve-

ces factor de a* (§§. 24 y 129); pero‘como por otra

parte la raiz chbica de V/ 4" deba ‘ser tres veces factor

de esta filtima cantidad, es ‘consiguiente que: \/\/ at

deba ser 3x§ veces 6 15 veces factor de la primitiva

cantidad a*: luego ‘/\/ a —-‘/ . Del mismo modo

15
se probara que '\/\3/ at =\/a*; lo cual nos da é co-

nocer que lo mismo es extraer primeramente la raiz
quinta de una cantidad cualquzem 5 ) extracr de.rpues la
raiz ciibica de aquella raiz quinta, que extraer. prime=
ramente la raiz ciibica de la cantidad primitiva, y con-

cluir por la extraccion de la raiz quinta de la ctibica:
@
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el resultado final no varfa por esta inversion en el érden
de las operaciones. Lo mismo puede demostrarse de
otras raices cualesquiera.

168  Supuesto que multiplicando por cua]quier
niimero el exponente de una cantidad que esta  debajo
de un radical (§. 166), se eleva la raiz que con este
signo estaba representada, 4 la potencia que indique
aquel multiplicador, y que multiplicando por el mismo
niimero el exponente del radical (§. 167) se extrae del
resultado anterior la raiz del grado indicado por el mis-
mo multiplicador, es consiguiente que esta segunda ope-
racion restituya 4 su primitivo estado la cantidad pro-
puesta. Lo que esto quiere decir en suma es, que mul-
tiplicando por un mismo nitmero el exponente del radical
y ¢l de la cantidad que esté debajo de él, no se altera el
valor de la expresion.

b s
La expresion V'a*, por ejemplo, puede conver=

85 sy
tirse en' V/2** multiplicando por 7 los exponentes § y
'35 y la segunda expresion es enteramente equivalente 4
la primera, porque multiplicar por 7 el exponente de 2°,
: e Sl :
y formar el radical V/4’*, es hallar la séptima potencia

del radical propuesto; y multiplicar por 7 el exponente

) 50 lseed . il 8 :
§ del radical V/a**, es tomar la raiz séptima de este pri-

mer resultado; deshacemos pues con la segunda opera-
‘cion lo’ que habiamos hecho con la primera.

169" Pur medio de esta doble multiplicacion se r2du-
cen & unmismo grado 6 ex ponente dos, tres 6 mas radicales
‘de diferentes grados, multiplicando d un mismo tiempo ol
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exponente.de cada radical y el de la cantidad d que esté
antepuesto, por el producto de los exponentes de todos los
demas radicales. La identidad de los nuevos exponentes
de los radicales es evidente por si misma, puesto que
todos ellos vendran 4 ser el producto de todos los ex-
ponentes'de los radicales primitivos; y segun lo que aca-
bamos de demostrar, no habrda mudado de valor ningu-
na de las cantidades radicales propuestas, por haber mul-
tiplicado por un mismo nfimero el exponente del radi-
cal y el de la canudad que primitivamente se halle de-
bajo de él.

Por esta regla se trasforman las cantidades . radica-

les \/43172 y \_/c‘*d3 en \/4“17‘4 y \/c’“d”; asimismo las

. : 3 5 1 o,
cantidades radicales V/ab*, V/a’c® y Vb'e® se convierten

108, 105

g 5.7.7 6
respectivamente en V.a®'b’%, Via''c®?, y \/b°° £

Esta trasformacion es andloga 4 la reduccion de los
quebrados 4 un comun denominador , y de consiguiente
es susceptible de las mismas abreviaciones que ella
(drit; §. 1o0)

Si hubiese coeficientes numéricos deba]o de los ra=
dicales sera necesario elevarlos 4 la potencia indicada por
el producto de los exponentes de los demas radicales.

170  Tambien se infiere facilmente que dividiendo
por un.mismo niimera el exponente del radical y el de la
cantidad que esté debajo de ¢l , no mudard por eso el va-
lor de la expresion. Asi tendremos una nueva trasfor-
macion de las expresiones radicales analoga 4 la de re-
ducir los quebrados 4 sus minimos términos 6 4 su mas
sencilla expresion. Ultimamente , se puede introducir de-
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bajo de un radical cualquicra un factor que esté fuera
de él, elevandolo @ la potencia indicada por el exponen-
te del radical | y multiplicando por esta potencia la can-
tm’ad que primitivamente estaba deba_/o.

Se convertird, por ejemplo, & en Vi Y. 24\/./;

el V84%%.

171 Despues de haber reducido 4 un mismo ex-
ponente 6 grado cualesquiera radicales por medio de 1a
trasformacion ‘precedente, ‘se les aplicardn sin dificultad
alguna las reglas dadas (§§. 164 y 165) para la mul-
tiplicaéion y la division de las cantidades radicales de
un_mismo -grado.

Plopengamonos, por e;emplo, simplificar el pro-

ducto representado por '\/a”b"x \/b’c’; y en ‘primer

me e n
lugar trasformaremos los factores' Va?h' y Vb en

mn

Va'hy ST 5 y por la regla del §. 164 hallare-

mos que

3

v aﬂp bnq < v bmr cm: B— vﬂ aﬂp bnq-[-mr cms
es el producto de los radicales propuestos. ,
Hallaremos tambien por la regla del §. 165 que

o mn. ‘mn mn
Va't! Vd'be @7 bY ‘/a"”b”""””

mn, o bmr ¢ ms ‘_ms

Ve Vi
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Adwertencias. sobre algunos' casos singuldres que ocurren:
en ¢l cdlonlo de las cantidades radicales.

172 - Las. reglas. que ‘acabamos de. prescribir para
¢l calculo de las cantidades. radicales se aplican sin difi-
cultad 4 los:simbolos. de las-verdaderas cantidades, 6 sea
4 las cantidades reales; pero aplicadas. 4 las que se lla-
ma cantidades imaginarias ; nos podrian- inducir 4 error
si 'mo hiciésemos. algunas. advertencias deducidas de las
propiedades de las ecuaciones de dos solos términos.

Si nos propusiésemos. ». por. ejemplo ,,elevar. al cua-

drado 1 expresxon V=a, y observésemos 4 la letra‘la re-
gla prescrita (§. 164) para la multiplicacion de las- can-

‘tidades radicales , hallariamos V—agxV =g =V —gx—a—
V' a*; y si ahorainos contentisemos: con:tomar 2 en lu--
gar de V'a", habriamos' venido 4 parar 4 un' resultado

evidentemente- falso, porque el cuadrado de V —a. de-
be obtenerse:con suprimir el signo radical, y es por con-
siguiente —a. :

Bezout ha desatado. perfectamente esta dificultad,
observando. que: cuando ignoramos. cémo:se: haya for=
mado el cuadrado 4, y se nos pide su! raiz, debemos
indicar igualmente +z y —a&, porque no sabemos. con.
cudl de estas dos expresiones.se: efectué. la. multiplica=-
cion; pero cuando sabemos-de:antemano:cudl de: estas:
cantidades se ha multiplicado por si misma para formar
a*, entonces ya no se puede dudar de cuil sea su raiz,
ni menos tomar la una por la otra. Este caso'es eviden-
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temente el de la expresion vV —axV.—a, pues se sabe
aqui que la cantidad 4* que estd debajo del radical en

el producto V &*, procede de —a multiplicada por —a,
y por consiguiente no debe quedarnos la menor duda de
que su raiz es —a@, Y 0o +a. Asi como por la inversa,

cuando multiplicamos V @xV @, su producto V4’ se re=
duce 4 -+a; y no nos es permitido.tomar —z por equi

valente 4 V@, porque sabiendo como sabemos que el
cuadrado @* ha provenido de la multiplicacion de +a
por =+a, no podemos dudar de que la raiz cuadrada de
4* es en este caso particular +a, y de ningun modo —a.

P

En suma, lo finico que la ecuacion idéntica V —a x
V—a=V. 4, rectamente traducida, nos quiere decir,

es que ¢l cuadrado de V —a es una de las raices cua-
dradas de a*; pero no cualquiera de ellas, sino sola y
‘determinadamente —a. : 1% :
Estos razonamientos no dejan duda alguna: sobre el
verdadero resultado de la operacion en el caso particular
que acabamos de considerar; pero aun hay algunos otros,
en los cuales, para determinar el resultado , nos es for=
‘zoso acudir 4 las propiedades de las ecuaciones de dos
solos términos. - 95 ;
173 Si se nos pidiese, por ejemplo , el producto

de Vi % \/: , reduciriamos el segundo rddic.al al
mismo grado que el primero (§. 169), y tendriamos

V'a % \7(—!)’ VT xVar'=V a; resultado
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: . &
real, aunque es bien claro que la cantidad real Vo,

multiplicada por la expresion imaginaria v/ —1, debe
dar un producto imaginario. Sin embargo, no debemos

5 4
creer que la expresion V/a, que hemos hallado por pro-
ducto de la multiplicacion propuesta, sea enteramente
falsa, sino tan solo que por lo comun no se la da el ver-
dadero sentido que debe tener, Lo finico que nos dice la
ip i AV ko T i
ecuacion idéntica V/ axV —1=V a es que multipli-

cando por V— 1 una de las cuatro raices cuartas de a,
resulta otra de las mismas raices cuartas de a.

Con efecto, considerando \4/ a algebraicamente , y
como que es la expresion de la incégnita x en la ecua-
cion de dos solos términos x*—a=o0, echaremos fa-
cilmente de ver que es susceptible de cuatro diferentes
determinaciones (§. 159 ); porque si representamos por
«. el nimero que inmediatamente resulta de la extraccion
de la raiz cuarta de @, 6 el que hemos llamado la de-
terminacion aritmética de esta raiz cuarta, vendra 4 ser
a=ua; y las cuatro raices cuartas de « se hallaran mul-
tiplicando « por las cuatro raices cuartas de la unidad.

Seran pues: ax-+I; ax—1I; ax-+V —1; ax—V —1;
y de consiguiente si en el primer miembro de la ecuacion

4, BT 4, R Qoprney ‘
V axV — 1=V a la expresion V a quiere decir «, en el

segundo vendrd 4 significar ¢ V/—1; por manera que la
verdadera traduccion de la ecuacion propuesta es la Si=

guiente: mult; plicando por NVt T primera raiz cuarta
dea, resultala tercera raiz cuarta de la misma cantidad a.
TOMO 1II. 58
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Basta un poco de atencion para descubrir el origen
de la duda que ha motivado el producto que hallamos
por la regla del §. 169. La segunda potencia + 1 de la
expresion — I que estaba debajo del radical cuadrado,
puede muy bien proceder de—+ I x~ 1 igualmente que

—

de—1x—1, y hace que la expresion Vi pueda ad-

mitir mas determinaciones que la expresion v/ _——I.

En general , cuando las expresiones algebraicas que
forman los dos miembros de una ecuacion sean suscep-
tibles de diferentes valores, la ecuacion no quiere siem-
pre decir que cualquiera de los valores de su primer
n.iiembro es igual 4 otro cualquiera de los del segundo;
sino que alguno de aquellos es igual 4 otro de estos. Sa-
bemos por ejemplo que, algebraicamente hablando sadda

ion ¥/ 8 < _
cxpresion V. 8 corresponden estos tres valores :
2—1+V —3; 1V 5,
: G
que 4 la expresion V' 16 corresponden estos cuatro :
2;—2; 2V —15—2V

y sin embargo la ecuacion \3/ 8= \4/_1.6— 1o nos quiere
decir otra cosa sino que el primero de aquellos tres va-
lores es igual al primero de estos cuatro; y solo en este
sentido es verdadera *,

Lo que hemos practicado para venir en conocimiento

*

: v
: El lenguaje algebrdico nos parece en esta parte expuesto 4 los
TMSMOos  inconvenientes que los idiomas que carecen de articulos.
(;uzmdo en el latino se nos dice: Regis filius est exercitits duz, las
circunstancias en que se enuncie esta proposicion son las finicas que
pueden determinar su verdadero sentido,
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de la regla de que hacemos uso para formar el producto

998", swwwmy " 578 |
VaxV b, se reduce 4 elevar este producto 4 la poten-
cia mn; porque si lo hubiéramos representado por z, 6

— 71—

”
lo que es lo mismo, si hubiéramos hecho V axV b=z
elevando primeramente @ la potencia m los dos miem-

PR —

bros de esta ecuacion, tendrfamos @ V' b"=2"; y ele-

vando despues 4 la potencia # los dos miembros de esta
siltima, resultaria @” b™ =2z"".

Asi tendriamos ya conocido, no el producto que
buscabamos, sino su potencia del grado mn; 6 lo que es
lo mismo, tendriamos una ecuacion de este grado con
dos solos términos, y en'la cual la incégnita, que en
este caso representa el producto que buscabamos, debe-
ria tener, generalmente hablando, mn determinaciones
(§. 159). Esto se concibe con facilidad atendiendo 4

VI ——

- 71—
que los factores Voa y v/ b son las expresiones de los va-

lores que corresponden 4 las incognitas x é y en las si-
guientes ecuaciones de dos solos términos: a”—a=0;
y"—=b=o03; y siendo por consiguiente la a susceptible
de m determinaciones, y la y de # determinaciones, se
podran obtener mn determinaciones del producto pedi-
do, combinando cada una de las m determinaciones de x
con cada una de las 7 determinaciones de y.

Cuando sean reales las cantidades que se han de
multiplicar , no ocurrira dificultad alguna en la eleccion,
porque el niimero de determinaciones de esta especie
jamas pasa de dos (§. 157), que solo se diferencian en
el signo. '

174  Haciendo uso de la trasformacion de que
*
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nos hemos valido (§. 159), conseguiremos en todos ca-
sos que recaiga toda la dificultad sobre las raices de +1
6 de—1; porque suponiendo x=at; é y=Pu, indi=

TN e

cando con oy £ las determinaciones numéricas de V' a,

Tl o

y V b sin atender al signo, se convierten las ecuaciones
P'Fa=o; y'"Fh=os;ent"F1=0; 4 F1=0; y se

] 7l — L | 7l s
halla la expresion T = Ve g% Vah=afV+1xV =% I;
en la cual af representa el producto de los nfimeros

M ——

Vids b 6 lavdeterminacion arithictica de la raiz del
grado mn del nfimero &" b™.
Cuando se haya de particularizar el producto de

V7% s

n
los radicales V' 24 y v/ =5, por razon de estar deter-
minados los grados de las cantidades radicales que son
factores, serd necesario hallar por medio de las ecua-
ciones £im=1—0; y #’=1=o0 las diferentes expresio-

TNl s 71—

nes deV/ =1 y V=g y combinarlas como corresponda.

Por fortuna son raras las veces en que hay necesi-
dad de efectuar estas operaciones, 4 no ser en algunos
casos muy sencillos. Hé aqui algunos de los que ocurren
con mas frecuencia: ;

1.0 Vmax Vb=V ax Vb (V—1xV_1);
y suprimiendo el radical de \/:1_, obtendremos :
V—axV —b=V abx—1=—V ab.
2 DIV AR i (\4/—1 )
Para evitar en este caso la duda de que hablamos

(§- 173), no multiplicaremos — 1 por— 1 ; sino obser-
varemos que el cuadrado de la raiz cuarta de cualquier
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cantidad equivale 4 la raiz cuadrada de la misma can-
tidad , y asi tendremos :

V—axV _b=VabxV—1.
3+ vy Vi Vv abx (\6/:; =

\‘7_6127 < e/:—l =\6/—‘d—b—><-—l =iliss \6/417.
De este modo hallaremos los productos de los radi-
cales imaginarios de ‘otros cualesquiera grados, Y
mos que resultan alternativamente reales é imaginarlos.

Del cdlculo de los exponentes fraccionarios.

175 Cuando en lugar de los signos radicales se
hace uso de los exponentes fraccionarios para represen-
tar las raices que les corresponden (§. 132), entonces
se puede aplicar inmediatamente @ estos las reglas ge-
nerales de los exponentes, y se hallan por medio de
ellas los mismos resultados que por los métodos de que
nos valemos para calcular las cantidades radicales.

i jemplo, V' a* b*
Con efecto, si trasformamos, por ejemplo, V' @
3 3 2

S % St 5, — g —

"b* y a’c’, tendremos V @<V &> =
Sips 2R 0 B

¢ =a °‘b'¢=a’b’c’. Observando despues

s e

6 i ¥ ke ol e
que ;= I-+7, Y que por zcon51gu1ente a —a =ax
153

ks
yVa' ena
342 8:.2
s

a3 Ib:xd

aé (§. 25); y que @b’ equivale a v ab’ e » resul-

S 5 5
tard Vab’<V > = aV ab’c*; resultado no solamente
exacto , sino ademas reducido a4 su mas sencilla ex-
presion.

m n

Sea el ejemplo general V' &'}’ x Vies y trasfor-
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AL
mando los radicales propuestos en @™ 5™, b= hallare-

mos por medio de las reglas de los exponentes (§. 25)

AL LR e G S S
anbm xbrcr=gmphm 7 ;n, S quisiésemos efectuar

ahora la adicion de las fracciones 7177, %, seria necesario

reducirlas 4 un mismo denominador; y para dar uni-
formidad a los resultados es necesario hacer otro tanto

. S . ;
con las fracciones —%,T. Por este medio’ nos resulta

_:I_IL_ NGwdmrrir ms
am™b mm pmn g y restituyendo los signos radicales, ten-

m n mn
dremos: V &b <V b’ ¢* =V &P b+ ;.
176 La division se efecta tambien sencillamente:
es facil ver, por ejemplo, que
: 352 2

Vb ah b

“lp

yH0p

lo cual se reduce a _°
an

Ty

; y reponiendo los signos ra-

a'c
Var 1/ 5
dicales, resulta: — =‘/ ; y en general
Va'e ‘.
~ LA AT e
Nodb Ay g b

.
— 3
=

£

: e e
Ve  breo 28

y reduciendo a un comun denominador los exponentes
fraccionarios para efectuar la sustraccion indicada, se

hallara :
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m 2R M mn L0 (PP M
P9 nm mn
Vah  amp ‘/ o
n ms St ms .
Ve (i ¢

Ya se deja conocer que la reduccion de los expo-
nentes fraccionarios 4 un mismo denominador produce
aqui el mismo efecto que la reduccion de los radicales 4
un mismo grado, y conduce precisamente 4 los mismos
resultados (§. 171).

177 Tambien es evidente (§. 127) que

i P

(\/“py:(“?)":“::(t/;;"-; y (129) que

mn

\"/m__ e
Va = a” =a" =V 2. S

El célculo de los exponentes fraccionarios nos ofre-
ce uno de los ejemplos mas notables de la utilidad de
los signos cuando se los clige con inteligencia y acierto.
La analogia que hay entre los exponentes fraccionarios
y los enteros hace que las reglas que se deben seguir
para el célculo de estos sean aplicables al de aquellos;
en vez de que son necesarios, como hemos visto, razo-
namientos particulares para descubrir las reglas del calcn-

lo' de las cantidades radicales, porque el signo V/

que las acompafia no tiene conexion alguna con la ope-
racion que con él se indica, Cuanto mas nos internemos
en el Algebra, tanto mas echaremos de ver las nume-
rosas ventajas que ha producido en esta ciencia Ja no-
tacion de los exponentes , inventada por Descartes.
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Teoria general de las ecuaciones.

178 Aunque las ecuaciones de primero y segundo grado som,
propiamente hablando, las tnicas que hasta ahora se saben resolver
completamente, se han descubierto ciertas propiedades generales de
las ecuaciones de todos los grados, cuyo conocimiento es muy con—
ducente para resolverlas cuando sean numericas, y para otras varias
investigaciones que ocurren en las partes mas sublimes del Algebra.
El descubrimiento de estas propiedades se ha debido 4 una cierta
forma particular que puede darse & cualquiera ecuacion.

Por decontado toda ecuacion completa de cualquier grado debe
contener todas las potencias de la incdgnita desde la de este grado
hasta la primera inclusive, multiplicadas cada una de ellas por canti-
dades conocidas, y ademas un término enteramente conocido.

La eccuacion completa del quinto grado, por ejemplo, contendra
todas las potencias de la incégnita desde la primera hasta la quinta
inclusive; y si hubiese en ella muchos términos en que se halle la
inctgnita elevada 4 una misma potencia, sera necesario imaginarlos
reumidos en uno solo, como lo hemos hecho en las ecuacienes de
segundo grado (§. 108). Se pasardn despues al primer miembro to-
dos los términos de la ecuacion, ordendndolos con respecto 4 las po-
tencias de la incégnita; y asi el otro miembro serd precisamente
igual 4 cero: se hard positivo el primer término cambiando, st fuese
necesario, los signos de todos los términos de la ecunacion. Por este
medio la que se llama ecuacion general del quinto grado vendrd &

tener esta forma:
nz’ — pat ——-qar? ——ra’® - sz =1 =0;
en la cual se debe observar que las letras n, p, g, 7, 5, ) pueden

representar nimeros sustractivos ¢ megativos, igualmente que aditivos
¢ positivos. Dividiendo despues por 2 todos los términos para no

dejar en el primero mas coeficiente que la unidad; y haciendo — =
= n

r 3 3 g
P; _{"_.=Q;___= R;—=S;__=T; nos resultara:
n n n n

@5 —— P ——Qa® ~—Ra® = Se—+T=0.
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- En lo sucesivo daremos por supuesto que cualquiera ecuacion
esti ya preparada del modo que acabamos de indicar; y asi no habra
ecuacion de grado alguno que no pueda estar representada por la
siguiente, que se llama la ccuacion general de todos los grados:

2" —— Par—" - Qz"="vssro 4—Tx—-U=0,

~ El vacio indicado por los puntos suspensivos se llena cuando al
exponente n se le da un valor particular.

Cualquiera cantidad 6 cualquier simbolo algebraico, ora sea de
los que se denominan captidades reales, ora de las imaginarias, que
puesto en lugar de la incégnita # en una ecuacion ya preparada,
reduce 4 cero el primer miembro, y por consiguiente satisface 4 la
ecuacion, se llama raiz de esta. Pero no tratindose aqui de poten-
cias, ya se deja entender que la voz raiz se toma en este tratado
en sentido muy distinto del que hasta ahora la hemos dado (§S. 90
y 129).

479 La proposicion que hemos demostrado (§S. 126 y 159)
con respecto A ciertas ecuaciones, se verifica en todas las de cual-
quier grado; por manera que puede considerarse como principio
fundamental de toda esta teoria el siguiente: Si suponemos represen-
tada por a cualquiera raiz de cualquiera ecuacion X" —j— Pxt—Toja
»Qx"-’...-i—Tx—i—U =0, ¢l primer miembro de esta serd exacta-
mente dipisible por el biromio x —a.

En efecto, suponer que a es valor de z, ¢ raiz de la ecuacion
propuesta, equivale a decir que @ — Pa""—Qa™>.., = Tq —-
U=0, y por consiguiente U=-—a" — Pa™="— Qa»—>..,—Tq;
de manera que la ecuacion propuesta es enteramente la misma
que esta:

2" =P - Qzr=2,.. == T'%

— @ —— Pan—="——Qar—2.,.—Taf =

0.

3

la cual puede escribirse de este modo:

2" — " — P(a"~"——a"—" )= Q (& ==\

- R (== Yumsmssomnid=T (& —e ) = 07

y como las cantidades a7 ——gn; am=Te—gn=T; gr=t__oee?

Z—a, son todas exactamente divisibles por el binomio z—a (5.158).

es claro que el primer miembro de esta wltima ecuacion serd exac-

tamente divisible por el mismo binomio, y de consiguiente lo serd
TOMO 1II. T
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tambien el primer miembro de la ecuacion propuesta, que es equi-
valente a la 4ltima.

Dalembert demuestra la misma proposicion del modo sigﬁiente:
si imaginamos efectuada la division del primer miembro de la ecua-
cion propuesta por el binomio x—a, y que se haya continuado la
operacion hasta apurar, como es posible, todos los términos que
_contengan la z, el residuo final de esta division, en caso que lo ha-
ya, no podrd tener z. Si pues representamos por R este residuo y
por Q el cuociente que suponemos hallado, tendremos precisa-
mente (Aritm. §. 78): 2" = Po—".. 4= &e.=0Q (z—a)—+R.
Ahora, si en lugar de z sustituimos a., el primer miembro debe
reducirse 4 cero, puesto que a es valor de z; tambien se reduce a
cero el término Q (z—a), porque se reduce A cero el factor z——a;
debe pues ser R=0 sin tener influjo en esto la sustitucion: por-
que no existiendo en el residuo la x, no se puede efectuar en él la
sustitucion, ni menos podrd esta alterar el valor que antes tenia,
Si pues, haciendo la sustitucion ‘debe ser R=0, debera serlo aun
antes de hacerla, y de consiguiente el primer miembro de la ecua-
cion propuesta es exactamente divisible por el binomio z—a.

180 Para hallar el cuociente de esta division basta sustituir en
lugar de las cantidades 2" —a” ; g —"; g x—a
los cuocientes que dan cuando se las divide por z—a; los cuales
son, como ya sabemos (8. 158), los siguientes:

2=V ——gzr—" ~—a’a" .= ot
2=t jmaz"—8,.. 4~ a"—*
273, g

—+1.

Ordenando los términos del resultado con respecto 4 las poten-
cias de @, y reponiendo los coeficientes, vendra el suociente total
Arsersi e ;
21— - az"—? - a* 2" 8.~ 2"t
~— Par—2—=Paz"—3...~ Par—*
Qa2 ...~ Qar—?

P P T T T LI LT e O LR

~-T.
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184 'l\o es necesario mas que atender 4 las reglas de la division
para venir en conocimiento de que en habiendo dividido por x—a el

~ primer miembro de la ecuacion z» —+=Pa"—" - Qz"—2 —&e.=0,

debe resultar un cuociente de esta forma: 27—F — Plyn—? ——
/gn—3 :

Q a"=3——&c., designando por P/, Q! &c. los coeficientes conocidos

difeventes de los primitives 2, Q &e.; ¥ asi tendremos: :

2" ~= Pa—" - fe. = (2 —a) (am=" ~= Plar—? - gec.); ;

y conforme & la observacion que hicimos (§. -116), podra verifi- -
carse de dos modos la ecuacion propuesta ; 4 saber: ¢ haAciendo :
.r.—-tz:O, o x"—‘—l—P/x"—z—i-—é‘{c.: 0. Si ahora tuviere la ecua-
cion gn—"' ~ Plan—? - &c.=0 una raiz b, serd su primer miem-
bro exactamente divisible por el binomio x— 5; y efectuada que
sea la division, tendremos:

"= - Plgi—? e =(z—b ) (&2 —= Plign—3 + &e.)
y de consiguiente )

27 +Prr—" Qo= e =(z—a) (+—>b) (=2 L Plign—3_ g c.)
. 'Podrzi pues verificarse la ecuacion primitiva propuesta de tres
dlstlntas maneras, a saber; 6 haciendo #—a=0, § r— =0, §
21=2 - Pl gn—3—_ fc.=—(. Si la Gltima de estas e:uaciones'tuvi’e-—
Te una raiz ¢, su primer miembro se descompondri tambien ‘en log
P G () (e
T o Magn—% 4 & c.);

d?nf]e se ve que la ecuacion propuesta se podra verificar de cuatro
distintas maneras, haciendo sucesivamente r—a=0; 2—54=0;
x—cz'(); "3 —— Plllgn—% - &c.= 0. Y continuando el mismo’
razonamiento, iremos hallando los factores de los grados indicados
por los exponentes n—=4%, n—5, n—=6 &e.; y si igualando 4 cero
cada factor de estos se descubre alguna raiz de la, ecuacion que en-
tonces resulta, vendremos 4 dar al primer miembro de la ecuacion
prfmltiva la forma de un producto de varios factores binomios del
primer grado (2—a) (2 —05) (¢—c) (2 —d).... (z—1).
es decir, el polinomio que formaba el primer miembro de Ia ecua-
cion, se habrda descompuesto en tantos factores binomios del pri-
mer grado como unidades haya en el exponente n que indicaba
el grado de la ecuacion. Por manera que la ecuacion generai L7
Par—t~&e.=0 podrd verificarse de n maneras, esto es, ¢ ha-

¥
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ciendo z—a=0, 6 1—b=0, ¢ x—c=0, 6 2—d=0, 6 por
{iltimo z— [=0; pero es neccsario tener entendido que no se de=
ben considerar como verdaderas 4 un mismo tiempo toda.s.estas
ecuaciones , sino sucesivamente; pues de lo contral:io inc.urnnamos
en manifiestas contradicciones. En efecto, si jal mismo tlem.p’o que
supiéramos # —a =0, ¥y de consiguiente Z==ay supiéramos
tambien 2—&—0, y de consigniente 2=, se mfen'rla que las do’s
cantidades desiguales representadas por @ y & serian iguales entre si.

« 182 En habiendo descompuesto el polinomio que se halla en
el primer miembro de la ecuacion .gen'eral propuesta z” —}—Px"_—‘-'—i—
&e.=0, en los n factores del primer g.rado F—a, z—0b, x=—c,
:;c— .2 —1 , es absolutamente imposible hallar m{]gun otro‘ fact?r
del primer grado del mismo polinomio. En efecto, si cs.te polinomio
fuese ademas exactamente divisible por x— e, por ejemplo, Iten—»
driamos precisamente: 2" —— Pr—"4-&e.=(z—a) (2" ==
par—?—&c.), y por consiguiente (z—a) (f— %) (:c—c)
(m—d)....(x——l):(x——oc’) (.’c""t—-i—[.m"—' +&c), y como
suponiendo z=ua, se reduce i cero el primer miembro de -csfa
ecuacion, debe sucederle lo mismo al segundo, el cual en esta !upo—
tesis se convicrte en (@—a) (a"="——pa"—* —1—8{'c) No pudiendo
reducirse 4 cero el primer factor a— a por ser desiguales por supo-
sicion @ y e, es necesario que e rcduzc'a a cero el otro f;ct(;r
a—"—par— &e.5 ¥ asi la cantidad a sera'forzosz.\mente raiz de la
ceuacion "= ——pan? ——&ec.=0. De aqui se sigue que su pri-
mer miembro serd exactamente divisible por z ——a, y3 que :

o=t pri—iato. = (2 —a) (a="—p' o= e.);
de donde resulta que

(2—a) (2—b) (z—c) (z—d)m (2 —1)

= (s —) (a—d) (27" pl—+-Ke)

idi 1 : 1 r-—a, tendre-
Dividiendo los dos miembros de esta ecuacion por 5

s esta otra: .
8;(1_6) (a—c) (a:-—-zl)...(x—-—l):(x—;u):(x"—"—l—z.ﬂx""3—{—8{ ),
en la cual se puede demostrar por medio del razonamiento que aca-
bamos de hacer, que el segundo factor x"T’—i— plan—3—&e. del
segundo miembro debe ser exactamente divisible por & —2; y efoc~

€ Véase la nota 4 este niimego.
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tuada esta division, y suprimido que sea de ambos miembros el
factor comun #—4 se reducird la ecuacion 4 esta otra;

(z—c) (r—d)(z—1)=(2—2) (am=3—-pll gr—4 - &¢.)
Continuando del mismo modo, se llegarin 4 suprimir sucesivamente
de ambos miembros n—4 factores: por manera que en el pri-
mero no habra quedado mas factor que z—1, y en el segundo ha-
brd solo #——a; y de aqui serd forzoso inferir que & — l=z—a,
6 que l=a.

De lo expuesto se sigue que en ninguna ecuacion, sea del gra-
do que fuere el nimero de factores binomios del primer grado
que tenga su primer miembro, jamas puede ser mayor que el niime-
ro de unidades del exponente del grado de la ecuacion , 7y de consi~
gulente no puede esta tener mayor nimero de raices *.

485 Esto nos basta para que podamos considerar al primer
miembro de cualquiera ecuacion como un producto de un némero
de factores v—a, £ —b, x——c, 2 —d &e. igual al exponente de
su grado, y para que & consecuencia lo podamos suponer formado
lo mismo que el que hemos hallado (S. 435), con la tnica modifi-
cacion de ser los términos alternativamente positivos y negativos.

Limitindonos, por ejemplo, 4 cuatro factores, tendremos el
siguiente producto:

zh—ar’— abz®— abcx - abed=0;
— b3 acx®— abdz
— 33— ad 1*— acdx
— d 23— bex* ——bedx
—— bdx?
—4—cdz®

en el cual se deberdn verificar las mismas propiedades que hemos ya
observado (§. 135), y que generalmente hemos demostrado (8. 156);
bien que por ser aqui las segundas partes de los binomios las raices
de la ecuacion con signos contrarios, enunciaremos aquellas mismas
propiedades del modo siguiente.

* Ahora falta demostrar que ni el niimero de factores binomios del

primer miembro de cualquiera ecuacion, ni por consiguiente el ntimero
de raices de esta puede ser menor que el de las unidades del exponeste
de su grado. De esto se tratara en el Complemento del Algebra.
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EL coeficiente del segundo término, tomado con signo contrario
al que tenga en la ecuacion, sera la suma de todas las raices de ella,
EL cocficiente del tercer término serd la suma de todos los pro-
ductos binarios de las raices. : : Sy
El cocficiente del cuarto término, tomado con un signo contra-
rio , serd la suma de todos los  productos ternarios de las raices; 'y
asi sucesivamente, cuidando de cambiar los signos de los cocficien—
tes de los términos que se hallen en lugar designado por mimero par.
El ditimo término , que esté sujeto, como todos los demas 'y a la
misma ley, serd el producto de todas las raices:
Igualando, por ejemplo, 4 cero el producto de los tres factores

x—0b5, a—+4, x—+3, se formara la ecuacion 23——22% —— 232 —

60=0, cuyas raices serfn—-b, —4, — 3. La suma de cllas serd
543 —=~—2, la dé sus productos binarios Hx——4——-Hx—3 —
dx 3 =——20—15 12 =-——23; y ultimamente el producto

de las tres raices serd 4 5x—4 x —3=60.
De este modo pudieron haberse deducido los coeficientes 2; —

93;—60, con solo cambiar ‘el signo’ de los del" segundo 'y del
cuarto término. N

Si igualamos & cero el producto de los tres factores 2——2, POz
y z—+9, resultara la ecuacion 23—49r—+-30=0, en la cual no
se halla 27, que es la potencia inmediatamente inferior 4 la del pri-
mer término; y por esta razon se dice que la ecuacion propuesta
wndo término. Esto proviene de que la suma de las rai-
ces, que tomada con signo contrario, dcbe generalmente ser el co-
eficiente de este término, es en este caso 2——3—5=0; 6 como
de que la suma de las raices positivas es igual 4 la de

carece de seg

suele decirse,
las negativas *.

184 Hemos demostrado (§. 182) que considerando a4 una
ecuacion “como . producto de. muchos factores simples - del primer
grado, el ntumero de “estos factores no puede ser mayor que. el in~
dicado por el exponente.n, del grado de la ecuacion; pero si com-
binados estos factores simples de dos en dos, formaremos produe-
tos binarios 6 de segundo grado, que serdn tambien factores de la

ecuacion propuesta, y cuyo ntmero estara indicado (§. 140) por

n(n—1=1)

R SSESE g
-

1.2

*  Véase la nota primera al fin del tomo.
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l?or ejemplo, siendo el primer miembro de la ecuacion
2t qr® - abx® — abcx ~\—abcd =)
— bxP——acx®— abdx
—2 3= adx®— acdx
—d 23— bex®— bedx
— bd x>
—t—cda®

el producto de (x—@a) x (z~—5) x (x——c) x (z—d), se puede
descomponer en faciores del segundo grado de los seis modos si-
guientes: -

ve

(x—a) (@—byx(z—r¢) (z—d);
(o) gt 00 oYy iy
(r—a) (2—d)=(z—18) (x—c);
(x-—-b) (:c-—c)x(x_._a) (ﬁ—d),
(7 ) (e —a) (' —0);
(x—r¢) (x——cl)x(x—-a) (#—=8);

d? flonde resulta que una ecuacion de cuarto grado puede tener seis
divisores del segundo. 1

Combinando de tres en tres los factores simples se formardn los
. . £ ’
divisores ternarios 6 del tercer grado.de la propuesta; El niimero
1 -
de estos en una ecuacion del grado n estara indicado por

n(2—1) (1—2)
32,5

¥y asi sucesivamente.

De la elzm;naczon dgﬂ; las incognitas que estan combinadas con otras
T e 5 :
ecuaciones de los grados superiores al primero.

485 Para eliminar una de dos incgnitas que se hallen combj-
nadas en dos ecuaciones fundamentales de una misma cuestion . bas.
tardn los métodos indicados ( §§. 78 y 84) siempre que en a,l 1:1:
d’e lfxs dos ecuaciones propuestas no pase del primer grado lagin-
cyt')gmta que nos propongamos. eliminar , sean cuales fueren. el grado
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de esta misma incdgnita en la otra ecuacion, y el do la otra inedgni-
ta en ambas ecuaciones.
Si fuesen , por ejemplo, ecuaciones fundamentales de algun pro-
blema las dos siguientes:

ax®—=bxy ——cy® =m’ ;
| Z—ay=nt;

observariamos que en la segunda no pasa del primer grado la y, y

n?. X x!

por consiguiente serd ficil dedueir que y = 3y susti-

tuyendo esta expresion del valor de ¥y su cuadrado en lugar' de
y y de »* en la primera ecuacion, resultard una nueva ecuacion,
en la cual no habrd ya mas incégnita que la- z. Esta ecuacion, que
no tiene mas de una incdgnita , se llama la ecuacion final del pro-
blema.

186 Si en las dos ecuaciones propuestas se hallaren los cuadra-
dos de ambas incdgnitas, serd necesario para eliminar cualquiera de
ellas por este método deducir una expresion  de su valor, resol-
viendo una de las ecuaciones, que en tal caso ll_abrai de ser de segundo
grado, ’ i
Si, por ejemplo, se hubiesen deducido de la propuesta de algun
problema estas dos ecuaciones:

ax’——bxy——cy'=m?;
x1+y2= nz;

de la segunda deduciriamos y:—_*-l/ n® —*; y sustituyendo en Ia
primera esta expresion del valor de fa y y su cuadrgdo, resultaria:

azt o bV i gtic (R—z*)=m*;

con lo cual podrd parecer & primera vista que hemos c?nseguido el
objeto que nos’ proponiamos, pues que la dltima ecuacion no con-
tiene ya mas incégnita que la x; pero como no se puede resolver
la ecuacion final sin estar previamente reducida 4 una forma racional,
seré necesario hager que desaparezca el radical, bajo el cual se halla
la incdgnita, para dar 4 la ecuacion aquella forma.

Es facil ver que si el radical estuviese solo en un miembro, se
le baria desaparecer elevando ambos miembros al cuadrado. Reuni~

DE ALGEBRA. 3377
remos pues, por medio de la trasposicion, en el primer miembro to-
dos los términos racionales, y haremos que quede solo en el segundo
el radical. Asi tendremos:

az® ——c (n* —z*)—m’=gbzV n’—2a? ;

¥ elevando ambos miembros al cuadrado , resultard la ecuacion

.az ¥ g—c® (nz__x'z>z +7n4+2aczz(n’;z2)

— 2am® *—2cm?® (n*—z*) 20 e e T 2"
la cual no contiene ya radical alguno.

El método de que acabamos de valernos para que desapareciese el
radical, es digno de ser notado, porque se ofrecen muy 4 menudo
ocasiones de cjecutar esta operacion. Estd, como hemos visto, reduci-
do 4 dejar solo en un miembro el radical que qderamos hacer desapa-
recer; y a elevar despues los dos miembros de la ecuacion propuesta
a la potencia indicada por el exponente del radical.

487 . Lo embarazoso que es este método en el caso de haber en la
ecuacion muchos radicales, junto con la dificultad de resolver como es
necesario una de las primitivas ecuaciones propuestas , - dificultad que
en cl estado actual del Algebra es muchas veces insuperable ; han he-
cho buscar otro medio de eliminar las incdgnitas sin necesidad de ha-
llar previamente expresion alguna del valor de la incégnita que inten—
temos eliminar. Por manera que de este modo la resolucion de las
ecuaciones ha venido 4 ser el ltimo paso que hay que dar para com-
pletar la solucion de cualquier problema.

Para facilitar los caleulos se ponen las ecuaciones de dos incdo—
nitas bajo la forma de ecuaciones de una sola 1 dcjando a la vista ﬁnbi-
camente la_que nos propongamos eliminar. Si tuviésemos, por ejem-
plo, una ecuacion de dos incdgnitas

2
&~ axy ——be=cy*—~dy—t—e,
pasariamos todos los términos 4 un solo miembro; y ordendndolos con
respecto & la x , resultaria:
2 o 2 %
2 —=(b—~-ay) a——(cy*—dy—-e)=0 ;

g 2 Sp e s 2 3 :
v haciendo para abxycvml bt—ay=P; —cy®—d) ——e=() quedaria
trasformada la ecuacion propuesta en 2t — Py —+—0=0.

La ccuacion general del grado m con dos incdégnitas debe con-

tener tolas las potencias de @ y de y que no pasen de este grado,
TOMD 11, yv
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igualmente que los productos en que la suma de los exponéntes de &~

y de y no sea mayor que m. Podemos pues representar la ecuacion
gchefal del grado m con dos incdgnitas del modo siguiente :
£7 <t (abp)a i sinletdycor®) an it (fainey —Hhy e
ky3) 2 =3 it (P @y =1y ity ™) G (pl=gy —rly " e,
i (Dl :

No hemos puesto en esta ecuacion coeficiente alguno & la mas alta
potencia @™ ; porque se puede siempre por medio de la division des-
pejar de su multiplicador el término que se quiera en una ecuacion
Hagamos ahora .

a—=-by=P; o—dy—-er’=Q; f—gr—hy’—+kr*=R;
Pty =T plogly vy =U;

v la ecuacion anterior tomard esta forma :
5 : am ——Prm—*—4-Qam—*——Ram —=3...~=Tr—-U=0.

188 Bueno serd observar que puede efectuarse la eliminacion de
una incdgnita z en dos ecuaciones completas de segundo grado, res-
tando una ecuacion de otra. Sean, por ejemplo, las ecuaciones

2 —4—Pr—+-Q=0; 2>+ Plx~+4-Q/=0;
y haciendo la sustraccion tendremos: (P—P/) 2 — Q—Q/ = 0;
0—0
P — P
expresion del valor de z en cualquiera de las dos ecuaciones propuese
tas, en la primera, por ejemplo, la trasformaremos en esta otra:

R
(P—P)* P — P i
y haciendo que desaparezcan los denominadores, resultard:
Q=00 —P(P—P') (Q—0QN—+Q (P—P/)’=0.
Desenvolviendo los dos tiltimos términos y reduciendo, tendremos:
(Q—Q)* + (P—P") (PO—QP) = 0;

en la ‘cual no falta otra cosa, para obtener la ecuacion final, sino re-

de donde se deduce que z = — . Sustituyendo ahora esta

poner en lugar de P; Q, P/'y Q' los binomios 6 trinomios represen—
tados por estas letras, y efectuar las operaciones indicadas®.

189 Antes de pasar 4 eliminar una de las dos incégnitas que se
ballen en dos ecuaciones de grados superiores al segundo, conviene ob-

®  Vease la nota segunda al fin del toma,
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servar que procediendo, como se supone, de una misma cuestion las
dos ecuaciones propuestas, en ambas representan las dos incdgnitas
unas mismas eantidades ; y de consiguiente los mismos valores que sus-
tituidos satisfagan & una de las ccuaciones, han de satisfacer tambien
& la otra para que sean los que en la cuestion nos proponiamos deter—
minar. Con el fin de poner en claro esta mitua conexion de las dos
ecuaciones fundamentales de un mismo problema, nos propondremos
un ejemplo particular. Asi fijaremos mejor las ideas y despues genera~
lizaremos el razonamiento. :

Supongamos que las ecuaciones fundamentales de alguna cuestion
sean =

3327y -5y —+98=0..... (1)
&by — 27— 4 0=00 (2);

y que de antemano sepamos que en la cuestion propuesta debe ser
J‘.::O.

Para comprobar este valor de la y deberemos sustituirlo en las
ecuaciones propuestas; con lo cual se trasformardn en estotras : :

'z'3—-l—9xz—}—97x—-—98=0..... ()
X 2% -120—28=0...... (b);

~ysi el valor que hemos asignado 4 la y es verdadero, de las dos tl-

timas ecuaciones ha de resultar un mismo valor para la z; de lo con-
trario seria falso el valor supuesto. Representemos por o el valor que
para la & nos dan las dos tltimas ecuaciones, 6 lo que es lo mismo,
el valor que sustituido en lugar de la z satisface 4 las dos ecuacio-
nes (@) y (0); y de lo demostrado (§. 179) inferiremos que los pri-
meros miembros de ambas ecuaciones serdn exactamente divisibles por
#—2 ; tendrdn pues un divisor comun, del cual debe por lo menos,
ser parte el binomio #——=«. En efecto, los dos primeros miembros
de las dos ecuaciones (@) y (b) tienen (S§. 48) por comun divisor 4
#——2; y de consiguiente la combinacion de los dos valores y=3, +=—=2,
satisface 4 las dos ecnaciones primitivas y 4 la cuestion propuesta.

Si aun quedase alguna duda sobre si el comun divisor de los pri-
meros miembros de las ecuaciones () y (8) deba darnos 4 conocer el
valor de la fc, se desvanecera luego que observemos que estas ecuacio-
nes equivalen 4 estas otras: :
f

!

*
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(2" ~+112-+-49) (+—2)=0
(s—+-14) (2—2)=0;

en las cuales no es ya permitido dudar que si hacemos =2, quedan
ambas plenamente satisfechas.

190 EI medio que acabamos de indicar para determinar el va-
lor de una de las incdgnitas luego que esté conocido el de la otra,
puede tambien servirnos para eliminar cualquiera de ellas; y con
este objeto haremos el siguiente razonamiento: una vez que en ha-
biendo determinado , segun lo- exija la propuesta de una cuestion, el
valor de una de las incdgnitas que se hallen combinadas en las ectia-
ciones fundamentales; y en habiendo sustituido en estas aquel valor

que suponemos determinado, adquieren los primeros miembros de las-

dos .ecuaciones un divisor comun que antes no parecian, es consi-
guiente que si despues de hecha aquella sustitucion practicamos con
los primeros miembros de las dos ecuaciones la seric de operaciones
necesarias para hallar el miximo divisor de dos cualesquiera cantida-
des (8. 48), el residuo final debera reducirse a cero. Por la inversa,
si antes de hallar el valor de la incdgnita », y sin hacer sustitucion
alguna en las ecuaciones fundamentales de la cuestion, las ordena-
mos con respecto 4 la z, y efectuamos con los primeros miembros
de ellas la misma serie de operaciones que practicariamos para
hallar ¢l méximo divisor comun de estos; en habiendo llegado 4 un
residuo que no contenga la x, deberemos igualar d cero este residuo
porque esta es la condicion sin la cual no puede existir divisor al-
guno comun de los primeros ‘miembros de las- ecuaciones propuestas
ordenadas con respecto & la ; y sin la cual no puede por consiguien—
te existir combinacion alguna de valores' de las dos incdgnitas, que
satisfaga 4 las ecuaciones fundamentales, ni menos i la cuestion que
las haya originado. La ecuacion que formemos haciendo igual
4 cero aquel residuo, serd 'pues la ecuacion final de la cuestion
propuesta. :

En la pigina adjunta se pueden ver efectuadas todas las operacio~
nes que requiere este método, aplicado a las dos ecuaciones:

23132y 4-3xy*—98=0
a® ~—bay—2y*—10=0 ,

de las cuales hemos tratado en el parrafo anterior. En la segunda

Algebra, pag. 540,

ision,

+10) 2—2y’—Toy—98.

+ Io) z— 23/5; on—-98

7 38y°+ g0y -+ 98

10 =+ 100)

1 la signiente ecuacion final:




Algebra, pig. 5%0.

Primera divisien.

23+ 3y2°+ 3y v —98 | &+ gyr—2y°~I0
—2'— 4y2°+ 25 % + Tox

o=

—yr'+§y w+1020—98
+yx'+ 4y’ —2y®— 10 ‘
yr +4y J J Segunda division.

Primer residuo........ (9y’+10) x—2y°~10y—98 x=+43’x"'23’2'“10 (95°+10) v—2y°— 10y —98.
6 (9y’+10) 2"+ 36y°2—18y'— 110)*—100,.u0rvvernin.., (oy’+ 10) x—gys; 10y—98 :
+4OJ’17
—( 9"+ 10) "+ 25w+ 9 8x 2+ 38y 50y + 98
- 10y%

-+38y*r—18y*—~110y"—100

+ oy

+ o8
6 (9y°+10) (38y°+50y+98)a—(9y"+10) (18y*+1 I10y*+100)
—(95°+10) (38y°~+ 505+ 98) 3+ (2y°+10y -+ 98) (38y°+ 50y ~+98)

Segundo residuo...cc.cuverene. (2y’+10y+98) (38y°+ 50y +98)—(9y"+10) (18y*+110)’+100)
Efectuando las multipli-
caciones, y reduciendo..}

......... —86y°— 690"+ 39205 °—1 500y +6880y+ 8604
Dividiendo por 2 todos los términos; cambiando todos los signos, ¢ igualando 4 cero, resultard la siguiente ecuacion final:

: 433’6"**34-5.7'4— 1960y°+ 750y °—2940y—4302=o0.

e T — v T P T R O e e

TOMO IT,

,
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division en Ia cual ha servido de divisor

(9y*—+-10) z— 2y>*—10y—98

ha resultado un residuo que no contiene la z; ¢ igualado 4 cero, se-
gun prescribe este método, hemos obtenido la ecuacion final :

43y °—-345y*—1960y3—T750y°—2940y—£302—0 ;

Ia cual resuelta nos dard ademas del valor de y=3, indicado ante-
riormente , todos los demas valores de y que pueden satisfacer 4 las
dos ecuaciones fundamentales propuestas.

191  Despues que hayamos resuelto la ecuacion final , y obtenido
algun valor de y, es necesario para hallar el correspondiente de z,
sustituir aquel en el dltimo divisor, ‘que debe ser el divisor comun de
los primeros miembros de las dos ecuaciones propuestas. En sabiendo,
por ejemplo, que y=3, se pondrd este nimero en el segundo divisor
(9y"=+10) 2—2y°—10y—98: se igualard en seguida 4 cero; y
resultard la ecuacion de primer grado 91z——182=0: y de esta se
deducird que 2=2.

Si aconteciere, como puede muy bien suceder, que la sustitucion
del valor de y hiciese desaparecer enteramente el dltimo divisor 5 SC—=
ri esto un indicio seguro de que aquella sustitucion deberd efectuarse
en el divisor anterior, y de que este serd en tal caso el divisor co=
mun de los primeros miembros de las dos ecuaciones propuestas. En
este mismo caso, despues de hecha la sustitucion ¢ igualado 4 cero ¢l
pentltimo divisor, tendremos que resolver una ecuacion del segun—
do grado con una sola incégnita @, cuyos dos valores corresponderdn
al tinico valor que suponemos conocido de la y. Si la sustitucion
dél valor de y hiciese tambien desaparecer el pentltimo divisor,
tendremos que hacerla cn el antepentiltimo, que en tal caso sera el
divisor comun, y con el cual vendrd 4 formarse una ccuacion de ter—
cer grado con una sola dncégnita x ; y entonces tendrd esta tres valores
correspondientes al {inicd que conocemos de la y; 6 lo que es lo mis—
mo, que combinados con este satisfacen & las dos ecuaciones pro-
puestas. En general sera necesario retroceder hasta encontrar un di-
visor que mno se desvanezca cuando en ¢l hagamos la sustitucion del
valor de 7.

Puede tambien suceder , que ¢ no resulte residuo alguno final, 6
solo queden en ¢l cantidades conocidas. En el primer caso deberemos
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inferir que los primeros miembros de las dos eeuacione's t.it;nen‘ un
divisor comun independiente del valor de jy; y de consiguiente las
ecuaciones propuestas deben tener esta forma:'P>.<D:0; '()xD=O;
representando por D el comun divisor de los primeros miembros de
ambas. En ecuaciones de esta forma se ve inmediatamente que se
satisface 4 un mismo tiempo d las dos, haciendo D=10; y esta ecua~
cion nos.dara el valor de una de las incégnitas expresado por medio
de la otra, cuando ambas esten combinadas en el factor D; pero gnan-
do este factor no contenga mas de una sola incégnita, se podra deter=
minar el valor de esta; y el de la otra quedara enteramente indetel:—-
minado. Tambien se satisface a las dos ecuaciones propuestas supri-:
miendo el factor comun D; y haciendo P=0, y Q=0, por cuyo
medio tendremos dos ecuaciones que podran darnos soluciones detgr-
minadas de la cuestion prepuesta.
Sean, por ejemplo, las dos ecuaciones

(ax+5]’-—c) (mr——ny—-d)=0 ;
(a/x-ﬁ—bly—cl)_ (ma——ny~—d)=0 ;

de las cuales si suponemos igual 4 cero el segundo factor que es co-

mun 4 los dos primeros miembros, deduciremos la siguiente ecuacion,
: e A

en la cual se hallan combinadas ambas incognitas :

ma—-ny — d=0 ;

. - ’ . . . B g e .- .
y de consiguiente quedard indeterminada la cuestion; pero si supri

1 o , -, 2t
miendo este factor comun, igualamos 4 cere los otros factores restan
tes, tendremos las dos ecuaciones:

an—-by——c=0; alz—-bly —c/=0;

6 las equivalentes az—by=c; alx —by=c/ y bajo este supuesto

erd determinada la cuestion, puesto que tenemos tantas ecuaciones.
oV

distintas € independientes como incognitas. :

En el caso en que sin desaparecer entcramente‘ el re'sulu(z final
de la dltima division contenga solo cantidqdes'com?mdas, inferiremos
que las dos ecuaciones propuestas son c?ntmdlclo.rms; porque aquel
resultado mnos-da & conocer que los prlmef'os‘mlem’bros no pu.eden
tener divisor alguno comun; y que de consiguiente & las ecuaciones

les falta la indispensable condicion sin la cual no se pueden verifi~

. * 1

car ambas 4 un mismo tiempo. En efeccto, para que tuviesen esta
< . y .
condicion seria mnecesario que fuese nula una cantidad cuya magni-
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tud ‘estd determinada en la propuesta de la cuestion; y esto es un
absurdo manifiesto. Tiene pues este  caso mucha analogia con el del

. 68. : pshist

192" Tode lo que ‘acabamos de decir se aplica fdcilmente 4 dos
ecuaciones cualesquiera : 3 :

2™ = P =" —-Qum=* 4~ Ram =3 ...d-Tz—-U=0,
2" = Plzn = Qun =~ Rizn = 3otV z—ZI=0,

en las cuales suponemos que la segunda incdgnita ¥ esté envuelta en
los coeficientes 2, Q, P/, Q! ec. Con los primeros miembros de es-
tas dos ecuaciones efectuaremos la misma serie de operaciones que si
busedsemos su midximo comun divisor; y en llegando 4 un residuo en
el cual no se halle la z, lo igualaremos 4 cero; ¥ asi tendremos la
ecuacion final, que solo tendrd la incdgnita 75 ¥ en habiendo deter-
minado algun valor de esta wltima incdgnita, lo suslituiremos en el
tltimo 6 en el peniltimo ge. divisor, el cual igualado 4 cero, nos
dard el valor correspondiente de la otra inedgnita z.

Aun nos resta que hacer sobre este método de eliminar las incég-
nitas una advertencia muy importante. Ya se sabe que en la investi-
gacion del mdximo divisor comun es necesario ejecutar ciertas multi-
plicaciones & fin de conseguir que el primer término del polinomio
dividendo sea exactamente divisible por el primer término del divisor.
Abora bien, si no se tiene cuidado de que con estas multiplicaciones
no se introduzean factores comunes, saldrd mas complicado de lo que
debiera el resultado final; bien que en procurando que sean los mas
sencillos que puedan ser los multiplicadores que se cmpleen, no debe
haber el menor recelo de que la ecuacion final haya padecido altera-
cion alguna. Si acerca de esto quedare alguna duda, se pueden omi-
tir, con solo el objeto de salic de ella, aquellas multiplicaciones au~
Aarz'liarc_s 6 subsidiarias; de este modo los coeficientes de los términos
del cuociente y del residuo serdn fracciones; y reduciendo estas 4
comun denominador , resultari por numerador el mismo residuo

un

2y

por consiguiente la misma eccuacion final que por el método general

“anteriormente preserito hubiéramos hallado.

De lo expuesto se infiere que ¢l deducir de dos ecuaciones con dos
incognitas la- ecuacion final es un problema determinado , y que no
admite mas de una solucion; pero no por eso se debe inferir que
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una ecuacion final no puede pertenecer 4 mas de una sola combina-
cion de ecuaciones con dos incgnitas; antes por el contrario debe=
mos estar en la inteligencia de que una misma ecuacion final puede
pertenecer 4 una infinidad de diferentes combinaciones de ecuacio-
nes fundamentales; No se nccesita mas que seguir un érden retré=
grado al que seguimos en la indagacion del maximo divisor comun,
para formar 4 nuestro arbitrio aquellas diferentes combinaciones de
ecuaciones. Pero como esta cuestion sea de poquisimo uso en las
Matématicas elementales, no merece que nos detengamos a hacer to-
das las advertencias minuciosas a que podria dar motivo. Esta es una
de aquellas cosas que se deben dejar 4 la sagacidad de los lectores
inteligentes , los cuales sabrin seguramente hallarlas por si mismos
‘en caso_que les ocurra alguna ocasion que les haga conocer la nece-
sidad de ellas.

193 Euler en vez de buscar por el método ordinario el mdximo
divisor comun de los primeros miembros de las dos ecuaciones pro-
puestas, se vale de un arbitrio mucho mas cémodo, que daremos a
conocer proponiéndonos las ecuaciones siguientes:

23—+ P2*4-Qz—+R=0 ,
&t ~—Plz*—+-Qla’——Rlz—-S=0.

Si representamos por x— = el factor comun que adquieren los
primeros miembros de estas ecuaciones luego que estd determinado el
valor de la ¥, podremos considerar al primer miembro de la pri-
mera ecvacion como un producto cuyos factores son z—ea, y otro
factor de segundo grado #* ——pzr——q; y al primer miembro de la
segunda como otro producto de # —« por el factor de tercer grado
x3——p 2”—q/z ——1/; siendo p y q, p’, ¢/ y r! coeficientes indeter-
minados. Tendremos pues :

23— Pz*—4-Qr——R—=(2—2) (z*~—pr——q)
2*4-Plz® - Qla’+Rlo—+S=(z—=) (#° ~+ p/z’~glz 1)
Eliminando de estas ecuaciones el binomio £ —— e« como si fuera una
incdgnita del primer grado (§: 84), hallaremos

(22 +4-Pr*4+Qz—-R) (2’ ——plz®—4—qlz——r/)=

: (zt—=Plx*+-Qla’——Rlz—+-5) (2’ —4—pr—q).

Siendo idéntica esta ltima ecuacion , y debiéndose por consiguiente
verificar sin necesidad de asignar @ z ningun valor particular, es ab-
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solutamente indispensable que en el primer miembro haya tantes
términos y con las mismas potencias de x como en el scgundo; y
que ademas sean iguales los respectivos coeficientes que una misma po-
tencia de z tenga en los dos miembros. Efectuaremos pues las dos
multiplicaciones indicadas; ordenaremos los términos de los produc-
tos con respecto 4 las potencias de z; ¢ igualando los coeficientes que
una misma potencia tenga en los dos miembros, resultardn las siguien-
tes ecuaciones:

P+PI=P/+P s Rpl+qu+Pr/=S/+R/P+Q/q,
Q—Ppl—~q'=Q/—+Plp—q; Rg'—Qr =Sp—+Rlq,
R—4-Qp'——Pq/—-r'=R'—+—Q'p—+Plg; Rr'=Slq.

No habiendo en estas seis ecuaciones mas de cinco cantidades in-
determinadas, que son p, ¢, p/, ¢/, #/; y no pasando del primer gra-
do ninguna de ellas, se podrdn eliminar todas, y por Gltimo resulta-
do tendremos una ecuacion que no contendrd mas cantidades que
P,Q, R, P,Q, R,y S; de consiguicnte serd esta la ecuacion
final , puesto que en ella no habrd mas incdgnita que la y.

El método que acabamos de exponer se reduce en suma 4 mul-
tiplicar cada uno de los primeros miembros de las ecuaciones por
un factor, cuyos coeficientes sean indeterminados, para obtener dos
productos de un mismo grado; 4 igualar en seguida uno con otro
estos productos; 4 reunir en un solo miembro todos los términos
de ambos, ordenados con respecto 4 las potencias de la incdgnita ; y
por ultimo & igualar 4 cero ¢ hacer que se desvanezca el coeficiente
de cada una de estas potencias. De este modo lo ha presentado Eu-
ler en su introduccion al andlisis de los infinitos. Designando por k
el exponente del grado de los productes, el multiplicador del pri-
mer miembro dela ecuacion del grado m deberd ser del grado k—m,
y el de la ecuacion del grado » habra de ser del grado k—n. Como
el primer término de cada uno de los multiplicadores tiene por cae-
ficiente 4 la unidad , el primer multiplicador tendrd A—m cocfi-
cientes indeterminados, y el segundo A—n; y de consiguiente el
nimero total de coeficientes indeterminados serd 2k —m—n. En
la reunion de los dos productos debe haber un nimero # de términos

‘en donde se halle alguna potencia de la z; pero no es necesario ha—
- cer que se desvanezean mas dé k—1 coeficientes , porque el de la

TOMO 1II. XX
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potencia mas clevada de @ se ' desvanece por -si mismo. De esto’ se

sigue que el ntmero total 2k—m—n de coeficientes indetermina-
dos debera ser igual & k—1; y de consiguiente el exponente /4 de
grado de los -productos deberd ser igual & m—n—A>. Deberemos
pues multiplicar por un factor del grado n—1 al primer miembro
_de la ecuacion del grado m, y por otro factor del grado m—1 al
primer miembro de la ecuacion del grado 2; y por ultimo igualax
entre st los coeficientes que cada potencia de 2 tenga.en los dos pro-

ductos : lo cual es justameute lo que hemos praclicado en el ejemplo

propuesto. 3 : :
Es digno de observarse que este primer método de Euler contiene

el gérmen del que Bezout nos ha dado con. tan prolija extension en
su teoria de las ecuactones.
194 Propongimonos eliminar la incdgnita = de las ecuaciones

2% ——Px—+0=0; 22 ——Pla—-Q/=0;

en las cuales es facil ver que deben ser del primer grado los multipli-
cadores del factor comun @—e ; a saber, x——p; Tt p!5 tendre-
mos pues: R=0; R'=0; S'=0; ¢=0; ¢'=0; r'=0; y resultara: |

P—p = Pl—+p p—rp! =P—Pl_
Q—Pp'=Q—Plp; 6 { Pp—Pp'= 0—qQ'
. 0p=0'p Qr=Qr=0.

. . (S
De las dOS prlmeras ecuacliones se deducxru .

_(P—P)) P—(Q—Q)
I PP

_(P—P) PI—(Q—0Q")
i PP

"y sustituyendo en la tercera, resultard :
(P—P!) Q' P—(Q—Q") Q'=(P—P") PIQ—(Q—Q"). Q;
6 (P—PI) (PQ—QP)+(G—Qy=D.
Ahora: es necesario dividir la cantidad 2>——Pax—Q por el fac-

tor supuesto #——p para tener en el cuociente el factor x—a que
debe ser comun 4 los primeros miembros‘de las:'dos ecuaciones -pro=
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puestas, y que igualado 4 cero nos dard el valor de x representado
por «. Cuando efectuemos esta division despreciaremos el residuo,
que cs cabalmente la ecuacion final; y siendo ¢l cuociente x—P—rp
lo igualaremos a cero, y deduciremos; s=p~-—P; y poniendo en
lugar de p la expresion que antes hemos hallado de su valor ; resul-

: 00
tara: pem—— .,

P—PI!

195 Con el objeto de que se ejerciten los principiantes , indicare-
mos la serie de operaciones que se deben efectuar para eliminar la »
de las dos ecnaciones &3 ——Pa? 4-Qaz—+R=0, y 23— Plr’*—
Q/z——R/=0, en cuyo caso tendremos S'=0, r'=0 (§. 4193), y
resultardn estas cinco ecuaclones:

P pl=PI —p;
Q—+=Pp'—~¢'=0 +Plp—+y;
RA-Qpi—Py/=I +Qp~+P'g;
Rpli=Q¢'=R'p+-07;
Rq/;R/q s
a las cuales se las puede dar la forma siguiente;

; p—p'=P—P!
Plp—=Ppli=q=eql=Q==Q!
Qlp—Qp—+-Plg— Py/=R—I
R'p—Rp'—+Q/q-—Qq'=0
Rig—Rq!=0.

Por medio de las reglas del §. 88 podriamos ciertamente deducir
de cuatro cualesquiera de estas cinco ecuaciones 'logivalores de las cua-
tro incégnitas p, p/, ¢, ¢/; pero siendo tan sencillas, como son, la
primera y la tltima ecuacion ; nos serd ficil obtener con mayor pron-
titud el resultado final. Hagamos, para abreviar,

P—Pl=e; Q—Q/=¢!; R—RI=¢//;
y de la primera y de la dltima ecuacion deduciremos:
/
p'=p—e; q/=—1%g—.
Sustituyamos estas expresiones en las otras tres ecuaciones; y ha-

ciendo desaparecer el denominador R, se trasformarin en estas otras:
i *
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(P—P/y Rp—(R—R/) q=R (Pe—cl).. (a)
(Q—0') Rp—(P/R— PR q=R (Qe—e).~ (3
(R—R') Rp—(Q'R—QR/) q=R€evrrvssresrsiue (€
Si ahora deducimos (§. 88) de las ecuaciones (@) y (4) los valo-
res de p y de ¢, suprimiendo el factor R comun & los numeradores y
\ al denominador , tendremos:

(P (PR PRY— (R ) Qeet)
(P—P)(PR—PR)—Q—0) (R—R)

_R(Q—Q)(Pe—re))—R(P—P/) (Qe—-e/")
(P—P)) (PIR—PR)—(Q—Q') (R—R/)

=

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion (¢), resultard una ecua-~
cion final divisible por R ; y efectuando esta division, quedard redu-:
cida 4 la siguiente:

(R—R!) [ (Pe—e/) (P/R—PRy—(R—R/}(Qe—el) |

—{QR—QRI) [ Pe—el) (Q—Q)—(P—P!) (Qe—e!)) | =
Re [ (P—Pl) (PR—PR)y—(Q—Q) (R—R);

en la cual solo falta reponer en lugar de la letra ¢, e/, ¢!/ las expre-
siones 4 que equivalen.

196 Si se nos propusieren tres ecuaciones fendamentales de un
mismo ‘problema , designadas por (1) (2), (3), y en las cuales se
hallen combinadas tres incégnitas @, y, z, podremos por medio de
la regla precedente eliminar cualquiera de las incdgnitas de dos cua-
lesquiera de las ecuaciones; 4 la @, por ejemplo, de (1) y (2). Des-
pues podemos eliminar la misma incégnita de otra combinacien de

ecuaciones , como de (1) y (3), 6 (2) y (3). El resultado de estas,

dos eliminaciones sera una combinacion de ecuaciones en las cuales
se hallardn solo las incégnitasy , z. Eliminando ahora de estas dos
ecuaciones la incdgnita y, por ejemplo, obtendremos la ecuacion fi-
nal que solo contendrd la z. Pero es necesario observar que efectuan-~

do esta sucesiva eliminacion, no concurren del mismo modo las tres -

ecuaciones propucstas 4 formar la ecuacion final, porque una de
ellas se emplea dos veces , y las otras dos no mas de una. De aqui
proviene que la ecuacion final sale mas complicada de lo que debie~
ra, por haberse introducido un factor extrafio que nada tiene que ver
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con la cuestion (§. 84). Bezout en su teoria de las ecuaciones se ha
valido de un arbitrio que no esta expuesto 4 este inconveniente ; y ha
hecho ver que el exponente del grado de la ecuacion final que porla
eliminacion debe resultar de cualquier nitmero de ecuaciones complc-
tas de cualquier grado , y que contengan igual nitmero de incdgnitas,
es igual al producto de los exponentes de los grados de estas ecuacio-
nes. Potsson, profesor en la escuela politéenica , ha dado de la misma
proposicion una demostracion mas breve y mas directa que la de Be-
zout ; pero como las nociones preliminares que exige no nos permi- -

- ten ponerla aqui, la expondremos en el Complemento.

De la indagacion de las raices comensurables y de las raices iguales
de las ecuaciones numéricas.

197 Despues de haber dado & conocer las principales propiedades
de las ecuaciones algebrdicas y el modo de eliminar las incégnitas
cuando se hallen combinadas muchas en cada ecuacion, vamos & tra-
tar de la resolucion numérica de las ecuaciones finales 6 con una sola
incégnita ; es decir, del modo de averlguar sus raices cuando. sus coe~
ﬁc?entes estan expresados por ndmeros. *

Ante todas cosas conviene tener entendido que en no- teniendo el
primer término de la ecuacion mas coeficiente que la unidad - stendo
niimeros enteros todos los demas coeficientes , es decir , todas las can-
tidades conocidas que entran en la ecuacion, ninguna de sus raices
reales podra expresarse por una fraccion; sino que forzosamente ha-
bran de ser nitmeros enteros 6 cantidades incomensurables.

Para demostrar esta proposicion supongamos que la fraccion irre-

4 a B e
ducible 5 se haya sustituido en la ecuacion general

2" ——= Pz ="' —-Qz" —......~Tr—4-U=0;

* No tenemos hasta ahora resolucion alguna general de las ecuaciones de
los grados superiores al cuarto; y si va 4 decir verdad , la tinica que pode—
mos mirar como completa es la de las ecuaciones del segundo ; porque las
férmulas que conocemos para hallar las raices de las ecuaciones de tercero
y cuarto grado son.muy complicadas, padecen excepciones, y no son tan
cémodas para la practica como los métodos que vamos 4 explicar, De cual~

* quier modo se las puede ver en el Complemento.
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¥ que por la sustitucion se reduzca 4 cero el primer miembro, co~
: a

mo se requiere para que — sea valor de la @, ¢ raiz de la ecua-
b

cion. Tendremos pues:

n S ar—"2

—_——t— P T—+U—O
2 o pn—t an—z e b

y mulllpllCﬂndO por b7 todos los términos, se trasformard la dltima
ecuacion en esta otra:
ar —[—Pa"—“b—i—Qa""-é svsn—t—=T ab="—-Ub" =0;
Ia cual viene a ser:
ar ——b (Pa—"—+Qa="* b.......—i—-Tab"—’—l—Ub"—‘)z()
El primer miembro de esta ultima ecuacion se compone de dos
partes expresadas por niimeros enteros: la $egunda de ellas es exacta-

mente divisible por 4; y la primera no lo es (§. 98) , pues que se su~
a
pone reducida la fraccion = 4 su mas simple expresion, 6 que a y &

no tienen ningun divisor comun. Es por consiguiente imposible que
estas dos partes sean iguales , como es indispensable , para que la una
pudiese destruir 4 la otra.

498 A consecuencia de esta observacion se ha echado de ver ]a
utilidad de hacer que desaparezcan las fracciones de una ecuacion, 6
de trasformarla en otra cuyos coeficientes sean todos niimeros enteros,
sin dejar de ser la unidad del coeficiente del primer término. Esta tras-
formacion se ejecuta haciendo la incdgnita propuesta igual 4 otra nue-
va incégnita dividida por el producto de todos los denominadores de
los quebrados, y despues se multiplican todos los términos por el ma-
yor denominador que haya en la nueva ecuacion.

Propongdmonos, por ejemplo, trasformar la ecuacion

2
az bx
e e
-m n P
en otra que no tenga quebrados; y para ello haremos a4 x= y Y
mnp
poniendo esta expresion de # en la ecuacion propuesta, resultara :
o :
U : 1 ) 1 b)’ i G —0:
T —
ménip®  mn’p®. mn’p . p

y multiplicando por m®n®p? todos los' términos de esta Gltima eeua-~
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clon , resultara trasformada la primitiva en otra que no debe Yya tener
quebrado alguno, por razon de que en el multiplicador m3n'p3 estan
contenidos todos los factores de todos los denominadores :

2

Y3=-anpy®—=bm’ np*y——cm?3n? p* =0.

Cuando los primitivos denominadores m , n , p tengan factores
comunes , bastard dividir la' nueva incégnita y por el minimo mdl-
tiplo ' comun de todos aquellos denominadores. Estas simp]iﬁcacio-—
nes se ocurren inmediatamente 4 cualquiera que comprenda el obje-
to de esta trasfoxmaclon, y de consiguiente no hay necesidad de
que nos detengamos 4 exphcarlas. nos limitaremos solamente 4 ha-
cer observar que si todos los denominadores fuesen iguales 4 m

7

bastaria hacer z==—.
m

La ecuacion propuesta , que seria entonces

2 azx”® bx c
&t =0,
e m m m
se trasformaria en
3 2
7. o 1 (l_) Il 5-)/. 1 & 0.
3.7 g 2 1 )
m m m m

y multiplicando por 7?3 todos los términos , tendriamos:
Fiay*——bmy——cm*=0.
En habiendo hallado los valores que de esta ecuacion resulten
para la y, se les dividird por m , y se tendrdn los:que de la"ectacion

Y

primitiva deben resultar para la % ; puesto que z=2_.
m

Y como por

_consecuencm sea y=mx , los valores de y serdn los de = multxplxcados
por m’. 5 y por esta’ razon se dice que’ esta trasformacmn eqmvale a
multiplicar por m las raices de la ecuacion propuesta.

499  Ahora, supuesto que en siendo a la rtaiz de la ecuacion
2 = Pam—A—=Qar—"..ovevsivir == ST - U =0 , tenemos
U=—a" — Pa—"—Qa"—"i..e—=Ta (§. 179), es consi-
gulente que a haya de ser uno de los divisores del némero entero U;
¥ asi cuando este nimero tenga pocos divisores sera facil sustituirlos
sucesivamente en lugar de z en la ecuacion propuesta, y por este me-
dio se reconocerd si tiene 6 no alguna raiz comensurable.

Si se nos propone, por ejemplo, la ecuacion x3— 62?——97x



342 TRATADO ELEMENTAL s
—38=0; atendiendo 4 que el nimero 38 no tiene mas .dlvxsorcs
que los ntimeros 4, 2, 19, 38, iremos sucesivamente sustituyendo
estos niimeros , asi positiva como negalivamente , y veremos que so!o
el nimero entero —— 2 satisface 4 la ecuacion propuesta ; y de. consi-
guiente 2=2. Dividiremos despues por z—2 el primer mlembrtz
de la ecuacion propuesta , ¢ igualando 4 cero el cxfocxex-lte se formard
la ecuacion z*—— 4z—-19=0 , cuyas raices son imaginarias; y re-
solviéndola hallaremos que en la ecuacion !

23—62"—+272—38=0
admite la z los tres valores signientes:
+=2, 2=2—+V —15; 2=2—Y —15. w5

200 El método que acabamos de indicar para desct.xlzrir el nimie-
ro entero que satisface 4 una ecuacion, viene 4 ser casi 1mpra.ct.xcable
cuando el dltimo término de esta ecuacion tiene muchos divisores;
pero de la ecuacion

U=———a" =~ Par=—"——Qa iccnc—Ta
se deducen nuevas condiciones que abrevian mucho el célculo.. A fin
de hacer mas perceptible el método lo aplicaremos 4 la ecuacion ge-
neral de cuarto grados; :
24Pz —-Qz*—+Rz—+-5=0.
Representando como antes por a la raiz, tendremos:
: a*~+Pa*—+-Qa’~Ra—+-5=0;
S=—Ra—Qa*—Pa’—a*;

de donde se infiere que
S,

e —R—Qa—Pa’—a®.
a

S ’
A i hace ver que — debe ser un nimero
Fsta diltima ecuacion nos que —

tero. g : ; .
5 eTrasladando despues R al primer miembro, resultard:
—S——f—R-:..——Qa—-Pa’—-a:“ ;
a

haciendo para abreviar —§—+R=R’, y dividiendo por a los dos

miembros de la ecuacion
: : R’:—-Qa-—Pa’-——-a’,
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tendremos:
R
—=—Q—Pa—a?,
a
R/

de donde coneluiremos que — debe ser un nimero entero.
a
R g
Pasando Q al primer miembro; haciendo —;—+Q=Q’ 5y divie

. 0
diendo despues los dos miembros por @, obtendremos: = =——P—g;

/
de donde concluiremos que g— debe ser un ndmero entero.
a

Ii%
Pasando por dltimo P al primer miembro; haciendo —(i— - P=D/;

e /4 : v
y dividiendo por @, tendremos: — =-——1. Reuniendo las condi-
; a

ciones que acabamos de enunciar, veremos que el nimero a no podrd

ser raiz de la ecuacion propuesta como no satisfaga 4 las ecuaciones
siguientes:

I /
~§"+R=R’; i'E-J—QJ:Q/; g—|-—P=P/; —P——i-1=0,
a a a a
de modo que R/, Q/ y P! sean niimeros enteros.

De aqui se sigue que para cerciorarnos de si uno de los diviso-
res a del ltimo término S es 6 no raiz de la ecuacion propuesta de
cuarto grado, es necesario

12 Dividir el dltimo término por el divisor a, y aiadir al cuo=
ciente el cocficiente del pentiltimo término , es decir, el de la primera
potencia x de la incdgnita :

20 Dividir esta suma por el divisor a , y anadir al cuociente el
cocficiente del término antepentltimo , es decir , el del cuadrado x*

' de la incégnita:

32 Dipidir esta suma por el dipisor a, y aitadir al caociente el
coeficiente del cubo x3 de la incognita :

4 Dividir esta suma por el divisor a, y anadir al cuociente la
unidad , ¢ el cocficiente de la cuarta potencin x* de la incdgnita; y
st el resultado fuere igual & cero , serd el divisor a raiz de la ecua-
cion ; pero st alguno de los cuocientes no fuere nimero entero , ¢ no
Suere cero el resultado de la dltima adicion, podremos estar ciertos de
que a no es raiz de la ecuacion propuesta.

TOMO 1I, YY
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Las mismas reglas pueden aplicarse A las ecuaciones de otros cua-
lesquiera grados; pero es necesario tener entendido que asi en las di-
visiones como en las que hemos llamado adiciones, se debe atender
4 los signos. Por manera que las adiciones se convertirin en sustrac—
ciones siempre que el coeficiente y el cuociente que deban sumarse
tengan signos contrarios. Asi sucederd en todas las ecuaciones cuando
lleguemos 4 sumar el ltimo cuociente con el coeficiente 1 del primer
término; pues de lo contrario no podria el resultado reducirse 4 cero,
como es indispensable para que el divisor 2, que hayamos elegido,
sea raiz de la ecuacion. *

204 Cuando se aplican estas reglas a ejemplos particulares, se
puede disponer el edlculo de manera que se hagan 4 un mismo tiem-
po las sustituciones de todos los divisores del ultimo término, "y des—
cubrir cudl de ellos sea raiz de la ecuacion propuesta.

Sea, por ejemplo, la ecuacion particular de cuarto grado.

at— 92342352 —202—4-15=0; y dispondremos el cdlculo del

modo siguiente:

~+15, + 5, + 3, + 1;—1’—57‘—‘5"—157
A, 4= 3, 4 b, 415, —15, — 5, — 3, — 1,
—19, —17, —15, — b, —35, —25, —23, —21,

—5,— b, -+355,

—+18, 18, —+58,

—+ 6, —+18, —>58,

-—59+ 9)_677

— 4,4+ 9, 67,

0.

55 ; i L0
Todos los divisores del wltimo término 45 estan colocados por o:deq

* No seria dificil demostrar por lo expuesto (S. 180) que las cantida=—

Sii R0/ ? :
des representadas por ——, —, —— tomadas con signo contrario son los
a a a

coeficientes del cuociente del polinomio a4—-Pxi—-Q2%~-Ra—-§ divi=
dido por el binomio x—a. Por manera que el cuociente de esta division

debera. ser: ‘
QI R/ S
xg__ __xﬁ__.._._.x_ ey

@ a @
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- de magnitud, tanto con el signo —— como con el signo —, en la pri-
mera linea, que llamaremos la linea de los divisores a.
La segunda linea contiene los cuocientes del nimero 45 dividido
sucesivamente por todos sus divisores; y asi la llamaremos la linea de

las cantidades i
a

La tercera linea se ha formado anadiendo a cada una de las can-
tidades de la linea precedente el coeliciente —20 de la primera poten-

cia de la incdgnita w; y de consigulente es la linea de las cantidades

o
representadas por R/l=— —R.
a

La cuarta linea contiene los cuocientes de cada ntimero de la pre-

cedente dividido por el divisor que le corresponde, y esta es la linea
R/

de las cantidades o bien que se han omitido todos los cuocientes

que no eran nimeros enteros.

La quinta linea resulta de los nimeros escritos en la anterior afia-
didos al nimero 23 que multiplica 4 2” ; y esta linea comprende las
cantidades representadas por QL.

La sexta linea contiene los cuocientes de cada nimero de la an-

terior dividido por el divisor que Ie corresponde; y contiene las canti-
dades representadas por ——.
a

La sétima comprende Ias sumas de los nameros de la precedente
y del cocficiente —9 que multiplica 4 2% y asi se hallan en ella las
; Q!
cantidades representadas por — - P= P/.
a
La octava en fin se obtiene dividiendo cada uno de los ndmeros

; - ; L
de la anterior por el divisor correspondiente ;.Y es la lineca de —
&

4 :r‘é{'
¥ no hallindose —1 mas que en la columna que 4 su cabeza tiene
—+3 en la linea de los divisores, inferiremos que la ecuacion pro-
puesta no tiene mas de una raiz comensurable, la cual es —+3; * de

* Formando el cuociente con arreglo 4 lo observado en la nota anterior,

24—9234-2322—202—-15
hallaremos que —as—06224-5a—5.
N )

*
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manera que el primer miembro de la ecuacion serd exactamente di-
visible por —3.

En la tabla que formemos para cualquiera otra ecuacion, podre-
mos omitir los divisores 41 y —4; porque la sustitucion de estos
se efectia directamente en la ecuacion propuesta con suma prontitud
y facilidad.

902 Sirvanos de nuevo ejemplo la ecuacion particular de ter-
cer grado &3 — 7% —4-36=0. Despues de haber reconocido por la
sustitucion directa que los nimeros —-1 y ——1 no satisfacen 4 esta
ecuacion, formaremos por las reglas precedentes la tabla que sigue,
teniendo presente que por no hallarse en esta ecuacion la primera
potencia de la incégnita x, debemos considerar al término en que
correspondia estar esta potencia como si su coeficiente fuese cero.
Es pues necesario omitir la tercera linea, y deducir inmediatamente
de la segunda la cuarta.

—6, —9, =12, =18, =36,

436, 418, 412, +9, -6, +4, + 3, 4 2, — 2, — 3, —4,

o 1,4 2, 4 3, 44y 6, 40, +13, 418, —18, —I2, —9, =6, —4; — 3, — 2, — I,

1, 4, +9,+9,+4 —+1,

—6, —3, +2, +2, —3, —6,

—1, —_, 4, 1, —1, 1
0 ina() 0 ;

En este ejemplo se ve que hay tres mimeros que satisfacen 4 to-
das las condiciones, los cuales son: ——6, 3 y —2; y asi se ob-
tienen 4 un mismo tiempo las tres raices de que es susceptible la ecua-
cion propuesta, y se reconoce que el primer miembro de ella es el
producto de los tres factores simples 2—6 , z—3 y 2.

- 203 Conviene observar que hay ecnaciones literales que se tras-
forman muy-facilmente en ecuaciones numéricas. Si tuviésemos, por

ejemplo,
73—-2py*—35p*y—+-143p=0,
haciendo y=pz, resultaria:
pia’d—-2pa* —33pia—-14p’=0;
y como todos los términos de esta ecuacion pueden dividirse por p3,

la reduciriamos 4

23422 —332—+14=0;
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en habiendo averiguado que el binomio #—7 es el tnico divisor
comensurable del primer miembro de esta Gltima ecuacion, 6 lo que
es lo mismo , que 2=—7T7; serd ficil inferir que en la ecuacion lite-
ral propuesta el tinico valor comensurable es y=—7Tp.

La ecuacion literal que hemos propuesto es de las que se llaman
ecuaciones homogéneas , porque no haciendo cuenta de los coeficien—
tes numéricos , contiene cada uno de sus términos igual niumero de
factores. *

204 Suponiendo ya determinada una de las raices de una ecna-
cion, podemos mirar como incdgnita la diferencia entre esta raiz y
cualquiera de las otras; y por este medio obtendremos una ecuacion
de un grado inferior al de la propuesta, y en la cual pueden obser-
varse muchas propiedades notables.

Sea la ecuacion general

27 4= Py—1—j—Qm—2——Ram—3.....~Tx—-U=0;

A -
representemos por @, b, ¢, d &e. sus raices; y sustituyendo en ella
a——y en lugar de z, y desenvolviendo las potencias tendremos:

m (m—1)

2
(m—1) (m—2)
2

am ——mamn=1 y—— arn—2 y,, .~ ym

~—Pa"—1——(m—1) Pam—2 y— Pam—3y>—,

m—2) (m—3
(——)2(———)()“’"_4]’2—!—-

~+Qun—2 —(n—2) Qan—2y -
=0.

(m—3) (m-—4)R

5 am=Sy3—i—,

=t Ram—3——(m—3) Ram—4y —

shle =17
—+U

En cuyo resultado la primera columna debe reducirse 4 cero, pues-
to que @ es una de las raices de la ecuacion. Podemos pues suprimir

® Los lectores que quieran ver tratada con mas extension la averigua—-
cion de los divisores comensurables de las ecuaciones numéricas y literales
podran acudir 4 la parte tercera de los Elementos de Algebra de Clairaut.
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esta columna; dividir despues por y todos los términes restantes; y ten-
-dremos entonces:

m (m—i)

man—1 —j— A" =2 Y = ssnes s =y

(m-—l) (nz-«"))

—+ (m—1) Pam—2 —— Pan—3 y—f=Giliiie:

(m—..) (m——a)

—+ (m—2) Qam—3—o—2—— ———~ Qamn—4y + =10.

(m—3) (m— )

Ram—-5 e R T s
9 X

—|—- (m—3) Ram—s Rt

Puesto que las m raices de la ecuacion primitiva eran a, 5, ¢ &§c;
las m—=1 raices de la dltima ecuacion, que se lama la trasformada,
seran y=b——a; y=c—a; y=d—a; ..o &C.

Representemos la ecuacion trdsformada por la expresion si-
guicnté:

C

e Oyt (i, (d);
5 3 =+ (d)

A

haciendo para abreviar
man—r ——(m—-1) Pan—2 —— (m—2) Qam—3 ... ——T'=4;
m (m—1) a"=* 4—(m—1) (m— 2) Paies e o=
&e.
y designemos por #~ Ia expresion

a” —— Pan—1 —— Qam—2... wi+Ta—+U.

205 Si la ecuacion propuesta tuviere .dos raices iguales; si por
ejemplo fuere =05, habrd forzosamente de ser cero uno de los va-
lores de y ; & saber, b—a; y de consiguiente deberd verificarse la
ecuacion (d) haciendo en ella y=0. Esta suposicion hace por de-
contado que desaparezcan todos Ios términos que contienen la y, que
son todos los de la ecuacion, excepto el enteramente conocido A4 ; lue-

g0 para qué se verifique la ccuacion es necesario que este ultimo sea

unlo por si mismo; luego si la ecuacion propuesta tuviere dos raices
iguales 4 @, este valor deberd satisfacer 4 un mismo tiempo 4 las
dos ecuaciones

V0 4=0,
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Cuando la propuesta tenga tres raices iguales & a, de modo que
seca a=b=c, se reduciran 4 cero dos de las raices de la ecuacion
(d), que son b—a y c—a; en cuyo caso sera el primer miembro
de la ecuacion (d) exactamente divisible dos veces conseeutivas por
y—0 (8. 179) 6 por y. Y como no pueda esto verificarse sin que
hayan desaparecido enteramente los coeficientes A4 'B €5 necesario
que el valor de @ satisfaga 4 un mismo tiempo 4 Ias txes ecuaciones

F=0; 4=0; B=0.

Continuando el mismo razonamiento se puede hacer ver que
cuando la propuesta tenga cuatro raices iguales, la ecuacion (@) ten-
dra tres raices iguales 4 cero; su primer miembro serd exactamente
divisible tres veces consecutivas por ¥ ; y como esto no pueda verifi-
carse sin que sean nulos 4 un mismo tiempo los coeficientes 4, B y
C, es consiguiente que el valor de a satisfaga 4 un mismo tiempo 4
las cuatro ecuaciones } i

P—0; A—0; B=0; C=0

Por este medio no solo podremos reconocer si una raiz a ya co-
nocida se halla repetida muchas yeces entre las -de la ecuacion pro-
puesta, sino tambien nos sera facil deducir un método general para
averiguar, aun antes de conocer raiz alguna, si la ecuacion tiene ¢
no raices iguales 6 I‘OPCLId‘lS. -

Para esto es necesario observar que en el caso en que sea A=0,

Mam—1 —j— (m Ry 1) am——z_*_(m—— 9} Qa'"--’.... —_+T= O
podemos considerar 4 la cantidad @ como raiz de la ecuacion
marn—1—— (m—1) Pym—2—— (m—2) Qam=3....4—T=0 5

indicando entonces @ una incdgnita cualquiera, y puesto que @ es
tambien raiz de la ecuacion F'=0, 6 am—— Pym—1 —+ &e.=0,
es consiguiente (§. 189) que #—a sea un faclor comun de los pri-
meros miembros de las dos ecuaciones anteriores.

Convirtiendo asimismo @ en x en las cantidades B, C &ec. ven=
drd & ser igualmente el binomio x—a factor comun de los primeros
miembros de las nuevas ecuaciones B=0, C=0 &ec., siempre que
la raiz @ reduzca 4 cero las cantidades primitivas B, C &ec.

Lo que acabamos de decic respecto de la raiz @ convendrd
igualmente 4 cualquiera otra raiz que se halle repetida muchas veces;

'y asi buscando por el método del mdximo comun divisor los facto~
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res comunes de los primeros miembros de las ecuaciones

F=0; A=0; B=0; C=0; c.

estos factores comunes nos dardn 4 conocer las - raices iguales de Ia
propuesta, en el érden siguiente:

Cada uno de los factores que sean comunes solo 4 los primeros
tiembros de las dos primeras ecuaciones, serd dos veces factor del
primer miembro de la propuesta; es decir, que si las cantidades re-
presentadas por #~ y por A tuvieren por comun divisor una expresion
de la forma (x—a) (#—f), por ejemplo, la incognita  tendra
dos valores iguales 4 e, y otros dos iguales & £: 6 lo que es lo mismo,
el primer miembro de la propuesta tendra estos cuatro factores (x—a);
(r—a); (5—8); (+—B).

Cada uno de los factores comunes de los primeros miembros de
las tres primeras ecuaciones anteriores sera tres veces factor de la
propuesta ; es decir, que si los primeros son de la forma (z—a)
(z—£8) por ejemplo, los segundos seran de esta: (z—=)3, (z—F)%.
Del mismo modo se pueden continuar estas consideraciones hasta
donde se quiera.

206 Es muy 1mportante observar que la ecuacion A-**O, que por
la sustitucion de z en lugar de @ viene 4 ser:

mam—1 4 (m—A1) Pam—2 4 (m—2) Qzm—3.... - T'=0,
se deduce inmediatamente de la ecuacion # =0, ¢ de la propuesta
am—— Pgm—=1 ~— Qa2 .~ To - U=0,

multiplicando cada término de esta tltima por el exponente de la po-
tencia de  que se halle en ¢l, y rebajando una unidad al mismo expo-
nente: acerca de lo cual se debe advertir que siendo el término 7~ equi-
valente 4 #'x2°, no debe producir en esta operacion término alguno,
porque uno de sus factores deberia ser cero , es decir, el exponente que
en la ecuacion propuesta tiene la . De la ecuacion 4 =0 se deduce
la siguiente B=0, del mismo modo que 4=0 se deduce de /=

de B=0 se deduce C=0, lo mismo que de 4=0 se dedujo B—O
y asi sucesivamente. *

« En la mayor parte de los libros elementales se demuestra, bien que
de un modo muy incompleto, que el divisor comun de los primeros
miembros de las ecuaciones ¥ =0 y A=0 contiene los factores iguales
del primer miembro de la propuesta elevados 4 una potencia cuyo ex-
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~+:207 © Con el dhjeto d% aclarar: mas esta ‘doetrina.por medio de un
ejemplo, propongdmonos averiguar si hay ¢.no. raices.iguales en la
ecuacion 3 i

: *'x‘-’—'153;‘-—{—‘67;3_‘-1'71’;-;-'216:0.
Eu este caso la ectmcmn A_O viene a ser‘
SRR , 53:"———5 x3——i—901x —-—-04°’x+216'-—0

el divisor comun de los primeros miembros de ]a propucsta ¥ il
esta ultima es a3—8a” ——21lx—18. Siendo del texcer grado este
divisor, debe contener varios factores; es pues necesario mdagar st al-
guno de ellos es tambien divisor exacto del” primer miembro de la
ecuacion B=0, la cual ¢s en este caso:

. 2043—15627 +40°’w-—542—0 :

y hecha la investigacion, hallaremos que el ])momxo z—35 es factor
~comun de B y del divisor que antes hemos hallado: Esto equivale @
decir que @—3 es el méximo divisor. comun de /7, de 4 y de B;
-y de aqui inferiremos fins el primer miembro, /” de la ecuacion pRO-
puesta tiene pr factor 4 (#—3)3, 6 que la ecuacion tiene tres rai-
.ces' iguales 4.3, Dividiendo despues el primer divisor comun p01
x—3 cuantas veees consecutivas se pueda, es decir, dos veces, re-
sulta por dltimo cuociente —2. 'Y como este. binomio no sea fac=
-tor comun mas que del primer miembro. de la ecuacion propuesta y
del de la ecuacion 4=0, dcbemos inferir. que (#—2)? es otro fac-
tor del primer miembro de la propuesta, y de consiguiente esta ecua-
cion es equivalente 4 (#—3)* (z—2)"=0, :

208 Las raices de la ccuacion (d) serian las diferencias entre la
“raiz 4 y.cada una de las otras, si en ella pusiéramos & en lugar de a;
las diferencias entre la raiz ¢ y cada una de las otras, si en ella pu-
siéramos ¢ en lugar de a; ¥ como sin embargo: de ser tan diferentes
estas sustituciones, conservan estas ecuaciones la- misma forma y
‘los mismos coclicientes, y se reficren todas 4 la misma ecuacion pro-
puesta, se puede generalizar la misma ecuacion (d) de modo! que
sus raices sean las diferencias de todas las raices de la prbpuesta com=

ponente tiene una unidad menos que en 1a misma propuesta. Esto se ‘puede
inferir facilmente de lo anteriormente.expuesto; pero hemos creido mas
conveniente dejar esta proposicion para el Complemento, donde se halla de-
mostrada de un modo queé nos parece sencillo y nuevo.

TOMO II, ZZ
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binadas de dos en dos. Para esto bastard eliminar la a de la ecua=
cion (d) y de esta otra: '

@ —+Par="—+Qam*..~+Ta—+U=0,

que debe verificarse para que la cantidad, representada por @ sca raiz
de la ecuacion propuesta ; porque no dependiendo el resultado mas que
de los cocficientes, y no quedando en ¢l vestigio alguno de la raiz re-
presentada por @, deberd convenir & todas igualmente.

El exponcnte del grado de la ecuacion final habra Eie ser m(m—-1),
porque el nimero de las raices de esta dltima ecuacion

a—>b, a—c, a—d .

b—a, b—-c, b—d e. :

c—a, c—b, c—d §c.
serd igual al ntimero de las permutaciones que se pueden formar .lomzmm
do de dos en dos las m letras @, b, ¢ &c. atendiendo a sus diferen~
tes situaciones. Ademas, supuesto que las cantidades a—>b y lz_—-—»a,‘
a—cyc—a,b—cy ¢—1©& &e. solo se di['erencizfn en el sigx}o,
prescindiendo de este serdn iguales de dos en dos las raices de la mis-
ma ‘ecuacion final; por manera que cuando hayamos descub'ierto » por
ejemplo, que Y=z, podremos tener certeza de que-’sera tambien
y=—2. De aqui se infiere que no debe esta ecuacion contener.mns
potencias de la incognita que las de exponen’le par; porque su primer
miembro debe ser el producto de ciert.o numero de factores del se-
gundo grado, tales como _y’—l-d.z =(y—a) (y—a) (§. 184).
Asi que toda la ecuacion, vend,ra'l 4 tener esta forma:

v yAnpy n—2—t-qy*r—hi——ty® u—0;
ta cual, haciendo y*=z, se converlird en esta otra: 2" —=pz'—i—t=
ik A 23 —+-u=0;y cquivaliendf) la in’cégmta z al cuadrado,
de la y, las raices de la tiltima ecuacion serdn los cuadrados de las,
diferencias de las raices de propuesta. : :
Conviene observar que siendo precisamente. reales las diferencias
de las raices reales de la propuesta,, serdn positivos. los cuadf-ad,os de
aquellas, diferencias, y que por consigui.ente los. valores fle z seran to-
dos positivos, siempre. que- todas, las. raxcc§ de la ecuacion propuesta
sean reales, ora sean positivas » ora megativas. 3
Sea,_ por ejemplo, la ecuacion

23—Tr—4-T=0;
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¥y haciendo e ella @ =a~t~y, se trasformara en esta otrat -

a®—-3a’y —Fay™ +y3l
—T7a—Ty ={)¢
ey i

y: suponiendo que a represente una de las raices de la ecuacion pro=
puesta, serd @®——7a——7=0. Sﬁprimiendo, pues, este trinomio en
la trasformada; dividiendo por » los términos restantes, y orde-
nindolos con respecto & las potencias de @, tendremos 3a®— 3ay —
73—7=0. Eliminando la @ de esta tltima ecuacion y de la anterior
a>—Ta——T7=0 procedente de la suposicion de que a es una de
las raices de la propuesta, resultara la ecuacion final ey i
441y*—49=0, cuyas seis raices son las diferencias de las raices de
la propuesta. Haciendo 2=y, la tltima ecuacion se trasformari en
esta otra: ey
23— 492% 1 4ddz—49 =0_;
cuyas raices serdn los cuadrados de aquellas diferencias.

209 La sustitucion de a——7 en vez de 2 en cualquiera ecuacion

propuesta: _ 2
27— Prm—1 = Qur—t..—=U=0 (5. 204),

sirve tambien algunas veces para hacer que desaparezed tmo de los
términos de esta ecuacion. En tal caso se ordenan los términos de la
trasformada con respecto 4 las potencias de la 73 ¥ se considera Ia
cantidad a como una segunda incégnita, cuyo valor se determina
igualando & cero el coeficiente del término que_nos propongamos ha-
cer desaparecers Por manera que siendo la ecuacion general (ras-
Sormada:

ym __'};_maym—x e m(_m-:i) T

e

; —=Pym—i~(m—1) Paym=—2....~—Pam—1

—-Qy7—2...—~4—Qam—2 =l

—+U
3 i 1 ’ 3 St
si queremos que desaparezca el segundo término de esta, haremos
o e i s e I
-ma——~P=0; y deduciéndos¢ de esta suposicion que a=—-—, sus-
m
tituiremos ¢ite valor én la trasformada, y asi no quedarin en ella
*
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mas términos que log que llevan las patencias ™, y7=2, =3 e,
De esto se sigue que para lra fozmar cualquiera ecuacion en
otra que carezca de segundo término, se debe suslztzur en lugar de la
I}IIIﬂlll’v[Z mcofrruta un binomio compuesto de otra nueva uzcogm{a y
de un qu('/)rmlo ru)o numerador sea el cocficiente del segundo térmi~

no, y cuyo denominador “sea el exponente “del primero, anlcpomen(lo

& este quebrado’ el signo contrario al que tenga el mzsmo seoundo

término de la ecuacion propuesia.
PIOPOII dmonos, por eJcmplo, trasformar la ecuacion 23 ——

Gr® L Br—-4=0 en otra que carezca de segundo térniinio; y con-:

lolmo a la r('OL\ plcacnta haremos' z=y ——-———y—? Sustltuyen—
do este binomio en lugar de la z, y dewnvolvxendo las polencxu tens
dreimos la siguiente cmacton tmsformada' AR

6?’ —+—1°’)—— g

-4—,6) —9gy 94 oty
la cual se reduce 4 y3—=15]’—l—26-—0~' e iy

donde no aparece ya el segundo término, es dccu', el que deberia
contencr el cuadrado de la nueva mconmta) '
Si la trasformada hubiese de carecer de tercer término , esto esy
del "que contlene la potencm j’”—z igualariamos a cero el con_]unto
de las c.mtldadcs que multlphc.\n esta’ potcncla, b par'l dctermlmr
el valor de a tonduamm que resolver esta ccuamon de so"undo
m(m—l)

grado: ——

152

Del mismo modo, para conseffmr que ld trasformada careciese
sdel cuarto término, lcndlmmos que resolver una ecuacion de ter-

a -}——(m—i) Pa—-Q= 0

cer nmdo, b asi sucesivamente, hasta el ullimo  término; que no

podm desvanccerse sin determinar el valor de la @ por medio de la

ecuacion , s . e '
an—— Pan—1 ——Qam—2..—+-U=0,

absolutamente semejante 4 la propuesta.

La razon de esta semejanza se descubre con facilidad. Tgualar &
cero el dltimo término de la ecuacion tmsfm‘mada, es suponer que
ano de los valores de la incégnita y es igual & cero; porque en todal
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ecuacion que carece . de. término enteramente conocido es cero uno
de los valores de la incégnita. Y como haciendo 3 =9 en la ecua-
cion ==y —+a resulta x=a, es claro que para hicer desaparecer el
dltimo término de la trasformada es necesario que la cantidad a sea
ano de Tos valores de , 6 lo quees lo mismo, una de las raices e la
pnmltlva ecuacmn propuesta.

Las varias trasformaciones que hasta aqui hemos efectuado con las
ecuaciones nos pueden haber dado idea deotras muchas por medio de
las cuales podemos conseguir que las raices de la trasformada tengan
con'las "de la propuesta«la relacion que ueramos.

210 Algunas veces es necesario descomponer el primer miembro
de'una ‘ecuacion en factores de un grado superior al primero: y no sién-
donos posible explicar aqui con alguna extension los diferentes medios -
que ‘se pueden emplear para conseguir esta. descomposumn, pondre-
mos solo un ejemplo, para dar siquieta a4 conocer en que consiste la
dificultad de ‘esta investigacion.

' Propongdmonos * hallar *los lactoxes de tercer grado del pnmcr
miembro de la ecuacion {

25——24x8 4122 — 1z —4-T7 =0;-
representemos uno de cestos faclores poxr
2t 4—pr’ ——qr—=ry - ; ‘

cuyos coeficientes p, ¢, 7 son indeterminados , y deben ser tales que
el pnmcr miembro de la ecuacion propueat't sea exactamente divisible
por el factor

x3—+—px’—|—qx—i—r,

con independencia absoluta de los valores que pueda tener la 2. Ahora
bien, cfectuando la division , resulta por residuo

=kt S s
S e e B L by
—(p? r————qr—?ér—'?)

expreslon que 1o pucdc desvanecerse por si misma y con mdependen-
cia del valor de =, sin que las cantidades representadas por las letms
P» ¢, t sean tales que se reduzean 4 cero los tres polinomios en que se
hallan combinadas en ¢l residuo de la division. Exige, pues, la cues-
tlon.propuesta que se vel‘xﬁquen estas tres ecuaciones:
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pPP—2pg—24p—4-r—12=0
Pq—pr—y* —24q—+11=0
pir—qr—24r —7=0.

Estas tres ecuaciones se deben, pues, mirar como las. expresiones
algebraicas de las condiciones necesarias para determinar los valores
de las incdgnitas p, ¢ y r; y a la resolucion de estas ecuaciones se re=
duce toda la dificultad de la cuestion propuesta.

Método para resolver. por aprowimacion las ecuaciones numéricas.

2{1 Luego que nos hayamos cerciorado de que ninguno de los di
visores. del 1ltimo. término de una ecuacion es valor de la incégnita,
podemos tener seguridad de que la ecuacion no tiene raiz alguna cos
mensurable j y ya entonces nos es forzoso recurriv 4 los métodos de
aproximacion, los cuales estan todos fundados en este principio:

Siempre. que hallemos: dos cantidades que sustituidas. en vez de la
incégnita en el primer miembro de una ecuacion produzcan dos resul-
tados con signo contrario, podemos tener certeza de que la ecuacion
tiene una raiz real , comprendida entre las dos cantidades que haya~
mos sustituido. : :

Si, por ejemplo, en el primer miembro de la ecuacion 23 —
132" +Tox— 1 =0 sustituimos sucesivamente 2 y 20 en lugar de la
x, en vez de reducirse 4 cero como la ecuacion requiere ,. resultara
—31 de la primera sustitucion, y ——2939 de la segunda; y de aqui
debemos concluir que la ecuacion propuesta tiene una raiz real com-
prendida eptre 2 y 20, es decir, mayor que 2 y menor que 20.

Como tendvemos frecuentemente necesidad de expresar estas
dos relaciones de desigualdad , haremos de aqui en adelante uso de
los signos > y < de que se sirven los algebristas para indicarlas, co«
locando la cantidad mayor al lado de la abertura del signo; y asi es
cribiremos:

x >2, para indicar que # es mayor que Q;
<20, para expresar que & es menor que 20.

Para demostrar la proposicion precedente podremos hacer el sj—
P!
guiente razonamiento: reuniendo por una parte los términos positivos
. 2 ; Tl A . .
de la_ecuacion propuesta, y por otra los térininos negativos, el. pri-
mer miembro vendra a ser:
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2} 4Tz — (152"~ 1).

Ahora bien, cuando hemos sustituido 2 en lugar de z, el resultado
ha sido negativo, porque en esta hipétésis 23+ To<132® < 1; y
salié positivo cuando se hizo 2=20, porque entonces a3——Tz>
432% 1. Vemos, pues, no solo que las dos cantidades represen—
tadas por 2® 47« y 132°~-1 deben aumentar cada una por su
parte cuando se sustituyan en vez de 2 nimeros mayores, sino tam-

‘bien que la primera aumenta con mas rapidez que la segunda, pues-

toque de menor que era, ha venido 4 ser mayor que esta. Los va-
lores que se sustituyan en vez de la z pueden tomarse tan proxi-
mos como se quiera unos & otros; y de consiguiente se puede ha-
cer por este medio que las dos cantidades. propuestas aumenten por
grados tan pequefios como se juzgue conveniente. Si, pues , los gra-
dos de aumento de la primera cantidad son mayores que los de la
segunda, de modo que no solo compensan el exceso que esta lleva-
ba 4 aquella, sino tambien hacen que por el contrario la segunda ven-
ga 4 ser menor que la primera; es claro que debe existiv un momen-
to, por decirlo asi, en el cual se igualen ambas cantidades. «No de
sotra manera, dice Lagrange, que dos méviles que habiendo par-
»tido de dos puntos distintos & un mismo tiempo, corren por un
»mismo camino en un mismo sentido con desiguales velocidades,
»y llegan 4 un mismo tiempo 4 otros dos puntos distintos; pero de
»modo que el movil que al principio iba detras, se haya puesto de-
»lante del otro; deben necesariamente haberse reunido en algun punto
»del camino.»

Es pues indudable que si dos cantidades sustituidas en lugar de Ia
producen resultados con signos contrarios, debe por precision existir

alguna otra cantidad, de cuya sustitucion resulte

2Tz =132"—1,
6 lo que es equivalente,

23Tz — (132" +1)=0,
2% — 132> —To—+1=0.

La. cantidad, sea cnal fuere, cuya sustitucion produzea este résul-
tado es precisamente la raiz de la ecuacion propuesta.

Lo que acabamos de observar en la ecuacion particular #3—15z2
—t=Tz——1=0 se -puede aplicar & cualquiera otra; y- para que
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sea mas perceptible lo que sobre este particular nos proponemos decir,
representemos por £ la suma de todos los términos positives del pri-
mer miembro’ de’la’ ecuaeion; por N la de los negativos; por  a el
valor de z, cuya sustitucion ha pl'odncido un resultado negalivo'; y
por b el que ha producido un resultado positivo. Como' no puedan
verificarse estas dos circunstaneias sin que en la primera sustitucion
sea P<V, y en la segunda P>V, inferiremos que pnés la canti-
“dad que era menor ba venido & ser mayor que la otra, debe existir un
valor de # mayor que &y menor que b, de cuya sustitucion resulta-
i P=N, 6 lo que es lo mismo, P=—N=0. ¥ of

En vista de este razonamiento podrd parecer necesario que lus
valores sustituidos en lugar de la & scan ambos positivos 6 ambos
negativos; porque cuando tienen signos diferentes, el valor negativo
hace que varien de signo los términos de la ecuacion que tengan po-
tencias de exponente impar , y por consiguiente las cantidades repre-
sentadas por P y IV no estan compuestas de un mismo modo en am-
“bas sustituciones. Pero desaparceerd enalquier duda que sobre “esto
“pueda ocurrir con solo hacer #=0; pues de este modo la ecuacion
propuesta se reduce 4 'su dltimo término, y este ha de tener forzo-
samente’ un signo contrario al del vesultado de alguna de las dos sus-
tituciones que anteriormente suponemos hechas. Sea, por ejemplo,
la ecuacion

2493 G — 152 —3=10;
y haciendo en ella rz=—1 y 2=2, se convierte su primer miem-
bro respectivamente en ——12 y ——45. Si 4 pesar de tener signos
contrarios estos resultados, se dudase de que debe cxistir una raiz
de la ecuacion entre—1 y ——2, supongamos =0, y todo el
primer miembro se reducird 4 — 3; luegd las dos sustituciones =0,
= ——1 dan dos resultados con signos contrarios, y de consiguiente
existird entre cero y — 1 una raiz de la ecuacion propuesta. Para ma-
yor confirmacion de esto sustituyamos — ) en lugar de x; y se tras—
formara la ecuacion en esta otra:
g2y —3y "+ 15y —35=0,
¢n la ctinl serd :
P=y*—+2y3—+4-15y; N=3y’—43.

Haiiendo =0, sert P<V; cuando y=1 sera P>N.
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Se ;Zuede, _pues, en este caso discurrir del mismo modo que en
el anterior, y concluir que la ecuacion’ trasférmada tiene una raiz
r_.eal comprendida entre 0 y —~2; de donde se sigue que la ecua-
cion propuesta debe tambien tener una raiz real comprendida en~
tr«f 0 0 —1; y por consiguiente entre los valores +— 2y — 1, que
primitivamente se sustituyeron, y que produjeron los resultados
{0y = gE ;

: No pudiendo ocurrir mas casos que los que acabamos de exa-
minar, podemos ya mirar como suficientemente probada la proposi-
cion que intentdbdmos demostrar.

212 Antes de pasa
fueren el grado y loIs) colr;ﬁ::li((iﬂelltilslt(ie ‘:i:f:rvare":‘os7 Wi Cl'mles

eren 1 ecuacion, se pueden siem-
pre asighar numeros que puestos en lugar de la incégnita hagan que
ef- primer término valga mas que la suma de todos los demas. Bien
ficil es convencerse de la verdad de esta asercion, en habiendo ob-
servado la rapidez con que crecen las diferentes poten'cias de cual-
quier ndmero mayor que la unidad (§. 126.) Entre estas poten=
cias la mas elevada excede tanto mas 4 las que le son inferiores
cuanto mas considerable es el nimero de que se trata; de manera
que este puede ser tal, que el exceso de una de sus potencias. sobre
cada una de las otras inferiores llegﬁé a ser mayor que cualquier
cantidad dada por grande que sea. Veamos, pues, cémo podamos
determinar algunos de los nimeros que tengan la condicion enun-
ciada,

Es claro que el caso menos favorable seria aquel en que todos los
coeficientes de la ecuacion fuesen iguales al mayor de ellos; es decir,
si en lugar de la ecuacion. ’ ;

& = Pan—" = Q2 — *rssscessssssesssnsssssons e T e U = 0,
tuviésemos

27 = S =T = S8 =2 o sensssssssmions == ST == S == 0 5
6 lo que para el caso es lo mismo,

27 e S =T e S = s ssssssssariris = ST e § =),

representando por S el mayor de todos los coeficientes 2, Q... T, U.
Puesto el primer miembro de esta wiltima ecuacion bajo la forma

2D S (ar R e AL s e

deberemos tener presente que
TOMO 1II, AAA
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¥y sustituyendo esta expresion fraccionaria en lugar del polinomio en-

AN =T 21— 2 srersenmesssssasssees == 1 =

cerrado dentro del paréntesis, se convertird el primer miembro de

Sl San S

la ecuacion en 2" — 0 en a"= — 5
e , S T e

X

si ponemos M en lugar de « resultard:

v
M—1 M—1’

: % AR SMn»
cantidad que sera indudablemente positiva si hacemos M" = =1
Si dividimos ahora los dos miembros de esta ecuacion por M7, re-
sultara:

M—1

Sustituyendo , pues, en lugar de z el mayor de los coeficientes
de la ecuacion aumentado de una unidad, pedemos tener entera se-
guridad de que el primer término serd mayor que la suma de todos
los demas. :

El ntimero M podra ser menor que el que acabamos de asignar,
siempre que habiendo en la ecuacion varios términos positivos y
otros varios negativos, no fuere nuestro intento hacer que el primer
término sea mayor que la suma de todos los demas, sino solo que
la suma de los términos positivos sea mayor que la de los negativos;
pues para esto bastard hacer que el primer término sea mayor que la
suma de los términos negativos; y esto se conseguira tomando M
igual al mayor coeficiente negativo aumentado de una unidad.

Supuesto que en la ecuacion

g — Par =T — Qa" =" i — T2 —U =0,
si hacemos =0, se reduce 4 — U el primer miembro; y si hace-
mos #=S—1, debe ser positivo el resultado de la sustitucion, de-
beremos inferir que ningun ndmero mayor que S——1 podrd ser raiz
de la ecuacion propuesta, y que de consiguiente todas sus raices po-
sitivas han de estar precisamente comprendidas entre 0 y S——1.

* A estos valores, entre los cuales estan comprendidas las raices de
una ecuacion, se les suele llamar /mites de ellas; sin que por esto deba
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‘Por el mismo ‘medio se puede tambien descubrit un limite de
las raices negativas, y para esto sustituiremos— y en lugar de z en
la ecuacion propuesta; y cambiaremos todos los signos de la tras-
formada para hacer positivo el primer término si resultase negativo
(S 478). Por esta trasformacion se consigue que los valores po-
sitivos de y correspondan 4 los valores negativos de z, y recipro-
camente; y de consiguiente si fuere R el mayor cocficiente negati-
vo de la ecuacion trasformada, serd R —— 4 un limite de los valores
positivos de ', y por consiguiente — R ——1 serd el de los valores
negativos de z.

Por ultimo, si quisiéremos hallar un limite mas préximo que

- 3 -
’ . . - s
cero a la menor de las raices, sustituiremos en lugar de z en la

7
ecuacion propuesta, y prepararemos la trasformada con arreglo &
lo prescrito (S. 478). Siendo los valores de y inversos de los de z,
corresponderd el mayor de los primeros al menor de los segun-
dos, y reciprocamente. Lucgo si §'——1 indicase el limite superior de
los valores de y, 6 si tuvidsemos y<S'——1, y de consiguiente

1 :
.-;—<S/ ——1, deduciremos de aqui que 1 <(S —4-1) z; y dlti-

1
T <.

En efecto, se ve ficilmente que sin alterar la relacion de des-
igualdad de dos cantidades separadas por los signos < 6>, se las
puede multiplicar ¢ dividir por una misma cantidad, & se les pue—
de sumar ¢ restar la misma cantidad; por manera que en las expre-
siones en que hacemos uso de-los signos < Yy >, se verifican en esta
parte las mismas propiedades que si en ellas estuviese el signo de
igualdad. :

213 De lo dicho se sigue que toda ecuacion de grado impar tie-
ne precisamente una raiz real con signo contrario al de su ttimo tér-

mamente que

entenderse otra cosa sind que ninguna raiz puede llegar 4 ser igual 4
ningune de aquellos valores. En el tratado de. la resolucion de las ecua—
ciones numericas de Lagrange se pueden ver formulas para hallar limites
mas proximos de las raices que los que nosotros hemos indicado. Sin em—
bargo, lo que hemos dicho basta para hacer ver que las proposiciones fun—
damentales de la resolucion de las ecuaciones son independientes de la
idea del infinito.
#*



272 TRATADO ELEMENTAL
mino; porque si se toma un nimero M tal que el signo de la cantidad

M~ PMr—" e QU= s = TM =T

no dependa mas que del de su primer término M7 ; en siendo impar
¢l exponente n, serd positiva aquella cantidad si el nimero A es po-~
sitivo, y negativa si lo fuese el niimero supuesto; porque en siendo
impar el exponente 7, serA Mr del mismo signo que M. Sentado
esto, si el dltimo término /” tiene el signo —— y se hace x =— M,
saldrd un resultado con signo contrario al que da el supuesto de
xz=0; por lo cual se ve que la propuesta tienc una raiz entre 0 y
— M, es decir, negativa. Si el dltimo término U tuviere el signo—;
y se hace z=——M, se hallar4 un resultado con signo contrario al
de la suposicion de z=0; y por consiguiente en este caso estard
comprendida la raiz entre 0 y —— M, cs decir, serd positiva.

914 Cuando la ecuacion propuesta sea de un grado par, per-
manecerd positivo el primer término M”, sea cual fuere el signo
que se dé & M, y por tanto no podremos tener cgrteza alguna, por
lo anteriormente expuesto, de la existencia de alguna raiz real, siem-
pre que el ltimo término tenga el signo—; puesto que, ora se
haga 2=0, ora z=+=M, se hallard en todos casos un resultado
positivo; pero siendo negativo el término U, se hallan haciendo su-
cesivamente £ —— M, 2=0, z=—2DM, tres resultados precedi-
dos respectivamente de los signos ———y ——; y por consiguiente
la ecuacion propuesta ha de tener en este caso dos raices reales por
lo menos; la una positiva comprendida ‘entre M y 0, y la otra
negativa comprendida entre 0 y — M; luego toda ecuacion de grado
par, cuyo @ltimo término sea negativo, tendrd por lo menos dos raices
reales , la una positiva y la otra negdtiva. ;

915 Pasemos ya 4 resolver por aproximacion las ecuaclones nu-
méricas; y para hacer mas comprensible lo que diremos sobre este
particular , propongamonos desde luego, por ejemplo, resolver la
ecuacion :

gt — b’ — B —-27 =0.

Siendo— 4 su mayor coeficiente negativo, debemos inferir (§. 212)
que su mayor Taiz positiva serd menor que 5. Sustituyendo en ella
—— y en lugar de z, se trasformard la propuesta en esta otra:

yt -y’ -5y +-2T=0,
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y teniendo la trasformada positivos todos sus términos, es manifiesto
que el valor de y debe ser negativo, y por consiguiente el de z ha
de ser precisamente positivo. Es, pues, visto que la ecuacion propuesta
no podré tener raiz alguna negaliva, y que todas sus raices reales
estan comprendidas entre 0 y —— 5. _

. El primer método que se nos ocurre para descubrir limites mas
aproximados, se reduce 4 suponer sucesivamente z=1; z=2;
z=3; x=4; y viendo que dos de estos nimeros sustituidos en la
ecuacion propuesta dan resultados con signos contrarios, tendremos en
aquellos ntimeros otros nueves limites de las raices. Ahora bien, ha-
ciendo en la ecuacion :

z=1, se convierte su primer miembro en ~- 21 ;

=2 —+ 5;
z=3 . — 9;
Tk —+ 15.

Vemos pues que esta ecuacion tiene dos raices reales, una de
ellas comprendida entre 2 y 3, y la otra entre 3 y 4. Para aproximar-
nos mas 4 la primera tomaremos el medio 2,5 entre los dos niimeros
2 y 3, entre los cuales sabemos que estd comprendida; y haciendo
£=2,5, el resultado de esta sustitucion sera :

59,6695 — 62,5 — 7,5 27 = — 5,9575;

y siendo como es negativo, nos hace ver que la raiz que buscamos
se halla entre 2 y 2,5. Tomando un medio entre estos dos nime-
ros saldrd 2,25, pero dejando por ahora las centésimas, y supo-
niendo que 2,3 es el valor de &, podemos estar ciertos de que cono-
cemos la raiz que buscdbamos, con diferencia de#menos de una dé-
¢ima de la unidad; y en caso que deseemos aproximarnos mas 3
la exactitud , nos podremos yaler del método siguiente debido 4
Newton.

Hiremos £=2,5~- y; y al tiempo de sustituir este binomio en
la ccuacion propuesta, tendremos presente que y representa una
fraccion muy pequeiia, y que de consiguiente su cuadrado y demas
potencias superiores son despreciables. De este modo tendremos :
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2P =(23) 4= 4(2}3) Iy
e det e 4(23) ——12(2,3)
—Br=-—35(2,3)—3y
427 = =27,
Por medio de es'as sustituciones se convertird la ecuacion propues—
ta en — 40,6839 —17,812 - =0;

de donde se deducc que

En esta primera operacion no pasaremos de las centésimas, y resul-
tard ;
y=—0,03; 2=2,53—0,03=2,27.

Para obtener un nuevo valor de @ mas aproximado 4 la exacti-
tud que el precedente, supondremos x=2,27 ——y/; y sustituyendo
este binomio en la ecuacion propuesta, sin hacer caso mas que de la
primera potencia de 3/, el resultado de la sustitucion serd

— 0,04595559 — 18,046468)7/ =0
de donde se infiere que
T 0,045953_59__ 00095
e B 046ACB T
y por consiguiente x=2,2675. Repitiendo estas operaciones pode-
mos por este método aproximarnos cuanto queramos al verdadero
valor de z. : ‘ -

Del mismo modo podemos hallar que el valor aproximado de la
segunda raiz real comprendida entre 5 y 4 es #=3,6797, llewando
la aproximacion hasta las diezmilésimas de la unidad.

9216 Podremos’ venir en conocimiento del grado de aproxima-
cion que por este método conseguimos, buscando el limite de los va-
lores de los términos que se desprecian en las sustituciones.

Sidla ecuacionirropuesta fuere

v

2= Fgm=F 4 Qzm—=*.... Tz~ U=0,
la sustitucion de a——y en lugar de & dard por resultado el primero
que hemos hallado (§. 204), sin haber lugar en ¢l reduccion algu-

na: porque no siendo @ en este caso raiz de la ecuacion, sino solo
un valor aproximado de 2, no se puede reducir 4 cero la expresion

ame— Pame= L e g T
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Represeritando esta tiltima por 7, la ecuacion que en el §. citado
designamos por (d), se trasformard en la siguiente: :

r3 s +];m —0 3

de la cual se deduce que
% B (5
S s 3 iy —— e
e S ey S

v By* o g

SElodd iU 9 1957 4
Despreciando las potencias de y superiores 4 la primera, viene a que-

7
dary:———f?; y el error es

By? Cy? B

B0 4 1.2 .54 A

En caso que @ no difiera del verdadero valor de 'z mas que en

*

1
una cantidad menor que — a, el error serd menor que el nimero
P

1
que resultaria poniendo — a, en lugar de y; lo cual daria:
P

b A 1>z.____c__<i); Lmag
1.2.A(p 1.2.54\7p ""»_"7(77)'

s

Calculando pues esta cantidad en el supuesto de y=— — 2 los cer=

cioraremos de si es ¢ no despreciable en comparacion de ST

cuando sea tan considerable que no se la deba despreciar, serd ne-
cesario buscar para @ un ntmero mas inmediato al verdadero va-
lor de .

Por conelusion, en habiendo determinado algunos valores de

¥ ¥l y!l e., si advertimos que estos valores forman una serie de-

creciente, no nos debe quedar la menor duda de que nos vamos apro-
ximando mas y mas a la exactitud.

217 El mélodo que acabamos de exponer es conocido eon ¢l
nombre de método de las sustituciones sucesivas, Lagrange lo ha
perfeccionado considerablemente en las Memorias de la Academia
de Berlin (afios de 1767 y 1768.) En primer lugar ha observado
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_que sustltuyondo solo ntimeros enteros , podla muy bien suceder
que pasaaemos por: encima de muchas raices sin echarlas de ver. Con
efecto, si tuvidsemos, por ejemplo, la ecuacion

(2—1) (2—1+) (s—3) (2—4)=0;

y si en lugar de z sustituyésemos los nimeros 0, 1, 2, 3 &e. pa-
sariamos por encima de las raices § y 7 sin echar de ver su existen-
cia; porque tendriamos:

(0—2) (0——1I) (0—3) (0—£) —~-IxExBxé=—t-2
Gl i i R G Gt g

resultados que por ser ambos positivos no pueden indicarnos la
existencia de raiz alguna, sin embargo de estar comprendidas dos
entre los dos valores sustituidos. Ficil es ver que esto proviene de
que la sustitucion de 4 en lugar de z hace variar al mismo tiempo
los signos de los dos factores .1:—-—% , —4%; por manera que siendo
mbos negativos cuando se ponia cero en lugar de x, vienen ambos
& ser positivos cuando se hace z=1; pero si en lugar de z hu-
biéramos puesto un nimero comprendldo entre = y x, solo el factor
&£ — % hubiera mudado de signo, y se hubiera obtenido un resultado
negativo.

* Asi sucederia precisamente si hubidsemos sustituido en lu“ar de z
nimeros cuyasdiferencia fuese menor que la de las raices % y 3. Si

Rubidsemos , por ejemplo, sustituido %, 2, £, £, £ gc., hubleran
resultado dos variaciones de signos.

Se podria acaso objetar contra lo que acabamos de decir, que en
haciendo desaparecer los coeficientes fraccionarios de una ecuacion
todas sus raices reales han de ser nimeros enteros ¢ cantidades irra-
cionales y de ningun modo fracciones (§. 4197); pero se ve con faci-
lidad que aun las cantidades irracionales, asi como las fracciones,
pueden ser tales que se diferencien en menos de una unidad.

En general , aunque una ecuacion tenga muchas raices reales, no
apareceran ‘variaciones de signos que mnos las indiquen, siempre que
las ‘sustituciones hagan cambiar los signos de un nimero par de
factores. Para evitar este inconveniente es necesario que cada dos nu-
meros de los que vayamos sucesivamente sustituyendo, desde el me-
nor limite hasta el mayor, tengan una diferencia menor que la mi-
nima de las diferencias que pueda haber entre dos raices de la ecua=
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cion propuesta. Poreste medio los ndmeros qué sustituyamos estardn

_precisamente comprendidos entre las raices consecutivas; y las sus-

tituciones no hardn variar de signo @ mas de un factor. Esta ope-
racion no exige que conozcamos con exactitud la minima diferencia
de las raices; basta que tengamos conocido un limite al cual no
pueda ser inferior.

Para determinar este limite- podremos formar la ecuacion cuyas
raices son los cuadrados de las diferencias de las raices de Ia pro-
puesta (§. 208).

Sea esta ecuacion

3 g+ pan =l gin—2, gy —0... (D);
y para obtener el limite menor de sus raices, haremos (§. 212)

z=—; y la ecuacion (D), se trasformard en esta otra:
u

15 i 1 i

ety ez .......—i—t':)"—l—u:(}s

y multiplicando por v todos los términos, tendremos la siguiente:
A ——pv — qv° oo o=t iian =0
Despejando su coeficiente 4 27 , serd

¢ : q P 1
Ve i—1, [y —=);
u w u 14
r

Yy s1 representamos por — al mayor coeficiente negativo de esta
w

ecuacion, tendremos: <z No debemos considerar aqui mas

=
—_—1
u

que el limite positivo, porque es el tnico que se refiere 4 las raices

reales de la ecuacion propuesta.

u

En conociendo por este medio el limite

r T 4u
— 1

u
menor que el cuadrado de la minima diferencia de las raices de la
propuesta, extraeremos de ¢l la raiz cuadradi, ¢ al menos tomare-
mos el nimero inmediatamente menor que aquella raiz; y este ni-
MEEY, Uk designaremos £o ky nos indicard la diferencia que debe-
ra haber entre cada dos niimeros de los que se han de sustituir. Asi
TOMO 1II. BBB
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que, formaremos las dos series 0, -k, =2k, - 3k, —~&c.—*%,

—2/, — 3k, — & ec., de las cuales no tomaremos mas términos que.

“los comprendidos entre los limites, asi de las raices positivas co-
mo de las negativas de la ecuacion propuesta; y las variaciones: de
signos que mos presente la serie de los resuliados obtenidos por la
sucesiva sustitucion de estos nimeros en lugar de 2 en la ecuacion
propuesta , nos indicardn sus diferentes raices reales, tanto positivas
como negativas. v

148 Sea por ejemplo la ecuacion
2 —Te—-T=0,
la cual (§. 208) nos ha conducido 4 la ecuacion
28— 422" 4~ 441z — 49=0.
1

Haciendo en esta z=—, y ordenando con respecto & las po-
= :

tencias de la @ los términos de la trasformada, tendremos:

42 1
Y3 e Q)% Y e =) ;
49 10
y como el mayor coeficiente negativo es 9, podremos tener certeza
1
de que » < 10, y por consiguniente z> o ; sera pues necesario to-
4

mar A=6< ; ¥ esto se conseguiria haciendo A=4#; pero bas-

VT .
ta suponer A=%: porque si en la dltima ecuacion trasformada sus-
titnimos 9 en lugar de v, resulta ya de esta sustitucion una cantidad
positiva; y asi venimos en conocimiento de que » ha de ser menor

; 1 1 1
que 9, y por consiguiente z > -—9—; y por % podra ser= ﬁ e

El limite mayor de las raices positivas de la ecuacion propuesta
2> —Tao—T=0 es 8; y—8 es el de las raices negativas; debere-
mos pnes; sustituir sucesivamente en lugar de « los ndmeros que se
hallan en las dos series siguieﬁtes:

g5 2 3 4 2%
0
S 5, B Gl 3 B
1 2 3 7 2%
) \ 3 ’ o 5 ’ pra—S 5 ’ e 5 “rves 5 L
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Podria evitarse el tener que hacer uso de las fraceiones Laciendo
2! ;

X ==

, porque entonces las diferencias de los valores de 2/ serian

triples de las de los valores de x; y si estas deben todas ser mayores
1

que —, aquellas deberan todas ser mayores que la unidad; y de

3

consiguiente si en la ecuacion primitiva debiamos sustituir sucesiva-
mente {as fracciones anteriormente indicadas, deberemos sustituir su-
cesivamente los nimeros enteros

0}, i IO s BB G e Ok

— 1,—2,—F.iiisi—24
en la eeuacion trasformada a/3—6352/—+189=0. Los signos de
los resuitados de las sustituciones variaran de——4 a——95; de——5

4—-0; y de—9 4 —140: por manera que habrd dos valores posi-
tivos y uno negativo.
i;;é ;72(5; y por consiguiente %xig § Zéz
y puesto que el valor negativo de #/ se halla entre——9 y—10, se
. 9 10
hallard el de » entx%——?y——-:'.
3

Ahora que ya conocemos las diferentes raices de la ecuacion pro-
1 .

puesta con diferencia de menos de —de la unidad, podremos apro-
3 .

ximarnos mas al verdadero walor de ellas por el método prescrito
(§. 215). ]

219 Lo que hemos practicado en los ejemplos que nos hemos
propuesto, se podrd ignalmente ejecutar con una ecuacion de cual-
quier grado, y por este medio vendremos en conocimiento de los
valores aproximados de todas sus raices reales. Es verdad que en
siendo algo elevado el grado de la eenacion, es por lo comun muy
largo y penoso el cileulo *; pero ademas de que en algunos casos no
sera necesario returrir a la ecuacion (D), en otros podremos valer-

* En el tratado de la resolucion numerica de las ecuacionmes se podra
ver tambien un métrodo dado por Lagrange para evitar el uso de la ecua—
cion (D).

*
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nos , en vez de ella, de algunos otros medios que cl estudio de los ra-
mos ulteriorés del andlisis nos dard 4 conocer.

Por otra parte haremos notar que’ las sustituciones sucesivas de
los nimeros enteros 0, 1, 2, 3 e en lugar de » ofrecen en mu-
chas ocasiones indicios suficientes para hacer sospechar que existen
algnnas raices cuya diferencia es menor que la unidad. En el dltimo
ejemplo los resultados de aquellas sustituciones serian——7, —=1,
—t=1, =143 e., y viendo que primeramente van dlsmmuyendo y
de:spnes aumentando, tenemos fundamento para creer que entre los
dos ntimeros sustituidos —— 1 y —+2 podrd haber dos raices iguales 6
casi iguales. Para salir de esta duda es muy buen medio sustituir en
lugar de la incdgnita primitiva otra cuyos valores sean multiplos de los

\

de aquella, Haciendo por ejemplo = , se trasforma la ecnacion

10

propuesta en esta otra:
3 —1700y 4+ 7000=0;

la cual no es dificil ver que tiene dos raices positivas; una éntre 13 y
1-", ¥ otra entre 416 y 47. Y no se crea que para descubrir la existen-
cia de estas raiees ha sido necesario hacer muchas sustituciones ; porque
si-en la ecuacion propuesta sospechdbamos que las Taices existian entre 4
¥ 2, en la trasformada deberdn existir, en caso que las haya , entre 10
¥ 20; y en habiendo determinado, segun lo hemds hecho, que uno de
los valores de y se halla entre 43 y 14, y el otro entre 16 y 17, sa-
bremos que uno de los valores de # se halla entre 1,5 y 1,4 y otro en-
tre 4,6 y 4,7; es decir, conaceremos ya las dos raices positivas de la
eccuacion propuesta. con diferencia de menos de una décima de la
unidad.

220 Cuando los cocficientes de una eeunacion que nos. propon-
gamos resolver sean niimeros muy considerables, serd muy conve-
niente trasformarla en otra cuyos coeficientes sean mucho mas pe-
queios; y csto se consigue sustituyendo en lugar de la incégnita
primitiva otra que sea parte alicuota de clla. Si tavidsamos, por
ejemplo,

2t —— 8023 ——19982" -—149071:—}—5000 O

hariames a'== 140z, y resultaria:

8130 19,983 __14,937;-;_' 0,5=0:
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y si en vez de esta ccuacmn tomamos esta otra
——8*3—5—-207 15z—40,5=0

que apenas se diferencia de la anterior; viendo, como no es dificil
ver, que z tiene dos valores reales comprendldos entre 0 Y 1, y
entre 1 y 2; podremos seguramente inferic que la primitiva inedgni-
ta 2 tiene otros dos valores reales comprendidos entre 0 y 10, y en-
tre 10 y 20.

221 Lagrange ha dado & este método de las sustituciones sucesi.
vas una forma que tiene la ventaja de darnos & conocer inmediata-
mente despues de cada operacion, cudnto nos hemos aproximado
al verdadero valor de la raiz, y por otra parte no exige que conoz-
camos previamente el valor aproximado con diferencia de menos de

o
una décima.
Representemos por a el ntimero entero préximamente menor

que la raiz buscada; y como lo que en tal caso nos falta para deter-
: 1
minarla eon exactitud, deba ser una fraccion, hagamos # =a ———;

y sustituyamos este binomio en la propuesta. De este modo la ecuacion
trasformada debera tener precisamente alguna raiz mayor que la uni-
dad; llamando 4 al nimero entero préximamente menor que esta raiz

1
de la trasformada, resultard por segunda aproximacion x=a +_b_
Pero siendo & con respecto ay lo que @ era con respecto a x, se

1

podré en la ecuacion trasformada hacer y=4——=—; y la nueva
: ; r

ecuacion trasformada tendra forzosamente una raiz mayor que la uni-
dad Llamando 6 al numero entero préximamente menor que esta
zuz tendremos :

1 b1
i A e g
Poniendo este valor en la expresion del de x, resultard:
. b/
Ry
y este sera el tercer valor aproximado de z. Del mismo modo po-

1
dremos hallar e] cuarto haeiendo _7/——6/ =l e 5 repreaeutnndg

»
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or b/ el nimero cutero préoximamente menor que 3!/, tendremos
p P > fue ',
1 b'b!l——1
73 et 5] e e, S —————
=t BT bl

de donde se hifiere que :
bl bbbl —— bl —— b : ¢

Lt TRl i Fa T N B
y por ultimo ;

Bibl -1

Cafiat BbIbH Bl ——
y asi sucesivamente. ’
222 Apliquemos este método 4 la ecuacion 23 —T2r—-7=0.
Ya hemos visto (§. 218) que la menor de las raices positivas de esta
4 5

: X :
ecuacion esta comprendida entre ——y
3

1

hagamos pues x=l—-{—T; y tendremos:

5 es decir, entre 4 y

r—4" +3y—+-14=0.

El limite de las raices positivas de esta ultima ecuacion es 5; y
sustiluyendc; sucesiVamente 0, 1, 2, 3, 4 en lugar de y, se echa-
rd pronto de ver que tiene dos raices mayores que la unidad; de las
cuales la una se halla eutre 4 y 2, y la otra entre 2 y 3. De aqui re-

1 3

sultard pues a=1——"; e=1——4; es. debir; 1 =2, y z———

1 2
Estos dos valores corresponden a los que antes hemos ya hallado
6 5 5 4
ntre — y —, entre —— y — cuya diferencia no llega 4 una
e 5V 5 5 Vg Y oeuy 8

unidad.
Para aproximarnos mas al verdadero valor de la primera raiz que
1
eorrcsponde 4 b=1, haremos y =1 —— 7, y tendremos:

3 A2 - SE
yP =2 —yl +1=0. ;
Como la tnica raiz que esta ecuacion tiene mayor que la unidad

-d

3

esta comprendida entre 2 y 3, vendrd 4 ser )’=1+“-§,~=-§—; y
Qi 1

de consiguiente x— 1 —l—-—5—= - Suponiendo despues f’=2—+—-ﬁ

ot

5
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resultara,
]‘//3._._. )*//2.__.. ]‘//__1:0_
La tnica raiz que esta ecuacion tiene mayor que la unidad se
halla entre 4 y 5; tomando pues el limite menor 4, resultara:

1 4 .13 Qa0
lom Qs e ] e ] ——
s 5 99 13 13
Ya no puede ocultarse cudn ficil seria continuar por el mismo
1
método la aproximacion haciendo .y// =4+]’—’” , y asi sucesiva-
mente. '
» Volvamos ahora al segundo valor de @, que por la primera apro-
5 ; que p P I
3
ximacion sabemos ser o’ ¥ que corresponde & 5=2: hagamos

1

y=2-—!—;‘/‘; sustituydmoslo en la primera ecuacion trasformada,

y tendremos despues de haber mudado los signos para hacer positivo
el primer término:
FB—=yl? — 2yl —14 =0.
Esta ecuacion no tiene , @Sl COmo su corrcspondiente en la opera-
clon anterior, mas de una raiz mayor que la unidad, la cual se halla

4
entre 1 y 2. Haciendo &/=1, resultari y=35; s Haciendo

del mismo modo y/=—1—- ]—“- » ¥ sustituyendo en la segunda tras-

formada, tendremos:
/13 A12 - —()-
J// —.5]// .__4)//.__1____0,
cuya ecuacion tiene una sola raiz entre 4 y 5; y de consiguiente

5: 14 19 )
7"=7‘§ = E = Si quisiéremos continuar la aproxima-
1 " 0 -

cion, haremos y// =4—-l—;/7/ , Yy asi sucesivamente.

La ecuacion 23— 72— 7=0 tiene ademas una raiz negativa
comprendida entre—35 y —4. Para aproximarnos mas 4 su vers

1

dadero valor, haremos #=-—3 — = lo cual dar4:
7

ri—20y*—9 —1=0;y>20 y <215
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de lo cual resultara:
: 1 61
L= B e e
20 20

Para pasar mas adelante supondremos .7'220"*“'—/'8{0. y ob-
¥y

tendremos sucesivamente valores' cada vez mas aproximados 4 la
exactitud.

Las diferentes ecuaciones trasformadas, cuyas respectivas in-
cognitas son-y, 7/, y!l.&e., no tendran jamas.mas de una raiz ma-
yor que la unidad, micutras la propuesta no tenga mas de una raiz
comprendida entre los limites @ y a——1; pero si la ecuacion pri-
mitiva tuviere dos 6 mas raices comprendidas entre estos mismos
limites, como ha sucedido en el ejemplo anterior, algunas de las
ecuacivnes trasformadas tendrén dos 6 mas raices mayores que la
unidad, las cuales dardn origen a diferentes series de nuevas ecua-
ciones trasformadas , por cuyo medio nos iremos aproximando mas
y mas al verdadero valor de cada una de las varias raices que la
propuesta tenga comprendidas entre los limites @ y a = 1.

Para ejercicio de nuestros lectores les propondremos la ecuacion

x3—-9;v-—-5::0;

la cual tiene una raiz real comprendida entre 2 y 3. Y puesto
que los valores enteros de y, y! ec.sexan 10, 4,14, 2,14, 3,1,
1, 12 e los correspondientes valores aproximados de z vendran
4 ser: :

9 9f 413 44 111 155 576 731 4307 16415
2010 41 21 85 > 74 ' 215 549 624’ 7837

Despues de haber expuesto los métodos para hallar las raices
reales comensurables ¢ incomensurables de las ecuaciones numéricas,

Pareciu natural que indicasemos cémo se hallan las imaginarias; pero
como esta indagacion requiere algunds otros conocimientos previos,
hemos creido conveniente dejarla para el Complemento.

De las proporciones y progresiones.

223 Hemos visto en la Aritmética la definicion y
las propiedades fundamentales de la proporcion y de la

e
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equidiferencia, es decir , de las combinaciones de canti-
dades que hasta ahora se conocian con los nombres de
proporcion. geométrica 'y proporcion aritmética. Ahora
aplicaremos el Algebra a4 aquellas primeras nociones, y
por este medio deduciremos de ellas algunos resultados
que son de un uso frecuente en la Geometria.

Observaremos en primer lugar que tanto la equidi-
ferencia como la proporcion se pueden representar por
medio de ecuaciones. Sean, por ejemplo, 4, B,C, D
los cuatro términos de la primera, y @, b, ¢, 4 los
de la segunda; y con arreglo & lo expuesto ( Aritmé-
tica §§. 151y 123) deberemos tener B—A =D—C;

b d : 5 ,
—=—; de cuyas ecnaciones, equivalentes 4 las ex-
a c

presiones

A, BCoDs asbiceds
se deducen facilmente estas otras dos:

A+D=B~+C; ad=b; ,
las cuales nos manifiestan que en la equidiferencia la
suma de los términos extremos es igual dla de los tér-
minos medios 5 y que en la proporcion el producto de los
términos extremos es igual al de los términos medios
como lo hicimos ver en la Aritmética (§§. 151 y 113)
por razonamientos enunciados en idioma vulgar, y que
en las ecuaciones acabamos de traducir al lenguaje al-
gebraico. ' |

Las proposiciones inversas de las precedentes se de-
muestran con suma facilidad ; porque de las ecuaciones
A+ D=B+C; ad=hbc; se deduce inmediatamente

d

2 , : iy } ,
D—C=B—A4; —;=—; y por consiguiente siempre
a (4

que tengamos cuatro cantidades tales que dos de ellas
TOMO II. cce
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den la misma suma 6 el mismo producto que las otras
dos, las primeras serdan los medios | y las segundas los
extremos, 6 al. contrario, de una equidiferencia 6 de
una proporcion,

Cuando es B=C se llama continua la equidife-
rencia, y lo mismo se dice de la proporcion cuando
b=c; y tenemos entonces A+~D=2 B; ad=5"; es de-
cir, que en una equidiferencia continua la suma de los
extremos es igual al duplo del término medio; y que en
una proporcion continua el produsto de los extremos es
igual al cuadrado del término medio. De esto se infiere

que B:i—;; Vb= Nodi: 1o cantidad B o Gl

dio 6 la media proporcional aritmética entre 4 y Ds
y la cantidad b es la media proporcional (geométrica)
entre @ y d.
Las ecuaciones fundamentales
b d
B—A=D-C; =

c

nos conducen tambien 4 las siguientes
C—A:D—B, —a*=——b—;

lo cual manifiesta que en las expresiones 4. B : C. D,
y @: b iic: d pueden cambiar de lugar los medios, y
asi resultaran 4. C: B. D, g:c::b:4d. En general
se podran con los cuatro términos hacer todas las tras-
posiciones , en las cuales se conserven las ecuaciones
A+D=B~+C, y ad=bc (Aritm. §. 114).

Dejando -ya la equidiferencia continuemos expo-
niendo las propiedades de la proporcion.

.

s : ;s b
224 A los dos miembros de la ecuacion 7=i
c

DE ALGEBRA, 387
se les puede afiadir 6 quitar una misma cantidad m, de

o 6 d . e
manera que tengamos —;i-m:—c—ifm. Reduciendo 4

fracciones los dos miembros, la ecuacion vendra 4 ser

b=tma d==mc : ¢ d=tme
= ; de la cual se deduce esta otra —=-——;
a c a b¥*ma
y esta se puede desenvolver y trasformar en la siguien-
i = e (e
te proporcion: b*ma : dsme i@ ¢; y siendo =
: d==me d

u 3 =—,0bFEma:dxmc::

tendremos igualmente a0 b=ma:d

bsd.

Las dos altimas proporciones qﬁe hemos dedu-
cido de la primitiva, se pueden enunciar de esta ma-
nera : El primer consecuente mas 6 menos cierto niimero
de weces su antecedente es al segundo consecuente mas
0 menos el mismo nitmero de weces su antecedente , como
el primer. término es al tercero, 6 como el segundo es
al cuarto.

Comparando separadamente las sumas entre si, y

cl—l—mc_ c

las diferencias tambien entre si, tendremos ~——— — —;
b——ma a

d—-mc __ d—mc
b—+ma  b—ma’

E%:—Z—, de donde se concluira
decir, b+ma: d-me s b—ma: d—mec; 6 mudando
de lugar los medios, b+ma: b—ma::d-+mec: d— mes
y si hacemos m=1, tendremos solamente b—+a.: b—a::
d-c¢:d—c, lo cual se enuncia de esta manera:

La suma de los dos primeros términos es d su di-
Serencia como la suma de los dos tltimos es d su dife-
rencia. !

225 Pudiendo la proporcion @: b:: ¢ : d escribirse
#*

€S
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5 e d
de estamaneraaz :c::b: d, resulrara—-i-m:—;i—m;
a

ctrma d=*mb
de donde ==y e fin c+ma:d*+mb::

a:bs56::0:d, de donde resulta que ¢/ segundo ante-
cedente mas 6 menos un cierto nitmero de veces el pri-
mero ¢s al segundo consecuente mas 6 menos ¢l mismo
niimero de veces del primero, como cualguiera de los an-
tecedentes es d su consecuente., :

Esta proposicion se puede tambien deducir sinme-
diatamente de la del parrafo anterior ; porque mudando
de lugar los medios de la proporcion primitiva a: b::¢: 4,
y aplicandole despues la proposicion citada, tenemos su-
cesivamente @#:c:: bid jctma: d=mbi: a:b6 ::c 1 d,
y dando en esta Gltima a las letras @, b, ¢, d las deno=
minaciones que tienen en la proporcion primitiva , re-
sulta la misma consecuencia que antes.

Haciendo m=1 se sacaran las proporciones parti=
cularescta:d=*b::a:bi:cidy c+a:c—a:: d-+b:
d—b ; lo cual quiere decir que la suma 6 la diferencia
de los antecedentes es d la suma 6 d la diferencia de los
consecuentes como un antecedente es d su consecuente 5y
que lz suma de los antecedentes es & su diferencia como
la de los consecuentes es d su diferencia.

3 b d h
En general , si tenemos —=— =-Ji === &Gy
a c e &z 2

hacemos T&f = q , resultara ;—l: q, é = :TL =¢q &c.;
lo cual dard "b=ag; d=¢q; f=eq; h=gq &c., y su-
mando por una patte los primeros miembros de estas
ecuaciones, y por otra los segundos, tendremos s—+d~

Jrh=ag+cq+eq+gq; 6 b+d+frh=gq (ato+re+rg);
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: ; b——d—~f—h b
de donde se sigue -———l_—=q=_..
a—t—c——e—-g

Lste resultando se enuncia diciendo que ¢z una se-
ric dé razones iguales 6 de cantidades . proporcionales
arb:icidiie: frig: h&c la suma de un nimero cual-
quicra de antecedentes es a la suma de igual nitmero de
consecuentes como un antecedente es @ su consecuente.

: b d
226 . Cuando hay dos ecuaciones =ty
% a C

~— = se pueden multiplicar entre si los primeros miem-
e 8 -

bros, y lo mismo los segundos, y resulta otra nueva

% of dh e ] ;
ecuacion ———, equivalente & esta proporcion
ae ce

ae: b ot egs dh,bla cual hubiera resultado igualmen-
te multiplicando cada término de la primera proporcion
a:b::c:d, por el que le corresponde en la segunda
ez fivig b

Cuando se multiplican los términos de una propor-
cion, cada uno por su correspondiente de otra, se dice
que las dos proporciones estan multiplicadas ordenada-
mente; los productos que resultan estan, como se ve, en
proporcion; y las nuevas razones son las razones com-~
puestas de las razones primitivas (Aritm. §. 166). -

Tambien es facil demostrar que de dos proporciones
se puede deducir otra nueva dividiendo ordenadamente
los términos de una de las primitivas por los de la otra.

. 1 b c SERsEEy
227 Como- de la ecuacnon-—:-l-se infiere esta
a a
bm (lnz g S i
otra = , la cual equivale a esta proporcion
a”‘ c"l 7

m 7,

a": b oy A", podremos establecer por principio ge-
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neral que los cuadrados , los cubos Y en general las. po-
tencias de un mismo grado de cuatro cantidades propor-

cionales estan tambien en proporcion.
; b d e
. . b
De la misma ecuacion o =ose deduce \/;=

mos ks m o=t
o : v Vd
V25 y como esta es equivalente 4 — =——, ten-
: Va Vi

Ml
dremos esta proporcion Va:Vb:: V- Vd, la cual
nos viene 4 decir que las raices de un mismo grado de
cuatro cantidades proporcionales permanecen tambien en
proporeion. :

Tales son las principales propiedades de las propor-
ciones, cuya teorfa no ha tenido otro objeto que el de
descubrir unas cantidades por medio de su comparacion
con otras. En el dia se hace ya poco caso ‘de ciertas de-
nominaciones latinas que se habian impuesto 4 las dife-
rentes variaciones ¢ trasformaciones que puede experi-
mentar una proporcion; y aun llegaria 4 inutilizarse en-
teramente todo el aparato de la doctrina de las propor-
ciones si en su lugar se pusiesen las ecuaciones corres-
pondientes; lo cual daria en mi sentir mas uniformidad
4 los métodos y mas claridad 4 las ideas.

228 De las proporciones es muy facil pasar 4 las
progresiones; porque habiéndonos ya imaginado en la
equidiferencia continua tres cantidades tales, que la ter-
cera exceda 4 la segunda tanto como esta a la primera,
se nos ocurre inmediatamente considerar un nfimero in-
definido de cantidades a,b, c, d &c. tales que cada
una de ellas lleve 4 la que la precede el mismo exceso N
de manera que sea b=a-+4; c=h+ P, d=—=r
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¢=d+J &c.: para indicar que estas cantidades tienen

esta particularidad se las escribe ast—a.b.c.d.¢. f&c.;

y la combinacion de todas ellas se llama progresion arit-
mética; pero he creido deber mudar este nombre en ¢l
de progresion por diferencias. (Véase Aritm. nota del
§- 175.) 1 i e

Siendo ¢=h~+J', si en esta expresion sustituimos
en lugar de b la expresion equivalente z~+ &, vendrs 4
ser c=a-+2J\; y puesto que d=c¢~+J, si sustituimos
a-2J\ en lugar de ¢, serd d=a+ 34\; del mismo mo-
do hallaremos que e=a—+ 44, y asi sucesivamente; de
lo cual se infiere que representando por » al nfimero
que designe el lugar que en la progresion ocupe un tér-
mino cualquiera, que Hamaremos /, serd I=a-+(n—1)8;
con cuya férmula se podrd calcular un término cual=
quiera de la progresion, sin necesidad de tener conoci-
dos los términos intermedios. ‘ !

Sea, por ejemplo, la progresion

—‘3.5.7.9.1‘1.1~3."i‘5.‘17.&c._;' :

en la cual el primer término a=3; la diferencia comun
d=2; y si queremos determinar el octavo término se-
14 3+(8—1) 2=17, es decir, el mismo que hemos
hallado, calculando sucesivamente todos los que le pre-
ceden. » & it : 3

La progresion que ‘nos hemos propuesto por ejem-
plo, se lNama crecients ; porque van creciendo sus'tép=

minos; pero vendrd 4 ser decreciente con solo escribirla

en Srden inverso, como aqui se ve: :
g S0 e €N 0 Sl L e el .——3_&;_.-1:

3
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Tambien es facil hallar en esta cualquier término por
medio de la formula @+ (#—1)§, en teniendo pre-
sente que en este caso es sustractiva 6 negativa la dife-
rencia comun §; porque aqui se debe restar de cada tér-
mino la diferencia para hallar el término siguiente.

Con igual facilidad se puede conocer la suma de
cualquier nimero de términos de cualquiera progresion
por diferencias. Representando esta progresion por

e e ST RO R DR e 1)

.

y designando por § la suma de todos sus términos, ten-
dremos :
S=a+b—+ceuiiiin+I+k+1

Escribiendo los términos del segundo miembro de
esta ecuacion en un -orden inverso del anterior tendre-
mos tambien

S=lth+7 i +0+b+a:
sumando estas dos ecuaciones y reuniendo los términos
que se corresponden, resultard :
25=(a+l)_|_(5+1:)+(c+i)+(i+c)+(k+[»)+(Z+a).
Ahora bien, por la naturaleza de la progresion tenemos,
procediendo desde el primer término hasta el Gltimo:
A+ =bsba D =ai vivit P=h; k= =1,

y por la inversa, procediendo desde el filtimo al pri~
mero: :
I—d=ks kh—=d=t.uc=d=bs; b—P=a;
y sumando estas {iltimas ecuaciones con las anteriores,
veremos que a@-+/=b-+hk=c-+ily; es decir, que en
cualquicra progresion por-diferencias la suma de los tér-
minos extremos es igual, d la suma de otros dos cuales-
quicra términos equidistantes de los extremos, y de con-

siguiente DS =2 )

—
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de donde se deduce que
’ _n(a=-1)

S=
2

‘Ap]i‘cando esta formula @ la progresion—‘g. §5.7.9. &c.

hallaremos que la suma de los ocho primeros términos
’es_’ B—+17)8

:80.

230 Las dos ecuaciones I=a + (n—1) J; y

G (a—+Dn

, combinadas nos. presentan el medio de

hallar dos de las cinco cantidades @, &, 7, ly S, en es-
tando conocidas las otras tres; pero como son demasiado
faciles estas aplicaciones, nos parece infitil que nos de-
tengamos a tratar de cada uno de los diferentes casos
particulares que pueden ocurrir.

231 Asicomo la equidiferencia continua dié motivo
para imaginar la progresion por diferencias, I propor-
cion continua di6 origen 4 la progresion por cuocientes
0 sea la progresion geométrica; la cual viene 4 ser una
combinacion 6 serie de términos tales, que el cuociente
de c.ualquiera de ellos dividido por el que Ie prec_ede:
€s siempre uno mismo, sea cual fuere el lugar de la se-
rie donde se tomen los dos términos que hayan de ser;
dividendo y divisor. Asi que las dos series ot

= 2:6:18:54:162:&c.

we ki

o Ly,
45 Is :‘5 :'—'_-:_Z&C-
g 3

son .progr_esione,s g_eométr_iga; 6 por cuocientes ; porque

si dividimos cualquier término de la . primera por el

que le preceda, el cyociente :es 3; y en la segunda
TOMO 11, DDD
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es 1; la primera es creciente, y la segunda desreciente.

Cada una de estas progresiones forma una serie de ra-

zones iguales, y por eso se las escribe como se ha visto.
SCAUNTr L. CruBinagirisis woseirs Kaa chis

los términos de una progresmn por cuocientes : hacxen-

b
do—=g, tendremos pet la naturaleza de esta pro-
a

gresion.
A S e e (55
b ol @i dshinih
y de consiguiente
b=aq; c=bg; d=cq; e=dgs..... I=kg.

Poniendo sucesivamente el valor de b en el de ¢,
este en el de 4, y asi sucesivamente, resultaran las si=
guientes expresiones:

b=aq; c=aq’; d—aq?" e=aq" 3. I=ag™™",
replesentando por # el niimero que desxgna el lugar
que en la serie ocupa el término /; 6 el nimero de
los términos que se consideran en la progresion pro-
puesta.

Por medio de la férmula /= aq "—¥ se puede calcu-
lar cualquier término sin necesidad de conocer los tér-
minos mtermedlos. Por ejemplo, el décimo término de
la progresion —— 2 : 6 : 18 : &c. es ignald 2 x 3°=
39366.

232. Tambien se puede obtener la suma de todos
los términos que se quieran de la progresion.
B @b voisvd &y
sumando ordenadamente las ecuaciones:
b=aq; c=bqs d=cq; e=Adq3u.. I=kg5:
porque resultara:
berodtes i 1= (atbrord o +k) 45

guiente S= gt
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y representando por S la suma cuyo vilor buscamos,

tendremos.:

;’*17+c+d+e.......~—+fl-=S—-4;
‘@+b+c+d...... .—h»k:S—l s

de donde concluiremos S—a=g (S—l) y ‘por :consi=
—
g1

Si por ejemplo quisiéremos ‘hallar la suma de los
diez primeros términos de la progresion

~—2:6: 18 &c.,
la férmula anterior nos daré:
2><5‘°—
—5—=3"—1=59048.
233 JLas dos ecuaciones

'Z=¢q"—!‘; e ql_a;

contienen las relaciones que entre si tienen las cinco
cantidades @, ¢, #, /, § de cualquiera progresion por
cuocientes, y nos dardn 4 conocer dos cualesquiera de
estas cantidades en estando conocidas las otras tres.

234 Si en la expresion que hemos hallado de S,
se sustituye #4" en lugar de /, resultar4:

iyl et

—1

Siempre que sea creciente la progresion, y de con-
siguiente sea ¢> I, sera la cantidad g" tanto mayor
cuanto mas considerable sea el niimero #; y podra §
ser mayor que cualquxera cantidad por grande que sea,
con tal que se dé 4 # un valor conveniente ; es decir,
con tal que se tome un nfimero suficiente de términos

de la progresion propuesta. Pero si la pregresion fuere
2
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decreciente, 6 lo-que es lo mismo, si ¢ fuere una frac-

. 1 <
cion representada por —, tendremos:

( 1 S 1 a
a "'I) am I-—-—-——) am — H
mn \ mn mr—"
D= = —_—

1

=] m—1 m—1I

m

y es evidente que cuanto mayor vaya siendo el nlme-

; y por con-

74 P . a
ro # tanto menor se hard el término ——
sigujente tanto mas se aproximard el valor de § a la

de la cual solo se diferencia €ne..ievverces

cantidad 2%,
m—-1
a

P

( 5 - : luego cumantos mas términos se tomen
m—14)mr— L Ty

am

de la progresion, tanto mas se acercard su suma eveecor

y aunque jamas podra ser exactamente igual a esta can-
tidad, podrd aproximarse 4 ella ‘de modo que la dife-
rencia sea menor que cualqulera cantidad por pequefia

que sea.

Es pues la cantldad 2 que representaremos por

L, no la suma, sino el hmlte de la suma de la pro-
resion decreciente; porque las diferentes sumas. pars
ciales que hemos representado por §, se aproximan mas
y mas 4 aquella cantidad sin poder jamas igualarse con
ella. : _
Aplicando estas . consideraciones a.da ’progresion
1 xatidbin, 4

— I = Py ies & tendremos @ =I; g=

1
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1
S n
—=3} ; de donde m=2; L_ (=25 lo cual nos

viene a decir -que cuantos mas términos se tomen de la
anterior progresion, tanto mas se acercara su suma 4 ser
1gua1 a 2. Hallamos con efecto

Icnuu.oun..nn--uu.u-u-- =1 = 20l

== g theseesssn et .=% —p e ——;—-
1 1

Ij=t= 9 Z............,.....-ﬁ%: 2——:—-

1

I+ ;""Z' %‘.-...... "_-.-1-(—?:2—-—%-
1

I+2+4 ;+1"'=f—é=2__116

&e.

La cantidad L se suele mirar como la suma de la
progresion decreciente por cuocientes , continuada al
infinito; pero no podemos formarnos una idea bien cla-
ra del significado de esta expresion, como no enten-
damos por ella lo que designamos con la voz limite
(Aritm. §. 121),

235 ~De la expresion S:fﬁn_i)
—1
sacar todos los términos que compozlen la. progresion
cuya suma representa; porque si se efectfia la division
de 4" —1 por g—1 (§. 158) hallaremos :
it 4 —gr

= — 'i—-q o I+g+g ~+q +q .>.......+g"_'i5 lo

se pueden

T

cual da S=a+ag+ag"+ag’.....+ag"—".

La expresion del valor'de L produce el mismo re-
sultado efectuando la division de 7 por m—1 del mo-
do siguiente:
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m | m—1I
1 1 1
—=m—41 | T A — o — o — =&,
i
—f
m
1 % (5
——r
in m
4
= me
&,

Se divide primeramente m por €l primer término
del divisor, segun se hace comunmente, y sale 1 de
cuociente; se multiplica este cuociente por el divisor,
y se resta el producto del dividendo; se divide despues
el residuo 1 por el primer término del divisor; y sale

por cuociente —, que se multiplica por el divisor, y

s 1 . , . .
resulta el residuo — con €l cual se ejecuta igual ope-

racion que en el anterior. Continuando de esta manera
se echa de ver al instante la ley que siguen todos los

. . . m
cuocientes parciales, y se ve que la expresion = es

v lente 4 la serie 1 +—1—+i+i+ &c. , continua-
equivalente 4 la s EaE e 5

da al infinito; y si en cada uno de los términos sus-

ok 1 St
tituimos ¢ en lugar de — , y los multiplicamos todos

por a, se vuelve 4 hallar 2+ ag+aq* +ag® +&c., es
decir, la progresion cuyo limite hemos designado por L.
236 Una vez que efectuando la division que estd

¥ §

DE ALGEBRA. 399

m
% resulta por.

indicada: en' la expresion fraccionaria
T wmmmes

cuociente la serie interminable
S 1 : i,
D Teeen el
es claro que ningun nimero de estos términos;, por gran~-
de que sea, podra jamas equivaler exactamente 4 la frac-

cion

Y
tambien es ficil ver que en siendo m> 1y de con=

1
» sea cual fuere el valor de m 6 de —; pero
m

siguiente — < I, cada uno de los términos de la serie
mn

serd tanto menor cuanto mas diste del primero; la suma
de un cierto ntimero de ellos se aproximaré tanto mas

. m
4 equivaler exactamente 4 7 cuanto mayor sea el

V1 et

namer6 de términos que se hayan sumado; y la apro-
ximacion serd tanto mas rapida cuanto menor que la
unidad sea —. En tal caso se llama convergente la serie,
. m AT Ty | :

Con efecto, si en la division precedente nos li-
mitdsemos 4 tomar el primero 6 los dos primeros 6.
los tres primeros &c. términos del cuociente, y al
mismo tiempo tenemos presentes los residuos, vendrin
; :
a ser

Cuocientes. Residuos. .
I.4".'.'.‘......'......'...' I‘
1 1
I 5000000 000000805008 omum -
m m-
5 o t; s
—-+-—'-.|u.".0u —
m m* m*
&e.
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Ahora bien, los cuocientes parciales que. acabamos
de indicar no pueden aproximarse al verdadero valor

de ="
m—1 _ :
residuos que les correspondan; y como esta circunstan-
cia se verifica solo cuando m es mayor que la unidad,
solo en este caso sera convergente la serie. En todos los
demas casos los residuos van creciendo mas y mas; de

consiguiente cada vez van siendo menos despreciables;
cuantos mas ‘términos tomemos de la serie, mas nos ale-

, sino 4 proporcion que sean despreciables los

m
jamos del verdadero valor de ==Y pOr -esta. razon:

se llama divergente la serie. :
Para aclarar mas esto hagamos sucesivamente m=2;
m=13; m=4+. El primer supuesto da

o1
S gy et e S R G,
SN Tobsmee AT iker <@ 206

y ya hemos visto (§. 234) que con efecto la serie que
se halla en el segundo miembro se, aproxima tanto mas
4 ser 2 cuantos mas términos se toman de ella; sera
pues convergente. :

Del segundo supuesto se infiere que

I e L P T o
m—71 0

Este resultado I-+I-+ I-+I-~1- I &c. continua-

do, como dicen, al infinito, vendra a ser una cantidad
o : 1
infinita, como lo exige la naturaleza de la expresion o

pero si no haciendo caso de los residuos supusiésemos
~que un cierto niimero de términos de la serie era lgual

1 :

4 —, vendriamos 4 dar en un manifiesto absurdo; por-
0 :

DE ALGEBRA. 401
que debiendo el divisor multiplicado por el cuociente
reproducir el dividendo, es necesario que

=(I+I+I+1%+na)0;
y como el segundo miembro de esta’ ecuacion se reduce
a cero, vendriamos a deducir que 1 =o. ;

El tercer supuesto nos conduce 4 consecuencias no
menos absurdas siempre que despreciemos los residuos,
y miremos 4-la serie que resulta por: cuociente como
una expresion exacta del valor de la fraccion de donde
se deriva. En efecto, haciendo m=1%, hallaremos:

m

i I+2+4+8+16-+&c.;
m—

lo cual es evidentemente falso.
~* Estas contradicciones desapareceran luego que ob-
servemos que en el segundo caso los residuos
A Wi it |
I &rc
m m’ om3

son todos iguales & I; y pues que jamas disminuyen, no
se les debe despreciar por mas que se continfie la divi-
sion; por manera que al producto del divisor por el
cuociente parcial que tomemos, deberemos afadir el re-
siduo I, y asi tendremos la ecnacion exacta i
I=(I+I+TI1-+1+ )0+ 1.
En el tercer caso los residuos

1 1 1
I S e e &C.
m m® m?

forman la progresion creciente 1, 2, 4,8, 16 &c.;y
de consiguiente son menos despreciables que en el caso
anterior ; por manera que solo afiadiendo 4 cada cuo-

ciente parcial el residuo que le corresponda, se podrin

obtener las siguientes expresiones equivalentes @

5
TOMO 1I. EEE
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I —
m—A4
1 1
) g e i
m m (m—I1)
1 1 1
Ko e b R
m m2 m* (m—1)

&c.
las cuales son todas iguales 4 — 1 cuando m=3.

Si hacemos m=—n se convertira la fraccion

m—71
n

en ; y la serie que representa el cuociente de la

n—4%
division que en aquella expresion estd indicada , se con-
vertird en ;
Lty 1 1 1

e e T e &
n—-1 n n’ n®

y haciendo »= 1, tendremos:
Crp e ph o ri L AR S

Si despreciando los residuos tomaremos un niimero
par de términos de la Giltima serie’, la Gltima ecuacion
vendra 4 ser Z=o), y si fuere impar el niimero de tér-
minos de la serie, la ecuacion serd Z=1; y de con-
siguiente en todos casos es falsa' la ecuacion supuesta;
en unos por defecto, y en otros por exceso. Esto nos
hace ver que, sea cual fuere el nlimero que tomemos
de esta serie , jamas deberemos despreciar el residuo.

Si en la serie precedente suponemos n=2 , ten-

2 1 i 1
dremos — = 1 —++ —— —-+ — — &c.; en cuya ex-
3 4 8 16 5
¢ i 3 5
presion se ve que las sumas parciales 1, z, s &c.

son alternativamente mayores y menores que el verda-
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dero valor de

9
, que en este caso €s —; Pero al
n—+1 3

mismo tiempo se ve que aquellas sumas se van aproxi-
2 dits.

mando mas y mas a —; de consiguiente es convergen-
3

te la serie propuesta, y el residuo de la division sera
tanto mas despreciable cuantos mas términos tomemos
del cuociente. :

Aunque las series cuyos términos van aumentando
se alejan cada vez mas del verdadero valor dela ex-
presion de donde dimanan, y por esta razon se llaman
divergentes; consideradas sin embargo como unas me-
ras trasformaciones de estas expresiones, pueden sernos
muy ftiles para darnos a conocer todas las propiedades
que no tengan conexion con la suma de tales cantidades.

237 Si continudsemos cualquiera. division alge-
braica, en la cual el dividendo no sea miltiplo del di-
visor, como lo hemos hecho (§. 235) en la division
de m por m— 1, resultaria siempre expresado .el- cuo-
ciente por una serie interminable de monomios. Las ex-
tracciones de las raices incomensurables 6 de potencias
imperfectas, continuadas del mismo modo conducirdn
tambien 4 series interminables 6 infinitas; pero todas es-
tas series se obtendran con mas facilidad por medio de
la férmula del binomio, como lo manifestaremos en el
complemento, donde trataremos de las series mas cono-
cidas.

De las cantidades exponenciales y de los logaritmos.

238 En ninguna de las cuestiones resueltas hasta
aqui ha sido exponente la incégnita, como lo seria si
!
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nos propusiésemos determinar el nfimero de los térmi-
nos de una progresion por cuocientes, cuyo primer tér-
mino, el fltimo y la razon 6 cuociente comun estuvie-
sen dados. Con efecto, para resolver esta cuestion ten-
driamos (§. 231) la ecuacion /=ag™", en la cual
seria # la incégnita; y haciendo por abreviar n— 1 =z,
resultaria /=a4". Los métodos directos expuestos ante-
riormente no son suficientes para resolver esta ecuacion,
ni los signos que hasta ahora hemos adoptado lo son
para indicar la serie de operaciones que se deben eje~
cutar con las cantidades conocidas, para que resulte el
valor de una incégnita que sea exponente, Para poner
todo esto mas en claro hagamos notar,, segun lo ha eje-
cutado Euler, la conexion que tienen entre si las dife-
rentes operaciones del Algebra, y cémo de cada una de
ellas se origina una nueva especic de cantidades.

239 Si representamos por @ y b dos cantidades
cualesquiera que nos propongamos sumar, podremos de-
signar por ¢ el resultado de la operacion, y tendremos
la ecuacion siguiente a+b=¢; y si de esta ecuacion,
que nos da a conocer la relacion de las cantidades que
entran en ella, quisiéremos deducir el valor de 2 6 el de
b hallatemos a=¢—b; b=c—a; y hé aqui la sustrac-
cion originada de la adicion; y en caso que el minuendo
sea menor que el sustraendo , y de consiguiente no’ pue-
da efectuarse la sustraccion en el é6rden en que esta indi-
cada, viene 4 ser negativo el resultado. La repetida adi-
cion de una misma cantidad da origen 4 la multiplica-
cion; y si llamamos 2 al multiplicador, & al multipli-

cando y ¢ al producto, tendremos ab=c, de donde se

c c ? - -

deduce e b=—; y de aqui proceden la divi-
a

DE ALGEBRA,. 405
sion y las fracciones, que son consecuencia de ella en
todos los casos en que no es posible efectuarla exacta-
mente y sin residuo final. La repetida multiplicacion
de una cantidad por si misma produce las potencias de
esta cantidad, por manera que designando por 4 el nf-
mero de veces que a es factor en la potencia ¢ que se
considere , tendremos "= ¢. Esta ecuacion se diferencia
esencialmente de las anteriores en que las cantidades «
y b no entran ambas en ella de un mismo modo; y de
aqui procede que la operacion, cuyo resultado nos da
a conocer el valor de la una, no es suficiente para de-
terminar el de la otra. Si estando conocidas ¢ y 4 que-
remos hallar el valor de @, nos basta efectuar una sim-
ple extraccion de raiz; y esta operacion da origen 4
una nueva especie de cantidades, que son las irraciona-
les; pero si conociendo @ y ¢ nos propusiéremos hallar
el valor de b, tendremos que recurrir 4 métodos parti-
culares, que daremos & conocer despues de haber mani-
festado las principales propiedades de la ecuacion 2 = .

240  Bien se deja conocer que si conservando 4 Ia
letra 2 un cierto valor invariable , que supondremos ma-
yor que la unidad, hacemos variar, segun queramos,
el de b, podremos obtener para ¢ todos los nfimeros ima-
ginables. Con efecto, haciendo b=o, resulta ¢ = 1 y
despues a proporcion que vaya creciendo 4 irdn los va=-
lores de ¢ siendo cada vez mayores que la unidad, y
podran llegar 4 ser tan grandes como se quiere. Si fuese

negativo el valor de 4, la ecuacion que hemos, supues-

were 1 :
.. [ 74
to @"=¢ se convertiria en @ "=¢, 6 en — —r; y los
ab

valores de ¢ irian siendo tanto menores cuanto mayor
fuese el valor negativo de 4; por manera que podrian
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llegar 4 ser tan pequefios como se quisiera. Co.n solo
pues variar el exponente b de una misma cantidad 2
se pueden deducir de la misma ecuacion supuesta, pa-
ra ¢ todos los nimeros positivos posibles enteros 6 frac-
cionarios en el caso que « sea mayor que la unidad. Lo
mismo sucederia aun cunando fuese a<I, sin otra dife-
rencia que la de que las variaciones de ¢ procederian en
sentido contrario al del caso precedente: es decir, que
los valores de ¢ aumentarian cuando los de 4 fuesen ne-
gati'vos; y disminuirian aquellos cuando estos fu.esen
positivos. Pero si supiéramos a=1, resultaria siem-
pre ¢=1, cualquiera que fuese el valor de &; y por
esta razon miraremos la @ en todo este tratado como que
representa una cantidad mayor 6 menor que ’la unida&-i.
Para indicar que mientras conservamos a la canti-
dad designada por « un mismo valor, consideramos 4
las cantidades b y ¢ como susceptibles. de cuantos v.alo-
res puedan imaginarse, 6 segun se dice 3 como cantida-
des wariables, representaremos a estas .ulfu.nas con las
letras © é g, con lo cual la ecuacion primitiva se tras-
formard en esta otra @”=jy. Ya se deja entender que en
esta ecuacion # cada valor particular de x corresponde
otro valor particular de y, y al contrario; por manera
que en estando determinado el valor de una de estas
cantidades, no puede ser arbitrario el de 1:.1 otra,

241 Bsta mutua dependencia 6 relz.lcmn entre las
cantidades x é y, es decir, entre cualqulera potencia y
de una cantidad #, y el exponente x de su grado merece
mucha atencion , porque puede sernos muy ftil, no scflo
para los calculos algebriicos, sino tambien para ‘los At
‘méticos. En efecto, si consideramos otra plotencxa y . de
la misma cantidad 4, y designamos por 2" el exponente
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que corresponde @ esta nueva potencia, tendremos
a”'=y';y por consiguiente si multiplicamos esta Gltima
ecuacion por la anterior, tendremos Yylaz g sciptl==
a**+*'. §i dividimos una por otra, resultara

/
as o

/
RAgS el
e

AL

Ultimamente, si en cualquiera de las dos ecuacio-
nes supuestas elevamos ambos miembros 4 una potencia
indicada por el exponente m, 6 extraemos de ellos la
raiz cuyo exponente sea #, tendremos estos otros re-
sultados:

b z\Nm __ . mz,
J/t —(a >1—az ;
yr=(a) =an.

Los dos primeros resultados nos hacen ver que en
conociendo los exponentes ¥ y 2’ respectivos 4 las po-
tencias y € ', tendremos en la suma de ellos el expo-
nente que corresponde al producto y4 de las dos poten-
cias; y en la diferencia de los exponentes » y 2’ ten-

7l
dremos el que corresponde al cuociente 2 de las dos

potencias. Las dos fltimas ecuaciones manifiestan que
el exponente respectivo 4 una potencia cualquiera de 5
se obtiene por medio | de una simple multiplicacion ; y
por medio de una simple division el que corresponde 4
una raiz cualquiera de y. De aqui es fécil inferir que
si tuviésemos una tabla, en la cual se hallasen al lado
de cada uno de los niimeros y los valores correspondien-
tes de », de manera que dado J se pudiese tener z, y
reciprocamente, en este caso quedaria reducida & ung
simple adicion la multiplicacion de dos niimeros cuales-
quiera ; porque en lugar de efectuar la operacion con

i
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estos nlimeros que hemos representado por 4,y , suma-
riamos los valores de x,7' que les correspondiesen; y
buscando despues en la misma tabla el niimero respec-
tivo 4 esta suma , aquel nimero deberia ser el producto
que buscdbamos. Asimismo si tratisemos de efectuar
una division, buscariamos en la tabla los valores de z,2,
que correspondiesen al dividendo y al divisor; restaria-
mos del correspondiente al dividendo el respectivo al
divisor, y el nfimero que correspondiese 4 la diferencia
de los valores de w,a seria el cuociente que nos pro~
poniamos hallar. De este modo la division se ejecuta-
ria por medio de la sustraccion,
Estos dos ejemplos pueden ser suficientes para dar
4 conocer la utilidad que debe resultar de tener ya
formadas semejantes tablas. Asi es que se ha adoprado
eneralmente el uso de ellas desde que Neper las inven-
t6. En ellas 4 cada uno de los tres niimeros que entran
en la ecuacion fundamental o=y se le ha atribuido
cierta denominacion. Los diferentes valores de y conser-
van el nombre general de niimeros. Los diferentes va-
lores del exponente x estan designados con la denomi-
nacion de logaritmos de los n(imeros 4 que correspon -
den. El nlimero invariable representado por « se llama
la base de la tabla 6 del sistema de logaritmos. Asi que
los logaritmos son los exponentes de las potencias a que
se debe elevar un nitmero invariable, para que se vaya
sucesivamente igualando d todos los niimeros imaginables.
En lo sucesivo representaremos el logaritmo de y
por ly, de modo que sera x=ly; y por sery=a
vendra 4 ser y=a".
o242 Las propiedades que hemos demostrad'o de
los logaritmos son independientes del valor particular
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del nfimero @, 6 de la base; y de-ahi-es que-se pueden
formar una infinidad de tablas 6 sistemas diferentes, eli-
giendo para base de cada tabla 6 sistema el nfimero que
queramos 6 mas nos acomode, con tal que no sea la
unidad. Tomando, por ejemplo, a=10, la ecuacion
fundamental de este sistema particular serd y=(15)",
y de- ella se deducira inmediatamente que los nfimeros
I; I0o; I00; 1000; 10000; 100000 &c., que son
todos potencias perfectas de la base 10, tienen por loga-
ritmos en esta hipotesi los nfimeros o, 1, 2, 3, 4, § &c.
En esta serie de logaritmos se pueden ya observar las
propiedades generales que hemos demostrado en el par-
rafo anterior. En efecto, sumando los logaritmos de 10
y de 1000, que son Iy 3,se ve que su suma 4 cor-
responde 4 10000, que es el producto de los nlimeros
Ioy IoooO. ;

243 En el supuesto de habei elegido @ 10 por
base , los logaritmos de los nfimeros ‘intermedios-entre 1
y 10, entre 16'y 100, entre 100 y: 1000 &c. no se
pueden obtener sino solo por aproximacion. Si se tratase,
por ejemplo, de hallar el logaritmo que en este siste-
ma corresponde 4 2, seria necesario resolver la ecua-
cion (10)*=12. Para esto podremos hacer uso del mé-
todo que hemos dado ya 4 conocer (§. 221); es de-
cir, se hallaria primeramente el nfimero entero que mas
se aproximase al valor de x; y por lo que 4 esto res-
pecta, se ve inmediatamente que la x correspondiente
al nmero 2 estd entre o y 1, puesto que (10)°=1;

1

i

¥ (10)' =10; haremos pues x=—, y tendremos
z :

1

(10) =2, 6 10=122; y como para que se veri-
TOMO II. FFF
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fique, como debe, esta {iltima ecuacion, ha de estar z

<

: : 1 :
entre 3 y 4, supondremos z=3 Ay resultara:

2 b 1055
[0} 2 P ==
8 4
; i BenE
6 tiltimamente 2= ( _),

Para que’ se verifique la iltima ecuacion debe es-
tar el valor de 2" entre 3 y 43 y de consiguiente su-

o
pondremos z'=3+—, y tendremos: .
2l

==
4 4 4/

de donde sacaremos:
1

1D N 20 dNgoi 428 o 428 52 (1B
(-——-)z//: 2 <__>‘=__.; (0] ( ) = —;
4 5 125 125 /¢ 4
y- despues de un corto ntimero de tanteos hallaremos
que 2" estd entre 9y« ro. Del mismo modo podremos
continuar cuanto 'queramos la aproximacion; pero co-
mo nuestro intento en-indicar este método: ha sido solo
manifestar la ‘posibilidad: de hallar los logaritmos de to-

. e 1/
dos ‘los nfimeros , nos:limitaremos 4 suponer 2 =0, y

i (5555 ! 28 93 28
retrocediendo hallaremos 2'="; z—=—; vr=—_. Re-
9. 28 95

duciendo a4 decimales este valor de x, se ve que hasta

la cuarta cifra esta’ conforme con el verdadero; porque

da x=0,30107 y por cilculos llevados a mayor grado
de aproximacion se ha averigunado que aproximado
hasta 7 decimales, resulta x=o0,30103%0. Puesto que
todo logaritmo debe considerarse como exponente de la
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base, para interpretar este valor de x como el de un
exponente, s necesario imaginarse que si se eleva el
nimero 10 4@ la potencia indicada por el niimero
30103003 y si del resultadocse extrae una raiz del
grado designado por 10000000, resultara un niimero

5010300
muy préximo 4 2 ; esto es; que (10) 10000000 =2 con
corta diferencia ; en cuya ecuacion el primer miembro
& 3010299

es algo mayor que 2; pero el nlinero Io 10000000
sera algo menor.* :

244 Multiplicando sucesivamente por 2, 3, 4 &c.
el logaritmo de 2, se obtienen los de los nlimeros 4,
8, 16 &c., que son la segunda, tercera, cuarta &c.
potencias de 2. Anadiendo al logaritmo de 2 los loga-
ritmos de 10, de 100, de Iooo &c. se deducen los
de 20, de 200, de 2000 &c.; y generalmente en co-
nociendo los logaritmos de los ntimeros primos , es muy
facil hallar los logaritmos de todas los niimeros com-
puestos, pues que estos no pueden menos de ser po-
tencias 6 productos de los niimeros primos. Siendo, por
ejemplo, el nimero 210 igunal 4 2x3xgx7, sera

larto=l 2+13+lg +17;
10
Y BoLisens s tendremos:
lg=lros=da

245 Como los logaritmos estan por lo comun ex-
presados en decimales, se les puede considerar como
compuestos de dos partes, a saber; de las unidades en-
teras que se hallan situadas 4 la izquierda de la coma,

* Vease 1a nota Gltima que se halla al fin de este tomo.
%
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y de las cifras decimales que estan 4 la derecha de ella;

A la‘primera parte del logaritmo se la ha dado el nom-
bre de:caracteristica, porque en los logaritmos del sis-
tema de que vamos hablando, que resultan de la su-
posicion ‘de @a=10, y que se llaman logaritmos comu-
nes, da esta parte a conocer cual es el orden mas ele-
vado de unidades que se halla en el nlimero cuyo lo-
garitmo suponemos conocido. En efecto, hallandose en-
tre o y. I todos los logaritmos de los nimeros com-
prendidos entre Iy 10, tienen precisamente o por ca-
racteristica ; todos los de los nQimeros comprendidos
entré 10 y-100 tienen I ; todos los de los nlimeros com-
prendidos entre Ioo y looo tienen 2; y em gene-
ral, la caracteristica de un logaritmo tiene una unidad
menos que cifras de enteros haya en la combinacion con
que esté representado el nimero. :

A la segunda parte de cualquier logaritmo, es de-
cir, a la fraccion decimal que en ¢l se halla, le suelen
algunos dar el nombre de mantisa.

246 Tambien es muy digno de notarse que en el
mismo sistema, siempre que un nfimero sea 10 6 100
6 1000 &c. veces mayor 6 menor que otro, sus loga-
ritmos tienen la misma fraccion decimal, 6 sea la mis-
ma mantisa, y solo se diferencian en las caracteristicas.

Asi es que a los ;

Niumeros corresponden los Logaritmos.

543600 57352794
§4360 4,7352794
5436 3,7352794
54356 2,7352794
54,36 1,7352794
5,436 0,7352794
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porque siendo cada uno de estos niimeros el producto
del inmediato siguiente multiplicado por 10, cada lo-
garitmo debera ser (§. 241) la suma del siguiente y
del de 103 y como este logaritmo es la unidad, su adi-
cion no puede alterar la fraccion decimal del otro, sino
solo su caracteristica. 4

247  Con arreglo 4 lo expuesto (§. 240) debe-
ran ser negativos en el mismo sistema los logaritmos de
todos los quebrados propios; porque representando todo
quebrado al cuociente de'la division del numerador por
el denominador, el logaritmo de cualquier quebrado
deberd hallarse ( §. 241) restando del logaritmo. del nu-
merador el del denominador; y de consiguiente cuando
el numerador sea menor que el denominador, el loga-
ritmo sustraendo sera mayor que el minuendo; la sus-
traccion no podra efectuarse en el orden que la regla
prescribe, sino en el inverso, y por tanto serd negativo
el residuo.

Para hallar, por ejemplo, el logaritmo de la frac-
cion £, deberemos restar de cero, que es el logaritmo
de 1, el logaritmo c,3010300 del denominador; y
asi resultara

Il=—o0,3010300.
Restando de cero el nimero mixto 1,3010300,
que es el logaritmo de 20, tendremos:
e e 5
: —2—0———-1,301030~J. i
Siendo 0,3010300 el logaritmo de 2; y 0,4771213

2
el de 2 icerg 1?: 0,3010300 —0,4771215 =—

0,1760913.
Si para que sean posibles estas sustracciones, que
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en realidad no lo son, afiadiésemos al logaritmo minuen-
do las unidades que sean necesarias 6 que nos parez-
can convenientes, el residuo vendra a ser- positivo; pe-
ro como estas adiciones equivalen @ multiplicar por 1o
6 por 100 6 por 1000 &c. el quebrado propuesto,
el residuo sera el logaritmo de un nimero 10 6 100
6 1000 &c. veces mayor, 6 lo que viene a ser lo
mismo; serd el de tantas unidades como décimas &
centésimas & milésimas &c. equivalgan al mismo que-
brado. _ :

En efecto, si tratando de hallar el logaritmo de I
afiadimos una unidad al logaritmo del numerador para
que pueda restarse el logaritmo del denominador, el re-
siduo positivo ©,6989700 sera el logaritmo no de £ si-
no de ¢ unidades, que es una cantidad to veces ma-
yor que =, olo que es lo mismo, el de tantas unida-
des como décimas equivalen a I,

3 7 RO
Si tratando de hallar el logaritmo de-go—anadlmos

2 unidades al logaritmo del numerador para que pue-
da efectuarse la sustraccion de 1,3010300, el residuo
positivo 0,6989700 sera el logaritmo de una cantidad
100 veces mayor que el quebrado propuesto, 6 lo que
es lo mismo, el de tantas unidades como centésimas equi-

Stibid
valen 2 —.
20

. 45 . 2
Si proponiéndonos haliar el logaritmo de o8 Bas

reciere conveniente afadir al logaritmo del numerador
4 unidades, es decir, el logaritmo de 10000 ; en ha-
biendo sustraido de esta suma el logaritmo del deno-
minador, el residuo positivo 3,8239087 sera el lo-

DE ALGEBRA. 4158

_ 2
garitmo de un nimero 10000 veces mayor que —, 0

i 5]
lo que es lo mismo, el de tantas unidades como Jrez

Gans . , 2
milesimas equivalen a —.
3

Aunque los logaritmos que de este modo hallamos
no sean los verdaderos que buscabamos de los quebra-
dos, son sin embargo los que mas se usan 4 fin de evi-
tar los logaritmos negativos; y para dar mas uniformi-
dad a los calculos se afiaden por lo comun 10 unidades
al logaritmo del numerador. Por manera que tratando

i 2
de hallar el logaritmo de = restaremos de 10,3010300

1 * .
el logaritmo 0,477 1213 del denominador, y ¢l residuo
9,8239087, que es el logariumo de un nfimero diex

A2 2
mil millones de veces mayor que —, serd el que habre-
] 3 -

mos de emplear en lugar del verdadero: logaritnio del
quebrado propuesto. Tt
Es verdad que de este modo empleanios: un loga-

- 11tmo con 10 unidades de mas; pero serd muy ficil sy-

primirlas, luego que agregindose este logaritmo 4 al-
gun otro, haya en la suma unidades bastantes para
efectuar aquella supresion indispensable para rectificar
el resultado. En efecto, si: hubiéramos de hallar con el

auxilio de los logaritmos el producto de Emultipli-
Zooh

cados por 18, sumariamos el logaritmo I,2552725%
del multiplicador con el logaritmo 9,8239087 5y su-
primiendo de la suma las 1o unidades que este segun-
do lleva de mas, serd 1,0791812 el verdadero loga~
ritmo del producto que buscdbamos,
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248 Si, por la inversa, se nos propusiere un lo-
garitmo negativo, y se nos preguntare qué namero le
corresponds, ya podemos tener certeza de que debera
ser un quebrado propio; y suponiendo, como siempre
nos es permitido, que su numerador sea la unidad, su
denominador habra de ser el niimero que corresponde-
ria al logaritmo propuesto si fuese positivo. En efecto,
—0,1760913, que como ya sabemos es el logaritmo

de e lo es por consiguiente de —y el logaritmo deg-
: 2z

es justamente o0,1760913

No es muy céomodo para la practica este método
o 0 7 .
de hallar el nlimero correspondiente a un logaritmo ne-

gativo; porque despues de haber determinado el niime-

ro que corresponda al mismo logaritmo positivo, tene-
mos ademas que dividir por este nimero la unidad. Por
esta razon lo que mas comunmente se practica es restar
de una, dos 6 tres &c.-unidades: es decir, del logarit-
mo de uno de los nlimeros 10, 100, 1000 &c, el lo-
garitmo propuesto, prescindiendo de su signo; se busca
despues el nfimero que corresponde al residuo; y cuan-
tas unidades tenga este namero, otras tantas décimas 6
centésimas 6 milésimas &c. equivaldran al quebrado
que buscibamos, segun que hayamos elegido para
minuendo el logaritmo de 10 6 el de 100 6 el de
1000 &c. .

Si nos propusiéramos ,’pér ejemplo, hallar el que-

brado correspondiente al logaritmo —o0,3010300, res-
tariamos de una unidad 6 de 1,0000000, que es el
logaritmo de 10, el logaritmo o,3010300, que es
el del denominador.de la fraccion que buscamos, El
residuo 0,6989700 sera (§. 241) el logaritmo de

aticatt
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un cuociente 6 quebrado diez veces mayor, 6 lo que
es lo mismo, el de tantas unidades como décimas equi-
valen al quebrado que deseamos conocer. Viendo pues
en las tablas que el logaritmo 0,6989700 correspon-
de a4 § unidades, inferiremos que el logaritmo propues-
to—o0,3010300 corresponde 2 0,5.

Si nos propusiéramos hallar el quebrado correspon-
diente al logaritmo—o0,0280287, y restasemos de 4
unidades 6 de 4,0000000, que es el logaritmo de
10000, el logaritmo positivo 0,0280287, el residuo
3,9719713 seria el logaritmo de un cuociente 6 que-
brado 10000 veces mayor que el que buscamos, 6 lo
que es lo mismo, el de tantas unidades como drezmilé-
simas equivalen 4 este Gltimo quebrado. En viendo
pues en las tablas que al logaritmo 3,9719713 cor-
responde el nimero 9374, inferiremos que el logarit-
mo propuesto—o0,0270287 corresponde 4 la fraccion
0,9375-

Por lo comun se elige para minuendo 4 10 uni-
dades, 6 lo que viene 4 ser lo mismo, al logaritmo de
10000000000 ; y de consiguiente el residuo ven-
dra a ser el logaritmo de un cuociente 6 quebrado
10000000000 de veces mayor que el que buscamos.
Si, por ejemplo, nos propusiéramos hallar el quebrado
que corresponde al logaritmo — 0,1072 100, restaria-
mos de 10 unidades el logaritmo positivo 0,1072100;
y el residuo 9,8927900, que en las tablas correspon-
de al nimero 7812500000 sera el logaritmo de un
niimero 10000000000 veces mayor que la fraccion
que buscamos. Sera pues estas0,7812500000, 6 lo
que es lo mismo, 0,78125.

Si de la sustraccion hubiera resultado 8,8927900,

TOMO II. GGG
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el nlimero correspondiente seria 781250000, y la frac-
cion seria 0,07812¢. Si hubiese resultado 7,8927900,
la fraccion seria 0,007812¢;y en general siempre que
nos propongamos determinar la fraccion correspondiente
a un logaritmo que tenga 1o unidades de mas, la mis-
ma combinacion de cifras con que esté representado el
nfimero entero que en las tablas corresponde al logarit-
mo propuesto , representara la fraccion decimal que se
busca; pero con la advertencia de que si la caracterfs-
tica fueré 9; no habra cero alguno & la derecha de la
coma; si la caracteristica fuere 8, habra un cero 4 la
derecha de la coma; si 7, dos; y en general habra 4 la
derecha de la coma tantos ceros como unidades falten 4
la caracteristica para llegar a nucve. A

249  Es facil ver que si tratando de quitar 4 uni-
dades , por ejemplo, de otro niimero cualquiera, que re-
presentaremos por IN; en lugar de efectuar la sustraccion

afadimos & NN las 6 unidades que faltan al sustraendo

para llegar a 10, la suma tendra 10 unidades mas que
el residuo que buscabamos; y de consiguiente para ob-
tener este residuo habra que quitar de aquella suma 10
unidades. En efecto, N+ 6=N-=+10—4; y es claro
que en suprimiendo Io de esta Gltima expresion, re-
sulta N—4; es decir, el verdadero residuo que nos
proponiamos hallar.

A consecuencia de esta observacion se ha ocurrido
convertir en adiciones todas las sustracciones que ten-
gamos que efectuar con los logaritmos, sustituyendo en
vez de cada sustraendo la cantidad que 4 este falte para
llegar 4 10 unidades, ;y suprimiendo de la suma estas
10 unidades.

Lo que falta 4 cualquier ntimero para llegar 4 10
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6 100 6 1000 &c. unidades; y en general lo que fal-
ta 4 cualquier nimero para componer una unidad del
6rden inmediato superior 4 las mas elevadas que en él
haya , se llama su complemento aritmético. Asi que, el
complemento aritmético de 7 es 3; el de 84 es 16;
el de 687 es 313, y asi de los demas, Se- puede facil-
mente hallar el complemento aritmético de un ntmero
representado por una combinacion de muchas cifras, res-
tando de ¢ el valor de cada una, 4 excepcion de la pri-
mera de la derecha, cuyo valor se restarda de 1o0.

El complemento aritmético del logaritmo ‘de un
nimero toma el nombre de complemento logaritmiso del
mismo niimero; y haciendo uso de esta expresion’, di-
remos que en vez de restar-el logaritmo de un namero
podremos sumar el complemento logaritmico de:este
mismo n{imero, con tal que de la suma suprimamos 10
unidades, En caso que se hayan de restar muchos lo-
garitmos , se' sumardn sus respectivos complementos; 'y

‘de lassuma se suprimiran tantas decenas: de unidades «o-

mo complementos se hayan ‘sumado; Algunas yeces no
es posible efectnar la supresion de todas estas dece-
nas; y entonces el resultado, que:tendra- 1o unidades
de mas, seria el complemento logaritmico de un que-
brado propio, y correspondera en las tablas 4 un nii-

cmero entero representado por la misma combinacion de

cifras que la fraccion decimal equivalente al quebrado
(§. 248). :

La exposicion que acabamos de hacer del sistema
de logaritmos cuya base #=10, contiene los princi-
pios generales necesarios para la inteligencia de las ta-
blas; y como 4 casi todas ellas les precede una instruc-

cion relativa 4 su particular disposicion y al modo de
*



i

420 TRATADO ELEMENTAL

usarlas, creemos superfluo detenernos mas sobre este
asunto *, 5
250 Cuando despues de haber elegido una bass

particular hayamos determinado el logaritmo de un nfi-
mero, nos sera sumamente facil halla el logaritmo que
corresponde al mismo nfimero en otro “sistema cualquie-~
ra; porque si representamos por @, .A las bases de los
dos sistemas, y por &, X los logaritmos que en ellos
corresponden al nGmero y, tendremos estas dos ecua=-
ciones QE= Y5 AXzy;
de las cuales se deduce esta otra a*=4"; y tomando en
un mismo sistema los logaritmos de los dos miembros
de Ia @iltima, tendremos esta otra:

laz =147,
6 su equivalente

gla=XI14.

Ahora bien, si suponemos tomados en el sistema
de la base @ los dos logaritmos que entran en la filti-
ma ecuacion, sera la=1; y de consiguiente toda la
ecuacion se trasformara en la siguiente:

r=X14;
de la cual se deduce
x
L= g

Si asi como hemos anteriormente (§. 241 ) puesto

ly en lugar de x, ponemos ahora Ly en lugar de X, Ja.

tiltima formula podra escribirse de este modo :

ly

142 :
-la cual nos da a entender que en dividiendo el logarit-

*

Ly =

Las tablas de Callet (edicion estercotipa) y las de Bordd son
* bastante extensas y cémodas.
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mo que en un sistema corresponde d un mimero cyal-
quicra, por el logaritmo que & una nueva base corres-
ponde en ¢l mismo sistema, el cuociente es el logaritmo
que corresponde al mismo nimero en el sistema de la
nueva base, :

De la Gltima férmula se deduce tambien que
.I%—=IA; lo cual nos hace ver que, sea cual fuere
el nGimero representado por ¥ » existe entre los logarit-
mos que le corresponden en dos sistemas diferentes una
razon invariable representada por 1.4,

21  En cuantos sistemas son imaginables el loga-
ritmo de la unidad es necesariamente cero; porque, sea
cual fuere el valor particular de 2, no puede menos
de verificarse la ecuacion 2°=1. Los logaritmos de los
nimeros mayores que I van creciendo sin limite, 6 co=
mo se dice, al znfinito, asi como los mismos niimeros;
y por lo que respecta 4 los nmeros mayores que la
unidad 6 fraccionarios, la ecuacion = i —=a~ " nos
hace ver que cuanto menor sea el nlimero ¥ s tanto ma-
yor debe ser el valor negativo de x; pero como por
grande que sea este valor de x, jamas se podr4 verifi-

et :
car que 47 o — —sea cero, bien que se pueda aproxi-

mar 4 cero cuanto queramos; es consiguiente que no
pueda asignarse ningun logaritmo negativo , por grande
que lo supongamos, que pueda ser logaritmo de ceros
y en este sentido debe entenderse la expresion ¢/ loga-
ritmo de cero es el infinito negativo, de la cual se hace
uso en muchas tablas. E! logaritmo correspondiente 4
una cantidad negativa es imaginario. :
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252 Pasemos ya 4 manifestar con algunos ejem=
plos la aplicacion que puede hacerse de los logaritmos
al calculo numérico de las férmulas algebréicas. De lo
expuesto (§. 241) se sigue que

1 (abed &c.)=la~+1b-+lc+1d+&c,

abe .
<_.__dcf m) =la+1b+lo+8&c.—1d —le—1f — &c.;

y si representamos por d', ¢/, f' &c. los complementos
logaritmicos de los factores del denominador, serd

abe
2t / ! l.E ; X
1( dcj,)—la+lb+lc+d +¢ +f =3%x10;
porque suponemos tomados tres complementos. Sienda
I(a")=mla; lcfn:_i_,la; la-="1la; si se nos pro-

a V=
pusiese la formula TE o pard calcular con el auxi-
oV dPef
iio de los logaritmos el resultado final de todas las ope=
raciones que estan en ella indicadas, dirfamos:

](a“\/ b ):l(az\/ (b +Ic) (\b-—-:c):

L[ (e )]
=2la+11(b+c)+11(b—0c);

1(0\5/ d’ef)=1(cd%e f*) =le+$ld+le+21f;

y de consiguiente
2V —

c\s/dsqf
2la+21(b+)+i1(b—)=le—2ld=2le—1lf
=2la+I1(b+c)+11(b—0)+c +d +é +f = 4x10,
representando por ¢, d', ¢/, f' los complementos de los
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cuatro sustraendos. En habiendo hallado el logaritmo
de la formula propuesta, las tablas nos darin 4 conocer
el nlimero que le corresponde, y ese sera el valor del
resultado de todas las operaciones que en la férmula
estaban indicadas.

253 A consecuencia de los mismos principios se
determina facilmente por medio de los logaritmos el
cuarto término de cualquiera proporcion en estando cono-
cidos los otros tres; porque si de la proporcion z:b::¢:d

se deduce d:-%c——, se deducira tambien (§. 241 )

ld=lb+le—la=lb+lc+d'—10; ’
es decir, que ¢/ logaritmo del cuarto término desconoci-
do ¢s igual d la suma de los logaritmos de los medios
menos el logaritmo del extremo conocidos 6 lo que es lo
misimo , 4 la suma de los logaritmos de los medios y del
complemento logaritmico del extremo conocido menos 10
unidades.

254 Puesto que toda proporcion #:b::¢: d en-

D S a c
vuelve esencialmente esta ecuacion ~ = 75 tomando

los logaritmos de estos dos miembros, tendremos Iz — [bh—
le—ld, lo cual nos hace ver que los cuatro logaritmos
de los términos de toda proporcion la .15 : Is . 14 forman

una combinacion de términos equidiferentes (§. 223 ).
La serie de ecuaciones

b

—= Z = ;Z = Z =&c. (§. 231)
conduce igualmente 4 estas otras:

b—la=le—1b=1d —lr=le—1d = &c.;
y de aqui es ficil inferir que 4 toda progresion por
cuocientes — @ : b : ¢ : d : ¢ : &c. corresponde la progre-
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sion por diferencias —— laz.15.1¢. 1d. le &c.; y que por

consiguiente los logaritmos de los nimeros en progresion

;por cuocientes forman una progresion por diferencias.
255 Si tuviésemos la ecuacion b*=¢, en la cual

by ¢ representan cantidades conocidas, determinarfamos

el valor de la inc6gnita z por medio de los logaritmos;

porque siendo 16*=zlb, tendremos: zlb=Ic, y por

g le : y
consiguiente z = —— Del mismo medio nos valdriamos
¥4

para determinar el valor de z en la ecuacion b° =43
pues haciendo primeramente ¢* =u, resultara:

Aikhged i Iz 2 sdild
bu__d) u]b—]d,' u:_—]Z—5 6= 7 ;

y tomando nuevamente los logaritmos de los dos miem=
bros de esta filtima ecuacion, tendremos:

2= () o1 1y y s L= B

En esta Gliima expresion 115 indica el logaritmo del
logaritmo de b, y se obtiene considerando al logaritmo

s z
de b como un nlimero. Las expresiones b* y be, y to-
das las que se parecen 4 estas, se llaman cantidades ex-
ponenciales. :

Cuestiones relativas @ los intereses o réditos del dinero.

Varias especulaciones que en el comercio ocurren relativas 4 los

fntereses 6 réditos del dinero vienen & ser uno de los objetos im-
portantes 4 que se puedz aplicar la teoria de las progresiones. Para
inteligencia de lo que ms proponemos decir acerca de esto, es ne=
cesario saber que las utilidades que saca de una cantidad de dinero
el que la' emplea en negociaciones mercantiles, en manufacturas ¢ en
cualquiera otra especie de labores productivas, son tanto mayores
cianto mas se multiplican estas negociaciones ¢ labores. De aqui es
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que el que toma prestada una cantidad de dinero para emplearla
debe no solo restituirla al cabo de cierto tiempo, sino tambien agre-
gar # ella alguna retribucion 6 premio para indemnizar al que se la
presté, por razon de las ventajas que este pudiera haber sacado emg
pleandola por st mismo. Tal es la idea que debemos formarnos de
los intereses & réditos del dinero. Para determinar los que correspon-
den 4 cada una de las cantidades que se presten, se refieren to-
das ellas como 4 unidad & 100 monedas de la misma especie que
la suma prestada; en la suposicion de que en el conlrato se debe
haber estipulado cudnto deben ganar 6 redituar estas 100 monedas
al cabo de algun tiempo dado, por ejemplo, de un afio. No es este
lugar oportuno para exponer todas las circunstancias que en cada
género de especulaciones pueden contribuir 4 que suba ¢ baje el
interds del dinero: cste es asunto para tratade en unos elementos
de aritmética politica y comercial despues del cilculo de las probabi-
lidades. Nuestro objeto por ahora se reduce tan solo 4 manifestar la
importancia de algunos problemas respectivos A las progresiones por
cuocientes.

Supondrcmo§ en general que’se haya pactado que al cabo de un
afio se ha de pagar por cada una de las monedas de la suma prestada
un premio , rédito ¢ interés designado por r, el cual deberd ser una
fraccion. A consecuencia de esta suposicion los réditos devengados en
el mismo tiempo por 100 monedas, sexd 400r; y los de una canti-
dad cualquiera @ estarén representados por ar; y si designamos estos
réditos por «, tendremos o =ar.

Por medio de esta sencillisima férmula se hallarin ficilmente los
réditos anuales de enalquiera cantidad, en sabiendo los que deven-
gan cada 100" monedas & cualquiera otra suma en un tiempo cono-
cido. Esta viene 4 ser la cuestion fundamental del cilculo del intercs
simple (Aritm. §. 188).

975 Pero si el acreedor en lugar de percibir los réditos deven-
gados en el primer aiio, los deja juntamente con el capital primitivo
en poder del deudor para que tambien produzean réditos en el afo
siguiente, el capital respectivo & este segundo afio vendri a ser el
primitivo @ mas los réditos ar que en ¢l primero devengé. Por ma-
nera que si representamos por a' el capital respectivo al segundo

afio 1endremos: a/'=a——ar=a(l—-r). s
Siendo a/r los réditos devengados por la cantidad @/ en un afio,

TOMO 1II. HHH
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serd ar (4—t=r) los de la suma a (4—) en el segundo afio. Supon-
gamos que el acreedor los deje tambien en poder del deudor; y asi
como la suma del capital primitivo @ y de los intereses que dévengé
en el primer afio vino 4 ser capital para el segundo, este capital af
mas sus réditos @/ vendrdn 4 ser capital para el tercer afio. De modo,
que si designamos por @/ este Giltimo caPital,_ sera, ; .

a'=a/—alr=a (1—-r)y=a(1—r)*.

o B4 -~ . :

Los réditos que en un afio devengue el capital a// estardn bien re-.
presentados por a//r; y suponiendo que tambien queden en poder del
d.eudor , tendremos que :‘.11 fin del tercer afo, y para que sirva de ca=
pital para el cuarto, serd,

a/ll=all—=allr=a!! (A—-r) =a(d—-r)3.
Se ve con facilidad que al cabo del cuarto afio serd
av¥ = alll—4—alllr =a/ll (4 4—r)=a (1 —-1)*;

’ . . . . . ..
¥ asi sucesivamente. Por consiguiente el capital primitivo y las canti-
gades que elrdeudor satisfaria al cabo del primer afio, ¢ del segundo &
.el tercero &e. si cualquiera de estos fuese el plazo final de la obliga-
cion, forman esta progresion por cuocientes:

—a:a(l—r) i a(l—+7)" 1 a(d—+1) : a(d—+-1)* : e.

en la cual el cuociente es {—r, y el término general a(l——ry =4,
representando por 7 el nimero de los afios que hayan pasado desde
‘que se hizo el empréstito.
Si fuese 5 por 100 el tanto anual estipulado, sera 100r=>5;
6r=—§—-——!—~-1—|—r——21~' i
100 =120 =g 3 J cen este caso por una cantidad a
prestada 4 interés compuesto y por espacia de 25 afios se habria de
25

: : : 2 i
pagac - a <§U) . EI valor de la 25% potencia de —%—3— se determina

can suma prontitud por medio de los logaritmos; pues segun hemos.
demostrado (§. 241) :
24

25 91
I <W>: 951 =25 (121 —120)=0,5297522;
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y como este logaritmo corresponde préximamente a 5,386, sera

21\ 5 =
(gg) =3,386; y de consiguiente .4=3,586a. Por manera que

1000 pesos prestados con estas condiciones valdrian 5586 pesos al ca-
bo de los 25 afios, comprendiendo en la suma los intereses mo solo
del capital sino tambien de los intereses.

Si fuesen 400 los afios de la duracion del empréstito, tendriamos

91 1\ 100 G 3 ;
Ad=a (:%T) —131a con muy corta diferencia; y asi 100 pe-

'sos producirdn al cabo de este tiempo uma cantidad de cerca de

134000 pesos. Estos cjemplos manifiestan con cudnta velocidad se
aumentan los fondos con la acumulacion’ de los intereses compuestos.
958 Como en la ecuacion fundamental 4=a(4—r)" del in-
terds compuesto entran cuatro cantidades, se puede hacer uso de ella
para resolver cuatro cuestiones. La primera es: conociendo las canti-
dades a, v y n hallar A; 4 esta se refieren los ejemplos que hemos
propuesto en el pirrafo anterior, en los cuales se suponian conocidos
el capital primitivo, el tanto por ciento y el nimero de_afios, y nos
proponiamos determinar & cudnto ascendia al cabo de este tiempo la
suma del capital y reditos. »
La segunda : conociendo A, a y n hallar r, es decir, el tanto por
ciento que en el contrato se cstipuld. Para resolver esta cuestion de-
duciremos de la ecuacion fundamental

e T
1—4r=v L.
La tercera: conociendo A , 7 1 hallar a; para lo cual deducire-

mos de la misma ecuacion la férmula

—— A -
a—(i —+r).

que mnos da 4 conocer el capital que es necesario emplear para tener
derecho & percibir despues de un numero n de afios una suma A.
La cuarta: conocidas A, a y t hallar n; no se puede resolver
sino con el auxilio de los logaritmos (§§. 238 y 252). En efecto,
tomando el de cada miembro de la ecuacion fundamental , tendremos:

14 =la—-nl(1—r)
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de donde se deduce:
_ld—1la
ST pe

Por esta tiltima férmula se averigua cudntos affos deben pasar para
que el capital @, juntamente con los réditos, llegue & componer una
cantidad 4.

Para dar un ejemplo de esta Gltima cuestion supongamos que se
quicra saber cudnto tiempo serd necesario para que se doble el capital
primitivo, siendo como antes 5 el tanto por ciento. En este supuesto
serd d=2a, y ld=1la—12; sustituyendo pues estos valores parti-

! A—1la
culares en la férmula general n=—— | tendremos;
1(1—i—r)
12 12 __ 0,5010500 — 1491

"= T IR—120  0,0211895

con corta diferencia.

259 La cuestion siguiente es una de las mas complicadas que se
suelen proponer sobre este asunto. Supongamos que el acreedor le-
Jos de percibir por espacio de algunos afios cantidad alguna, entre~
gue en cada uno al deudor una nueva cantidad, ¥ que habiendo eje-
cutado estas nuevas agregaciones durante un ntimero n—1 de afios,
se nos progunta cudl es al cabo de n aiios el importe total de capi-
tales y réditos @ interés compuesto. Sean a, b, €y duwissssens k €l capi-
tal primitivo y las cantidades agregadas al fin del primero, segun-
do, tercero, cuarto c. afio; y como la cantidad @ permanece en
poder del deudor por espacio de un ntmero » de afios, ascendera al
cabo de este tiempo 4 a(4——r)7. La cantidad & que estd en po-
der del mismo deudor n——1 afios, se convertird al cabo de ellos
en b (1——r)—". La cantidad c, que solo estar4 durante n—2 afios
se convertira en c(l——r)n—2, y asi sucesivamente; en fin la dltima
cantidad %, que solo ha estado en poder del deudor un aiio, no dard
mas que k(1—r). "Tendremos. pues :

A=a(d—=r) b (A ~4=r)y—"c (L o).tk (1 ~—r)
y calculando scparadamente cada término del segundo miembro de
esta ecuacion , tendremos el valor de 4.

Este calculo se simplifica mucho cuando la cantidad primitiva y
las agregadas son todas iguales, por manera que sea a=b=c=d...=};
porque en este caso la ecuacion anterior se trasforma en esta otra:
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A=a(1—-r)" —+a (1 ——r)m—* —|—'a(1—!—r)"~""—l—-a(i—i—r);
en la cual es ficil ver que los términos del segundo miembro.formun
una progresion por cuocientes, euyo menor término es @ (A—=7), el
mayor a (1 ——r)" , y el cuociente 1 ——r; y por consiguiente la suma
de todos los términos serd (§.232):

a(1——r)+1—a (1—+4-r)
r ;
tendremos pues en tal caso:

A=a(1—r) <@:‘>

Esta ecuacion puede tambien servir para resolver cuatro cues—
tiones correspondientes 4 las que indicamos respectivas 4 ‘la ecuacion

A:a(i—}-—-r)".

260 Si suponemos que se haya impuesto 4 prestado. 4 interds
compuesto una cantidad 4 con la condicion de que el acreedor ha-
ya de percibir por espacio de n afios una renta anual @ hasta ex—
tinguir por este medio toda la deuda de capital y réditos, tendre-
mos una cuestion inversa de la anterior; porque en esta va el deu-
dor descargindose del capital ¢ intereses por medio de diferentes
pagas iguales que se han de efectuar 4 plazos equidistantes. Cada una
de estas pagas se puede considerar como una anticipacion hecha al
acreedor por el deudor, con la cual disminuye este la cantidad
A(1——r)" que tendria que aprontar si en todo el espacio de n afios
no hubiera satisfecho cantidad alguna; pero es necesario tener pre-
sente que el valor de cada una de las anticipaciones se ha de cal-
cular refiriéndolas todas 4 la misma época en que el deudor tendria
que aprontar la suma 4 (1 ——7)"si no las hubiera hecho. Asi que,
designando por @ cada una de las pagas, la que satisface al fin del
primer afio distara n—1 afios de aquella época final; y referida 4
esta época vendrd 4 valer a (4 ——r)"—1; igual cantidad a satisfecha
al fin del segundo afio dista de la época'ﬁnzgl n—2 anos ; ¥ su valor
serd a (4 ——r)"—2, el valor de la tercera a (A—==r)=3; y asi de
las demas hasta la dltima, cuyo valor serd la misma cantidad q. Por
manera que si de este modo ha de haber percibido el acreedor todo
el capital con sus réditos, debe haber ecuacion entre la cantidad
A(d——r)" y la suma de las anticipaciones referidas 4 la misma
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época final. Tendremos pues:
A4 =al 4-ry—r—a(l 4=y ——a(l—-ry=3..—a
Los términos del segundo miembre de esta ecuacion forman una
jprogresion por cuocientes, cuyo menor término es a; ¢l mayor es
a(d—r)y=1; y el cuociente es 4——r. Serd pues la suma de todos
los términos
a(l—4-r)y —a
%

3
y la ecuacion anterior sc trasformara en esta otra;

A= —1
A{d—+ry=a g———>——-——
\ r !

Bsta dltima ecuacion , ast como las que hemos hallado en los par-
rafos anteriores, puede servir para resolver cuatro cuestiones; porque
sucesivamente puede ser incdgnita cada una de las cuatro cantidades
indeterminadas que entran en ella; es decir, & la A que Hllamaremos
el precio actual de la renta, 6 la misma renta, 6 el tanto por 100,
6 el ndmero n de afios que la renta debe durar. Para hallar este alti-
mo s absolutamente mneocesario recurrir 4 los logaritmos. En efecto,
despejando primeramente (1 ——r)" , resultara:

a
14-r)ye=—m—j
Horeg ’
( ) a— Ar
y tomando los logaritmos de ambos miembros , tendremos :
rl(d—-r)=la—W(a—A4r) ;

de donde se deduce que
_la—1(a—4r)
i Tty o
961 Para manifestar el uso que puede hacerse de las férmulas

anteriores, nos propondremos resolver la cuestion siguiente:

Hallar qué cantidad sc ha de salisfaccr anualmente para extin-
guir ¢ amortizar en 12 aros una deuda de 1009 reales con los
réditos devengados en este tiempo d interés compuesto, siendo 5 por

100 el tanto anual.
En este caso se conocen las cantidades

1

A=1009; n=12; r=a0
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¥ se pide la renta anual ¢ sea la anualidad a. Despejando pues esta
incégnita en la ecuacion

Ad—+ryr =

a((1+r)" -——1);

resultara;
Ar(4—-r)*
Ao
(Ary —1

Sustituyendo en esta férmula los valores particulares de las can-
tldad?s conocidas A, 7 y n; y efectnando las operaciones que la mis-
ma fgrmula prescribe, el resultado final sera el valor que deseamos
conocer de la renta anual @ Para efectuar estos calculos sera muy
conveniente que determinemos por medio de los logaritmos el va=

lor de (%}Ii y asi sabremos que (2%) P 1,79586; y de consi-
guiente
_1000..5.1,79586 _ 52.1,79586
1,79586—1 —  0,79586 °’

y efectuando con el auxilio de los logaritmos las operaciones indicadas
en la dltima expresion, hallaremos @ =11282,6 reales.

‘ Sera pues necesario satisfacer esta anualidad para extinguir en 12
anosllz.l sum’a de un. capital de 1009 reales, y de sus réditos caleuli-
dos 4 interés compuesto y 4 razon de 5 por 100 al afio.

262 Otras muchas cuestiones se pueden proponer sobre esta
materia; pero los limiles 4 que nos hemos propuesto ceir esta obra
no nos permiten detenernos a exponer el modo de resolverlas, Oh-
servaremos tan solo que para comparar los valores de dos ¢ mas
ca'ntidad'es pagaderas & diferentes plazos, se deben todas referir 4 una
misma clzoca. Supongamos, para aclarar esto, que un banquero esté
obligado & pagar una cantidad @ al fin de n afos contados desde eéte
lTlomen‘to; y que ahora mismo entrega al acreedor en descuento uﬁ
hbrzimleuto de un valor repres?ntado por b, y pagadero al caho de
{1 afios; y se nos pregunte cudanto debe 6 se le debe. Para contestar
a esta pregunta deberemos referir los valores de las dos cantidades @
y b 4 la épaca presente, en la cual el valor de la primera se reduce 4

a
(_—1—l-—r)" 5 porque este es el valor de un capital que ascenderia 4
& £ :
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Ta cantidad @ al cabo de n afios. Por la misma razon el valor de la

: 3 b
cantidad 4 se reduce & ————— -y segun que este segundo valor
(Try

sea menor 6 mayor que el primero, la diferencia de los dos indicara lo
que le reste satisfacer 6 tenga que percibir. Demos por supuesto que

a b
Ay~ A7y
~dos cantidades, de modo que sea
a b
et ol

supongamos ademas que el banquero no pueda satisfacer este resto
hasta pasades ¢ afios. En tal caso la cantidad que en este momento
deberia ser ¢, vendra 4 'ser en aquella época ¢(——r)7. Asi que,
despues de haber entregado el libramiento del valor 4, tendra el ban~
quero que satisfacer al fin de ¢ afios la cantidad representada por
c(1—+4-r)7, 6 lo que viene a ser lo mismo,-

;y representemos por ¢ la diferencia de estas

=0

((1_|a_r>n R (1-—f—r)f’> (A7) 36 a(d—-r)y— ——b(i—}—r>f1~p

; - ; a
_sustituyendo en lugar de ¢ la expresion equivalente m—-

b
m’, y suponiendo que el nimero ¢ sea mayor que n y p.
Las cantidades a, b, c..k, de que hemos hablado (§. 259), se va-
luaron refiriéndolas todas 4 la época final en que se debia efectuar el
pago de la suma A; y en el §. 260 el capital A y todas las anuali-
dades se refirieron 4 la época en que estas debian terminarse.

A A Ky A e e A
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12 Se podrd acaso creer que para descubrir las raices de cualquie-
ra ecuacion del cuarto grado, por ejemplo,

&t ——pad gz’ ——rr—-s =0

bastara compararla con el producto hallado (§. 183), igualando las
cantidades que asi en la ecuacion como en el producto sean cocficien—
tes de las mismas potencias de la incdgnita x; y sin duda por esta
razon la mayor parte de los autores elementales creen que este cotejo
basta para demostrar que una ecuacion de cualquier grado es el pro-
ducto de tantos factores binomios lincales como unidades hay en el
exponente de su grado ; pero ya haremos ver que no tiene solidez al-
guna este modo de discurrir. Nosotros hemos adoptado (§. 182) esta
proposicion solo condicionalmente; porque para afirmarla absolula-

.mente y de positivo seria necesario demostrar que toda ecuacion , de

cualquier grado que sea, ha de tener forzosamente alguna raiz real
4 imaginaria; y esto no es facil demostrarlo enlos elementos del Alge~
bra. Por fortuna no necesitamos por ahora de tal demostracion , y por
otra parte se pueden ver en el Complemento las xeflexiones que sobre
este asunto se nos han ocurrido. Si cotejasemos la ecuacion propuesta
con el producto de los cuatro factores binomios, resultarian estas
cuatro ecuaciones:

_ —a—b——c—d=p;
ab——ac——ad——be——bd —!—czlzq 5
—abc—abd—acd——bed—=r7;
abed=s.

Para deducir ahora de estas ccuaciones el valor de*cada wna de
las letras a, b, c, d, que representan 4 las raices desconocidas de la
ecuacion propuesta, tendriamos que empefiarnos en un cdleulo muy
complicado, si para eliminar, como es neeesario, tres de las cuatro
incgnitas a, b, ¢, d hicidsemos uso del método expuesto (§. 78);
pero si multiplicamos por @® la primera de las cuatro ecuaciones; la
segunda por @*, y la tercera por a; si despues sumamos estos
tres productos con la cuarta ecuacion, reduciendo términos seme-

TOMO II. III
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jantes, resultard esta nueva ecuacion: —at=pa®——qa® - ra—t-s,
de la cual se han climinado las tres incégnitas b, a, d, y que po;t
medio de una simple trasposicion se trasforma’ en esta otra: at——
pat—i—qa® ——ra——s=. Esta ecuacion que contiene las mismas po-
tencias de la cantidad incdgnita y las mismas cantidades  conocidas
que la primitiva propuesta, nos hace ver que. despues del caleulo 4
que ha dade motivo la comparacion de la ecuacion propuesta con el
producto de los euatro factores binomios, enconlramos tanta dificul-
tad: para determinar el valor de la raiz @, como al: priacipio -encon-
trabamos para determinar alguno de los valores de a.

*Conrazon pues ha dicho Castillon ( Mem. de Berlin , atio de 4789):
«En todos los Elementos de Algebra se demuestra que multiplican-
»do ‘muchos binomios del primer:grado. se puede formar una ecua-
»ecion-del grado que se quiera; pero no se ha hecho ver que dada una

»ecuacion que tenga. cualesquiera  cocficientes conocidos , se pueden

CL

ven todos casos determinar los: factares binomios lineales que: multi-

»plicados entre si_i;\ produzan, »

Si - en vez de multijlicar  respectivamente por @2, a? y a las tres
priméras ccuaciones que: dednjimos de Ia comparacion de la primitiva
con cliproducto; las multiplicdsemos respectivamente por 6%, 0% y &,
dapor a3y ey ¢, opor d?, &'y dsy sumdsemos tambien los pro-
ductos  cou Jaicuarta,: tenduiamos, en ¢l primer  c#80:—b*—=pbi—-—
qb2~t=rb=i=s; en el m-g:mdo-—z-c"':/ac"—-,h~qcz——|——l'c-+—s; en el ter-
cero —— d* =pd> —— qd——;——m’—-{—-s: y asi-es visto que sea cual fue-
re la raiz que intenterios determinar de la ecuacion primitiva, ve-
nimos siempre 4 parar & otra ecuucion que en realidad no se diferen-
cia de ella, y cuya resolueion ofrece por consiguicnte la misma difi-
cultad La identidad de todus estas tltimas’ ecuaciones es efecto de que
las' cuatrov cantidades inedguilas @, & 5 ¢, d estin todas combinadas de
wn mismo modo en las cuatro ecuaciones fuddamentales; y de ahi es
que enalquiera de lus incdgnitas se debe deternsinar por medio de la
misma série de opeaciones. En general, siempre que en la investiga—
cion :de imuehas cantidades inedgnitas hayamos de emplear para cada
una el mismé razonamicnto, las mismas operaciones y las mismag
cantidades conoeidas, todas aquellas cantidades serdn  necesariamente
raices de una misma eceuaciou.

92 Para eliminar una de dos incdgnitas que se hallan en dos
ecuaciones de grados superiores, suclen algunos prescribir un méto-

pEneiapyt

R

s
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do! del cual vamos 4 dar alguna idea aplicindolo 4 las ecuaciones si-
gulentes,

: Nz’—— Pz’ 4+ Qz——R=0,
¥ Nlz? ——Pla®* —+Qle——~R'=0.

~ ' Muitiplicando Ia primera por N/ , vla segunda ‘por NV ;' y res—
tando el segundo producto del primero, como en el §. 84, resulta-

rd (NP—NPI) o*—~( NQ—NQ')z ~— N'R — NR =0 (a).

- Multiplicando = asimisme. la primera de las ecuaciones propuestas por

B, y la segunda por R,y restando el segundo produeto del primero,
tendremos: ' ' j
(‘R/.N——_RJV/) 2’ ——~(R'P—RP/) z* 4—(RIQ — RQ!) 2=0; y di-
vfdlendo por .z todos los térmings de esta ecuacion, quedari redu-
cida 4 e
(WN—RN') 2*~ (RP—RP!) z—~ (RIQ— RQ/Y=0 (b)
t(':ndrcmos pues en lugar delas ccuaciones propuestas las dos ecua—
ciones (a) y (&) del segundo grado con respecto & x. Si las represen-
famos por ; i

22 <
nx ;—;—px——l—qz 0
na——ple——g/ —0;
v electaamos "con cstas 1o que con las dos primitivas, se deducirdn
r . - :
de ellas ficilmente dos ecuaciones del primer grado con respecto 4
- v 7 . 3
£ IPOI ultimo , deduciendo de cada una de estas una expresion del
valor de z; ¢ ignalando las dos expresiones, tendremos la . ecuacion
final. Baste esta ligera idea de un métode Sumamente im verfeeto,
que no da luz alg ol tua i : i
I a luz alguna sobre la mutua conexion que entre s{ tienen
las_yarius ecuaciones fundamentales de un mismo problema, ni so
5 4 - - . 2 . i . . . % it
bre el modo de determinar la incdgnita eliminada luego que estd
conocido el valor de la otra.
=a 5 ': Sy . -
3.2 Como por ¢l mctodo indicado (5. 245) sea muy penosa la
. . i 2
determinacion del valor de & en la ecuacion 107 =5, en la cual
suponemos conocido el de y; podemos por el contrario supeier cono-
cidos diferentes valores de d i i : :
: s eterminar los corres >
Taim e Y rl‘ebponduutes dey,
que estos nos sirvan para resolver la cuestion inversa, segun
- :
vamos & hacer ver. g
: ;
Demos 4 @ varios valores desde 0,1 Hasta 0,9 'y fiecilmente se
ve que en habiendo determinado la y que corresponde & z=0,1;
. TRt
*
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: ; 10
6 lo que cs lo mismo , en habiendo hallado el valor de 10 /, todos

los demas valores de y se determinan sin dificultad alguna; porque

-2 3 8 v
10 o5 : &

10 ;40 &e. son respectivamente la segunda, la tercera &e. po-

I
Ay 10
tencia'de 10 .
Ahora bien, por medio de la extraccion de la raiz cuadrada se
3 5

10

sabe. que 10" =10 =5,162277660;

¥y extrayendo de este dltimo resultado la raiz quinta, sabremos que
I

10 =1,258025412.

Del mismo modo extrayendo la raiz cuadrada de los dos miem-"

bros de la dltima ecuacion, resulta
. o 5

— —_—
10

10°°=10 . =1,122018454;

y extrayendo de los micmbros de esta la raiz quinta » tendremos que

3

10°" =1,025292992;

y elevando 4 la segunda, 4 la tercera &'c. potencias los miembros de

“qe ’
la dltima ecuacion, obtendremos los valores de y correspondientes 2

los de z desde 0,01 hasta 0,09. _

Ya se deja ver cémo podremos determinar los valores de y cor-

respondientes 4 los de z desde 0,001 hasta 0,009; desde 0,0001°

hasta 0,0009, y asi sucesivamente. De este modo formaremos la ta-

bla adjunta.

[
i el S e i
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TABLA.
Logaritmos. Niimeros. Logaritm os. * Niimeros.
0,9 7,945282347 0,00009 |  4,000207254
8 6,509575445 8 1,000184224
7; 5,011872536 7 1,000164194
6 3,981071706 6 1,000458165 ||
5 3,162277660 5 1,000115456, |
4 2,511886432 4 1,000092106
3 1,995262515 51 1,0600069080 |
2 1,584895193 2 1,000046053
1 1,258925412 i 1,000025026 |
0,09 1,250268774 0,000009 1,000020724
8 1,202264455 8 4,000018424
7 1,174897555 7 1,000016418
6 1,148455624 6 1,000045816
5 1,122018454 5. 1,000014515
4 1,096478196 * 4 1,000009210 |
3 1,0745419305 3 1,000006908 |
2 1,047428548 2 1,000004605
1 1,025292992. 1 1,001002502
0,009 1,020939484 0,0000009 1,000002072
8 1,018591388 ; 8 1,000004842 |
7 1,016248694 7 4,000004611 |
6 1,013911586 - 6 1,000001581
5 1,041579454 5 1,000004151
4 1,009252886 4 4,000000921
3 1,006951669 3 |- 4,000000690
2 1,004615794 2 1,000000460
1 1,002505238 1 1,000000250
10,0009 1,002074475 .| 0,00000009 1,000000207
8 1,004843766 ; -8+ 4,000000184
i 1,004615109 7 | ,.1,000000464
6 -1,001582506 6 1,000000458 |
3 1,004151956 it 1,000000115
4 1,000921459 L4 14;000000092
3 1,000691045 . g +1,000000069
2 4,000460623 2.1 - 1,000000046
1 1,00 0250285 1 1,000000025 |
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Por medio de la tabla precedente se puede hallar el logaritmo de
cualquier nimero, dividiendo primeramente este ntimero por la ma-
yor potencia de 10 que en €l esté contenida, y efectuando la seric de
operaciones que indicaremos en el ejemplo siguiente:

Propongamonos determinar el logaritmo que corresponde al nii-
mero 2549, ’

Dividamos este nimero por 4000, que es la mayor potencia
de 10 que en ¢l estd contenida, y tendremos
2549 =10° < 2,549
busquemos en la tabla el ndmero préximamente menor que 2,549
y veremos en ella que

v

10°:4=2,511886432;
diyidamos por este nlimero 4 2,549, y resultard que
' 2,549 = 10°% x 1,01 4775477 ;
busquenios en la tabla el ndmero préximamente menor que. ...

1,014775477 , y en ella veremos que
10°+9°°=1,015911586:

dnulamos por este nimero 4 1,014775477 ; y resultara que
1,014775177 =10°°<1,0008547 42

continuemos del mismo modo efectuando divisiones hasta hallar un
cuociente que se diferencie de la unidad solo en partes decimales
del drden que nos hayamos plopuesto despreciar.

Si, por ejemplo, nos hubidsemos propuesto aproumar hasta las
mildsimas™ el logaritmo que buscabamos de 2549, no continuaria-
mos mas las divisiones; porque las partes dedimales que el dltimo
cuotiente 1,000851742 ticne ademas de la unidad son de érdenes
mas clevados que las mildsimas. Diriamos pucs:

| 2549 =103x1074x10°7°9° = (40 )3,4°° ;

y de consiguiente el logaritmo que buscibamos aproximado hasta
las mildsimas es 3,406 ; y si continudsemos lus divisiones hasta sicte,
hallariamos que el logaritmo de 2549 aproximado hasta las diezmi-
lHondsimas es 3,406369. y

Con mayor facilidad se determina por mcdxo de la misma ta-
bla el ndmero que corresponde 4 un logaritmo dado. Sea este, por
ejemplo, 2647 sy dcblendo en esta gupbsumn ser el numero que
buscamos

%

a
|
|
|
|
%
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(10)* P 47=(10)*=(40)° 7<(10)°:*+x<(10)7:°°7,
sera por. consigniente elwproducto de estos cuatro factores. Ahor?
biea
(10)*=100,
(10)*7=3,162277660,
(10)°°4=1,096478096,
(40)°s77=1,016248694 ;
segun puede verse en la tabla. Serd pues 352,357 el ndmero corres—
pondiente al logaritmo propuesto 2,547,

Con este mismo objeto de haan* los pameros correspondientes a
los lbgaritmos que puedan dérsenos , publicé el inglds Dodson una ta-
bla semejante, bien’ que mucho mas extensa, 4 la cual tituld Anti-
logarithmic-canon.

En el Complemento del Algebra daremos varias férmulas para re-
solver con suma prontitud y facilidad los mismos dos problemas: ge-
nerales; a saber: 4.° Dado un nimero, hallar ¢l logaritmo que le
corresponde en un sistema cualquicra. 22 Dado el logaritmo que en

un sistema determinado corresponde & un nimera desconocido , hallar
este niimero. ~
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NOTA DEL TRADUCTOR.

Nos ha parecido conveniente afiadir al fin del tratado de Alge-
bra las pequeiias variaciones que ha hecho el autor en su ultima
edicion; las cuales son tres en {Tes arliculos, y una bajo el nombre
de adicion al fin del tomo.

Art. 14. El autor pone el siguiente ejemplo, resuclto ya en la
aritmética, con el objeto de.manifestar la mayor facilidad que ofrece
la escritura algebrdica sobre la del desenvolvimiento de los enunciados.

Supongamos dos Juentes , de las cualés la primera corriendo, sola
sea capaz en 204 de lenar un estanque; y que la segunda le Uene

-sola en 3b 5 ; se pregunta cudnto tiempo deben correr juntas para que

Uenen el mismo estanque. 3 ;

Si este tiempo fuese dado, se verificaria caleulando  las can-
tidades de agua vertidas por cada fuente, y reuniendo los resultados;
nos asegurariamos si ellos componian la totalidad del agua que podia
contener el estanque. '

Por lo tanto, para formar la ecuacion designaremos por & el tiem-
po incdgnito, y se indicard sobre x las operaciones enunciadas ante-
riormente; pero con el fin- de hacer la solucion independiente de los
némeros dados , y aun de abreviar la_expresion de los del enuncia—
do, que son fraccionarios, las representaremos tambien por letras; se
podrd pues eseribir @ en vez de 2 £, y & en lugar de 3b 2.

Esto supuesto, tomando como en aritmética la capacidad del es-
tanque por unidad, se verd que -

La primera fuente que le llena sola en un ntimero a de horas,
vierte en ¢l en una hora la cantidad de agua representada por la

1
fraccion o lo mismo en un nimero de horas representado

; A iy
por z dard la cantidad @ >x— (i
g a a

La segunda fuente, que llena el mismo estanque en & horas,

: oo ih : ;
vierte en €l en una hora la fracc1on——6—, y por lo tanto en un nu-

: - 1
mero « de horas dara la cantidad z x 7_6 =

-

TOMO 1I. KKK
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La cantidad total de agua dada por las dos fuentes serd pues
vy
-;l--i- 773 Y como esta cantidad debe ser igual & la q;ue contenga -
el depdsito, y que se ha representado por la unidad, se deberd tener

la ecuacion.

z z ;
b == L
a b
Esta ccuacion, tralada por las reglas anteriores, conduce 4
; ab
be——ar=ab, § 3= —— .
a—b

La dltima férmula da , para resolver todos los casos dé la cues-
’
tion propuesta, esta regla muy simple.

Dipidase el ‘producto de los ratmeros que denotan el tiempo que
emplea cada fuente en particular en Uenar- el estanque por la suma
de estos nitmeros ; el enociente denotard el tiempo que necesitan correr
Juntas las dos. fuentes para lenarle.

Aplicando esta regla 4 los ntimeros del enunciado se sacaré

1 _i 5 15 T5

gli .8 5 15 90 3 B0

) ) WL SO S O e
de donde sale- x:7—5=—5—. ’
5 %y

Esto es, que las fuentes corriendo juntas necesitan 414 para Ile~
nar el estanque. $14 ¢
Nim. 482. El autor introduce en vez de la demostracion del
texto una de lo que en ¢l se consigna, 12 cual la ha tomado de los
Anales de Matematicas publicados por Mr. Gergonne (tomo 4° 5
pag. 209 4 240, nota), y dice asi;
Habiendo descompuesto el primer miembro de la ecuacion
& == Pim—"—— Qo' ~~ . = 0
en los n factores del primer grado: :
#—a, z—=b, r——c, Dmdsisiritt =1,
no se le podrd dividir por ninguna otra expresion de este grado.
En efecto, si fuese posible la division por un. binomio & — «,
diferente de los primeros, se tendria

§
|
f
!
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2t —= Por—" = e.=(2—a) (2"~ prr—? - &¢.)
y por lo mismo se sacaria
(2—0a) (a—0) (w—C)srr(z—D)=(2—2) (an—"—pa"—*~-§c.);
pero si cambiamos z en «, tendremos
(2—a) (a—=0) (e—C)urs(a—V=(e—a) (¢" - par——c.);
y como el segundo miembro se desvanece a -causa del factor nulo
a——a, lo cual no sucede al primero, que es el producto de facto-
res diferentes de cero por ser « diferente de @, b, ci.cr. I, Tesulta
que el supuesto es.un absurdo, y por lo tanto une ecuacion de un
grado cualquicra no puede admitir mas divisores binomios del primer
grado que las unidades del exponente de su grado , y por lo mismo no

puede tener mas raices.
Niém. 2144. El autor pone al ntimero 211 una nota interesante,

que es la siguiente.
A los razenamientos anteriores, temades comunmente por evi-
dentes, los ha dado Mr. Encontre aclaraciones itiles que vamos a

exponer.
1° Hé aqui ¢dmo nos podemos asegurar de la posibilidad de

hacer que los polinomios £ y IV adquieran incrementos tan peque-
fios como se quiera. Sea P =aa” —Ca" ... e~ J'w? , suponiendo
que m sea el mayor exponente de x; si en el polinomio anterior se
pone por @, ¢——y, tomara la forma-
' A~ By —+Cy®vreee =Ty,

en la cual los coeficientes 4, B, C.............T son en nimero finito y
de valor finito; el primer término A serd el valor que tome el po-
linemio P cuando z=a, lo demas

By —+Cy* e =Ty =y (B = Cyusssssrec=Tym=")

sera ¢l incremento de dicho polinomio P cuando se aumente de y
el valor #=a. Esto supuesto, si .S designa el mayor de los coeficien-
tes B, C.eee. Ty se tendra

B ——=Cruvvirnre—=Tym=" S (4 ——Furrsers == ym=");

o 1 _( i
BeLo e T Tt oo st ”1—_]?(158> ’

Juego deberd tenerse
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: J’ (B—~=Cyuvn—=Tym—1) <8 @T__.—]§>’ 7

y por lo tanto el ineremento del polinomio 2 seri menor S o

Sy (L—ym)
4,

_],-

quiera cantidad, si es.que se hace menor que dicha

"

: o 1S
cantidad, pero se llegard 4 lograrlo cuando se haga hfzc, pues

entonces y = — siondo < 11 ‘cantidail 5}_(1‘—91) s Sy
G S
S = sera precisamente menor que ¢, cuya pequeficz no puede

limitarse. ?
20 ' 8i se designa por % el incremento del polinomio 2, por £

el del polinomio IV, la: mudanza que resultard en el valor de su

diferencia serd h——#k, y podrd hacerse menor que cualquiera cantidad
; : : :
dada; con solo hacer menor que dicha cantidad el incremento que

sea’ mayor de dos;'de donde se concluird que la diferencia de los °

polinomios. 2 vy IV se la podrd hacer variar en magnitudes tan pe-
queiias como se desee en el intervalo de x=a & x=1; Y puesto
que dicha diferencia pasa de negativa 4 ser positiva en este inter ralo,
se aproximara necesariameute a cero tanto cuanto se quiera. (Féase
los dnales de Matemdticas puras y aplicadas , publicadas por Mr.
Gergonne, tomo 4?2 pigina 210). ' )

Adicion 4 los nimeros 66 y 75. Dice el autor. En los ndme-
ros 66 y 75 he interpretado las soluciones negativas por el exémen
de la ecuacion que ellas verifican inmediatamente, asi como lo habia
hecho siempre; y este medio me ha parecido exacto, porque sold se
trata de manifestar que estas soluciones tienen un sentido razonable,
puesto que resuclven cuestiones andlogas 4 la propuesta; pero hay
comunmente muchos modos de formar estas cuestiones; y la si-
guiente que me ha comunicado el difunto Mr. Francais , gedmetra
distinguido, profesor en la escuela de artillerfa de Maguncia, me ha
parecido mas simple que Ia que se halla en los némeros ecitados.
»Mr. Francais picnsa que se debia separar del enunciado de la cues—
»tion del nimero 65 la idea del punto de partida de los correos
spara_suponerlos en camino desde un tiempo indefinido, y que por

e
1l
!
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»lo mismo debia enunciarse asi: dos correos siguen el mismo camino

»en el _mismo sentido C'ABC ;

BlERE A B Ul C
» despues que ellos han corrido ‘cada uno- un tiempo cualquicra, el
»uno ‘se hallaba en A en el momento en que el olro estaba en B; se
nconoce su. welocidad ) la distancia AB: se pregunta ;en qué punto
ndel camino se encontrardn? G

» Este enunciado conduce 4 la misma ecuacion que la del niime-
»10 65; pero luego que se establece la continuidad del movimiento,
»la solucion negativa se explica, sin que sca necesario cambiar la di-
»teceion de uno de los correos. En efecto, ya que el movimiento no
»ha empezado en los puntos 4 y B, y st que ambos antes del mo-
»mento en que se les supone llegados 4 estos puntos se habian mo-
»vido del mismo modo durante un tiempo cualquiera, yendo desde
»Cl 4 B, es ficil concebir que el correo que«estd mas adelante, &
»llega 4 B cuando el otro estd en A, el cual va menos veloz, ha
»debido en cierta dpoca hallarse detras de este, yencontrarle antes
»de la llegada de este & A. El signo-—indica en tal caso (como
nen la aplicacion del Algebra 4 la Geometria) que es necesario to-
»mar la distancia 4R/ en el sentido opuesto a la distancia 4R que
»s¢ ha mirado como posil.i\:a. La mudauza que debe hacerse en el
»resultado para que la solucion negativa resulte posiliva, se reduce
»d establecer queilos correos han debido encontrarse antes de legar
»al punto 4 en vez de hacerlo despues.”

.En cfecto, cuando se coloca el punto R/ entre 4 y C/, en vez
de ponetle entre 4 y B, se halla 4B = BR/— AR/; de donde re-
sulta la ecuacion y — xr=a, en vez de la  — y =a que se habia
obtenido desde lucgo; no es pues necesaric cambiar el signo de ¢;
la segunda ecuacion quedaria :; =‘}L £

Mr. Francais “aplica con no menos ¢xito estas consideraciones
al caso del ntimero 75, reemplazando los correos por moviles su-
jetos & un movimiento continuo y empezado desde un tiempo inde-
finido. Enuncia el problema de este modo. »Dos mdviles se muceven
»uniformemente sobre la recta CB

(&) R A c B
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wel ‘uno en la direccion BC, el ofro en la direccion CB con welocida-
»des dadas ; el que se muepe en el primer sentido, se halla en B un
»niimero conocido de horas antes que el otro haya llegado & A: se
»pide ;en qué punto de la recta indefinida BC se hace el encuentro?
»La solucion 2=——8 quiere decir que los dos méviles se han
»encontrado en el punto R antes que el que viene desde C hicia B
»hubiese 1legado al punto 4, y que el segundo que va desde B hi-
»cia C estuviese en C, donde se halla cuando el otro estd en 4.”
La posicion asignada al punto R se verifica observando -que el
dicho puuto R resulta de tenerse AC=BC—AB=cd—a en
vez de a—cd que se habia obtenido antes, y por lo mismo resul-

i Ei A cd— a—3x o
tara la ecuacion 5 =, ¢cuacion que da 2=8.

De este modo no hay necesidad de invertir el sentide del movi-
miento: 4 la verdad las circunstancias materiales del problema han
cambiado, y como lo he dicho antes, esto prueba que existen mu-
chas cuestiones fisicas correspondientes a las mismas relaciones ma-
tematicas; pero los enunciados anteriores tienen la ventaja de no al-
terar la ley de continuidad, aproximéindose de:-este modo 4 la con-
sideracion de las lineas que pinta del modo ‘mas simple y mas gene-
ral las circunstancias de la mudanza de signo de las magnitudes. (Véa-
se ¢l Tratado elemental de Trigonometria y -de aplicacion del Algebra

& la Geometria.)
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