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INTRODUGCION

AL ESTUDIO DE LAS MATEMATICAS.

S ROl N

1. Todas las cosas que nos rodean y 4un las sensacio
nes que experimentamos tienen, entre otros. dos carac-
teres esenciales, el cualitativo y el cuantitativo: el pri-
mero marca la naturaleza ¢ especie propia de cada cosa
y el segundo, su magnitud 6 tamano.

2. Dos 6 més cosas, comparadas cualitativamente,
pueden ser homogéueas 6 heterogéneas: son homogéneas
las de la m’sma especie, como el largo de una cuerda y el
largo de una calle, y son heterogeéneas, lus de distinta
especie, como el largo de una barra y el peso de la misma.

3. Dos 6 més cosas no pueden compararse cuantitati-
vamente 4 no ser homogéneas, en el concepto en que se las
considere; en este supuesto, la comparaciéon cuantitativa
puede ser aritmética 6 geométrica. :

4. La comparacién aritmética de dos magnitudes se
limita & establecer su igualdad § desiqualdad.

Magnitudes iguales sou las homogéneas que pueden
sustitwirse mutua y totalmente, como una pesa de un kild-
gramo y el peso de un litro de agna pura.

Igualdad es la expresion de que dos magnitudes son
tguales. Una ignaldad se indica por este signo =, que se
lee, es igual @, colocado entre las magnitudes comparadas,
y éstas reciben los nombres de primero ¢ segundo miem-
bro de la ignaldad, segtin que precedan 6 sigan al signo.

Asi, la expresién A =B es una igualdad cuyo primer
miembro es A y el segundo B.

En toda igualdad se pueden permutar los miembros 6
sea enunciarlos en orden inverso, pues es evidente que
51 A = B, tamhién B = A ().

(‘) Side una cantidad A se sabe vinicamente que no es igual 4 otra B, se
expresarda A :t: B.
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Si tres 6 mas magnitudes son iguales constituyen una
serie de igualdades que se expresa escribiendo dichas
magnitudes una 4 continuacion de otra y poniendo entre
cada dos de ellas el signo de ignaldad.

Asi, la igualdad de las magnitudes A, B, Cy D se ex-
presa A=B=C=D. ; : :

Es evidente que, en toda serie de igualdades, cualquiera
de las magnitudes que comprende es igual &4 cada una de
las deméas y que los miembros de ella se pueden poner en
cualquier orden. '

Magnitudes desiguales son las homogeneas tales
que una de ellas no puede sustitwir mas que & parte de la
otra, como el peso de un kilégramo de plomo y el de un
metro ctibico de agna pura, pues éste pesa mil kilogramos.

Desigualdad es la expresion de que dos magnitudes
son desigquales. ;

La desigualdad de dos magnitudes puede ser por supe-
rioridad 6 por inferioridad de la primera respecto de la
segunda: en el primer caso se indica por medio de este
signo >, que se lee, es mayor que, y en el segundo por
éste <, que se lee, es menor /]ue,'colocados entre las mag -
nitudes comparadas, y éstas reciben respectivamente los
nombres de primero y segundo miembro de la desigualdad.

Asi, la expresién A > B es una desigualdad por supe-
rioridad del primer miembro respecto del segundo y la ex-
presion C <D lo es por inferioridad de aquél respecto
de éste (°). ;

En una desizualdad no se pueden permutar los miem-
bros sino invirtiendo al mismo tiempo el signo, lo que equi-
vale 4 enunciarle & la inversa. i

Asi, si se tiene A > B y C <D, se tendra evidentemen-
te B<AyD>C. :

Se llama limitacion ¢ la expresidn de que wna may-
witud, comparada con otras dos, es menor que wid de ellas
Y mayor que liotra. ;

Asi, si B es menor que A y mayor que C, se tendra una
limitacién que se expresa en esta forma: A>B>0C, ¥
se lee, A mayor que B, mayor que C, 6, enunciando prime-
ramente la magnitud limitada, B menor que Ay mayor
que C.

(*) Side una cantidad A se sabe (inicamente que no es mayor 6 (que no es
menor que otra B se indica, respectivamente, A b B 6 A < B.

BRI
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5. Lacomparacién geométrica de dos magnitudes com-
pleta su relacion cuantitativa por la determinacién de una
de ellas.

Determinar cuantitativamente una magnitud
es hallar las veces que contiene @ otra homogenea con ella.

La condicién indispensable para que una magnitud sea
cuantitativamente determinable es que real § mental-
mente pueda descomponerse en partes iguales (*).

6. Cantidad es fodn magnitud determinable.

Unidad es tode magnitud tomada arbitrariamente
para determinar otra.

Toda unidad se puede considerar en dos conceptos, a@b-
soluto y relativo: en el concepto absoluto se llama entere
y es tnica : del concepto relativo resulta la wnidad frac-
cionaria, que es cualquiera de las partes iguales en que
se divida ¢ suponga dividida la unidad entera.

Medida de una cantidad es su relacidn geométrica
con Lo unidad.

La medida de una cantidad se representa graficamente
escribiendo ésta y debajo la unidad, separada de aguélla
por una raya: asi, la medida de la cantidad C con la uni-

(0) ; :
dad U se representa r~[;~ , ¥ se lee, medida de C con la wiii-

dad U, 6 simplemente, medida de C.

Unidad comun de medida ¢ medida comun de
dos cantidades homogeéneas es ftoda cantidad homo-
génea con ellas contenida exactamente en ambas.

Se llaman cantidades conmenswrables 4 las que tienen
una medida comun € inconmensurables & las que no la tie-.
nen. La comparacién material de dos cantidades no revela
en la practica la existencia de cantidades inconmensura-
bles, pues si de dos cantidades A y B, por ejemplo, se toma
ésta como unidad y no estd contenida exactamente en
aquélla, siempre podremos dividir la cantidad B en partes
iguales y, suponiendo que una de ellas sea C, es evidente
que ésta estard contenida exactamente en B, por lo que,
sl también lo esta en A, serd la medida comande A y B;
pero si suponemos que C, por muy peyuenia que sea, N0
esté contenida exactamente en la cantidad A, ésta y la B
seran inconmensurables.

(*) No todas las magnitudes son determinables, pues hay algunas como.
1a intensidad delos colores, las sensaciones y otras que, por su especial y
propia naturaleza, no son divisibles en partes iguales.
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7. Matematicas 6 Matematica (*) es {7 ciencia que
ticue por objeto el estudio de la cantidad determinada en
el tiempo 0 en el espacio.

Las partes en que pueden dividirse las Matemdticas son
tantas como los diversos aspectos en que podamos conside-
rair la cantidad, pero las elementales son tres, llamadas
Aritmética, Algebra y Geomelria.

8. Eu la investigacion y exposicién de la ciencia ma-
tematica se emplean diversas proposiciones, llamadas De-
finicion, Azioma, Postulado, Teorema, Corolario y Fscolio.

Definicion es la explicacion de la esencia y natura-
leza de unu cosua.

Axioma es una verdad evidente por st misma.

Postulado es wna verdad racionalmente adwisitle
9 convencionalmente admitida.

Teorema es una proposicidn cuya verdad no se des-
prende natnralmeite de s enunciado, sind que exige wna
demostracion. Siun teorema tiene por fin establecer sen-
cillos antecedentes destinados especialmente 4 facilitar la
demostracion de otro teorema, recibe el nowbre particular
de Lema.

En el enunciado de todo teorema se distinguen dos par-
tes : Aipdtesis 6 suposicion, y ¢ésis 6 conclusion. La Aipd-
les’s es lo que se afirma é supone como cierto, y la ¢ésis
1o que, como consecuencia inmediata de la hipdtesis, se
pretende hacer patente.

Dos teoremas son contrarios, uno de otro, cuando sobre
un mismo objeto se hace una hipdtesis y se sienta una té-
sis, afirmativas en el primero (directo) y negativas en el
segundo: asi, por ejemplo, si en un teorema decimos que
si@ es 6, ¢ serd d, en su contrario diremos que si 2 no
es b, ¢ no serad.

Dos teorewmas son mutuamente reciprocos cuando la
hipdtesis y tésis del uno (directo) son respectivamente la
tésis y la hipétesis del otro: asi, por ejemplo, si en un teo-
rema decimos que si @ es 4, ¢ serd d, en su reciproco dirve-
mos que si ¢ es d, a sera b.

(*) La palabra Matematicas se deriva dela griega pafnotc (mathesis) la
ciencia. En los principios de la formacion de la ciencia matematica, principal-
mente cultivada por los antiguos, no estaban bien determinadas las relacio-
nes entre sus distintas ramas, y todas recibian la denominacién comun de
cienciu; pero, en el estado actual de los conocimientos humaunos, puede consi-
derarse cada una de ellas como subordinada 4 las leyes generales de la ma-
tematica, por lo que algunos autores la definen: Ciencia de las leyes del tiewpo
y del espacio, porque toda cantidad se determina en el tiempo y en el espacio.

T

A

o

AR

11

La demostracion de los teoremas reciprocos es general-
mente indirecta 6 ad absurdum (por reduceién al absurdo)
y se funda en que de la negacién de la conclusién se siga
necesariamente la de la hipétesis. Esta demostracion es,
sin embargo, innecesaria, cuando se han demostrado el
teorema directo y su contrario en todus las hipdtesis que
puedan hacerse sobre el mismo objeto.

Corolario e¢s una verdad deducida naturalmente de
otra evidente ¢ admitida J de una proposicion ya demos-
trada. :

Escolio es una advertencia por lo que se aclara d sim-
plifica una proposicion demostrada ¢ se expone alyuna
deduccion d reqla ulil y frecuentemente aplicable.

9. Problema es loda cuestion de cardeler practico en
que se trata de hallar wna d mas cantidades desconocidas,
llamadas inccgnitas. por medio de relaciones dadas entre
ellas y otras conocidas, llamadas datos.

Los problemas son aritméticos, algebraicos 6 geométri-
¢os, segun la rama de la ciencia matemdatica que se apli-
que 4 su resclucion.

En todo problema hay que considerar su planteo y su
resolucion y, en algunos, su discusion.

Plantear un prodlema es indicar la serie de operacio-
nes que, segun las condiciones del enunciado, son necesa-
rias para obtener las incognitas.

Resolver un problema es ejecutar las operaciones indi-
cadas por su planteo. El resultado de la resolucién se
llama solucion del problema.

Discutir un problema es interpretar sus soluciones en
armonia con las hipdtesis que puedan hacerse sobre las
condiciones del enunciado. '

_10. Las ciencias matemdticas reciben la denomina-
cién de ezactas y son el modelo de toda ciencia, porque
sus fundamentos son los axiomas, sus proposiciones natu-
ralmente derivadas de ellos y cumplidamente demostra-
das, sus procedimientos rigurosamente 16gicos y sus resul-
tados absolutamente ciertos. 3
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ARITMETICA .

PRELIMINARES.

11. Numero es e/ resultado de la comparacion geo-
métrica de wna cantidad con sw unidad y, eu al concep-
to, se dice que e/ numero es la expresion genuina de la
cantidad.

Los nameros, bajo el punto de vista cualitativo de la
cantidad & que se refieren, se dividen en abdséractos y con-
crelos, segun que al enunciarlos se haga 6 né mencién de
la especie de dicha cantidad. Dos 6 mas nim:ros concre-
tos pueden ser, como las cantidades que expresan, 4omo-
geéneos 6 heterogéneos.

Bajo el punto de vista de la conmensurabilidad 6 in-
conmensurabilidad de la cantidad que expresan se clasi-
fican los nimeros en conmensurables 6 inconmensurables,
segun que sean lo uno 6 lo otro las cantidades & que se
refieren (7).

Finalmente, con relacién 4 la unidad de que estan for-
mados, se clasifican los numeros en einteros Y Jracciora-
2'308S.

Numero entero es una totalided de wnidades ente-
ras, y numero fraccionario wia totalidad de unidades

Jraccionarias.

(*) La clasificacién de los numeros en abstractos y concretos y en conimensi-
rables é inconmensurables es reconocidamente impropia, pues el ntumero es
esencialmente abstracto y la cantidad es siempre concreta, por lo que ésta y
no aquél pnede ser conmensurable ¢ inconmensnrable. Sin embargo, tomandp
1a expresi6n de la cosa por la cosa misma y reciprocamente, se ha convenido
en atribuir al ndmero el concepto cualitativo de la cantidad que representa,
lo que se acepta por razén de método, en cuanto facilita la exposicién de las
teorias de la Aritmética.
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Los numeros fraceionarios se clasifican en fracciones
propias, fracciones impropias y numeros miztos. ¥Frac-
cion propia ¢ quebrado es una totalidad de unidades
Sraccionarias, menor que una wnidad entera ; fraccion
impropia es una totalidad de unidades fraccionarias,
suficientes 6 mas que suficientes para formar una d mas
unidades enteras, y nimero mixto es el compuesto de
wn entero y un quebrado.

12. Los numeros enteros y los fraccionarios son con-
mensurables, puesto que contienen una totalidad de uni-
dades y, en tal concepto, se les puede suponer formados por
la agregacién sucesiva de ellas, wna & una, ya enteras, ya
fraccionarias, de donde se deduce:

1.° Que el namero de ntimeros, asi enteros como frac-
clonarios, es ilimitado.

2. Que entre dos ntimeros consecutivos hay infinito
numero de numeros, mayores que el menor y menores que
el mayor.

13. Avritmeética es la parte dela ciencia matematica
que tiene por objeto los nimeros y por fin la investigacion
de las leyes que rigen ¢ sus combinaciones. _

La Aritmética comprende la Numeracion, el Calculo
v la Comparacidn de los nlimeros.

SR R QI T

P,

PRIMERA PARTE.

DE LOS NUMEROS ABSTRACTOS.

LIBRO PRIMERO.

DE LA NUMERAGION DE NUMEROS ABSTRAGTOS.

CAPITULO UNICO.

DE LA NUMBRACION DE ENTEROS Y FRACCIONES.

14. Numeracion es flodo procedimiento empleado
para expresar los nimeros. Si en €l se sigue una ley ge-
neral y sistematica recibe el nombre de Sistema de nw-
Mmeracion.

La numeracion puede ser verdal 6 grafica, segun tenga
por fin la expresion hablada (enunciacién) 6 la escrita
(escritura) de los nlumeros.

La numeracidn de toda clase de numeros se refiere 4
la de los abstractos enteros y la de éstos obedece, en todo
sistema, 4 los siguientes principios fundamentales :

1.° Se llama c¢ro y se representa con este signo, 0, la
carencia de toda unidad.

2.° Sedan nombres y signos propios & ciertos grupos de
unidades, llamadas de primer drden 6 simples, cuyo nu-
mero es variable segun el sistema.

3.° Se establece que un cierto ntimero de unidades de
primer 6rden forme una de segundo: el mismo nimero de
éstas, una de fercero y asi sucesivamente. El nimero, cons-
tantemente igual, de unidades de un 6rden cualquiera que
forma una unidad del 6rden inmediato superior se llama
base del sistema de numeracion.

ARIT. 2
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15. Numeracién de enteros.

El sistema de numeracion de enteros, adoptado por los
pueblos civilizados, es el siguiente:

Las unidades slmpleb se expresan con los nombres y
signos, llamados cifras significativas, que se exponen en
el siguiente

Cuadro de unidades de primer drden ¢ unidades simples.

Una sola unidad se denomina uno y se 1epre%enh con el signo 1

La reunion de uno y uno dos )
La de dos y uno tres » b s
La de lresy uno cuatro » S sk
La de cuatroy uno cinco > e
La de cinco y uno seis » S8
La de seis y uno siete . R
La de siefe y uno ocho » Fatstg
La de acho y uno nueve > 2o )

Agregando una unidad al ultimo namero de este grupo
se forma el nimero diez, base del sistema, por lo que éste
recibe el nombre de decano

Diez unidades simples forman una unidad de sequndo
drden, llamada decena, y se cuenta por decenas lo mismo
que por unidades, déndoles las mismas denominaciones y
representandolas con los mismos signos, colocados en la es-
critura en sequndo lugar, contando de derecha a izquier-
da, para lo cual se ocupa el primero con el signo 0, lo que
origina el siguiente

Cuadro de unidades de sequndo drden ¢ decenas.

Una decena, que se denomina diez y se representa 10

Dos decenas » veinte (*) 90
Tres decenas » treinta 5 30
Cuatro decenas » cuarenta 40
Cinco decenas » cincuenta » 50
Seis decenas s sesenta P 60
Siele decenas » setenta » 70
Ocho decenas » ochenta . 80
Nueve decenas » noventa, » 90

(*) Rigurosamente. debiera decirse dos dieces, tres dieces, etc. . nueve dzeres,
4 1o que, por derivacién dela lengua latina, llamamos weinte, treinia, ete..
novenia.

19
Diez decenas forman una unidad de tercer drden 1la-

mada centena, y se cuenta por centenas lo mismo que por

unidades, déndoles las mismas denominaciones y repre-
sentandolas con los mismos signos, colocados en la eseri-
tura en Zercer lugar, para lo cual se ocupan el primero y
segundo con ceros, lo que origina el siguiente

Cuadro de unidades de tercer drden d centenas.

Una centena, que se denommd ciento y se representa 100

Dos centenas doscientos » 200
Tres centenas » trescientos » 300
Luatro centenas » cuatrocientos » 400
Cinco centenas » quinientos (*) » 500
Seis centenas » seiscientos » 600
Siefe centenas » setecientos » 700
Ocho centenas Z » ochocientos » 800
Nuerve centenas » novecientos » 400

Diez centenas forman una unidad de cuarto drden, lla-
mada unidad de millar ¢ simplemente millar, y se
cuenta por millares lo mismo que por unidades simples.
dandoles los mismos nombres y sigros, atnque colocados
en cuarto [ngar, mediante el uso ya indicado de los ceros.

Asi como el conjunto de diez unidades forma una de-
cena y el de diez decenas una centena, de la misma ma-
nera diez millares forman una unidad de quinto drden 6
decena de millar, y diez decenas de millar forman una
unidad de seto drden’ centena de millar. Diez cente-
nas de millar forman una unidad de séptmo grden, la-
mada unidad de millon § simplemente millon.

A partir del millén, y de una manera andiloga & la an-
teriormente expuesta, se forman la decena, centena
millar, decena de millar y centena de millar de
millén. Diez centenas de millar de millén forman nna
nueva unidad, llamada millon de millones ¢ bhillon;
con un millén de billones se forma el trillén, y asi suce-
sivamente (**).

(*) Pororigen, también latino, se dics quinientos, setecientos, novecientos,
an vez de cincocientos, sietecienlos, nuevecienlos.

(**) En algunos paises al millar de millones se le llama billdn; al millar
de bhillones, o illén; al millar de trillones, cualrilldn, ete.; es dec,u, que asf
como nosotros hacemos constantemente agrupaciones de seis en seis 6rdenes,
subdn idiéndolas en otras de ¢res en (res, en tales paises forman con la agr i
pacion de seis 6rdenes el milldn, y las siguientes @ éste las cuentan de tres
4rdenes cada una.
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La ordenacion, colocacidén, clasificacién y denomina—
cién de las distintas unidades de nuestro sistema de nu-
meracién es la que, hasta el limite més frecuentemente
usado, se indica en el siguiente

Resimen del sistema décuplo de numeracion de enteros.

i Tty |ﬁ T o o «’ = = DR R AT 77-‘_—‘\
(= ‘ |
= |
z !
2 | | |
2 | l i
: \ LUGARES, i(:l,.\SlHCAClON.\nENonnx,\mON, ;
% i !

. s

OIRER N S B ON GierAie g 0 D] R ! |
R e R A i ak Voeas] lljnixlnd..... .1Uno. b
D Qe : .1 0 Decena....... {Diez. i
Shulbed e oA 0% 20| Centena: i |Ciento (6 x:icn).\ ;
el ; .1 0 0 0 |Unidad IMil. 5
B <40 00 0:Decena millap Diez mil.
69l S AE 0T 202078051 () ‘Cunlcnns R Gien mil, ,
79 . . 4 00 0 0 0 O |Unidad Millon.
8.2 4500000 0505205505 Decena, mil]l’mlm"x millones.
QLS 0N 0500 0505100 ;C(‘lllﬂn:l‘ \Gien millones.
L i | | |}

16. Para expresar verbal y graficamente cualquier
entero, que no sea unidad del sistema, se han admitido con-
vencionalmente estos principios:

1.° Que el nombre de cada entero se forme con los de
las unidades de distintos drdenes que contenga.

2.° Que toda cifra represente unidades del drden in-
mediato superior al de la colocada & sw derecha y unida
des del drden inmediato inferior al de la colocada a sw
zquierda.

Conforme & estos principios resulta:

1. Que todo entero comprendido entre dos consecuti-
vos del cuadro de decenas ¢ entre el tltimo de los de éste:
¥ el primero del de centenas se compondrd de decenas y
unidades, siendo necesariamente unas y otras ménos de
diez; su nombre se compondra, pues, de uno de los del cua-
dro segundo y otro de los del primero, y su expresion gra-

R
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{ica, del signo correspondiente al ntimero de sus decenas,
antepuesto al de sus unidades; asi se tendra :

Diez y uno ..... 11| Veintiuno........ R e Noventa y uno. . 9t
Diez y dos...... 12 [ Veinte yidostves. s 22 vonlssiie s Noventa y dos... 92
Diez y tres..... 13| Veinte y tres..... 28|....... e Noventa y tres.. 93
D16z ¥ cuatr0 s 1A Lt i v e s ns e Sie e es s wei s s e aist b e e
$ DY (YA, ohh o el ol (o [ B S B R R A e e fo e W I S e R R T e SO
DB 7, ) B OIS A L0 Ras s sia s oy s s iate n | S i viots > ame;Eledod | Io\XaTa s a7 blara o o (st e osm otd
Diez Y siete o Tl oy ss srss R e Rt s Sy | i e s arets IR i
IRV AR s L s T U A B, Lt bt Al R T Sl e
Diez y nueve... 19| Veinte y nueve (**)29|..............|Noventa y nueve. 99

2.° Que todo entero comprendido entre dos cunsecuti-
wvos del cuadro de centenas 6 entre el 1iltimo de los de éste
y el primero del de millares se compondré de centenas,
decenas y unidades, 6 de centenas y unidades, siendo en
uno y otro caso el nimero de unidades de cada drden me-
nor que diez; su nombre se compondrd, pues, de uno de
los del cuadro tercero, otro de los del segundo, si tiene de-
cenas, y otro de los del primero, y su expresion grafica de
los signos correspondientes & sus unidades de cada drden,
6 del cero en defecto de las decenas, colocados en sus res-
pectivos lugares : asi, el numero compuesto de £7es cente-
nas, seis decenas y oc/o unidades se denominara ¢rescien-
tos sesenta y ocho y se escribird 368 y el compuesto de siele
centenas y seis unidades se denominara setecientos seis'y
se escribird 706.

3. Que sabiendo expresar verbal y graficamente un
entero compuesto de unidades de los tres primeros érde-
nes se podra expresar cualquier otro, formando su nombre
con los de las unidades de cada uno de sus érdenes, enun-
ciados de superior & inferior, y su expresion grafica con
los respectivos signos, colocados en los lugares correspon-
dientes 4 sus drdenes, conforme & las siguientes reglas
practicas.

(+) Los nim:ros diez y uno, dies y dos, dies y tyres, dies y cualro, dies y cin-
o reciben los nombres de once, doce, trece, calorce'y quince, procedentes del
latin, y compuestos del nombre de la primera decena, pospuesto 4 la respec-
tiva unidad.

(**) Por abreviatura se dice weintiuno, veintidos, veintitres, etc , suprimien=
do la copulativa, y.
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1.2 Para enunciar wn entero Se enuncian Sucesiva-
mente, y en drden de superior @ inferior, las distintas
unidades que contiene.

2.2 Para escribir un entero se colocan Sucesivamente
de izquierda ¢ derecha, y en su lugar correspondiente, las
cifras que expresan sus unidades de cada drden.

3. ara leer un entero se empicza por prepararlo, di-
vidiéndole en grupos de d seis cifras, de derecha @ iz-

wierda, y marcando, para mayor fijeza vy claridad, lo de
os millones con un ., la de los billones con un ,, ete., J
hecho esto, se enuncian sus cifras de izquierda a derecha;
asi, el niimero 7426531468052 se prepara 7,426531,468052,
y se lee siete 4illones, cuatrocientos veintiseis 7/, qui-
nientos treinta y un millones, cuatrocientos sesenta y ocho
mil, cincuenta y dos.

Ejemplos.

1.9 El ntmero que tenga

cuatro decenas. ) 11 e cuarenla !
siete unidades. glcnlion y siete millones
cinco centenas [ quinientos
nueve decenas...de millar{se enun- noventa y se escribird
dos unidades.. s ciard y dos mil 47592836
ochoicentenas die .. ik ochocientos
tres decenas.. ... .. ... = treinta
y seis unidades. .. ocve.- y seis
2.9 El numero que tenga
siete decenas. . de = setenta
cuatrounidades| < (se enun-) y cuatro mil [y se escribiré
cinco.decenas, . .t ( ciara { cincuenta s 74059
y nueve unidades........ y nueve
3.0 El namero que tenga
ocho centenas..|qo pjjiarise cnnn-g gChioeientos |y se escribiréd
tres unidades. .| ~oiard | tresmil y 5801‘3003
y tres unidades...... S il {res s ;

-sniysy

L et
e i

gk
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17. Numeracion de fracciones.

Para expresar una fraccién se emplean dos enteros,
Namados numerador y denominador: el primero numera
la totalidad de unidades fraccionarias y el segundo las
denomina, expresando el numero de partes iguales en que,
para obtenerlas, se ha dividido la unidad entera. El nu-
merador y el denominador reciben el nombre comun de
términos de la fraceion.

Las fracciones se clasifican en ordinarias y decimales.
Son decimales las fracciones que tienen por denoming-
dor la wnidad sequida de ceros, y ordinarias las que tie-
nen un denominador cualquiera que no sea de esta forma.

18. La numeracion de las fracciones ordinarias con-
siste:

1.° En dar & las diversas unidades fraccionarias la
denominacion propia del numero de partes iguales en que
se haya dividido la unidad entera, seguida de la termina-
cion partitiva avos; asi, por ejemplo, las partes que resul-
tan de dividir la unidad en 11, 35, 86 partes iguales se ce-
nominan, respectivamente, onceavos, trein'a 3 cincoavos,
ochenta y seisavos. Se exceptian de esta regla las partes
de la unidad dividida en 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8y 9, que se deno-
minan, respectivamente, medios, tercios, cuartos, quintos,
sextos, SEplimos, 0clavos y novenos.

99 Rn enunciar una totalidad de unidades fraceiona-
rias por el mismo sistema empleado para los enteros, apli-
cado separadamente al numerador y al denominador.

9.9 g eseribir el numerador encima del denominador,
separandolos por una raya ; asi, por ejemplo,
tres unidades fraceionarias de la especie de guintos, se es-
ceribiran ?
y se leerdan fres quintos:
guince unidades fraccionarias de la especie de freinta y

: k)
SCISAVOSs, se escribirdn s
y se leerdn quince treinta y seisavos: ; :
setecientas cuarente y seis unidades fraccionarias de la
especie de fres mil oclocientos cincuenta y nuevearvos, s

746

3859 : ;
y se leeran selecientos cuarenta y seis, tres mil ochocien-
tns cincuenta y nueveavos.

escribiran
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19 La numeracién de las fracciones decimales con-
siste: yn dar 4 las diversas unidades fraccionarias de-

'.l)auiones adecuadas al naumero de partes iguales en
nOmMIE haya dividido la unidad entera ; asi, si ésta se di-
%‘hees n 10, 100, 1000, etc. partes iguales, las respectivas

unidades decimales se llaman décimas, centésimas, mile-

s ; )
SV oy clasificar estas unidades por érdenes, llamando

1 ssgfundo 61'den, 4 las décimas ; de tercero 4 las cente-
e s de cuarto 4 las milésimas : ete. 3
o En asignar 4 cada unidad decimal, & la derecha de
teras simples, el lugar correspondiente & su ¢rden.
lo dicho se desprende que cada unidad decimal de
un 6rden dado contiene diez de las del ‘imn.e,diato inferior
que la ordenacién, colocacion, clasificacion y denomi-
hacion de las diversas unidades fraccionarias decimales

sers la del siguiente

.

las en

Resumen del sistema de numeracion de decimales.

\ ,—x? ‘ Clasificacion ‘
@l LUGARES.
Z : y denominacion.
¥ |
| ,
| | SIS B i A (R SO - R
| ROl E = o e e DR B
ORI e e SR i e e U T N
l SRLR( a0 sl v it ianste o Contesimigy
e e ORCOS S REATs et S e S MBS m A
SR QR ORR0 0.5 Diezmilésima.
(R0 24008020 S 0 S Cienmilésima.
S0 050 08 02055 Millonésima.
(852 {02050 05700 004 Diezmillonésima.
‘ 952 00 00 0 0 0 1 Cienmillonésima. |
| |

donde se ve que las unidades decimales estin sometidas, en
su formacion, 4 la misma ley que las enteras y vienen con
ellas & completar un sistema regular y uniforme de nu-
meracion de enteros y decimales cuyo mecanismo se in
dica en el siguiente cuadro, comprénsivo del anterior y
del expuesto al tratar de los enteros (15).
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20. Se llama numero decimal ¢ simplemente de-
cimal d lodo mimero formado por unidades decimales o
por enteras y decimales. :

21. Todo nimero decimal es en realidad una fraccion
cuyo denominador es la unidad seguida de ceros, pero se
puede omitir la escritura de éste, en virtud de la analogia
que existe enire la formacién de las unidades decimales
de cada 6rden y las décuplas, aplicando 4 los numeros de-

‘cimales los principios consignados en la numeracion de

enteros (18), asignando & cada cifra el lugar que la co-
rresponda y cuidando de separar la parte entera de la de-
cimal, conforme 4 las siguientes reglas practicas:

1.8 Para enunciar un decimal se enuncia primeramen:
te la parte entera y después la decimal, como st fuese
también entera, pero dandole la denominacion de S -
tima cifra.

9.8 Pura escribir un decimal se escribe primeramente
la parte entera y, en s defecto, wn cero: se la separa com
una coma de la parte decimal y en sequida se eseribe é€sta;
comn st fuese entera.

Ejemplos.

1.2 El nimero que teuga

cuatro centenas.. ... cuatrocientos
seis decenas.. ...... sesenta S
tres unidades. ... ... seenun-) y tres enteros, y se escribird
nueve décimas..... ciara novecientas 463,957
cinco centésimas ... cincuenta ‘
y siete milésimas. .. |y siete milésimas

2.° El numero que tenga
seis decenas... ..-. ) i sesenfa ? =
tres unidades....... se enun-\ y tres enteros, y se escribird

cualrocienmilésimas| ciard ' cuarenta y siete s 63,000047
y siete millonésimas millonésimas

3. El niamero que tenga
tres milésimas.. ... .!sc enun-/ treinta ly se escribiré
y ocho diezmilésimas| ciard {y ocho diezmilésimasy  0,0038

3.2 Para leer un decimal se preparan su parte entera jy
sw parie decimal, como St ambas fuesen enteras, y seleen
sucesiva y separadamente; asi, el numero 45263412,7549328
se prepara 45,263412,7,549328 y se lee cuarenta y ¢inco
millones, doscientos sesenta y tres mil, cuatrocientos doce
enteros, sicte millones, quinientas cuarenta y nueve mil,
trescientas veintiocho diezmillonésimas.
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22. De lanumeracion de nameros fraccionarios y de lo
dicho acerca de su clasificacion se deduce :
1.° Que toda fraccién cuyo numerador es menor que
el denominador es un guedrado, pues expresa menos uni-
dades fraccionarias que las necesarias para formar una

unidad entera: tales son, por ejemplo, %— y 0,7.
D)

2.° Que toda fraccidn cuyo numerador es igual 6 mayor
que el denominador es impropia (igual en el primer caso,
y mayor en el segundo, que la unidad entera) pues expresa
respectivamente tantas 6 mas unidades fraccionarias que
las necesarias para formar una unidad entera : tales son

3 ; 10 38
2 dani il ag

G 0 2 f

3. Que de dos fracciones del mismo denominador es
mayor la que tiene mayor numerador , puesto que, siendo
la umdar'l la misma en ambas fracciones, expresa ésta
mayor numero de ellas que la otra: asi se tiene que

7 5 A 5
o == i ¥y 0,8> 0,5.

o : :

4.° Que de dos fracciones del mismo numerador es ma-
yor la que tiene menor denominador, pues es evidente que
cada una de las unidades fraccionarias de ésta serd mayor
que cada una de las de la otra, y como ambas fracciunes
expresan el mismo numero de unidades, serd mayor aque-
1la cuya unidad sea mayor: asi se tiene que

7/

7/
?> o5 7 0,8 > 0,08.

0 > ’
5.2 Que un decimal no varia, colocando ceros 4 su de-

recha 6 suprimiéndolos si los tiene, pues cada una de sus
cifras conserva el mismo lugar respecto a las unidades
simples : asi, 7,54 = 7,540 — 7,5400, etc., etc.

23. Numeracion de los numeros inconmen-
surables. :

 Los numeros inconmensurables carecen de numera-
cién propia, pues, como se verd mds adelante, todo nimero
inconmensurable se expresa por una limitacion entre dos
conmensurables.
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24, Representacioén general de los numeros.
Los numeros se representan, en general, por medio de
las letras de nuestro alfabefo 6 del alfabeto griego (*), de
modo que una letra debemos suponerla como la represen-
tacién de un numero, ya entero, ya fraccionario, ya in-
conmensurable. :

Para poder representar, sin confusién, con una misma
letra dos ntmeros distintos, dos valores diferentes de una
misma cantidad 6 dos cantidades homogéneas, en cual-
quier concepto, se ha convenido en marcarla con una nu-
meracién correlativa en su parte superior ¢ en la inferior,
expresada en caracteres romanos, en el primer caso, y en
ardbigos, en el segundo. Asi se tendra, por ejemplo,

a’, a'’, a¥, que se leen, @ prima, ¢ sequnda , a Sexla:
@, @y, @, que seleen, a sub-uno, a sub-dos, a sub-seis.

(*) Las letras maytsculas y mintsculas del alfabeto griego son:

A Alpha. | P Tota. Rapise o Rho.
B 5 Vita 6 beta, v % .e..0 Kappa. D250 o Sigma.
I Y -- .-+ Gamma, Ao A yo o« Lambda. 050 o Tas,
ATOEN Delta. P Mo M. Moot . Ypsilon.
| Dt Epsilon. | NoVieeooo Nu. D, o .00, Phi.
VIRE S st T e X Yro oee o Chi 615
Hien < Bl O ooz Omicron. v, qJ ----- Psi.
0:0.. Thetw. IS s Pis Qi0ys et Oméga.
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LIBRO II.

DEL CALCULO DE NUMEROS ABSTRACTOS.

CAPITULO PRIMERO.

PBELIMINARES.

25. Calcular es practicar una 6 mas operaciones.

Operacion es toda combinacidn nuwmérica que tiene
por_objeto formar wn nimero. llamado resultado, por
medio de otros, llamados datos d términos de la operacion.

Operacion zaversa de otra (directa) es una nueva ope-
racion cuyos datos son el resultado y uno de los datos de
la primera y cuyo resultado es ofro dato de aquélla.

Las operaciones que constituyen el calculo aritmético
son seis, llamadas adicidn, sustraccidn, multiplicacidn,
divisidn, elevacidn @ potencias 6 potenciaciony extraccion
de raices 6 radicacion.

Listas operaciones se clasifican en ¢grados y cada uno
de ellos comprende dos operaciones reciprocamente inver-
sas: asi, son operaciones de primer grado la adicién y la
sustraccién; de segundo la multiplicacién y la divisién ; y
de tercero la elevacion & potencias y la extraccion de
raices. Las cuatro primeras reciben la denominacién co-
mun de operaciones fundamentales.

Cada operaeion se indica con un signo especial que se
coloca entre los datos. Cuando una operacién indicada es
término de otra, ésta se llama compuesta y se indica en-
cerrando en un paréntesis la indicaciéon de la primera.
Con los datos de una operacion, ligados por el signo co-
rrespondiente, y el resultado de ella se forma una igual-
dad que puede recibir muchas y variadas transformacio-
nes, en virtud del principio general y casi axiomdtico de
que coperaciones iquales, hechas con cantidades iguales,
dan resultados iguales.»

Prueba de una operacion es todo medio empleado
para cerciorarse de sw ezactitud. Las operaciones recipro-
camente inversas pueden servirse mutuamente de prueba.
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CAPITULO II.

DE LOS NUMEROS ENTEROS.

ARTICULO PRIMERO.

DE LA ADIC.ON

26. La adicidn tiene por objeto reunir en wi $0lo ni -
mero las unidades de otros.

Los datos de esta operacion se llaman sumandos y el
resultado suma (*). Bl signo de la adicién es este +-, que
se lee mds. de modo que la adicion de los nimeros @, & y ¢
se indicard a--b--¢, y si la suma es s, se tendra a-+0o+c=s.

De la definicion de la adicién se deduce:

1.° Que si los sumandos son dos y uno de ellos es cero,
la suma es el otro sumando, es decir, que ¢+ 0=a
0 =10,

2.2 (ue si ambos sumandos son cero, la suma serd cero,
es decir, que 0 + 0 =0.

3.° Que para obtener el resultado de una adicion de
varios sumandos &, &, ¢ y d, por ejemplo, se suman los dos
primeros a y &, lo que dard la suma @ -+ 0. & ésta, conside-
rada como un sumando, se agrega el tercero ¢, lo que dard
la suma ¢ + 6 + ¢, y agregando 4 esta nueva suma, con-
siderada como un sumando, el ultimo &, se obtendra la
suma @ -6+ ¢+ d=s.

97. Teorema. La suma de dos d mds enteros es in-
dependiente del orden de los sumandos ().

En efecto, si los sumandos son &, 4y ¢, se puede repre-
sentar la suma @ -4 -+ ¢ por una fila de a unidades, se-
guida de otra de & unidades y de otra dec unidades, en
esta forma :

1141414 e 1+ 1114 41+ 1414 ... +1
—_— e ——" e — e —— ————————
@ unidades 4 unidades ¢ unidades

donde, evidentemente, el nimero total de unidades sera el
mismo, sea cualquiera el orden en que se consideren los
grupos de ellas.

: *) B;z;;i«-procede el que vulgarmente se llame & la adicién operacidn de
sumar.

(**) Este teorema se enuncia comunmente, para mds brevedad, diciendo
que el drden de los sumandos no altero Lo SWNG.
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28. Il procedimiento natural para sumar enteros con-
siste en agregar & uno de los sumandos, una 4 una, las
unidades de cada uno de los otros, pero como esto se haria
muy pesado y expuesto & errores cuando fuesen muchos los
sumandos, para facilitar y metodizar el estudio de la adi-
¢ién de enteros conviene considerar en ella tres casos.

1.  Sumar dos enteros de wna cifra.

2.0 Sumar un entero de varias cifras y otrode wia.

3.2 Sumar dos d mas enteros de varias cifras.

Primer caso. La suma de dos enteros de una cifra
se obtendria facilmente teniendo 4 la vista un cunadro que
contuviese las sumas de dos de ellos cualesquiera. Lste
cuadro, llamado 7%bla de sumar, se construye ficilmente
en la forma expuesta al margen. Para hacer uso de €l se
busca unode los su-

ol 1 5 ; mandos en la pri-
Okie oo fgi 6171819 mera fila y el otro
1| 9 figuay 51{ 6|7|8/(9]|10] en la primera co-

e — e el s e it g s S iinasse
2314506 7|8 910 117 hallard enla inter-
o lia a5 el iseccidnidelafilaico-

_3_ i _5_ 16 7‘#8_li‘ 10 _E 12 rrespondiente al
405161 7!8!"'9i{10 1112 13] unoconlacolumna

e | ot b e Eo o I B o oV (e 7
iili i‘ 10 11] 12| 13| 14| otro. Asi, la suma
s=a e alar el sd e B iy eSilhgile

i _7_ 78 _9_‘1(_) Lll,_l_zlf lﬁl 151 e encuentra er?la
7181 9110 11| 12| 13| 14| 15| 16} casilla comun 4 la

e B o e o bt o e e fila. del 8 y & la co-
819110 11112 13| 14 15| 16| 17| lumna el 7,6 4 l1a
9 10/ 11} 12 13| 14 15| 16] 17| 18 ?;?n‘;‘;lgggi(li &

Escolio. La
suma de dos enteros de una cifra es siempre menor que
dos decenas, pues la mayor de tales sumas es 9 4 9 = 18,
que contiene una decena y ocho unidades.

Segundo caso. La suma de un entero de varias ¢i-
fras y otro de una sola contendra necesariamente las de-
cenas del uno mas las unidades simples de ambos, las que
podran formar una decena y aumentar, por consiguiente:
en una, las decenas del primer sumando.

(*) Como no es ficil llevar siempre consigo una tabla de sumar, conviene

Tetenerla en la memoria, 1o que se consigue con repetidos ejercicios.



32

Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla:
DPara swmar un entero de varias cifras coiotro de und
se suman las unidades de ambos y se awmentan en Wi
las decenas del primero, si las unidades swman mas de 9.

Asi, 45 3 = 48; 7349 =82; 3523 +-6 = 3529; 2728 -7 = 2785.

Tercer caso. La suma de dos 6 mas enteros de va-
rias cifras se obtiene por las siguientes consideraciones,
que, para mayor claridad, aplicaremos & un ejemplo.

Sean los sumandos, 796, 283 y 645. Descomponiendo
cada uno de ellos en sus unidades de distintos dérdenes €
indicando por % las unidades, por ¢ las decenas y por ¢ las

centenas, se tendra:

796 — 6v - 94 - 7¢ ; 283 = 3u |- 8% |- 2¢'; 645 =58 |- 44 | 6° ;
luego, 796-1-283 +645=6" +-3u -3¢ 99 -8 -44 -7 1-9¢ L Ge
= 140 - 219 | 15 = 4o - 990 L 45
= A0 20 17 = 1724
Escolio. De lo expuesto se deduce la siguiente regla:
Para sumar dos ¢ mas enteros de varias cifras se Si-
man separada y sucesivamente las unidades de cada drden,

empezando por las del inferior: se escriben en su lugar -

correspondiente las de cada suma parcial y se agregan las
decenas al primer swmando del drden inmediato superior-

Observacién. Para facilitar la operaciéon y evitar
equivocaciones, cuando 1os sumandos son mas de dos, con-
viene colocarlos uno debajo de otro, de modo que .se co-

rrespondan en columna las unidades del mismo 6rden, y

separar los datos, del resultado, por una raya.

Ejemplo. Sumar 345 + 5‘2:‘»‘80 - 637 -+ 19248. :
Se dispone la operacion en la forma expuesta al margen, y al
verificarla se dice :

345 |

o 5y7,12;y 8, 20 (escribo 0) y llevo 2
52380 | 934 6;y8, 14 y 3. AT,y 4 21 (escribo 1) y llevo 2
19248 2y 3,35 y5, 10; y 6, 16; y 2, 18 (escribo 8) y llevo 4
e 1y2,3;y9, 12 (escribo 2) y llevo 1
79810 1y3,6;y1,17(que eseribo),
con lo que se tiene la suma 72810.

29. Prueba de laadicion. :

Para comprobar una adicion se repite en sentido in-
verso, es decir, de abajo 4 arriba si se hizo de arriba &
abajo, y si la nueva suma es igual 4 la que antes se obtu-

viera se tendrd una gran probabilidad de su exactitud (27)..
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ARTICULO IL.

DE LA SUSTRACCION.

30. Lasustraccion, operacién inversa de la adicion,
tiene por objeto hallar un swmando, dado otro y la suma
de ambos.

Los datos de esta operacion son: la suma dada, que re-
cibe el nombre de minuendo, y el sumando conocido, que
se denomina sustraends; el resultado 0 término que se
busca se llama diferencia (*). Bl signo de la sustraceién
es este—, que se lee menos, de modo que la sustraceion de
los nimeros ¢ y & se indicard a—2, y si su diferencia es d,
se tendra ¢ — 6 = d.

De la definicion de la sustraccién se deduce:

1.° Que el minuendo es la suma del sustraendo y la di-
ferencia, es decir, que de —& = d se obticne, @ = b-+d.

2.° Que si el sustraendo es cero, la diferencia es igual
al minuendo, es decir, que ¢ — 0 = @.

3.° Que si el sustraendo es igual al minuendo, la dife-
rencia es cero, es decir, que @ — ¢ = 0.

4.° Que si el sustraendo es mayor que el minuendo es
aritméticamente imposible la sustraceion, pues es absurdo
suponer que la suma sea menor que uno de los sumandos.

5.° Que la diferencia contiene las unidades del mi-
nuendo, menos las del sustraendo, 6 sea las unidades en que
aquél excede 4 éste; lo que justifica ofra definicién de la
sustraccion, diciendo gue es una operacion que tiene por
objeto hallar las wnidades en que wi wimero excede & otro.

31. Teorema. La diferencia entre el minuwendo y
la diferencia de wna sustraccion es igual al sustraendo.

En efecto, si tenemos una suma, & - d = a, se verifica
que asi como d es el término suficiente para que, sumado
con &, dé por suma g, también 4 es el término suficiente
para que, sumado con d, se obtenga la misma suma, «; lue-
g0 si se tiene que a—04=d, también se tendrd que a—d=0.

(*) También recibe el nombre de ewceso del minuendo sobre el sustraendo
v el de 7esto, de donde procede el que vulgarmente se llame 4 la sustraceién,
operacion de restar,

ARIT. 3
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32. [l procedimiento natural para restar un entero de

otro consiste en rebajar del minuendo, una 4 una, las uni-
dades del sustraendo, pero como esto se haria muy pesad
y expuesto & errores cuando el sustraendo contuviese mu-
chas unidades , para facilitar y metodizar el estudio de !a
sustraccién de enteros conviene considerar en ella fos ca-
sos que puedan deducirse de los de la adicion de dos su-
mandos, que son los sigulentes:

~ Que el sustraendo sea de una cifra y la diferencia tam-
bién de una.

Que el sustraendo sea de una cifra y la diferencia de
varias.

Que el sustraendo sea de varias cifras y la diferencia
de una.

Que el sustraendo sea de varias cifras y la diferencia
también de varias.

Mas como, por otra parte, es evidente que la diferencia
de dos enteros sera de una sola cifra, siempre que agre-
gando diez unidades al sustraendo resulte un numero ma-
yor que el minuendo, los cuatro casos expuestos se re-
ducen & los dos siguientes:

1.5 Que la diferencin sea de una cifra.

90  Que la diferencia sea de varias cifras.

Primer caso. La diferencia de dos enteros tales que
el minuendo exceda al sustraendo en menos de diez uni-
dades se obtendrd, desde luego, agregando 4 éste mental-
mente el namero de unidades necesarias para formar el
minuendo: asi, la diferencia de los nameros 15 y 8 es 7, la
de 592 y 584 es 8 y la de 4987 y 4978 es 9.

Segundo caso. La diferencia de dos enteros tales
que el minuendo exceda al sustraendo en diez 6 més uni-
dades se obtiene por las consideraciones siguientes que,
para mayor claridad, aplicaremos & dos ejemplos.

1.° Sean 7968 y 1243 los numeros cuya diferencia se
quiere hallar.

Como la diferencia ha de contener las unidades de dis-
tintos 6rdenes del minuendo, menos las de los correspon-
dientes del sustraendo, es evidente que se obtendrd aque-
lla, restando de cada una de las cifras del namero 7968 la
correspondiente del niimero 1243, con lo que, indicando
por % las unidades, por d las decenas, por ¢ las centenas y
por 7 los millares se tendrd: :

7968 — 1243 = 8 — 3u 61 — 4 - 9 — Q¢ - Tm —
— Bu 49l L 7e - fm—= 6725.
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9.° Sean 7968 y 1273 los numeros cuya diferencia se
quiere hallar. : :
Por iguales considéraciones que en el ejemplo anterior,
se tendra:
7968 — 1273 — 81 — 31 60 — 74 - 9c —2¢ LT 4=

pero, como la sustraccion 6¢— 7 es imposible, agregare=
mos diez decenas 4 las 6 del minuendo, tomando una de
sus 9 centenas, con lo que se tendra
7968 — 1973 — fu — 34 | 160 — T4 -8 — Q¢ 4 T 4m,
Mas como la sustraccion parcial 8 —2°d4 el mismo
resultado 6°, que 9° — 3¢, se tendra
7968 — 1273 — 81 — 3u -16¢ — 74 |95 — 3¢ T — 4™
=51 - 9d L 6e | 6™ = 6695.
Escolio. De lo expuesto se deduce la siguiente regla:
Para restar dos enteros cualesquiera se resta cadacifra
del sustraendo de la del mismo drden del minuendo, empe-
zando por el inferior. Sialguna cilra del sustraendo fuese
mayor que la del mismo drden del minuendo, se agreqgan &
dsta mentalmente dies unidades de sw drden y se efectua
la sustraccion, cuidando de ngregar, también mentalmen-
te, une unidad 4 la cifra inmediala del sustraendo.
Observacién. Para facilitar la operacién y evitar
equivocaciones conviene colocar el minuendo y el sus-
traendo, uno debajo de otro, de modo que se correspondan
en columna las unidades del mismo o6rden y separar los
datos del resultado, por una taya.
Ejemplo. Restar 8343 —5738.
La operacién se disponc en la forma expuesta al margen y al
verificarla se dice:

g343 | De84a13,5 (que escribo) y llevo 1
5738 1y 3,444 0 que escribo)
9805 Dé 7 4 13, 8 (que escribo) y llevo 1

1y 3,648, 2 (que escribo)
con lo que se tiene la diferencia 2803.
33. Prueba de la sustraccion.

Para comprobar una sustraccion se suma la diferen-
cia con el sustraendo y, si la suma es igual al minuendo,
serd muy probable la exactitud de la operacion (30-1.%).

También se comprueba una sustraccién restando del
minuendo la diferencia y, sila nueva diferencia es igual
al sustraendo de la sustraceion comprobada, se tendra una
gran probabilidad de su exactitud (31).
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ARTICULO IIT.

ALTERACIONES DE LOS RESULTADOS DE LAS OPERACIONES DE PRIMER
GRADO, POR LAS QUE SUFRAN SUS DATOS.
OPERACIONES COMPUESTAS DE DOS DE PRIMER GRADO.

84, Teorema. Sien una adicidn se aumenta d dis-
minuye wno de los sumandos, en wn numero cualquiera, la
suma auwmenta ¢ disminuye, respectivamente, en dicho
NUMETO.

En efecto, el numero en que se aumenta 6 disminuye
un sumando es un nuevo término cuyas unidades deberdn
aparecer de mas 6 de menos, respectivamente, en la nueva
suma; luego ésta se compondra de la primitiva mds 6 me-
nos dicho ntimero.

Escolio 1.° Sien la adicién, a4 =s, se aumenta el
sumando @, en ¢ unidades, se tendra la expresién

(@+0)+b=s4c=a+lb+c=da+c+ b= ete. (27),

cuyo primer miembro expresa la suma de la suma ¢ + ¢

y el ntimero 4, de donde se deduce la siguiente regla:
Para sumar una Suma y wn nUmero, 0 viceversa, S¢

suman todos los sumandos, en un 6rden cualquicra (°).

Asi (4+8)+3=4-+8-4 3=cete.

Escolio 2.° Sien la adicién, ¢ + b = s, se disminuye
el sumando @, en ¢ unidades, se tendra la expresion

@—c)+b=s—c=a+0—c}

cuyo primer miembro expresa la suma de la diferencia
a—cy el numero &, de donde se desprende la siguiente.
Tegla:

Para sumar wna diferencia y un nikmero, ¢ viceverse,
se agrega éste al minuendo y del resultado se resta el
sustraendo.

& Asi, (9—2)+5=9+5—2.

(*) Estaregla y las sucesivas que obtendremos para verificar operaciones
compuestas no tienen un fin preceptivo sino el de hacer ver que, asi como es
indiferente el 6rden en que se enuncian los dos miembros de una igualdad,
lo es tamhién seguir el procedimiento operativo indicado enla operacién com-
puesta 6 el desarrcllado en el enunciado de la regla.
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35. Teorema. Sien una adicion se aumenta 6 dis-
minwye cada wno de los sumandos, en wn nimero cualyguie-
ra, L sumy awmenta & disminwye en lo suma de dichos
NUMLTOS .

En efecto, si hacemos estos aumentos 6 disminuciones
sucesivamente la suma ird aumentando 6 disminuyendo
en lo que aumente ¢ disminuya cada sumando; luego, al
final, resultard la nueva suma ignal 4 la primitiva mas 6
ménos la suma de los indicados aumentos 6 disminuciones.

Escolio 1.° Sienlaadicion, a-+b=s, se aumenta, en

¢ unidades, el sumando @ y, en &, el sumando b, se tendra

@+c)+@+d=s+c+d=a+b+ct+d
—a+ ¢ +d + &= etc. (27),

de donde se desprende la siguiente regla:
_ Para swmar dos swmas se Swman todos los sumandos
de ambas , en un drden cualquicra.

Asi, (4+8)+ (3 +T7) =4+ 8+ 3-+7= etc.

Escolio 2.° Si en laadicion, e+ =s, se disminuye,
en ¢ unidades, el sumando @y, en 4, el samando 4, se tendra

(@—C)+(b—d)=s—c—d=5—(c +d)=a-+0—( c+ad),

de donde se desprende la siguiente regla :

Parna sumar dos diferencias se resta de la swma de los
minuendos, la de los sustraendos.

Asl, (13—6)+ (24 —8) =13+ 24 — (6 +8).

36. Teorema. S en wna sustraccidn se aumenta o
disminuye el minwendo, en wn wwLmero cualquiera, la dife-
rencia awmenta ¢ disminuye en ¢l Mmismo nUMero.

En efecto, no variando el sustraendo, que es uno de
los dos sumandos componentes del minuende, toda varia-
<ién de éste exige necesariamente otra igual en la diferen-
cia, que es el otro sumando.

Escolio 1.°  Si en la sustraceién, a—J=d, se aumen=
ta, en ¢ unidades, el minuendo @, se tendra

(a-+¢)—b=d+c=a—b-+c=a-+c—0 (34-Esc. 2.2);

de donde se desprende la siguiente regla :

DPara restar de wna swma wn wimero se resta éste de
cualguiera de los sumandos (mayor que ¢l) y al resultado
se agrega el otro.

Asi, (17+9)—5=17—54+9=17+9—5.
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Escolio 2.° S§i en la sustraccién, ¢ —& =d, se dismi-
nuye, en ¢ unidades, el minuendo «, se tendra

(a—c)—b=d—c=a—b—c=a—(b-+c),

de donde se desprende la siguiente regla:
Para restar de una diferencia un niumero se resta del
minuendo la suma del sustraendo y el niumero.

ASE (38 67— 38 Yeir Ty

37. Teorema. ANienuna sustraccion se auwmenta o
disminuye el sustraendo, en un numero cualquiera, la di-
Serencia disminuye d aumenta en el mismo nimero.

En efecto, no variando el minuendo, que es la suma de
la diferencia y el sustraendo, toda variacidn de éste exige
necesariamente otra igual y contraria en aquél.

Escolio 1.° Sien lasustraceion, ¢ —&=d, se aumen-
ta, en ¢ unidades, el sustraendo 4, se tendra

ta—b+c)=d—c=a—b—c,
de donde se desprende la siguiente regla:

Para restar de un wmimero una swma se restan de €l,
suceswamente, los sumandos de ésta.

Asi, 38 — (16 5) = 38 — 16 — 5.

Escolio 2.° Si en la sustraceién, ¢ — b=d, se dismi-
nuye, en ¢ unidades, el sustraendo 4, se tendra

a—(b—c)=d-+c=a—0b-+c,
de donde se desprende la siguiente regla :

Para restar de un nimero wna diferencia se le resta
el minuendo y se le agrega el sustraendo.

Asi, 49 — (14 —8) =49 — 14 -+ 8.

38. Teorema. A% en una sustraccion se¢ auwmentan
d disminwyen el minuendo y el sustraendo, en un mismo
nimero, la diferencia 1o varia.

En efecto, el aumento é disminucién que sufre la dife-
rencia por la alteracién del minuendo se destruye con la
correspondiente disminucidn 6 aumento que lleva consigo
la alteracion del sustraendo.

Escolio. Esta propiedad permite que, al hacer la sus-
traccion de dos enteros, se pueda aumentar al minuendo
cualquier nimero de unidades de un érden, con tal que se
aumenten las mismas al sustraendo.
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ARTICULO IV.

DE LA MULTIPLICACiON.

39. La multiplicacion tiene por objeto, ei general.
dados des numeros, hallar wn lercero que sed. respecto al
primero lo que el sequndo sea respecto @ la unidad entera.

Los datos de esta operacion se llaman.f(gclm'es, déndo-
< la denominacién particular de multiplicando & aquel
con que se compara el resultado y el de multiplicador al
que se compara con la unidad entera : el resultado se
llama producto (*). El signo de la multiplicacion es, indis-
tintamente, este><6 este ., que se leen multiplicado por; de
modo que la multiplicacion de @ por b se escribird, axéé
a . b, y, sisuproducto es p, se tendra, ax<b=poa. =

De la definicion de la multiplicacién se deduce :

1.2 Que, segtin que uno de los factores sea mayor, igual
¢ menor que la unidad entera, el producto sera mayor,
igual 6 menor que el otro factor. :

2.° Que siunode los factores es ce70, el producto es cero.

3.9 (ue una multiplicacién de enteros equivale 4 una
adiciéon de tantos sumandos, iguales al multiplicando,
como unidades tenga el multiplicador: por lo que podprnos
decir que multiplicar dos enteros es hallar un nwmero
tantas veces mayor que wno dado, como unidades tenga otro,
también dado. 7

40. Teorema. K producto de dos enteros es inde-
pendiente del drden de los factores. :

En efecto, si se dispone un cuadro compuesto, por ejem-
plo, de Zres filas de & cuarro unidades, cada
una, se ve que la totalidad de sus umdqdes gl el
serd el producto de 4 >< 3; mas sl conside-
ramos el cuadro compuesto de cuatro co- 1 1 Jd
lumnas de 4 £7es unidades, cada una, la to-
talidad de sus unidades, que es la misma, bl ekl
serd el producto de 3><4; luego 4<3= 3><4.

i ¥ rticular de qup haruplo, etes
%) Blrnroducto reciheel nombre particular de duplo, biig lo, cuaar uplo, )
de(t L)IDO dela Jos factores, cuando el oiro es 2, 3, 4, etc,, respectivamente. !
(**) Cuandoel multiplicando y el multiplicador 6 éste solamente, estan re

presentados por letras se puede suprimir el signo; asi la multiplicacién de @
por b se indica ab, y la de 7 por ¢ seindica e,
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41. El procedimiento natural para multiplicar dos en-
teros consiste en hallar la suma de tantos sumandos, igua-
les & uno de ellos, como unidades tenga el otro; per(; c%mo
se haria pesado y expuesto 4 errores cuando el multiplica-
dor tuviera muchas unidades, para facilitar y metodizar
el estudio de la multiplicacién de enteros conviene conlui-
derar en ella los casos siguientes : :

%2 %M%ﬁ)éqcar dos entterns de una cifra.

! wltiplicar wn enter ias cifr * ol
o 7 entero de varias cifras por otro
3.° Multiplicar dos enteros de varias cifras.

Primer caso. Kl producto de dos enteros de una ci-
fra se obtendria ficilmente, teniendo & la vista un cua-
dro que contuviese
los productos de dos

’N- sonlssaR e oon Paras shacer
15 |20 125 130 l35 140 |45 uso de él, se busca
—~——|—|=——|-—| unodelos factores en
18 124 130 ‘1‘5_142 48 54| la primera fila y el
14 |21 (28 35 |42 49 56 (63| O¥p e B DEL e
REt el Bi ) ) ﬁl_‘_“ 22 s columnacy. Supros
16 124 132 140 48 56 64 |72 ?uqto se hallard en
S5 et (g s e e e a intersecciéon de la
18 |27 {36 |45 |54 163 |72 |81 fila correspondiente &
uno de los factores
. con la columna co-
rrespondiente al otro. Asi. el producto de 7><5 es 35
que se encuentra en la casilla comun 4 la fila del 7 y 4 la
columna del 5 y también en la casilla comun 4 la fila del
5y a la columna del 7 (*).

Segundo caso. Il producto de un entero de varias
cifras por otro de una sola se obtiene por las siguientes
consideraciones que, para mayor claridad, aplicaremos 4
un ejemplo.

|
|
I

11234567 ‘ 8|9 de ellos cualesquiera.
e e R S e Este cuadro, llamado
246|810 1214 16 |18 T'abla de multipli-

sl =l e el =] SegTselconsiruye fa-
3169121518 |21 |24 27 cilmente en la for-
481216 20 24 ?28 "32 36 ma expuesta al mar-
5 10
12

. e . :
i(eile()jo;no no es ficil llevar siempre consigo una tabla de multiplicar, con-
v retenerla en la memoria, lo que se consigue con repetidos ejercicios.

e AR T
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Sean 4873 y 8 los factores. 4873

Su producto se obtendria, haciendo, como 4873
s ve al margen, la suma de ocho sumandos 4873
iguales al multiplicando 4873, lo que da por 4873
‘esultado 38984; pero como al ejecutar esta 4873
suma se toman ocho veces las 3 unidades del 4873
multiplicando, mas ocho veces las 7 decenas, 4873
mas ocho veces las 8 centenas, mas ocho veces 4873

los 4 millares, dedticese, de aqui, la siguiente
regla :

Para multiplicar un entero de varias cifras por otro
de una se multiplica cada wna de las cifras del multipli-
cando por el multiplicador y se escriben en sw lugar co-
rrespondiente las unidades de cada producto parcial,
cwidando de aftadir las decenas al siguiente.

38984

Ejemplo. Maltiplicar 38754 por 9.
La operacién se dispone en la forma expuesla al margen y al

verificarla se dice:

38754 >< 9 = 348786 4 por 9, 36 (escribo 6) y llevo 3
5 por 9, 45 y 3, 48 (escribo 8) y llevo 4
7 por 9, 63 y 4, 67 (escribo 7) y llevo 6
8 por 9, 72y 6. 78 (escribo 8) y llevo 7
3 por 9, 27y T, 34 (que escribo),

con lo que se tiene el producto 348786.

Tercer caso. En la multiplicacién de dos enteros de
varias cifras conviene considerar los casos particulares en
que el multiplicador sea la unidad 6 una cifra significati-
va, seguida de cervs, antes de ocuparse del caso general en

que dicho factor sea un entero cualquiera.

I. El producto de un entero por la unidad, seguida de
ceros, se obtiene facilmente considerando que si, 4 la dere-
cha de un entero cualquiera, se escribe uno, dos, tres, ete.,
ceros, cada una de sus cifras pasara & expresar unidades
diez, cien, mil, efc., veces mayor, respectivamente, que las

ue antes expresaba y, por tanto, el namero propuesto
se habra hecho diez, ciento, mil veces mayor, de donde
se deduce la siguiente regla:

Para multiplicar un entero por I unidad sequida de
ceros se escriben @ su derecha tantos ceros como tenga el
multiplicador.

Asi, 386 >< 1000 = 386000.
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II. El producto de un entero cualquiera por una cifra
significativa, seguida de ceros, se obtiene por lassiguientes
consideraciones que, para mayor claridad, aplicaremos
4 un ejemplo.
Sea éste 798 >< 600.
798 El producto se obtendria, haciendo, como se
798 indica al margen, la suma de seiscientos sumandos
798 iguales al multiplicando 798; pero esta suma se
798 puede facilitar descompeniéndola en cien sumas
798 parciales de 4 seis sumandos iguales 4798, cada
798  una de las cuales serda igual 4 798><6==4788, luego
... lascien sumas equivaldran & 4788><100=478800;
—— de donde se deduce la siguiente regla:

Para multiplicar un entero cualquiera por una cifra
siguificativa, sequida de ceros, se multiplica por el valor
absoluto de diche cifra y @ la derecha del producto se es-
criben tantos ceros como tenga el multiplicador.

Asi, 3856 >< 7000 = 26992000.

111. El producto de dos enteros de varias cifras 6 sea
el del caso general de la multiplicacion de enteros, se ob-
tiene por las siguientes consideraciones que, para mayor
claridad, aplicaremos & un ejemplo.

Sea éste 3792 >< 486.

Como 486 = 6 + 80 4 400 y es evidente que un todo se
hace tantas veces mayor cuantas se hagan las partes que
lo componen, se tendra desde luego:

3792 >< 486 = 1792 >< 6 + 3792 >< 80 |- 3792 >< 400
= 22752 -+ 303360 + 1516800 = 1842912,
de donde se deduce la siguiente regla:

Para multiplicar dos enteros de varias cifras se mul-
tiplica el multiplicando por cada wna de las cifras del
multiplicador: se suman los productos parciales y Lo suma
sera el producto pedido o producto tolal.

Observacion. Para facilitar la operacién y evitar
equivocaciones se elige como multiplicador el factor de
menos cifras significativasy se escribe debajo del multipli-
cando: se traza una raya para separar los factores de los
productos parciales: se obtiene cada uno de éstos y se es-
criben unos debajo de otros, de modo que la primera ci-
fra de la derecha de cada uno esté directamente debajo
de la del multiplicador que le produce: se traza una nueva
raya y se escribe debajo la suma de los productos pat-
clales.
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Asi, la operacién anterior se dispone en cualquiera de
de estas dos formas, de las que la primera esla mas usada.

3792 3792
486 ' 486
%92 15168
30336 30336
15168 99752
1842912 ' 1812912

con lo que se tiene el producto 1842012.

42. Caso de abreviacién. La préactica de la mul-
tiplicacién se abrevia, cuando uno de los factores 6 ambos
terminan en ceros, pues como los produutqs que de éstos
se obtengan serdn también ceros, se podra aplicar la si-
guiente regla : Tyl

Para multiplicar un entero por otro cualquiera, ter-
minado en ceros, se prescinde de ¢stos: se multiplican los
nimeros que resultan y, & la derecha del producto, se es-
criben tantos ceros como haya a la derecha de los factores.

Ejemplos.

Multiplicar 876 por 4300 ; 876000 por 43 5 y 876000 por 4500.
Se tendra:

876 876000 876000
4300 43 4300
T 2628 & 2628 2628
3504 3504 3504
_—-3;(-3—6481)—0— 37668000 3766800000

43. Prueba de la multiplicacion. P
Para comprobar una multiplicacién se repite ésta en
4rden inverso, es decir, tomando el muljmphcando por mul-
tiplicador y €ste por multiplicando y, si el nuevo produ?to
es igual al primitivamente obtenido, se ’p(;lldl'é una gran
probabilidad de la exactitud de la operacion (40).
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ARTICULO V.
DE LA DIVISION.

44, La division, operacioén inversa de la multiplica-
cidn, tiene por objeto, en general, hallar wn factor, dado
otro y el producto de ambos.

Los datos de esta operacién son: el producto de dos
factores, que recibe el nombre de dividendo, y un factor
conocido, que recibe el de diwisor : el resultado 6 factor
que se busca se llama cocienfe. El signc de la division es
este :, que se lee dividido por; de modo que la divisién de
dos numeros, ¢y &, se indica ¢ : 4, y si el cociente es ¢,
se tendrd, @ : b =c.

De la definicién de la division se deduce: -

1.° Que, seglin que el dividendo sea mayor, igual 6 me-
nor que el divisor, el cociente serd mayor, igual 6 menor
que la unidad entera.

2.° Que, segln que el divisor sea mayor, igual 6 menor
que la unidad entera, el cociente sera menor, igual 6 ma-
yor que el dividendo.

3.9 Que si el dividendo es cero y no lo es el divisor, el
cociente es cero.

4.° Que el cociente tendra tantas unidades como veces
contenga el dividendo al divisor, lo que justifica una defi-
nicién particular de la division de enteros, diciendo que es
wuna operacion que tiene por objeto hallar el nimero de ve-
ces que un nimero dado, llamado dividendo, contiene @ otro
tambien dado llamado, divisor. De aqui se deduce natu-
ralmente que, si el dividendo aumenta ¢ disminuye, el co-
ciente aumentard ¢ disminuird y que, si el divisor aumen-
ta 6 disminuye, el cociente disminuird ¢ aumentara.

45. Teorema. ZF/ cociente del dividendo por el co-
ciente de una division es iqual al divisor.

En efecto, si tenemos un producto, ¢ == a, se verifica
que asi como ¢ es el término suficiente para que, multipli-
cado por 4, dé por producto @, también 4 es el término
suficiente para que, multiplicado por ¢, dé el mismo pro-
ducto, @; luego si se tiene que @ : b=c, también se tendrd
que a:c¢c=2>.

45
46. Tl procedimiento natural para dividir un entero

por otro es restar éste de aquél sucesivamente todas las

7.

veces que sea posible y el ntimero de sustracciones reall-
zadas serd el cociente (44-4.°). :

Asi, para dividir 78 por 13, y 83 por 13, se efectuaran
las sucesivas sustracciones, expuestas al margen, de las
que resulta que el dividendo 78 contiene seis ve-
ces exactamente al divisor 13, por lo que el co- | 78 83
ciente es 6 y que el dividendo 83 contiene tam- 13 }?_
bién seis veces al divisor 13, peroquedan sobran- "5\ 70
tes 5 unidades, de las que no se puede restar el | 13| 13
divisor: luego el cociente de ésta es mayor que 6 25T
y menor que 7. : 1§ 13

Este procedimiento, que seria muy pesado | 2| -2
cuando el divisor fuese muy pequefio con rela- | 39 44
oién al dividendo, nos revela que la divisién de | 13 13
enteros puede ser de dos especies: exacta é In- |95 | 31
exacta. SR gelEs

La divisién de dos enteros es ezacta, cuando BEIBEE
el dividendo contiene exactamente al divisor, 15113
como, por ejemplo, la de 78 por 13, en que aquél | =< | 2%
contiene & éste 6 veces, y en este caso, se dice 0
que el cociente es una parte alicuota del di-
videndo (*). S :

Tn toda divisién exacta el dividendo es igual al pro-
ducto del divisor por el cociente; asi se tiene 78 =13 < 6.

La division de dos enteros es inexacta, cuando el divi-
dendo no contiene exactamente al divisor, como la de 83
por 13, en que aquél contiene 4 éste mas de seis y menos de
siete veces, pues 13><6 =78 <83y 13 ><7=91>83. El co-
ciente de una divisién inexacta estd, pues, comprendido
entre dos enteros consecutivos y serd, por consiguiente,
igual al menor de ellos, mas un quebrado, 6 al mayor, me-
nos otro quebrado. SORIE S

Se llama cociente entero de una_dlvmlén inexacta & la
parte entera del cociente. Ll cociente entero puede ser
por defecto 6 por exceso: el cociente por defecto expresa
el mayor ntimero de veces que el dividendo contiene al di-
visor y el cociente por exceso €s igual al cociente por de-
fecto, mas una unidad.

(*) Esta parte alicuota recibe los nombres particulares de mitad, tercio,

cuarto, ete., cuando el divisor es 2, 3,4, etc., respectivamente.
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Se llama 7esfo de una division inexacta 4 la diferencia
entre el dividendo y el producto del divisor por el cocien-
te entero. El resto es aditivo 6 sustractivo, seztin que el
dividendo sea mayor 6 menor que dicho producto.

En toda divisién inexacta, el dividendo es igual al
producto del divisor por el cociente, por defecto, mas el
resto aditivo 6 al producto del divisor por el cociente, por
exceso, menos el resto sustractivo; asi,
por ser 83 —13><6==5y 13><x7 —83 =8§,
se tiene, 83=13><6-+5 y 83=13><7—8 (*).

47. Teorema. La sumede los restos, aditivo y sus-
tractivo, de una division inexacta es igual al divisor.

En efecto, como el cociente por exceso es superior en
una unidad al cociente por defecto, su producto por el di-
visor contendrd & éste una vez mas que el del divisor por
el cociente por defecto, de modo que si en la divisién de un
entero @ por otro ¢, llamamos ¢ al cociente por defecto,
7 al resto aditivo y »” al sustractivo, se tendra :

a=de+1ry a=dec+d—7,
de donde axiomaticamente se deduce que
de +1r=dec+d—17',
y suprimiendo el sumando, de, en ambos miembros,
r=d—1'.
de donde resulta, 7 + 7" = d. (30-1.°).

Escolio 1.° De la igualdad » +7'=d se obtiene,
7' = d — r, de donde se deduce la siguiente regla :

Para hallar el resto sustractivo de wna division in-
exacta se resta del divisor, el resto aditivo.

Escolio 2.° De la misma igualdad, 7 + 7' =, se de-
duce que si 7 es mayor que la mitad de &, ssra 7', por
compensacion, menor que dicha mitad y. por tanto, el
cociente por exceso seira mas aproximado al verdadero que
el cociente por defecto, lo que justifica el siguiente pre-
cepto'de aplicacién practica:

Para obtener el cociente de una divisidn inexicta mis
aprozimado al verdadero, cuando el resto es mayor que la
mitad del divisor, se aumenta en una unidad el cociente
obtenido, & lo que se llama, forzar la unidad del cociente.

(') Enla prdctica se obtieno el cociente por dzfeclo y el correspondiente
resto aditivo y 4 tales cociente y resto nos referiremos en lo sucesivo, mien-
fras no se exprese lo contrario.
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A8. Para facilitar y metodizar el estudio de la division
de enteros conviene considerar en ella los casos que pue-
dan deducirse de los de la multiplicacion, tomando uno de
los factores como divisor, lo que dara por coclente el otro.

Para obtenerlos basta observar que de una multiplica-
cién del primer caso, tal como 8 ><5 = 40, se obtienen las
divisiones 40 : 8 =5y 40: 5 =8, en las que el divisor y el
cociente son de una cifra; de una multiplicacién del se-
qundo caso, tal como 37<6= 222, se obtiene la division
992 : 6 =37, en la que el divisor es de una cifra y el co-
ciente de varias, asi como tamblén .lgz, division 222 37—=06;
en la que el divisor es de varias cifras y el cociente de
una y , finalmente, de una multxpllcaqlén del Zercer caso,
tal como la de 56 >< 67 = 3752, se obtienen las divisiones
3752 : 56 =67 y 3752 : 67 =56, en las que el divisor y el
cociente tienen varias cifras. :

Segtin esto, los casos de la division de enteros sou los
cuatro siguientes: : ¢

1.°  Que el divisor vy el cociente sean de una cifra.

2.0 Que el divisor sea de una cifra y el cociente de
Parias. : ; :

3.5 Que el divisor sea de varias cifras y el cociente
de una. : : ;

4° Que el divisor y el cociente sean de varias cifras-

Observacion. Si se tiene en cuenta que el cociente
de dos enteros serda evidentemente de dos, tres, ete., cifras,
siempre que, multiplicando el divisor por 10, 100, 1000, ete.
(lo que se hace mentalmente, agregandole uno, dos,
tres, etc. ceros) resulte un nimero mayor que el dividendo,
se deduce que, & la simple vista de los’datos de una divi-
si6n, se puede asegurar cudl serd el numero de cifras del
cociente. - :

Primer caso. Cuando el divisor es de una cifra y el
cociente haya de ser también de una, se obtiene ésta, desde
luego, multiplicando mentalmente el divisor por el factor
necesario para obtener el mayor producto contenido en
el dividendo. Dicho factor sera el cociente, exacto ¢ por de-
fecto, seglin que la divisidn sea exacta 6 inexacta.

Asi, el cociente de 35 por 7 es 5 (exacto), lo que dd,
35—=7><5; el de 58 por 8 es 7 (por defecto), con un resto adi-
tivoigual 4 2, lo que dd, 58=8><7+2, y el de 69 por 9es7
(por defecto), con un resto aditivo igual 4 6, lo que da,
69=9><7-+6 y, mejor, (47. Esc. 2.%) 8 (por exceso), con
un resto sustractivo igual 4 3, lo que dé 69 =9 ><8 — 3.
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Segundo caso. Cuando el divisor es de una cifra y
ol cociente haya de ser de varias se obtiene éste por las
consideraciones siguientes que, para mayor claridad, apli-
ecaremos 4 un ejemplo, presentando en la forma expuesta al
méargen la serie de operaciones conducentes a nuestro fin.

Sean 4798 y 7 los numeros cuyo cociente queremos ha-
llar y que sera de tres cifras, puesto que 700 es menor
y 7000 es mayor que el dividendo 4798.

Debiendo ser el dividendo igual 6 mayor que el pro-
ducto del divisor por el cociente y debiendo este contener

4798 : 77 = 685 ceptenas, las 47‘centenas del divi-
dendo deben contener al producto

- 3

7.600.. 42 del divisor, 7, por las centenas
59 del cociente ; luego dividiendo 47
=80 56 por 7 se obtienen éstas, que son 6,
S cuyo producto por el divisor es 42
38 centenas, que este’in contenidas en
75 35 las 47, dejando atin un resto de 5

Selai tun ke centenas.
iy Agregadas éstas 4 las 9 dece-

: nas del dividendo, se tienen 59 de-
¢enas que, por un razonamiento andlogo al anterior, dau
para las decenas del cociente la cifra 8, cuyo producto por
el divisor es 56 decenas, que estan contenidas en las 59.
dejando aun un resto de 3 decemnas. X

Agregadas éstas 4 las 8 unidades del dividendo se tie-
nen 38 unidades que, por un razonamiento anilogo al ex-
puesto, dan para las unidades del cociente la cifra 5, cuyo
producto por el divisor es 35 unidades, que estan conte-
nidas en las 38, dejando atn un resto de 3 unidades, que es
el resto de la division. :

De este analisis se deduce la siguiente regla:

Para dividir un enlero por otro deuna cifra, cuando
el cociente haya de tener varias. se divide por el divisor
la primera cifra dela izquierda del dividendo d el ni-
mero formado por las dos primeras, si-aquélla _es menor
que el divisor, y Se tendra la primera cifra del cociente:
se multiplica esta por el divisor v el producto se resta del
orimer dividendo parcial : el resto se antepone mental-
mente & la cifra siguiente del dividendo, con lo que ¢
forma el sequndo dividendo parcial, que se divide por el
divisor, v se tendrd la sequnda cifra del cociente, y asi se
continda hasta hallar (6 dltima. Bl wltimo resto serd el

resto de la division.

.
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Ejemplo. Dividir 39572 por 6. :
La operacion se dispone en la forma expuesta al margen y al
verificarla se dice:

39579 : 6=6595 | 39 entre 6, & 6 (que escribo); 6 por 6,36 439, 3
2 35 entre 6, & 5 (que escribo); 6 por 5, 5C & 35,5
57 entre 6, 4 9 (que escribo); 6-por 9, 54 & 57, 3
39 entre 6, 4 3 (que escribo); 6 por 5, 30 & 32, 2

con lo que se tiene el cociente entero 6595 y el resto 2.

Tercer caso. Cuando el divisor es de varias cifras y
ol cociente haya de ser de una se obtiene ésta y el resto,
por las consideraciones siguientes que, para mayor clari-
dad, aplicaremos & un ejemplo, presentado en la forma
expuesta al margen.

Sean 9532 y 2895 lus numeros cuyo.cociente queremos
hallar y que serd de una cifra, puesto que 28950 es mayor
que el dividendo 9532 (Observ. anterior).

Obtencion del cocienle.

Debiendo ser el dividendo igual 6 mayor que el produc-
to del divisor por el cociente y siendo éste de una cifra,

9532 : 2805 — 4 108 9 millares del dividendo

2000.4 ] contendran al producto de los
= del divisor por el cociente, mis
15 los que hayan podido provenir

de la multiplicacién de éste por las 8 centenas del divisor;
luego dividiendo los 9 millares del dividendo por los 2 del
divisor, el cociente 4 no sera menor que el verdadero, pero
podria ser mayor, lo que se hara patente si las centenas
que queden en el dividendo, después de rebajar de €l el
producto de los 2 millares del divisor por 4, contuviesen
menos de cuatro veces & las centenas del divisor; asi su-
cede en este caso, puesto que las 15 centenas que quedan
no contienen cuatro veces & las 8 del divisor.
Disminuiremos, pues, el cociente en una unidad y ten-
dremos 3, cuyo producto por 2 millares es 6 millares que,
9532 : 2895 —3 gib:"cados de‘los;E 9 %el dividendo,
2000.3... 6 jan un resto 3, que no es
& mayor que el divisor, por lo
”3_ que ya puede asegurarse que
la cifra 3 es el cociente, pues
aunque las cifras del dividendo, siguientes & los millares,
fuesen ceros, se tendrian en él 3000 unidades, y como las
cifras siguientes 4 los millares del divisor formaran nece-
sariamente menos de 1000, su producto por 3 sera menor

que 3000 y estard contenido en el dividendo.
ARIT: 4
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Obtencidn del resto.

Siendo el resto la diferencia entre el dividendo y el

< roducto del divisor por el co-

, 9532 : 2895 = 3 (I:iente, para hallarle, se multi-
2895><3. . 8685 plicara aquél por éste y el pro-

847 ducto se restara del dividendo.

‘ Sin embargo, una vez co-

nocida la cifra del cociente, pueden hacerse simultinea-

mente la multiplicacién y la sustraccién, para lo cual

basta agregar, en caso necesario, 4 las unidades de cada

érden del dividendo, las del érden inmediato superior, su-

ficientes para que sea posible la sustraccién del correspon-

diente producto parcial, teniendo cuidado de agregarlas
al siguiente, lo que no alterard la diferencia (38-Esc.).

De este analisis se deduce la siguiente regla:

Para dividir dos enteros de varias cifras, cuando el
cociente haya de tener wna, se dividen por las unidades
de drden superior del divisor, las del mismo drden del
dividendo, o que dara la primera citra del cociente, y des-
pues se dividen sucesivamente, por cada una de las cifras
siguientes del divisor, las unidades de iqual orden del di-
videndo, precedidas del resto de la division anterior; pero
si alguno de los cocientes parciales es menor que el primero,
serebaja ésteen una unidad y se repite el mismo tanteo has-
ta que se halle un restoiqual d mayor que el cociente 6 has-
ta lleqar & la division parcial por las unidades del divi-
sor. Obtenida la cifradel cociente se multiplica por el di-
visor: el producto, 4 medidn que se va obteniendo, se resta
del dividendo y la diferencia serd el resto de la division.

Ejemplo. Dividir 74368 por 9743.

La operacién se dispone en la forma expuaesta al margen y al

verificarla se dice:

74568 : 9743 =T

Para hallar el cociente.

6367 : ;
T4 entre 9 4 8; 8 por 9, 724 74, 2
25 entre 7, 4 menos de 8.
Thentre 9 4 7; 7 por 9, 63 & 74, 11 (mayor
que 7); luego éste es el cociente, que escribo.
: Para hallar el resto.
7 por 3, 21 &4 28, T (que escribo) y llevo 2

or7, 49 y 3, 52 4 55, 3 (que escribo) y llevo 5
or 9, 63y 5, 68474 6 (que escribo),

p 428,17

por 4, 28 y 2, 30 & 36, 6 (que escribo) y llevo 3
b

on lo que se tiene el resto 6367.

7
T
T
C
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Cuarto caso. Cuando el divisor es de varias cifras y
el coclente haya de ser también de varias cifras se obtiene
éste y el resto, si le hay, por las consideraciones siguien-
tes que, para mayor claridad, aplicaremos & un ejemplo,
presentado en la forma expuesta al margen.

Sean 2583862 y 4758 los nameros cuyo cociente se quie-
re hallar y que serd de tres cifras, puesto que 475800 es
menor y 4758000 mayor, que el dividendo 2583862 (Obser.
anterior) ; luego contendra centenas, decenas y unidades.

S e El producto del divisor por las cen-
2983862 : 4758 = 543 tenlas del cociente serd It)m numero

Qﬁgg) de centenas que debersd hallarse en
263 las 25838 centenas del dividendo:

luego si, considerando 4 éstas coma
un dividendo parcial, se las divide por el divisor 4758, el
cociente 5 (hallado segun la regla del caso anterior) serd
la cifra de las centenas del cociente que se busca, que-
dando uri resto de 2048 centenas que, agregadas 4 las 6 de-

~cenas del dividendo, forman 20486 decenas.

Por andlogas consideraciones, estas 20486 decenas, con-
sideradas como segundo dividendo parcial, divididas por el
divisor 4758, dan la cifra 4 para las decenas del cociente,
quedando un resto de 1454 decenas que, agregadas & las 2
anidades del dividendo forman 14542 unidades: éstas, con-
sideradas como tercer dividendo parcial, divididas por el
divisor 4758, dan la cifra 3 para las unidades del cociente,
quedando un resto de 268 unidades, que es el resto de la
divisién.

De este andlisis se deduce la siguiente regla:

Para dividir dos enteros de varias cifras, cuando el
cociente haya de tener también varias, se separan de la iz-
quierde del dividendn las cifras suficientes para formar
el menor wimero que contenga al dwisor; se divide aquél
por éste y se tendra la primera cifra del cociente; se multi-
plica ésta por el divisor y el producto se resta del primer
dividends parcinl: 4 la derecha del resto se escribe la ci-
Jra siguiente del dividendo dado: el nikmero que resulte,
que serd ¢l sequndo dividendo parcial, se divide por el di-
visor y se tendra la sequnda cifra del cociente y asi se
continiia hasta emplear la witima cifra del dividendo.

Observacion. Paraevitar equivocaciones y facilitar
la operacion se separa por una raya vertical el dividendo
del divisor, y éste, por una horizontal, del cociente, que se
escribe debajo de ella.
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Ejemplo. Dividir 964959 por 2476.
La operacion se dispone en Ja forma expuesla al mirgen, pro=
cediendo de este modo:

» Se toma como primer dividendo parcial 9649
964959 2476y se divide por 2476, 1o que da un cociente 3 ¥

29915 un resto 2221.
24079 389 Se escribe a la derecha de éste la cifra 5 dek
1795 dividendo dado, y el segundo dividendo parcial,

99913, se divide por 2476, lo que da un cociente &
v un reslo 2407.
Se escribe 4 la derecha de éste la cifra 9 del dividendo dado, ¥
¢l tercer dividendo parcial, 24079, se divide por 2476, lo que ddun
cociente 9 y un resto 1795, que es el de la division propuesta.

49. Caso de abreviacion. La practica de la divi-
sion se abrevia cuando el divisor termina en ceros, pues
como es evidente que ¢ millares, por ejemplo, contienen
4 6 millares tantas veces como ¢ unidades contienen 4 &
unidades, con la unica diferencia de que el resto sera mi-
llares, en el primer caso, y unidades, en el segundo, se po-
dré aplicar la siguiente regla:

Para dividir un eintero por otro terminado en ceros se
prescinde de éstos y de iqual wimero de cifras de la dere-
cha del dividendo; se lalla el cociente de los nimeros que
resuwltan v, & la derec’a del resto de esta divisidn, se escri-
ben las cifras omitidas del dividendo.

Ejemplos.

Dividir, por 27000, los néimeros 6798000, 6798400 y 6798495.
Las operaciones se disponen en la forma siguiente :

6798000 | 27(000 6798(400 ' 27(000 6798(495 | 27,000

139 139 — 139
48 251 48 251 48 251
21000 21400 21495

50. Prueba de la division. )
Para comprobar una division se multiplica el cociente
por el divisor, al producto se agrega el resto y, si resulta
una suma igual al dividendo, se tendra una gran probabi-
1.dad de la exactitud de la operacién comprobada (46).
También se comprueba, restando del dividendo el resto
y dividiendo la diferencia por el cociente enteroy, siresulta
por cociente exacto el anterior divisor, se tendra una gram
probabilidad de la exactitud de la operacién (45 y 46).
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ARTICULO VI.

ALTERAC{ONES DE LOS RESULTADOS DE LAS OPERACIONES DT SEGUNDO
GRADO, POR LAS QUE SUFRAN SUS DATOS.
OPERAC;ONES COMPUESTAS DE UNA DE PRIMER GRADO Y OTRA
DE SEGUNDO 6 DE DOS DE SEGUNDO.

51. Teovema. 57 en una multiplicacion se auwmenta
4 disminuye wno de los factores, en un nimero cualquiera.
el producto aumenta 6 disminuye, respectivamente, en ¢l
producto del otro faclor por dicho natmero.

En efecto, el producto se compone de tantas veces un
factor como unidades tenga el otro; luegzo por cada unidad
en que éste aumente 6 disminuya, aumentard ¢ disminui-
ra el producto en una vez el primer factor: por consi-
guiente el producto aumentara ¢ disminuird en tantas
veces el factor constante, como unidades se aumenten 6
disminuyan al otro.

Escolio 1.° 3i en la multiplicacién, ad=p, se aumen-
ta, en ¢ unidades, el factor @, se tendra
(@4¢)b=p—+ch=ab—+cb,
en cuya expresion, el primer miembro expresa la multipli-
cacién de la suma, ¢4, por el numero ¢; de donde se des-
prende la siguiente regla:

Para multiplicar wna suma indicada, por wn nkmero,
d wiceversa, se multiplica cada snwmando por dicho nimers
v se swman los productos parciales.

Asi, (T45)><3="T7><3+5>3.

Escolio 2.° Sien la multiplicacién, ad =p, se dismi-
nuye, en ¢ unidades, el factor @, se tendra

(@—c)b=p—cb=ab—cb,
en cuya expresion, el primer miembro expresa la multipli-
cacion de Ja diferencia, ¢ —4, por el naumero ¢; de donds
se desprende la siguiente regla:
Para multiplicar wna diferencia indicada por wn ni-
anero se multiplican el minuendn y el sustraendr por dicho
aumero y se restan los productos parciales.

Asl, (19 —8)><4 =19><4 — 8>< 4.
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Escolio 3. La suma 6 diferencia de productos indi-
cados, que tengan un factor comun, es igual, respectiva~-
mente, al producto, por éste, de la suma ¢ diferencia indi-
cadas de los ofros factores: pues si en las expresiones

an—+on—+cn y an—-obn—cn
se supone @ -+ 6 =g, se tendra

an—+on—+cn=(a-+0) n+cn=sn-+cn=(s-+c) n=(a+b+c) n
Y an+0n—cn=(a+0)n—cn=sn—cn=\s—c)n=/\a~+06 - ¢)n.

La transformacion de los primeros miembros de estas
series de igualdades, en los ultimos, recibe el nombre de
separacion de un factor comin, y de ella se deduce la si-
gulente regla:

_ Para separar un factor comin & varios productos in-
dicados se encierran dentro de un paréntesis, precedidos
de sus signos, los numeros ¢ que atecta el factor comimn i
dste se escribe fuera, precedido del signo de multiplicar.

Ejemplos.
1.° La separacion del factor comtn en la expresion
3 T+3xT+9x7da, (3+5+49) <7
2.9 La separacion del factor comun en la expresion
8> 443 444, da, (8F3-+1) x4
3.° La separacion del factor comtn en la expresion
85<x24+9x2—4x2 da, B-+9—4) <2

52. Producto de varios factores es e/ resultado
de multiplicar wn nimero por otro, el producto reswltante
por un tercer naimero, el nuevo producto por wn cuarto nii-
mero y asi sucesivamente.

~ Un producto de varios factores se indica por la indica-
cion de las sucesivas multiplicaciones, y también escribien-
do los factores uno & continuacion de otro y poniendo el
signo de multiplicar entre cada dos consecutivos.

Asi, el producto de los factores 3, 8, 5 y 4 se indica

((83><8) > 5)><4 y también 3 >< 8 >< 5 >< 4,
cuyo valor es 24 >< 5 >< 4 =120 >< 4 =480;
¥y el producto de los factores a, 4, ¢ y o se indica ((ad) ¢)d,
y también, aded. ;
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53. Teorema. X/ producto de varios factores es in-
dependiente del drden de éstos ().

En efecto, si en el producto de tres factores 7, 4 y 9 se
considera solamente el de los dos primeros 7 y 4, se tendra
T<4=T7T+T+74+7,

de donde se deduce

7.4, 9=(T4+T+T4+Tp<9=7.9+7 . 947. 9+7.9=7.9 . 4
lo que indica que wa producto de tres factores novaria aun-
que se permuten los dos ultimos.

Si en el producto de més de tres factores

655853
se reemplaza el producto indicado de los dos primeros por
su valor 30, se transformara en

30 ><X 8>3 < 17;-
pero como 30 ><8><3 =30 ><3><8, segun acabamos de
demostrar, se tendra
8056 8 >4 83> i— 30 >3 8 >¢ T,
y restableciendo 6 ><5 en vez de 30, resulta
6 ><hic B30T 65 b >3 a8l

lo que indica que wn producto de mds de tres factores no
varia aungue se permulen dos conseculivos.

Ahora bien, sl en un. producto se hacen todas .Ias per-
mutaciones de dos términos consecutivos, necesarlias para
(ue un determinado factor ocupe el lugar que se desee, sé
podra hacer que cualquiera de los factores dados ocupe
cualquier lugar en el producto, sin alterarse éste.

Corolario. £u todo producto indicado de varios fac-
tores se puede sustituir, en vez de un nimero cualquierae
de ellos, su producto efectuado iy reciprocamente ; pues
siempre se puede hacer que dichos factores sean los pri-
meros del producto ; asf,
o8> 5>¢ 959 852> 350 H5>< 7 =16>¢3<6>a]

— 5> T I >< 8¢ 2 —=35>< 3B 2
—elC.

Escolio. Todo producto indicado de varios factores se
puede reducir & un producto de dos, uno de los cuales sea
uno de los factores ¢ el producto de varios de ellos, y el
otro el producto de los restantes.

(') Este teorema y el particular del niimero 40 se enuncian comunmente,
para mis hrevedad, diciendo que ¢l érder de los factores no altera el produclo.
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54. Teorema. A7 en wn producto indicado se-mwul-
tiplica wno de los factores, por wn niimero, el producto que-
da multiplicado por dic’io nimero.

En efecto, sien el producto, abede, se multiplica el fac-
tor ¢, por un numero 7%, se tiene

ab(en)de = abende = abeden = (abede) n.

Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla:
Para multiplicar un producto indicado, por wn nime-
70, Se multiplica por éste, uno cualquicra de los factores.
Ejemplo. (6><X7><5)><4=6. 4<T<5=24<T<5 :
=06<T . 4><5=(¢28><5
=675 . 4=6><T><20.

55. Teorema. Sien un producto indicado se mul-
tiplican todos los factores ¢ algunns de ellos, por wn nai-
mero, cada wno, el products queda multiplicado por el
producto de estos niimeros.

En efecto, sien el producto, adede, se muitiplica el fac-
tor @ por m, el ¢ por z, y el & por p, se tendra

(am)b(cn)(dp)e=ad(cn)(dp)em=abe(dp)emn=abedemnp
=(abede)(mnp).
Escolio. De la igualdad (ebede) (mnp) = abedemnp y
del Teorema 53 se deduce la siguiente regla:
Para mulitiplicar dns ¢ mds productos indicados se
multiplican todos sus factores en cualquier crden.

Ejemplo. (2><8<35) (4<8)=2>< 85> 4> 3 = efe.

56. Teorema. &7 enun producloindicado se divide
uno de los factores, por un wiimero, el producto queda di-
vidido por dicho nimero.

En efecto, si en el producto, ade, se divide el factor 4
por u, se tendrd a(b : n)e, que, multiplicado por z, da
{a(6 : n)c)n=al((b : mjn)e, y como es evidente que, al multi-
plicar y dividir por 2 el namero 4, se destruyen mutua-
mente los efectos de est=s operaciones, se tendrd, (4:n)n=>0
Y, por tauto, (a(4 : n)e)n=abde, lo que indica que @(d:n)c es
el cociente de dividir, por 2, el producto ade.

Escolio. De aquise deduce la siguniente regla:

Para dividir un producto indicado, POT UK NUMETO, S€
divide por él, uno-de los factores, y el cociente se multipli-
ew por los demds.

Ejemplo. (13:<7><20):5

<
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57. Teorema. Al cociente dewn nimero por un pro-
ducto indicado es igual al iltimo cociente que resulta de
dividirle por uno de los factores, el cociente por olro y asi
sucesivamente, hasta dividir por el wltimo de éstos.

En efecto, si ¢ es el cociente del namero @, por el pro-
ducto indicado mup, se tendra la igualdad

a:mnp = ¢ («) y, de aqui, lag= (mnp)e.

Dividiendo los dos miembros de ésta por 7, n y P, suce-
sivamente, se obtiene

a:m=mplc ; (@:m):n=pc
y finalmente
((@:m):m)sp=c .

y de esta igualdad y de la (s), que tienen iguales sus se-
gundos miembros, resulta

a:mup = ((@:m):n):p.

Escolio. De aqui se deducen las siguientes reglas :
Para dividir un nimero, por wn producto indicado, se
le divide sucesivamente por cada wno de los factores y, re-
ciprocamente, para dividir wn nvmero, SUCESIVAMENLE, POr
otros varios, se le divide por el producto de ¢stos.

Ejemplos. 420 : (333> T) = ((420:3):8) : 7
e ((9310(:7) £ 5): 1122310 : (T><5><11)=2310:383.

58. Teorema. X/ cociente de una swma indicada,
por un numero, es igual & la swma de los cocientes de cada
sumando por dicho nimero. :

En efecto, si la suma de los cocientes @ : n—+0 : n+c:n
se multiplica por el divisor 2, se tendra

(@:n—+b:n—+cm)n=(a:n)n+(b:n)n+(c:n)n (51-Ese. 1.9
; :(6-1—5—{—6 I

luego @ : n+0b : n + ¢ : w es el cociente de dividir, por #, la
suma @ -+ o +c. N
Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla:
Para dividir una swmae indicada, por wi WUMEro, ¢
divide cadn sumando por el wimeroy se suman los cocien-
ces parciales.

Ejemplo. (12-4-20-1-36): 4=12:4-}-20:4--36:4=3--5-1-9.
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59. Teorema. X/ cociente de una diferencia indi-
cada, por un wimero, esigual ¢ (o diferencia de los co-
cientes del minuendo y del sustraendo por dicho niumero.
En efecto, de la diferencia, a—bé=c, se deduce, ¢=0-+¢,
y por tanto

a:n=0+c)in=b:n~+c:n,
de donde, restando 4 : 2 de ambos miembros, resulta
a:n—>b:n=c:n, dsea, a:n—>b:n=(a—>0):n.

Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla:
Para dividir wna diferencia indicada, por un nimero,
se divide el minuendo y el sustraendo por dicho nimero iy
el sequndo cociente se resta del primero.

Ejemplo. (72 —48):9=72:9—45:9=8—35.

60. Teorema. &8¢l dividendoy el divisor de una
division se multiplican d dividen, por wn mismo nikmero, el
cociente no varia, pero el resto queda multiplicado ¢ divi-
dido por dicho nimero.

En efecto, de la divisién de un nimero, @, por otro, d,
cuyo cociente sea, ¢, y el resto, 7, se obtiene, ¢ = dec —+ 7.

Multiplicando 6 dividiendo los dos miembros de esta
igualdad por el numero %, se tendra

an = (de-+rn=den +1rn=dn.c+ rn
y a:n=(dc+7):n = de:n-+r:n = (d : n)c+7: 2,

donde se vé que 7z y 7 : 7, menores respectivamente que
dny d:n, son los restos de las divisiones de @z por dn y de
@:npor d:mn, cuyos cocientes son iguales al cociente ¢ de
la division de @ por d.
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ARTICULO VII.

DE LA ELEVACION A POTENCIAS (°).

61. La elevacion a4 potencias 6 potenciacion
o8 wna operacion que tiene por objeto hallar el producto de
tantos factores iquales @& un numero dado, como unidades
tiene otro también dado.

Los datos de esta operacidn son: el numero que se toma
por factor, al que se llama lase, y el namero de veces que
ésta entra como factor, al que se llama exponente : el re-
sultado es el producto. al que se llama polencia.

Las potencias se clasifican por grados, segundo, terce-
ro, cuarto y, en general, enésimo, seguin cue el exponente
seai2; 3, 4., .. n, aunque 4 las de segundo y tercer grado,
que son las mas usuales, se las d4, respectivamente, las
denominaciones de cuadrado y cubo.

Una elevacion & potencias se indica escribiendo la base
y sabre ella, un poco 4 su derecha y de menor tamano, el
exponente. Asi se tiene @ =P, que se¢ lee, pofencia
emésima de a, iqual & P, 6 a elevado d m, iqual @ P.

De lo expuesto se deduce: ;

1. Que una elevacidn & potencia equivale 4 un pro-
ducto de tantos factores, iguales 4 la base, como unidades
tiene el exponente; asi, 7*=7><7<7x<7 y a’=aaaaw (*').

2.° Que las sucesivas potencias de un numero dado se
obtienen, multiplicando por él la potencia anterior ; asi,
62==6><6><36;16>=06"><6=36><6=216; w2 —a"—La.

3. Que toda potencia de la unidad esla unidad, y las
de otro entero van creciendo & medida que crece el grado.

4.° Que toda potencia de 10 esigual & la unidad, se-
cuida de tantos ceros como unidades tenga el exponente;
asi, 10* = 100; 10° = 1000; 10™ = 100...0 (» ceros).

5. Que todo entero, que no sea potencia de 10, esta
comprendido entre dos potencias consecntivas de 10, de las
que la mayor tiene un exponente de tantas unidades como
cifras tenga el niumero, y la menor de tantas como sean
éstas, menos una; asi, 1000> 587> 100 6 sea 10°>587>10°
y, en general, si A tiene # cifras, serd 107> A > 107—1,

(*) Potenciacidn la llama el insigne matematico Baltzer, profesor de la
Universidad de Giessen.
(**) Todonimero se puede considerar afectado del exponente 1; asi, a=al.
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- 62, Teorema. Z/ producto de dos d mds po'encias
indicadas, de una misma base, es otra pitencia de ésta,

cuyo exponente es la suma de los exponentes de los fac-
tores.

Iin efecto, a™ = aa...... @ (m factores)
G = a (n factores)
e’ =aaaq. ... a(p factores),

luego, multiplicando ordenadamente estas igualdades, se
tendra

an . @ . aP = aed... 4.44a.. 0.4444.. 4= anrto,

Corolario. // cociente de dos potencias indicadas, de
wna misma base, es obra potencia de ésta, cuyo ezponente es
iqual al del dividendo menos el del divisor; pues de la
1onaldad, @ - at—=t—igrtn="—g" sededuce.que gP="€5
¢l factor que, multiplicado por @, d4 por producto a; lue-
go am—" es el cociente de la divisién @m: @* y, por tanto,
se tendra

(Lln 5 dﬂ — a?’n—ﬂ.

Escolio 1. De aqui se deducen las siguientes reglas:
1Y Para multiplicar dos ¢ mds potencias, de una
misma base, se Swman sus exzponentes.

Ejemplo. 7’ <7’ x7=7"*t+1=7°,

.Y Para dividir dos potencias, de una misma base, se
restan sus exponentes.

Ejemplo. 13%:13% =13%—3—-13%,

Escolio 2.° Sien la ignaldad, g™: a* =g™—", se supo-
ne, 7 = m, resulta la expresién, ¢”—" = ¢° que no tiene
realizacion posible, dada la idea que tenemos de potencia:
mas si se tiene presente que @ : g = 1, por expresar una
division cuyo dividendo es igual al divisor (44-1.°), se de:
ducird que ¢° =1, lo que autoriza & establecer que fodo
numero con exponente cero representa la unidad.

63. Teorema. 7oda potencia de wn producto indi-
cado es iguul al producto de las potencias del mismo grado
de sus factores.

En efecto, si el producto, e, se eleva 4 la potencia del
grado 7 se tendré

(abe)™ = (abe) (abe) (abe)..... (m veces) :
= A0Ca0Cae: v — B0 BOD - 0CCw i = APDT Clb e
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Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla:
Para elevar un producto indicado @ wna potencia se
multiplican las potencias, del mismo grado, de sus jfuc-
lores.

Ejemplo. (2.4.7)°=2".4%.7° = 8.216.343 = 592704.

64. Teorema. 7oda potencia de un cociente indica-
do es iqual al cociente de las potencias del mismo grado del
dividendo vy del divisor.

En efecto, si designamos por ¢ el cociente de, @ por 4,
se tendra, ¢ : 6=c, y de aqui, bc=a.

Elevando 4 la potencia del grado m los dos miembros
de esta igualdad, resulta (b¢)” = a™ 6 sea om ¢m =a™ ,y
dividiendo por 4™ los dos miembros de ésta, se tiene
¢m = @ ;o™ que, poniendo en vez de ¢ suigunal ¢ : 4, se
transforma en (¢ : o) =a™ : ™ .

Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla:

Para elevar un cociente indicado a una potencia se di-
vide la potencia, del mismo grado, del dividendo por la del
divisor.

Ejemplo. (15:3)*=15":3" = 3373 : 125 =21.

65. Teorema. Zoda potencia de una potencia indi-
cada es otra potencia, de la misma base, cuyo exponente es
el producto de los dos exponentes.

En efecto, si elevamos & la potencia del grado z la po-
tencia indicada @™ , se tendra

(am)ﬂ = ((Lm) ((l’”) ((Lm) (dm) (72 factores)
o am—{»-m—}—m-}— ..... +m — g,

Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla:
Para elevar una potencia indicada, @ otra potencia, e
multiplican los exponentes.

Ejemplo. (3°)*=35%**=5"=15625.

66. Las potencias cuadrada y cibica de los enteros
menores que 10 son las que se exponen en la siguiente
TasLa que, por sus frecuentes aplicaciones, conviene con-
servar en la memoria.

Nimeros .-l +20-3. -4 5 6 7 3 9
Cuadrados..=. 1 4-°9. 16 25" 36 49 64 81
Cubos o 187 « 64 1055 D165 313 - 512 2w 295
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67. Teorema. K7 cuadradode la sumaindicada de
dos wumeros es igual al cuadrado del primero, mis el du-
plo ?Zel primero por el sequndo, mas el cuadrado del se-
gundo.

En efecto, sea @ 4+ 4 la suma d ]
e losnumerosa y 4, cuya
cuadrado sard T

(a+0)*> = (a-}-d) (a+1) = (a+-b) a+(a+D) b 51-Esc. 1.°
= a(H—ab—l—alz—}-bb=a‘-’—{—ulH—\ab-{—l;‘2 ( e
=024-2ab--b2.
Ejemplo. (74-5)2=T72-4-2.7.5-4-52=49-+-704+25=144.

Corolario. La diferencia de los cuadrados de dos en-
teros consecutivos es iqual al duplo del menor, mis 1:

.

pues si los dos enteros consecutivos son @ y a+1, se tiene
(@ + 1) =a*+ 2+ 1,

de donde, restando ¢* de ambos miembros, resulta
(@ +1)P—a*=20-+1.

'68.. Teorema,. Xl cubo de la suma indicada de dos
nimeros es wqual al cubo del primero, mas el triplo del
cuadrado del primero por el sequndo, mis el triplo del
7)7'279;57'0 por et cuadrado del sequndo, mis el cubo del se-
gundo.

En efecto, sea ¢+ 4 la suma de dos niumeros ¢ Y b, cuyo

r

cubo sera

{a+-0)3=(a-+0) (¢+b) (a4-b)=(a+D)2 (a-1-b) =(a2—1-2 2 )
=(a*+-2ab--0%) a—l—(u'—’—i—gab—{—'b?)(b Sl ng
=aa+ 2aba—+-ab>--ah--2abb--b2b
=a’4-2a2b-+ab2-a2h--2ab2-b3
=a’3+3a®h-3ab>-b3.

Ejemplo. (9+4)3=gff]g~_3.92.4+3.9.4'-’+43:729+979+439+6z
=Z191.

Gorolario. La diferencia de los cubos de dos enteros
consecutivos es igual al triplo del producto de éstos, mas 1:
pues si los dos enteros consecutivos son ¢y ¢+1, se tiene

@+ 1P =a"+3e"+3a+1,
de donde, restando ¢ de ambos miembros, resulta

(¢+1°—a*=3a°*+3e+1=3a (@ +1)4- 1.
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ARTICULO VIII.

DE LA EXTRACCION DE RaicEs (*).

§ 1.°—Generalidades.

69. Lu extraccién de raices 6 radicacion, ope-
racién inversa de la elevacion & potencias, tiene por obje-
to hallar wn mimero que, elevado @ la potencia de un grado
dado, produzca wn numero igual ¢ otro dado: asi, 7 es una
raiz de 343, pues este es la tercera potencia de 7.

Los datos de esta operacidén son : el numero dado como
potencia, al que se llama radicando, y el que expresa
el grado de aquella potencia, al que se llama ¢ndice: el
resultado, que se llama 7z, es el nimero cuya potencia
del grado expresado por el indice es ignal al radicando.

Las raices, como las potencias, se clasifican por grados,
segundo, tercero, cuarto y, en general, enésimo, segun que
el indice sea 2, 3, 4..... n, aunque & las de segundo y ter-
cer grado, que son las més usuales y las unicas de que
se ocupa la Aritmética, se las d4, respectivamente, las de-
nominaciones de cuadradas y cibicas.

Se dice que wn nimero entero es potencia perfecta de
cierto grado, cuando s 11iz del mismo grado es otro ni-
mero entero. A las potencias perfectas de segunde y tercer
grado se las llama cuadrados y cubos perfectos.

Una extraccién de raices se indica por medio de este
signo y/ —, llamado radical, escmlgiendo debajo de él el
radicando y entre sus brazos el indice, excepto en la indi-
cacion de la raiz cuadrada, en la que se omite el indice 2.

my——
Asi se tiene \/ @ = 7, que se lee, raidz emésima 6 raiz del
grado m de a, igual & 7, de donde se obtiene, necesaria-
mente, 7" = @.
De lo expuesto se deduce: >

1.° Que toda raiz de la unidad es la unidad.

2.° " (Que cada una de las sucesivas raices de un entero
es menor que la anterior.

3.° Que, de dos raices del mismo grado, es mayor la de
mayor radicando.

(*) Rudicacién pudiera llamarse, para mayor brevedad.
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§ 2.°—De Ia raiz cuadrada.

70. Raiz cuadrada de un nimero es olro nimero
que, elevado al cuadrado, reproduce el propuesto; asi, 7 es
la raiz cuadrada de 49. g :

Al extraer la raiz cuadrada de un entero puede suce-
der que éste sea 6 né un cuadrado perfecto. ’

S1 el radicando es cuadrado perfecto, su raiz cuadrada
es exacla € igual al entero de que aquél es cuadrado.

S1 el radicando no es cuadrado perfecto, se encontraré.
necesarlamente comprendido entre los cuadrados de dos
enteros consecutivos, y su raiz cuadrada lo estard entre las
raices cuadradas de éstos. Asi, la raiz cuadrada de 70 estd
comprendida entre 8 y 9, raices cuadradas de 64 y 81, res-
pectivamente. :

A la parte entera de la raiz cuadrada de un ntimero que
no es cuadrado perfecto se la llama 7a/z cuadrada entera
que puede ser por defecto 6 por excesn, con un error me-
nor que una unidad: la primera expresa la raiz cuadrada
del mayor cuadrado contenido en el niimero propuestb y
la segunda es igual & la primera, m4s una unidad.

_ Residuo de la raiz cuadrada de un nimero es la
diferencia entre éste y el cuadrado de su raiz cuadradea
entera. Bste residuo es aditivo ¢ sustractivo, segtin que la
raiz cuadrada entera sea por defecto 6 pm"exgeso. Todo
numero que no sea cuadrado perfecto es igual al cuadrado
de su raiz cuadrada entera, por defecto, mds el residuo
aditivo, 6 al cuadrado de su raiz cuadrada entera por ex.-
ceso, ménos el residuo sustractivo. : :

Asi se tiene, 70=8°-+6 y 70=9*—11, porser 9> \/ 70>8 (i
71. Teorema. Z#/ residuo zz’epla 7aiz m}ada'/?(m ((lle
un entero no puede ser mayor que el duplo de dicha rais.
En efecto, sea N un entero cuya raiz cuadrada por de-
fecto, sea ¢, y » el residuo de ella, lo que dard, 7 ;—N——(L”..
Como N <(a~+1)% se tendra N —q2 <la+1)*—a®, 6 sea,
7 <241 (67-Cor.); luego el mayor valor del residuo r
serd 2. el

(*) Enlaprictica se obtiene la raiz cuadrada por defecto ¥y el residuo es,
. A

por consigulente, aditivo y 4 tales raices y residuos nos referiremos en lo

sucesivo, mientras no se advierta lo contrario.
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72. En la extraccién de la raiz cuadrada de los ente-
ros se consideran dos casos:

1.2 Que el niumero no sea mayor que 100.

2.0 Que sea mayor que 100.

Primer caso. Hallar la raiz cuadrada de wn entero
que no sea mayor que 100. :

Si el numero dado es uno de los cuadrados perfectos
contenidos en la 2.* fila de la TaBLA de potencias (66),
sera un cuadrado perfecto y su raiz cuadrada, exzacta, serd
el nimero correspondiente de la fila 1.%; mas, si no se en-
cuentra en dicha TABLa, no serd cuadrado perfecto, pero
se hallard comprendido entre dos cuadrados perfectos; su
raiz cuadrada entera sera, por consiguiente, la del menor
de ellos y el residuo serd la diferencia entre éste y el nu-
mero propuesto.

Asi, |49 =7 (exacta)
|/ 31 = 5 (con el residuo 31—25=06).

Segundo caso. Hallar la raiz cuadrada de wn en-
tero mayor que 100.
Para facilitar la marcha del razonamiento que conduce
4 la investigacion de la raiz, apliquémosle primeramente
4 un ntimero mayor que 100 y menor que 10000 y después
4 otro mayor que 10000.
1.° Sea 7539 el entero cuya raiz cuadrada queremos
hallar, la que, por ser mayor que 10, contendra decenas y
unidades, y como se podré considerar como la suma de
aquéllas y éstas, su cuadrado se compondra del cuadrado
de las decenas, mas el duplo de las decenas por las unida-
des, mas el cuadrado de las unidades (67).
Presentando, en la forma expuesta al margen, la série
de consideraciones conducentes & nuestro fin, diremos:
El cuadrado de las decenas de la raiz serd un ntmero
e de centenas que deberd estar
: )/7539 871 contenido en las 75 centenas del
80%... 64 ‘ namero propuesto; luego, si se
113.9 160 = 2.8¢ extrae la raiz cu,adruc_la de 75,
872, . . 156 9“ que es 8, se tendrd la cifra de las
decenas de la raiz: elevando di-
cha cifra al cuadrado, se obtienen 64 centenas que, resta-
das de 7539, dan por diferencia 1139 unidades, en cuyo
numero se hallaran contenidas las demas partes del cua-
drado de la raiz y el residuo, si le hubiere.

ARIT. : 2



66
El duplo del producto de las decenas por las unidades
de la raiz serd un numero de decenas que deberd estar
contenido en las 113 del ntimero 1139; luego si se dividen
éstas 113 decenas por el duplo de las decenas de la raiz,
que es 16 decenas (6 160 unidades), el cociente serd la cifra
de las unidades de la raiz 6 un nimero mayor que ella. De
esta divisidn resulta el cociente 7 unidades que, con las 8
decenas obtenidas, forman el ntiimero 87, cuyo cuadrado
debe estar contenido en el numero propuesto 7539; mas al
formarle se halla el nimero 7569, mayor que aquél, lo que
indica que la cifra 7 es grande.
Disminuyéndola en una unidad y sometiendo la cifra 6
: 4 la misma comprobacidn, se
|/ 7539 |86 halla el cuadrado de 86, que
80%... 64 i es 7396, el que, restado de 7539,
113.9 |160 — 2.80 d& 143 para residuo de la raiz;
i luego ésta es 86. .

86°... 739 6 Apesar de lo dicho, si se tiene
14 3 en cuenta que en la diferencia,
1139, se han de hallar contenidos
el duplo de las decenas por las unidades de la raiz, més el
cuadrado de las unidades, mas el residuo, sile hubiere, po-
demos restar simultdneamente las dos primeras partes y
la diferencia sera la tercera, pues la suma de dichas dos

partes serd 2.80.7 + 7* = (2,80 + 7).7 = (160 ++ 7).7
-que, como se vé, se obtiene agregando al divisor, 160, la
cifra de las unidades de la raiz y multiplicando la suma
por esta misma cifra. Restando, pues, de 1139, el producto
resultante, & medida que se .vaya obteniendo, la imposi-
bilidad de esta sustraccion indica que la cifra 7 es grande.
Disminuyéndola en una unidad y

1/7_5,3? 86 sometiendo la cifra 6 & la misma

64 < 5= comprobacién, dd 143 para residuo
113.9 160 — 2.80 de la raiz; luego ésta es 86.

143 2.° Sea 65437198 el entero cuya

raiz cuadrada queremos hallar. Si
ésta la suponemos descompuesta en sus decenas y unida-
des y repetimos el razonamiento empleado en el ejemplo
anterior, las decenas de la raiz pedida se hallaran, extra-
yendo la raiz cuadrada de las 654371 centenas del ntimero
propuesto: pero esta raiz constara de decenas que se halla-
ran, por igual razon, extrayendo la raiz cuadrada de las
6543 centenas de este ultimo ntimero; de modo yue la ex-
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fraceion de la raiz cuadrada del propuesto dependera de la
de un niimero mayor que 100 y menor que 10000.

Si se extrae, pues, la raiz cuadrada de 6543, se habrdan
hallado las decenas de la raiz de 654371, y si de éste ntimero
restamos el cnadrado de dichas decenas, las decenas de la
diferencia contendran al duplo del producto de ellas por las
unidades de la raiz; de modo que, repitiendo el razona-
miento empleado en el ejeniplo anterior, dividiendo las
decenas de dicha diferencia por el duplo Jde las decenas de
la raiz, que ahora constara de dos cifras, se tendrd la de
las unidades de la raiz de 654371.

Obtenida la raiz cuadrada de este numero, se habran
hallado las decenas de la raiz de 65437198 y, repitiendo las
mismas consideraciones, se obtendrdn las unidades y, por
tanto, la raiz cuadrada del nimero propuesto y ademas el
residuo,

De todo lo expuesto se deduce la siguiente regla;

Para extraer la ralz cuadrada de wn entero mayor que
100 se le divide en grupos de ¢ dos cifras, de derecha @
wzquierda, aunqué el primero de la ivguierda tenga una
sola. Se extrae la raiz cuadrada de éste grupo y se tendri
la primera cifra de la raiz; el cuadrado de ésta se resta
ael primer grupoy & la derecha de la diferencia se escribe
el sequndo; las decenas del niimero que resulta se dividen
por el duplo de la raiz obtenida vy la cifra del cociente. sin
escribirla en la raiz, se somete 4 la siguiente comprobacidn.:
se Lo multiplica por el divisor, sequido de ella, y el pro-
ducto se resta del dividendo que la produjo, sequido de la
cifra omitida, pero, si la sustraccidn no es posible, se va
drisminwyendo dicho cociente, de unidad en unidad, hasta
que lo sea, con lo que se tendra la sequnda cifra de la
TaAL%.

Obtenidas ya las dos primeras y lv diferencia resul -
tante de la comprobacidn definitiva de lu sequnda, se ¢s-
cribe el tercer grupo @ la derecha de dicha diferencia; las
decenas del mimero que resulta se dividen por el duplo de
la raiz hallada y se tendrd la tercera cifra de laraiz, que

Se somebera @ andaloga comprobacion, i asi se continia

hasta operar con el wltimo grupo del radicinds propuesto.
La witima diferencia sera el residuo de la raiz.
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Ejemplo. Hallur la raiz cuadrada de 12936939. ’

La operacién se dispone en la forma expuesta al margen y s€
procede del modo siguiente: : ;

La raiz cuadrada de 12 es 3, que escribo en el lugar destinado

4 la raiz; su cuadrado, 9, 1'e§fado de 112

o c a0 g ot da una diferencia 3, que escribo en su lu-

V12936939 Hob gar correspondiente. :‘1 su derecha pongo el

39.3 6 segundo grupo, 93; separo sus 3 unidades

686.9 70y divido las 39 decenas por 6, duplo de lu
4883.9 (718  cifra 3 dela raiz; el cociente 6, sin escribir-
5723 lo, lo multiplico mentalmente por 66, que:

es cl divisor seguido de él y, al mismo tiem-

po, resto el producto, de 393; pero al ver que esta sustraccion no es
posible, rebajo el cociente 4 5 que, multiplicado por 63 y restado el

producto, de 393, da una diferencia 68. A la derecha de ¢sta pongo:

el tercer grapo, 69; separo sus 9 unidades y divido la;s' 686 (lelcq-
nas por 70, duplo de 35, obtenido cn la raiz; el cociente, 9, lo mujh-
plico mentalmente por 709 y, al mismo liempo, res(o el producto,.
de 6869, lo que da una diferencia 488. A la derecha de es%z;pongo
¢l cuarto grupo, 89, separo sus 9 unidades y divido las 4883 dece-

nas por 718, duplo de 359, obtenido en la raiz; el cociente, 6, lo®

multiplico mentalmente por 7486 y,al mismo tiempo, resto el pro-

ducto, de 48839, lo que da una diferencia 5723, que es el residuo

de la raiz; luego ésta, por defeclo, es 3596.

73  Prueba de la extraccién de la raiz cua-
drada.

Para comprobar una raiz cuadrada se la eleva al cua-

drado, se agrega el residuo y, si resulta una suma igual alt
radicando, se tendra una gran probabilidad de que la ope-
racion estd bien hecha.

e et
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§ 3.°—De la raiz cubica.

74. Raiz cubica de un wimero es olro nimero que,
elevado al cubo, produce el wibmero propuesto: asi, 6 es
la raiz cubica de 216 y 17 es la raiz cubica de 4913.

Al extraer la raiz cubica de un entero puede suceder
que éste sea 6 n6 un cubo perfecto.

Si el radicando es cubo perfecto, su raiz cubica es
exacta é igual al entero de que aquél es cubo.

Si el radicando no es cubo perfecto, se encountrard ne-
cesariamente comprendido entre los cubos de dos enteros
consecutivos, y su raiz cubica lo estard entre las raices
cubicas de éstos. Asi, la raiz ciibica de 600 estd comprens
dida entre 8 y 9, raices ctubicas de 512 y 729, respectiva-
mente.

A la parte entera de la raiz cubica de un numero que
no es cubo perfecto se la llama raiz cidica entera, que
puede ser por defecto ¢ por exceso, con un error menor que
una unidad: la primera expresa la raiz ctbica del mayor
cubo contenido en el numero propuesto y la segunda es
igual & la primera, mds una unidad.

Residuo de la raiz cubica de un nimero es la di-
Jerencia entre éste y el cubo de su raiz cubica entera. Este
residuo es aditivo 6 sustractivo, segiin que la raiz cubica
entera sea por defecto 6 por exceso. Todo nimero que no
sea cubo perfecto ¢s igual al cubo de su raiz ciibica entera,
por defecto, mas el residuo aditivo, 6 al cubo de su raiz
cubica entera, por exceso, ménos el residuo sustractivo.

Asi se tiene, 600 = 8° - 88 y 600 = 9° — 129
Fret it .
por ser 9 >|/600>8 (‘).

75. Teorema. ZF/ residuo de ln raiz cubica de wn
entero no puede ser mayor que el triplo del producto de sus
raices cubicas por defectoy por exceso.

En efecto, sea N un entero cuya raiz ¢ibica, por de-
fecto, sea a, y 7 elresiduo de ella, loque dard, »=N—a’.
Como N < (e +1)% setendrd N —a® < (¢ +1)° — a°, 6 sea,
7<3a (@ + 1)+ 1 (68-Cor.); luego el mayor valor del re-
siduo, 7, serd 3@ (@ +1).

(*) . En la prictica se obtiene la raiz cibica por defecto y el residuo es, por
consiguiente, aditivo, y & tales raices y residuos nos referiremos en lo suce-
s1vo, mientras no se exprese lo contrario.
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76. En la extraccion de la raiz cubica de los enteros
se consideran dos casos:

1.° Que el nikmero no sea mayor que 1000.

2.° Que el numero sea mayor que 1000.

Primer caso. Hallar la raiz cibica de wn entero que
no sea mayor que 1000.

Si el ntimero dado es uno de los cubos perfectos conte-
nidos en la 3. fila de la TaBLa de potencias (66), sera un
cubo perfecto y su raiz cabica, ezacta, serd el numero co-
rrespondiente de la fila 1.%; mas, si no se encuentra en di-
cha TaBLa, no serd cubo perfecto, pero se hallara compren-
dido entre dos cubos perfectos; su raiz cubica eztera serd,
por consiguiente, la del menor de ellos y el residuo sera
la diferencia entre éste y el numero propuesto. :

B
Asi, /313 = 7 (exacta)
3

|/ 148 = 5 (con el rasiduo 148 —125=23).
Segundo caso. Hallar la raiz cibica de un entero
mayor que 1000.

Para facilitar la marcha del razonamiento que conduce
4 la investigacién de la raiz, apliquémosle primeramente
4 un nimero mayor que 1000 y menor gue 1000000 y des-
pués 4 otro mayor que 1000000. :

1.° Sea 431643 el entero cuya raiz cubica queremos
hallar, la que, por ser mayor que 10, contendra decenas y
unidades, y como se podra considerar como la suma de
aquéllas y éstas, su cubo se compondra del cubo de las de-
cenas, mas el triplo del cuadrado de las decenas por las uni-
dades, mas el triplo de las decenas por el cuadrado de las
unidades, mas el cubo de las unidades (68).

Presentando, en la forma expuesta al margen, la serie
de consideraciones conducentes 4 nuestro fin, diremos:

El cubo de las decenas de la raiz serd un numero de
millares que debers - estar
contenido en los 431 millares
del nimero propuesto: luego
si se extrae la raiz cubica de

886.43/14700=3.70* 431, que es 7, se tendra la

~G3. .. 4389 76 cifra de las decenas de la

: raiz: elevando dicha cifra al

cubo, se obtienen 343 millares que, restados de 431643, dan

por diferencia 88643 unidades, en cuyo ntiimero se hallaran

contenidas las demas partes del cubo de la raiz y el resi-
duo, si le hubiere.

gtie 0
V431643 ] 76
70°... 343 I
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L1 triplo del cuadrado de las decenas por las unidades
de la raiz serd4 un namero de centenas que deberd estar
contenido en las 886 del niimero 88643; luego si se dividen
éstas 886 centenas por el triplo del cuadrado de las decenas
de la raiz, que es 147 centenas (6 14700 unidades), el cocien-
te serd la cifra de las unidades de la raiz ‘¢ un numero
mayor que ella. De esta divisidv resulta el cociente 6 uni-
dades que, con las 7 decenas obtenidas, forman el nume-
ro 76, cuyo cubo debe estar contenido en el numero pro-
puesto 431643: mas al formarle se halla el nimero 438976,
mayor que aquél, lo que indica que la cifra 6 es grande.

Disminuyéndola en una uni-

g e dad y sometiendo la cifra 5
V4316 43| 75 4 la misma comprobacion, se

70%. .. 343 R halla el cubo de '75,d qge
Yy . ©s 421875, el que, restado de

_ B86.43/14700=3.70° 431443, da 9768 para resi-
75°... 421875 duo de la raiz; luego ésta

97 68 es 75.

1 A pesar de lo dicho, si se
tiene en cuenta que en la diferencia, 88643, se han de ha-
llar contenidos el triplo del cuadrado de las decenas por
las unidades de la rafz, mds el triplo de las decenas por el
cuadrado de las unidades, mas el cubo de las unidades,
mas el residuo, si le hubiere, podemos restar simultianea-
mente las tres primeras partes y la diferencia serd la

r

cuarta, pues la suma de dichas partes sera

3.70%.6 +-8.70.6°+ 6° = (3 .70* +3.70 .6 +-6%) . 6
= (14700 + 3.70.6 + 6°) . 6,

que, como se vé, se obtiene agregando al divisor 14700, el
producto 3 . 70 . 6 = 1260 (triplo de la primera cifra de la
raiz por la segunda, seguida de un cero) y 6°=36 (cuadra-
do de la misma segunda) y multiplicando la suma por
esta cifra.
Restando, pues, de 88643, este resnltado, laimposibilidad
2 de esta sustraccién indicard que
V4316 43| 75 la cifra 6 es grande. Disminuyén-
243 — dola en una unidad y sometiendo
e la cifra 5 & la misma comproba-
836.43|14700=3.70* c¢ién, d4 9768 para residuo de la
97 68 raiz; luego ésta es 75. :
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9.9 Sea 984363723465 el entero cuya raiz ctubica que-
remos hallar. Si ésta la suponemos descompuesta en sus
decenas y unidades y repetimos el razonamiento emplea-
do en el gjemplo anterior, las decenas de la raiz pedida se
hallardn, extrayendo la raiz ctibica de los 984368723 milla-
res del namero propuesto: pero esta raiz constara de dece-
nas que se hallardn, por igual razén, extrayendo la raiz
ctibica de los 984368 millares de este tltimo numero; de
modo que la extraceion de la raiz cubica del numero pro-
puesto dependera de la de un numero mayor que 1000 y
menor que 1000000.

Si se extrae, pues, la raiz ctibica de 984368, se habran
hallado las decenas de la raiz de 984368723, y si de este
numero restamos el cubo de dichas decenas, las centenas
de la diferencia contendran al triplo del producto del cua-
drado de ellas por las unidades de la raiz; de modo que,
repitiendo el razonamiento empleado en el ejemplo ante-
rior, dividiendo las centenas de dicha diferencia por el tri-
plo del cuadrado de las decenas de la raiz, que ahora cons-
tard de dos cifras, se tendrd la de las unidades de la raiz
de 984368723.

Obtenida la raiz cubica de este ntumero, se habran ha-
llado las decenas de la raiz de 984368723465 y, repitiendo
las mismas consideraciones, se obtendran las unidades y,
por tanto, la raiz cubica del numero propuesto y ademas
el residuo.

Observacién. Como para hallar cualquier cifra de
la raiz, después de la primera, hay que tomar como divi-
sor el triplo del cuadrado de las decenas de la raiz halla-
da, se puede aprovechar para ello el calculo ya hecho,
pues basta tener en cuenta que si llamamos 4 4 la Giltima
cifra hallada y @ al niimero formado por las anteriores,
la suma que se ha multiplicado por aquélla para hacer su
comprobacién se podra expresar por

3a® -+ 3ab + 0,
y el triplo del cuadrado de la raiz hallada, 6 sea dicho di-
visor, lo estara por
3(a+0)*=3(a*-+2ab+0*)=30*+6ab-+30°
=(3a+3ab-+0°)+-3ab+-20?,

es decir, que serd igual 4 la suma hecha para la compro-
bacién definitiva de la cifra 4, més el segundo de sus su-
mandos, mas el duplo del tercero.

S

ST
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De todo lo expuesto se deduce la siguiente regla:

Para extraer la raiz cubica de wn entero mayor
que 1000 se le divide en grupos de @ tres cifras, de dere-
cha & isquierda, aunque el primero de la izquierda tenga
wna 6 dos. Se extrae la raiz cibica de éste grupo y se ten-
dra la primera cifra de lo raiz ; el cubo de ésta se resta
del primer grupoy & la derecha de la diferencia se escribe
el sequndo; las centenas del wimero qiue resulta se dividen
por el triplo del cuadrado de la raiz obtenida y la cifra del
cociente, sin escribiria en la raiz, se somete & la siquiente
comprobacidn: se agrega al divisor, sequido de dos ceros, el
triplo del producto de la primera cifra de la raiz por dicho
cociente, sequido de un cero, y el cuadrado de éste; la suma
de estos tres swmandos se multiplica por el mismo cociente
y el producto se resta del dividendo que le produjo, sequido
de las cifras omitidas, pero,si la sustraccion no es posible,
se va disminuyendo dicho cociente, de unidad en wnidad,
hasta que lo sea, con lo que se tendrd ln sequnda cifra de
la ravz. -

Obtenidas ya las dos primeras y la di ferencia reswui-
tante de la comprobacidn definitiva de la sequnda, se es-
cride el tercer grupo @ la derecha de dicha diferencia; las
centenas del namero gue resulta se dividen por la sumd
formada para dicha comprobacion, mas el sequndo de sus
sumandos, mas ¢! duplo del tercero y se tendrd la lercera
cifra de la raiz, que se sometera ¢ andlo]a comprobacidmn,
v asi se continaa hasta operar con el wltimo gripo del ra-
dicando propuesto. La vltima diferencia serd el residuo
de la raiz.
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Ejemplo. Hallar la raiz cibica de 14832556571,
La operacion se dispone en la forma expuesta al margen y se
procede del modo siguiente:
3 _Laraiz cabica de 14 es 2, que es-
N 14.832.556.571 | 2437  cribo en el lugar destmado’a la raiz;
su cubo, 8, restado de 14, da una di-
8 ferencia, 6, que escribo en su lugar

68.32 12 correspondiente. A su derecha jongo
1008 35.56 1798 el segundo grupo, 832; separo sus de-
196 431 5.71 | 180075 cenas y unidades, 32, y divido las 68
18578 centenas por 12, triplo del cuadrado
< de la cifra 2 de la raiz; el cociente,
% 2 4 5, sin escribirlo, lo campruebo, su-
_E1 1900 1200 mando el divisor, 12, seguido de dos
£°\ 300 240 ceros, el triplo, 30, del producto de 2
Ss 93 16 por 5, seguido de un cero, y el cua-
D Ee s Tise g a0 20, e 5oy miliipleandosds
So ST , 1525, por 5; pero al ver que el
St S 29 producto 7625 no se puede restar de
BT625 5824 9= 6832, rebajo el cociente & 4, que, por
= \segundo divisor 1728  una comprobacion aniloga, d4 un na-
% mero, 5824, que, restado de 6832, da
3 2 una diferencia 1008. A la derecha de
<&l 172800 ésta pongo el tercer grupo 556, sepa-
SS 3600 ro sus decenas y unidades, 56, y di-
SE 925 vido las 10085 centenas por el triplo
S e o ~aron del cuadrado de 24, obtenido en la
23) 176425 176425 R
£ 2 3600 Ydiz, cuyo dH‘I’.&Ol lo ha}lo, agregando
S et g 50 & la suma 1436, obtenida de la com-
o 882125 27 probacién dela cifra 4, el segundo de
~ \tercer divisor 180073 sus sumandos, 240, y el dupfo, 32, del
tercero, 16, lo que da 1728. Aplican-
5 i do al cociente de esta division una
s& 18007300 comprobacién andloga 4 la empleada
2 81450 en la de la cifra anterior y conti-
S 49 imando lzlllserie d(i)operacionos ana-
52 T ogas, se llega & obtener la raiz 2457
5z L y el residuo 18578.
(S > i

126412993

77. Prueba de la extraccién de laraiz cubica.

Para comprobar una raiz cubica se la eleva al cubo,

se agrega el residuo y, si resulta una suma igual al radi-

cando, se tendrd una gran probabilidad de que la opera-
c16n esta bien hecha.
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ARTICULO IX.

PRINCIPALES PROPIEDADES DE LOS ENTEROS.
§ 2.°—mivisibilidad

78. Se dice que wun entero es divisible por oltro 6
multiplo de otro y que éste es divisor, factor ¢ sub-
multiplo de aguél, cuando es exacta la division del pri-
mero por el sequndo: asi 12 es divisible por 3 6 multiplo de
3 y éste es divisor, factor 6 submultiplo de 12.

Todos los nimeros de la forma /n, siendo enteros 4 y 7,
son divisibles por 4 y por 2 ¢ multiplos de 4 y de n; asi 2%
es la expresién general de todos los nimeros divisibles por
2 6 multiplos de 2, & los que se llama nwmeros pares.

Se dice que varios numeros son equimuliiplos de otros,
cuando cada uno de los primeros es igual al producto de
¢ada uno de los segundos por un mismo numero; asi, si

= A’n, B= B'n, y C = C'n, los numeros A, B y C son
equimtltiplos de A’, B’ y C'.

79. Se llama teoria de la divisibilidad al con-
junto de proposiciones que tienen por fin determinar los
caracteres especiales por los que se conoce. ¢ priori, siun
entero es ¢ nod divisible por otro dado.

80. Teorema. Aiwvarios nimeros son divisibles por
otro, también lo es su suma, 6 de otro modo, §i un nimero
es divisor de otros varios, también lo es de su Suma.

En efecto, sean A, B, C y F numeros divisibles pot %, y
7, q'» ¢y ¢ los cocientes de las respectivas divisiones,
de las que se deduciran las igualdades

AN =Ty B="1eC="nh¢+F ="1hy",

que, sumadas miembro & miembro, dardn:

A+B+C+F=/g+hy + hg' + by’

=g s )

cuya igualdad revela que el numero /4 es divisor de la
suma A -+ B+ C + F y que el cociente de ésta por aquél
es la suma, ¢ +¢' +¢"" + ¢'", de los cocientes de dividir,
por /%, cada uno de los nimeros dados.

Corolario. A% un nimero es divisible por otro, lo es
también por cualquiera divisor de éste, 6 de otro modo, §7
wn nmero es divisor de otro, lo es también de cunalguier
matltiplo de éste; pues si A es divisible por %, lo serd la
suma A + A + A ... de m sumandos iguales & A, 6 sea,
mA, que es un multiplo de A.



76

81. Teorema. A7 dos wimeros son divisibles por
otro, también lo es su diferencia, 6 de otro modo, $i wn n-
mero es divisor de otros dos, también lo es de su dife-
rencia.

En efecto, sean A y B dos ntumeros divisibles por . ¥y

g ¥ ¢ los cocientes de las respectivas divisiones, de las que
se deduciran las igualdades A = hgy B = /¢’, que, res-
tadas miembro 4 miembro, daran :
A—B=lg—l'=h(g—7q)

cuya igualdad revela que el nimero / es divisor de la di-
ferencia A — B y que el cociente de ésta por aquél es la
diferencia, ¢ — ¢/, de los cocientes de dividir, por 4, cada
uno de los nimeros dados.

Corolario. &7 un nimero A es divisible por otro, Y un
numero B no lo es, no lo sera sw swma ni su diferencia;
pues si lo fuera la suma A+B, lo seria B, diferencia eutre
aquélla y A, y si lo fuera la diferencia A — B, lo seria
también B, diferencia entre aquélla Y A, lo que, en ambos
casos, es contra lo ya demostrado.

Escolio. La forma general de todos los numeros no
divisibles por 2, 4 los que se llama nzmeros impares, es
2n—+-1 6 21 —1, pues 2 es divisible por 2, pero 1 no lo es.

82. Teorema. Todo niimero se puede descomponer
en dos partes tules que wnn de ellas, por lo ménos, sea
awisible por otro wimero dado y la otra exprese el carde-
ter de divisibilidad del primero por el sequndo.

En efecto, sea N un ntimero cuya cifra de las unidades
sea @, la de las decenas 4, la de las centenas ¢, la de los
millares ¢, etc, con lo que se tendra

N=a~+ 104+ 100 ¢ + 1000 @ + .... ().

Dividamos sucesivamente por un ntimero cualquiera, 4,
una unidad de los sucesivos drdenes décuplos, mientras se
obtengan restos diferentes (pues en cuanto aparezea uno
de los ya obtenidos se repetirdn los sucesivos 4 éste en el
mismo orden), y puesto que el cociente de 1 por /4 es cero
Y el resto 1, designando por ¢, ¢°, ¢”/, etc., los cocientes de
las divisiones de 10, 100, 1000, etc., por 4, ya por defecto
ya por exceso, segun convenga para que los respectivos
restos 7, 7. 2", ete., sean los menores posibles, se tendran
las igualdades

10=hg ==r . ; 106=hgb==rb

100—%g' =g | de A AUSe K100 =
1000=7g " "==p" ecuce  1000d=hy  d==r""d
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por lo que, la igualdad («) se transforma en

N=a-+Aqb==rb-+-hg'c==r'c+hy"'d==r"d+. ... . ..
:/L(q&—ll—g'c—l—(/"(l—i—.....)—i—aiv'ézr o=Erild s

que, suponiendo & ¢b + ¢'c + ¢"'d + ... = Q, dard
N=lQ+ ([@xrbtrc=1r"dx...)

en cuya igualdad el término ZQ es,,evidel}/‘cemente, divisi-

ble por /4, y el segundo @ == 7"& ety (TZ sk rmndicss

que si €l lo es, lo serd también el numero N. ;
Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla:

Para hallar el cardcter de divisidilidad de un entero
por otro, h, hallense los menores restos, ya aditivos, ya
sustractivos, de dividir por h las sucesivas unidades glq?za-
plas; multipliquense estos restos por las respectivas ¢y, /7;5&
del wimero dado v, si la diferencia entre la suma de os
productos aditivos y la de ZOSl sustractivos es divisible por

'l el nUmMere Propuesto. ; Ja
h,SZ%.SmI(fae aplicaciogl d]Z) esta regla 4 cualquier divisor
dard el correspondiente cardcter de divisibilidad, pero estos
sélo son faciles de retener en los casos 51gu1e,nt.g,s:

1.° Siel divisor es 2, todos los restos 7, 7', 7, etc. scln
iguales & cero y N=2Q) + a: lo que indica que wn numero
¢s divisible por 2 cuando lo es la cifra de sus unidades.
2.° Siel divisor es 5, todos los restos 7, 7, 2 etc.,son
iguales & cero y N =5Q -« : lo que indica que un nume-
70 es divisible por 5 cuando lo es L cifra de sus u/nm,’{zdes.
3.2 Si eldivisor es 3 09, todos los restos 7, 2, 7" etc.
sonigualesa 1y N=3Q+(@+bé+c+d—+...)
0 N:9Q—l—(/l—i~'&.—+.—c—1—d:i—‘...)
lo que indica que un numere es divisible por 3 6 por 9 cuan-

do Lo es la suma de los valores absolutos de sus cifras.

4.° Si el divisor es 11, los restos 7, 7", 71V, son iguales
4— 1 v los restos 2, /", 7V, etc. son iguales & 1 y,
por tanto, N=11Q + (¢ — b6 +c—d + ...)

6sea N =11Q +{a +c+...)— (61 d...)

de donde, designando por Y la suma de las cifras de lugar
jpar y por P la suma de las de lugar par,

$1 Y>P, serda N=11Q+Y—P=11Q+(Y—P) o
¥ si Y<P: serd N=11Q-+-Y—P=11Q—(P—Y) (37-Esc. 2.°)
lo cual indica que un nimero es divisible por 11 cuando lo
es la diferencia entre la suma de las cifras de lugar im-
par y la suma de las de lugar par.
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84. Nimero simple, primo 6§ primo absoluto s
el que solamente es divisible por si mismo y Y por la uni-
dad: tal es el 17. En contraposicion, se llama compuesto
al que no es primo; tal es el 15, divisible por 5 y por 3 (*).

Todo numero entero es, pues, igual al producto de otros
dos enteros que, si es primo, son la unidad Yy €l mismo y,
si es compuesto, son, uno de sus divisores y el cociente de
la divisidn de aquél por éste.

85. Teorema 7odo entero ndé divisible par los ente-
708 cuyos cuadrados no le excedan es nimero primo.

En efecto, si N es un entero y p* el mayor de los cua-
drados contenidos en €, se tendra
N<(p+1FéseaN<(p+1 (4 1): mis como siem-
pre se puede considerar 4 N como el producto de dos fac
tores @ y 4, se tendrd tambidn, N=uab, y, por lo tanto,
ab<(p+1)(p+1).

De esta desigualdad s» desprende que, si @ es mayor
que p 4+ 1, serd necesariamente 4 menor que p —+ 1, es de-
cir, 1gual & p 6 menor que p; luego el nimero N no puede
tener un factor mayor que p sin tener otro igual 6 menor
que p y, por consiguiente, si no es divisible por p ni por
ningun entero menor que p, no lo serd por ninguno mayor
Y serd necesariamente ntimero primo.

Escolio. De aqui se deduce la sizniente regla:

Para averiguar si un entero dado es ¢ nd primo se
halle su raiz cnadrada y, siésta es exacta, no serd nimero
primo, pero, si es inexacta, se le divide sucesivamente por
eada uno de los nimeros Primos consecutivos, menores que
ella, y si ninguna de las divisiones es ezacta, el nibmers
dado serd primo (**).

Ejemplo. Averiguar si el niimero 179 es primo 6 compuesto.

La raiz cuadrada de 179 es 13, y como 179 no es divisible por
ninguno de los niimeros primos 2,3, 5, 7, 11 y 13, cuyos cuadrados
no le exceden, se puede asegurar que es primo.

(") Los nimeros primos menores que 100 son 1.2, 3,5, 7. 11, 13, 17. 19723,
20, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, y 97, ficiles de retener en la
memoria 6 de obtener mentalmente,

(*') A estaregla se apela cuando no se dispons de una TABLA DE NUMEROS

PRIMOS, en la que se contiensn los que lo son, hasta ol limite que aquélla
Aaleance,
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§ 2.°— Maximo comun divisor.

A.—Definiciones.

86. Divisor comun de dos d mds nimeros es todo -
mero factor d divisor de todos ellos: asi, 2 y 3 son diviso-
res comunes de 18, 42 y 738, puesto que éstos son divisibles
por 2 y por 3, b > :

Al mayor de los divisores comunes de varios nimeros
se le llama su mdazimo comun divisor, y se le indica abre-
viadamente m. ¢. d.: asi, el midximo comtn divisor de
A, By C se indica m. ¢- d. (A, B, C). Eoey

‘Numeros primos entre si sou dos d mds nwimeros
LU0 MATIIMO COMAUN (Zzlvz;sr)r es la zmzc/e;(l, 6 lo que eslo
mismo, gue 1o tienen mas diwisor comin que la unidad:
tales son 8 y 1, asi como tam'blen, 14, 48 y 55. ’ :

Numeros primos dos a dos son tres d mas nime-
708 de los que cada uno es primo con cada uno de los otros:
tales son los numeros 8, 15, 19 y 77.

De las precedentes definiciones se deduce: :

1.° Que el maximo comtn divisor de varios ntiimeros
no puede ser mayor que el menor de ellos. Sl

2.° Que si uno de dos 6 mas nimeros dados divide 4 los
demads, serd el maximo comun divisor de todos ellos.

3.° Que varios numeros pueden no ser primos absoln-
tos y, sin embargo, ser primos entre si; como, por ejem-
plo, 8, 15 y 77. ; o :

4.° Que si un namero primo absoluto no es dl\'l'SOI' de
otro, sera primo con €l; pues el primero no tiene mas fac-

tores que él mismo y la unidad y como, por hipétesis, no
es divisor del segundo, no tendrin ambos mas divisor co-
mun que la unidad. : : :

5. Que dos enteros consecutivos son prlmos_entl'e 813
pues todo factor comian 6 Ambos lo sejrl_a.de su dlfere-ncm,
que por ser la unidad, solamente es divisible por si misma.

6.° Que varios numeros pueden ser primos entre si y
no serlo dos 4 dos; como, por ejemplo, 14, 48 y 69. :

7.° Que si varios ntuneros son primos dos & dos seran
primos entre si. : :

8. Que todos los ntimeros primos absolutos son prim s
dos & dos.
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B.— Mdximo comim divisor de dos nivmeros.

87. Teorema. ZAn toda division ineracta se verfi-
ca que todo divisor comin al divisor y al resto es divisor
del dividendo, y que todo divisor comin al dividendo yal
divisor es divisor del resto. ‘

En efecto, si A y B son el dividendo y el divisor de una
divisién inexacta cuyo cociente es g y el resto 7, se ten-
drd, A = By + 7, de cuya igualdad se deduce:

1.° Quesi By 7 son divisibles por un ntmero %, tam-
bién lo serd el producto By (80-Cor.) y, por tanto, la
suma By + 7 (80), que es el dividendo.

2.° Quesi A y B son divisibles por /4, también 1o sers By
Y, por tanto, la diferencia A—By (81), que es el resto 7.

Corolario. /! mdawimo comin divisor de dos nimeros
es el mismo que el del menor de ellos y el resto de su divi-

$20n; pues sisuponemos que D es el madximo comun de AyB '

y D’ es el méximo comun divivisor de B y 7, por el 2.° de
los puntos demostrados en el Teorema, D sera divisor de 4
Y como también lo es de B, se tendrd que DFD’: por ofra
parte, por el 1.° de los puntos demostrados en el Teorema,
D’ serd divisor de A y como también lo es de B, se tendra
que D'>>D: luegosi DD’y D’ D, sera D — D",
Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla:

Para hallar el mazimo comin divisor de dos nimeros
se dwide el mayor por el menor y éste serd el mazimo co-
MUN divisor pedido, si la division es exacta, mas, sino lo
Juere, se divide el divisor por el resto, el resto de la
divisidn primera por el de la sequnda, el de ésta por el
de la tercera y ast sucesivamente hasta obtener un cocien-
te exacto. L1 wltimo divisor serd el mazimo comin divisor
pedido.

Ejemplo. [allar el mdximo comin divisor de 23688 y

_Para mayor claridad. se disponen las sucesivas divisiones es-
cribiendo los cocientes encima de sus respectivos divisores, én la
forma siguiente:

3 j"x('l*ﬁrztcmze

1575,

| | | |

23688 7575 | 963 | 834 | 129 60| 9 | 6 | 3
963 834 [ 129 | 60| 9| 6|30
luego 3 es el méximo comun divisor pedido.
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88. Teorema. X/ mdximo comun divisor de dos ni-
meros es el mismo que el del mayor de ellos y su diferen-
cia con el otro. : :

En efecto, sean A y B dos nimeros, C, su diferencia,
D el maximo comtn divisor de A y B, y D’ el méximo co-
mun divisor de A y C. De la igualdad A—B=C 6 A—C=B
se deduce que D, por ser divisor comun de A y B, lo sers
de C (81) y se tendra que D > D’; por otra parte, D', por
ser divisor comun de A y C, lo sera de B, diferencia de
Ay C, y se tendrd que D’3>D. LuegosiD 3D’y D' D,
necesariamente se tendra, D = D’. :

Escolio. En virtud de este teorema se puede dismi-
nuir el niimero de divisiones necesarias para obtener el
maximo comun divisor de dos nimeros, pues, cuando apa-
rezca un resto mayor que la mitad del divisor respectivo,
se podrd tomar por nuevo divisor la diferencia entre éste
y el resto.

Aplicando esta abreviacion al ejemplo anterior, se tendra que
el maximo comun divisor de 23688 y 7373 se hallara mas breve-
mente en esta forma :

Jec e ik g Sl

23688| 7575 | 963 120 60 9 | 3
963| 834 | 60} 9

en cuyas divisiones tercera y sexta se han puesto como divisores
la diferencia entre el divisor y el resto de la anterior, por ser estos
restos mayores que la mitad de los respectivos divisores.

ARIT &
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C.—Mdxzimo comim divisor de (res 6 mds nineros.

89. Teorema. Todo divisor comin de dos nimeros
es divisor de su mdxzimo comin divisor y, reciprocamente,
todo divisor de éste [o es también de aquéllos.

En efecto, si A y B son dos ntimeros,

IC|C |c”|6"" C,C, 0", C" loscocientes, y R, R', R”
A !ﬁ T, ﬁf‘!‘i{u los restos de las divisiones sucesivas,
R |R’ R0 | indicadas al margen, para hallar su
] maximo comun divisor, R, se tendra:

1.° Que todo divisor comtn de A y B sera divisor de R
(87-2.°) y, siéndolo de B y R, io serade R’ y, siéndolo de R
y R, loseradeR"”. ' 97} ;

2. Que todo divisor de R” lo serd de su multiplo R
(80-Cor.) y, siéndolo de R” y R", divisor y resto de la ter-
cera division, lo serd de R (87-1.°) y, siéndolode R y R,
lo serd de By, siéndolo de B y R, lo sera de A. -

Corolario. A/ mdazimo comin divisor de varios ni-
meros es el mismo que el de todos ellos, excepto dos, y el
mdaxzimo comun divisor de estos dos. '

En efecto, sean los niuneros A, B, C, I y G: D su maxi-
mo comun divisor; D’ elde Ay B; y D" elde D',C, F y G.
El ntamero D, por ser divisor de A y B

(A lo serd de D’, de modo que sera divisor co-
\B } . / muun de D', C, Fy G y, por tanto, D}>D'":
D¢c [ D’ porotra parte, el nimero D, por ser di-
IS visor de D', lo serd de Ay By, por tan-
[G ; to, sera divisor comtn de A, B, C, F y G,

de donde se desprende que D 3>D. Luego
siD3D"" y D"}D, necesariamente se tendrd D=D"".
Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla:

Para hallar el mazimo comain divisor de varios nime-
ros se prescinde de los que conocidamente sean miultiples
de otros: se halla el maximo comun divisor de dos de los
restantes: después el de este maximo comin divisor y otro
de ellos y asi sucesivamente hasta haber operado con todos
los witmeros propuestos. Bl wltimo mazimo comin divisor
serd el pedido.

Ejemplo. Hallar el mdximo comun divisor de 11088, 7560,
8544, 3080, 2520 y 2184.

Prescindiendo de 11088, duplo de 5544, y de 7560, triplo de 2520,
y operando con los demis; se tendra: :

m. c. d. (5544, 3080) = 616; m. c. d. (616, 2520} = 56 ;
m. ¢. d. (36, 2184) =56, que es el maximo comun divisor pedido.
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90. Teorema. 5% dosdmas nimeros se multiplican

d dividen por wn mismo numero, sw maimo comun divisor
quedard multiplicado d dividido por dicho niumero.

En efecto: 1.° Sean A y B dos numeros y R, R’, R"" los
restos obtenidos para hallar el maximo comtn divisor, R”.

Multiplicando por un entero, 2, el dividendo y el divisor
de la primera division, se convertiran, respectivamente,
en An y Bu, de cuya division se obtendra el resto Rz (60):
por igual razon, el resto de la divisién de Bz por Ra sera
R'n: el de la divisién de Rz por R’z serd Rz, y el de 1a
division de R’z por Rz serd 0 >< n = 0; luego R’z serd
el maximo comun divisor de Az y Bn.

De una manera analoga se demuestra que R'’:z es el
maximo comun divisor de A : z y B : n. :

2.° Sean A, B, C, F, y G varios niameros, D el maximo

comun divisorde A y B, D’ elde D y C, D" el'de D’ Vo lt,
YD elde D"y G, dsea,elde A, B,C, FyG.

Si se multiplican los numeros A, B, G, F y G por 7, se-
gun el caso anterior, Dz serd el maximo comun divisor de

Any Bu; D'nelde Dny Cn; D"n elde D'ny Fu: y D'"’n

el de D"n y Gn, 6 sea, el de An, Ba, Cn, Fu y Ga.

De una manera aniloga se demuestra que el méximo
comun divisorde A:n, B:n,C:n,F:ny G:nesD: a.
~ Escolio. En virtud de este teorema se puede facilitar
la investigacion del maximo comun divisor de varios nu-
meros. que conocidamente tengan algtin divisor comun,
dividiéndolos por €l, hallando el maximo comun divisor de
los cocientes y multiplicdndole por dicho factor.

Asi, en el ejemplo anterior, se tendri:

5544 3080 2520 21842
2772 1540 1260 10922
1386 770 630 5462
69352385 315!~ 5273

¥y como el maximo comun divisor de los tltimos nimeros
es 7, el de los propuestos serd 7 >< 2 3< 2 >< 2 = 56.

Corolario. i dos 6 mas nimeros se dividen por su
maximo comun divisor, los cocientes son Primos entre Si:
pues silos numeros son A, B,C., Fy (&, y A, B, ¢, F' y G’
son los cocientes respectivos de lasdivisiones de aquéllos por
sumaximo comtn divisor, D, al dividir por éste los ntime-
ros dados queda ¢l también dividido por D, y como D:D=1,
el maximo comun divisor de los cocientes serda 1y, por tan-
to, los numeros A’, B', C’ y G’ ser4n primos entre si.
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91. Teorema. 7odo divisor de un producto de dos
Jactores, que sea primo con uno de ellos, es divisor del otyo.
En efecto, sea AB un producto de dos factores y sea C
un divisor del producto AB y primo con el factor A.
Por ser A y C primos entre i, su miximo comtn divisor
es 1, de modo que, si multiplicamos ambos nimeros por B,
el maximo comun divisor de los productos ABy CB sera
1 >< B = B; mas, como, por otra parte, el niumero C es evi-
dentemente divisor del producto CBy, por hipdtesis, tam-
bién lo es de AB, lo seri de B (89).

92. Teorema. Todo nimero primo, divisor de wn
producto de varios factores, es divisor de uno, por lo me-
n08, de estos factores.

En efecto, si # es un nimero primo, divisor del produe-
to ABCF ynoloesde A, serd primo con él y, por tanto, di-
vidird al producto BCF, que se puede considerar como un
+ factor del ABCF; por idéntica razon, si z no es divisor de B,
factor del producto BCE, lo serd del producto CF y, si tam-
bién es primo con el factor €, serd divisor de F.

Corolario 1.° 87 wn numero primo es divisor de un

producto de nimeros primos, serd igual @ wno de éstosy
pues dicho nurero tiene que ser divisor de uno de los facto-
resy como, por hipétesis, todos son primos, alguno de ellos:
serd, necesariamente, igual & él.,

Corolario 2.° 7odo nimero primo, divisor de cual-
quier potencia de un nimero, es divisor de éste; pues la po-
tencia A es el producto de 7 factores, iguales & A.

Corolario 3.° Dos potencias cunlesquiera de dos ni-
MEP0S Primos entre st, son tambien niumeros primos entre
§4; pues si las potencias A y B» de dos ntimeros A y B,
primos entre si, tuviesen algun factor comun, distinto de
la unidad, éste seria divisor de A y B, contra lo supuesto.

93. Teorema. Todo numero, primo con cada uno de
los factores de un producto, es primo con el producto, y,
reciprocamente, fodo namero, primo con un producto, lo es
con cada wno de sus jfactores.

En efecto, i 2 es primo con cada uno de los factores
del producto ABCF, aquél y éste no podran tener ningan
factor primo comtn, distinto de la unidad, porque dividiria
47y 4 uno de los factores contra lo supuesto.

Reciprocamente, si # y el producto ABCF son primos
entre si, no habra ningtn divisor comnn 4 2 y 4 uno de los
factores, porque si asi fuera, dicho divisor lo seria del pro-
ducto y, por tanto, éste y z no serian primos entre si.

TESRERS
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S 3.°—Minimo comun multiplo.
A.—Definiciones.

. 94. Maultiplo comun de dos ¢ mas numeros es
dodo miimero divisible por ellos: asi 330 es multiplo de 2, 3,
5y 11. Al menor multiplo comtn de dos 6 mas nimeros
se le llama su minimo comun multiplo y se indica abre-
viadamente m. ¢. m.: asi, el minimo comun multiplo de
A, B y Cse indica m. ¢. . (A, B, C).

De estas definiciones se deduce:
1. Que el minimo comun multiplo de varios ntimeros
10 puede ser menor que el mayor de ellos. :
2.% Que si uno de varios numeros dados es divisible por
los demas, él serd el minimo comtn multiplo de todos ellos.

B.—Minimo comum milliplo de dos nivmeros.

95. Teorema. 7Zodo miltiplo comin de dos nimeros
L8 iqual al producto de tres factores, que son: uno de los
numeros, el cocienle de dividir el otro por el mazimo co-
mikn divisor de ambos y un entero cualquiera.

En efecto, si A y B son dos nlimeros cuyo maximo ¢o-
mun divisor es D, y A’ y B los cocientes respectivos de di-
vidir los numeros dados por D, se tendrd A—=DA’ y B=DB'.

Si Hamamos M & un miltiplo comnde Ay B, ypy ¢
4 los cocientes de M por A y B, respectivamente, se tendri

M= Ap=DA’p y M= By = DBy,

de donde se deduce, DA'» = DB’g, y, dividiendo por D los
«dos miembros de esta ignaldad, A’p=B"g.

Ahora bien, por ser A’ divisor del primer miembro, lo
serd también del segundo; mas como es primo con B’, sera
divisor de ¢ y se tendrd, ¢ : A’=mn, y, por tanto, g =A’n.

Sustituyendo este valor de ¢ en la igualdad M = DB’y.
se transforma en la ignaldad M = DB’A’z, de la que, por
ser DA = A y DB’ = B, se obtienen las expresiones

M = AB'z y M=BA'n,

cualquiera de las cuales representa un multiplo comun
de A y B.
de
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Corolario. Z/ minimo comin miltiplo de dos niime-

708 es el producto de uno de ellos, por el cociente de dividir

el otro por el mdazimo comin divisor de dmbos; pues el me-
nor valor de los productos obtenidos, ABz y BA'n, se obtie-
ne haciendo #=1, lo que los convierte, respectivamente,
en AB' vy BA'. ;
Escolio 1.° De aqui se deduce la siguiente regla:

Para hallar el minimo comiin miltiplo de dos nimeros
se halla sw mizimo comin divisor: se diwide por ¢l uno de
los mimeros dados 1 el cociente se multiplica por el otro.

Ejemplo. Hallar el minimo comun milliplo de 504 y 108.
El m. ¢. d. de 304 y 108 es 36, luego su ni. ¢. m. sera

(504 : 36) > 108 = 14 < 108 = 1312
6 (108 : 36) < 504 = 3 > 504 — 1512.

Escolio 2.° El minimo comun multiplo de dos ntime-
ros, primos entre si, es su producto; pues como su maximo:
comun divisor es 1 y el cociente de dividir cualquiera de
ellos por la unidad serd el mismo dividendo, ‘el producto
que exprese el minimo comun multiplo de dichos numeros.
sera igual al producto de éstos.

Asi, el minimo comun multiplo de 8 y 15, primos entre:
51,68/ 8><15:=1120.

it
1
i
&
]
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C.— Minimo comin miliiplo de lres 6 mds nivmeros.

96. Teorema. ['odo miitiplo comin de dos nimeros
es matltiplo de swminimo comibn multiplo, y, reciproca-
mente, lodo multiplo del minimo comin miltiplo de dos
numeros es multiplo de éstos.

En efecto:
. 1.° Todo multiplo comun de dos nimeros A y B, cuyos
cocientes por su méaximo comin divisor sean, respectiva-
mente, A’ y B, se puede representar por

M = DB'A #;

pero como DB'A’ = AB’ = BA’ expresa el minimo comun
multiplo de A y B (95-Cor.), se tiene que :

M = AB'n = BA'#%;

donde se vé que M es multiplo del minimo comun miltiplo
de A y B.

2.° lisevidente que, M=AB'7z=BA’zn, es multiplo de los
dos numeros A y B.

Corolario. Z/ minimo comun miultiplo de varios ni-
meros es el mismo que el de todos ellos, excepto dos, y el
minimn comain miulliplo de estos dos.

En efecto, sean los niimeros A, B, C, F y G y sea m su
minimo comtn multiplo, 7" el de A y B,y m'’ el de m'
G By G.

Al [l nmumero m, por ser multiplo de

\ B e Ay B, lo serd de m’, de modo que serd
m-{C | '"  multiplo comtn de los ntimeros m/, C, F,
’ F y G, por lo que se tendra que m<m’’;

G por otra parte, '/, por ser multiplo de

m’, lo serd de sus divisores A y B,
(80-Cor.) y, por tanto, serd multiplo comun de A, B, C, T
y G, por lo que se tendrd que m”" < m. Luego si m<m"
y m' < m, sera necesariamente m=m'’.
Escolio 1. De aqui se deduce la siguiente regla:
Para hallar el minimo comin miltiplo de varins ni-
merns se prescinde de los que conocidamente sean factores
de otros: se halla el minimo comin miltiplo de dos de los
restantes: despuds el de este minimo comin miultiplo y
otro de ellos i asi sucesivamente, hasta haber operado con
todns los numeros propuestos. K1 wltimn minimo comun
miltiplo serd el pedido.
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Ejemplo. Hallar el minimo comiin mitltiplo de los niimeros
2,.3,4,6,:9::45, 38y 70: ;
Prescindiendo de 2 y 3, por ser, respectivamente, factores de
4y 6, y operando con los demas, se tendra:

m.c.d. 4y 6=2 6:2= 8... X 4= 12 (m.c.m. (4y6)

m.c.d. 12y 9=38 12 3= 4... 4X 9= 36 (m.con. (4,6y9)
m.c.d. 36y15=3 36: 8= 12 .. 12X15= 180 (m.com. (4,6, 9y 15))
m.c.d. 180y 38= 2 180: 2= 90... 90X38= 3420 (m.c.m. (4, 6, 9,15y 38))
m. ¢. d. 3420 y 0=10 3420:10=342. ..342X70=23940 (m.c.m. pedido).

Escolio 2.° A minimo comin miltiplo de varios nai-
meros, primos dos & dos, es su producto; pues el de dos de
ellos es su producto (95-Esec. 2.°), que serd primo con
cada uno de los deméds; luego el minimo comtin multiplo
de tres de los numeros dados sera también su producto y
asi sucesivamente.

Asi, el minimo comun miltiplo de 4, 27, 35 y 143, pri-
mos dos & dos, es

4 >< 27 >< 35 >< 143 = 540540.
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§ 4.°—Factores de 108 niumeros.

A.—Descomposicion de un wivmero en sus factores pirimos.

97. Teorema. 7odo numero compuesto es igual al
producto de wn mimero limitado de factores primos.

En efecto, sea N un numero compuesto y ¢ un divisor
suyo, distinto de N y de 1. Dividiendo N por & se tendra un
cociente exacto, ¢, y, por tanto, la igualdad, N=dy (a).

Si dy ¢ fuesen numeros primos, quedaria demostrado
el teorema; pero, si no lo fuesen, suponiendo que sea ¢ un
factor de ¢ y que sea & un factor de ¢. llamando ¢y ¢/ &
los coclentes respectivos de & por @ y de ¢ por 4, se tendrian
las igualdades d=aq’ y g=bg"’, cuyos segundos miembros.
sustituidos en la igualdad («), darian N=ag 69'.
~ Sia, 4,9y ¢" fuesen nimeros primos, quedaria demos-
trado el teoremas: pero si no lo fuesen, procediendo dé una
manera analoga, es evidente que llegariamos 4 obtener un
producto de factores primos, pues cada descomposici6én

~produce dos ntimeros menores que el descompuesto.

Escolio. De aqui se deduce lasigniente regla :

Para descomponer un entero en factores primos se le
divide por su menor factor primo, distinto de la wnidad:
se hace la misma operacidn con el cociente que resulte Y asi
se continia, hasta obtener el cociente 1. Los sucesivos di-
visores son los factores primos del nimero dado.

Ejemplo. Descomponer en fuclores primos el nimero 504

N 9
38; 9 . Para mayor claridad, se dispone la_colocacion de los
126 2 divisores y cocientes de las sucesivas divisiones en la for-
633 Ma expuesta al margen, de donde se obtiene que los facto-
res primos de 504 son 2, 3y 7, entrando en él, el factor 2,

912
~% 7 lres veces. el 3, dos veces, y el 7, una vez; de modo que se
1 tendra: 504 — 2.2.2.3.3 7 -= 25,327,

98. Teorema. Un nimerono admite mis que una
descomposicion en factores primos.

En efecto, si el nimero N admitiera dos descomposicio-
nes en factores primos diferentes, @, &, ¢, d Yeai i bs elads:
se tendria la igualdad abed=a'b'c’d’, cuyo segundo miem -
bro seria divisible por @, por serlo el primero; pero como
@', 0, ¢’ yd son nimeros primos, alguno de ellos, tal como
el a’, seria igual & @, de donde se obtendria, bed=b'c'd’, y
de aqui, por andlogos razonamientos, 4=5', c=c' y d—=d’.
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B. —Obtencion de todos los divisores de wi nimero.

99. Teorema. 7odo nimero divisible por otros, pri-
mos dos @ dos, es divisitle por sw producto.

En efecto, sea N un numero divisible por cada uno de
los nimeros @, 6 y ¢, primos dos & dos.

Llamando ¢ al cociente de N por @, se tiene, N = ag ().

Por ser N divisible por 4, lo sera el producto ag; pero
como & es primo con @, segun la hipotesis, sera divisor
de ¢ (91}, y llamando ¢’ al cociente de ¢ por 4, se ten-
drd g=0y’, cuyo valor, sustiluido en la igualdad («), dard,
N = aby’ (6).

Por ser N divisible por ¢, lo serd el producto a4g’; pero
como ¢ es primo con @ y 4, sera divisor de ¢’ (92), y llaman-
do ¢’/ al cociente de ¢’ por ¢, se tendrd ¢" = ¢g’’, cuyo va-
lor, sustituido en la igualdad (8), dard, N =adbeq”’; lo que
indica que el namero N es divisible por el producto abe.

Escolio. 3Silos factores primos de un niunero se mul-
tiplican dos &4 dos, tres & tres, cuatro & cuatro, etc., los
productos serdn también divisores del ntumero propuesto,
lo que origina la siguiente regla:

Para hallar todos los factores de un eitero se le des-
compone en sus factores primos: se forman las potencias
sucesivns de cada uno de éstos y se multiplica cada una
de las del primero, por caoda una de las del sequndo: los
productos anteriores, por cade una de las del tercero, y
ast sucesivamente, hasta multiplicar por las del wltimn.

Ejemplo. Hallar todos los faclores del nimero 504%.

Se le descompone en sus factores primos y, para mayor clari-
dad y fijeza en la marcha de la operacion, se escriben en una fila
la unidad y las polencias sucesivas del primer factor primo: se
traza una raya debajo.de dicha fila y se separan también unos
de otros, por ofra raya, los productos de las potencias sucesivas
de cada uno de los demds faclores por cada uno de los nameros
anteriormente obtenidos, lo que se dispone en la forma siguiente:

50412 1 9 7 ]
e ;j/ 3 6 - A2 0k
e : 79
sl Nl a0 g ol 99 s A0 o O
9113 T 14 28 56

-

7 21 42 84 168
63 126 252 50k

T
1

91

G. — Aplicacion de la descomposicion de los nimeros en fuctores primos,
d la investigacion del mdximo comin divisor y del minimo comim maltiplo.

100. Teorema. Para queun nimerosea divisor de
olro es necesario y su ficiente que no contenga factores dis-
tintos de los de éste, ni los comunes @ ambos, con mayor ez-
ponente. v :

En efecto, si un numero D es divisor de otro N, se ha-
llard contenido en éste; luego los factores primos de D lo
estardn en N.- : ‘

Por otra parte, si asi se verifica, el miunero N se podra
descomponer en el producto de dos factores, uno de los
cuales sera D y el otro el cociente, 7. de la division, en el
que se hallardn los factores de N gue no estén en D).

Corolario 1.°  // wmdzimo comin divisor de varios
wameros: es el producto de las menores potencias de sus
Jactores primos, comunes : pues este producto serd divisor
de cada uno de los niumeros dados y serd su maximno co-
mun divisor, porque cualquiera otro, mayor que él, con-
tendria algan factor de que careciese alguno de ellos y,
por tanto, no seria divisor suyo. '

Escolio. De aqui se origina la siguiente regla:

Para hallar el mazimo comin divisor de varios nibme-
708 s¢ prescinde de los que conocidamente sean mitltiplos
de otros de los dados: se descomponen los restantes en sus

Tactores primos y se forma el producto de las menores po-

tencias de los factores primos. comunes d todos ellos.
Ejemplo. [Hallar el mdximo comivn divisor de
11088, 7560, 5544, 3080, 2520 y 2184.
i )Prcscmdlendo de 11088, duplo de 5344, y de 7560, triplo de
2520, y descomponiendo los demas de sus faclores primos, resulta:
5544 —=23.32.7.11 9590:—937 335w
3080 =228 87,7 41 | 218% =983 ‘7543
lucgo m. c. d. (11088, 7560, 534+, 3080, 2520, 218%) — 93 . 7 = 56,

Corolario 2 ° £l minimo comin miltiplo de varios
numeros es el producto de las mayores potencias de sus
Jactores primos distintos ; pues cada uno de los nameros
dados serd divisor de dicho producto y éste sera su minimo
comun multiplo, porque cualquiera otro nimero, menor
que €l, careceria de algunos de los factores contenidos en
alguno de los propuestos y, por tanto no seria multiplo
S1yoO.
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Escolio. De aqui se origina la siguiente regla:

Para hallar el minimo comin multiplo de varios ni-
meros se prescinde de los que conocidamente sean factores
de otros de los dados: se descomponen los restantes en sus
Jactores primos y se forma el producto de las mayores po-
tencias de los factores primos, distintos.

xr

Ejemplo. Hallar el minimo comun miltiplo de 2, 3, 4, 6, 9, 15,
38 y 70.
Prescindiendo de 2y 3, factores, respectivamente, de 4y 9 y
descomponiendo los demés en sus factores primos, resulla:

4
6

luego m. ¢. m (2, 3, 4,6, 9, 15, 38, T0)=22><32<B5><T><19=23940.

D. — Aplicacion de la descomposicion de un wimero en factores primos,
d la extraccion de raices.

101. Teorema. Para que wn entero sea potencia
perfecta de cualquier grado es necesario y suficiente que
los exponentes de sus factores primos sean miltiplos del
de la potencia.

En efecto, si el entero N es potencia del grado m de 7.
serd N =77, y si 1 = aPdics, se tendra
N — (a])&qcs)m — qmppmqgms (63)_

Por otra parte, si se verifica esta igualdad y la
r=aPbics, se tendrd N = qmphmacms —= (g poecs)ym —= .,

Corolario 1.°  7odo entero cuyos factores primos apa-
rescan en Swu descomposicion con exponentes pPares es wi
cuadrado perfecto cuyn raiz cuadrada es el producto de
dichos factores, elevados @ wuna potencia. mitad de le que
cada wno tenga en lo descomposicion del nimero propues-
to ; pues siempre que se tenga N = @*24%¢*s, serd necesa-
riamente |/ N = arbics = 7.

Corolario 2.° Zodo entero cuyos factores primos
aparezcan en Siu descomposicion con exponentes miultiplos
de 3 es un cubo perfecto cuya raiz cubica es el producto
de dichos factores, elevados ¢ wna potencia, tercio de la
que cada wno tenge en la descomposicion del nimero pro-
puesto; pues sie3mp1~e que se tenga N = @°2)1¢c®s, serd ne-

cesariamente [/h—': arhics = .
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CAPITULO III.

DE LOS NUMZROS FRACCIONARIOS.

ARTICULO PRIMERO.
TRANSFORMACIONES DE LOS NOMEROS FRACCIONARIOS.

102. Teorema. Z/ cociente de toda division equi-
va'e & una fraccion cuyo nuwmerador es el dividendo y cuyo
denominador es el divisor, y, reciprocamente, foda frac-
cidn. equivale al cociente de su numerador por sw denomi-
nador.

En efecto, el cociente de 3 : 7 se puede obtener, hallan-
do los séptimos de unidad que contiene el dividendo 3 y di-
vidiéndolos por el divisor 7 y, como tres unidades enteras
contienen, evidentemente, 3 >< 7 séptimos, su divisién por
7 da por cociente 3: pero este niimero no expresara unida-
des enteras, sino séptimos de unidad entera, los que, como-

o 3 o
ya sabemos (18), se indican R luego se tendrs la igual--

€

dad 3:7 = T y, reciprocamente, —;— =3:7y, en gene-

a : a
raligiie— L reciprocamente, — = @ : 4.

b
Corolario 1.° Zodo nimero entero es igual & una

Jraccidn, de denominador arbitrario, cuyo numerador sea

wgual al producto de éste por el entero; pues, si en la
igualdad, @b :6 = a, se d4 forma fraccionaria al primer
: ; ab
miembro, se obtiene, = a.
Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla:
Para expresar wn entero en forma de quebrado, de de-
nominador dado, se le multiplica por éste. i

Ejemplo. FExpresarel enlero 5 en foriia de quebrado, cugyo de-
nominador sea 7.

2 SRR e 35
Se tendrd, 5= ——— =

7 o
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Corolario 2.° A/ cociente completo de toda division
inexzacta es un numero mixzto, compuesto del cociente en-
tero y wn quebrado cuyo numerador es el resto y cuyo de-
nominador es el divisor; pues la divisién inexacta 13 : 5,
por ejemplo, cuyo cociente entero es 2 y cuyo resto es 3,
da la 1gualdad 13 = 2 >< 5 - 3, de la que, dividiendo an-
bos miembros por 5, se obtiene

13 ¢ 5=(2><6+3) : H5=(2><H) : 5+3 : 5=2+3: 5

2X5+3 3 3
R
B} 5 5 3

HEscolio 1.° De aqui se deducen las siguientes reglas:
1.2 Parn hallar los enteros de wuna fraccidn se divide
Sw numerador por i denominador. i
A

Ejemplo. [Hallar los enleros de la fraccion 7

3]

Se {endrd, 0

9 9
2.5 Para convertir en fraccidn. wun nimero mizto, se
multiplica el entero por el denominador del quebrado: al
producto se agrega el numerador y ¢ la suma se la pone
por denominador; el del guebrado. ;

Ejemplo. Converlir en fraccion el mixio % o

7 o o RS T
9 IR BRI
Escolio 2. Como toda fraccién equivale al cociente
indicado de su numerador por su denominador, se deduce:
: : 3 @ :
1.° Que las fracciones — ¥~ por ejemplo, se pueden
leer indistintamente, ¢7es, séptimos y @, 4 avos, 6 tres, di-
vidido por siefe y a. dividido por &. ;
2.° Que entre los términos de una fraccién y el valor
de ella existen las mismas relaciones que entre los datos y
el resultado de una divisién y, por censiguiente, se pueden
aplicar 4 toda fraccion las proposiciones referentes 4 uua
division, considerando al numerador como dividendo, al de-
nominador como divisor y 4 la fraccion como cociente. :
Asl, por ejemplo, la proposicién demostrada en el niu-
mero 60 se puede enunciar, diciendo que uaaz fraccion no
varia multiplicando d dividiendo su numerador y su deno-
MINAAOT Por wn mismo nimero.

Se tendra, 4
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103. Fracciones equivalentes son lus del mismo
valor y distinta forma.
Simplificar una fraccion es trans formaria en otra
equivalente, de menores términos.
Fraceion irreducible es /o de menores términos
que todas sus equivalentes. : i
Transformar una fracciéon en irreducible es
hallar la Traccion irreducible equivalente d ella.
104. Teorema. Zoda fraccién equivalente G otra.
cuyos términos sean primos entre $7, tiene sus términes
equimitltiplos de los de ésta.

. 0 . : L A
En efecto, 51765 una fraccién equivalente & otra 7

cuyos términos, 4"y 4’, sean primos entre si, se tendrd,
por hipétesis, 2
%:—%,ésea, UiiOi—=as h
Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por 4,
se tiene
e=(a:0Vo=ab:&
Y. multiplicando los de ésta por 4, resulta
ab' =a'b.

El primer miembro de esta igualdad es, evidente-
mente, divisible por 4’, luego también lo serd el segundo;
pero como 4 es, por hipdtesis, primo con a’, sera divisor
de 4, y llamando m al cociente de 4 por 4/, se tendrd

b="bm
Y. por tanto, @b’ =a'é’m, de donde, dividiendo amhbos
miembros por &, resulta

a=a'n.

Corolario 1.° Zoda fraccidn cuyos lérminos son
primos entre si es irreducible ; pues todas sus equivalen-
tes tendrdn necesariamente sus términos mayores que los
de ella.

Corolario 2.°  Una fraccidn irreducible no puede sey .
tqual ¢ wn entero; pues, siendo sus dos términos, primos
entre si, no puede ser el numerador divisible por el deno-
minador.

Corolario 3.° Dos fracciones irreducibles tqueles
tienen sus términos respectivamente iquales : pues los de
cada una de ellas han de ser equimultiplos de los de la otra,

lo que exige necesariamente que sean respectivamen te
iguales.
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Escolio. De lo anteriormente expuesto y de lo ya de-
mostrado antericrmente (90-Cor.) se desprende la si-
guiente regla: : ;

Para transformar una fraccion, en irreducible, se di-
viden sus dos terminos por su mazimo comun, divisor.
2160
2520°
Hallando el maximo comun divisor de 2520 y 2160 y los co-
cientes de estos niimeros por él, se tendra:

Ejemplo. Transformar,enirveducible, la fraccion

AT
Sl o
9590| 2160 360=m. c. d. (2520 y 2160) {2100 00 =2
360, 000 | 2320 : 360 = 7.
2160 6
LHE‘DO, f.’—:)_éf) = —7—.

Observacién 1.° Enla pricticasesiguetambién otro
procedimiento, llamado de las simplifleaciones Sucesivas,
que consiste en dividir sucesivamente ambos términos de
la fraceion propuesta y de sus equivalentes, que vayan re-
sultando, por los factores primos que, por las reglas de di-
visibilidad, se conozca, 4 primera vista, que les son comu-
nes, hasta llegar 4 una fraccién cuyos términos sean pri-
mos entre si; pero como las reglas de divisibilidad, faciles
de retener, son en corto numero, las mas de las veces ha-
bra que recurrir al procedimiento de la regla general.
2160 © 216 108 54 18 6

D520 282 1 196 .63 Bl 7

cuyo resultado se ha obtenido, dividiendo por 10, los dos
términos de la fraccién propuesta; por 2, los de la segunda;

Asi se tendra

por 2, los de la tercera; por 3, los de la cuarta; y por 3, los

de la quinta, lo que da la irreducible =

Observacion 2. La transformacion de fracciones en
sus equivalentes irreducibles debe preceder 4 toda opera-
¢ién con numeros fraccionarios y es siempre util, pues,
por medio de ella, nos formamos mas acabada idea de la

cantidad expresada, porque mas ficilmente nos damos

cuenta de la fraccidn irreducible 5 por ejemplo, que de

s uivalente -—1-9«—
u eq e 51

27

105. Fracciones homogeéneas son las del mismo
denominador 1y heterogéneas las de distinto denomi-
nador.

Reducir fraceciones & un comun denominador
es transformarias en sus equivalentes homogeneas.

Reducir fracciones al menor denominador
comun es (ransformarias en sus equivalentes homogéneas
del menor denominador comibn posible. '

106. Teorema. ZA/ menor denominador comin de
varias fracciones irreducibles es el minimo comin multi-
plo de sus denominadores.

En efecto, silas fracciones —;L, %,
todo denominador comtn de ellas habrd de ser multiplo
comun de sus denominadores y, por tanto, de su minimo
comun multiplo ; luego éste serd su menor dencminador
comun.

Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla:

Para reducir varias fracciones al menor denominador
comuin se las transforma en sus equivalentes irreduci-
bles: se halla el minimo comun mibltiplo de los denomina-
dores de las nuevas fracciones, que sera el denominador
comatn, y Se multiplica el numerador decada wna, por el
cociente de dividir por su denominador, dicho minimo co-
maln mabltiplo.

e ) :
—- son Irreducibles,

Ejemplo. Reducir al menor denominador coman las fracciones

DERN ety ek O iy
B IS IS ~
379" 6’ 2192

AR

- . - . . 5 ',’ T

Convirtiendo en irreduacibles las fracciones —— Ly Lo

20’ 24 126’
opera con las fracciones LS b J halland
a S a S Ty Sh e sy e e Tl S
PR R TVT R et
el 1}'1i_n'imo comun mulliplo de sus denominadores, que es 1260,
dividiéndole por cada uno de ellos, lo que da los respectivos cocien-
tes 420, 315, 240, 105, 70 y 36, y multiplicando por cada uno de
éstos, el respectivo numerador, con lo que se obtienen las fraccio-
nes homogéneas

840 315 1050 735 770 108
1260’ 1260' 1260 1260° 1260 ° 1260
equivalentes & las propuestas.
ARIT. 7
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Observacién 1. Silas fracciones ,dadas son irredu-
cibles y sus denominadores, primos dos & dos, el mnnzmoo
comtn multiplo de éstos serd su producto (96-Esc. 2.7
y, por tanto, éste sera el menor denominador comun, y los
huevos numeradores seran los respectivos productos dg
multiplicar el numerador de cada una de las fracclor}es
dadas, por el producto de los denominadores de las demas.

Ejemplo. Reducir almenor denominador comun las fracciones

2 4 3 “ 5

Tl B Mo At
Puesto que los denominadores 3, 5, Ty 8 son primos dos a ‘(‘ios.
sum. c. m. es 3.5.7.8=840, y como los cocientes de éste nor cada

' aquéllos son, respectivamente, 5.7.8 =280,3.7.8 = 168,
131%?8d_e;'11c120 y 3.5.,7:205, las fracciones homogéneas pedidas

seran

5600 672 360 _ 523

7
3100 810 8407 840

Observacién 2.* La reduccién de fracciones  un co-
mtn denominador, necesaria en muchos casos, s slempre
util, pues, por medio de ella, se pueden comparar facilmen-
te fracciones ordinarias de términos diferentes; asi de las

4
fracciones—t_)— y -7—110 se puede asegurar, desde luego,
cual es mayor, pero si de sus equivalentes homogéneas
21 2
35 7 35
da (22-3.°).

, de las que la primera es mayor que la segun-
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ARTICULO II.
DE LA ADICION DE NUMEROS FRACCIONARIOS.

107. La definicién de esta operacién es la misma que
la de la adicién de enteros (26), pero hay que tener pre-
sente que las unidades de los sumandos pueden ser frac-
cionarias 6 unas enteras y otras fraccionarias y que, por
tanto, la suma ha de ser una totalidad de unidades de la
misma especie que las de los sumandos, 1o que exige nece-
sariamente que éstas sean homogéneas.

§4.°—Adicién de fracciones ordingrias (*),

108. Caso general. Para sumar fracciones ordi-
narias se reducen al minimo denominador comtn, Si son
heterogéneas, y se divide por ¢/ la suma de los nuevos ny-
memc@mw; pues, como la suma ha de contener la totalidad
de unidades de los sumandos, es evidente que cuando éstos
estén referidos 4 la misma unidad fraccionaria, la suma
resultard expresada en ella. ;

Ejemplos.
s
Rt ity
Como estas fracciones son homogéneas, se tendra desde luego
3509 i+£_3—{—9+5+13 30

1.° Sumar

sih g u g
1
2.2 Sumar —, -—2 ; —1; y Tzf

Todas estas fracciones son irreducibles: el m. ¢ m. de sus d
nominadores es 180; los cocientes de éste por cada uno de. sllos
son 45, 36, 20 y 15 de éste por cada uno de ellos

4 ] ok i
luego la suma sera b—s_;_@ 80 ﬂ)zfﬁszyﬁ_ i
180 180 " 180 180 480 90 90"

co(rrz rlga‘gio el epigrafe de Adicidn, Sustraccion, etc., de fracciones ordinarias,
: prenderemos, para mayor brevedad, estas operaciones, cuando uno por
0 menos, de sus términos Sea fraccionario. :
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109. Casos particulares. Si entre los datos de
una adicién hubiese algunos enteros 6 mixtos se podrian
reducir 4 fracciones y verificar la operacién por ia regla
del caso general; pero teniendo en cuenta que un numero
mixto es, por su naturaleza, la suma de un entero y un
quebrado, todos los casos particulares de la adicién de nu-
meros fraccionarios se reducen al de la adicién de dos &
mas sumandos, unos enteros y otros fraccionarios, que se
ejecnta por la siguiente regla: ~

DPara verificar wna adicion cuyos datos sean unos ente-
708 7 0tr08 fraccionarios, se Suman primeramentelas frac-
ciones, después los enteros y @ la suma de éstos se agrega
la de aque’ﬁas; pues el resultado ha de contener las unida-
des fraccionarias de los términos fraccionarios y las ente-
ras de los enteros.

1

Ejemplo. Sumar 7 i

5]~

4
) 'H’—Q— yG

UZ‘CO

La serie de operaciones necesarias para esta adicién se puede..
para mayor claridad, disponer en la siguiente forma, procurando
hacer mentalmente el mayor niimero posible de ellas, teniendo er
cuenta que el minimo comin multiplo de los denominadores es:
180, obtenido al mérgen.

i 3 i L 7
e SrgETEe Rl
12 =22.3 J

: 1 3 4 7
S M R e
Suma de quebrados:
45 108 80 105 338 469, 70
4180 © 480 180 180 180 90 90
Suma de enteros: 71146 =24.
79 79

S a edida; 24 1—=25—-.
uma pedida: 24— % og
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§ 2.°—Adicion de decimales.

110. Caso general. Paraswmar decimales se hace
que todos los swmandos tengan el mismo nimero de cifras
decimales, para lo cual se colocan los ceros necesarios @ la
derecha de los que tengan meénos que otro; se Swman como
enteros 1, & la derecha de ln suma, se separan, con UG
coma, tantas cifras como decimales haya en cualquiera de
los sumandos; pues la agregacion de ceros 4 la derecha de
un decimal no altera su valor (22-5.°) y, por otra parte, los
sumandos del mismo niimero de cifras decimales son frac-
ciones del mismo denominador (21).

Asi se tiene que

3845 7960 11805

: ~ 7’ —3,8: (S —] T
3,845--7,96=3,845+7,960= 75556 7606 — 000

=11,805.

Ejemplos.
1.2 Sumar 2,7336; 9,8307 y 12,3619.
2.° Sumar 2,753; 9,8307 y 12,36.

Por las razones expuestas al tratar de la adicion de enteros, se
disponen estas operaciones en la for-

2,7536 2,753 ma expuesta al margen, omitiendo
9,8307 9.8307  la escritura de los ceros, que en nada
12,3619 12,36 han deinfluir en el resultado, y colo-
94,9462 94,9437 cando los sumandos en columna, de

modo que se correspondan las comas
«que marcan los enteros, con lo cual se corresponderdn las unida-
des de los diversos drdenes, tanfo enteras como decimales.

111. Caso particular. Pare swmar enteros y de-
cimales se swman como enteros v, 4 la derecha de la suma,
se separan, con wn coma, tantas cifras como decimales
haya en el sumando que tenga mayor numero de ellas; pues
los enteros se pueden considerar como decimales cuya par-
#e fraccionaria es cero.

Ejemplo. Sumar 3,578; 48; 5,96; 319 y 14,7893.
Se tendra 3,578-4-48--5,96-+-319-4-14,7893=391,3273.



102 :

ARTICULO III.
DE LA SUSTRACCION DE NUMEROS FRACOIONARIOS.

112, La definicién de esta operacién es la misma que
la de la sustraccion de enteros (30), pero hay que tener
presente que las unidades del minuendo y del sustraendo
pueden ser fraccionarias ¢ unas-enteras y otras fraccio-
narias y que, por tanto, la diferencia ha de ser una
totalidad de unidades de la misma especie que las del mi-
nuendo y sustraendo, lo que exige necesariamente que €s-
tas sean homogéneas.

§ 4.°—Sustraceion de fracciones ordinarias,

113. Casogeneral. Para restar fracciones ordi-
narias se reducen al minimo denominador comati, Si Son
heterogéneas, y se divide por 61 la diferencia de los nuevos
numeradores; pues, como la diferencia ha de contener la
totalidad de unidades del minuendo, menos las del sus-
traendo, es evidente que cuando éstos estén referidos & la.
misma unidad fraccionaria, la diferencia resultara expre-
sada en ella. ;

5 x Ejemplos.

P i
1.° Restar — de ——.

13 13

Como estas fracciones son homogéneas, se tendra desde luego

7 2 5

ABK s ova

o

9 ]
D Reclari—— e
21 1%

Ambas fracciones son irreducibles; el m, ¢. m. de sus denomi-
nadores es 42; los cocientes de éste por cada uno de ellos son, res-
pectivamente, 3 y 2; luego la diferencia pedida sera

9

27 4 23

9
14 21 12 58 52
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114, Casos particulares. Si entre los datos de
una sustraceién hubiese algunos enteros ¢ mixtos se po-
drian reducir 4 fracciones y verificar la operacién por
la regla del caso general; pero en la practica se consideran
los siguientes casos particulares de la sustraceion de frac-
ciones ordinarias que, por su frecuente aplicacion, se re-,
suelven por procedimientes abreviados.

1.° Restar de un entero un quebrado.

2. Restar de un mixto un entero.

3. Restar dos mixtos. S

1.2 Para restar de wn entero, un quebrado, se dismi-
nwye el entero en wna unidad, y al resultodo se (z,q?'e,(]az wn
quebrado del mismo denominador que el del sustr aendo y
cuyo numerador sea el exceso del denominador sobre el nu-

: 4 3
merador de éste; pues, sl de 13 se resta = se tendra
4 4 7 4 3inad
1241 —— =124 — 12— =12 —.
: 13—77 —=1241 ,7 12-- 5 ; L ; 7
2.° Pararestar de un mizto, wn entero, seresia el Sus-
traendo, del entero del minuendo, y & la diferencia se anade

: 3
el quebrado de éste; pues, si de 19 g S¢ resta 6, se tendra

3 3 8 3 _13 3

19 —8--—6_19+—§ 6—=19—6-+ 3 13-+ 3 5
3.° DPara restar dos miztos se resta del quebrado del
minuendo, el quebrado del sustraendo, y del entero de
aguél, el entero de dste; pero, si el quebrado del sus-
traendo es mayor que el del minuendo, se le agrega @
este quebrado wna unidad, tomadae del entero, que se re-
baja de éste al hacer la sustraccidn de los enteros; pues,

2 ;
si de 34% se resta 5 —, se tendra

3
7 2 e, 21 16 5
5 =34—54—— =345+ —— =29
L e s i
% 9
¥, si de 47 —;— se resta 12 47 S tendrad
Sy : 3hen B
4’7-—8- —12»ﬁ- —47—12+ 811 —47— 12+ 88 g8
8385 7R L2 49
— —_— e ———— e e —— 4 /] e ——— T 4————-,
T e e e e
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§ 2.°—Sustraccion de decimales.

115. Caso general. Pararestar decimales se hace
que minuendo vy sustraendo tengan el mismo numero de ci-
Jras decimales, para lo cual se escriben los ceros necesa-
7108 & la derecha del que tenga menos; se restan despues
como enteros v, @ la derecha de’la diferencia, se separan,
con una coma, tantas cifras como decrmales haya en cual-
quiera de los datos de la operacion; pues la agregacion de
ceros 4 la derecha de un decimal no altera su valor (22-5.°)
Y, por otra parte, los términos de igual numero de cifras
decimales son fracciones del mismo denominador.

Asi se tiene que
f 74 3 :'a~
A3 S AR R g AR 0/a) . 580516903

10007 1000 1000

=5,263.

Ejemplos.

1.° Restar 342,7864 de 496,5328.
2.9  Restar 437,6854 de 785,79.
3.2 Reslar 342,78 de 496,5328.

Por las razones expuestas al tratar de la susiraccion de enteros,

se disponen estas ope-
Mo =Qa = 1OR S20Q 5
496,3328 785,79 ‘ 496,5328  paciones en la forma ex-
342,7864 437,6854 342,78

e puesta al margen, omi-

153, 7464 348,1046 tiendo la escritura de los
ceros, que en nada han
de influir en el resultado, y colocando el sustraendo debajo del
minuendo, de modo que se correspondan las comas que marcan
los enteros, con lo cual se corresponderan las unidades de los di-
versos 6rdenes, tanto enteros como decimales.

153,7528

116. Casos particulares. Pararestar deun ente-
70 wn decimal ¢ wn decimal de un entero, se restan como en-
teros v, a la derecha de la diferencia, se separan, con un@
coma, tantas cifras como decimales hayn en el término de-
cimal; pues el entero se puede considerar como un deci-
mal cuya parte fraccionaria es cero.

Bjemplos. Restar 283 de 439,6853 y 98,275 de 536.
Se tendra 439,6853—2853—=154,6853 y 536—98,275=437,725 .
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ARTICULO IV.

DE LA MULTIPLICACION DE NUMEROS FRACCIONARIOS.

117. La definicién de esta operacién, dada, en gene-
ral, al tratar de los nimeros enteros (39), conviene, por
consiguiente, 4 la de ntimeros fraccionarios, pero hay que
tener presente que, cuando el multiplicador es una unidad
fraccionaria, el producto deberd ser una parte alicuota del

Lo s : il
multiplicando, pues mnltiplicar un nimeroe, %, por &> bor

ejemplo, es hallar la quinta parte de z 6 sea el cociente de
dividir % por 5y, cuando el multiplicador es una fraceion,
el producto deberd ser una totalidad de partes iguales del

multiplicando, pues multiplicar un nimero, %, por ey por

ejemplo, es tomar tres veces la quinta parte de %.

118. Teorema. 8% el numerador deuna fraccion se
multiplica por un nikmero entero, la fraccidn se multipli
ca por el mismo nimero.

En efecto, el nimero de unidades de la fraceion resul-
tante es un cierto namero de veces mayor que el de la pro-
puesta; luego aquélla sera el mismo numero de veces ma-
yor que ésta.

S3Scdsn o3 4
Asi, o 7><4 3< i

119. Teorema. S el denominador de wna fraccidn
se multiplica por wn nimero entero, la fraccion se divide
por el mismo nikmero.

En efecto, cada una de las unidades fraccionarias de 1a
fraceidn resultante es un cierto ntmero de veces menor
que cada una de las de la propuesta; luego aquélla serd
el mismo numero de veces menor que ésta.

enn o ie
AS].,7><—4——-7.4———4- 472
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§ #&.°—Multiplicacién de fracciones ordinarias.

120. Caso general. Para multiplicar dos fraccio-
nes ordinarias se divide el producto de los numeradores

. S 3] /
por el de los demominadores ; pues multiplicar 5 POr—o

por ejemplo, es hallar las siete octavas partes de la fraccién

: 5 5
97 como una octava parte es =er 8= ——(119), se

9><8
5 5 517

i S R e B o

tiene que 9 > 3 i—)><8><7 958 (118)

Escolio. Si un numerador y un denominador de los
factores tienen un factor comun, se suprime previamente
¢ ame ac

dm ~ bdm ~ od "

am
en amhos; pues iy >

12 7 4 7 28
s e e e e,
19 457519 5 95

121. Caso particular. Si entre los datos de una
multiplicaciéon hubiese algun entero ¢ mixto se reduce &
fraceidn y se verifica la operacion por la regla del caso
general; pero, por su frecuente aplicacidn, se usa un pro-
cedimiento abreviado en el caso siguiente:

Para multiplicar una fraccidn por un entero se_mul-
tiplice el numerador por el entero, y el producto se divide
por el denominador (118). et

e S
s —— Xb= =,
i S T

Ejemplo.

Escolio. Si el entero y el denominador tienen algun .

factor comun, se suprime previamente en ambos; pues
acm  ac

T . B

Ejemplos.
5 5 15=539 3 2
Lty —_ = —— X = 35. =35 =1’
3 % 6 . % 3 1 15><) 3 X 39 5 5

Observacion. Es digna de notarse la expresién

a i %
o b= a, que indica que ¢/ producto de wna fracciin

por su denominador es igual al numerador.
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§ 2.°—Multiplicacion de decimales.

122. Caso general. Paramultiplicar dos decima-
les se multiplican como enteros y, @ la derecha del pro-
ducto, se separan, con una coma, tantas citras como deci-
males haya en ambos factores, anteponiendo al producto,
en caso necesario, los ceros suficientes para esta separa-
cidn ; pues si los factores son, por ejemplo, 3,74 y 2,8 se
tendra

374 28 3743<28 10472

STER28= 100 S 10 1005<10 1000

= 10,472.

Ejemplos.

Multiplicar 4778532 por 2,63 y 4,37864 por 0,00024.
Estas operaciones se disponen en la forma expuesta al margen
y como de la segunda resulta un

4,785 32 producto de ocho cifras y de él
2,63 4,37864 hay que separar diez, que es
i 0,00024 el ntmero de las decimales de

14 355 96 : ; ;
287119 2 17 51456 los factores, se hace necesario
9 57 064 g7 5798 anleponerle tres ceros, para ex-

. presar, con el primero de ellos,
12,58 539 16 0,00105 08736 1a parte entera.

123. Casos particulares. ;

1.°  Paramultiplicar un decimal por la unidad sequida
de ceros se corre la coma tantos lugares, i la derecha, como
ceros sigan @ la wnidad ; pues el multiplicando se hace
diez veces mayor por cada lugar que se corra la coma 4 la
derecha, porque cada una de sus cifras pasa 4 expresar
unidades del érden inmediato superior al que expresaba.

Ejemplo. HNulliplicar 7,45926 por 1000. i

Se tendra 7,45926 >< 1000 = 7439,26.

R."  Para multiplicar un decimal por wn entero se muwl-
tiplican como enteros v, d la derecha del producto, se sepa-
7an, con una coma, tantas cifras como decimales tenga el
Jactor decimal; pues al entero se le puede considerar
como un decimal cuya parte fraccionaria es cero.

Ejemplo. Mulliplicar 18,364 por 9.

Se tendra 18,364 >< 9 = 165,276.
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§ 3.°—Producto de varios factores fraccionarios.

124. Producto de varios factores fraccionarios 6 unos
enteros y otros fraccionarios es, ¢omo el de enteros (52),
el resultado de multiplicar el primer factor por el segundo,
el producto por el tercero, el nuevo producto por el cuar-=
to y asi sucssivamente.

i125. El producto de varios factores se obtiene por la
siguiente regla :

Para multiplicar varios nameros fraccionarios, o wnos
enteros y otros fraccionarios, se reducen ¢ fraccion los
miztos, si los hay; se multiplican entre st los numerado-
res y los enteros v el producto se divide por el producto
de los denominadores, pues se tendra, en general,

Chile s e (R ¢ e ce

: 9 7 4
Ejemplo. Multiplicar 3 por 57 P01 gTh por 13y por =

St tondra 3 2 i 13 4 I3x2xTx 13x4 2184
e tendr: VLA VIR | VG e et SR
* 5 * 83 Ex11x85 _ 4675.
126. Teorema. Fl producto de varios jactores
fraccionarios 6 unos enteros y otros Jraccionarios es in-
dependiente del drden de éstos ; es decir, que

b a g _a ol -
a><—c—><—g—><f><—/z —7><a><——>< p ><f -

I/
En efecto, @ >< _b_xiz_xfxif_:@d‘fﬁ
¢ (s h ceh
y —f—xax% e _é_szflzé.zif;
pero, como %Z']Lﬁ’—: %lg[ (53), se deduce que
a><%><—f—><f><—‘%—=~§—><a><.%><—i-><f.

(*) Laverdad de este teorema, demostrada ya (53) para el caso en que to-
dos los factores sean enteros, se demuestra ahora para el caso en que todos 0
algunos sean fraccionarios.
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ARTICULO V.

DE LA DIVISTON DE NUMEROS FRACCIONARIOS.

127. La definicion de esta operacion es la misma que
la de la divisién de enteros (44), pero hay que tener pre-
sente que, cuando el divisor es una unidad fraccionaria,
el cociente sera un multiplo del dividendo, pues dividir %

1 :
POT — por ejemplo, es hallar un numero del que 7 sea la

quinta parte, el cual, necesariamente, ha de ser 5%, y cuan -
do el divisor es una fraceién 6 sea un multiplo de una par-

* te alicuota de la unidad entera, el dividendo sera el equi-

multiplo de la misma parte alicuota del cociente, pues
dividir 2 por —5 por ejemplo , es hallar un namero del

que 7 sea los tres quintos.

§ 4.—Bivision de fracciones ordinarias,

128. Caso general. Para dividir dos [racciones
ordinarias se multiplica la fraccidn dividendo por la

Jraccion divisor invertida; pues, designando por ¢ el co-

: Sl 7 3
ciente de la division de o por _, por e¢jemplo, se tiene la

5
i Gare 3 i 3
aldad—: == S0, — = .
igualda g 5 ¢, 0 sea, 8 5 ><¢, de donde, mul
tiplicando ambos miembros por 5, se obtiene —7—><5=3><c

8
(%21-Obs.) y, dividiendo los de ésta por 3, resulta

5
iy o f (56-Esc);

8
T 3 5 5
e = 7 5, Ao 35

TR e LR e DL

(‘) Vulgarmente se dice ‘que para dividir dos fracciones se mulliplican sus
términos en cruz, EXpresion que, aUNque no Muy precisa, sirve para recordar
gicilmente el procedimiento operativo.



110

Escolio. Si los numeradores 6 los denominadores tie-
nen algun factor comun, se suprimen previamente en am-
am cm amd _ad @ ¢ adm _ ad

DOS; PUES Com § ot == o = S S s B e
Sn by a bem be y&m dm  bdme be
Ejemplos.

8 ca0 4 5 B2

11 56
9 " 13 T IR e )

BivE 580
Observacion. Son dignas de notarse las expresiones
Qi a a . o i

o .

e e Tl =—-que, respectivamente, in-

7
T
J

c
dican que e/ cociente de dos fracciones del mismo denomi-
nador es el del nuwmerador del dividendo por el del divisor,
y que el cociente de dos fracciones del mismo nwmerador
es el del denominador del divisor por el del dividendo.

129. Casos particulares. Si entre los datos de
una divisién hubiese alguno entero 6 mixto se reduce a
fraccion y se verifica la operacion por la regla del caso ge-
neral; pero, por sus frecuentes aplicaciones, se emplean
procedimientos abreviados en los siguientes casos particu-
lares:

1. Dividir una fracciéon por un entero.

2.° Dividir un entero por una fraccion.

1.0 Para dividir una fraccion por wn entero se multi-
plica el denominador por el entero (119).

Escolio. Si el entero y el numerador tienen algun
factor comun, se suprime previamente en 4mbos; pues
am am a

2 .Cm——m —6—0'.

Ejemplos.
8 4 4 12 3 4 1 1
S M= T = — it h=— — 12 = — = —.
9 9 637 19 19’ 17 739

Observacién. Es digna de notarse la expresién
a i : :
S G = —= que indica que e/ cociente de una fraccion

por sunumerador es la wnidad fraccionaria del dividendo.
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2.° Para dividir un entero por wna fraccion se mul-
tiplica el entero por el denominador, y el producto se di-
vide por el numerador; pues se tiene, en general,

b a b ac
qQ:— = — ! — =— ——,
¢ 1 ¢ 1/
53
Ejemplo. 7: 33—0

Ullw

> Escolio.’ Si el entero y el numerador tienen algun:
factor comun, se suprime previamente en &mbos; pues
bm  ame ac v

am : e — e e
¢ om b
Ejemplos.
6 9. 33 3 19
Abci—— b -——:,—0;5'—!3:“19 =—:9—:
7 7 2 19 457505 3

5
15:—7—":7><(15:5)=7><3=91.

Observacion. Son dignas de notarse las expresiones
a

a
a:. R byl: TR que, respectivamente, indican

que e/ cociqngfe de un _entero por una fraccion de nwmera-
dor, igual a él, es el denominador de ésta,y que el cociente

;Z(zdla wnidad por una fraccidn es la misma fraccion inver-
wa.
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§ 2.°—Pivision de decimales.

130. Caso general. Para dividir un decimal por
otro se hace que dividendo y divisor tengan el mismo wi-
mero de cifras decimales, escribiendo ¢ (a derecha del que
tenga menos, el mimero de ceros suficiente, y se dividen
como enteros ; pues si el dividendo y el divisor son, por
ejemplo, 103,95 y 3,87 respectivamente, se tendra

: , o4 =
103,95 : 3.87 — 10395 387  10395><100 10395

1005 1005 387 ><100 7= 7387

Ejemplos.

Dividir 576,37 por 38,76; 756,25 por 32,6954 y 291,753 por 4,7. ;
Estas operaciones se disponen en la forma expuesta 4 conti-
nuacion:

876,57 |38,76 756,2500 32,6934 |- 291,753 |4700
48877 lme e o) 1093490 el 9753, etis
33,73 14 42538 23 353 62

131. Casos particulares.

L.° Para dividir un nimero entero d un decimal por la
unidad sequida de ceros se corre la coma tantos lugares,
la izquierda, como ceros sigan & la unidad; pues el divi-
dendo se hace diez veces menor por cada lugar que se
corra la coma & la izquierda, porque cada una de sus ci-
fras pasa 4 expresar unidades del 6rden inmediato inferior

al que expresaba.
Ejemplos.

Dividir 3548 por 10; 749,52 por 100 y 8,5 por 1000. :
Se tendra  3548:10=354,8; 749,52:100=17,4952; 8,5:1000=0,0085.
2. Para dividir wn entero por un decimal d un decimal
por wn entero se agregan al entero tantos ceros como cifras
decimales tenga el otro término y.se dividen como enteros;
pues al entero se le puede considerar como un decimal
cuya parte fraccionaria es cero. {
Ejemplos.
Dividir 387 por 5,328 y 752,93 por 13.
Estas operaciones se disponen en la forma siguiente:
387000 5,328 " 752,93 [1300
14050, i (003l
3,384 12 ‘ 11,93 97
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132. Teorema. K/ cociente de tode division in-

exacta se puede expresar siempre en fraccion decimal.
En efecto, sea, por ejemplo, 29 : 7, la divisién cuyo co-
ciente queremos obtener. Consideran-

29,000 .... |7 do al entero, 29, como un decimal cuya

10 T parte fraccionaria es cero y efectuan-
: Fors eite

30 do la divisién en la forma crdinaria,

92 expuesta al margen, se obtiene desde

luego un cociente de 4 enteros y un
resto de 1, ¢ sean 10 décimas, que divididas por 7, dan un
cociente de 1 décima y un resto de 3, 6 sean 30 centési-
mas, que divididas por 7, dan un cociente de 4 centésimas
y.un resto de 2 y asi sucesivamente, de modo que, dete-
niéndonos en cualquiera de las divisiones parciales, se
puede afirmar que se ha obtenido el cociente, expresado
en unidades decimales del drden de la iltima cifra hallada.

Por otra parte, como este procedimiento no tiene otro
limite que el del niimero de ceros que se escriban, 6 se su-
pongan escritos, & la derecha del dividendo, puede asegu-
rarse que el cociente de toda division inexacta se podrd
expresar siempre en fraceién decimal del drden que se
quiera.

Escolio. Al resultado obtenido por este procedimiento
se llama aproximacion del cociente en decimales,
y de éi se desprende la siguiente regla:

Para aprozimar el cociente de una divisidn inezacta,
en menos de una unidad decimal de determinadn drden,
se halla el cociente entero; se pone después de ¢/ una coma
Yy se continva la division, agregando previamente un cero
a cada resto parcial, hasta obiener en el cociente la cLfra
del drden que se desea.

Ejemplo. Aprovimarhasia milésimas el cociente de la division
de 387 por 23.

Esta operacion se dispone, para mayor claridad, en esta formas

387 23 Luego, 387:23 = 16,926.
157 e
190 16,826
60
140
2
ARIT. &
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ARTICULO VI.
DE LA ELEVACION A POTENCIAS, DE NUMEROS FRACCIONARIOS.

133. La definicién de esta operacién es la misma que
la de la potenciacion de enteros (61), de la que, ademas de
las deducciones ya expuestas al tratar de aquéllos, se ob-
tiene que cada una de las potencias sucesivas de un que-
brado es menor que la anterior, 6 lo que es lo mismo, que
las potencias de un quebrado van disminuyendo & medida
que crece el exponente.

La elevacion de un ntmero fraccionario & una potencia
se indica, poniéndole dentro de un paréntesis y, fuera de
€ste, el exponente; asi, la elevacion 4 la enésima potencia

- : : @ diEa
de los numeros fraccionarios —— y ¢ -+ = se indica

. b
(_ﬂ)n o (c o _@)9‘1.
b & ¢

§ 1.°—Elevacion a potencias, de fracciones ordinarias,

134. Teorema. La polencia de cualguier grado de
wna fraccidn es igual ¢ la potencia del mismo grado del
numerador, dividida-por la del denominador.

En efecto, segun la definicion de potencia, se tiene

a \ " a a S a am .... @&* am™
(&) RN e Ol SRR T R o

Corolario. Zoda potencia de una fraccion irreduci-
ble es otra fraccidn irreducidle; pues sus términos seran
primos entre si (92-Gorol. 3.° y 104-Corol. 1.°).

Escolio. De aqui se deducen las siguientes reglas:

1.4 Para elevar wna fraccidn ¢ wna polencia se elevan
& dicha potencia el numerador y el denominador vy se di-
vide la del primero por la del sequndo.

2. Para elevar wn nimero mizto ¢ una potencia se
reduce @ fraccidn y se eleva ésta d (o potencia propuesta.

Ejemplos.

SNy
: S T

BN 8 ~ 3 No3 1RQ7 -
9.0 6_.2_ o ﬁ s 33 s 1’%88‘7:290 Bi'
8 8 83 512 512
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§ 2.°—Elevaagion & potencias, de decimales.

135. Para elevar d una polencia un decimal se procedé
como §t fuese entero vy, de la derecha del resultado, se sepa-
7an, con wna coma, tantas cifras como wnidades tenga el
producto del exzponente por el niumero de cifras decimales
del wimero propuesto, anteponiendo, en caso necesario, los
ceros suficientes para esta separacidn; pues si el decimal
dado fuese, por ejemplo, 7,623, se tendria

K 693);3— (’762? * 7623 7623° 7623

et 1000 10002 57 (103)2 50 108 X2

donde se ve que la tltima fraccidon indica que el cuadra-

do del entero, 7623, se ha de dividir por 10°%%, que es la uni-

dad seguida de tantos ceros como unidades tiene el pro-

ducto del exponente, 2, por el niumero de cifras decimales
el namero propuesto, 7,623.

(65),

Ejemplos.

1.2 Hallar el cuadrado de 4,075.
Disponiendo la operacion en la forma expuesta al mérgen, se
obtiene que (4,075)2 = 16,605625.
4075
4075
20375
98523
16 300
16,605625
2.9 Hallar el cubo de 0,27.
Disponiendo la operacion, en la forma expuesta al margen, re-
sulta un producto, 19683, de cinco cifras, y como

21 I 729  hay que separar, seis, producto del exponente, 3,
S| 27 por el nimero, 2, de cifras decimales de 0,17, sc
189 * " 5105 hace necesario anteponer & aquél dos ceros, para
A ’ 1458 expresar,con el primero de ellos, la parte entera,
e - lo que da (0,27)% = 0,019683.
720 | 10683 - 1"¢ e (0:20)
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ARTICULO VII.

DE LA EXTRACCION DE RAICES, DE NUMEROS FRACCIONARIOS.

§ 4.%-Generalidades.

136. La definicién de esta operacién es la misma que
la de la radicacién de enteros (69), pero hay que tener
presente que cada una de las sucesivas raices de un que-
brado es mayor que la anterior, 6 lo que es lo mismo, que
las raices de los quebrados van aumentando 4 medida que
crece el indice.

137. Teorema. La raiz de cualquier grado de une
fraccion es igual ¢ la raiz del mismo grado del nume-
rador , dwidida por la del denominador; es decir, que

A
"’7 « Via
7 T m 5 A
V2
En efecto, elevando & la potencia del grado m la frac-

Va p’af Lelyra )t .

¢ién ——— se tiene | T

m m

Vs Zal o

m

; a
= es la raiz del grado 7 de g ou
Vo
Escolio 1. Como todo nimero mixto se puede trans-
formar en una fraccién, la raiz de cualquier grado de un
numero mixto es la de la fraccién equivalente 4 él.

M A W T
; b ac+0b :
Asi se tendra [/(a T \/ —721, y suponiendo ac+-b=s,

m T T m
b i
‘/(l e — //——.
¢ ¢
Escolio 2.° Si el numerador y el denominador de una

fraceién son potencias perfectas de cierto grado, se dice
que la fraccion es potencia perfectu de dicho grado.

luego
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§ 2.°—De la raiz cuaadrada de numeros fraccionarios.

b

A —Preliminares.

138. Teorema. Toda fraccidn cuyo denominador
wo es cuadrado perfecto es equivalente ¢ otra cuyo denos
minador lo sea.

SEM i ;
En efecto, s1 N 8 una fraceion cuyo denominador no
1 5

sea cuadrado perfecto, multiplicando sus dos términos
; : ] MN . :
por N, se tendré la fraceidn equivalente, NE ouyo denomi-
nador lo es evidentemente. Sin embargo, puede lograrse
que el denominador, cuadrado perfecto, sea lo menor posi-
ble, en virtud de las consideraciones siguientes.
S1 descomponemos N en sus factores primos y resulta

M M
N = q2pd2a—1p2—1, g s e s
N = a?022—1¢2—1, se tendra N = Zri—igr=i’
Multiplicando los dos términos de la fraccién del se-
gundo miembro de esta igualdad por el producto, ¢, re-
sultard
M Mbe Mée
N~ a@h2e—1p2—1}e — q20f2902%""
donde se ve que 4 la fraccién propuesta es equivalen-
te otra cuyo denominador es un cuadrado perfecto
{101-Corol. 1.°), menor que N2,
Escolio. De aqui se deduce la sizuiente regla:
Para transformar una fraccion en sw equivalente del
menor denominador cuadrado perfecto se transforma en
wrreducible; se descompone el denominador de ésta en sus

[Jactores primos y se multiplican los dos términos de ella

por los factores que, en esta descomposicidn, tengan expo~
aente vmpar.

Ejemplo. Zransformar en olra equivalente, de denominador
: LT
cuadrado perfecto, la fraccion Ty
QU4

Descompuesto el denominador en sus faclores primos, se tiene
504=23%x3%x 7y, por lanto,

67 67 67T%x2x17 938
504 VBx2xT Bx32xTx2KT  Wx3PxT2
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B.—Euatraccion de la raiz cuadrada, de fracciones ordinarias.

139. Del Teorema anterior y de su Escolio se deduce
la siguiente regla:
. Para extraer lo raiz ciadrada de wna fraccion se
trans forma en sw equivalente del menor denominador cua-
drado perfecto, si el de la dada no lo es, y se divide la raiz
cuadrada, exacta ¢ entera, del nuevo numerador por (@
exacta del nuwevo denominador.

Para extraer la raiz cnadrada de un nimero micto se
convierte en fraccion y se opera con ¢sta.

Ejemplos.

i 169
1. Eaxtraer la raiz cuadrada de EQ:'

Como la descomposicion del denominador, expuesta al méar-
gen, da 625 =>5% que es el cuadrado de 52, s¢ tendrd

625 | 5

as |y e i s

'S5 5 \/@_ 60 _ V169 43 43
e b Vi e e e
1

n 197
2.° [xtraer la raiz cuadrada de :)TG

Como la descomposicion del denominador, expuesta al mar-
gen, da 216 = 23 >< 33, que no es cuadrado perfecto, se:

2161 2 tendra ;

5| 2 ‘/Tﬁ_ /T!F_“/w&e;é_l/ns-z
27 | 3 9-15_1/ 23 e e e 6
513 s 34 34

[t

1 B AT e 36"

= ; 1182
Observacion. La raiz cuadrada de —.—

o esta com-

: - 35
prendida entre —3161— Y g7 por estarlo entre 3¢ y 35 la de

1182, de donde se deduce que /o 7aiz cuadrada de una
fraccidn cuyo numerador no es cuadrado perfecto, pero st
el denominador, se obtiene en menos de wna uwnidad frac-
cionaria de la especie indicada por la raiz cuadrade de
este.
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C. —Extraccion de la raiz cuadrada de decimales.

140. Para extraer la ratz cuadrada de un decimal se
hace par, si no (o es, el numero de sus cifras decimales,
colocando & su derecha un cero; se extrae la 1¢iz cuadrada
del decimal, como st fuese entero, y de la derecha de ella,
se separa, con una coma, wn wikmero de cifras, mitad del
de decimales del radicando, pues éste es una fraceion cuyo
denominador es una potencia de grado par de 10 (61-4.°)
y, por tanto, de sus factores 2 y 5; luego la raiz cuadrada
de dicha fraccion sera la de su numerador, dividida por la
unidad seguida de un nimerc de ceros, mitad del de cifras
decimales del radicando.

Asi, |/22,4892=4,74 y |/ 38,527=|/ 38,5270="6,20.

141. Teorema. La raiz cuadrada de un entero, gue
w0 sew cuadrado per.fecto, se puede expresar Siempre en
fraccion decimal.

En efecto, sea, por ejemplo, 43, el entero cuya raiz cua-
drada queremos obtener. Conside-

l/m 6,55 rando 4@ este namero como un deci-
—’—— malcuya parte fraccionaria es cero

70.0 12 y efectuando la extracceion de la raiz
75 0.0[ 130 cuadrada en la forma ordinaria, ex-
9.57:5 puesta al margen, se obtiene que

6,55 es la raiz pedida, con un error,
por defecto, menor que una centésima.

Por otra parte, como este procedimiento no tiene otro
limite gue el nimero de pares de ceros que se escriban, 0
se supongan escritos, 4 la derecha del radicando, puede
asegurarse que la raiz cuadrada de un entero, que no sea
cuadrado perfecto, se podrd expresar siempre en fraccion
decimal, con un error menor que una unidad del érden que
se quiera.

Escolio. Al resultado obtenido por este procedimiento
se llama aproximacion de la raiz cuadrada en de-
cimales, y de €l se desprende la siguiente regla: ]

Para aprovimar {4 raiz cuadrada de un entero, en me-
n0s de wna unidad decimal de determinado drden, se 00-
tiene la raiz entera: se pone después de elle wna coma i
se continia la operacion, agreqando previamente dos: ceros
@ cada residuwo parcial, hasta obtener en la raiz lo cifra
del drden que se desea.
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§ 3.°—De la raiz cubica de 10s numeros fraccionarios.
A.—Preliminares.

142. Teorema. T'oda fraccidn cuyo denominador no
?s cubo perfecto es equivalente a otra cuyo denominador
lo sea.

AN I ;
En efecto, si N s una fracei6én cuyo denominador no

sea cubo perfecto, multiplicando sus dos términos por N2,
MN*

i : M1 :
se tendrd la fraceion equivalente, s 7 Cuyo denominador
Az

lo es evidentemente. Sin embargo, puede lograrse que el
denominador, cubu perfecto, sea lo menor posible, en vir-
tud de las consideraciones siguientes.

Sidescomponemos N en sus factores primos y resalta

: M M
N = g3pf3q—1p3r—2 ¢ £ pnemm SR ool Gy RS
N = @¥432—1¢3—2 | se tendrs N = el

Maltiplicando los dos términos de la fraceién del se-
gundo miembro de esta ignaldad por el producto, 4¢*, re-
sultard :

M- Mbée® Mbe*
N @3pg3a—1p3r=2pp> ~ gpfBacs’
donde se ve que 4 la fraceidn propuesta es equivalente otra
ciyo denominador es un cubo perfecto (101-Corol. 2.°),
menor que N2,
Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla:

Para transformar una fraccion en su eqwivalente del
menoy denominador cubo perfecto se transforma en irre-
ducible; se descompone el denominador de ésta en sus fac-
tores primos y se multiplican los dos términns de ella por
los factores suficientes para que los del denominador ten-
qan exponentes miitiplos de 3.

Ejemplo. Transformar en olra equivalente, de denominador

o 0 .- 1
cubo perfecto, la fraccion —.
504
3 ])escgmpueslo el denominador en sus factores primos, se tiene
504 = 23 >< 32 < 7 y, por tanto,
67 67 67><3><72 9849
B0& T 20827 WICTERT2 | 23T

B. —Extraccion de la vaiz cibica de fraceiones ordinarias.

143. Del Teorema anterior y de su Escolio se deduce
la siguiente reglas: :

Para extraer la raiz cubica de una fraccion se trans-
forma en sw equivalente del menor denominador cubo per-
fecto, si el de la dada no lo es, y se divide (o raiz cubica,
exacta d entera, del nnevo numerador por la exacte del
nwevo denominador. Parae extraer la raiz cubica de un
wimero mizto se convierte en [raccidn y se opera con €sta.

Ejemplos.
94
1.°  Extraer la raiz cibica de ~———.
13625 .
Como la descomposicion del denominador, expuesta al mar-
gen, da 15625 =55, que es el cubo de 52, se tendra
15625 | 5
3125 (5 B
i e e T
493415 l/_'__: e e
2515 15625 50 : )

J .
505 V5

1

9.9 Extraer la raiz cubica de

13
25

O

A

3888’

Como la descomposicion del denominador, expuesta al méar-
gen, da 3888 =2 <35 que no es cubo perfecto, se
tendra

““/ 1365 ° 345 3 /1315223
3888 91535

3888
1944
972
486
243
81
O,

9

3

1

90536

Sepster iy
B /lstio V16140 2% 28
5 e
66 1/6'5

=, S 16140
Observacion. Laraizcubicade 5l esta compren-

CO Lo O CC LoD 1S 1O 1O

~ )

: 26
dida entre % y ?3%’ por estarlo entre 25 y 26 la de 16140,

de donde se deduce que /o raie cubica de una fraccidn
cuyo numerador no es cubo perfecto, pero si el denomina-
dor, se obtiene en menos de una unidad fraccionaria de la
especie indicada por la raiz cibica de este.
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C.— Extraccion de la raiz cibica de decimales.

144. Para extraer loraiz cibica de wn decimal se hace
mitlliplo de 3 el nimero de sus cifras decimales, colocando
a su derecha los ceros suficientes; se extrae la raiz cubica
del decimal, como si. fuese entero, y de la derecha de ella,
Se Separa, con unw coma, wn nimero de cifras, tercio del de
decimales del radicando; pues éste es una fraccién cuyo
denominador es una potencia de grado multiplo de 3, de 10,
(61-4.°) y, por tanto, de sus factores 2 y 5; luego la raiz
ctbica de dicha fraccién serd la de su numerador, divi-
dida por la unidad seguida de un numero de ceros, tercio
del de cifras decimales del radicando. ;

3 3 -
Asi, 1/56,492538=3,83 y |/ 23,6854 =}/ 23,685400 — 2,87.
145. Teorema. Lu raizcibica de un entero, que no
sea cubo perfecto, se puede expresar siempre en fraccidn

decimal.
En efecto, sea, por ejemplo, 78, el entero cuya raiz ci-
bica queremos obtener. Con-

13/7*870W“00_0 1.97 siderando & éste como un de-
Zreshis i cimal cuya parte fraccionaria,

64 es cero y efectuando la ex-
140.00 48 traccion de la raiz cubica en
39 120.00 {5292 la forma ordinaria, expuesta
1455 17 al margen, se obtiene que

4,27 es la raiz pedida, con un
error, por defecto, menor que una centésima.

Por otra parte, como este procedimiento no tiene oteo
limite que el namero de periodos de & tres ceros que se es-
criban, 6 se supongan escritos, 4 la derecha del radicando,
puede asegurarse que la raiz cabica de un entero, que no
sea cubo perfecto, se podra expresar siempre en fraceién
decimal, con un.error menor que una unidad del érden
que se quiera.

Escolio. Al resultado obtenido por este procedimiento
se llama aproximacion de la raiz cibica en deci-
males, y de él se desprende la siguiente regla:

Para aprovimnr la raiz cibica de wn entern, en menos
de wne wmidad decimal de determinado drden, se obtiene
la raiz entera; se pone despuds de ella wna coma vy se con-
tintie la operacidn, agreqando previamente (res ceros &
cada residuo parcial, hasta obtener en la rais la cifra del
drden que se desea.

ARTICULO VIII.

TRANSFORMACIONES RECIPROCAS DE LAS FRACCIONES ORDINARIAS
Y DECIMALES.

§ 4.°—Clasificacion de las fracciones decimales.

146. Las fracciones decimales se clasifican en exactas
¢ wnexactas.

Fraccion decimal exacta es la que consta de un
wumero limitado de cifras; como 0,28.

Fraccion decimal inexacta es la que liene wn ni-
mero ilimitado de cifras.

Las fracciones decimales inexactas pueden ser perid-
dicas 6 nd periddicas.

Fraccion decimal periodica es tods inexacta en
que un grupo de cifras, (lamado PERIODO, s¢ repite en el
mismo drden, sucesiva ¢ indefinidamente.

Las fracciones decimales periodicas pueden ser puras
6 miztas.

Fraccién decimal periodica pura es aquells cuyo
periodo empieza desde las décimas; como 0,2727...., en la
que el periodo es 27. A

Fracciéon decimal periodica mixta es aquella ¢
cuyo periodo preceden algunas cifras que forman una parts
wreqular d nd periddica; tal es la fraccion 0,1607171...,
cuya parte irregular es 160 y el periodo 71.

Fraccion decimal inexacta, no per1od1cg,_e.¢
toda fraccion decimal inexacta en que no hay repeticidn
ordenada de cifras.
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§ 2.°—Conversion de fracciones ordinarias, en decimales.

147. Teorema. 7oda fraccion ordinaria se puede
convertir en decimal. :
En efecto, como toda fraccién ordinaria es equivalente
al cociente de su numerador por su denominador (102) ¥
el cociente de toda divisién inexacta se puede expresar
en fraceion decimal (132), si efectuamos dicha divisién y
expresamos el cociente en decimales, éste serd la frac-
ci6n decimal equivalente & la propuesta.
Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla:
Para convertir una fraccion ordinaria, en decimal, se
divide el numerador por el denominador, aprozimando el
cociente hasta el drden decimal que se desee.

; : : 3. ..8
Ejemplos. Convertir en decimales las fracciones - -, e
25

Disponiendo las operaciones en la forma expuesta & conti-
nuacion, se tendrd

70 25 30 | 14 50 6
200 L——— i e AR
00 0,28 3l 02905 90  0,833...
2
7 3 5
Vsrporatamitor === — ()08 ——— — () DTOT Iy ==—i():835 %
925 : 11 6

148. Teorema. D¢ la conversidon de wuna [raccion
ordinaria, en decimal, reswlta necesariamente una deci-
mal exacta d periddica.

LEn efecto, al hacer las sucesivas divisiones necesarias

2 . g
para transformar en decimal la fraccion 7 se puede lle-
Z

gar 6 n6 4 un resto cero. En el primer caso el cociente ob-
tenido serd la decimal equivalente 4 la fraceion propuesta;
pero en el segundo, como todos los restos han de ser meno-
res que-el divisor, 4, al cabo de 4 — 1 divisiones, 4 lo més,
se repetira alguno de los restos obtenidos anteriormente Vi
por tanto. se repetird también la cifra que aquél produjo
en el cociente, el cual serd una fraceion periddica pura,
si dicho resto es igual al primero, y periddica mizta, silo
es 4 alguno de los posteriores.
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149. Teorema. Para que unn fraccion irreducible
sea equivalente a una decimal exacta es necesario y Sufi-
ciente que su denominador no contenga mas factores pri-
mos que 2y 5 uno de éstos. !

En efecto, el procedimiento seguido para la conver-
sion de una fraccién ordinaria en decimal equivale &
multiplicar el numerador por una potencia de 10, dividir
este producto por el denominador y separar, con una coma,
4 la derecha del cociente, tantas cifras como unidades
tenga el exponente de dicha potencia; luego la conver-

: @ ! : i

sién de la fraccion, o 4 decimal, se obtiene por la divi-
3 a>< 10m
sién — e

Ahora bien, para que esta divisidén sea exacta, es ne-
cesario que & sea divisor del producto ¢><10™, y como es
primo con @, debera ser divisor de 10™ (91) y, por tanto, io
serd de 10 (92-Cor. 2.°), para lo cual es necesario que no
contenga ningun factor primo distinto de los de 10, que
son 2 y 5 (100).

Corolario. Para que una fraccidn cualquicra sea
equivalente @ una decimal evacta es necesario y suficiente
que los factores primos, distintos de2 y 5, que contenge uno
de sus términos estén tambien contenidos en el otro; pues,
al transformarla en irreducible, no quedaran en el deno-
minador mas que los factores primos, 2 6 5.

150. La transformacién de fracciones ordinarias en
decimales contribuye 4 facilitar las operaciones con aque-
llas, reemplazandolas por otras con dequmales. ; ;

Si las fracciones ordinarias son equivalentes & decima-
les exactas, los resultados de las operaciones que se hagan
con éstas seran equivalentes & los resultados de las que se
hiciesen con aquéllas: pero silas fracciones ordinarias,
transformadas en decimales, dan decimales periodicas,
como éstas, sea cualquiera el 6rden 4 que las aproximemos,
no expresardn nunca el verdadero valor de aquéllas, no

‘'se operara con fracciones decimales equivalentes & las or-

dinarias dadas, sin6 con otras aproximadas, y, por tapto,
los resultados que se obtengan del cdlculo con aquéllas

To serdn absolutamente equivalentes & los del calculo con

éstas, sin6 que serdn también aproximados.



126

151. Se llama error absoluto » 6 simplemente
error, en la valuacién de una cantidad /z dife-
rencia entre los valores exacto y aprovimado de dicha can-
tidad. Bl error puede ser por exceso 6 por defecto, segan
que el valor aproximado sea, mayor 6 menor que el exacto.

El valor aproximado de todo decimal puede darse con
un errot, por defecto, menor que una unidad decimal del
orden que se quiera ; pues si se tiene, por ejemplo,

A = 13,5624628

Y se omiten las cifras siguientes 4 las milésimas, se tendrd
A —1113,569

con un error, por defecto, igual 4
13,5624628 — 13,562 == 0,0004628, que es menor que diez
diezmilésimas 6 una milésima.

También podra hacerse que el error sea, por defecto 6
por exceso, menor que media unidad decimal del érden
quese quiera, omitiendo todas las cifras siguientes 4 las de
aquel Ql‘del], si la primera de ellas es menor que 5, como
en el ejemplo Propuesto, en que el error, 0,0004628, es me-
nor que cinco diezmilésimas 6 media milésima: mas si la
primera de las cifras omitidas no fuese menor que 5, con-
vendra aumentar en una unidad la ultima de las que se
apreclan. Asi. por ejemplo, si la cantidad A — 13,5627628
SE'eXpresa por....... S sk A= 3569
s€ comete un error, por defecto, igual 4
13,5627628 — 13,562 == 0,0007628,
mayor que media milésima,

Pero si se expresa por. ........... Sl seon i =——u113:563

€ comete un error, por exceso, igual &

13,563 — 13,5627628 ="0,0002372, menor que media mi-
lésima.

De aqui se deducen las signientes reglas :

LY Para valuar un nimero con un error menor que
wna wnidad de wn orden dado, se suprimen las cifras si-
guwientes ¢ la de este orden. ;

2.5 Para valuar un nimero con un error menoy que
media unidad de un drden dado, se suprimen las cifras
Stquientes a lu de este orden, sila primera de ellas es me-
nor que 5; pero, sino lo es, se aumenta aquella en una wni-
dad y se suprimen las restantes.
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S 3 °—Conversion de fracciones decimales en ordinarias, |

152. La conversién de una fraccién decimal, en ordi-
naria, tiene por objeto hallar una fraccién ordinaria, lia-
mada generatriz de la decimal, equivalente 4 ésta, y com-
prende cuatro casos, segun que la fraccién decimal sea
exacta, periddica pura, periédica mixta ¢ inexacta no pe-
riédica, ' :

Primer caso. Conversion de wna fraccidn decimal
eyacta, en ordinaria.

Sea 0,mnpg una fraccion decimal exacta y £ su genera-
triz, con lo que se tendra /= 0,mupg.

Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por la
unidad seguida de tantos ceros como cifras decimales tiene:
la fraccién dada, se obtiene 10000/ = mnpg, y, dividiendo
por 10000 € indicando el cociente en forma de fraceion or-
mapy .
10000°

Para convertir una fraccion decimal exacta, en 1rac-
cidn ordinaria, se pone por numerador la decimal, conside-
rada como entero, y por denominador la wnidad sequida
de tantos ceros como cifras decimales tenga.

o R B Me3d e R

B = 000 e i

Segundo caso. Cowversion de una fraccion decimal
periddica pura, en ordinaria.

Sea 0,mnpmnp... una fraccién decimal periddica pura
Y [/ su generatriz, con lo que se tendrd J = 0,mupmnp...

Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por la
unidad seguida de tantos ceros como cifras tiene el peric-
do, se obtiene la igualdad 1000/ = map,mupmnp... ('), de
la que, restando ordenadamente la antecior, se obtiene
‘-999f:mﬂp,mnpmnp...—O,mnpmnp...:mnp, y dividiendo
por 999, f= %zgg’ de donde se deduce la siguicnte regla:

Lare convertir una fraccion decimal periddica pura,
en fraccion ordinaria, se pone por numerador el periodo
por denominador tantos nueves como cifras tiene dste.

[~ »~ %) <
e B s e
99 11 99 11

dinaria, f = de donde se deduce la siguiente regla:

Ejemplos. 0,4545.

t*) Puesto que es infinito el nimero de periodos de la decimal dada, se
puede suponer que la parte decimal de /'y de 1000/ es la misma.
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Tercer caso. (onversion de una fraccidn decimal
periddica mizta, en ordinaria. : A :
Sea 0,mnupgrqgr... ana fraceién decimal periodica mix-
ta y f su generatriz, con lo que se tendra /= 0,mapgrqr...
Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por la
unidad seguida de tantos ceros como cifras tienen la parte
irregular y el periodo y, separadamente, por la unidad se-
guida de tantos ceros como cifras tiene la parte irregular,
se obtienen las igualdades >

100000 /= mapqgr.qrqr...
1000 /= mnp,qrqr...
de las que, restadas ordenadamente, se obtiene la igualdad
99000/ = maupgr — map y, dividiendo por 99000,
MNPYT — M)

V= 99000

Para convertir una fraccion decimal periddica mizta,
en ordinaria, se pone por nwmerador la parte irreqular se-
guida del periodo, menos la misma parte irreqular, y por
denominador tantos nueves como cifras tiene el periodo,
segznidos de tantos ceros como cifras tiene la parte irre-
gular.

, de donde se deduce la siguiente regla :

Ejemplos. 0,3571428571428... = M = ﬁui%) = —E’—-
9999990 9999990 14
15,833... = 15 B38.0 1500 9K
2 90 9 6

Observacion. La fraceién que se obtiene al conver-
tir, en ordinaria, una fraceion periddica no es equivalente
4 ésta sino en cuanto en ella se consideren todos sus pe-
riodos; mas como éstos son en ntimero infinito, la genera-
triz obtenida expresard el valor & que se aproxima la de-
cimal, tanto mas, cuanto mayor sea el namero de periodos
que en ella se consideren. :

Cuarto caso. Conversion de una fraccion decimal
inexacta nd periddica, en ordinaria.

Esta transformacion se hace aproximadamente, toman-
do un numero limitado de cifras de la fraccién decimal y
considerandola comon exacta.

Asi, de 0,5374926... se obtiene

537 5374

=0 53749
7= 000" 7 = 10000°

"= 10000 &

129
CAPITULO IV.

DE LOS NUMEROS INCONMENSURABLES.

ARTICULO PRIMERO.
ORIGEN Y EXPRESION DE LOS NUMEROS INCONMENSURABLES.

153. La medida prictica de una cantidad no produce
nunca un numero inconmensurable, pues al llegar 4 cierto
grado de pequeifiez en la unidad de medida, no es posible
apreciar las veces que estd contenida en la cantidad que
e mide, ni aun si lo est4 6 n6 exactamente, ya por la insufi-
ciencia de los medios materiales de medir, ya por el limi-
tado alcance de nuestros sentidos, pareciéndonos, por lo
tanto, que la cantidad dada es medible y que la expresién
es exactamente una totalidad de unidades de las ultimas
apreciables.

De aqui se deduce que ninguna medida se hace con
exactitud y que es racional presumir que los nimeros in-
conmensurables tienen su origen en el célculo, como asi
es en efecto, segun se hace patente en la siguiente propo-
sicién.

154. Teorema. La raiz deun grado cualquiera de
un numero, que no sea potencia perfecta del mismo grado,
eS8 Wi NUMEro inconmensurabie.

En efecto: 1.° Si el radicando es un nimero entero, A,

_su raiz del grado m no puede ser un nimero entero, por-

que A no es, segun la hipdtesis, potencia perfecta del gra-
do 7, y tampoco puede ser un numero fraccionario porque,
convertido en fraceién irreducible, si no lo fuese. su poten-
cia del grado m seria otra fraccion irreducible (134-Cor.)
y no el entero A (104-Cor. 2.°) : luego si la raiz de A no
puede ser un numero entero ni uno fraccionario, sera
necesariamente un nimero inconmensurable.

2.° Siel radicando es un niimero fraccionario/de la forma

P

~—, después de convertido en su equivalente, ;0, , ivreduci-

ble, si aquél no lo fuese, la raiz del grado 7 de la fraccién
f—, no puede ser un numero entero, porque cualquier po-

tencia de un niimero entero es necesariamente otro niimero
ARIT. 9
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entero, y tampoco puede ser un numero fraccionario, tal

¥ £ m m
a iasi fuera, se tendria Lo :a—,
como —-, porque, siasi fuera, ¢ = 7 o

lo que darfa p’=am y ¢’ =ém y, por tanto, la fraccién

—'?-)—' seria una potencia perfecta del grado 7, COI’I(}I‘EI. lo su-
’
q

puesto; luego si la raiz de 7/ no puede ser un numero

entero ni un niimero fraccionario, serd, necesariamente,
un numero inconmensurable. , iy
Escolio. La extraccién de raices es, pues, la unica
operacion aritmética que, con datos conmensurables, pro-
duce resultados inconmensurables, de donde se deduce que
la fraccion decimal resultante de la aproximacion de una
raiz es necesariamente inexacta, no pemodlcal, pues toda
decimal exacta 6 periddica es equivalente al ntumero con-
mensurable expresado por su generatriz (152).

Los numeros inconmensurables que resultan de la ex-
traceion de raices inexactas reciben el nombre particular
de irracionales. ;

155. Teorema. Todo nimero inconmensurable estd
comprendido entre otros dos conmensurables cuya diferen-
cia puede ser menor que cualquier cantidad por pequeiia

ue sea. ; .
4 En efecto, sea A un ntimero inconmensurable y
2E R /[ +1 ol .
L - —Z—, £ una série de numeros, en la
Vi 7

n’ nn 7 :
que, representando / y % dos enteros cualesquiera y da.ndo
4 / el valor conveniente, puede ser el ultimo todo lo gran-
3 se qulera, i
o %I%Pni'fmqero A que, por su nataraleza, no puede ser nin-
couno de los de la serie, que son todos conmensurables, es-
?al‘f'l necesariamente comprendido entre dos consecutivos,

[ 1+1 et ST 50
por ejemplo, 75 i cuya diferencia, e puede ser todo

lo pequena que se quiera, dando & 7 el valor suficiente-
mente grande. ; :

Escolio. Todo nimero Inconmensurable se puede ex-
presar aproximadamente por cualquiera de dos conmensu-
rables que le comprendan.
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ARTICULO II.
DEL CALCULO DE NUMEROS INCONMENSURABLES.

156. Llimase cantidad variable 4 /g que, referida
siempre & la misma wnidad, puede admitir aiferentes va-
Jores : tales son lafraccidn decimal periddica, equivalente
4 una ordinaria, y la expresiéon decimal de una raiz ncon-
mensurable; y llamase cantidad constante 4 la que,
referida @ la misma wnidad, conserva siempre. el mismo
valor.

Limite de una cantidad variable es fody canti-
dad constante & la gue se van aprozimando cuanto se quie-
ra los valores sucesivos de la variable, pero sin llegar
nuncd @ tgualarse ¢ aquélla : tales son una fraccidn or-
dinaria generatriz de una decimal periddica, respecto 4 las
distintas valuaciones de ésta, y una raiz inconmensurable,
respecto & su expresién aproximada en decimales.

El limite es superior 6 inferior, segun que la constante
sea siempre mayor 6 siempre menor que 1os sucesivos va-
lores de la variable.

157. Teorema. UUna cantidad variadle no puede
tener dos limites diferentes.

En efecto, si se supone que la cantidad variable, V,
tiene dos limites superiores diferentes I, y L/, siendo, por
ejemplo, L' > L, designando por D la diferencia de éstos,
se tendra L’ — L =D, y como V es siempre menor que L,
designando por « su diferencia, que puede llegar 4 ser me-
nor que cualquier cantidad por pequefia que sea, se tendra
también L — V=« 6§ V=L—ay, por tanto,

LI = VT eyl

Sustituyendo, en esta igualdad, en vez de L'—L su
valor D, se transforma en

L'——V:D—{—a,

lo que indica que la diferencia L/ —V, compuesta de una
cantidad constante, D, y del valor, %, N0 alcanzard nunca
el grado de pequefiez necesario para que L’ sea limite su -
perior de V. .

De una manera andloga se demostraria esta Proposi-
¢i6n, suponiendo que /y # fuesen dos limites inferiores,
diferentes, de una variable V.
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158. Teorema (llamado de los limites). &% dos cants-
dades variables son constantemente iguales, sus limites
son iguales.

En efecto, si dos variables V y V' van pasando simul-
tdneamente por los mismos valores, se irdn aproximando
igualmente & sus respectivos limites, L y L’; Inego el de la
primera lo serd también de la segunda y reciprocamente,
y como cada una de ellas no puede tener méas que uno,
sera necesariamente L = L".

159. Teorema. /% limitedel resultado de efectuar
una operacidn con cantidades variables es igual al resul-
tado de verificar la misma operacidn con los limites de
dichas variables, es decir, que el limite de una suma, di-
Jerencia, producto, ele. de cantidades variables es igual &
la suma, diferencin, producto, etc. de sus limites.

En efecto, si A y B son dos variables cuyos limites son
A’y B, y Ay Bse acercan cuanto se quiera 4 A’y B/,

- la suma, A--B, la diferencia, A—B, el producto, AB, etc.
se acercaran, respectivamente, 4 A’+B’, A'—B’, A’ B’ etc..
tanto como se quiera.

160. De lo expuesto se deduce:

1.° Que el calculo de nimeros inconmensurables se re—
duce al de los conmensurables que expresen valores apro-
ximados de aquéllos, entendiéndose que los resultados de
las operaciones con los inconmensurables 'son los limites:
de las operaciones hechas con sus valores aproximados.

2.° Que los resultados de éstas son tanto mas aproxi~
mados 4 los de aquéllas cuanto mas lo estén los datos 4 sus-
respectivos limites.

3.° Que se pueden generalizar 6 hacer extensivas 4 los-
numeros inconmensurables las propiedades de los conmen-
surables, con s6lo aplicar la que se trata de generalizar -
los valores aproximados de los nimeros inconmensurables-
propuestos y sustituir en el resultado, cada uno de dichos:
valores por su limite respectivo.

Asi, para generalizar el teorema de que el valor de un
producto es independiente del drden de los factores, di-
remos: sean @, 4, ¢, d varias cantidades variables cu-
yos respectivos limites sean los numeros inconmensura-
blesa’, &', ¢', d'.

Desde luego sabemos que abed—=cadb (53 y 126), y como-
el limite de abed es a'b'c’'d' y el de cadd es ¢'a'd’d’ (159).
se tendrd a'b'c’'d = c'a’d'd’ (158).
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APENDICE AL LIBRO II.

BREVES IDEAS SOBRE LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES
CON NUMEROS APROXIMADOS.

161. Como muchos numeros conmensurables y todos
los inconmensurables se expresan aproximadamente en
decimales, hay que operar frecuentemente con valores
aproximados de otros exactos, lo que produce en el resul-
tado un error cuya magnitud depende de los errores de
los datos.

De aqui procede la necesidad de determinar el error
del resultado de una operacion, conocidos los de los datos,
para prefijar el limite del error de éstos cuando se desea
que el de aquél no exceda de un limite dado, lo que
origina el CALCULO DE NUMEROS APROXIMADOS que, en la im-
posibilidad de exponerlo elementalmente en toda su exten-
sion, limitaremos & los casos mds sencillos y de aplicacién
mas frecuente. :

i.—Adicion.

162. Teorema. /7 error de (g suwma de dos J mdas
aumeros aprozimados, por delecto, es, también por defecto,
iqual @ la swma de los errores de los sumandos.

En efecto, sean «, 4, ¢,... varios sumandos, a’, &', ¢/,...
sus valores aproximados, por defecto, y s, e, € .... los
respectivos errores de €stos, con lo que se tendra

=a'4+e;b=0+eic=c+e.

Sumando, miembro 4 miembro, estas igualdades, resulta

a+b-+c+...=(a'+ea)+(0' +en)H-(¢c'+ec)+...
=(a'4-0"+c'+...)+(at-ert-Cet...);
de donde se obtiene la ignaldad
G+0+4-Cc+4...—(a' +0' 4" +...)=eu+eCr+ec—+...
& sea, llamando Eg al error de la suma, expresado por el
primer miembro,
Es = ¢a+ v+ ec ...
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_ Gorolario. Para gue el ervor, por defecto, de la suma
de waimeros aprowzimados, por defecto, sea menor que una
unidad de determinado drden, basta que el error de cadag
sumando Sseq menor que una wnidad wnferior en wuno,
dos, ele., drdenes al de la prefijada, sequn que los suman-
dos sean ménos de diez, mas de dies Y ménos de ciento y
asi sucesivamente ; pues para que el error de la suma sea

1 : : R
menor que T basta que, silos sumandos son ménos de

: : i
diez, el error de cada uno sea menor que Ton+1: Porque

il 1
asi se tendrd E, < oni >< 10, 6 sea, Es <1-07;
Y que, si los sumandos son m4s de diez, pero ménos de eien,

1 3
el error de cada uno sea menor que Jong2 Porque asi

>< 100, ¢ sea, E; <—1—

1
se tendra B < — 107’

107+2
y asi sucesivamente.
Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla:

Para obtener, con un error por defecto, menor que una
unidad de determinado drden, la suma de varios wimeros
aproximados, si éstos no son mis de diez, se valian lodos
por defecto, con un error menor que la unidad inferior en
wn orden @ lo prefijada; se suman estos valores ; se tacha
en la suma ln ditima cifra de la derecha Y Se agreqn una
unidad o la anterior. Si los swmandos son mas de diez y
meénos de cien, se valian todos por defecto, con un error

menor que la unidad inferior en dos drdenes g la prefi-

jadr_z; S€ Suman esios valores; se tachan en la suma las dos
wltimas cifras de la derecha y se agrega una wnidad 4 la
anterior, y asi sucesivamente.

Ejemplo. Hallar, con un error menor que una milésima, la
suma 7,5-493685-}—‘2,365967967...—]~9,°283;'.‘i376 +3,853853. ..

7,5493

2,3659 = k

9,9835 La operaeion se dispone en la forma, expuesta af
3,8538 | margen, y la suma pedida serd 23,053,

3,0525
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XK, Sustraccion.

163. Teorema. K7 error de la diferencia de dos
wimeros aprozimados .. por defecto, es, por (Z@fgc/to d por
exceso, igual & la diferencia de los errores de (va L0S k-
mm}li?g'efecto, sean ¢ y 4 dos numeros exactos, ¢’ y 4’ sus
valores aproximados, por defecto, y ea, ¢ los respectivos
errores de éstos, con lo que se tendra

a=a ~+ea; b=0 +ep.

Restando, miembro & miembro, estas igualdades, r’esul’ca
1—b=(0'+a )—(6'+e1)=0"-+ea—0"—ey (37-E/sc. 4.:2)
que, sieq>ep, se podra expresar (c—&:(a,——él)—{—(ea—-ez,)‘

¥, 81 ea<<es. se podrd expresar (&——é:((b —-é )—(b’b—'ea);

Designando por Eq el error de la dlferencla,’se tendra

Eq = (¢—0)—(a'—0') = ea—ey (por defecto, sieq> €5)

Eq = (a'—0")—(a—0) = er—eq (por exceso, si ea < ).

Corolario. Para que el error de la diferencia de dos
nkmeros aprozimados, por defecto, sea menor que una uni-
dad de determinado orden, basta que el error de cada n-
mero sea menor que dicha unidad ; pues siendo el error de

cada numero menor que.—-, la diferencia Eq; de estos

107
errores serd, con mayor razén, menor que 107"

Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla:

Para obtener, con un error menor que una unidad de
determinado orden. la diferencia de dos nimeros aprozi-
mados, se valian dmbos por dejfecto, con un error mbe{ag/
que la unidad prefijada y se restan estos v({lm_*es, (l.e’ e~
do tener presente que el error de la diferencia serd por
defecto d por exceso, seqin que el del minuendo sew mayor
g menor que el del sustraendo.

Ejemplos.
tllar, con un error menor que 0,001, las (Ii/‘erencinf ;
‘I)hl[g")l'fl,lt;ﬂoi1)”194(;“.;(%6’”, y 'IIS,G %923493—12,43671571 E)...'. ‘
Las operaciones se disponen en la forma, expuesta al margen,
y de ellas se obtiene: )
9,183 18,649 de la primera, la diferencia 3,942, con error

5,243 12,436 por defecto, ;
3,942 6,213 | v delasegunda, la diferencia 6,213, con error

por ¢xccso.
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158, Multiplicacion.

164. Teorema. A/ error del producto de un nibme-
70 aproximado, por defecto, por uno exacto, es, también por
defecto, igual al producto de éste por el error del PIEIMEro

En efecto, sea ¢ un ntmero y @’ su valor aproximado'
por defecto, con un error ¢,, y sea 7 un numero exacto.
con lo que se tendrd 2

0=0'~+¢a y ain=(a"+ea)m=a"m--e.m, (51-Esc. 122
de donde resulta la igualdad am — a'm — Catl,

6 sea, llamando Ky al error del producto, expresado por el
primer miembro, £, = e.m.

Corolario 1. Para que el error del produeto de un
nimero_aprozimado, por defecto, por wno ezacto que
consta de un solo drden de unidades, sea menoy que una
unidad de determinado drden, basta que, st el factor
exacto consta silo de unidades 6 de decenas ¢ de cente-
nas. etc., el error del aprovimado sea, respectivamente
menor que una unidad inferior en uno, dos. tres, ele. d?'—'
(Zmz.etc al de la prefijada vy, si el factor ezacto consm’so’lr)
de décimas d de centésimas o de mildsimas, ete. el error del
aprozimado sea, respectivamente, igual i la unidad pre-
Jijada d inferior d elle en uno, dos, ete., drdenes; pues para

ue se verifique la condicién E, = e
q erifique la condicion E, = eum < 107 basta tener
: I
Ga << = SR 00 Seas 16 —_—
107 “ < 107

%) AL e . . z
Lomo 7 representa menos de diez unidades de un 6r-
den, es evidente que dicha condicién se cumplird sobra-
damente, haciendo
1

LR 1
7] . « . o 3
Ca <_IOTO” 0 sea ey <“10“+1 » st las 77 son unidades simples,

1
€5 oimal L : T vy o v
w < 105107 0 sea ¢, < 1o St las m son decenas,
Co << *_1,__ 6 . e l 3 ]
@ 1.107 Sea eq < TO:. st las m son deCI[l]ﬂS,

; 1 :
8o <——— bsea e, <1O?Tf’ s1 las # son centésimas ,
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Corolario 2.° Para que el error del producto de un
wikmero aproximado por cualquier numero exacto seq me-
nor que una wnidad de determinado drden, basta que, si la
suma de los valores absolutos de lus cifras de éste es ma-
yor que diez y menor que ciento, el error de cada producto
parcial sea menor que wna unidad inferior en dos drdenes
ala prefijade (°); pues designando por § la suma de dichos
valores absolutos, si cada producto parcial tiene un error
menor que el producto de la cifra que le origina por una
unidad de un oérden dado, la suma de todos ellos tendraun
error menor que s veces dicha unidad ; luego, si § es ma-
yor que 10, pero menor que 100, se debera llevar la valua-
¢ién de cada uno de los productos parciales al 6rden infe-
rior al pedido, en dos lugares.

Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla :

Para obtener, con un error menor que wna wnidad de
determinado orden, el producto de un nimero aprozimado,
por defecto, por uno exacto, se coloca la cifra de las unida-
des de primer drden de éste, debajo de la que, en el aprozi-
mado, sea del orden inferior en dos drdenes al de la aprowi-
macion prefijada; ¢ la derecha se colocan, en drden inverso,
las demdas cifras de la parte entera del multiplicador y @
la izquierda, también en drden inverso, las de la parte deci-
mal, si la hubiere; se efectuan las multiplicaciones par-
ciales de las cifras del multiplicador por el multiplicando,
empezando cada una por la cifra de éste que se halle sobre
la respectiva del multiplicador y se escriben los productos
unos debajo de otros, correspondiéndose en columna Sius
primeras cifras de la derecha ; se suman los productos
parciales ; se tachan las dos wltimas cifras de la derecha
de la suma y se aumenta la anterior en una unidad.

Ejemplo. Hallar, con wun error menor que una centésima, el
producto de 4,359265371 por 68,47.

La operacion se dispone cn la forma, expuesta al mérgen, y de

4,3 5926571 | ella se obtiene el producto pedido 298,48.

7486

261 5556

34 8736

17436
3045
998,4773

*) No consideramos los casos en que la suma de los valores absolutos de
las cifras del factor exacto sea menor que 10 ni mayor que 100, porque rara
vez se presentan en la practica corriente.
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EV. Division.

165. Teorema. Xl error del cociente de un nimero
aprozimado, por defecto, por uno exzacto es tgual al cocien-
te del error del dividendo por el divisor.

En efecto, sea ¢ un numero y ¢’ su valor- aproximado
por defecto, con un error e, y sea 7 un numero exacto,
con lo que se tendra
A=+ y @:m=(a'+eq) :m=0a': m--e,:m (58-Esc.),
de donde resulta la igualdad «: m—a’ M=Ca :m, O sea, lla-

.mando . al error del cociente, expresado por el primer
miembro, E; = ¢, : 7.

Corolario. Para que el error del cociente de un s
mero aprozvimado, por defecto, por uno ezacto sea menor
que una unidad de determinado orden., basta que el error
del dividendo sea menor que el producto del divisor por la
unidad prefijada; pues, para que se verifique la condicién

I . 1 1
EBe=¢es:m< B basta tener e, < e > M.

Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla:

Para obtener, con un error menor que una unidad de
determinado orden, el cociente de wn nimero aprozimado
por wno exacto, se multiplica el divisor por la unidad pre-
fijada; se valia el dividendo, por defecto, con un error
menor que la mayor wnidad contenida en este producto; se
verifica la division por el procedimients ordinario Y se
awmenta en una wnidad la ltima cifra de la derechd del
cociente. i

Iijjemplo; Hallar, con un error menor que una diezmilésima, el
cocienle de 7,68549321 por 0,83. ;

Debiendo ser el error del dividendo menor que el T
0,83 >< 0,001 = 0,00083, para que eslo se verifique Ibuslg q}ueot(ilg:cﬁg
5 error sea menor que 0,00010, 6 sea, 0,0001 y, por
7,6854 ]0,83 tanto, disponiendo la operacién en la forma ex-
0215  9a59 | Puestaal mirgen, el cociente pedido serd 9,260.
494
790

43
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LIBRO III.

DE LA COMPARACION DE NUMEROS ABSTRACTOS.

CAPITULO PRIMERO.
DEFINICIONES.,

166. Razoén de dos numeros es ¢/ resultado de si
comparacidn. La razon de dos nimeros puede ser aritmc-
tica 6 geometrica.

Razon aritmética de dos numeros es su diferen-
cia, y razon geometrica su cociente; asi, la razoén arit-

; D] 2
méticade 12 y4es 12 —4=8 7y la geome’tmca‘T —3:

En toda razén hay necesariamente dos términos, 4 los
que se dan los nombres de antecedente y consecuente ; asi,
tanto en la razén aritmética, ¢ — 4, como en la geométrica,

a
= el antecedente es @ y el consecuente es 4.

Toda razdén aritmética es una sustraccién indicada
cuyo minuendo es el antecedente, el sustraendo el conse-
cuente y la diferencia la razdn ; luego, por lo expuesto al
tratar de la sustraccién, en toda razon aritmética, el ante-
cedente es igual al consecuente mas la razon, y el conse-
cuente es igual al antecedente menos la razon.

Toda razén geométrica es una divisién indicada cuyo
dividendo es el antecedente, el divisor el consecuente y el
cociente la razén, 6 también una fraceidn cuyo numerador
es el antecedente, el denominador el consecuente y la frac-
ciéh misma la razén: luego, por lo expuesto al tratar de
la divisién y de las fracciones, en toda razén geométrica,
el antecedente esigual al consecuente multiplicado por la
razon, y el consecuente es igual al antecedente dividido
por la razoén,

Dos razones son inversas, una de otra, cuands
wna de ellas es igual a la otra invertida. J

Asi, @ —b y b—a son dos razones aritmeéticas inver-

a b S .
sas, y — y —-son dos razones geometricas inversas.
b b a te)
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167. Proporcion es la igualdad de dos razoues : si
éstas son aritméticas, tales como @ — by e d, la propor-
cién recibe el nombre particular de equidiferencia y se
expresa en la forma ¢—b—=c—d y, sl son geométricas, ta-

a ¢ 1 ek
les comoi=—=="¥ o la proporeion se llama también igual-

Y
et : < Sudbgy ¢
dad fraccionarie y se expresa en la forma 5 = g que

ordinariamente se lee, ¢ es 44 como ces & d (*).

Dos proporciones son inversas, una de otra,
cuando las razones de cada wna de ellas son las inversas
de las de la olra.

Términos opuestos de una proporcion son e/
antecedente de wna razdn vy el consecuente de la otra.
Estos se clasifican en ezéremos v medios, segin su posicidn
en la proporeidn : asi, tanto en la proporeion aritmética,

T @ ¢ Pl
4 —b=c—d, como en la geomsétrica, ~ =z son térmi-
minos opuestos los extremos @ y ¢ y los medios 4 y ¢.
Cuarto proporcional & tres numeros dados es
cualquiera de los términos de una proporcion, con relacion
& los otros tres. Sila proporcién es aritmética, el cuarto
proporcional recibe el nombre particular. de cuarto dife-
rencial.
Proporcion continua es aquella cuyos términos
opuestos son iguales: tales son
las aritméticas, a—b=0b—cym—n=p—m,
TN @ b n Y/
y las geométricas, —— = —y — = —.
% b (G m
Medio proporcional entre dos numeros dados
es cualquwiera de los opuestos iguales de una proporcidi
continua. Si esta es aritmética, el medio proporcional re-
cibe el nombre particular de medio diferencial.

(*) Antiguamente se escribia la proporcién aritinética entre los ntimerocs
«, b,¢ydenestaforma,a.b::c.d

y la geométrica entre los mismos nimeros, a: b ::¢: d.

que se Jeian, respectivamente, @ es aritméticamente 4 b, como ¢ ¢s a d,

¥ aes geométricamente 4 b, como ¢ es 4 d.
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CAPITULO IL.

PROPORCIONES.

ARTICULO PRIMERO.

DE LAS EQUIDIFERENCIAS & PROPORCIONES ARITMETICAS

168. Teorema. XA toda equidiferencia, Soniguales
las sumas de los terminos opuestos.
En efecto, sea la equidiferencia @ — b =c—d.
Agregando 4 ambos miembros de esta igualdad, la
suma, & - d, de los consecuentes, se tendra
a—b+b+d=c—d+0-+d,
sea, a+d=c+0. ) i
Corolario 1.° Un término cualquiera de una equidi-
ferencin es igual & la diferencia entre su opuesto y la
suma de los olros dos; pues, de la equidiferencia
—b—=c¢—d, se obtiene ¢ -+d =10-+¢,
de donde resulta
0=04+c—d;.d=b+c—a:b=a+d—cyc=a+d—0
Corolario 2.° #! medio diferencial entre dos nuime-
ros dados es iqual @ sw semisuma; pues, de la equidiferen-
¢cia continua, ¢—& =04 — ¢, se obtiene 20 =a +-¢, y divi-
diendo por 2 ambos miembros de esta igualdad,
a+c

Escolio. De aqui se deducen las siguientes reglas:

1.*  Para hallar un término desconocido de una equidi-
ferencia, conocidos los otros tres, se resta sw opuesto, de la
suma de los otros dos; asi, de la equidiferencia 3
13— 8 =30 —z, se obtiene 2=8-+30—13=38 —13=25.

2.4 Para hallar el medio diferencial entre dos nime-
ros dados, se divide su swma por 2 ; asi, el medio diferen-
5 37+6 43
cial entre 37 y 6, es T ey N 21555
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169. Teorema (reciproco del anterior). 8% g suma
de dos nmimeros es igual ¢ la de otros dos, los cuatro ni-
meros forman una equidiferencia cuyos términos opuestos
son los dos sumandos de cada swma.

En efecto, sea ¢ + d =54 + ¢.

Restando de ambos miembros de esta igualdad la suma
de uno de los términos del primero y otro de los del segun-
do, tal como & + d, se tendré :

0+d—b+di=0-4c—(b4d)
b0sea a+d—b—d=b4c—b—d
bsea a—b=¢—d.

Corolario. Una equidiferencia puede sufrir todas
las transformaciones que no alteren lu igualdad de las su-
mas de los términos opuestos ; pues ésta es la condicién
esencial para que subsista la equidiferencia, de donde se
deduce:

1.° Que se puede agregar. 6 restar un mismo numero 4
dos términos no opuestos, ya sean ios dos de una razon, les
antecedentes 0 los consecuentes, porque dicho nimero
aparecera agregado 0 restado de los dos miembros de la
igualdad de las sumas de los términos opueslos.

2. Que de una equidiferencia dada pueden obtenerse
otras, mediante la permutacion 6 cambio mutuo de lugar
de dos términos opuestos, 6 nediante la snversidn de las ra-
zones, porque subsistirdn siempre, como opuestos, los mis-
mos valores.

Asi, la equidiferencia, ¢ — & = ¢ —d, da lugar 4 ocho
equidiferencias, reducibles & una misma forma. que son:

la propuesta..... R e e L deol g —b=ie ==
Y, permutando sus medios, las.......... t—c=0—4d

¥, permutando los extremos en las dos an-
teriores;flas, o i R s T o de=h——=1
d—c=0b—ua

¢, invirtiendo las cuatro anteriores, las

b—a=d—cic—a=d—b:b—d=a—c; c—d= a—>0.
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ARTICULO II.

DE LAS IGUALDADES FRACCIONARIAS, PROPORCIONES GEOMETRICAS
6, simplemente, PROPORCIONES.

170. Teorema. Hutoda proporcidn, Son iquales los
productos de los términos opuestos.
: a ¢
En efecto, sea la proporcion i e e
Multiplicando ambos miembros de esta igualdad por el
producto, 4, de los consecuentes, se tendra

e

= b= . 0d, § sen, ad =cb.
Corolario 1.° Un término cualquiera de una propor-

cidn es igual al cociente de dividir, por sw opuesto, el pro-

ST 2
ducto de los otros dos; pues, de la proporeion PR

obtiene ad = be¢, de donde resulta

a=bc:d:d=bc: a; b=ad :c; c=ad : b. :
Corolario 2.° &/ medio proporcional entre dos ni-

meros dados es igual @ la raiz cuadrada de sw producto;

L : i : ;
pues, de la proporeidn continua, S T obtiene *=ac,

y extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros de esta
igualdad, 6=}/ ac.

Escolio. De aqui se deducen las sigulentes reglas:
1> Para hallar un término desconocido de wna propor-
cion, conocidos los otros tres, se divide, por Su opuestyn, el

! 9 53
aroducto de los olros dos: asi, de la proporelon, o se

1
obtiene # = (7><8) : 5 =56 : 5 =11 B

2.°  Para hallar el medio proporcional entre dos nime-
ros dados, se extrae la raiz cuadrada de sw producto;
asi, el medio proporcional entre los nimeros 9 y 4, es



144

171. Teorema (reciproco del anterior). A7 el pro- -

ducto de dos nmimeros es igial al de otros dos, los cuatro

numeros forman und proporcion cuyos términos opuestos

son los dos factores de cada producto.
En efecto, sea ad = be. :
Dividiendo ambos miembros de esta igualdad por el
producto de uno de los factores del primero y otro de los
del segundo, tal como &d, se tendra
ad bz B
T TR S e

Corolario. Una proporcion puede sufrir todas las
transformaciones que no alteren la igualdad de los produc-
tos de los términos opuestos; pues ésta es la condicién
esencial para que subsista la proporcion, de donde se de-
duce:

1.° ‘Que se pueden multiplicar ¢ dividir por un mismo
namero dos términos no opuestos, ya sean los dos de una
razon, los antecedentes ¢ los consecuentes, porque dicho
numero aparecera como factor ¢ divisor comun de los dos
miembros de la igualdad de los productos de los términos
opuestos.

2.° Que de ana proporcion dada pueden obtenerse otras,
medianté la permutacion 6 cambio mituo de lugar de dos
términos opuestos, 6 mediante la ¢uversidn de las razones,
porque subsistivan siempre, como opuestos, los mismos
valores. :

i ; a ¢ ;
Asi, la proporeidn, = da lugar 4 oc/ko propor-
ciones, reducibles & una misma forma, que son:
a ¢
NN L s o e Ao T i et A ATk s p — =
PTOP 0 d
. I /)
¥, permutando sus medios, la. ............. e oo
; 14
¥, permutando los extremos en las dos anterio-
d ¢
el as i i s e s 2k T als e =i
b @
a b
’ - . c = {L
¢, Invirtiendo las cuatro anteriores, las
b 4556 d. b a ¢ a
R R i TR T ACNE M e [ T i
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172. Teorema. S dos proporciones tienen comunes
dos términos no opuestos, las razones de los otros, respec-
tivamente liomdlogos, son iquales (*).

En efecto: 1.° Si los términos comunes son los de una

razdn, como en las proporciones 4 2 y iyl e
VAN b e — = —,§
! b a b n’
: ; Cra,
tiene evidentemente que —=—.
a&crn
2.° Silos términos comunes son los antecedentes, cémo
1 oporcione 4 3 % : nutando |
en las propor S ——=—y— =—, permutando los
POl : b 47 m e

términos medios en 4dmbas, se obtienen las proporciones

a b a m b m

— = — y — — —, de las/que resulta — — —.

C a (i 9% d 7

3.2 Sl los términos comunes son los consecuentes, ¢c6mo
: @ e m 7
en las proporciones —- = —- y —— = —-, permutando los
& (] é (Z

términos medios en ambas, se obtienen las proporciones
a b m gt a m
— = — ¥ — =—, delas que resulta — = —,

¢ a 7 a ¢ 7

Escolio. La propiedad anterior se enuncia también
en esta forma:

Si dos proporciones tienen una razdn comin, lns otras
dos razones forman wna proporcidn; si tienen comunes los
antecedentes, la forman los consecuenles; y si tienen comy-
nes los consecuentes, la forman los antecedentes. :

173. Teorema. S7 dos proporciones ticnen comunes
dos términos opuestos, las razones de los otros, respectiva-
mente homalogos, son inversas.

: @ ¢ a 7

7 » =1 G 3 ! o S} e —— e T

Iin efecto, de las dos proporciones 7 T, 7

se obtienen las igualdades ad=/bc y ad—=mn, de donde se
deduce la igualdad b¢ = mn, de la que resulta la propor-

X b n
elon —= = —,
m A

(*) Sellaman términos homdlogos G homdlogainente dispuestos en dos propor-
ciones 4los que ocupan en ellas los mismos lugares: tales son, en las propor-
. o c 7 3
e10Nes — =i yi— = L losa Y, byn,cyp, dyaq.
b o d n q

ARIT 10
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174. Teorema. ASi se multiplican ordenadamente
dos 6 mds proporciones, los productos forman proporcion.
En efecto. de las proporciones 6 igualdades fracciona-
# 7/ 4 s
@ . A ¢ et A
] Lo var im0 s = amnltiplicandolas miem=
llas, 6 [l‘ b/ dl’ b” d )

’ 11 ’ 1

a_ a0 ¢ ¢
bro 4 miembro, resulta <y R = -[Z‘XTXT
T g s P eeie
6 sea la proporeion SEE = drd

La razon de la nueva proporeion es el producto de las
razones de las propuestas. '
Corolario. Las poteicias o las raices del mismo grado
de los términos de una proporcion, forman proporcion;
pues, s1 se multiplican ordenadamente los términos de m

bl G C :
igualdades idénticas 4 la v resnlta la proporcion
m M k . : :
% == CZ— 7, reciprocamente, si se elevan & la potencia del
s ( m ¥

s s
; : Va /¢

grado 7 10s dos miembros de la igualdad el
Vb Vd

i a c

resulta la proporeion —— = —-.

b d
Las razones de las nuevas proporeiones son, respectiva-
mente, la potencia y la raiz del mismo grado, de la razon
de la propuesta.
175. Teorema. A7 se dividen ordenadamente dos
proporciones, los cocientes forman proporcion.
En efecto, de las proporciones —(»;-- = Af]‘ y %’, i

se obtienen las igualdades, ad = bc y a'd'=b'c,
que, divididas miembro & miembro, dan la igualdad

a bes, @ a c
(l‘7 T 0 sea — 7 >< T >< ] (120),
s b a a b c -
: T : 1/
de la que, dividiendo sucesivamente por e B0k
Wl Gicaite d’ése%a:a’ Che
resulta —: —— = — 1t —0sea ;= ——.
R ¢ d B
La razén de la nueva proporcion es el cociente de la
razon de la primera por la de la segunda de las propuestas.
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176. Teorema. Xu toda proporcidn, la suma 6 di-
ferencia de los términos de una razon es & la sumd d dife-
rencia de los de la ofra, como el antecedente de la pri-
mera es al de la sequnda, ¢ como el consecuente de ague-
la es al de ésta.

: ¢ ; :

En efecto, de la proporeion %:TZ se obtiene la ignal-
dad ad = be¢, de la que, afiadiendo 6 restando en sus dos
miembros el producto, ac¢, de los antecedentes ¢ el, 4d, de
los consecuentes, resulta

_l_
ac=—ad—ac=be 6 sea a(c==d)==c|a=-5), de donde ;‘ i:f'z =%
: : atb b
ad==bd—be==5d b sea d(a==0)=b(c== o
y ad==bd=bc==bd 6 sea d(a==b)=0b(c==d), de donde g

proporciones, que, presentadas separadamente, seran
e+é o o—6 a6 _a+6 b a—b b
c+d clc—d PR IR i AL T
Sia y ¢ fuesen, respectivamente, menores que 4 y &,
0

tcndu’aé il il
se tendrla ,—=—§y —— = — .
d—c G d—c d

) 11
Ejemplo. De la proporcion =0 = T se obtiene

7 T 6 bt 56

Corolario 1.° A= toda proporcidn, la suma 0 di.feren-
cia de los términos de wna razdn es & sw antecedente d a Sw
consecuente, como la suma ¢ diferencia de los términos de
lo otra es @ sw antecedente d & sw consecuente; pues de las

85 55 85 30 25 55295 SR 5 3052

> a==b @ Ra= b
proporeiones e y Sy o ) permutando los
=t e==
= e =t SR = =l N

; G g L

proporciones que, presentadas separadamente, seran !

a+b _c+d a—b c—d_a-+b _c+d a—b _c—d
SRR R A R

medios, resulta ———
@

Lz e e, )

@ ¢ o ¢ Y d R R AT
Ejemplo. De la proporcion ;é: —g-se obtiene
8BLa 17,0098 BT R85 T 98 Y
BS Al BB e A0 305 B 80 T Al
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Corolario 2.° ZAu toda proporcion, la suma de los tér-
minos de una razon es a la suma de los de la obra, como la
diferencia de aquéllos es a la de éstos; pues de las propor

a+6 a a—20b a a+6 a—b

ciones —— —=—y — = —resulta —— = — |
c-+d A G Cd Te—d
Ej 1 De la proporeio 85 4 2 obliene &2 AL
emplo. De la proporeion — —— op obliene-— — ——,:
Jemn pior 30 6 17 24

Corolario 3.° /n toda proporcion, la suma de los tér-

minos de unw razon es 4 su diferencia, como la swina de los

de la otra es ¢ su diferencia; pues de la proporeion

kS e == = -0 e
—-— —=——— permutando medios, resulta — %
c+d c—d a—b ¢c—d
: : s B gy RN
Ejemplo. [De la proporcion — = —— se obliene — — —.
30 6 25 5

177. Teorema. Jn toda proporcion, lasuma d dife-
rencia de ins antecedentes es a la suma 6 diferencia de los
consecuentes, como un antecedente es @ sw consecuenlte.

Sl ¢ :

En efecto, de la proporcion e se obtiene la
igualdad ad=0bc, de la que, afiadiendo 6 restando en sus dos:
miembros el producto, @b, de los términos de la primera
razon 6 el, ¢d, de los de la segunda, resulta
ab==ad=ab==bc 6 sea alb==d)=b(a=tc), de donde
a=t=c a
b=td b
y ad==cd=bc==cd 6 sea d{a==c)=c(b==d), de donde
as=¢ I ¢
bs=di T
proporceiones que, presentadas separadamente, seran
a+c_ a4 a—c_ & a+c ¢ a-—c C
b+d — b'b—d b b+d 4 b-d 4’

Siay o fuesen, respectivainente, menores que ¢ y o,

se tendria LR IR L
S b e e e
b 7 a0 "
: Shh 11
Ejemplo. De la proporcion 0= 6 se obliene
66 55 44 55 66 M 44 11

36 -900 2 300236 69 6
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Corolario 1.° #u foda proporcidn; la suma o diferen-
cia de los antecedentes es & uno de ellos, como Ly suma o+
diferencia de los consecuentes es al respectivo consecuen -
e ; vues de las proporciones
i = R e
d=d 5 i=d T 4
: a=tcilh b=l Gat=ceii0==d
tan las proporciones - =y = -,
a b ¢ a

que, presentadas separadamente, seran

, permutando los medios, resul-

atc b+d a—c b0—d & a+c b+d a—c b—d
i A e e Dy R e L e g AR did
Ejemplo. Dela proporcion E = ? se obtiene

66 36 44 2% . 66 36 44 24
e o e

Corolario 2.° A todn proporcion, la suma de los an-
tecedentes es @ I de los consecuentes, com la diferencia

e e e
55 30° 55 3055044

e aguéllos es @ la de éstos ; pues de las proporeiones

a+c @«  a—c st a—+-c c _a—c¢ ¢
i v ety Ul st
resulta la proporcion g cz—c_
o+d  b—d
Ejemplo. Dela proporeion E: 4—430 obtiene 196 = ji!i.
30 6 36 24

Corolario 3.° Znu toda proporcidn, lu suma de los an-
tecedentes es @ su diferencia, como la Swma de los conse-

cuentes es @& sw diferencia ; pues de la proporeidn

A+c - a—¢ . atc  o+d
S = R permutando medios, resulta FRAT == =0
Ejt;,mplo. De la proporcion b = —11.90 obtiene Lo = —‘—i—G~
30 6’ 44 24
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CAPITULO III

DE LAS SERIES DE RAZONES IGUALES.

178. Lldmase serie de razomnes iguales ¢ /a ¢z-
presiwin de la igualdad de mas de dos razones, y razdn
de la serie ¢ cualguiera de las razones que entran en ella

179. Teorema. Zu toda serie de razones iquales I
suma de los antecedentes es & la de los consccuentes. como
un, antecedente es & su consecuente. ’

En efecto, seu la serie de razones iguales izi :ﬂ
; : 6O

De la proporeién rend se dedu Crell

= —= ce—2 _ —
; & & &_*_&/ /r (177)r

3 @ 7 (Z-*-(l’ (l”
ero, — =— 5 g ——— —

p como I tendra RS T de donde re-

a+a'+a”" 4’ @ @ a

b-0'+0 8 T T g
nml 80. Teorema. idos series de razones iquales tie-
p L comunes todos los antecedentes y uno de los consecuen-
es, los demas consecuentes seran iguales.
En efecto, de las dos series de razones iguales

sulta

e e WS g 5 o2 ¢ e
G 7 Bl R
se forman las proporcinnes LS 3 & <

' A
de las que se obtiene d¢ : g = = ¢’
)
@ e
: ikwte T
de las que se obtiene Ze : a=f=p". .
Corolari 0 ] i
sEGor lodga}?(.)s LY ({os series de razones iguales tienen co-
sl consecuentes y uno de les antecedentes, los
aomise ( ecbfzwz[els serdn iguales; pues, invirtiendo las ra-
cuyéy auI?teU tgndrap ('»t}'as dos series de razones iguales,
cedentes seran los consecuentes de la pri’mel'a:

¥ las proporciones —g—: i y
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SEGUNDA PARTE.

DE LOS NUMEROS CONCRETOS.

e =P

LIBRO PRIMERO.

DE LA NUMERACION DE NUMEROS CONCRETOS.

CAPITULO PRIMERO.

I'E LAS UNIDADES CONCRETAS.

ARTICULO PRIMERO.
GENERALIDADES.

181. Las cantidades concretas se clasifican en conti-
anas y discontinuas. :

Cantidad continua es toda cantidad concreta, Sus-
ceptible de aumentar ¢ disminuir por incrementos o decre-
mentos de magnitud arbitraria; y cantidad disconti-
nua es toda cantidad concreta cuyos awmentos o decremen-
los no pueden ser mds que en una de las unidades que
componen sw tolalidad; como, por ejemplo, una arboleda, un
ganado, en los que el aumento 6 disminucion se verifica,
necesariamente, en un arbol 6 en una res.

Las cantidades continuas, mas communmente usadas, son
de estas especies: lineales, super ficiales, volumétricas, de
capacided , ponderales, monelarius y de trempo.

Las diversas unidades lineales, superficiales, volumeé-
tricas y de capacidad se llaman medidas ; las ponderales,
pesas; las monetarias, monedas; y las de tiempo, ¢70%0-
melricas.

El conjunto de medidas y pesas se llama sistema de me-
didas y pesas, el de monedas, sistema monetario, y el de
unidades de tiempo, sistem cronometrico.



152

ARTICULO II.

SISTEMAS DE MEDIDAS Y PESAS, MONETARIO ¥ CRONOMETR(CO. ().

8§ 1.°—Sistemas espanoles .

A.—Sistema métrico decimal de medidas y pesas (**)

182. El sistema legal espafiol de medidas y pesas es el
métrico decimal, lamado asi, porque la unidad fundamen-
tal, de la que se derivan las principales de cada especie
de medgdas, es el METRO, y porque toda unidad de un Grden
cualquiera, en cada especie de medidas, es 10, 100 6 1000
veces mayor que la de su 6rden inmediato inferior.

Las unidades principales del sistema métrico decimal
son las siguientes:

De longitud, el metro, que se escribe abreviadamente...... AT
De superficie, el metro cuadrado.............. e Jim?
De volumen, el metro cibico......... ... .. ... R R o A7
DescapacidagielNitrol=ma s o b i e il w S Sl

Despesomelleramo. . Tal o i s ot e e el AR g.

La nomenclatura de este sistema consiste, en anteponer
al nombre de cada unidad principal, para designar sus
miltiplos, las voces griegas, deca, hecto, kilo, " miria,
que abreviadamente se escriben  D. Lo A
y significan, respectivamente, diez, ciento, mil, diez mil,
Y, para designar sus divisores, : :

las voces latinas......... SLlLhdecs, wcent, mili,

que sbreviadamenteseescriben  d. G m.

y significan, respectivamente, décima centésima milésima
de, de, de,

. (*) Las leyes de cada pais establecen el sistema nacional de medidas y pe-
:5..153_ v .cl monetario, pero como su uniformidad es altamente conveniente para
facilitar las relaciones mercantiles, se procura. por medio de tratados inter-
{;;zgldoonsllsﬁ llegar a,llla adopmuri de sistemas comunes 4 todos los pueblos civi-
zados, ya que en ellos se emplea, con ligeras excepeiones ist
e plea, g I es, el mismo sistema
( ) Liste sistema, establecido primeramente en Francia, se ha adoptado su-
g:'ts%almlenlte e;l los v,'cm(i§ de Bélgrea é Italia y en el imperio de Alemania,
andolo legalmente en Espana desde 19 de Julio de 1849 y, como obligatori
desde 1.° de Enero de 1860. i PR

a
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183. Medidas lineales 6 de longitud.
Son las que sirven para medir la distancia de un punto
4 otro y el largo de las cosas, como telas, cintas, etc.
La unidad principal de longitud es el MeTR0, diezmillo-
nésima parte del cuadrante del meridiano de Paris.
Cada una de las diversas unidades lineales tiene diez
de 1a de su 6rden inmediato inferior, y sus nombres, desig-

nacién abreviada y usos son los siguientes :

Miridmetro . (pm.) En Miridmelros y Kilouetros se
expresan las grandes distancias. Las
Kilometro.. {km.) | fraccciones de kilometro se expresan
en melros, pues el hectometro y de-
Hectémetro. (hm.) | cimelro no se usan.

Multiplos. ....... /g

Decdmetro.. (Dm.)

Metro..... (m.)/! El melro se emplea para las me-
didas de nso comiin. Las fracciones
Decimetro. . (dm.) | de metro se expresan ordinariamente

Unidad principal .|
S en cenlimelros.

Centimetro . (em.) El centimelro y milimelro se
aplican 4 la medida de pequenas

Divisores....iv. . - Jongitudes.
(.\lilimelro. . (mm.)

\Micron (*).. (M) Bl micron es la milésima de mi-
limetro y se aplica @ observaciones
delicadas con el auxilio de unos tor-
nillos, llamados micrométricos.

Una coleceion de medidas de longitud se compone de
las siguientes:

De lierro. Una cadena de diez, veinte ¢ veinticinco
metros, generalmente dividida en metros, que se marcan
con medallas de numeracion. ey

De laton ¢ de encing. Una regla de un metro, dividido
en decimetros, centimetros y milimetros.

De boj, hueso ¢ marfil. Una regla de dos dgac’l'metros
(doble decimetro), divididos en centimetros y milimetros.

() Unidad acordada por la Comisién internacional de Pesas y Medidas.
(Real orden de 16 de Diciembre de 1880).
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184. Medidas superficiales.

Sen las que sirven para medir la extensién de tableros,
suelos. campos, territorios, etc. y reciben también el nom.
bre de wnidades cuadradas, por ser cuadrados cuyo lado es
una unidad lineal. 5

La unidad principal de superficie es el metro cuadrads.
que se forma construyendo un cuadrado que tenga de lado
un metro.

Toda unidad de superficie contiene cien de las de su 6r-
den mmediato inferior. Para demostrarlo basta considerar
que si cada uno de los lados de un cuadrado, que sea una

unidad superficial, se divide en diez partes iguales y se’

unen los puntos de divisién de los lados opuestos, se ten-
dran diez fajas de 4 diez cuadrados cada una. de donde re-
sultaran, en total, cien unidades superficiales del 6rden in-
mediato inferior al de la propuesta.

Los uombres de las diversas unidades superficiales, su
designacion abreviada y usos son los siguientes:

Miridmetro cuadrado.......... (p-m2.) En Mirvidmetros y
Kilometros cuadrados
se expresan las grandes

ildmetro cuadr; 2 B
Kilémetro cuadrado. ... ...... (km2.) extensiones, eomo la

M lti-

plos.. de una nacién, provin-

Hectdmetro cuadrado 6 Hectiarea (hm2) 6 (ha.)| C1a, ele. :
En hectareas, dareus
Y centidreas (llamadas
MEDIDAS AGRARIAS), se
Unidad expresa la medida de
prin-,Metro cuadrado ¢ cenlidrea. . (m?) 6 (ca ) lierras. :
cipal. En metros y deci-
metros cuadrados , la
de los solares , pavi-
| mentos, ete.

i Decimetro cuadrado 6 area. . . (Dm?) 6 (a.)

Decimetro cuadrado. ......... (dme.)

Diviso -

M «Centimetro cuadrado .. .. .. ... (em2,) {‘ En centimetros y

2 milimetros cuadrados,

¢ la de pequenas super-
f)hll’mulm«'n:ulrznln ........... (mm2.) | ficies.

No se construyen unidades superficiales, pues la delerminacion
de las medidas dg esta especie se obtiene por procedimientos que
son objeto de la Geometria.

Observacién. Nodeben confundirse la décima y mi-
lésima de metro cuadrado con el decimetro y milimetro
cuadrado, pues la décima eontiene diez decimetros cua-
dradps, la centésima es el mismo decimetro cuadrado, que
contiene cien centimetros cuadrados, v la milésima dicz
de éstos, 6 sea mil milimetros cuadrados.
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185. Medidas volumeétricas. \
Son las que sirven para medir el tamano de los cuer-

pos, la cabida de locales, vasijas, etc., y reciben también

la denominacién de wnidades cidicas, porque son cubos
cuyo lado es una unidad lineal (*). 3

La unidad prineipal de voltumen es el metro cubico, que
se forma construyendo un cubo que tenga de lado un
metro.

Toda unidad de voliimen contiene 7i/ de las de su drden
inmediato inferior.

Para demostrarlo basta considerar que si el cubo ABCDEFGH
; v AR

-/. ! ‘/

B,éf_a R _, € A i
]
T

i{

1
ety
t

representa una de ellas, todos los lados representardn la corres-
pondiente unidad lineal, y, por tanto, cada una de las diez partes
iguales en que se divide cada lado representard la unidad lineal
del orden inmediato inferior. )

Ahora bien, si se unen por medio de un plano los puntos de

~division 1111, correspondientes & lados opuestos, en direccién de

la altura del cubo dado, y, por medio de otros planos, los corres-
pondientes en lados opuestos de lus bases, se {endra una capa
ADEH1111 de ¢ien cubos iguales al M, que represenlarda una uni-
dad volumélrica del orden inmediato inferior al representado por
el cubo ABCDEFGH, y como éste conlendra diez de dichas capas,
resultaran, en lotal, mil cubos iguales al M. i :

Asi, si el cubo ABCDEFGH representa un metro ctibico, por
ejemplo, el M representard un decimetro ciibico.

(") Se llama cuso al cuerpo limitado por seis cuadrados iguales, que se
llaman caras del cubo.
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Los nombres de las diversas unidades volumétricas, su
designacion ahreviada y usos son los signientes:

Unidad) | No se usa ninguna medida de vo-
prin - Metro cabico 6 ssterio (m3.) himen superior al metro ciibico.
ripal.‘ En melros eibicos, con el nombre

de toneladas de arqueo, se expresa la
Decimetro ctibico.. ... .. (dm3.) [cabida de bugques y otros grandes vo-
{limenes.
Divibgale e o i ! En 'm.etros, decimelros y ccnt_ime—
o \Centimetro ciibico... ... (cm?.) tros cibicos se expresan los volime-
B [nes de los vbjetos comunes.
| En milimetros cibicos, los de los
Milimetro cubico . ... .. (mm3.) muy pequerios.

No se construyen unidades voluméltricas, pues la determina-
€ién de las medidas de esta especie se obtiene por procedimientos
que son objeto de la Geometria.

Observacion. Nodebenconfundirse la décima y cen-
tésima de metro cubico con el decimetro y centimetro ca-
bico, pues la décima contiene cien decimetros cibicos, yla
centésima, diez mil centimeiros cbicos.

186. Medidas de capacidad. Las medidas de vo-
limen tienen el inconveniente de no poderse aplicar 4 la
medida de los aridos y liquidos, por ser unas muy grandes
Yy, de dificil manejo y otras muy pequefias, por lo cual ha
sido necesario formar, para estos usos, unas medidas, lla-
madas de capacidad.

La unidad principal de capacidad es el decimetro ciibi-
¢o, con el nombre de Zitro.

Cada una de las diversas unidades de capacidad tiene
diez de las de su 6rden inmediato inferior, y sus nombres,
designacion abreviada y usos son los siguientes:

Kildlitro.. (kl.) 6 m3| El kilolitro no se usa. En Heetoli-
Mulliplos....... «Hectolitro. (hl.) {lros y Decdlilros se expresan las
IDecilitro . (DL.) grandes partidas de dridos y liquidos.
Unidad prineipal. |Litro. ... (1.)6 dw® ~ El litro y sus divisores se usan
\Decilitro.. (dl.) en las ventas al por menor.
Divisores ic...::. Centilitro. (cl.) |
Mililitro. (ml.) Gemd|  Elmililitro no se usa.

Una coleccion de medidas de capacidad consta de las
sigulentes:

Para aridos. De 1 hectélitro; de 5,2 y 1 decalitros; de
5, 2y llitros: de 5, 2 y 1 decilitros; de 5, 2y 1 centilitros.

Para liguidos. De 1 decalitro; de 5, 2 y 1 litros; de
9, 2 y 1 decilitros; de 5, 2 y 1 centilitros.
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187. Unidades ponderales 6 de peso.

Son las que sirven para apreciar el peso de los cuerpos.

La unidad principal es el gramo, que se obtiene, pe-
sando en el vacio y 4 una temperatura de 4 gradc'Js
centigrados, el agna destilada contenida en nn centimetro
cubé;%'a una de las diversas unidades de peso tiene diez de
las de su 6rden inmediato inferior, y sus nombres, designa-
cién abreviada y usos son los siguientes:

T ; strics Pe lel m® 6 kl] En toneladas y quin-
, Tonelada métrica. (t.) Peso de ( { e L]
- L de agua destilada| tales métricos se u\]lno-
i notr . | san las grandes pesadas.
¢ etrico. . ((q. | D et 7
Quinteln (4.) | Las fracciones de to-

irid inelada y de quintal se
. 'Miridgramo.. .. .. v.a, : 3 qu
Ml Tty e | expresan en I:zlagramasi
k16 ¢ 0 de 500 il kilogramo, con e
Plos--\ gilgeramo. . .. . ... ko) Peso del dmd 6 1) El kilog , con
i 5o de idem. * |nombre vulgar de kjloi
: ‘ I
jgr se emplea como unidac
2ClOZramo <. .. hg. i
l”[u”t[ 5 he) | usual. Las fracciones de
i | kilogramo se expresan
{Decigramo . ..... (Dg.) | kilogramo se exj

| en gramos.

Unidad | El gramo y sus divi-

3 ' 56 ml

prin- Gramo......... (g.) P(]w‘ (I]?l‘ cim® o ml} Sores Se usan para pe-
eipal ol quenos pesos, como los

/Decigramo ...... (dg.) (apreciados en farmacia,

: plateria, ete.
Diviso- Centi 3
Centigramo...... cg.)

Tes .. / (g

Miligramo. ..... (mg) Peso del mm?

de idem.

Una coleccion de pesas consta de las siguientes:

De Lierro. De 50, 20, 10,5, 2 y 1 kilégramos ; de 500,
200, 100 y 50 gramos.

De latén. De 1 kilégramo; de 500, 200, 100, 50, 20, IQT
5,2y 1 gramos; de 5, 2 y 1 decigramos; de 5, 2 y 1 centi-
aramos; de 5, 2 y 1 miligramos.

188. [l sistema métrico decimal se resume en el s1-

guiente cuadro que expresa el conjunto de sus medidas y
el enlace que existe entre unas y otras.
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== =) S 2, B.—Sistema monelario.
== S =
S = S SooisEl = :
A = I B ol eres > >
53 2 5 52 = 2 189. EEn todo sistema monetario, hay que tener en
= g sass Iz cuenta no sélo las diversas monedas que conviene poner
: ; e ieh : ! ] en cireulacion para facilitar los cambios, sino también las
= == ' . clases de metales con que se fabriquen, la proporeion en
(o] - 3 i 8

i
.

que éstos han de estar, y el peso y tamaiio de cada moneda.

Se llama ALEACION Ja combinacion de dos ¢ mas metales
i ; distintos. Lias monedas son aleaciones de oro 6 plata con
' cobre, 6 de este metal con estano y zinc.

Se llama fino, en las monedas de oro y plata, al metal
mas valioso de que estén fabricadas, y Ziga al aleado con
el fino.

Ley de la moneda es la cantidad de fino contenida en
mil unidades de la aleacion.

OpRIPRND 01D | *0I)PWIIU]) |

“OpRIpPRND 01O -

CopRIpENd 04Oy |
‘opripend oajowl
OpeRJIpeNnd 0d)dIueI

“SUTVIDIINAANS

DAUDIUDD O OPDAPIND 0. | * **

*Pa) O OPRAPRND 04)DWRII(] | *0}DWRIA([ |

ROIRIDIY O OPRIPRID 01]9LI0)

Q
o
©
o
]
()it
&
5 @ 2 . i
: f = e Permiso, en ley 6 en peso, es la canfidad maxima en
. ‘ o] ) ? o) i X :
2 : 5 : ihis] =8 que puede estar.falta una moneda, sin que deje de consi-
; - : o o derarse como legal y admisible. La moneda cuya falta en
— 2 : iy g ‘ ley 6 en peso excede del permiso se considera falsa 6 no
= <3 = = { 2 i
= 2 G I ! ® circulable.
— g) = ) { | . . . . . =
= = = = = i o) g La unidad principal, cn el sistema monetario espaiiol,
= = = 2 c i g | - es la pesefa, y las distintas monedas de este sistema, su
S 23 = Sy ‘ 2 (ARl = valor con relacién 4 la principal, su ley, peso, permisos v
= = =3 S = I 5 1 B tamarfo se expresan en el siguiente cuadro, en que las mo-
= = = = a | Sl o nedas auxiliares, para facilitar los cambios, se marcan
8 g '8 z & 1 1 = con letra cursiva (*).
| YC ST | v
: EOPTEEE =g | I B
. SR S g = = ol [ (+) Por medio de algunas monedas de las que se indican en el cuadro de la
. SEES B = 5 | o pagina siguiente se puede obtener el metro, colocando en linea recta y tocan-
: B S er S BT e 5 B dose por los hordes,
. SH3c’ 350 7 s | ; ; 5 cénti
. ARG Tl s : = 40 monedas de 5 céntimos,
5 e e =1 \\ 6 50 » de 2 céntimos.
=ocoom o= ‘
=22 =383 s { = | También se puede obtener el kildgramo, con
= EE S o o = Z : ] , 40 monedas de plata de 5 pesetas. i
P 5 P E oy 2 =) It 6 100 » » de 2pesetas 6 de bronce de 10 céntimosg
B 2 isa g nieshg = | i 6 200 » » de 1 peseta 6 de bronce de 5 céntimos.
= - = | I .
SLES eE SiolS > 6 400 » de 50 céntimos.
yi = s ) | 4 500 » de bronce de 2 céntimos, :
¥ - o |1 6 1000 > de plata de 20 céntimos & de bronce de 1 céntimo. 3
7 i
1
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=} o =} ; ]
; »2 g C. — Sistema cronomeélrico.
e e e ]
s = ‘o ; 190. La medida del tiempo se deriva de los movimien-
3 » : tos de traslacion y rotacién de la Tierra, que producen
: : ; dos unidades naturales, el a7o v el dia.
i R A S T s B N ARo es el tiempo que tarda la Tierra en dar wna vwelta
SoeoD SETSS mocweso 5 completa alrededor del sol, y via el que tarda en dar una
5S28 SREZSS ZSs&S = vuelta completa sobre suw eje. S
SR :5:53 §§§§§ S Las diversas unidades de tiempo son las siguientes:
SIRT SR & S8 : . < Siglo (S) = 100 afios
SE - e Miltiplos del ato......| B (8= 05200
S 5 . 19 O & A) — 265 9£99 ‘
i R AR O*g g §, Unidades principales. g?:éi?;ﬁ%i;fﬂ g
e o g Hora (h) = 60 minutos.
S N a Divisores del dia. ... ; Minuto (m.?) = 60 segundos.
e ' ) o Segundo (s).
go Z.3 57 3 3 : ; i
Qs s p La relacién entre el afio y el dia no es, como se vé, un
‘ Syl numero entero; luego, sise considera al ano de 365 dias se
Foil @ comete en cada unc un error, por defecto, de 0,24222 de
' E dia que, al cabo de cuatro afos, forma 0,96888 dias 6 sea.
= = ‘ H un dia, menos 0,03112 dias. Esto motivé la reforma Grego-
. el Eoit riana, por la que se cuenta cada cuatro anos, uno de 366
= ;5 B dias, al que se llama b&isiesto; mas, por esta correc-
el cién, se comete en cada afo bisiesto un error, por ezceso,
S de 0,03112 de dia que, al cabo de 400 anos ¢ 100 bisiestos,
= "t forur | B forma 3,112 dias 6 sea algo mas de 3 dias.
S |[Je osiiied. = Para compensar en gran parte este error, se deja de
T T 7 considerar corao bisiesto, uno de cada 100 afios, y dun asi
e e L g )8 queda una causa de error que, en el transcurso de los
eI CE A e 0T =13 siglos (hacia el LII), hara necesaria una nueva reforma.
= & s E4 = 191. Los anos se cuentan por numeracion correlativa,
R ok o S 4 partir de la venida de Jesucristo (1.° de la Era cristiana),
{1 ‘ llaméandose seculares 4 aquéllos cuyo numero de orden es
ST e SR TR ) multiplo de 100, y siendo disiestos los seculares terminados
[ B8 en 000, 400 y 800 y los n6 seculares, divisibles por 4.
=B es Bl afio se divide en 12 meses de distinto nombre, entre
| 58 | los cuales se distribuyen los dias del afio, en esta forma:
I c@io Sl : Enero, 31 dias; Febrero, 28 (29 si el afio es bisiesto); Mar-
e R B oY Ear e DO o z0, 31; Abril, 30; Mayo, 31; Junio, 30: Julio, 31: Agosto, 31;
SO0 LY =IO LY = = LD RO LY {'so.l')euullm Septiembre, 30; Octubre, 31; Noviembre, 30; J .Dicjem‘
HSGtS SowwaN. ~©=%% |ue oneweql bre, 31. Los dias de cada mes se numeran correlativamen-
28 te & partir del 1.°

ARIT. 11
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Para los asuntos que no exijan una perfecta exactitud
se consideran todos los meses como de 30 dias y el afio
de 360. Por consiguiente, las relaciones entre el ano y las

unidades de tiempo, inferiores 4 €l, y de éstas entre si,

seran las que se expresan en el siguiente cuadro.

Afio. Meses. Dias. Horas. ! Minutos. Segundos.

e L R o vl e |
" l

; g0 ¢ 860 8640 | 318400 31104000

200365 8760 525600 31356000

1 30 790 | 43200 2592000

i 1 94 1440 86400

1 60 3600

! 1 60

192. Ademds de estas unidades de tiempo se usan:

El decenio, periodo de 10 anos; el guinguenio d lustro,
de 5: el ¢rienio, de 3; y el bienio, de 2.

El semestre, periodo de 6 meses; el cuatrimestre, de 4;
y el trimestre, de 3.

La quincena, periodo de 15 dias; la década. de 10; y la
semanda, de 7, que reciben los nombres particulares de Lu-
nes, Martes, Micrcoles, Jueves, Viernes, Sabado y Domin-
70 ¥ se repiten sucesiva y continuamente.

D.— Otras medidas.

193. Ademds de las medidas que constituyen los sis-
temas meérico, monelario y cronomélrico se usan en las
clencias y en el comercio las siguientes:

En geometria: Circunferencia=360 grados; Grado (°)=60 mi-
nutos; Minuto (“) = 60 segundos; y Segundo ("’).

En el comercio : Gruesa =12 docenas; Docena =12 objetos.

En la venta del papel : Bala = 32 resmas; Resma = 20 ma-
nos=>500 pliegos (*); Mano=5 cuadernillos; Cuadernillo=15 plie-
gos; Pliego=4% cuartillas; Cuartilla.

(*) También hay resmas de -80 pliegos.
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194. E. —Sistema de medidas y pesas de Castilla (*).
Equivalencias
MEDIDAS. aproximadas.
Lineales.
Legua = 20000 pies......co.covoee. e ST S 5,573 4L
V0 — S DIES AT - n e S cevenean| 0,836 7
Pic—"12 pulgadasip s iiin i el ai i ot ans e 2,786 4m
Plilpada —A2Uineasi s s e ety VA e S2GH2,3904em
Pneas s G s ica st L ARE S R AR el Y 3R
' Superficiales.
Comunes.
Legna cuadrada = 400000000 pies cuadrados.. ..... 315055 kms
Vara cuadrada = 9 pies cuadrados ..... AR 0,699 ™ 20
Pié cuadrado = 144 pulgadas cuadradas. .......... 7,764 ‘1“’;
“Pulgada cuadrada = 144 lineas cuadradas......... ST EAL o
Linea cuadrada.: .o ot o8 SRR S o O T AAG I
Agrarias.
Fanega = 12 celemines (9216 varas cuadradasj.... .. 0,644 M
elemin ik fl Sano SR SRS AT e PG CEILD 5,366 2
Volumétricas.
Vara clibica — 27 pies CODICOS. . « v vouvnvoevaionus. 0.584 R
Pié ctibico = 1728 pulgadas cubicas.............. .v| 24,633 9m°
Pulgada cibica = 1728 lineas clbicas. ........ ...t 12,513 e
De capacidad.
Para dridos. G
Fanega = 12 celemines......... S S 5,3?);0 l‘“
Celemin =4 cuartillos..’d .o e Yoy Dialonw s s SRl e 1020 :
Guartillod™ s s L el o s A B S 1,156
Para liguidos.
Cintara 6 arroba = 8 azumbres = 32 cuartillos..... 1 '61).(313 I'"
Azumbre = 4 cuartillos ... .ooeiininn s e e . 2,017 ;
Coartillo — AICOPAS:tiniails s .o R Jireenraiail k20004 =
GODa e R i e i 1,260
Para aceile.
- Arroba = 23 libras (peso)........... ceeseieneaane| 4,256 D1
dithbrai=16 0nzas. i s R AR s S s v en0:5 038
(B0 A B R e SR P e o SRS A e it SR A R 3,140

(*) Aunque prohibido por la ley el use de este sistema, su conocimiento os
ain conveniente por la frecuencia con que hay que reducir unidades de él, al

métrico decimal.
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PESAS. Equivalencias
: aproximadas.

Tonelada = 20 quintales....... R el e 0 s 920 k&
Quintal = 4 arrobas......... ; NG | 46:%8
Arroba= 25 libras e oo oot A B T i 11,502 k&
Libra=—=310 0nza st oraiil s s S i st a0 018
Onza = 16 adarmes. ..... e P e s A s 28,756 €
Adarme = 36 granos...... SR Ry AR e S LR 1,797 &
Cranosivisn e i At ROy e et e s IRl 50 me

§ 2.°— Principales unidades métricas,

extranjeras.
195, A, —Medidas y pesas (*).
AUSTRIA.

Lineales i, ool Klafter (toesal........... i
Stein (arroba) = 20 pfund .. .. |

songerales. ... s lBlund=(librajiat o et e il

INGLATERRA.

Yart—:3foats el 0 naseny

Tinealesit i vt s Foot’(pid):=12 ynchs. " &%,
Ynch (pulgada).”. .. .. Rl

De aridos..... cesnesack—3'hshelsiz i nns it =
De liquidos.. .. ... .. Gallon:=8ipints ) sl

(Quintal = 112 pounds.
<Pound (libra comercial)

(Pound: (Troy).,+. " 2o i sl

RUSIA.
hinealestin oo b . Archina (vara).......... ey
De Aridos.......... Kull =10 tschetwericks. ... .|
De liquidos......... Wel not el S el <IET il ¥
Bonaralee . v (Pud =40 funtas.............|
{Enntasdihra)e e e Sty ‘
ESTADOS UNIDOS. |

Lineales vu. i i i .
De aridos..
De liquidos
Ponderales...... ..

(*) En esta relacién se co
los que Espatia tiene relaci
no es el decimal.

Las de Inglaterra. 1
. Quarler = 8 bushels
.. Gallon = 8 pintas.... . i

- Las comerciales de Inglaterra. |

ponderales y monetarias

|

3,048 md"
9 540 em
| 1,090 M
4,343
| 50,802 ke
454 8.

0,711 m
9,699 il
1,230 M

16,376 ke

mprenden solamente las de aquellos Estados corr
ones comerciales mas frecuentes, y cuyo sistema
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196. B. — Unidades monetarias de cambio. (%)
Cambio fijo.
4 Y \j —
ESTADOS. MONEDAS. Par

Alemania e s dRei chenlarcitais s hieon st 1,23
Ameérica inglesa .........|Dollar........ i P 5,25
Austria-Hungria.. ........ Florin..... S G e 2,47
Bélgica. ....ccouuonn ....|Franco........ 1 :
Brasibas oiidiianss S M el SRR S i el e R
Cochinchina francesa......|Piastra.........ooviin 5,40
Colombia «...u.... civee..|Pesodeoro. ..o 5
Colonias inglesas.... ..... .|Veinte céntimos de plata.| 0,95
Chileiis s s o st as Pesoiirinass STk Satirs 5
Dinamarca. ... o.... co-..|Krone...ooi e B0 1,39
Egipto.. . cooovvenine. el Prastralies s e Sorsed 0,26
Bstados Unidos .....ov.v.. Dollar Zsss S st e 5,18
Finlandia (Rusia) «..o.. .o Markka....... aerosat o 1
BIANCLA A et iets os = w s 9roior A ELaNCOLL oG s oiels fapmincetors 1
Gretlas sanita ot Sisoseatt Drachmas,eesioiin aenies 1 :
Haitiviens : PR Gourdo.......... Tttt 4,9()
India inglesa......cooov. ROUPI8 ..o ozeniveniinee 2,38
Inglaterra. .o...oocenennn, Libra esterlina....... S| 22520
Haligistoinsisnia  olnniel sfbinas iy 1
Isla de San Mauricio....... Veinte céntimos de peso. . 9,41
Japon....ieiiiiieeann Yensienise i S anb e e 2,37
MEjicoss ki i it i e S ORa st s e e e s 5,43
MONBLO s & evs e abets siats ansiRrancod it st LRt I 5 1
NOLULGA. «ooiee osasaiias Krone. s s st . 1,39
Paises Bajos. .. «..eovenoo|Florine oo oiaee. 2,10
|73 S E AR e S O e i Thoman. e AR 11,83
PERI et R P Sol. v e 5
Portugal . ... «vo . ou.oo|Mil reis.. .. - Tk s §,60
Reputblica argentiva....... Peso i AU R 5
R AN, < Fiaals i ogtiaternsats LAY £t oot il stanebuse : 5,60
Rusia.... R s Rnblos. s it et 4
Serviais s e o N s e e e DN SNl G a oo ety 1
SneciaEsE ot o s rodatet Krone.' ooz SR : 1,39
T A N Piastra... .o R e 0,62
anguiaasag s et o PIOSEEAL . s/afesies Saiebs aisrs (3,23
Uruguay <« - eoeesos oo cone PESO o oo s sie ieita vie oo ey 5
Venezuela ... ... SN Venezolano. ............ 5

(*) Cawpio es la cantidad que se da en und pla
neda fija deotro. La equivalencia entre el valor
distinto pais se llama par legal 6 monelario O ca o

En las transacciones mercantiles no se abonan generalmente las cantida

des al cambio fijo, que es cons

as variable por diversas circunstancias.

za en equivalencia de wnl m 0-
intrinseco de dos monedas de
mbio fijo.

tante, sino calculadas:al cambio corriente, que
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CAPITULO II.

CLASIFICACION Y EXPRESION DE I.0S NUMEROS CONCRETOS.

197. Numero concreto es el que expresa wna tota-
lidad de wnidades concretas. :

Los numeros concretos se clasifican en incomplejos y
complejos.

Numero incomplejo es el concreto que expresa wini-
dades de un solo drden.

Todo incomplejo se expresa por el nimero de sus uni-
dades, seguido de la abreviatura correspondiente: tales
son 7m, 39m2 2(0dm? J4h ete.

Numero complejo es el conereto. compueste de in-
complejos de distintos ordenes de la misma especie.

Todo complejo se expresa por los incomplejos que lo
constituyen, ordenados segun su magnitud decreciente -
tales son ‘

‘7m, Ndm ¢ gcrn; 39m3, 86dm2? 97cm?2: Qodm-', 784cms; 14h, 32ms 96s,

Cada uno de los 6rdenes de un complejo debe contener
ménos unidades de las necesarias para formar una de) 6r-
den inmediato superior: asi, 80!, 17! | tienen méas apropia-
da expresién en 9P1, 71,y 3h, 89ms ]a tienen en 4h, 29ms,

Exceptiianse de esta prescripeion las fracciones de ki-
lémetru, que se expresan en metros hasta 9,9; las de me-
tro, que se expresan en centimetros hasta 99: las de to-
nelada, que se expresan en kilégramos hasta 999; las de
quintal métrico, que se expresan también en kilogramos
hasta 99; y las de kildgramo, que se expresan en gramos
hasta 949. :

g e Ay 0 o e 1
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LIBRO I

DEL CALCULO DE NUMEROS CONCRETOS.

CAPITULO PRIMERO.

TRANSFORMACIONES DE LOS NUMEROS CONCRETOS.

198. Llamanse cantidades equivalentes 4 /as (ZqZ
mismo valor, en un concepto dado; asi, 2 cajas de petro-
leo de 40 litros, cada una, y 80 frascos de a litro son equi-
valentes en capacidad ; las dichas dos cajas de petrff)l.eo,
cuyo peso especifico es 0,80 (), ¥ 64 litros de agua flestllq-
da son equivalentes en peso; 5 litros de vino, _-é, 0,72r el li-
tro y 9 kilégramos de cualquiera otra sustancia, & 0,40P el
kilégramo, son equivalentes ez ('Zz,nm'o. :

Equivalencia es la expresion de que dos cantidades
son equivalentes. La equivalencia de dos .cantldades se
expresa por este signo <>, colocado entre’ellas; pero 1,
prescindiendo de la distinta especie de las cantidades
equivalentes, se atiende 4 la cualidad _esenclal de su igual-
dad en el concepto en que se las considere, se puede -e‘rn-
plear y seemplea mas frecuentemente, el signodeigualdad.

(*) PESO ESPECIF1CO DE UN CUERPO &8 el peso, en kildgramos, deun decimelro
cubico de ¢l >

: ifi i : y Y de los

El peso especifico del agua destilada, que es al que Sg"lehesllf:h]agsson e

cuerpos s6lidos y liquidos, es 1. y los de otros de los mas u 3

siguientes:

atino forjado....... .. 21.80 ; Alabastro calizo. ..... ‘320
2))11‘:}.1?0‘ .10?3' 19,36 l Marmol de Carrara.... 5.:2
Mercurioa 0% ...o.oo. . 13,60 | Granito.........ce...- 2,70
Plomo fundido......... 11,35 | Piedra calcared........ ?),:11
Plata tundida. .. ..... 1047 1 Piedra yesosa......... ;.20
Bronee.........ooeeens 864 | Pizarra.......,.coienee 211
Cobre fundido..... ... 8,35 ] Ladrillo recocido...... {63
Nikel forjado... «-c.. 8.66 | Leche........co.ee.ee o
Laton fundido......... 8,39 | Vino.. ..i.. ieecieee. oo
Hierro forjado........ 1,89 | Aceite do olivas....... 0
Estatio fundido. ....... 729 | Petroleo............... i
Zine fundido. .....-.. 6,86 | Alcéhol ahsoluto....... .
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199. Transformar un numero concreto es ez
presarie en otro equivalente. ' :
Las transformaciones de los nimeros concretos, con-
venientes en muchos casos y aun en algunos necesarias,
como se vera mas adelante, pueden tener uno de estos dos
fines: ?
L.* - Transformar un nimero concreto en otro equiva-
lente de su misma especie y sistema.
2.0 T'rans formar wn mimero concreto en otro equiva-
lente de distinta especie d sistema.
200. Transformar un numero concreto en
otro equivalente de su misma especie y sistema.
Hsta transformacién tiene por objeto resolver uno de
estos tres problemas:
1% Reducir un incomplejo i distinto drden.
R."  Convertir un complejo en incomplejo.
3.0 Desarrollar un incomplejo.
201. Reduccion de un incomplejo & distinto
orden.
Sea A un incomplejo del érden 7 v B otro del érden 7,
Y sea p el nimero de veces que una unidad del primero
contiene & una del segundo, con lo que se tendrsi

m = pn.
Por otra parte. si A unidades del 6rden m son iguales
4 B unidades del érden 7, se tendra
MAm = nBn .
de donde, reemplazando 7 por su igual pz, resulta

PRAm = aBy .
Dividiendo por # los dos miembros de esta igualdad, se
obtiene
pAm = Bn 6 Bh = pAn (2),
¥ dividiendo por p los dos miembros de ésta, resulta
An=Bn :p ().

De las igualdades («) y (€) se deduce la siguiente regla:

_ Para reducir un wiimero incomplejo i un érden infe-

7101 9 superior se le multiplica, en el primer caso, 6 se le

divide, en el sequndo, por el nimero de veces que Lo uni-
dad del drden superior contiene d la del inferior.
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Ejemplos.

1.% Reducir 27 dias d sequndos.
Como 14 = 864008 , se tendra 274 = (86400 >< 27)s = 2332800s.

2.9  Reducir 18720 minutos a dias. o .
Como 14 = 1440ms, se tendra 18720ms —= (-Im— —143a .

3.9 Reducir 38,596 melros d centimelros.

) m — 400cm, se tendra 38,596m = (38,596 >< 100)cm
Como 17 B L )

4.2 Reducir 37196 milimetros da melros.
Lomo 1m = 1000mm  ge tendra 3796mm — (3796 : 1000)m= 3,796m.

5.0 Reducir 49,579268 hectareas d metros cuadrados.

1ha=—10000m®, se tendrd 49,579268ha =(49,579268><10000)m*
Como 1 ) ) 405799, 65me.

6.°  Reducir 24835 decimetros cuadrados d dreas.
Como 12 = 10000dm2, se tendra 24835dm2 = (24835 : 10000)a

= 92,4835

v T 829 9 29 y o —, ) [ n/' 3, S~
7.0 Reducir 72,8543 melros cubicos d decimelros cibico

Como Am3 = 10004m3, se tendra 72,8343m3 = (72,8343 < 1000)dms
= 79854,3dmS,

8.° Reducir 37 decimelros cibicos @ metros citbicos.
Como 4ms = 1000dm3, se tendra 374m3=(37 : 1000)m* = 0,037m?.

Observacioén. De la practica de la reduceién de un
incomplejo 4 distinto orden se desprende, naturalmente,
la siguiente regla de abreviacion: ¥ :

DLara reducir wn incomplejo métrico decimal & wn drden
inferior ¢ superior basta correr la coma @ la clerec/z'q, en
el primer caso, y @ la izquierda, en el sequndo, un ol g
de lugares igual, en los concretos de longitud, capacida
v peso, al de drdenes comprendidos entre los dos ,e)m;wm!-
dos, en los de superficie, al duplo, y en los de volumen, a/
triplo, de dichos drdenes.
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202. Conversion de un complejo en incom-
plejo.

Como todo numero complejo estd compuesto de incom-
plejos de distintos 6rdenes, evidentemente serd igual & la
suma de los incomplejos que resulten de reducir 4 un
6rden dado cada uno de sus componentes, lo que, en la
practica, se obtiene por la siguiente regla :

Lara convertir un complejo en incomplejo de determi-
nado drden, se reduce el incomplejo de orden superior al
inmediato inferior: se agregan al reswltado las unidades
que haya de este drden ; se reduce esto suma al drden in-
mediato inferior; se agreqan las unidades que haya de
éste; se continan asi hasla operar con el wltimo de los dr-
denes del complejo dado, y el incomplejo que resulte se re-
duce al drden pedido.

Ejemplos.

1.2 Convertir 795", 9vs en incomplejo de minulos.
La eperacién se dispone en la forma, expuesta al margen, y de
ella se obtiene, 79, 3h, gms -— 1(0389ws,

-1

168

= —
173"
B
10380
s
103890

2.2  Convertir 7°,5", 9 en incomplejo de dias.

|35
o~

Para ello se convertird el complejo dado en incomplejo de mi-
nutos, lo que, segtin el calculo anterior, da 10389™s, que reducidos &
- 10389 ) 10389 103
dias, son —— dias; luego, 79, 5b, 9w = ——— — 7 —d.
1440 1440 480
3.9 Convertir 43M, 6, 4, 9% en incomplejo de lilros.
Se tendra;: 43M, 60, 4, 911 —=436D!, 4, 9N—=1364", 99 = 1364,9'.
4.°  Convertir 3¥™ , 79", 46*, 19 en incomplejo de dreas.
Se tendra: 3km™, 79ba, 4G, 19w = 3T 463, 19m°
=379469, 19m"=37946,19°.

‘3 L2 5 S TEd 5 Y d 3 . ,
5.2 Convertir 7™, 436407 54em” oy incomplejo de decimelros
cubicos.

N ’ - S 0 3 J . 3 el A 5 S, n 3 -y ) 5
Se tendra: ™, 4369m | ¥24em” —=T436dm" 524em —7436,524 dm",
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Observacion. Como al convertir un complejo en in-
complejo resulta éste entero 6 fraccionario, segun que el
érden pedido sea 6 n6 anterior al tlltimo de los del com-
plejo dado, se desprenden pat_m'almente las sigulentes re-
glas particulares de abreviacion. ] ;

1.5 Para convertir un complejo, en incomplejo de win
drden anterior al wltimo, se convierten, separadamente, en
incomplejos del drden pedido, el complejo Sormado por
los drdenes anteriores y el formado por los posteriores y
se suman los resuitados.

Ejemplo. Converlir 9%, 17°, 265, &8 en incomplejo de lora.
Se tendra: 94, 170 = (9 x 24)" |- 17" = 246" - 17" = 2330
96ms, 8 = (26 x 60)5 - 8 = 1560° - 8 = 1568%,

Rl ST IRl e
luego 91, 47" 267, 8t =234 ST T Hoaas

2.2 Para convertir un complejo métrico decimal en ii-
complejo de cualquier drden, se hace que cada uno de sus
drdenes esté expresado por wn mimero de una cifra, en
los complejos de longitud, capacidad y peso, de dns, en los
de superficie, y de tres, en los de volimen (para lo cual se
suplen con los ceros mecesarios las cifras que Jalten),
despues se coloca la coma en el lugar correspondiente @l
drden pedido.

Ejemplos.
1.0 Convertir 4, T, 6V, 3¢ en incomplejo de kilogramos.
Se {endra: 4, Tk, Ve, 58 = 4, 01, 08, Tke, Obe, 6Dk, 3¢
’ = 4007, 063ke.
2y 2 z e SRt
2°  Convertir 9xm, 268, TV en incomplejo de heclareas.
Se tendrd: 9km°, 961, Tm = gkw”, (Qba, 962, 7™ =900, 26072,
3.0 Convertir 36m°, 8" 73m0” ey incomplejo de melros cibicos.
5 5 5 5 5 STz
Se tendra: 36111", 8cmd}_ 73mm’ — 3Gm , 0004m”, 008em™ | ()7 3mn

:36.000008073""".
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203. Desarrollo de un incomplejo.

Todo incomplejo de mas unidades que las necesarias
para formar una del 6rden inmediato superior contendrd
alguna 6 algunas de éstas, que se obtendran por la division
correspondiente (201), pudiendo quedar 6 nd un sobrante
de las del 6rden dado: si sucediese lo mismo en las que
del nuevo orden resultan en el cociente, se obtendrian de
igual manera las unidades del 6rden inmediato, y conti-
nuando este razonamiento, el conjunto de los sucesivos
restos y el ultimo cociente seria el complejo equivalente al
incomplejo propuesto.

De este aqui se deduce la siguiente regla :

Para desarrollar un incomplejo se reduce & su drden

inmediato superior; el cociente al inmediato superior, ¥
asi sucesivamente; el ultimo cociente y los restos sucesi-
vos forman el complejo pedido.

Ejemplos.

1.°  Desarrollar el incomplejo 36598 sequndos.
La operacién se dispone en la forma, expuesta al mérgen, de
36598 | 60 | la que se obtiene
0039 609ms| 60 | 365985 = 10k, 9ms 58s
058 009ms 40b
R.°  Desarrollur el incomplejo 348796 centimelros.
Se tendra:

34879Hcm—94R7(Qdm cm—9 Q7MW dm  gem—34Dm m dm ‘(':m

348796 348791m, Gem—3487™, 9lm. § 348bm mym . gdmiiG
—=34hm Qbm 7m Qdm (‘)mn:gl\'m‘ ghm Snm’ 7m, Qdm | Gem
=3Km 487™, 96m (mas usual).

3.2 Desarrollar el incomplejo 2572653,4 decimetros cundrados.-
Se tendra
2372653, 41m" =95726530n° 40em” =25796m" 530m” 40em”
=957,96m" 53in” 40en’ =2 570 9gm” H3am” e’
4.°  Desarrollar el incomplejo T9264581,3 centimetros clibicos.
Se tendra
79264581350 =7926458 1en” 300mn’ =7926 41”58 {en® F0omn”

~0m> op S o id e 5
—=T79m ,2640m° 584 cm ’300mm £

173

Observacion. De la practica del desarrollo de un n-
complejo se desprende la siguiente regla de abreviacion:
Puara desarrollar un incomplejo métrico decimal, se
hace, por medio de ceros, que el nimero de sus cifras deci-
males sew par, en los de super ficie y monedas, y miltiplo
de 3, en los de volimen; se sepuran sus cifras, d partir de
la coma, de derecha @ izquierda, de una en una, en los de
longitud, capacidad y peso, de dus en dos, en los'de super-
ficie y monedas, y de tres en tres, en los de volimen, dand)
i cada grupo la denominacion que le corresponda.

Asi, de los ejemplos anteriores 2.9, 3.° y 4.%, se obtiene desde
luego: ;
‘0
348796em — 3km’411111,Snm’7-1|,gd|\1, Gem — 3km’487m,96¢:m.
2 = S giee ¢
9572633, 400" — 2572653,400m — 2ha 57a,9Gm” 53dm foen -
5 5 3 Sty 5, 3
79264581,3m” = 79264581,300em" = 79w ,2640m° 58 1em” 300mm”,

204. Caso particular. Valuar wna fraccion. :

Como toda fraccion es una division indicada, es evi-
dente que el cociente del numerador, reducido & su érden -
inmediato inferior, por el denominador, expresara las uni-
dades del érden dado que contenga la fraccidn, de donde se
deduce la siguiente regla:

Para valuar wna fraccion se divide el mamechMj por
el denominador; se reduce el resto al drden inmediato in fe-
rior; el resultado se divide por el mismo denominador Y
ast sucesivamente.

~

J %
Ejemplo. Valuar la fraccion g de dia.

La operacion se dispone en la forma, expuesta al margen, y de
| ella se obtiene:
5d l 9 |

24 0T 13", 20m |
1200

30

3I|

60
m1780ms

00

Observacién. Sila fraceién dada es decimal, su va-
luacién se reduce 4 desarrollarla en complejo: asi,
0,324 = (0,32 >< 24)h = 7,681 = 714 (0,68 >< 60) ™3
== "’h’ 40’80ms = 711, 401ns+(0,80 > 60)8
= 7h, 40ms, 48s,

o

—a“ de dia = 130 L 9()ms,
9
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205. Transformar un numero concreto en
otro equivalente de distinta especie 6 sistema.

Tsta transformacion exige el conocimiento de una
equivalencia entre unidades del concreto dado y de aquel
en que se quiere transformar, y se funda en el siguiente

Teorema. i se multiplican ordenadamente varias
equivalencias, dispuestas de modo que el primer miembro
d/e cada wna sea del mismo orden que el sequndo de (o an-
terior, resulta otra equivalencia cwyo primer miembro es
del drden del primero de la primera y el sequndo de el del
sequndo de la iltima. ! : '

En efecto, sea la serie de equivalencias del margen, en

las gfie cada uno de los subindices m, 2, p, ¢
A = Bn v 7, representa el érden de las unidades A, B
Cri=Dp y C, Dy E, F, Gy H, por lo que dichas equi-
£y = Fy valencias se leeran: A unidades del orden
Gq = H, son equivalentes 4 B del érden »: Cunida-
; des del 6rden 7 son equivalentes & D del or-
den p; B unidades del 6rden p son equivalentes & F del
orden ¢; G unidades del 6rden ¢ son equivalentes & H uni-
dades del orden 7.

Desde luego el teorema se verifica para las dos prime-
ras equivalencias, pues multiplicando por el nimero abs-
tracto C los dos miembros de la equivalencia, Am =B, ¥
por B los de la C;, = Dy , resulta

%8’1‘ Z g%j) de donde se deduce, AC,» = BDjp.

Por andloga consideracidn, de las equivalencias

ACm = BDy | o4 ohtiene ACE, = BDF,,
Ey =F, | :

y por la misma razon, de las equivalencias

ACEn = II?IDF‘I se obtiene ACEGw=BDFH,.

Gl’q = 7

Tiste razonamiento, aplicable & todo sistema de equiva-
lencias, sea cualquiera el namero de las que le formen,
nos induce & afirmar la generalidad de la tesis propuesta
en el teorema.
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Escolio. De aqui se deduce la siguiente regla :

Para trans formar wn nimero conereto en olro equiva-
lente de distinta especie d sistema, ligado con éste por me-
dio de las necesarias equivalencias, se escribe la equiva-
lencia entre el miimero que se busca (que generalmente se
designa con la letra X) y su equivalente. y debajo de ella,
las demis equivalencias dadas, dispuestas de modo que el
primer miembro de cada una sea del mismo drden que el
sequndo de la anterior, y el sequndo de la wltimn del mis-
mo drden que el primero de la primera, y se divide el
producto de los sequudos miembros por el de los primeros.
conocidos ().

Ejemplos.

1.0 ;A cuantos metros equivalen 785 varvas de Cuslilla, sabien -
do que 51 metros equivalen « 61 varas?

Se tendra ™= T85 varas
61 varas = 51™
785 % 51 40035 o
= ———=——=656,31™,

61 61

2.9 Cudntos rublos deberdn dar en San Pelersburgo por 8000
peselas, entregadas en Madrid, siendo el camnbio de Madrid y Pa-
risde 1 pesela por 1,02 francos; el de Paris y Londres, de 23,30
francos por 1 libra esierlina; el de Londres y Viena, de 1 libra esler-
lina por 9,75 florines; el de Vienw y Berlin, de T florines por 5 tha-
lers, y el de Berlin y San Pelersburgo, de 33thalers por 50 rublos?

Se tendra, a rublos = 8000 pesetas
1 peseta = 1,02 francos
23,30 francos = 1 libra esterlina
1 libra esterlina = 9,75 florines
7 florines = 5 thalers
53 thalers = 50 rublos

8000 x 1,02 x 1 % 9,75 x 5 % 50
7] ==

45¢25.307%x 1'% 7-% 53

= 2119,04% rublos.

‘Observacion. Ln la prictica se abrevian las opera-
clones, suprimiendo los factores comunes & los primeros y
segundos miembros de las equivalencias, antes de multi-
plicarlas.

(+) Esta Reglarecibe la denominacion de conjunta y también la de Regla de
cambio cuando se aplica & la conversion de monedas de un pais en las de otro.
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CAPITULO II

DFE. LAS OPERACIONES CON NUMEROS CONCRETOS.

ARTICULO PRIMERO.

DE LA ADICION DE CONCRETOS.

206. EKl fin practico de esta operacidn es hallar una
totalidad de unidades concretas formada por la agregacion
de otras dadas, de donde se deduce que, c6mo no seria po-
sible formar esa totalidad con unidades de distinta especie,
es necesario que los sumandos sean homogéneos.

207. En la adicion de concretos conviene distinguir
dos casos :

1.°  Que todos los sumandos sean incomplejos.

2.°  Que todos, d alguuos, sean complejos.

Primer caso. Para sumar incomplejos se reducen &
su %ltimo drden, si no son del mismo, y Se SwMAR COMO
abstractos.

Ejemplos.
1.9 46! 5799 62458 = 46000%8 - 579008 |- 624k5 = 104524*¢
= 104, 51, 248,
2.0 150 986" | 542ms — 21600ms |- 17160M - 542ms — 39302ms
— 97d A 7!)‘ 9ms

Segundo caso. Para sumar complejos, si son métri-
co-decimales, se convierten en incomplejos del nismo. 07~
den y se suman como abstractos; pero, St no son metrico de-
cimales, es preferible sumar separadaomente las unidades
del mismo orden de todos los sumandos, empezando por las
delinferior, cuidando de extraer de cada suma parcial los
unidades que se formen del drden inmediato superior y
agreqgarias @ las de éste.

Ejemplos.
1.° 71|l’ Gl . 81]]__!_;‘1‘1117 ]kl)l7 T . l‘)‘dl_{Ai)_hI, _i[)l‘ 3(11'
Se tendra : 7068454759 4-24031=1494611=149V!, 4', 6.
2.0 81]7 ,1311, 361:]5_{, "dY 19]1’ 541)15__#71!’ flljh’ 9()ms

1 1
Se tendra: 8¢ Ton 36ms
4 19 54
7 11 20
900 44h | 24 4407 | 60
Suma =204, 20", 50m=. 9ph  4d yoms 4
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ARTICULO IL
SUSTRACCION DE CONCRETOS.

208. El fin practico de esta operacién es hallar una
totalidad de unidades concretas que , sumadas con otras
dadas, produzecan una totalidad dada ; de donde se deduce
que es necesario que los datos sean homogéneos.

209. Tn lasustraceion de nimeros concretos conviene
distinguir dos casos :

1.0~ Que el minwendo y el sustraendo sean incomplejos.

2.2 Que uno de los dos, & ambos, sean complejos.

Primer caso. Pararestar dosincomplejosseconvier-
tenal mismo drden, sino lo son, i serestan como ahstractos.

Ejemplos.

1.0 9270 — 4753' = 92700! — 4733' = 8T94T' .
2.° 9281 —119b = 6720 — 119" — 553",

Segundo caso. Para restar dos complejos, St Son
métrico decimales, se convierten en incomplejos del mismo
drden y se restan como abstractos; pero, si no son MELTrico-
decimales, es preferible restar separadamente de las uni-
dades de cada drden del minuendo las del mismo drden
del sustraendo, empezando por las del inferior. St algin
minuendo parcial es menor que sw respectivo sustraendo,
se le agreqa wna unidad del orden inmediato superior, 1e=
ducida previamente & sw drden, se efectiba la_sustraccion
y se afade una unidad al siguiente sustraendo parcial.

Ejemplds.

1.2 6_)'[‘)13‘ 390, Tme_lgha‘ Ga’ 45(11112,

Se tendra: 2439,072—1906,0045*=533,0655¢

2.0 201!} "[h’ 25‘“5——8(], /_‘3117 gms.

195531
Seitendra:: 204, = Th=s-95Ws
Sie:13 9

‘11d ']Sh 16ms

8.0 ;Qué tiempo ha trascurrido desde el 17 de Agosto de 1846 al
25 de Junio de 18857

Tomando como punto de partida el principio del siglo. como
84 18 Junio y Agosto sonel 6.2y 8.° mes del ano, el
§5r Bt o9y minuendo serd 85 anos, 6 meses y 25 dias, y
46: 8 17  elsustraendo 46 anos. 8 meses y 17 dias , y por
A0 gt tanto, el tiempo pedido sera 384, 10, 87.

ARIT. 12
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ARTICULO III.
MULTIPLXCACIGN DE CONCRETOS.

210. Elfin préctico de esta operacion es hallar, en una
especie determinada, el valor de un ntimero dado, cono-
ciendo, en la misma especie, el valor de una unidad homo-
génea con dicho ntimero.

Por la multiplicaciéon de concretos se podra , pues, ha-
llar el valor de varias unidades (producto), conocido el
valor de una (multiplicando) y el ntimero de ellas (multi-
plicador) (*), mediante la siguiente regla :

Lara multiplicar dos nimeros concrelos se reduce el
multiplicador, si ya no lo estuviese, al drden de la wnidad
cuyo valor es el multiplicando, y éste, si es complejo, al
ultimo de sus drdenes y se multiplican como abstractos.

Ejemplos,

1.2 ;Cudnto pesan B’ e aleacion monetaria de plala, cuyo
peso especifico es 10,427
El multiplicando es 10,12+ (peso de a0’y y gl multiplicador
es 5m°; luego el producto es (10,12x5) ke=50,60%,
2.

©  ¢Cudnto pesan 3 de aleacion monelaria de plata, cuyo peso
especifico es 10,197

El multiplicando es 10,125 (peso de 19%) v el multiplicador

: 5 ) A
€8 50009, equivalentes & 5w ; luego el producto es
(10,12 % 5000)%e=50600xe,

3.°  Cudnlo lardard en recorrer un arco de 15° un movil que
tarda 2" en recorver un arco de 1°?

El multiplicando es 2v (tiempo empleado en recorrer 1%) y el
multiplicador 15° luego el producto es (2% 15)h=30h=14 6h,

4.° ; Cudnlo lardard en recorver un arco de 15°, un movil que
tarda 2" en recorrer un arco de 1''3

El multiplicando es 2" (tiempo empleado en recorrer un- arco
de 17") y el multiplicador es 54000", equivalentes 4 15° ; luego el
produclo es (2% 54000)"=108000"=124, 6,

(*) . Mas adelante {2(6-[&590}[9 3.%) se expone el caso en qué, para con-
eguir ésto, se emplea una divisién.
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5.2 jCutnlotardard en recorrer un arco d(’z,(j“, 147, 2077, un movil
que tarda 2b, TV, 95 en recorrver un arco de 1'’?
El multiplicando es 76295, equivalentes 4 2, 7ms 95 (fiempo

«empleado en recorrer un arco de 1'") y el multiplicador 22460',
equivalente & 6% 147, 20"/, y verificando la operacion, se tiene:

7629
99460
I5774
30516
15258
15258
ATIB4T340¢ |60
o1 28557895|60
3§, 45 A7396" (24
v PO oNn
/H‘ K= -'19() 19834 30
53 38 76 18 66v |12
54 9gms i 03¢ (i
5

Luego el producto es 5%, 6Y, 39, 4", 29ms,

6.%  ;Cudnlo tardard en recorrer un arco de 6°,14%,20"7, un movil
que tarda 2b, 705, 95 en recorrer un arco de 1°7

El multiplicando es 7629, equivalentes a4 2", T™s, 95 (tiempo

e N
cempleado en recorrer un arco de 1°) y el multiplicador cs 2600,
equivalente & 6° 14/, 20", y verificando la operacion, se tiene:
5 22460 “an 1123
762 76905 :
eSS ET kaeT
7629
4123
99887
15258
7629
7629__
8567367 180
186 47596,48°(60
13 35 703w 60
16 ST LT iy
10 dguse ey 13!
150
06

Luego el producto. es 13", 43w, 16,485
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Observaciones.

1.2 Cuando el multiplicando es complejo, no métrico
decimal, y el multiplicador resulta entero se puede em-
plear también el procedimiento de MULTIPLICACIONES PARCIA-
LES, que consiste en multiplicar separadamente cada wno
de los drdenes del multiplicando, por el multiplicador, y
sumar los productos parciales.

Asi, en el ejemplo 5.° se procedera de este modo :

9h Tms s
92460
9676 3369 22 3360ms
S ol 1605807 60 o
9235 ST 40 ; .'.)(:'T‘-h_ D
199 I?SJ IJO 45 AT 00

oo G612 g
16 30 gy J;gms

O.-\
cuyo producto es, como antes, 54, GY, 34, 4, 29ms,

2.* Cuando el multiplicando es complejo, nd métrice
decimal, y el multiplicador resulta fraccionario se puede
emplear el procedimiento de MULTIPLICACION POR PARTES AL~
CUOTAS, que consiste en descomponer el multiplicador en
unidades del drden de aguella cuyo valor es el multipli-
cando y en partes alicwotas de ella; hallar los valores co-
rrespondientes d cada una de las partes del multiplicador
o swmar estos valores.

Asi, en el ejemplo 6.° se procedera de este modo :

Qh Tms Qs
6° 14! 2056
1 2
Enrecarreri62. i i i e ANy RIS o 540
12— de 10).. (O T 95,80
3]
1
E——rdeM 20N B i e 7l 14,30
6
1 S :
ew(u de 2 ) ...... MR IR L 12,38
6
A3 73w 60 136 ,48° |60
] :),ms .Ih 1(’) '4‘85' 2!1)5

cuyo producto es, como antes, 13", 13ms, 16,485,
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ARTICULO IV.

DIVISION DE CONCRETOS.

211. Kl fin practico de esta operacién es hallar, en
uina especie determinada, el valor de una unidad concre-
ta, conociendo, en la misma especie, el valor de un nu-
mero homogéneo con dicha unidad, 6 hallar las veces que
an namero concreto contiene & otro de la misma especie.
En el primer caso, el dividendo y el divisor son heteroge-
neos, y en el segundo, homogéneos. ° v

212. Division de concretos heterogéneos.

Por la division de concretos heterogéneos se podré,
pues, hallar el valor de una unidad (cociente], conocido el
de varias (dividendo) y el numero de ellas (divisor) (*), me-
diante la siguiente regla:

- Para dividir dos nimeros concrelos heterogéneos se re-
duce el divisor, siya no lo estuviese, al orden de la wridad
cuyo valor es el dividendo, y éste, si es complejo, al wltimo
de sus ordenes y se dividen como abstraclos.

Ejemplos.

1.°  ;Cudl es el peso de 14w, 6 peso especifico, de la uleacion mo-
nelaria de plata de la que 340° pesan 30,6057
El dividendo es 50,60kg (peso de la tolalidad de unidades) y el
divisor es 3dm? : luego el cociente es (50,60 : 3)keg=10,12.
2.° ,C0udl es el peso de 1903, G peso especifico, de la aleacion
monelaria de plale de la que 3m3 pesan 50600527
 Eldividendo es 50600kg (peso de la tolalidad de unidades) y el
divisor es 5000dm>_ equivalentes a 3m7 ; luego el cociente es
(50600 : 5000)kg=10,12.
3.° ;Cudnto tardari en recorrer un arco de 1°, un movil que.

en 300 | recorre un arco de 15°?

El dividendo es 30b (tiempo empleade en la totalidad de gra-
dos) y el divisor es 15" ; luego el cociente es (30 : 15,7 = 2h,

4.° ; Cudnlo tardard en recorrer un arco de 1", un movil que
en 1080001, recorre un arco de 15°7

El dividendo es 1080001 (tiempo empleado en la totalidad de
grados) y el divisor es 54000”, equivalentes & 15°; luego el co-

ciente es (108000 : 34000)h = 2h,

(*)  Mis adelante (286-Escolio 3.°) se expone el caso en qué, para con -
seguir este objeto, se emplea una multiplicacién.



182

5.9 ;Cuanlo tardara en vecorrer un arco ded”, un. movil que,
en 5A, 6Y, 34 b 99ms pecorre un arco de 62, 147, 2072

El dividendo es 2855789ms, equivalentes a 54, 6Y, 34, 4h 9Qms_

(tiempo empleado en recorrer la totalidad de unidades) y el divi-

sor es 22460"/, equivalentes 4 6°, 147, 20"/, y verificando la opera-

cion, se liene:
9855789 |22460
6097 15_)7",3 IGO
]

16058 e =
3369ms 20
60
92021405 |22460
00000 G

Luego el cociente cs 2V, 7ms, 9s.

6.% ° ;Cudnto lardard en recorrer un arco de 1°, un movil que,
L2 (‘ g ’ 1, ¢
en 43", 13, 16,485, recorre un arco de 6°, 14’, 20’72

El dividendo es 47596,48% equivalentes & 13", 13ms, 16,48 (tiem-
po empleado en recorrer la fotalidad del arco) y el divisor es
22460 i : :

-9, equivalente 4 6°, 147, 20"’, y verificando la operacién, se

3600
i KT596.48 22460 i 11923
ne: oY rol e i S A8 1 — 7
1€ 4 10Y0, 4 2600 +10J0, 4 180
47396,48
ol o
3807718 4
4159648
8567366,40 |1123
7063 o GGl
o
10106 o A2TRE GO
119224 “go g, 07™ i
11170 )
1063

Luego el cociente es 2", 7us, 8,995 ¢ sea 2b, Tms, s,

Observacién. Cuaundo el dividendo es complejo, no
métrico decimal, y el divisor resulta entero se puede em-
plear también el procedimiento de DIVISIONES PARCIALES,
que consiste en dividir separadamente cada wno de los dr-
denes del dividendo por el divisor, reduciendo préviamenle
al drden inmediato inferior cada wno de los reslos y agre-
gando al resultado las unidades de este drden.
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Asi, en el ejemplo 5.2 se procedera de este modo:

BA 6M 3d 4b 291115122460
o 60 4980 47592 160360 GxGA 0d, 08, TS, 9.
60 66M 19831 47396  160589ms
30 9L  2676h  3369ms
TR R B G
3966 160560ms 2021405
*7592h 000000

cuyo cociente es, como antes, 21, Tms, 9s.

213. Division de concretos homogeneos.

Por la divisién de concretos homogéneos se puede ha-.
llar el nimero de unidades (cocieut.e), cox}omdo 5}1 \’ill(l)‘l
(dividendo) y el de una de ellas (divisor) ('), mediants la
siguiente regla: , ;
ﬂnl}l’it;a (Ziv?dio' dos nimeros concretos homogeéneos se co/z;
vierten en incomplejos del mismo drden, s1 10 lo son, i St
dividen como abstractos.

BEjemplos.

1.9 Cudnlos decimetros ciibicos ocupard una aleacion .mm.z‘c[:;t(;
ria de ’/zlum que pesa 50,60kg, sabiendo que sw peso espectfi
¢s 10,127

: A Be )y
El dividendo cs 50,60kg {peso de la totalidad de Lnl;l(l(\(}es/t:\ e£
2 H s 3 W
divisor es 10,12kg (peso de una unidad); luego el cocienfe e
(50,60 - 10,12)dm> = ydm3 !

2.0 ;Cudntos decimelros cibicos ocupara una alcacl’,tm'111?:.1;131::
ria de }71/1/11, que pesa 50600k, sabiendo que sw peso espectfic
es 10,122 l
1 1d: S
El dividendo es 30500kg {peso de la {otalidad de unidades) y el
divisor es 10,12kg (peso de una unidad); luego el cociente e
(50600 : 10,12)dm> = 3000dm? = Hm?,
3.0 ;Cudnlos grados recorrerd en 301, ui mavil que, en 24, reco
rre 1°7

El dividendo es 301 (tiempo empleado en la totalidad dpl ?rco)
y el divisor es 2b (tiempo empleado en una unidad); luego el co-
ciente es (30 : 2)° = 15

scolio 3.°) se expone el ¢aso en qué, para conse-
1 inversa.

{*) Méas adelante (21
fruir esto, se hace la di
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4.° (:l(,/!z/l(iailos grados recorrerd, en 1080001 , un mévil que, en 2h
recorre 17

El dividendo es 1080001 (tiempo empleado en la totalidad del
arco) y el divisor es 2h (tiempo empleado en una unidadj; luego el
cociente es (108000 : 2)"" = 54000 = 15°.

5.0 ;0ué arco recorrerd, en H5A, 6M, 3d | 4h . 99ms i
: 40,11 SO Gop TELOT T D, n 54, 6 ) 89, 4 , 29mS; un movil
quie, en 20 TS 98 Cpecorre un arco de 1’77

El dividendo es 171347340s , equivalentes & los 54, 6M, 3d , 4
29ms (tiempo empleado en la fotalidad del arco) y el divisor es
76295 equivalentes a las 21, 7ms, 9s ({iempo empleado en una uni-
dad); luego el cociente es (171347340:7629)' =32460"' =60, 147, 207",

6.1” i‘@lf(f arco recorrerd, en 130, 13ms 16, 48s, wn movil que,
en 2, Tws, 95 recorre un arco de 407

. El dividendo es 47596,48s equivalentes & las 131 , 13ms 16,485
(tiempo empleado en la tolalidad del arco) v el divisor es 76295
equivalentes & las 2, 7ms, 9s ({iempo empleado en una unidad);
luego el cociente es (47596,48 : 7629)0 = (°, 147, 20"

LIBRO III.

DE LA COMPARACION DE NUMEROS CONCRETOS.

CAPITULO PRIMERO.

DE LA PROPORCIONALIDAD DE CANTIDADES CONCRETAS.

214. Llamanse cantidades relativas 4 dos cantida-
des tales que 4 cada valor de una de ellas corresponde uno
de la otra; como, por ejemplo, el tiempo que un cuerpo
estd en movimiento uniforme y el espacio que recorre en
ese tiempo (*).

Cantidades proporcionales son dos cantidades re-
lativas tales que con dos valores de una de ellas y sus co-
rrespondientes de la otra se puede [ormar wna proporcion.

La proporcionalidad entre dos cantidades puede ser
real § convenida: es real, cuando por la naturaleza propia
de ellas existe precisa y necesariamente su proporciona-
lidad; como. por ejemplo, entre el peso de una sustancia y
su valor en dinero, y es convenida, cuando se admite pres-
cindiendo de condisiones que se consideran aceesorias;
como, por ejemplo, el numero de metros de una labor y los
obreros que la ejecuten, suponiendo que la dificultad de la
labor es constantemente la misma, asi como también la
actividad de los obreros, duracién del trabajo, ete. ete.

En el fondo de toda proporcionalidad, aun de las que
se consideran como reales, hay siempre algo de hipotético.

(*) Llamase movimiento nniforme 4 aquel por el que un cuerpc recorre es-
pacios iguales en tiempos igunales, y welocidad de wn movimiento al espacio
recorrido en una unidad de tiempo.
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215. Teorema. L« proporcionalidad entre dos can-
tidades puede ser de tres clases.

En efecto, si @ y @ son los valores de una cantidad y
4 y 0’ los respectivamente correspondientes de otra, pro-
porcional & ella, y multiplicamos dichos valores, dos 4 dos,
de todos los modos posibles, se obtienen las tres igualdades
ab'=a'b, ab=a't’ y aa'=0bb’, de las que resultan las tres

A oo fetintas @ eSS0 a /s
proporeiones distintas o Al ~

Escolio. La proporcionalidad revelada por la primera
se llama direc/ny expresa que la razén de dos valores de
la primera cantidad esigual & la de sus correspondientes
_de la segunda; la revelada por la segunda proporcion se
llama znversa y expresa que la razén de dos valores de la
primera cantidad es igual 4 la inversa de sus correspon-
dientes de la segunda ; la revelada por la tercera se llama
reciproca y expresa que la razon entre un valor de una
cantidad y su correspondiente de otra es igual 4 la razén
Inversa entre otro valor de la primera y su correspondiente
de la segunda, por lo que tiene muy poco uso, pues cuando
exista entre dos valores de una cantidad y sus correspon-
dientes de otra, se la puede considerar como una propor-
clonalidad inversa entre dos valores heterogéneos y sus ¢o-
rrespoudientes respectivos.

216. Teorema. &i multiplicando el valor de wne
cantidad por wn nimero cualquwiera, el de su relativa que-
aw multiplicadn por el mismo nimero, dichas cantidades
son directamente proporcionales, y si queda dividido, lo
son inversamente.

En efecto, sia y ¢’ son los valores de una cantidad y
6 y 0" los correspondientes de su relativa, se tendra :
L. Que si ¢’ = am, al mismo tiempo que &’ = dm, dela

: : . a
primera igualdad se deducird, — =m, y de la segunda,
@
' o R b Ml b
—— = m; luego — =—- 0, invirtiendo, —=—-.
b T b Toal '
2.° Que si @’=am, al mismo tiempo que 6'=4 : m, de la
X : S
primera igualdad se deducira, — =, y de la segunda,
@
4 v b @ o'

¢ et
— =m; luego — = — 6, invirtiendo, — =
a

7k a o' b
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Escolio 1. Un la practica, para conocer si dos can-
tidades heterogéneas dadas son proporcionales y en qué
concepto, se supone que se duplica un valor cualquiera de
la primera y si, por la indole de la cuestion, se debe dupli-
car su correspondiente, lo seran directamente, y si debe
quedar reducido 4 la mitad, lo seran inversamente.

Escolio 2.° Sientre un nimero # de unidades y su
valor » existe proporcionalidad directa, y llamamos % al
valor de una unidad, se tendra la proporcion Il—b— =Ti;, de

v v i
laque se deduce, v=un;: = e /] Tt lo que indica que,

cuando dos cantidades son directamente proporcionales:
Llvalor de varins unidades es iqual al de wna, multi-
plicado por el niimero de unidades (°). : R
El valor de wna unidad es iqual ¢l de varias, dividi-
do por el nimero de unidades (*'). e
L2l maimero de unidades es iqual a sw valor , dividido
por el de una wnidad (). - :
Escolio 3.° 3ientre un namero 7 de unidades y su
valor v existe proporcionalidad inversa, y llamamos % al
j w
valor de una unidad, se tendrd la proporeidn —/{-— i de

% " CH g
la que se deduce, v= —: u==ovn: n—= 5 lo que indizaque,
% '

cuando dos cantidades son inversamente proporeionales:
Ll valor de varias unidades es igual al de wna, dividi-
do por el numero de unidades (°*"). 7 ‘
Kl valor de una unidad es igual al de varias, multi-
plicado por el mimero de wnidades (7). .
Fl niimero de unidades es iqual al valor de una, di-
vidido por el de todas ().

(*) Véase lo expuesto sobre el fin practico de la multiplicacién de concre-
tos (210). e i ;

(*") Vease lo expuesto sobre los fines pricticos de la divisidn de concre-
tos (241). Sy

("(') V)éase lo expuesto sobre el fin practico de la divisién de concretos
homogéneos (213). 5

(****) Véase, pag. 178, Nota (*).

(*"***) Vease, pag. 18], Nota (°),

R ) Véase, pag. 183. Nota (*).
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CAPI’.TU_LO 1L

APLICACIONES DE LA PROPORCIONALIDAD
DE CANTIDADES CONCRETAS.

217. En extremo variadas son las cuestiones que se
resuelven por medio de la proporcionalidad, pero todas
ellas pueden reducirse a tres grupos de reglas, conocidos
con los nombres de Regla de tres, de repartimientos pro-
porcionales y de aligacion.

ARTICULO PRIMERO.

REGLA DE TRES.

§ 1.—Generalidades.

218. La Regla de tres tiene por objeto hallar el
valor de varias wnidades, conociendo el de otras homoge-
neas con ellas, siempre que exista proporcionalidad real
d supuesta, entre dichos valores y las condiciones de que
dependan.

Iin la Regla de tres, hay que distinguir dos casos:

1."  Que el valor que se busca dependa unicamente del
numero de wnidades : cémo, por ejemplo, sl se tratase de
averiguar cuanto valdrd un ntumero dado de kilégramos
de una sustancia, conociendo el valor de otro ntimero de
kilégramos de la misma.

. Que el valor que se busca dependa de otras condi-
ciones. ademds de la del nimero de unidades: ¢cdmo, pot
ejemplo. si se tratase de averiguar cudntos dias tardaria
en hacer una zanja de tal largo, tal ancho y tal profun-
didad, cierto namero de obreros, conociéndose lo que otro
numero de éstos ha tardado en hacer otra zanja de distin-
to largo, ancho y profundidad. '

En el primer caso, la Regla de tres se llama simple y en
el segundo, compuesta.
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219. Regla de tres simple.

Il fin practico de la Regla de tres simple es hallar el
valor de varias unidades, conociendo el de otras varias, ho-
mogeéneas con ellas. 3

Para plantear una Regla de tres simple basta hacer el
siguiente razonamiento:

Llamando # al valor desconocido de ¢’ unidades y » al
conocido de ¢ unidades, se tiene

1.° Que, si » y # son directamente proporcionales &

v
’

g o el 0. @
a a, se [ormara la proporcion — — —— P
55, Hr o a @ v af

’

: vl
de la que se obtiene z = =

2. Que. si » y z son inversamente proporcionales &

: f 1 oporeion = i s i
@ se lormara la pr LIRS R — e
aya, nard la proj 7 = 7 L
: v
de la que se obtiene z = e

’

De aqui se deduce la siguiente regla :

Para resolver una Regla de tres simple se forma wne
igualdad fraccionaria cuwyo primer miembro.sea la razon
del valor desconocido y su homogéneo, y el sequndo la razon
de sus unidades correspondientes , directa ¢ inversa, se-
qiin. que aguéllos sean directa d inversamente proporcio-
nales a éstas, v se halla en ella el término desconocido.

Observacion. La Regla de tres simple se resuelve
también por reduccion ¢ la unidad, mediante el siguiente
razonamiento:

1.° Si» y 2 son directamente proporcionales 4 ¢y a',

. 5 /)
se tendrd que, si ¢ unidades valen v, una valdra =

? va’ :
ylasa’ valdrin — @' = % (216-Escolio 2.°).

2.° Siw»yzson inversamente proporcionales a4 ¢y a’,
se tendrd que, si @ unidades valen », una valdra va.

va :
y las @’ valdran T [216-Escolio 3.°).
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Ejemplos.

1.° ;Cuantos kilometros recorrerden 9 horas, con movimiento
uniforme, un movil que, en 5 horas, recorre 37 kilomelros?

En este ejemplo, el tiempo y el espacio recorrido son directa -
mente proporcionales, y se tendra:

Por medio de wia proporeion.

Disponiendo los datos en la forma, expuesta al margen, para
[ hacer mas visible su mutua relacion, se for-

ey 9
pkm .~ gu ; ma la proporcion e = —, de la que resulta
e 20 o i B
S A S e D 9 x 37
i M= KM\,

~

J

Por rveduceion a la unidad.

-

Si en 5brecorre 37km, en una hora recorrerda — - km.

J
. S5 9% 37
Si en una hora recorre —— km, en 9% recorrers ST kmi=;
5

2.0 jCudntas horas lardard un movil en recorrer, con una velo-
cidad de 40 kilometros por hora, un espacio dado, subiendo que
con la velocidad de 30xm por hora, lo recorre en 6 horas?

En este ejemplo, el tiempo y la velocidad son inversamente
proporcionales, y se tendra:

Por medio de una proporcion.

Disponiendo los datos en la forma, expuesla al margen, se for-
ma la proporcion

,;vh ..... :;1001““ P 30 el It 6% 30h
..... — =-— del resulta = :
3 5 7o de la que resu T

Por reduccion a la unidad.

Si con la velocidad de 30 km tarda 61, con la de 1km tardard

6 x 30h,
Si con la velocidad de 1km tarda 6 % 30h, con la de 40km tar-
, 6 x 30
dard ——— h. = .
40

1.9

220. Regla de tres compuesta.

El fin practico de la Regla de tres compuesta es hallar
el valor de varias unidades, conocido el de otras homogé-
neas con ellas, dependiendo ambos valores de otras canti-
dades homogéneas dos 4 dos.

Para plantear una Regla de tres compuesta basta ha-
cer el siguiente razonamiento.

Llamando @ al valor desconocido de ¢’ unidades, » al
conocido de ¢ unidades, & y 4’ 4 otro par de valores homo-
géneos de que respectivamente dependan v y @, si supone-
mos que €stos son directamente proporcionales 4 « Yade
inversamente 44 y &', se tendra que

siendo » un valor dependientede........... e R
si llamamos 7 4 uno dependiente de. . .......... o' yb
como & es dependientede. ........... B @' yo
; : Y AT b s
se tendran las proporciones -— = —-, —i =
» G b

que, multiplicadas ordenadamente y suprimiendo el fac-
tor comun, 7, del primer miembro, dan la igualdad

z A S “Iéddd' it va'b
v a7 05 = gy dedonde resulia z = b

De aqui se deduce la siguiente regla :

Para resolver una Regla de tres compuesta se forma
una wgualdad fraccionaria cuyo primer miembro sea lo
razdn entre el valor desconocido y sw homogéneo, 1y el se-
gundo sea el producto de las razones directas de sus co-
rrespondientes que sean directamente proporcionales con
aqucllos y las inversas de los que lo sean inversamente, Y
se halla el término desconocido.

Observacion. La Regla de tres compuesta se resuel-
ve también por reduccidn 4 la unidad, rediante el si-
guiente razonamiento.

Si los valores » y # son proporcionales directamente &
@y & é inversamente 4 4 y 4/, se tendra que , consideran-
do primeramente las @y &' unidades, si ¢ valen », una val-

)
dré

de valores homogéneos 4 y 4, si ¢’ unidades con la condi-

’ 7

i v . va’b Sy
cioén 4 valen — e valdra, ——» ¥ con la condicién &’

) ! :
y las ¢’ valdran e considerando después el par

valdrin ?ﬁ,é T
ab
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Ejemplo. ;Si 6 homdres han empleado 12 jornales de @8 horas
en hacer un muro de 7 melros de largo y 3 de allo, jcudnlos jorna-

les de @ 10 horas emplearan 9 hombres para hacer olro muro, del
mismo espesor, de 13 metros de largo y 4 de allo?

Disponiendo los datos, en la forma expuesta al margen , para
Jornales. Hombres. Horas. Large.  Alto. hacer ]]lilS‘ visible su l}]utua
Se— ——— —— ——— —— | dependencia, como el numero
2 de jornales es proporcional di-
S 0 ] .

= 9 1 i s | reciamente al largo y alto del
19 G Q 7 3 i muro ¢ inversamente al nime-
= : ; ro de hombres y & la duracién

l de los jornales, se tendra :

Por medio de una igualdad fraccionaria.

T 6 8 1 Ao 6.8.15.4
e T R ;i 5770 0. 7.3

19684504 -
de donde resulta @ = ————————— = 18,29 jornales.
95105753

Por reduccion d la unidad.

Si 6 hombres emplean 12 jornales, uno, empleara 12.6

42516
y 9 emplearin STHE

: 2.6 e AL
Si, siendo de 8 horas, emplean , de una, emplearan T
16 10 ooh 1956548
de 10 emplearan —————.
Y Rt g A0
Si d Iatesded 1 12.6 . ‘d Tokod 12.6.8
Si de un largo de 7" an ———— , emplearan
e arg emplean ==, de uno emplearan -— =
de 15 emplears 8L B
3 emplearan !
4 S TV
o 12.6.8.15 12.6.8.15
Si de un alto de 3™ emplean 7.)_.10—.73’ de wno, emplearan 91073

12.6.8.15.4 )
e = 18,29 jornales = x.

y de 4 emplearan
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§ 2.°—Aplicaciones de la Regla de tres.

221. Numerosas son las aplicaciones de la Regla de
tres, pero las mas frecuentes son las conocidas con el nom-
bre genérico de Regla de percentajes y las de Interés y
Descuento.

A.—Regla de percentajes o del tanto por cienlo.

222. Percentaje es el valor que corresponde d va-
rias unidades, sequin el que corresponda @ cien de ellas,
llamado tasa.

La regla de percentaje tiene por objeto resolver todas
las cuestiones, dependientes de la relacién que ligue 4 es-
tos cuatro valores, homogéneos, dos & dos : 100 unidades;
la tasa, que se indica 7 °/,; un namero, z, de unidades,
homogéneas con aquéllas; y el percentaje, p, homogéneo
con la tasa.

El percentaje y la tasa son directamente proporcionales
al nimero de unidades, de modo que, por una Regla de tres
el _ 24 RS ) n -, 100 n
simple, se tendra la proporeion PR e
Nlamada fdrmula del percentaje, porla que se halla facil-
mente cada uno de los valores p, 7 § n, conocidos los otros
dos (*).

223. Analogas 4 la Regla de percentajes 6 del tanto
por ciento, son las del Zanto por mil, por gruesa, por do-
cena y, en general, por cuanto, por las qué, conocido el
valor 7, correspondiente & 1000, 144, 12, y, en general, ¢,
se trate de hallar el correspondiente 4 un namero, u.

IEn ellas, por razonamientos andlogos al empleado en
la de percentajes, se obtienen las férmulas

P AT PR i S n

BT TO00 A e D e e

(+) La palabra férmula, muy usada en Matemdticas y otras ciencias, signi-
fica regla, patrén, y expresa, en general, las operaciones que hay que hacer
con cantidades conocidas para hallar el valor de otra desconocida 6 incdgnita
dependiente de ellas.

ARIT. 13
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224. Las cuestiones que en el comercio se resuelven
por la Regla de percentajes son, mas comunmente, las re-
ferentes & comisiones, corretajes, taras, derechos de adua-
nas (ad valorem), sequros @ prima fija, fordos publicos, etc.

225. Comisién 6 corretaje es un percentaje del
importe de géneros ¢ valores, que se abone & un comisio-
nista ¢ corredor por su intervencion en la compra d venta.

226. Tara, al tanto por ciento, es wn percentaje
del peso bruto de una mercancia, que se rebaja de él, para
obtener el peso neto.

227. Derecho de aduanas (ad valorem) es un
percentaje del valor de géneros, que se abona por su in-
troduceion ex wn pats 6 por Su exportacidn ¢ olro.

228. Seguro, a prima fija, es un percentaje del va-
lor de una propiedad, que se abona @ un individuo o So-
ciednd, obligados @ indemnizar por las pérdidas d deterio-
7os (siniestros o averias) que ocurran en ella.

Ejemplos.

-

1.2 ;Cudnlo importa la comision, al 0,75 °/,, de una operacion

de 33746 pesetas?

nr 33746.0,75
— — = ————— =—953,10 pesetas.
P = 100 100 Bl e

2.% ;Cudales son la.tara y peso neto de una mercaderia de 380 q
(peso bruto), tarada al 9 °/y?

nr 380 % 9
= — = —+ = 3420 (;
P=T00 = 100 g

luego, peso nelo = 380 — 34,20 = 345,80 q.
3."0/ (Cudnto adenda en Aduana una partida de 8000 pesetas, al
0,32 °/y2
nr 8000.0,32 95 60 :
—e e ——— —95.60:pesetas!
P= %00 = 00 A e

4.° ;Qué prima hay que pagar por asegurar, contra incendios,
al 0,75 °/, , una finca lasada en 75000 duros?

NI 75000 % 0,75 — 56950 d oo
U 100 = 002,50 duros = %813 pesetas.
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229. Fondos publicos. El Gobierno, cuando ne-
cesita fondos para satisfacer atenciones del Estado, los ob-
tiene por préstamo de los particulares, emitiendo TiTuLos,
llamados de la Deupas PUBLICA, que expresan la cantidad
prestada 6 capital nominal, y acreditan el derecho de su
poseedor & percibir anualmente un interés, calculado &
tanto por ciento, previamente estipulado, que se llama zi-
terés del papel. (). _

Estos titulos son negociables con arreglo & una ley,
que se llama de Borsa. y se adquieren por un valor efecti-
vo inferior, generalmente, 4 su valor nominal.

Se llama cambio al valor de cien unidades nominales;
capital efectivo al valor que, segtin el cambio, correspon-
de 4 un capital nominal; tanto por ciento.efectivo al inte-
rés anual de cien unidades efectivas, y renta del papel al:
interés anual del capital efectivo empleado en su adqui-
sicion. :

El tanto por ciento efevtivo es variable y dependien-
te de las alteraciones del cambio, asi como también lo es
la renta del papel.

Las cuestiones mds frecuentes sobre fondos publicos,
que se resuelven por un sencillo percentaje, son las si-
guientes:

Primera. Hallar el valor efectivo, e, el nominal, n,

; : : 1 0 n
d el cambio, ¢ ; pues se tiene la proporcion i o
Ejemplos.
1.9 ;Cudnto costaran 50000 peselas nominales de Deuda espairo-
la, al cambio de 59?7
nc - 50000.59 2 3 i
L—i— — = 300 > 39 — 29300 pesetas cfectivas.
100 100
2.9 ;Quévalor nominal en titulos de la Deuda espanola, al cam-
bio de 59, se puede comprar con 29500 peselas?
100 e 100 >< 29500 2950000 ;
n = = = = ——— =50000 pesetas nominales.
c 59 5¢
3.0 ;A qué cambio se pueden comprar 30000 pesetas nominales
de Deuda espanola, con 29300 peselas efectivas?
100 ¢ 100 >< 29500

n . 30000

<5 59

(") LaBDeuda publica, en Espaiia, es de dos clases, perpelua y amortizable,
t

v tanto una como otra tienen asignado el 4 por 100 de interés anual.
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Sequnda. Hallar el valor nominal, n, d el interes, i
2 S 00i
pues se tiene la proporcion —— = —-.

Ejemplos.

1. ;Qué valor nominal, en Deuda espanola, producird anual-
mente 2000 peselas efectivas ?
100 7 100><2000 200000
e e e e s e A
4 %
2.0 ;Qué interés efectivo producirdan 50000 pesetas nominales de
Deuda espanolu?
4n 4>< 50000

= 50000 pesetas nominales.

§=-— = ——+—— =}> 500 = 2000 pesetas.
100~ 100 7
Tercera. Hallar el tanto por ciento efectivo, v, d el
i : L ¢
cambio, ¢; pues se tiene la proporeion o

Ejemplos.

1.9 ;Qué lanto por ciento efectivo produce un capital empleade
en Deuda espanola, al cambio de 597
100><4 400
¢ = = =
¢ 59
2.9 ;A qué cambio se debe comprar Deuda espaiola, para que el
efectivo produzca el 6,77 °/,?
100><4% 400 ; o
o= ———— = = = §9,08 (proximamente).
2 6,77
Cuarta. Hallar el efectivo, e, la renta, R, d el cambio c.
Estas cuestiones pueden resolverse por dos percentajes
sucesivos y, mejor aun, por una regla de tres simple; pues
; 14 ;

6,77 °/, (proximamente).

: A
se tiene la proporcion —— = —-.
gt 4 R
Ejemplos.
1.9 ;Qué capital efeclivo, empleado en Deuda espanola, al cam-
bio de 59, producird 2000 pesetas?
cR  2000><59 ’
e=— = ———— == 20500 pesetas.
! /
2.9

4
JQué renta produciran 29300 pesetas, empleadas en Deudd
espaitola, al cambio de 597

= dad = ;29;00xf = 2000 pesetas.
c 59

3.° ;A quécambio se debe comprar Deuda espanola para que
29500 pesetas den una renta de 2000 pesetas?
4e  29500><4

=50,

R~ 2000

o=
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B.— Regla de inlerés.

280. La Reglade interds tiene por principal objeto

Shallar la ganancia que produce un capital, al cabo de cierto

Liempo de estar impuesto, con la condicidn de que 100 uni-
duades produzcan, al aito, una ganancia dada, llamada tan-
2o por ciento d rédito.

Si el tiempo de imposicidn es un amo, el interés se llama
anwal y todas las cuestiones referentes 4 él se resuelven
por un percentaje; pues, designando el capital pore, el tanto
por ciento ¢ rédito por 7 y el interés por z, como éstos son
directamente proporcionales al capital y & 100 unidades
) ¢ s 100 ¢ o
T
que se halla facilmente cada uno de los valores ¢, 7 6 ¢, co-
nocidos los otros dos.

Asi resulta de ella:

JeSat —1%(_) — -igvoxa', lo que indica que para hallar el
anterds, se multiplica el céntims del capital, por el rédito.

7 . 7
suyas, se tiene la proporeién i

Diiapi— }%Qf,lo que indica que para hallar el rédito,

se divide el céntuplo del interés, por el capital.

( i :
Sic— %& lo que indica que para hallar el capital,

se divide el céntuplo del interés, por el rédito.
Ejemplos.

1.2 ;Cudl es el 7 por 100 de 6000 pesetas?
Se tiene i =60.>< T = 420 pesetas.
2.° A qué rédito hay que imponer 6000 peselas, para que pro-
duzcan 420, en un ano?

Se tendra r = 42000 : 6000 =7 °/,

3.2 JQué capilal, impueslo al 7 por 100, da un inlerés anual de
420 peselas?

Se tendra ¢ =42000: 7= 6000 pesetas.

Si el tiempo de imposicién es distinto de un afio, puede
ocurrir que se retiren los intereses al fin de cada ano ¢ que
se dejenacumulados al capital para producir intereses ma-
yores an los anos sucesivos: en el primer caso, ei interés se
lama simple, y en el segundo, compuesto.
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231. Interés simple. Como el interés y el rédito
son directamente proporcionales & los capitales y a los
tiempos, designando por ¢ el niimero de anos de imposicién,
se tiene por una regla de tres compuesta la proporcion

z ct z (o

Lo s R

7 100.1 7 = 100" ™ .
Si ¢ expresase otra unidad cronométrica, se transfor-

maria en incomplejo de afio y la proporcién anterior toma-
ria las formas :

¢ X — ;
17 expresa meses : 25 ea 5 ol
S Xpr S — = —— jseq — — —— SN
iy ' 1007 g o0 e
/A
¢ o :
e 365 , 7 ¢t

si¢expresa dias, — = oo 0 sea - = 36500 (@’*).

. Lasigualdades («), («') y [«") se llaman fdrmulas del
interes simple, por anos, meses y dias, respectivamente, y
con cada una de ellas se puede hallar cada uno de los valo-
resz, 7, ¢ 6 £, conocidos los otros tres.

Ejemplos.

1.° ¢Cudnlo producen 20000 pesetas, en 3 afios, al 6 ©/,?
Como r=06, ¢=20000 y {=3 afios, se tendrd, por la férmula (a)
L 6 >< 20000 < 3

100

2.9 ¢ A qué lanlo por cienlo anual se han de imponer 2000 pe-
setas para que, en 8 anos y 7 meses, den un interés de 500 peselas?

= 3600p.

Como i==3500, ¢=2000 y 1-=84, TM=103M, se tendra, por la for-
mula (z)
e 1200 >< 500
©2000< 103
3.0 ¢ Qué capital hay que colocar al 6 °/, para que, en 75 dias,
dé un interés de 20 pesetas?

(8]

AR

Como i =20, r==6 y t="75 dias, se tendrd, por la formula (a’’)

36500 >< 20 36500 >< 20
e =————+— e dondeiic'= U-——‘)L — 1(92:990;
6 6>< 78
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232. Interés compuesto. Toda cuestién que ten-
ga por objeto hallar uno de los valores que entran en el
caleulo del interés compuesto tiene su completa y facil
solucion en el Algebra; pero, aritméticamente, aunque
de una manera enojosa, se pped@ obtener el Interés com-
puesto de un capital, por el siguiente procedlr.mento:~
T Se halla el interds correspondiente al primer aio; se
agreqa al capital y se obticue el interés anual corres-
pondiente ¢ la sumt; se agrega este interes a la suma an-
terior, 1 asi se continia hasta el wltimo aio; se halle ade-
mas el interés correspondiente d los dias de imposicion,
que no formen un o,y $¢ SwWMan todos los intereses 0b-
tenidos.

Ejemplo. ;Cudnlo producen 20000 peselas, en 3 anos, 5 meses
y 13 dias, al 6 °/, de inlerés compuesto?

En ¢l primer afio, ¢l capital lil:%gﬂ()()x(’) o004 b 49009
de 200000 produce (230. 1.%)....... | 100

Bo el segundo afio, el capital - 2A900X6, g5 0 g jags

de 200000 4+ 12000=212000 produce} * 100

Sn el tercer afio , el capital 994725<6 :
En el tercer afio, el capita 'L:’ rrrrrrrrr <604, 795¢<61348 ,32
2192000412720 — 224720 produce) 100

=}
(2

En 5 y 134=163 dias, el gupllal 93890,32 < 6 < 163
de 224720 + 1348,32p = '2382(),3'20(_,‘:' —’30’_.).00 ERT

= 638125

produce. (231, Formula 2/}, ... I 2 4._,1,_.
‘ Interés pedido=4458 B7.
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C.—Regla de descuento.

233. La Regla de descuento tieue por objeto de-
terminar el valor de un documento de crédito, antes de su
vencimiento.

Los documentos de crédito mas usados son e/ pagaré y
la letra de cambio.

Pagareé es un documento por el que una persona se 0bli-
ga & pagar cierta cantidad en una fecha designada, que se
llama vencimiento.

Letra de cambio es un documento por el que una per-
sona manda & otra que, 4 determinado vencimiento, pague
cierta cantidad ¢ una tercera persona o G su drden.

En todo pagaré o letra se consideran dos valores: uno
constante, llamado nominal, que es el consignado en el do-
cumento, y otro variable, llamado efectivo, que es el que
tiene antes del vencimiento. El valor efectivo depende
de muchas y variadas circunstancias, pero principalmen-
te del tiempo que falta para el vencimiento.

Descuento es la diferencia entre el valor nominal de
un documento de crédito y su valor efectivo.

La relacién que liga el valor nominal, N, al efectivo, E,
y al descuento, d, es & = N — 4.

Se conocen dos clases de descuento: el comercial y el
racional, de los que el primero es el usual, y el cdlculo de
uno y otro se hace por dias y 4 un tanto por ciento de des-
cuento anual sobre el valor nominal, en el primero, y sobre
el efectivo, en el segundo.

234. Descuento comercial. Para hallar la férmu-
la del descuento comercial, basta poner en la férmula del
interés (231) {(«”’), d en vez de 7, y N en vez de ¢, con lo
N¢

36500

N7t Nr¢

% ; T el

36500 7 P! tanto, E=N 36500°

una lelra de

i 4]
que se tendra —
”

de donde resulta 4 —

Ejemplo. Descontar comercialmente , al 6 °/,
20000 pesetas que vence d los 3 meses.

20000 6.90

Se tewdra, E = 20000 —
36500

=20000 — 295,89=19704,11p.
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235. Descuento racional. Para hallar la férmula
del descuento racional, basta poner en la férmula del in-
terés (231) (¢”), 4 en vez de 7, y E en vez de ¢, con 1o que

A

se tendra = 36500
Er Ert
de donde resulta d = 365 36500°
Multiplicando por 36500 los dos miembros de esta igual-
dad, resulta 36500 E=36500N — E7r7, y de aqui,
36500 & - B¢ = 36500 N 6 (36500 + 76) B = 36500 N
36500 N
36500 +7¢"
Ejemplo. Desconlar racionalmente, al 6 °/,, una lefra de 20000
pesetas que vence @ los 3 meses.
36500.20000
Se 4, BE= —— ———— —19708,420.
Se tendra, 1 36300--6.90 A
236. Teorema. K/ descuento comercial excede al
racional en el interés de este. :
En efecto, designando por E» y E. el efectivo de un do-
cumento descontado al 7 °/;, racional y comercialmente,
un afio antes de su vencimiento, se tiene

100N N7z 100N SEE N
E.;-'—Ec T (N-m) == N IR

to’ y, por tanto, E=N—

y, por tanto, B =

~ 100+~ 100+ 7 100
100 7
=1 <1oo+a-"'1+ ﬁd)
100 . 100 — 100 . 100 — 100 7~ 100 7 472
= e n 100 (100 4 7)
=Nx Al e e
2 100 (1004 7) — 100 " 100+ 7
Por otra parte, como el descuento racional en un ano es
100N 100 N+ Ny —100 N N7
e e by Tt 100 + 7 100+ 7
——N L >xr
i, IO NN e
SUABIeLE 100 100(i007) 100~ 10047

es igual al exceso del efectivo racional sobre el comercial.
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ARTICULO II.

REPARTIMIENTOS PROPORCIONALES () PRORATEOS,

§ f.—Generalidades.

237. Dividir una cantidad & prorata entre
otras es descomponer el nimero que la expresa, en par-
tes proporcionales & los nimeros que expresan éstas.

Todas las cuestiones referentes & prorateos se fundan

en la divisién de un numero en partes proporcionales &

otros, la que se obtiene considerando que si aquél es Ny
(lestos sen a, 0, ¢, y @, 9, z, las partes de N proporcionales
4 a, b,y c, se tendra la igualdad N=«a—+ 0 --¢ y la série

. @ Y 2
de razones iguales, — = —5- = —, de la que resulta
a b ¢
Cin oy L Ol e SRR & Y
= = S e e = e
R LT e e o AR L e i
: ! N j
Y, haciendo 4 ¢ -6 4+¢c =9, — = _w_:*]/_:_{’
S a 0 c

de donde se obtienen las proporeiones
N it N o W N z

S e R S

3

D iai— e (i
%
De lo expuesto se deduce la siguiente regla :
Para dividir un nvmero en partes proporcionales &
olros dadns se le divide por ln suma de éstos y el cociente
se multiplica por cada uno de ellos. '

%}Z

y de ellas, z = ‘T dis ) —

Ejemplo. Dividir 4176 en parles proporcionales d los nivme-
rvs 2,3 y1.

kS : i 4176

Como, 2-+3-7 =12, s¢ tendra el cociente e = 348 ;
luego los ntimeros pedidos serdn, 348 >< 2 = 696
348 >< 3 = 1044
348 < T = 2436

cuya suma, 4176, es el nimero dado.
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§ 2.—Aplicacicnes de los repartimientos proporcionales.

238. Numerosas son las cuestiones que se resuelven
por el céaleulo de prorateos, tales como los reparios de con-
tribuciones, cupos de quintas, cuwolas por socorros MuLuos,
liquidacion de averias, regla de Compaitia, ete.

239. El reparto de contribuciones tiene por 0b-

Jjeto distribuir equitativamente las cargas piblicas, para

lo cual la contribucion nacional se reparte entre todas las
provincias, en proporcion & su rigueza imponible, la cuota
de cada provincia entrelos municipios de ella, y la de cada
municipio, entre sus vecinos.

240. El reparto de quintas tiene por objeto distri-
buir equitativamente el servicio militar, para lo cual el
reemplazo de cada ano se reparte entre todas las provin-
cias, en proporeion al numero de sus mozos sorteables, y el
cupo de cada provincia, entre sus municipios.

241, El reparto por socorros mutuos y el de
averias maritimas tienen por objeto distribwir entre
varios asociados d asequrados el importe del siniestro siu-
frido por uno de ellos, para lo cual se divide dicho importe
en partes proporcionalesal interés que cada uno tiene en la
Socledad.

242. La Regla de Compafiia tiene por objeto re-
partir debidamente entre los socios la ganancia & pérdida
de una Sociedad.

El capital impuesto por cada socio se llama imposicidin;
la suma de las imposiciones constituye el capital social;
la ganancia ¢ pérdida repartible se llama dividendo gene-
ral, y la parte de él, correspondiente & cada socio, divi-
dendo parcial, que es activo 6 pasivo, seglin que se cobra
O paga.

La determinacién de cada dividendo parcial descansa
en estos tres principios:

1.° Los dividendos parciales son proporcionales d las
imposiciones, cuando los tiempos son 1guales. Principio de
verdad evidente.

9.° Los dividendos parciales son proporcionales & los
tiempos, cuando las imposiciones son iguales. Principio
admitido.
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3.0 Los dividendos son proporciwonales & los productos
de las imposiciones por los tiempos respectivos, cuando
aquéllas y éstos son diferentes para cada socio.

Este principio se deduce de los dos anteriores; pues, si
representamos por ¢, ¢ y d, la imposicién, tiempo y dividen-
do parcial de un socio, y por ¢’, £ y @ los de otro, se tiene,

a ct
por la regla de tres compuesta, R == v

La resolucién de la cuestiéon mds frecuente de Regla
de Compania se reduce, pues, & dividir el dividendo gene-
ral en partes proporcionales & los tiempos, silas imposicio-
nes son iguales: & las imposiciones, si los tiempos son igua-
les; y 4 los productos de las imposiciones por los tiempos, si
aquéllas y éstos son diferentes para cada socio.

Ejemplos.

1.°  Enire lres individuos A, B y C, compran un billele de la Lo-
leria nacional por 500 peselas, poniendo A, 170 peselas; B, 208:
Yy C, 122 jeudnlo corresponde a cada uno, del premio de 1500000
pesetas con que ha sido agraciado el billete?

Los ntimeros & que deben ser proporcionales las cuotas, son
170, 208 y 122, cuya suma es 170 - 208 -}- 122 = 500. '
1500000 -
Luego, como ————— = 3000, se tendra:
500

cuota de A = 3000 x 170 = 510000
cuola de B = 3000 x 208 = 624000
cuota de C = 3000 x 122 = 366000.

2.9 Una persona, A, emprende una especi:lacion con un capilal
chSOOO peselas: a los 4 meses se le asocia otra, B, con uno de 2500,
y 5 meses después, olra C, con uno de 4768: al ano de emprendida
por A la especulacion, liquidan con una ganancia de 20000 peselas,
seuanto corresponde d cadan socio?

Puesto que el socio A esta en la sociedad 1 afio =12 meses,
el’socm B, 12 — 4 =8 meses, y el socio C, 8 — 5 = 3 meses, los
numeros & que, en este caso. deben ser proporcionales las ganan-
cias son 5000 x 12 = 60000, 2500 x 8§ = 20000, y 4768 x 3= 14304,
cuya suma es 60000 —+ 20000 - 1430 & = 94304 .

20000

94304 =0,2120801, se tendra :
ganancia de A = 0,2120801 x 60000 = 12724,81
ganancia de B = 0,2120801 x 20000 = 4241,60
ganancia dc C = 0,2120801 x 14304 = 3033,59.

Luego, como

ARTICULO III.
REGLA DE ALIGACION O DE LAS MEZCLAS.

243. Mezcla ¢s la reunidn de dos ¢ mds sustancias,
sin sufrir deterioro ni alteracion apreciables.

Precio de naa sustancia d de wna mezcla es el valor
de una unidad de ella. Bl precio de una mezcla recibe el
nombre de precio medio y esta, naturalmente, comprendi-
do entre el mayor y el menor de los precios de las sustan-
cias mezcladas.

Valor de una sustancia d de una mezcla es el producto
de su precio por el nimero de sus wnidades.

La Regla de aligacion tiene dos objetos principa-
les: hallar el precio medio, conocidas las cantidades de
cada una de las sustancias mezcladas y sus precios respec-
tivos, ¢ hallar la cantidad que se ha de mezclar de cada
sustancin, conocidos sus precios y el precio medio.

La Regla de aligacion es direcla 6 inversa, segun que
se refiera al primero ¢ al segundo de los objetos indicados.

244. Reglade aligacion directa.

La Regla de aligacion directa se funda en los siguien-
tes principios, en harmonia con las definiciones de mezcla,
precio y valor.

1.° La contidad de una mezcla es igual 4 la suma de
las cantidades mescladas.

2.0 Kl wvalor de una-mezcla es igual dla suma de los
valores de las sustancias mezcladas.

Escolio. De estos principios resulta que, designando
por C la cantidad de una mezcela, por M su precio, por ¢,
¢, ¢, ete., las cantidades mezcladas, y por p, p’, p”', etc.
el precio de cada unidad de éstas, se tendrd

CM=cp-t+c'p +c"p’ +..cor
y dividiendo por C=¢ + ¢’ -+ ¢"" 4-..... resulta
A P 4 clpl el -
) c+¢ + ¢ Henn
de donde se deduce la siguiente regla:

Para hallar el precio medio, conocidas las cantidades
de cada sustancio que entran en Wi mezcla y sus precios
respectives, se divide la suma de los valores de las sustan-
cias mescladas, por la suma de las cantidades.
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KEjemplos.

o vl - . . v '
3 1.2 jCual debe ser el precio medio de 24 heetililros de trigo de g
27 peselas, mezclados con 36 heclolitros de a 23 pesetas?
La operacién se dispone del modo siguiente:

Cantidades. Valores.
e S —— T — e
24h1 4 97p = 24 x 27 = G48p
34} 93 F =3 kA 3E=—g0]
60 1476p | 60
276 24,60 (precio medi
i 24, edio
360 )
00

(AT T : : S
972' f(,uul (10[;(:(.;0)' el precio medio de 24 heclélitros de trigo de a
27 peselas, mezclados con 36 hect6liiros de d 23 peselas i con !
o1 Vasetis peselas y con 13 de @

Cantidades. Valores.
94hl a27p = 24 x 27 = ‘648p
36 4923 =36 x 93 = 898
13 a21 =13 x 21 ="' 9273
13 1749p ] 73
289  23,96» (precio medio)
700
430
65

2€5i’ Pl»egla de aligacion inversa.
a Regla de aligacion inversa se fur sigui
La Reg und :
e a en el siguiente
iy La mzdn]de dos cantidades mezcladas es igual @ la ra-
2o inversa de las diferencias entre sus precios respecti-
vos y el precio medio.
: En e‘f.ec‘to, sean ¢ y ¢’ las cantidades mezcladas, Py P
sus preclos respectivos, siendo p>p’, y M el precio medio
menor, naturalmente, que p y mayor que T ’
. I%ln cad}zsxI unidad de precio », vendida al precio M, se
pler ccelp—— I, luego en las ¢ unidades se perderd ¢ (p—3M):
tﬁl cada unidad de precio p, vendida al precio M, se gana
—2'; luego en las ¢’ unidades se ganard ¢/(M—p’), y
goino,‘pc'n. la naturaleza de la cuestién, aquella pérdida
debe ser igual 4 esta ganancia, se tendra la io
o e : endra la igualdad
op—M)=c(M—p’), de donde se obtiene la proporeioén

L o
7 T
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En la Regla de aligacion inversa distingaivemos dos
£as0s
1.2 Que sean dos las sustancias mezcladas.
2.° Que sean mas de dos.
: 2 : ¢ M—p
Primer caso. Si en la 1gua1dad,:—67=?)ﬁM, se hace
c=M—p' yc¢ =p—M, se deduce la siguiente regla:
Para hallar la cantidad que se ha de mesclar de cada
wna de dos sustancias de precios conocidos, para que la
mezcla tenga un precio dado, se resta del ;;Mcio mayor el
precio medio y se tendrd la cantidad de (o sustancia de
menor precio; e resta del precio medio el menory se ten-
dard lo cantidad de la sustancia de mayor precio.
Ejemplo. ;Cwdnlos hectolitros de lrigo ded 27 y de @ 23 pese-
tas se han de mezclar, para que el precio medio sea 24,60

Llamando ¢ y ¢’ & las cantidades pedidas, se tendra:

Precios.
Preci dio. 240.60 27p | ¢ = 24,60 —23 = 1,600t
i 2D, |
recio medio, 24P.50) gq | v 97 _ 94,60 =2,40h1

Observacion. Sise multiplican ¢ dividen por un nu-
mero cualquiera los términose¢ y ¢, los productos 6 co-
cientes forman proporcion con M—p’ y p—M, (171-Cor.)
lo que indica que, hallada una solucion de la cuestion, se
pueden dar otras, en numero infinito, por lo que se dice
que la Regla de aligacién inversa es indeterminada.

Sin embargo, esta indeterminacidn desaparece cuando
se fijan condiciones que limiten el nimero de soluciones.
Asi, si en el ejemplo anterior se exige que los ¢ hectoli-
tros de & 27 pesetas sean 24 ¢ que los ¢’ de & 23 pesetas
sean 36 6 que los ¢—-¢’ de la mezela sean 60, de la propor-

y 1,6 .
¢ién ci = -274;%, se deducira
“h94. 1,60 24 3¢ 2,40
T e =~2’ZO, de donde resulta, ¢’ = — i<60’77“ =36.
) 60 36 >< 1,60
R0 3%— =:1,"46 , de donde resulta, ¢ = —;SIOO— =24,
g CHC _LO0H240 60 4
; AT 1,60 e
de donde resulta, ¢ = e ><41’§0 —24; ¢'=60—24 =36.
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Segqundo caso. Sise toman de dos en dos las sustancias
mezcladas, de modo que sus precios comprendan al precio
medio, y esto se repite hasta operar con todas ellas, se ten-
dré una solucién para cada par de sustancias y el conjunto
de estas soluciones serd la solucion de la cuestién propues-
ta, de donde se deduce la siguiente regla:

Para hallar las cantidades que se han de mezelar de
cada una de mas de dos sustancias de precios conocidos,
para que la mezcla tenga un precio dado, se hallardn, por
la regla del caso anterior, las cantidades de dos sustan-
cias cuyos precios comprendan al de la mezcla y, repitien-
do esta operacion cuantas veces sea necesario Para. que en
la meacla entren todas las sustancias dadas, las sumas de
las cantidades prrciales de cada una sera (o cantidad de
ella que ha de entrar en Lo mezela.

Ejemplo. ;Cudntos heeldlitros detrigo de ¢ 27, de d 23 y de @ 21
pesetas se deben mezclar, para que el precio medio sea de 23,96
pesetas?

Llamando ¢, ¢’ y ¢/ 4 las cantidades pedidas, se tendra:
27 23,96—23=0.96 ; 23,96—21=2,96 |¢ =0,96--2,96=3,92
’

93:96:231127—93:96="3,04 "5 L s =0k e—=0104
Ol S Sl S 20—23,96=3 04 c'i— S 1.Tr ke i1

Observacion. Como la resolucién de toda cuestién
del segundo caso de la Regla de aligacién inversa se obtie-
ne por la de otras del primero, siendo éstas indetermina-
das, también lo sera aquélla.

Sin embargo, esta indeterminacion podrd desaparecer
fijando condiciones que limiten el numero de soluciones.

Asi, si en el ejemplo anterior se exige que los hectoli-
tros de la mezcla sean 73 y el'de los de trigo de & 21 pe-
setas sean 13, se tendrda, ¢+c¢’'++13="73, de donde se obtie-
ne ¢+c¢'=73—13=60, lo que reduce la cuestién 4 hallar
los hectolitros de & 27 pesetas y los de & 23, necesarios
para tener 60 hectdlitros, al precio medio de 23,96, cuestion
ya determinada y de la que se obtiene ¢=14,40 y ¢'=45,60;
luego ¢ =14,40 1, ¢’ =45,60h! y ¢"'=13N1,
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