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TRAITE

D’ALGEBRE.

DEUXIEME PARTIE.

CHAPITRE PREMIER.
ANALYSE COMBINATOIRE.

I. — DES ARRANGEMENTS.

On appelle arrangements de m objets pris n 4 n les
résultats obtenus en prenant 2 de ces objets de toutes les
maniéres possibles, de telle sorte que deux quelconques
de ces résultats différent soit par les objets dont ils sont
composés, soit par 'ordre de ces objets.

Proposons-nous de trouver le nombre des arrangements
de m objets pris z & z, nombre que I'on désigne habituel-
lement par le symbole AZ,. A cet effet, supposons que I'on
connaisse le nombre des arrangements de m objets pris
144, ou Al ; sil'on veut former les arrangements de m oh-
jets pris i 41 a1, il faudra ajouter successivement
i chaque arrahgcmcnt des m objets prisz & 7 les Dt
objets qui n'y entrent pas. On formera ainsi m—1i nou-
L. — Algébre; T, 1
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veaux arrangements avee chacun des anciens, c'est-d-dire
(m— i) nouveaux résultats.

Je dis : 1° que tous ces résultats sont des arrangements

en tout A,

différents, car ils différent, soit par I'arrangement com-
posé de i objets qui a servi & les former, soit par le
_dernier objet ajouté; 2° qu’un arrangement quelconque
composé de £ -1 objels sy trouve, car, si a cetarrange-
ment on enléve son dernier objet, on retrouve un arrange-
ment de i objets. Or, comme ils ont été tous employés,
Parrangement composé de i1 objets se trouve parmi
ceux que nous ayons formés; on a done enfin

Abet — AL — £,

n
Si I'on observe alors que Al est égal & m et si dans la
formule précédente on fait i=1, 2,'3, ..., n—1, on
trouve

AR =—m(m—n), A} =A% (m—2), ...

AL —=A"" (m—n—+1),
ct, en multipliant ces égalités membre & membre, puis en
supprimant dans les deux membres de la formule résullante
des facteurs égaux,
A" =m(m—1) (m—2)...(m—nr—1).

04104 Ko D

II. — DES PERMUTATIONS.

On appelle permutations de n objets les résultats ob-
tenus en disposant ces 7 objets les uns a c6té des autres
de toutes les maniéres possibles.

Proposons-nous de trouver le nombre des permutations
de n objets; désignons ce nombre par P, (*). Supposons

(*) On désigne quelquefois ce nombre par le symbole nl.

CHAPITRE - PREMIER, 3

que I'on sache former le nombre Py : & chaque permutation
de 7 objets ajoutons un nouvel objet, en lui faisant oc-
cuper successivement la- premiére, la seconde, ..., la
i =12 place; on formera ainsi (i + 1)P; résultats diffé-
rents, soit par la permutation de i objets qui a servi a les
former, soit par le rang occupé par. le mouvel objet. En
second licu, une permutation quelconque de i+ 1 objets
fait partie de celles que I'on vient de considérer, car, en lui
enlevant le'dernier de ses objets, on retombe sur une des
permutations de'¢ objets, permutations’ qui ont été toutes
employées. On a donc

Prpy = P;(é+1).

En faisant successivement { =1, 2, ..., 7 —1 ¢t en ob-
servant que Py est égal &' 1, on'a

P,

Lo2ge Ba s By 80 ey o B B s 7t

et par suite, en multipliant ces égalités membre 3 membre,
P =t.2.3. cons ‘

On peut remarquer que

Pr== Al

Et, en effet, si dans la formule trouvée page 2 on fait
m — 7, on trouve

Wiy (n——l}(n—'z)...z.x:-Pn.

1. — DES GOMBINAISONS,

On appelle combinaisons de m objets pris n & 2 les
résultats obtenus en prenant 7 de ces objets de toutes les
maniéres possibles, deux résultats différant sculement par
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la nature des objets quientrent dans chacun d’eux et non
par leur ordre.

Désignons par G, le nombre des combinaisons de
m objets pris ¢ & i; pour former les combinaisons de
m objets pris { 4= 14 7+ 1, onpeul, 4 chaque combinaison
composée de i objets, ajouler chacun‘ des m—1i objets
qui n'y entrent pas. On obtient ainsi Ci, >< (m — i) résul-
tats qui_contiendront toules les combinaisons formées de
i -+ 1 objets, puisque, en retranchant un objet & 'une des
combinaisons formée de -1 objets, on relrouve une
combinaison formée de i objets, et que toutes celles-ci onl
é1é employées; mais les résultats que nous oblenons de la
sorle ne sont pas tous différents. En cffet, si nous consi-
dérons I'un quelconque d’entre cux, quel que soit I'objet
que L'on en retranche, on retombe sur une combinaison
différente formée de 7 objets ; une combinaison quelconque
de m objets pris 71 4 741 a done é16 obtenue par
notre procédé de i1 maniéres di[?érenl.es, en sorte
que G, (m— i) représente i -1 fois Cé+'. On a donc

m—i

git :Ci =Dt
i1

m
d’ott Von conclut, en faisant i=1,2,3,...,7—1I, ct en
observant que le nombre des combinaisons de m objets
pris un & un est 1z,

m—1 m—2

a 3 (2 AL e
2 —m——s C§=0C & ey
et = ' n 3

BT
m— m n 2

d’ou 1'on conclut

m(m—x](m—ﬂ- co(m=—n -+ 1)

W =

TR TS

GHAPITRE PREMIER. 5
On voit, d’aprés ce qui précéde, que

”

n R,
iy
P,

Cette formule peut du reste se démontrer directcment en
observant que les arrangements de m objets pris z & n
peuvent s’oblenir en permutant les 7 objets de chaque
combinaison de m objets prisna n, de toutes les maniéres
possibles. On a done

AZ'I == CZL >< Pﬂ,

d’ot 'on déduit la formule précédente, et par suite, sil'on
veut, la formule (1).

Si I'on adopte la notation 2! pour représenter le pro-
duit 1.2.3...2, la formule (1) peut encore s'écrire

1
Ve m.

" nl(m—n)!

IV. — REMARQUES AU SUJET DES THEORIES PREGEDENTES.

Provuiwe 1. -— Concevons qu'aprées avoir formé les
arrangements de m letires ])/‘ises ndn on suppose i de ces
letires identiques @ a, j de ces lettres identiquesa b, etc. :
combien obtiendra-t-on de résultats différents?

Supposons d’abord qu'il n'y ait que i lettres iden-
liques a @ :

1% Les arrangements oit @ n’entre pas seront tous diffé-
rents: ce sont les arrangements de m—i lettres prises
n an; leur nombre est A%, ou

p
E n Cm—i'

2 Les arrangements ot @ entre une fois seront encore
tous dillérents ; si nous voulons en connaitre le nombre,
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considérons les combinaisons  correspondantes; dtons a,
nousaurons les combinaisons de m— i lettres n—1an—1.
5i dans chacune de ces combinaisons nous permutons les

n lettres qui y entrent y compris @, nous aurons P, C4%

A gonn P
résultats différents on JT" o
1

3° Les arrangements ot @ entre deux fois ne seront
pas tous -différents; si nous Otons deux fols @ et sinous
considérons les combinaisons correspondantes, elles sont
en nombre CJi_7, et, si nous permutons les lettres qui y
n—3
L m—i
résultats qui ne: scront pas tous différents, car, en permu-
tant les deux lettres @ dans chaque combinaison, an-ne

5 P '3

la change pas; il n'y aura donc en tout que —P—" 22 ré-

m—~i
2

entrent en y comprenant deux [ois @, nous aurons P,

sultats différents, etc. Le nombre cherché est donc

cu:l. (olias 3 @o=t
P, (C,’;,,- -+ —i;’ Lyt S+ }J’ ’)-
1 i

Supposons maintenant.qulil y.ait .z lettres égales 4 a,
j letires égales & b.

Le terme général de la quantité cherchée sera le mombre
des arrangements dans lesquels @ entre p. fois et b v fois. 11
est facile:de voir que ce nombre est

Py

T.p,

(0% e

in—i=J

en sorte que le nombre des résultats cherchés est

P, iy
n—i—j?
Tl

@ ety restant toujours moindres que @ et j, ete.

Prosrimell.— Zrouver le nombre des permutations dif-
[férentes que I'on obtient en supposant un certain nombre
de lettres identiques dans les permutations de n lettres.

CIAPITRE PREMIER. 7

P, éwant le nombre des permutations de = lettres, si
parmi ces lettres il y en a i identiques 2 @, il est clair
qu'en permutant ces lettres @ on aura des résultats iden-
tiques; les permutations P, se partagent en groupes de P;
permutations identiques : donc les permutations essentiel-
lement différentes se réduisent au nombre de Py, : Pyquand
lettves deviennent idenliques & @; si, en outre, j lettres
deviennent identiques & b, le nombre ‘des permutations

DL e ezneied ot
distinetes se réduira a7, ete.
» PP,

Prosuive L. — Zrouver le nombre des résultats dif*
férents obtenus en supposant, dans les combinaisons de m
lettres prises n & n, i letires identiques & a, j lettres iden-

liques & b.

‘Considérons ‘une combinaison dans laquelle @ entre
u fois, & v fois;ete. 5 supprimons les lettres w et & de cette
combinaison, nous-trouvons une combinaison de m—i—j
lettres prises »—p——=v i n—p—w; donc le nombre des
combinaisons distinctes o« entre ' fois et b v fois
est Covry, d'ot lon conclut facilement le nombre

cherché.
V. — FORMULE DU BINOME.

On appelle formule du binome celle (ui fait connaitre
le développement d'une puissance quelconque d'un hi-
néme. Cette formule (dans le cas ot I'exposant de la puis-
sance est entier et ‘positif) parait avoir été connue hien

‘avant Newton; on la'troiive dans les OBuvyres de Pascal. On

peut consulter d ce sujet 10 Particle Binoue dans le Dic-
tionnaire des Mathématigues de Montfervier; 2° un article
de M. O. Terquem, ‘inséré dans ses ' Nouvelles Annales,
t. VI; 3° enfin, ' Histoire des Mathématigues de Montucla.
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Voici comment on peuat arriver a celte formule a aide de
'analyse combinatoire.
Multiplions entre eux les binémes

(et u){w—!-—b)(z—{—c)...(x—e—l).

Pour faire un produit de deux polyndmes, on multiplie
chaque terme du multiplicande par chaque terme du mul-
tiplicateur; en d’autres termes, le produit de deux poly-
nomes est la somme des produits obtenus en prenant pour
facteurs un terme dans chaque polynome de toutes les ma-
niéres possibles.

Le produit de trois polynomes est égal & la somme
des produits obtenus en prenant pour facteurs un terme
dans chaque polynome de toutes les maniéres possibles, et
ainsi de suite (t. T, p. 24).

Cela posé, le produit que nous cherchons est égal ala
somme des produits obtenus en prenant pour facteurs un
terme dans chacun des bindmes (x—+a), (€ +8), - .. de
toutes les maniéres possibles. Prenons d’abord x dans
chacun des m bindémes en question, nous formons le
terme x™; prenons ensuite x dans m —1 bindmes et le
second terme dans le m**™ binéme restant; faisons cette
opération de toutes les maniéres possibles, la somme des
termes ainsi obtenus sera "~ (a + b6+ .. +1), que l'on
peut désigner par la notation abrégée

—
a1 2 a,

déja employée (I Partie, p. 65, 66). En général, si
nous prenons x dans m—n binbmes, il faudra prendre
les seconds termes dans chacun des 7 bindmes restants;
en répélant cetle opération de toules les maniéres pos-
sibles el en ajoutant les résultats, on trouve

P E abe. .. f.

CHAPITRE PREMIER. 9
anc, .. f désignant, pour abréger, la somme des pro-
duits obtenus en prenant pour facteurs n des m lettres
a, byc,. -, de toutes les maniéres possibles. anc. aof

représente done la somme des combinaisons des m lettres
a, b,..., [ prises n i n sous forme de produits. Si donc on
vient & supposer a=b=c=...= [, le terme que nous
venons de calculer se réduit &

VT g T
e @ .

Enfin, pour achever la formation du produit que mous
cherchons, nous prendrons les seconds termes des bi-
nomes, et nous aurons le terme abc. . .l; nous pourrons

donc écrire
S (2= a)(x-+b)...(z+ 7)

(1) i ::z"‘—i—w"‘-‘lza—I—...-i—x"‘—”Zab...f+...+zzb...l.

sion de faire usage de cette

Nous aurons plus loin occ
formule; si l'ony fait a= b == .. =il vient

1 W — . 2 = "
(PR a)’” — 2™ maxt—t 4.+ G el m g,

\
Cetie formule peut encore Séerire, en remplagant C7, par
sa valeur

g (=4 7 )= max™—! -

(2) 4

J

m(m—1)
1.2

b T

m(m —1)(m—2)...(m— n—i‘l)[l".l:”l;”—ﬂ—...-i—{(”‘.
FEto R ey )

Nous ferons, au sujet de celte formule, plusicurs re-

marques importantes.
1° Deux coefficients également éloignés des extrémes
dans le développement de (x -+ a)msont éganx.



10 TRAITE :D'ALGEBRE.

En effet, en changeant @ en @ ¢t « en a, les coefficients
des termes ne changent pas; le premier membre de I'équa-
tion (2) ne change pas non plus. On a alors, en identi-
fiant les deux développements de' (s + )™ que 'on ob-
tientainsi, ¢’est-a-dire en égalant les coefiicients des mémes
puissances de a, le théoréme qu'il s’agissait d’établir; il
conduit & la formule

cr (n—=n
AL =SSR

que Pon peut vérifier directement. Elle revient, cn effet, i
la suivante :

m(m—1)...(m—La1) mim—1). (=)

12535070 1:2.3.. . (n'—n)

Si l'on réduit les deux memhres de cette dgalité au
méme dénominateur, les numérateurs deviennent égaux
AS TG -

2° Sil'onfaita=x =1, 0n a

G O b s oy o 1= SRR o o
39 Si llen'fait@i=-—ax —

O =Tl G2

4° Si, dans la formule (2), on met le terme général sous
la forme

(3)

m!
a/u—n @ L3 5

il désignant d'une maniére générale le;produit 1.2.3. . .7,
si I'on change ensuite @ en @+ b, le terme général du
développementde (& + @+ b)™ sera donné parle verme
général du développement de Vexpression (3) dans la-

GHAPITRE  PREMIER. 11
quelle on aura changé @ en a+ b; il sera'done

m!(m—n)!

Ebl’l—vll‘ﬂ.l‘n
n!(m*n)l(m—n—u)!a!a £

m!

L Q% HM—n—T gl
nl(m—n—a)lal

En changeant cnsuite b en b-4c¢, on obtient de la
méme facon le terme général du développement de
(x+a-+b-+c)” el, en continuant ainsi, on trouve,
comme t. I, p. 67,

m

o RS e
nlalfl. ]

(zHadgb+...+lm=

formule dans laquelle on-a toujours
e—+B ... n—=m;
les entiers o,(3,... pouvant étre nuls, on y supposera @
égald 1, etolégal aa.
VI — DU TRIANGLE ARITHMETIQUE.

— ity ;

Considérons les coefficients des puissances successives
du binéme; ‘écrivons sur une premiére ligne les coeffi-
cients de la premidre puissance, clest-a-dire 1 et 1; sur

R .

R o |

S P S |

e G O Y

AT s Ty (s GO R s

PP S0 (SO Tl 7 g s |
Tty O s S Y Gt D

une seconde ligne écrivons les coefficients de'la seconde
puissance, ¢'est-d-dire 1, 2, 1, et ainsi de suite, de sorte
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que les coefficients des termes de méme rang se corres-
pondent dans une méme colonne verticale. Le Tableau que
nous formons ainsi porte le nom de tricngle arithme-
tique; les propriétés de ce triangle ont été développées
avec beaucoup de soin par Pascal dans son Zraité du
triangle arithmétique; toutefois il ne dispose pas son

Tl SE o AT
R RS
Al TS 1)
1 4 10
e b

®
1

triangle tout a fait de'la méme fagon que nous. Si nous
concevons que, dans le triangle dont nous avons parlé en
premier lieu, on fasse glisser chaque colonne verticale
de maniére & amencr toutes les unités qui sont en téte
sur une méme ligne horizontale, on aura le triangle de
Pascal, Les nombres qui sont inscrits dans la (7 1)
colonne verticale du triangle portent le nom de nombres
figurés du n'm¢ ordre; les nombres du premier ordre,
ou I, 2,3, 4, .., portent aussi le nom de nombres natu-
rels, les nombres du second ordre celui de nombres
triangulaires, les nombres du troisiéme ordre celui de
pyramidauz, les nombres du quatriéme ordre celui de
triangulo-triangulaires.

Tutorime I. — Le jiéme nombre figuré de Uordre n a
pour expression

_i(i+1)...(i+n—1) (1) (n+2)e. (n4i—1)
{98 n 1.273. .. (i —1) :

En effet, les nombres figurés de Pordre 2 sont les nombres
de combinaisons 7 & n; le premier est relatif & 2 objets,

QUAPITRE PREMIER. 13

le sccond & 72 H1,.+ ., le 1™ & n4-7-—1, en sorte que
i (]
le 7% nombre figuré de ordre n est G2y, ouy dlapres
S i1 il
un corollaire (p- 10), Giii ;s © est-a-dire

[i—l—n—-l](z’%—n——g)...i (ri—1)(n+i—2)...[n-41)

. ?
Teo D sl 1.2.80. . (i=1)

expressions identiques avec celles que nous avions an-

noncées.
r s ; ;
Tusovime [I. — Un nombre figuré est égal au nombre

éerit immédiatement au-dessus de lui dans le triangle
4 ) o fy o
arithmétique, augmenté du nombre placé & la gauche de

ce dernier.
En d’autres termes,
2 gi—1
Gl = Chyimy +Chieae

Cette formule se vérific trés-facilement en remplacant

w -1 \ o VP
les symboles C2.;, G sy CiyL, par leurs valeurs. Voici
comment on peut P'établiv directement. Considérons la
formule

(,,, s a)"*’_‘ — phi—t et C"H»f—x a’t a"“‘—;— At

démontrée pages 8 et 9; multiplions ses deux membres
par (@ - @), nous aurons

-1 n pl .
(e et t—=amrt ol 4 (Rt Gl Jatabgai;

: : s
or, en identifiant cette formule avec celle que l'on obtient

f i  Pex
en appliquant directement la tormule du binéme a l'ex-
pression (@ +- @), on trouve

n n—y - __On
Cnv+i—1 i Crl+i—1 S (“I'H-l .
€ QT D

Tutonime 1L — Il resulte du théoréme précédent
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qi'un nombre figuré quelcongue est égal & la somme des
nombres figuréds de Uordre précédent, placés immédiate-
ment au-dessus de lui dans le triangle arithmétigue.

Ainsi, 'on a

dsaliien =y 128 (n—1) . 234
Goon e i = Lo, (n—1)

(i+zz—z)

... (n—1)

Le triangle arithmétique dont nous venons de parler est
un cas particulier d'un triangle beaucoup plus général, que
Pascal appelle aussi triangle arithmétique et que nous
allons apprendre & former.

Dans une premiére colonne verticale écrivons le nom-
bre @; dans une seconde colonne contigué écrivons les
nombres @, a4 b, 2a+b, . ... obtenus en ajoutant au
nombre bles produits de @ parles nombres figurés du pre-
mier ordre; dans une troisiéme colonne écrivons les pro-
duits des nombres du second ordre par @ augmentés des
produits des nombres du premier ordre par &, el ainsi de
suite; nous formerons le Tableau ci-contre.

a b

a a—+b b

@ | @b a--20b b

a | 3a--b 3a—+3b a-+ 3b b

a | fa-+t+d 6a--4b bfa-+ 6b a-+ 4b
a| ba+b | 10a4+5b | 10a+10h | Ba+10b

Les propriétés connues des nombres figurés montrent :
1 qu'un nombre inscrit dans le Tableau précédent est
égal & celul qui est placé au-dessus de lui augmenté de
celut qui est & gauche de ce dernier; 2° qu'un nombre

CHAPITRE. PREMIER. 15

quelconque est égal & la somme de tous ceux qut sont
derits au-dessus de lui dans la colonne précédente.

Considérons la troisieme colonne de notre dernier Ta-
bleau; faisons b = 1, elle se composera de la suite

1, a=2, 3a+3, Ga+4{, 1oa-+5, ...

Lorsque a =1, on retrouve les nombres triangulaires;
lorsque @ = 2, on obtient les,rombres carrés, qui ne sont
autre chose que les carrés des nombres naturels; lorsque
a =3, on obtient ce que I'on appelle les nombres penta-
gonaux; lorsque a = 4, on oblient les nombres hexago-
naux, etc. Voici maintenant la raison de ces dénomina-
tions.

Fig, 5. Tig.. 6. Bigi

s . “

e s

Considérons la fig. 5 : elle commence par un point; au-
dessous on a placé deux points, puis trois, puis quatre, etc.
Sin représente le nombre de points placés sur le coté AB,
le nombre total des points contenus. dans la figure sera

12 +3+...4+n,

somme des n premiers. nombres naturels, ¢'est-a-dire re-
présentera le n®" nombre triangulaire.

Si nous considérons maintenant la Jig. 6, st nous dé-
signons par 7z le nombre de points’ conlenus dans le
coté AB, il y aura 2% poinis en tout dans la figure; or; on
peut évaluer ce nombre d’une autre maniére, en obser-
vant que l'on trouve de chaque coté de la diagonale AC
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k points, k désignant le (n— 1) nombre triangulaire;
il v a douc en tout

ok +n=nln—1)-+n=n*

points dans la figure, cest-a-dire un nombre de points
marqué par le ni*me nombre carré.

Si nous considérons la fig. 7 et si le coté AB contient
n points, nous voyons que la figure totale contiendra, en
désignant par k le (n— 1)ime nombre triangulaire, 3k+n

points, et ainsi de suite.

VIl — SOMME DES PUISSANCES SEMBLABLES DES TERMES
D'UNE PROGRESSION ARITHMETIQUE.

Considérons la progression arithmétique (*)

Uiy Wy Uas ~v o Ry Uty = oe

Soit /: la raison; nous aurons, en désignant par n un en-
tier quelconque,

: ; ; n-1)n
Tl NI = w4 [n—i—l\u'l’/l —I—(————‘—u’l“1 MRy
& i 1.2

i =
(———’—u’_f L R

u!;""‘:(ug—f—h)"“:u’;“—u—(n»'r])n’;h—k —

n—1)n
i ey P RN b ¢ N ( n—1 22
ul = (R =y 4+ (n—r)ug, i+ — /L e

SRRSO s e R SRS S S

(*) Lathéorie des nombres polygonaux et des progressions arithmétiques
existe dans les ceuvres de Diophante. Archiméde a fait connaitre la somme
des carvés des z premiers nombres entiers, il I'a appliquée & la recherche
de Paive de Ja parabole; la somme des cubes des n premiers entiers a ¢té
donnée par Brahmegupta, au vn® sidele; la somme des quatriémes puis-
sances a 6té donnée par Djamehid ben Mas’oud ben Mahmoud, médecin
avabe du xvi® siécle; Fermat a donné le premier une méthode générale pour
la sommation des puissances semblables des termes d’une progression avith-

meévigue,
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Ajoutons ces égalités membre & membre, il vient, en sup-
primant des termes communs de part et d’autre,

i=m P

A+l nl \ (” == l)n
“ u = (m-1)h S ol e e B e n—1
A1 1 { ) ;- F s st S

o2

Sl X i=1 =
d’ot on tire
3 n41 4
ﬁu”‘ S “’: ¥ n b,
S, i\_ _—/f / Il;-‘
(1) (1) 2 et
w(n—1i)
G < g ST S
5.3 ek Ao

Cette formule permet de calculer la somme des puis-
sances 7™ des termes d'une progression arithmétique
lorsque I'on connait la somme des puissances 1, 2, 3,...,
7—iL.

Proposons-nous par exemple de trouver la somme des
carrés des p premiers nombres. 1l faudra, dans la formule
précédente, faire h=1 et n = 2; il viendra alors

i=p
ZF:(P-‘—!)“—I _elp+1 _p
3 2 o

ou bien, réductions faites,

i=p

6

i=1

La méme formule (1) donne ensuite, pour 2 =3
29

i=p

B _lp+1)f—1 3plp+1)(ap+1)

= 4 > G :
_daplptr) 3.3
Ve v

L. — Algébre, 1.

153
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¢'est-a-dirve, réductions [ailes,

i=p

bl [MJJ

VIl — APPLICATION DES THEORIES PRECADENTES
A LA SOMMATION DES PILES DE BOULETS.

Dans les arsenaux, les projectiles emmagasinés sont
aujourd’hui de deux espéces : les uns sont destinés aux
piéces lisses et sont sphériques; les autres sont destinés
aux piéces rayées et ont une forme cylindro-conique.

Nous nous occuperons d'abord de la sommation des
piles de projectiles cylindro-coniques; ces piles sont for-
mées d'une premiére rangée de projectiles se touchant
tout le long d'une génératrice cylindrique. Soit n le
nombre des projectiles placés dans cette rangée ; au-dessus
et entre les intervalles laissés par les projectiles de la
premiére rangée, on place une seconde rangée de n—1
projectiles; au-dessus de cette rangée, on en place une
troisiéme composée de 7 — 2, et ainsi de suite. On forme
ainsi une espéce de triangle dans lequel le nombre des
projectiles employés est évidemment le 7/ nomhbre
nin—+1)

1.

triangulaire, ou 3 pour donner plus de solidité a

la pile, on place plusieurs rangées verticales, semblables
a celle dont nous venons de donner la description, les
unes contre les autres. En désignant par p le nombre de
ces rangées, le nombre total des boulets sera

n(n+1)
2

Done, pour avoir le nombre des projectiles oblongs
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contenus dans une pile, comptes le nombre des boulets
contenus en long et en large i la partic inférieure de la
pile; si n désigne le nombre contenu dans le sens du
diamétre et p le nombre contenu dans le sens de la lon-

- & nlin—-+1 -
gueur des projectiles, p Bl représentera le nombre

2

total des proje

tiles contenus dans la pile.

Les boulets sphériques sont rangés le plus souvent sous
forme de piles rectangulaires; les piles carrdes ou qua-
drangulaires sont moins fréquemment usitées. Enfin on
n’emploie que rarement les piles triangulaires, et seule-
ment pour un petit nombre de projectiles, & cause de
I'espace qu’elles exigent.

Occupons-nous d'abord de la pile triangulaire, Soit n
le nombre des boulets contenus dans le ¢6té du triangle
équilatéral qui forme la base de la pile; ceite base con-
tient évidemment un nombre total de bhoulets égal au

iome (7t1)

. . n
n nombre triangulaire, ou —— "/ houlels; au-dessus
2

de cette base on premiére rangée, on en a placé une se-
conde, en ayant soin de mettre les nouveaux boulets entre
les interstices laissés par les premiers. Le c¢été de cette
scconde rangée ne conlient que z—1 houlets; par con-
séquent, la rangée elle-méme contient un nombre de bou-
lets représenté par le (n—1)™ nomhre triangulaire, ct
ainsi de suite. Il y aura donc en tout dans la pile un nombre
de boulets égal 4 la somme des n premiers nombres Irian-
gulaires, c'est-a-dire égal au n"*™® nombre pyramidal (de
la le nom de nombres pyramidauz donné anx nombres du
troisiéme ordre).
Done, si n désigne le nombre des boulets contenus dans
le coté d’une pile triangulaire,
a(n+41)(n—2)
13253
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représentera le nombre total des boulets contenus dans
la pile.

Considérons maintenant une pile quadrangulaire. Dans
cette pile, la base est formée de boulets tangents, les
points de contact ayant lieu aux extrémités des diamétres
rectangulaires; la forme générale de cette base est un
carré, en sorte que, si z désigne le nombre des boulets
contenus dans le coté, n? représentera le nombre total des
boulets contenus dans la base. Au-dessus de la base se
trouve une rangée de (7 —1)? boulets, et ainsi de suite,
en sorte que le nombre total des boulets contenus dans
la pile est la somme des carrés des n premiers nombres, ou

n(n-=1)(2n —+1)

6

Ainsi done, n désignant le nombre des boulets con-
tenus dans le coté d'une pile quadrangulaire,

(2n =+=1)

nln—1)
16

représentera le nombre total des boulets contenus dans
cette pile.

Considérons enfin une pile rectangulaire; sa base est
construite de la méme maniére que celle de la pile qua-
drangulaire. Soient 2 et 72’ les nombres de boulets contenus
dans les cotés de la base; au-dessus de la base, on place
une rangée rectangulaire ayant n —r et #'—1 boulets de
¢6Lé, et ainsi de suile. Posons ' == n -+ p; le nombre total
des boulets de la pile sera

aln+p)+(p—1)(p—T14p)+... A1+ p,
c'est-a-dire

R (n— 12 [ (2 — 1) 424 1],
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ou bien

n(n 1) (2n 1)  n(n=+1)
6 i e
¢est-d-dire

w(n+1)(3p-+2n-41)
6 b
ou bien
n(n+1)(3a —n—+1)
6

On aurait pu arriver a ce résultat en observant que la pile
pouvait se décomposer en une pile quadrangulaire ayant
n boulets de coté et en une autre pile analogue aux piles

*de projectiles oblongs, mais inclinée, et ayant p et 7 bou-

lets de cOté. !

Done, n et ' désignant le nombre des boulets con-
tenus dans le petit et le grand cité d’une pile rectangu-
laire, le nombre total des boulets contenus dans la pile
sera

n(n41)(3n'—n—1)

— e e
Si dans cette formule on fait 7' = n, on retrouve la {for-
mule qui convient aux piles quadrangulaires.

NOTES ET EXERCICES.

1. Dans les problemes relatifs & I'analyse combinatoire, on est sou-
vent amené a évaluer le produit 1,2.3.. .2 = n!; quand 2 est grand,
le calcul de ce produit est presque impraticable. Voici une formule
(dont nous ne proposons pas la démonstration) que I'on donne dans
les Trailés de Caleul intégral et qui permet de calculer rapidement 7! ;

1

logn! = n(logn —0,4342945) + 0,3990899 -+ gl log n—+ E—[—[
2
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(les logarithmes ont pour base 10). L'erreur commise par Uemploi de
. ) §

cette formule est moindre que —— -

e 10722

m! m

|
AR = = By=umnl.

1l ne faut pas oublier que C%, = =

(722 -—HJ!/I!‘
Exemple, — De combien de maniéres 100 personnes peuvent-elles

se ranger a table? De roo! maniéres. On a logioo! = 157,97131. Le

nombre cherché a done 158 chiffres; les premiers sont 93598,

2. De combien de maniéres peut-on écrire les unes i la suite des
autres « lettres a et f lettres 67

3. De combien de maniéres peut-on écrire les unes & la suite des

autres « lettres a, & letires b, ..., X letlres {?

4. Le nombre de manitres dont on peut amener le point N avec
- dés & jouer est le coefficient de ¥ dans le développement du poly-
nome (& + 22+ 2%+ @b -+ 25 4 0 )*,

Trouver le plus grand terme du développement de (a - &),
n | .. 1)
En appelant ;’,%, a*b? ce terme et en éerivant qu'il est plus grand

que celui qui le précede et celui qui le suit, on trouve

B4+1_ b G
‘*>_ p
o a” x+1

2
d’oti I'on Lire

(m-+1)a

F= a-+b

< o —+1.
(m—+1a

Done = est le plus grand entier contenu dans )
o 2

6. De ce que le nombre des combinaisons de m objets pris » a n

MR =) ea o Ot — S ~4~T

est { Yoo { )
e 3l wrold

on peut conclure que le produit de

CUAPITRE PREMIER. 23

n enliers conséoutifs est divisible par r.2.3...z. Pav des ‘considéra-
tions analogues, prouver que, si « + 8+ -~ ... + X =m, le pro-
duitr.2.3,..m est divisible par ;

R B O
7. On a, quels que soient 2, &1, ..., Zn,

(& — @) (@ —24) ... (& —ity) 1
(TS Y

(=)

8. En appelant Cj?, non plus le nombre des combinaisons de 72 objets

3 ; ool —1)o . (m—n 1
r.4 n, mais la fraction — ) )

R » olt m peut. élre

quelcongue, entier ou fractionnaire ou méme négatif et incommensu-
rable, on a

n i o G2 —g 3 n—3 =)
= ChC i 3y O 2 — O B3 Chspy=o.

9. Démontrer la formule

’ —1
(& +a)m=zm+ 7:1//[.:‘ + bl m(i,)——)n(n —a2b) (2 -+ 2b) m—2
4 129
ni{m—a)(m—a)
—!——(;I(” in(q—-?;/))*(.z:—o— 3bym=3 ., .,

1,23
(ABEL.)

10. On appelle factorielle un produit de facteurs en progression
arithmétique. On pose, d’apres Vandermonde,

[e,r]t=a(a—+r){a—+ar)... (n+;1TII‘).

Kramp remplacait le signe [«, 7] par @>## Cela posé, on demande
de prouver que

[a,0]r=ar, [a,r]*=[a,r]*[a+n—ir,
AL =[mITa-1,1]n Po=[1,1]n,
[a=+ b, 1] = [a, 1" + Ch[a, 2]2=1 [ b, r] + C3, [a, #]m—2[ b, r]2
St 0@, e ot 60 ool
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Cette dernicre formule est connue sous le nom de bindme de Fander=
monide ou des factorietles.

11. On a

2

1230 =nt—Ch(n—1)n+ CF(n—2)7 —. .‘.i £7="
42. Sin>1u,0na

o'= al—CYn—1P + L (n—a)l—... = CF1 i1,
i3. Combien y a-t-il de termes dans un polynome de degré m?

n(n=+u)

b o
(Un de degré o, % du degré 1,
- r.2

du degré 2, ete.; en

(n—1)(n+2)
Ve i)

vl -+ m)

toul — 3 2 désignant le nombre des variables).

14. Avec des dames a jouer on forme une pile comme il suit : a la
partie inférieure on forme une sorte d’hexagone régulier en plagant
n dames ayant leurs cenlres en ligne droite; contre cette rangée on
place une seconde rangée contenant z + 1 dames, puis une troisiéme en
contenant 7 +2, ..., puis une #** rangée, en contenanl 7 + » —1,
aprés quoi on place une (7 - 1) rangée contenant une dame de moins,
et ainsi de suile, jusqu'd ce que I'on ait placé une derniére rangée
de » dames. Par-dessus cette figure on en place une autre formée de
la méme facon, mais contenant » —1 dames seulement sur son coté,
el ainsi de suile, de sorte que la pile contienne une dame a sa supé-
ricure, sept immédiatement au-dessous, puis dix-neuf, ete. Prouver
que le nombre total des dames de la pile est #3.

13. On peut toujours trouver pour A, B, C, ... des nombres rendant
identiques les formules

7=

An(n—+1)+B(rn—1)n,

w3 =An(n--1)(n—+

=B —a)n(n+1)+Cln—2a)(n—r1)n,

En conclure les valeurs de =2, ad, cte.

16. On peul toujours déterminer des nombres A, B, C, ... tels que
l'on ail identiquement
(1) (n-i—1)

.
~ e JE VS O Sl P B =
1.2 ¥l coll

ni=A—+ Bn—+ CM4
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En profiter pour caleuler 32/,

17. On a

== e
‘/n”<l.2.3.un<( > .

2
18. L'expression

mE.1.2.3...m
o e R S B T T
z(x +1) (@ + 2).e (20

étudide avec soin par Gauss, se réduit, pour x entier, &

quand on y suppose 7 =
19, Combien peut-on mener de diagonales & un polygone de 2 colés?

90. [tant donnés 2 points, on les joint deux & deux de toutes les
maniéres possibles : en combien de points les droites ainsi menées se
rencontrent-elles ?

91, Titant donnés « points, par tous ces points pris trois i Lrois on
fait passer des cercles : en combien de points lous ces cercles se
rencontrent-ils ?

22, On appelle probabilité d'un événement le rapport du nombre
de cas favorables & Iarrivée de I'événement au nombre total des cas
possibles et Ggalement possibles qui peuvent se présenter quand on
attend Larrivée de I'événement.

Aingi la probabilité d’amener le poinl 6 avec un dé e parce

(ue six cas peuvent se présenter quand un dé est jeié sur un tapis et
(u'un seul de ces cas est favorable & I'arrivée du peint 6. Cela posé,
on propose de résoudre les questions suivantes :

93. Calculer la probabilité d’amener le point 15 avec 3 dés.
, 5
Rep. TR

94. On prend m billets dans une loterie de N lots : quelle est la pro-
babilité de gagner # lots?
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R .m(m—()..,(m—n+|)'
O NN (N

25. Une urne contienl quatre-vingt-dix numéros, on en lire cing au
sort, on désigne un, deux, trois, quatre ou cing numéros a lavance ;
quelle est la probabilité de deviner juste dans chaque hypothése

Rép. -

La probabilité pour que 1 des numéros désignds sorte est 4F
- 81
» 2 % ? _2
8orx
» 3 ) »
11748
» 4 ) » »‘]—
511038
» o) b » e
43949268
26. L'expression

: o — v OO 57, 2 W aMm—y gpm—l__ 1 pm—2__ g

i . i Se Lot

&—i X—1 a2 T—1 ar—q ad—1

est nulle si m est impair; au contraire, clle est égale &
(t—a) (1 —a3)... (1 —am1)
sim est pair. (Gauss.)
27. Soit T, le 7 nombre Lriangulaire ; le n*™ nombre carré sera
Ty—y =+ Tp, lo 2™ nombre pentagonal sera s T+ Ty, le 7™ nombre
hexagonal 3T,y +T

kg piminie
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CHAPITRE II.

NOTIONS GENERALES,

1. — INTRODUCTION,

Nous allons maintenant aborder cette partie de 'Algébre
appelée Analyse algébrique par Cauchy, introduction ¢
' Analyse infinitésimale par Enler. L’ Analyse algébrique a
pour but de préparer 'esprit a 'étude des branches élevées
de 1'Analyse, en ajoutant des conceptions plus philoso-
phiques aux spéeulations de U'Algebre élémentaire.

Dans I’Analyse algébrique, les quantités que I'on con-
sidére sont systématiquement variables; I'emploi des
lettres devient donc tout a fait indispensable pour les
représenter. Les théoremes sur les limites, la notion de
I'infini et de l'infiniment petit reviennent & chaque instant
et constituent le véritable fondement de la science que
nous allons étudier.

Quelques auteurs ont défini les mots de constante et
wariable; nous ne pensons pas pouvoir substituer & ces
mots des idées plus claives que celles que I'on y attache
immédiatement (*).

(*) « Quantitas constans est quantitas determinata, perpetuo eumdem
valorem servans. ... Quantitas variabilis est quantitas indeterminata, quio
omnes omuino valores determinatos in se complectitur. »

Lo, Introductio in analysin infinitorum.)
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Lorsque deux quantités dépendent I'une de l'autre de
telle sorte que, I'une d’elles variant, 'autre varie aussi, et
que, Pune d’elles restant constante, I'autre reste constante
aussi, on dit qu’elles sont fonctions I'une de Pautre.

Les fonctions d’une quantité z se désignent par les
nf)talmnsf[’.r), Bl e sl @l e, B ) Bl ) s
Si y est une foncliog 9(x) de x, & sera une fonction ¢(y)
de y; les deux fonctions o(x) et § (&) sont dites inverses
Fune de lautre.

On dit qu'une quantité f est fonction de plusicurs
autres lorsque, celles-ci restant constantes, & I'exception
d’une seule x d’entre elles, f et & sont fonctions I'une de
Pautre; on représente les fonctions de plusicurs quantités
parles notations f(x, v, z,...), ¢(x, (G S R

« .... Le mot fonction a été employé par le; premiers
analystes pour désigner en général les puissances d'une
méme quantité; depuis, on a étendu la signification de ce
mot & toute quantité formée d'une maniére quelconque
d’une autre quantité. Leibnitz et les Bernoulli lont em-
ployé les premiers dans cette acceplion générale.... »

)

(Lacuaxer, Lguations numeriques

II. -— RAPPEL DE QUELQUES DEFINITIONS ET THEOREMES
FONDAMENTAUX.

On appelle limite d’une quantité variable une quantité
fixe dont elle approche indéfiniment, de maniére a pou-
voir en différer d’aussi peu que I'on veut.

La limite d'une somme ou d’un produit de plusicurs
quantités variables EN Nowmsue LimiTt est égale (.L> la
somme ou aw produit des limites de ces quantités,

La limite d’une différence ou d’un guotient de deux
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variables est égale & la différence ou au quotient des

limites de ces variables.

(es théorémes s'étendent encore au-cas ol quelques-unes
des variables seraient remplacées par des constantes,
pourvu que Pon considére ces comstantes comme étant 2
elles-mémes leurs propres limites.

On dit qu'une quantité variable est infinie lorsquelle
peut croitre en valeur absolue au deli de toute limite.

On appelle wvalewr d’une Sfonction pour ‘une valeur
infinie de sa wvariable la limite vers laquelle tend cette
fonction lorsque cette variable croit indéfiniment; ainsi on

< 1 a e
dira que - est égal & zéro pour X = = .
L

On appelle quantite infiniment petite unc quantité
variable qui a pour limite zéro; ainsi on pourra dire que

1

est infiniment petit pour x infini. Toutefois, il ne faut

pas confondre ou assimiler le zéro A linfiniment petit; le
zéro est constant, Uinfiniment petit est variable; il peut
done passer par des valeurs trés—considérables avant d'at-

teindre sa limite zéro.

II. — DE LA CONTINUITE.

On dit qu'une quantité varie d’une maniére continue
enire deux limites a et blorsqu’elle ne peut passer entre
ces limites d’'une valeur & une autre sans passer par toules
les valeurs intermédiaires.

On dit qu'une fonction f(x) est continue powr une
waleur ¢ de sa variable quand elle posséde pour x =¢
une valeur unique finie et bien déterminée, et quand il
est possible de déterminer une quantité posilive H telle
que, & étant moindre en valeur absolue que H, on ait, quel
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qﬁe soit d’ailleurs A,
Jle-h) — fle) <=,

¢ étant aussi pelit qﬁe I'on voudra du reste.

Ou bien, d'une maniére abrégée, une fonction de x est
continue pour une valeur ¢ de sa variable quand & un
accroissement infiniment petit quelconque donné A ¢ cor-
respond toujours un accroissement infiniment petit de Ia
fonction; ou bien encore f'(a) est continue pour z=—¢
quand lim f(c—1) —f(c)= o pour & = o.

Tatoreve 1. — S7 une fonction f(x) est continue pour
toutes les valewrs de sa variable comprises entre deux
limites a et b, elle passera par tous les états de valeur

compris entre f(a) et f(b).

En effet, subdivisons l'intervalle compris entre @ ct b en
n partics égales & /2y, et, u désignant une quantité donnée
comprise entre f(a) et f(b), cherchons dans la suite
fla), fla+0), ..., fla+ :/1) deux termes consé-
cutits f{ey)evf(ei-h,) comprenanty, si aucun d’enx n’est
égal & p.. Subdivisons encore Uintervalle compris enlre ¢,
et ¢y~ iy en n autres égaux & hy; cherchons dans la suite
Fleds S {o—tBa)y v ey = —1 hy) deux termes con-
séeutifs f'(cg)et./'(cg +hs) comprenant , si aueun d’eux
n'est égal & 1, et ainsi de suite; les nombres ¢,
vont en croissant et les nombres &yt
décroissant. Mais ¢, By o

2 €2y Cgy oo e
By, e+ hy, ... en
- sont tous moindres que b
ey 4y, a4 hy, ... sont plus grands que a : done les uns
et les autres ont une limite; cette limite est évidemment la
méme pour ¢; et ¢;~ ki, car h; tend vers zéro avec 7. J'ap-
pelle ¢ cette limite commune:; Jedis que 'on a précisément
f(e)=p. En effet, il est toujours possible de déterminer la
quantité positive I de telle sorte que, pour 2<H en
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valeur absolue, on ait f(c—+h)—f(c)< e; mais on
peut toujours prendre 7 assez grand pour que ¢; et ¢;-+ h;
différent de leur limite ¢ d'une quantité moindre que H, et
alors f(¢;)— f(c) sera moindre que ¢, f(c;~- k,:)—f(c)

également. Donc p, qui est compris entre f(c; 4+ 7;) et

f(e:), différera a fortiori de f(c) d’'une quantité inférieure
"4 e; dong enfin f(c) = p.

o R FE D

Tusonime 1. — 8i une fonction f(x) ne peut pas passer
de la valewr f(2) & la valeur f(3) sans passer par toutes les
valeurs intermédiaires quand x varie d une maniére con-
tinue entre o ot B, o et f désignant deux nombres quel-
conques compris entre a et b, si de plus entre « et 5 la_fone-
tion f(x) ne passe qu'un nombre fini de fois par la méme
valeur (*) et posséde pour chague wvaleur de x une

" waleur finie et déterminée, elle est continue pouwr toutes

les valeurs de x comprises entre a et b.

En effet, soit ¢ une valeur comprise entre @ et 6; don-

" nons & x une valeur £ voisine de ¢ et un peu plus grande

que c. Quand & variera enwre ¢ et k, f(z) variera entre des
limites qui pourront étre I'une supérieure et l'autre infé-
rieure a f(¢). Supposons, pour fixer les idées, I'une d'elles
supéricure & f(c) et égale & f(c) -+ w; sil'on pose

(1) fle+H)—fle)=¢ ou fle+H)=f(c)+ .

on trouvera toujours pour H une valeur satisfaisant i cette
¢quation si e esl trés-petit, parce que f(x), passant par’

(*) Gette condition, que l'on ne mentionne pas ordinairement, cst ce-

pendant nécess: ainsi une fonetion égale a sin — pour toutes les va-
X

leurs de = dillérentes de zéro et égale & zéro pour = = o n’est pas contic
nue pour x=o; elle satisfait cependant aux autres conditions de I'énoncé,

etil est clair que f(2) — f(o)ou f( k) = sin % ne tend pas vers zéro avee 4,
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la valeur f(¢) et par la valear f(c) -+, doit passer par la
valeur inlermédiuiref(c)+ ¢. De plus, il n’y a par hypo-
thése, entre ¢ et k, qu'un nombre limité de valeurs de H
satisfaisant a I'équation (1). St donc nous prenons H égal
a la plus petite solution de (1), pour toute valeur de /4
moindre que H, on aura

fle+h)— fle)<<z= ou fle+h)<flc)+e

sans quoi, f(c—+ /) pouvant de venir plus grand que /{c
I passerait entre ¢ et ¢ + H par la valeur f(c) + ¢, et H

ne serail pas la plus petite racine de (1).

Si f(a) variait entre deux limites dont 'une soit infé-
rieure & f'(c}, on prouverait de méme qu’il existe une
quantité H' telle que pour /<" on aurait

fle) —fle+#)<e
On verrait enfin d'une facon analogue qu'il existe une
quantité H, telle que toute valear négative 2 moindre

en valeur absolue que Il satisfasse aux inégalités préeé-
dentes. La fonction f est done continue pour x = ¢ com-

pris entre « et b. c.lo. e ns
Tatongse . — La somme, la différence, le produit,
le quotient de plusicurs fonctions continues sont encore

des fonctions continues (™).

En effet, prenons, par exemple, le produit de plusieurs
fonctions continues /£ (x) fo (x). .. f, (x); changeons x en

(*) Les théorémes qui précédent ne sont généralement pas enseignés;
cest d'aatant plus regrettable, qu'admis sans v tion ils peavent con-
duire & des résultats inexacts. 11 est assez remarquable que lon tienne &

démontrer avee tant de rigueur au commencement de la Géométrie des pro-
positions évidentes, quand on admet suns démonstration en Algébre des
théorémes qui ne sont yrais que sous cerlaines conditions.
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2 -+ o : le produit devient

Si(z + ) folz 4R} fulz - R)

lorsque I'on fait tendre & vers zéro; fi (x—+h), fo (2-+1), ...
tendent vers les limites f(x), fa(x), ... Or la limite
du produit
hlo+0)fo(z+R). ..

est égale au prodult des limites de ses facteurs : done
filxe+h)fa(x 4 /z) . a pour limite fi(z)f2(x), .-
et par conséquent peut en différer d’aussi peu que Pon
veut; donc f(x) fa(x). .. représente une fonction con-
tinue.

11 faut bien remarquer que, si f(a) n'était pas continue
pour la valeur a de sa variable, f(a-+%) n'aurait pas
pour limite f{a), ce qui peut arriver de deux maniéres :
19 la fonction /() passe brusquement d'une valenr a une
autre lorsque & ne varie pas sensiblement; ces cas sont
trés-rares : nous en verrons plus loin des exemples; 2° la
fonction f(a) existe pour x = a -k, mais n'existe plus
pour x = a; alors, f(a) n'existant pas,'f(a - k) n’a pas

e . 1 A
de limite. Par exemple, la fonction = n'existe pas pour r==0;

clle est discontinue pour x=o0; la fonction \/I———.T est
discontinue pour x =1, elc.

Reaarque. — Un quotient de deux fonctions continues
cesse d’étre continu lorsque le diviseur passe par zéro. En
effet, alors le raisonnement exposé plus haut tombe en
défaut, car le quotient des limites de deux quantités dont
le diviseur est nul n’existe plus.

Tatonkme 1. — 8 u=f(x) est une fonction con-
tinue de x pour x = a et sL ) est une fonclinn conlinue
de u pour u= f(a), y sera une fonction continue de x
pour x = a.

L. — Aigébre, 11 3
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En effet, & un aceroissement infiniment petit de x cor-
respond un accroissement infiniment petit de «, & un
accroissement infiniment petit de « correspond un ac-
croissement infiniment petit dey : done, en définitive, &
un accroissement infiniment petit de x correspond un
accroissement infiniment petit de y; donc y est fonction
continue de x.

Tatorkme IV. — Si f(u, ¢) est fonction continue de u
et de v, et si u et v sont fonctions continues de x, S(u, v)
sera fonction continue de x.

Mais, pour que ce théoréme soit vrai, il ne suffit pas
que f(u,v) soit continu pour des valeurs déterminées de u
et g, il faut que f(u, v) soit continu pour toutes les valeurs
de « comprises entre deux limites fixes @+, a—¢' et
de ¢ comprises entre deux autres limites & ¢, el b —e,
simultanément, e, ¢, ¢,, ¢, désignant des nombres finis. A
ce prix seulement, f(u o, v+ ) —f(u,; v) tendra vers
zéro quand les accroissements o et 5 de w el v produits
par 'accroissement trés petit de 2 tendront vers zéro. En
eflet, cette différence peut s’écrire

Flede,048) —flu+ o o) fla+a, o) —Flu,v)

et les deux différences dont elle se compose ont pour limite
2éro pour e =0 et f = o.

Une somme ou un produit composé d'un nombre illi-
mité de fonclions continues peut fort bien cesser d’étre
continu. Nous verrons plus loin des exemples de ce fait.
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CHAPITRE IIL

DE LA FONCTION SIMPLE ALGEBRIQUE, DE LA FONCTION
EXPONENTIELLE ET DES LOGARITHMES.

I.- — PRELIMINAIRES.

ives des nombres

Levme 1. — Les puissances succ
plu,v gl'ands que 1 vont en croissant et peuvent de’]}asser

toute limite.

Lewme II. — Les puissances successives des nombres
moindres que 1 wont en diminuant et onl zéro pour
limite.

Lesmue III. — Les racines successives des nombres
plus grands que 1 wont en diminuant et ont {'unité pour
limite.

Levuve 1V. — ZLes racines successives d’un nombre

moindre que 1 vont en croissant et ont ['unité pour limite.

11 était indispensable de rappeler ces propositions, déja
établies page 200 (I*® Partie ).

II. — DE L’EXPOSANT FRACTIONNAIRE.

Désignons par @ un nombre positil : si nous obseryons

que l'on a
m

Yar —a”
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toutes les fois que m est divisible par z, nous serons con-

m

duits naturellement & représenter par le symbole a” I'ex-
. R

pression ya™, lors méme que le nombre m ne sera plus

divisible par . Mais, pour que cette notation soit logique,

il est nécessaire que les régles de I'exposant entier s’ap-

pliquent encore & l'exposant fractionnaire; c'est ce qui a
lieu. En effet
,

W p
a® 3 a¥ = Ya, Yab — "Yamivis
¥ mg np 2P
—a™ P R

On a done, pour toutes les valeurs positives et commen-
surables de o,
arab —= q**?;
on en conclut
atadbal = a*t¥ar— oty
el, en général,
a*abal. . .= a*Hi+r.
On a aussi, pour toutes les valeurs positives el rationnelles
dech, Bt ey
at s af= g= b

car

On a encore

En eflet,

m\p
( n g Ui o
\a@ =3 ( Vi \p =\ W amp

gt me g
e Wb — oG a1,

€4 i0. Fo D

CHAPITRE 111, 37
Enfin on vérifie aisément que

(ab)r=azbs i (a0 F—a=a0%,

II. — DE I’EXPOSANT INCOMMENSURABLE,

Lewse L. — Supposons, pour fixer les idées, le nombre a
’ . m . ..
plus grand que l'unité; alors, — désignant un nombre
n

commensurable, on aura

m

"
a >u.

m
w ’ W
En effet, a” est égal & ya™; or, a™ est plus grand que 1 :
el 8 jor, g I
donce Va” sera aussi plus grand que 1 (p. 35). Au contraire,
si a était moindre que 1, on aurait

m
i
n n
Luvive 11 — o croit avec = si a est plus grand que 1
n

il décrott dans le cas contraire.

En eflet,

m m m m!
PR . 4
=@ K & i -

m_ om

Sidonc aest plus grand que 1,a”
21.'
a”; il serait évidemment plus petit dans le cas contraire,

ce qui démontre le lemme énoncé.

sera plus grand que

. m
Leywe L. — 8% le nombre commensurable — a pour
n

m
limite zéro, a" aura pour limite I'unité.

En effet, les racines croissantes de a ont pour limite
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I'unité (p. 35) : done il existera toujours une racine, la
@ par exemple, qui sera telle que

> 1
"\‘/Z ou at<l1zE4g,
d étant une quantité aussi petite que 'on voudra, et, pour
HL i= s 13l e
toutes les valeurs de — inf¢rieures & ~ | on aurg « Jortior:
n 73

m
a® <19
n
ceci revieat & dire que @ ” a pour limite I'unité.
Ces préliminaires une fois posés, nous pouvons définir
I'exposant incommensurable comme 1l suit.
N m m' m . g
Seienti—s— 3 = . ... une séric de fractions ayant pour
" n " &
limitele nombre incommensurable 2'; la limite vers laquelle
m m'
&% 5 77 o
tendent les quantités ”, » -+ st ce que nous appel-
lerons a®. Cette limite existe, car, si lon suppose a >t
m '

i =
mn A !

m .
€t —s —y- -« Croissants, a” , @™, ... seront des nombres
n

croissants inférieurs a o', § désignant un nombre commen-.
surable supérieur 4 2; ils auront done une limite 7. Sup-

% - moom! 4
posons maintenant queé —s —» ... tendent vers x d'une
n n

i . p .
maniére quelconque : on peut toujours prendre £ moindre
1
que x, mais assez voisin de pour que
o

Z 4
d—gles 2,
2

3 désignant an nombre aussi petit que 'on voudra ; mais

.om .. . i e [2
quel que soit —, pourvu qu'll SOLL assez voisin de L et par
n f[
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conséquent de x, on pourra toujours poser, en vertu du
lemme précédent,

2 % 9
val. abs. (aq— a" \<;,
/

EI
val. abs. <) =X ) < 8,

m i
i 2 0 imite 2, de quelque maniére
ce qui prouve que ¢ a pour limite %, de quelq

c’est-a-dire

L T 5 s é a ; en sup-
que 2 tende vers . Nous avons supposé @ >1; e I
n

posant a <1, le raisonnement se fait identiquement de
la méme facon. ; 2o

Il va sans dire que les régles de I'exposant entier s’ap-
pliquent & l'exposant incommensurable; en effet, on a

mop
a“a*— lima” lim a?,

i i > limites pzl-On
™ o1 Z élant les fractions qui ont pour limites x et z. O
n q
tire de la o : %+T§
@@t =lima"a? = lima ;

m, p
“q ' wtz z
? gst ce que nous avons appclé a*T®, car &x -

or, lima”
est la limite de %—l— g; donc

i e )
De cette égalité on peut déduire, comme au paragraphe

précédent, toutes les propriétés des exponentielles.
1S

IV. — DE L’EXPOSANT NEGATIF ET NUL.

8i l'on observe que pour m >>n ona

. — gm—n
a”tat—a !
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on est conduit & poser dans tous les cas, comme défi-
nition,
a"l—ﬂ —_— a"l . an
—a™: a®,
et en particulier, si m = n,
aV=,

Or on a, dans le cas ot m < n,

1

am s ogh — s
i n—t?

on est done conduit & écrire

1

al]i-fl .
N a/!*l“ 2
ou enfin
5. 1
B ===
a®

Les régles de I'exposant négatif sont les mémes que
celles de Uexposant positif. En effet, on a

"X ab =af ; a% = gb~
Gt =1 (a%aP) =1 ; a=+b — g—=—s.
H
done, quel que soit a et quel que soit 3,
a*ab = q=+h,
On en conclut, comme & Ia page 36,

arabar ., . — gt rEErEee
2
: a%c ab—at=b;
Enfin, je dis que I'on a

(@ p=art,
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En effet, si 2 est négatif et égal & —2/, on a

4
(a")? —= (a""]ﬁ — <#> = (z:’?‘ —a—*F =,

Si [ est négatif et égal & —[/, on a

(e = () ¥ = —a

) {a=)?

—a%,

Si o ct B sont tous deux négalifs et égaux a — o, —,
on a
N5 1
AT e i Y s
(b= A ¥ =iz <F> S

—ria* M =gV — g%,
st S

On verrait facilement que

(@b)=rbgb®, (aih)—a* o il

Si 'on considére x comme variable et si m désigne un
nombre constant, ™ est ce que l'on appelle la fonction
simple algébrigue. Toutefois, Abel et quelques autres géo-
meélres ne regardent la fonction a” comme algébrique
quautant que 'exposantm est commensurable [voir AvEr,
Sur les fonctions algébriques des différents ordres
(OFEuyres complétes)].

« .... La position d’une grandeuar a la suite d'une autre
suffit pour exprimer leur produil; si ces grandears sont
les mémes, ce produit est le carré ou la seconde puissance
de cette grandeur. Mais, au lieu de I'éerire deux fois,
Descartes imagina de ne l'éerire qu'une fois (*), en lui
donnant le nombre 2 pour exposant, et il exprima les
puissances successives en augmenlant successivement cel
exposant d'une unité. Cette notation, en ne la considé-

(*) Etienne de Laroche avait eu avant Descartes Tidée des exposanls, mais
si Descartes n'a pas inventé les exposants il en a vulg
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rant que comme une maniére abrégée de représenter ces
puissances, semble peu de chose; mais tel est l'avantage
d'une langue bien faite, que ses notations les plus simples
sont devenues souvent la source des théories les plus pro-
fondes, el clest ce qui a cu lieu pour les exposants de
Descartes. Wallis, qui s'est atlaché spécialement A suivre
le fil de Pinduction et de I'analogie, a été conduit par ce
moyen & exprimer les puissances radicales par des expo-
sants fractionnaires.... Wallis supposa généralement que

mn 3 s e L d .
Pexposant — = exprime 'unité divisée par la racine pitme
7

de la grandeur ¢levée a la puissance /m. Ce fut dans son
Ouvrage intivulé _4rithmetica infinitorum que Wallis ex-
posa ces remarques....» (Larrace, 7héorie analytique
des probabilités, 1r Partie, Livre 5

V. — DE LA FONCTION EXPONENTIELLE.

Lorsque a désigne un nombre positif constant et 2 un
exposant variable, la fonction a7 est ce que l'on appelle
la fonction exponentielle simple. « .... L'extension la
plus importante que cetle notation (celle des exposants)
ait recue est celle des exposants variables, ce qui con-
stitue le Caleul exponentiel, 'une des branches les plus
fécondes de I'Analyse moderne. Leibnitz a indiqué le pre-
mier, dans les Actes de Leipsick pour 1682, les transcen-
dantes a exposants variables....» (Larrace, Théorie ana-
lytique des probabilités, 1** Partie, Livre II.)

Vi. — CONTINUITE DE LA FONGTION ALGEBRIQUE
ET DE LA FONCTION EXPONENTIELLE.

Tatonive I. — La fonction x*, dans laguelle o désigne
un exposant constant (/u(:/cl)m/uc, est croissante et continue
pour toutes les valeurs positives de sa variable.
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Faisons varier x entre les limites a et b x* preAndra des
valeurs comprises entre a” et 6% En effet, .L" croit alvelzlz?
si 2 est positif; il déeroit dans le cus contraire. Pour le dé-
montrer, il suffit d’observer que, si par exemple o est po-

sitif et si 'on pouvait avoir

(.7: =14 /i)"' < 41:“,

op en déduirait

ou

ce qui est impossible, puisque les puissances entiéres et
les racines d’un nombre plus grand que t sont plus grandes
ue 1. ] : ! 2
x En second licu, si u est compris entre a* et 6% il est
facile de voir que x* passera par la valeur p. En eflet, il
:
suffit pour cela de faire & = p*; done x* ne peul passer
d’une valeur i une autre sans passer par toutes les valeurs
i X 3 ol B
intermédiaires; il ne passe d’ailleurs qu’une fois par la
méme valeur P x* est donc une fonction conlinue pour
les valeurs positives de x. i s,
Quand on donne a x des valeurs négatives, la conti-
. i n Al a fonetion a*
nuité peul étre interrompue; il y a plas, la fonctior

X 2
: \3 ( 20 g
est alors mal définie, car (—8) et (—38)", dans .lcs
quelles l'exposant est le méme, représentent respective-

ment y—8 ou — 2 et

= yT=8F

/

o Sl
1l est impossible de se faire unc idée de la valeur d'unc
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expression telle que (-—1)v2. Enfin, si le nombre est

: 1
une fraction tel St lext
le que 52 g2 2 *° nexiste pas.

Trtonk e oneti 2

: :vE I, 2 La fonction a*, dans laguelle a est
constant et a ”ual'mb[n, croit avec x si a est /)[us' grancd
ok IOROTE T ; e
que 1; elle décroit dans le cas contraire: de plus, elle
est continue. ) '

En effet, supposons, pour fixer les idées, a =

’ ‘ posn : pour
démontrer que a* croit avec-a, il suffit d’établir

que l'on a

i gt
a” >a pour n > i,

Sim et n sont commensurables et de la forme me =~

)
y

7
— = y L g
=P, Tys désignant des nombres enliers, on a

r sy 1\ sp
a’ = ai —= o =\ &7
)

(r)
5 ry a\rg
a’ =iat — (u""/) .
Mais
P!
- = on - sp g,

Or @ est plus grand que 1, puisque a >>1;

(7> ()"

ou, en vertu des formules (1),

done

a™ 7> a*,

Supposons maintenant l'une des quantités m ou n in

Commr_rusurable; soit un nombre commeusurablc com-

pris entre m et n, de telie sorte que

m>{>n,

CHAPITRE HI. 15

Taisons tendre [ vers m, par exemple, en le faisant croitre
et passer par des valeurs commensurables ; @ ira en crois-
sant, et la limite de @’est ce que nous avons appelé a™;
cette limite est le plus petit des nombres auxquels @ reste
inférieur; done, que m soit commensurable ou non, on a
toujours

a' = a™,

On verrait de méme que

alat;

donc

~

ah‘l r)(r’ll
C. Q- F-'D.

Donnons maintenant A & un accroissement infiniment
petit /5 a® prendra I'accroissement

PR

1 est facile de prouver que cet accroissement est infini-
ment petit. En effet, ona

o el g af(n" — l)‘

Mais a* a pour limite 'unité quand h tend vers zéro. Celle
proposition a été établic pour les valeurs commensurables
de A (p. 35); mais, comme a* décroil avec h, il en résulte
que la limite de @* est encore I'unité pour les valeurs in-
commensurables de /i, ce qui revient & dire que & a pour
limite zéro; donc a® est une fonclion continue.
[l s %

Nous avons supposé @ > 1; la démonstration se fait de
la méme facon dans le cas contraire : il est bien entendu,
du reste, que a est censé positif, la fonction @* n’ayant é1é
définie que dans ce cas.
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VII. — SUR LA PROPRIETE FONDAMENTALE DE L’EXPONENTIELLE,
Si I'on pose a*= g(x), on aura
(1) #(=)oly) =g(z +5);

réeiproquement, il est facile de prouver que toute fone-
tion ¢(x ) continue satisfaisant a cette formule est de la
forme a®.

En effet, si I'on multiplie par ¢(z) les deux membres
de (1), on a .

(=)o (x)9(z) =olz +r)o(z) = oo -y +z).

En multipliant par ¢(¢) les deux membres de cette nouvelle
formule, on aurait

e{w)o(r)p(zle(t) =o(z +r + 2+,
ct ainsi de suile. Done, m élant entier, on trouvera
(2) g(.:‘)”L:Q(mxj,

en faisant =7y —=z=... Jedis que cette formule a lien
pour les valeurs fractionnaires de m; on a, en eflet, en

supposant p el ¢ entiers,

d’on

et, en élevant les deux membres 4 la puissance P, en vertu

de la regle (2),
pa o
()=t
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Si la fonction g est continue, la formule (2), qui a lieu
pour les valeurs fractionnaires de 7z, aura encore lieu pour
les valeurs incommensurables de cette lettre.

Si dans (1) on fait j = —uax, on a

¢t, en faisant x = o,

s 9(0)

2

= (o),

d’ot Pon conclut, g (a) n’étant pas toujours nul, (o) =1

et o(—a)= —» et par suite, en ¢levant a la puissance
positive 1z,
A5 Sdes LR =T
pl—me)= L= pla)",

La formule (1) est done générale. On en conclut

q)(.?:)"‘ = zp\;lnm) = ?(Ill)“’,

el par suite

. :
o=} =o(m)",
7 :
uels que soient m et 23 donc ¢(x)” est une conslante @
Is q t m etx; donc @) est lante @,
et, par suite, g(x)= a®. c. Q. F. D.

ViII. — DES LOGARITHMES.

La fonction x4 réproduit une fonction algébrique quand
on en prend l'inverse; la fonction inverse de a® est ce que
lon appelle le logarithme de x pris dans la base @ : on la
désigne par le symbole

log,:

x,
Lorsque @ =10, on écrit simplement

loga.
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Ainsi le logaruhme d'un nombre peut se définir : Pexpo-

sant de la puissance 4 laquelle il faut élever un nombre
constant appelé base pour reproduire le nombre proposé.

Tatonine 1. — Tout nombre positif a un logarithme:;
les nombres négatifs n'ont pas de logarithmes.

En effet, sil'on désigne par & un nombre positif et si
I'on pose ;

(1) ar—=z,

)" scra ce que nous avons appelé le logarithme de x. Or,
si nous faisons varier 5 d’'une maniére continue depuis
== jusqu'd ~eo, @ variera d'une maniére continue
(p- 44) entre zéro et + o ; donc il passera par la va-
leur 2; donc le nombre @ a un logarithme. De plus, on
voit qu'il n’en aura qu'un seul.
Si on avait supposé x négatif, on n’aurait pas pu satis-
faive a I'équation (1), puisque a” est toujours positif; done
les nombres négatifs n’ont pas de logarithmes.

Resmarques. — On a toujours
log,1 =0, car: et —r,
log,0 =—» pour a1, caralors a—=-

]()gao =-—® poura<Ci, caralorsat®—=0o

Tutorime [I. — Le logarithme est une Sonction qui
croit avec sa wariable lorsque la base est plus grande
que 1; elle décroit lorsque sa variable crott, dans le cas
contraire.

Tutoniwe L. — Le logarithme d'un produit est égal
i la somme des logarithmes de ses facteurs.
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En effet, sil’on pose
‘/l,) yllzloﬁ'a'z‘l’ yy=—log, s .., J'n:l”ga-rm
on a, par définition,
(2] =, s —a e SIS e s et N

done
Y Loy « o0 Wy == @I Yyt Yy,
c'est-a-dire
Fit et s Y= logzize. . s 2y,
ou bien
log,zy +loga@s+ .. . =log x5 . . . 0
CHOTNEAE DS
Des formules (2) on tire &, ;s = a1} y, —yu est
donc le logarithme de 2, : 25. Donc :

Tutonive IV. — Le logarithme d'un quotient est égal
a la différence des logarithmes du dividende et du di-
viseur.

On a également &7 = @™.. Donc my, ou mlogx, estle
logarithme de 27*; donc enfin :

Tutorine V. — Le logarithme d’une puissance quel-
congue de x est égal au logarithme de x multiplié par
l'exposant de cette puissance.

Tutorime VI. — Soit ¢(a) une fonction continue de x;
sil'ona
p(z) +o(r) =o(2r),
la fonction ¢(x) sera un logarithme de x.

Nous laissons au lecteur le soin de faire la démonstrs -
tion (woir p. 46).
L. — Algibre, 1. 4



50 TRAITE D ALGEBRE.

IX. — CONGORDANCE DE LA DEFINITION NEPERIENNE DES LOGL-
RITHMES AVEC LA DEFINITION NOUVELLE.

Neper définissait, comme 'on a vu, les logarithmes au
moyen des deux progressions

2
Iy gy 9% -nes @% ooy

O =75 D75 it TR,
nr était, d’apres lui, le logarithme de ¢7; cette définition
saccorde avee celle que nous avons donnée dans ce Cha-

pitre. En effet, on a
t\anr
i (9") ;

nr, logarithme de ¢* daprés Neper, est donc bien ’eapo-
sant de la puissance & laguelle il faut élever le nombre

. :
constant q" pour avoir g”. Du resle, [/; a bien pour loga-
rithme 1 : c’est la base.

Réciproquement, si nous considérons des nombres en
progression géomélrique «, a2, o3, ..., leurs logarithmes
dans la base @ quelconque seront loge, 2loge, 3loge,...,
c’est-i-dire seront en progression arithmétique.

X. — DU MODULE D'UN SYSTEME DE LOGARITHMES.

Il est souvent utile de savoir passer d’un systeme de
logarithmes & un autre. Ainsi, par exemple, les premiers
logarithmes calculés par les soins de Neper n’avaient pas
pour base 10. Pour les calculer dans la nouvelle base, il
suffit de les multiplier par un nombre constant : ¢’est ce
que nous allons établir.

Soient & le logarithme de N dans la base « et y le loga-
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rithme du méme nombre dans la base 4; on aura
Nt

en prenant les logarithmes des deux nombres dans la base &,

ona
log, N = 2 log, e

ou bien

{r) log, N = log, N.log, a.

De 14 le théoréme suivant :

Tatorime . — Le logarithme d’un nombre pris dans
le nouveau systéme s"obtient en multipliant le logarithme
de ce nombre dans U ancien systéme par le logarithme de
Uancienne base dans le nouveau sys'témc.

Sil’on fait N = & dans la formule (1), on a

1
1 =log,b.log,a ou logya—r——;
log, &

done :

Tutoriye Il — Le logarithme de I’ ancienne base dans
le nouvean systéme et celui de la nouyelle base dans
Uancien systéme sont inverses ['un de [autre.

Le nombre constant logsa ou 1:log,d est ce que I'on
appelle le module qui sert i passer du systéme dont la
base est b au systéme dont la base est a.

Lorsque Neper eut inventé les logarithmes, il ne tarda
pas i s’apercevoir que, si o représente un nombre trés-
petit et si B est le logarithme de 1z, le logarithme
de 1+ 22, qui différe fort pen de 1+ 24+ o2= (1 4+ )2,
différera fort peu de 2f; de méme, 33, logarithme de
(1-+ 2%, différera fort peu du logarithme de 1 4 34...;
done les nombres trés-voisins de I'unité croissent propor-
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tionnellement & leurs logarithmes. La limite du rapport -

pour o = o était ce que Neper appelait le module d'un sys-
téme de logarithmes. Neper crut faire I'hypothese la plus
simple en posant

I1 obtint alors un systéme de logarithmes que I'on a ap-
pelés naturels, népériens ou hyperboliques. Effectivement,
les logarithmes népériens sont ceux que l'on rencontre le
plus fréquemment en Analyse. Proposons-nous de calculer
la base. !

La base est le nombre qui a pour logarithme 1; or, 142

:

ayant pour logarithme'f, (1 +«)? aura pour logarithme

£ ou 1; si donc nous supposons P= 1, on aura, en appe-
o

lant e la base des logarithmes naturels,

E

:
e=lim(1+«)" pour «=o et lim-=1,
43

ou

e—lim(1 + a);@-: lim (1 + a);.
:
Nous calculerons plus loin la limite de expression (1 -~ a);.
Elle est égale & 2,718281828459045....

Cherchons maintenant le module qui sert & passer des
logarithmes naturels aux logarithmes pris dans la base a.
Ce module sera 1:logea. Soit 8 le logarithme de 1+ 2
dans la base @; on aura

'
3

a=lim(1+a)? pour «=o,

ou bien

: r g
log,« = lim [@ log, (1 -+ z)J
(5
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Or, pour & trés-petit, on a log, (1 o) =@, ou, pour étre
PE) g RO
plus rigoureux, log (1 -+ «) est un nombre qui, divisé par «,
donne 1 pour quotient lorsque P'on passe aux limites et
que l'on fait = o; on en conclut

S al()g,,(l—}—a) LU
ogea_llm[ﬁ—a— _llmﬁ-

log.a est donc ce que Neper appelait le module. Aujour-

4

o st
d’hui c’est log,e ou lim = que I'on appelle le module d’un
o

systeme de logarithmes; c’est, d’aprés ce que nous avons
vu, le nombre par lequel il faut multiplier les logarithmes
naturels pour avoir ceux du systéme dont la base est a.

EXERCICES ET NOTES.

1. Supposons que la sommé e soit placée au taux ., Au bout du

. . . . I =
temps 0 trés-pelit, qui sera, si I'on veut, = d’année, elle deviendra
n
AES
a (l+ ;); si on la retire alors pour la replacer au méme taux, elle

R z g T4 y SN
deviendra, aprés un nouvel intervalle de temps —, égaled a (H— ’—> i
n

3
o ¥ r
au bout du temps 30 elle deviendra « (l-{-;‘) » »++p au bout du temps

Zn zier
m . 7/ r\n r\7"
t=m9= — elle deviendra a {1+ - =a|li+ = - Or
n n n 2

'
pourz = o, (1-+ =)= tend vers la limite ¢ = 2,7182845... (nous l'ayons
admis, sauf 4 le démontrer rigoureusement plus loin), On a donc pour
la valeur acquise par le capital @ placé pendant le temps ¢, quand on
suppose # indéfiniment croissanl, @e’t. On pose e¢f=(1--7) ou
r=log(r—+¢); en appelant alors A la valeur du capital @ au bout du
lemps ¢, on a
A=a(t=+i)L
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C'est la formule dont les financiers font usage. Cette autre,
A=alr+i)(1+1f),

ofl z est entier et ol ¢ = 7+ f, est pas usitée dans les affaires. ¢ est
dit le tawz instantané.
. Résoudre les équations
Chzs ol 2 0TS

107 —32+2 — T

3. Trouver des fonetions ¢, y, b continues telles que I'on ait
o(#) +9(r) =9 (2r),

=)+ ()= (H Ih
Ya) +4 () =b(a

4. Lorsque « est positif et moindre que 1, Texpression a*" tend
vers une racine de I'équation o= = x. (BISENSTEIN ).

5. Dans un systeme de logarithmes, dont la base est entiére, il n'y
a que les puissances commensurables de la base qui ont des logarithmes
commensurables,

6. Ona construil des Tables qui, ¢tant donné loga, font connaitre
log (1 -~ ) et log(r— ) ; a l'aide de ces Tables, on caleule facilement
log{a -+ 0), connaissant loga et log b, ainsi:

: 4 b\
log(a = b) = loga—+ log (\1:&(—[};

ces Tables pertent le nom de Twables de Causs.
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CHAPITRE IV.

DES IMAGINAIRES,

1. — PRELIMINAIRES.

Lorsquel'on cherche & résoudre une équation du second
;
degré, telle que

(1] a* —oax + o+ fP=o0,

et qui n'a pas de racines, on est conduit, en appliquant la
formule générale, & un résultat impossible,

z=uzbyi— (@ + ] = u b —
et en l'écrivant ainsi

(2) z=azkpy—r,

on arrive 2 ce résultat singulier que, si 'on remplace dans
la formule (1) & par sa valeur (2), en traitant le signe
absurde \,: comme une lettre dont on remplacerait le
1, celte équation (1) se trouve satisfaite; en

carré par
effet, on a
(a=py—1)—oa{a=pyV—1)+o*t @

=" +'7(l:v— ]—ﬁ?‘v—l}“fﬁua

:2u|6 \/—I—‘r—a.!%—;f‘:’.

Si I'on eflace les termes qui se détruisent dans le second
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membre et si I'on remplace (\/:)Z par — 1, on trouve
bien zéro.

L'introduction du signe y—1 dans les calculs a souvent
conduit & la découverte de résultats nouveaux et impor-
tants, reconnus exacts @ posteriori; les géométres se sont
alors crus aulorisés & faire usage de ce signe \—1,enle
traitant comme une quantité dont le carré serait —r. Mais
on sent tout ce qu'une pareille convention a de contraire
a lesprit de rigorisme qui caractérise les sciences mathé-
matiques, et 'on a dt chercher si l'emploi du signe y—r
devait nécessairement ou seulement accidentellement con-
duire a des résultats exacts. Dans le premier cas, il ya
toute une théorie nouvelle & édifier; dans le second, il
faut renoncer a classer dans le domaine des faits acquis
ceux que I'emploi du signe en question aura fait apparaitre.

Inm — EXPLIGATION D'UN PARADOXE.

Reprenons I'équation (1) du paragraphe précédent .

—oaxr—+ o+ fi=o0
ou

(1) (z— )4 B2 =o0.

1l est clair que Uon ne peut y satisfaire si 3 n’est pas nul;
mais, au probléme impossible qui consisterait a résoudre
I'équation (1), essayons de substituer un autre probléme
qui n'en différe pas beaucoup et qui soit pour ainsi dire la
rectification de son énoncé (c’est ainsi que I'on agit pour
Iinterprétation des solutions mégatives des problémes).

Ona vu que 2 =+ 5 \/—r1, mis i la place de x, salisfaisaita
Péquation quand on remplacait (\/—1)2 par —i, en trai-

tant /—1 comme une quantité ordinaire. Au lieu de rem-
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placer & par « +  /— 1, remplagons-le par o 4 Bi, i dé-
signant une indéterminée ; on aura

(z—vz)’—i— ﬁa:ﬁgia+ﬁ2:ﬁ2([ _*_52)'

Le premicr membre de (1) devient, comme l'on voit, divi-
sible par 1472, en sorte que, si 1 i% pouvail s'annuler
pour une certaine valeur de i, cetle valeur de ¢ fournirait
pour x =¢ —+ 1 une valeur satisfaisant & U'équation (1).
Cette remarque nous permet de rectifier comme il suit le
probléme qui consiste a résoudre I'équation (1) :

Ltant donné le polynome x? + 2ox - o = (2, trouver
une expression de la forme a-bi qui, substituée i la
place de x rende ce polynime divisible par i* -t ou, ce
qui revient auw méme, égal & zéro, a un multiple de i* -+ 1

pres.

On trouve alors, comme nous 'avons vu, la solution
o —+ [i. Mais négliger * + 1 dans les caleuls, c'est regarder
i2 comme égal 4 —1: on voitici le germe d'un nouveau
genre de calcul, qu'il importe de régulariser.

[I. — DES QUANTITES IMAGINAIRES.

Désignons par i une variable susceptible de passer par
tous les états de valeur entre — = et + oo . Tout polynome
entier en 7 est ce que nous appellerons une imaginaire.
Nous conviendrons de regarder deux imaginaires comme
égales entre elles quand elles ne différeront que par un mul-
tiple de i* +1 ou quand les restes de leur division par i*~-1
seront effectivement égaux; cette convention n'aura rien
d’absurde si l'on sous-entend toujours dans P'un des
membres de I'égalité un multiple de 72+ 1; et dans 'éga-
lité

A = B -+ multiple de (& ~4-1),
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on peut sans inconvénient effacer ces mots multiple de-

(22-1), §'il est bien convenu, une fois pour toutes, qu'ils
deyraient y étre écrits, ou que dans le langage ils doivent
étre sous-entendus.

Drapres cela, toute quantité imaginaire peut étre ra-
menée & la forme a - bi, a et b désignant deux quan-
tités indépendantes de i.

En effet, dire qu'une imaginaire est égale a a - bi, c’est
une maniére abrégée de dire qu'elle est égale A a-rbi
augmenté d'un multiple de 72+ 1. Or soit P Iimaginaire
en question ; en la divisant par {21, on obtient un reste
du premier degré. Appelons-le @ —+ &i, on aura rigoureuse-
menl, enappelant Q le quotient,

P=Q(+1)+a -+ b

Dong, en négligeant ou en sous-entendant un multiple de
241,
P=a- b €. Q. F: D,

Les quantités indépendantes de ¢ s'appellent guantités
réelles.

Une quantité imaginaire quelconque se ramenant 4 la
forme @ + &7 en la remplacant par le reste de sa division
par 2+ 1, il importe de montrer comment on peut trouver
le reste de la division de /(1) par 2+ 1.

Pour trouver le reste de la division d’un polynéme par
2, il osuffit d'y remplacer i* par —u, i3 par —i,
i opar 1, i par i, ..., en général i par 1, it par i,
{2 par —1 et iH par —i (est-d-dire dy regarderi
comme une quantité dont le carréd serait — 1).

En effet, soit £(i) un polynéme en 7. En appelant o(1?)
U'ensemble des termes de degré pair et ig(i*) ensemble
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des termes de degré impair, on aura rigoureusement
(1 )= () + 4(2).

Mais, le reste de la division de ¢(a) par & 41 s’obtenant
en remplagant, dans g(x), x par — 1, on a, quel que soit x,

pl2) = Q=) (#-+1) -+ 9(— 1,

() désignant un polynéme entier en x. Cette formule ayant
lieu quel que soit x, on peut y faire ' x =12, el l'ona

o(2) =Q(2)(2 +1) +(=1);

on aurait de méme

et, en vertu de (1),

P =(Q+ Q)7 1) + 1)+ (=),
Le reste de la division de /(i) = ¢(22) 2y (e2) par i+ 1
est donc o(— 1) 4 i(—1); on l'obtient bien en rempla-

cant i* par — 1 dans f (i). ¢\ ELE DL

IV. — DES QUATRE OPERATIONS.

D’aprés nos conventions:
10 Zoute égalité de la forme

(1) a -+ bi—=c - di,

)
ot a, b, e, d sont réels, entrainera, puisque i est arbitraire
(c’est-a-dire puisque celte égalité doit avoir lieu quel que
s0it7),

(2) a=c¢, b=d,
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en sorte que la formule (1) sera une maniére abrégée d’écrire
les deux formules (2) (*).
2° Le produit de deux imaginaires a + bi, ¢ + di sera

(3) ac — bd + i(be+ad),

car, rigourcusement, il estac + bdi? + i(be —ad); et,en
remplacant £ par —1, ce qui revient & négliger un mul-
tiple de i2+1, on trouve bien 'expression (3).

3° Le produit de plusieurs imaginaires est indépendant
de Uordredes facteurs; la somme de plusieurs imaginaires
est indépendante de I'ordre dans lequel on écrit les par-
ties;ete.

4° Pour gu'un produit de plusieurs imaginaires soit
nul, il faut et il suffit que 'une de ces imaginaires soit
nulle.

Le sens de ce théoréme est celui-ci : Pour que le pro-
duit de plusieurs quantités telles que a + bi, ¢ +di, .. .,
en nombre n, soit multiple de i* +1, il faut que !'une
d’elles soit nulle. Supposons que l'on ait

(a—+ bi)(c+zli}. o=(2+1)X,

X désignantun polyndme entier en . Le premier membre de
cette formule est de degré n en i; le second doit ére du
méme degré : done X est de degré n — 2. Or le premier

. a c
membre s'annule pour i = —3> — 7 *+» en lout pour
[z

(*) 1 faut bien remarquer que cette conclusion est vraie lors meéme que
la formule (1) est une maniére abrégée d'écrirve

a~bi = ¢+ di + multiple de (1),

‘en sorte que cette formule exige que le multiple de -1 soit nul aussi;
en effet quand deux polyndmes sont égaux, les restes de leur division a = b
et ¢+ di par £~-1 ou par un diviseur quelconque sont égaux (t. 1, p. 50,
ligne 20.)
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1 valeurs de i, Mais, 22 = 1 ne s'annulant jamais, il faut que

e B O]
X s'annule pour les n valeurs de i, = e

est de degré n— 2 : dong il est identiquement nul; done
enfin on a rigoureusement

(@ + bi)(c+di)...=o,
qui exige que I'un des facteurs @+ bi, ¢ -+ di, . . . soitnul.

Tutonkme. — Il existe toujours une imaginaire qui,
multipliée par une imaginaire donnée, appelée d‘ivise.u%",
reproduit une autre imaginaire donnée, appelée divi-
dende (& un multiple de i2 41 prés).

En effet, soit a -+ &i le dividende, ¢ + di le diviseur; si
I'on pose ]
a—+ bi = (c+di)(z “+xi),

on en conclut
@+ bi=cxr—dy +i(dx+cy),
ce qui exige que l'on ait
a—=cx—dy, b=dzx+ecy.

Ces deux équations donnent pour x et pour y les valeurs
finics et bien déterminées

_ae+bd be — ad

Erd Y= e

Si ¢z d2 est différent de zéro, c'est-d-dire si c et d ne
sont pas nuls ala fois, en d’autres termes sile diviseurc + di
n’est pas nul. On a donc

an+bzl+i(bc—ad)’

Z -y = C’—I—d’



G2 TRAITE D ALGEBRE,

Ce résultat, qui est ce que I'on appelle le guotient de a + &;
par¢—di, peut s’obtenir, comme il est facile de le vérifier,
en cffectuant les opérations dans I'expression

(a~+ bl)(c—flz)

(e —+di ((‘-——rh)

Tatoreme. — Le quotient de deux imaginaires D et d ne
change pas quand on multiplie le dividende et le diviseur
par une méme quantité réelle ou imaginaire.

En effet, en appelant ¢ le quotient, on 2
D=dy;
en multipliant par m, on a
Dim = dmgq.
Donc g est le quotient de Dm par dum.
" . 2 D 3
Si nous convenons de représenter par = le quotient
G

de D par d, on voit que I'on aura

a—+ bi (a+bi)(c—t]i ac -+ bd + i be — ad)
ot = \ i

)
c+cli—(n+d[)(c—zli) e d?

comme tout & 'heure.

Nous appellerons racine carrée d’une imaginaire @ - bi
Pexpression imaginaire x -+, qui, élevée au carré, repro-
duit @ + i (A un multiple de 2 41 prés). Bornons-nous
peur le moment & chercher la racine carrée de

1, nous
réservant de revenir plu~ loin sur le cas général. En : appe-
lant & + iy cette racine, si elle existe, on aura

(z+ i) =—1

(& la rigueur, on devrait écrive dans le second membre un
multiple de 241, ce qui ne présente rien d’absurde a
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priori). L'égalité précédente revient &
22—y - aiay — —1,
ce qui exige que U'on ait (p. &9, Hgne 13) rigourcusement
1:2—\7’: —1, 2zy—o0.

Il faut donec que & ou y soit nul; or on ne peut pas sup-
q ; ) I

poser y nul, car on aurait x?=—1, équation absurde;

on doit donc prendre x=o0, et l'on a alors y2=1 ou

¥ ===1. Ainsi la racine cherchée x + iy a deux valenrs

; cela justifie les formules
/S e = R
et dorénavant ¢ sera toujours remplacé par le signe /—1.
Toute imaginaire a -+ &i pourra done s’éerire @ + b /—1.
8 P
Quelques géométres ne font pas usage du signe —1 et
conservent la lettre ¢ dans les calculs.
En résumé :

s =3 représente une quantité qui peut recevoir toutes
les valeurs possibles entre — o et 4o dans toutes les
égalités dans lesquelles il se trouve écrit, et 2° dans ces
égalités il faut toujours sous-entendre que " on a égrit dans
Lun des membres un multiple de (\/:)2 -+ 1. Ce multiple
peut d’ailleurs étre nul.

V. — DU MODULE ET DE L’ARGUMENT.

Toute quantilé imaginaire z + y y/—1 peut étre mise
sous la forme suivante :
-

e
d‘z‘i +}'2

() etrTI=yE T




64 TRAITE D'ALGEBRE.

Si {’on remarque alors que la somme des carrés des quan-

a

y ; : .
——_ esl égale a I'unité, on pourra poser
2

Sil'on pose, en outre,

r=y
1'égalité (1) pourra s’écrire

x4 yy—1 r(cost -+ V—1sin0).

La quantité » est ce que l'on appelle le module de l'ex-
pression & -y V— 1; Vangle 0 est son argument.

On convient de prendre le module toujours positif;
quant & Pargument, il peut varier entre — el -, en
sorte que, cet argument n’étant absolument donné que par
son sinus et son cosinus, sa valeur se trouve indéterminée
et comprise dans la formule

0, + 2km,

§, désignant le plus petit argument positif répondant &
I'imaginaire en question, et A pouvant prendre toules les
valeurs entiéres comprises entre — oo ¢t + 0 .

Deux imaginaires qui ont le méme module et qui ne
différent que par le signe de leur argument, en d'autres
termes deux imaginaires de la forme

z2+yy—1, z—yy—1

sont dites conjuguées (*). Une imaginaire dont le module

(*) Le produit de deux imaginaires conjuguées x —+ 3 \/:_r eta —yy—t
est égal & x®—+ )%, c'est-h-dire au carré de leur module commun.
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est I'unité est ce que 'on appelle une expression réduite;
la forme la plus générale des expressions réduites est

1sinf.

€os0 —

Tracons dans un plan deux droites rectangulaives 2 O/,
¥y Oy’ (fig. 8); donnons-leur le nom d’aze des w.ey d'axe
des 9. : e

Sy Fig. 8.

Cela posé, considérons I'imaginaire
el
r+yy—u1.

Prenons sur 2’2, & partir du point O, une longueur OM
égale en valeur absolue 4 &, dans le sens O si 2 est posi-
tf, dans le sens O’ s'il est négatif; prenons de méme ON
¢gal a la valeur absolue de y et dans le sens Oy si
y est positif, dans le sens Oy’ si y est négatif. Con-
struisons enfin un rectangle sur ON et OM; le sommet A
de ce rectangle sera déterminé toutes les fois que l'on se
donnera x et y, ou, ce qui revient au méme, x -+ \//—_1.
Réciproquement, & tout point A du plan correspondra
une imaginaire déterminée, et une seule, dont la partie
réelle sera Uz du point A et dont le coefficient de —1
sera 'y

En sorte que nous confondrons souvent dans le langage
les expressions point et quantité imaginaire. Si nous

L. — Algtbre, 11 9
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menons la diagonale OA, nous aurons
0A = V=i ¢ 52,

cosMOA —=

smMMOA = — >
Yz + o2
et, par conséquent, OA est le module de x + y \/——_1,
I'angle MOA en est I'argument, cet angle MOA devant
étre compté depuis la droite OM jusqu'a la droite OA
dans le sens inverse du mouvement des aiguilles d'une
montre, Nous ne nous arréterons pas a généraliser les
formules précédentes; il faudrait, pour les établir en
toute rigueur, suppeser successivement le point M dans
chacun des angles xOy, yOx/, 2/0y’, y'Oz, et dis-
cuter les signes de & et de y. Nous laissons au lecteur le
soin de compléter cette démonstration.

Voici un autre mode de représentation des quantités
imaginaires, proposé par Mourey dans un excellent Ou-
vrage publié sur cette théorie.

A partir du point O, que l'on appelle origine des ima-
ginaires, tragons une droite OA ayant pour longueur le
module de I'imaginaire x -+ y v': el faisant avec Ox
un angle égal & 'argument de cette imaginaire ; la droite
OA représentera I'imaginaire &+ y \/—: aussi bien que
le point A.

Tutorive 1. — La somme de plusicurs imaginaires
est représentée par la résultante des droites qui repré-
sentent les tmaginaires en question.

En effet, considérons les imaginaires

s=atyy—1, m=ary—t s=atrf—1 o
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leur somme est

L=+ oo+ayt ... + (Y =1.
Or .y, 2, . .. représentent les projeciions sur l'axe des 2
des droites qui représentent respectivement Zy 23, By :
B
donc & + X5 Tat- . .. représente la projection de la
résultante de ces droites sur Oz, y, e+ s+
représente la projection sur Oy de la résultante des mémes
droites; donc enfin Z est représenté par la résultante des
droites qui représentent z,, z,,

C. Q. F. D,

Cororrarre. — De la résulte immédiatement que le mo-
7 :
dule d’une somme est moindre que la somme des modules
de ses parties.

e . ; .

T HEOREME IL. — 1° Le module d'un produit est égal au
])l'oduz'l des modules de ses facteurs; ° largument d'un
produit est égal & la somme des arguments de ses facteurs.

En effet, considérons les imaginaires
»(coss + V—1sin6) et (cos6’ -+ V—1sing’);

s1 nous en faisons le produit, il vient, en interver
Pordre des facteurs,

tissant

7r'(c0s9 + /— 1sin0) (cos0’ + y—1sin ),

ou bien

77 [ (e0s6 cost” — sin sin 0') + V—1(sin6 cost' -+ cosd sing’) |,
c’est-a-dire

rr! [cos(6 -+ 8") - \/— 1sin(6 + )].
Mais, en maltipliant ce résultat par une nouvelle imagi-

5.
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naire 1”(cos6’ 4 y—1sing"), on trouvera

rrf 1 [0 (0 4 8 =+ ") 4 /= xsin(6 + 6 -+ 07)],
el ainsi de suite, ce qui démontre le théoréme énonceé.

Tatonive L. — Lorsqu'un produit de plusicurs fac-
teurs est nul, Uun de ses factewrs est Jforcement égal a
zéro.

En effet, le module d’un produit étant égal au produit
des modules de ses facteurs, si le produit est nul, son
module sera nul, et par conséquent le module de I'un des
facteurs au moins devra étre égal & zéro. Mais une ima-
ginaire dont le module est zéro est é¢videmment nulle;
done, ete., comme on I'a prouvé plus haut (p. Go).

€. Qi FI D,

Tatonie 1V, — Le module d’un quotient est égal au
quotient des modules du dividende et du diviseur. L' argu-
ment d’un quotient est égal & la différence des arguments
du dividende et du diviseur.

En effet, soient r (cosG - \/:sine) le dividende,
p(cosw + y—1sinw) le diviseur; le quotient sera donné
par la formule

r(_(‘.r)s@ —+ \/": sin )
;(cusm -+ Vfil sinm)’
que V'on peut éerire

” (_cosO -i—E slno)l( cosm — \/r_l sine )
¢ (cosw -+ J:sinax)(ct>s == \f—1 sinw) 3
c’est-a-dire

fg {cus(@——m)—}«\/——_lsin(ﬁ — m]]y

ce qui démontre le théoréme énoncé.
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Remangue. — Le quotient de 1 par une expression
réduite est l'imaginaire conjuguée de cette expression
réduite; on a, en effet,

Ll I
% = COSw — \— 81w,
181w v £

COS® —+—

VI. — THEORIE DES RADICAUX ALGEBRIQUES.

Jusqu'ici, nous avons pu remarquer une analogie com-
pléte entre le caleul des imaginaires et le caleul des quan-
tités réelles; cette analogie cesse dés que l'on essaye de
généraliser la notion de radical ou d’exposant, ainsi que
nous allons le constater.

Si nous représentons par le symbole

(e 7 V=)

et si nous appelons puissance n*™ de x +y y/—1 le pro-
duit de » facteurs égaux a cette imaginaire, nous aurons,
en vertu du théoréme II (p. 67),

[r(cos@ —+ Y= 18in6) |7 = r*(cosnd + V—tsinrb).

Sil'on suppose en particulier 7 =1, on obtient la formule
sulvanle,

7

(cost + y— sing)" = cosnt =

y— 1sinn0,

restée célebre sous le nom de formule de Moivre, du nom
du géométre francais quil'a découverte (!).

(*) Que signifie au fond la formule de Moivre? En, toute rigueur, il fau-
drait éerire

(cosf 7 sinG)m— (cosm@ — £ sinmf ) = multiple de (£+1);

ainsi elle signifie que (cosd — ¢ sing)"— (cosmy - i sinm@) est divisible
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On appelle racine nééme d'une imaginaire A une quantité
qui, élevée a la puissance n, reproduit A.

Tutorime I. — Zoute imaginaire a n racines niémes,
En effet, considérons l'imaginaire
R(cos@ -+ y— 1sin0);

désignons par 7 (cos0-/—1 sin0) sa racine n*™; nous

aurons, par définition,

[r(cost + y—1sin0)]* =R (cos® + y—15in@),
¢’est-d-dire, en vertu de la formule de Moivre,

ved (cnsnO -+ \/: s'mnO) = R(ms(-) - \x: sin@).
Cette égalité se décompose en deux autres :

ricosnt — Rcoso,
(1)

rsinnl — Rsin®;

si lon éléve au carré ces deux égalités et si l'on ajoute, on
trouve
r“;!l — R?
=12,

par 2 1: ce que on prouverait directement par les procédés ordinaires
de I'Algébre, en éerivant ¢ an lien de yV—r1 et en rétablissant partout le
multiple de 22—+ 1 dans les formules du texte ot il a été omis.

Si T'on réduit le premier membre de la formule de Moivre 4 la forme

a - by —1 en faisant usage de la formule du bindme, a devra étre égal &
cosmy el b asinm@; on trouve ainsi

‘
m(m—1
cosm i = cosm () — ARt

2

cos™=*f sin*f +. ..,
m(m—1)(m—2)

" m ) @ &
sinmf = —cos™ " fsing — 3 cosm=S0 sin® ) ... ;
1 1.2.3
mais I'é¢tude de ces formules trouvera sa place dans la Trigonométrie et

nous ne nous y arréterons pas,
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ct, en observant que 7 doit étre un nombre essentiellement
positif ou nul,

(z) PE—yRsonEn

\

les formules (1) donnent alors

cosnli = cos®, sinnl=—sino,

el par suile
nf =0+ 2kix,

k désignant un entier quelconque, c’est-d-dive

n

Sil'on désigne alors, avec Cauchy, parle symbole {((A))
la racine 2% de I'imaginaire A, on voit que la racine '™
de (cns@—}—\/—lsin ©) aura # valeurs données par la

formule

(S e
V(R (cos® + —1 sine )
(3) = @4 aks —— . O-takr
0 '——+V—lsmT )
li

formule dans laquelle il suffira de faire & successivement
égald 0, 1,2,3, ..., n—1. En effet, si l'on fait & égal &
ni—+j, j désignant un enlier compris entre o et 7—1
inclusivement, et ¢ désignant un entier quelconque positif
ou négatif, on obtient, pour la racine 2'*** de

R{cos® + —15in@),

O+9w
P

une valeur dont I'argument ne différe de que d’un

multiple entier de la circonférence, ¢'est-d-dire une valeur
déja comprise parmi celles que I'on obtient en faisant &
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égal 40, 1, 2,3, ..., n—1 dans la formule (3); done
enfin la racine 7™ d'une imaginaire a 7 valeurs, comme
nous l'avions annoncé.

~ Au surplus, il est facile de voir que ces 72 valeurs sont
toutes diflérentes, car les arcs compris dans les formules

[¢] o-e-m— O+ 4= O+ 2n—
=) 3y sy
n n n n

different de moins d’une circonférence; deux quelconques
d’entre eux ne sauraient donc avoir a la fois méme sinus
el méme UOSillllS.

Resanque L. — Si, dans la formule (3), on suppose
® = o, on trouve
\ /7— 2k e & 2kx
(4) vim —»/R sl :
n
Remarque II. — La formule (3) peut encore s'écrire

V(R (coso + y=1sine))) :
P (c] i @) it = -
:[{/ﬁ<cos—+\/~—151n—)]<cosf—+ ~1511__>.
= n s

Or, en vertu de la formule (4), dans laquelle on peut sup-

2km

2kn s
poser R ==1, cos =~ + y/—1 sin — désigne une quel-

t'

conque des racines n“‘“‘“ de l'unité; © peut étre censé
représenter l'un quelconque des arguments de

R (cos® + V=i sin® )

La formule pl‘écedenle nous montre donc que les n ra-
cines 7' d'une imaginaire quelconque peavent s’obtenir
en multipliant I'une quelconque d’entre elles successive-
ment par chacune des racines 72 de 'unité.
Dorénavant, lorsque nous ne spécifierons pas la valeur
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1 & ¥ Sap T -
dune racine 70, nous la représenterons par le sym

i
valeur bien déterminée de cette racine, par exemple lors-

qu'il s’agira de celle quia le plus petit argument positif,

Wi ; ; ; :
bole \f{{ J); au contraire, lorsqu'il sera question d’une

nous ferons usage du signe y/ sans doubles parentheses.

Vil. — CALCUL DES RADICAUX ALGEBRIQUES.
Tatoniwe 1. — Si Pon multiplie chacune des valeurs
dey, —(KT)) par chacune ({BSMI'S de (/‘m, on reproduit
chacune des valeurs de {((AB)).
En effet, soit
A = ry(cosd, + y—1sind,),
= i'.1<m50E - \/:——l sind,);

on aura

-+ \/———1 sin

0y~ by + 2k =4 4s)m
g e U
n

Gy~ Gy 42 [ ky

' -+ \/— 1sin =

formules dans lesquelles /&, et ks, et par suite hy 4+ ko,
désignent des entiers toul & fait quelconques. D’un autre
cOLé, on a
AB = ryry[cos (0, + 0;) + V—1sin (0, + 9,1,
Oy ~+ 06y -2 i)
Il 2

11
SR 6, + 0, -+ 27w
Vi(AB)) =77, [cos————'

+ \/ 1sin ——
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i désignant un entier quelconque. De la comparaison de
cette formule avec la précédente on déduit

i

VIAN < V[(B) =V((AB)). <. q = b

Si l'on voulait supprimer les doubles parenthéses, on le

it )
pourrait; mais il faudrait choisir convenablement les
valeurs des radicaux.

Tatonime 1. — 87 Lon divise chacune des wvaleurs
de y((A)) par chacune des valeurs de v((B)), on obtient
n résultats différents qui sont les n valeursde V((A:BY).

Tatonkme IIL. — 8i l'on éléve & la puissance m les va-

leurs de Y{[A)), on obtient les valeurs de V(A=)

Tutonime IV. — 8i LUon extrait les racines miémes des

n valeurs de ’\',(( A)), on obtient les valeurs de ™} VI(A)).

Revarque. — Quand on a un radical de la forme

m u T

vi{(a™)),
il faut éviter de le simplifier et d’écrire
YA = V(A

en ellet, le premicr membre de cette formule a mn valeurs,
le second n’en a que 2; quand on n’agit pas avec précau-
tion dans le caleul des radicaux imaginaires, on s’expose
souvent & tomber dans de grossiéres erreurs; il ne faut pas
en accuser l'emploi des symboles imaginaires, dont le cal-
cul n'est pas touta fait soumis aux mémes régles que celui
des quantités réelles. Ainsi, par exemple, on raisonnerait
mal en écrivant

(1) V—axV=a=V—2)[—2)=Vf==
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puis
(2) e e e
d’ott Uon déduirait
2= —2.
En effet, dans la formule 1y \/— 2 désigne une valeur
particuliére de {((—- )i ))(— 2) désigne une valeur

particuliére de {/((4)); on me peut, sans examen, égaler
ces deux valeurs; et en effet, on a

i//\?(— 2)) = E'2(cnsw 4 Y —sinm)

= V/E[cos (f + /”T> -y —1sin (1:—)— /:w)]
2, 2

Y= )zi\/z\—l.

ou

: A ;
Prenons les radicaux avec le signe +; on voil que I'on
n'aura pas

2

f/—p.xe/—zzv—(;,

mais hien
e x Y—a=Vaxy— X axy—i=—2

Si lon plend les radicaux avec le signe —, on arrive
encore au méme résultat. Done la formule (1) est tou-

jours ausse Sl i p— 2 )’ rcprescnte tOUJOlll‘s ]a meme va]cul
de y(—2))-
VIII. — SUR LES EOUATIONS EN GENERAL.

Les régles de la multiplication et de la division algébri-
ques s'appliquent évidemment aux quantités imaginaires
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comme aux quantités réelles; il en est de méme de la
formule du binome.

On peut former des équations i laide de quantités
véelles et imaginaires, et chercher s’il n’existe pas des
quantités imaginaires sati

aisanl & ces équations; les
principes fondamentaux que nous avons démontrés sur la
résolution des équations, dans la premiére Partie de cet
Ouvrage, sont encore applicables aux cas ot I'on considé-
reraitdes égalités entre quantités imaginaires ; ces principes
ne dépendent absolument que des qualre premiéres opé-
rations de I'Algebre, reconnues applicables aux quantités
imaginaires. Ainsi, il n'y a rien 4 ajouter & la théorie des
équations du premier degré et & la théorie des détermi-
nants. Il n'en est pas de méme des équations du second
degré oi interviennent des questions sur les radicaux;
il y a donc lien d’examiner de nouveau la théorie des
équations du second degré : c'est ce que nous allons
faire.

IZ. — SUR LES EQUATIONS DU SECOND DEGRE.

Nous conviendrons de ne pas écrire I'indice d'un radi-
cal lorsque cet indice sera o
Cela posé, cherchons la racine carrée de a —+ b\/—1;

désignons cette racine par & + ) \/— 1, nous aurons

T+yy—1f—a+ by—1
v
ou bien

2y 2my =i —at by,

Cette équation équivaul aux deux suivantes !

(1) 2 —y=a,
(2) sy = b;
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la derniére peut s’éerire, en la géncralisant un peu,

Q2 6
(8) ' SHE T

A linspection des e,quauons (1) et (3), on reconnait im-
médiatement que oiet —)2 sont racines de lcquallou

en

d’ot 'on déduit

az=\a 12
B ——

clest-d-dire, en ohservant que 3% doit étre positif,

(n -+ \/u 4 p2 )

&

Il
Wl

P=L(@EF—a).

e
)'__\/;(\/{r—hlr = )

L’ er]uauon (2) montre avec quels signes on doit prendre x
et y; si, par exemple, b est positif, on prendra x et y de

On déduit de 12

H

(q —ryu -+ bs)

W=

méme Clgﬂe en sorte que T'on aura

T v= =] /sl + 7= 7)

+ \/i vtt PR —u)\/——r]
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si b est négatif, on aura, au contraire,

[\/;‘_(H./M) :

h\/g(\/a—m_w:

S1lon fait b = 4
t b =0, on trouve : en supposant a > o,

Vila]) = == Va;

en supposant a < o,

Une équati
1on du secon Louj i
. Jls (.1 degré a toujours deux racines
sque l'on admet pourl'inconnue des v
voici comment il f;

rons I'équation

aleurs Imaginaires :
aut entendre cette proposition. Considé-

2 - pax 4 g=o.

Sll S -} s
pposons 7 g<C0; on peut se proposer de chercher

il exi : des v '
existe pour & des valeurs de la forme o + B y/—1 véri

1ant celle quation, ¢’est-i-dire e S e ( dans
C é lion, ¢’cst re en sous-entendant da
end 1: le
second membre un muhlple de (\’— ]| )‘ 1. On trou
/ =+=1x. rouve

I 2
((t'—f—'—])\'-':ﬁ_
\ 2y 4 &

1 et
e T = ol | i
L+2]) =5 I\/z]—-%,

e e B
z zlfi\/“[\/fl~lz'
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X. — DES FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIRES.

Tout polynéme entier en z:x-}-y\/: est ce que
'on appelle une fonction enticre de z.

Soit f(u,5) une fonction entitre de u et z; toute expres-
sion de la forme X—i—\/:Y qui, mise & la place de «
dans I'équation

Fles=l=0;

y satisfait, est ce que 'on appelle une fonction algébrique
de z, mais il faut encore pour cela que X et Y soient des
fonctions de a ety (*).

Tn général, toute expression qui peut étre ramenée la
forme X +Y \/—_1 ou qui est définic par cette forme, X et' Y
désignant des fonctions de x et y, est ce que 'on appelle
une fonction de x —+ \/———I) Toutes les fonctions qui ne
sont pas algébriques sont transcendantes.

Une fonction X + Y —1 de 2+ \/: est continue
lorsqu’a un accroissement infiniment petit quelconque
de x -y \/—‘1 correspoud un accroissement infiniment
petit de X—f—Y\/——x, et nous appelons ici accrotssement
d’une quantité la différence entre deux valeurs de celte
quantilé.

Pour quune fonction X 4 Y \/;T de & -+ y\/—1 soit
continue, il faut et il suffit évidemment que X et Y soient
des fonctions continues de x et de y; il faut et il suffit
aussi que son module et son argument soient des fonctions
continues du module et de Pargument de sa variable. Ces

(*) Puistux, Mémoire sur les fonetions algebriques (Journal de Liouville,
t. XVY; Brior et Bovouer, Fonctions elliptiques, sont peut-étre les premiers
qui aient adeplée cette définition, aujourd’hui admise par tous les savants,
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propositions deviennent évidentes si on représente les
imaginaires & 'aide de points, comme il a été expliqué
plus haut.

XI. — DETFINITION DE LA FONCTION EXPONENTIELLE,
Nous avons défini le symhole

[r(cos 8 +y—Tsin 0)]=,

pour toutes les valeurs entiéres et positives de &, comme
étant le produit de x facteurs égaux i 7(cosf + \/;Tsinﬁ)
nous en avons déduit la formule

3

[{coss + y—Tsin 0)]r= r*(cosfa -+ V— 1singa).

Nous pouvons maintenant nous servir de cette formule
pour définir le symbole [7‘(0059—0—\/—‘15i116)}1 lorsque
« sera f{ractionnaire, incommensurable ou négauf, Ainsi
r#(coshax - V—1 sinfa) est ce que nous appellerons do-
rénavant la 2% puissance de 1'(0059 i \/—_lsin 5)

La puissance aime de r(cos@—{—v‘jsinO) n'a qu'une
seule valeur lorsque x est entier; mais il n'en est pas
de méme dans les autres cas. En effet, Iexpression
r(cosf+ \/: sinf) ne change pas quand on remplace 6
par 60— 2km, k désignant un entier quelconque ; ainsi les
valeurs de [7(cos6 - \/-_151'116)]

“ seront données par la
formule

[r(cnso -+ \/——_lsinﬂy]r
24mz) 4 /— rsin (6 -+ 2"#1‘)]»

= r’“[cos[@x -+
Si x est incommensurable, les arcs compris dans la for-
mule
2+ 2knx
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auront pour sinus et cosinus une infinité de nombres diffé-
rents, en sorte que la puissance x*™ d’une quantité ima-
ginaire a en général une infinité de valeurs.

Le lecteur se demandera sans doute pourquoi nous
nlavons pas défini la puissance fractionnaire = de
r{cosl+ \/— 15inf) & laide de la formule

P
i .
(1) [r(cosO +y—1sing)|' =

| r(cost + y—1sn6)]”,

pourgquoi enfin nous n'ayons pas su‘ivi dans la définition
des puissances de quantités imaginaires la mém’c ’murch.e
que dans la définition des puissances de qual'lllFuis posi-
tives. La raison en est simple : d’apz¢s notre définition,
[7(cosB—+ \/——minﬁﬂx est une quantité qui posséde plu-
sieurs valeurs, il est vrai, mais dont le nombre des valeurs
ne change qu'avec la valeur et non avec la forme de x;

ainsi nous avons

rofes

==

— [r(cns@ S \/—_lsinﬂ)] =K

Au contraire, en partant de 'équation (1) pour définir les
puissances fractionnaires, on voit que

(a) [r{cost - y=sino)]

2
——s il q
[r( cosf -+ \/—- I smO)J
aurait ¢ valeurs, et par conséquent varierait avec la forme
de la fraction” » en sorte que, par exemple, la formule (2)
q
serait inexacte. De la définition que nous venons de
donner résulte la généralisation de la formule de Moivre,
A savoir
(cos0 -+ y— 15in0) "= cosfa +y/— 1 sinf.
Une quantité réelle étant assimilable & une imaginaire,
L. — Algébre, 11 6
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on voit qu'une quantité réelle peut avoir une infinité de
puissances x*** dont une seule est toujours réelle.

Les regles des exposants s'appliquent encore aux imagi-
naires, avec certaines restrictions toutefois; ainsi on a

[r(cus@ -+ \/: sin 9)]1[1‘(c050 -+ \/: sino)]w,

= r‘"(cosﬁx -+ y—1sin 9.7") r‘"((: sz’ -+ /— 1sin Ox’)

= e+ [gos 6 (2 +a') 4y — 1 sin6 (z + .?.")-I
=[r(coss -+ y—rsing)]*+".

Les autres propriéiés des exposants se démontreraient
d’une maniére semblable.

Tutonime I. — La fonction a® est continue, lors méme

que ["on suppose a imaginaire.

Cela résulte évidemment de la formule
[#leost <+ Y= 15in8)]"= r*(cosbx = y— 1sin6az),

dans laquelle 7%, cosfa et sinfa sont des fonctions con-
tinues. Nous verrons plus loin comment on peut encore
généraliser davantage la fonction exponentielle, en sup-
posant sa variable imaginaire, el nous verrons qu’alors
encore clle reste continue.

Tutorkme IL. — 8¢ "on a pour toutes les waleurs réelles
de x et de y
g(#)elr)=9(x+7),

i

et si la fonction ¢(x) est continue, on a nécessairement

a ddk‘fgndnt une (/urmu'le' réelle ou unaginaire.
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En effet, en répétant le raisonnement de Ia page 46, on
1

trouve que ¢(x)” est une constante réelle ou imaginaire a.

EXERCICES ET NOTES.
1. 0Ona

(a+b+c)(a+ba+co)(a~+ ba' - ca) = ad B34 3 — 3 e,
« el o' désignant deux racines imaginaires de 2% — | — q.

2. Résoudre I'équation (2~ 1)5 — 25 = ¢

3. Calculer et mettre sous la forme « -+ by =1 les expressions

\/\7‘:', \/\/\/~1,

4. Quelles sont les racines cubiques de /=17

5. La théorie des imaginaires remonte aux premiers travaux des
modernes sur la théorie des équations, mais elle n'a 666 assise sur
des hases solides que dans ces derniers temps, grice aux recherches
de Francais, Argand, Valles, Mourey, Truel et Cauchy. La théorie ex-
posée dans le texte a él¢ éhauchée par Cauchy.

Mourey, dans sa #raie théorie, etc., a présenté comme il suit la
théorie des imaginaires :

Appelons quantité imaginaire une droite situde dans un plan sur
lequel est tracé un axe fixe de direction donnée. La longueur » de
celle droile sera ce que nous appellerons son module; I'angle 0 quelle
fait avec T'axe fixe, complé comme on compte les angles en Trigono-
métrie, sera ce que nous appellerons son argument,

Ladroite en question sera représentée par la notation 7, et Fon con-
vient de ne pas éerire l'argument quand il est nul, ainsi @g = «. La résul-
tante de #;, 74, 7}, ... S'appellera aussi leur somme el sera repré-

senlée par 7y~ 7y, + 74+ ... La diffiérence de doux imaginaires se
définira comme plus haut. Le produit de deux imaginaires 7y et Re sera,
par définition, I'imaginaire ayant pour module 7R et pour argument
0-+©. Ce produit existe et est bien défini. Le carré de 7 sera r3.
Diaprés cela, on voit que 1, a pour carré 1_=o0 —10u —1, Ainsi I'on
B

6.
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peut dire que la droite 1, ou —r1 est le carré de 1., que I'on peut
alors représenter par y— 1. Toute droite ‘pouvant ttre considérée
comme la résultante de deux autres, I'une,a ou ay, paralléle a l'axe

fixe, et 'autre, b, = by.1,= by —1, perpendiculaire a cet axe; clle
2 2
pourra étre représentée par un symbole tel que
a—+by—1, etc.

Hamilton ( Zectures on quaternions) a essayé d’étendre ces notions
4 la Géométrie de I'espace. M. Despeyrous (Mémoires de I Aeadémie
de Toulouse) a fait une tentative du méme genre. Les imaginaires de
M. Despeyrous sont jusqu'ici la généralisation la plus naturelle des
imaginaires de Mourey; les qualernions d’Hamilton sont soumis & des
régles bizarres: ainsi le produit de deux guaternions peut changer
avec 'ordre des facleurs.

6. Une droite étant déterminée par ses deux extrémités, on pro-
pose de trouver son milieu en faisant usage d’'un compas, mais sans se
servir de la régle. (MascHERONT. )

Les propriétés de I'hexagone régulier et la théorie de Mourey per-
mettent de donner un grand nombre de solutions de e probléeme.
(Poir MASCHERONI, la  Géométrie duw compas. Napoléon 1% fais:
parait-il, grand cas de cet Ouvrage.)

7. Consulter la théorie des équipollences de Bellavitis, traduite par
Laisant, député,
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GHAPITRE V.

THEORIE GENERALE DES SERIES.

I. — DEFINITIONS.

On appelle séric une suite illimitée de termes qui se
forment et se suivent d’aprés une loi déterminde. On
appelle encore les séries suites infinies.

Une série est dite convergente sila somme de ses n pre-
miers termes tend vers une limite déterminée, lorsque »
augmente indéfiniment, en suivant du reste une loi quel -
conque; cette limite est ce que U'on appelle la valeur de
la série ou la somme de ses termes ().

Une série qui n'est pas convergente est appelée diver-
gente. La série

(org— 2ty ) (o —etg) - (otg—etg ) (g — ot )+ . - (g —ay ). . o,

dans laquelle @, désigne un nombre qui a pour limite
zéro, lorsque n augmente indéfiniment, est convergente,
car la somme de ses n premiers termes est oy — oy, et cette
quantité a pour limite o, pour n= s .

(*) Quel est Uinventeur de la théorie des séries? C'est une question dif-
ticile a trancher; Archiméde a sommé les progressions géométriques, New-
ton, Wallis, Leibnitz, Mercator, Maclaurin, Stirling, les Bernoulli, Euler,
Lagrange, ete., ont sommé bien des séries, mais leurs raisonnements man-
quent en général de rigueur; Abel et Cauchy paraissent étre les premiers
qui aient raisonné juste dans cette branche de 'Analyse. (Live I"Histoire
des Mathématigues de Montucla.)
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Au contraire, la série
T — LT — T — = e,

est divergente, car la somme de ses 2 premiers termes est
alternativement zéro et 1; elle ne tend par conséquent pas
vers une limite déterminée lorsque 2 croit d’une maniére
quelconque.

On comprend difficilement comment d'illustres ana-
lystes ont pu éerire des formules telles que

“(A) +1h:+r—n+...:é

(Lerenirz, Lettre a Christian Wolfl. — Euvrer, Institu-
tiones Calculi differentialis et integralis, Pars posterior,
Cap. I, ete. ).

Une série divergente ne saurait représenter ~ En effet,

quelle idée peut-on se faire d'une somme composée d'un
nombre illimité de parties? En toute rigueur, on n’a pas
meéme le droit d’éerire

(1) 2= (20— =)

(“1_“‘1)+"'+(“rz"’u—+—l)+'-~

lorsque «, tend vers zéro, ¢’est-a-dire lorsque la série est
convergente. On le fait cependant, mais seulement en
vertu d’une convention qui consiste a séparer une série
convergente de la limite vers laquelle tend la somme de
ses lermes par le signe =. Ainsi la formule (1) est une
maniére abrégée d'écrire

q0:1i11|[(a,,—a,)+.A.—'~(a,,—-u.,,+|\,] pour n =z,

La formule (A) est done complétement absurde, puisque
la limite de la somme de ses n premiers termes n’existe

» o T
as : elle n’est donc pas égale & —-
P I g 5
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Si nous insistons sur ce point, c'est que malheurcuse-
ment on trouve dans d'excellents auteurs, parmi les
princes de la Science, des fautes analogues a celle dont
nous venons de parler. Abel s’en plaint amérement dans
une de ses Lettres & Holmbo& (voir OEuvres complétes).

II. — THEOREMES SUR LA GONVERGENCE.
Tatorime 1. — Pour qu'une série soit convergente, il
faut que ses termes diminuent indéfiniment.
En effet, soit la série
Ugy gy Way Ugy «ooy Yns sons
et en général s, la somme des n premiers termes; on a
(1) Spar— Sp= Up:
Si I'on suppose la série proposée convergente et si l'on
désigne sa valeur par s, on aura
Himsie =8;
lims,= 53

donc

. Foo 1
lim s, — lims, = lim (s, — Sp =10
“est-a-di le U'équation (1)
¢’est-a-dire, en vertu de l'équal e
limu,—=o.

Remanque I. — La démonstration que nous venons
d’employer, comme du reste toutes .cel.lcs que nous, em-
ploierons dans 'exposition de ces principes, est hasée sur
le calcul des limites; elle précise le sens que nous devons
attribuer a la locution diminuer indéfiniment. Quand nous
disons que w, doit diminuer indéfiniment, nous devons
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entendre par 1d que cette quantité, réelle ou imaginaire,
doit avoir zéro pour limite, rien de plus : ainsi u, peut
lendre comme on veut vers zéro ; il n’est nullement néces-
saire, par exemple, que l'on ait

Up > U > Uy >

Reaanour I1. — On aurait également pu écrire les équa-

tions suivantes,
TS, =",

lim 035 55

d’ot, retranchant la deuxi¢me de la premiére,

him (@, ~+ Wpty - Upaa + oo + Wpip1) =10,

résultat que nous énoncerons ainsi :

Pour gu'une série soit convergente, il faut que la
somme des p termes qui suivent le n'*™¢ diminue indéfi-
niment quand n augmente indéfiniment, quel que soit du
reste /7.

Rewvarque I, — Il existe des séries dans lesquelles u,
peut tendre vers zéro sans que la série & laquelle appar-
tient ce terme soit convergente; par exemple, considérons
la série suivante, appelée série harmonique :

A bl T
e it LN
o0 3N B =1
Il est facile de s’assurer que cette série est divergente, car,
si 'on prend » termes aprés le 2™, la somme

1 1 1

n—+1 n-+2 +2/z

1 5 . s 1e 1 :
est plus grande que = répélé n fois, c'est-d-dire que o Si
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donc on groupe les termes de la série harmonique ainsi
qu'il suit,

+I+ I+W
i Sl
2 3 4/
1 T
+<———+ — el >-|—
n—1 n—t 2 21

on voit que la somme de ses 2z premiers termes est plus

Hyset o ; 5
grande que - répcété autant de fois que l'on veut, en pre-
i 2

nant  suffisamment grand. La somme de ces 2n premiers
termes croit donc au deld de toute limite; donc la série

est divergente. 0./05E. D,
1l arrive souvent que l'on rend une série convergente
par un simple changement des signes de quelques-uns de

ses termes. Ainsi la série

apliE
5 e

4

est convergente. En général :

Tatonkme 1I. — Si dans une série les termes sont, a
partir de U'un d’eux, znrh/mznzcnl décroissants et alter-
cette série est conyer-

natiyement posr[
gente.

et ncgn 3

En effet, considérons la série

Uy Ug b o oo = Up— Uy B — - - - = Untap — Unvapr1 ==

dans laquelle les termes sont indéfiniment déeroissants et

alternativement positifs et négatifs a partir de u,.
Appelons en général S,, la somme des m premiers

termes de la série. Si nous remarquons queyles termes
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vont constamment en diminuant, les quantités

U= Uity Upypg— Upigy oo, Upeop = Uppapiy

seront toutes positives, et, par conséquent,

(I) Su+1<sn+s<su+s = -<Sn+2p+1<' v

Les quantités — Uit =& Unysy o ony — Uliyap g Unyapyese
seront toutes négatives, et, par suite,

(2) Sn+!>sn+s>sn+n>. S T T
Or

Sn+2p = Su+z;-—1 = Upypap.

Dong S,.., est plus grand que S, ap y, et, A cause de
la suite d'inégalités (1), plus grand que S,.i. Ainsi done
une somme quelcongue comprise dans la suite Sy By
Spiigy- s B8l plus grande que S, ; il en résulte que ces
sommes, allant constamment en déeroissant et restant
supdérieures & Sepi, qui est fixe, ont une limite S. Or
on a

S

nt2p — Upgopit = Spiapy.

Faisons eroitre p indéfiniment ; le premier membre de cette
équation a pour limite S, car Unyapyy @ pour limite zéro;
done S, 05, 8 pour limite S également; donc, de quelque
maniére que croisse U'entier m; Sy a une limite, ce qui
revient & dire que la série proposée est convergente.

Conorrare. — On voit que, la valeur de la série étant
comprise entre S,, et Sy, l'erreur commise en prenant S,
pour valeur de la série est moindre en valeur absolue que
Ui

Tutonie I, — Quand une série & termes POSUEfs a
ses bermes respectivement plus petits que ceuzx d’une autre

1
GHAPITRE V. 9

itifs roente,
série dgalement & termes positifs et de plus convergente,
la premicre sErie est aussi convergente.

Soient, en effet,
(1) e T R S o T

: ¢ inairement

la série convergente donnée (on représente ord’max .
A sertain

une gérie_convergente en séparant la somme d’un certa
i = up-

nombre de termes de sa valeur par le signe =, on sup

prime le mot lim) et
(2) R Tt il P ST U SR

3 o 3 S 5 S
la série proposée. Soit s, la somme des n premiers tc(llm(]:
2 c S . 3 a
de la série (1), ¢, la somme des n premiers termes de :

; : = éyi-
série (2); comme o< tyy 91 < Upyon ey Vo< lny ON 8

demment

6 < Sns

donc, a fortiori,
CiEl 5
i i i constamment infé-
Or, n croissant, ¢, croit, mais t,{res.le Bt -
rieur 4 s; done, en vertu d’un principe déji invoqué, ¢, a
5

une limite; la série (2) est convergente.
€40 FaDs

Tatonime 1V. — Une série & termes posilifs el néga-
i35 ; : it s valeurs absolues
tifs est convergente lorsque la série de
de ses termes est convergente.
Fn effet, considérons a part les séries des termes pos.;-
i s négatl is ‘ordre dans lequel ils
tifs ot des termes négatifs pris dans l'ordre [
se succédent dans la série proposce.
Soient

) S
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la série des termes posilifs ey
(2) byt byt b,

celle des termes négatifs pris chacun en valeur absolue.
Soient a; la somme des i premiers termes de la série (1);
7% la somme des & premiers termes de la série (2),ets,la
somme des 7 premiers termes de la série proposée. Nous
pouvons toujours supposer que a,, ay,..., a; soient les
ermes positifs de s,, et by, b, . .. , by les termes négatifs;
alors on a, cn appelant s, la somme des 7 premiers termes
de la série proposée rendus positifs,

(3) o= i g,
(4)

L’équation (3) montre que s, est plus grand que x; et que
yui done, a fortiori, la limite de Suy qui par hypothése
exisle, est supérieure a x; et & yz. Or.a; et 3 sont des
nombres croissant avee i et k, mais constamment infg-
rieurs & la limite de s%; donc ils ont une limite chacun;
donc les séries (1) et (2) sont convergentes, L’¢quation (4)
montre que s, a une limite égale a la différence des limites
de z; et yy, cest-a-dire que la série proposée est conver-
gente et aune valeur égale 4 la différence des valeurs des
séries de ses termes positifs et de ses termes négatifs.

— ik

Tnatonkme V. — Quand une série ne perd pas sa con-
vergence lorsque I'on rend tous ses termes positifs, on
peut, sans altérer sa waleur, intervertiy lordre de ses
termes.

En effet, considérons d'abord une série convergente i
termes positifs :

(,) S = Up—t )+ wy . . gyt .

3
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Intervertissons 'ordre de ses termes, et soit
(2) L S S SN

la nouvelle série obtenue aprés ce chang.emcnl;. Soient s, la
somme des n premiers termes de la série (2), s, lasomme
des m premiers termes de la série proposce; on pourra]tour-
jours choisir m de telle sorte que tous les Lerme,s des,
soient contenus dans les 7.2 premiers termes de la série (1).

On aura alors

$128, et s,< lims, ou <s.

Nous voyons par la : ‘; : .
1° Que la série (2) est convergenle, puisque s, croi
avec 7 sans dépasser s ’ : : ;
ims), ér ¢ saurail
2° Que la valeur s’ =lims,, de la série (2) ne sa
: 2 A AL
surpasser s. Or on démontrerait de la méme maniére que
S asst . * . o i
la valeur s de la série (1) ne saurait surpasser §'; donc on
a va
doit avoir
=4
éri ] changé de valeur.
donc la série (1) n’a pas Lhangu.dc vale
Supposons actuellement la série

(r) S== g Uy A Us A Uy,
A termes quelconques.

Soient
(3) @y A ay @@

la série de ses termes positifs pris dans le méme ordre que
dans la série (1),

(1) By byt b

; b
la série de ses termes négatifs également pris dans I'ordre
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ot ils se trouvent dans I'équation (1). Supposons que Ia
série (1) conserve sa convergence quand on rend ses
termes positifs. Les séries (3) ct (4) sont convergentes,
et, si x et y désignent les valeurs respectives de ces séries,
on a

(8) s=a—y.

Cela posé, changeons l'ordre des termes de la série (x)s
la série de ses termes positifs sera encore la série (1905
i l'ordre des termes prés. Or, celte série est A termes posi-
tifs; donc elle conserve sa valeur. Méme ohservation
pour la série des termes négatifs et pour la série des
valeurs ahsolues des termes de la série (1). 11 en résulte,
d’aprés le théoréme 1V, que la valeur de la série (1) trans-
formée est encore 2 — j; done la série (1) ne change pas
de valeur quand on change l'ordre de ses termes.

. Q. F. D,

Remanque. — Toute cette démonstration repose sur
Pégalité (5); lors donc que & ou y n'existeront pas, ¢’est-
i-dire quand dans la série proposée les termes positifs et
négatifs ne formeront pas des séries convergentes, la dé-
monstration précédente tombera en défaut. 11 est facile,
du reste, de donner un exemple dans lequel on voit une
série changer de valeur quand on change l'ordre de ses
termes.

Considérons, par exemple, la série convergenle

Remarquons que la série des valeurs absolues de ses
termes est identique avec la série harmonique qui est diver-
gente.

Posons
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et considérons la série

R e A T 1 1 o
S e e e e
(2] T3 2+5+7 /|+ gn=—3  fw—1

1 2l .
Arrétons-nous au terme ;; cette serie, comme on voil,

renferme les mémes termes que la série proposée; leur
ordre est différent, et I'on prend d’abord deux termes posi-
tifs, puis un terme négatif, puis deux termes positifs, puis
un terme négatit, ...; nous aurons
1 I I
i e i

Gn—
(3) 1 T 1

=Ff(r)+

t i ===
2n+1  2n=+3 fn—1

La quantité qui suit f(n), composée de n termes, est évi-

1 I 0
5 gr A e - On a
demment plus grande que 7 >< T ou que - 5
n
done
LR :
ey

Si nous supposons que n devienne infini, le premier

membre de cette inégalité ou la valeur de la série (2) dif-

férera de lim f(n) ou de la valeur de la série (1) de plus

de %; done évidemment la série (2) a une valeur toute
4

différente de celle de la série (1).

Jusqu'ici nous n'avons guére parlé que de séries & termes
réels; mais on fait un fréquent usage en Analyse de séries

4 termes imaginaires.
Une série & termes imaginaires peut se mettre sous la
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forme
oy (0 T o+ ) =)
1 el
’ +(u,z+",,\«/—1)+-~
Celle série sera convergente si les denx séries
(2
formées des parties réelles et des coefficients de y—1
dans tous ses termes, sont toutes deux convergentes.

En effet, soit s, la somme des n premiers termes de la

Ug—= Uy == Uo o o=ty =0y

i3]

) Pt Wy By s i Wy ey

série (1), o, et 7, les sommes des n premiers termes des
séries (2) et (3); on a j

Sy = Gp+ Ty \/_ =

En passant aux limites et en désignant par o et 7 les va-
leurs des séries (2) et (3), on voil que

lims, —=o 4+ T\/— X5
donc la série (1) est convergente. €. QL FD.

Revanque. — Il est clair que, si I'une des séries (2) et
(3) efit été divergente, la série (1) U'edit 61é pareillement.

Tetongve VI. — Dans une série & termes imaginaires,
si la série des modules des diflérents termes est conver-
gente, celle série est elle-méme convergente et Uon peut,
sans altérer sa convergence, intervertir I ordre des termes.

En effet, considérons la série (1). Les séries de ses
termes réels et des coefficients de \/—1 sont conyergentes
indépendamment des signes de leurs termes, car ceux-ci
sont respectivement plus petits que ceux de la série des
modules qui est & termes positifs. On peut donc changer
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I'ordre des termes de ces séries sans en altérer la valeur,
ce qui revient & dire que I'on peut changer I'ordre des
termes de la série proposée elle-méme. QLR DY

III. — REGLES DE CONVERGENCE.

On cc:nnai.t un gra.nd nombre de régles permettant de
reconnaitre si une série donnée est convergente; mais un
petit nombre de caractéres suffisent dans la plupart des
cas, et nous allons les faire connaitre.

T ; JEEe s
Tatonime I. — Zoute progression geometrigue dont
. b -, N, o ) y
la raison est un nombre réel ou imaginaire de module
moindre que 1 est une série convergente.

En effet, une telle progression peut sc mettre sous la
forme

(1) a+ax+art . .. 4 axta .

Or, quel que soit 2, la somme des 7 - 1 premiers termes est

égale a
an+l T a1
a ou a e .
& 1 p st 7 L —2

Sile module de  est moindre que 1, 271 tend vers zéro,
et la somme des n premiers termes tend vers la limite finie

a’ 3 R
[ pour n=oo. La série (1) est donc convergenle, el

I'on a

a-tax-+ax--.. . --axt

z
=a+t+a---a
z o

"y

Aok
L. — Algébre, 11. q
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. 1
et, en faisant @ = =

2 zh

+,..+;"—+1+~--3

z 2z
e

1
%— 32 % o 5

cette formule, qui nous sera utile plus tard, a lieu pour
toutes les valeurs de z et de « telles que modz < mode.

Tutonime II. — Si, dans une série a termes posuifs

(1) Uy sy, o Uy Uy he

. Upy g7 g oy
la limite du rapport — d’un terme au précédent tend
n

wers une limite inférieure a unité ou reste constamment
inférieure a un nombre o fixe moindre que 1, cette serie
est convergente.

Rl

. » u
Observons tout d’abord que, la limite de o étant

%01 finira, pour des valeurs suffisam-
"

moindre que l'unité,
ment grandes de n, par différer de sa limite de moins que
. Upay .
P 3 Linita ==l finirg
cette limite ne différe de l'unité, et par suile 5 finir

par rester moindre qu'un nombre 2 fixe, moindre lui-méme
que l'unité; ainsi nous n’avons besoin de dém‘ontrer le
théoréme que pour le cas o I'on a, pour # suffisamment
grand,

Butt <
Uy

De 14 on tire
Uppy < Ly

et de méme

Uy < G llpyy  Uptg < %lpgoy o
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On tire de ces formules

2
Upoit < Elpy Moy <2 llyy Upgy<l aPtty, e

La série considérée a donc ses termes respectivement
moindres que les termes de la progression géométrique

wtly 4+ ot - aPu, 4 ...

)

dont la raison o est moindre que 1 et qui, par suite, est
convergente; la série proposée elle-méme est donc conver-
gente.

CornorrAire. — 87 dans une série & termes quelcongues
la limite du rapport d’un terme au précédent a un mo-
dule moindre que Uunité, ou si le rapport d’un terme au
précédent conserve un module moindre qu'un nombre
« fixe moindre que 1, cette série est convergente.

Car la série formée des modules de ses termes est con-
vergenle, en vertu du théoréme précédent (p. 96).

. u, .
Remanque I. — 87 le rapport %“L—' tendait wvers une
n

limite supérieure & ' unité ou restait apartird’un certain
terme supérieur & 'unité, la série serait divergente, car
les termes iraient en augmentant.

Upiy

Reyanque II. — 8i la limite B

était l'unité,

n iy
n'étant pas conslamment supc’l‘ieur a1, on ne pourrﬂit
plus rien affirmer relativement 4 la convergence de la série,
et il faudrait avoir recours a d’autres caractéres pour

décider si la série proposée est convergente ou divergente.

Remarque ITL. — 11 est facile d’évaluer une limite de
Perreur commise quand pour calculer la valeur de la
série (1) on se horne & faire la somme des n premiers

7.
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termes. En effet, cette erreur est
Tt~ i e it

O Uy << Py Up_a <l AUy oo d’'aprés ce que l'on a
vu : donc Uerreur est moindre que la valeur de la progres-

sion
Gl 02y @y e
ou que
aily
11—«

Tatonkme HL. — Si L’on a deux séries & termes positifs,

l'une convergente,

(1) S==@g 4 Ay Qg == ..« lpE Ay e

et l'autre,

% Fio b ;
telle que le rapport d’un terme au précédent, Bl St
)fl-

et

constamment inférieur auw rapport correspondant
dans la premicre, celte derniére est conyergente.

En effet, la série (1) étant convergente, la suivante le

sera aussi (1) :

(*) Si on éprouvait quelques doutes a cet égard, ils seront levés par le
theoréme 1T du paragraphe suivant, théoréme qui pourrait trouver sa place

ici.
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Cette série peut s’écrire ainsi :

a, a
IR R A e e a,
R S e = e B
1 g Ay @nia - Gy

.b[

Gt
by

by-+b

or cetle série a, en vertu de notre hvpolhése, ses termes
respeclivenment moindres que ceux de la série (3), qui
est convergente; donc la série (2) est elle-méme conver-
genle.
. \ G. Q-EAD;

Il est facile de déduire de Ia le théoréme précédent.

Tatonime IV. — FLa seérie

(1) gt

Tk i U

est convergen e ou divergente selon que k est plus grand
ou plus petit que 1.

En effet, supposons d’abord & plus grand que 1; la série
p}‘éc%ﬂ.dente peut s’écrire, en groupant les termes (ce qui
n u‘lLere’z pas la convergence ou la divergence de la série,
puisqu’elle a ses termes positifs), de la maniére suivante :

I I

(2)
1 1
| e
) [(2"-_’_[)}!: (2"_‘;_2)/1' U +(2”+1)A‘J>“ AL SNAL
hd L}
5i l'on suppose k>>1, le terme général de la nouvelle
nil

e S 1
série est moindre que —- répété i a-di
que by répété o fois, c'est-a-dire

. 1
moind ————: les ler i
dre que =] les termes de cette série sont donc



102 TRAITE D'ALGEBRE.

moindres que ceux de la progression géométrique décrois-
sante

clle est par conséquent convergente.

Si au contraire k<1, alors la série (2) a Ses termes
plus grands respectivement que ceux de la série harmo-
nique ; elle est donc divergente dans ce cas.

Dans la série (1)) le rapport d’un terme au préeédent est
de la forme

1 1 I L3

1
Tishs=
n

i

si & est plus grand que 1, cette quantité est évidemment

moindre que - On peut done ¢noncer le théoreme

A.
g
n
suivant (*):
Tutonime V. — Si dans une série le rapport d’'un

terme au précédent, ayant pour limite Uunité, peut se
v I 5 0
metlre sous la forme T el siona tend wers une li-
-4
mite k plus grande que 1, cette série sera convergente.

Les régles de convergence que nous venons de donner
sulfisent dans la plupart des cas; nous donnerons dans les
exercices quelques régles nouvelles, en laissant au lecteur
le soin de les démontrer.

Arpricarions. — 1° Cherchons si la série
el
| md g s .
10

(*) Raabe et Duhamel 'ont trouve a pea prés en méme temps.
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est convergente. On a ici, pour I'expression du rapport
d’un terme aun précédent,

(n41)P—1 2?
(7 ~4-1)2+1 n®—

pour =0, la limite de cette expression est x.Donc
la série est convergente si modax <1, divergente si
modax >1; enfin, si modx =1, elle est encore diver-
gente, parce que les modules des termes ont pour limite 1
el par suite ne tendent pas vers zéro.

2° Cherchons si la série

T T
e e e e

2 6 nt—n

est convergente. Le rapport d'un terme au précédent a
n?—n L

————————» dont la limite
(r+1)*— (n+1)
est 1. Cette expression peut s'écrire :

pour expression générale

T on ¥ S
En multipliant ——— parn,on obtient une quantité dont la
nE =1,

limite pour == oo est 2. Donc la série est convergente.

IV. — DES GALCULS QUE L’ON PEUT EFFECTUER SUR LES SERIES.
Tratoreme . — Si {‘on considére les séries conver-
gentes
A=ay+ay+...4a,+ ...,

B=tby+ b+ ...+ b4 ...,

€= gy -0l iy i 5
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la série dont le terme général est

b

==in

n E
est convergente et a pour valeur A==B==Czt., ..
En effet, on a

n n ”
4 b Y A

E u—=t= IlL;? biz (EEE e
e du o

0 0

5i I'on suppose que 2 augmente indéfiniment, on voit
que z:u a une limite égale a = A =BG ..., ce qui
démontre le théoréme énoncé.
Tatonkme II. — 8i la série
e e e ol e L
est convergente et a pour valeur s,

Qug——auy—+ . ..+ auy

sera corwergenle el aura pour wvaleur as.

En effet,

n
el
(au)= u.
b

¥ v P e
Dong, si n augmente indéfiniment, E (aw) a une limite
5 h J
égale 4 allmz u ou i as. €1 QK. D
0
Tutontun 1. — 8i la série
S =y W Us =t o= Wy =it

est convergente et a tous ses termes positi

5 st de plus
Qoy @iy ooy Qny o o. SONE des nombres positifs qui ne
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croissent pas au dels de toute limite,
Ayl @yl = AUy« apt, -

sera convergente.

En effet, cn désignant par A un nombre plus grand que
s I
@y, Qay - - <5 Gy +--, CELIE série a ses termes respective-

ment plus petits que ceux de la série convergente

As—=Aug+Auy—+.. . AU oy

qui est aussi 4 termes positifs. Abel a démontré que le
théoréme précédent élait encore vrai pour une série quel-
conque si les nomhbres ag, @y, @, ... allaient constam-

ment en décroissant; en effet, dans cette hypothese, en

posant
(1) Uy~ Uy~ Ay,
(2) @ity @ity . Ayl == gy

on a les relations suivantes,
U= S5 U= S — Sy ey UnT= S Sp—py ceey

el par conséquent, en portant ces valeurs dans l'équa-
tion (2), :

£y = g5y -+ ay (s — 85) <+ - - = p S — Samt)s
ce que 'on peut éerire ainsl :

@y— @y) sy~ (@ — ag)§y~+ o o= Apdp-

Dans cette équation, les coefficients de 55, Syy + - SODL
tous positifs, car ao, ay, -+ vont en décroissant; mais, si
§ désigne une moyenne entre les quantités So, Sis - - =5 Sy
on aura

(g euan‘_“l)“‘("f—“i}"’" o .—-i—an]:noo.
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Or, n augmentant indéfiniment, 6 conserve une valeur
finie; donc ¢, conserve une valeur finie. Supposons alors
505 Sty v vy Sy - .- positives (s'il n’en était pas ainsi, on
augmenterait convenablement u,); ¢, croil, en vertu de
i 3 e

I'équation (3), avec n, sans devenir infini;il a donc une
limite; par suite, la série (2) est convergente.

€ Q. FLD.
Tatorime IV. — Si les séries

(1) S =gty Uy,

(2) b==¢y ity ~= Py =0

v S yvr,
sont convergentes, la série dont le terme général est
Wy =— WPy~ Uy = Us 0y =t oo ~= Uy 0

est convergente et a pour valeur st dans certains cas que
nous allons examiner.

1° Supposons d'abord les séries (1) et (2) & termes posi-

tifs ; nous aurons

R

-t [0y v ).

5 3 ; 5 " m m
Considérons maintenant le produu:E‘0 u ZO ¢. Le terme

de ce produit dans lequel Ja somme des indices est la plus
élevée est am. Si donc 2m est moindre que n -1, ou si m

=11

est le plus grand entier contenu dans , tous les termes

m e
e ¥ uY : ] >

de 2 L2 ¢ se trouvent compris dans 2 w. On a done
0
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Or, en vertu de I'égalité (3),
s iy
Soa S
0 0 0
Mais si Pon suppose que m et n augmentent indéfiniment,

ﬁ" 1ﬂ m m
Z w Z v et 2 @ Z v tendront tous deux vers st. Alors
0 0 0 (0

L
duits, tendra aussi vers la limite st. Le théoréme qui nous
occupe est done démontré pour le cas o les séries (1) et

n
< ) 5
b3 w, qui reste compris constamment entre ces deux pro-
0

(2) sont a termes positifs.

2° Supposons que les sérics (1) et (2) ne perdent pas
feur convergence quand on rend leurs termes positif
Considérons d'abord les termes des séries (1) et (2) en

n
valeur absolue. Tout ce qui dans I'égalité (3) suit Z W
0

a pour limite zéro, car Zn u EItch Zn @ ont méme
0 0 0

limite, d’aprés ce que nous venons de voir tout a I'heure.

1l en sera encore de méme @ fortiort quand on aura rendu

aux termes des séries (1) et (2) leurs signes respectifs. Par

conséquent, si dans I'égalité (3) nous supposons que n

augmente indéfiniment, il vient, en passant aux limites,

n
st =lim w
3

ce qui démontre que le théoréme est encore applicable
dans le cas oit les séries ne perdent pas leur convergence
quand on rend leurs termes positifs.

30 Considérons enfin le cas ot les séries (1) et (2) se-
raient 4 termes imaginaires. Nous supposerons les séries
des modules de leurs termes convergentes, et nous pose-
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rons en général

wi—="p, (r:nsz,, = sine, |,

0= qn(cosf, +y—1sing,).

Alors, en vertu de ce que nous avons démontré dans le pre-
mier cas, la différence

n i n
“ - ' | " N
ZeX 2, 1= P Pa( Qe+ )+
Pt g2t )
aura pour limite zéro; il cn sera de méme a fortiori de la
quantilé
pileosay +yrsing ) g, (cosB, +y—1sing,)
~+ pa(cosa, -+ y—1 sinaﬁ [qn_,(cosﬁ,‘_, +y—1sinB,_,)
Pn—1)

= ’711(C05rqn S \/:Sin B )]

o
qui n'est autre chose que uy vy~ 2t (9 1y ). L’éga-
lité < limi i 5 :

(3), en passant aux limites, fournira donc encore

"
st=Y Sore ‘ai i

P et le théoréme est encore vrai dans ce dernier
cas.

V. — THEOREME D’ABEL.

I._AEMME. — 8 une série ordonnée par rapport aux
putssances croissantes d’une méme lettre x est conper-
gente pour le module R de x, elle Iest encore pour tout
module moindre. Si elle est divergente pour le module R
de x, elle Uest encore pour un module plus grand.

En effet, considérons la série

(1) Ao ayr - aga + . apat,
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celte série étant convergente pour un certain module R
de x, les modules de a,, a\R, ..., a,R? devront tendre
vers zéro. Si l'on consideére alors la progression

: mnd.r_' . (modz\7
[ﬁ~7<ﬁ~— T N Y e R 0

qui est une série convergente quand le module de x est
moindre que R, en multipliant ses termes par les nombres
modag, moda, R, moda.R?,. .., moda,R”, qui ne crois-
sent pas indéfiniment (p. 106), on obtient la série conver-

gente
mod a, + moda, 2 4+ modaga? — . ..+ moda,a" 4. ...

La convergence de cette série entraine celle de (1).
C.Q.F.D.

Comnorraine. — 11 vésulte de 1a qu’il existe un module R
de  tel, que pour tout module moindre la série (1) est
convergente, pour tout module plus grand elle est diver-
gente; ce module sappelle le rayon de convergence de
la séric. En représentant les imaginaives par des points,
conformément aux méthodes de Cauchy, on voit que la
série (1) est convergente pour toutes les valeurs de 2 con-
tenues a Uintériear d’un cercle déerit de 'origine comme
centre avec un rayon ¢gal au rayon de convergence. Ce
cercle est ce quion appelle le cercle de congergence de la
serie.

Tutonime. -— Une série convergente ordonnée par rap-
port aux puissances croissantes d’une méme vartable x
représente une fonction continue de cette variable powr
toutes les waleurs du module de x inférieures aw rayor

de convergence.
£

Pour démontrer cette proposition, considérons la sé-



110 TRAITE D’ALGEBRE.

vie (t); désignons par f(x) sa valeur, nous aurons

(r) Az =ay+az+. ..+ apa .. ..

Soit I le rayon de convergence, et supposons le module
. de 2 inférieur & R. En donnant un accroissement /i assez

voisin de zéro a , x + & aura un module moindre que R,
et 'cn pourra encore écrire
(2) flz-Fh)=a;—+ ay{z+h)+. . 4 a, (o h)rt

caey

d’ou 'on conclut

(3)

or, 51 nous posons

o(z)=ap+ayz~+ ...+ a,z"

il R 2
V(%) = ey £+ @40t Tl

on pourra toujours choisir n assez grand pour que ¢ (x-+h)
ait et conserve un module moindre qu’une quantité don-
née o lorsque / tend vers zéro; en effet, pour cela il suffit
de prendre 7 assez grand pour que

R mod @iy + R moda, g . . .

soit inférieur & , R désignant toujours le rayon de con-
vergence. Mais alors ¢ (2 + h)— ¢(x) aura et conservera
un module moindre que 22, puisque le module d'une
somme est moindre que la somme des modules de ses
partics. Cela posé, la formule (3) peut s’écrire

f(m+/t)~f(x)=?(x—;—h)-—cp(z)-i—qa(a:—f—h)~v[4(m);

or, en faisant tendre % vers zéro, o(x~+h) —o(2) tend
vers zéro, car ¢ () est une somme d'un nombre limité
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de fonctions continues de 2 (p. 34); on peut donc pren-
dre le module de ¢ (z —+ £) — ¢ (2) moindre que 2, et,
comme Y (2 + h)— ¢ () conserve un module moindre
que 22 quand % tend vers zévo, la formule précédente
fournira la relation

mod [f(z + &) — f(x)] < 3a.

Ainsi le module de l'accroissement de f(z), correspon-
dant a 'accroissement A de z, peut étre pris moindre que
toute quantité donnée, ce qui revient & dive que f(z) est
continue. 6:Q+.F.'D-

Les géometres avaient, longtemps avant Abel, admis
tacitement qu’une série dont les différents termes étaient
des fonctions continues de x avait pour valeur une fone-
tion continue de cette variable, assimilant ainsi une série
a un véritable polyndéme. Cette assimilation n’est pas
légitime : on concoit, en effet, qu’d un acccroissement
infiniment petit de # puisse correspondre une infinité
d’accroissements infiniment petits pour les termes de
la série, et dont la somme donnerait un accroissement
fini.

REMARQUE TrEs mmporvANTE. — Dewx séries ordonnées
par rapport aux puissances dc x et qui représenient la
méme fonction ont les mémes cofficients; en d’autres
termes, une méme fonction ne peut pas, pour les mémes
valeurs de x, se développer de deuz maniéres en série
ordonnée suivant les puissances croissantes de x.

En effet, si I'on avait
A+ Q&+ A+ ... = b+ byx + Oy ...,
on aurait, pour z =0,

ay = bo;
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divizant alors par , on obtiendrait 1'égalité
@ ... =by+brx+ ...,

qui subsiste méme pour & = o, car les deux membres de
la formule précédente sont continus, en vertu du théoréme
d’Abel; on a donc @, = b, et ainsi de suite.

m
VI. — LIMITE DE <1+ %\) POUR m = o0, m ETANT ENTIER.

On a souvent bhesoin, en Analyse, de connaiire la limite
3 ysSe€,

x ol
vers laquelle tend <1+,—n~> m quand m crofit indéfiniment.

Pour trouver cette limite, nous nous appuierons sur le
lemme suivant :

Lesste. — 86 e, B, ..., ) sont des nombres positifs
moindres que l'unité et tels que o+ —-. ..+ A<1, on
aura

(1—e)(t—F)...(1—=¥=1—0(a =B +...+1),

6 (]ésigllﬂllt un nombre COITA]JI‘I’S entre o et 1.

En effet,
(l—m‘)(lﬁ ﬁ):[f— u—ﬁ -Falﬁ,
d’ot
(&) (t—e)(t—=F)>1—(«+8).

En multipliant par 1 — y, on en déduit
(1=a)(1=B) (1 — 9)>[1 —(«+B)](r—7),

ou, en vertu da théoréme contenu dans la formule (A),

(1—a)(1—Bl1—y)>1—(a+F+7);
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en multipliant par 1 — d, on trouvera de méme
(F=m)(I—B)(r—g](1 = 3) > t=lask By 4 )
et ainsi de suite. On a done

L (i) )

ct, si 0 désigne un nombre convenablement choisi entre o
ct 1, on peut éerire
(=)= B) =V =1 (e ot ),
€ QLT D,
Arrivons & la recherche de la limite de (1 —,1—7]—2) = B sup-

posant d’abord que m croisse en passant par des valears
cnti¢res et positives, la formule du bindme donne (p-7)

( :\ . m /e m(m—u) fx\?
([ o= s e e e U 7 1
\ m) 1 \m 1.2 m .

S, Ledu 25 \;l

milm—1).. (map—‘-x)/.z‘>l’

ou bien

’ ) z ‘\r/l 1 \ 2
D=t =l @ik T —— —— o, ..
m) mj 1.2

Supposons que m angmente au dela de toute limite; si 'on
remplagait dans le second membre de cette formule (1)
chaque terme par sa limite, on s'exposerait & trouver un
résultat inexact, parce que la limite d'une somme n’est

égale & la somme des limites de ses parties qu’autant que

lg nombre m de ces parties est fini (t. T, p. 117, ligne 11).

Quoi qu'il en soit, je dis que le second membre de la for-
L. — lgibre, 11 8
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mule (1) a pour limite la valeur de la série

2 oo >

+ =+ L3
T A Te2adnn=m i

qui esl convergente, car I'expression générale du rapport
d'un terme au précédent est > quantité dont la limite est

zéro pour nn = (p. gg).

Pour le démontrer, ohservons qu'en vertu du lemme
précédent on a, en désignant par 6,,0,, ... des nombres
compris entre o et 1,

(1‘—') <x4E>-A-(l—v‘p-x):1—a,,_zlj(lj——l)7
m n m 2am

/

15 iz = %
SR p R
m m am

1
car la somme — -
n

mule (1) peut alors s'écrire

x " x IE
+=) =14 —
m 1 1.2 1.2,9...m

o ‘z\"
[x+01—+0 — e
»m T

(3] | 1.2
L=t
+Op—s T.2.. (m—2) !

Sil'on suppose m = < , la quantité éerite sur la premiére
ligne du second membre de cette formule tend vers la
valeur S de la série (2); quant a la quantité éerite a la

2
. L .
suite, elle se compose de deux facteurs, 1'un oo qui tend

vers zéro et 'autre dont le module est inférieur 4 la valeur
de la série convergente

R RQ Rll
T — o b — diny
I 1.2 I.2,..n
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dans laquelle R désigne le module de . Cette quantité a
donc pour limite zéro, et, par suite, la formule (3) devient,
pourm =,

(@) dim{1+-2) "= 5 =

/

Cette formule est démontrée en supposant que m tend vers
I'infini en passant seulement par des valeurs entiéres et
positives; nous allons prouver qu’elle a encore licu quand m
devient infini en passant par des valeurs quelconques.

VI — LIMITE DE ( 1=t %) - ETUDE DU CAS 0T » EST QUEL-
CONQUE. DEVELOPPEMENT DE ¢*, CALCUL DE o,

Supposons x réel et m positif; soit » un entier tel que
n<m<_n-+1.0n aura, en supposant d’abord x > o,
x\ mrt x\m 4 T n
(1—+——) > 1+—) >+ ——
\ n, m) n—4-1
on

o ”,>-,'+'; i ‘+n+l,J '<I+7*,'

. a\n a4l
Or,n et n -+ 1 étant entiers, <( N et L s
n n—t1

ont pour limite la quantité appelée S au paragraphe pré-

cédent quand m = e ou n=ow; les [acteurs 1 = ot
n

z [ )
14 ;’F—T ont évidemment pour limite 1. Donc ( I /%) m,
qui est compris entre deux quantités ayant poui‘limite S,
a lui-méme pour limite S. La démonstration serait la méme
si I'on avait x < o} il faudrait seulement changer le sens
des inégalités précédentes.

8.
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Si m drait négatif, en le remplagant par — n, on aurait
alors

/1 L@ \m /1 7\ —n AR ) z n
-+ = —_= = e (St ol ¢
( m.) A\ n (n—z‘) n—a

x n—a @z &
= (14— L) o
\ n—a \ n—a

/

" P x n—x
Or, la limite de (l + E—) pour 7z —

— w0, c'est-a-
—i

. o . . . €
dire pour n = o, est S, tandis que lalimite de (I -+ )
. n—

est 1; on a donc encore, dans le cas ot 7 devient infini
en passant par des valeurs négatives,

3 z\m z 2
(1) 11m<1—1—~> g i L
m 1 Lo
Remangues. — Si dans cette formule (1) nous faisons

& =— 1, NOuUs aurons

Yo ¢ \m
lim (14—
A\ m

On désigne par ¢ le second membre de cette formule, cn
sorte que

N\ om

g 1
(2 lim{14-—) =e.
\ ) K nl)
(e nombre e est, comme on l'a vu, la base des logarithmes
? ’

G pilie I . 3
népériens; on peut, en posant m = —; lui donner la forme
®

1
(3) e:liln(xﬁ‘—a)“,

que l'on a rencontrée (p. 32).
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Ona

m
Lo 2 \EnE
lim(x—i——-) :lml[(l -k ——\} 5
m m)
ZE

=
mais (l - —1\) ; en vertu de (2)ou de(3), a pour limite ¢
n Cand

/

quand m ou v croit indéfiniment; on a donc

[ m
lim |1+ —) =¢%
m

ct par suite, en vertu de la formule (1),

(4= et

Si dans cette formule on remplace x par zlogn/ elle

donnera
zloza 2oz a)?
LA g R SRR R
1 e

La formule (4) peut servir au caleul de e*. Supposons
que nous ne prenions que les n -1 premiers termes de
cette formule; 'erreur commise sera

Pt

Lo
T2 .('nf,fl)lil—'—n-rz_'_(n+z)uz—:-3)w"”'

si & est positif, cette erreur sera inférieure &

el

on a
el

)

1.2.3.. (7 +1) B 1—a

sil'on suppose a négalil, le premier terme négligé dans la
série {era connaitre une limite de I'erreur (p. go).
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En appliquant ces considérations au cas ot 2 =1, on
peut calculer le nombre e au moyen de la formule

e
1.2 L2 calt

I
e=1I-+ —
1
On a, par exemple,

1.2.3.. .12 = {7900160;

done, en s'arrétant au treiziéme terme inclusivement,
Perrcur commise sur le caleul de e sera moindre que

1 1
et o
40000000 12

ct 'on aura e avec huit chiffres exacts. On a trouvé
e = 2,7182818284{5q045. ...

Le nombre ¢ est incommensurable. En effet, sil’on pou-
vall avoir

5 L i L T
q ) S 25 T ST

p et g désignant deux entiers, on en déduirait, en multi-

pliant par 1.2.3...q,

1.2.3...(7—[)[}:r.2.3...r/—i—2.3...q~(—3.4...q+...

I 1

1 f——
g+t (g-+1)(g+2)

Or cetie égalité est absurde. En effet, le premier membre
est entier; quant au second, il est évidemment fraction-
naire, car

I 1 I )
o—— ... e 1
<q+x

g+t (g+1)(g+2) r

=i,

(g+1)?
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¢'est-a-dire
1 1
<
—+=.1 1
q L
g1
ou hien
t
=
q

La formule (5) est donc absurde, et le nombre e incom-
mensurable. c. Q. F.D.

o m
r: e —1
VI — LIMITE DE (|+H_‘:—?l‘/-> POUR m = <.
SERIES DE NEWTON.

Wk
Z:(,+ﬂ;) )

Soit
n

et proposons-nous de trouver la limite de 7 pour m =,
x et y désignant deux nombres réels. Pour éviter toute
ambiguité dans la valeur de Z, nous supposerons que /m
ne passe que par des valeurs entiéres (ou que I'on prenne Z
avec son plus petit argument); on a

n

a2x 24yt ?
modZ — (1 o e

m m*
mt ama 42t yt
8\ 2mx 4 iyt am
omx —+ x4y ]
b— 1 _if _—r—
m

Quand  croit indéfiniment, la quantité entre crochets tend
vers e (1), lexposant de cette quantité tend vers x; done

(*) En effet on a

s 50 P
2mI A £ TR i e
= m m = m
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ona
limmodZ — e7,

Calculons I'argument de Z. Soit g 'argument de

&+ yy-
+
m

celui de Z sera mg (p. 69), et 'on aura

fu 2 3 1 :
(1) 5”]?:}* —————  lango— -

m 22 £ m - =
e
m m

OrT'arc ¢ a une tangente et un sinus trés-petits; on peut
le supposer trés-petit, positif ou négatif, car son cosinus
est trés-voisin de +-1; il est alors compris entre sa tan-

g‘eu[c el son SiIlllS, dont on a les CXPPCSSiOIlS (l). L’arc mo,
1
qui est I’arsument de Z, sera donc compris entre

g% M
m? m

ces deux quantités ayant pour limite 5 quand on fait
m= o, on en conclut que mo ou 'argument de Z a pour
Limite y; donc enfin

- S\ )
(2) 1;m<,+ EL’W\/_'> =limZ = ¢*(cosy +y— rsiny).

Mais on a trouvé (p. r1b, 1. 4)

o 2\ £ w
lim|r+—) =1+ ~+ s
m 1 1:3

t il est manifeste que pour m= o cetle quantité tend vers zéro, de méne
240 - at - R 7 ® .
=ax-+ a pour limite & pour m= o,
S 2m
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quel que soit 2 ; donc
;

et ) : e

ey f— x4y —1
Iim(x—i—x v > =1+ gy
n I

o lE =T

o B )

el par suite, en vertu de (2),
oy z4yi—1
\ e*(cosy 4y —1siny) =1+ ————

\ { .
(3) f

V=)
e n e
1.2

A

Voici maintenant les conséquences importantes a Llirer
de cette formule. Sil'on y fait x =0, on a

7 \/___l

e

= b4
cosy —+ \/— sy =1+ ———

en égalant alors de part et d’autre les termes réels et les

coefficients de y/—1, ona

2 ,-Q

I %
1.2 1.2.3.

(4) cosy =1—

formules remarquables dues & Newton et déduites d'un
développement de arcsina par une méthode peu usitée
aujourd’hui et dite du retour des suites; ce développement
de are sinz avait d’ailleurs ¢été découvert par Newton lui-
méme, ainsi que la méthode du retour des suites.

Les formules (3) et (4) peuvent servir au calcul des
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Tables de sinus et de cosinus naturels; elles serviront &

vérifier de temps en temps les résultats obtenus par la
méthode de Simpson. Mais elles seront surtout utiles pour
calculer un sinus ou un cosinus quand on n’aura pas de
Tables & sa disposition, car elles sont trés-convergentes.
Pour les appliquer & un arc de g secondes, on commencera
par calculer la valeur y de cet arc en prenant le rayon
du cercle trigonométrique pour unité; on aura alors

.
7= 180.60.60’
ce serait une faute grossiére que d’écrire

n U'a
SIp —p— ——p ...
” ST L

et que je signale pour I'avoir yu commettre trop souvent
par les éleves.

1Z. — QUELQUES MOTS SUR LES TRANSCENDANTES IMAGINAIRES.
Reprenons la formule (3) du paragraphe précédent :

x4 yV—1
T

(a4 yy=1)
1.2

¢* (cosy + \/:sinj'): 1+

(1)

Le second membre de cette formule ne différe du déve-
loppement de e que par le changement de x en & +y y—1:
il parait donc tout naturel de prendre ce second membre
comme définition de I'exponentielle evtV=1; alors, par
définition, on aura (p. 121, 1. 5)

(2) e W= = ¢% (cosy —+ y— tsiny).
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Il est trés-facile de constater que les propriétés des
exponentielles imaginaires sont les mémes que celles des
exponentielles réelles. Ainsi, je dis que 'on aura

T =T !y /=T — T (Y ’)\/:f:
en effet, cette formule équivaut a
e (cosy +y— 1siny) e’ (cosy’ -+ V1 siny')
= e2+=' [cos(y +y') + = tsin(y + »)],

qui a lieu en vertu de la formule de Moivre.

La propriété fondamentale des exponentielles étant dé-
montrée, les autres s’en déduisent (p. 40).

Si dans (2) on fait 2 =0, on a

(3) eW== cosy + y— 1siny,
d’ou I'on tire, en changeant y en —y,
(4) =T —=cosy — y/— rsiny.

Des formules (3) et.(4)on tire les suivantes, dues & Euler :

p VT = W=l /=1
(5) cosy=——-— > siny= T
2 2y —1

Ces deux formules, a leur tour, peuvent scrvir de définition
aux fonclions cosy et siny quand y est imaginaire, et,
quand on y remplace V=1 et eV par leurs dévelop-
pements en série, on retrouve les formules (4) et (5) du
paragraphe précédent, que I'on pourrait également prendre
pour définitions des fonctions cosy et siny.

Toutes les formules de la Trigonométrie se retrouvent
avec la plus extréme facilité en partant des formules (5);
en les ajoutant aprés les avoir élevées au carré, on trou ¢



124 TRAITE D'ALGEBRE.

cos?y ~+-sin®y = 1. Les formules d'addition des arcs se
retrouvent aussi facilement. Les fonctions tangy, coty,
sécy, coséey seront définies par les équations

) gieosy

sin
tangy — )’, COLyi— 7)
cosy siny

Il existe deux fonctions présentant avec le sinus et le
cosinus la plus grande analogie ¢ ce sont le cosinus et le
sinus hyperboliques, définis par les relations

et e et — o=

coshz = — , sinhr— —.
2 2

On vérifiera facilement que

cosh (@ + y)=—=coshxcoshy -+ sinha sinhy,
sin/(x -+ y) = sinkx coshy — coshxsinky,
cos/tx — sin/y—1,

z sera ce que 'on appelle le logarithme néperien de x, et,
comme l'on a, par définition, en appelant logr le loga-
rithme népérien ordinaire du nombre positif 7,

Flegry

o f ) —— .
= 187 (cos6 + / — r5in6) = r(cos 6 + \— rsing),

on voit que logr -~ dy/— 1 est le logarithme de

7(cosé -+ /— 1sin0).
Done:

Le logarithme d’une imaginaire est égal au logarithme
réel de son module, augmenté de l'un quelconque de ses
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arguments multiplié¢ par V—1; il a donc une infinité de

wvaleurs différant entre elles d’un multiple de »my—1.

Le logarithme. d’'une quantité réelle et positive r, ou
7(cos2km <+ y— isin2ka), aura’ donc une infinité de va-
leurs logr + akmy—1. Ainsi log1=akny—1; le loga-
rithme de — 7 sera logr 4 (2k +1)my—1, ... Il vasans
dire que L'on a toujours, quand x et y sont imaginaires,

logz -+ logy = logay; ;
mais il ne faut pas oublier que, loga contenant l'arbitraire
akmy/—1, les deux membres de Pégalité précédente ne
sont vraiment égaux qu'en choisissant convenablement les
arguments de x, y et xy.

Les fonctions arcsinx, arccosx, arclangz, ... sont
naturellement définies par les équations

siny ==z, ©cosy =, WDEY=—12=2, ...
(Poir la Trigonométrie de J.-A. Serret.)

f. — GENERALISATION DE LA FORMULE DU BINOME, RESOLUTION
DE ax® - bw + c=o QUAND a EST TRES PETIT.

Nous ferons une derniére application de la théorie des
séries A la généralisation de la formale du bindme.

La série

m m(m—1) m(m—u)..
1= g —————— &t e
I 1.2

[qui pour m entier et positif est limitée et @ pour valeur
(1 a)™] est convergente quand on suppose le module

de x moindre que 1; elle est divergente quand le module
de x est supériewr a 1.



| 2l )= 1+

(3) ¢

(
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En effet, le rapport d'un terme au précédent a pour ex-.

. 7 m—n -1 . ‘
pression générale ————x; pour n=mw, il se réduit

4 . Si donc le module de & est plus petit que 1, la série
sera convergente; elle serait divergente si le module de x
était supérieur a l'unité.

Supposons donc moda <1 et posons

m(m—1)

/ m
g(m)=1+ —=z4 24
I

1.2

=

1 m(m—y).. .(m—n+1)
L2500 A

Z4

m' mi(m'—1
o(m')=1+ ~wigik: (lz—z)mi—e—. s

N

+m’(m'——1). .'.(m’—u—b—l)-t
| o B

— |

Si nous multiplions ces formules membre & membre cn
observant la régle donnée p. 106, nous trouvons

m—+m')(m—+m'—1
( 5

m—4-m’
x
1

iy &Y=
T8 5 4
= m(nz—l (m—n-t—l) , m'm(m—l]...(m—r\z) el
52 .n T 1.2y3ufu—r) "

Soit, pour abréger, A le coefficient de &* dans cette for-
3

mule; A est un polyndme entier du degré z en m et n/. Si
, ! : gy
Pon supposait m et m’ entiers, ¢ (m)g(m') se réduirait
{1tz )mtn’, cap o(m) et p(m') se réduiraient & (1-+x)™ et
a (14 )™ le coefficient A serait donc égal au polynéme
de degré n

(m+m')(m—+m"—1)
I.2.3

co(m—tm'—n 1)

s

que nous désignerons, pour abréger, par B. Les polynomes
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A et B sont égaux pour toutes les valeurs entiéres de m
et m!, c'est-a-dire que, m/ étant entier, on a A = B pour
plus de n valeurs de m; on a donc A = B pour 7/ enlier,
quel que soit m. Mais on a A =B, quel que soit m, pour
plus de 7 valeurs de m/; donc enfin on a A =B quel que
soit m' et quel que soit m. En remplagant A par B dans (3 ),
on a alors

?(rn)c‘;(m’)zl—!—w;v

(m+m')...(m—+m—n+1)
55 R ke 5

IR .y

c'est-d-dire
(4) qa(m)c}:(m'):?(m—km’).

Org(m) est fonction continue de m, car, sil'on suppose m’
trés-petit, (m'), en vertu de (1), est trés-voisin de 1; done
o(m + nd) differe trés-peu, en vertu de la formule précé-
dente, de ¢(m). La formule (4) exprime (p. 46) que ¢(m)
est de laforme @™, a désignant une quantité indépendante
de m que I'on obtiendra en faisant m =1 dans la for-
mule (1); on a alors

e(1)=14+z=a et o(m)=(1+=)"

La formule (1) devient ainsi

(1-%-'7;)’”:1+E,r+'——"{mn—l)m2+...
(5) 1 I3
5 -
m(nm—1)... — ==
2 S (m I) : (mn n )x’L+_._;

c’est la formule du binéme généralisée. Le premier
membre a en général plusicurs valeurs, mais il est facile
de voir qu’il faut prendre celle qui a son argument com-
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5 mw T
pris cntre —— et + m =« En effet, pour x=o, le pre-
2 2
mier membre de (5) doit se réduire & 1 comme le second;
son argument peut alors étre pris égal & zéro ainsi que

celui de x; pour que Pargument de (1—a)” puisse

A . . . mi
franchir les limites — = et

mi N ¥
+—, il faut que celul de
2
i > ks 7 ™ 5 5
1 - a puisse franchir les limites — — et = —; orc’est ce qui
17 2 2

n'aura jamais lieu, car, sil'on pose x =a + by/—1, l'ar-

—— quantité
V/(! -+ a]g 4 b2

toujours positive, car, x ayant un module moindre que un,
a et b restent moindres que un en valeur absolue.
On voit que, si m est négatif, on aura

gument de 1 -2 aura pour cosinus

1 m m(m 1)
e | | —h P 1 A :‘2
(l m"\l "') -—I+l-l' L

ol

=

L.2

.
\){

La formule du binéme permet de résoudre I'équation
ax*+bx—+c—o,

quand a est trés-petit, avec beaucoup plus de rapidité
qu'en appliquant la formule

=sl=(-9]

<1, surtout §’il est trés-petit, on aura, en appli-
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1

i 4[:10 la formule du hindme,

AR

quant a <1

et ol g /l’w‘)‘ 3 ack®
Emad v G e G *]

Si @ et ¢ sont de signes contraires, 'crreur commise en s'ar-

rélant & un terme quelconque sera moindre que le premier

terme négligé. Si @ et ¢ sont de méme signe, Perreur,

fac\# ;

B ) » sera moindre que la
/

somme des termes d’une progression géométrique dont la

en Syﬂl‘l‘élﬂlll au terme Cll(

: . fac : fac\n
Pa1son serait A et le premier terme 7T ou que

Soit a résoudre, par exemple,
0,01 2" — 22 4 1=o0;

on aura

T '+1 L3
=== I Z 04,01+ 57—0,000[—/.. |+
5 sy 4.6 :

En se bornant aux termes écrits, 'erreur sera moindre

1
que ~0,0000001; et l'on aura
5
I, S e : 2
aulre racine s’obtiendra en retranchant celle-ci de ——
0,01

ou de 200, ou encore en prenant 100 fois Vinverse de la
premiére, puisque leur produit doit faire roo.
Il est bon d’observer qu’a un degré d’approximation
toujours facile 4 évaluer-on a, pour de petites valcurs
L. — Algébre, 11, 9
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de o,

al . =

La formule du bindme pour le cas ot Pexposant i est

: o Ot P!

fractionnaire a été donnée par Newton, mais 1 1ﬂustw'g<.,(.)
métre n'en a pas donné de démonstration bien satislai-

sante.
XI. — SERIES LOGARITEMIQUES, CALCUL DE =.

La formule du binéme donne

/ \
m m(m—+1) ,
(I——I)“"':I—l—-T.T—:—*ﬂhrf'l. s
m(m—+1). .(III—FH]J:”‘H_F-”-

1.57.3.7,.(/1-1—1)

m peut étre quelconque : nous le supposerons positif;
quant & &, son module doit étre plus petit que 1. On en
tire

5

e i, SRESEES S
e 2

(1)

\ o pht

m ( s e aaer
? +(1+m)(x+;>--\l+; T

1 'S 7610 ; imi remier membre
Faisons tendre m vers zéro; la limite du pre

s’obtient en observant que

mlog(1—x)  m*log*r—xz)
o I 1.2

(l_z)—-mze—m lcg(i—x\:_l
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On en conclut

('1- —= .z-)—lrz_ 1
m

m
=—log(r — =) + ;Iogz(t-—m)—. s
el, pour m = o,

(1— 2y

e =gl
On a donc
i i a? " m\ apn=t
(z}—log(1—a:);hm[~+(1ﬁ-mj; B “_’—m)m<l+;>u+,+“'

Soient S, la somme des 7 -1 premiers termes de la
série écrile entre crochets, R, le reste; soient S, la somme
des 7 +1 premiers termes de la série suivante et R, son
reste :

qui est évidemment convergente, puisque le rapport d’un

. " . PRl nx
lerme au précedeut a POUl‘ CXP!‘CSSIOD genera]e *Ty quan—
n—4-1

lité qui a pour limite z, lequel par hypothése a un module
moindre que 1.

Soit p le module de &3 on peut toujours prendre 7 assez
grand pour que R, soit moindre qu'une quantité donnée ¢
lorsque x se trouve remplacé par g, et alors il est clajr que
I'on aura non-seulement

mod BIL < s, mod H’” <

mais que ces inégalités Seront encore satislaites quand
m diminuera, On aura alors

mod (R, — R},) << 2.

Cela fait, on pourra toujours prendre m assez petit pour
9.

].
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que
mod (8, — S,) <=,

car 5, a pour limite S,. Donc alors on aura

mod (8, — S, ) - mod (R, — R}, ) < 3z,

ot a fortiori, puisque le module d’une somme est moindre
; ) |
que la somme des modules de ses parties,

mod (8, — 8, -+ R, — R =3¢

ou bien
wod (S, + R, —8) < 3=

¢ étant aussi petit que I'on veut, cette formule exprime que
S, =+ R, a pour limite S. La formule (2) devient alors, pour
les valeurs de x dont le module est plus pelit que 1,

(3) —log(1—a)

En changeant x en — &, on a la série de Mercator (Kauff-

mann)
‘ZJL

S

=

¢t Ton doit toujours avoir modx <1 (*). Néanmoins, s'il
y @ cOnvergence, quand modx = 1, la formule sera encore

(*) Que a soit réel ou imaginaire, log{1-+ <) et log(1— =) ont une in-
Gnité de valeurs, et il est bien clair que.quand x est réel, c’est la valeur
réelle des quantités log(1— ), log(1+ @) qu'il faut prendre dans les for-
mules (3) et (4). Quand @ est imaginaire, Tes valeurs qu'il faut prendre
sont un peu plus difficiles & déterminer, mais avec un peu d'attention on
y arrive; si l'on sépare les parties réelles des parties imaginaires, on obtient
aiusi des formules curieuses, mais sur lesquelles nous ne croyons pas de-

voir nous arréters
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vraie; ainsi, pourx =1, ona

logn— -——_[. l—.l. suos
e e
En ajoutant (3) et (4), on a
oz BATRR 2041
5 Tog ~ —a g RO
(8) °1—=x x+3+5+...—|—2"+1 2

et,si l'on faitx =

T
m » on trouve

log (N—++1)—logN

1 1 1
2 -+ — —i- .
(2N+: 3N-F1) | BaN+1) )

Cette formule, trés-convergente, sert pour le caleul des

Tables de logarithmes. Si l'on y fait N=1, on trouve

log2; en triplant log2, on a log8; en faisant N=8, on

calcule logg — log8, d’ott Von conclut logg; puis, fai-

sant N =g, on a le logarithme de ro. Les logarithmes
1

ainsi caleulés sont népériens. R est égal au logarithme

: . I o
vulgaire de e. Or on a logvulgN=logN T la for-

mule (5) donne alors

(6) log vulg (N—-1)— log vulgN ! (2&

~logio

I
1*‘m—a-.,,> ;

Dans chchormulc on fait N==1000, 1001, 1002,.... Comme
le logarithme vulgaire de 1000 est connu et ¢gal & 3, on a
des séries trés-convergentes pour calculer les logarithmes
de 1001, 1002, ... [la série qui figure dans la formule (6)
est évidemment d'autant plus convergente, et, par suite, il
b = 2

est d’autant plus facile de calculer sa valeur que N est
plus grand ].

Si dans la formule (5) on remplace z par a /== 1, on
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trouve

(7)

2\,—7 T—ay—1 S35

Soit alors

on en tire

e e—y=T

e
P = S

1V —

e e

== et ay—1=

ou, en vertu des formules (p. 123, 1. 16),
x¥=tangy, j = arctangw.

Top e 2N

—— log—————— par icette valeur
2y F=—pjf—T

7): on a la formule suivante, due a Grégory et
e également par Leibnitz, mais postéricurement,

Remplacant y ou

dans (
trouvé

(8) arctangz

pour toutes les valeurs du module de x moindres ou égales
4 1 pour lesquelles le second membre est convergent (*).
Si P'on fait attention que, d’apr

¢s Euler, on a

£

13

e

1 1
= farctang = — arcting ——,
o) © 239

ce que le lecteur vérifiera sans peine, on pourra calculer

(*}) La fonction arc tanga a une infinité de valeurs, pour une valeur
donnée de x, mais la valeur que 'on doit choisir quand 2 est réel doit évi-
demment se réduire a zéro pour & = o, quand & varie d’'une maniére con-
tinue en se rapprochant de zéro, et c’est lavaleur de arc tangx, comprise

entre -§ et f, qu'il faut adopter.
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T ATy
ot moyen de la formule précédente en y remplacant
1 T . "
arclang = et arctang —— par leurs développements fournis
239

5

par la formule (8). On a ainsi

1 1 j

il suffit de prendre sept

Pour avoir '7 avec dix décimal

termes dans la premiére série et deux dans la seconde;
vingt minutes suffisent & un calculateur ordinaire pour
effectuer 'opération compléte.

XII. — CONCLUSION.

La théorie des séries est surtout ulile, comme l'on voit,
pour le calcul des fonctions transcendantes, ou méme pour
le calcul des fonctions algébriques, dans certains cas on
le calcul arithmétique ordinaire entraincrait a des opéra-
tions trop compliquées.

Mais, & an point de vue plus abstrait, la théorie des
séries permel de définir et d’étudier une foule de trans-
cendantes nouvelles; ainsi elle nous a servi a généraliser
la fonction exponentielle, et, en posant

L (VT T,

(e*”\/—_’ + c"iC\/:), sina —

1
COsA® — —
2 '.7.\-—1

clle nous a permis de donner une définition purement
analytique du sinus et du cosinus, d'out il serait facile de
déduire toute la Trigonométrie, sans employer de consi-
dérations géométriques ().

(*) Terminons ce Chapitre par une réflexion que 'on ne fait pas assez
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NOTES ET EXLERCICES.
1, Les séries
I-+22 4+ 322 ... - pant 4,

T30+ 622+ ...

n(n—+1)
’i‘*z_'l"‘_1+...

sont convergentes pour « <1 et divergentes pour 2 1; la valeur de

P 1
la premiére est ————, celle de la seconde est ———.
(r—w)? (1—=)

ol
+.—3—§+...+;;;+...

eat convergente : caleuler sa valeur & 0,0001 prés.

3. On a

1

nin—+1)

g

1
S ST o =
(& +n) @ -+ n-+1)

T ™ 2 3

2(w—+1) 2(e—1)(x+ 2) +(.n—i—!)[a;+2](x+3)

25

n
Tlera=a)[zra—i)je+na)

4. B0t w4 @ty Uy~ . -1y . .. Une série quelconque, mais

souvent. Plus tard on fera connaitre une formule dite formule de Teyior,
qui donne les développements de e=, sina, cosa, log(1—+=) et (1 )m,
mais cette formule ne donne que péniblement d'autres développements; en
vutre elle suppose la vaviable x réelle. On voudra donc bien reconnaitre
la supériorité et l'excellence des méthodes que nous venons d'exposer,
a cause de leur grande généralité. Ajoutons que les développements en
question étaient connus bien avant I'invention du théoréme de Taylor et
que les théories exposées ci-dessus se rapprochent heaucoup de celles des
inventeurs,
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divergente el & termes positifs ; la série suivante sera convergente et
aura pour valeur 1 :

o il Sy ol iy i
g1 (wg-+1) (1) (@ 1) (g =+ 1) (ua+1)

e

formule remarquable en ce sens qu'elle renferme une infinilé de

©, P
quantités arbitraires. En y remplacant «,, par ”—" y on a
”

o Py Vo U5 (V) (Vg
o ' St TR ) [ ¢, ’. =
og—wo (094 wo) (g my)  (0p-t ) [0y ary) (03 + )

3. La série
1 I 1 s ; I 5
2log2 ' 3log3 " T xlogn T

est divergente, le signe log désignant un logarithme népérien.

6. Considérons une série wg— - ita -

ceo Uy ..., dans la-

u o B TS 2
quelle le rapport —* tend vers une limite finic Z; on pourra éerire
Un

et gy Smte

o =
Un Ut

&1, €2, . . . Gtant lous moindres qu’une quantité «, que I'on peul prendre
aussi petite que l'on vent en prenani z suffisamment grand. Multi-
plions toutes ces égalités membre & membre; on aura

{14 )i

Ul s)(Fmac s (4 e) = (# 4 Bnp= R
k(L)) o) = (4 0= L

0 désignant un nombre compris entre — 1 et - 1. On en conclut

Upn

2 o— RS .
(1 )™’

Vitnir= (I~ 0z)

n

or, en prenant & suffisamment grand, la racine (2 -+ 4 ) de T
i

aura pour limite 1; done, pour 4 = <, on aura

AS T ——
lim "V e = {4+ On.
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Mais 7 peut toujours étre pris assez grand pour que = soit moindre
qu'une quanlité donnée; done, enfin,

= e .m 20 1
lim "V =10 ou lim'Vi, =1 =lim #‘i (m=s).

m

1 résulte de 1a (p. 9g) que, la limite de %ﬂ étant la méme que
mn

celle de "V wie série sera convergente ou divergente suivant que
lim "Vt sera plus petit on plus grand que 1. Démontrer ce théoréme
dircclement. (Caveny, nal, algébr.)

7. Supposons que, dans la série wo—+ wy - tta .. b Uy ey,
on ait
s 0 72 A=t B4

Hy, R = Py Py B,

Si la premiere des différences A — @, B — &, ..., qui ne s’annule pas,
est positive, la série est divergente. La série sera convergente ou
divergente, suivanl que A — « —+ 1 sera négatif ou positif,

(Gauss.)

8. La série dont le terme général est «, est convergente ou diver-
gente suivant que I'on a

]ogL

Un %
> ou <1.

lim
logn

9. La série & termes positifs (1) +¢(2)<-...+9(n)-+..., ot
o(x) désigne une fonclion posilive décroissante, est convergente ou
divergente suivant que Taire de la courbe y = ¢(«) comprise entre
I'axe des x et les ordonnées ¢(1) et p(eo) est finie ou infinie. (Ce
caractére de convergence, dt & Cauchy, est I'un des plus puissants
(que 'on connaisse.) ]

1 1
-+
Rl n—+2

.o 1
10. La limite de -~ + .4 — pour z=wc esl
n up

égale & logp.

1 I 1 . % Y
M.+ o gt —logn lend vers une limite finie pour
2
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n = w: prouver seulement I'existence de cette limite. (On lui donne
le nom de constante d’Euler.)

12. 8i 7y, 1y, 79, .., sont des nombres indéfiniment décroissants
et si 0 n'est pas un multiple de 27, les séries

7o+ 710080 + 79€0820 . .. - 1, c08720 . . .,
71800 -+ 1580260 . ..+ rpsinne ...

sont convergentes. (Faire usage du théoréme des projections.)
7 3 (BrvRLiNG.)
13. Btudier la série

—rm —_ - =i
1—am (1—am) (1 — zml)

e 1—a (l—x)(x—.rﬂr

_ (=) (1 — am=t) (1 — gm—2)
(1—x) (1 —2?) (1— a?)

o R

Quand s est entier et positif, et quand on arréte le développement au
terme égal en valeur absolue & I'unité, la valeur de la suite ainsi
limitée est zéro pour a2 impair et (1 — ) (1 —a3)... (1 — x#=1) pour
m pair. (Gauss,)

14. Ltudier la série

e

me mP(m— 1) mP(mp—1)(mp—op)
1P 12.9P 1P ,2P 3P il

quand m est entier et positif, sa valeur est zéro.

15. @, b, ¢, ... désignant les nombres premiers impairs, on a,
pour & <1,

e zt pab pave
BN e
1—Z 1— 2% w1 — 220 gy — gabe

=& 4+t ab ., (Cararan.)
16. On a
. T 1
lim 5
i 1
I I i — =

1 1
& i Tl s T e L
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2 est supposé supérieur & 1; quant & p, il désigne un nombre pre-
mier. (LAMBERT. )

17. On a les formules

arcsine =

Z==1)y=1

= log[ (== /.

V

arc cosz =—— log(x 2=/

: Y
i

i

1 1+=2y—
arclangz = ——— log o o

z\/jl ] l—x;/—vl

(J. BerNoULLL.)

Ces formules s’obtiennent en résolvant par rapport & « les équalions
qui donnent sine, cosu et langa.

Montrer que ces formules mettent en évidence la périodicité des
fonctions sinz, cosz et tangz.

18. Si 'on considére des facteurs en nombre illimité, mais dans un
ordre déterminé, on dit que leur produit est convergent si le produit
des z premiers tend vers une limite déterminée différente de zéro,
lorsque 2 augmente indéfiniment.

Un produit quelconque peat se mettre sous la forme

(0= ) (14 aa) . o (T @) (T4 Zppit) o+ ooy

et, pour quil soit convergent, il faut que w, tende vers zéro.

En effet, en appelant P, le produit des 7 premiers facteurs, on a
5 =1+t

Or la limite de Py, sile produit en question est convergent, doit 8tre
la méme que celle de Pp—y; done =, doit avoir pour limite zéro.

Le produit suivant, dans lequel 24, a5, . . ., 2, sont positifs

1) (1 e (1 ea) oo (X )

5
est convergent ow divergent en méme temps que la série
(2) T P R S T S
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En effet, on a
P, ou (x+a,)(1+a2)...(1+rx,,)>1+a,+ocﬂ+...+a,,.

Si donc la série (2) diverge, @+ %2 —...- %n augmente 'indéﬁm«
ment; donc P, augmente indéfiniment avec 7 ot le produit (1) est

divergent.
D'un autre cdté, ona

5 %3 i
1 a e, 1w < 6, e, 1 -l e efA aias

done
A0y

(1 o) (1 4 @) i) eeRLE

Si donc la série (1) est convergente, I, aura une limite pour n=20,
et par suile le produit (1) sera convergent.

Lorsque le produit
(1) (1—0—«21)(l+ar.g:‘..(l+a,,‘\...
est convergent, la séric
(2) log (1 + )+ log (1 4+ o) +. ..
Dlest aussi.

Iz produit (1) devient convergent quand on remplace ay, za, ... par
lears modales, iU était primitivement. (Caveny, dnal, algébr.)

sina
«-» a pour valeur

= & el b
19. Le produil €0 - COS -G0S -+ cos

[

90. Soient 2, 3, 5, ..., 7, ... les nombres premiers conséeutifs; le
& 1 i 1 ;
rodtui - Ve (1+=)-- est divergent: en conclure
produit (1 -+ 2) (1 = %> ( n> et
que la série formée des inverses des nombres premiers est diver-
genle.

21. Soient

By o 1 5 2““ ) e
e = =2 —a ey k= )
= Zg TR 2 n? s i

est convergente

la série &3+ Sy e .0 HSp ..
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valeur 1. Le produit (1 + $2) (T4 83)0 0 (14 sz) est done convergent

22. z étant moindre en valeur absolue quel’

unif;
st ité, trouver la valeur

(x+.r)([+J:2)(l—i-z‘)...(l—f—.r’")..

(I—r)([—zi)[l—x‘).. ,(1—.2:2").
23. Sile produit

P=(1+u)(1+uw). < o1t

est convergent et a une limite différento d i
e zéro, i
4 Lex. 4) la série (considérée

iy Uy _u

1 4
T+ (1) (1 ) (1w ) (15 @) 1+ w3

est convergente et a pour valeur —-%-

24. Trouver la limite de cos = pour m =
m 5

at

e 'y

Cosa —

25. T — =
25. Trouver la limit, %
& © de — = pour x =o,
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CHAPITRE VI
DES ERACTIONS CONTINUES, )

I. — DEFINITIONS.

On appelle fraction continue une expression de la

forme (*)

ay
P b

dans laquelle les quantités a,, as, ay, ..., by, boy by, ...
peuvent étre en nombre illimité, Dans ce dernier cas, il
est indispensable de définir ce que I'on appelle valewr de
la {raction continue.

Lorsque I'expression

(*) La théorvie des fractions continues est due a lord Brouncker, qui
a donné sous cette forme l'expression du nombre 7. Quelques professeurs
définissent la fraction continue en supposant a,, a,, ... égaux i l'unité;
cette définition n'est pas conforme a celle des bons auteurs dans lesquels
nous avons puisé notre définition ; d’ailleurs la théorie générale n’est pas
plus compliquée que celle des fractions trés-particulidres dans lesquelles
E= ay e ey
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que nous désignerons par le symbole F*, tend vers une
limite finie quand 7z croit indéfiniment, la fraction con-
tinue est dite convergente, et la limite de F} ou F7 est ce
que Pon appelle la valeur de la fraction continue; dans le
cas o 'Y ne tend vers aucune limite, la fraction est di-
vergente. 2

La valeur de Ff est ce que 'on appelle la n'* rdduite;
ay s . . .
R sont ce que l'on appelle les fractions inté-
grantes.

L Bl I

1 B3, FS, ... sont ce que l'on appelle le premier, le
deuxieme, le troisiéme quotient complet; ils jouent ici
un role analogue anx restes dans les séries.

Occupons-nous de la formation des réduites. On a

e
F = s
] a, by
1 = 2
(1) . L by by + (12j
P — a byby~+ aya,

ST B byt by bln_.;o

La loi de formation de ces réduites est exprimée par la
formule suivante,
Povi Pabpe - Pri @y :

2) st
(2) ot Qubpis+ Qe @y

érale le numé-
rateur et Q; le dénominateur de la i*¢ réduite. Pour dé-
montrer la formule (2), admettons qu'elle se vérifie jus-
qu’d une certaine valeur 7 de 2, changeons m en m —+1;
nous allons voir qu’elle subsiste pour la nouvelle valeur
de n. En effet, pour passer de la m —+ 11*%¢ réduite a la

dans laquelle P; désigne d’une maniére gé

x v a .
m + o' ] suffit de changer b,y en b,y -+ 7222 il
m—+2
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vient alors

Povs . (Pubiivst oot @pnsd) Brnia 1= Po @in
el Las IR x
Qus  (Qubmtr + Qi @t bia + Qe @rpia

¢'est-a-dire

L N e ;
Qs Qutrbmsa+Qupan

La formule (2) est done vérifide pour n=m +1; or elle
est satisfaite pour n = 2, comme le prouve la relation (1);

elle Uest done pour n = 3, par suite pour n=4,...;

donc elle est générale. €. Q. F. D.
Ainsi, on peut poser les formules
i LI 15 Qs - =1,
\P1 =Pyb+ay, Q =by,
(3} Py, =P, by—+ Pyas, Q =Qiby+ Qe

( Proi=Ppbu+Poyburyy Quit =Qubiss + Que by

De la on pourrait tirer P,y et Q,, sous forme de déter-
minants en fonction des a et des b.

Tatorime I. — On a
(4) Pt Qu— Qun B =(—1 )P a3 4 » g

En effet, remplacons dans le premier membre P,., et
1 [ ¥ 42
Q1 par leurs valeurs (3); on a

Prp1Qn— Quir Po=(Ppbyiy + Py 12,4)Q,

- (Qn, ['/L»H g Qn—l Qpty ) Pn
on

Poi1Qi— Quin Pr=— (PuQn—x — Q,P,5 ) At

En remplagant dans cette formule n par 1, 2,3, ..., n,
L. — Algébre, 1I. 10
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on obtient des formules qui, multipliées entre elles, donnent
Py Q,— QP — (*1)"(P1 Qo— QlPo)“nﬂs- e @y

ou

(4) Pn-HQn—Qu+xPn:(_')n“1aa- s Cpaqy

ce qu'il fallait établir.
Les conséquences de cette formule (4) sont trés-nom-
breuses.

Conorratre I. — On en déduit

o Py Prg‘_‘_ %121 A@p
(4‘()”) Qi1 L QL =i l) Qi Qrss

= 2 1
Si dans cette formule on fait n =1, 2,3, ... etsi 'on
ajoute les résultats, on a

Pry Py @ay | 4 ayay
Q/z+1 5 Ql QIQE Q?Q:;
28 15 ERtl,

QnQut

(5)

+(—=1)

De 1a un moyen, si la fraction continue est limitée, de
calculer sa valeur sans avoir besoin de f()l‘l'llt':l: les .P,-.

I'e I un moyen aussi de reconnaitre si la fraction con-
tinue donnée est convergente; en elfet, si elle est conver-
gente (ou divergente), g:‘i:— aura (ou n'aura pas) une limite
pourn =0, et la série (5) sera (ou ne sera pas) conver-

genle pour n = .

Conovrrame II. — La formule (5) fait m.)mmilre un
développement de la fraction continue en série. Blle ])el-.
met aussi, par Uidentification de son se'cond )716771?7‘(3 avec
une scrie donnée, de conves ir celle-ci en fraction con-
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tinue. (Consulter a ce sujet le Calcul différentiel de
M. Bertrand. )

II. — ETUDE DU GAS 0U LES NUMERATEURS DES FRACTIONS
INTEGRANTES SONT £GAUX A L'UNITE. B Sl

Lorsque les numérateurs des fractions intég
égaux a 'unité, les formules du paragraphe %
simplifient ; mais, si 'on suppose de plus 1
teurs entiers et posilils, la fraction continue ¥
priétés avithmétiques intéressantes dont nou§
occuper. L
12 D'abord une telle fraction est toujours coh
car la séric (5) du paragraphe précédent se réduis &

L A SR TIY a
(]J Q QxQe—'—“‘%QnQnHT.”-

Les formules (3) du méme paragraphe donnent

Qs=ibib,+r1. ou Q=04 =50,
Q=0Qsb;+b, ou QU>Q: > 2,
Q=0Q;6,+Q, ou Q>Q, >3,

Ainsi Qupi>n, et par suite le terme général de la
série (1), tend verszéro: cetle série, et par suite la fraction
continue elle-méme, est done convergente en vertu du
théoréme de la page 8g.

2° Réciprogquement, tout nombre peut éwre développé
de cette maniére en fraction continue. En effet, sorent en
général () le plus grand catier contenu dans x et N le
nombre & développer; on peut poser

N=E(N)+ L,
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et. N sera’plus grand que Punité. Si N < 1, on a d’ailleurs
E(N)= o. On posera de méme

1

+ 5

N = E(N) +

.-y

1

ct 'on aura

ce qui démontre notre proposition.
a
b
entiers. En effet, E (%) ou E(IN) est alors le quotient de @

La fraction sera limitée si N = 75 a et & désignant deux

> b
par b, et, en appelant R le reste, on a Ni= 7 en appelant
o - R
R le reste de la division de b par R, on a NA=— i
Llopératicn que 'on a 4 faire est identique avec celle du
plus grand commun diviseur, en sorte qu'elle se termi-
nera si @ et b sont entiers.

30 Les réduiles sont des fractions irréductibles.
En effet, la formule (4) du paragraphe précédent donne
Pr1Qn— Qv P,= = o
Tout facteur divisant P, et Q, deyrait diviser == 1. Ce fac-
teur commun ne saurait étre que I'unité, et par suite B
’ P . 2
sont premiers entre eux; donc — gst irréductible.

n
4° La différence enire deux réduites conséeutives, étant

et Q

L

de la forme &=

1
Qi Qurt

définiment, car

Q< QT -y ot Qu>n—1.

, tend vers zéro en diminuant in-
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5° Le nombre N est compris entre deux réduites suc-
cessives. On peut le voir aisément sur la fraction elle-
méme; mais on peut observer que la série (5) du pa-
ragraphe précédent donne les valeurs successives des
réduites quand on prend son premier, ses deux premiers,
ses Lrois premiers. . . termes. Or, la valeur de la série ou
de la fraction continue est comprise, comme l'on sait,
entre deux sommes successives, ¢’est-i-dire entre deux
réduites consécutives (p. go); d'ailleurs, chaque somme ou
chaque réduite sc rapproche de plus en plus de N quand
n augmente.

6° Les réduites sont les fractions les plus simples que

Lon puisse employer pour approcher du nombre N.
oo 2 .

En effet, soit 7 un nombre approchant de N; il sera
compris entre deux réduites conséculives, par exemple
P Bl LB E
oy "', ey sadifférence avec N sera moindre que

13
Q Qu QuQit’

sa différence avec Or,

Pot sera aussi moindre que o el
Qr—t Qn Qi

en faisant cetle différence, on trouve

Ipll—i b Qn—l".
‘IIQA—I

Mais le numérateur de cette fraction est au moins égal
2 5

601

> 1l faut

a 1; donc la fraction précédente est au moins égale a

Pour que cetle quantité soit moindre que

ks
QrQu—s

que b > Q,; done la fraction 7@ son dénominateur plus

n

grand que celui de g

Appricarion. — Réduisons 7 = 3,14159. .. en frac-
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tion continue; on trouve

Les réduites successives sont les nombres bien connus

3 22: 333 355
L e

II. — APPLICATIONS DE LA THEORIE DES FRACTIONS CONTINUES
A I’ANALYSE NUMERIQUE.

Lorsqu'on veut démontrer I'incommensurabilité de cer-
taines transcendantes, un excellent moyen consiste i les
développer, sil'on peut, en fractions continues, et le théo-
réme suivant permet alors, dans un grand nombre de cas,
de trancher la question.

o, : ay ay

Tugorkme 1. — &0 les fractions 5o g Sont toutes

1 Vg
en valeur absolue moindres que 1, la fraction

&1

a,

[11+_1__
by—+.

reprdésentera un nombre incommensurable, pouryu que

(Jérence entre a, et by, ne soit pas toujours égale & un.
Nous supposons a,, by, as, bs, ... entiers, mais du
reste r]ue/(:om/uex, posillfv o ne’gal

On aura d’abord en valeur ahsolue

[IJ )
B
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oo s, e A Pume. B s \: 1

mals, 7. étant inférieur a l'unite, O, +b_ sera encore plus
2 2,

grand que ay, car la différence entre @, et b, est au moins

('(2

7 serait de signe
2

d’une unité, en sorte que, quand méme

contraire a b, on aurait toujours

S
=il
a,

by

Soient F1, F2, F}, ... les réduites successives de la
fraction continue considérée et F7, F7, ... les quotients
complets successifs. En continuant ce raisonnement, on
voit que FY, n étani un nombre fini, sera moindre que r1;
mais on ne peut pas affirmer a priori que F7 soit moindre
que 1. Tout ce que 'on peut dire, c'est que la limite de
F7? est au plus égalea 1. Mais, pour que F7 =1, il faudrait
que b, différit de @; d’'une unité et quel'on et Fi=r,
c'est-a-dire que by différit de ay d’une unité, ete., en sorte
quel'on ne pourraavoir I'; = 1 que si la différence entre a,
et b, est un, encore F7 sera-1-il moindre que un si ay,
as, ..., by, by, ... sont tous positifs.

Ce cas est le cas d’exception signalé dans notre ¢noncé,
Posons alors
=k,

= — T® o
=Fy '4]:‘&1 5% By

ol

B

Pl e

on aura
B5 a
A Bt GoB

¢’est-d-dire

Bb,+C=aA ou C=a;A— 6,B.
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Si donc B et A sont entiers, G le sera aussi, et ainsi de
suite. Or, si F] est commensurable, on peut supposer
A el B entiers; mais on a en valeur absolue

B (8
K<Is E<I, T
c'est-a-dire

A=B=>C0>D> ..

Ainsi A, B, C, ... seraient des nombres entiers indéfini-
ment décroissants, ce qui est absurde; donc F7 est incom-
mensurable. Qv Qs Eo DL
Arrricarion. — La fraction
b
b
A e —
a-.

s

dans laquelle a et b sont des entiers positifs tels que b < a,
est incommensurable. Supposons ces entiers constants, et
soit z la valeur de la fraction; on aura

b
a-+z

2
¢’est-a-dire
224 az—b=o,

ou bien

—az=ya b
Z2 =

2

Va*+ 4b est donc toujours incommensurable; donc enfin
a*+4b n'est jamais un carré parfait si 'on a a >0, ce
qu'il est facile d’établir directement.
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iV, — APPLICATIONS DE LA THEORIE DES FRACTIONS CONTINUES
A LA RESOLUTICH EN NOMBRES ENTIERS DES EQUATIONS INDE-
TERMINEES DU PREMIER DEGRE.

Considérons 1'équation
az + by =e¢,
dans laquelle nous supposerons a, b, ¢ entiers; rédui-
sons (/—j en fraction conlinue, et, A cet effet, soit b, le plus

. a -
grand entier contenu dans = Posons

a 1
- = by =2
b 0515 gl
on déduit de la
b
Gl —0,b
On peut poser
I
g=1by =1
et ainsi de suite; on a alors
a 1
Z = Z)U—i— DAL
)
b‘ 7 by -+ 1
2T e e
by

Gelte fraction est forcément limitée, sans quoi (p. 150)
le second membre ne saurait représenter un nombre com-
mensurable.

a' a” 3

Soient F I’avant-derniére réduite, 7 la dernidre; on a

3

sour denx réduites consécutives quelconques la
Pt I
relation :

@’ bl —blal ==t1y
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a” 7

. a . .
77 est égal A o Supposons que @ et b soient premiers
entre cux; on aura alors a’—=a, =25 et

ab' — bal =1,
d’ou 'on tire

= el

a(ble)+b(—dc)

On satisfera donc a I'équation proposée en prenant

&=—=t=0%e] y=cralo!

Connaissant une solution, on connait facilement toutes
les autres. En effet, soit (4, 70) une solution; on aura

azg+ by,=c;
on déduira de cette équation et de la proposée
alz— )+ b(y —y,)=o,

el cetle équation peut remplacer la proposée; on en déduit

Or, @ ct b étant premiers entre eux, pour que ¥ soit une
. ¥ e . ~ Ly— X . .
solution entiére, il faut et il suffit que "T soit un entier,

) SRS :
et U'on a alors, pour satisfaire & la question, les systémes
de valeurs suivants :

|\ 2=t b, (= z, == 55,

I Y =T+ 4, = Yoo 24,

Nous avons supposé a et b premiers entre eux ; s'ils ne
I'étaient pas, et si du veste a, b, ¢ n’avaient plus de diviseur
commun, il est facile de voir que I'équation

ax—+by=c¢
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n’aurait pas de solutions entiéres, sans quoi le plus grand
commun diviseur de a et & diviserait le premier membre
de I'équation sans diviser le second.

Si a, b, ¢ avaient un facteur comm.un, il faudrait le
supprimer, aprés quoi on rentrerait dans le cas que nous
venons de traiter.

EXERCICES ET NOTES.

1. Toute [raction continue qui devient périodique est racine d'unc
¢quation du sccond degré, dont les coefficients sont rationnels par
rapport aux termes des fractions intégrantes.

2. Démontrer que, si N est premier avec @, b, ¢, ... et moindre
que leur produit, on a

N AN G
e e | e
ey isa. i) v, ¢

A, B, C, ... désignant des enticrs.

3. La fraction continue dont toutes les fraclions intégrantes sont

2ab
a—b

égales & est égale a 2.0,

4. Former les réduites successives de la fraction continue dont

T

toutes les fractions intégrantes sont égales & T ou & —; trouver

I'expression générale de la ritme réduite.

5. Consulter le Zraité de Calcul différenticl de M. Bertrand et
' dlgébre d'Euler avec les Notes de Lagrange. Consulter aussi le Traité
des équations numériques de Lagrange. Pour la résolution des dqua-
tions du premier degré en nombres entiers, 2oir I Analyse numérique
le M. V.-A. Lebesgue, un des plus grands arithmologues de notre époque.

6. Des ouvriers, hcmmes et femmes, ont gagné ensemble 246,
claque homme est payé ro™, chaque femme 8™ : combien y a-t-il
d'lommes et de femmes?
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7. Des ouvriers, hommes, femmes et enfants, au nombre de 34, ont
éLé payés en tout 260™; chaque homme a touché 10", chaque femme 8,
chaque enfant 2™ : combien y avait-il d’hommes, de femmes et d’en-
fants ? g

8. Prouver que, m et n ¢étant deux nombres incommensurables
quelconques, on peut toujours trouver deux nombres entiers =z, y tels
que

mME—ny < &

Trouver effectivement ces deux nombres.
Cette proposition trés-importante se démonire en réduisant oo
une fraction continue dont les numérateurs des fractions intégrantes

sont l'unité et dont les dénominateurs sont positifs. Soient Py et

i

1% e 3 g T
t+ deux réduites successives; leur différence est ————-« Or =

th+i Q;L+\ Qp 3

cst compris entre deux réduites consécutives; donc

m Py 1

Sl o

rQy 0,49,
ou

mQ IzP <Q+x

\ n . . .
11 reste donc a prendre T< ¢, ce qui est toujours possible, car
-1

Qy+4 croit indéfiniment avec p.

9. Incommensurabilité de ©. — Posons

] 22
Sa(z):1+——+—— : Hies
i 1°2 1.2 3(z-41)
(]) ik 1 ah
( 1935 5R z(z-e'—x)“.(z—i‘n—x).

Le second membre de cette formule est une série convergente, car I¢
rapport d'un terme au précédent a pour expression générale

x
n(z=n— 1)7
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quantilé qui a pour limite zéro pour == . On a, en changeant

zenz -+ 1,
i I z*
z+!)=‘+1 Zhi T a0z +Fa)
L "
*T2.8...n (2+1)(z+2)...(z+n)

b i

P

d’ott 'on tire aisément

q(z)—q(z—!—-l): \z‘:— ‘)‘F(z‘*‘z)a

2|
= Z
ou, en multipliant par —————?(Z —=n) .
zm(z\ o J'"‘?(.z_f*‘ﬂ 2
(z+x) (z-+1)g(z+1)
Si I'on pose alors
zo(z+1)
(2) YE= o)

on pourra écrire I'équation précédente comme il suit ¢

Zz
W): z+~Y(z+1)
ou bien
T
e = z-+Y(z+1]
En changeant z @0z - 1,5 =2, «-»; 0B &
xZ
Vi) = zri+U(z+2)
&£
blerale ey

ot par conséquent

z
@)E = b

Bt e

z
z ST
aital T2, S B S S
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moindres que 1. Si donc nous supposons z enfier, nous voyons que
[t S 3
e est une quantité incommensurable, en vertu du théoréme
( 3\ de 1a page 150; done ¢ est aussi incommensurable. Ainsi :

AE ) 1
Or, si I'on fait z = 5?2 01 & en vertu de I'équation (a),

Les puissances entiéres du nombre ¢ sont incommensurables.

Dans la formule (5), changeons 2 en 2y/— 1; nous aurons

n-E1) : eFNTA L p—zv=1
e B s e I S frgr 4 ; S
T2 a3 7 1‘2.3.4.5.6_‘_"'—’-,.2.3_”2” | Ll e
Cette équation peut encore s'éerire (p. 117) ] &
; - cest-a-dire (p. 121), en vertu des relations connues,
(4 / ‘.!A (—> =9q
2
P
o 1 ) SIS S et e e G087
second lieu, la fonction ¥ (=) pout se mettre sous la forme Z\- 7 . 7 ,
e A S RO ERy
‘4‘(3)=i I 341 .o {z
— e VT
2 1z T z
T = g S 200
1z 1.2 z(z
T . % x i .
ot, si I'on fait augmenter indéfiniment, (s -+ i) tend évidemment opL Bieny e hengennt ot on g’
.
Vers z€ro, en sorte que pour z — % Péquation (3) devient
1 Z
] tﬂngl—J = A 3
& las
9= P
3g —

Sq—.,

On voit done que, si un arc i—; est commensurable, sa tangente ne

Pest pas, car les fractions «++ finissent par devenir

moindres que 'unité; il en résulte que le nombre 'Z est incommensu-

rable, car, s'il était commensurable, sa tangenle, qui est 1, serait
incommensurable. On en conclut le théoréme suivant :

» 2 2 2 4 4 Y
Quel que soit ractiong ., &=, : . La circonférence d’un cercle est incommensurable avec son rayon.
q s des fractions 3?5 5 finissent par devenir / L
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10. Le rapport des vilesses de deux roues d'engrenage est le méme
que le rapport inverse de leur nombre de dents. Sachant que le

. . Lo 1855
rapport des vitesses doit élre d'environ = ,:3, Lrouver un rapport
4
commensurable plus simple approchant de celui-1a, afin de construire
moins de dents.

11. Déyelopper e en fraction continue et calculer les premiéres ré-
duites,

1
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CHAPITRE VIL
THEORIE DES FONCTIONS DERIVEES.

I. — DEFINITIONS.

On appelle déripée d’une fonction la limite du rappoct
de Paccroissement de cette fonction & 'aceroissement cor-
respondant de sa variable lorsque celui-ci tend vers zéro.

Cette définition, pour étre bien comprise, exige que
nous entrions dans quelques détails. Lorsqu'une fonc-
tion f(x) est continue, & un accroissement infiniment
petit 2 de sa variable 2 correspond toujours un accrois-
sement infiniment petit 4 de la fonction f(x), mais il

Ters PRI Sl k
n'est pas évident a priori que la limite du rapport 77 que
(3

nous avons appelée dérivée de la fonction, soit finie et
déterminée; en d'autres termes, il n'est pas évident que,
k

7 tende

quelle que soit la maniére dont % tend vers zéro,

toujours vers la méme Jimite.

Nous verrons dans la suite que les fonctions de va-
riable réelle ont en général une dérivée unique et bien
déterminée, et nous ne nous occuperons que de ces {onc-
tions (*).

(*) Toute fonction f(«) qui admet une dérivée finie et bien déterminée
pour & =« est évidemment continue, parce que 'aceroissement de [ est
necessairement infiniment petit avec celui de ; mais il n’est pas prouve
que toute fonction continue ait une dérivée : quelques auteurs ont cité des

L. — dlgbbre, Il 1
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Lagrange, dans sa Théorie des fonctions analytiques,
propose de représenter la dérivée de la fonction y pary/(*);
y’ & son tour pouvant étre considéré comme fonction de
Ja méme variable quey, sa dérivée sera représentée par y” :
elle porte le nom de dérivde seconde de y., La dérivée de 3"
sera représentée par 3" @ elle porte le nom de dérivée troi-
sieme de y, ete.

Tagorime 1. — Soient f(x) une fonction quelcongue,
/'(x) sa dérigée, h un accroissement quelcongue donnc
ax; on aura

(I) f(.r-l—/t)—f(:t):ll[f’(.z')-tpa],
e désignant une quantité qui s’annule avec h.

En effet, d'aprés la définition méme que nous avons
donnée de la dérivée, on a

Flo+h)— 1L

lim 7

c¢’est-a-dive, en désignant par ¢ une quantité qui s’annule
avec h,

fla+8)—flz)

h T

d’ott I'on tire la relation (1).

fonctions continues ne possédant pas de dérivées; mais il ne m’est pas bien
démontré que ces fonctions soient continues.

(*) Cette notation, dont Lagrange lui-méme n'a jamais voulu faire nsage
dans ses recherches, nous est imposée en France par les programmes. La

notation inventée par Leibnitz (d%; pour représenter la dérivée de y rela-
tive i x) est encore celle dont on fait usage aujourd’hui universellement;

elle a de grands avantages sur celle de Lagrange (Leibnitz et Newton sont
les inventeurs du Caleul des dérivées; le premier 'a appelé Caleul diffe-
rentiel, 1o second Caleul des fluwions)
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L’expression de la différence f(x 1) —f(x) est sus-
ceptible de prendre une autre forme, qui nous sera trés-
utile dans la suite, et que nous allons faire connaitre.

Tutonime 1I. — Soit f(x) une fonction qui reste con-
tinue (*) quand x warie de a & b et qui ait dans cet
intervalle une dérivée S'(x) unique, déterminée et Jinie
pour chague valeur de x; si Uon a f(a)= o, Jb) =,
il existera entre a et b une valeur c telle, que l'on aura

f'(ic) =.0-

En effet, supposons @ <7 6, x variantde a 44 J(z) part
de zéro pour redevenir nul pour w==5. Alors, sil n'est pas
resté constant, il a dd croitre pour décroftre ensuite, ou
décroitre d’abord et devenir négatif pour croitre de nou-
veau afin de s'annuler. /() passe done par une valeur f{c)
ou plus grande ou plus petite que celles qui la précedent
ou la suivent immédiatement. En d’autres termes, pour
des valeurs de A suffisamment petites, ]

fle--h)—fle) et fle—n)—fle)
sont de méme signe

Jle+ /ﬁL—f(L‘)
T i T

sont alors de signes contraires. Mais, d’aprés la définition
que nous avons donnée de la dérivée, chacune de ces
expressions a pour limite S'(¢), dont la valeur, par hypo-
thése, est unique et bien déterminée; S(c) est done La
er‘nite' commune de deux quantités, 'une positive, autre
négative, et par suile ne peut éire que zéro. . Q. r. n.

(*) Il est inutile, a la rigueur, de dive que f(x) est continu, car, si la
dérivée existe, la fonction est continue.

' § 08
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Cette démonstration, due 2 M. O. Bonnet, est extréme-
ment remarquable, en ce sens que P’on n’a pas besoin de
supposer la dérivée f'(x) continue.

Conorramme I. — Si la fonction f(x) conserve une
dérivée bien déterminée entre les valeurs x et x h de

sa variable, on a
Flae—+—h)—fla)=nf (x4 9L),
6 désignant un nombre compris entre z¢ro et 1.
En effet, posons &+ =X, X —x = het
f(x)— /(=)

(1)

on en conclura
AX)—fl=) = (X

Si l'on considére alors la fonction de z,

S(X)=A(z) — (X —3)4,

—2)A=o.

elle s'annulera pour z == z. Mais elle s'annule aussi pour
z =X ; donc sa dérivée s'annule pour une valeur { de z
comprise entre x et X. Cette dérivée est la limite de

FIX) —f(ste) — (X—3—e) A—[f(X)—f(z) — (X —2)A],
3

pour & = o; celte quantité peut étre remplacée par

7+ &) —flz

_flara=o)

dontla limite est, par définition, — f'(z) -~ A. Remplagant

z par {, on a donc —f'(&)+A =0 ou A=f({]; par

suite, la formule (1) devient
1)~ 11x)

]
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Remplagons X par x + /4 et la valeur ¢ comprise entre
x et x~+h par x4 0k, 6 désignant un nombre positil
moindre que 1; nous aurons

- 4= (o)

=f(z+ 0k)

ou
flo k) — flo) = hf(x+0k).

II. — DERIVEE D'UNE SOMME, D'UN PRODUIT, D'UN QUOTIENT.

Tutorkvwe 1. — La dérivée d’une somme composée
d 'u/} /‘combre limite de ]){n'u,es est dgale & la somme des
derivées de ses parties (*).

En effet, considérons la quantité

(1) y—u-v—wz=, ..,

w, v, w, ... désignant des fonctions quelconques de » en
nombre limité; représentons par le symbole Az un acerois-
sement arbitraire donné a x (le signe A ne représentant
plus ici une quantité, mais une opération). Soient Ay,
Au, Ay, Aw, ... les accroissements correspondants de uy,
-+.: en remplacant dans I'équation (1) x l;ar
x+Ax,udeviendra alors u—Au, v deviendra v - Ay, etc.
et 'on aura

Uy @, W,

(2) ryH+Ay=—=u-t Ao+ Ay —w— Awz,

Sil'on retranche les équations (1) et (2) membre & membre
7

on a
Ay —Au + Av— At . .

- ! i ;

(*) Nous suppesarons toujours dans la suite que les fonctions sur les—
quelles nous raisonnons ont une dérivée. L'existence de la dérivée cherchee
sera seule a démontrer.
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¢’est-a-dire, en divisant par Ax,

(3)

2 ] / Ay
Or, si l'on fait tendre Ax vers zéro, =T tendra vers y
Uy o 2
dérivéerd L T e ST ) ;
erivee de J", -A—) endra vers w, etc., en sorte (IU en pl(’.—

nant les limites des deux membres de I'équation précé-
.dente, et en observant que dans le second membre de cette
équation le nombre des parties est limité, on a

Y= A o —

J ves
ce qui démontre le théoréme énoncé.

Remangue. — Nous avons insisté sur ce point que le
nombre des parties u, ¢, w, .. . devait étre limité; en effet,
quand nous avons fait tendre Ax vers zéro, nous avons
admis que la limite de la somme % -+ sl oo élait
égale 4 la somme des limites de ses parties, ce qui cesse

*étre vrai lorsque I'on suppose le nombre des parties illi-
mité (*). Ainsi le théoréme que nous venons de démontrer
n'est pas applicable aux séries, ou du moins, pour qu'il
devienne applicable aux séries, il faut nécessairement une
nouvelle démonstration.

(*) On démontre par le Calcul intégral la formule

& . sinax  sindax
=8inE — —— A —

L sinpxe
2 2 3 i

Si on prend la dérivée des deux membres de cette équation, en procédant
ail un nombre limité de termes, on trouve,

contme si le second membre ay
a 1'zide de procédés qui seront expliqués plus loin, la formule

T
— = 08X — CO82T ~ CO8I X —...2cosnz, ...
2

absurde, car le second membre est divergent.
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Tutorkue 1. — La dérivée d’un produit de plusieurs

fonctions en nombre limité est égale & la somme des pro-

duits obtenus en multipliant la dérivée de chacune de ces
fonctions par toutes les autres.

En effet, soient u, ¢, w, ... différentes fonetions de x
en nombre limité; posons

() : G

Changeons dans cette formule & en x - Ax; 5, u, ¢,
w, ... deviendront y + Ay, u—Au, ..., Ay, Au, ...,
représentant, comme plus haut, les accroissements de y,
i, ... correspondant & l'accroissement Az de x. Nous
aurons ]

Ay =(u+Au)(e+ Av)(w+Aw).

Or le produit des facteurs qui entrent dans le second
membre de cette équation est égal dla somme des produits
obtenus en prenant pour facteurs un terme dans chacun
des bindmes w -+ Aw, v 4+ Av, ... : on aura donc

(2) by =uew. . 4 w4 Ae.awl .+ o,

w désignant une somme de termes contenant en facteur
au moins deux des quantités Aw, Av, Aw, .. ..
Or, des équations (1) et (2) on tire par soustraclion
Ay —Au.ow. . . Av uv. o Awue. . o,

ou bien, en divisant par Ax,

. Ay Au A¢ )
(3) e mm — W e — U o
Ax Ax Ax Ax
3 2 . Ay Auw
Or, si l'on fait tendre Ax vers zéro, é, 15’ - auront
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A e e

pour limites 5, «/, .... Quant a o il se compose de

: A :

termes de la forme _\—’J 2, dans lesquels & est un produit
ar

qui contient au moins un des facteurs Au, Ap, ...; sl nous

supposons donc quaucune des dérivées «, ¢', ... ne soit

A o ,

infinie , 5, D'augmentera pas indéfiniment ; d'un autre
%

¢OLé, o aura pour limite zéro, et par suite o aussi; done,
si Pon suppose les facteurs u, ¢, w, ... en nombre limité,
la formule (3) donnera, pour Az = o,

’ /
—+ viuw ..o wue,

C. Q. F. D.

Conorrame 1. — Si l'on divise les équations (1) et (4)
membre & membre, on trouve

relation remarquable et dont on fait un fréquent usage.
;
.

est ce que l'on appelle la dérivée logarithmique de y;

¥

on peut donc dire que :

La dérivée logarithmique d’un produit est égale & la
somme des dérivées logarithmiques de ses fucteu; 5.

Corovrame II. — @ désignant une constante, la dérivée
de aw sera au, car la dérivée de a est nulle. En effet,

.. Aa : . s
Aa est nul, et par suile v aussi, quelque petit que soit

ozl Ae :
Ax; donc la limite de 1, Sera zéro. €. Q. F.D.

Reamangue. — On a quelquefois besoin de prendre  fois
de suite la dérivée d’un produit uy. On peut le faire i Iaide
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de la formule suivante, due a Leibnitz,
(1) (u0)(®) = ulme 4 CLa(r=1¢" - C2un—20p" ...~ (™),

dans laquelle CL, C2, . . . représentent les coefficients de la

n n(n—r1)

formule du binéme —, s ..., et dans laquelle uf?
1

1.2
désigne en général la dérivée 2™ de w.
Pour démontrer cette formule, il suffit d’'observer que

l'on a
(we) = d'v-t-v'u,

et par suite, en prenant encore la dérivée,
(wn)" = "o+ ou'v’ - uo”.

La formule (1) a donc lien pour n=1,n=2, .... Admet-
tons qu'elle aitlieu pourla 7" dérivée, démontrons qu'elle
a encore lieu pour la (7 +1)"*, ct, comme elle a licu pour
n==o, elle aura licu pour n =3, n=14, ...; elle sera
alors générale. Si nous prenons la dérivée des deux

memluen de (1), nous trouvons
() (D) = 0y - (Ch 1) &l 4 (CF 4 G ) ul=100"
Or, par un théoréme connu, on a (p. 13)
2 1 — P2 A
C,l,—l—l—-(.,,,,, C:L+C!14C/h-l' EE)
donc
(ue)ret) = iy - G at™e! G, w0

Cette formule n’est autre que (1), ot I'on a remplacé n
par (n-1); done enfin la formule (1) a lieu quel que

soit 7. C. Q. F. D.
Tutonive 11, — La dérivée d’un quotient est égale

au résultat obtenw en divisant par le carré du diviseur
la dérivée du dividende multiplice par le diviseur, dimi-
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nude de la dérivée du diviseur multiplide par le divi-
dende.

En effet, soit

(‘) == -
le quotient des deux fonctions w et ¢ de x. Changeons a
en x + Ax; u, v, y deviendront u - Au, ¢ -Ag, ¥ + 4
et 'on aura

u - Au
¢ == Ap

(2) A=

Des équations (1) et (2) on tire
u -+ Au u
Ay = - — —

Av

9
o

c’est-a-dire

vAw — Ay
Ay =

oo Av) ?

d’ot 'on tire

Sil’on fait tendre Ax vers zéro, il vient alors, en observant
Ay Aw Av

que ——» > — ont pour limites y/, ', ¢/,
;o e —olu
i — e €. Q. F. D.
7
A 1 . 0
Conorramre. — La dérivée de — s’obtiendra en faisant
7

u = 1 dans la formule précédente, et par suite &'= 0. On
a alors
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IIL. — DERIVEES DES FONGTIONS DE FONGTIONS ET DES
FONCTIONS COMPOSEES.

Soient ¢ une fonction de 2, w une fonction de ¢, 3 une -
fonction de sw; y sera ce que 'on appelle une forction de
fonction de x.

Tatonime . — La dérivée d’une fonction de fonction
est égale aw produit des dérivées des fonciions dont elle
est formde.

En effet, soit y une fonction de w, w une fonction de ¢,
¢ une fonction de x. Changeons x en & + Ax; y deviendra
y -~ Ay, w deviendra w + Aw, v deviendra ¢ + A, et l'on
aura identiquement

Ay Ay Aw A¢

(1) e v

5 . ¥ Ap ALY
Si 'on fait tendre Ax vers zéro, 1, dura pour limite ¢'.
-
At .y - Nz 5
1, ot le rapport de P'accroissement de s & l'accroisse-
v

ment correspondant de ¢; sa limite est done la dérivée
de s prise en considérant @ uniquement comme fonction
de ¢ et non comme fonction de x : nous désignerons cette
dérivée par w), pour ne pas la confondre avee o/, qui est
la dérivée de s considérée comme fonction de x. De méme
Ay = ales L. 3 ‘.
. aura pour limite y,, dérivée de y prise en considé-
ow

rant » uniquement comme fonction de . La formule (1)
peut alors s’écrire

(2) ¥ =,

ce qui démontre le théoreme énoncé.
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Remargve I. — Nous avons tacitement supposé le
nombre des fonctions intermédiaires w et ¢ limité; en
eflet, en passant aux limites dans la formule (1), nous nous
sommes appuyés sur ce principe que la limite d'un pro-
duit était égale au produit des limites de ses facteurs : ce
principe n'est pas applicable aux produits composés d'un
nombre illimité de facteurs.

Remanque II. — 11 ne faut pas confondre les expres-
sions y,, et 3'; elles sont, comme on voit, essenticllement
différentes et liées entre elles par la relation {'2).

Soient u, ¢, w,... des fonctions de x, et 72y oy e el
une fonction de u, v, w, ...; f sera par rapport & 2 ce
que 'on appelle une fonction compaosée.

Tatorine 1. — La dérivée d’une fonction composée
est e'ga./e & la somme de ses dérivées prises par rapport
a chaque fonction dont elle est composée, respective-

ment multipliées par les dérivées de ces fonctions elles-
mémes.

En effet, considérons la fonction f(u, v, w), u, v, w dé-
signant ici des fonctions de x; on aura

Af _ Alu~+ Aw, v+ dv,w + Aw) — fu,0, w)
Az~ Az

)

Au, Ag, Aw, Af désignant, comme plus haut, les acerois-
sements de u, v, w, f correspondant & I'accroissement Ax
de 2. Or on peut écrire comme il suit 'équation précé-
dente :

_'._\.fz flue— Au, v -+ A, w4+ Aw) —f(u + Au, v + Ay, w)
Ax Ax

i Jle 4+ Au, v+ Ao, w) — flu+ Au, 0, w)
Ax

e Slw =+ Auyv, 00) — flu,o,w)
& Ax
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Or la premiére partie du second membre de cette équation

o Sl 4 Au, 0+ Ao, w0 A'i) — J [ Au, 0 - A, w)
e Az

est I'accroissement que prend f(u - Au, ¢ 4 Ap, ) quand
on change w en & —+ Aw. Or, en appliquant ici la formule

(«) Fla+0)—flz) =hf'(z+0h)

démontrée (p. 164), nous pouvons écrire ainsila quan-
Lté (2),

At
(3) f",(u—i—/.\u.u—}- Au,u'—é—DAtt')AAi,

ot 6 désigne un nombre compris entre zéro et I. Pour
bien comprendre cette formule, il faut voir dans la nota-
tion fy, une dérivée prise par rapport a w, comme siu—Au
et ¢ +4- Ap étaient des constanles; et en effet, dans I'appli-
cation de la formule (), on ne suppose pas que la fonc-
tion f(x) ne contient pas d'autres variables que I'on pourra
ultérieurement regarder comme fonctions de @, et la dé-
rivée qui y entre n'est relative qu’a la quantité recevant
l'accroissement /. Ainsi f,, pour nous résumer, représente
une dérivée prise comme si u -+ Au, v + Ayp étaient indé-
pendants de w; la variable est w, et on la remplace par
-+ 8Aw. En mettantle second et le troisiéme terme de (1)
sous une forme analogue a (3), on aura

Af 2 , A
e = S (& By = Ap, w4 0 Aw) T

g y Ae i Au
= fo (2= Au, v =00, @) T (1 —+ 8y Au, 0,00) W
0, el 0, désignant comme 0 des nombres compris entre zéro
et 1. Si alors on suppose que x décroisse indéfiniment,

w A Au

. A ant
Au, Ap, Aw tendant vers zéro et —» —, — vers les limites
Az Az Az
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w', o', 4, il yient, en supposant les fonctions f;,, f7, fi, con-
linues par rapport a u, v, w,

So=Fo (w0, w) '+ fi (w,0,0)¢ + folav,w)us
Telle est la formule qui fait connattre la dérivée d'une fone-
lion composée; f, , rappelons-le, est la dérivée de Slu,v,m)
prise en supposant ¢ et s constants et « seul variable (woir

une application au § VIII),

IV. — THEOREME DES FONGTIONS HOMOGENES.

La fonction f(z, y,z) de plusieurs variables est dite
homogéne et de degré m quand elle satisfait, quel que soit
k, a la relation

(1) Sk, by, kz) = ks vp2)s
Ainsi 2%+ y2 est homogéne et du second degré, ete. Si
nous prenons les dérivées des deux membres de (1) par

rapport a k, nous aurons, en appliquant le théoréme dé-
montré au paragraphe précédent,

(2) Jaw®+ iy + Sz =mk"=\f (2, 7, 3),
¥

qui devient, pourk =1,

(3) fot yfy + 3/ =mf.

En prenant encore la dérivée de (2) par rapport % et en
faisant £ =1, on trouve (woir § XII)

2 L aysfr.+...=m (m—r1)f(2.r,2).

Nous laissons au lecteur le soin de développer cette dé-
monstration trés-facile et de la généraliser.

Clest dans la formule (3) que consiste le théoréme des
fonctions homogénes, dont I'utilité se manifestera plus
loin en Algebre et dans toute la Géométrie analylique.
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V. — DERIVEES DES PONCTIONS IMPLICITES.

Lorsqu'une fonction est définie comme solution d'une
ou de plusieurs équations dans lesquelles entre la variable,
on dit qu'elle est implicite; elle est explicite dans le cas
contraire.

Ainsi y, défini par I'équation

2 2

By =1,
est implicite; sil'on tire de la
F="tyi =2,

» devient explicite.

Nous allons trouver la dérivée d'une fonction implicite,
mais nous ferons I'hypothése que cette dérivée existe, en
nous réservant de prouver plus loin I'existence de cette
dérivée pour un grand nombre de cas.

1° Considérons d’abord la fonction y définie par la seule
équation

Sz, r)=o0.

Cette équation ¢tant une véritable identité quand y y
est censé remplacé par sa valeur en x, ce que nous suppo-
serons, f(x,y) estidentiquement nul; sa dérivée est donc
nulle, et, en supposant que y' existe, la régle des fonctions
composées, démontrée § 111, donnera

(1) f.lz"}']‘l./")-:os
d’ot1 I'on tire
TS
_‘,
Sy

Pour bien comprendre comment on aobtenu I'équation (1),
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il faut remarquer que f(x,y) est une fonction composée
de &, composée des deux fonctions x et y. Sa dérivée se
composera donc de la dérivée fi multipliée par af, qui
est 1, et de la dérivée £ multipliée par y'.

2° Siy était donné par deux équations telles que

o(x, x5 3)=0, (=, 7,2)=0,

on prendrait les dérivées de ces deux équations en appli-
quant toujours la régle des fonctions composées, et I'on
aurait

On aurait ainsi deux équations permettant de caleuler
y' et z". 1l n’est pas nécessaire de montrer comment on
obtiendrait la dérvivée de y s'il était défini par un plus
grand nombre d’équations.

VI. — DERIVEES DES FONCTIONS SIMPLES.

Derivie pe a?. — Posons
ry=a"%
en changeant x en & + Ax, y devienty + Ay, et I'ona
PRy = gt
d’ott 'on tire
Ay = a3 — g2
ou bien
Ay = a®(at* —1).
On tire de 1a

Az __
(1) A et
Az Az
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Si, dans cette iormule, on vient a poser

A 7 log (1 -+ &)
it U e
a 1-+u ou Toew
clle devient

Ay a®loga

S DD Sy

Az log(1+«)
ou bien

Ay a*loga

Az .‘;

log (1 -+ &)

Si Ton fait alors tendre Ax vers zéro, « tend vers zéro,
-

(1--2)“tend vers e, et par conséquent on 2

Ay %
lim =t =y =a* loga.
Ax k
Remangue, — La dérivée de «® étant a® loga, cell
e% est e®.
Derivie vs log 2. — En posant
¥ = logw,
on a
Ay loglx 4+ Az) —logz
el el 4

Ko ==

¢'est-d-dire

ou enfin

Ay

si l'on fait alors tendre Az vers zéro, la limite de

L. — Algelre, 11, 12
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e I

T T
T\ A =
(( +—\"7" | secra e%, et on aura

ou bien

I
e I
= =108,
y'=—log

Si le logarithme est un logarithme népérien, on aura sim-
] F 1

plement
ki
z
Denrives e ™. — Si m est entier et positif, la dérivde
¥

de ™ est la limite vers laquelle tend le rapport

(;L‘ - Az)" — g
Ax

ou bien

c’est-a-dire

w1,

Tl p 2t

Sim est négatif, mais entier, on poseraz®=
etlaregle dela page 169 (L. 25) donnera —nz—"~'=mam=1.
S5im n’est pas entier, il faut supposer x positif, soit:

"
s
d’olt
logy = mlogz;
gi 'on donne & a l'accroissement infiniment petit Az, la

fonction x™ élant continue, y prendra l'accroissement in-
finiment petit Ay, ct 'on aura

Alogy  maAloga Alogy Ay A logx
= ou —=m
Ax Ax Ay Az Az
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ou
AR W Alogz Alogy
Ax WG AT

sil'on fait tendre Ax vers zéro, on a

Ay : m
= ou y =m(logz),:(logy),= e =t

lim

comme dans le cas ot 7 est entier et positif.

o m— A
Cororvamme I. — La dérivée de "y est égale a celle de
1 m

e e T s By L
z™, c'est-d-dire égale & — ™ ou a-
) m

Conovrrame 1. — En particulier, la dérivée de /o sera
1

Conovraime HI. — Si u désigne une fonction de a, la
dérivée de 1 s'obtiendra en prenant la dérivée de u™ par
rappork i u, ce qui donnera mu™=i, et en la multipliant
par la dévivée &' de u, en sorte que (p. 171)

(a™) = mu—tu'

7

4
Conorrame I'V. — La dérivée de u® ou de §/L—L est T
2y

Vil. — DERIVEES DES FONGTIONS GIRGULAIRES.
DeErivee pu sivus. — Posons
S =sinz;
on a, d’aprés la définition méme de la dérivée,

, . sin(@ + Az)—sina
=lim—
Az
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c’est-a-dire

TEN] 1
258in — Ax cos (.r—i— — A )
3 2

4= lim -
J Az
on
S
sin — Ax
% 5 T
y'=1im — o5 (.r + = A.z) £
2

—Ax

2

mais, si I'on observe que le rapport du sinus & 'arc a pour
limite P'unité quand l'arc tend vers zéro, I'équation pré-
cédente devient, pour Ax = o,

3= eosz.

DertvEe pu cosinus. — La dérivée de cosa se trouve
de la méme maniére que celle de sinz; cependant on peut
y arriver plus simplement en observant que

/

sin (

9

A\
—JC) est une fonction de fonction. Pour obtenir sa

dérivée par rapport & z, il faut d’abord la prendre par

. 3 /!
rapport & =—ux, ce qui donne cos (—~x) ou sina,
2 2
puis multiplier ce résultat par la dérivée de la somme

~—, qui cst —1; on a done

2

(cosa) = — sinz,
Derivee pE 1A TaNcENTE. — On a
sinx
tange =

——
cosx
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et, par conséquent, pour trouver la dérivée de tangw, il
faut prendre la dérivée d'un quotient; en appliquant la
“régle donnée (p. 16g), on trouve

(sinz) cosx — (cosx)'sinz
2

(tang z)' —=

cos*x

c’est-d-dire

tangz) — .
( 8 ) cos*x
Dértvie pe LA coTancente, ete. — On trouve ainsi
\Y I
(eotr) = — ——»
smeax
: sinz
(sec.):)’ = 9
cos?z
e oS
(coséez) == — ——.
¢ sinx

Dirivie pe arcsina. — Si l'on pose

y = arcsing,
on en déduit

(1) Sigi== ar

si Uon prend les dérivées par rapport 4 x des deux
membres de cette équation, il vient, en observant que
siny est une fonction de fonction,

3 cosy =1
ou bien
i

= SE

—_— 2
cosy

ct, en remplagant cosy par sa valeur tirée de (1),

== |

&
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le signe - convient au cas olt cosy est positif et le
signe — au cas ou il est négatif, ce qui revient a dire que
l'on aura

. . ™ ™
suivant que 9 sera compris entre 2k — = et 2% - =5 ou
& 2 2
™ ™
eotre (2k 4+ 1)7 —— et (2k 1) + -
2 2
Cette démonstration suppose que Uon sait al'avance que
Al Ay Sy s %
y a une dérivée ou que - a une limite, mais ce fail est
a2
T v Az ANt 3 7
évident, puisque T @ une limite qui est la dérivée
=
;
xJ.:: Cos}y.

Dgrives pe arccosax. — On peut poser
= \
arecosx = — — arcsin;
2
on déduit de la que les dérivées de aresinx ct arccosz
sonl égales et de signes contraires.
Dimivie pe arc tangx. — Si 1'on pose

y=arctangz,
on a

tangy = @,

et, en prenant les dérivées des deux membres de cette
équation,

d’oti 'on tire
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¢'est-a-dire

VIII, — APPLICATION DES PRINCIPES PRACEDENTS.

Nous pouvons maintenant prendre les dérivées de toutes
les fonctions qui sont jusqu’ici entrées dans nos calculs;
nous allons le montrer sur quelques exemples.

Dentver pe 2%, — La fonction & est composée; pour
bien le comprendre, considérons la fonction w’, « et ¢
désignant deux fonctions de x. Cette derniére expression
est.de la forme f(u,¢); sa dérivée sera donc de la forme

- b
A
¢est-a-dire
put e’ < w” logud'
si Pon prend u=y=u, on a la dérivée de x%, qui est

ainsi
21+ loga).

a== S
Dimvie e arctang ———- — Celie expression est
I—ax
une fonction de fonction; pour en obtenir la dérivée, il

a—+ 2

faut regarder comme seule variable, prendre la

dérivée dans cette hypothése, ce qui donne

el =l

et multiplier le résultat par la dérivée de

@ -+ x

5 qui est
§ q

azx

1— az +ala-+ ) = lg®
: ou 5
(1—aax)? (1—az)?
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on obtient alors

ou bien

Y-+ a?
1+ @~ a? 4
c’est-d-dire "
1
Tk

réswitat auque. on aurait pu arriver immédiatement en
observant que

y a -z
arc tang ; — arc tanga - arc tangx.

Dénrver or log (@ - /- ). — Cette fonction peut
étre considérée comme fonction de fonction; en regardant
x -—\/1 +x* comme variable, la dérivée de cette fonc-
tion est

T

xr—=yr

Mais, comme x est la variable, il faut multiplier cette
quantité par la dérivée de x -1+ a?, c'est-a-dire par

ce qui donne

IZ. — DERIVEES DES FONCTIONS DE VARIABLE IMAGINAIRE.

Si I'on appelle fonction de & + y y/—1 toute expression
de laforme X + Y /— 1, ouX et Y sont fonctionsde x et 3,
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une fonction de x ety n'aura pas en général de dérivée,
¢t Pon ne considére en Analyse que les fonctions admet-
tant une dérivée. Pour faire comprendre celte espéce de
paradoxe, observons que la dérivée deX =Y \/:_1 est la
limite de
AX S AY V=
AR =AY N

{1)

quand x et y tendent vers zéro. Or Ay et Ax peuvent tendre
verszéro en suivant des lois trés diverses. De 1a une infinité
delimites différentes pourle rapport considéré. Supposons,
pour fixer les idées, x et y fonctions d’une variable 7, qui
pourra éire x si l'on veul; le rapport (1) pourra s’écrire

AX | aY —) (B by
At BV T e

ou, en passant aux limites,

(2) X Yoy—1  Xoah 4 Xoah =1 (Ve Rl
& +yV—1 d o+ yN—1

La dérivée que nous trouvons ainsi dépend, comme Ton
;

L, et, pour qu'elle soit indépendante de
pr

v
ce rapport, en d'autres lermes, pour que la dérivée

voit, du rapport

de X +Y \/—— « ne dépende pas du mode de variation de
ct de y, il faut que les coefficients de 2} ety} dans la frac-
tion (2) soient proportionnels, ce qui donne

X, —1Y, XL+ y—1Y,
e 1 Y

1 o =,
ou bien, en égalant les parties réelles et les coefficients
de yy—1,

Nis— Y'J, X'): — Y.
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Ces relations ne seront pas, en général, satisfaites quand,
on prendra X et Y au basard.

Quoi qu'il en soit, parmi les régles que nous avons!
données pour prendre la dérivée d’une fonction, il en est
qui ne supposent pas la variable réelle; telles sont les
régles relatives aux sommes, aux produits, aux quolients,
aux fonctions de fonctions et aux fonctions entiéres. La
regle des fonclions composées peut se généraliser ainsi :

Soit f(u, v) une fonction composée de x4y \—1.
Siu et ¢ ont une dérivée unique et si de plus £/, et f7, sont
bien déterminés, on supposera x et y fonctions de f, et

3

Ton aura pour dérivée de f l'expression —— £, oi
: : —
1 i o =y —i
la variable ¢ est réelle. On a ainsi
Lty 18,
' TR
zy oy Y —a
i,
Mais—————— estladérivéeu/de urclativee‘]x—;—y\/:;;
YV —1 L

donc la dériw'zée cherchée de festbien f',u/'~~ £/, v/ comme
quand la variable est réelle.

La dérivée de e=t7V=1 s’obtient en observant que cette
fonction est égale & e*(cosy ~ y—1siny ). Supposons ¥
et 2 fonctions de ¢ et prenons la dérivée; nous aurons

%' (cosy -+ \/—_I-Sin)’) oo — siny 4+ ¢ — 1 cosy )y’
= e*(cosy <+ y/— tsiny ) (&' ++ 3/ \/—1)
— ey y—1 (.r’+y’\/* x).

En divisant par 2/+ y'\/— 1, on trouve la dérivée unique

=i . o S oy
extV=1; la dérivée de log (x4 y—1) s’en déduit faci-
T

lement, et 'on reconnait qu’elle est —.
z+yy—1
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1l reste 3 montrer que la dérivée de sinx est toujours

cosx. On a
oY=l __ =
BN =
7
2y —1
on en conelut
R =
{sinz) = — - — cosx»
2

On verrait de méme que la dérivée de cosa est — sinx ().

E. — PROPRIETES DES FONCTIONS DERIVEES,

Tatonkme 1. — Zoute fonction f(x) réelle et continue
entre les limites x — a el x = b de sa variable passe for-
cément aw moins une fois par la valeur w comprise entre
les waleurs f (a) et f(b) qu’elle prend pour les valeurs a
et b de sa variable, et, en particulier, si f(a) et f(b) sont
de signes contraires, l'équation

fla)=o
admet au moins uné racine comprise entre a et b.
Ce théoréme a déja é1é démontré a la page 3o de ce vo-
lume.

Trtowime 1I. — 1° Une fonction réelle et continue dont
la dérivée est positive croit uvec sa variable; 2° une fonc-

(*) On ne fait pas généralement dans les Cours les remarques que nous
venons de faire, et cependant on ne s géne en aucune fagon, en Géomé-
trie analytique, ‘pour prendre des dérivées quand la variable est imagi-
naire; on a bien soin, il est vrai, de ne pas attirer l'attention de 1'éléve sur
ce que la variable peut ne pas étre réelle, et voila comment Tétnde des
Mathématiques, qui devrait servir & rendre T'esprit juste, peut contribuer a

fausser le jugement.



188 TRAITE D’ALGEBRE.

tion réelle et continue dont la dérivée est négative décrott
lorsque sa variable crott.

En effet, considérons la fonction véelle /f(x); suppo-
sons /'(x) positif entre les limites « et b de la variable a;
on aura en général (p. 165)

Flo+ by —Fz) = hF(2) +

¢ désignant une quantité qui tend vers zéro avec £2. Or,
supposons x et & & compris entre les limites @ et &; ¢,
ayant pour limite zéro, pourra étre pris moindre en valear
absolue que f'(x). Si done nous supposons I'accroisse-
ment /4 positif, le sccond membre de la formule précé-
dente sera de méme signe que f’(x); donc enlin

Sla k) —Fflx)

sera de méme signe que /"(x), ce qui revienta dire que f(x)
croit avecx quand sa dérivée est positive et décroit quand
croit dans le cas contraire. ¢. Q. F. D.

Tuatorkme III. — Une fonction f(x) réelle et continue
passe ordinairement par un maximum ou un minimun
lorsque sa dérivée s"annule.

En effet, supposons la fonction f{ ) continue ainsi que
ses dérivées pour & =a; si l'on a f'(a)=o, wois cas
peuvent se présenter :

12 f'(x), en s’annulant pour x = @, passe du négatif
au positif; cette fonction est donc croissante; donc sa
dérivée f(x) doit étre positive ou nulle pour x = «, car,
si elle était négative, f'( ) décroitrait en faisant croftre 2
(théoreéme IT). Mais f'() ayant changé de signe pour x = a,
en passant du négatif aa positif, f(x) a dit étre décrois-
sante pour les valeurs de @ moindres que a et croissante
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pour les valeurs de x plus grandes que «; elle a donc di
passer par un minimum pour x = a.

2° Si f’(x), en s’annulant, passe du positif au négatif,
cette fonction estdécroissante, et, parsuite, sa dérivée /()
est négative ou nulle pour x = a; en second lien, f'(x)
passant du positif au négatif, f'(.x) passe, pour x=a, d’une
période croissante & une période décroissante, c'est-a-dire
que f(a) est un maximum de f{x).

3° 5i f(x) ne change pas de signe en s’annulant, cette
fonction croft pour décroitre ensuite ou décroit pour
croitre ensuite lorsque & passe par la valeur «; donc alors
/"(x) doit changer de signe pour x = a; donc enfin,
dans ce cas, f"(a) est nul.

Ainsi, en résumé, si I'on a f'(a

=10 el

J"(a) >0, f(a) est un minimum de f{x),
fY(a)<Z o, f(a) est un maximum de /().

Lorsque f’{a) et f"(a) sont nuls & la fois, trois cas
peuvent se présenter comme Loul a I'heure :

19 51 () passe du positil aurnégatif, cette fonction
décroit, et alors [”(a) est nul ou négatif; mais dans ce cas
S'(@) est un maximum de f’(a), et f(a) n’est ni un maxi-
mum ni un minimum; 2 si /" (x) passe du négatifau positif,
/(@) est nul ou positif, £ (@) est un minimum de f'(x)
et f{a) n'est ni maximum ni minimum; 3° si f"(x) con-
serve le méme signe en s’annulant, f7(@) n’est ni un maxi-
mum ni un minimum, et il peul arriver que f(a) soit
maximum ou minimum.

Nous ne pousserons pas plus loin cette discussion; on
voit que

(1) f’(.r)_;()

fournira des valeurs de & qui rendent f'(a) maximum ou
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minimum toutes les fois que f”(x) ne s'annulera pas en
méme temps quef(x); je dis des valeurs, parce qll’ll- ne
suffit pas de résoudre I'équation (1) pour en déduire tous
les maxima ou minima de /().

X1, — TBEOREME DE TAYLOR.
Considérons un polyndéme entier
F(2)= ap+ @& + @2® . . . @pate
Si I'on change @ en & -/, on a
F(x+ h)=ay+ay(x~+ )+ @y @B o @ (e B

et, en développant chaque parenthése par la formule du
: 3
bindme, puis en ordonnanl par rapport i T,

n
F(z -+ h)=ay+ax 4+ ay2® +. ..+ a,=

h

2 —1
+ = (@ + 2052 4. . na,x )
1

o-2.3ayx ...+ n(n—1)a,z"t]

/Ln
e o Bl ey,
L%l

Dans cette formule, le terme indépendant de % est F(a),
ol h e el

le coefficient de —est F'(x), le coefficient de — est la

dérivée de F/(x), que 'on désigne par (), et ainsi de

suite. On peut done éerirve la formule

]Iﬂ

A ————F%(2),

: iy 2
F(J.#_/’):Fk".)_‘—TF (T)+|l 150 Dl

. )
qui fait connaitre I'accroissement F (x -+ k)—TF(x)d'une
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fonction entiére, correspondant & Paccroissement 4 de sa
variable.

Nous allons essayer de généraliser cette formule;  cet
eflet, désignons par P/ le terme qu’il faudrait ajouter au
second membre pour qu'elle devint exacte lorsque la fone-
tion F(z) cesse d'étre entitre. Le terme additionnel pourra
toujours étre mis sous la forme que nous lui avons assignée
PAf, i désignant un entier, sinous supposons tous les termes
de la formule précédente finis. Nous poserons done

h Ve
Fila)— = Fl () —
()= L P (a)

n
_¥/"Fn(‘7‘,)_’i,]—,:0
) (L NP )

| P+ #)—F(e)

(1)
|

L

Cette formule est une identité : en d'autres termes, P a
la valeur que I'on en déduirait en résolvant cette équation
comme si P était une inconnue entrant au premier degré.
Nous supposerons que la fonction F(z) reste finie el con-
tinue, ainsi que ses n premiéres dévivées, quand z vavie de
2 & a - h; quant a la dérivée Frtt (7), nous supposerons
simplement qu’elle existe et qu’elle ait entre les limites en
question une valeur unigue. Alors la fonction sulvante, o
lon a fait X = x + &,

o(z)=F(X)—F(s)— ’Ll_j F(z)
X—z)? g ;
~ e X (o)~ (X — 5)P,

sera finie et continue entre les limites z — 2 ot
= +h=X;

sa dérivée n’aura qu'une valeur bien déterminée. Or
¢(X)= o, et, si on suppose X = x -/, ¢(x) sera nul en
vertu de I'équation (1).
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Donc, en vertu du théoréme IT, démoniré a lapage 163,
ladérivée de g(z) doit sannuler pour une valeur de = com-
prise entre x ct @ - /2, valeur que Ton peut représ{ellate'r
par & -+ 0h, 6 étant compris entre zéro et 1. Or la dérivée
de 3(z) est donnée, réductions faites, par la formule

e L

3 1, > 3 2]
Si Pon y fait z= 2 +0h, on a, d’aprés la remarque

précédente,
el et i et (e 4 0h) +i(X— 2 — 04)7D,
= T2, el

d'ott Von tire la valeur de P suivante, dans laquelle on a
remplacé X par 2 -+ I,
— -1 g\ n—i+1
P isA=1) Frt (@ = 0k);
T .3 T
si l'on porte cette valeur de P dans la formule (1), il vient,
en faisant passer dans le second membre tous les termes

négalifs,
| 7/ P e
B+ h) =F (&) -+ - F(=) - UG
~_’/1" & /1"*‘1(1'-—‘0)7":’:‘ Pz 0h).
1.2.,‘_nF G R L ( /

Le dernier terme porte le nom de reste; on lui attribue

) L ot
sénéralement deux formes : 1'une correspond a7 =
5 H A &
:,‘lle conduit 4 la formule suivante, due & Lagrange et

indiquée par d’Alembert :

n //‘l <

\ Bz +h)= F(.I‘:\—}—/IF'(:IC) - mfa”(.x)+., 5
(2) ’ P
\

£ 250 e =R

Fr+i (@ 00).
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En faisant 7:=1, on a la formule suivante, due a
Cauchy :
h , Vbt
Fla+ /L):F(x)-lr;F (@) -+ e (2) ...
+3
.
At (1 — gyr
s T e i
T 82 Bt { )

La formule (2) est celle dont on fait le plus fréquemment
usage; on peut lui donner une autre forme, trés-utile dans
les appﬁcations, quand F”+'(.‘lf) est continue, On a, en
ellet,

Fr-+1 (‘1, e, 0/1)::_ Fr-l (,1,)4_ e

¢ désignant une quantité qui s’annule avee £, et, par suite,
la formule (2) donnera

2 :
Pe + k)= F(z) + AF (o) + 1 w(o)

yAss|
= e F”'H{;,;) - ghnl

1.2 .. (n—+41)
et, pour que cette formule ait lieu, il suffit que F(x) soit
continu, ainsi que ses n--1 premiéres dérivées dans le
voisinage de 2.

XIl. — EXTENSION AU €AS DE PLUSIEURS VARIABLES,

Tutonive. — Soient f(x, y) une fonctionde x et de 7
[+ sa dérivée prise en regardant x comme seule variable
ety comme une constante, f, sa dérivée prise par rapport
4y en regardant x comme une constante; soient [ la
dérivée prise par rapport & x de [, f1, la dérivée de f.
prise par rapport & y, fo. la dérivée de f, prise par
rapport a x et fii la dérivée de f] par rapport & y;
on a

Bl
Jay =Sy
L. — Algdbre, 11 13
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En effet, on a, par le théoréme de Taylor,

flz+ lr,j‘):f(.r,_y)—!; Ry (2 )

b () B,
1.2

et ceci suppose simplement f(x, 1) ‘ct?nl"mu dans' ‘lee:o;-t
sinage de x et y, ainsi que ses 7-derlvecs, Sreml‘ere de.s
secondes prises par rapport & x; s'il en eslk evrtn:em i
dérivées prises par rapport d x et ) ou par rapport a y

fois, on aura

/

L A

( e — fy £
Fla, y 4 k)=Hz7)+ bS5 (20 )+ = fyp + Bay
(219 12 (oo K =1 () - By o+ B
fisla, y k) =Jel2 y) + 74
e, o, {3, 7 désignant des quantités qui tendent vers zéro
) i B b ) r ! . R
quand % et & tendent vers zéro. Si dans la formule (1) on

change y en y + £, elle devient
f($~%4/l,.)’+]£;\:f(x,J'+ A’)—}—/If:; [.2:,_)‘+/r)
v

3 3
-é—/l—-ﬂ-(.z‘,y—kk)—!—/r'ei,
1.2

¢, jouissant toujours de la propriété de ten.d}‘e vgrs‘nz;z;)
pu'ur hoet k= o; en vertu des formules (2), cette der
s'éerit

Sla+hby+k)=f+ (hf+ /nf,: )
(3) 2 (Bl 2B g+ KA+,
Q désignant un polynéme du deuxiéme degré en hoet k,

es coefficients %y 19,75 € evienne s pour /it = 0,
(8] C 5 0 ( 75 ‘ t ; h ; 0
L=, el qlll’, par :,uite, tend vers zéro lors méme qu on
k= y €
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I'a divisé par hk, pourva que le rapport 7 reste fini. Or,

on aurait trouvé de [a méme fagon, en permutant Pordre
des opérations relatives 4 et k,

S(E+ by + Ry=F (hfl + K1y )
+ (A bk f - kfh) o,

Q, étant un polynéme de méme espéce que .
Comparant ceite formule avec (3), ona

hk hk
e ;:)—i—.ﬂ.:?j;”r + 9
ou hien
n Q,—0
Sy =Jt2 e

D'aprés ce que nous avons dit de Q et Qy, si & tend vers

zéro, le rapport :—: restant arbitraire, mais fini, il vient a la
limite

v

xy — Ly

On peut donc intervertir I'ordre de deux dérivations

successives sans changer le résultat des opérations; mais
ceci suppose la continuité des dérivées auxquelles on
parvient et de toutes celles qui précédent ou qui sont de
méme ordre. Sil'on avait plusieurs dérivées successives P
prendre par rapport aux mémes variables z, 7> ou méme
a des variables différentes Z; 4w, ..., on pourrail inter-
vertir ovdre des opérations. La démonstration de celte
proposition est calquée sur celle que I'on donne en Arith-

métique pour prouver qu'un produit est indépendant de
Pordre de ses facteurs.

Ceci justific la notation

By
2881



196 TRAITE D'ALGEBRE.

pour désigner le résultat obtenu en prenant la dérivée de f
un nombre de fois égal & @[+, & savoir « fois par
rapport & 2, {8 fois par rapport a y, y fois par rapport & z.

Taugonime pe Tavron. — Considérons une fonction de
plusieurs variables, /(z, y) par exemple; la fonction
Fla+he,y + ke)
pourra étre considérée comme une fonction de la seule

variable ¢, que nous appellerons pour un moment ¢ (¢). La
formule de Taylor, appliquée 4 la fonetion ¢ (¢), donne

"
[ i %) o' () R P [
oo+ tj=o9(a) + 1o (0) ... 1.1.3.””?( ) )
el, pour w — 0,

o

, gty !
(1) p(t)=¢l0)+2ts(0)+...+ I—zé—.l—zy"(o‘,—r—-.l”*,

e et 2, désignant des nombres finis pour £ == o et que nous
avons appris a écrire sous diverses formes.

Calculons ¢/(w), ¢/(w}, .. .; nous avons

2(0) :f(;z: e,y —+ k),
d’oti, par le théoreme des fonctions composées (p. 172);
q)'\:m) ) »I—f;’. Vs
ot nous écrivons x et y en indice au licu de z —+lo et
d - < p ) ORARERITITE 2

y - ke, uniquement en vue de simplifier 'écriture. Soiten
. il
général & prendre la dérivée par rapport i o de G(fxuj,g Al
ésignant un lacteur indépendant de o le résultat sera

ARt aHfH L
G( l_f,y..; I+ J,mri:*-l '),

¢'est-a-dire le méme que si 'on avait multipli¢ le terme
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primitit par £ b £ k et traité les indices comme des
facteurs de la lettre f; on aura done symboliquement ¢t en
corrigeant les résultats, comme nous 'avons dit,

‘w” (m}: (}"1’ h A—f". A’)Q,
cl en général

?”(m;‘: (fz‘ n —%—f;. kY,

Sil'on fait o = o, le second membre de cette formule ne
change pas, car nous avons écrit o au licu de x —+ wh, ..
ctl'on a

prlof=={iFsh —!—/: k)=,

cette fois ayec une notation plus réguliére, mais en atta-
chant toujours & l'exposant n le méme sens que tout a
Iheure; on a alors, au lieu de la formule (1), en rempla-
cant ¢ (t), 9(0), ... par leurs valeurs et ¢ par 'unité,

n

Sl )+, e (Pl R

&4 1.2.3.. n

fle b y—+F)

E désignant une quantité nulle avec /i et k, de la forme

1.2

par exemple si les dérivées de L'ordre n -+ 1 existent, et
qui peut toujours étre remplacée par un polynéme de
degré n en h et k, dont les coefficients sont nuls pour
h=o0, k= o si les dérivées d'ordre n sont continues ainsi
que les précédentes.

Xl — SUR LA CONTINUITE DES FONCTIONS IMPLICITES.

Il va sans dire que la formule de Taylor s'applique & un
nombre quelconque de variables.
Lorsque nous avens démontré la régle qui permet de
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trouver la dérivée de la fonction y définie par I'équation

(p- 175) f{#x, y) =0, nous avons admis que y avail une
dérivée; nous allons prouver que :

SC f(2, ) est continue par rapport & x et ¥ quand x
ot y warient dans le voisinage des valeurs x, et Yor Yo
désignant une racine simple de f(xq, yo) = o telle que
dans le voisinage de x, cette équation n'ait pas d’autre
racine, 1° y est_fonction continue de x pour des valeurs
de & woisines de xy, 2° si, en outre, f7. et i existent et
SE lf]' n'est pas nul, ¥ aura une dérivée.

En effet, £ désignant un nombre trés petit, entre yo—k

et yo+Fk, il v’y aura qu'une racine de H#e, 7)) =oj
flxo, 70+ k) et f(aq, yo— k) seront de signes contraires;
mais, la fonction f"étant continue, on pourra toujours dis-
poser de A de telle sorte que f(axo—+ %, yo+ k) soit de
méme signe que Slxo, yo+k) et que fxo+ I, yo—Fk)
soit de méme signe que f'(xy, 30— k). Mais alors

f('fu+/l| Yo+ k) et f(”"o“‘/lv.)'n—‘)

seront de signes contraires, et entre Jo—ket g+ kil b
aura une racine de f(xo -+, y)= o; donc celle racine
sera aussi voisine que I'on voudra de y, quand /% sera suf-
fisamment petit; donc enfin, si dans le voisinage de y, il
n'y a pas deux racines de S(xo, y0)= 0, ¥ sera une fonc-
tion continue de x quand x et y seront voisins de ay et §g.

Cela pos¢, la formule de Taylor donne

Sl b,y +#) —fley)=0fs (x+ 0k, y + k)
+ kfy (@ 6k, y + 0Fk).

Si I'on suppose f{x +h, y + k)= o, f{e;7)="0, onen
lire
k Ja [+ 0h.y + 0k}

h Sy e+ b,y -+ 0k)°
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si alors £, n’est pas nul en méme temps que f, on aura,
pour h=o0,k=o0, et

lim —ii e ]
3

i

ce qui démontre rigoureusement la régle donnée plus
haut.

XIV. — DES EXPRESSIONS QUI SE PRESENTENT S0US LES
FORMES 2, 2, 0 < w, ETG.
0o XD

Certaines fonctions se présentent pour une valeur par-
3| e . o "
ticuliére de la variable sous la forme o cela tient souvent,

& la présence d’un facteur commun qui entre au numéra-
teur el au dénominateur de la fraction qui constitue la
[onction en question, facteur qui s’annule pour la valeur
particuliére de la variable qui donne a la fonction la forme

L . (¢] .
illusoire = Tel est le cas de la fonction

at— at

. AR " o
Cette fonction prend la forme 5 quand on suppose x = a;

mais, comme on peut supprimer aux deux termes le fac-
teur commun X — @, on a
at — a8 2L ga g 3

lim = . —lim - =Za.
5 —a” z +a 2%

A a est ce quon appelle la vraie valeur de la fonction
2
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poura = a. En général, si /() se présente sous une forme
illusoire pour x = a, on appellera waleur de f(x) pour

== a ct I'on désignera par la notation f(a) la limite vers

laquelle tend f(x) lorsque x tend vers a.
La théorie des dérivées fournit un moyen assez général
el assez rapide pour trouver la valeur d’une expression qui

. 0 = i
se présente sous la forme =i il repose sur la formule

, fla=h)— fla)  fla-+0k)
™ plackit]=mla) = g (esr i)

Pour démontrer cette formule, ot 6 a la méme valeur au
numérateur et au dénominateur, on pose

\

Sla+h)— fla)
— =k,
v(a—+h)—ola)

(2]
d’ott 'on tire
Sfla +h)—kola+b)—[fla)— ko(a)] =o.
Sil'on applique 4 la fonction f(x)— kg(x) la formule de
Taylor, on a
Ao+ k) — kyla+ 1) = [f{a)— ko(a)]
= h[f (a4 6h)— k' (@t 64)]:
or, le premier membre élant nul en vertu de la formule
précédente, on a
S'a+0h)— ko' (a—+6h)=oc,

d’oti 'on tire
_ Sa+0h)
e +0h)

En éliminant £ entre cette formule et (2) par comparaison,
on obtient la formule (1), qu'il fallait démontrer.
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Lorsque f(a) et g(a) sont nuls, la formule (1) devient

ola— ) o (a+ 0/:)1

Sla-=h) e oh)

si alors on fait tendre % vers zéro, cette formule pourra
s'éerire
fa-+1h) . flla+10h)

lim e —lim TR

pour £ = o,

ou, ce qui est la méme chose,

- e e
lim i‘ = lim M pour z = a.
2(2) g (=)
Done
12 51 '/,E,I{ pour x =« a une limite bien connue, si.
(=
par exemple f/(a) et +/(a) ont des valeurs déterminées, la
¥ =
: a
sera connue et égale & f, ( )-
¢ («)
'
. . . x I3 .
2% 51, ce (ul arrive souvent, * ,( 2) se presenlte aussi sous
[
0 . . . .
la forme (—;5 on lui appliquera la régle que U'on vient d’appli-
o
quer a L ‘): et on aura
P47
5 ! (=) . (&)
lim fz) — lim L) = lim ‘//, \ s
() ¢ () (=)

et ainsi de suite.
" : =) . o
3° Sl arrive que * o ait pas de limite, parce que
9’ (%)
¢(a)= o et que f'(a)Zo, —/1—'; n’aura pas de limite non
/ 2 S el

plus. Ainsi :
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Riere. — Pour trouver lavraie valeur d’une expression
. r 0 1 s
qui se présente sous la forme > on peut en général rem-
placer le numérateur et le dénominateur par leurs déri-

pées relatives au paramétre variable en vertu duguel la

T Sl
fraction devient - -
0

Cette régle, due a I'Hopital, n’est pas sans exception. En
effet, elle s’appuie sur la formule de Taylor et elle tombera
en défaut quand f(a) el ¢(a) ne seront pas développables
par cette formule pour x = a. Ainsi, en particulier, la dé-
monstration ne s’applique pas au cas oit @ = =; mais alors,

I
€n posant & = -, on aura

F(2) f(é)

lim“—— (pour # = =) = lim ; (pour z =o0),

%() (7)

el nous rentrerons dans le cas étudié plus haut; d'ail-
leurs

LN N
St |’

d’ott

la régle démontrée plus haut subsiste donc encore.
i Y ‘ s i)
Les expressions qui se présentent sous la forme = se

raménent immédiatement aux précédentes; si, par exemple,
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Jle) =m0, ¢(a) =, on aura
F@)  parie@) L ¢(#):[e(2)]?
2@ = A T @ A
d’ott 'on déduit

lim

f@)_ . fi@)
o(@)” Mola)

f(

élant entendu que lim ?L%: ne so0it ni nul ni infini, Sup-
2 ()

lim

posons done
S(=)

lim (=)

=0}
on aura

Fla)+ kolz)
o et IR s
=)

li =7

déduira
|1mM ZLod
gz

et par suite

=)

lim&—-—"=o0, c'est-d-dire _—_limﬂx)
(ol oo olz)

i

> ; ey . ofa K ;
Enfin, si ‘:{(:)) était infini, ;:; serait nul, et I'on aurait
(-

lim }IIE;)) = lim
d’ott
ot A TR LD
g'(x) o)

Ainsi, pour trouver la vraie valeur d’une expression qui

; © A 3
se présente sous la forme => la régle & suivre est la

_ : ; 5 o
méme que si elle se présentait sous la_forme =



204 TRAITE D'ALGEBRE.

Les expressions qui se présentent sous la forme o >< o
se raménent au cas précédent; ainsi, par exemple, si 'on
af(a)= 0, ¢(a)= o, onaura

limf{z) < o(a) = ]im—l

. (¢}
et le second membre de cette formule est de la {orme —
o

pour & =— a.

Sil'on a f{a) =0, 9(a) ===, on aura
lim[ o (®)]/¢¥) = lime/(*)¢2(x)

on est ainsi ramené au cas précédent. Les expressions de
la forme 2® se ramenent donc aux précédentes; celles-ci,
1%, w—o, ..., s'y raménent & l'aide d'avtifices ana-
logues.

XV. — APPLIGATIONS.

(=)

R T ey
Prosrive 1. — Trouver la limite de Fia] Pour @==00,
i
F(x) et f(x) désignant deux polyndmes cntiers.

Soient n le degré de F(x), m celui de f(x); si 'on
suppose 2 > m et si Uon remplace F () et f(x) par leurs
dérivées, on trouve cncorcg sl est >1,et, si m=1,
la fraction se réduit & w . Pour se débarrasser de la forme
illusoire, on voit qu’il faudra prendre m fois la dérivée
des deux termes de la fraction, et, en faisant 2 — = dans
le résultat, on trouvera I'ec. 8i au contraire on avait
cu n==1m, la fraction se serait réduite au rapport des
coefficients de @™ dans F(x) et f(x). Enfin, si lon avait
eu < m, on aurait trouyé zéro pour la limite cherchée.
Ues résultats pouvaient se découvrir sans le secours du
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calcul des dérivées. En effet, on a

Ayt ...~ a,x”

boF By@ k..o D™ by

L b

Si l'on fait x =, la seconde fraction devient manifes-

Gl s 3 L
tement ;= si 7 = n, © si.n 2>m, et 0 st n < m.
m

at

Prosrive II. — Zrouver la limite de SRpourz =

Nous supposerons m >0, a >1. On a (p. 117)

2
g T 108«
ax:eﬂusaZI_;_w_n‘___li_@_.u;
I 1.2
donc
a® I loga 1 (loga)?
Rt i G

Tous les termes tendent vers zéro jusqu’a celui ot 'expo-
sant de & est négatil; a partiv de celui-la tous les termes

S 4 a® ¥ 5
sont infinis et de méme signe; donc - ot infini pour

rtiori si m était négaltif.

o= . Il en serait de méme «

Cororrames. — lim = pour x=co , lin

pour x =« , etc.

s sine+a
Prosuime L. — Zrouver lalimitede ——— pourx=co .
o

Si Uon prend le rapport des dérivées des deux termes de

cosa -1

cette fraction, on trouve > et, cosx étant indéier-

sinz -+ @

miné, on pourrait en conclure que n'a pas de
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limite. Or on a

sinz +2  sinz
e
x £

g ; s i e stz
or, sinx ¢tant toujours moindre que l'unité, — @ pour
limite zéro. On a donc

. Sinx 4z
) — —
x

I

I.

A quoi tient cette contradiction?

Sil'on réfléchit a la démonstration de la régle que nous
avons appliquée, on verra qu’elle s’appuie sur la formule
de Taylor; notre régle du rapport des dérivées ne s'ap-
plique donc qu’aux fonctions f{x) développables par la
formule de Taylor. Pour rendre ce fait sensible, recom-
mengons sur notre exemple la démonstration de la régle.

St 4
On fera — = z, et 'on aura a chercher
x 3
o
i — - —

im

pour z == o,

|~

ou enfin de

@Ori; (sin l_ -+ —i) n'est pas développable par la formule de

Taylor, et ¢’est pourquoi la régle de L’Hopital tombe en
défaut.

wolm

Prosrime IV, — Zimite de (lx =5 POl w—lay

e 3 “iW
sin®z — sin’a
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Ln appliquant la régle de I’Hépital, on a

dont la limite est oo . Mais 14 encore il est & craindre que
le résultat soit inexact, car \/E n’est pas développable
suivant les puissances de 2 — a par la formule de Taylor.
Mais \/sine — y/sina l'est, et le premier terme est

la limite cherchée est donc bien infinie.

XVI. — QUELQUES MOTS SUR LES MAXIMA ET LES MINIMA.

Nous avons vu que f{a) passait en général par un maxi-
mum quand on avait f/(x) = o. La formule de Taylor rend
parfaitement compte de ce fait; ainsi I'on a

fla -+ k) —fla) = hf'(a+on).

51 f'(a) n’est pas nul et si % est suffisamment petit,
"(a--8h) ne sera pas nul non plus et sera de méme signe
que f{a); f{@~+h)— f{a) changera alors de signe avec /2
pour de petites valeurs de cette variable ct ne sera ni
maximum ni minimum. On sait en effet que f(a) est maxi-
mum s'il est plus grand que f(a + %), quel que soit le signe
de %, et qu'il est minimum quand il est plus petit que
fla+ 1), quel que soit le signe de : le caractére dumaxi-
mum et du minimum est done que f{a - h)—f(a) a le
méme signe quel que soit le signe de %.
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D’aprés ce qui précede, f(a)ne sera done maximum que
si f'(a) est nul; la formule de Taylor donne alors
i e,
fla + k) —fla) :-;j (a—+0h).
8i /" (a) n'est pas nul, le signe du second membre pour
de petites valeurs de /i sera celui de /7(a), et, par suite, ce
sera aussi celui de f{a +h)—f(a). Ainsi
() sera maximum si (@)= et sif7(a)< oy

ol T
»  minimum » 1m0

On ne peut plus rien dirve sif"(a) = o. Mais soit f*(a)
la premiére dérivée de f(x) qui n’est pas nulle pour x = &;
la formule de Taylor donne

fla+h) —fla) = i.?‘.:-”.—.l;f”(a 0.

La différence f(a - )—f(a) ne changera pas de signe
avec /o si 7 est pair, et il y aura maximum s1 f7(a) < o et
minimum si f%(a) > o0; au contraire, si z est impairil n'y
a ni maximum ni minimum, parce que f(a -+ %) — f{a)
change de signe avec /. Nous retrouvons ainsi des résul-
tats déja indiqués plus haut.

On obtient d'une fagon analogue les conditions du maxi-
mum et du minimum des fonctions de plusieurs variables.
Ainsi la formule de Taylor donne

fla+h b+ Fk)—fla, b)= hf, (a-0h, b+ 0F)
kS (@ 0h, b4 0k).
Pour que le premier membre ne change pas de signe avec

& et k, il est nécessaire que f7, et f}, soient nuls tous deux.
Ainsi, pour gu'une fonction de plusicurs variables soit

maxima ouw minima, il faut que ses dérivées prises par

rapport & chaque variable soient nulles.
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Nous ne pousserons pas plus loin celte discussion, qui
n'offre aucune difficulté, mais qui appartient & un autre
Cours. Nous ferons observer toutefois que nos conclusions
ne sont exacles qu'autant que la formule de Taylor est
applicable, et la recherche d'un maximum est pour cette
raison une chose assez délicate.

Pour ne citer qu'un exemple bien connu des cas ot les
méthodes précédentes peuvent tomber en défaut, pro-
posons-nous de trouver le maximum de la distance d’un
point & un cercle situé dans le méme plan.

Soient a la distance du centre au point, ¢ la distance d’un
point du cercle au point donné; soit a la projection du
rayon de ce point sur la droite qui joint le centre au point
donné. On a, en appelant R le rayon,

ou

—+ a®— 2ax.

Si pour avoir le maximum de 3* on prenait la dérivée par
rapporta ., on aurait,enl’égalant i zéro, — 2.4 = o, résultat
absurde; cela tient & ce que 0% est maximum et minimum
pour 2= ==a et que la fonction d* est discontinue pour
x=ta: ellecesse en effel d’exister poura > aoux < —a,
ct par conséquent de coincider avec la fonction con-
tinue 72+ a*—2ax. La formule de Taylor ne lui est
donc pas applicable. 9% est une fonction qui n’existe pas
pour & <{—a, égale & r?+-a*—2ax pour —a<x<a
et qui n'existe pas pour x> a.

Prosuime I. — Discuter la fonction

__ sina
T cosax

Il s’agit de voir comment varie y quand & passe de — o
L. — Algébre, I [-/I
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4 - @ d’une facon continue; en formant la dérivée 9,
on voit d’abord, en discutant son signe, quand y croit et
quand il décroit, ce qu’il serait sans cela difficile de décider
quand le numérateur et le dénominateur varient dans le
méme sens. On a

7 cos.z

I = Costax

On peut observer tout de suite que y ue change pas de
valeur quand 2 se change en — x, mais qu'il change de
signe. Des valeurs de y pour & positif on déduira donc les
valeurs correspondantes pour & négalif, et nous n'aurons
pas besoin de discuter les valeurs de y pour les valeurs
négatives de & si nous avons discuté ses valeurs pour les
valeurs positives de 2. Nous pouvons méme observer que
y reprend périodiquement les mémes valeurs quand x
prend des accroissements égaux & o . Nous n'aurons donc
qu'a faire varier x de 0 & 2m, el par cela méme nous con-
naitrons la marche de la fonction y en dehors de ces
limites.

. ™
Or, tant que x reste moindre que 7 » les deux termes de y’
: %
sont positifs; y croit donc dans cet intervalle; il est nul
. . ™
pour x == o et infini pour x = -:y passe alors brusque-
+
ment du positif au négati, mais, 7’ étant encore positif,
A ) ’ % Vi
y croit tant que l'on n'a pas x == —; alors 3" s annule, et,
2
comme y est continu, il passe par un maximum 9/ change
. - . 3 3w
de signe; y décroit jusqu’a ce que 'on ait x = T rede-

vient infini, mais, comme ' reste négatif, y passe dunégatif
au positif, décroit encore, s'annule pour x = m, décroit

; LAl 5= i
toujours, devient infini pour x = T la dérivée restant
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Sl oy : 2
égative, il passe du négatif au positif et décroit pour

atteindre un mini mum quand xz — —3 E 1
ne = s & 9 o
q X o la déI‘lVée alors passe

=
et, ¢ o

: 0.111mey’ ne change pas de signe, y passe du positif au
négatif et croit jusqu’ !

Jusqu'au moment ol & = am; alors y est
nul et repasse par la série de valeurs que nous venc;ns de
trouver indéfiniment. L’un des objets de la Géoméirie
;malytxque est précisément la discussion des fonctions et
eur repré i éométrique ;

T r(-pres?ntatmn géométrique; nous renverrons donc
pour cet objet le lecteur & un autre Cours, en bornant la ce
y 2z : 2
genre d‘? flxscusﬁlou, que nous ne saurions traiter complé-
tement ici avec les seules ressources de I’Analvse

yse.

it sl e 3 L
égatif au positif; y croit, devient infini pour x

P < o . :
noBLEME II. — Zrouver les maxima et les minima de
la fonction xe=>.

La dérivée de cette fonction étant == — ze=2 ou
e™*(1—x), onvoit qu'elle s’annule pourx=r et e~* = oy
or, re“xn"étant nul pouraucune valeur finie de x, la fone l.ior;
en question esl maxima ou minima pour z =1, car pour

x==1 elle est continue; la dérivée seconde de ze—* est

—e {1z,

\

e o
¢'esl-a-dire négalive pour x = 1; cette valeur de x rend
done xe™* maximum.

: Prosrisme 1. — De tous les parallélépipedes rectangles

e méme surface I? inscrits dans la sphére de rayon R

quel est celui dont le vol ; ? ,
lui dont le volume est maximum?

Soient x, y, z les cotés du parallélépipede; on a

(1)5 Ty + yz -+ zr =12,

(=) 2% 4 % - R2,
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1l faut rendre xys maximum. Pour résoudre cette ques-
tion, il semble qu'il soit nécessaire de calculer xyz en
fonction de &, par exemple, pour égaler ensuile sa dérivée
A zéro; mais on peut poser

(3) m=xys

et prendre la dérivée de m comme celle d'unc fonclion
implicite. Observons d'abord que I'équation (1) peut étre
remplacée par

(4) o4y o= R+ oA

qui est plus simple. La variable indépendante pouvant
étre 4 volonté x, y, z ou toute {onction de ces variables,

laissons-la indéterminée et prenons les dérivées des équa-
tions (2), (3), (4);en remplagant 7' par zéro, nous aurons

/

L+ ¥y + 7 =0
za' + yy' 4+ 35 =0,
a'yz 4y 2z + 3 xy =05

en éliminanta’, y’; 2/, nous aurons une relation qui, jointe
aux conditions (1) et (2) ou (2) et (4), lera connaitre
x, 7, 2. En éliminant z!'yy, 2,ona

; ]—‘.—z(:z:2 —i="a;

cette équation est satisfaite pour y = 2. Les formules (4)
et (2) donnent alors

ay +z=yRi+20,
2y +2'=R?,

d'ott I'an tirera les valeurs correspondantes de x et de y.

Nous laissons au lecteur le soin d’achever le calcul.
L)

Prosrive IV. — De tous les cylindres inscrits dans
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un nemisphere. ue el . SUr e tolale es
] ] > [ est celui dont l ace total £
q S e
f

o
[:nbappclant R le rayon de la sphére, x le rayon de hase
variable, la surface & rendre maxima a pour expression

272+ awa “Ri =]

T e
Nous deyons égaler la dérivée de cette quantité a zéro;
nous trouvons alors :

ou

2z \R2— 2?4 R —52% —o.
Isolant le radi
cal dans un m g fley d
embre et élevant au carré, on a

4-5?‘ (Hﬂ — wg) — 4.2:‘ — 4R2[2 - R+
ou
8z*— 8R%222+ Rt—o0,

(,.ett..c é.quauon bicarrée donne pour seule solution réelle et
admissible

.r:?v'g:»/_

La solution correspondant 4 la plus petite valeur de - donne
évidemment un maximum et l'autre un minimum.

Le _culcul de la dérivée seconde serait, sinon difficile
au moins de peu d'intérét, A cause de sa complication
] pn arrive au mémerésultat en posant =R cosg;laq .mn—
tité & rendre maxima ou minima est alors C0s20 - si;n . 55
en égalant sa dérivée & zéro, on trouve A

tang®y - 2tange — 1 =o.
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on en déduit

tange = —1=£ /2, cosp= é Va == 2,
ce qui donne la valeur de 2 trouvée plus haut.

XVii. — DES FONCTIONS PRIMITIVES.

Ta recherche de la dérivée d'une fonction est un pro-
bléeme résolu, d’aprés ce qui précede, pour toutes les fone-
tions que l'on a & considérer dans les éléments; il n'en est
pas de méme du probléme qui a pour but la recherche
d’une fonction dont on donne la dérivée. Ce probléme, qui
est de la plus hauie importance en Analyse, est du ressort
du Calcul intégral; nous n’en divonsici qu'un seul mot.

La fonction qui admet f{a) pour dérivée s'appelle la
Jfonction primitive ou I'intégrale de f(x). Bien quel'on ne
sache pas toujours trouver cette fonction primitive, il est
bien des cas dans lesquels on peut la deviner;ainsi 'on voit

. _ p DN .2""+1
de suite que la fonction primitive de Ax™ est A’ e
m 1
b 3 ‘ s A
exceplé sim=—r1;la fonction primitive de = estAlogax,ele.
Z

Mais on peut se demander si une fonction n’admet
qu'une seule primitive; les théorémes suivants ont pour
but d’éclaircir cette question.

Tatorkue 1. — La deérivée d’une constante est nulle,
et récipror]uelﬁént, st la dérivée d’une fonction continue
entre les limites a et b de la wvariable est nulle; cette
fonction reste constante entre ces limites.

En cffet, soient /{x) la fonction en question, x etz -+ 13
deux valeurs de la variable comprises entre @ et & la for-
mule de la page 165 lui est applicable, puisque la dérivée,
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étant nulle par hypothése, existe et est bien déterminée, et
I'on a

flz +8) =f(@) + hf (2 +0h).

Or, f'(x) étantnulle poura < x <C b,onaf'(x -+ 6h)=o,
et par suite f{a -+ %) = (/x); done f(xx) est constant, ce
qu'il fallait prouver. La réciproque est évidente.

Tutongme II. — Deux fonctions ayant la méme déripée

ne différent entre clles que par une constante.

En effet, soient f{x) et F(x) deux fonctions telles que
'on ait
S(x) —F'(a) =o.
La fonction f(x) —F(x) a sa dévivée nulle; donc cette
fonclion est conslante, et par suite

J(@)=7F(x) -+ const.
Ce théoréme reposant sur le précédent, il est sous-entendu

que les fonctions /() et F'(x) sont continues.
D’apreés cela, on voit que la fonction primitive de

2

a™  est ——— —+ const.,
nm 4 r

w  logz + const. =logea,

sine » — cosz - const.,

cosa  »  sina -~ const.

Pour faire comprendre I'utilité des considérations pré-
cédentes, nous résoudrons quelques problémes :

1° Quelle est la fonction de x constamment égale ¢
sa dérivée?
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Soit y la fonction inconnue; on a
e Yarl:
=
ce que L'on peut écrire

=1TI.

v
: s i e
Avec un peu d’habitude, on reconnait que ; est la dérivée

,
- ¥ poe g
de logy; les deux quantités — et 1 sont donc les dérivées
g
de logy et de x; comme ces dérivées sont égales, logy etz
ne peuvent différer que par une constante ¢; on a donc
logy—=a e, y==e=**,

2° Trouver le volume d’un segment spherigue & deux

bases?

Soient R le rayon de la sphére, £ la hauteur du segment
ou la distance de ses bases. Supposons l'une des bases
variable de position; soient 7 son rayon et z sa distance au
centre de la sphére. Si z regoit l'accroissement Az, le
volume cherché V regoit un accroissement AV que nous
allons estimer. Ce volume AV est compris entre celui de
deux cylindres ayant pour hauteur Az et pour bases deux
cercles de rayons r et r -+ Ar; done

wr*Az < AV <= (r -+ A7)%Az;
on en conclut

AV
7:1‘3<F <m(r+ Ar),

4 5 , AV 5
SiPon fait tendre Az vers zéro, = tend vers V', et la for-
mule précédente donne, en passant aux limiltes,

Vo =72,
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Or on a r? = R?— z2; done

V. —m(R*— 3%,

On reconnait que le second membre de cette formule est
/

la dérivée de 7 KRzz - %), on peut donc écrire

Pour déterminer la constante, on observe que le volume V.
est nul pour une certaine valear de z que nous appelle-
rons zg; il vient alors, en faisant z = zy,

7

=3
0:7:([‘\230——?0> —+ const.,

d’ot, retranchant cette formule de la précédente,

V:ﬂ»[ﬂ”(z g

Cn pedt remarquer que 3 — 3= h et que

wh

V:?(

3R* — 2 — 5} — 37y).

On peut évidemment donner plusieurs formes 4 V suivant
les données que U'on introduira dans la question.

EXERCICES ET NOTES,

1. Prendre les dérivées des fonctions suivantes :

ex + b 7 1 fac — b
y = arclang —22E2 . Rép.: y'=~ Vi B
< ‘/4“_/)2 2 a—+bx—-+cx?
; Vo
¢ = arctang * F= 3
/ = (1-u2)¥/
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zy/a

I+ &

= arcsin

_acosbx+bsinbx
J e e

=

s

' 1
f==cotx | =—— +2 |
3 (sm?x )

¥ = log (logsinx).

* = arccoséea.

-

¥

"= arctange®.

r—li—x2
= arctlang ¥ -
x
y=log \/.I__ .
2
=B
1pose
ona

Si I'on pose

"= (32— 6)sina — (3

TRAITE D'ALGEBRE.

Reps

ax

— 6x)cos.

+ logy/1— az.

Y —pE =0,

e logy — yay—1
a¥logz — ay*=t

xr? 2 —
Ay gt =

T+ ) + 2 =0,

b ME =

R TE e

¥ = eax cosbz.

¥y = adsinz.
1
e e T
J sin*a

’_y” = —
% €T 4 g—%

' = (arcsinz) (1 —22)”

b =mlog.z ogs.
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ona
fo e
8i l'on pose
Yit+Yat..otYp =2,

a

Fr+gh b xn = Al

)
) A A
ona
; PR ey e el
=B e )
P désignant le produit des différences que l'on peut former avee les
quantités placées dans la parenthése qui suit.

= Z 1+2";3(zﬂ+1 -1
V'erz—zj(.ri’j’—x)"—l an—4 " I
(an—3)(oan—5)...53, , o=
ErEyyrE nr e e
(an—3)(2n—05)...5.8.1
"an—4)(2r—0)... 4.2 retang s
e i L SR
.RE/;. 3 & T
Prendre les dérivées do:
‘*l(ﬂ 1+
Y8 =z
y = log(z = y/a? = a?),
y:“»xm
AL e e T
F= g E g s T A )

y = ¢ [& - mpm—t = m(m — 1)@m= 1 2.8 mamil

y — V' & saoosa +1— coszlog (@ + cosa /2 2 2C08% - 1)-
(Les résultats sont simples).
2. Prendre les dérivées de

logz, loglogz = loga, loglogax = loggx, ete.... log, 2.
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3. Trouver la nitme dérivée de wom.

i 4. Trouver la nitme dérivée de arcsina : si l'on appelle cette fonc-
tion y, on se bornera 4 prouver que

o) (p — 22 —(an — 1)aytn —(n—1)2yln-l= o,

; 8. Trouver la aléme dérivée de arctangz; en appelant cette fonc-
tion y, on a

FAr (1 —x2) - 9 pyin) 4 n(r 1)y = o,

6. On éLcn’dra la formule du bindme au cas d'un exposant quel-
conque en développant (x -+ /%) par la formule de Taylor. On aura
ainsi

m -
(1+lz)m=x+7h+ﬂ'l”?') 7/

_}_mhufl]...{m— ey
Le3ed vias b

hn+ R,
R étant donné par la formule

_mlm—1)...(m—nj ;
R = ﬁ—— ]1_n+1(1_ Q)rz(|+ 9/,');1;—1:—1_

Si l'on suppose %*< 1, on prouvera que R a pour limite zéro
pour z = e (mais c'est 1d un fort mauvais moyen détablir la for-
mulfa du bindme, parce que la variable % doit ftre supposée réclle;
quoi qu’il en soil, on obtient ainsi une forme du reste qui peut ultm,

commode pour évaluer Uerreur commise en s'arrétant @ un terme de
rang donné dans la série).

7. Démontrer, en s'appuyant sur la formul s équati
i ¥ e de Taylor, les équ
suivantes : S s

he A3 hr
J B)=ih— s
(1+4h)="4h 2-}—3...-'_-” b
VA Ve

BHA= e p e
L0383 Lahad3igih

8. Ijn formule de Taylor permet d’évaluer une limite de erreur
commise en admettant que les différences entre les nombres sont pro-
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portionnelles aux différences qui existent entre leurs logarithmes,
lorsque I'on fait usage des tables.

En effet, soient et z -1 deux nombres de la table,  ~/ un
nombre compris entre z et x -+ 1, A la différence tabulaire, on a par
la formule de Taylor

(1) log(w~+ k)— logz = Alog'(z +07)= x_—il—iﬂ’
ot 9 est compris entre z6éro et 1. Si 'on suppose 2 =1, ona

1
log(z +-1)—logz ou A= e
6, étant compris entrezéro et 1, on établit ordinairement la proportion

log(x + h)—loga A

st R e 2

d'olt

Mais, en comparant ce résultat avec le résultat exact (1), on voit quo

2 h I 5

Terreur est ——— — ———; celte erreur est donc moindre que
x+0, ax-+406h

I h h hl

- — ou que ———— ou méme que —» siz estun nombre de

TSR I z(x-+1) x?

cing chiffres; on voit que I'erreur est bien loin de porter sur lo
septiéme chiffre.

9. Lvaluer d'une manibre analogue une limite de 'erreur commise
en faigant usage des tables trigonométriques, quand on admet la pro-
portionnalité entre les différences des arcs et les différences entre

: . hsin 1o’
leurs logarithmes sinus; I'erreur est de la forme e
oil les différences procédent de 1o” en 10”;il faudra donc éviter I'usage
des petits arcs x. — Btude analogue pour les logarithmes cosinus et
tangentes.

pour le cas

10. Ltant donnés un angle droit et un point dans son plan, par ce
point faire passer une droite qui, limitée aux cotés de 'angle droit,
goit de longueur minima.
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11. Un point se meut avec une vitesse ¢ dans un milieu A et avee
une vitesse o' dons un milieu A’; ces deux milieux sont séparés par
une surface plane : quelle doit élre la trajectoire de ce point pour se
rendre d'un point M situé dans le milieu A en un point M’ situé dans
le milieu A', pour que le lemps du trajet soit un minimum (on doit
trouver que l'angle d'incidence et I'angle de réfraction ont un rapport
de sinus égal & ¢ : ¢')? (FrRyaT. )

12. Trouver sur la droite qui joint deux lumitres lo point le moins
éclairé.

13. Démontrer que, «, @, 7, ... étant des nombres quelconques
6t 2 +y—+z ... étant constants, le maximum de zrybat o
i £ e B A
lieu quand =

14. Etant donnés deux points A et B et une droite paralléle 4 AB,
trouver sur cette droite un point M tel que @ MA + 4 MB soit un mi-
nimum, « et b désignant deux nombres donnés,

15. Sur la ligne des centres de deux sphéres, Lrouver un point tel
que la somme des calottes vues de ce point s0it un maximum.

16. Démontrer que si f («) s'annule pour & — ay@=b; e =l
les quantités @, 0, ¢, ... ¢ étant au nombre de n, ona

@)= (z—a)(z—1b)...(2—1)

L.

X désignant une quantité comprise entrs la plus grande et la plus
petite des quantités z, «, b, ... L

47. SiPon pose
J('l;i :{l(lLl) :/(”h z), f( i3 72:,{,‘(,‘11@ =f(lln as, a),

flay, az,x)— {(a, s, g)
e "L.‘_',,‘g —— = fla, 0, @, 7), ..,

ona

fle)=flon) + (2 — a M ay, @)+ (2 — a){x — as) flay, as, az) ..
+(r—a)(r—a).. A —an)fr(X),

GHAPITRE VIL. 223

X étant compris entre la plus grande et la plus petite des quantités
Z, @y, s, -.. ap(Anpise). (On s'appuiera sur exercice précédent.)

18. Etant données les bquations

on en déduit que y est une fonction de z. Cela posé, on demande do
démontrer les formules

19. Trouver une fonclion égale & sa dérivée, ou égale a sa dérivéo
multipliée par une constante (y = cear).

20. Trouver une fonclion égale a sa dérivée seconde
(r = ce® + c'e-=x),

21. Trouver une fonction égale et de signe contraire a sa dérivéo
seconde () = ¢ cosa + ¢'sinx).

22. Trouver la vraie valeur des fractions suivantes pour = o :

fangz cosx — e rsinz
mrleg AR Rl g
Fogh sintx I — g=x2

23. Trouver la vraie valeur des fractions suivantes pour z = < :

logr — v/|+.c+\/2——o—:z¢.
logz +a’ vz

24. Démontrer que, si la fonction symétrique f(z, y, 5 ...) rcs%o
constante, la fonction symétrique ¢(z,y, z ... ) sera maxima ou mi-
nima quand on aura z =y =z =..,.

25. Soit Z une fonction imaginaire de la variable réelle «; le module
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- ) VA <
de Z croit ou décroit avec  suivant que la partie réelle do 7 est posi-
tive ou négative. (Puiscux).

26. Trouver le poids d'un cone dont la base est B et la hauteur 2,
sachant que Ja densité reste constante dans chaque section paralléle 4
la base, mais vraie proportionnellement  la distance dela section au
sommet. On donne la densité A sur Ja base B et la densité ¢ au sommet.

27. Démontrer que, si aucune cause nes'oppose d I'accroissement de
la population d’'un pays, cette population & I'époque ¢ sera donnée par
la formule

P=Rett,

P, désignant la population & I'époque ¢ = o et 4 un coefficient constant,
(est dans cette proposition que consiste la loi de Marruus,
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CHAPITRE VIIL
CALCUL DES DIFFERENTIELLES.

I. — NOTIONS SUR LES INFINIMENT PETITS.

On appelle infiniment petit toute quantité wvariable
qui a pour limite zéro (t. I, p. 115).

L'infiniment petit n'est done pas une quantité nulle, et
il y a cette différence entre le zéro et Iinfiniment petit que
le zéro est un nombre fixe, tandis que I'infiniment petit
est essentiellement variable de sa nature.

On dit que deux infiniment petits «,  sont de méme

. . ic] . .
ordre quand la limite de leur rapport £ cst finie et diffé-
%

g

rente de zéro. Quand la limite de = est nulle, on dit que
“

est d’ordre supérieur a o.

Si la limite de ;f—” est finle et différente de zéro, on dit
que B est d’ordre m par rapport & o : ainsi o est d’ordre m
par rapport a .

Dans une question d’Analyse, on prend en général Pun
des infiniment petits de la question pour infiniment petit
principal; tout infiniment petit de méme ordre que linfi-
niment petit principal est alors considéré comme étant du
premier ordre, et, en général, tout infiniment petit d'ordre
m parrapport 4 U'infiniment petit principal est simplement
appelé un infiniment petit d'ovdre m. Nous pouvons ré—

L. — Algibre, 1L 15
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sumer ces notions dans une formule. Soit « l'infiniment
petit principal; B sera infiniment petit d'ordre mz si

o B

]1m“—m =~
p désignant une quantité finie diffévente de zéro, et de
cette formule on déduit, en appelant ¢ une quantité infini-
ment petile

£}

T it s
T E

ou

p=pa”+ a"e

a™e est d’ordre supérieur & o™, puisque son rapport & o’
est ¢, qui par hypothése est infiniment petit, ¢’est-a-dire a
pour limite zéro. On voit done que tout infiniment petit
d’ordre m est de la forme peo™ -+~ un infiniment petit
d’ordre supérieur & m.

Il y a ici une remarque importante a faire: pour que
Pordre d'un infiniment petit 3 soit supérieur & 'ordre de ¢,
saire que U'ordre de (8 soit déterminé par

il n'est pas né
5 . B & &0 3
rapport & ¢; il suffit que lim £ = o. Ainsi il y a des infi-
&
niment petits qui sont d’ordre supériear i celui de «,
sans étre pour cela d’aucun ordre. par rapport i o.

(loga)—t
ne tend
o

e(logz)~! n'est d’aucun ordre, parce que

vers aucune limite, quel que soit m, pour = o. Il est
cependant d'ordre supéricur i celui de a.

1, — THEORSHE FONDABIENTAL,

Lorsque {'on cherche la limite du rapport de deux in-
finiment petits, on peut sans inconvénient remplacer ces
infiniment petits par d’autres, pourvu que la limite du
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rapport de chaque infiniment petit acelur gu’on lui sub-
stitue soit unité.

- . S v ey 8 i
En effet, supposons que lim S=1, lim = 1. Je dis
que L'on aura
. o o
lim-—Tlim—.
4 £

Cela résulte de la suite d’égalités

o 1 S
lim = =1lim —lim — lim
B P %

7l

f e

,
- o o = ) Vf

TS ﬁr = lim==s
o B 6

W[

On peut donner & ce théoréme fondamental une autre
forme plus commode dans les applications. Remarquons

. S i Voo
en effet que, si lim ST ' ne différe de o que par un

infiniment petit d’ordre supérieur par rapport a « et i o,

o

qui sont de méme ordre. En eflet, si lim

== 1,675t que

3.0k B L N : o
Ora's est d’ordre supérieur & celui de o, car 25 — qui
v %y
o

tend vers zéro. Done, deux infiniment petits tels que la
limite de leur rapport soit 1 ne different que par un
terme d’ordre supérieur.

Réciproquement : 8 la différence de deux infiniment
. 7 L) .
petits est d'ordre supérieur par rapport a chacun d'eux,
la limite de leur rapport est 1.

En effet, soient o et '/ deux infiniment petits, ¢ leur
différence; on aura
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d’ou
173
— =k
o

R | e

: s E X,
i i g — tendra vers
Si¢ est d'ordre supérieur par rapport a a, -

zéro et 'on aura

¥ o
lim —
%

De 13 résalte que nous pouvons énoncer notre théoréme

fondamental en ces termes :

Ouand on cherche la limite du rapport de deux: infini-
i ;g s Sl T
ment petits, on peut négliger, dans Uexpression de cha

cun d’eux, des infiniment petits d’ordre supcrieur.

< ol reuille trouver la li-
Supposons, par exemple, que 1'on veuille

=0, ‘on observera que, x ctant

— i
— — pour
— 3z I

1 inct r2 ‘wrdre s ‘eieur
infiniment pelit principal, 2% et x* sont d’ordre ‘nu.p(,ucu
par rapport & —x et a— 3 x; on peut donc les négliger, et

—i

T
- O 5+
9

la limite cherchée est celle de — T

L — DES DIFFERENTIELLES.
Soit y une fonction de & ayant une dérivée )'; on a

Iim£  (pour Az =o0)
Ax

ou, si l'on veut,
A

— =y 45
Ax

o
1 infini it, ¢'est-a-dir nantité
¢ désignant un infiniment petit, c'est-a dire une q
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nulle avec Az, mais dont lordre préeis nous est d’ailleurs
inconnu, ce qui pour le moment est tout A fait indifférent.
On en conclut

AYie=gtAa - E,

E désignant le produit de = par Az, c’est-a-dire un infini-
ment petit d'ordre supérieur parrapport & Az, et par suite
par rapport a y’ Az, dont la limite du rapport a Az ou i
est en général finie et différente de zéro.

Le produit 3’ Az, différant de Ay par un infiniment petit
d’ordre supérieur E, pourra remplacer Ay dans une limite
de rapport, et, comme il sera généralement plus facile a
caleuler, ily alien de prendre ce produit en considération.
On lui donne avee Leibnitz lenom de différentielle de y, et
on le représente par dy. On a donc par définition

(‘) dy — 9 fp.
Ainsi :

1° La différenticlle d’une fonction est le produit dela
dérivée de cette fonction par L accroissement arbitraire
Ax de la variable;

2° Quand I’ accroissement donné é la variable est infi-
niment petit, la différentielle de la fonction est infiniment
petite, et elle peut, dans la recherche des limites de rap-
ports, remplacer I accroissement de la fonction, dont elle
differe par un infiniment petit d’ordre supérieur ;

3° Quand I'accroissement de la fonction est égal a1,
sa différenticlle est égale & sa déripée.

Cette derniére remarque n'a d'autre utilité que de faire
bien observer que la différenticlle d’une fonction n'est ni
une quantit¢ nulle, ni une quantité trés petite, ni une
quantité égale a I'accroissement de la fonction.
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11 y a un cas remarquable dans lequel on a Ay =dy:
clest celui ott P'on ay = x. En effet, si dans (1) on sup-
!
pose y ==, on a, en chservant que 2’ =1,

do.—"Aw:

Ainsi, la cltﬂ'él'entz'elle de la variable est égale & son ac-
joissement. Silon remplace alors, dans (1), Ax par son

e
égal da, on a

dy=y'de,
d’ou
dy
< die

ay §
Puisque la dérivée y' est égale au rapport -~ rien n'eni-

péche de représenter a Pavenir la dérivée de la fonction y

4Bl S
par la notation c’est ce que P'on fait souvent.
¢

IV. — AVANTAEES DE LA NOTATION LEIBNITZIENNE.

L ody . ! )
La notation [T) présente sur la notation plus simple y
wr

d’immenses avantages.

1° D’abord elle est expressive; elle rappelle par sa io.rme
l'origine de la dérivée. ;

50 Un autre avantage de la notation différentielle con-
siste en ce que dy estt'oujours la différentielle de y, c;uelle
que soit la variable indépendante, tandis que lanotation )’
représente des fonctions bien différentes, smvant. la nature
de la variable indépendante. Je m’explique. Soient y une
fonction de x et ¢t une autre fonction de a; alors y sera
par ccla méme fonction de . Soient y, la dérivée d’e 5
relative & x, 3, sa dérivée relative a ¢; soien‘t dyu, en géné-
ral, la différentielle d’une fonction u relative az, dyu la
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différenticlle de la méme fonction relative 4 2 ona

e

O A J =
dyx T

_)",(l[t_ r/,_)f [*)
Z e T 1

ety 2 A & s
Ainsi = représente la dérivée de J relative &z, que x soit
dx :

variable indépendante ou que £ soitvariable indépendante,
dyy dpy
dy’

puisque —%= —

4 a1 o0t as é a9
i au coniraire, y, nest pas cgal Ly

puisque j

2

3° Mais la notation différentielle présente encorve un
autre avantage sur celle des dérivées, et celui-1a est im-
mense.

Supposons que, en négligeant des infiniment petits
d’ordre supérieur & ceux que l'on a conservés, on soit
parvenu & une équation de la forme suivante, ot A, B, C,
D, sont finis :

(r) Adx -~ Bdy -- Celz - Ddt —o.

Une pareille équation, en vertu de la notation dont on a
fait usage, est rigourcusement exacte; les erreurs se sont
compensées d'elles-mémes.

Pour expliquer cette proposition un peu paradoxale,
observons que, si I"équation (1) est inexacte, la suivante
sera parfaitement exacte :

Adz + Bdy + Cels -~ Dde = ¢,

¢ désignant un terme d’ordre supéricur a dz, puisque, par

(*) 11 est a peine

Lon a
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hypothése, on n’a négligé que des termes d'ordre supé-
ricur. Divisons alors par dt et observons que, quelle que
soit la valeur de dt, on a

dz s

m '

dx o i
—=x — =,
g el

&

3

nous aurons

|

Aat, 4 By -+ Cz,+ D=

Y
S

[

E - B} .

OrT,Lenr] vers zéro avee di, puisque ¢ est d’'un ordre supé-
at

rieur & celui de d¢. Le premier membre de 'équation pré-
cédente, pouvant éire pris aussi petit que 'on veul en
prenant d¢ suffisamment petit, est rigourcusement nul,
puisqu’il est indépendant de d¢; on a donc rigoureuse-
ment

Az, By,+ Cz,+D=o0.

En multipliant par d¢ et en observant que xdt = dz,
)"ﬁli: d:)’, ..., 0n aaussi /'igoureusement

Adz -+ Bdy + Cdz + Ddt = o.

Lerreur ¢ était donc bien nulle.

V. — DIFFERENTIELLES DES FONGTIONS.

Puisque la différenticlle dy de y est le produit de sa
dérivée )’ par dux, on aura, en faisant y = 2™, a*, . .. dans
la formule dy =y'dx,

din¥ = maTtdr;

d.a* = a® logadz,
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Ona

et, en multipliant par dex,

diuz=vEwik Ni=duEdiEide =
= )
Ona
\i ) 5
(m': =7l B = T
On en conclura, en multipliant par la différentielle da de
la variable
d.oup=(u'dr)y + (¢ da)u
ou

d.uv = vdu —+ wdy,

w\' oo —
" iy [F:

on déduira, en multipliant par dz,

De la formule

u  vde—ude
g = .
v o2

Le théoréme des fonctions de fonctions donne I'égalité
Fr= 0%V

¥ du dr

S = —s 0n:a
sy do

I

dy
el, en remarquant que y, = - &

dy  dy dudv
() T du o &

ou plus exactement, en meltant au bas de la lettre d la
variable par rapport a laquelle on différentie,

iy uy doR B

5
dpx dyu dyy dpx
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mais on a vn que P'on pouvait supprimer les indices placés
au bas de la letire et les supposer identiques (p- 230),
en sorte que cette formule ou (1) est évidente,

Nous ferons au sujet du théoréme des fonctions com-
posées une remarque importante. Si f(u, v) désigne une
telle fonetion, u, ¢ désignant des fonctions d'e x, on a

B,
ou, en multipliant par dz,

df = [ du -~ fldo.

Je n'ai pas remplacé £ et /! par 1{:—{1 et Z‘/ parce qu'il en résul-
terait une confusion; I'équalion précédente pourrait en
effet s’écrire
(2) dfi= % du - if:—{ .
On serait tenté de simplifier, et alors, en supprimant
des facteurs communs, on trouverait df = adf, ce qui est
absurde; mais il est facile de voir que cette simplification
ne doit pas se faire, les trois df figurant dans ces formules
ayant des significations distinctes.

df qui est éerit dans le premier membre représente,
aux termes du second ordre prés, 'aceroissement de fdia
Paccroissement da donné ax. Au contraire, le premier df
qui est écrit dansle second membre représente, aux termes
d'ordre supérieur prés, l'accroissement que prend f
quand useul croit de du, v restant constant, Or on concoit
que f prendra des accroissements tout, différents, quand on
fera varier a la fois u et ¢ par un accroissement donné i o
ou quand on fera varier ¢ tout seul. Pour éviter toute con-
fusion et pour marquer que I'on ne doit pas chasser les
dénominateurs, on représentera les dérivées partielles de f

i~ T A T
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of If ; i
tions —- 5 —, et la formule (2) s’éeri
par les notations S (2)

i d
df= 3—{; du —+ Z)? dv,
ou encore

g_c?f'r/rz+ifdl1
dz dudr Qv dx

(){‘ o s
1 regarder —— co an symbole irvé-
et on convient de regarder 5 comme un sy

ductible (*). Si en particulier v =, on a

af_of o

St 5
da dx ' v dz

i 1 it difficile d'écrire av : tations de
équation qu'il serait difficile d'écrire avec les nota
af df A St
= Lt tessenticllement distinels,
Lagrange; en effet, 5 CL=—s0n
1 rang représenterail tous
et avec la notation de Lagrange on ICS'ICI)I'tbLIlt(..
i l'on considére l: n x*, on aura
deux par f. $i l'on considére la fonction 2,

af y df du
== = » ;{ 5

= a4 2% logx —
£y

o lEdf
ainsi, on n'a pas o =

Vi. — DIFFERENTIELLES DES DIFFERENTS ORDRES.

La fonction y a pour différentielle y'dx, et l'on peut

écrive
dy =y'dz;

4 gf et a dr tout
(*)En d’autres termes, on n’attache plus aucun sensa gf et & du

seuls, de telle sorte que one peuat plus se simplifier quand on ie multi-
L g

plie par dz.
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mais y'dx ou dy a lui-méme une différenticlle que l'on
désigne par d2y et que 'on calculera en multipliant la
dérivée de y'dux par dz. En prenant cette dériy

ée, on doit
regarder da comme une constante, en d’

autres termes,
supposer d dx ou d2x nul, parce que l'accroissement de
est arbitraire, et par suite indépendant de 2; on a done

&y =y"de.dx = " d?.

Ainsi, ce qui caractérise la variable indépendante x, c'est
que dax est indépendant de x ou que d*x = o. De méme,
A2y ou 3"dx* a une différentielle égale au produit de sa
dérivée 3" dx* par da; on représente cette différentielle
par d*5, etl'on a

=",

En général,
dry = y(n) dyn s

d"y estce que I'on appelle la difjérentielle nitme de v, La
formule précédente donne

dry

h: -
=

g - aty P P
d’oti la notation 7ze Pourreprésenter la dérivée nitme de y.
dx 2

VII. — GHANGEMENT DE VARIABLE.

Lorsque 'on considére des dérivées d’ordre supérieur,
la notation différentielle perd une partie de ses avantages.
Ainsi, en convenant de représenter par dy, d2y, ... les
difféventielles d'une fonction y prises par rapport a x et
par dy, 02y, ... les différentielles de la méme fonction
prises par rapport & £, on a, comme on 'a yu (p- 231),
(1) =

dx  Jx

T e s

ot e

il

s

e S
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mais on n’a pas
e e
drt 0z
d¥y By S S
; 5 calculer —=, ——; -.. cn fonction de dy,
Nous allons caleuler —-, = )
02y, ..., 0x, 02x, .... A cet effet, différentions la for-

X el dly
mule (1) parrapport a.x; le premier membre devien va -2

Pour obtenir la dérivée par rapport a « du second, nous
appliquerons le théoréme des fonctions de fonctions et
nous prendrons sa dérivée par rapport a ¢, que nous multi-

Rins. 4 f(’t 3 o R =
plierons par la dérivée = de ¢ prise par rapport & 2; nous
T

aurons ainsi

ot 0y e s S R O OF 1
= 5 quant i d T il est égal i
On a donce
@y Prde—0¥ndr
(2) der da? ‘
a2y *zxdy

+ Si l'on

rvésultat qui differe de 5.7 bar le terme — e

oy i : e ¥
voulait calculer 7 2, il faudrait prendre la dérivée dusecond
wx?

membre de la formule précédente par rapport & ¢ et la
dt at i
iplier par — ou ——; on aurait ainsi
multiplier p 73 U s
02y dz — 2z oy
BT )

T,

0k dz
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ou, réductions faites,

By i 0%y @2t — Puwdy dx?— 39% 2 0y Oz + 3022202

SRl O

2

¢t ainsi de suite.

Ces formules servent & changer de variable, Le change-
ment de variable est wn probléme qui a pour but, étant
donnée une expression contenant les dérivées d'une fone-
tion y de x, la fonction y et la variable &, decalculer cette
expression en n'employant que les dérivées d’une autre
fonction » prises par rapport  une autre variable Z, la fone-
tion 7 et la variable £. 5 et & sont donnés, bien entendu,
en fonction de £ et de z. Pour résoudre cette queslion, on
remplacera d'abord y et & par leurs valeurs en £ et 7, qui
sont censées données; puis, désignant par un 0 les dérivées
de v relatives 4 £, on aura

l]_)'r ar

() de s
Oy dr— gy
(=) S e

et l'on remplacera dy, dx, 9%y, 0%z, ... par leurs valeurs
tirées des équations donnant z ety en fonction de Z el 7.

0
2

LExesere. — Que devient I'équation 7w =0 quand on
= dr® .

remplace x et y par t et v donnés par les Jornules
(G Z=E++n, y=E—n.
En vertu de (2), on peut écrire I'équation proposée

A2y dx — 2 dy
) P =

iy sk
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orles équations (@) donnent
0z = 0% -+ 0n, 0%z =0 -+ 9%,
dy = 08 — 0y, Py = 026 — 9%,

et (b) devient, en prenant £ pour variable indépendante,
¢'est-d-dive en faisant 02% = o (p. 230)

s 0% (0E -+ 0n) — 2a (05 — 4) Iy
(08 + 04)? 5

VIII. — REMARQUE AU SUJET DE LA FORMULE DE TAYLOR,
La formule de Taylor peut s’écrire

52

Flot8) = fla) =hf /() = 2 iz o ’I““f”( "rz R

1.2

R désignant une quantité nulle pourZz=0; cecl suppose seu-
lement /7 () continu, Sil'on fait/, — d, fi(x~h) — i)
sera Af et f*(x) sera df, hef'(x) sera égal & d2f, ete.

(p- 236) par définition méme; on pourra donce écrire

1 7 I
(l) Af:({f—{f~(lgj—i»...—;~ — gty

2 ! HESE e
¢ désignant un infiniment petit d’ordre supérieur a . Cette
formule montre bien que la différence entre Af et df nlest
pas nulle; on voit qu'elle est égale a 221, en négligeant
des termes d’ordre supérieur au sccond. Il ne faut pas
oublier d"ailleurs que la formule (1) suppose fr () continu
pour la valeur de x a laquelle on applique cette formule,

IX. — DES DIFFERENTIELLES TOTALES.

Soit f(a, y, z) une fonction de plusieurs variables; on
appelle differentielle totale, ou simplement i
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de f, et 'on dénote par df l'expression
af af af

cd, = dz
dx x+0‘y i Pl

dans laquelle dx, dy, dz sont des accroissements arbi-
. : ~aker . oF

traires donnés & x, y, 3. Quant & =, Tl sont les

dérivées partielles de f relatives a x, y, z; en d’autres

) Aert) : .
termes, _)i est la dérivée de f prise par rapport & x en lais-
dx

A Sk Ry e
sant y et z constants, é est la dérivée de f prise par rap-

port a yen laissant & et z constants, etc.

Si, conformément & l'usage, on suppose dx, dy, dz
choisis de telle sorte que leurs rapports restent finis, en
d’autres termes si on les suppose de méme ordre, la dif-

“férenticlle df pourra remplacer dans la recherche d'une

limite de rapport l'accroissement Af'de f. En effet, on a,
en donnant i x, y, 5 des accroissements dx, dy, dz,

A=y (2t de, y+dy, 2+ dz) —f(=z, 7, 3)
ou
Af=f(x +dr, y +dr, s +dz) —fla y + drz+ ds)
S,y dy, 2 -da) —fl@0, 5+ dz)
+flzy, 2+ ds) —f(, 0, 3)
Af est ainsi décomposé en trois différences qui peuvent
respeclivement se mettre sous les iormes (p. 164)

dafy(w +0deyy +-dy, 5+ dz)y dyfylz, y ' dy, z - dz)

et
dsfi(@, yy 5+ 0" dz),
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0., ¢, 6" désignant des nombres compris entre o et 1. Mais,
si les fonctions f7, f1, /7 sont continues (ce que n ous sup-
poserons), les coefficients de dux, dy, dz dans les trois
expressions précédentes différent infiniment peude £, f7,
of of of e

/i oude 3%’ 9y 9g° &b par suite, ces trois expressions dif-

P df 5 —of 0, :
{éreront de E?dx, o1 dy, d_f dz par des infiniment petits

d’ordre supéricur; on aura donc
af af 03
Af— L dr = dy ey 5
\/ o dr + T dy -+ ()f,(l.. 4-a on Af=df-+ q,
o désignant un infiniment petit d’ordre supérieur.
S ] € QT Dy
Lat différentielle de df'se désigne par d2f: ¢'est la diffé-
rentielle totale seconde de df. La différenticlle de d2f
que‘lon désigne par d3f est la dillérentielle troisiéme
deff st
De méme que nous avons remplacé les nolations ﬂ,f]',,

S ) A
1. par B de méme nous remplacerons la nota-

- B, SES . 7
tion f570T, assez incommode, par la notation symbolique

A, % Qs+
irréductible ————
du*dy®. .,

un sens précis aux ¢léments gx=, yf, ..., grrie £l
Cela posé, calculons d2f. On a, par définition,

s sans d'ailleurs chercher & attacher

af of aof
=Tl . J 7.
df= T dx Oj_f]) —- ELL

el

S Dl G
Pf= gdl:l dr + ()t)(),‘f dy +- ()(')(ff

dz,

c’est-d-dire, en observant que d.x, dy, dz ne sont pas fonc-
L. — Alzébre, 11. 16
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tions de x, y, =, puisqu’ils sont arbitraires,

Bf= dz ( 37’: i -+ 0—% dy + fr—(’; ([z>
s <% i ‘(’_))ig - 5‘% )
e e
ou
+ Sk e
_dydi+2 m dzds i 2 0‘13" dudy.

On peut écrire cette formule symboliquement
J a AN
R f— | — dx = dy oz |
&f (l)w( U5 ()V)‘(“Y 0z ) >
en traitant @ aux numérateurs comme une véritable quan-
tité; puis, en effectuant la multiplication par f; en I'écri-
vant & ¢6té et A droite de 02 en numérateur, je dis que l'on
a plus généralement
il a @ oo
nf—|—dx+——dy +<ds
af (0‘1: = Ay  Aiasiny I
pourvu que, aprés avoir développé le produit

(Lot 2o+ D)
o 4 e

n

en considérant @ aux numérateurs comme une véritable
Juantité, on écrive fimmédiatement aprés la lettre 07 Cela
résulte de la formule

af af af i

df = = dr - E—Y dy + U;dl.
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en vertu de laquelle, pour différentiér une quantité f£, il
suffit de la multiplier symboliquement par

9

d
1y —+ — dz,
ar + % &

a
(1) o de -+
Pour différentier df, il faudra différentier chacun de ses
termes, ¢'est-a-dire multiplier chaque terme symbolique-

J dJ 0 5
ment par = d.x: - o dy + 5 dz, ce qui donnera

Q d a L0
(0—‘,:(1& -+ E dy +Iﬂ3> it

Pour avoir d#f; on multipliera cette expression par le sym-
bole (1), comme il a ¢été expliqué, ce qui donnera

J dJ QA
(Ir zlx—}—()—)’df —*_I:(h)f’

et ainsi de suite.

%. — QUELQUES THEOREMES SUR LES DIFFERENTIELLES TOTALES.
. I. Le théoréme de Taylor, appliqué a la fonction

/(x, ¥, z), donne, en appelant dx, dy, dz des accroisse-

ments arbitraires de z, y, z,

A =/frpdr + fydy + fids + -l—'-z— (fide +Fldy + fidz)+ ., .,

ou, par définition,

1

1
M =df 4+ —d*f 4. .. 7
\f = df 5 S5 +1 = d*f 4-F,

B )

E désignant un infiniment petit d’ordre supérieur i 7.
Cette forme du théoréme de Taylor est fréquemment em-
ployée.
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11. En général, §i l'on trouye une relation de la forme
df = Pdx—+ Qdy -+ Rds,

il faudra, sidx, dy, dz sont arbitraires, que Uon ait

_of _af L af
(1) P=3l, Q=g R=jo
car, df étant égal & % dx + %(7)—'— g—}f dz, on aura
) ) )
Pdx + Qdy + Rdz :‘}—/: dz + d._fdf -+ :)'—fd;,

et, comme cetle relation alieu quels que soient du, dy, dz,
elle entraine les formules (1) (t. I, p. 45, derniére ligne).

1. Si la différentielle totale d’une fonction est toujours
nulle, cette fonction est constante.

En effet, dire que df = o, c¢’estdire que I'on a, quels que

soient dx, dy, dz,

géd.z i %;d]-i—d'—idz.::o,
ou

af af of

()—x:”’ 5.;:0, 07:0'
Or, 3—£ étant nul, fest constant quand, faisant varier x, on
laisse y et z constants ; donc f'ne contient pas x. On voit
de méme que f ne contientniy m z. Donc enfin f; ne dé-
pendant ni de x, ni de y, ni de z, est une conslante ou,
plus exactement, ne varie pas quand, toutes choses égales
d’ailleurs, on fait varier x, ¥, 3.

IV. 8i lon a établi une formule telle que

Adf +Bdg +...+ Pdx 4+ Qdy +...=0,

e

5

ey

ey
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en négligeant des infiniments petits d’ordre supérieur au
premier, A, B, G, ... ne contenant pas dzx, dy, ..., df;
dg, ..., différenticlles des variables x, y, ... et des fonc-

tions f, g, ..., cette formule se trouve rigoureusement
établie en vertu de la notation employée.

En effet, si cette formule n’est pas exacte, son second
membre o doit étre remplacé par un certain infiniment
petit ¢ d’ordre supérieur; en divisant par da, elle devient
alors

(of - dr of
AP g s
(().u i div ()}’+ )

dg  dg dy 7,
SRR ke o e PN S L “r 5 2338
<L).L‘l ())'(l.r;_l— >+ _‘PFQM.UT."_J:"

Or, si I'on fait tendre dx vers zéro en conservant aux rap-
dy dz d 1 oos ey :
o’ gy oo des valeurs finies y, &, ..., fixes, o

du
tend vers zéro, et 'on a rigoureusement

A(’,’_fg-lf_" +>

]_)0!’[5

dx = dy
T[;(o—uuﬂ-@) ﬂ‘"')+"'+P+Q)‘"*F‘...:0,
ou, en multipliant par dx ct cn observant que fQ', d_z’ e
dx” dx

sont restés les mémes bien que da ait pu varier, on a ri-
goureusement

Adf -+ Bdg ...+ Pdr 4+ Qdy +...=o.

€i Qs Fx D

On verrait de méme que, si une dquation telle que

Af+Bd*g ...+ Pda®+ Qdy*+... —0
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a ¢té établie en négligeant des termes d’ordre supérieur
au second, elle est rigoureusement exacte, etc.

Nous terminerons ce quiestrelatif aux différentielles to-

tales en faisant observer que I'on a
d(autotw) = du = dv == dw,
dup —= udo +- o du,
u v du— wds

5 2
o e

dans le cas oit d représente une différentielle totale comme
dans le cas o il n'y a qu’une variable indépendante. Ainsi,
par exemple, dans le cas otil y a deux variables x, 9, ona

S ;
r[u('——rdﬂd +#d_)f

de ; du Sl dv 2o du ;
=UuU-—dx P — &P =Ry = iz
: ol - oE 7 3 4 5 dy

do dv du du
== (d d(+7(ly> (Td —5— [))

—=wdv -+ vdu.

Les autres formules se démontrent de la méme facon.
Si @ est fonction de w, v, et'si u et v sont fonctions de
x, y, la différentielle totale de § sera

1t % A 29 du 96 ) ;
dr —+ dy = (ﬁﬁ"—ﬁ E)(x;

i)
o du
LA R
du dy ~ de dy

A6 01/7 du .
du\ oz +tT”)

990w do
d" (()) dx -+ a l/))
= 3—0 du —+ %? dy.
u v
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EXERCICES ET NOTES.

1. Les seules fonctions d’une variable dont les différenticlles sont
tégales aux accroissements sont de la forme a2z~ 0, a et b désignant
i des constantes.

| 2. Traiter les exercices 26 ot 27 du paragraphe précédent en fai-
| sant usage de la méthode infinitésimale.

3. Démontrer que la condilion nécessaire et suffisante pour qu'il
i existe entre les fonctions ¢y, s, ..., 9, des variables zy, 2y, ..., @,
une relation de la forme F (g1, 95, ..., 92) = o est que I'on ait

dzy Iy 99,
oy Oxy | da,
9y 9y
dey  Oxy |=o.

dry  das oz,

x2

4. Déterminer Iordre infinitésimal de e ?, sinz, 1 — cosa: par rap-

port & .

1
5. Déterminer I'ordre infinitésimal de (1 -+ «)2* par rapport & «, de
log? par rapport & & — 1, de z*— 1 par rapport 4 c.

6. Calculer les différenticlles totales de
¥+ y=, arclang %7 log /24 2.

7. Interpréter géométriquement les expressions d, dy ot d2y.

FIN DE LA DEUXIEME PAUTIE.
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