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VORWORT.

Ueber die Entstehung des vorliegenden Werkes, dessen
erste Hilfte im Wesentlichen eine im Winter 1856 bis
1857 von Dirichlet zu Géttingen gehaltene Vorlesung
wiedergiebt, habe ich in den Vorreden zu den beiden
ersten Auflagen und in den Gottingischen gelehrten
Anzeigen vom 27. Januar 1864 und 20. September
1871 das Erforderliche berichtet. Der Hauptzweck der
Herausgabe, durch mdoglichst getrene Ueberlieferung des
vollendeten Dirichlet’schen Vortrages den Anfinger in
die Blemente der Zahlentheorie und mamentlich in die
Theorie der bindren quadratischen Formen einzufiihren,
ist auch jetzt festgehalten, und ich habe mich nicht
entschliessen konnen, irgend eine erhebliche Verinderung
an diesem Theile des Werkes vorzuenhmen. Die schon
in den fritheren Auflagen zur Vervollstindigung von
mir hinzugefiigten Zusitze, welche mit dem vierten
Supplemente beginnen und theils nach Abhandlungen
von Dirichlet ausgearbeitet, theils aus eigenen Unter-
suchungen hervorgegangen sind, habe ich abermals
betrichtlich vermehrt. Besonders zu erwihnen ist die
in dem letzten Supplemente enthaltene breitere Dar-
stellung derselben Idealtheorie, welche ich zuerst in der
zweiten Auflage, aber in so gedringter Form veroffent-



VIII Vorwort.

licht habe, dass der Wunsch nach einer ausfithrlicheren
Behandlung von mehreren Seiten gegen mich aus-
gesprochen ist. Tch bin dieser Aufforderung um so
licber nachgekommen, als eine von meinem Freunde
H. Weber in Kénigsberg in Gemeinschaft mit mir aus-
gefiihrte Untersuchung, welche demniichst erscheinen
wird, das Resultat ergeben hat, dass dieselben Princi-
pien sich mit Frfolg auf die Theorie der algebraischen
Functionen iibertragen lassen. Die neue Darstellung,
in welcher Manches aus der vor drei Jahren erschie-
nenen Schrift Sur la théorie des nombres entiers algébriques
wortlich entlehnt ist, hat nun freilich einen viel grésse-
ren Raum erfordert; doch wird dies wohl Entschuldigung
finden, wenn man, wie ich hoffe, sich davon iiberzeugt,
dass der einheitliche Charakter des ganzen Werkes
keineswegs Schaden gelitten hat. Ich benutze noch die

Gelegenheit, den Leser auf die Abhandlungen von Selling

(im zehnten Bande der Zeitschrift fiir Mathematik und -

Physik von Schltmilch, 1865) und von Zolotareff (im
sechsten Bande der dritten Folge des Journals von
Liouville und Resal, 1880) aufmerksam zu machen, in
welchen die Theorie der Ideale auf diejenige der hiheren
Congruenzen gegriindet wird, und ich darf schliesslich
die Hoffnung aussprechen, dass auch die beziiglichen
Untersuchungen von Kronecker, welche aus einer fritheren
Zeit stammen, binnen Kurzem verdffentlicht werden.

Braunschweig, 11. November 1880.

R. Dedekind.
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Erster Abschnitt.

Von der Theilbarkeit der Zahlen.

§ 1.

Wir behandeln in diesem Abschnitte einige arithmetische
Siitze, welche man zwar in den meisten Lehrbiichern vorfindet, die
aber fiir unsere Wissenschaft von so fundamentaler Bedeutung
sind, dass eine strenge Begriindung derselben hier durchaus noth-
wendig erscheint. Dahin gehort zuerst der Satz, dass das Product
einer Reihe von ganzen positiven Zahlen unabhingig von der An-
ordnung ist, in welcher man die Multiplication ausfiihrt, Indem
wir uns zuniichst auf den Fall beschriinken, in welchem es sich um
drei Zahlen a, b, ¢ handelt, bilden wir das folgende Schema

o RS R i
2TV g e s e
(ol STl i

cAvoEt e o iy
welches aus & Horizontalreihen besteht, deren jede die Zahl ¢
gleich oft, niimlich ¢ mal enthiilt, und stellen uns die Aufgabe, die
Summe aller aufgeschriebenen Zahlen zu bestimmen. Zuniichst

kinnen wir sagen: da die Zahl ¢ in jeder Horizontalreihe ¢ mal

vorkommt, so ist nach dem Grundbegriff der Multiplication die
Divichlet, Zahlentheorie, 1
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Summe aller in einer solchen Reihe befindlichen Zahlen gleich cq,
indem wir den Multiplicand ¢ durch die Stellung von dem Muiti-
plicator a unterscheiden; da ferner 4 solche Horizontalreihen vor-
handen sind, so ist die Summe simmtlicher Zahlen gleich (ca)h,
wo jetzt ce der Multiplicand, & der Multiplicator ist. Nun kinnen
wir aber dieselbe Summe auch auf anderem Wege durch die Be-
merkung bestimmen, dass das obige Schema aus ¢ Verticalreihen
besteht, deren jede dmal die Zahl ¢ enthiilt; es ist also die Summe
aller in einer Verticalreihe befindlichen Zahlen gleich ¢b, und folg-
lich die Totalsumme gleich (¢b)a. Wir erhalten mithin das erste
Resultat
- (ea)b = (eb) u,
aus welchem wir, indem wir die bisher ganz willkiirliche Zahl
¢ = 1 setzen, die Folgerung ziehen, dass
ab = ba

ist, d. h.: dn einem Product aus zwei ganzen positiven Zahlen diirfen
DMultiplicand und Multiplicator mit einander vertauscht werden.
Man liisst deshalb auch in der Benennung den Unterschied zwischen
Multiplicand und Multiplicator ganz fallen, indem man beide unter
dem gemeinschaftlichen Namen Fuctoren zusammenfasst.

Wir kénnen nun dieselbe Totalsumme simmtlicher in dem
obigen Schema befindlichen Zahlen noch auf eine dritte Art be-
stimmen, indem wir abziihlen, wie oft der Summand ¢ im Ganzen

vorkommt, Zuniichst ist ¢ die Anzahl der in einer jeden Hori-

zontalreihe befindlichen Zahlen ¢, und folglich ist, da & solche

Horizontalreihen vorhanden sind, die Anzahl aller aufgeschriebenen
Zahlen gleich ab. Hieraus folgt, dass die Totalsumme den Werth

¢ (ab) hat, dass also

(ca)b = (cb)a = c(ab) /
ist. Verbindet man hiermit denschon oben betrachteten speciellen
Fall ub = ba, so kann man das Bisherige in folgendem Satze zu-
sammenfassen:

Wenn man von drei positiven ganzen Zaklen zwei nach Be-
licben auswihlt wnd als Factoren zu ihrem Producte vereinigt, so-
dann dieses Product wnd die dritte Jener drei Zuhlen mit einander
multiplicirt, sohat dus so entstehende Product stets denselben Werth,
wie man auch die ersten beiden Zahlen ausgewdhlt haben mag.

Da also dieses Product von der Anordnung der beiden suc-
cessiven Multiplicationen ganz unabhiingig ist, so bhezeichnet man
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dasselbe kurz als das Product aus jenen drei Zahlen und nennt
diese letzteren ohne Unterschied die Factoren des Productes,

8.9,

Is ist nun leicht zu zeigen, ohne ein neues Princip anzuwen-
den, dass ein ganz #hnlicher allgemeinerer Satz fiie jedes System
S von beliebig vielen positiven ganzen Zahlen

“a, Dl

gilt. Die allgemeinste Art, diese Zahlen durch wiederholte An-
wendung einfacher, d. h. auf nur zwei Zahlen beziiglicher Multi-
plicationen zu einem Producte zu vercinigen, ist folgende. Man
greife nach Belieben zwei Zahlen aus dem System S heraus und
bilde ihr Product; der aus den iibrigen Zahlen des Systems S und
aus diesem Product bestehende Zahlencomplex S’ enthilt dann
eine Zahl weniger als S; indem man wieder ganz nach Beliehen
zwei Zahlen aus §' zu ihrem Producte vereinigt und die anderen
unveréindert lisst, erhiilt man ein System S’ von Zahlen, deren An-
zahl um zwei kleiner ist als die derurspriinglich gegebenen Zahlen.
Fihrt man so fort, so wird man zuletzt zu einer éinzigen Zahl
gelangen, und der zu beweisende Satz besteht darin, dass diese am
Ende des Processes resultirende Zall immer dieselbe sein wird, aunf
welche Art man auch die einzelnen einfachen Multiplicationen an-
ordnen mayg. :

Um dies zu zeigen, wenden wir die vollstindige Induetion an,
d. h. wir nehmen an, der Satz sei richtig, wenn die Anzahl der ur-
spriinglich gegebenen Zahlen oder Factoren —n ist, und heweisen,
dass er dann auch fiir die niichst grossere Anzahl # + 1 von Fae-
toren ebenfalls giiltig sein muss. Es sei also ein System S von
n + 1 Zahlen i

. b oyl vev st
gegeben, so wiihle man irgend zwei derselben, z B. « und 4, und
bilde ihr Product «b; der nun entstehende Zahlencomplex enthiilt
nur noch die % Zahlen
abjicyd, ¢
und folglich ist nach unserer Annahme das Endresultat von der
weiteren Anordnung “des Processes ganz unabhiingig. Bei einer
anderen Anordnung der ganzen Operation kann daher hichstens
1 L3
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dann ein anderes Endresultat zum Vorschein kommen, wenn das*
bei dem ersten Schritte ausgewihlte Zahlenpaar von a, & verschie-
den ist, und zwar sind zwei Fille zu unterscheiden.

Erstens kann es sein, dass bei der zweiten Anordnung zu-
erst eine der heiden Zahlen @, b, z B. @, mit einer der iibrigen
¢, dye ...,z B.mit ¢, zu dem Producte ae vereinigt wird, so dass
der niichste Complex aus den » Zahlen

atbidse s

hesteht; da nun sowohl bei der ersteren wie hei der letzteren: An-
ordnung die auf den ersten Schritt folgenden Operationen keinen
Einfluss auf das Endresultat ausiiben kionnen, so setze man die
erste Anordnung so fort, dass zuniichst-die beiden Zahlen ab und
¢, die zweite so, dass zuniichst die beiden Zahlen ¢¢ und & ver-
einigh werden. Auf diese Weise entsteht bei der ersten Anordnung
zundchst der Complex

(ab)e, d, e . ..
bei der zweiten der Complex

(ae)byidiie .

Da nun zufolge des vorhergehenden Paragraphen die beiden Pro-
ducte (ab)c und (ac)b, und folglich auch die beiden vorstehenden
Complexe identisch sind, so wird, da jeder derselben nur noch
n — 1 Zahlen enthiilt, bei der ersten wie hei der zweiten Anord-
nung dasselbe Endresultat auftreten.

Zweitens kann es aber auch sein, dass bei dem ersten Schritt
der zweiten Anordnung Leine der beiden Zahlen «, b, sondern zwei
vou den iibrigen, z B. ¢, d, herausgegriffen werden, so dass zu-
nichst der Complex

Oy Dacdiien, i
entsteht. Auch jetzt kann man wieder die auf den ersten Schritt
folgenden Operationen bei beiden Anordnungen nach Belichen aus-
fiihren; man vereinige daher zuniichst hei der ersten Anordnung
die Zahlen ¢, d, und bei der zweiten Anordnung die Zahlen «, b;
dann besteht bei beiden Anordnungen der niichstfolgende Complex
aus denselben 7 — 1 Zahlen

ab, ed,e. ..
und folglich wird abermals das Endresultat hei heiden dasselbe sein.

Hiermit ist die Allgemeingiiltigkeit des Satzes bewiesen; denn
da er nach dem vorhergehenden Paragraphen fiir » = 3 gilt, so
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gilt er nach dem Vorstehenden auch. fiir alle Systeme von Zahlen,
deren Anzahl — 4, 5, 6 w. s. w. ist. Das Endresultat heisst auch
jetzt wieder das Product aus den gegebenen Zahlen, diese letzteren
heissen die Factoren des Productes, und man bezeichnet das Pro-
duct durch das Nebeneinanderschreiben sémmtlicher in heliehiger
Ordnung folgenden Factoren.

Ein besonderer Fall dieses Satzes‘ist der, dass man hei der
Bildung des Productes aus beliebig vielen Zahlen oder Factoren
dieselben nach Belieben in Gruppen vertheilen und alle in einer
Gruppe enthaltenen Factoren zu ihrem Product vereinigen darf;
das Product aus diesen den einzelnen Gruppen entsprechenden
Producten wird immer mit dem Producte aller gegebenen Zahlen
iibereinstimmen; denn offenbar ist diese Bildung selbst eine der
verschiedenen moglichen Anordnungen des Processes. So ist z B,

abede = (ab)c(de) = (abed)e = (abe)(cd).

Es ist nicht schwierig, dieselben Siitze auch fiir den Fall zu
heweisen, dass unter den Factoren eines Productes beliehig viele
negative sind; das Vorzeichen des Productes wird das positive oder
negative sein, je nachdem die Anzahl der negativen Factoren ge-

_ rade oder ungerade ist. Endlich mag noch daran erinnert werden,

dass auch die ganze Zahl Null als Factor auftreten kann, in welchem
Falle das Product stets — 0 sein wird.

Wenn die Zahl*) « das Product aus der Zahl » und einer
zweiten ganzen Zahl m, also @ — b ist, so nennt man ¢ ein Viel-
faches oder Multiplum von b; statt dessen sagt man auch: a ist
theilbar- durch b, oder: b ist ein Theiler oder Divisor von «, oder
endlich: & geht ini'a anf. “Alle diese Benennungen sind gleich ge-
briuchlich, und da es in der Zahlentheorie ausserordentlich oft
vorkommt, diese Beziehung zwischen zwei Zahlen auszudriicken,
s0 ist es angenehm, dafiir eine Reihe verschiedener Ausdriicke zu
besitzen. Aus der Definition des Vielfachen leuchten nun sogleich
folgende Siitze ein, von denen spiiter sehr hiufig Gebrauch gemacht
werden wird.

*) Unter Zahlen schlechthin sind hier und im Folgenden immer ganze
Zahlen zu verstehen.
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1. Ist @ Multiplum von b, & wieder Multiplum von ¢, so ist
auch ¢ Multiplum von ¢. Denn der Annahme nach ist @ = mb,
b = me, wo m und n irgend zwei ganze Zahlen bedeuten; hieraus
folgt @ = m (ne¢) = (mn)c, also ist a theilbar durch c.

Allgemein: hat man eine Reihe von Zahlen, in welcher jede
ein Vielfaches der nichstfolgenden ist, so ist auch jede friihere
Zahl ein Vielfaches von jeder spiteren.

2. Ist die Zahl @ sowohl alsauch f ein Multiplum einer dritten
Zahl ¢, so ist auch die Summe und die Differenz der beiden er-
steren ein Multiplum der dritten. Denn aus a = me, b = ne folgt

@t ibi— s e

§ 4

Von der grossten Wichtigkeit fiir die Lehre von der Theil-
barkeit der Zahlen ist folgende Aufgabe™®): Wenn drgend zwei
ganze positive Zahlen a, b gegeben sind, so sollen die gemeinschaft-
lichen Theiler derselben, d. h. dicjenigen Zahlen 0 gefunden werden,
welehe gleichzeitig in a und in b awfgehen.

-Wir konnen annehmen, es sei @ grosser oder wenigstens nicht -

kleiner als 3; dann wird die Division von ¢ durch & einen Quotien-
ten m und einen Rest ¢ geben, welcher letztere jedentfalls kleiner
als b ist. Betrachten wir nun die aus dieser Division resultirende
Gleichung =
a=mb + ¢

und nehmen wir an, es sei d irgend eine sowohl in ¢ als in b auf-
gehende Zahl, so ist 0 jedenfalls auch ein Divisor des Restes ¢;
denn da @ und & Multipla von d sind, so ist (nach § 3) mb, und
folglich auch die Differenz ¢ — mb = ¢ ein Multiplum von 0.
Wir kinnen daher sagen: jeder gemeinschaftliche Theiler der bei-
den Zahlen «, b ist auch ein gemeinschaftlicher Theiler der beiden
Zahlen b, e. Umgekehrt, ist § ein gemeinschaftlicher Divisor der
beiden Zahlen b, ¢, so ist, da 8 dann auch in mb aufgeht, die Summe
mb -+ ¢ = a der beiden Multipla mb und ¢ von 6 ebenfalls ein
Multiplum von §; also ist jeder gemeinschaftliche Divisor der Zah-
len &, ¢ auch gemeinschaftlicher Divisor der Zahlen @, 5. Mithin
stimmen die gemeinschaftlichen Divisoren der beiden Zahlen a, b

*) Euclid’s Elemente, Buch VII, Satz 2
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vollstdndig mit denen der beiden Zahlen 4, ¢ iiberein; unsere Unter-
suchung ist daher von dem Paare @, & auf das Paar b, ¢ reducirt,
und da § nicht griosser als @, ¢ aber jedenfalls kleiner als & ist,
so konnen wir mit Recht sagen, dass das Problem auf ein ein-
facheres zuriickgefiihrt sei.

Wenn nun ¢ von Null verschieden ist, die erste Division also
nicht aufgeht, so kénnen wir, indem wir 4 durch die kleinere Zahl
¢ dividiren, wieder eine (Gleichung von der Form

b=mnec + d

bilden, in welcher der Divisionsrest d kleiner als der vorhergehende
¢ ist. Durch eine der obigen ganz ihnliche Betrachtung ergieht
sich dann, dass die gemeinschaftlichen Divisoren der beiden Zahlen
¢, d vollstindig mit denen der Zahlen &, ¢ und also auch mit denen
der Zahlen @, b itbereinstimmen,

So kann man fortfahren, bis einmal die Division aufgeht, was
nach einer endlichen Anzahl von Operationen durchaus eintreten
muss; denn die Zahlen &, ¢, d . . . bilden eine Reihe yon bestiindig
abnehmenden Zahlen, und da es nur eine endliche Anzahl von
Zahlen giebt, welche kleiner sind als 4, so muss unter ihnen end-
lich auch die Null erscheinen. Wir haben dann eine Kette von
Gleichungen von der Form

v =mb+¢
b—=mwe +d
c=npd fe
f=sg +h
g =1h.

Jeder gemeinschaftliche Divisor 8 von «, b ist auch Divisor der fol-
genden Zahlen ¢, d . . ., endlich auch von %; umgekehrt, ist 8 ein
Divisor von %, so lehrt die letzte Gleichung, dass 8 auch Divisor
von g, also gemeinschaftlicher Divisor von ¢ und % ist; folglich ist
o auch Divisor von f und ebenso von den vorhergehenden Zahlen,
endlich auch von # und von @. Wir haben daher das Resultat:
Die yemeinschaftlichen Divisoren zweier Zahlen « und b stim-
men diberein mit den sdimmtlichen Divisoren Finer bestimmten Zahl
h, welche man durch den obigen Algorithmus stets finden kann. Da
nun /o selbst zu diesen Divisoren gehért und unter ihnen
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dem Werth nach der grsste ist, so nennt man diese Zahl  den
grassten gemeinschaftlichen Divisor der beiden Zahlen a und &.

Hiermit ist nun zwar unser Problem nicht vollstindig gelost,
sondern nur auf das andere zuriickgefiihrt, simmtliche Divisoren
einer gegebenen Zahl 7 zu finden, fiir welches wir noch keine di-
recte Lisung haben; allein es wird sich im Folgenden hinreichend
zeigen, dass der obige Algorithmus ecin Fundament bildet, aut
welchem sich die Grundprincipien der Zahlentheorie mit ebenso
grosser Strenge wie Leichtigkeit aufbauen lassen. Nur einige Be-
merkungen noch, um auch nicht den geringsten Zweifel gegen die
Allgemeinheit der folgenden Sitze aufkommen zu lassen: wir
haben die obige Kette von Gleichungen gebildet unter der Voraus-
setzung, dass ¢ nicht kleiner als & sei; allein fir den Fall, dass
@ < b sein sollte, braucht man nur m = 0, also ¢ = ¢ zu nehmen,
um dieselbe Form auch dann zu wahren. Ebenso leicht erkennt
man, dass das Vorzeichen der Zahlen a, b ganz unwesentlich ist;
ja, es darf sogar eine von ihnen — 0 sein; nur, wenn heide — 0
sind, kann von einem grissten gemeinschaftlichen Divisor derselben
keine Rede sein.

§ 5.

Besonders interessant ist der specielle Fall, in welchem der
grosste gemeinschaftliche Divisor zweier Zahlen @, 4 die Einheit
ist; man nennt zwei solche Zahlen relative Primzahlen, auch wohl
Zahlen ohme gemeinschaftlichen Divisor, indem man absieht von
dem allen Zahlen gemeinschaftlichen Divisor 1; oder man sagt auch:
a ist relative Primzahl gegen oder zu b. Dieser Definition zufolge
erkennt man also zwei Zahlen als relative Primzahlen daran, dass
bei dem Algorithmus des grossten gemeinschaftlichen Divisors ein-
mal der Rest 1 = 1 auftritt. (Wenn eine der beiden Zahlen a, b
gleich Null ist, so muss die andere offenbar — + 1 sein)) Fiir
solche Zahlen gilt nun der folgende

Hauptsatz: Sind a, b relative Primzahlen, und ist k eine be-
licbige dritte Zahl, so ist jeder gemeinschaftliche Theiler der beiden
Zahlen al,b auch gemeinschaftlicher Theiler der beiden Zahlen k. b.

Um sich hiervon zu iiherzeugen, hraucht man nur siimmtliche
Gleichungen, die bei dem Algorithmus des grossten gemeinschaft-
lichen Divisors der Zahlen a, b gebildet werden, und deren vor-
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letate, da h = 1 ist, in unserem Falle f — sg -+ 1 lautet, mit
zu multipliciren; man erhilt dann

alk = mbk I+ ck

bl = nck + dk

ck = pdlk + ek

fk =sgk + k.
Ist nun 0 irgend ein gemeinschaftlicher Divisor von a/ und b, so
geht 0 auch in mbk, also auch in ak — mbk = ck auf; es geht
daher 0 auch in nck und folglich auch in 6k — nek — dk auf.
Und indem man diese Schlussweise fortsetzt, gelangt man zu dem
Resultat, dass 0 auch in f%, in gk, folglich auch in fk — sgh =k
aufgehen muss, was zu beweisen war.

Im Folgenden werden wir vorziiglich zwei specielle Fille dieses
Satzes gebrauchen, niimlich:

1. - Das Product zweier Zahlen a und k, deren jede relative
Primzahl gegen cine dritle b ist, ist gleichfalls velative Primzahl zu b;
denn unserem Satze nach haben al und b dieselben gemeinschaft-
lichen Divisoren, wie k und 5; da aber & und 4 relative Primzahlen
sind, so haben sie nur den einzigen gemeinschaftlichen Divisor 1;
dasselbe gilt daher von ak und b, also sind diese Zahlen relative
Primzahlen. 3

2. Sind a und b relative Primzahlen, wnd ist al durch b theil-
bar, so ist auch  durch b theilbar; denn da der Annahme zufolge
ak und 4 den gemeinschaftlichen Divisor 4 haben, so muss dem
Hauptsatze nach & auch gemeinschaftlicher Divisor von % und &,
also jedenfalls Divisor von % sein.

3. Den ersten dieser beiden Sitze kann man leicht verall-
gemeinern. Ist jede der Zahlen «, b, ¢, d ... relative Primzahl
gegen eine Zahl e, so ist auch «b, folglich auch das Product abe
aus ab und ¢, folglich auch das Productabed aus abe und d u.s.f,
kurz das Product abed ... aller jener Zahlen chenfalls relative
Primzahl gegen «. Allgemeiner, hat man zwei Reihen von Zuhlen

Oy Dpieril s
und

(0 A
von der Beschaffenheit, dass jede Zahl der cinen Reihe relative
Primzahl gegen jede Zahl der anderen Reihe ist, so ist auch das
Product abed . . . aller Zahlen der einen Reithe relative Primaahl
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gegen das Product «fy . .. aller Zahlen der anderen Reihe. Denn
soeben ist bewiesen, dass jede der Zahlen ¢, 8, . . . relative Prim-
zahl gegen das Product abed ... ist, woraus durch nochmalige
Anwendung desselben Satzes auch folgt, dass ihr Product a:fiy ...
ebenfalls relative Primzahl gegen abed . . . ist.

4, THieraus konnen wir wieder einen speciellen Fall ableiten,
indem wir annehmen, dass die Zahlen b, ¢, d . . . identisch mit «,
ferner die Zahlen g, ¢ . . . identisch mit « sind; wir erhalten dann
das Resultat: ist a relative- Primeall gegen o, so ist auch jede Po-
tenz der Zahl a relative Primzahl gegen jede Potenz der Zahl e.

Line Anwendung hiervon macht man bei dem Beweise des
Satzes, dass die mte Wurzel aus einer ganzen Zahl A4 entweder
irrational oder selbst eine ganze Zahl ist; denn wenn jene Wurzel
rational, d. h. von der Form »:s ist, wo » und s ganze Zahlen be-
deuten, die man ohne gemeinschaftlichen Divisor annehmen kann,
so ergiebt sich aus 9= A s, dass »™ durch s” theilbar ist; da nun
» und s, folglich-auch s und s” relative Primzahlen sind, so muss
g» — 1, also auch s =— 1 sein; mithin ist jene Wurzel eine ganze
Zahl r.

§. 6.

Die Aufgabe des § 4 in der Weise verallgemeinert, dass fiir
eine ganze Reihe gegebener Zahlen «, 0, ¢, d . . . alle gemeinschaft-
lichen Divisoren gesucht werden, fiihrt zu einem ganz #hnlichen
Resultate. Ts sei & der grisste gemeinschaftliche Divisor von a
und b, so ist, wie wir frither fanden, jeder gemeinschaftliche Di-
visor ‘von ¢ und b auch Divisor von  und umgekehrt; jeder ge-
meinschaftliche Divisor der drei Zahlen g, b, ¢ ist daher auch ge-
meinschaftlicher Divisor von %, ¢ und umgekehrt; bezeichnet man
daher mit & den grossten gemeinschaftlichen Divisor von 7 und e,
s0 ist jede gleichzeitig in a, b, ¢ aufgehende Zahl Divisor von F,
und umgekehrt wird jeder Divisor von & auch Divisor der drei
Zallen «, b, ¢ sein. Bildet man ferner den grossten gemeinschaft-
lichen Divisor I der beiden Zahlen & und d, so stimmen die ge-
meinschaftlichen Divisoren der vier Zahlen a, b, ¢, d vollstindig
iiberein mit den simmtlichen Divisoren der Zahl 7 w s. f. Wir
haben daher das Resultat: ist irgend eine Reihe von Zahlen a, b,
¢, d ... gegeben, so giebt es stets eine — und natiirlich auch nur
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eine — Zahl m von der Beschaffenheit, dass jede gleichzeitig in a,
in b, in e, in d u. s, w. aufgehende Zuhl auch in m aufgeht, wnd
umgekehit jeder Divisor von m auch Divisor jeder einzelnen der
Zahlen a, b, ¢, d ... ist. Diese vollkommen bestimmte Zahl m
heisst deshalb wieder der grisste gemeinschaftliche Divisor der ge-
gehenen Zahlen. (Eine Ausnahme hiervon tritt nur dann ein,
wenn die gegebenen Zahlen alle — 0 sind.) Setzt man ferner
a=mal:bi=mb5c="md;, di='md. . .., soisind a,ib', i, d ...
ganze Zahlen, deren grosster gemeinschaftlicher Theiler = 1 ist,
oder, wie man kurz sagt, Zahlen ohne gememnschaftlichen Theiler.
Umgekehrt, wenn o', V', ¢/, @' . . . Zahlen ohne gemeinschaftlichen
Theiler sind, so leuchtet ein, dass m der grdsste gemeinschaftliche
Theiler der Zahlen ma', mb', mc, md' . . . ist.

Dagegen bemerken wir an dieser Stelle ein- fiir allemal, dass,
wenn Zahlen a, b, ¢, d ... relative Primzahlen genannt werden,
darunter stets zu verstehen ist, dass je zwei von ihnen relative
Primzahlen sind; solche Zahlen sind daher stets zugleich Zahlen
ohne gemeinschaftlichen Theiler; aber Zahlen ohne gemeinschaftt-
lichen Theiler sind nicht nothwendig relative Primzahlen.

§ 7.

Gewissermaassen das Umgekehrte der vorhergehenden ist die
folgende Aufgabe: Wenn eine Reihe von Zahlen a, b, ¢, d . . . ge-
geben ist, so sollen alle gemeinschaftlichen. Multipla devselben, d. h.
alle Zahlen gefunden werden, welche durch jede einzelne dey ge-
gebenen Zahlen theilbar sind. Da von den gesuchten Zahlen zu-
erst gefordert wird, dass sie durch « theilbar sein sollen, so sind
sie jedenfalls in der Form s« enthalten, wo s irgend eine ganze
Zahl bedeutet. Ist nun & der grosste gemeinschaftliche Divisor
der beiden Zahlen ¢ = 0« und b = 94’ so sind o' und &' re-
lative Primzahlen; soll daher se = s«'d theilbar sein durch
b = 0’0, so muss sa’ durch &', und folglich (§.5, 2.) auch s durch ¢’
theilbar, also von der Form s'4' sein, wo s’ wieder irgend eine ganze
Zahl bedeutet. Sdmmtliche sowohl durch a als durch b theilbare
Zahlen sind daher von der Form se¢ = s'.a'0'd, und umgekehrt
leuchtet ein, dass alle in dieser Form enthaltenen Zahlen sowohl
durch @ = @'0 als durch & = #'9 theilbar sind.
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Es zeigt sich also, dass die simmtlichen gemeinschaftlichen
Multipla der beiden Zahlen @, & iibereinstimmen mit den simmt-
lichen Vielfachen einer bestimmten Zahl

ab

TRy el
a0 = = = u,

)
we.IGhe man deshalb das Kleinste gemeinschaftliche Vielfache der
beiden Zahlen @, b nennt,
Um. diesen Satz fiir eine beliehige Anzahl gegebener Zahlen
@, b, ¢ d . ..zu verallgemeinern, braucht man nur zu bemerken,
dass jedes gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen

aEbsicdis
nothwendig auch ein gemeinschaftliches Vielfaches der Zahlen
TSl

ist und umgekehrt. Man wird daher zuniichst das kleinste ge-
meinschaftliche Multiplum » der beiden Zahlen @ und ¢ suchen
dann das kleinste gemeinschaftliche Vielfache @ von v und d u.s. f.’
Auf diese Weise leuchtet ein, dass simmtliche gemeinschaftliche
Multipla der gegebenen Zahlen a, b, ¢, d . .. iibereinstimmen mit
den siimmtlichen Vielfachen einer einzigen vollstiindig bestimmten
Zahl @, welche man deshalb das einste gemeinschaftliche Viel-
Sache der gegebenen Zahlen nennt.

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, in welchem die
Zah.len @ b, ¢, d . .. relative Primzahlen sind. In diesem Falle ist
zuniichst 0 = 1, also ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
der'bciden relativen Primzahlen @ und 4 ihr Product ¢b. Da nun
¢ wieder relative Primzahl gegen ¢ und gegen b, also (§.5,1.) auch
gegen ab ist, so ist abe das kleinste gemeinschaftliché Multiplum
de}‘ drei Zahlen a, b, ¢ u. s. £, Kurz, man erhiilt das Resultat:
Sind @, b, ¢, d ... relative Primeahlen, so ist jede Zahl, welche
cl;t»rch. Jede einzelne derselben theilbar ist, auch dwrch ihr ’Product
abed . . . theilbar.

§. 8.

Da .]E.ld(} Zahl sowohl durch die Einheit, als auch durch sich
selbst thell]il&l‘. 1st, so hat jede Zahl — die Einheit selbst ausge-
nommen oy mindestens zwei (positive) Divisoren. Jede Zahl nun,
xzvelche keine anderen als diese beiden Divisoren besitzt, heisst eine

e 5
rimeah erus primus); es ist zweckmissioc. die Toinheit
2ahl (nuwmerus primus); es ist zweckmiissig, die Einheit nicht
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zu den Primzahlen zu rechnen, weil manche Sitze iitber Primzahlen
nicht fiir die Zahl 1 giiltig bleiben.

Aus dieser Erklirung ergiebt sich der Satz: Wenn p eine
Primzahl und a irgend eine ganze Zahl ist, so geht entweder p in
a auf, oder p ist relative Primzahl zu . Denn der grisste gemein-
schaftliche Divisor von p und « ist entweder p selbst oder die
Einheit.

Hieraus folgt weiter: Wenn ein Product aus mehreren Zahlen
a, b, e, d...duwch eime Primzahl p theilbar ist, so geht p min-
destens in einem der Factoren a, b, ¢, d . . . auf. Denn wire keine
einzige dieser Zahlen durch p theilbar, so wiire p relative Prim-
zahl gegen jede einzelne von ihnen und folglich auch gegen ihr
Product, was gegen die Annahme streitet, dass dies Product durch
p theilbar ist.

Jede Zahl, welche ausser sich selbst und der Einheit noch
andere Divisoren hat, heisst susammengesetzt (numerus compositus).
Diese Benennung wird gerechtfertigt durch folgenden

Fundamentalsatz : Jede zusammengesetzte Zahl. lisst sich stets
und nur auf eine eingige Weise als Product aus einer endlichen
Anzahl von Primzahlen darstellen.

Beweis. Da jede zusammengesetzte Zahl m ausser 1 und m
noch andere Divisoren hat, so sei ¢ ein solcher; ist nun ¢ keine
Primzahl, also eine zusammengesetzte Zahl, so besitzt ¢ ausser 1
und « noch andere Divisoren, z B. b; ist & noch keine Primzahl,
also zusammengesetzt, so hat & wieder mindestens einen Divisor ¢,
der von 1 und b verschieden ist. Fihrt man so fort, so muss man
endlich einmal zu einer Primzahl gelangen; denn die Reihe der
Zahlen m, «, b, ¢ . . . ist eine abnehmende, sie kann also, da es nur
eine endliche Anzahl von Zahlen giebt, welche kleiner als m sind,
nur eine endliche Anzahl von Gliedern enthalten; das letzte Glied
derselben muss aber eine Primzahl sein, denn sonst konnte man
ja die Reihe noch weiter fortsetzen. Bezeichnet man diese Prim-
zahl mit p, so ist, da jedes Glied der Reihe ein Multiplum des fol-
genden ist, die erste Zahl m auch ein Multiplum von der letzten p.
Man kann daher

m = pm' :
setzen. Nun ist 2/ entweder eine Primzahl — dann ist m schon
als Product von Primzahlen dargestellt — oder m/ ist zusammen-
gesetzt; im letzteren Falle muss es wieder eine in m’ aufgehende
Primzahl p’ geben, so dass
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m = p'm, also m = pp'm"

wird.  Ist nun " noch keine Primzahl, so kann man auf dieselbe
Weise fortfahren, bis man m als Product von lauter Primzahlen
dargestellt hat. Dass dies wirklich nach einer endlichen Anzahl
von fhnlichen Zerlegungen geschehen muss, leuchtet daraus ein,
dass die Reihe der Zahlen m, !, m"” . . . ebenfalls eine abnehmende
und folglich eine endliche ist. 2

Hiermit ist der eine Haupttheil des Satzes erwiesen, welcher
die Moglichkeit der Zerlegung hehauptet; offenbar ist aber diese
successive Ablosung von Primzahl-Factoren in mancher Beziehung
willkiirlich, und es bleibt daher noch nachzuweisen iibrig, dass, auf
welche Weise dieselbe auch ausgefiihrt sein mag, das Endresultat
doch stets dasselbe sein muss. Nehmen wir daher an, man habe
durch zwei verschiedene Anordnungen einmal

m = ppp" . ..
ein anderes Mal

W =g AN
gefunden, wo p, p', p” . . . und ¢, ¢, ¢ . . . simmtlich Primzahlen
bedncuten. Da nun das Product pp'p” . .. durch die Primzahl q
theﬂb.ar ist, so muss mindestens einer der Factoren, z B. p, durch
q theilbar sein; p hesitzt aber als Primzahl nur die beiden Di-
visoren 1 und p, und folglich muss ¢ = p sein, da q nicht =1
ist. Hieraus folgt nun

I)Ip” e — (I'q” b
- P, 1 Tasa 3 = =
un.d man La.n,n imf dieselbe Weise zeigen, dass ¢/ mit einer der
- ' 3 3 s b
anzal}l&n P, p" ... z B.mit p', identisch sein muss, woraus
dann wieder

"

P = q” R

folgt.  Auf diese Weise iiberzeugt man sich davon, dass jede Prim-
zahl, welche bei der zweiten Art der Zerlegung ein oder mehrere
Male als Factor auftritt, mindestens ebenso oft auch bei der ersten
Zerlegung vorkommt; da aber ferner auf dieselbe Weise gezeigt
werden kann, dass sie bei der zweiten Zerlegung mindesten: eben-
$0 oft vorkommt wie bei der ersten, so muss jede Primzahl in bei-
den Zerlegungen gleich oft als Factor vorkommen und folglich
stimmt der Complex aller Primzahlen bei der einen Z’er]evunu ':'011-
stiindig mit dem bei der anderen iiberein. S
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Nachdem so der Satz in allen seinen Theilen bewiesen ist,
konnen wir die Darstellung der zusammengesetzten Zahl s noch
dadurch vereinfachen, dass wir jedesmal alle unter einander identi-
schen Primzahl-Factoren zu einer Potenz vereinigen. KEs sei nim-
lich @ eine von den in m aufgehenden Primzahlen, und zwar mag
dieselbe genau emal als Factor in der Zerlegung vorkommen, so
vereinigen wir diese ¢ Factoren zu der Potenz a¢; sind hierdurch
noch nicht alle Factoren erschopft, undist & eine der iihrigen Prim-
zahlen, so bilden wir, wenn sie genau fmal vorkommt, die Potenz
5#, und in derselben Weise fahren wir fort, wenn hierdurch noch
nicht alle Primzahl-Factoren von m erschopft sind. Auf diese
Weise iiberzeugt man sich, dass man jeder zusammengesetzten

_Zahl m die Form

: m o= a%bBc¥ ...
geben kann, in welcher a, b, ¢ die simmtlichen unter einander ver-
schiedenen, in s aufgehenden Primzahlen, und e, B, p . . . ganze
positive Zahlen bedeuten. Dass aber in dieser Form nicht nur alle
zusammengesetzten, sondern auch alle Primzahlen enthalten sind,

“leuchtet unmittelbar ein.

Die Primzahlen bilden daher gewissermaassen das Material,
ans welchem alle anderen Zahlen sich zusammensetzen lassen.
Dass es unendlich viele Primzahlen giebt, hat schon Euclid®) be-
wiesen, und zwar in folgender Art. Gesetzt es giibe nur eine end-
liche Anzahl von Primzahlen, so wiirde eine von ihnen, die wir mit

g p bezeichnen wollen, die letzte, d. h. die grésste sein. Denken wir

uns nun alle diese Primzahlen aufgeschrieben

2,°8,70, 0,11 S p;
so miisste jede Zahl, welche grosser als p ist, znsammengesetzt und
folglich durch mindestens eine dieser Primzahlen theilbar sein.
Allein es ist sehr leicht, eine Zahl zu bilden, welche erstens grosser
als p und zweitens durch keine jener Primzahlen theilbar ist; dazn
bilden wir das Product aller Primzahlen von 2 bis p und vergrissern
dasselbe um eine Linheit. Diese Zahl

2 —:2:4 80D . 2. p i
ist in der That grosser als p, da ja schon 2p grisser als p ist; sie
ist aber durch keine der Primzahlen theilbar, da z, durch jede
derselben dividirt, immer den Rest 1 ldsst. Damit ist also unsere

*) Ilemente, Buch IX, Satz 20.
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Annahme im Widerspruch, und folglich giebt es unendlich viels
Primzahlen.

Dieser Satz ist nur ein specieller Fall des anderen, dass in
jeder unbegrenzten arithmetischen Progression, deren allgemeines
Glied kw4 m ist, und in welcher das Anfangsglied m und die
Differenz % relative Primzahlen sind, unendlich viele Primzahlen
enthalten sind; allein, so einfach der Beweis fiir den speciellen
Fall war, in welchem : — 1, so schwierig war es, einen strengen
Beweis fiir den allgemeinen Satz zu geben, und dies ist bis jetat

nur durch Zuziehung von Principien gelungen, welche der Infini- -

tesimalrechnung angehiren *).

§ 9.

Durch den soehen bewiesenen Fundamentalsatz haben wir nun
ein einfaches Kriterium gewonnen, nach welchem stets beurtheilt
werden kann, ob eine Zahl m durch eine andere n theilbar ist oder
nicht, sobald wir voraussetzen diirfen, dass beide in ihre Prim-
factoren zerlegt sind. Nehmen wir nimlich an, dass m durch n
theilbar, dass also #m = ngq ist, so leuchtet ein, dass jede in 2 auf-
gehende Primzahl auch in m aufgehen muss; es kann daher »
keine anderen Primfactoren enthalten als m, und ausserdem kann
auch ein solcher Primfactor nicht ofter in n als in m vorkommen;
und umgekehrt, wenn jeder Primfactor der Zahl »n mindestens
ebenso oft in m vorkommt wie in n, 80 ist auch m durch » theilbar;

Sind daher a, b, ¢ . . . die simmtlichen von einander verschie-
denen, in s aufgehenden Primzahlen, so dass

m—=a“hbel .., .
s0 ist jeder Divisor » dieser Zahl in der Form
n=a<b¥ " ...
enthalten, in welcher
of irgend eine der o 4 1 Zahlen

01200 o
B Wi Ay w B4+1 » 05 i 5B
v ” » w Y41 » 05 152 .y

. 8. w.

*) Siehe die Supplemente VI, §- 132 his 137,
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bedeutet; und alle diese Zahlen n sind wirklich Divisoren von .
Hieraus gehen sogleich einige interessante Folgerungen hervor.
Zundichst leuchtet ein, da jede Combination eines Werthes
von ¢’ mit einem von f#/, mit einem von p' u. s. w. einen Divisor
von m liefert, und da je zwei verschiedenen solchen Combinationen
(nach §. 8) auch zwei ungleiche Divisoren von m entsprechen, dass
die Anzahl aller Divisoren von m gleich
+DE+DEF+D)...
ist; diese Anzahl hiingt daher nur von den Exponenten e, 8, 7 . . .
ab, nicht aber von der Natur der in m aufgehenden Primzahlen
a, b, ¢ U, 8. W.
Bildet man ferner das Schema

Loaa ol
1.0, 6857 = hp
e
w s W
und bildet alle Producte a’ b ¢ . .., indemman aus jeder dicser

5 Y e / e o
Horizontalreihen ein Glied a¢, 08, ¢ . . . auswiihlt, so erhiilt man
alle Divisoren der Zahl s, und zwar jeden nur ein einziges Mal.
Die Summe aller dieser Divisoren erhilt man daher nach derselben
Regel, nach’ welcher man die einzelnen Aggregate

¢ _a_u-l—l_l

1+a—|—m~+»~+u“_ﬁ

iE o |

1+b+b9+---+b/3:bT_—l

gt — 1

1+U+CZ+"'+W=’,‘T1'
W S. W.

mit einander zu multipliciren hat; folglich ist die Summe aller
Divisoren der Zahl m gleich dem Product
aeti—1 A1 ]
a—1 YR e

Nehmen wir z B. m=060 = 22.3.5, so sind die siimmtlichen

Divisoren folgende:
1,2, 3,4, 5,6, 10, 12, 15, 20, 30, 60;

ihre Anzahl ist

CH+HD A+ (A+1) =12

Dirichlet, Zahlentheorie,

o
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und ihre Summe

e . gt . B — 7146 — 168
2—1 3—1 5—1

§. 10.

Wir kehren nun zu einigen fritheren Aufgaben zuriick, zu-
niichst zu derjenigen (§. 6), den grossten gemeinschaftlichen Divi-
sor einer Reihe von Zahlen zu bilden, jetzt unter der Voraussetzung,
dass ihre Zerlegungen in Primfactoren gegeben sind. Man be-
trachte alle Primzahlen, welche in diesen Zerlegungen vorkommen,
und scheide zuniichst diejenigen unter ihnen aus, welche in einer
oder mehreren der gegebenen Zahlen gar nicht als Primfactoren
enthalten sind. Bleibt auf diese Weise gar keine Primzahl iibrig,
s0 ist die Einheit der gesuchte grisste gemeinschaftliche Divisor.
Im entgegengesetzten Fall sei ¢ eine Primzahl, welche bei dieser
vorliiufigen Ausscheidung zuriickgeblieben ist und also in jeder der
gegehenen Zahlen mindestens einmal enthalten ist; man zihle, wie
oft @ als Primfactor in jeder einzelnen der gegebenen Zahlen vor-
kommt, und nehme die kleinste dieser Anzahlen, die wir mit « be-
zeichnen, so dass ¢ in mindestens einer der gegebenen Zahlen genau
amal, in allen iibrigen aber mindestens ebenso oft als Primfactor
vorkommt. Aehnlich verfahre man mit den iibrigen Primzahlen
b, ¢ . .., sofern diese noch nicht erschopft sind, und bilde fiir jede,
fiir & die Anzahl B, fiir ¢ die Anzahl 7 w.s.w. nach derselben Regel,
nach welcher fiir die Primzahl ¢ dic Anzahl « gebildet wurde.
Dann ist

a“bBe? . ..

der gesuchte grosste gemeinschaftliche Divisor, Der Beweis fiir-

diese Regel leuchtet unmittelbar dadurch ein, dass der grosste
gemeinschaftliche Divisor keine anderen Primfactoren enthalten
kann, als solche, welche in jeder der gegebenen Zahlen enthalten
sind, und dass er keinen Primfactor fter enthalten kann, als irgend
eine der gegebenen Zahlen.

Achnlich gestaltet sich die Lésung der anderen Aufgabe, das
kleinste gemeinschaftliche Multiplum einer Reihe von gegebenen
Zahlen zu bilden (§. 7). Jetat betrachte man jede Primzahl, die
in irgend einer der gegehenen Zahlen als Factor enthalten ist, und
sehe nach, in welcher sic am hiinfigsten vorkommt; ebenso oft
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nehme man sie als Factor in das kleinste gemeinschaftliche Multi-
plum auf; sind daher a, b, ¢... die simmtlichen Primzahlen, welche
in den einzelnen Zerlegungen der gegebenen Zahlen vorkommen,
so erhiilt man nach dieser Regel das gesuchte kleinste gemein-
schaftliche Multiplum in der Form
ad b8 ¥ . .,

wo z B. der Exponent e’ dadurch bestimmt ist, dass die Primzahl
@ in mindestens einer der gegebenen Zahlen genau ¢/mal, in allen
iibrigen aber nicht ofter als Factor enthalten ist. Der Beweis liegt
hier darin, dass die gesuchte Zahl jeden Primfactor enthalten muss,
der in einer der gegebenen Zahlen enthalten ist, und zwar minde-
stens ehenso oft, als diese. 3

Endlich konnen wir aus den vorhergehenden Principien noch
ein Kriterium ableiten, nach welchem zu erkennen ist, ob eine Zahl

m— GO B ey
eine genaue rte Potenz einer ganzen Zahl % ist. Dazu ist offenbar
erforderlich und hinreichend, dass alle Exponenten «, 3,y ... durch
7 theilbar sind, wie man sogleich aus der Anmahme
m=1r

erkennt.

§. 11.

Wir gehen nun zu einer Untersuchung iiber, welche an sich
schon interessant und ausserdem fiir die Folge von der grossten
Wichtigkeit ist. Denken wir uns einmal alle ganzen Zahlen

1,28, 4 . m
bis zu ciner beliebigen letzten m aufgeschrieben, und zihlen wir
ab, wie viele von ihnen relative Primzahlen gegen die letzte m
sind. Diese Anzahl bezeichnet man in der Zahlentheorie durch-
gingig mit @ (m), wo der Buchstabe ¢ die Rolle eines Functions-
zeichens spielt™). Da die Einheit relative Primzahl gegen sich
selbst ist, so folgt zuniichst
) =1;
durch wirkliches Abziihlen findet man ferner

*) Gauss: Disquisitiones Arithmeticae art. 38.



20N Erster Abschnitt.

P =Loe@B)=290@d=209()=41

w. 8. w. Allein es kommt’ darauf an, einen allgemeinen Ausdruck
fiir die Function @ (m) zu finden, und wir werden sehen, dass man
zu diesem Zweck nur die simmtlichen von einander verschiedenen
Primzahlen @, b, ¢ . . . zu kennen braucht, welche in  aufgehen.
Unsere Aufgabe ist niimlich identisch mit dieser: die Anzahl der
obigen Zahlen zu bestimmen, welche durch keine dieser Primzahlen
@ b, ¢ . .. theilbar sind; und diese ist wieder nur ein specieller
Fall der folgenden:

Wenn g, b, ¢ . .. relative Primzahlen sind und simmtlich in
einer Zahl m aufgehen, so soll die Anzahl derjenigen der Zahlen

1243005 < (I1)

bestimmt werden, welche durch keine der Zahlen @, &, ¢ . . . theil-
bar sind.

Bs zeigt sich nun, wie es hiufig geschieht, dass die allgemei-
nere Aufgabe leichter zu lsen ist, als-der direct angegriffene spe-
cielle Fall. Zu diesem Zweck scheiden wir zuniichst aus dem
Zahlencomplex (M) alle diejenigen aus, welche durch die Zahl «
theilbar sind; es sind dies offenbar die Zahlen

m
a, 2a, 3a ... —a;
a

die Anzahl derselben ist m : a; es bleiben daher, nachdem die-
selben aus dem Complex (M) ausgeschieden sind, nur

: m I
m.——“— —m (1 -——) 1)

a

Zahlen iibrig, welche nicht durch « theilbar sind, und deren Com-
plex wir mit (4) bezeichnen wollen.

Aus diesem Complex (4) sind nun zuniichst alle durch 5 theil-
baren Zahlen auszuscheiden; es sind dies offenhar alle diejenigen
Zahlen des Complexes (1), welche der doppelten Forderung ge-
niigen, erstens dass sie nicht durch a, zweitens dass sie durch &
theilbar sind. © Alle Zahlen nun, welche der zweiten Forderung
geniigen, sind die folgenden

b, 20,38, %’J;;
damit aber eine dieser Zahlen, z. B. b, auch der ersten Forderung
geniige, ist erforderlich und hinreichend, dass der Coefficient »

s £ .

R
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nicht durch @ theilbar sei; denn da der Annahme nach ¢ und b
relative Primzahlen sind, so ist #0 theilbar oder nicht theilbar
durch ¢, je nachdem » durch @ theilbar ist oder nicht (§. 5, 2.).
Die Anzahl der noch aus dem Complex (4) auszuscheidenden
Zahlen stimmt daher iiberein mit der Anzahl derjenigen der Zahlen

m
_I)— )

welche nicht durch « theilbar sind. Da nun s durch @ und ,
folglich auch durch ab theilbar ist, so ist die letzte dieser Zahlen
m : b theilbar durch a; unsere Frage ist also dieselbe fiir die Zahl
m : b wie diejenige, welche wir durch den ersten Schritt fiir die
Ziahl m gelost und durch die Formel (1) beantwortet haben. Die
Anzahl der aus (A) auszuscheidenden Zahlen ist daher gleich

m 1 .
) )
und wir erhalten

m(l ———%)—%(1 ;(—IL) = m(] —%) (1 —%> (2)

als Anzahl derjenigen im Complex () enthaltenen Zahlen, welche
nicht durch & theilbar sind, oder, was dasselbe ist, als Anzahl der-
jenigen in (M) enthaltenen Zahlen, welche weder durch @ noch
durch & theilbar sind.

Bezeichnen wir den Complex dieser Zahlen mit (2), so kann
man in derselben Weise fortfahren und gelangt so durch Induction
zu dem Resultat, dass die Anzahl derjenigen in (M) enthaltenen
Zahlen (K), welche durch keine der Zahlen a, b, ¢ . . . & theilbar
sind, gleich

s(-DEPE-D- (D) o

ist. Um die Allgemeingiiltigkeit dieses Gesetzes nachzuweisen,
nehmen wir an, dass die Richtigkeit desselben fiir die Zahlen
a, b, ¢ ...k schon bewiesen sei, und untersuchen, was geschicht,
wenn zu denselben noch eine andere 7 hinzukommt, wobei natiirlich
wieder vorausgesetzt wird, erstens dass 7 in m aufgeht, zweitens
dass 1 relative Primzahl gegen jede der vorhergehenden Zahlen
a, b, ... kist

Um die Anzahl aller in (3) enthaltenen Zahlen zu bestimmen,
welche durch keine der Zahlen «, b, ¢ . . . I, ! theilbar sind, haben

T howgz=
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wir aus dem Complex (&) derjenigen Zahlen, welche durch keine
der Zahlen a, b, ¢ ...k theilbar sind, und deren Anzahl durch
die Formel (3) gegeben ist, nur noch die auszuscheiden, welche
durch 7 theilbar sind; es sind dies alle diejenigen in (/) enthal-
tenen Zahlen, welche erstens nicht theilbar dureh a, b, ¢...F
zweitens theilbar durch 7 sind. Alle durch 7 theilbaren Zahlen
des Complexes (M) sind diese

m .

520,800 % T["
und damit irgend eine derselben, z. B. I, durch keine der Zahlen
a, b ...k theilbar sei, ist erforderlich und hinreichend, dass der

Coefficient » dieselbe Eigenschaft habe. Die Anzahl der auszu-
scheidenden Zahlen stimmt daher iiherein mit der Anzahl der-
jenigen unter den Zahlen :

4 L5 iy
welche durch keine der Zahlen a, & . . . & theilbar sind; diese ist
aber nach der als richtig vorausgesetzten Formel (3) gleich

2B (-3 (1)

nach Ausscheidung derselben aus dem Complex (K) bleiben daher

o(1=3) (=) (=)
Hisllog ey
= 0y

Zahlen iibrig, niimlich diejenigen, welche durch keine der Zahlen
a, b, ¢ ...k 1 theilbar sind.

Hiermit ist die Allgemeingiiltigkeit unseres Satzes bewiesen;
kehren wir nun zu unserer urspriinglichen Aufgabe zuriick, so er-
halten wir das Resultat *):

*) Buler: Theoremata arithmetica nova methodo demonstrata, Comm.
nov. Ac. Petrop. VIIL p. 74.  Speculationes circa quasdam insignes pro-
prictates numerorum, Acta Petrop. IV, 2. p, 18, — Eine hochst werthvolle
Sammlung der arithmetischen Abhandlungen Euler’s ist von den Briidern
Lruss unter folgendem Titel herausgegeben: Leonhards Fuleri Commenta-
tiones Arithmeticae Collectae. Petropoli 1849. 2 tom.
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Sind a, b . . .k, 1 die simmtlichen von einander verschiedenen
in m aufgehenden Primzahlen, so ist

pon=n(1—2)(1-3). - (1-7)(1 _%>

die Anzall aller derjenigen der Zahlen
1, 2% o,
welche relative Primezohlen gegen die letzte m sind.

Denn damit irgend eine Zahl relative Primzahl gegen i sei,
ist erforderlich und hinreichend, dass sie durch keine der in m
aufgehenden absoluten Primzahlen theilbar sei.

Wir kionnen dem gefundenen Ausdruck eine andere Form
geben, indem wir m als Product von Primzahl-Potenzen darstellen;
da a, b, ¢ . . . die simmtlichen von einander verschiedenen in m
aufgehenden Primzahlen sind, so hat m die Form

m=10%beeY . .,
und es wird

om) = (a—1) a«r . (0—1) b8 (¢c—1) ¥ ...

Um unseren Satz an einem Beispiel zu priifen, wiihlen wir
m = 60; die simmtlichen Zahlen, welche nicht grésser als 60 und
relative Primzahlen gegen 60 sind, bilden die Reihe

1,7, 11, 18, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 59,
und ihre Anzahl ist = 16; in der That finden wir nach der obigen
TFormel, da 2, 3, 5 siimmtliche in 60 aufgehende Primzahlen sind,

. RSO )
$(60) =60 5 - = - = =16.
§ 12.

Aus der gefundenen Form der Function ¢ (m) geht auch noch
folgender Satz hervor: Sind m wund m' zwei relative Primzahlen,
50 ist :

@ (mm') = @ (m) @ (w').
Denn sind «, b, ¢ . . . simmtliche in m, und o, O, ¢ ... simmt-
liche in o’ aufgehende Primzahlen, so stimmt, da m und w' relative
Primzahlen sind, lkeine Primzahl der einen Reihe mit einer der
anderen iiberein, d. h. alle Primzahlen

i

(R R AT ot £
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sind von einander verschieden. Sie gehen ferner séimmtlich in
dem Product mm' auf, und umgekehrt muss jede in mm' aufge-
hende Primzahl, da sie in einem der beiden Factoren m, m' auf-
gehen muss, mit ‘einer dieser Primzahlen iibereinstimmen. Also
sind dies die simmtlichen von einander verschiedenen in mm' auf-
gehenden Primzahlen; hieraus folgt

(D631

1 1 1
(1o
Da nun andererseits
s 1 1 1
@ (m) = m(] -—7[) (1 ——b-> (1 —?> s
e Ao l 1 1
(p(_m)—)n(l u’) (l_—l7><1——7)

ist, so ergiebt sich durch den unmittelbaren Anblick die Richtig-
keit des zu beweisenden Satzes.
So ist z B. :

P(60) = @(4.15) = p4) ¢ (15) =2 . 8§ = 16.
Uebrigens leuchtet ein, dass der soeben bewiesene Satz ohne Wei-
teres auf ein Product aus heliebig vielen Zahlen m, !, m" . . .
ausgedehnt werden kann, welche simmtlich unter einander relative
Primzahlen sind; denn es ist z B.

@ (mm'm") = @ (m) @ @m'm") = @ (m) @ (m') @ (m")
und ihnlich fiir eine grssere Anzahl von Factoren.

@ (mm') = mm/

und

§. 13.

; Dle f}ufgabo, den Werth der Function @ (m) zu bestimmen,
ist eigentlich nur ein specieller Fall von der folgenden:
Wenn 6 irgend ein Divisor der Zahl m = nd ist, so soll die
Anzahl derjenigen der Zahien
1,52, 8. .m
bcistzvizzizt werden, welche mit m den grossten gemeinschaftlichen Di-
visor & haben.

.
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Wir kénnen dieselbe sogleich auf den fritheren speciellen Fall
zuriickfiihren., Zuniichst leuchtet niimlich ein, dass die Zahlen, um
welche es sich handelt, unter den Vielfachen von 4, also unter den
Zahlen -

0,20,30,...n0
zu suchen sind. Damit nun d der grosste gemeinschaftliche Divisor
von s — nd und einer Zahl von der Form 78 sei, ist erforderlich
und hinreichend, dass der Coefficient » relative Primzahl gegen
n sei; die gesuchte Anzahl ist daherzugleich die Anzahl derjenigen
der Zahlen

L, 02558 e 28y
welche relative Primzahlen gegen die letzte n derselben sind; diese
Anzahl ist folglich = @ (n). Offenbar geht diese allgemeinere
Aufgabe wieder in die frithere iiber, wenn der Divisor 0 = 1 ist.

Aus der Lisung dieser Aufgabe lisst sich nun ein schioner
Satz iiber die Function ¢ (m) ableiten, der in spiteren Unter-
suchungen eine grosse Rolle spielt. Schreiben wir einmal alle Di-
visoren

6’, 6“, i .
der Zahl

m =m0l =m0l =g =

auf, und theilen wir alle m Zahlen

1, 280 e
in ebenso viele Gruppen ein, als es Divisoren d von m giebt, indem
wir alle die Zahlen, welche mit m den grossten gemeinschaftlichen
Divisor 6" haben, und deren Anzahl nach dem Vorhergehenden
= @ (#') ist, in die erste Gruppe, ebenso alle die ¢ (#') Zahlen,
welche mit m den grissten gemeinschaftlichen Divisor 0" haben,
in die zweite Gruppe aufnehmen u. s. f. So leuchtet ein, dass jede
der o Zahlen in eine, aber auch nur in eine solche Gruppe auf-
genommen wird, und es muss daher das Aggregat der Zahlen

P o), (") - ..
welche angeben, wie viele Zahlen der ersten, zweiten, dritten w.s.w
Gruppe angehdren, mit der Anzahl m der siimmtlichen in diese
Gruppen vertheilten Zahlen iibereinstimmen. Da nun die Zahlen
Wy, w" . .. ehenfalls die siimmtlichen Divisoren der Zahl s bil-
den, so erhalten wir folgenden Satz*):

*) Gauss: D. A. art, 39.
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Durchlawft n alle Divisoren einer Zahl m, so ist dic enf-
sprechende Swumme

X9 (n) = m.

Es wird gut sein, diesen Satz wieder an einem Beispiel zu

priifen. Nehmen wir # — 60, so sind die Zahlen
1,2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60

die siimmtlichen Divisoren % von 60. Nun ist

9)(1) —4il (P(Q) = 11 97(3) =2, (p('i‘) =2,

() =4 96) =2, @10)=4, @(12)=4,

p(15) =8, p(20)=8, §(30)=8, (60)= 16;
und die Summe aller dieser Zahlen ist in der That — 60.

o

§ 14,

Der soeben gegebene Beweis dieses wichtigen Satzes iiber
die Function ¢ (m) ergab sich unmittelbar aus dein Begriff dieser
Function ohne Iiilfe der vorher fiir dieselbe gefundenen Form
und ohne alle Rechnung *); es wird aber gut sein, noch einen zwei-
ten Beweis hinzuzufiigen, welcher mehr rechnend zu Werke geht
und die friiher abgeleitete Form der Function und die daraus ge-
zogenen Folgerungen voraussetzt.

Jeder Divisor # der Zahl

m = a%bBe.. ..
hat die Form

n=a?bf ¢’ ...
wo wie frither ¢, b, ¢ ... von einander verschiedene Primzahlen
b 0 o ! U ’ : = 2
bcdcuten.. Da also a®, bF, ¢¥' . .. unter einander relative Prim-
zahlen sind, so ist

£ i :
9m) =9 @) p@F) 9(c”). ..

Um nun alle Divisoren 2 der Zahl m zu erhalten, muss man

*) Dieser'SiLtz chaml_(tcrisiri umgekehrt die Function ¢ (m) vollstandig,
80 dass aus 1]11{1 auch die (in §. 11 gefundene) Form derselben abgeleitet
werden kann; siehe die Supplemente YII, §. 138,
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o die Zahlen 0, 1
/
ﬁl ” n 07 1
/V ”n n 0’ l
n 8. W

Qi e
2853
2=

3

3

durchlaufen lassen, Bildet man nun das Aggregat aller entsprechen-
den Werthe ¢ (1), so leuchtet ein, dass dasselbe mit dem Product
aus den folgenden Summen

e +o@+o@)+ - -+

M) +o@) +o@)+ - +90h

M)+ o)+ -+

w 8. W.
iibereinstimmt. Die erste dieser Summen ist aber gleich
1+(@—1)+(@e—1)a+ --- +(a—1)a*?
=14 (a“—1) = a%;
ebenso ist OF dic zweite, ¢7 die dritte Summe u. s. f. Fs ergiebt
sich daher, dass das Aggregat
i) == a% B8 ¥ ni=lm

ist, was zu beweisen war.

§. 15.

Wir wenden uns nun noch zu einer Aufgabe, deren Lisung
7u einem rein arithmetischen Beweise cines Satzes [iihrt, welcher
sonst gewohnlich durch andere Betrachtungen erwiesen wird. Is
handelt sich darum, wenn s eine beliebige ganze Zahl und p eine
beliebige Primzahl ist, den Exponenten der hichsten Potenz von
p zu bestimmen, welche in der Facultit

s

ml =123 Com
aufgeht. Bezeichnen wir mit m' die grosste in dem Bruch m : p
enthaltene ganze Zahl, so sind unter den m Factoren von m/ nur
die folgenden m' durch p theilbar

2 2p, 3p ... mp;
und da die iibrigen Factoren bei unserer Frage keine Rolle spielen,
so stimmt der gesuchte Exponent mit dem Exponenten der hdch-
sten Potenz von p iiberein, welche in dem Product

1Dt pt
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dieser Multipla von p aufgeht, und ist daher gleich der Summe
aus ' und dem Exponenten der hochsten Potenz von p, welche in
der Facultit
g — S )
aufgeht. Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass der gesuchte Ex-
ponent gleich
m +m! "
ist, wo m", m'"" . . . die grossten in den Briichen m' : p, m” : p . .
enthaltenen ganzcn Zahlen bedeuten. Offenbar ist die Reihe der
Zahlen o/, m",m'" . . . eine abnehmende und folglich eine endliche;
der gesuchte Exponeut wird = 0 sein, wenn p > m ist; denn dann
ist schon #/ — 0. KEs mag beiliiufig noch bemerkt werden, dass
die Zahlen s/, m", m" . . . auch die grissten resp. in den Briichen
m:p,om:phom: pb. .. enthaltenen ganzen Zahlen sind; ist néim-
lich » die grosste in m : @, und s die grisste in » : b enthaltene
ganze Zahl, so ist s auch stets die grosste in m : @b enthaltene
ganze Zahl,
Ist z. B. m = 60 und p = 7, so ist die grosste in
60
- enthaltene ganze Zahl m' = 8
und die grosste in

8 . 60
= oder in —

9 enthaltene ganze Zahl m"” — 1

und die grosste in

il 160
— oder in

7 343 enthaltene ganze Zahl m'" = 0,

also ist
7B+1 — 79

die hichste Potenz von 7, welche in der Facultit 60/ aufgeht.
Durch das so gewonnene Resultat sind wir in den Stand ge-
setzt, folgenden Satz zu beweisen: Ist

m=f+g+h+t -,

m!

FTal il

50 ist

eine ganze Zahl.

Denn wenn p irgend eine im Nenner aufgehende Primzahl ist,

und wenn wir eine der fritheren analoge Bezeichnung heibehalten,
50 sind
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fl _I_fll +flll +

gl+gﬂ+glﬂ+ ey

h!_l_hu_l_hrll+ oy

w s, W.
die Exponenten der hochsten Potenzen von p, welche resp. in f/,
in g/, in A/ u. s. w. aufgehen, und folglich ist
g+ + )+ (g W)
+(fll/_|_g”/+7ul/+ a5 _) _l_ Nevue
der Exponent der hochsten Potenz von p, welche in dem ganzen
Nenner aufgeht. Andererseits ist
s ! 4w o 4

der Exponent der hochsten im Zithler aufgehenden Potenz von p;
es ist daher nur zu zeigen, dass die letztere Summe nicht kleiner
ist als die erstere. Da nun

m ek
D o P Ay » &
ist, so leuchtet unmittelbar ein, dass
m=f+g -0+
sein muss; hieraus folgt aber Wieder
' f
= p + + +
' gf”‘*—!]" LG s,
w. s. £, woraus die Richtigkeit der obigen Behauptung erhellt. Da
nun jede im Nenner aufgehende Primzahl mindestens ebenso oft
im Zihler aufgeht, so ist der Zdhler theilbar durch den Nenner,
der Bruch selbst also wirklich eine ganze Zahl.
Hieraus folgt auch, dass jedes Product von m successiven
ganzen Zahlen
(a+1)(@a+2)...(a+m—1) (a-}m)
stets durch das Product der ersten m ganzen Zahlen
ml=1.2.3..,(m—1)m
theilbar ist; denn der Quotient
(@+1)(@a+2)...(atm—1) (a4m)
B (m—1) 9

also a fortiori

ist gleich
(a + m)! *
al m!
und folglich eine ganze Zahl.
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8. 16.

Hiermit beschliessen wir die Reihe der Siitze iiber die Theil-
barkeit der Zahlen; aber es ist wohl der Miihe werth, an dieser
Stelle noch einen Riickblick auf den Entwicklungsgang dieser un-
serer bisherigen Untersuchungen zu werfen. Da beobachten wir nun
vor allen Dingen, dass das ganze Gebiude auf einem Fundament
ruht, néimlich auf dem Algorithmus, welcher dazu dient, den gross-
ten gemeinschaftlichen Theiler zweier Zahlen aufzufinden. Dass
alle nachfolgenden Siitze, wenn sie sich auch zum Theil auf erst
spiiter eingefiihrte Begriffe, wie die der relativen und absoluten
Primzahlen , beziehen, doch nur einfache Consequenzen aus dem
Resultat jener ersten Untersuchung sind, ist so evident, dass man
unmittelbar zu der Behauptung berechtigt wird: in jeder analogen
Theorie, in welcher ein dem Algorithmus des grissten gemein-
schaftlichen Divisors #ihnlicher Algorithmus existirt, muss auch ein
System von Folgerungen Statt finden, welches dem in unserer
Theorie entwickelten ganz analog ist. In der That gieht es solche
Theorieen; betrachtet man z. B. alle in der Form

t+ulV —a

enthaltenen Zahlen, in welcher ¢ eine bestimmte positive, ¢ und «
dagegen unbestimmte reelle ganze Zahlen bedeuten, und nennt
dieselben ganze complexe Zahlen oder kuyy ganze Zahlen, so kann
man den Begriff des Vielfachen so fassen, dass eine solche Zahl
ein Vielfaches von ciner zweiten heisst, wenn die erste ein Pro-
duct aus der zweiten und irgend einer dritten solchen Zahl ist.
Aber nur fiir gewisse besondere Werthe von @, z. B. fira =1,
lisst sich die Frage nach den gemeinschaftlichen Divisoren zweier
Zahlen durch einen endlich abschliessenden Algorithmus beant-
worten, der dem in unserer reellen Theorie ganz sihnlich ist; es
findet daher in der Theorie der Zahlen von der Form ¢ 4wV —1
auch durchgiingige Analogie mit unserer Theorie der reellen Zahlen
Statt. Ganz anders verhilt es sich, wenn 2. B. g — 11 ist; in der
Theorie der Zahlen von der Form ¢+ o V=11 findet unter anderen
der Satz nichtsmehy Statt, dass cine Zahl nur auf eine cinzige
Weise als Product von nicht weiter zerlegharen Zahlen dargestellt
werden kann; so 7. B, lisst sich die Zall 15 einmal als 3 . 5, ein
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anderes Mal als (2 + 1/ — T )il = 11) darstellen, obgleich
Jjede der vier Zahlen
3, 5 24+ V—i1, 2—V—n

nicht weiter in Factoren von der Form i ] zerleghar ist.
Der Grund dieser interessanten Erscheinung liegt allein darin,
dass es bei den Zahlen dieser Form nicht mehr gelingt, einen
nach einer endlichen Anzahl von Operationen abschliessenden Al-
gorithmus zur Auffindung der gemeinschaftlichen Divisoren zweier
Zallen zu bilden ),

*) Die Einfiihrang der ganzen complexen Zahlen von der Form
t+uV—1 rihrt von Gauss her; eine kurze Darstellung der Elemente
dicser nenen Zahlentheorie findet man in seiner Abhandlung Theoria resi-
duoruwm  biquadraticorum IT, oder in einer Abhandlung von Dirichlet:
Recherches sur les formes quadratiques & coéfficients et @ indéterminées
complexes (Crelle’s Journal, Bd. 24). Das oben erwihnte abweichende Ver-
halten anderer Zahlformen hat Kummer zur Einfihrung der idealen Zahlen
veranlasst (Crelle’s Journal, Bd. 35). — Im letzten Supplemente dieses Werkes
werden die Principien einer allgemeinen Theorie entwickelt , welche alle
ganzen algebraischen Zahlen umfasst.
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Von der Congruenz der Zahlen.

g1y

Bedeutet % irgend eine positive ganze Zahl, so lisst sich jede
beliebige ganze Zahl a stets und nur auf eine einzige Weise in die
Form ’

a=sk4r

bringen, in welcher s cine ganze Zahl und » eine der % Zahlen

028 1)
bedeutet. Denn liisst man zuniichst s alle ganzen Zahlwerthe von
— o bis 4 o durchlaufen, so bilden die Zahlen sJ; die simmt-
lichen Multipla von %, und von einem solchen Multiplum s% bis
zum niichst grosseren (s 4- 1) excl. giebt es immer nur Zahlen,
niimlich

skysk4+1,sk+2...sk4:— 1);

giebt man daher dem s alle denkbaren ganzen Zahlwerthe, und
dem r jedesmal alle jene hestimmten 7 Werthe, so durchliiuft der
Ausdruck s% 4 » wirklich alle ganzen Zahlwerthe a; dass ferner
jede Zahl ¢ auf diese Weise nur ein cinziges Mal erzeugt wird,
leuchtet auf folgende Weise ein. Wenn

Sk4v" = sk+»
ist, so folgt daraus

Yioie = (330

e
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wenn nun #* ebenfalls eine der & Zahlen 0, 1, 2. .. (k—1) ist, so
ist der absolute Werth von #' — » ehenfalls cine dieser Zahlen,
also Ideiner als %; da aber #' — ¢ ein Multiplum von % ist, so kann
7' — » nur = 0 sein, woraus »' — #» und s’ = s folgt.

Wir -werden nun im Folgenden sagen, dass dWA
Rest der Zahl ¢ in Bezug auf den Modulus % ist; ;,sfi'b\zh ~ferper
zwei Zahlen @ und & in Bezug auf denselben Mgdulu (?){\Qr‘,seib ’11)
Rest # lassen, sollen sie gleichrestiy oder (na G&;&) ’cgazgrﬁép%"{
in Bezug auf den Modulus / heissen; da in dies ) {-r{ i

[ q £4%
und b = §'k -+ » ist, so folgt, dass die Differenz @ s—s)k
durch den Modulus / theilbar ist; und umgekehrt, ist ¢ — & durch
% theilbar, so sind die Zablen @ und » auch congruent in Bezug
auf den Modul %; denn ist » der Rest von a, ' der von b, also

a=sk+r b=sk+7r,

s0 ist
a—b=(s—s)k+ (r—2r); :

da nun der Voraussetzung nach @ —¥& ein Multiplum von % ist, so
muss auch ¢’ — 7 ein solches sein, was, wie wir vorher gesehen
haben, nicht anders moglich ist, als wenn ¢/ — # ist. Man kinnte
daher congruente Zahlen auch als solche definiren, deren Differenz
durch den Modul theilbar ist. (Aus diesem Grunde hat man die
Bedeutung des Wortes Rest in der Weise erweitert, dass jede von
zwei einander nach dem Modul % congruenten Zahlen @ und b ein
ftest der anderen heisst.)

Da man sehr hiiufig die Congruenz zweier Zahlen ¢ und p in
Bezug auf eine dritte % als Modul auszudriicken hat, so ist von
Glauss ) fiir dieselbe folgende Bezeichnung eingefiihrt:

a="h (mod. ).

So ist z. B.

3 =—25 (mod. 4), 65 = 16 (mod. 7).

Da die beiden Zahlen ¢ und b in dem Begriffe der Congruenz
dieselbe Rolle spielen, so darf man offenbar die zur Linken und
Rechten des Zeichens = stehenden Zahlen mit einander vertauschen.
Ferner lenchten aus dem Begriffe der Congruenz leicht die folgen-
den Siitze ein:

L. Sind « und % zwei heliehige Zahlen, so ist stets

@ = a(mod. k).

*) D, 4. art. 2.
Dirichlet, Zahlentheorie, 3
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2. Ist in Bezug auf denselben Modulus / eine erste Zahl «
einer zweiten 4, diese wieder einer dritten ¢ congruent, so ist auch
die erste @ der dritten ¢ in Bezug auf & congruent; in Zeichen: ist

a = b (mod.k), &= ¢ (mod.%),

so ist auch
w = ¢ (mod.%).
Denn die Reste der drei Zahlen a. b, ¢ sind einander gleich; oder
auch, da ¢ — b und  — ¢ Multipla von / sind, so ist auch (@ —1b)
+ (b —¢) = a— ¢ Multiplum von £.
3. Ist

a = b (mod. %) und m = » (mod.7),

so ist auch

a+m=b+n (modk) und e —m = b —n (mod.%).

Denn da ¢—b und m —u Multipla von % sind, so sind auch
(@—5) + (m—mn) = (a+m) — (b+n) und (¢ —b) — (m—mn)
= (@ —m) — (b — n) Multipla von .

Dies liisst sich fiir cine beliehige Anzahl von Congruenzen
erweitern, die sich auf denselben Modulus heziehen; man kann sie
addiren und subtrahiren wie Gleichungen.

4. Tst wieder

4 = b (mod.k) und m = n (mod. k),

so0 ist anch

am = bn (mod. ).
Denn da @ — b ein Vielfaches von ist, so ist zuniichst auch
(a—0) m = am — bm ein solches, also

am = bm (mod. f); :
da ferner m —»n ein Vielfaches von J ist, so ist auch & (m—n)
= bm —bn ein solches, also

bm = bn (mod. k);
die beiden Zahlen am und b2 sind daher derselben Zahl bm con-
gruent, folglich sind sie auch unter einander congruent,

Auch dieser Satz lisst sich dahin verallgemeinern, dass man
eine ganze Reihe von Congruenzen, dié sich auf denselben Modul
beziehen, mit einander multipliciren kann wie Gleichungen; und
hieraus folgt wieder, dass gleich hohe Potenzen zweier congruenten
Zahlen wieder congruent sind in Bezug auf denselben Modulus.

5. Die bisherigen Sitze kann man folgendermaassen zusam-
menfassen, Ist f(z9,2 .. .) eine ganze rationale Fanction der

¥

Congruenz der Zahlen. 35

Unbestimmten 2, y, 2 . . ., deren Coefficienten ganze Zahlen sind,
und ist in Bezug anf einen und denselben Modulus

a=d, b=¥, e=¢. ..,

so ist auch
flabe. . ) =f(db,c..") (mod k).
6. Etwas anders verhiilt es sich bei der Division, Ist niimlich
s am = bm (mod. k),

so kann man hieraus im Allgemeinen nicht mit Sichérheit schliessen,
dass auch @ = b (mod. k) sein muss; bezeichnen wir mit § den
grossten gemeinschaftlichen Divisor der heiden Zahlen m — '
und & = &9, so folgt aus der obigen Congruenz nur, dass

« = b (mod. %)

sein muss. Denn da m(a—5) durch %, also m/' (@ — b) durch £’
theilbar, und ' relative Primzahl gegen &' ist, so muss (a—1)
durch %' theilbar sein.
7. Ist
a = b (mod. k)
und 7 irgend ein Divisor von , so ist auch
a = b (mod.m).

Denn ¢—p ist ein Multiplum von %, und % ein Multiplum von m;
also ist a— ¢ auch ein Multiplum von .
8. Ist
a="bmod.%) mnd @ = & (mod.l) und & = & (mod. m) u. s. W.,
s0 ist auch
a = b (mod. /),

wo £ das kleinste gemeinschaftliche Multiplum von %, 7, m . | . be-
zeichnet. Denn a—d ist ein gemeinschaftliches Multiplum aller
dieser Zahlen, also auch Multiplum von /.

Hieraus folgt auch noch als ¢in besonders hemerkenswerther
specieller T'all, dass, wenn eine Congruenz richtig ist in Bezug auf
eine Reihe von Moduln, die siimmtlich unter cinander relative Prim-
zahlen sind, dieselbe auch in Bezug auf einen Modul gilt, welcher
das Product aus allen jenen Moduln ist.

Wir bemerken schliesslich, dass auch negative Moduln % zu-
gelassen werden; das Zeichen « = & (mod. %) bedeutet auch dann,

J*
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dass die Differenz @ — b durch & theilbar ist; offenbar behalten die
vorstehenden Siitze auch nach dieser Erweiterung ihre volle Giil-
tigkeit.

§ 18,

Da jede beliebige Zahl ¢ ihvem Reste » in Bezug auf den
(positiven) Modul % congruent ist, so ist jede Zahl a einer der
T Zahlen

pElor =)

congruent; sie kann aber auch nur einer dieser Zahlen congruent
sein, denn sonst miissten ja auch unter diesen % Resten minde-
stens zwei einander congruent seinm, was offenbar nicht der Fall
ist. Theilen wir daher simmtliche Zahlen in Classen *) ein nach
dem Princip, dass wir jedesmal zwei Zahlen in dieselbe oder in
verschiedene Classen werfen, je nachdem sie in Bezug auf den
Modulus % congruent sind oder nicht, so ist die Anzahl dieser
Classen offenbar — k; die eine enthiilt simmtliche Zahlen, welche
= 0 (mod. k), d. h. durch % theilbar sind; die folgende Classe ent-
hilt alle Zahlen, welche = 1 (mod. %) sind, w. s. f.

Greift man nun aus jeder dieser Classen nach Belieben ein
Individuum heraus, so hat das so gebildete System von % Zahlen
die charakteristische Eigenschaft, dass jede beliebige ganze Zahl
stets einer und auch nur einer von diesen % Zahlen congruent ist;
ein solches System, wie es z. B. auch die Zahlen

0,1,2.. . (k—1)
bilden, nennt man ein woilstiandiges System nichi congruenter (oder
incongruenter) Zahlen oder ein wollstindiges Restsystem in Bezug
auf den Modul %; offenbar bilden auch die Zahlen
190850 %
und ebenso je % successive ganze Zahlen ein solches System.

Alle Zahlen, welche einer und derselhen Classe angehdren,
haben nun mehrere allen gemeinschaftliche Figenschaften, so dass
sie in Bezug auf den Modul fast die Rolle einer einzigen Zahl
spielen, Wir haben schon friiher gesehen, dass jede Zahl, welche

*) In dieser Bedeutung scheint das Wort Classe zuerst von Gawss ge-

})Iraucht zu sein in der Abhandlung Theoria residuorum biquadraticorum.
. art, 42,
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in einer Congruenz als Summand oder als Factor auftritt, unbe-
schadet der Richtigkeit der Congruenz durch jede andere ihr con-
gruente, d. h. derselhen Classe angehirige Zahl ersetzt werden
darf. Ein anderes Element, welches allen in einer Classe enthal-
tenen Individuen gemeinschaftlich ist, bildet der grosste Divisor,
den sie mit dem Modul % gemeinschaftlich haben; denn sind «
und % zwei congruente Zahlen, so ist

o =0b+ sk,
folglich ist jeder gemeinschaftliche Divisor von ¢ und & auch ge-
meinschaftlicher Divisor von # und %, und umgekehrt. Man kann

daher nach diesem grissten gemeinschaftlichen Divisor die Classen
wieder in Gruppen eintheilen, und da die Zahlen
1EEOR el

ein vollstindiges System incongruenter Zahlen bilden, so ist (nach
§.13), wenn 0 irgend einen Divisor von k=n0 bezeichnet, ¢ () die
Anzahl derjenigen Classen, welche solche Zahlen enthalten, die §
zum grossten gemeinschaftlichen Divisor mit dem Modul % haben,
Speciell ist also @ (%) die Anzahl derjenigen Classen, welche nur
Zahlen enthalten, die relative Primzahlen gegen den Modulus / sind.

Von besonderer Wichtigkeit fiir spiitere Untersuchungen ist
auch noch folgender Satz:

Ist a velative Primzahl gegen den Modulus k, wnd setzt man in
dem Uinearen Ausdruck ax + b fiir « der Bethe nach alle 1 Glieder
cines vollstindigen Systems incongruenter Zahlen cin, so bilden die
so entstchenden Werthe dieses Ausdrucks wicder ein wvollstindiges
Systems incongruenter Zuhlen.

Da néimlich aus

ax -+ b= ay + b (mod. &)
auch
wr = ay (mod. )

und, da o relative Primzahl gegen 7% ist, nach § 17, 6. auch

z = y(mod. k)
folgt, so ergiebt sich, dass alle Werthe des Ausdrucks axz + 0,
welehe incongruenten Werthen von @ entsprechen, ebenfalls incon-
gruent sind; setzt man daher fiiv # alle & incongruenten Zahlen
ein, so erhiilt der Ausdruck wz -+ b auch k incongruente Werthe,
welche, da es itberhaupt nur 7 Classen giebt, ein vollstindiges
System incongruenter Zahlen bilden.
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§. 19.

Betrachten wir jetzt den Ausdruck wz, in welchem a wieder
relative Primzahl gegen den Modul % ist, und setzen wir wieder
fiir 2 der Reihe nach die Glieder eines vollstindigen Systems in-
congruenter Zahlen ein, aber nicht alle, sondern nur diejenigen

@iy Oy Whoevosy
welche relative Primzahlen gegen den Modul / sind, und deren
Anzahl nach dem vorigen Paragraphen gleich ¢ (k) ist, so leuchtet
erstens ein, dass die Werthe des Ausdrucks aw, d. h. die Producte

iy Gl Gy - -

simmtlich incongruent sind, ferner, dass dieselben simmtlich wie-
der relative Primzahlen gegen / sind; es wird daher jedes dieser
Producte einem und nur einem Gliede der Reihe

Gy Uay Gy oo s

congruent sein. Wir konnen daher setzen

am = b
aty = by ; (mod. k),
aa, = by
. s.W.
wo nun die Zahlen
iy by, by - o

vollstiindig, wenn auch in anderer Ordnung, mit den Zahlen
yy Uy Gy oy . <
iibereinstimmen, so dass namentlich
10s @y . . . = b byby . .
sein wird, Bezeichnen wir zur Abkitrzung dieses Product mit P,

und multipliciven wir die vorstehenden @ (k) Congruenzen mit ein-
ander, so erhalten wir daher

a?® P = P (mod.F).
Nun ist aber P cin Product von lauter Zahlen, die relative Prim-
zahlen gegen den Modul sind, also selbst relative Primzall gegen
den Modul %; es ist daher nach § 17, 6. gestattet, die vorstehende
Congruenz durch den gemeinschaftlichen Factor I beider Seiten

ohne Weiteres zu dividiren, Anf diese Weise erhalten wir die
Congruenz
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a?® = 1 (mod. k);
in Worten kann man diesen hichst wichtigen Satz folgendermaassen
aussprechen:

Ist o relative Primzahl gegen die positive Zahl &, und erhebt
man @ 2w einer Potenz, deven Bxponent @ (k) angiebt, wie viele der
Zuhlen

1,725 85k
relative Primzahlen gegen I sind, so lisst diese Potens, durch I
dividirt, stets den Rest 1.

Nehmen wir z. B. & = 15, a = 2, so ist @ wirklich relative
Primzahl gegen %; nun ist ¢ (k) = @ (15) = ¢ (3) @ (5) = 8; es
muss daher 28, durch 15 dividirt, den Rest 1 lassen; in der That ist

98 — 256 = 17 . 15 4 1.

Es kann iibrigens vorkommen, dass auch Potenzen von ¢ mit
niedrigerem Exponenten als ¢ (k) denselben Rest 1 geben. Dies tritt
wirklich in dem eben gewiihlten Beispiel ein, denn es ist auch

ok ="Jigi=r1*Lh - 1.

Specialisiven wir unseren Satz fiir den Fall, dass & nur durch

eine einzige Primzahl p theilbar, also
k=pm o) = @—1p
ist, so erhalten wir den Satz:

Ist p eine Primzahl und a ivgend eine dureh p nicht theilbare
Zuhl, so ist
n—

ale—1p = 1 (mod. p7).

Nehmen wir ferner hierin # = 1, so erhalten wir einen be-
rithmten Satz, der zuerst von Fermat aufgestellt ist und daher der
Fermat'sche Satz heisst:

Ist p eine Primzahl und a irgend eine durch p nicht theilbare
Zahl, so ist

ar=t =1 (mod.p).

Man kann diesen Satz so umformen, dass er auch fiir den
Fall giiltig bleibt, wenn ¢ durch p theilbar ist; zu diesem Zweck
braucht man nur die vorstehende Congruenz mit @ zu multipli-
ciren, wodurch sie in die folgende

a? = @ (mod. p)
iibergeht. Ist niimlich « theilbar durch p, so sind beide Seiten
dieser Congruenz = 0 (mod. p), also istsie auch dann noch richtig.
Umgekehrt kann man aus dieser Form des Satzes auch wieder die
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frithere ableiten; denn sobald ¢ nicht theilbar durch 2, also rela-
tive Primzahl gegen p ist, darf man beide Seiten dieser Congruens
auch wieder durch ¢ dividiren, ohne den Modul zu #indern,

Kehren wir zu dem allgemeinen Satz zuriick, der zuerst von
Euler*) bewiesen ist und den Namen des verallgemeinerten Fer-
mat'schen Satzes fiihrt, so kénnen wir denselben auch in folgender
Weise aussprechen: Sind p, 7, s . . . von einander verschiedene ah-
solute Primzahlen, und ist ¢ durch keine dieser Primzahlen theil-
bar, so ist stets

S —1 e —1)0—1 = -1
@i UREE i G=DneT S =00 T =1 (mod, pF resEn i )

WO @, @, 6 .. .irgend welche ganze positive Zahlen bedeuten.

§. 20.

Es ist wohl nicht iiberfliissig, dem vorhergehenden Beweise
dieses wichtigen Satzes einen zweiten hinzuzufiigen, der gradatim
zu Werke geht und sich zuniichst auf den hinomischen Satz stiitat,
Ist p 11‘g(.311(1 eine ganze positive Zahl, so ist zufolge dieses Satzes
bekanntlich

(a+0b)r =

S n ’ Jd
(w-}_IT(w—xg, Lo r/(lf);,')fab_hb“’— s by

hierin sind (nach §. 15) alle Coefficienten ganze Zahlen. Ist aber
p eine Primzahl, so konnen wir hinzufiigen, dass alle Coefficienten
mit Ausnahme des ersten und letzten, welche = 1 sind, durch p
theilbar sind; denn der Zihler des Bruches l
p!

: Hiln =)

in we‘lchem r eine der Zahlen 1, 2, 3 .. . ( p— 1) bedeutet, enthiilt
den Factor p, der Nenner dagegen nicht; der Bruch ist also von
de? Form pin : n, WO n nicht theilbar durch P, also auch relative
P.rlmzahl gegen p ist; da wir aber ferner wissen, dass dieser Bruch
eine ganze Zahl, dassalso pm durch theilbarist, so muss # durch

i theilhar sein; der Bruch hat daher die Form ps, wo der zweite
ancsgl"s eine ganze Zahl ist; und folglich st jeder dieser (p—1)
Coefficienten = 0 (mod. p).  Sind daher ¢ und b irgend welche
ganze Zahlen, so erhalten wir die folgende Congrueny,

(@4 0)r = a2 £ b (mod, ),

*) Theoremata arithm.

ot b T4, nove meth. r]emum'tr., (‘,ovmm,

nov. Ae, Petrop.
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wohei also vorausgesetzt ist, dass p eine Primzahl ist. Offenbar
folgt hieraus weiter

(a+b+ 0 = (a+b)r + ¢ = ar + b7 4 c# (mod. p)
und allgemein fiir eine beliehige Reihe von » ganzen Zahlen @, b... /i:

(@) bt - +hr=ar+br4 ... +he (mod.p)
Setzen wir hierin ¢ = 1, b =1 ...k = 1, so erhalten wir fiir
jede beliehige positive ganze Zahl » den Satz:

n? = n (mod. p).
Da ferner fiir jede ungerade Primzahl (— 1)7=—1, und fiir die
einzige gerade Primzahl p=2 ebenfalls (— 1)? = 1= — 1 (mod. p)
ist, so erhalten wir durch Multiplication der vorstehenden Con-
gruenz mit der anderen
: (—1)r=—1 (mod.p)
ig e (—n)r=—n (mod.p).
Also ist der Fermat’sche Satz
ar =« (mod.p)
fiir jede positive und negative Zahl « bewiesen, wihrend er fir
@ = 0 unmittelbar evident ist. Wenn nun « nicht durch p theil-
bar ist, was wir von jetzt annehmen wollen, so folgt hieraus, dass
ar—' =1 (mod.p), d. h, ar=' =14 hp
ist, wo h eine ganze Zahl bedeutet. Frheben wir diese Gleichung
zur pten Potenz und entwickeln die rechte Seite wieder nach dem
hinomischen Satze, so zeigt sich, dass alle Glieder mit Ausnahme
des ersten Multipla von p? sind; wir erhalten daher
a®=0r = 1 4} p? oder a@=Dr = 1 (mod. p?),
wo wieder 7/ eine ganze Zahl bedeutet. So kann man fortfahren,
indem man jedesmal wieder zur pten Potenz erhebt, und gelangt
auf diese Weise zu der Congruenz
a=1r""" =1 (mod,p7),

deren Allgemeingiiltigkeit sich in derselben Weise durch den Schluss
von z auf = - 1 nachweisen lisst.

Sind nun 7, s . . . ebenfalls Primzahlen, welche nicht in ¢ auf-
gehen, so ist nach demselben Satze

ae=0r¢"t =1 (mod.2¢), @¢—V:°"' =1 (mod.s°). .,
Setzen wir nun ferner zur Abkiirzung
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h=(p—1)p*=t., (r—1)re=1.(s—1)s9=2 ..
und beriicksichtigen wir, dass aus jeder Congruenz von der Form
; ¢ = 1 (mod. )
auch die Congruenz
a® = 1 (mod.m)
folgt, sobald 7 ein Multiplum von e ist, so ergiebt sich, dass die
Congruenz
at =1
fiir j.eden der Moduln p7, r¢, so ... und folglich, da dieselben
relative Primzahlen sind, auch fiir den Modul
b= pZ#0s9 ;.
gilt. Hiermit ist also von Neuem der verallgemeinerte Fermat'sche
Satz erwiesen.

§ 21,

s kommt hiiufig vor, dass eine oder beide Seiten einer Con-
gruenz eine oder mehrere unbestimmte Zahlen a, 9 . . . enthalten,
und es wird dann die Aufgabe gestellt, alle ganzzahligen Werthe
von , y . . . zu suchen, durch welche die heiden Seiten der Con-
gruenz wirklich einander congruent werden. Je nach der Anzahl
der Unbestimmten , % . . . heisst dann eine solche Congruenz eine
C.ongruenz mit einer, zwei oder mehreren Unbekannten, fihnlich wie
dies bei Gleichungen zu geschehen ptlegt. Auch hier nennt man
dann solche specielle Werthe von Z, Y ..., welche die Congruenz
zu einer identischen machen, Wurzeln der Congruenz, 111:1’(1 das
A T s e e Ay
Congruenzen betrachten, welche eine einziee I?nlljlékcilmlll:; e :;(—}

g 4 z en
halten und ausserdem sich auf die Form

A R R o N (mod. %)
hringen lassen, worin m eine positive ganze Zahl und a, & . . g5 h
cben'fa.lls gegebene ganze Zahlen bedeuten. Jeder W(;rth v;m,m
der, in die linke Seite eingesetzt, dieselbe durch den Modul % t.heil-’
})ar macl;t, heisst also eine Wurzel dieser Congruenz. Kennt man
Trgend eine solche Wurzel z, so sind offenhar nach § 17, 5. alle
ihr nach dem Modul congruenten Zahlen, d. h, allz In(iivi.duen
der Classe, welcher diese Zahl angehort, ebenfalls Wurzeln der-
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selben Congruenz; man sieht alle solche einander congruenten
Wurzeln daher nur wie eine einzige Wurzel an, und das Problem
der vollstindigen Auflosung der Congruenz kommt daher darauf
zuriick, alle unter einander incongruenten. Wurzeln derselben auf-
zufinden.

Ferner leuchtet ein, dass jede Wurzel der obigen Congruenz,
sobald

v=d, b=0b...9=¢, h=1"N (mod.k)
ist, auch eine Wurzel der Congruenz
adam+bzn—r+4 ... fgut+ I = 0 (mod. k)

sein wird, und umgekehrt. Beide Congruenzen sind daher auch
nur wie eine und dieselbe anzusehen; dennbeide stellen an die Un-
bekannte # genau dieselbe Forderung. Hieraus erhellt unmittel-
bar, dass man aus jeder Congruenz von der obigen Form ohue
Weiteres alle dicjenigen Glieder fortstreichen darf, deren Coeffi-
cienten durch den Modul theilbar sind; der Exponent der hichsten
Potenz von &, welche nach dieser vorliufigen Ausscheidung zuriick-
bleibt, heisst dann der Grad dieser Congruenz; ist z. B. in der
obigen Congruenz der erste Coefficient ¢ nicht durch den Modul %
theilbar, so heisst dieselbe eine Congruenz mten Grades.

Wenden wir diese Benennungen z B. auf die Congruenz

#9® =1 (mod.%)

an, so miissen wir sagen, dass dieselbe genau ebenso viele (incon-
gruente) Wurzeln besitzt, als ihr Grad ¢ (k) Einheiten enthiilt;
denn erstens geniigen alle relativen Primzahlen gegen den Modul
der Congruenz, und diese zerfallen in @ (k) Classen; und zweitens
kann die Congruenz keine anderen Wurzeln haben als diese; denn
der grosste gemeinschaftliche Divisor & einer Wurzel # und des
Modul % ist auch gemeinschaftlicher Divisor der Zahlen 2%® und
k, folglich auch (§. 18) der Zahlen 1 und f; folglich kann 0 nur
=1 sein.

22.

Ee

Wir wenden uns nun nach den vorhergehenden allgemeinen
Ertrterungen zu dem einfachsten speciellen Fall, nimlich zu der
Congruenz ersten Grades, welcher man offenbar durch Trans-
position des bekannten Gliedes stets die Form
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az = b (mod. ) (1)

gehen kann. Betrachten wir auch hier zuniichst nur den speciellen
Fall, in welchem der Coefficient « relative Primzahl gegen den
Modul % ist, so ergiebt sich unmittelbar, dass diese Congruenz stets
eine, aber auch nur eine Wurzel hat. Denn wir haben frither
(§. 18) gesehen, dass dic Werthe des Ausdrucks az, welche man
erhiilt, wenn man fiir z simmtliche % Individuen eines vollstiindi-
gen Systems incongruenter Zahlen einsetzt, wieder ein solches
System bilden; unter den Werthen dieses Ausdruckes wird sich
daher auch einer und nur einer finden, welcher derselben Classe
angehort wie b, d. h. welcher = b ist. Der verallgemeinerte Fer-
mat’sche Satz giebt nun auch ein Mittel an die Hand, die Wurzel
dieser Congruenz unmittelbar zu hestimmen; offenbar geniigt jede
Zahl

e

b . a®®=1 (mod. k)

der obigen Congruenz. So findet man z B., dass alle Wurzeln der
Congruenz

22 = — 3 (mod. 15)
durch die Formel

— 3.9 =6 (mod. 15)

Il

gegeben werden,

Wenden wir uns nun dem allgemeinen Fall zu und nehmen
wir an, es sei 0 der grisste gemeinschaftliche Divisor des Coetfi-
cienten ¢ und des Modul %, so lenchtet zuniichst ein, dass, wenn
die Congruenz iiherhaupt eine Wurzel # besitzt, auch 6 durch ¢
theilbar sein muss; denn da ez mit dem Modul & den gemein-
schaftlichen Divisor d hat, so muss auch b = ez durch 6 theilbar
sein. “Dies ist also eine unerlissliche Bedingung fiir die Méglich-
keit der Congruenz; dass sie auch hinreichend fiir dieselbe ist,
wird sich sogleich zeigen.

Gesetzt nun, es sei z eine Wurzel der Congruenz, also

ax — b+ mk,
wo m irgend t_aine ganze Zahl, so folgt hieraus, wenn « = a0,
b =109, k = I'0 gesetzt wird, «’a = ' + mlk/, d. h. jede Wurzel
der urspriinglichen Congruenz ist anch Wurzel der Congruenz
'z =0 (mod.%') 2)
und umgekehrt itherzeugt man sich sogleich, dass jede Wurzel
dieser letzteren Congruenz auch eine Wurzel der ersteren sein wird.
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Die beiden Congruenzen (1) und (2) stimmen daher hinsichtlich
ihrer Wurzeln vollstindig mit einander iiberein; da nun in der
letzteren der Coefficient o/ relative Primzahl gegen den Modul //
ist, so haben wir wieder den fritheren Fall: diese Congruenz ist
stets lshar, und alle ihr geniigenden Zahlen bilden in Bezug auf
ihren Modul %' nur eine einzige Classe, in der Weise, dass, wenn «
eine hestimmte derselben ist, alle anderen in der Form

z =0+ ek (3)
enthalten sind, wo 2z jede beliebige ganze Zahl bedeutet. Da nun
alle diese Zahlen auch die simwtlichen Wurzeln der Congruenz
(1) bilden, so fragt es sich nur noch, wie viele in Bezug auf den
Modul % incongruente Zahlen unter ihnen sich vorfinden. Irgend
zwei in der Reihe (3) enthaltene Zahlen o 4 2k und @ + 2'F' wer-
den offenbar stets und auch nur dann congruent in Bezug auf den
Modulus % sein, sobald (&' —z)k' durch k=1=0, und also 2’ —=z
durch § theilbar ist; diese beiden Zahlen werden also einer und der-
selben Classe, oder verschiedenen Classen in Bezug auf den Modul J
angehiren, je nachdem die beiden Zahlen z und &' einer und der-
selben Classe, oder verschiedenen Classen in Bezug auf den Modulus
o angehiren; woraus unmittelbar folgt, dass die Reihe (3) sfimmt-
liche Individuen von 0 verschiedenen Classen in Bezug auf den
Modul % enthiilt, und es leuchtet ein,-dass die folgenden & Zahlen

o, e+l a2 .. .0+ (@—1F

aus jeder dieser & Classen einen Reprisentanten enthalten. Wir
hahen mithin folgendes allgemeine Resultat gewonnen:

Damit die Congruens

ax = b (mod. k)
siberhaupt Wurzeln besitze, ist exforderlich, dass b durch den grossten
gemeinschaftlichen Divisor O der beiden Zuhlen a wnd & theilbar
sei; ist diese Bedingung exfillt, so hat die Congruenz genaw 8 in-
congruente Wurzeln.

Es ist zu bemerken, dass in dem frither behandelten Fall, in
welchem & — 1 ist, die erforderliche Bedingung stets erfiillt ist,
ferner, dass dieser Satz auch noch fiir den Fall 8 = &, in welchem
also @ = 0 (mod. %) ist, seine Giiltigkeit hehilt, indem, sobald &
ehenfalls = 0 (mod. %) ist, jede heliebige Zahl @ dieser identischen
Congruenz Geniige leistet.

Um auch ein Beispiel fiir den allgemeinen Fall zu behandeln,
nehmen wir die Congruenz
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82 = — 12 (mod. 60);

der grisste gemeinschaftliche Divisor des Coefficienten 8 und des
Modul 60 ist hier — 4; da die rechte Seite — 12 durch denselben
theilbar ist, so ist sie moglich und wird 4 nach dem Modul 60 in-
congruente Wurzeln haben. Wir finden dieselben, indem wir zu-
niichst die Wurzeln der entsprechenden Congruenz
2z = — 3 (mod. 15)
suchen; wir haben oben gesehen, dass dieselben in der Form
2 = 6 (mod. 15)

enthalten sind, und schliessen daraus, dass

% = 6, = 21, = 36, = 51 (mod. 60)
die vier Wurzeln der urspriinglichen Congruenz sind,

§. 23.

Obgleich im Vorhergehenden das Problem, zu entscheiden, ob
eine vorgelegte Congruenz ersten Grades Wurzeln hat oder nicht,
und im ersteren Fall dieselben anfzufinden, eine vollstindige Lésung
gefunden hat, so ist dieselbe, sobald der Modul / eine grosse Zahl
ist, wegen der erforderlichen Potenzirung fiir praktische Zwecke
nicht wohl anwendbar; wir wollen daher im Folgenden eine ein-
fachere Methode angeben. Offenbar kinnen wir uns auf den Fall
beschriinken, in welchem der Coefficient der Unbekannten relative
Primzahl gegen den Modul ist; ausserdem kimnen wir annehmen,
dass die rechte Seite — 1 ist; denn um aus der Wurzel einer
solchen Congruenz diejenige einer anderen zu finden, in welcher
die rechte Seite eine andere Zahl ist, geniigt es offenbar, dieselbe
mit dieser Zahl zu multipliciren. Nennen wir der Bequemlichkeit
halber den Modul nicht %, sondern b, so reducirt sich also unsere
Aufgabe auf die Auflgsung der Congruenz

ax =1 (mod.b)
oder, was dasselbe ist, auf die Aufigsung der unbestimmten Glei-
chung ersten Grades*)

az—by = 1.

*) Die erste Losung dieser Aufgabe findet sich bei Backet de Méziriac:
Lroblémes plaisants et délectaliles qui se font par les nombres, 2e éd. 1624.
Dies interessante Werk ist vor Kurzem von Labosne meu herausgegeben.
(Paris, 1874).
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Wir schicken derselben einige Sétze tiber einen Algorithmus
voraus, der zuerst von Fuler *) behandelt und fir die Theorie der
Kettenbriiche, sowie auch fiir unsere spiiteren Untersuchungen von
Wichtigkeit ist. Es seien

a, b (1)
irgend zwei unbestimmte Grossen, und ebenso
Y, 0,8 .04, u, v 2)
eine Reihe von beliebig vielen unbestimmten Grossen. Aus diesen
bilden wir nun successive eine neue Reihe ¢, d, ¢ . . . I, m, » nach
folgendem Gesetz: i
c=9b +a
= ¢ —I— b
e==¢d +¢ 3)
n = vm -+

Substituirt man den Ausdruck fir ¢ in den fir @, so wird der
letztere eine fhnliche Form annehmen wie der erstere, niimlich
d=0a+ (y0+ 1)b;
er besteht also aus einem Gliede, welches den Factor «, und aus
einem zweiten, welches den Factor 4 enthiilt. Substituirt man
nun diesen Ausdruck fiir ¢, und den ersten fiir ¢ in den Ausdruck
fiir e, so nimmt auch dieser letztere dieselbe Form an. So kann
man fortfahren, und aus dem Ausdruck fiir » erkennt man, dass
dieses Gesetz allgemein ist; denn sobald 7 und m schon diese Form
erhalten haben, so nimmt aunch » dieselbe an. Wir kinnen daher
n—=— Ga —I— Hi
setzen, wo nun (+ und A unabhingig von ¢ und b sein werden.
Man bezeichnet den Coefficienten #, der nur von den in der Reihe
(2) befindlichen Grossen abhiingt, durch das Zeichen **)
(70, ... 4w, 0], (4)
und wir werden im Folgenden einige interessante Siitze beweisen,
die sich auf dasselbe beziehen.

¥) Solutio problematis arithmetici de inveniendo nwmero, qui per datos
nuineros divisus, relinquat data residua, Comm. Ac. Petrop. VII, p. 46, —
De usu novi algorithmi in problemate Pelliano solvendo, Nov. Comm,
Petrop. X1, p. 28, — Vergl. Gauss: D. A. art. 27.

) Gauss: D. A. art, 27.
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Zuniichst leuchtet ein, dass, wenn man mit den Anfangsgliedern

biic —b [ 17
und der Reihe & sl ()

R R @)
in derselben Weise verfihrt wie oben, man genau dieselben Glieder
d, e ... 1, m, n erhalten wird. Wir konnen daher gleichzeitig

n=Ga+[p, 0 ¢&...uv|b

n=G'b+[0,c...pv]c
setzen; ersetzen wir hierin ¢ durch y3 + «, so erhalten wir
n=1[0,¢... w0 v]at+ @[ ¢...u v]+ )0,
woraus, durch Vergleichung der Coefficienten von « in den heiden
Formen fiir #, zunichst
=G A |
folgt. Der Coefficient (+ liisst sich daher durch dasselbe Zeichen
ausdriicken wie H. Wir kinnen also von jetzt an schreiben

n=1[0...gvlat+[p,0...u v]b
da nun auch

und

— |
sein muss, so erhalten wir durch Vergleichung der Coefficienten
von & in den beiden Formen fiir 7 den Satz
[ aeis Sl oy el i e ], (5)
in welchem das (fesetz ausgedriickt ist, nach welchem die Fort-
bildung der Ausdriicke von der Form (4) nach links hin geschieht.
Einen ganz analogen Satz fiir die Forthildung nach rechts hin
erhiilt max durch die einfache Bemerkung, dass durch die Annahme
@ =0,b =1 die drei Grossen 7, m, n resp. in

[Poon 2] [ odoply [0 4 0]
iibergehen, so dass zwischen diesen drei consecutiven Ausdriicken
die Relation
- bwvl=[y... 4ulv+y...4 (6)
besteht.
Verbindet man diese heiden Sitze mit einander, so iiberzeugt
man sich leicht yon der Richtigkeit des folgenden :
hw...0v=[po.. gl (7)
Nimmt man néimlich an, dieser Satz sei fiir alle Ausdriicke dieser
Art bewiesen, welche eine kleinere Anzahl von (Grissen enthalten,
so dass also z B.
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05 e ] = rieE

so folgt aus (5):
[BER e e Uil = [ ok

solund [e...v] =[v...4,

& 0ly+[v... &
verbindet man dies mit dem Satz (6), so ergiebt sich unmittelbar
die Richtigkeit der Gleichung (7). In der That gilt aber der Satz
wirklich fiir die ersten I'ql]e enthilt niamlich de1 Ausdruck nur
eine einzige Grosse y, so \erqteht sich dies von selbst; und ausser-
dem ist
[, 0] =90 + 1 =[8, 5.

Hieraus folgt also, dass der Satz auch fiir jede beliebige Anzahl
der Grossen p, 0 . .. g, v gilt.

Wir kinnen dle (xluchungen (3), durch welche das Bildungs-
gesetz der-Gréssen ¢, d . . . n ausgedriickt wird, auch in folgender
Weise schreiben:

—¢=(=Pt+(—0)
Fd=(—0(—c)+b
—¢ = (—5)d+(~0)

t o= (—v) Fm)+(+D
wo in der letzten Gleichung das obere oder untere Zeichen zu
nehmen ist, je nachdem dl(’ Anzahl der Gréossen y, 6 ...y, »
gerade oder ungerade ist. Hieraus geht hervor, dass aus den An-
fangsgliedern
—a b (1)
und der Reihe
=P =10, — ga—id = — 2"
durch dasselbe frithere Verfahren die Reihe
—¢+d, —e .. +n
entsteht. Fs wird daher auch
e i [ I R — v (—a)+[—y, —0d, —e... —v]b
und folglich

[—#—8 .o )= L [, 8 o] (8)
sein, worin wieder das O]]@l(‘ oder untere Zeichen zu nehmen ist,
je n'uhdem die Anzahl der Grossen y, 0 ...» gerade oder un-
gerade ist,

Endlich kann man die Gleichungen (3) auch in umgekehrter
Folge so schreiben:
Dirichlet, Zahleutheorie, 4
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I = (—=v)ym+un
k= (—w)l+m
b= (—0d)c+d.
a=(=pb+te

Es wird daher
G=[—p...—plnt[—n —p...—slm
oder mit Hiilfe des Satzes (8):

fto=—[o...9]n+[v,u...p]m
oder mit Beriicksichtigung des Satzes (7):
Ta=—1[pno...pglnt[p0...u v]m

Wenn man nun ¢« =1, b = 0 setzt, so gehen m, » resp. in
[O...u4l, [0...4 4]
iiber, und man erhiilt das Resultat:

[0...u] [y,ﬁ...pb,u]—[6’..‘%7;][y,é...yj:il, )
wo wieder das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach-
dem die Anzahl der Grissen p, 8 . . . g, » gerade oder uxlgél‘zlcle ist.

Zum Schluss wollen wir bemerken, dass diese Ausdriicke in
der Theorie der Kettenbriiche von der grissten Wichtigkeit sind;
bezeichnen wir niimlich einen gewdhnlichen Kettenbruch. in wel-
chem die Ziihler siimmtlich — 1, und dessen sogenannte Qﬁotienten
7,0 ... g, v sind, kurz durch das Symbol (p,0 ... @, v), so dass also

3 Gl A, 7} — ; = ) !
.(7' & v) 7’+(v3_”1’4[",,)—(%6---/"“4‘;)
ist, so ergiebt sich allgemein durch Reduction desselben

) 2N 1
(710...y‘,,,):u_
: [0...47]

oesety 1 . atz am | 3 3 1
gePn gesetzt, dieser Satz sei schon fiir jede kleinere Anzahl der
rossen p, 9, & . .. w, v bewiesen, so dass also namentlich

(10)

@ 6. gy =10% . w7
v ‘ [e...pv]

ist, so folgt hierauns
(7, 0,8 ... 0, v)— L
: . 7+(0‘,8.--.u-,v)

:y.;___[[s[é"'l“w”] — 20 g V][5 .. gy
5 E ] 0, e...0 9]
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und hieraus ergiebt sich mit Beriicksichtigung des Satzes (5) die
Gleichung (10). In der That ist aber

(y,ﬁ)"“=y+§=75;rlz[_y[%

da also der Satz fir zwel Grossen p, d richtig ist, so ist er auch
fiir jede beliebige Anzahl der Grossen p, 0 . . . g, v richtig.

Sind die Elemente p, 0 . . . w, v ganze Zahlen, so gilt dasselbe
von den Zihlern und Nennern der Briiche

[l [7.0]  [#6...8 9]

1E=a307 [0 v)a
ferner ist jeder dieser Briiche irreductibel, d. h. durch die klein-
sten Zahlen ausgedriickt; denn es folgt z B. aus der Relation (9),
dass Zihler und Nenner des letzten der obigen Briiche ohne ge-
meinschaftlichen Divisor sind.

§ 24,

Die vorstehenden Sitze, welche eigentlich in die Theorie der
Differenzen-Gleichungen zweiter Ordnung*) gehdren, sind deshalb
gleich in solcher Vollstéindigkeit aufgestellt, damit wir bei einer
spiteren Untersuchung nicht nothig haben, von Neuem auf den-
selben Algorithmus zuriickzukommen; fiir unseren niichsten Bedarf,
niimlich fiir die Auflésung der unbestimmten Gleichung

ar—by =1,
in welcher wir nun wieder ¢ und b als zwei gegebene relative Prim-
zahlen ansehen, geniigtschon ein kleiner Theil der vorhergehenden
Resultate, Zu dem Zweck verfahren wir nun, wie es bei der Auf-
suchung des grissten gemeinschaftlichen Divisors der beiden Zahlen
(oder bei der Verwandlung des Bruches «:0 in einen Kettenbruch
geschieht, indem wir das System der folgenden Gleichungen bilden

a=1ypb +c¢

b=20dc +d

l=wvm+1
wobei zuletzt der Rest 1 auftreten muss (§ 5); diese Gleichungen
kdnnen wir auch so schreiben

#) Vergl, Jacobi: Allgemeine Theovie der kettenbruchihnlichen Algo-
vithmen, in welchen jede Zahl aus Drei vorhergehenden gebildet wird,

Borchardt’s Journal Bd. 69.
4%
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= (—9p)b +a
d=(—0)c }+b
1= (—v)ym+1
und hieraus folgt, dass
l=[—08 —¢- o —y, —v]a+[—p, —08, —e-- . —p, —2]b
oder nach §. 23, (8)
1l=F[d¢e... 0, vlat([p,0,6...u, v]b
ist, worin das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach-
dem die Anzahl der Grissen p, 0 ... g, » gerade oder ungerade
ist.  Wir erhalten daher folgende Losung der unbestimmten Glei-
chung: ;
z=TF[0e...mv], y=TF[p 0 ¢&...u v
Hiermit ist also auch eine Wurzel # der Congruenz
az = 1 (mod.b)
gefunden, und dies geniigt vollstiindig, da alle anderen Wurzeln mit
dieser einen nach dem Modul b congruent sind,
Wenden wir diese Methode auf unser Beispiel
2z = 1 (mod. 15)
an, so erhalten wir
9—100 1D 0 N B =, 2 e

also
?P=00=7 z=—[d=—7=8 (mod 15)
und hieraus folgt, dass
2= —T7.(—38) =21 =6 (mod. 15)
die Wurzel der Congruenz
: 22’ = — 3 (mod. 15)
ist.

Als zweites Beispiel wiihlen wir die Congruenz
375 = 1 (mod. 100);
indem wir chenso verfahren, erhalten wir
37.=0,. 1004875 100 =2 374 26; 37 — 1 .26+ 11;
260= 2. 11+ 4; 11=2.443; 4=1.311

und also

=— (2,1, 2, 2, 1] (mod. 100).
Nun ist, wenn wir von rechts nach links rechnen,
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=l Bl =82 o8l =7 i 95 aj—"10;
[2, 1, 2,2 1] — 27,
also ¢
& = — 27 = 73 (mod. 100).
Da @ (100) = ¢ (4) ¢ (25) = 2. 20 = 40 ist, so hitten wir nach
unserer friiheren Methode die Auflosung
z = 37% (mod. 100)
erhalten; die hierin angedeutete Rechnung wiirde sich zwar durch
einige Kunstgrifte hedeutend abkiirzen lassen, allein doch viel
langwieriger sein als die nach der zweiten Methode ausgefiihrte
Rechnung.
Kommt es darauf an, auch den Werth von
y=F[p0e...4 "}]
zu berechnen, o ist es vortheilhaft, die Berechnung des Werthes
=T [0 e .. 1]
von rechts nach links vorzunehmen; man findet dann nach der
Formel (5) des §. 23 aus
[¢...u 7] und [0, ¢ ...y v]
unmittelbar den Werth von 4. So oft y = 0, also @ < & ist, re-
ducirt sich y auf
Yo —F e, .
Dies ist in unseren Beispielen der Fall; in dem zweiten erhiilt man
auf diese Weise
Y == i[0,9,1,.2,:2 1] =—+[1,°2, 2,1] = — 10,
und in der That ist
BT (=)= 100. (210) = 1
Bei dieser Auflgsung der unbestimmten Gleichung .z — & y=1
in ganzen Zahlen z, y ist-stillschweigend vorausgesetzt, dass die
beiden gegehenen relativen Primzahlen «, b positive Zahlen sind;
doch erkennt man leicht, dass hierdurch die Allgemeinheit der
Methode nicht heeintriichtigt wird.
Sobald nun eine bestimmte Lisung, d. h. ein bestimmtes Zahlen-
paar «, y gefunden ist, welches der Gleichung @z — by =1 geniigt,
50 ist es leicht, daraus die allzemeine Form aller Losungen &/, o'

- derselben unbestimmten Gleichung abzuleiten. Ist niimlich

azi—by =1,
s0 folgt durch Subtraction
a@—z) =by —y);
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da nun @ und b relative Primzahlen sind, so muss (nach §. 5, 2.)
die Zahl b in (2’ — x) aufgehen, es muss daher

o =a+bs, Yy=y9y -+ az
scin, wo z eine ganze Zahl bedeutet, und umgekehrt entspricht
jeder willkiirlich gewihlten ganzen Zahl z eine durch die vo-
stehenden Formeln herzustellende Losung &/, 4 unserer unbestimm-
ten Gleichung; jede Losung ', ' wird, wenn 2 alle ganzen Zahlen
von — o bis + o durchliuft, einmal und nur einmal erzeugt.
Man erkennt auch leicht, dass dieses Resultat selbst dann noch
giiltig bleibt, wenn eine der beiden gegebenen relativen Primzahlen
@, b gleich Null, und die andere folglich = + 1 ist.

Wir bemerken ferner, dass durch wiederholte Anwendung des
obigen Verfahrens folgende allgemeinere Aufgabe gelost werden
kann: Sind a, b, ¢ . .. gegebene ganze Zahlen, deren grisster ge-
meinschaftlicher Divisor m ist, so sollen ebensoviele ganze Zuhlen
@, 4, 2 - . . gefunden werden, welche der Gleichung

az +by+cet - --=m

geniigen. Denn gesetzt, man habe fiir die Zahlen 4, ¢ . . ., deren
grosster gemeinschaftlicher Divisor #' nothwendig ein Multiplum
von m ist, schon ganze Zahlen 4, 2 . . . gefunden, welche der Be-
dingung

by +ed + .o =m
geniigen, so lise man, da m der grisste gemeinschaftliche Divisor
von ¢ und ' ist, nach der obigen Methode die Gleichung

ax+mz —=m
in ganzen Zahlen x, 2/, so wird die vorgelegte Gleichung durch die
Zalhlen z, y = a'yy 2 = 2'2" . . . befriedigt. -

§. 25.

Auf das im Vorhergehenden behandelte Problem der Auf-
lésung der Congruenzen ersten Grades lisst sich das folgende
zuriickfithren:

Alle Zahlen z zu finden, welche in Bezug auf zwei gegebent
Moduln a,b gegebenen Zahlen resp. e,  congruent sind, d.h. welche
den beiden Forderungen

2= o (mod.a), =B (mod.b)
gendigen,
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Da némlich alle Zahlen #, welche die erste dieser heiden For-
derungen erfiillen, in der Form 2 = « 4 af enthalten sind, wo ¢
jede beliebige ganze Zahl bedeutet, so kommt es nur noch darauf
an, dieses ¢ niher so zu bestimmen, dass

at = f— o (mod. b) (1)
wird. Bezeichnet man nun mit § den grossten gemeinschaftlichen
Divisor der heiden Moduln @« und b, so muss, wenn diese Congruenz
miglich sein soll, 8 — e durch o theilbar, d. h. es muss

o = f# (mod. 0) )
sein (§ 22). Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so existirt keine
Zahl, welche der Aufgabe geniigh; ist sie aber erfiillt, so sind
siimmtliche der Congruenz (1) geniigende Zahlen ¢ in der Form

: b b
b=t (mud. 3> oder t = 1, 4+ T

enthalten, wo f, eine bestimmte von ihnen, und « jede beliebige
ganze Zahl bedeutet., Hieraus folgt, dass die gesuchten Zahlen
durch die Formel

z =0+ at + G'T‘bu oder z = =z, (mod. %—b)
gegeben werden, wo 2, = « -} at, selbsteine der gesuchten Zahlen,

und der Modulus offenbar das kleinste gemeinschaftliche Multiplum
der beiden gegebenen Moduln a, b ist.

Werden z B. die Zahlen gesucht, welche durch 12 dividirt
den Rest 7, durch 15 dividirt den Rest 4 lassen, so hat man die
Congruenzen

z =7 (mod.12), 2 = 4 (mod. 15).
Man setzt also z = 7 + 12¢, und erhilt fiir ¢ die Congruenz

12t = — 3 (mod. 15),
welche (da hier die Bedingung (2) erfiillt ist) sich auf
4t = — 1 (mod.5)

reducirt. Hieraus folgt
p = 1 (mod.5)
und also

=T+ 12t =19 (mod ()0)

Besonders hemerkenswerth ist der besondere Fall, in welchem
die beiden gegehenen Moduln a, b relative Primzahlen sind; da
gleichzeitig 0 = 1 wird, so fillt die Bedingung (2) ganz fort; die
Auflisung ist stets moglich und liefert ein Resultat von der Form

x = x, (mod-ad).
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Die urspriingliche Aufgabe liisst sich auch leicht fiir den Fall
verallgemeinern, in welchem eine Reihe von heliebig vielen Moduln
und eine Reihe ihnen entsprechender Reste gegeben ist; fiir uns
ist indessen nur der Fall yon Wichtigkeit, in welchem die ge-
gebenen Moduln @, b, ¢ . . . relative Primzahlen sind; wir beschriin-
ken uns daher aufl denselben, und stellen uns unter dieser Voraus-
setzung die Aufgabe, alle Zahlen z zu finden, welche dem System
von Congruenzen

= o (mod.a), z =B (mod.b), z =y (mod.c)...

geniigen. Da.wir nun schon wissen, dass alle Zahlen, welche die
beiden ersten dieser Forderungen erfiillen, in der Form z = 8,
(mod. ab) enthalten sind, wo die Zahl g, nach dem Vorhergehenden
gefunden werden kann, so kommt unsere Aufgabe offenbar auf die
einfachere zuriick, alle Zahlen z zu finden, welche dem folgenden
System von Congruenzen geniigen:

z = f; (mod.ab), =y (mod.¢) . ..
Danun der Modul «b derersten dieser Congruenzen wieder relative
Primzahl gegen jeden folgenden Modul ¢ . . . ist, so kann man in
derselben Weise fortfahren und gelangt so zu dem Resultat, dass
simmtliche Zahlen 2 in der Form

z = @, (mod.m)

enthalten sind, wo #, eine hestimmte von ihnen, und m das Pro-
duct abe . . . aus allen gegebenen Moduln bedeutet,

Statt eine solche Zahl a, in der eben angegebenen Weise durch
successive Auflésung einer Reihe von Congruenzen ersten Grades
in Bezug auf die Moduln 4, ¢ ... zu suchen, kann man auch auf
folgende Art symmetrisch verfahren.

Man setze m — ad = B = ¢C ... und bestimme (nach
§. 24) zuniichst Zahlen o', ¢/, ¢’ . . ., welche den Congruenzen

Ao =1 (mod.a), BV =1 (mod.b), C¢ =1 (mod.c)...
geniigen; so wird
2= dd o4 BV B+ Ccy+ ... (mod.m);
denn da B, ... durch a theilbar sind, so ist 2 = Add' o = w
(mod. @), und ebenso = B (mod.?), = y (mod.¢) w. s. w.

Fin besonderer Vortheil dieser Methode hesteht darin, dass.

die Hiilfszahlen o/, ¥/, ¢! . . . ganz unabhingig von e, g, y . . . sind,
und daher stets dieselben bleiben, wie auch die letzteren variiren

mdgen, vorausgesetzt natiivlich, dass das System der Moduln a.b,c...
unverindert hleibt,
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Es folgt ferner hieraus, dass z ein vollstiindiges Restsystem
nach dem Modul m durchliuft, sobald die Reste &, f8, . .. voll-
stiindige Restsysteme resp. in Bezug auf die Moduln «, b, ¢ ...
durchlaufen; denn wenn o, ', ¢/ ... irgend ein zweites System
gegebener Reste ist, so wird

Ad'e + B g L Ccy'+ - - .
stets und nur dann .

=Adaet+BVB+Ccy+ ---
nach dem Modulus s sein, wenn gleichzeitig

o = o (mod.a), ' = p (mod.b), » =y (mod.c)

w. s w. ist; da ferner «, 38, y ... xesp. @, b, ¢... verschiedene
Werthe durchlaufen, so ist die Anzahl aller verschiedenen Rest-
systeme, also auch die Anzahl der resultirenden nach dem Modul m
incongruenten Werthe von z gleich abe .. .= m; d. h. 2 durch-
liuft ein vollstiindiges Restsystem nach dem Modul .

Ist ferner o relative Primzahl zu a, f zu b w. s. L, so ist &
auch relative Primzahl zu m, und umgekehrt; hieraus folgt leicht
ein neuer Beweis des Satzes, dass @ (ad) = ¢ (a) @ (D) ist.

_ Endlich ergiebt sich, dass, wenn z irgend eine ganze Zahl
bedeutet, stets

© U v w
Sl L e
gesetzt werden kann, wo f, w, v, w ... ganze Zahlen bedeuten.
Denn lisst z in Bezug auf die Moduln @, b, ¢ . . . resp. die Reste
& B, y ..., s0 ist nach dem Obigen
r=hm+ Ad e+ B+ Ccdy+ -,

wo b eine ganze Zahl bedeutet, und folglich

F Whoe i DBy el

__h+T+T)+—c_+“'

m

$. 26,

Wir wenden uns nun zu der Betrachtung der Congruenzen
hiherer Grade, beschriinken uns aber dabei auf den einfachsten
Tall, in welchem der Modul p eine Primzahl ist. Die allgemeinste
Form einer Congruenz nten Grades ist die folgende:

ax” - bpr—14 car—2 4 .- . + h = 0 (mod. p),
in welcher der hichste Coefficient ¢ als nicht theilbar durch die
Primzahl p vorausgesetzt wird. Ebenso wie man jede Gleichung
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leicht auf den Fall zuriickfiilhren kann, in welchem der héchste
Joefficient = 1 ist, so erreicht man auch hier dasselbe, wenn man
die Congruenz mit einer Zahl o/ multiplicirt, welche der Bedingung
ad = 1 (mod. p) geniigt und also eine Wurzel der stets losharen
Congruenz ax = 1 (mod. p) ist. Doch hingt hiervon die Griiltig-
keit der folgenden Sitze nicht im Mindesten ab.
Wir bezeichnen der Einfachheit halber das auf der linken
Seite der obigen Congruenz befindliche Polynom nten Grades kurz
-mit f(z), Hat nun eine solche Congruenz
f(z) = 0 (mod. p) . (1)
eine Wurzel 2 = o« und dividirt man f(z) durch z — ¢, so wird
der Divisionsrest r, eine durch p theilbare Zahl sein; denn he-
zeichnet man den Quotienten der Division, welcher eine ganze
Function vom (2 —1)ten Grade mit ganzzahligen Coefficicnten ist,
mit f, (), so ist

und hierin ist 7, = f(«) der Voraussetzung nach = 0 (mod. p).
Hat nun die Congruenz (1) noch eine zweite von « verschiedene,
d. h. nicht mit @ congruente Wurzel , so folgt aus (2), dass

(B—a) fi () = 0 (mod. p)
und also, da 8 — e nicht durch p theilbar ist, dass f, (8) = 0,
d. h. dass B einc Wurzel der Congruenz f, (#) = 0 (mod. p) sein
muss.  Man kann daher wieder

Si(@) = (2—B) fo(2) + 12
setzen, wo der Rest #, wieder eine durch p theilbare Zahl, und der
Quotient f, () eine ganze Function (n — 2)ten Grades mit ganz-
zahligen Coefficienten ist. Setzt man aber diesen Ausdruck fiir
Ji(z) in die Gleichung (2) ein, so nimmt dieselbe die Form

J@) =(@—w) @—p) fr(a)+r@@—e)+nr
oder, da » und r, durch p theilbar sind, die Form
f@) = @—ea) (x—B) @) + p(z+m)

an, in welcher [ und m ganze Zahlen sind.

Besitzt nun die Congruenz (1) noch eine dritte von « und f
verschiedene Wurzel y, so ergiebt sich, da weder (y — ) noch
(» — B) durch p theilbar ist, dass y eine Wurzel der Congruenz
Ja() = 0 ist; verfihrt man daher wie friiher, so erhilt man eine
Gleichung von der Form

J(@) = (@—0a) (@—p) (@—7) f; @)+ p (ra® + sz + 1),

' f@) = (z—e) fi(z)+n (2).
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wo r, s, t ganze Zahlen bedeuten. Setzt man diese Schlussweise
fort, so gelangt man offenbar zu folgendem Satze: Besitet die Con-
gruenz nten Grades
f(z) = 0 (mod. p),

deren Modulus p eine Primzabl ist, n incongruente Wurzeln
B, 7 - . - A s0ist ihre linke Seite von der Form

f@)=a@—o) (@—f) (z—p)...@=H+py@), 6)
wo a den hichsten Cocfficienten von f(z), wnd ¥ (x) ein Polynom
bedeutet, dessen Coefficienten ganze Zahlen sind.

TUnd aus diesem ersten Satze folgt sogleich der zweite®): Fine
Congruenz vom Grade ‘n, deren Modulus eine Primzahl ist, kcm.n
niemals mehr als n incongruente Wureeln haben. Denn hiitte die
Congruenz (1) ausser den 7 Wurzeln o, ... 4 noch mind?stcns
eine solche g, die mit keiner der vorhergehenden congruent ist, so
wiirde aus der Gleichung (3) folgen, dass das Product

a(p—o) (w—B) (p—7) ... (w—4)

2 1 i oeli i ler Vors 3
durch p theilbar wire, was unmoglich ist, da der Voraussetzung

nach keiner der Factoren durch p theilbar ist.

Man hiitte diese beiden Siitze, welche fiir die Folge von der
grissten Wichtigkeit sind, auch in umgekehrter Ovdnung aus dem
in der Gleichung (2) ausgesprochenen Resultat schliessen kinmen.
Da niimlich jede von « verschiedene Wurzel 8 der Congruenz (1)
eine Wurzel der Congruenz niichst niedrigeren Grades

Jfi(z) = 0 (mod. p)
ist, so folgt hieraus unmittelbar, dass die erstere Congruenz hoch-
stens eine Wurzel mehr hesitzt, als die letztere; da nun eine Con-
gruenz ersten Grrades (sobald der Modulus eine Primzahl ist) nur
cine Wurzel besitzt, so kann eine Congruenz vom zweiten Grade
hochstens 2, folglich eine Congruenz dritten Grades hichstens 3
. s. f., allgemein eine Congruenz nten Grades hochstens » incon-
gruente Wurzeln besitzen. Und nachdem so der zweite Satz .be~
wiesen ist, ergiebt sich auch der erste leicht auf folgende Weise,
Gesetzt, die Congruenz (1) vom nten Grade hat wirklich » incon-

gruente Wurzeln @, 8, 7 . . . A, so bilde man die Differenz

f@)—a@—a) (@—p) (x—yp)...(x—1) = ¢(®)

wo « den hichsten Coefficienten in f(z) bezeichnet, und denke sich

¥ Lagrange: Nowvelle méthode pour résoudre les problémes indéter-
minés en nombres entiers, Mém. de PAec. de Berlin. T. XXIV.
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dieselbe nach Potenzen von z geordnet; dann ist zu zeigen, dass
alle Coefficienten dieses Polynoms g (x), dessen Grad hochstens
—=mn — 1, also jedenfalls kleiner als » ist, durch p theilbar sind.
Gesetat, dies wire nicht der Fall, und es wiire z” die hochste in
@ (x) vorkommende Potenz von x, deren Coefficient nicht durch P
theilbar wiire, so wiire
@ (z) = 0 (mod. p)
eine Congruenz vom rten Grade, welche, wie man unmittelhar
einsieht, die » incongruenten Zahlen e, 8 . .. 4 zu Wurzeln hiitte,
also, da » < n ist, mehr Wurzeln besiisse, als® ihr Grad Einheiten
enthéilt. Da dies gegen den schon bewiesenen Satz streitet, so
miissen wirklich alle Coefficienten von @ () durch p theilbar sein,
d. h, es muss
P () = pi ()
sein, wo simmtliche Coefficienten des Polynoms ¢ () ganze Zahlen
sind. Dies war aber der Inhalt des ersten Satzes,
Wirkénnen zu diesen beiden Siitzen noch den folgenden dritten
hinzufiigen: Wenn
S(@) = 9 (z) ¢ (z)
ust, wo dic Coefficienten der Polynome @ (x) und o (x) simmtlich
ganze Zahlew sind, wnd wenn die Congruenz
Ff(2) = 0 (mod. p), (4)
(wo p wieder eine Primeahl bedeutet) chenso wiele incon giruente
Wiwzeln besitzt, als thr Grad Einheiten enthdlt, so qilt dasselbe
von jeder der beiden Congruenzen
¢ (z) = 0 (mod. p), ¢ (2) = 0 (mod. p). (5)
Zuniichst leuchtet nimlich cin, dass jede Wurzel ¢ der Congruenz
(4) auch eine Wurzel von mmdesteub einer der heiden Congruenzen
(5) sein muss; denn aus
@ () ¥ () = f(x) = 0 (mod. p)
folgt, dass mindestens eine der beiden Zahlen @ (a), ¥ (o) durch p
theilbar sein muss. Hiitte nun eine der heiden Congruenzen (5)
weniger incongruente Wurzeln als ihr Grad thexten enthiilt, so
miisste nothwendig die Anzahl der Wurzeln der anderen Congruenz
d. h. der iibrigen Wurzeln der Congruenz (4) ihren Grad iiber-
steigen, da die Summe der Grade der beiden Polynome @ (z) und
¥ («) genau dem Grade des Polynoms f£(z) gleich ist. Da dies
gegen den zweiten Satz verstossen wiirde, so muss die Anzahl der

~
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incongruenten Wurzeln einer jeden der beiden Congruenzen (5)
genau ibrem Grade gleich sein *).

§ 27.

Von diesen wichtigen Sitzen machen wir sogleich eine An-
wendung. Zufolge des Fermat'schen Satzes geniigt jede der (p — 1)
unter einander nach dem Modul p incongruenten Zahlen

152,30 s (p=—1) s

der Congruenz v ;

zr=' — 1 = 0 (mod. p),
und diese Zahlen bilden auch ihre siimmtlichen incongruenten
Wurzeln. Es ist daher nach dem ersten der vorhergehenden drei
Stitze

arl—1=(z—1)(z—2) (@—3) ..~ (v—p+1)+py(z),

worin ¢ () ein Polynom mit ganzen Coefficienten hezeichnet. Tint-
wickelt man daher das rechter Hand befindliche Product nach Po-
tenzen von , so muss der Coefficient einer jeden Potenz von z dem
entsprechenden linker Hand in Bezug aunf den Modul p congruent
sein.  Wir wollen hier nur den interessantesten Fall betrachten, der
sich durch die Vergleichung der Glieder ergicht, welche von z
unabhiingig sind. Ist zuniichst p eine umgerade Primzahl, so ist
dieses Glied rechter Hand, da die Anzahl p — 1 der negativen
Factoren gerade ist,

=15 25 3n i (n—"L);
linker Hand dagegen =— — 1, und hieraus ergiebt sich der nach
Wilson benannte Satz:

Wenn p cine Primezahl bedeutet, so ist das wmn eine Ilinheit
vergrisserte Product aller Tleigeren Zahlen als p durch p thedbar,
in Zeichen

1.2...(p—1)=—1 (mod. p).

So ist z. B.

| LR el 162 RS s e st i (BT |
theilbar durch 7

*) Eine weitere Entwicklung dieses (fegenstandes findet man in des
Herausgehers Abhandlung: Abriss einer Theorie der hoheren Congruenzen
g auf einen reellen Primzahl-Modulus, Borchardt’s Journal Bd. 54.
rgl. die nachgelassene Abhandlung von Gauss: Analysis Rcsnluo: un,
Gauss’” Werke Bd. IL 1863
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Der Wilson'sche Satz gilt aber auch fiir die Primzahl 2, da in
diesem Fall 4 1 und — 1 einander congruent sind.

Dieser Satz ist dadurch bemerkenswerth, dass er sich um-
kehren ldsst und deshalb ein charakteristisches Merkmal fiir eine
Primzahl abgiebt. Denn nimmt man umgekehrt an, es sei

159508 (=41 _

durch p theilbar, so muss p eine Primzahl sein; wiire nfimlich p
eine zusammengesetzte Zahl, also ausser durch 1 und durch sich
selbst auch noch durch eine andere Zahl « theilbar, so wiirde a
nothwendig eine der Zahlen 2, 3 ... (p — 1) sein miissen; da nun
die obige Summe und ihr erstes Glied durch a theilbar ist, so
miisste auch das zweite Glied 1 durch « theilbar sein, was nicht
moglich ist.

Einen anderen interessanten Satz erhilt man durch Anwen-
dung des dritten der vorhergehenden Sitze auf dasselbe Beispiel.
Bezeichnet nimlich o irgend einen Divisor von p — 1, so ist be-
kanntlich

zr—1—1 = (z9—1) ¢ (2),
wo ¥ (z) ein Polynom mit ganzen Coefficienten bedeutet. Hieraus
folgt also: Die Congruenz -
: 29 =1 (mod. p),
deren Grrad O ein Divisor von p — 1 ist, besitzet stets O incongruente
Wurzeln.

§. 28.

Der zuletzt abgeleitete Satz gehort seinem Inhalte nach eigent-
lich in eine allgemeinere Theorie, fuiimlich in die Theorie der bi-
nomischen Congruengen von der Form

az” = b (mod. k).
Dieselbe stiitzt sich auf die Betrachtung der sogenannten Potenz-
reste, d. h. der Reste der successiven Potenzen einer Zahl, und wir
beschiiftigen uns daher zuniichst mit der Untersuchung der inter-
essanten Gesetze, welche hier hervortreten.

s sei also & ein beliebiger Modul, und @ velative Primzahl
gegen denselben; bilden wir nun die Reihe

1ot a3 el
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der successiven Potenzen von « und setzen dieselbe hinreichend
weit fort, so muss es einmal geschehen, dass zwei verschiedene
Glieder @ und @* 7 einander nach dem Modul % congruent wer-
den; denn es giebt ja nur eine endliche Anzahl incongruenter
Zahlen. Aus der Congruenz
attr = g% . a* = a* (mod. k)
folgt aber, da «* relative Primzahl gegen den Modul % ist, dass
ar = 1 (mod. k)
ist. s giebt daher, was wir auch schon durch den verallgemei-
nerten Fermat’schen Satz (§. 19) wussten, stets eine Potenz von a,
welche durch / dividirt den Rest 1 lidsst. Unter allen Potenzen
von «, welche dieselbe Eigenschaft haben, ist aber besonders die-
jenige hemerkenswerth, welche den kleinsten Exponenten hat; doch
versteht sich von selbst, dass der Exponent Null hier nicht in
Betracht kommt, fiir welchen die entsprechende Potenz ja stets
= | sein wiirde. Bezeichnen wir mit 8 diesen kleinsten positiven
Exponenten, fiir welchen
a9 = 1 (mod. k)
wird, so wollen wir sagen, die Zahl o gehire zu dem Exponenten
0 oder zu der Zahl 6. Dann leuchtet zunichst ein, dass die ersten
0 Glieder der obigen Potenzreihe, d. h. die Zahlen
1) ) 02 wad=t

simmtlich incongruent unter einander sind; denn aus einer Con-
gruenz von der Form as+» = a¢, wo s und s + » kleiner als 0
sind, wiirde wieder ¢ = 1 folgen, was mit der Voraussetzung im
Widerspruch steht, dass keine. niedrigere Potenz als a¢ den Rest
1 ldsst.

Die folgenden Glieder der Reihe geben nun genaun dieselben
Reste, und auch in derselben Reihenfolge, denn es ist

=1, af+1 =g, adt? =a?...a2-1 = qd-
1, ad+ti=gq, q2d+? ad—1
=1 a¥lti=gq, aif+ti=q2... 01 = ¢!

a?
add

a?...q3d—1

w S W

Um daher zu erfahren, welchen Rest eine beliebige Potenz a* liisst,
dividire man den Exponenten s durch ¢ und bringe dadurch s in
die Form s — md 4 », wo r eine der Zahlen 0, 1,2 ... (3 —1)
bezeichnet. Dann ist

at = @m9+r = qr (mod. k).
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Hieraus geht ferner hervor, dass zwei solche Potenzen wie as und

a*' stets, aber auch nur dann congruent sein werden in Bezug auf

den Modul %, wenn § = s' (mod.d); denn ist »' der bei der Divi-

sion von s’ durch 0 hervorgehende Rest, so ist «*' = @’ (mod. ).

Ist daher

& w® = a®' (mod. k)

s0 muss auch
a” = «'" (mod. k)

sein; da aber » und o kleiner als 0 sind, so ist dies nur dann mog-

lich, wenn » = ¢’ ist, woraus s=s' (mod. ) folgt; und umgekehrt

leuchtet ein, dass, sobald s = s’ (mod. §), also » = #' ist, auch

a* = *' (mod. k) sein muss.

Ein specieller Fall ist der, dass, sobald ¢* = 1, also a¢ = a0
ist, nothwendig s = 0 (mod. ), d. h. dass s theilbar durch § sein
muss. Nun wissen wir schon aus dem verallgemeinerten Fermat'-
schen Satz, dass stets

a?® =1 (mod. k)

ist; hieraus folgt also, dass die Zahl 9, zu welcher eine Zahl ¢ ge-
hirt, stets ein Divisor von ¢ (k) sein muss *),

§ 29,

Beschriinken wir uns jetzt wieder auf den Fall, in welchem
der Modul eine Primzahl p und also « irgend eine durch p nicht
theilbare Zahl ist, so folgt aus der letzten Bemerkung, dass die
Zahl 9, zu welcher a gehirt, jedenfalls ein Divisor von ¢ ( p)=
P 1 sein muss. Man kann nun umgekehrt fragen: wenn 0 irgend
ein Divisor von p—1 ist, giebt es dann jedesmal auch Zahlen a,
welche zu 0 gehoren? und wie viele? Nehmen wir zuniichst einmal
ein Beispiel, indem wir p = 7 setzen. Da aus « = b (mod. p)
Eumh stets ¢ = & (mod, p) folgt, so gehdren je zwei congruente
Aa,hleu.auch stets zu demselben Exponenten, und wir brauchen
daher in unserem Beispiel nur die Zahlen ¢ — 1, 2, 3, 4, 5, 6 zu
betrachten; durch wirkliches Potenziren. welches inan da,durch
ablkiirzt, dass man statt jeder Potenz immer ihren kleinsten Rest

= \I"‘)I].i‘_m anderer Beweis dieses Satzes findet sich in den Supplementen
4§ 127,
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substituirt, findet man nun das in der folgenden Tabelle ausge-
driickte Resultat:

a|1]2]8]4]5]6
3|1[3[6]3[6]|2

Es gehort daher zu dem Divisor 6 = 1 nur die einzige Zahl
1, zu & = 2 nur die einzige Zahl 6; zu 0 = 3 gehoren zwei Zah-
len, néimlich 2 und 4, und zu & = 6 gehdren die heiden Zahlen
3 und 5.

Nehmen wir nun vorliufig einmal an, dass mindestens eine
Zahl @ existirt, welche zu dem Exponenten d gehort, so sind die
0 Zahlen

I o e (4)
nach dem Vorhergehenden simmtlich incongruent; da ferner
a9 = 1, so ist auch

(ar)9 = (a¥)r =1 (mod. p),
d. h. die 8 Zahlen (A) sind Wurzeln der Congruenz

z? = 1 (mod. p),
and da sie unter einander incongruent sind, und der Modulus eine
Primzahl ist, so bilden sie auch die simmtlichen Wurzeln dieser
Congruenz vom Grade 0. JedeZahl aber, welche zum Fxponenten
8 gehort, muss vor Allem eine Wurzel dieser Congruenz sein, und
wir haben daher alle etwa existivenden Zahlen, die zu 0 gehdren,
unter den Zahlen (4) zu suchen. Wir fragen daher: zu welchem
Exponenten  gehort irgend cine dieser Zahlen, z. B. gr? d. h.
welches ist die kleinste positive Zahl 7, fiir welche

(@) = av* = 1 (mod. p)
ist? Offenbar muss »h (da @ zum Exponenten o gehort) durch &
theilbar sein; ist daher & der grosste gemeinschaftliche Divisor
von 7 — & und 0 — &', so muss /i durch &' theilbar sein; die
kleinste Zahl 7, welche diese Bedingung erfiillt, ist offenbar o’ selbst,
und es ist auch wirklich ;
(ar)8 = (@) =1 (mod. p); -

also ist 8’ die Zahl, zu welcher a” gehort. Soll also a” zum Lx-
ponenten & gehéren, somuss ¢ = 1, also » relative Primzahl gegen
d sein; und umgekehrt, sobald dies der Fall, also & =1 ist, gehtrt
auch @ wirklich zum Exponenten d. Wir erhalten so das Resultat,

Dirichlet, Zahlentheorie. )
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dass unter den Zahlen (4) genau ebenso viele zu dem Exponenten
d gehoren, als es unter den Exponenten
0 o (SR

relative Primzahlen zu 0 giebt; es giebt daher ¢ (9) solche Zahlen.

Da wir angenommen hatten, dass mindestens eine solche Zahl
«a existirte, so konnen wir das Bisherige so zusammenfassen: Ist
p eine Primzahl und & ein Divisor von p—1, so ist die Anzahl
der incongruenten Zahlen, die zu o gehiren, entweder = 0, oder
= ¢ (9). Um nun iiber diese Alternative zu entscheiden, betrach-
ten wir die Totalitiit aller » — 1 nach dem Modul p incongruenten
und durch p nicht theilbaren Zahlen; wir theilen dieselben in
Gruppen ein, indem wir je zwei incongruente Zahlen in dieselbe
oder in verschiedene Gruppen werfen, je nachdem sie zu dem-
selben Divisor 0 von p — 1 gehdren oder zu verschiedencn. Be-
zeichnen wir mit ¢ (d) die Anzahl der Individuen, welche in die
dem Divisor 0 entsprechende Gruppe gehiren, so muss, da Jede
der p —1 vertheilten Zahlen in eine, aber auch nur in eine solche
Gruppe gehort,

X)) =p—1

sein, wo das Summenzeichen sich auf simmtliche Divisoren o von
p—1 bezieht; wir wissen ferner schon, dass

¥ (0) entweder = 0, oder = g ()
ist. Da nun frither hewiesen ist (§. 13), dass auch
Te@ =p—1
ist, so folgt hieraus mit Nothwendigkeit, dass
¥ (8) niemals = 0, sondern stets — g (9)

ist. Demn da jedes Glied %(0) der ersteren Summe dem ent-
sprechenden der letzteren hijchstens gleich sein, aber niemals das-
selbe tibertreffen kann, so wiirde, sobald nur ein einziges Mal oder
ofter 9 (0) = 0 wiire, die erstere Summe nothwendig kleiner aus-
fallen miissen als die letztere, withrend sie in der That einander
gleich sind.  Wir haben so den wichtigen Satz *) gewonnen:

Die Anzall der simmilichen incongruenten Zahlen, welche zu
einem bestimmten Divisor 6 von p— 1 gehiren, ist stels — @ (9).

Lis geniigt, einen Blick auf das obige Beispiel zu werfen, in
welchem p — 7, um diesen Satz bestiitigt zu sehen.

*) Gauss: D, A. art. 54,
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§. 30.

Am interessantesten und folgenreichsteugié\t.’ der in diesem Re-
sultat enthaltene specielle Fall, in welchem 3/ == PR st

Ls giebt stets @ (p— 1) incongruente Za]{i_'-en 0 welche éw dem
Lzponenten p—1 gehoren, welche also die charakteristisehe Eigen-
schaft haben, dass die p— 1 Potenzen

L, 9,9%9%. .. gr=2 (&)
sammitlich incongruent (mod. p) sind.

Da es iiberhaupt nur p—1 incongruente und durch p mnicht
theilbare Zahlen ¢ giebt, so folgt, dass Jjede solche Zahl ¢ einer,
und natiirlich auch nur einer der Potenzen (G) congruent ist,
Jede solche Zahl ¢, welche zum Exponenten p—1 gehdrt, heisst
eine primitive Wurzel der Primzahl p*), und man kann daher
sagen: weun g eine primitive Wurzel von p ist, und ¢ irgend eine
durch p nicht theilbare Zahl, so existirt stets eine Zahl ¥ in der
Reihe 0, 1,2 . .. p—2 und nur eine von der Beschaffenheit, dass

¢ = g% (mod. p)
ist. Wenn man in dieser Weise alle incongruenten und — was im
Folgenden immer hinzuzudenken ist — durch p nicht theilbaren
Zahlen als Potenzen einer Basis g darstellt, so heissen die Expo-
nenten y die Indices der zugehbrigen Zahlen ¢ in Bezug auf die
Basis g, und man schreibt z. B

Ind. ¢ =y,
indem man die Basis ¢, so lange sie unverindert bleibt, in der Be-
zeichnung unterdriickt.
Nehmen wir z. B. p = 13, so iiberzengt man sich leicht, dass
2 eine primitive Wurzel ist; denn durch Potenziven erhiilt man
20

L 21=12, =4 28=8, =3 22B=04¢,
28 2

12, 27 =11,98= 19, 20=35, W= 10, 2= 17,

Nehmen wir daher 2 zur Basis eines Systems von Indices, so er-
halten wir folgende Tabellen

M- i

*) Luler: Demonsirationes cirea residua ex divisione potestatum per
rumeros primos resultantia, Noy. Comm. Petrop. XVIII, p. 85.
H*

R R RN~
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c|1[2]8]|4[5]6] 7|8]9]10]11][12

Ind. ¢ |O| 1|4 | 295113810 7] 6
und

3 bota Wil IR P R e L e 7{8|1?|10|11|

c|T[2 (483612 1L |05 |10 7|

deren erstere dazu dient, zu einer Zahl ¢ den Index zu finden,
wihrend die zweite den entgegengesetzten Zweck hat*).

Offenbar hat dieses ganze Verfahren die grosste Analogie mit
der Construction von Logarithmentafeln, die ja auf dem #hnlichen
Gedanken beruhen, alle positiven Zahlen als Potenzen ciner ein-
zigen Basis darzustellen; und es zeigt sich nun auch, dass in der
Zahlentheorie die Indices dhnliche Gesetze befolgen und fiir prak-
tische Zwecke chenso brauchhar sind, wie die Logarithmen. Zu-
niichst leuchtet ein, dass zwel congruente Zahlen auch stets den-
selben Index haben, in Zeichen: wenn a = & (mod. p), so ist auch
Ind. @ = Ind. 5. Ist ferner ¢ = ab (mod.p), so ist Ind. ¢ =
Ind. ¢ + Ind. b (mod. p — 1), oder kiirzer, es ist stets

Ind. (¢b) = Ind. @ 4 Ind. & (mod. p — 1).
Denn es ist ja

o = gde (mod. p); b = g'a? (mod. p),
also

ab = ginda+Inds (mod. p);
nun ist aber auch
ab = gmad.@ (mod. p),

folglich

glnd.(ed) = g'nd.a+Indz (mod. p).

Da nun g eine primitive Wurzel von p, also eine zum Exponenten
0 = (p—1) gehirende Zahl ist, so folgt aus §. 28 die Richtigkeit
der zu beweisenden Congruenz nach dem Modul p — 1. Nehmen
wir unser obiges Beispiel, in welchem p — 18, so ist z. B.

Ind. (7) = 11, Ind. (9) =8,
folglich
' Ind. (63) = 19 (mod. 12)
oder

Ind. (63) = 7.

*) Im Canon Arithmeticus von Jacobi (1839) findet man solche Tabellen
fiir alle dem ersten Tausend angehérenden Primzahlen.
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In der That ist aber 63 = 11 (mod. 13), und Ind. (11) = 7. Man
sieht aus diesem Beispiel, wie eine solche Doppeltafel der Indices
dazu benutzt werden kann, mit Leichtigkeit die Classe (11) zu
finden, welcher das Product (63) aus zwei Zahlen (7 und 9) an-
gehort.

Natiirlich lisst sich der vorstehende Satz auf ein Product aus
belichig vielen Factoren in folgender Weise ausdehnen: 2

Ind. (abe ...)=Ind. a4 Ind. &+ Ind. ¢ 4 « - . (mod. p —1).

Nimmt man hierin alle Factoren einander congruent, so erhilt
man:
Ind. (¢) = » Ind. a (mod. p — 1),

wo » irgend eine positive gai)ze Zahl bedeutet.

Ts liesse sich hieraus auch leicht nachweisen, dass der Ueber-
gang von einem System von Indices zu einem anderen, dessen Basis
eine andere der @ (p — 1) primitiven Wurzeln ist, ganz dhnlichen
Gesetzen unterliegt, wie der Uebergang von einem Logarithmen-
system zu einem anderen; wir beschriinken uns indessen auf fol-
gende einfache Bemerkungen, Wie auch die Basis y gewiihlt sein
mag, der Index von 1 ist stets — 0; denn es ist immer g = 1.
Ferner ist (den Fall p—2 ausgenommen) der Index von —1 stets
= 1(p—1); denn da nach § 19

p—1 p—1

2

x = 3
gr—t—1=1(g 2 —1) (g * +1) =0 (mod. p)
ist, so muss mindestens eine der beiden Zahlen
=1 pt
g o ) Mt
durch p theilbar sein; die erstere ist es aber nicht, dennsonst wiire
p=t
g 2 =1 (mod. p),
was mit der Voraussetzung im Widerspruch ist, dass ¢ zum Ix-
ponenten p— 1 gehort; es ist daher stets

p—1

gz = —1 (mod.p)
und folglich
—1
Ind. (—1) = ‘?2— S

Es verdient endlich noch bemerkt zu werden, dass man die
Indices, statt aus den Zahlen 0, 1, 2 . .. (p—2), ebenso gut aus
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jedem anderen vollstiindigen System incongruenter Zahlen in Be-
zug auf den Modul p — 1 wihlen kann; die so eben bewiesenen
Fundamentalsiitze erleiden dadurch nicht die geringste Aenderung.
Man kannnun die Indices benutzen, nm eine Congruenz ersten

Grades v

az = b (mod. p),
die hier die Stelle eines Divisionsproblems vertritt, mit Leichtig-
keit aufzulosen; denn es muss offenbar

Ind. z = Ind. » — Ind. @ (mod. p—1)

sein. Ist also z. B. die Congruenz -

ba = 6 (mod. 13)
zu losen, so wird man, indem man wieder die primitive Wurzel 2
zur Basis des Indexsystems wiihlt,

‘Ind. 2 =Tnd. 6 —Ind. 5 =5 — 9 = 8 (mod. 12)

und folglich

=9 (mod. 13)
finden.

Diese Methode, Congruenzen ersten Grades aufzulosen, sche.nt
auf den ersten Blick nur dann anwendbar, wenn der Modul eine
Primzahl ist; allein man kann leicht zeigen, dass jede beliebige
Congruenz ersten Grades

ax = b (mod. k),

deren Modul eine zusammengesetzte Zahl ist, auf eine Kette von
Congruenzen reducirt werden kann, deren Moduln Primzahlen sind.
Wir kénnen uns hierhei auf den Fall heschriinken, in welchem «
relative Primzahl gegen I ist. Man lise nun zuerst die Congruenz
az = b (mod. p),
wo p irgend eine in /; = pk' aufgehende Primzall ist, nach der
neuen Methode, so -erhiilt man ein Resultat von der Form
z = e (mod.p) oder z=— a-} pa
wo ' eine beliehige ganze Zahlist; substituirt man diesen Ausdruck
in die gegebene Congruenz, so nimmt sie die folgende Form an:
par’ =b—ae (mod. k).
Da nun b —ae durch p theilbar, also von der Form b'p ist, so

stimmen sémmtliche Wurzeln der vorstehenden Congruenz mit den
simmtlichen Wurzeln der Congruenz
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ar’ = b (mod. &)

itherein. Auf dieselbe Weise kann man nun fortfahren, indem man
diese Congruenz zuniichst nur in Bezug auf eine in %' aufgehende
Primzahl p' 16st, u. s. f.; man braucht dann zuletzt nur noch von
der Wurzel der letzten dieser Congruenzen durch successive Sub-
stitution zu der der urspringlichen iberzugehen.

§ 3L

Wir benutzen nun noch die Theorie der Indices, um auf sie
die Theorie der binomischen Congruenzen fiir einen Primzahl-
modulus p zu stiitzen; nach einer fritheren Bemerkung kann man
einer jeden solchen bhinomischen Congruenz die Form

2" = D (mod. p) 1)
geben, in welcher der Coefficient der Potenz der Unbekannten
= 1 ist; da ferner der Fall, in welchem D = 0 (mod. p) und folg-
lich auch 2 = 0 (mod. p), ohne Interesse ist, so schliessen wir
denselben aus.

Bezeichnen wir nun zur Abkiivzung die Indices von D und z
resp. mit p und & (wenn irgend eine primitive Wurzel g von P zur
Basis genommen ist), so reducirt sich die Auflssung der Congruenz
(1) auf die Bestimmung aller Wurzeln & der Congruenz ersten
Grades

nE =y (mod. p—1); (2)
denn offenbar entspricht jeder Wurzel der einen dieser heiden
Congruenzen (1) und (2) auch stets cine und nur eine Wurzel der
anderen,

Es sei jetat & der grisste gemeinschaftliche Divisor der Zahlen
P—1 und », so ist (§. 22) die Congruenz (2) nur dann moglich,
wenn die Bedingung :
y = 0 (mod. 0) (3)
erfiillt ist, und dann hat sie 8 nach dem Modul p— 1 incongruente
Wurzeln £ Wir schliessen hieraus unmittelbar den Satz:

Ist & der grisste gemeinschaftliche Divisor des Grades n der
Congruenz ( 1) und der Zahl p—1, so ist diese Congruenz nur
dann mglich, wenn dic Bedingung

Ind. D = 0 (mod. 0) (4)
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erfillt ist, und dann besitzt sie O nach dem Modul p incongruents
Wurzeln .
Liegt z B. die Congruenz
x8 = 3 (mod. 13)
vor, 50 ist ‘6 = 4; nehmen wir ferner die primitive Wurzel 2 als
Basis fiir die Indices, so ist Ind. 3 = 4, also ist die Bedingung (4)
erfiilllt, und die vorgelegte Congruenz hat 4 nach dem Modul 13

incongruente Wurzeln; um diese zu finden, bilden wir die Con-
gruenz ersten Grades

8¢ = 4 (mod. 12) oder 2&=1 (mod. 3),
und erhalten hieraus
£ = 2 (mod. 3
oder ( .
¢ =2, oder 5, oder 8, oder 11 (mod. 12),
folglich, indem wir zu diesen Indices & die zugehdrigen Zahlen
suchen,

z =4, oder 6, oder 9, oder 7 (mod, 13).

D{l d.ig Miglichkeit der binomischen Congruenz von der Wahl
d.er primitiven W}u’z(zl g, auf welche sich die Indices ¢ und & be-
ziehen, nothwendig unabhiingig sein muss, so wird das Kriterium,
dass der .Index 7 einer Zahl D durch einen Divisor ¢ der Zahl
s 1 t.hellbar sein muss, in eine von der Theorie der Indices un-
z%bhangxge F_oym gebracht werden kinnen. Dies bestiitigt sich auf
folgende \VQISG. Sobald in Bezug auf irgend eine Basis g der Index
y der Zahl. D durch den Divisor 6 von p — 1 theilbar, also von der
Form %0 ist, so haben wir die Congruenz

D = ¢g9 (mod. p)
und hieraus durch Potenzirung
=1
DI = ghr=1 =1 (mod. p);
und umgekehrt, sobald die Zahl D dieser Bedingung
L=}
pr=l
D 7 =1 (mod. p)
geniigt, muss der in Bezug auf eine belichize Basi
=i g ASIS 9 yenommene
Index p der Zahl D durch o theilbar sein; (Tenn es seié
D = ¢7 (mod. p)
80 folgt hieraus .
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yr=l

g° 7 =1 (mod p),

und da g eine primitive Wurzel, d. h. eine zum Exponenten p — 1
gehorende Zahl ist, so muss der Fxponent durch p — 1, und folg-
lich der Index p durch & theilbar sein.

Nachdem das urspriingliche Kriterium so umgeformt ist, kon-
nen wir unseren Satz in folgender Weise unabhiingig von der
Theorie der Indices aussprechen:

Ist & der grisste gemeinschaftliche Divisor der Zahlen n und
p—1, so hat dic Congruenz

z = D (mod. p), (1)
genaw O incongruente Warzeln, oder gar eine, je nachden dic Zahl
D der Bedingung

p—1
D0 =1 (mod p) (®)
gendigh oder wicht gewiigt. :

Den speciellen Fall, in welchem 0 = pund D = 1 ist, haben
wir schon frither (§. 27) auf anderem Wege bewiesen; es wiirde
nicht schwer sein, aus den dort angewandten Principien auch den
allgemeinen Satz abzuleiten, ohne die Theorie der Indices zu Hiilte
o rufen; doch iiberlassen wir der Kiirze halber diese Untersuchung
dem Leser.

Wir kénnen nun auch noch die Frage aufstellen: wenn der
Grad n der Congruenz (1) gegeben ist, wie viele incongruente
Zahlen D) existiren, fiir welche die Congruenz (1) moglich ist?
Hicrauf liefert der Satz selbst sogleich die Antwort, denn diese
Zahlen D sind_ja die simmtlichen Wurzeln der hinomischen Con-

gruenz
p—1

z 0 =1 mod. p);

der grosste gemeinschaftliche Divisor des Exponenten (p—1) : &
und der Zall p—1 ist in diesem Falle der Exponent (p—1) : 0
selbst, und da das Kriterium fiir die Mdglichkeit offenbar erfiillt
ist, so ist also die Anzahl aller incongruenten Zahlen D, fiir welche
die Congruenz (1) moglich ist, genau = (p —1) : 0. Man nennt
solche Zahlen D), welche der nten Potenz einer Zahl congruent
sind, kurz nte Potenzreste, und wir kénnen daher sagen:

Die Anzahl aller nten Potenzreste ist = (p—1):0, wo 9 den
grisssten. gemeinschaftlichen Divisor der Zahlen n und p— 1 be-
zeichnet.
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Man findet dieselben offenbar, wenn man alle incongruenten
Zahlen zur nten Potenz erhebt und deren Reste hildet. Wenn
n =2, 3, 4 ist, so nennt man diese Zahlen resp. quadratische, cu-
bische, biquadratische Reste. Mit der Theorie der ersteren, welche
fiir sich allein schon eine grosse Ausdehnung besitzt.” werden wir
uns nun im Folgenden ausfithrlich beschiiftigen.

Dritter Abschnitt.

Von den quadratischen Resten.

8 32.

Wir behandeln im Folgenden ausfiihrlich die Theorie der Con-
gruenzen von der Form
22 = D (mod. ), (1)

in welcher wir stets D als relative Primzahl gegen den Modul %
voraussetzen. s wiirde sich leicht zeigen lassen, dass jede he-
liehige Congruenz zweiten Grades auf diesen Fall zuriickgefiihrt
werden kann; doch wollen wir uns dabei nicht aufhalten. So oft
nun die Congruenz (1) méglich ist, d. h. so oft sie Wurzeln hat,
heisst die Zahl D quadratischer Rest der Zahl It; im entgegen-
gesetzten Fall heisst D quadratischer Nichtvest der Zahl k. Man
liisst auch hiufig, wenn kein Missverstindniss zu befiirchten ist,
das Beiwort ,,quadratisch® fort und nennt kurz die Zahl D Rest
oder Nichirest von J, je nachdem die Congruenz (1) miglich ist
oder nicht. Unmittelbar leuchtet hieraus ein, dass zwel nach dem
Modul % congruente Zahlen entweder beide Reste von I, oder beide
Nichtreste von / sind; d. h. alle in einer und derselben Classe ent-
haltenen Zahlen haben denselben Charakter; je nachdem eine von
ihnen Rest oder Nichtrest des Modul % ist, sind sie alle Reste oder
alle Nichtreste von /.
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Die Theorie der quadratischen Reste zerfdllt nun in zwei
Haupttheile; man kann ndmlich einmal die Frage aufwerfen:

Wenn der Modul k gegeben ist, welches sind dann die simmt-
lichen incongruenten quadratischen Reste von k2 und wie viele
Wurzeln hat dic einer jeden dieser Zahlen entsprechende Congruenz?

Bei weitem schwieriger ist aber die Beantwortung der folgen-
den zweiten Hauptfrage:

Wenn die Zahl D gegeben ist, welches sind dann die Moduln
I, fir welche die Congruenz (1) maglich ist, d. h. welches sind dic
Zahlen &, von denen die gegebene Zahl D quadratischer Rest ist?

§ 33.

Wir beschiiftigen uns zuerst mit der ersten Frage und be-
ginnen die Untersuchung mit dem einfachsten Falle, mit dem niim-
lich, wo der Modul eine ungerade Primzahl p ist (der Fall p =2
erledigt sich unmittelbar durch die Bemerkung, dass jede ungerade
Zahl = 12, also quadratischer Rest von 2 ist). Hier erhalten wir
die vollstéindige Antwort sogleich durch die vorhergehende Theorie
der binomischen Congruenzen (§. 31). In unserem Falle ist niimlich
n = 2 der Grad der binomischen Congruenz, und da p — 1 gerade
ist, so ist & = 2 der grisste gemeinschaftliche Divisor von » und
p —1; die Congruenz

z? = D (mod. p)
ist daher stets und nur dann moglich, wenn

p—1

D * =1 (mod p),

und zwar hat sie jedesmal zwei incongruente Wurzeln; es giebt

3 (p— 1) quadratische Reste, und folglich, da die Anzahl aller in-
congruenten und durch p nicht theilbaren Zahlen gleich p — 1 ist,
auch j (p — 1) Nichtreste von p. Da ferner nach dem Fermat-
schen Satze
g1 p=1
Dr—1—1=(D * —1)(D 2 +1)= 0 (mod, p)
ist, so folgt, dass

p=1
D * = —1 (mod. p)

sein muss, so oft D ein Nichtrest yon p ist. Je nachdem also
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=1

DP—'Z_ = 1 oder =—1 ist, ist D ein Rest oder Nichtrest von p.
Nennt man die Eigenschaft einer Zahl D, Rest oder Nichtrest von
p zu sein, ihren Charaliter, so ist derselbe also durch dieses Kri-
terium vollstéindig bestimmt *).

Fs lisst sich indessen auch ganz elementar beweisen, dass
die Anzahl sowohl der Reste als auch der Nichtreste = Lp—1)
ist. Quadrirt man niimlich die 3 (p —1) Zahlen

P
| 2oy g e l—)T-,

S0 sind die Quadrate simmtlich incongruent; denn sind » und s
swei verschiedene dieser Zahlen, so ist die Differenz ihrer Quadrate
2—st = (r+s) (r—s)
nicht theilbar durch p, da die Factoren » -+ s und » — s kleiner als
p sind. Diese §(p — 1) Quadrate gehen also wirklich §(p —1)
incongruente quadratische Reste; dagegen liefern die Quadrate der

folgenden Zahlen

‘ p4+3
IL“;_E, 1_’_.‘;_-...(1,_1‘)

dieselben Reste wieder; denn es ist allgemein
p—r)2=p—2rpt+r=1r (mod. p).

Also ist 1 (p —1) die Anzahl aller quadratischen Reste, und folg-

lich auch die der quadratischen Nichtreste.

Da ein Product aus mehreren Factoren, die nicht durch p
theilbar sind, dieselbe Figenschaft hat, so kamm man nach dem
Charakter des Productes fragen, wenn die Charaktere der Factoren
gegeben sind. Beschriinken wir uns zuniichst auf zwei Factoren,
so sind folgende drei Fiille zu unterscheiden.

I Das Product aus zwei Resten ist wieder ein Rest; denn
sind « und « Reste, so giebt es Zahlen z, 2’ von der Beschaffen-
heit, dass ¢ = 2 (mod. p), @ = &'* (mod. p); hieraus folgt aber
ad = (z2')? (mod. p), d. h. aa' ist Rest von p.

Il Das Product aus einem Rest und einem Nichtrest ist ein
Nichtrest. Denn wenn wir ein vollstiindiges System incongruenter

#) Dies Kriterium rithrt wesentlich von Euler her; man vergl. z. B.
die Abhandlung Theoremata civea residua ex divisione potestatum relicta,
Nov. Comm. Petrop. VIL, p. 49; aber es ist mirnicht gegliickt, in seinen zahl-
reichen Arbeiten iiber diesen Gegenstand eine Stelle aufzufinden, wo das-
selbe in voller Schirfe ausgesprochen wire.
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und durch p nicht theilbarer Zahlen bilden, so zerfillt dasselbe in
zwei Gruppen, deren eine 1(p—1) Reste — wir wollen sie all-
gemein mit o bezeichnen — und deren zweite £ (p— 1) Nichtreste
f enthilt. Multiplicirt man nun alle diese Zahlen o und f mi
einem Reste «, so bilden die Producte ¢ und af wieder ein voll-
stiindiges System incongruenter (durch p nicht theilbarer) Zahlen,
welehes also wieder { (p — 1) Reste und 2 (p — 1) Nichtreste ent-
hiilt. In der That sind nun (nach L) die Producte e simmtlich
wieder Reste; es miissen daher die anderen % (p — 1) Producte af
siimmtlich Nichtreste sein; also ist das Product aus jedem Rest «
und jedem Nichtrest 8 ein Nichtrest.

IIL.  Das Product aus zwei Nichtresten ist ein Rest. Denn
bildet man wieder das System der Reste o und Nichtreste B, und
multiplicirt dieselben mit einem Nichtreste &, so sind die Producte
be (nach IL) sémmtlich Nichtreste; folglich miissen die iibrigen
3(p —1) Producte b simmtlich Reste sein.

Man kann diese wichtigen Sitze offenbar in den folgenden
einen zusammenfassen:

Liin Product aus belicbiy vielen durch die Primzahl p nicht
theilbaren Zahlen ist Rest oder Nichtrest von p, je nachdem die An-
zahl der Nichtreste, welche sich unter den Factoren finden, gerade
oder ungerade ist.

Dieser Satz ergiebt sich auch unmittelbar aus dem oben auf-
gestellten Kriterium fiir den Charakter einer Zahl; denn da

p—1 p—1 p—1 p—1

(@bc..) 2 —a® b2 ¢?

ist, so wird

p—1
(@be..) > =41 oder = — 1 (mod. p)

p=1  p=1 p=—1

sein, je nachdem die Anzahl der Factoren ¢ 2 B e 2y
welche =—1 sind, eine gerade oder ungerade ist.

Man kamn diesen Satz in Form einer Gleichung ausdriicken,
wenn man sich eines von Legendre*) in die Zahlentheorie einge-
fiihrten Zeichens bedient, welches in allen folgenden Untersuchungen
eine grosse Rolle spielt. Legendre bezeichnet nimlich durch das

Symbol
(3)
A P

*) Théorie des Nombres, 3me éd, Tom. L. p. 197,
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die positive oder negative Einheit, je nachdem die durch die Prim-
zahl p nicht theilbare Zahl m quadratischer Rest oder Nichtrest
von p ist; es ist daher stets

p—1

(’pﬁ) (Z_D =+ 1 und m?® = (%) (mod. p).

Den Satz iiber den Charakter eines Productes kann man dann
offenbar durch die folgende Gleichung ausdriicken:

EH-BOE

Es leuchtet ferner ein, dass, sobald m = » (mod. p), auch

=5

sein wird.

§ 34.

Es ist nun interessant zu sehen, dass die soeben gewonnenen
Siitze, welche zum Theil als Resultate einer ausgedehnten Theorie,
wie der der binomischen Congruenzeu, erscheinen, sich aus den
ersten Principien auf einem ganzelementaren Wege ableiten lassen,
der zugleich einen neuen Beweis des Wilson'schen und Fermat'schen
Satzes liefern wird.

Es sei D irgend eine durch die (ungerade) Primzahl p nicht
theilbare Zahl, und # irgend eine der Zahlen

1,79,18% 1 h (p==1); 1y
dann existirt in derselben Reihe stets eine und nur eine Zahl s
von der Beschaffenheit, dass

rs = D (mod. p)
ist; denn diese Zahl s ist ja die Wurzel der Congruenz ersten
Grades 72 = D (mod. p); je zwei solche Zahlen 5 und s der Reihe
(1), deren Product = D ist, wollen wir zusammengehirige Zahlen
nennen; offenbar ist durch eine dieser beiden Zahlen die andere
ebenfalls bestimmt, Identisch kinnen diese beiden Zahlen nur dann
werden, wenn die Congruenz

z? = D (mod. p) (2)
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moglich ist. Danach theilen wir unsere Untersuchung in zwei
Fille ein. ;
Frstens: Die Congruenz (2) ist unmdglich. — Dann sind als
je zwei zusammengehirige Zahlen von einander verschieden, und
da zwei solche Paare stets identisch sind, sobald sie nur eine ge-
meinschaftliche Zahl haben, so zerfallen die simmtlichen p —1
Zahlen (1) in &(p — 1) solche Paare zusammengehoriger Zahlen,
und folglich ist ihr Product
)—1
1.2.3...(p—1)=D 2 (mod. p) (3)
Zuweitens: Die Congruenz (2) ist moglich. — Dann existirt also
auch in der Reihe (1) mindestens eine Zahl o von der Beschaffen-
heit, dass o? = D; sehen wir zu, ob ausser @ in der Reihe (1)
noch eine solche Zahl 6 existirt; dann muss 62 = g2, folglich
(6 — o) (64 @) durch p theilbar sein; da wir o verschieden von o
voraussetzen, so ist 6 — @ nicht theilbar durch p, folglich muss
¢+ o theilbar durch p, also 6 = p — g sein; und in der That ist
wirklich (p — o)? = D. Tremnen wir nun diese beiden (wirklich
ungleichen) Zahlen ¢ und 6 = p — o, deren Product o6 = — ¢
— D ist, von den iibrigen der Reihe (1), so zerfallen die letzteren
in 1 (p— 3) Paare zusammengehoriger Zahlen von der Beschaffen-
heit, dass jedes Paar aus zwei verschiedenen Zahlen besteht. Dem-
nach ist in diesem Fall das Product aller Zahlen der Reihe (1):

#=1 ;.

1.2.8...(p—1)=—D 2 (mod p). (4)

Nun giebt es aber einen Fall, in welchem die Congruenz (2)

stets moglich ist, nimlich den, in welchem D =1 = 1% wir er-
halten daher zuniichst aus (4) den Satz von Wilson:

1.2.8...(p—1) = —1 (mod. p), (5)

und substituiren wir dies in die Congruenzen (3) und (4), so er-
halten wir das Resultat, dass

p—1

D? =+1 oder =—1 (mod. p)
ist, je nachdem die Congruenz (2) moglich oder nicht moglich ist.
Da endlich ein dritter Fall nicht existiven kann, so erhalten wir

allgemein
p—1

Dr=2 —= (D 3 ). = (+1)! =+ 1 (mod. p),

also den Satz von Fermat. .
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Durch diese einfache Betrachtung sind wir also sogleich bis
zu denselben Siitzen in der Theorie der quadratischen Reste ge-
langt, welche vorher aus der allgemeinen Theorie der hinomischen
Congruenzen abgeleitet waren.

Wir wenden uns jetzt zu der Untersuchung des Falls, in wel-

chem' der Modul % der quadratischen Congruenz
22 = D (mod. k)

die Potenz einer Primzahl p ist; dabei miissen wir den Fall, in
welchem p = 2, gesondert von den iibrigen behandeln, in welchen
p eine ungerade Primzahl ist*).

Ist zu st p eine ungerade Primzahl, und % — p7, wo =
irgend eine positive ganze Zahl bedeutet, und nehmen wir an, die
Congruenz

2? = D (mod. p™) (1)
sei moglich, so iiberzeugt man sich leicht, dass sie im Ganzen zwei
incongruente Wurzeln hat; denn ist e eine bestimmte, und # irgend
eine Wurzel, so muss

2?—0? = (z—a) (z+ o) = 0 (mod. p7™)

sein; von den heiden Factoren # — « und @ -} « ist aber nur einer
durch p theilbar; denn wiiren beide durch p theilbar, so wiire auch
ihre Differenz 2 ¢, und folglich auch & durch p theilbar, was nicht
der Fall ist, da wir D = «? als nicht theilbar durch p vorausge-
setzt haben. Da also einer der heiden Factoren relative Primzahl
gegen p7 ist, so muss der andere fiir sich allein durch p7 theilbar
sein.  Es ist daher entweder

x = a (mod. p™), oder z = —a (mod. p7);
also hat die Congruenz (1) entweder gar keine Wurzel, oder sie
hat zwei incongruente Wurzeln o und — e.
Is ist nun noch zu entscheiden, wann das Eine, wann das An-
dere Statt finden wird. Da nun jede Wurzel « der Congruenz (1)
auch eine Wurzel der Congruenz

wiesenen Satze ableiten.
Dirichlet, Zahlentheorie, 6
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z? = D (mod. p) (2)
ist, so leuchtet ein, dass die Congruenz (1) nur dann moglich ist,
wenn 1) quadratischer Rest von p ist; es fragt sich daher nur, ob
auch umgekehrt, wenn'D quadratischer Rest von p ist, hieraus die
Méoglichkeit der Congruenz (1) folgt. Um dies zu zeigen, brauchen
wir nur nachzuweisen, dass, sobald die Congruenz (2) eine Wurzel
« besitzt (also D quadratischer Rest von p ist), hieraus sich eine
Wurzel der Congruenz (1) ableiten lisst, welche = & (mod. p) ist;
und da Aehnliches von jeder Congruenz z? = D (mod. k) gilt, wo
D stets dieselbe Zahl, % aber irgend eine Potenz der Primzahl p
ist, so braucht man nur zu zeigen, dass aus einer Wurzel e der
Congruenz (1) sich eine Wurzel der Congruenz

22 = D (mod. p7t7) (3)
ableiten lisst, welche = « (mod. p7) ist. Es sei daher
o? = D (mod. p7) oder «2— D = hp™,
so setzen wir
z=a -+ p*y,
woraus .

22— D = hp™ +2ap™y + p?Ty2 = p7(h+ 20y) (mod. p7 +1)
folgt; damit nun 22 = D (mod. p™+') werde, braucht y nur so
bestimmt zu werden, dass

 Qay=—10 (mod. p)

werde; da nun D, folglich auch «, und also, da p ungerade ist,
auch 2« eine durch p nicht theilbare Zahl ist, so lisst sich y stets
so wiihlen, dass es dieser Congruenz ersten Grades geniigt. Wir
sehen also, dass aus der Maglichkeit der Congruenz (1) auch stets
die Moglichkeit der Congruenz (3) folgt; durch dieselbe wiederholt
angewendete Schlussweise ergiebt sich also auch, dass aus der
Méglichkeit der Congruenz (2) stets die der Congruenz (1) folgt,
und wir haben auch eine Methode gefunden, um aus einer Wurzel
der Congruenz « = D fiir den Modul p successive eine Wurzel
derselben Congruenz fiir die Moduln p?, p3 ... p7 zu gewinnen.
Wir haben mithin folgendes Resultat:

Ist p eine ungerade Primzall, wnd D eine durch p nicht theil-
bave Zall, so ist fiir dic Moglichkeit der Congruenz

z* = D (mod. p7)

exforderlich und hinveichend, dass
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@)=

d. h. dass D quadratischer Rest von p sei; sobald diese Bedingung
erfiillt ist, besitzt die vorgelegte Congruenz swei incongruente War-
zeln o und — oo, welche gefunden werden kinnen, sobald man eine
Wurzel der Congruenz

. z? = D (mod. p)
gefunden hat.

Wir gehen nun zu dem besonderen Fall iiber, in welchem der
Modul % eine Potenz der Primzahl 2 ist, so dass also D irgend
eine ungerade Zahl bedeutet. Betrachten wir zuniichst die Con-
gruenz

2? = D (mod. 4),
so erkennt man leicht, dass dieselbe stets und nur dann moglich
ist, wenn

D =1 (mod. 4)
ist. Denn ist die Congruenz miglich, so ist # jedenfalls ungerade,
und das Quadrat von # = 25 4+ 1 ist 4m2 + 4n 4+ 1=1 (mod. 4);
umgekehrt, ist D = 1 (mod. 4), so hat die Congruenz offenbar die
beiden incongruenten Wurzeln z = 1 und # = — 1 (mod. 4).

Gehen wir nun zu der Congruenz

22 = D (mod. 8)
iiber, so leuchtet ein, da das Quadrat einer jeden ungeraden Zahl
dn+ 1 gleich 1672 + 8% + 1 =1 (mod. 8) ist, dass diese Con-
gruenz nur dann moglich ist, wenn

D =1 (mod. 8)
ist; und umgekehrt, sobald diese Bedingung crfillt ist, hat die
Congruenz die vier incongruenten Wurzeln = 1, = 3, # = 5,
z=T.

Betrachten wir jetzt die Congruenz

2? = D (mod. 27),
Wo w = 3 ist, so kann diese Congruenz nur dann miglich sein,
wenn die Congruenz
Gll
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2?2 = D (mod. 8)
miglich ist; es ist daher erforderlich, dass
D =1 (mod. 8)
sel. Wir wollen nun umgekehrt zeigen, dass diese Bedingung
auch hinreicht, und dass dann die Congruenzstets vier incongruente
Wurzeln hat. Nehmen wir niimlich an, dies sei fiir den Modul
27 schon bewiesen, so kinnen wir zeigen, dass dasselbe auch fiir
den Modul 27+1 gilt. Ts sei niimlich ¢ cine Wurzel der Con-
gruenz
z? = D (mod. 27)
also
a?— D =—}k.2%,
s0 setzen wir
=04 27=1y;
dann wird
22— D = 1. 27 4 27 oy | 227 =2y,

Da nun 7 = 3, 50 ist 2w — 2 > & + 1, folglich
22— D = 27 (h + ay) (mod. 27 +1),
Damit also 22— D durch 27+1 theilbar werde, braucht man nur 9
so zu withlen, dass
oy = —h (mod. 2)
werde. Dies ist aber stets moglich, da e cine ungerade Zahl ist;
also folgt aus der Moglichkeit der Congruen
#? = D (mod. 27),
wo m = 3 ist, stets die Moglichkeit der Congruenz
x? = D (mod. 27 +1),
Wir schliessen hieraus zuniichst das folgende Resultat:
Damit die Congruens
2? = D (mod. 27),
i welcher m = 3 ist, Wurzeln habe, ist erforderlich und hin-
reichend, dass

) D =1 (mod. 8)
sed.
Ist nun « eine Wurzel dieser Congruenz — und eine solche
kann immer nach. der ohigen Methode gefunden werden —, so
muss, wenn z irgend eine Wurzel derselben Congruenz hezeichnet,

#l'—a? = (@—a) (¢+ ) = 0 (mod. 2m)

1
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sein. Da ferner & sowohl wie 2 ungerade Zahlen sein miissen, so
sind die beiden Factoren # — o und 2 -- « gerade Zahlen, und
dann muss : :

r—o xto

2 2

= 0 (mod. 27—2)

sein. Danun die Differenz der heiden Factoren 1 (z— o) und 2 (z + o)
cine ungerade Zahl ist, so muss einer von ihnen ungerade, und
der andere folglich theilbar durch 27 =2 sein. Dies giebt folgende’
Fiille:

oder

i o (mod. 27—1)

— o (mod, 27-1)
und diese liefern wieder folgende vier Fille:
z = o (mod. 27); x = oo 271 (mod, 27);
x=—a(mod 27); & =—o0—27-1 (mod. 27).
Und umgekehrt iiberzeugt man sich leicht, dass jede dieser vier
in Bezug auf den Modul 27 incongruenten Zahlen der Congruenz
geniigt.
Wir fassen die ganze Untersuchung in folgendem Satze zu-
sammen :
Die Congruenz
z? = D (mod. 27)

ist stets moglich, wenn = = 1, und hat dann eine Wurzel; sie ist,
wenn w = 2, stets wnd nur dann miglich, wenn I = 1 (mod. 4),
und sie hat davn zwei Wurzeln; sie ist, wenn w 2= 3, stets und nur
dann miglich, wenn D = 1 (mod. 8) ist, und zwar hat sie denn
vier Wurzeln.

§ 37.

Is ist jetst leicht, die Moglichkeit und dic Anzahl der Wur-
zeln der Congruenz 2? = D fiir einen beliebigen Modulus zu be-
urtheilen, der relative Primzahl zu 1) ist. Wir fiihren diese Unter-
suchung ganz allgemein in folgender Weise.

s seien a, b, ¢ . . . velative Primzahlen zu einander, und

f(2) =0 (mod. abe . ..) (1)

eine heliebige zur Auflisung vorgelegte Congiuenz, so lisst die-
selbe sich stets auf die vollstindige Auflisung der Congruenzen
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f(z) = 0 (mod. a) l
F(@) = 0 (mod. b) )
J (@) = 0 (mod. ¢) [
. S, W.

zuriickfithren. Zunfichst leuchtet ein, dass jede Wurzel z der Con-
gruenz (1) auch allen Congruenzen (2) geniigen muss; es wird da-
her die Congruenz (1) unméglich sein, wenn dies mit irgend einer
der Congruenzen (2) der Fall ist. Umgekehrt, ist ¢ irgend eine
Wurzel der Congruenz f(x) = 0 (mod. «), ebenso f irgend eine
Wurzel der Congruenz f(z) = 0 (mod. b), y eine Wurzel der Con-
gruenz f(x) = 0 (mod. ¢) u. 8. W., so bestimme man (nach §. 25)
eine Zahl # durch das System von Congruenzen

2 = o (mod. a) ]
z = B (mod. b) (3)
x = y (mod. ¢) I
w8 W,
50 wird
J (@) = f(x) = 0 (mod. a)
f(@) = f(8) = 0 (mod. b)
fl@) = f(y) = 0 (mod. ¢)
u. 8. W.,
und folglich, da @, b, ¢ . . . relative Primzahlen zu einander sind,
auch
f(®) = 0 (mod. abe . . .),
d. L. jede dem System (3) geniigende Zahl z ist cine Wurzel der
vorgelegten Congruenz (1). Da nun (nach §. 25) dem System (3)
unendlich viele Zahlen 2 geniigen, welche aber alle nach dem Modul
abe . . . einander congruent sind, so licfert das System (3) eine
und nur eine Wurzel # der Congruenz (1), Ist nun
A die Anzahl aller incongruenten Wurzeln o (mod. a)
“b ” n ” ” ” /3 (nlO(.L b)
Voy » » ” W y (mod. ¢)
u, 8. w.,
s0 kann man im Ganzen Agw . . . verschiedene Systeme (3) bilden,
welchen (nach §. 25) ebensoviele verschiedene Wurzeln 2 der Con-
gruenz (1) entsprechen; und andere Wurzeln kann diese letztere
nicht besitzen, weil, wie schon oben hemerkt ist, jede hestimmte
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Waurzel # der Congruenz (1) auch Wurzel aller Congruenzen @)
und folglich einem bestimmten & (mod. @), einem bestimmten B
(mod. 5), einem bestimmten y (mod.¢) w. s. f. congruent sein muss.
Mithin ist die Anzahl aller nach dem Modul @be¢ . . . incongruenten

" Wurzeln der vorgelegten Congruenz — Auw .

Mit Hiilfe dieses allgemeinen Resultates sind wir im Stande
zu beurtheilen, ob die Congruenz

z® ="D (mod. k),

in welcher D und % rvelative Primzahlen sind, méglich, und wie
gross die Anzahl ¢ ihrer incongruenten Wurzeln ist. Bedeutet p
jede beliebige in dem Modul % (also nicht in D) aufgehende unge-
rade Primzahl, so ist erforderlich, dass

@)=+

sei; ist diese Bedingung erfiillt, so hat die Congruenz 22 = D in
Bezug auf jeden Modulus von der Form p7 genau zwei incon-
gruente Wurzeln. Ist daher der Modul % ungerade, und g die An-
zahl der von einander verschiedenen in % aufgehenden Primzahlen
s s0 ist :

O— O

Dasselbe ist der Fall, wenn der Modulus % das Doppelte einer -
ungeraden Zahl ist; denn die Congruenz 2 = D (mod. 2) hat
stets eine und nur eine Wurzel.

Ist aber & das Vierfache einer ungeraden Zahl, so ist ausser
den fritheren w Bedingungen noch erforderlich, dass D=1 (mod. 4)
sei; da alsdann die Congruenz #? = D (mod. 4) zwei Wurzeln be-
sitzt, so ist

6 — 2ut1,

Ist endlich & = 0 (mod. 8), so ist ausser den fritheren w Be-
dingungen noch erforderlich, dass D = 1 (mod. 8) sei; da dann
die Congruenz 22 = D (mod. 27), wo x = 3, stets vier Wurzeln
hat, so ist in diesem Fall

G — Qut2,
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§. 88.

Bevor wir diesen Gegenstand verlassen, wollen wir noch eine
Anwendung von dem soeben gewonnenen Resultate auf eine Ver-
allgemeinerung des Wilson'schen Satzes (§. 27) machen. Setzen
wir D = 1, so ergicbt sich, dass die Congruenz

xz? = 1 (mod. k) ' (1y

fiir jeden Modul % méglich ist; die Anzahl ¢ ihrer Wurzeln ist
— 1, wenn & = 1 oder k = 2; sie ist = 2, wenn & eine Potenz
einer ungeraden Primzahl oder das Doppelte einer solchen Potenz
oder — 4 ist; in allen iibrigen Fallen ist 6 durch 4 theilbar.
Schliessen wir die Fille 7 = 1 und & = 2 aus, so zerfallen die
6 Wurzeln in 1o Paare von Wurzeln ¢ und — ¢; denn mit o ist
gleichzeitiz auch — o eine Wurzel, und da ¢ relative Primzahl zu
J:, und folglich 2 ¢ micht = 0 (mod. /) sein kann, so sind je zwei

solche Wurzeln o und — o auch incongruent. Das Product
0 < (— 0) = — @2 zweier solcher Wurzeln ist = — 1, und folg-
lich ist das Product aller 6 Wurzeln = + 1 oder — 1, je nach-

dem ¢ durch 4 theilbar ist oder nicht.

Unter den ¢ (%) Zahlen z, welche nicht grisser als & und re-
lative Primzahlen zu % sind, finden sich zunichst die ¢ Wurzeln
der Congruenz (1); die iibrigen ¢ (k) — 6 dieser Zahlen z (wenn
noch solche vorhanden sind) lassen sich in Paare von je zwel
solchen Zahlen » und s zerlegen, deren Product rs = 1 ist; denn
zu jeder Zahl » gehort (nach §.22) eine solche Zahl s und nur eine,
und ausserdem kann s nicht = # sein, weil sonst 72 = 1, und
folglich » eine der ¢ Wurzeln der Congruenz (1) wive. Mithin isb
auch das Product aller dieser ¢ (k) — 6 Zahlen = 1.

Multiplicirt man daher alle @ (%) Zahlen & mit einander, so

wird das Product = —1, wenn & Potenz einer ungeraden Prim-
zahl oder das Doppelte einer solchen Potenz oder — 4 ist, in allen
iibrigen Fillen aber = + 1. (In den heiden ausgeschlossenen
Fillen ; = 1 und & — 2 ist @ (k) = 1, und die einzige Zahl

2= - 1.) Dies ist der verallgemeinerte Wilson’sche Sat:

#) Gawss: D, A. art, 78.
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§. 30.

Nachdem in den vorhergehenden Paragraphen die erste der
beiden in § 32 aufgeworfenen Fragen ihre vollstindige Beant-
wortung gefunden hat, wenden wir uns jetzt zu der zweiten un-
gleich interessanteren, aber auch schwierigeren Aufgabe:

Alle Moduln k- zu fuiden, von welchen eine gegebene Zahl D
quadratischer Rest ist. ;

Bevor wir zu der Losung derselben iitbergehen, wollen wir er-
withnen, dass man hitufig, namentlich in den ilteren Schriften, eine
andere Ausdrucksweise vorfindet. Die Moduln %, fiir welche eine
Congruenz f(z) = 0 (mod. k) moglich ist, nennt man auch Divi-
soren der Form f(x), weil es Zahlen 2 giebt, fiir welche die Form
f(x) durch einen solchen Modul % theilbar wird; die von uns ge-
suchten Zahlen % sind daher die Divisoren der Form x? — D; sie
stimmen vollstindig iiberein mit den Divisoren der Form 2 — D2,
in welcher ¢, « zwei unbestimmte ganze Zahlen bedeuten, die aber
immer relative Primzahlen zu einander sein sollen.  Dass wirk-
lich jeder Divisor der Form z? — D -auch ein Divisor der Form
2 — Du? ist, leuchtet unmittelbar ein, da die letztere in die er-
stere iibergeht, wenn man ¢ = 2, w — 1 setzt. Umgekelrt, ist
% Divisor der Form ¢2— Du?, so ist u jedenfalls relative Prim-
zahl zu I (denn ginge irgend eine Primzahl gleichzeitig in 7 und
w auf, so miisste sic auch in ¢2 und folglich auch in ¢ aufgehen,
gegen die Voraussetzung, dass ¢, w velative Primzahlen sind), und
man kann folglich eine Zahl 2 finden, welche der Congruenz
uz =t (mod. k) geniigt; da nun #2 — Du2 = 0 (mod. k), so ist
auch w2 (22 — D) = 0 (mod. ) und folglich, da u? relative Prim-
zahl zu [ ist, auch 22 — D = 0 (mod. &), d. h. jeder Divisor & der
Form #2 — Du2, in welcher ¢ und « velative Primzahlen zu ein-
ander sind, ist auch Divisor der Form z2 — D,

Das allgemeine Problem wird daher hiiufig auch so ausge-
driickt: es sollen alle Divisoren der Form #2 — Du? gefunden wer-
den, in welcher D eine gegebene, ¢ und u dagegen zwei unbe-
stimmte ganze Zahlen hedeuten, die relative Primzahlen zu ein-
ander sind.

Wir heschriinken uns auch hier auf solche (immer mit posi-
tiveir Vorzeichen genommene) Moduln %, die relative Primzahlen
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zu D sind; da ferner mach den vorhergehenden Untersuchungen
die Moglichkeit der Congruenz z? = D (mod. k) nur von der Be-
schaffenheit der in % aufgehenden Primzahlen abhéingt und fir
einen Modul von der Form 27 immer leicht beurtheilt werden
kann, so kommt es nur darauf an, alle ungeraden (in 7) nicht auf-
gehenden) Primzahlen p zu finden, von welchen D quadratischer
Rest ist. Bedenken wir ferner, dass (nach §. 33) der quadratische
Charakter einer Zahl D in Bezug auf einen solchen Modulus P
nur von den in 1) enthaltenen Factoren abhiingt, so werden wir
in letzter Instanz auf folgendes Prohlem gefiihrt:

Alle angeraden Primzahlen p zw finden, fiir welche irgend cine
der drei Congruenzen

2= —

y #2=2, a?= ¢ (mod. p)

maglich ist, wo q irgend eine gegebene positive ungerade Primzahl
bedeutet,

§. 40.

Die Auffindung aller ungeraden Primzahlen p, fiir welche die
Congruenz
z? = —1 (mod. p)

méglich ist, hietet keine Schwierigkeit mehr dar. Denn da (nach
§. 33) allgemein

D =1
<—1)> =D * (mod p)
ist, 0 erhiilt man speciell

=0 2=
<T> — (1) (mod."p)

und folglich auch
iy =
(il
In Worten lautet dieser wichtige Satz*) folgendermaassen:

*) Buler: Demonstratio theorematis Fermationi, omnem numerum
primun formae dn-1 esse summam dworum quadratorum, Nov, Comm.
Petrop, V, p. 3,
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Die Zahl — 1 ist quadratischer ERest aller Primeahlen von der
Form 4n -1, dagegen quadratischer Nichtrest aller Primzahlen
won der Form 4n + 3. :

Dasselbe Resultat erhilt man auch auf folgendem Wege. Ist

~ die Congruenz z? = — 1 (mod. p) moglich, und = eine Wurzel

derselben, so folgt hieraus durch Potenzirung
=1
ar—1=(—1) 2 (mod. p)
: 21

und hieraus (nach dem Fermat'schen Satze § 19) (—1) 2 =1
also p = 45 4 1; d. h. die Zahl — 1 ist quadratischer Nichtrest
von allen Primzahlen von der Form 4 -+ 3. Ist umgekehrt p
von der Form 45 + 1, so ist 22—! — 1 algebraisch theilbar durch
z+—1, also auch durch 2+ 1; es ist folglich

er—t—1 = (2?4 )3 (),
wo ¢ (x) ein Polynom mit ganzen Coefficienten bedeutet; da nun
(nach dem Fermat’schen Satze § 19) die linke Seite dieser Glei-
chung fiir p — 1 incongruente Werthe von @ congruent Null wird,
so wird (nach § 26) auch 2?1 fiir zwei incongruente Werthe
von z congruent Null®), d. h. die Zahl — 1 ist quadratischer Rest
von allen Primzahlen von der Form 47 4 1. Der Satz ist also von
Neuem bewiesen.

§ 41,

Wir gehen nun zu der Lisung der zweiten Aufgabe iiber,

welche sich auf die Congruenz
22 = 2 (mod. p)

bezieht.  Fermat hat, wahrscheinlich durch Induction, folgendes,
zuerst von Lagrange **) bewiesenes, Resultat gefunden:

Dic Zahl 2 “ist quadratischer Rest aller Primzaklen von einer
der beiden Formen 8n+1 oder 8n 1, dagegen Nichtrest aller
Primzahlen von einer dev beiden Formen Sn -3 oder Sn - b.

#) Man findet auch leicht mit Hilfe des Wilson’schen Satzes (§.°27),
dass diese Wurzeln = + 1.92.3 . . . %(])~1) sind.

*) Recherches @ Arithmétique, Nouv, Mém, de PAcad. de Berlin. 1775;
- 349, 351,
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Wir beweisen zuerst den zweiten Theil des Satzes, dass nim-
lich 2 Nichtrest aller Primzahlen p von der Form 8m 4 3 ist,
Offenbar ist derselbe fiir p — 3 richtig, denn nur die Zahl 1 ist
Rest von 3. Gesetzt nun, der Satz wiire nicht allgemein giiltig,
miisste es doch eine Jileinste Primzahl p von der Form 8n+ 3
geben, fiir welche er unrichtig wiirde, fiir welche also die Con-
gruenz

2?2 = 2 (mod. p)
miglich wiirde. Hierin kann man immer die Wurzel z kleiner als
p und ungerade voraussetzen, denn wenn x gerade ist, so ist die
andere Wurzel 2/ = p — 2 ungerade. Wir konnen daher
z2—2 = pf

setzen, wo f positiv und kleiner als p ist; da ferner z? von der
Form 8n 41, also pf von der Form 8n— 1, und folglich J/ von
der Form 8z 3 ist, so hat die Zahl # mindestens einen Prim-
factor p’ von einer der Formen 8u 4 3 oder 8u— 3; denn ein
Product aus lauter Factoren von der Form 8 -+ 1 wiirde wieder
dieselbe Form 87+ 1 haben. Fiir diese Primzahl p, die jedentalls
< p ist, wiirde dann ebenfalls 22 = 2 (mod. ') sein; allein dies
streitet mit unserer Voraussetzung, dass p die kleinste in der Form
8n+3 enthaltene Primzahl ist, von welcher die Zahl 2 quadrati-
scher Rest ist. Mithin ist diese Voraussetzung itherhaupt unzu-
lissig, und es folgt, dass stets

<
<:)> = —1 ist, wenn p = 8n 1+ 3.
P

Wir wollen jetzt zweitens heweisen, dass die Zahl 2 quadrati-
scher Rest aller Primzahlen p von der Form 8% -+ 7 ist; da nun
(nach §. 40) — 1 quadratischer Nichtrest aller dieser Primzahlen
ist, so haben wir nur zu zeigen, dass die Zahl — 2 ebenfalls Nicht-
vest aller dieser Primzahlen ist; statt dessen stellen wir uns die
allgemeinere Aufgabe zu beweisen, dass — 2 Nichtrest von allen
in den beiden Formen 8 4 5, 8% - 7 enthaltenen Primzahlen ist,
obgleich dies fiir die Primzahlen der Form 8 + 5, von welchen
(nach §. 40) — 1 quadratischer Rest ist, schon im Vorhergehenden
geschehen ist.  Zundchst hemerken wir wieder, dass der Satz fiir
die Ileinste in einer dieser Formen enthaltene Primzahl 5 in der
That richtig ist. Wenn nun der Satz nicht allgemein giiltig ist,
so sei p die kleinste ihm nicht gehorchende Primzahl, so dass also
eine Zahl » existirt, fiir welche
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2?42 = 0 (mod. p)

ist; auch hier kinnen wir wieder annehmen, dass z Llemer als p
und ungerade ist, so dass, wenn wir

2242 = pf
setzen, die Zahl f positiv, ungerade und Kleiner als p ausfillt. Da
ferner 22 + 2 = 3 (mod. 8) und p = 5 oder = 7 (mod. 8) ist, so
muss f entsprechend = 7 oder = 5 (mod. 8) sein; und da ein
Product aus lauter Factoren von denFormen 8y -+ 1, oder 8n + 3

“stets wieder eine dieser Formen, nicmals eine der Formen 8 + 5

oder 8n + 7 hat, so muss die Zahl £ mindestens einen Primfactor
p' von einer der Formen 8n 4 7, 8n | 5 haben, fiir welchen der
S.ltZ chenfalls unrichtig ist, da 2 + 2 = 0 (mod. p’) ist; allein, da
p' < p, so streitet dies mit der Annahme, dass p die kleinste dem
Satze nicht gehorchende Primzahl ist. Also ist die Annahme iiber-
haupt nicht zuliissig und folglich der Satz allgemeingiiltig, dass

(12> = — 1 fiir p = 8n+ 5 oder = 8n 47,
P
d. h. dass

<%> —=—1firp =8n+5

r

(%>:+1fiir1):892+7

ist.

Es bleibt jetzt nur noch zu beweisen iibrig, dass 2 quadra-
tischer Rest von allen Primzahlen p von der Form 8n - 1 ist;
hierauf ist die vorhergehende Methode aus dem Grunde nicht an-
wendbar, weil die Annahme des Gegentheils sich nicht in Form
einer Congruenz darstellen lisst, die dann zur Auffindung des
Widerspruchs benutzt werden konnte. Allein in diesem Falle
kann man divect, wie folgt, verfahren; da p = 8n + 1 ist, so hat
die Function #7—1—1 den Divisor 25— 1, also auch den F'actor
#+ 4 1, und hieraus folgt nach einem friitheren Satze (§. 26), dass
die Congruenz

24+ 1 = 0 (mod. p)
Wurzeln hat; ist nun 2 eine solche, so ist

2zt 4+ 1 = (z2+1)2F 22?2 = 0 (mod. p),

also
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(224-1)? = + 222 (mod. p);
es ist daher 4222 und folglich auch -2 quadratisecher Rest von 3
in Zeichen

,l_ 0 =

=—> =1, wenn p = 8n + 1.

P

Hiermit ist der Satz in allen seinen Theilen bewiesen; wir

konnen denselben in der einen Gleichung

zusammentassen; denn je nachdem p — 8x 41, oder p = 8n+3
ist, wird £ (p? — ]) eine gerade oder ungerade Zahl.

§. 42.

Wir kommen nun zu der Untersuchung der dritten Frage:
won welchen ungeraden Primeallen p ist die gegebene ungerade
Primzall q quadratischer Rest? Die vollstiindige Antwort hierauf
wird durch einen der wichtigsten und interessantesten Sitze der
Zahlentheorie gegeben, welcher seines eigenthiimlichen Charakters
wegen den Namen des Reciprocitits-Satzes erhalten hat. Man
kann ihn folgendermaassen aussprechen:

Sind p wnd q zwei positive ungerade Primzahlen, von denen
mindestens eine die Form 4n + 1 hat, so ist q quadratischer Rest
oder Nichtrest von p, je nachdem p quadratischer Rest oder Nicht-
rest von q ist; haben aber beide Primzahlen p und q die Torm
4n 43, soist g quadratischer Rest oder Nicldrest von p, je nach-
dem p quadratischer Nichtrest oder quadratischer Rest von q ist.

Offenbar liisst sich dieser Satz durch die fiir beide Fiille giiltige

Gleichung
77—1 g—1
o

ausdriicken; denn sobald mindestens cine der heiden Primzahlen
p oder q die Form 47 1 hat, so ist die entsprechende der beiden
Zahlen § (p — 1) oder § (¢ — 1), und folglich auch ihr Product
3(p—1)-1(¢—1) eine gerade Zahl, so dass

BE =100 (0)-()
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ist, worin der erste Fall seinen Ausdruck findet; sind dagegen
beide Primzahlen p und ¢ von der Form 4 43, so sind auch
heide Zahlen 2 (p — 1) und (g — 1), und folglich fmch ihr Product
fp—1)3(@—1) 11'(1(’813.(18, so dass !

Q=0

wird, worin der zweite Theil des Satzes ausgedriickt ist.
Ist z B. p =3, ¢ = 5, so ist p quadratischer Nichtrest vou
¢ und gleichzeitig ¢ quadratischer Nichtrest von p, in Zeichen

&)

Ist ferner p = 3, ¢ = 13, so ist p quadratischer Rest von ¢
und gleichzeitig ¢ quadratischer Rest von p, in Zeichen

®)=G)="+"

Ist dagegen p = 3, ¢ = 7, so ist p quadratischer Nichtrest
vou ¢ und gleichzeitig ¢ quadratischer Rest von p, in Zeichen

)= @)

Hinsichtlich der Entdeckung und Begriindung dieses beriihm-
ten Satzes ist jetat festgestellt ), dass derselbe seinem vollstiindigen
Inhalte nach, wenn auch in anderer Form, zuerst von Fuler**)
ausgesprochen, aber nicht bewiesen ist; sodann hat Legendre ***)
offenbar unabhiingig von Huler, den Satz abermals aufgestellt, und
ihm gebiihrt das Verdienst, wenigstens einen Theil desselben auf
sehr scharfsinnige Weise bewiesen zu haben; endlich hat Gauss
zuerst nicht nur einen, sondern nach und nach sechs vollstiindige,
strenge, aul ganz verschiedenen Grundgedanken beruhende Be-

*) Vergl. Kummer: Ueber die allgemeinen Reciprocititsgesetze unter
den Resten und Nichtresten der Potenzen, deren Grad eine Primzall ist
(Abh. d. Berliner Akademie. 1859) und Kronecker: Bemerkungen zur Ge-
schichte des Reciprocititsgesetzes (Monatsber. d. Berliner Akademie vom
22, Apul 1875),

) Observationes eirca divisionem quadratorum per nuwmeros primos

im Bd. I der Opuscula Analytica (Petersburg 1783) oder in den schon
erwihnten Commentationes Avithmeticae, Tom. I. p. 477.

“*%) Recherches d’ analyse indéterminée (Hist. de 'Ac. d. Sc. 1785, p. 46b).
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weise *) von diesem Satze gegeben, den er sciner Wichtigkeit wegen
das Theorema fundamentale in der Theorie der quadratischen Reste
nannte. Wir folgen hier zuniichst dem dritten dieser sechs Beweise,
der sich auf ein Lemma stiitzt, durch welches das Eulersche
Kuiterium (§. 83) iiber den Charakter einer Zahl D in Berug auf
die Primzahl p in ein anderes umgeformt wird.

§. 43,

Wir haben friiher (§. 83) gesehen, dass eine durch p nicht
theilbare Zahl D quadratischer Rest oder Nichtrest von p ist, je
nachdem

D® =41 oder = — 1 (mod. p)
ist; betrachten wir nun die Producte
D, 2D, 3D...Xp—1)D
aus dieser Zahl 1) und aus den ersten L (p — 1) ganzen positiven
Zahlen, so werden die kleinsten positiven Reste

PR A S v e Yy
A

derselben, nach dem Modulus p genommen, erstens simmtlich ver-
schieden von einander und kleiner als p sein, und keiner von ilmen

*) D. A. artt. 125 bis 145 (vergl. §§. 48 bis 51 dieser Vorlesungen). —
D. A art. 262 (vergl. §§. 152 bis 154). — Theorematis arithmetici demon-
stratio nova. 1808, — Swmmatio quarumdam serierum singulariwin. 1808
(vergl. §. 115). — Theorematis fundamentalis in doctrina de residuis
quadraticis demonstrationes et ampliationes novae. 1817. — Tn der nach-
gelassenen Analysis Residuorum art. 865 (Gauss® Werke Bd. IL) findet sich
noch ein siehenter Beweis, welcher wohl als ein selbs diger bezeichnet
zu werden verdient, obwohl er seine Quelle, die Kreistheilung, mit dem
vierten und sechsten Beweise gemeinschaftlich hat. — Die meisten der von
anderen Mathematikern, z B. Jacobi, Fisenstein vevoffentlichten Beweise
beruhen auf denselben Principien wie die von (fauss; cin besonders ein-
facher Beweis ist von dem Pfarver Zeller gegeben (Monatsber. d. Berliner
Akad. yom 16. Dec. 1872). Durchaus originell ist der Beweis von JBisen-
stein in der Abhandlung Applications de UAlgebre a P Arithnétique trans-
cendunte (Crelle’s Journ. Bd, 29). Vergl. auch die Einleitung zu der Ab-
handlung von Kummer: Zwei neue Beweise der allgemeinen Reciprocitits-
gesetze ete. (Abh. d. Berliner Akad. 1861). Von grossem Interesse sind end-
lich die Mittheilungen von Schering uwnd Kroneeler in den Monatsber. d.
Berliner Akad. vom 22. Juni 1876.
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kann gleich Null sein. Wir theilen nun diese %(p—_l) Reste in
zwei Abtheilungen, je nachdem sie grosser oder kleiner {ds 3p
sind, und hezeichnen die ersteren, deren Anzahl = u sei, mit

Oy Oy ey,
die iibrigen Reste, welche kleiner als }p sind, und deren Anzahl
i=1(p—1) — p ist, mit

By B2 Bu

Nimmt man nun von den ersteren u Resten ihre Ergiinzungen
gur Zahl p, also die Zahlen
P—thyy PO . .. P—0iy,

so liegen dieselben, ebenso wie die 4 Zahlen 8, {3..2 LeaiBas au.ch
swischen den Grenzen 0 und 1p; ausserdem sind sie alle von ein-
ander verschieden; endlich lisst sich aber auch zeigen, dass sie
von den A Zahlen 8, B, . . . B4 verschieden sind; denn wiire z. B.
p—a=24paloat+p=p=0 (mod. p), so miisste auch, wenn
o der Rest von sD, 8 der Rest von ¢t ist,

sD+tD = (s+ D = 0 (mod. p)
und folglich s 4 ¢ durch p theilbar sein; allein da jede der beiden
Zahlen s und £ zwischen 0 und 4 p liegt, so liegt s 4 ¢ zwischen 0
und p (mit Ausschluss dieser beiden Grenmzen); es kann daher
s - ¢ nicht theilbar durch p, und folglich auch nicht p — & = 8
sein.
Mithin haben die folgenden % (p — 1) Zahlen
p—oy, p—ty. .. Pp—0y; B, o B
lauter von einander verschiedene Werthe, und da sie ihrem Werth
nach zwischen 0 und %y liegen, so miissen sie im Complex genom-
men identisch mit den (p— 1) Zahlen
1000 8l (p—1)
sein, so dass ihr Product
(p—a) (p—ow) ... (p—ttp) Bufa- .- fr=1.2.3--5(p—1)
ist. Werfen wir hieraus dic Multipla von p weg, so erhalten wir
die Congruenz
(— D)Moy ...ty foify ... Pr=1.2.8+3(p—1) (mod. p);
da nun andererseits :

Dirichlet, Zahlentheorie, 7
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=1
oty .o Gu-fify. .. fr=1.2...3(p—1) D % (mod. p)
ist, so folgt hieraus, dass

P

(—1#:1.2:--L(p—1).D 2 =1.2.3 .- 5(p—1) (mod. p)

und also auch

p—1

D ? = (—1)# (mod. p)

oder, was dasselbe sagt, dass

@)

ist. Hierin besteht die Umformung des Kennzeichens, welches dar-
iiber entscheidet, ob eine Zahl 1) quadratischer Rest oder Nicht-
rest der ungeraden Primzahl p ist: ¥

Man brawcht wur nachzusehen, ob die Anzahl w der Klemsten
positiven Reste der Zahlen

D, 2D, 3D...i(p—1)D,
die grasser als Lp ausfallen, gerade oder ungerade ist; je nachdem
das Erstere oder Letztere eintritt, ist D quadratischer Best oder
quadratischer Nichirest von p.

Mit Hiilfe dieses Satzes ist man schon im Stande, fiir jedes
wirklich gegebene D die Formen fiir die Primzahlen anfzustellen,
von welchen D Rest oder Nichtrest ist. Um dies deutlicher zu
zeigen, betrachten wir den allerdings schon friiher (§ 41) voll-
stiindig durchgefiihrten Fall D = 2. Bilden wir die Zahlen

2 4 6"'(1)h1)1
s0 ist jede derselben auch ihr eigener kleinster positiver Rest in
Bezug auf den Modulus p, und die Anzahl @ derjenigen dieser
Zahlen, welche > 1 sind, wird durch die Bedingungen

1)—1—2(‘ <_l_,)) <27+1—2[L oder #< #_<p_—:%

bestimmt; hezeichnen wir daher allgemein mit [z] die grisste in
der reellen Zahl 2 enthaltene ganze Zahl, so dass stets 0 =z—[z]<l

ist, so erhalten wir
G e
il
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Je nachdem nun p von einer der Formen 8n 41, 8n +,3’
8n+ 5, 8n 4+ 7 ist, wird ¢ = 2m, 20 41, 2n + 1, 25 4 2; es ist
daher p gerade und folglich .

(Z) =+ 1, wenn p =+ 1 (mod. 8);
P
und p ist ungerade, also
< . "
<i> =—1, wenn p =3 (mod. 8).
r
Auf diese Weise finden wir also eine vollstindige Bestiitigung
des Resultats unserer fritheren Untersuchung (§. 41), 1}11(1 ganz
ehenso wiirde sich fiir jeden speciellen Werth von D die Unter-
suchung fiihren lassen, z B. fiir die nichstliegenden Fille D = —1,
Di="8,. D=5 W

§ 44,

Wir verlassen diese Anwendungen auf specielle Fille und
wenden uns zu einer weiteren Umformung, bei welcher wir der
spiiteren Bezeichnung wegen ¢ statt D schreiben wollen. Bezeichnen
wir wieder mit [#] die grisste in dem Werth 2 enthaltene ganze
Zahl, und setzen wir zur Abkiirzung p — 2p'-+ 1, so konnen wir

s [g]n

)
pg=2p [}%] + 1y
setzen, wo wie frither (§. 43)
Byl e
zwischen den Grenzen 0 und p liegen; theilen wir wieder diese
Ideinsten Reste in zwei Abtheilungen

O ron

By Ba- o Bis

und

Vi
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von denen die ersteren >4 p, die letzteren <1 p sind, und bezeich-
nen wir mit 4 die Summe der g ersteren, mit B die Summe der
4 letzteren, ferner mit M die Summe

m=[L]+ 2+ -+ [E]],
so folgt durch Addition der vorstehenden Gleichungen
P g =—plt 44 B

da nun (nach §. 43) der Complex der Zahlen

P—0, P—0...0—0%u; Bis Baise B
mit dem Complex der Zahlen
—1
1,9, 3}’7

vollstéindig iibereinstimmt, so ist ihre Summe

pbl
8

zieht man diese Gleichung von der vorhergehenden ab, so erhilt
man

=up — A+ B;

—1
Yl g—1)=M—pp+24
Nun kommt es uns lediglich darauf an, zu erfahren, ob u ge-
rade oder ungerade ist; lassen wir daher alle Multipla von 2 fort,
so erhalten wir, da p=—1 (mod. 2) gesetzt werden kann,

p= My (q— 1) (mod. 2).

Je nachdem daher die zur Rechten befindliche Zahl gerade,

oder ungerade ist, wird g quadratischer Rest oder Nichtrest von
p sein. Nehmen wir daher z B. wieder den Fall ¢ — 2, so ergiebt
sich unmittelbar M = 0, also

p= i (mod 2),
folglich

E) = np= =17

dies ist aber genau die schon frither (§. 41) aufgestellte Formel,
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Von jetzt an wollen wir die Untersuchung nur noch unter der
Voraussetzung fortfithren, dass g eine wngerade, also g —1 eine
gerade Zahl ist; dann ist also

@ = M (mod. 2), (%) = (=¥,

und es reducirt sich daher die ganze Frage darauf, zu entschei-
den, ob die oben mit I bezeichnete Summe gerade oder unge-
rade ist.

Jm dies weiter zu untersuchen, machen wir die fernere An-
nahme, es sei ¢ positiv und Fleiner als p. Dann leuchtet zuniichst
ein, dass jedes Glied in der Reihe M héchstens um eine Kinheit
grisser ist als das unmittelbar vorhergehende, weil der Unter-
schied von zwei auf einander folgenden Briichen

51_11 und (+1)q

< 1 ist, und folglich héchstens eine ganze Zahl 7w1schen beiden
liegen kann; da ferner der letzte Bruch
ra_ (p—l)q =1 L +p——q
P 2p 2p
ist, so ist der Werth des letzten Gliedes in der obigen Reihe

phg SR
[p]_ L

Mithin kommen in der Summe I nach und nach Glieder vor,
welche die Werthe 0, 1, 2 . . . ¢/ hesitzen; wir suchen nun gerade
die Stellen auf, wo zwei auf einander folgende Glieder

[ﬂ] md [M]
? P
wirklich um eine Einheit verschieden sind, so dass, wenn ¢ irgend
eine der Zahlen 1, 2 . . . ¢ hedeutet,

$4 ., (+1)g

b P
wird (da g relative Primzahl zu p, und s < p ist, so kann keiner
der Briiche s ¢:p eine ganze Zahl sein); hieraus folgt aber

- oo [tB
s<7<;+17 also .s_[_q],
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und folglich giebt es in der Reihe M jedesmal

Bl

q g

Glieder, welche den Werth (f—1) haben; und die Anzahl der
letzten Glieder, welche den Werth ¢’ haben, ist offenbar

- lq

Multiplicirt man nun jedesmal die Anzahl einer solchen Gruppe
von (iliedern, welche einen und denselben Werth haben, mit diesem
Werth, so muss die Summe aller dieser Producte — M werden.
Dies gicht

i1 - [ )
= (215 ) o (1]
I R

Setzen wir daher

o] ] o [2]

so erhalten wir das Resultat

—1 g—1
z ST
welches offenbar fiv je swei positive ungerade relative Primzahlen
P, q giiltig ist; denn bei der Ableitung ist weiter Nichts vorausgeseta,
und da das Resultat vollkommen symmetrisch in Bezug auf die
beiden Zahlen p, ¢ ist, von welchen doch eine jedenfalls die kleinere
sein musa, so ist auch die bei dem Beweise gemachte Annahme, es
sel p > ¢, erlaubt,

Hiermit ist nun.zwar die Summe 37 nicht selbst gefunden,
sondern nur auf die Summe N zuriickgefithrt; aber dies geniigt
vollstiindig, wm den Reciprocitiitssatz daraus abzuleiten. Oben
ist gezeigt, dass, wenn p eine positive ungerade Primzahl, und ¢
irgend eine durch p nicht theilbare ungerade Zahl hedeutet, stets

()= v

M+ N =
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ist; nehmen wir daher jetzt ferner an, dass ¢ ebenfalls eine posi-
tive ungerade Primzahl ist, so wird ebenso

2) = =1y

und folglich, mit Riicksicht auf den so eben bewiesenen Satz,

e

worin der Reciprocitiitssatz besteht.

p=1_g—1

1)5{-{»1\—(_ 1) T

§. 45.

Wir betrachten zuniichst ein Beispiel, um die Niitzlichkeit des
Reciprocititssatzes fiiv die Beurtheilung der Moglichkeit einer Con-
gruenz von der Form

2?2 = D (mod. p)
nachzuweisen. Nehmen wir die Congruenz
= 365 (mod. 1847),
so ist der Werth des Symbols
365
1847

zu ermitteln. Zunichst zerlegen wir 365 in Primfactoren, obgleich
dies, wie wir spiter sehen werden, nicht nothwendig ist.
Aus dieser Zerlegung 365 = 5.73 folgt unmittelbar

365\ 73)
1847>_(1847 1847/

Da ferner 5 von der Form 4 »n 4 1 ist, so ergiebt sich aus dem

Reciprocitiitssatze
( (1 8 47)
1847 )

und also, da 1847 = 2 (mod. b) ist,

5 9
(1547) =i (3) o

nach §. 41; da ferner auch 73 von der Form 4 41 ist, so folgh
wieder aus dem Reciprocitiitssatze, und weil 1847 =22 (mod. 73) ist,
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(73 __(1847 RIR0NSe NG AT
1847/ — 73)—(%?’;, —<ﬁ) (ﬁ)’

nun ist aber 73 = 1 (mod. 8), also (nach § 41)

D) - 73 11
— =1 f et M () [
(73) sleen 1847) = (73)’

nach dem Reciprocititssatze ist aber wieder

(=)= @) =)

und da beide Primzahlen 7 und 11 von der Form 4 5 -+ 3 sind, so
ist abermals nach dem Reciprocitiitssatze

= — )@ —

73)_ BN Ay
1847) = ﬁ)‘(ﬁ)z_l

und also endlich

( 365) = 73
1847/ — (m) (W) S R
es ist also 365 quadratischer Rest der Primzahl 1847, d. h. die

oben vorgelegte Congruenz ist moglich; und in der That ist

(-496)? = 246016 = 365 + 133 , 1847.

folglich

§. 46.

! Der in dem eben hehandelten Beispiel angewendete Algo-
rithmus, welcher auch hei jedem iHhnlichen Beispiel nach einer
endlichen Anzahl von Operationen zum Ziele fithrt, ldsst sich im
Allgemeinen bedeutend abkiirzen, wenn man sich einer zuerst von
Jacobi*) in die Zahlentheorie eingefiihrten Verallgemeinerung des
Legendre’schen Symbols bedient; da der Gebrauch dieses Zeiz}hens
auch fiir unsere spiiteren Untersuchungen unerlisslich ist, so be-
schiiftigen wir uns zunsichst mit der Erklirune desselben 1’1nd den
Gesetzen, denen es gehorcht. ;

5 *) Mfmatsbericht der Berliner Akademie. 1837, (Crelle’s Journal Bd. 80.)
Vergl. die schon erwihnten Mittheilungen von Schering und Kronecker
in den Monatsher, d. Berl, Ak, vom 92, Juni 1876,
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s sei die ungerade Zahl P in ihre Primzahlfactoren p, o, p
w. s, w. zerlegt, also
P = P plpﬂ =
und m irgend eine relative Primzahl zu P, so setzen wir mit Jucobi

(Y (e
P S _ZJ Pl pu) 2

offenbar ist der Werth dieses Symbols = - 1 oder = — 1, je nach-
dem die Anzahl derjenigen Primfactoren p, p',p" . . ., von welchen
m quadratischer Nichtrest ist, gerade oder ungerade ist. Wenn
quadratischer Rest von P, und also auch von jeder einzelnen der
Primzahlen p, p', p" . . . ist, so ist

(m) <m> ( " )
— )i =il 1
» P 2. »

und folglich auch

n m\ [m m S
=G E) =

aber man darf diesen Satz durchaus nicht umkehren; sobald niim-
lich die Zahl m von zweien der Primfactoren p, p/, p” ... (oder
von vier, von sechs u. s, w.) quadratischer Nichtrest ist, so hat das
Symbol den Werth -+ 1, und doch ist m quadratischer Nichtrest
von P. Im einfachsten Fall, wo P selbst eine ungerade Primzahl
ist, stimmt die Bedeutung des Zeichens offenbar mit der fritheren
itherein. Der Vollstiindigkeit wegen wollen wir ferner festsetzen,
dass, wenn P = 1, das Symbol immer die positive Einheit be-
deuten soll.

Aus dieser Definition des Zeichens ergeben sich nun folgende

. Siitze:

1.. Ist m relative Primzahl gegen jede der beiden ungeraden
Zahlen P und @, also auch gegen die ungerade Zahl P @, so ist

(5) ()= ()

P —ppiphei.
O

Q=qq4q" ...
¢, ¢ . .. lauter Primzahlen bedeuten, so ist

denn, wenn

ist, wo p, p' . ..
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P(l) <m> <m) <m> ' m (;i) <;‘f) i

m) m
=(#) (@)
2. Sind die Zahlen [, m, u . . . relative Primzahlen gegen die

ungerade Zahl P, so ist

<,><m>< ) i Zmn :
b
denn, wenn wieder

P=pp'p"

D=6 )
-0 -
B=(16) )

Da nun ferner, wie frither (§. 33) bemesen ist,

p><m) ) (ln+>

ist, und Achnliches fiir die anderen Primfactoren P, p" u s w. gilt,
s0 erhiilt man durch Multiplication der vorangehenden Gleichungen

(8) () () =) (232 (o2

worin der zu beweisende Satz besteht.

ist, so ist

3. Ist m relative Primzahl zu der ungeraden Zahl P und
m = m' (mod. P), also auch /' relative anmhl zu P, so ist

. m
(7)= (%)
. ist, so ist auch
m = ' (mod. p), m = ' (mod. p"),

G)=G) G)=6)

u. 8. w., und folglich

denn, wenn P — pp'p”

w 8. w.,, also
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TAVE p/\p/)

was zu beweisen war. —

4. Die beiden letzten Siitze zeigen, dass das verallgemeinerte
Symbol denselben Gesetzen gehorcht wie das einfache; wir wollen
nun zeigen, dass auch die Werthe der Symbole

—1 2
(7) (@)
nach den fritheren Regeln zu bestimmen sind, und endlich, dass auch
ein dem friiheren ganz analoger Reciprocitiitssatz Statt findet; um
aber den Gang der Beweise nicht zu unterbrechen, schicken wir
folgende Bemerkungen voraus. Ist
R = p ottt

eine beliebige ungerade Zahl, so sind ' —1,»" —1,#"—1 ...
lauter gerade Zahlen, und folglich ist jedes Product aus zweien
oder mehreren dieser Differenzen = 0 (mod. 4); bringt man daher
R in die Form

R=QQ+0—=1))(0+0"—1)) (1+0"—1)...
und fiithrt die Multiplication aus, so ergiebt sich

B=140'—D4+ @' =)+ @"—1)+ -

oder kiirzer

(mod. 4)

R—1

il
2 5 (mod. 2),

=3

wo das Qummeuzeiuhen si(‘h auf den Buchstaben » bezieht, der die
einzelnen Factoren #, #”', #" . . . durchlaufen muss.

Auf ganz @hnliche Welbe ergiebt sich aus denselben Voraus-
setzungen noch ein zweites Lemma; es ist niimlich +2= 1 (mod. 8)
und folglich

1 = (1 + (‘I"E —_— 1)) (1 + ('7'”2 Pz, 1)) (1 + (.y'”g — 1)) e

=14+ (r2—1) (mod. 16),
also

r2—1
—% 2).
i (mod. 2)

Nach diesen Vorbemerkungen kehren wir zu unserem Gegen-
stande zuriick,
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5. Ist P eine positive ungerade Zahl, so ist

)~

Denn wenn P das Product aus den positiven Primzahlen p, j

U e T

FH-GI ) ==

wo der Summationsbuchstabe p alle Primfactoren p', p, PR
durchlaufen muss; da nun nach dem ersten Lemma, 4.

b

ol P

2 B) = 5

5 (mod. 2)

ist, so leuchtet die Richtigkeit des Satzes ein.
6. Ist P eine ungerade Zahl, so ist

3)- v

Denn mit Beibehaltung derselben Zeichen ist

@)= 6) =77,

und da nach dem zweiten Lemma 4.

G P17
Sleg = R
ist, so ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit des zu heweisenden
Satzes.
7. Sind die beiden positiven ungeraden Zahlen P und Q re-
lative Primzahlen zu einander, so ist

&) (G-

Denn es sei P das Product aus den Primzahlen

(mod. 2)

1)!’ 1)//’ l)IN Ey, (I‘)
und @ das Product aus den Primzahlen
{Z’, qll T (q)

welche also von den Primzahlen pf, ", »" ... verschieden sind.
Dann ist zufolge der Erkliirung und nach 2.

G=B@ -1
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wo das Productzeichen II sich auf alle Combinationen einer jeden
der Primzahlen p mit einer jeden der Primzahlen g bezieht; ganz

ebenso ist aber
$)=1)

@@ =10 )

wo das Productzeichen sich auf dieselben Combinationen bezieht;
da nun nach dem Reciprocitiitssatze

und folglich

O@==

ist, so ergiebt sich

()=

wo wieder das Summenzeichen sich auf dieselben Combinationen
jeder Primzahl p mit jeder Primzahl ¢ erstreckt; es ist daher

p—=lg— 1 nsip—il q—1

P

wo auf der rechten Seite das erste Summenzeichen sich auf alle

Primzahlen p, das zweite sich auf alle Primzahlen ¢ bezieht. Da
nun nach dem ersten Lemma 4.

%)
l
1
El
o
(=]
1o

und

ist, so ergiebt sich

L (mod. 2),

b= Ly eSiisle DT gES
D [l (i, U SN2

und hieraus
1 g

BHE-c"

was zu beweisen war. —
Es bleibt uns nun noch eine Bemerkung iiber das Symbol zu
machen iibrig; wir haben oben dieses Zeichen nur unter der Vor-

mae o=l Ly o
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aussetzung definirt, dass die Zahl P eine positive ungerade Zahl,
und dass die positive oder negative Zahl m relative Primzahl zu P
ist; wir erweitern jetzt die Bedeutung des Zeichens dahin, dass P
auch eine negative ungerade Zahl sein kann, immer aber mit der
Bcsuhmnkung, dass am relative Primeahl zu P ist*); und zwar

setzen wir fest, dass
mn m
=P =P

sein soll. Dann lenchtet augenblicklich ein, dass die Sitze 1., 2.,
3. und 6. ohne Beschriinkung giiltig bleiben; ferner, dass der S‘Ltz
5. nur dann richtig ist, wenn P positiv ist, dagegen ful ein negatives
P falsch wird; und endlich, dass der Satz 7. nur dann giiltig bleibt,
wenn mindestens eine der beiden Zahlen P und @ positiv ist,
dagegen seine Giiltigkeit verliert, wenn heide Zahlen P und ¢ ne-
gativ sind.

§ 47.

Die oben (§. 45) an einem Beispiel hehandelte Aufgabe, den
Werth des Legendre’schen Symbols zu bestimmen, bildet offenbar
. nur einen ganz speciellen Fall der allgemeinen Aufgabe, den Werth
des Jacobi'schen Symbols zu bestimmen. Es zeigt sich nun, dass
die damals nothwendige Zerlegung in Primzahlfactoren (abgesehen
von dem Factor 2) ganz fiberfliissig geworden, und der anzuwen-
dende Algovithmus demjenigen ganz fhnlich ist, durch welchen der
grosste gemeinschaftliche Divisor zweier Zahlen gefunden wird.

Kinige Beispiele werden geniigen, um diese emf‘u,hure Methode zu
erliutern.

Beispiel 1: Nehmen wir das schon oben (§. 45) behandelte
Beispiel, so kinnen wir jetzt nach dem verallgemeinerten Reci-

procititssatze
( 3(55> /1847
1847) ( 365)

*) Spiiter (Supplemente §. 116) werden wir festsetzen, dass das Symbol
den Werth Null haben soll, sobald P eine ungerade Zahl, m aber keine
relative Primzahl zu P ist.
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setzen, weil 365 von der Form-4n -+ 1 ist. Da ferner 1847 = 2
(mod. 365) ist, so ist nach §. 46, 3. und 2.

1847 22) o2 <_~_> (£
("36’)) (d()) — \36b/ \365

la ferner 365 = 5 (mod. 8), so ist nach §. 46, 6.

365
sy __ (11
(1847) 7. 365

Nach dem verallzemeinerten Reciprocitiitssatz ist nun wieder
11 365 ( 2 ) e
s N e = =) = oy
(3(35) (11 ) 11

365
— it
(1847) +h
wie friiher. i .
Beispiel 2: Nach dem verallgemeinerten Reciprocitiitssatze ist
195\ 1901>.
(1901) i ( 195 /°
weil 1901 = — 49 (mod. 195), so ist
1901\ —49)_
( 195) == \mgEy)

da ferner die Zahlen — 49 und 195 mnicht beide negativ s_ind,.so
gilt fiir sie der verallgemeinerte Reciprocitiitssatz, und, weil beide

also

und folglich

von der Form 4 4 3 sind, so ist

49 195 ( 9J>
< 195 ) i (— 49) 49

weil endlich 195 = —1 (mod. 49), und 49 von der Form 42 + 1
ist, so ist
195
(%)= ( 1 ) 2
also
195\
(foor) ==

d. 1. 195 ist quadratischer Nichtrest der Primzahl 1901. Natiir-
lich hiitte sich die Aufldsung abkiirzen lassen durch Zerlegung
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in Factoren, nimlich durch die Bemerkung, dass 49 =7 . 7 und

folglich
=) AL
(195 ) TGy e
ist; iiberhaupt wird die Operation immer bedeutend abgekiirat,

wenn man im Zihler oder Nenner des Symbols quadratische Fac-
toren bemerkt, da diese sogleich fortgelassen werden lkénnen.

Beispiel 3: Da T4 = 2 . 37, und 101 = 5 (mod. 8) ist, so ist

L s (0T,
(TtTl)"(Iﬁ) (101 = 101/’

dann ist ferner nach dem Reciprocitiitssatze

()= -G -6

und, weil 37 von der Form 8n 4 5 ist,

LELe e

endlich ist wieder nach dem Reciprocitiitssatze
5 37 2
“N=()=(2)=—1
<37> < 5 ) (5)

74
(To_l e

Kiirzer gelangt man durch folgende Kette zum Ziele:

@ =Ga)-Cn)=-G) - =)

und folglich

Wegen der Wichtigkeit des Reciprocitiitssatzes theilen wir
hier noch einen anderen Beweis desselben mit, niimlich den ersten
der von Gauss gegebenen sechs Beweise®); dies kann hier um
so eher geschehen, als durch die im Vorhergehenden erdrterte
Verallgemeinerung des Legendre’schen Symbols mehrere der von

*) Disquisitiones Arithmeticae artt, 135—144,
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Gauss unterschiedenen acht Fille sich zusammenziehen lassen,
wodurch der Beweis an Kiirze und Uebersichtlichkeit hedeutend
gewinnt *).

Das Wesen dieses Beweises besteht in der sogenannten voll-
stindigen Induction; wenn nimlich der Satz fir je zwei Prim-
zahlen p, p' richtig ist, welche kleiner sind, als eine bestimmte
Primzahl g, so lésst sich zeigen, dass er auch fiir jede -Combi-
nation einer solchen Primzahl p mit der Primzahl ¢ selbst gelten
muss; hieraus und weil der Satz fiir die beiden kleinsten ungeraden
Primzahlen 8 und 5 wirklich richtig ist, folgt dann unmittelbar
seine Allgemeingiiltigkeit,

Von besonderer Wichtigkeit fiiv diesen Nachweis ist nun die
vorliufige Bemerkung, dass aus der angenommenen Richtigkeit
des Reciprocitiitssatzes fiir je zwei Primzahlen p, p/, welche kleiner
als die Primzahl ¢ sind, mit Nothwendigkeit auch die Giiltigkeit
des verallgemeinerten Satzes (§. 46, 7.)

(15) (#)=c e

folgt, sobald die beiden ungeraden relativen Primzahlen P und Q
(die nicht gleichzeitig negativ sein diirfen) nur solche Primzahl-
factoren enthalten, die kleiner als ¢ sind; denn der Beweis dieses
verallgemeinerten Satzes griindete sich ausschliesslich auf die
Richtigkeit des einfachen Satzes fiir alle die Paare von zwei Prim-
zahlen, von denen die eine in P, die andere in ¢ aufgeht.

Bei dem Beweise nun, dass der Reciprocitiitssatz fiir jede Com-
bination von ¢ mit einer Primzahl p gilt, welche kleiner als q ist,
haben wir zwei Fiille zu unterscheiden. Der eine Fall und zwar
der schwicrigere findet Statt, wenn ¢ die Form 4 11 hat, und
augleich p quadratischer Nichtrest von ¢ ist; dann ist zu beweisen,
dass auch ¢ quadratischer Nichtrest von p ist. In irgend einem
der anderen Fiille, niimlich wenn ¢ von der Form 4 4+ 3 ist, oder
auch, wenn ¢ zwar die Form 4 - 1 hat, dann aber p quadratischer
test von ¢ ist, kanm man offenbar der Primzahl p immer ein solches
Vorzeichen geben, dass, wenn man o = -+ p setzt, wenigstens fiir
eins der beiden Vorzeichen o quadratischer Rest von ¢ wird; dann
ist also zu beweisen, dass

*) Dirichlet: Ueber den - ersten der won Gauss gegebenen Beweise
des Reciprocititsgesetzes in der Theorie der quadratischen Reste (Crelle’s
Journal Bd, 47).

Dirichlet, Zahlentheorie, 8



114 Dritter Abschnitt.

(l> = (-—. 1)‘/;;(u1~1) alg—1)

(1]

ist; dieser letztere Fall ist deshalb leichter zu behandeln, weil die
Annahme sogleich einen Ansatz giebt, welcher nur ausgebeutet
zu werden braucht. Wir beginnen daher mit diesem Theile des
Satzes.

§. 49,

Es sei also @ =+ p quadratischer Rest von ¢, so hat die Con-
- gruenz 2 = @ (mod. ¢) zwischen 0 und ¢ immer zwei Wurzeln g,
deren Summe = ¢, und von denen folglich die eine, welche wir
mit e bezeichnen wollen, eine gerade Zahl ist. Dann wird

e — o —qf
sein, wo f eine ganze Zahl bedeutet, welche jedenfalls nicht =0
ist, weil sonst die Primzahl © eine Quadratzahl sein miisste. Diese
Zahl f kann aber auch nicht negativ sein; denn sonst wire o po-
sitiv = p, und p — ¢? eine positive durch ¢ theilbare Zahl, was
aber unmoglich ist, da p —e?<p, und der Voraussetzung nach
p<q ist. Diese positive Zahl f muss ferner ungerade sein; denn
da e gerade ist, so ist ¢2 — @ ungerade, und folglich auch jeder Di-
visor von ¢2 — @, also auch f ungerade. Endlich ist diese positive
ungerade Zahl f nothwendig <¢—1; denn da e =< ¢ — 1, und
p<q—1Lsoistgf=e?—w<(g—1)°+ (g—1)dh.gf<q(g—1),
also wirklich f< ¢ — 1
Nun sind zwei Fille moglich:

1. Ist # nicht durch p theilbar, so folgt aus der Gleichung

e —w = ¢f, dass
)=

und ferner, weil ¢ f quadratischer Rest von p ist, dass

e

sein muss; da nun die beiden ungeraden Zahlen f und @ relative
Primzahlen zu einander, beide kleiner als ¢, und endlich nicht
beide negativ sind, so gilt fiir sie der verallgemeinerte Recipro-
cititssatz, d. h. es ist
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({_}) (%) = (— 1)%@—D. ta(r—1)

und hieraus ergiebt sich unter Beriicksichtigung der beiden vor-
hergehenden Gleichungen

(%) — (— 1)‘/-:((0—1) Yo (r—1),

Da ferner ¢ eine gm'ade Zahl lst, 80 ist auch — 0 =q F (morl 4)
; = & y
also (ll‘{t(,h dem ersten Lemma 4. 1m s 46)

S ae(olie il sl el o0
5 9 =

A R ) :

g = e 5 (mod, 2);
multiplicirt man diese Congruenz mit £ (@ — 1), so erhiilt man auf
der linken Seite ein Product aus zwei successiven ganzen Zahlen
3 X 1. . ) & 2

also gewiss eine gerade Zahl, und hieraus folgt unmittelbar
o—1Ff—1 o—1q¢g—
2 e ) 2

L (mod. 2)

und also
%
<i> = (— 1)%@=D. %=1
o )
was zu beweisen war.

2. Ist dagegen # theilbar durch p, so kann man f=o09¢
setzen, wo ¢ eine ungerade Zahl bedeutet, die dasselbe Zeichen
wie @ hat und ihrem absoluten Werthe nach < ¢ ist. Da nun
¢—0 = qog, so ist auch ¢ theilbar durch @ und also ¢ = ea,
wo ¢ wieder eine gerade Zahl ist. Hieraus ergiebt sich nun

st It —rg .
und es kann daher ¢ nicht durch @ theilbar sein. Nun war o
quadratischer Rest von f = ¢, und folglich auch von @, also ist

®© ®
(tp) (— qv) el
ausserdem folgt aus der vorhergehenden Gleichung, dass — q@
quadratischer Rest von o, dass also

-6
[2) )
18t; da endlich von den beiden ungeraden Zahlen — ¢ und o die

eéme positiv ist, und da sie relative Primzahlen zu einander und
g
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ausserdem beide < ¢ sind, so ist nach dem verallgemeinerten Re-
ciprocitiitssatze

— 09 © s
T e R R T e (e
Erpleae e a

und folglich unter Beriicksichtigung der beiden vorhergehenden

Gleichungen
AN — (1) %@-1 %@ +D
(m> i 2
Da nun ¢ eine gerade Zahl und folglich ¢ = — 1 (mod. 4) ist,

80 muss die eine der beiden Zahlen g und ¢ von der Form 4 1,
die andere aber von der Form 45 | 3 se¢in, woraus folgt, dass

2—;1 =1 —; 1 (mod. 2)

und also
_q — (— 1) %lw—1) . Y%(g—1)

ist. Also ist auch fiir diesen Fall der Satz bewiesen.

§ 50.

Wir kommen nun zu dem zweiten Theile, in welchem voraus-
gesetzt wird, dass p Nichtrest von ¢, und ¢ von der Form 45 + 1
ist, und in welchem bewiesen werden muss, dass ¢ Nichtrest von
p ist. Hier fehlt nun die Moglichkeit eines Ansatzes, und um diese
zu gewinnen, kommt alles darauf an nachzuweisen, dass wenigstens
eine Primzahl p' < ¢ existirt, von welcher ¢ quadratischer Nicht-
rest ist, oder mit anderen Worten, dass die Primzahl ¢ nicht von
allen kleineren Primzahlen quadratischer Rest sein kann. Fiir den
Fall, dass =5 (mod. 8) ist, hat dieser Nachweis nicht die geringste
Schwierigkeit; denn dann ist 1 (g + 1) = 3 (mod. 4), und folglich

muss unter den Primfactoren dieser Zahl 1 (g 4+ 1), welche natiir-

lich alle < ¢ sind, mindestens einer p’ von der Form 4n 4 3 sein;
dann ist aber ¢ = — 1 (mod. p’) und folglich quadratischer Nicht-
rest einer kleineren Primzahl p’. Desto schwieriger war dieser Nach-
weis fiir den anderen Fall zu fithren, in welchem ¢ = 1 (mod. 8)
ist; und Grauss selbst gesteht®), dass es ihm erst nach manchen

%) D. A, art, 125
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vergeblichen Versuchen gelungen ist, diese capitale Schwierigkeit
zu iiberwinden; er gelangte dazu durch folgende jiusserst scharf-
sinnige Betrachtung.

Es sei 2m 4 1 irgend eine ungerade Zahl, aber kleiner als q-
Wenn nun ¢ quadratischer Rest von - allen ungeraden Primzahlen
# ist, welche diese ungerade Zahl 2m + 1 nicht iibertreffen, so ist
nach fritheren Siitzen (§. 87) die Primzahl ¢, da sie = 1 (mod. 8)
und also von jeder Potenz der Zahl 2 quadratischer Rest ist, auch
quadratischer Rest von jeder Zahl, welche keine anderen ungeraden
Primfactoren als die Primzahlen z enthiilt, und also z B. von der
Zahl

1) B LS R L (2m) (2m + 1);
es gieht daher positive Zahlen % von der Beschaffenheit, dass
q = k? (mod. M)

ist, und zwar muss /i relative Primzahl zu M sein, weil 2m + 1< ¢
und also auch ¢ velative Primzahl zu I/ ist. Aus dieser Congruenz
folgt nun weiter, dass in Bezug auf den Modul 7

k(g—12) (g —2%) (q—3%) ... (g—m2)

=k —12) (k2 —22) (2 —32) ... (h>—m?) }

=H4+m) (k+m—1) ... (k+1) b(k—1)...(k—m L 1) (k—m)
ist; da nun nach einem fritheren Satze (§. 15) jedes Product von
(2m 1) successiven ganzen Zahlen durch I theilbar, und ausser-
dem [ relative Primzahl zu M ist, so ist das Product

(1—1% (¢—2%) (g—39) ... (g—m?)
theilbar durch das Product
M= (n41) ((m -+ 1)2—12) ((m + 1)2—27) ... ((m 4 1) — m?)
d. L. das Product

1 qg—12 q__Qﬂ

L . e G ]
m4+1 (m4+1)2—12 (m 12 —22

1) —m?

ist nothwendig eine ganze Zahl.

Andererseits leuchtet ein, dass dies Product gewiss keine
ganze Zahl ist, sobald fiir m die grosste ganze Zahl unterhalb 1 ¢
genommen wird; denn, wenn m < Vg < m - 1 ist, so sind alle
Factoren dieses Productes echte Briiche. Fiir diese Zahl m kann
daher die obige Annahme nicht zuliissig sein, und da ausserdem
dmdl<2Vgti < q ist, so haben wir folgenden Satz gewonnen:
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Ist q eine Primzahl von der Form 8n -1, so giebt es unter-
hald 2V q 41 und folglich auch wnterhalb g mindestens eine un-
gerade Primzahl p', von welchery q quadratischer Nichtrest ist.

§ 5l

Nachdem fiir jede Primzahl ¢ von der Form 4n +1 die
Existenz einer Primzahl p’ < ¢ nachgewiesen ist, von welcher ¢
quadratischer Nichtrest ist, gehen wir zum Beweise unseres zweiten
Theiles iiher. Jede solche Primzahl p’ muss Nichtrest von ¢ sein;
denn wire p’ Rest von g, so wiirde aus dem schon von uns he-
wiesenen Theil (§. 49)

( )_( 1)%@ =D 6= — | 1

folgen, was mit der Voraussetzung streitet. Mithin gilt fiir dieses
Paar p', ¢ das Reciprocititsgesetz. Giebt es nun ausser p' noch
andere ungerade Primzahlen p < ¢, welche Nichtreste von ¢ sind,
so ist nur zu bheweisen, dass

(pz”) e i

ist, weil hieraus sogleich folgt, dass ¢ Nichtrest von p ist. Da nun
p'" und der Voraussetzung nach auch p quadratischer Nichtrest von
q ist, so ist pp’ quadratischer Rest von ¢, und es giebt dahbr
wieder eine gerade Zahl ¢ < ¢ von der Beschaffenheit, dass

e —pp' = qQ

und ¢ eine ganze Zahl ist; und weil die linke Seite dieser Glei- |

chung eine ungerade Zahl darstellt, welche ihrem absoluten Werthe
nach < ¢? ist, so ist @ ebenfalls eine ungerade Zahl und zwar
< ¢ Je nach der Beschaffenheit dieser Zahl ¢ zerfiillt nun der
Beweis in drei Theile.

1. Ist @ weder durch p noch durch p’ theilbar, so ist

)+

und da g@ quadratischer Rest von pp’ ist, auch

)= o ()=
pp oy py
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da ferner die beiden ungeraden relativen Primzahlen @ und pp’
(von denen die letztere positiv ist) nur solche Primfactoren ent-
halten, welche <= ¢ sind, so gilt fiir diese beiden Zahlen auch das
verallgemeinerte Reciprocitiitsgesetz, d. h. es ist

o)

und folglich, mit Beriicksichtigung der beiden vorhergehenden
Gleichungen

— 1)@= hpp'—D

( 1)‘/1(%—1).1/5(17:)'—-1).
P’

Da aber e eine gerade Zahl, so ist gp = — pp’ (mod. 4), also, da
g =1 (mod. 4) ist,
@ = — pp' (mod. 4)
el +
T =

(mod. 2)

also
p—1 pp'—1
R DR,

" q
(, 1) =1,
pp

was zu beweisen war.

2. Ist @ durch p’ theilbar, durch pnicht theilbar, so setze man

= 0 (mod. 2)
und folglich

.@=p'¢, und, da auch ¢ durch p’ theilbar sein muss, e = p'e;

dann ist 9 < ¢ eine durch p nicht theilbare ungerade, und & eine
gerade Zahl, und es wird

P'e—p=qy.
Hieraus folgt nun zunichst wieder (da ¢ relative Primzahl zu pp’

ist)

)t
ferner .
=) - -
und

Al wa e G

und folglich
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= (— )%+ aep'—1 <L>,

el
pp'/  N=p/\ P \py 2y’

da endlich ¥ und pp’ pur solche Primfactoren enthalten, die < ¢
sind, so ist nach dem verallgemeinerten Reciprocititssatz

_‘I_L) (M) = (—1)%@—D. %(pp'—1)
2y YR/ S

und hieraus in Verbindung mit zwei vorhergehenden Gleichungen

(JL) = (— 1) +D . =1+ e (p=1) . Yalpp! 1) |
' ,
Da nun &2=0(mod. 4) und ¢= 1(mod. 4), so isl; U= —p(mod.4),
folglich
5@ —1D=3(p+1) (mod 2),
also
P+ D)3 —D+ 3@ —1).5(pp' —1)
1@+ D O — D+ 3(pp' —1)] (mod. 2),
und da ferner (nach dem ersten Lemma 4. in §. 46)
s =) =3(p—1+50 —1) (mod. 2)
ist, so ergiebt sich
1D 30—+ 3@—1).3(pp —1)
=i(p+1).2(p—1) =0 (mod. 2)

und folglich
(L) =1,
bp
was zu beweisen war.

Da bei diesem Beweise die Annahme, dass ¢ Nichtrest von ¢/
ist, gar nicht zur Anwendung gekommen ist, so wird durch einfache
Vertauschung von p mit p' der Beweis fiir den Fall entstehen, dass
@ durch p theilbar, durch p' nicht theilbar ist; denn im Uehrigen
sind sowohl die Voraussetzungen als auch das zu beweisende Re-
sultat vollstindig symmetrisch in Bezug auf beide Primzahlen p
und p'.

3. Ist @ sowohl durch p als auch durch p’ und folglich (da
» und p' verschiedene Primzahlen sind) auch durch pp' theilbar, so
setze man ¢ = pp'y, und, da ¢ dann ebenfalls durch pp’ theilbar
ist, e = pp’e; dann bedeutet ¥ eine ungerade Zahl < q, und &
eine gerade Zahl, und es wird
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ppe?—1 = qu. ‘

Hieraus folgt, dass pp' relative Primzahl zu ¢ und ausserdem
quadratischer Rest von ¢, also

-+

ist; ebenso ergiebt sich aber, dass — ¢y quadratischer Rest von

pp, dass also
65)=()
pp'/) N pp'

ist; nach dem verallgemeinerten Reciprocitiitssatze, welcher offen-
bar fiir die heiden Zahlen — 4 und pp' gilt, ist ferner

/

"_“’) PP )ser—n. %y,
Y/ \N—14

und hieraus ergiebt sich in Verbindung mit den beiden vorher-

gehenden Gleichungen

(L) = (— 1)hGr' =0 Y+ 1),
rp

Da aber ¢ eine gerade Zahl, und g = 1 (mod. 4), so ist ¢ = — 1
(mod. 4), also } (3 4 1) eine gerade Zahl, und folglich

L
( 1;) =1,
Lrp
was zu be\\'eisen war.

Hiermit istnun auch der zweite Theil des Beweises vollstindig
gefiihrt und dadurch die Allgemeingiiltigkeit des Reciprocitiits-
satzes von Neuem. nachgewiesen, Auf fihnliche Weise lassen sich
auch die Siitze iiber die Charaktere der Zahlen — 1 und 2 begriin-
den, was dem Leser itherlassen bleiben mag *).

§ 52.

Nach allen diesen Untersuchungen kehren wir nun zuriick zu
der Beantwortung der zweiten in §. 32 aufgeworfenen Frage, welche
m §. 39 auf die folgende reducirt ist:

—— el
*) Dirichiet a. u. 0.
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Von welchen ungeraden Primzahlen q ist die gegebene Zahl D
quadratischer Rest?

Auch jetzt fragen wir nur nach denjenigen (positiv genomme-
nen) Primzahlen ¢, welche nicht in 2 aufgehen, und setzen ausser-
dem der Einfachheit halber voraus, dass 2 kein Quadrat und auch
durch kein Quadrat (ausser 1) theilbar ist, weil der allgemeiners
Fall offenbar sogleich auf diesen einfacheren reducirt werden kann,
Bs wird sich zeigen, dass nicht blos alle diese Primzahlen ¢ (die
Divisoren der Form t*— Du? nach § 39), sondern iiberhaupt alle
positiven Zahlen n, welche relative Primzahlen zu 2D sind und

der Bedingung
@)=+
n

geniigen, in einer Anzahl von bestimmten Linearformen, d. h. von
arithmetischen Reihen enthalten sind, deren Differenz entweder
=20 oder = 4. ist. Dawir vorausgesetzt haben, dass die positive
oder negative Zahl D durch keine Quadratzahl theilbar ist, so wird,
wenn wir das Product aller in D aufgehenden positiven ungeraden
Primzahlen p, p/, p”" ... mit P bezeichnen, entweder D) = + P,
oder /) = + 2 P sein; wenn D keine ungerade Primzahl p als
Factor enthiilt (fiir welchen Fall das Resultat aber schon in den
§§. 40, 41 oder allgemeiner in §. 46, 5. und 6 angegeben ist), wird

P =1 zu setzen sein. Wir unterscheiden im Ganzen vier Fille,
L D=4 P =1 (mod. 4)
In diesem Falle ist, wenn » irgend eine positive Zahl bedeutet,

die relative Primzahl zu 2 D ist, zufolge des verallgemeinerten Re-
ciprocitiitssatzes (§. 46, 7.)

=7

Da nun das Symbol rechts fiir alle Zahlen », welche einer und der-
selben Classe (mod. P) angehiren, nach §. 46, 3. einen und den-
selben Werth besitzt, so kommt es offenbar nur darauf an, en
vollstiindiges System von ¢ (P) incongruenten Zahlen m (mod. P)
zu betrachten, die relative Primzahlen zu P sind, und fiir jede den
Werth des Symbols zu bestimmen. Es ist wichtig, dies etwas nither
zu untersuchen.

Zuniichst ldsst sich beweisen, dass Zahlen 4 existiven, welche
relative Primzahlen zu P sind und der Bedingung
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b
) S
enfigen. Denn da D nicht = -+ 1 sein kann, und folglich P min-
destens eine Primzahl p enthilt, so wihle man einen beliehigen
Nichtrest 8 von p, und bestimme & (nach § 25) durch die Be-
dingungen
b= f (mod. p), b= 1 (mod. P,

wo P = pP' gesetst ist, so wird

b\ __ /b b Lo 1
@)= @) =-EE)=—1
Nachdem dieser Punct absolvirt ist, erkennt man leicht, dass die
Anzahl aller incongruenten Zahlen & (mod. P), welche der Be-
dingung (1) geniigen, = £ ¢ (P), und folglich die Anzahl aller in-
congruenten Zahlen ¢ (mod. P), fiir welche

(g)=+1 ” @

ist, ebenso gross ist. Denn setzt man

v ()
= 3(8).

wo m das ganze System aller ¢ (P) incongruenten Zahlen durch-
laufen soll, so ist S giinzlich unabhiingig von der Wahl der die
einzelnen Zahlclassen repriisentirenden Individuen m; da nun,
wenn & eine bestimmte Zahl von der Beschaffenheit (1) bedeutet,
auch die Producte 4o ein solches vollstindiges System bilden, so

ist auch
L /b b m
Ry e SN U T
s=3(F)=(3)2(F)=~*

« [

mithin ist die Anzahl der Glieder dieser Summe, welche den Werth
+ 1 haben, gleich der Anzahl derjenigen, welche den Werth — 1
haben; d. h. die Anzahl der Zahlelassen « ist gleich derjenigen der
Zahlclassen b

Es leuchtet ferner ein, dass man die Repriisentanten m (oder
@ und b) simmtlich wngerade wihlen kann; denn ist m gerade, 50

und folglich
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ist m - P eine in derselben Zahlclasse enthaltene ungerade Zahl,
Dann wird also

(%) =41, wemn 7= a (mod. 2P)
%) =—1, wenn n=¢ (mod. 2P)

und jede (positive) Zahl n, welche relative Primzahl zu 9 D ist, ist

in einer und nur einer dieser arithmetischen Reihen (von der
Differenz 2 D) enthalten.

Beispiel 1. Ist D =+ P — 21, also ¢ (P) = 12, so sind die

simmtlichen relativen Primzahlen zu P congruent

21,42 +4, 45, +8, +10;
bestimmt man nun fiir jede dieser Zahlen den Werth des Jacobi-
schen Symbols nach § 47, so ergiebt sich

a=+1,+4 +5 b==2 +8 +10 (mod 21);

es wird daher

<3”—1) = +1, wenn 'u=1,5,17, 25 37, 41 (mod. 42)
21 i :
(7) = —1, wemn n= 11,18, 19, 23, 29, 31 (mod. 42).
Beispiel 2. Ist D —— P = — 15, so sind die zu betrachten-
den Zahlelassen folgende + 1, + 2, -4, + 7; diese zerfallen in
e=+14+2 44 —7uddb=—1,—2, —4, + 7 (mod. 15).

Es wird daher

— 15
( nld =+1, wemn 2= 1,17, 19, 23 (mod. 30)

(—;5) =—1, wenn » = 7,11, 18, 29 (mod. 30).

Wir gehen nun fiber zu dem Fall
I D=+P= 3 (mod. 4).

Bedeutet  wieder eine positive relative Primzahl zu 2 D, so
ist nach dem allgemeinen Reciprocitiitssatz
1

=07 (3)

behalten wir dieselbe Bezeichnung wie im ersten Falle bei, so wird
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(£> =41 wem %=1 (mod 4) und # = ¢ (mod. P)
n

oder n =3 (mod. 4) uwnd » =1 (mod. P)
dagegen

()L])> =—1L wemn 2 =1 (mod 4) und » = b (mod. p)

oder 7 =3 (mod. 4) und » = a (mod. B);
Einem jeden solchen Congruenzpaare entspricht aber (nach §. 25)
eine hestimmte Classe von Zahlen # (mod. 4 P); man erhiilt daher
9 (P) = 39 (4 P) solche Classen von Zahlen #, die der einen Kate-
gorie angehiren, und ehenso viele Classen von Zahlen n, die den
entgegengesetzten Charakter haben; diese Classen bilden arith-
metische Reihen von der Differenz 4 D. Dies Resultat gilt auch
noch in dem Falle ) — — 1, obgleich dann keine Zahl # existirt.

Beispiel.  Fiiv D — 4 15 wird

(—f}): +1, wennn =1 (mod.4), =41, + 2, + 4, — T (mod. 15)
odern=3 (mod.4),=—1, —2, —4, +4- 7 (mod. 15)
dagegen
(2>*— 1, vennn=1 (mod.4), =—1,—92 — 4 -+ 7 (mod. 15)
L A o S L O ! & e

odern=3 (mod.4), =41, } 2, +4, —7 (mod. 15);
hieraus ergiebt sich
15
(T; =+1, wemn n=1,7, 11,17, 43, 49, 53, 59 (mod. 60)
15
<7?)=~1, wenn n = 13, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 47 (mod. 60).

Die Rechnung gestaltet sich am einfachsten, wenn man die
simmtlichen positiven relativen Primzallen zu 4 P darauf priift,
ob sie der einen oder anderen Kategorie angehiren, und sie lisst
sich noch durch manche Kunstgriffe abkiirzen, die hier nicht er-
wihnt werden kinnen.

IIL " Di— - 2 P = 9 (mod. 8),

In diesem Falle ist, wenn » cine positive relative Primzahl zu

D bedeutet,
D 3 n
) e
( n ) G (l’) :

und folglich
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(—f- =+ 1, wem =41 (mod 8), = a (mod. P)
oder % =+ 3 (mod. 8), = & (mod. P)
dagegen

(%) =—1, wenn » =41 (mod. 8), =0 (mod. P)
oder 7 = 8 (mod. 8), = a (mod. P)

und jedem bestimmten Congruenzpaare entspricht eine bestimmte
Zahlclasse m (mod. 8 P); die Zahlen  vertheilen sich daher in
arithmetische Reihen von der Differenz 4.D; jeder der bheiden
Kategorien gehtren gleich viele Zahlclassen an.

Beispiel. TIst D = — 6, so craiebt sich

_,,—zb) =+1, wemn n =157, 11 (mod. 24)

M}—f) =—1 wemn n =13, 17, 19, 23 (mod. 24).
IV. D=+42P =6 (mod 8).

In diesem Talle ist

D n
) = (— 1) %ee—D+Ym2—1) (
( u) B . (P ) 5

(2) =-+1, wemn n=1,3 (mod 8), =ua (mod. P)

n
oder 7 = 5, 7 (mod. 8), = b (mod. P)

und folglich

dagegen
D ;
(;) =—1, wemn 2 =1, 3 (mod. 8), = & (mod. 18
oder » =5, 7 (mod. 8), = ¢ (mod. B

Die Zahlen » vertheilen sich wieder in arithmetische Reihen von
der Differenz 4 D; jeder der beiden Kategorien gehiren gleich
viele Zahlclassen an.

Beispiel. Tiir D = + 6 ergiebt sich
(%) =+1 wemn n=1, 5, 19, 23 (mod. 24)

<%> =—1, wenn »=7, 11, 13, 17 (mod. 24).

Wir bemerken schliesslich, dass die vier Fiille sich zusammen-
fassen lassen, wenn man zwei positive oder negative Einheiten
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d, & einfithrt, so, dass 0 = 4+ 1 oder — — 1, je nachdem + P =1
oder = 3 (mod. 4), und dass e = 1 oder — — 1, je nachdem
D ungerade oder gerade ist. Die vier Tille stellen sich dann
folgendermaassen dar:

D=4 P =1 (mod 4), 0=+1, e=41; )
D=+ P=3(mod4), 6 =—1, £ = [pepd%
D=+2P=2(mod 8), d =141, £

D=+2P=¢ (mod. 8), & =—1,

Rt

. o s 5 e Lo ) DA ¥ .
Dann ist vermige des allgemeinen Reclprooltatssgtzes und_der

Ergiinzungssiitze (§. 46)

2) = O%e—1) gYu@r—1) (1
" Py

wo  wieder irgend eine positive relative Primzahl zu 20D be-
deutet.

Liisst man » ein vollstindiges System incongruenter Zahlen
nach dem Modulus 4 D durchlaufen, welche zugleich positiv und
relative Primzahlen zu 2 D sind, so ergiebt sich in allen vier Fiillen,
dass die entsprechende Summe

5 2) )
n
ist; im ersten Falle geniigt es schon, dass » ein solches vollstin-
diges Restsystem nach dem Modulus 2 2 durchliiuft.
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Von den quadratischen Formen.

§. 53.

Unter einer Form versteht man in der Zahlentheorie im All-
gemeinen eine ganze rationale Function von Variabeln, deren
Coefficienten ganze Zahlen sind (vergl. §. 39). Je nach dem Grade
derselben unterscheidet man lineare, quadratische, cubische Formen
u. 8. w.; je nach der Anzahl der vorkommenden Variabeln spricht
man von bindren, terndren Formen u. s. w. Wir werden uns im
Folgenden ausschliesslich mit Ausdriicken von der Form

az? 4 2bxy 4 cy?
beschiiftigen, wo a, b, ¢ bestimmte, gegebene ganze Zahlen, z und
y aber unbestimmte, variable ganze Zahlen bedeuten; und wir
werden diese homogenen biniren (uadratischen Formen, wo kein
Missverstindniss zu besorgen ist, kurz Formen nennen.

Wir haben dem Coefficienten des Productes 2y der beiden
Variabeln gleich die Gestalt einer geraden Zahl 20 gegeben , weil
die Untersuchung dadurch erleichtert wird; sollte in einer Form
dieser Coefficient eine ungerade Zahl séin, so wiirde es geniigen,
die ganze Form mit 2 zu multipliciren, um diesen Fall auf den
obigen zuriickzufithren, und aus den Eigenschaften der so erhalte-
nen Form wiirde man mit Leichtigkeit auf die Kigenschaften der
urspriinglichen Form zuriickschliessen kinnen.
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Sind die drei Glieder in der obigen Anordnung geschrieben,
so nennt man a den ersten, b (nicht 22) den 2weiten, ¢ den dritten
Coefficienten; a und ¢ fasst man auch wohl unter dem gemein-
schaftlichen Namen der dusseren Coefficienten zusammen, und
nemnt dann & im Gegensatz den mittleren. Coefficienten; Hhnlich
heisst 2 die erste, y die zweite Variabele. Eine solche Form be-
zeichnet man wohl auch kurz durch das Symbol (a, b, ¢), wenn es
sich nur darum handelt, die Coefficienten anzugeben, von denen
allein die Eigenschaften der Form abhiingen kinnen,

Wir schliessen nun ein fiir alle Mal die Fiille aus, in welchen,
die Form sich in zwei lineare Factoren mit rationalen Coefficienten
zerfillen lisst, weil diese eine andere und zwar einfachere Be-
handlung gestatten. Zuniichst folgt hieraus, dass in den Formen,
mit welchen allein wir uns beschiiftigen wollen, keiner der dusseren
Coefficienten gleich Null sein wird; da ferner

az®+2byy 4 ey = % <(a.1: + by — (b2 — ac)g/?)

ist, so ergiebt sich weiter, dass die Zahl 52— g¢ nje eine vollstin-
dige Quadratzahl sein darf, denn sonst wiirde die Form

az?+ 202y 4 cy? =
e
2 (et e +vE=a0) v) (ax + (0 —Vi—ae) y)

ein Product aus zwei linearen Factoren mit rationalen Coefficienten
sein.  Die Zahl b2—ac, von welcher, wie wir sehen werden, die
Ligenschaften der Form (@, b, ¢) hauptsiichlich abhiingen, heisst
die Determinante™) dieser Form; wir werden sie im I olgenden mit
dem Buchstahen bezeichnen. Die unseren Formen (a, ¢, c)
auferlegte Beschriinkung besteht also darin, dass D ke Qua-
draf ist,

Finige hochst merkwiirdige Siitze von Fermat haben Luler
veranlasst, sich eingehend mit den quadratischen Formen zu be-
schitftigen, doch beziehen sich seine Untersuchungen grosstentheils
nur auf specielle Tiille; Lagrange legte den Grund zu einer allge-
memnen Theorie derselben, die dann spiiter von Legendre, vor Allen
aber durch Gauss vervollstindigt wurde.

Ihre Entstelmng verdankt die ganze Theorie dem Probleme,
M entscheiden, ob eine gegebene Zahl m durch die gegebene Form

R L

*) Gauss: D. A. art. 154,
Dirichlet, Zahlentheorie, 9
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(a,b,¢) darstellbar ist, d.1. ob es specielle Werthe von @,y giebt, fir
welche die Form den Werth m erhiilt. Doch ist zur vollstéindigen
Lisung desselben die Theorie der Transformation erforderlich, mit
welcher wir uns zunfichst beschiftigen wollen.

§ 54,

Thenso wie die¢ Gleichungen der Curven in der analytischen
Geometrie ihre Gestalt #ndern, wenn ein anderes Coordinaten-
system gewiihlt wird, so geht eine quadratische Form (a, 4, ¢) durch
Einfithrung zweier neuen Variabeln in eine neue quadratische
Form (a/, V', ¢) tiber. Sind niimlich #, y die Variabeln der Form
(@, b, ¢), und setzt man

@ = us' + By, :
y =y’ + 90y, ®
wo a, B, 7, 0 vier bestimmte ganze Zahlen, und z', ' die neuen
Variabeln bedeuten, so wird
aw? -+ 2bzy +cy? = da'2+ 202y + 'y,
und die Coefficienten o/, 4', ¢ der neuen quadratischen Form hin-
gen auf folgende Weise von denen der urspriinglichen Form und
von den vier Coefficienten e, 8, ¢, 0 ab:
o = aa? 4+ 2boay -+ cp?
¥ = aep+b@d+fy) +eyd @
¢ = af?+20B0 + co2
Man driickt den Zusammenhang der beiden Formen kurz so aus:
die Form ax? + 2bzy + cy? geht durch die Transformation oder
Substitution (1) in die Form &/2'2 4 20'a'y’ 4+ ¢'y'? iiber. Die
Zahlen ¢, 3, , 0 heissen der Reihe nach der erste, zweite, dritte,
vierte Coefficient der Substitution. Da die Wahl der Buchstaben
zur Bezeichnung der Variabeln von ganz untergeordneter Bedeutung
ist, und die Natur der Formen und Substitutionen nur von den
Coefficienten abhiingt, so driickt man sich hiufig noch kiirzer so
aus: die Form (a, b, ¢) geht durch die Substitution «, g, 7,8
oder (5 §) in die Form (o', ¥, ¢) ither; und diese Ausdrucks-
weise soll nicht mehr oder weniger sagen, als dass die drei
Gleichungen (2) Statt finden. Hierbei ist wohl auf die Stellung
der Coefficienten der Formen sowohl, wie derjenigen der Substic
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tution zu achten; hehalten wir die ehen eingefiihrten Bezeich-

nungen bei, so miissen wi 3¢ : i it 1
g ; wir z. B, sagen, dass gleichzeitig die Form

(@, b, ¢) durch die Substitution (;’: g) in (a, ¥, ¢),

@0 i ) B,

(b, @) » » ‘(27 g) » (@, 0, ),

(¢ 6 a) » » g: (}M,) » (C': v, Cll)
iihergeht,

Bs 1euc}}’cet ein, dass jede durch die zweite Form (¢ ', ¢
darstellbare Zahl auch durch die erste Form (a, b, c) daréesgellt
werden kann; denn wird die Zahl m durch («, ¥, ¢) dargestellt
indem den Variabeln #/, o die speci ’

: peciellen Werthe ¢/, s' erthe
werden, so setze man AR

r=ar + B, s =pr 4954,
und es wird die Form (a, b, ¢) dieselbe Zahl m darstellen, sobald
= y=s gesetzt wird. Man sagt deshalb auch: d{e Form
(@, b c) en.ﬂzdlt die Form (¢, ¥, ¢), oder deutlicher: die Form
(ff,’ ', ‘c’) st unter der Form (g, c) enthalten®); eben weil
§ammtllclle durch (a', ¥, ¢') darstellbare Zahlen uute;‘ den durch
(@, b, ¢) darstellbaren enthalten sind ** ).

\70}1 besonderer Wichtigkeit ist die Relation in welcher die
Determinante ’

D' =2 gt
d[erb ,netlle{n Form zu der der frilheren steht; substituirt man fiir
“ b, ¢ ihre Ausdriicke gemiiss den Gleichungen (2), so findet man
nach leichten Reductionen

D' = (a6 —By)2 D,
dic newe Determinante ist daher stets gleich der alten, multiplicirt

mit einer 7 ; bel 3
Vm”'ﬁ} Quadratzald; beide Determinanten haben also auch dasselbe
orzeiche yir in F i
ewhen.  Da wir von vorn herein Formen ausschliessen, deren
*) Gauss: D). A. art. 157,
) 17 R . 3
lntz'fc) [[;el.xm die Um?(ch'runp' dieses Satzes sishe Schering: Théorémes re-
bm-} u.‘r Jformes {»m‘am‘c.? quadratiques qui représentent les mémes nom-
» Journal de Mathématiques publ. p. Liouville T. TV, 2e série, 1859,
< gw
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Determinanten = 0 sind, so betrachten wir deshalb auch nur
solche Substitutionen (4 4), fir welche die Coefficientenyerbindung
o0 — By (die sogenannte Determinante der Substitution) einen von
Null verschiedenen Werth hat. Hieran kniipft sich jedoch noch
cine wichtige Unterscheidung; je nachdem nimlich dieser Ausdruck
@d — By einen positiven oder negativen Werth hat, soll die Sub-
stitution (£ §) eine eigentliche oder uneigentliche heissen, und diese
Ausdrucksweise soll auf die Beziehung zwischen den Formen (a, b,¢)
und (¢, ', ¢') ibertragen werden, indem wir sagen, dass die Form
(a, ¥, ¢) eigentlich oder uneigentlich unter der Form (a, b, ¢) ent-
halten sei, je nachdem die Substitution (§ ff), durch welche die letz-
tere in die erstere iibergeht, eigentlich oder uneigentlich ist. Um
Missverstiindnisse zu vermeiden, fiigen wir sogleich hinzu, dass eine
Form eine andere sowohl eigentlich als auch uneigentlich enthalten
kann; denn es tritt hitufig der Fall ein, dass eine Form einmal durch
eine eigentliche, ein anderes Mal durch eine uneigentliche Substi-
tution in eine und dieselbe zweite Form transformirt wird. So
z. B. geht die Form (3, 13, 18) durch die eigentliche Substitution
i), und ehenso durch die uneigentliche Substitution i
in die andere Form (— 5, — 5, 18) iiber; die erstere enthiilt daher
die letztere sowohl eigentlich als auch uneigentlich.
Man nennt ferner zwei Substitutionen gleichartig, wenn sie
beide eigentlich, oder beide uneigentlich sind, ungleichartig, wenn
die eine eigentlich, die andere uncigentlich ist.

.55,

[77c]

Behalten wir die vorhergehenden Bezeichnungen bei, und
nehmen wir an, dass die Form
(d, ¥y ) =d a2+ 202y 4+ cy?

durch eine neue Substitution

ml — a/ ‘Q:” + 6’ y”

yl —_— 7}I a:” + 6/ yll
in die Form

(L,LII’ bll’ CII.) — u” ‘,L,HQ + 2 b’l mll yH + ?Il :Ij”2

iibergeht, so geht offenbar die erste Form (a, b, ¢) durch die Sub-
stitution
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= “(“’ ‘7;// + ﬁlyl/‘) + ﬁ(y!xll + 6" ?/”)
o y (C“ .1/‘_” + ﬁl :‘/”) + 6(7}1 J_;" + 6’ yfl)
= (xe + B ?f) 2 (e 4 58 y"
y=@e+0y)a" + (yf +00")y"
in die dritte Form (¢, 3", ¢") iiber. Hieraus folgt der Satz:

< oy

oder

=

Enthdlt eine Torm eine zweite, diese wieder eine dritte, so ent-
hilt auch die erste Form die dritte.

Bezeichnet man nun die Coefficientenverbindung

(vo +B7) (¥ +00) —(uf + ) (yed + 6¢)
mit ¢ so ist nothwendig die Determinante der dritten Form
D" = & Dj; da aber andererseits
Di— (66 D ﬁ 7’)1 _[), D= (“I oL ﬁr yl)ng’
also auch
D' = (@d— ) (&' — @'y D,
und D von Null verschieden ist, so schliessen wir hieraus, dass
&= (a0 —fy)? (/0" —p'y')

ist, und man itherzeugt sich leicht dureh Vergleichung heider
Seiten, dass die Quadratwurzel in folgender Weise auszuziehen ist:

8= (ad0—fy) (&' —p'y).
Aus dieser Gleichung (welche einen der einfachsten Siitze der De-

terminantentheorie enthiilt) folgt noch eine wesentliche Vervoll-
stindigung des obigen Satzes, niimlich:

Die erste Form enthdlt die dritte eigentlich oder wneigentlich,
Je nachdem die erste die zweite in derselben oder in entgegengesetater
Art enthélt, wie die zweite die dritte.

Fiihrt man in derselben Weise fort und transformirt die dritte
Form in eine vierte, diese in eine finfte u. s. f,, so ergicht sich un-
mittelbar der allgemeine Satz: Wenn von einer Reihe von Formen
Jede dic nichstfolgende enthalt, so enthilt die erste Form auch die
?_dzf(’, und zwar eigentlich oder uneigentlich, je nachdem die Anzahl
der hierbei auftretenden uncigentlichen Substitutionen gerade oder
ungerade st

; Die Substitution, durch welche die erste Form unmittelbar in
die letate transformirt wird, heisst susammengesetzt aus den ein-
zelnen successiven Substitutionen; um die Zusammensetzung von
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zwei Substitutionen anzudeuten, wollen wir uns bisweilen der Be-

zeichnung
o, B\ (o B _ (wod 1By, “/3’4—{55')
¥, 0/ \ph 0" T \p o F 0y, yp 00
bedienen; offenbar ist es im Allgemeinen nicht erlaubt, die Ord-

nung der beiden successiven Substitutionen umzukehren, weil hier-
durch auch die resultirende Substitution gefindert wiirde. So istz B,
(9 (5 1) = (55 £8), dagegen (11 15) (11:5) (53 £9)-

Dagegen ist es bei drei successiven Substitutionen S, S/, §"
gleichgiiltig, ob man erst S und S’ zusammensetzt, und dann das
Resultat S S’ mit S” verbindet, oder ob man S mit dem Resultat
S’ 8" der zweiten und dritten Substitution zusammensetzt; in
Zeichen:

(S8N)8* =15 (8"8).
Dies folgt unmittelbar aus dem Begriffe dieser Zusammensetzung;
denn sind (z, y), (2!, ¢'), (2, y") und (2", 4"") die successiven Va-
riabeln, so ist es fiir die Ausdriicke von @, y durch 2/, 4" gleich-
giiltig, ob man die Variabeln z”, " oder die Variabeln 2/, y' als
Zwischenglieder einschiebt.

Ferner ist fiir die Folge zu bemerken, dass die Substitution
(&%) bei der Zusammensetzung stets fortgelassen werden darf, da
sie keine Aenderung hervorbringt.

Endlich leuchtet ein, dass der obige Satz auch so ausgesprochen
werden kann: Die aus den Substitutionen S, S', 8" . .. zusammen-
gesetzte Substitution S8’ S" . . . ist eigentlich oder wneigentlich, je
nachdem die Anzahl der unter ilmen befindlichen wneigentlichen
Substitutionen gerade oder ungerade ist.

§. 56.

Besonders wichtig ist nun die Frage: wann enthalten zwel
Formen sich gegenseitig? Offenbarist dann das System aller durch
die eine Form darstellbaren Zahlen identisch mit dem System der-
jénigen Zahlen, welche durch die andere Form dargestellt werden
kbnnen, Zwei solche Formen werden wir dquivalent™) nennen.
Sind D, D' ihre Determinanten, so muss sowohl 7)': D, als auch

*) Gauss: D. A, art. 157,
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D: D', eine ganze Quadratzahl, also eine ganze positive Zahl sein,
und hieraus folgt als eine fiir die Aequivalenz zweier Formen ep-
forderliche Bedingung, dass ihre Determinanten D und D’ gleich
sein miissen.

Diese Bedingung ist aber umgekehrt nicht hinreichend, um auf
die Aequivalenz schliessen zu kinnen. Dies ist erst dann gestattet,
wenn man ausserdem weiss, dass die eine der beiden Formen
die andere enthiilt. In der That, wenn die beiden Formen (u, b, c)
und («, V', ¢') gleiche Determinanten haben, und wenn ausserdem
die erstere durch die Substitution

z =0z + By
y=y9a 43y
in die letztere iibergeht, so folgt aus der Relation
D = (w0 —py):D
und der Gleichheit yon 7 und D die Gleichung
wd—fy=+1
und hieraus, wenn man zur Abkiirzung «d —gy—=+1 = ¢ setzt,
2=+4cedx—cpy
Y=—ceyz+teay
und es geht daher durch diese Substitution mit ganzzahligen Coeffi-
cienten die Form (a/, &/, ¢') in die Form (a, b, ¢) iiber; also sind in
der That beide Formen einander dquivalent. Die Substitutionen

“7ﬂ ‘+£67 —éﬂ
<Va 3) sl (45% +ea)

deren jede die inverse der anderen heisst, und durch deren Zu-
sammensetzung immer die Substitution ((1) ?) entsteht, sind offenbar
entweder heide eigentlich, oder beide uneigentlich; je nachdem das
Eine oder das Andere Statt findet, sollen die heiden Formen eigent-
lich oder uneigentlich dquivalent *) heissen,

Sowie wir eben gesehen haben, dass die eine von zwei fiqui-
valenten Formen in die andere immer durch eine Substitution
(:4) tibergeht, in welcher &d — By =-1ist, so leuchtet auch
umgekehrt ein, dass durch jede solche Substitution eine beliebige
Form nothwendig in eine ihr iiquivalente transformirt wird; denn
die Determinanten beider Formen sind einander gleich. In der

*) Gauss: D. A. art. 158.
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Existenz einer solchen Substitution besteht also die exforderliche
und hinreichende Bedingung fiir die Aequivalenz zweier Formen,

Aus dem Begriffe der Aequivalenz ergiebt sich unmittelbar,
dass jede Form sich selbst eigentlich fquivalent ist; denn sie geht
durch die eigentliche Substitution (§; ) in sich selbst itber. Dies
ist nur ein specieller Fall des folgenden Satzes, welcher sehr off
zur Anwendung kommen wird: Wenn zwei Formen (a, b, ¢) und
(a, V', ¢') von gleicher Determinante D denselben ersten Cocfficienten
a haben, und wenn thre mittleren Coefficienten b, U’ einander con-
gruent sind in Bezsug auf den Modul a, so dass b' = af+b; so
sind dic beiden Formen cigentlich dquivalent, und die erstere gelit
durch die eigentliche Substitution (3 8) in die letztere diber.

Ferner bemerke man folgende Fiille der uneigentlichen Aequi-
valenz: Zwei entgegengesctzte™) Tormen (formae oppositae), d. h,
zwei Formen (a, b, ¢) und (@, — b, ¢), welche sich nur durch das
Vorzeichen des mittleren Coefficienten unterscheiden, sind stets
uneigentlich quivalent, indem die eine durch die Substitution (3 _9)
in die andere ibergeht. Dasselbe gilt von zwei Gefihrten™)
(formae sociae), d. h. von zwei Formen («, 2, ¢) und (¢, b, ), welche
dieselben Coefficienten, nur in umgekehrter Folge, haben; die eine
geht in die andere durch die Substitution ({ 1) iiber.

Aus diesen beiden Fiillen folgt wieder durch Zusammensetzung,
dass die beiden Formen («, b, ¢) und (¢, — b, ) eigentlich fquivalent
sind; denn die erstere geht in die letztere durch die Substitution
(8:3) tiber*+),

§. 57.

Auch hier bei der Aequivalenz schliesst die eine Art derselben
die andere nicht aus; es kommt hiufig der Fall vor, dass zwei

*) Gauss: D. A. art. 159,

%) Gawss: D.-A. art. 187.

*#%) Dieser Fall und ebenso der andere, oben erwihnte Fall der eigent-
lichen Aequivalenz treten so hiiufig auf, dass es sich rvechtfertigen liesse,
sie durch besondere Namen auszuzeichnen, was bisher nicht geschehen ist;
vielleicht kénnte man zwei Formen (a, b, ¢), (a, D', ¢), die durch Substitu-
tionen von der Gestalt G:q in einander iibergehen, parallele Formen,
und zwei Formen (a, b, c), (¢, —b, @) complementare Formen nenuen
(vergl. §. 63, Anmerkung),
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Formen einander sowohl eigentlich als uneigentlich fquivalent
sind; in dem oben (§. 54) angefiihrten Beispiel sind wirklich die
beiden Formen (3, 13, 18) und (— 5, — 5, 18) eigentlich und un-
eigentlich dquivalent; die erstere geht durch die Substitutionen
(Fh9) und (£ *3) in die letatere iiber, und umgekehrt diese in
jene durch die inversen Substitutionen (} ) und (13 *2),

Wenn zwei Formen sowohl eigentlich als wneigentlich Gquiva-
lent sind, so ist jede von ilmen sich selbst uneigentlich dquivalent.

Denn, wenn die Form («, b, ¢) durch jede der beiden Substi-

tutionen
Y, ’ I "
(; ({) und <7‘f,,: g i

o 8 — ﬂ')":"l-], n”&”—ﬂ”y” =_1,

in die Form (&, ¥/, ¢) iibergeht, so geht (a!, ¥/, ¢!) durch jede der
beiden inversen Substitutionen

+ 6‘!’ __l")U $o2i, BH + ﬁ:‘l
(__ LR u’) und <+ 7},,” =l oc")
in (4, b, ¢) iiber; und hieraus folgt, dass (g, b, ¢) durch jede der

beiden zusammengesetzten, und zwar nothwendig uneigentlichen
Substitutionen

u, B\ (— 3", + B g (htep
<7'l: O’) <+ y,,, e 0.”> und (V”v 61/) <4 y” -+ Ib:'

in sich selbst iibergeht. So z. B. geht die Form (3, 13, 18) durch

in denen

die uneigentlichen Substitutionen (i} ,") (if i) (ij ,§) und
) ; )
*}: 2 ({'} = _j_j: +§) in sich selbst iiber.

Es ist kein Zufall, dass diese beiden auf verschiedene Art
zusammengesetzten Substitutionen identisch ausfallen; setzt man

nimlich
‘(/j’ ﬁ’ _d\//‘ + Ij/l P Dﬂ, ﬁ
7”7 6, + ?Nv T a” =T Vs 9/
80 findet man zuniichst
“”5 ﬁ!l (+ 6/7 __ﬁl e __67 + ﬂ
7’”7 0" _7/$ "I‘ o) +7}7 =)
u.ndwirhabcn daher,um dieIdentitiit dieser heiden (inversen) Substitu-
tionen nachzuweisen, nur noch zu zeigen, dass in jeder uneigentlichen
Substitution (5: ), durch welche eine Form in sich selbst iihergeht,
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stets der erste und vierte Coefficient einander gleich, aber ent
gegengesetzt sind. Dies geschieht leicht auf folgende Weise. Wenn
die Form (a,?, ¢) durch die uneigentliche Substitution (5 ) in sich
selbst tibergeht, so ist

a? +(2batcy)y = a
o+ b (40 4 By) +ecyd =1
%0 — ﬁy = —1.
Die zweite dieser drei Gleichungen geht, wenn man der dritten
gemiiss By durch wd 4 1 ersetzt, in folgende iiber:

aof 4 (200 + cpy)d = 0;
eliminirt man aus dieser und aus der evsten jener drei Gleichungen
die Grisse 2b o 4 ¢y, so erhiilt man, wenn man den Factor « weg-
wirft (der ja von Null verschieden ist, weil sonst die Determinante
D eine Quadratzahl wire), die Relation

(22 —1) 8 = upy,
woraus mit Riicksicht auf ¢6 —fy—=—1 wirklich folgt, dass
0 = — o ist, was zu beweisen war.

$. 58.

Jede uneigentliche Substitution, durch welche eine Form (4, b, ¢)
in sich selbst iibergeht, ist daher nothwendig von der Form il
und es ist also gleichzeitig ¢ + B = 1. Von besonderem Interesse
ist der specielle Fall y = 0; dann ist « =1 und entsprechend
+ap = 20; eine solche Form, deren doppelter mittlerer Coefficient
durch den ersten theilbarist, soll eine ambige Form (forma anceps)
heissen*). Und umgekehrt ist leicht zu sehen, dass jede ambige
Form sich selbst uneigentlich Hquivalent ist; denn wenn (a, b, ¢)
eine solche Form, und also 2 = af ist, so geht («, b, ¢) wirklich

durch die uneigentliche Substitution (5 £8) i sich selbst iber.

Dasselbe gilt offenbar von jeder Form, welche einer ambigen Form .

fiquivalent ist; aber es besteht auch der umgekehrte Satz:**)

*) Gauss: D. A. art. 163. Vergl. Kummer im Monatshericht der Ber-
liner Akademie vom 18, Februar 1858.
) Gauss: D. A. art. 164,
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Wenn eine Form sich selbst uneigentlich dquivalent ist, so giebt
es stets eine ihr dquivalente ambige Form.

DBeweis. Es sei @ cine solche Form, welche durch die un-
eigentliche Substitution (f ©£) in sich selbst iibergeht; ist y = 0,
so wissen wir, dass @ selbst eine ambige Form, und folglich der
Satz richtig ist. Ist aber p von Null verschieden, so suchen wir
eine eigentliche Substitution (% i3)> durch welche die Form ¢ in
cine ihr fdquivalente ambige Form iibergeht, die wir mit 4 bezeich-
nen wollen. Da also 49 —pv — 41, und folglich ¢ durch die
inverse Substitution (ifl: I»’;f) in ¢ itbergeht, so muss 7 durch die
offenbar uneigentliche, aus den drei successiven Substitutionen

(55, (L8 GF)

msammengesetzte Substitution in sich selbst iibergehen. Der
dritte Coefficient dieser Substitution ist

yA?—2uiv — v
und es kommt nur darauf an, zwei velative Primzahlen 4, v so zu
bestimmen, dass dieser Coefficient — 0 wird; denn dann ist o
eine ambige Form, Diese Forderung reducirt sich, wenn man
mit p multiplicirt und bedenkt, dass a2 4 fpy = 1 ist, auf die

folgende:
i —av)2—p? = 0; - — Bl = __ﬁ -
v ¥ o1
da unserer Annahme nach y von Null verschieden ist, so kann man
also 2 und v dieser Forderung gemiiss bestimmen, und zwar als
relative Primzahlen, wenn man den Bruch (et 1):y auf seine
Kleinste Benennung 4 : » bringt. Dies Letatere ist erforderlich,
weil ja die vier Coefficienten 4, w, v, g der Gleichung Ao —uv=1
geniigen miissen.  Sobald nun 4 und » auf dem angegebenen Wege
hestimmt sind, so kann man dann unendlich viele Werthenpaare
fiir o und @ (nach §. 24) finden, welche dicse letate Forderung er-
fillen. Auf diese Weise ist also wirklich aus (§ iﬁ) eine eigent-

liche Substitution (% fé) gefunden, welche die gegebene Form ¢ in
eine ihr Hquivalente ambige Form o transformirt, und hierdurch
der obige Satz hewiesen.

Nehmen wir als Beispiel die obige Form (3, 13, 18), welche
durch die uneigentliche Substitution (= ii) in sich selbst iibergeht;
wir haben also nur
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v —4

zu setzen; nehmen wir das obere Zeichen, so ist 4 — -1, v —=al
zu setzen, und entsprechend g + p=—-1. Nehmen wir die oheren
Zeichen und ¢ =1, g = 0, so erhalten wir die Substitution (i}; ;’),
durch welche, wie schon oben bemerkt ist, die Form (3, 13, 18) in
die Form (— 5, — 5, 18) iibergeht, welche in der That eine ambige
Form ist.

Ferner: Die Form (7, 1, —1) geht durch die uneigentliche
Substitution (iﬁ; ié) in sich selbst iiber; in diesem Fall haben
wir also

g

v —3
zu setzen; nehmen wir der Einfachheit halber wieder das obere
Zeichen, so kinnen wir wieder A =1, v = — 1, p = 1, p = 0

setzen; und in der That geht die Form (7, 1, — 1) durch die Sub-
stitution (11 1) in die ambige Form (4, 2, — 1) iiber.

§ 59.

Wir verlassen hiermit diesen interessanten Gegenstand und
beschiiftigen uns von jetzt an ausschliesslich mit der eigentlichen
Aequivalenz; nur diese soll im Folgenden gemeint sein, wemn
schlechthin von Aequivalenz gesprochen wird; ebenso soll unter
Substitution immer nur noch die eigentliche Substitution verstan-
den sein. Werden daher zwei Formen /> f' dquivalent genannt,
s0 bedeutet dieser Ausdruck stets (§ 56), dass eine Substitution
(3;; ﬁ) existirt, deren Coefficienten der Bedingung «d — fpy — 41
geniigen, und durch welche £ in f’ iibergeht; umgelkehrt geht dann
J'in £ iiber durch die inverse Substitution (_i/y; —#), deren Coeffi-
cienten derselben Bedingung 0o — (— ) (—p) =+ 1 geniigen,
Aus dem allgemeinen Satze des §. 55 geht nun folgender specielle
hervor: Sind zuwei Formen einer dritten dquivalent, so sind sie auch
eimander dquivalent; und dieser Satz bildet-die Grundlage fiir den
wichtigsten Begriff in der ganzen Theorie der quadratischen Formen.

s sei f eine bestimmte gegebene Form von der Determinante
D, und F' der Inbegriff aller der Formen 7, /', £ . . ., welche mit
J dquivalent sind; zufolge des eben erwiihnten Satzes sind nun je
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zwei in dem System I7 vorkommende Formen #/, /' ebenfalls fiqui-
valent; ist daher /' irgend eine in F' vorkommende Form, so ist das
System aller mit f* fiquivalenten Formen identisch mit dem System F.
Ein solches System unter einander iquivalenter Formen soll eine
Classe von Formen™) oder eine Formenclasse heissen, und es leuchtet
ein, dass durch irgend ecin Individuum einer solchen Classe alle
anderen derselben Classe angehorenden Formen vollstindig be-
stimmt sind; man kann daher immer ein solches Individuum als
Repréisentanten der Iormenclasse anscehen.

Es wiirde nicht schwer sein zu beweisen, dass cs in jeder
solchen Formenclasse unendlich viele Individuen giebt, d. h. dass
die Anzahl der Formen, in welche eine gegebene Form # durch die
unendlich vielen verschiedenen Substitutionen (§ ) iibergeht, in
denen 9 — By = 4 1, unendlich gross ist, obgleich es vorkommen
kann, und zwar bei positiven Determinanten immer vorkommt, dass
unendlich viele von diesen Substitutionen die Form J nur in eine
und dieselbe Form 7 transformiren; allein dieser Nachweis hat fiir

uns zuniichst kein Interesse. Von grisserer Wichtigkeit und von -

dem grissten Interesse ist dagegen die folgende Betrachtung.

Denkt man sich alle Formen von einer und derselben Deter-
minante ) in ihre verschiedenen Classen eingetheilt, und wihlt
man aus jeder Classe nach Belieben eine Form als Repriisentanten
derselben, so erhiilt man ein sogenanntes wvollstéandiges System
nicht dquivalenter Formen fiiv diese Determinante D; die funda-
mentale und vollstéindig charakteristische Eigenschaft eines solchen
vollstindigen Formensystems S besteht darin, dass jede beliebige
Form von der Determinante D) stets einer, aber auch nur einer
vou den in diesem System S enthaltenen Formen fquivalent ist.
Die Anzahl dieser verschiedenen Classen (und also auch ihter Re-
prisentanten in dem vollstindigen Formensystem S) ist nun, wie
sich zundchst fiir negative, spiiter auch fiir positive Determinanten
herausstellen wird, eine endliche, und wir hezeichnen absichtlich
schon jetzt die genaue Bestimmung dieser Classenanzahl fiir eine
gegebene Determinante, welche innig mit den schénsten algebrai-
schen und amalytischen Untersuchungen dieses Jahrhunderts ver-
kniipft ist, als die letzte und hauptsiichlichste von uns zu lésende
Aufzabe,

*) Gauss: D. A. art. 223.
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Der Weg zu diesem Ziele wird gebahnt durch die Lisung der
beiden folgenden Hauptprobleme in der Theorie der Aequivalens:

L Zuw entscheiden, ob zwei geyebene Formen von gleicher De-
terminante dquivalent sind, also derselben Classe angehiren, oder
wicht. v

Il Alle Substitutionen 2w finden, durch welche die eine von
awel gegebenen dquivalenten. Formen in die andere dibergeht,

Bs wird aber gut sein, die Beschiiftigung mit diesen heiden
Problemen dadurch zu motiviren, dass wir zeigen, wic die Theorie
der Darstellung der Zahlen durch quadratische Formen vollstindig
auf dieselben zuriickgefiilirt werden kann; und so schicken wir im
Folgenden einige Hauptsiitze dieser Theorie voraus.

§. 60.

Man nennt, wie schon im Anfang dieses Abschnittes erwiihnt
ist, eine ganze Zahl m darstellbar durch die quadratische Form
(a, b, ¢), wenn es zwei ganze Zahlen x, y giebt, welche der Glei-
chung :

ax®+ 2bxy + cy? = m 1)
geniigen. Wir knnen uns aber zunfichst auf sogenannte eigentliche
Darstellungen (z,y) beschriinken, in welchen die beiden darstellen-
den Zahlen x, y relative Primzahlen sind; denn ist ¢ der grosste
gemeinschaftliche Divisor von 2z und y, so ist m nothwendig theilbar
durch 82; setzt man nun z = &6, y = ¢’ und m = w' 62, %o
wird 2 offenbar durch die Form (a, b, ¢) dargestellt, wenn 2/ undy’
als darstellende Zahlen genommen werden. Da nun die letzteren
relative Primzahlen sind, so erkennt man leicht, dass, sobald alle
eigentlichen Darstellungen der Zahlen bekannt sind, hieraus die
tibrigen (uneigentlichen) Darstellungen leicht gefunden werden
kénnen; wir schliessen daher dieletzteren von unserer jetzigen Be-
trachtung ganz aus. Dies vorausgeschickt, schreiten wir zur Er-
forschung der erforderlichen und hinreichenden Bedingungen fiir
die Darstellbarkeit ciner gegebenen Zahl m durch eine gegebene
Form (a, b, c).

1. Wir nehmen also an, die obige Darstellung (1) der Zahl
m durch die Form (a, b, ¢) von der Determinante D — 4? —ac
sei eine eigentliche, d. h. z und y seien relative Primzahlen. Dann
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giebt es (nach §§. 22, 24) immer unendlich viele Paare von ganzen
Zahlen &, g, welche der unbestimmten Gleichung ersten Grades

o —yE =+ 1 @
Geniige leisten. Wiihlen wir ein solches Paar £ 5 nach Belieben
aus, so geht (nach §. 56) die Form (g, b, ¢) durch die Substitution
& 71) in eine fquivalente Form (m, n, 1) iiber, deren erster Coeffi-
cient zufolge (1) die dargestellte Zahl m ist; der mittlere Coeffi-
cient wird

n = (az-+by)é&+ (bz + cy)n, (3)
und der dritte Coefficient 7 ergiebt sich, da beide Formen (nach
§.56) dieselbe Determinante haben, aus der Gleichung #? —ml= D
(denn s kann nicht — 0 sein, weil sonst D ein Quadrat wiire).
Da nun dieser dritte Coefficient ¢ nothwendig eine ganze Zahl ist,
so folgt, dass D quadratischer Rest von m, wnd dass n eine Wurzel 2
der Congruenz

22 = D (mod. m) (4)
ist. !

2. Gesetzt nun, man nimmt statt der beiden Zahlen g, 5 irgend
ein anderes Paar von Zahlen &, o/, welche derselben Bedingung
(2) geniigen, so geht die Form (a, b, ¢) durch die Substitution
(j; ;lf) ebenfalls in eine dquivalente Form (me, %/, I') iiber, und man
erhiilt wieder eine Wurzel

n' = (ax+by) & + (bz +cy) '
der Congruenz (4). Es ist nun von Wichtigkeit zu untersuchen,
in welcher Beziehung diese zu der Wurzel » steht. Nach unseren
friiheren Untersuchungen (§. 24) wird jede Losung &, 5/ der un-
bestimmten Gleichung 2’ — y& — 1 einmal und auch nur einmal
erzeugt durch die Formeln

E=&tav, v =n+yv,
wemn v alle ganzen Zahlen von — oo bis + o durchliuft. Substi-

tuirt man nun die vorstehenden Ausdriicke in den von 2/, so erhiilt
man, mit Beriicksichtigung von (1) und (3), das Resultat

' = n 4 mwv, also 7' = n (mod. m).

Hieraus folgt, dass alle Wurzeln n,2 der Congruenz (4), welche auf
die obige Art aus einer gegebenen eigentlichen Darstellung (z, y)
der Zahl m durch die Form (a, b, ¢) abgeleitet werden kinnen, die
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siimmtlichen Individuen einer und derselben Zahlclasse (mod. )
sind, also nur eine und dieselbe Wurzel dieser Congruenz hildey
(§.21); jedes Individuum dieser Zahlclasse wird, wenn » alle ganzen
Zahlen durchliuft, d. 1. wenn man der Reihe nach alle Auflgsungen
& n der Gleichung (2) wirken liisst, ein Mal und auch nur ein Mgl
erzeugt. Man sagt daher, die Darstellung (2, y) der Zahl m gehie
zu dieser Wurzel » (mod. m) der Congruenz (4), weil durch den
angegebenen Process nur diese und keine andere Wurzel derselben
zum Vorschein kommt.

Zugleich leuchtet ein, dass die Form («,b,¢) durch die simmt.
lichen Substitutionen (;’; , deren erster und dritter Coefficient die
beiden darstellenden Zahlen 2 und y sind, in unendlich viele dqui-
valente Formen (mz,n,1) iihergeht (vergl. §.56), deren gemeinschat-
licher erster Coefficient die dargestellte Zahl m ist, withrend der
mittlere Coefficient 2 alle Zahlen einer vollig bestimmten Classe
(mod. ) und zwar jedes Individuum derselben nur ein Mal, durch-
Liuft ).

*) Es liegt nahe, die Zahlclasse » (mod. m) unmittelbar ans der ge-
gebenen Darstellung (a2, y) selbst zu bestimmen, ohne Zuziehung der Zahlen
& n. Die Auflssung der beiden Gleichungen (2) und (3), welche beide vom
ersten Grade in Bezug auf & 7 sind, giebt

mn = ax+(b+n)y, —mé& = (b—n)x+tcy,
und hieraus folgen die Congruenzen

—yn = axt-by, zn = bzt cy (mod. m),
durch welche die Zahlclasse n (mod.m), wie man leicht erkennt, vollstindig
bestimmt ist. —

Wir schalten an dieser Stelle noch folgenden Satz ein, von welchem
wir spiter Gebrauch machen werden: Giebt es zwei ganze Zahlen , 7,
welche den Bedingungen

ax?+2baytcy? = m
ax-+(b+n)y =0, (b—n)z-+cy = 0 (mod. m)

geniigen, wo i, %, @, b, ¢ gegebene Zahlen bedeuten, deren erste von Null
verschieden ist, so ist die Form (a, b, ¢) mit einer Form (m, n, 1) Aquiva-
lent, deren erste heide Coefficienten mi, 2 sind. Denn setzt man die auf der
linken Seite der heiden Congruenzen befindlichen Ausdriicke resp. gleich
mn, —mé, so ergiebt sich durch Multiplication mit 2, y und Addition
m(en —y&) = m, also @y —y& =-1, woraus dann das Uebrige leicht
folgt. Dass ferner umgekehrt, wenn zwei Formen (a, b, ¢) und (m, m, 1)
iquivalent sind, stets zwei Zahlen @, y existiren, welche den vorstehenden
Bedingungen geniigen, leuchtet aus dem Obigen unmittelbar ein. Mithin
ist die Fuwistenz zweier solcher Zahlen z, y vollkommen charakteristisch
fiir die Aequivalenz der beiden Formen.
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3. Das Vorhergehende reicht hin, um iibersehen zu kénnen,
dass die Aufgabe, alle eigentlichen Darstellungen einer gegebenen
Zahl m dureh eine gegebene Form (a, b, ¢) zu Jinden, auf die
Lisung der heiden Probleme zuriickkommt, die wir am Schluss des
vorigen Paragraphen aufgestellt haben. Man untersuche zuniichst,
ob D quadratischer Rest von m ist oder nicht; im letzteren Fall
ist s durch keine einzige Form der Determinante 1) eigentlich dar-
stellbar; im ersteren Fall bestimme man alle incongruenten Wurzeln
der Congruenz (4), und verfahre mit jeder einzelnen, wie folgt, Es
sei 7 ein bestimmter Reprisentant einer bestimmten Wurzel, und
awar n? = D + ml, so ist (m, n, 1) cine bestimmte Form von der
Determinante D.  Giebt es nun einc Darstellung (z, ) der Zahl
m durch (4, b, ¢), welche zu der durch » veprisentirten Wurzel
der Congruenz (4) gehirt, so ist die Form (a, b, ¢) fiquivalent mit
(m, n, I), und die Darstellung (=, y) liefert eine und nur eine Sub-
stitution (;’ ;), durch welche die erstere in dic letstere iibergeht.
s muss daher zuniichst entschieden werden, ob die beiden ge-
gebenen Formen (a, b, ¢) und (m, n, 1) von der Determinante D fiqui-
valent sind, oder nicht — dies ist das erste der beiden genannten
Probleme; gesetzt nun, die beiden Formen erweisen sich als nicht
fiquivalent, so existirt keine einzige zu dieser Wurzel gehorige
Darstellung der Zahl m durch die Form (a, b, ¢). Zeigt es sich
aber, dass die beiden Formen dquivalent sind, so miissen alle Sub-
stitutionen (; ;;) aufgesucht werden, durch welche (a, b, ¢) in (m,n,1)
iibergeht — dies ist das zweite Problem, Der erste und dritte.
Coefficient (z und y) einer jeden solchen Substitution bilden dann
auch wirklich eine eigentliche zu der Wurzel  gehirige Darstellung
der Zahl m durch (a, b, ¢), und da, wie schon bemerkt, aus jeder
solchen Darstellung (a, y) umgekehrt eine und nur eine solche
Substitution (% ;%) entspringt, so erhiilt man durch die siimmtlichen
Substitutionen der angegebenen Art anch afle zu u gehirigen Dar-
stellungen, und jede nur ein Mal. Genau in derselben Weise ver-
fiilhrt man mit den iibrigen Wurzeln der Congruenz (4), deren An-
zabl, falls m und D relative Primzahlen sind, nach § 37 zu he-
stimmen ist,

Dirichlet, Zallentheorie, 10
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§. 61.

Nachdem wir uns in der vorhergehenden Digression davon
iiberzeugt haben, dass in der That die Theorie der Darstellung
vollstindig auf die beiden (in §. 59) erwihnten Probleme der Lehre
von der Aequivalenz zuriickgefiihrt werden kann, so wenden wir
uns nun zu der Losung derselben. Das erste, zu erkennen, oh
zwei Formen von gleicher Determinante équivalent sind oder nicht,
erfordert von vorn herein ganz verschiedene Methoden, je nachdem
die Determinante positiv oder negativ ist; in beiden Fiillen ist aber
die Losung von der Art, dass, wenn die Aequivalenz der beiden
Formen erkannt wird, zu gleicher Zeit auch eine Transformation
der einen in die andere gefunden wird. Da also bei zwei wirklich
dquivalenten Formen immer eine solche Transformation durch die
Losung der ersten Aufgabe gefunden ist, so besteht das zuweie
Problem nur noch darin, aus einer solchen Transformation alle
anderen zu finden; und da die Losung desselben zuniichst nicht
von dem Vorzeichen der Determinante abhiingt, sondern fiir po-
sitive wie fiir negative Determinanten Anfangs eine gleichmiissige
Behandlung zulisst, so stellen wir es dem anderen voran.

Unsere Aufgabe ist also die, aus einer Substitution I, durch
welche eine Form ¢ in eine fquivalente Form ¢ iibergeht, alle
Substitutionen S zu finden, welche denselben Erfolg haben. Wir
konnen dieselbe sogleich durch einige Bemerkungen hedeutend
vereinfachen, indem wir sie auf den einfachsten Fall reduciren, in
welchem beide Formen identisch sind. Denn gesetzt, wir kennen
alle Substitutionen 7', durch welche die Form ¢ in sich selbst
ibergeht, so geht ¢ offenbar durch alle Substitutionen 7°L in die
andere Form v iiber. Alle diese Substitutionen 7'L gehoren also
zu den gesuchten Substitutionen S. Jetzt behaupten wir auch um-
gekehrt, dass auf diese Weise alle Substitutionen S erzeugt werden,
und jede nur ein einziges Mal; denn bezeichnen wir mit 7/ die in-
verse Substitution von L (durch welche also die Form o in die
Form ¢ zuriickkehrt), so ist jede in der Form S I/ enthaltene Sub-
stitution eine solche, durch welche die Form ¢ in sich selbst iiber-
_geht, und gehort mithin zu den mit 7 bezeichneten Substitutionen,
s0 dass wir SI/ = 7' setzen kinnen. Da nun die aus L' und L
zusammengesetzte Substitution Z/ L = (3 ?) ist, so folgt hieraus
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SL'L = 8 = TL, also wird wirklich jede Substitution S auf die

angegebene Art erzeugt. Dass endlich jede Substitution S nur
durch eine einzige Substitution 7' erzeugt wird, Jeuchtet hieraus
ebenfalls ein; ist niimlich 7'L = S, so ist 7'= SL', also ist die
Substitution 7', durch welche eine hestimmte Substitution S erzeugt
wird, immer eine vollkommen hestimmte, so dass zwei verschiedene
Substitutionen 7" auch zwei verschiedene Substitutionen S erzeugen.

Da also der Complex der Substitutionen S vollstiindig mit
dem Complex der Substitutionen 7'Z iibereinstimmt, wo I, die ge-
gebene Substitution bedeutet, durch welche die Form ¢ in die
dquivalente Form ¢ iibergeht, so kommt es nur noch darauf an,
alle Substitutionen 7' zu finden; unser Problem ist daher auf das
folgende zuriickgefiihrt:

Alle Substitutionen zu finden, durch welche eine Form in sich
selbst wibergeht.

Bevor wir zur Losung desselben schreiten, stellen wir eine
Betrachtung an, welche fiir die Folge von grosser Wichtigkeit ist.
Bedeutet ¢ den grossten (positiven) gemeinschaftlichen Theiler der
drei Zahlen a, 2b, ¢, so leuchtet ein, dass alle durch die Form
(a, b, ¢) darstellbaren Zahlen durch ¢ theilbar sind, und wir wollen,
wo kein Missverstiindniss zu besorgen ist, diese Zahl ¢ kurz den
Theiler der Form (a, b, ¢) nennen. Dann sind zwei Fille miglich:

1. Ist 24 : 6 eine gerade Zahl, so geht ¢ in b, und folglich o2
in der Determinante ) = 92— a¢ auf; und umgekehrt, wenn 62
in ) aufgeht, so ist & durch 6 theilbar, also 25 : 6 eine gerade
Zahl; zugleich ist dann 6 der grosste gemeinschaftliche Theiler der
drei Coefficienten a, b, ¢.

2. Ist 26 : 6 eine ungerade Zahl, so ist ¢ jedenfalls gerade,
und 62 geht nicht in 2), wohl aber in 4 D auf, und zwar ist

9B\ 2

46—? — (%) gl TC{ =1 (mod. 4),

also 4 D=¢2 (mod. 462); und umgekehrt, wenn 4 )= ¢? (mod. 4 62),
80 ist auch (20)? = 62 (mod. 467), folglich 20 : ¢ eine ungerade
Zahl; zugleich ist 56 der grosste gemeinschaftliche Theiler der drei
Coefficienten a, o, c.

Der Theiler ¢ einer jeden Form von der Determinante ge-
niigt daher entweder der Bedingung D = 0 (mod. ¢?), oder dieser
4D = 62 (mod. 4 62); umgekehrt, ist 6 eine positive Zahl, welche
der einen oder andeven dieser Bedingungen geniigt, so existiren

10%*
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auch Formen (a, b, ¢) von der Determinante D, deren Theiler ¢ ist;
je nachdem niimlich ¢ der ersten oder der zweiten Bedingung

geniigt, ist
2L : 6! —4D
<6, 0, —6—) oder (o, 10, —46—)

eine Form von der Determinante D) und vom Theiler 6, und zwar
die sogenannte einfuchste solche Form (forma simplicissima); die
einfachste Form (1, 0, — D) vom Theiler 1 heisst die Hauptforn
(forma principalis) der Determinante D *).

Der grosste gemeinschaftliche Theiler » der drei Coefficienten
a,b, ¢ einer Form (@, b,¢) ist im ersten Fall = g, im zweiten —1g;
ist nun v = 1, so heisst die Form eine wrspriingliche**) (forma
primitiva), und zwar, wenn 6 = 1 ist, eine Form der ersten Art™)
(forma proprie primitiva oder forma proprie nach Gauss), dagegen,
wenn 6 = 2 und also D = 1 (mod. 4) ist, eine Form der zweiten
Art (forma amproprie promitiva oder forma impropria). Ist ferner
z > 1, und a==zd, b =1b, c =1, bt —ac' =D, D—=w]
50 heisst die Form (a, b, ¢) abgeleitet (derivata) aus der urspriing-
lichen Form (¢, ¥/, ¢/) der Determinante D'

Aus den Formeln der Transformation [§. 54, (2)] geht nun
hervor, dass, wenn eine Form (o, 0/, ¢/) unter einer Form (g, b, ¢)
enthalten ist, jeder gemeinschaftliche Theiler der Zahlen a, 25, ¢
auch gemeinschaftlicher Theiler der Zahlen o/, 2%/, ¢/ ‘sein muss,
woraus unmittelbar folgt, dass je zwei Aquivalente Formen den-
selben Theiler 6 besitzen; mithin kommt dieser Theiler allen zu
einer und derselben Classe gehorigen Formen gemeinschaftlich zu,
und kann daher fiiglich der Theiler der Formenclasse genannt
werden. Dasselbe gilt offenbar von dem grissten gemeinschaft-
lichen Theiler = der Coefficienten @, b, ¢ einer jeden zu einer be-
stimmten Classe gehorigen Form (a, b, ¢). Hiernach leuchtet von
selbst ein, was unter der einfachsten Classe vom Theiler 6, unter
der Hauplclasse, unter einer wrspriinglichen Classe der ersten oder
zweiten. Art, oder unter einer abgeleiteten Classe zu verstehen ist
. Endlich hildet der Inbegriff aller Formen von gleicher Determi-

*) Gauss: D. A, artt. 231, 250.
) Gauss: D, A. art. 226.
#4) Dirichlet: Recherches sur diverses applications de Uanalyse infini
tésimale @ la théorie des nombres. 2e partie. §. 7. Crelle’s Journal Bd. 2L
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nante D und von gleichem Theiler ¢ eine sogenannte Ordnung*)
(ordo), und aus dem Vorhergehenden folgt, dass dieselbe der Com-
plex aller Classen der Determinante D) ist, welche den Theiler @
haben.

§ 62,

s sei nun (5 '(j) irgend eine Substitution, durch welche die
Form (a, b, ¢) yon der Determinante £ und vom Theiler ¢ in sich
selbst iibergeht, so ist zuniichst

Ao —pv =1 (1)

und ferner (nach §. 54)
al?+ 204y + cv? = q; 2)
ahp b (ko + pv) + cve = b; 3)

da ans diesen drei Gleichungen schon folgt, dass (a, b, ¢) in eine
fiquivalente Form iibergeht, deren erster und zweiter Coefficient
a und b sind, so ist der letzte Coefficient ¢’ der neuen Form wegen
der Gleichheit der Determinanten nothwendig = ¢; und folglich
driicken diese Gleichungen vollstiindig aus, dass f ) eine Sub-
stitution der verlangten Art ist (dies wiirde nicht ebenso vollstiin-
dig geschehen, wenn man die Gleichung 2g — uv = 1 durch die
andere Gleichung aw? - 2bug + co? = ¢ ersetzen wollte; denn
dann wiirde man riickwirts nur schliessen konnen, dass o—uv
=+1 ist).

Wir behandeln diese drei Gleichungen mit den vier Unbe-
kannten 7, w, 2, ¢ auf folgende Weise.

Wird 29 durch gv 4 1 ersetzt, so nimmt die Gleichung (3)
die Form

adu 4+ 2buv -+ cvo = 0

an; verbindet man hiermit die Gleichung (2) und eliminirt einmal
26, dann ¢, so erhiilt man unter Beriicksichtigung der Gleichung (1)
die beiden folgenden:

ap4-cv =0; a(d—eo)+2bv=0.

Da @ von Null verschieden ist (weil sonst D eine Quadratzahl
Wire), so kann man folglich

*) Gauss: D. A. art. 226.
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@ iR ol
V= u p=— A0 — e 4

o e 7,
setzen, worin u eine neue unbekannte, und zwar gansze Zahl he-
deutet, weil v, w, 1 — o ganze Zahlen sind, und o der grisste
gemeinschaftliche Divisor von a, ¢, QQ ist. Setzen wir diese Aus-
driicke fiir g und » in die Gleichung (1), so erhalten wir

do— — ‘;—su? de g

und hieraus in Verbindung mit dem vorstehenden Ausdruck fiir
4 — o die Gleichung
4 4 (Du? 4 62)
(Aot =i(h—=0)? E o= treo i

oder

(‘L(%t"))?: Du? 4 0%

Hieraus ergiebt sich, dass 16(4 - ¢) jedenfalls eine ganz
Zahl sein muss; hezeichnen wir sie mit ¢, so erhalten wir

4o = ? und £2 = Du? 4 ¢2 (5)

Wir ktnnen die vorstehende Untersuchung mit Riicksicht auf
(4) und (5) in Folgendem zusammenfassen™):

Ist (% ') eine Substitution, durch welche die Form (a, b, ¢) von
der Determinante D und vom Theiler 6 in sich selbst dibergeht, s
ast stets

th—ﬁbu’ S
1
au t+ bu V(J
V= — 0 =
o (5]

wo t, w zwei ganze Zahlen bedeuten, welche der unbestimmten Glei-
chung
t?2— Du? — 62 (H)
Gendige leisten.
Aber dieser Satz lisst sich auch umkehren:
Sind t, w zwei ganze, der Gleichung (1) geniigende Zahlen, 0
stnd die durch die Gleichungen (X) bestimmten Zahlen 4, w, v, o @it

*) Vergl. Gauss: D, A. art. 162,
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ganzzahligen Cocfficienten einer Substitution (% :‘(f), durch welche
die Form (a, b, ¢) in sich selbst iibergeht.

Dies ergiebt sich auf folgende Weise. Zuniichst ist zu be-
weisen, dass 4, @, v, @ ganze Zahlen werden; da ¢ in ¢ und in ¢
aufgeht, so sind » und @ ganze Zahlen; da ferner 62 in 4 D und
sufolge (IT) auch in 4¢2 aufgeht, so ist 2¢ theilbar durch ¢, und
da ¢ auch in 2% aufgeht, so sind 24 und 2 ¢ ebenfalls ganze Zah-
len, deren Summe = 47 : g, also eine gerade Zahl ist; mithin sind
24 und 2 ¢ entweder heide gerade oder beide ungerade; da aber
ihr Product

12— b2u? 02 — g.ou? @ c
=4 52 — 4 52 ———4(1—;;1&2>
gerade ist, so sind 24 und 2 ¢ gerade Zahlen, also 4 und o ganze
Zahlen.

Nachdem dieser erste Punct sichergestellt ist, findet man
leicht durch wirkliche Substitution der Ausdriicke (I) unter Be-
riicksichtigung der Gleichung (II), dass die drei Relationen (1),
(2) und (3) identisch erfiillt sind, dass also in der That die Form
(@, b, ¢) durch die Substitution (% &) in sich selbst iibergeht,

Aus jeder hekannten Substitution ($’ ) kann daher (z.B. durch
die Gleichungen » = 6v : a, t — 64 Zu) eine Losung ¢, u der
Gleichung (II) gefunden werden, und umgekehrt. s ist aber
wichtig, zu bemerken, dass zwei verschiedenen Substitutionen auch
zwei verschiedene Losungen der Gleichung (11) entsprechen, und
ungekehrt zwei verschiedenen Lisungen der Gleichung (IT) auch
zwei verschiedene Transformationen der Form (u, b, ¢) in sich
selbst. Denn die Relationen (I) sind derartig, dass gegebenen
Werthen £, « ein und nur ein System von Werthen i, u, v, g, und
umgekehrt gegebenen Werthen von 4,4, v, o ein und nur ein System
von Werthen ¢, « entspricht.

Miermit ist also unser Problem nicht vollstiindig gelost, son-
dern nur auf das andere reducirt:

Alle ganzzalligen Lisungen der unbestimmten Gleichung (1T)
2w finden.

Dieses letatere bietet nun nicht die geringste Schwierigkeit
dar, sobald die Determinante D negativ ist. “Wenn nimlich o ihr
absoluter Werth, also 1) = — 4 ist, so hat die Gleichung (II)

B Aut — o2
mr eine endliche Anzahl von Lisungen f, w; und zwar ist, wenn
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1. D = 0 (mod. 6%, die Anzahl der Losungen der Gleichung
immer — 2, sobald 4 > ¢ ist; diese Losungen sind offenbar

t— 16, 4 —0 unditti=—=—lc/=u —0;
im Fall 4 = ¢? ist aber die Anzahl der Losungen = 4; diese sind
ti=i0 su— 10t =6 1w —0;
=0t —alon i 0, = —1.

2. Ist 4 D = 62 (mod.4 6?) und folglich 4 4= 362 (mod. 4 ¢?),
so ist die Anzahl der Lisungen der Gleichung stets = 2, so oft
4.4 > 3a2% also 4 4 = 7 6?; diese sind

ti=ro, L w="05 sunds it — 0= w —0;
im Fall 4 4 = 362 ist aber die Anzahl der Lisungen — 6; diese
sind

t=+40 u=0; t=+36u=+1 t=+icu=—1;
=g, Ww=0; "t =—to,u=—1; t—=—30u—==41
8. 63

Bei weitem schwieriger ist die Theorie der Gleichung (II) fiir
den Fall einer positiven Determinante 1), und hierin zeigt sich
zuerst die grosse Verschiedenheit in der Natur der Formen von
positiver und derer von negativer Determinante. Wir lassen daher
diese Untersuchung fiir jetzt fallen, um sie spiiter (in §. 83) wieder
aufzunehmen, nachdem das andere in § 59 erwithnte Problem der
Lehre von der Aequivalenz seine Losung gefunden haben wird,
Auch bei diesem stellt sich etwas Aehnliches heraus, indem es
durchaus nothwendig wird, die Formen von positiver und negativer
Determinante vollstiindig gesondert zu behandeln; und da auch hier
die Formen von megativer Determinante weit weniger Schwierig-
keiten darbieten, so behandeln wir diese zuniichst.

Um aber den Gang der Untersuchung nicht zu unterbrechen,
schicken wir eine Bemerkung voraus, welche sich gleichmiissig auf
Formen von positiver wie von negativer Determinante bezieht
Offenbar geht eine Form (a, b, «'), in welcher wir absichtlich den
letaten Coefficienten nicht mit ¢, sondern mit o/ bezeichnen, durch
eine Substitution von der Form (_{ §) in cine dquivalente Fom
ither, deren Coefficienten
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ay, bV =—b—a'd, a" =a-+200+0a'd2

sind; diese Form (a’, &', a") soll der Form (a, b, a') nach rechis
tenachbart®), und ebenso soll die letztere («, b, @) der anderen
(@', b’y @) nach links benachbart heissen. Das Charakteristische
der Beziehung zweier solcher henachbarter Formen ¢ und ¢’
(formae contiguac) besteht erstens darin, dass sie dieselbe Deter-
minante haben, zweditens, dass der letzte Coefficient ¢’ der einen
Form ¢ zugleich der erste Coefficient der anderen Form ¢! ist,
drittens, dass die Summe ihrer mittleren Coefficienten & + b’ durch
diesen gemeinschaftlichen Coefficienten o/ theilbarist. Denn haben
zwei Formen ¢ und ¢’ diese drei Eigenschaften, und setzt man
b+b ——a'0, so geht in der That die Form ¢ durch die Sub-

stitution
0,1
—1,9

in eine neue Form iiber, deren erste beide Coefficienten @', b’ mit
denen der Form ¢’ iibereinstimmen; und da die neue Form jeden-
falls der Form ¢ #quivalent ist, also auch dieselbe Determinante
wie @ und folglich auch wie g/ hat, so muss sie mit ¢’ identisch
sein **),

*) Gauss: D. A. art. 160.
##) Dy, (;f: ") — (_2’ ".) ((1,’ _f) ist, so setzt sich der Uebergang von
= ) 3

(@ b, @) zu der nach rechts benachbarten Form (a/, &, ) zusammen aus
dem Uebergange von (a, b, @') zu der (complementiiven) Form («/, — b, a)
und aus demjenigen von (a/, — b, a) zu der (pavallelen) Form (a/, ¥/, a');
vergl. §.56. — Der letzte Grund, weshalb die Substitutionen von der Form
(_f: :)) eine so wichtige Rolle spielen, besfeht darin, dass aus ihnen alle
anderen sich %usa‘l.mnensetzeu lassen; man kann die Coefficienten d' in ihrer
fhlfciu.fmderfolgre noch gewissen Beschrinkungen, namentlich in Bezug anf
ll'n'u Vorzeichen, unterwerfen, in der Art, dass jede beliebige Substitution
sich auch nur auf eine einzige Weise aus solchen einfachen Substitutionen
susammensetzen lisst. Fine wichtige Anwendung findet diese Bemerkung
z B.in der Theorie der unendlich viclen Formen der #-Functionen. Man
erkennt ferner leicht, dass auch der in §. 23 behandelte Algorithmus in
.ﬂer Theorie dieser Substitutionen und ihrer Zusammensetzung enthalten
ist. Man vergleiche ferner §. 81,
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§ 64

Wir wenden uns nun zu der Untersuchung, ob zwei gegehene
Formen von gleicher negativer Determinante D = — A iquivalent
sind oder nicht. Zunichst ist zu bemerken, dass die beiden Husserey
Coefficienten ¢ und ¢ einer solchen Form

@ = ax?4 20zy + cy?

nothwendig gleiche Vorzeichen haben, da ac = 02 4 positiy
ist; da ferner
ap = (az+by)* + dy?

ist, so zeigt sich, dass alle durch die Form ¢ darstellbaren Zahlen
dasselbe Vorzeichen haben wie @ und ¢. Sind daher (a, b, ¢) und
(«, V', ¢) iquivalente Formen, so haben die Husseren Coefficicnten
a', ¢’ der letzteren Form dasselbe Zeichen wie die der ersteren, Da
ferner aus der Aequivalenz dieser heiden Formen auch die der
beiden Formen (—a, —0, —¢) und (—a, —¥b', —¢/) folgt, s
kinnen wir uns im Folgenden auf die Betrachtung der sogenannten
positiven. Formen beschriinken, in welchen die heiden iiusseren
Coefficienten das positive Vorzeichen haben.

Um nun iiber die Aequivalenz zweier Formen dieser Art m
entscheiden, vergleicht man sie nicht direct mit einander, sonder
mit sogenannten reducirten*) Formen. Man nennt eine Form
(4, B, C) von negativer Determinante (und positiven Husseren Coef-
ficienten) eine reducirte, wenn der letzte Coefficient (' nicht kleiner
ist als der erste 4, und der erste 4 wieder nicht kleiner als der
absolute Werth des doppelten mittleren Coefficienten 2B, i
Zeichen, wenn

C=4=2(B
ist, wo (B) den absoluten Werth von B bedeuten soll.
weisen nun zuniichst folgenden Satz: ]

Jede Form von negativer Determinante ist einer reducirter
Torm dquivalent.

Zu dem Zweck betrachte man die der gegebenen Form (a,b,4))
nach rechts henachbarten Formen (a/, ¥/, @'); unter diesen wird

Wir be-

#) Gawss: D. A. art. 171, Die Bedingung A = V4,7 ist schon eine
Folge der beiden anderen (vergl. §. 65),
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es immer eine (bisweilen auch zwei) geben, in welchen wenigstens
die eine Bedingung o' = 2 (') erfiillt ist. Denn unter allen mit
— b nach dem Modul ¢’ congruenten Zahlen giebt es eine &', deren
absoluter Werth am kleinsten, und zwar kleiner oder wenigstens
nicht grosser als § o' ist (falls @' gerade und b = 1 &’ (mod. &) ist,
wiirde es zwei solche Zahlen &' geben, némlich + § '), so dass
jedenfalls 3" =—b (mod. a') und ausserdem 2(4') << « ist. Ist
i auf diese Weise gefunden, und & + ' = — o 8, so geht die Form
(a, b, @') durch die Substitution

0, 1)
—1,0
in die nach rechts benachbarte Form (a’, %', @”) iiber, in welcher
9(0) < ' ist. Wenn nun gleichzeitig sich herausstellt; dass o/ << o'
ist, soist (¢, ', &) eine reducirte Form und der Process geschlossen.
Findet sich aber, dass das Gegentheil
(e
Statt findet, so ist (¢, 8', @) noch keine reducirte Form. Mit dieser
verfabre man ebenso wie mit («, b, ), d. h. man transformire sie
in eine nach rechts benachbarte Yorm («”, 0", ), in welcher
2(b") < o ist; sobald dann gleichzeitig o << o ist, so0 ist (a”, ", @)
reducirt, folglich der Process geschlossen; ist dies aber nicht der
Fall, also
Sl Ll/”,
so setze man den Process in derselben Weise fort. Immer aber
wird er nach einer endlichen Anzahl von Operationen schliessen;
denn wiire dies nicht der Fall, so hiitte man eine nie abbrechende
Reihe von positiven ganzen Zahlen

o, dyd” .. a®™) gt

. aiey

in welcher jede folgende mindestens um eine Einheit kleiner wiire,
als die unmittelbar vorausgehende, was unméglich ist, da es immer
nur eine endliche Anzahl ganzer positiver Zahlen giebt, welche
Kleiner sind als eine gegehene.

Auf diese Weise ist bewiesen, dass man endlich zu einer Form
(@, 3, 4@+ 1) gelangen muss, in welcher nicht nur 2 (60) < ¢,
sondern auch ¢ < @+ ist,

Zugleich ergiebt sich jedesmal durch die wirkliche Ausfith-
rung der Operationen eine Substitution, welche aus den successiven
Substitutionen von der Form
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( 0,1

\_.lm Y

zusammengesetzt ist, und durch welche die gegebene Form (a,b, )

in die-ihr dquivalente reducirte Form (¢, 6@, o+ {ibergeht,
Nehmen wir als Beispiel die Form (200, 100, 51), deren De-

terminante 1) = — 200 ist, so haben wir 4’ =— 100 (mod. 51)

setzen und finden hieraus §' = 2 und 0 =— 2; die Substitution,

durch welche die gegebene Form (200, 100, 51) transformirt werden

muss, ist daher gefunden; da wir aber den ersten und zweiten

Coefficienten ' und 4’ und die Determinante ) kennen, so hrauchen

wir diese Transformation nicht wirklich auszufithren, sondern wir

berechnen den letzten Coefficienten ¢ durch die Formel

Dby

a

@

in unserem Fall finden wir also ¢” = 4. Die benachbarte Form ist
daher (51, 2, 4); sie ist nicht reducirt, weil der letzte Coefficient
kleiner ist als der erste. Wir wiederholen daher dieselbe Ope-
ration, indem wir 4” = — 2 (mod. 4) und folglich 4" =2 setzen,
wo heide Zeichen zuliissig sind; dann ergiebt sich ¢/ = —1 oder
= 0, je nachdem das obere oder untere Zeichen genommen wird,
und ausserdem ¢ = 51; also ist die neue Form (4, 4 2, 51), und
diese ist, mag man das obere oder das untere Zeichen wihlen,
reducirt. Ferner geht die gegebene Form (200, 100, 51) durch die

Substitution
(Lt it =Gi)

in die Form (4, 2, 51), dagegen durch die Substitution

0, 41 O =] 80
—df- )il e iy

in die Form (4, —2, 51) iiber. Man sieht aus diesem Beispiele,
wie einfach der angegebene Algorithmus sich gestaltet.

§ 65.
Wir sehen ferner an dem ehen behandelten Beispiele, dass

eine und dieselbe Form zwei verschiedenen reducirten Formen
iiquivalent sein kann, woraus folgt, dass auch zwei verschiedene
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reducirte Formen unter einander fquivalent sein, also derselben
(lasse angehoren kénnen. Da es von grosser Wichtigkeit ist, dies
allgemein zu untersuchen, so stellen wir uns die Frage:

Wann sind zwei reducivte Formen (a, b, ¢) und (o, ', ) von
gleicher negativer Determinante D = — 4 einander dquivalent?

Zuniichst ziehen wir einige Folgerungen aus den beiden Be-
dingungen

2i(h)is=Siona<jc,
welche ausdriicken, dass die Form («, b, ¢) eine reducirte ist. Es
ergieht sich niimlich aus der ersteren 452 << a?, aus der letzteren
0* < ac, also auch 462 < ae oder 302 < ac— b folglich
b = Vid.

Hieraus folgt weiter, dass 3ae¢ = 34 + 30* < 44 und, da

@ < ac ist, dass
a < Vid

ist.

Nehmen wir jetzt an, die beiden reducirten Formen (a, b, ¢),
(¢, U, ¢') seien dquivalent, so diirfen wir, ohne die Allgemeinheit
z beeintriichtigen, voraussetzen, dass

a < a

ist. Es sei nun (5 §) die Substitution, durch welche (g, b, ¢) in
(@, ', ¢) iibergeht, also

1 =ad—py : (1)
@ = ae? 4+ 2bay } cp? (2)
V' = aup +b(xd 4 By) + cyo. (3)

Multipliciren wir die Gleichung (2) mit a, so ergiebt sich
ag' = (au--by)? + dyp2;

da nun sowohl «, als auch =< Vi4, und also

ad <44
ist, 50 folgt, dass in der vorstehenden Gleichung p? entweder — 0
0(1.81‘ = 1 sein muss; denn wire p2 = 4, so wire aa’ = 4 4, was
it der Bedingung o/ < 44 streitet, Wir unterscheiden nun
diese heiden Fiille:

L p=0o.

Dann lauten die drei obigen Gleichungen folgendermaassen:
0d =1; o = au?; ¥/ = aaf + b;
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aus der ersten folgt @ — 8 =—=-1; also ist &/ — @, und die dritte
Gleichung lehrt, dass &' —b =+ af durch ¢ = «' theilbar ist;
da nun aber (b)) < ja und (') Z<3d, also auch (¥') < 3a ist, s
sind nur zwei Fille moglich; entweder ist o' — b = 0, also ¥ =
und folglich, da schon @' = @ ist, auch ¢ = ¢, d. h. die Formen
sind identisch, in welchem Fall sich die Aequivalenz von selbst
versteht; oder es ist der absolute Werth von &' — b, da er unmoglich
grosser als @ sein kann und doch durch @ theilbar sein muss, gleich
a; in diesem Fall muss eine der beiden Zahlen b, ' gleich 4 1q,
die andere gleich —2a, und also ¢ — ¢ sein; wir werden daher
auf zwei nicht identische ambige Formen (a,3 «, ¢) und (a,—1a,¢)
gefithrt. Diese sind aber in der That dquivalent, und die erstere
geht in dic letztere durch die Substitution (§ 71) iiber.
e —= o]
In diesem Fall lautet die Gleichung (2) folgendermaassen
ad = ao? + 2ba +c;

da wir angenommen haben, dass ¢’ nicht grosser als «, und folg-
lich auch nicht griosser als ¢ ist, so folgt, dass

ac? + 2ba =< 0
ist. Da nun andererseits 2 () < « und stets () = &2, also auch
der absolute Werth von 2 b« nicht grisser ist als aa?, so ist ganz
gewiss

aa 4+ 2o = 0.
Es kann also ae? 4+ 20« weder positiv noch negativ sein, und
folglich ist

aw? +2ba — 0,
also @' = ¢; da aber o/ < @ und a < ¢, so folgt weiter, dass so-
wohl ¢ = a, als auch ¢ = ¢ ist. Nun kann man die Gleichung
(3) mit Hiilfe der Gleichung (1) in die Form

b4V = auf +2bed 4 ¢d
bringen, und da ¢ = @, und 2060 = - ae? ist, so ergiebt sich
DLV = a(ef T e2d £ 9)

d. h. b0 ist theilbar durch . Hieraus folgt ganz Hhnlich wie
im Fall 1, dass b -3’ entweder — 0, oder dass der absolute Werth

. . . !
von b + b gleich ¢ sein muss. Im letzteren Fall miissen b und !
einander gleich, nimlich =+ 1 sein, dann erhielte man also
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wieder den Fall zweier identischen Formen, der kein Interesse
darbietet. Im ersteren Fall dagegen ist &' = — b, folglich da o’ =a,
und auch ¢ = a ist, auch ¢/ = ¢ = a; wir haben daher folgende
awel Formen (a, b, @) und (@, —b, ), welche (wenn & von Null
verschieden ist) nicht identisch sind; diese sind wirklich fquivalent,
und die erstere geht in die letatere durch die Substitution (% 1)
iiber.

Wir fassen das Resultat der Untersuchung in Folgendem zu-
sammen :

Die beiden einzigen Fille, in denen zwei wicht identische re-
ducirte Formen  derselben. Classe angehoren, sind die folgenden:
die Torimen (a, Y a, ¢) und (@, b, a) gehen rvesp. durch die Substitu-

tionen
| D2
(0: + l) und (1, 0)

in die entgegengeseteten Formen (a, — 1 a, ¢) und (a, — b, a) diber.
1 2 ) 2
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Hiermit ist nun auch die Aufgabe gelost, zu entscheiden, ob
awei Formen von gleicher negativer Determinante fquivalent sind
oder nicht. Sind ¢ und ¥ die beiden Formen, so transformire
man jede derselben, falls sie noch nicht reducirt sein sollte, nach
der oben (§. 64) angegebenen Methode in eine reducirte Form, ¢
in ¢/, ¢ in 9. Stellt sich dann heraus, dass @' und 7' identisch
ausfallen, oder dass sie einen der beiden eben untersuchten Fiille
darbieten, in welchen zwei nicht identische reducirte Formen den-
noch fiquivalent sind (was durch den Anblick der beiden Formen
angenblicldlich erkannt wird), so sind die gegebenen Formen g
umd ¢ gewiss fquivalent. Und zugleich ergiebt sich eine Sub-
stitution, durch welche die eine Form in die andere iibergeht;

- denn durch den Process der Reduction ergeben sich Substitutionen

5, durch welche @ in ¢, und 7', durch welche ¢ in ¢’ iibergeht.
Sind daher @' und 9’ identisch, so geht, wenn 7" die inverse Sub-
stitution von 7' bedeutet, die Form ¢ durch die zusammengesetzte
S}lhstitution ST" in die Form ¢ iiber. Sind dagegen ¢’ und o'
nicht identisch, aher doch fquivalent, so ist, wie wir oben gesehen
haben, immer eine Substitution U bekannt, durch welche ¢’ in ¢
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iibergeht; und dann geht ¢ durch die zusammengesetzte Substify.
tion SUT' in ¢ iiber.

Zeigt sich aber, dass die Formen ¢’ und ¢’ nicht identisch
sind, und dass sie auch keinen der heiden im vorigen Paragraphey
erwihnten singuliiren Fille darbieten, sind also diese beiden
reducirten Formen nicht fquivalent, so sind auch die beiden ge.
gebenen Formen ¢ und ¥ nicht fquivalent, wie unmittelbar aus
§. 56 folgt.

Hiermit sind fiir negative Determinanten die beiden in § 59
aufgestellten Probleme der Lehre von der Aequivalenz vollstindig
gelist: soeben das erstere, welches darin besteht, iber die Aequi-
valenz oder Nichtiquivalenz zweier gegebenen Formen zu entschei-
den; und zugleich haben wir jedesmal, wenn die Entscheidung fir
die erstere lautet, auch eine Substitution zu finden gelehrt, durch
welche die eine Form in die andere iibergeht. Das zweite Problen,
aus einer gegebenen Substitution, durch welche eine gegebene
Torm in eine (hierdurch schon vollig bestimmte) dquivalente Forn
iibergeht, alle Substitutionen zu finden, durch welche die erstere
Form in dieselbe zweite Form iibergeht, ist in den §§. 61, 62 eben-
falls vollstiindig geldst.

§ 67.

Die Theorie der reducirten Formen setzt uns nun auch in den
Stand, fiir jede gegebene negative Determinante ein wollstindijes
System nicht-ciquivalenter Formen (§. 59) aufzustellen, wobei wit
uns wieder auf solche Formen beschriinken wollen, deren dusser
Coefficienten positiv sind. Da niimlich jede Form von negativer
Determinante [) = — 4 einer reducirten Form und im Allgemei
nen auch nur einer solchen reducirten Form iquivalent ist, %
brauchen wir, um ein vollstindiges Formensystem zu erhalten, nu
die simmtlichen reducirten Formen aufzusuchen und jedesmal
wenn zwei solche nicht identische Formen einen der beiden in §. 63
erwiihnten Fiille darbieten, eine von ihnen nach Belieben fortzulassen,
die andere beizubehalten. Dass die Anzahl der so iibrig bleiber-
den nicht fquivalenten reducirten Formen endlich ist, ergiebt sich
leicht aus den Bedingungen

20) Za=< ¢
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denen eine reducirte Form (a, 4, ¢) gentigen muss, und der hier-
aus (in §. 65) gezogenen Folgerung

) =Viz.

Bezeichnet man niimlich die grosste ganze in V14 enthaltene Zahl

mit 2 (so dass 1 < Vgl_d <A+ 1), so kann der mittlere Coefficient
b keine anderen, ‘als die folgenden 24 4+ 1 Werthe
(i U Sl 7o)
haben; und wenn man dem mittleren Coefficienten 4 irgend einen
dieser Werthe beigelegt hat, so ist ae =52 + 4; also hat man die
Zahl b2 4 A auf alle mogliche Arten in zwei positive Factoren zu
zerlegen, und jedesmal denjenigen, welcher den anderen an Grisse
nicht iibertrifft, fiir @, den letzteren fiir ¢ zu nehmen; stellt sich
dann gleichzeitig heraus, dass 2 (b) < « ist, so ist die so gebildete
Form wirklich eine reducirte und deshalb aufzuschreiben, im ent-
gegengestzten Fall aber fortzulassen. Auf diese Weise erhiilt man
nothwendig alle reducirten Formen; ihre Anzahl ist aber noth-
wendig eine endliche, denn die Anzahl aller Zerlegungen der
(244-1) Zahlen von derForm (4?2 4 4) in zwei Factoren ist selbst
endlich. Wir haben daher das Resultat:
Die Anzahl aller wicht dquivalenten reducirten Formen von
negativer Determinante, d. h. die Classenanzahl selbst ist endlich.
Beispiel 1: Tiir die Determinante D = — 12 ist 4 = 12;
hieraus 4 = V%d:ﬂ; wir haben daher b folgende Werthe durch-
laufen zu lassen
07 i‘ 17 i 21
und dann die Zahlen 42 + 4, d. h. die Zahlen
TR

auf alle moglichen Arten in zwei Factoren zu zerlegen; es ist

19 —="1812— 2 .16 — 3 . 4

I8 =" TS5 3

16 —13 31 66— 2 (8 = o s
Dies giebt, indem der erste Factor immei — a, der zweite — ¢
gesetzt wird, die eilf Formen

(1,0,12), (2,0,6), (3,0, 4);
(1, + 1, 13);
(1, £25386), (2810, 8). 0 (4,5F 25:4).

Dirichlet, Zahlentheorie. 11
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Von diesen sind die folgenden nicht reducirt
(1,25 1, 13), (=2 BB (2,725 8),

weil in ihnen die Bedingung 2(5) =< a nicht erfiillt ist; als wirk-
lich reducirte Formen bleiben daher nur die folgenden finf tibrig

(1,0, 12), (2,0, 6), (3,0, 4), (4 2, 4);

allein die heiden Formen (4, 2, 4) und (4, — 2, 4) gehoren unter

die Ausnahmefille des §. 65, sind also iquivalent. Mithin enthiilt

das vollstindige Formensystem nur vier Formen, niimlich
(1,0, 12), (2,0,6), (3,0,4), (42 4),
die als Repriisentanten ebenso vieler Classen gelten. Von diesen
vier Formen sind nur die heiden folgenden
(1,0,12), (3,0,4)
urspriinglich, und zwar sind (da D nicht = 1 (mod. 4) ist) beide
von der ersten Art.
Beispicl. 2: Ist D = — 85, also 4 = + 85, so ist 4 =3,
also kann b nur die sieben Werthe
0, £1, £2 =+3
durchlaufen; diesen entsprechen die Zahlen 42 4 A4:
35, 36, 39, 44; .

die Zerlegungen derselben in zwei Factoren sind folgende:

80— 1"335"— 5547

86/—ilr 36— 925 B—=3\ | 08— A" 01 —J6E 6

S9i—"r1"0301—"3 5313

44 — 1 .44 —2.22 — 4 .11,
Aber von den 22 entsprechenden Formen erfiillen nur die folgen-
den 10 die Bedingung 2 (1) < a:

(1, 0, 85), (5,0,7), (2, =+ 1, 18)
(37 :t 1’ 12)7 (4’ _I_~ 15 9)7 (6! i 17 G)'
Da ferner die beiden Formen (2; 4 1, 18) den TFall I, die beiden
Formen (6, 4+ 1, 6) den Fall II des §. 64 darbieten, so existiren
nur acht nicht dquivalente reducirte Formen
(@, 08 BYSIE (5,0, 7), (2, 1, 28]
(3, +1,12), (4 +1,9, (61,6);

diese sind alle urspriinglich; sechs, nimlich
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(1,0,85), (5,0,7), (3,+1,12), (4, +1,9)
sind von der ersten, die beiden anderen
(2,1, 18), (6,1, 6)
sind von der zweiten Art.
Beispiel 3: Ist D = — 48 — — 4, 50 ist 4 — 4, s0 dass b
folgende Zahlen
0,+1,+2 43 +4
durchlanfen muss; die Zerlegungen der entsprechenden Zahlen
2+ 4 sind folgende:
48 =1.48=2.24 —3.16=4.12—=¢6.8
49— 1] g =TT
02 =152 —9= 0 a.=Lif" g
billi—="Li h =31
64 — 12164 =121 89 —id ., 16.— 8" 8.

: :
Von den entsprechenden 27 Formen sind nur folgende eilf re-

' ducirt:

(1, 0,48), (2,0,24), (3,0, 16), (4,0, 12),
(60,8, (1,7, (4+213), (81 4 8).

Unter diesen besteht jedes der drei Paare (T, £ 1, 7), (4 + 2, 13),
(6., + 4, 8) aus je zwei fquivalenten Formen; also bleiben nur achi
nicht fquivalente Formen

(1,0,48), (2,0,24), (3,0,16), (4 0,12),

(6,0, 8), (7,1, T) (4, 2,13), (8, 4, 8).

Urspriinglich von der ersten Art sind die folgenden vier:

(1,0,48), (3,0,16), (7,1,7), (4 2, 13),

die anderen vier sind derivirte F ormen.

§. 68.

Unteg?:c]scmn jetzt einen Beg.riﬂ' von c?er Fruchtharkeit dieser

suchungen zu geben, verbinden wir in einigen Beispielen die
sewonnenen Resultate mit der in § 60 vorausgeschickten Theorie
der Darstellung der Zahlen durch bestimmte quadratische Formen,

)%
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bemerken jedoch gleich, dass die folgenden Siitze nur specielle
Fille eines grossen allgemeinen Satzes sind.

Die Formen der Determinante ) = — 1 bilden nur eine ein-
zige Classe, denn es giebt fiir diese Determinante, wie man leicht
erkennt, nur die einzige reducirte Form

1,0, 1) = 2* +y*
Wir fragen nun nach dem System der durch diese Form darstell-
baren, d. h. also in zwei Quadrate zerlegbaren Zahlen m; um aber
die frithere Theorie unmittelbar anwenden zu konnen, lassen wir
nur eigentliche Darstellungen (z, y) gelten, in denen die beiden

darstellenden Zahlen z, y relative Primzahlen sind; ferner wollen

wir uns der Einfachheit halber auf ungerade darstellbare Zahlen
m beschriinken, Es sei also m eine solche darstellbare ungerade
Zahl, so ist zuniichst m positiv. Da ferner die Determinante —1
quadratischer Rest von m ist, so miissen alle in m aufgehenden
Primzahlen von der Form 4% 4 1 sein. Umgekehrt, ist diese Be-
dingung erfiillt, so ist die Determinante — 1 quadratischer Rest
von s, und die Congruenz

22 =— 1 (mod. m)

hat im Ganzen (nach § 37) 2¢ incongruente Wurzeln, wenn die
Anzahl dieser von einander verschiedenen in m aufgehenden Prin-
zahlen bedeutet (dies gilt selbst fir den Fall, in welchem ¢ =0
m=1 ist). Es sei n ein bestimmter Repriisentant einer bestimmten
dieser Wurzeln, und #2 4+ 1 = ml, so bilde man die quadratische
Form (m, n, 1) von der Determinante — 1; da nur eine einzige
Formenclasse existirt, so ist diese Form der reducirten Form (1,0,1)
nothwendig #quivalent, und man wird durch die in §. 66 ange
gebene Methode eine, und hieraus nach §§. 61,62 alle Transforme-
tionen finden, durch welche (1, 0, 1) in (m, n, 1) iibergeht. Dit

Anzahl dieser von einander verschiedenen Transformationen (jg) i

ist (nach §§. 61, 62) stets = 4; ebenso viele Darstellungen (@ 4)
der Zahl m existiren daher, welche zu derjenigen Wurzel gehdret
deren Repriisentant » ist. Und da dasselbe Raisonnement anf
jede der 2& Wurzeln der obigen Congruenz passt, so existiren in
Ganzen

4. oM = u+?

verschiedene Darstellungen der Zahl a.
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Stellt man aber‘die Frage, auf wie viele verschiedene Arten
eine s'olche Zahll m in zwei Quadrate zerlegt werden kann, ohne
Riicksicht auf die Ordnung der beiden Quadrate und auf die Vor-
zeichen ihrer Wurzeln, so liefern je acht verschiedene Darstellungen
von der Form :

Exnty uwd Gy +a
mur eine einzige Zerlegung m — #? 4 4* (von diesen acht Dar-
stellungen gehoren vier, niimlich
(%, y), (—=z, —y), C=412)5 (s —z)
zu einer, und die anderen vier

(@, — ), (—=, y), (—% —2), z)
zn der ihr entgegengesctzten Wurzel); folglich ist die Anzahl dieser
verschiedenen Zerlegungen
=N
mit einziger Ausnahme des Falles m = 1, weil dann nicht acht,
sondern nur vier verschiedene Darstellungen
@ 1,0) uwd (0 +1)

existiren, die sich zu der einzigen Zerlegung 1 — 12 02 ver-
emigen.

In diesem allgemeinen Resultat ist als specieller Fall der

berithmte von Fermat aufgestellte, zuerst von Fuler*) bewiesene
Satz enthalten:

Jede (positive) Primzahl von der Form 4h--1 lisst sich stets,
und swar nuwr auf eine einzige Weise in zwei Quadrale zerfillen.
Die Bedingung, dass die Quadrate keinen gemeinschaftlichen

Factor haben, fillt hier fort, da sie sich von selbst versteht.

Beisp?el 1:‘ Die Zahl 87 ist eine Primzahl von der Form
4h 4+ 1; die beiden Wurzeln der Congruenz #2 = —1 (mod. 37)
findet man (z B. mit Hiilfe des Wilson'schen Satzes:') =16;

*) Demonstratio theorematis Iermatiani, omnem nwmerwm primum
{Yormtw 4n+v1 esse summam duorum quadratorum, Nov. Comm. Petrop.
H., I}%y;ﬂ}}rgm:‘:en zah]reit':hen spii.tercn Beweisen zeichnet sich der von
i . urch grosse Hinfachheit aus: pe compositione numerorum
: an formae 4241 ex duobus quadratis (Crelle’s Journal, Bd. 50), —
Vergl. auch §. 83, Anmerkung. 7
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nimmt man »# = 6, so hat man die Form (37, 6, 1) zu betrachten,
welche durch die Substitution (3 1) in die reducirte Form (1,0,1)
itbergeht; umgekehrt geht also (1,70, 1) durch die inverse Substi-
tution (7§ 74) in (37, 6, 1) iiber. Also ist die gesuchte Zerlegung
folgende: 37 = 624 12; es ist nicht nothig, die vier zu dieser
Wurzel + 6, und die anderen vier zu der entgegengesetzten Wurzel
— G gehorenden Darstellungen hier einzeln aufzuschreiben.
Beispiel 2: Die Zahl m = 65 = 5 . 13 ist das Product aus
den beiden Primzahlen 5 und 13, welche beide die Form 47 1|
haben. Mithin giebt es 24 — 16 verschiedene Darstellungen, also
nur zwei verschiedene Zerlegungen der Zahl 65. Die vier Wurzely
der Congruenz 22 =—1 (mod. 65) sind 4 8 und -+ 18; wir bilden
daher die beiden I'ormen (65, 8, 1) und (65, 18, 5), welche durch
die Substitutionen (_{ 1) und (7} 73) in die reducirte Form
(1, 0, 1) iibergehen; die inversen Substitutionen sind (15 —%) und
(oot *+1), und folglich sind die heiden gesuchten Zerlegungen fol-

4 —1
gende:
65 = 874 13 — 721 42,
§. 69.
Alle Formen der Determinante 1) — — 2 hilden ebenfalls

nur eine einzige Classe, da nur eine einzige reducirte Form

(1, 0,2) =224 2y°
vorhanden ist. Wir fragen auch hier wieder nach allen durch
diese Form darstellbaren wungeraden Zahlen m; die erste Bedin-
gung ist die, dass — 2 quadratischer Rest von m sein muss; daz
ist erforderlich und hinreichend, dass fiir jede in m aufgehende
(also ungerade) Primzahl p

)=

also p von einer der beiden Formen 8% -1 oder 85 - 3 sei. Unm-
gekehrt: sind die simmtlichen w in m aufgehenden Primzahlen p
alle von der Form 8% + 1 oder 8/ - 3, so hat die Congruenz

22 =—2 (mod. m)
stets 2¢ incongruente Wurzeln. Ist % ein bestimmter Repriisen-
tanteiner solchen Wurzel, und #? + 2 = m 1, so ist die Form (n,n,!)
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nothwendig der Form (1, 0, 2) dquivalent; man findet daher (nach
§. 66) eine Substitution (¥ 167)’ durch welche die letztere in die e-
stere iibergeht; ausser dieser existirt (nach §. 62) nur noch die andere
= :%‘I), welche dieselbe Eigenschaft hat; es giebt daher zwei ver-
schiedene Darstellungen (2, y) und (—z, —y) der Zahl m, die zu
dieser Wurzel gehdren. Im Ganzen giebt es daher

20, 20 — Jui+

verschiedene Darstellungen der Zahl i durch die Form (1;10,:2).

Man erkennt ferner leicht, dass, wenn die heiden Darstellungen
+(a, y) zu der Wurzel n gehbren, entsprechend die beiden Dar-
stellungen =+ (2, —y) zu der entgegengesetzten Wurzel — » gehiren,
Je vier solche Darstellungen gehen eine und dieselbe Zerlegung
der Zahl m in ein Quadrat und ein doppeltes Quadrat; mithin ist
die Anzahl aller verschiedenen Zerlegungen

=l e

die einzige Ausnahme hildet wieder der Fall, in welchem w=0,
also m = 1 ist; denn dann vereinigen sich die zwei verschiedenen
Darstellungen (- » ist = —» (mod. 1)) zu der einzigen Zerlegung
1=1242.0% Der interessanteste specielle Fall ist wieder der,
in welchem g — 1 ist:

Jede Primzahl p wvon einer der beiden Formen Sh + 1 oder

8%+ 3 lisst sich stets und nur anf eine einzige Weise in ein Qua-
drat und ein doppeltes Quadrat zerlegen.

Beispiel 1: Ist m = 41, so ist die Bedingung erfiillt; u ist
= 1; die beiden Wurzeln der Congruenz 22 = — 9 (mod. 41) sind
£ 11; die Form (41, 11, 8) geht durch die Substitution G )
dic Form (1, 0, 2) ither, diese also riickwiirts in jene durch die
Substitution (% £1); also ist » — 3, y = — 4, und folglich

4] — 324942

Beispiel 2: Ist m — 33 — 5 . 11, so ist die Bedingung er-
fiillt; @ ist — 2, und folglich muss es zwei verschicdene Zerlegun-
gen geben.  Die Wurzeln der Congruenz 22 = — 2 (mod. 33) sind
8 und - 14: wir bilden daher die beiden Formen (33, 8, 2) und
(33, 14, 6), welche resp. durch die Substitutionen

= T S
_|_4’_1) und <+2’_'_5>
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in die Form (1, 0, 2) ithergehen; die inversen Substitutionen sind
(: £_1) wd (: N 3)
und folglich ist

33 =12} 2 .42 =5242. 2%

§ 70.

Alle Formen der Determinante 1) — — 3 bilden zwei Classen,

als deren Repriisentanten man die reducirten Formen
(1,0,8) = a2+ 3y?
und
(2, 1,2) = 2224 22y + 29°

annehmen kann; sie sind resp. von der ersten und zweiten Art.
Ungerade Zahlen kinnen offenbar nur durch die erstere dargestellt
werden; es sei daher m eine ungerade und der Einfachheit wegen
durch 3 nicht theilbare Zahl; damit sie durch die Form (1, 0, 3)
darstellbar sei, ist erforderlich, dass, wenn p irgend eine in ihr
aufgehende Primzahl ist,

&)=()-+

folglich p von der Form 3/ 41 sei. Umgekehrt, sobald diese
Bedingung fiir alle g in m aufgehenden Primzahlen p erfiillt ist,
s0 hat die Congruenz
#? =—3 (mod. m)

stets 2 incongruente Wurzeln; ist 2 ein bestimmter Reprasentant
ciner solchen, und n2 -+ 3 = m1, so ist die Form (m, n, 1) von 'der
ersten Art (da m ungerade ist) und folglich der Form (1, 0, 3)
dquivalent, Es giebt also (nach §. 62) zwei Substitutionen

<z, g) und (— % —&
Yy 1 =l s
durch welche die Form (1,0, 3) in die Form (m, n, ) tibergeht:
und folglich auch zwei Darstellungen (, y) und (— =z, —y) der
Zahl m, welche zu dieser Wurzel gehoren. Im Ganzen giebt &

daher
9,28 = 2pt1

-+ Quadratische Formen. 169

verschiedene Darstellungen einer solchen Zahl m durch die Form
(1,0, 3), die sich aber wieder auf nur

QR =10 thl

yerschiedene Zerlegungen der Zahl m in ein einfaches und ein
dreifaches Quadrat reduciren (nur auf den Fall g = 0, also m —1
passt die letztere Formel wieder nicht). Besonders hemerkenswerth
ist der specielle Fall:

Jede Primzahl von der Form 3h 4+ 1 ist stets und nur auf
cine einzige Weise in ein einfaches wnd ein dreifaches Quadrat
zerleghar.

Gehen wir nun zu den durch die zweite Form (2, 1, 2) dar-
stellbaren, nothwendig geraden Zahlen iiber; wir beschrinken uns
auf diejenigen von der Form 2m, wo m wieder eine ungerade und
durch 3 nicht theilbare Zahl bedeutet. Dann erkennen wir leicht,
dass der Complex dieser Zahlen s mit dem eben behandelten voll-
stindig identisch ist. Denn aus der Maglichkeit der Congruenz
22= — 3 (mod.m) folgt auch die der Congruenz z2= — 3 (mod. 2 m),
und umgekehrt (§. 87), und ausserdem ist die Anzahl der Wurzeln
wieder — 2. Ist ferner »' ein bestimmter Repriisentant einer
solchen, und 72 + 8 = 2ml, so ist die Form (2m,»/,7) nothwendig
von der zweiten Art (denn der mittlere Coefficient »' ist ungerade,
folglich 7 gerade) und also gewiss der Form (2, 1, 2) édquivalent;
man kann daher (nach §. 62) sechs verschiedene Transformationen
der letzteren Form in die erstere finden, aus welchen folgende sechs
Darstellungen

__t (.T .7/)7 i (311 —Z —y)v i (QJ-I—’I/, ""x)
entspringen, die alle zu derselben Wurzel »’' gehoren (die sechs
m der entgegengesetzten Wurzel — ' gehorenden Darstellungen

entstehen aus diesen durch Vertauschung der ersten darstellenden
Zahl mit der zweiten)*). Im Ganzen existiren daher

f) Da von den Zahlen z, y, & -+ y stets eine und nur eine gerade ist,
50 giebt es unter den sechs zu der Wurzel n/ gehdrenden Darstellungen der
Zahl 2m immer zwei i (@', ¥), in welchen y' gerade ist = 2u; setat
man ferner &' -« = ¢, so geht die Gleichung o'a’ + a'y' + y'y" = m
iiber in t¢ - 3% wu = m, d. h. man erhilt eine Darstellung (£, %) der Zahl
m durch die Form (1,0, 3), und zwar gehort diese Darstellung zu derselben
Wurzel /. Hierin besteht der Zusammenhang zwischen den Davstellungen
der Zahlen m und 2m resp. durch die Formen (1, 0, 8) und (2, 1, 2).
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65 2= Duit1

verschiedene Darstellungen der Zahl 2m durch die Form (2, 1,9)
oder, was dasselbe ist, der Zahl m durch die Form z* +ay
Sieht man je vier zusammengehorige Darstellungen von der Fory
(ﬂ?, ?/,)’ (_‘ &y _l’/)v (.’/) .’L‘), (_ Y, _"T)
als nicht wesentlich verschieden an, so ist die Anzahl der wesent-
lich verschiedenen Darstellungen nur noch
=3 1=

Fiir eine Primzahl p von der Form 35 + 1 giebt es daher immer
drei  wesentlich verschiedene Darstellungen  durch die Form
2y +yn

DBeispiel: Ist m = 13, so sind » = + 7 die Wurzeln der

Congruenz 22 =—3 (mod. 26) und also auch der Congruens
98 =—3 (mod. 13). Wir bilden daher die beiden Formen (13,7,4)
und (26, 7, 2). Sie gehen resp. durch die Substitutionen

—1,—1 C 0, 1

o
in die Formen (1, 0, 8) und (2, 1, 2) iiber,
Substitutionen sind

+1, +1 —4, —1
<__ Dl 1> und <+ L 0)
und folglich ist

13 =103 (— 2 = (—4) +(—4) . 11z,
hieraus findet man leicht die heiden anderen Darstellungen
L8 aad 34 3p

=3243 1112

Die beiden inversen

§. 71

3

Als letates Beispiel wiihlen wir die Determinante D) = —3;
es gieht zwei nicht fiquivalente reducirte Formen
(1, 0, 5) und (2, 1, 8),
beide sind urspriinglich und von der ersten Art. Wir suchen
wieder das System aller ungeraden und durch 5 nicht theilbaren
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Zahlen m zu bestimmen, welche durch diese Formen darstellbar
sind.  Die dazu erforderliche Bedingung besteht darin, dass fiir
jede in m aufgehende Primzahl p die Gleichung

(‘}_:’ = (— 1)(z=1) (15_’) feliin s}

Statt finden muss; hieraus folgt (§. 52, IT), dass jede solche Prim-
zahl von einer der vier Formen

20h4+1, 20h+9, 20k + 3, 20047

sein muss, Ist diese Bedingung erfiillt, und @ die Anzahl der
verschiedenen Primzahlen p, so hat die Congruenz

22 =—>5 (mod. m)
wieder 24 incongruente Wurzeln; ist » ein bestimmter Repriisen-
tant einer solchen, und %2 4+ 5 = ml, so ist die Form (m,m, 1) noth-
wendig ciner und nur einer der beiden obigen reducivten Formen
dquivalent; es giebt dann jedesmal (nach §. 62) zwei Substitutionen,
durch welche diese reducirte Form in (i, m, 1) iibergeht, also auch
awel zu der Wurzel n gehirige Darstellungen der Zahl m durch
diese reducirte Form. Im Ganzen giebt es also

2. 91 — qu+1

Darstellungen einer solchen Zahl durch die obigen reducirten
Formen. Allein es bleibt noch zweifelhaft, durch welche der heiden
reducirten Formen die zu einer bestimmten Wurzel n gehdrigen
beiden Darstellungen erfolgen; und eine dhnliche I rage wird jedes-
mal da auftreten, wo es mehrere nicht fquivalente Formen der-
selben Art giebt. In unserem Fall ist es nicht schwierig, diesen
Zweifel zu heben.

Ist nimlich die Zahl m darstellbar durch die Form (1;:0,:5);
also z. B = 22 1 52, so folgt hieraus m = 22 (mod. 5), d. h.
m ist quadratischer Rest von 5; ist dagegen die Zahl m davstellbar
durch die zweite Form (2,1,38),als0 2. B.m = 222 + Sy + 392
80 ist 2m = (22 )2 4 5y* = (22 + y)? (mod. 5), und, da 2
quadratischer Nichtrest von 5 ist, so ist m ebenfalls quadratischer
Nichtrest von 5. Es tritt also hier die besonders einfache Erschei-
nung auf, dass alle Darstellungen einer Zahl entweder nur durch
die Form (1, 0, 5) oder nur durch die Form (2, 1, 3) geschehen, je
nachdem m quadratischer Rest oder Nichtrest von 5, d. h, je nach-
dem i =11 oder =42 (mod, 5) ist, Hieraus folgen die spe-
ciellen Siitze;



172 Vierter Abschnitt.

Jede Primzahl von einer der beiden Formen 20k 41, 20/ 49
ist auf vier Arten durch die Form (1, 0, 5) darstellbar (welche we-
sentlich nur eine einzige Zerlegung tn ein einfuches und ein fiinf-

Jfaches Quadrat bilden); jede Primzahl von einer der beiden Formen .

20k + 3, 20h 4+ 7 dst auf vier Arten durch die Form (2, 1, 3)
darstellbar.
Beispiel 1: Tst m = 29, so sind n=-+13 die beiden Wurzeln

der Congruenz 22 =—5 (mod. 29); die hieraus gebildete Form
(29, 13, 6) geht durch die Substitution

S 11 + i

Lo 3

in die reducirte Form (1,0, 5) iiber; durch Umkehrung dieser Sub-
stitution erhélt man die Zerlegung
29 — 325 .22
Beispiel 2: Fir m = 27 findet man n =+7; die beiden
entsprechenden Formen (27,7,2) und (27, — 7, 2) gehen heziiglich
durch die Substitutionen

0,+1 it
(-— 1 —4> e <- 1,3
in die reducirte Form (2, 1, 3) iiber; durch Umkehrung derselben
erhiilt man daher die vier Darstellungen

27 =2 (FO+2FH (LD 438 (k1)
20 =9 (3 +2(F3) D+ 3 (1)

von denen die heiden ersteren zu der Wurzel + 7, die beiden letz-
teren zu der Wurzel — 7 gehoren.

8 72.

Wir wenden uns nun zu den Formen mit positiver Determi-
nante D, um auch fiir sie die Hauptprobleme der Theorie der
Acquivalenz zu 16sen. Das zweite Problem (§. 59), aus ezner Trans-
formation einer Form in eine zweite alle Transformationen der
ersteren in die letztere zu finden, ist durch unsere frithere Unter-
suchung (8. 62) auf die Aufgabe zuriickgefiihrt, alle ganzzahligen
Lisungen der Gleichung

t? — Duy? = ¢?
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qu finden.  Dieselbe ist fiur positive Determinanten bei weitem
schwieriger zu losen, als fiir negative. Dasselbe gilt von dem
ersten Hauptproblem: zu erkennen, ob zwei Formen von gleicher
Determinante dquivalent sind oder nicht. Wir schlagen zur Lo-
sung desselben einen ganz anderen Weg ein, wie frither bei nega-
tiven Determinanten, einen Weg, der aber zugleich die Mittel
an die Hand geben wird, auch die obige Gleichung vollstindig
aufzulosen ®).

Das Charakteristische dieser Methode besteht darin, dass
wir auch irrationale Griossen in den Kreis unserer Betrachtungen
ziehen. Ist néimlich (@, b, ¢) oder

ax?+2bxy + cy?
eine Form, deren Determinante 42— a¢ = D positiv ist, so hat
die entsprechende quadratische Gleichung
a+2bw+co?=0

zwel reelle Wurzeln

_.=bxVD a

T e R Iy )
die wir, je nachdem das obere oder untere Zeichen genommen
wird, als die erste oder gweite Wurzel der Form (a, b, ¢) bezeichnen
und von einander unterscheiden wollen, indem wir ein fiir alle
Mal festsetzen, dass das Zeichen VD stets die positive Quadrat-
wurzel aus der Determinante bedeuten soll. Durch die Coeffi-
cienten der Form (a, 8, ¢) ist also jede ihrer beiden Wurzeln voll-
stindig, ohne Zweideutigkeit bestimmt. Aber umgekehrt ist auch
jede Form (a, b, ¢) der Determinante D durch Angabe einer ihrer
Wurzeln vollstiindig charakterisirt, in der Weise, dass zwei Formen
(@, b, ¢) und (a, ¥, ¢') derselben Determinante D nothwendig iden-
tisch sind, sobald sie gleiche erste, oder gleiche zweite Wurzeln
haben; denn aus der Gleichung

—VFEVD —bFVD

J = o

(4 (4

L)

worin entweder die beiden oberen, oder die beiden unteren Zeichen
zu nehmen sind, ergiebt sich in Folge der Irrationalitiit von V.D
zuniichst ¢ = ¢, und dann &' = b, also auch ¢’ = a.

f) Lejeune Dirichlet: Vereinfachung der Theorie der bindren qua-
dratischen. Formen von positiver Determinante (Berliner Akad. 1854).
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Im Folgenden nennen wir zwei Wurzeln @, @' zweier Formen
resp. (a, b, ¢), (a', ¥, &) gleichnamig, wenn beide erste, oder beide
zweite Wurzeln sind, ungleichnamig  dagegen, wenn die eine die
erste, die andere die zweite Wurzel ist. Wir kinnen dann dag
ehen erhaltene Resultat auch so aussprechen: Wenn zwei Formen
diesclbe (positive) Determinante besitzen, wnd wenn eine Wz
der eimen Form mit der gleichnamigen Wurzel der anderen Form
dibereinstimmt, so sind beide Formen identisch.

174

§. 73.

Wir wollen nun annechmen, es seien (a, b, ¢) und (d/, ¥/, d)
zwei dquivalente Formen, und zwar wollen wir fiir einen Augen-
blick die uneigentliche Aequivalenz nicht ausschliessen, weil da-
durch der Nerv der Betrachtung deutlicher hervortritt. s sei
%) eine Substitution, durch welche (. b ¢)n (), b, ¢) iiber-
Y ) y Yy € \
geht, also

wd — ﬁy = & :i 1.
Da durch diese Substitution
z = od + By, y = ya' 4 oy
identisch
ax?+2bzy 4 cy? = a'@* 4+ 202y + ' y2
wird, so leuchtet ein, dass vermige der Formeln

_ y+ia i

e +pa’’ d—fa
aus einer Wurzel o' der Form (¢, ¥, ¢!) eine Wurzel o der Form
(@, b, ¢) gefunden werden kann, und umgekehrt; denn die Wurzeln
dieser Formen sind ja die Werthe der Verhiiltnisse y:z und y': 2,
fiir welche die Formen verschwinden. Aber es fragt sich vor allen
Dingen, ob zwei so verbundene Wurzeln o und o gleichnamig
sind, oder nicht, Da nun

__ —bFVD
e
ist, so folgt
pe—e(—bT VD) _ batcytaVD
—O0c+B(—bFVD)  —bB—cdFp VD’
machen wir den Nenner rational, indem wir den Bruch durch
—bpB—cd+4B VD erweitern, und beriicksichtigen, dass

0 =

verbunden sind, in welcher die vier gamzen Zahlen o,

Quadratische Formen.

a4+ b(ud+By) - epd = b

af2 2680+ cd2 = ¢
ist, so ergiebt sich

vl =S HEE D

Wir haben daher folgendes Resultat erhalten: Wenn eine Form
(@, b, ¢) durch eine Substitution (6 '3) i eine dquivalente Form
(d, V', ¢) wbergeht, so ist je eine Wurzel o der ersteren mit Je einer
Wurgel o' der letsteren Form durch die Relation

A i _ —y+towe
® e o — = o

verbunden; und zwar bilden o, © ein Paar gleichmamiger oder wn-
gleichnaniger Wureln der beiden Formen, je nachdem die Substi-
tution eine eigentliche oder wneigentliche ist.

Wir schliessen von jetzt an uneigentliche Aequivalenz und
uneigentliche Substitutionen ginzlich ans; es sind dann also stets
awel gleichnamige Wurzeln der beiden dquivalenten Formen in der
angegebenen Weise mit einander verbunden. Dieser Satz lisst
sich in folgender Weise umkehren :

Wewmr awei Formen (a, b, ¢), (u, b, ') dieselbe Determinante
haben, wnd wenn zwei gleichnamige Wurzeln o und o derselben
durch die Gleichung

__y+do
it + pa’
B, 7y, 0 der
Gleichung -
ad—fy =1
geniigen, so sind die beiden Formen dquivalent, und zwar geht dic
astere dwrch die Substitution (52 8) in die letztere diber.

Denn durch diese Substitution geht (a, b, ¢) in eine Hquiva-
lente .Form (", b, ¢") iiber, und bezeichnet man mit & ihre mit
0 gleichnamige W urzel, so ist nach dem eben bewiesenen Satze

] 14 "
e U G

ot ﬁ @’

da.ferner'der Voraussetzung nach o' mit o, folglich auch mit «”
glelchu:umg ist, und da endlich («/, ¥/, ¢') dieselbe Determinante

und folglich o’ = o'';
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wie (a, b, ¢), und folglich auch wie (¢, 8", ¢) hat, so ist. zuf(}lge
der Schlusshemerkung des vorigen Paragraphen (o', 0/, ¢) .lde.ntlsch
mit (a’, 8", ¢"), d. h. (a, b, ¢) geht durch die obige Substitution iy
(e, ¥, ¢) iiber, r s

Von besonderer Wichtigkeit fiir das Folgende ist dlfz Betrach-
tung zweier benachbarten Formen (a, b, a’) und («/,8', "), in wel_chen
der Definition zufolge (§. 63) die Summe 4 |- &' durch «' theilbay
also b 4 ' = — a' 0 ist, und von welchen die erstere in dieletatere
durch die Substitution (_‘]’; },«) iithergeht. Die gleichnamigen Wy

zeln @ und o' dieser beiden Formen hingen durch die Gleichunges f

3 1 TR |
[0:6—6;, @ _5—-—07

Zusamimen.

§. 74.

Auch bei positiven Determinanten vergleicht man zw.ei For-
men, deren Aequivalenz beurtheilt werden soll, nich.t unml'tte]l.)ar
mit einander, sondern man transformirt jede von 1hnen'1n eine
sogenannte reducirte®) Form; der Begriff einer solc'h'e.n 1st‘alfer
hier wesentlich verschieden von demjenigen, welcher frither (§ 64)
fiir negative Determinanten aufgestellt ist.

Eine Form (a, b, ¢) von positiver Determinante D heisst eine
reducirte Form, wenn, abgesehen vom Zeichen, ihre erste Wurzel

—b—VD
¢
—b:tVD
3 .
ist, wnd wenn ausserdem beide Wurzeln entgegengesetzte Zeichon
haben. i

Ziehen wir zuniichst einige Folgerungen aus dieser Erldiirumg
Da die erste Wurzel numerisch grosser als die zweite, also aud
die Summe der beiden Grissen b und VD numerisch grosser .a'lﬂ
ihre Differenz sein soll, so muss, da VD positiv ist, auch & posiy
sein (nicht = 0); da ferner die beiden Wurzelx} entgegjangese'ﬁm
Zeichen haben, so gilt dasselbe auch von den beiden Grossen

i
ihre zweite Wurzel 3
=1

*) Gawuss: D. A. art. 183.
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—(@G+ VD) und —p + VD;

und da die erstere gewiss negativ ist, so muss die letztere positiv
sein; es ist daher
0<b<VD.

Bezeichnen wir ferner mit (¢) wieder den absoluten Werth
des Coefficienten ¢, so muss also im algebraischen Sinne (d. h. mit
Riicksicht auf die Vorzeichen)

ZL_VD> 1 und 0 < ~_5+VD< 1

(e) (e)
d. h. es muss

0<VD—b<(c)<VD+b (1)
sein; und umgekehrt leuchtet ein, dass jede Form (@, b, ¢), deren
Coefficienten diesen letzteren Ungleichungen geniigen, sicher eine
reducirte Form ist, weil aus ihnen riickwiirts die urspriinglichen
Bedingungen sich ableiten lassen.

Aus der Definition ergeben sich noch weitere Folgerungen,
DaD=b?—acund b2 < D ist, so miissen ¢ und ¢ entgegen-
gesetzte Zeichen haben; da ferner die erste Wurzel und ¢ eben-
falls entgegengesetzte Zeichen haben, so hat die erste Wurzel
dasselbe Vorzeichen wie der erste Coefficient o der Form. Nun
hat ferner die zweite Wurzel das entgegengesetzte Zeichen der
ersten Wurzel, also dasselbe Vorzeichen wie der dritte Coefficient
¢ der Form, was sich unmittelbar auch daraus ergiebt, dass V.D—p
positiv ist.

Fiir den absoluten Werth des ersten Coefficienten @ gelten
dieselben Bedingungen, wie fiir den von ¢; denn da

D=0+ (9

also
_ (VD+b) (VvD—1b)
S S e
Ist, 50 ergiebt sich aus den Bedingungen
VD40 VD —b
——>1, 0 15
@i o @
dass
st (@) > VD—b, und (a) < VD+b
186%),

¥) Dasselbe ergiebt sich unmittelbar daraus, dass die erste Wurzel einer
Form (a, b, ¢) der reciproke Werth der zweiten Wurzel ihres Gefahrten

(C,d”, @) ist; mithin sind entweder beide Formen reducirt, oder beide nicht
reducirt.

Dirichlet, Yahlentheoric, 12
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Fiir das Folgende ist noch der specielle Fall bemerkenswerth,

in welchem
VD —(a) < b < VD und (¢) = (@) ©
ist; aus diesen Bedingungen kann man nimlich stets schliessen,
dass die Form (a, b, ¢) reducirt ist, obwohl die Umkehrung nicht
gestattet ist. In der That, giebt man diesen Bedingungen die
Form e
0<VD—b < (a) = (),

50 ergiebt sich zuniichst, dass die zweite Wurzel

—b+VD
c
numerisch < 1, ferner dass die erste Wurzel
—b—VD __  «a
¢ T VD—b

numerisch > 1 ist. Hicraus folgt weiter, wie oben, dass b positiy
ist, weil VD -+ b numerisch grisser als V.D—=b ist; und folglich
haben, da ausserdem b < VD) ist, beide Wurzeln entgegengesetate
Zeichen. Also ist die Form gewiss cine reducirte.

§. 75.

Aus der Erklirung einer reducirten Form ergiebt sich ferner
der folgende wichtige Satz*) (vergl. §. 67):

Fiir jede positive Determinante giebt es wwr eine endliche An-
zahl reducirter Formen.

Denn, bezeichnen wir mit A die grosste ganze in VD enthal-
tene Zahl, so dass A < VD < 4+ 1 und also A mindestens =1
ist, so kann der mittlere Coefficient & einer reducirten Form (4, b,¢)
nur die 4 verschiedenen Werthe 1, 2. .. 4 haben; fiir jeden dieser
Werthe von b ist ) — 82 = («) () auf alle mégliche Arten in 7wl
Tactoren zu zerlegen, welche zwischen 4 — b und 4 4- 1 4 excl
sive (oder zwischen 4 4+ 1—% und A + & inclusive) liegen; je zvel
solechen Factoren « und ¢ hat man entgegengesetzte Zeichen 2
‘geben, und man muss sie permutiren, wenn sie ungleich sind. Dand

*) Gauss: D, A. art. 185,
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sind aber wirklich alle reducirten Formen gefunden, und es giebt
deren offenbar nur eine endliche Anzahl.
Beispiel 1: Ist D = 13, so ist 4 = 3; wir haben daher fol-
gende Iille und Zerlegungen:
b =T 12— 3
P
b= gt =1 1950
und diese liefern die folgenden 12 reducirten Formen:
(£33, L, F4), (1, 8,F4), (£3, 2,F3),
(4 1,F38), (14, 3,F1), (+2,8,F2).
Beispiel 2: Fiir D = 19 ist 4 = 4; wir bilden daher folgende
Tabelle:
b =1; 18 giebt keine Zerlegung;
b= 9815 =355,
b=38; 10=2.5:
b=4; 8—1.3;
hieraus ergehen sich folgende 12 reducirte Formen:
(3, 2,F5), (£2,3,F5), (£1, 4F3),
(£5, 2, F8), (5, 8,T2), (£3, 4,F1).
Beispiel 3: Fiir D = 35 ist 4 = 5; also bilden wir die Tabells
b =1; 34 gicht keine Zerlegung;

(= PG o =
b—=3; 26 , ) »
b=4; 19 , )

n
b=5; 10=1.10=2.5;

. wir erhalten daher 8 reducirte Formen:

& 1,5, T 10), (= 2, 5, F 5);
(£10, b= 1) (5,05, S =0),
Beispiel 4: Fiir D = 79 ist 4 = 8; wir bilden daher folgende
Tabelle: :
b = 1; 78 giebt keine Zerlegung;
b=2;175 ” ) »
b= 350 =7 10;
(== 4; 68 =T 9;
b=25;54=6.9;
b = 6; 43 giebt keine Zerlegung;
b=7;30=2.15=3.10=5.6;
b= 8;15 —=1.15:—:3 .55;
12%
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wir erhalten daher 32 reducirte Formen:
(E7,3,F10), (7,4, F 9), (£ 6,5 F9), (£27,F 15),
(=3, 7,F10), (57 F 6), (£ 1,8 F 15), (+ 3, 8, F 5),
und
(F 10,8 F7), (£ 94 F7), (*95F6), (1517 F2),
(& 10,7, + 8), (£ 6, 7, F 5), (+ 15, 8, ¢ 1), (+ 5, 8, T 3).

§. 76.

Achnlich wie bei negativen Determinanten (§. 64) beweisen
wir auch die Richtigkeit des folgenden Satzes*):

Jede Torm wvon positiver Determinante st eciner reducirten
Form dquivalent.

Bezeichnen wir die gegebene Form von positiver Determinante
D mit (@, b, &), so suchen wir eine ihr nach rechts benachbarte
Form (', ', a”) so zu bestimmen, dass

VD — (o) < ¥ < VD
wird. Da zufolge der Erllirung einer benachbarten Form der
mittlere Coefficient &’ jeden Werth erhalten kann, welcher = —1
(mod. o) ist, und keinen anderen, so fragt sich nur, ob zwischen
den Grenzen V. — (a') und V.D stets ein solcher Werth existirt;
dies ist offenbar der Fall, da die simmtlichen zwischen diesen hei-
den Grenzen enthaltenen ganzen Zahlen
A e o e R
ein vollstiindiges Restsystem in Bezug auf den Modulus ' bilden;
aus demselben Grunde ergiebt sich, dass nur eine einzige solche
Zahl ' existirt. Nachdem o'=—05 — @' bestimmt ist, geht die
Form (a, b, &) durch die Substitution (_$ %) in die benachbarte
Form (a, &', @") iiber, deren Coefficienten o/, &' der obigen Be-
dingung Geniige leisten. Findet sich nun, dass zu gleicher Zeit
(¢/") = (') wird, so ist nach dem am Schlusse des §. 74 besonders
hervorgehobenen speciellen Fall (2) dic gefundene Form (d/, ¥/, d')
eine reducirte. Ist dagegen
() > (a"),

so verfahre man mit der gefundenen Form (d/, 9/, «'') genau so wie

*) Gauss: D. A. art. 183.
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mit der gegebenen Form, d. h. man bilde die ihr nach rechts be-
nachbarte Form (a”, 8", ), in welcher
VD—(a") < b" < VD

ist, und welche gewiss eine reducirte ist, wenn (/) = (") ist.
Sollte aber wieder

(afl) > (“III)
sein, so setze man denselben Process in derselben Weise fort; da
unter einer gegebenen positiven Zahl («') nur eine endliche An-
zahl von ganzen positiven Zahlen liegh, so muss man nach einer
endlichen Anzahl von Transformationen durchaus zu einer Form
(a®, 6@, q+1) in welcher sowohl

VD — (a®) < b® < YD

(@@ +9) = (a®)
ist, also zu einer reducirten Form gelangen, was zu heweisen war.
s verdient bemerkt zu werden, dass bei diesem Process nicht
gerade exst die letzte Form eine reducirte zu sein braucht, denn
es giebt reducirte Formen, in welchen die zweite Bedingung des be-
sonderen hier henutzten speciellen Falles nicht erfillt ist. Von
grosserer Wichtigkeit ist es aber, besonders darauf aufmerksam zu
machen, dass durch den angegebenen Process auch jedes Mal eine
Substitution gefunden wird, durch welche die gegebene Form in
die reducirte Form iibergeht, und zwar erhiilt man diese Substi-
tution durch Composition der successiven Substitutionen, welche
in dem Processe auftreten. Der Algorithmus selbst ist durchaus
nicht beschwerlich (vergl. §. 64), wie folgende Beispiele zeigen.
" Beispicl 1: Die Form (4, 6, 7) hat die Determinante D — 8;
esist also A = 2. Unter den Zahlen
—4,—38, —2,—1,0,1,2
86 ¥ =1=—6 (mod. 7); dies giebt die benachbarte Form
(7, 1, —1), welche noch nicht reducirt ist. Da («") =1 ist, so
63" = 4 = 2, und folglich erhilt man die benachbarte Form
(=1, 2, 4), welche wirklich reducirt ist. Durch die Substitution
(ri) ey = (71 *9) geht die gegebene Form in die gefundene

iiber.

Beispiel 2: Die Form (713, 60, 5) hat die Determinante
D =35; man findet nach der angegebenen Methode die nach
rechts benaghbarte Form (5, 5, — 2), und zu dieser wieder die Form
(=2,5, 5), in welcher der letzte Coefficient in der That grosser ist

als auch
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als der erste. In diesem Beispiel ist aber auch schon die vorher.

gehende Form (5, 5, — 2) reducirt. Die gegebene Form geht durch

die Substitution (_$ *,3) in (5, 5, —2) und durch die Substitution
813 (L0 = (GF L) ini(—2; 5,75) tiber.

—1, —18 13, —68
Beispiel 3: Die Form (62, 95, 145), deren Determinante
D = 35, geht durch die folgenden successiven Substitutionen

( 0,1)( 0,1)( 0,1) 0,1)
o/ \esnhel e e e e
successive in die Formen

(145, — 95, 62), (62, — 29, 13), (13, 3, —2), (—2,5,5)
iiber, von denen erst die letzte reducirt ist; die Zusammensetzung
dieser Substitutionen giebt die Substitution (73 *'7), durch welche
(62, 95, 145) in (— 2, 5, 5) iibergeht.

8. 7.

Nachdem in *den beiden vorhergehenden Paragraphen da-
gethan ist, dass jede Form von positiver Determinante einer re-
ducirten Form #quivalent ist, und dass nur eine endliche Anzahl
von reducirten Formen fiir jede gegebene Determinante existirt,
so folgt hieraus unmittelbar:

Die Classen-Anzahl der Formen von positiver Determinant
ist stets endlich.

Allein es bleibt noch die Hauptfrage zu heantworten, ob zwel
nicht identische reducirte Formen derselben Determinante einander
Aquivalent sein knnen; denn erst dann haben wir (wiein §§. 65,66
fiir negative Determinanten) die Mittel gewonnen, um iiber die
Aequivalenz von zwei gegebenen Formen derselben positiven De-
terminante entscheiden zu kénnen. Diese Untersuchung stdsst bei
positiven Determinanten auf bedeutende Schwierigkeiten, da
der That immer mehrere nicht identische und doch Hquivalente
reducirte Formen existiren.

Um einen sicheren Boden fiir diese Untersuchung zu gewinner,
stellen wir zuniichst die bestimmte Frage™):

Kann cine reducivte Form (a, b, ') eine ihr nach rechts be-
nachbarte Form (d, ¥, a") haben, welche ebenfalls reducirt ist?

*) Gauss: D. A, art. 184.
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Nehmen wir cinmal an, dies sei moglich, und es sei (_{ §
die Substitution, durch welche die reducirte Form (a, &, ¢/) in die
ehenfalls reducirte Form (¢, ¥/, «”) iibergeht. Sind dann o und
o zwei gleichnamige Wurzeln der ersten und der zweiten Form,
so hiingen diese (nach § 73) durch die Gleichungen

1 1

w:d‘—— (;J’_—_
o'’ 0—w

mit einander zusammen. Wir wollen der Einfachheit halber fest-
setzen, dass @ und @' die beiden ersten Wurzeln der beiden Formen
hedeuten (obgleich dieselbe Relation auch zwischen den heiden
zweiten Wurzeln Statt findet). Da in einer reducirten Form die
Deiden dusseren Coefficienten entgegengesetzte Zeichen haben, und
die erste Wurzel stets das Zeichen des ersten Coefficienten besitzt,
s0 haben die beiden unechten Briiche @ und @' beziiglich die Vor-
zeichen von @ und ¢, also entgegengesetzte Vorzeichen, da der erste
Coefficient « der zweiten Form zugleich der letzte Coefficient der
ersten Form ist. Zufolge der ohigen Relationen muss daher o — 0
ein echter Bruch sein von gleichem Vorzeichen wie m; es muss da-
her & diejenige vollstiindig hestimmte ganze Zahl sein, welche dem
absoluten Werth nach niichst kKleiner als o ist und dem Vorzeichen
nach mit @ tibereinstimmt, Wir schliessen hieraus, dass eine redu-
cirte Form («, b, @) hichstens eine einzige nach rechts henachbarte
Form (e, %', ) hat, welche ebenfalls reducirt ist.

Aber es existirt auch wirklich immer eine solche der reducir-
ten Form («, b, ') nach rechts henachbarte und reducirte Form
(¢, 0, @"). Denn es sei @ die erste Wurzel der reducirten Form
(a4, b, a'), also ein unechter Bruch, dessen Vorzeichen mit dem
von @ iibereinstimmt; so withle man die ganze Zahl 8 so, dass ihr
absoluter Werth (9) die grosste ganze in (@) enthaltene ganze Zahl
(also nie = 0) wird, und gebe & das Vorzeichen von @; dann geht
die gegebene Form (a, b, ¢/) durch die so bestimmte Substitution
(%) in cine benachbarte Form («,8', ") iiher, deren evste Wurzel

/
o=r3
ein unechter Bruch ist, dessen Vorzeichen dem von o und a ent-
gegengesetzt ist und also mit dem von «' ibereinstimmt. Bezeich-
nen wir nun mit o; und ' die beiden zweiten Wurzeln, so besteht
zwischen ihnen dieselhe Relation
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1 .
0—w,’
da nun @, ein echter Bruch ist, dessen Vorzeichen dem von o,
und also auch dem von § entgegengesetzt, und da o eine von Null
verschiedene ganze Zahl ist, so folgt, dass 0 —wm, ein unechter
Bruch, und also @'; ein cchter Bruch ist, dessen Vorzeichen mit
dem von 0, @ und @ iibereinstimmt, also dem von o' und o ent.
gegengesetzt ist. Iis ist also bewiesen, dass die heiden Wurzeln
@' und @'y der neuen Form (&, ¥/, ) entgegengesetzte Zeichen
haben, ferner dass die erste o' cin unechter, die zweite @' ein
echter Bruch ist; folglich ist diese Form in der That eine reducirte,
was zu beweisen war.

Jede reducirte Form hat daher eine und wur eine nach rechis
benachbarte Form, welche ebenfalls reducirt ist, und diese Tann auf
dic angegebene Weise immer leicht gefunden werden.

Genau ebenso liesse sich nun auch beweisen, dass jede rvedu-
civte Form eine und nur eine nach links henachbarte reducirte
Form besitzt. Doch ist es hequemer, diesen Fall auf den eben he-
handelten durch die einleuchtende Bemerkung (§.74 Anm.) zuriick-
rufiihren, dass die beiden Formen (a,b, ¢/) und (d/, b, a) gleichzeitig
reducirte, oder gleichzeitig nicht reducirte Formen sind, Wemn
nun die reducirte Form (q, b, ¢/) eine nach links henachharte und
ebenfalls reducirte Form (‘a, ‘b, a) besitzt, so hat die veducirte
Form (a/, b, @) die nach rechts benachbarte Form (a, 'b, '),
welche ebenfalls reducirt ist; und umgekehrt, sobald die Form
(a4, ', 'a) der reducirten Form (a/, b, @) nach rechts benachhart
und zugleich reducirt ist, so ist die Form (a, '8, a) ebenfalls redu-
cirt und der Form (a, b, @) nach links benachbart. Da wir nun
gesehen haben, dass eine reducirte Form (/, b, @) immer eine und
nur eine nach rechts benachbarte reducirte Form (a, '3, ') hat,
so folgt:

Jede reducirte Form (u, b, o) besitzt stets eine und nur eine
nach links benachbarte reducivte Form (a, 'b, ).

s
(118 T—t

§. 78.

Aus den soeben bewiesenen Sitzen iiher die nach rechts und
links benachbarten reducirten Formen ergiebt sich, dass man
simmtliche reducirte Formen einer positiven Determinante D in
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Perioden™) cintheilen kann, die auf folgende Weise zu bilden sind,
Man withle irgend eine reducirte Form g, und bilde die nach rechts
und links fortgesetzte Reihe ;

e Py, @y, Pos Piy Pyoenn
der successiven nach rechts und nach links henachbarten redu-
cirten Formen, welche durch dus eine Glied ¢, vollstiindig be-
stimmt sind. Da es nur cine endliche Anzahl von reducirten
Formen der Determinante D giebt, und die ersten Coefficienten
sweier auf einander folgenden Formen stets entgegengesetazte
Zeichen haben, so muss einmal auf eine Form @y dieser Reihe nach
einer geraden Anzahl 2% von Gliedern eine mit Pu identische
Torm @, 42, folgen; und da eine Form Py oder @y 4o, nur eine
einzige nach rechts, und nur eine einzige nach links benachbarte
reducirte Form besitzt, so miissen auch die beiden Formen Put1
und @+ 1424, €benso die beiden Formen Qu—1 und @u_y 4., und
also auch allgemein je zwei Formen dieser Reihe identisch sein,
deren Indices dieselbe Differenz 2» haben, In der ganzen Reihe
sind daher hochstens 2» verschiedene Formen

Pas @1y Pa -« - Pan—2, Pay—1;

und diese werden in der That alle von einander verschieden sein,
wenn keine der Formen ¢,, @, ... @s,_, mit @, identisch ist;
denn wiren @, und @, 9, zwei identische Formen, so miisste
auch @,,, mit @, identisch sein. Nehmen wir also an, dass 2n
die Anzahl der wirklich verschiedenen Formen dieser Reihe ist,
50 besteht dieselbe aus einer nach beiden Seiten sich unendlich oft
periodisch wiederholenden Folge dieser 29 Formen; je zwei Formen
9y und @, deren Indices eine durch 2# theilbare Differenz u—v
haben, sind identisch; und umgekehrt, sind die Formen @y und
py identisch, so ist p = v (mod. 2x). !

Es kann nun sein, dass diese 22 Formen alle reducirten For-
men der Determinante D erschopfen; aber es ist auch moglich,
dass ausser ihnen noch andere reducirte Formen derselben Deter-
minante existiren. Im letzteren Fall sei P, eine solche, in der obi-
gen Periode nicht enthaltene reducirte Form, so entspricht ihr
¢henso eine Periode von 22 unter einander verschiedenen Formen

Yoy Y15 Pa .. Yay—9, Pam—1;

alle diese Formen der zweiten Periode werden auch von denen der

*) Gauss: D. A. art. 186.
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ersten verschieden sein; denn besiissen beide Perioden eine ge-
meinschaftliche Form, so wiiren beide Reihen vollstindig identisch,
da von dieser gemeinschaftlichen Form aus die Reihe nur auf eine
einzige Weise nach rechts und links fortgesetzt werden kann.

In derselben Weise kann man fortfahren, bis endlich alle re-
ducirten Formen in verschiedene Perioden eingetheilt sind; die
Anzahl der Perioden ist nothwendig eine endliche; die Anzahl der
Glieder kann in verschiedenen Perioden verschieden sein, jeden-
falls ist sie stets gerade®).

*) Von besonderem Interesse sind noch folgende Bemerkungen (Gauss:
D. A. artt. 187, 194). Wenn (a, b, c) eine reducirte Form ist, so gilt Das.
selbe von ihrem Gefiihrten (¢, b, @) (§.74); sind die Perioden dieser beiden
Formen entwickelt, und die beiden Formen selbst nach den Plitzen, welche
sie in diesen Perioden einmehmen, mit ¢y und 1, bezeichnet, so leuchtet
ein, dass auch gu 41 und gy —1, allgemeiner je zwei Formen g+ 4 und yi—;
Gefiihrten sind, wo % jede beliehige ganze Zahl #edeutet. Hieraus
geht hervor, dass beide Perioden aus gleich vielen Gliedern hestehen
werden.

Es ist nun moglich, dass beide Perioden identisch sind, dass also
selbst ein Glied in der Periode der Form ¢y ist; und dann wird offenbar
der Gefihrte einer jeden Form dieser Periode ein Glied derselben Periode

" gein. Ist nun gy der Gefihrte von g, so ist, weil die dusseren Coefficienten
einer reducirten Form entgegengesetzte Vorzeichen, und ansserdem die ersten
Coefficienten der auf einander folgenden Formen abwechselnde Vorzeichen
haben, nothwendig 7 ungerade =2m—1; da nun ¢, und gam—1 Gefahrten
sind, so gilt Dasselbe von ¢z und gam—1—n, also auch von gm und @in—1,und
ebenso, wenn 27 die Anzahl der Glieder der Periode bedeutet, von gm4n
und gm—1—n = @m+n—1; bezeichnet man daher irgend eine der beiden For-
men gm oder gu+n mit (4, B, C), so ist die ihr nach links benachbarte
Form identisch mit (¢, B, 4), und folglich ist 2B = 0 (mod. 4), d. h.
gm und gy 40 sind ambige Formen; und sie sind verschieden, weil m nicht
= m+-n (mod. 2n) ist.

Umgekehrt, ist in einer Periode eine ambige Form (4, B, €) enthalten,
s0 ist ihr linker Nachbar ihr Gefihrte (€, B, ), und folglich findet sich in
derselben Periode noch cine zweite ambige Form. Ausser diesen beiden
ambigen Formen gm und @u+» giebt es aber keine andere ambige Form in
derselben Periode; denn, wenn gs eine ambige Form ist, so sind ¢gs—1 und
s, und folglich auch gas—1 und g, Gefihrten; mithin ist gas—1 identiseh
mit pem—1, folglich 25 = 2m (mod. 22), also s = m, oder s = m + 1
(mod. 2n).

Dieser Fall kann offenbar nur bei der Periode einer solchen Form eit-
treten (§§. 56, 58), welche ihrem Gefihrten eigentlich und folglich sich selbst
uneigentlich iquivalent ist, d. h. nur dann, wenn die Form einer sogenannten
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Beispiel 1: Wir haben (§. 75) das System der reducirten
Formen fiir die Determinante D = 13 aufgestellt; nehmen wir
2 B. fiir @, die Form (3, 1, —4), so erbalten wir folgende Periode
von zehn Formen

Py = (37 1, —4); ¢y =(—43,1);
o = (L 3 —4); gy =(—413);
Pe= (3,2, —3); g5 =(—3 1,4);
P — (4% 3’ _‘1); P7 = (_lw 37 4);
9y = (4 1, —38); @y =(—3,2,3).

Diese Rechnung geschieht am einfachsten auf folgende Art;
um aus der reducirten Form (a, b, «’) die ihr nach rechts benach-
harte reducirte Form («', %', ") zu finden, braucht man nur ihren
mittleren Coefficienten ' zu suchen, welcher durch die Bedingung
I =—b—a'0 =—10 (mod. ¢) und die Nebenbedingungen

A+l—()ZV <4
stets vollstindig bestimmt ist und durch den blossen Anblick der
Form sogleich erkannt wird. In unserem Fall ist 4 = 3; man
findet daher den mittleren Coefficienten &’ der Form ¢, durch die
Bedingungen
' =—1 (mod. 4), 00 <3,

niimlich = 3. Und nachdem so 4’ und 0 = 1 gefunden sind,
ergiebt sich

=a+{b—0)0,

o' — -7 D
a

also in unserem Fall ¢ — 1. In derselben Weise ist fortzufahren,

bis die erste Form g, sich reproducirt; in unserem Beispiel wird

der mittlere Coefficient von ¢, dadurch bestimmt, dass er =—2

(mod. 3) scin, und ausserdem nicht ausserhalb der Grenzen 1 und

3 liegen muss, woraus folgt, dass er = 1 ist; also wird ¢, iden-
tisch mit ¢,.

Die so gefundenen zehn urspriinglichen Formen der ersten

Art erschipfen aber moch nicht alle reducirten Formen der De-

ambigen Classe angehort. Dass umgekehrt jedes Mal, wenn diese Bedingung
erfill ist, die Periode der Form auch ihren Gefihrten und folglich zwei
amhige Formen enthalten muss, ist eine unmittelbare Folge des weiter unten
(§.82) bewiesenen Hauptsatzes dieser ganzen Theorie. — Man vergleiche die
Beispiele im Text.
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terminante 13; es bleiben noch zwei urspriingliche Formen dey -

zweiten Art iibrig
Yo = (2,3, —2), ¥ =(—23,2),
welche offenbar noch eine zweite Periode bilden,
Beispiel 2: Fir D = 19 erhalten wir folgende zwei Perioden
jede von sechs Gliedern:
@ = (3,2 —5); ¢ =(—53,2)

)

Ps = (27 3, — 5); P3 — (— 5, 2, 'D')

Py = (37 Ay 1); Q5 — (— 1, 4, 3)
und

Yo =(—3, 2,5);. ¥ = (5,8 —2)

Py = (— 2, 3,5); ¥3=(5, 2, —3)

Py =(—3,41); ¥ = (1,4, —3).

jede von zwei Gliedern:
@0 =( 1,5, —10), ¢, = (—10,5, 1)
Py = (101 5 — 1)1 P = (7 1; 5, 10)
x0=(2151_5)7 Zl:(_ 5,5, 2)
8y = (5,5 — 2), 6,=(— 25, 5)
Beispiel 4: Die 32 reducirten Formen der Determinante
D = 79 zerfallen in vier Perioden von je sechs Gliedern und zwei
Perioden von je vier Gliedern; eine der sechsgliedrigen Perioden
ist folgende:

@ = (7,3, —10); @ = (—10, 7, 3)
Py — (37 8, — 5); Py — (_‘ 5, 7, 6)
‘p%:(ﬁv 5, — 9); 97'1:(— 9, 4, 7);
aus ihr entstehen die drei anderen durch Vertauschung der fusseren
Coefficienten (womit die Vertauschung von rechts nach links in der
Folge der Glieder verbunden ist), ferner durch Verwandlung der
Vorzeichen der Husseren Coefficienten in die entgegengesetaten.
Eine der beiden viergliedrigen Perioden ist

Yo =(L, 8 —15); ¥ =(—157,2)

Py = (2, T, —18); W3 = (=15, 8, 1);
aus ihr entsteht die andere durch die Zeicheninderung der ius-
seren Coefficienten,
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§ 79.

Die vorhergehenden Untersuchungen iiber die Perioden der
reducirten Formen von positiver Determinante stchen in der eng-
sten Beziehung zu der Entwicklung der Wurzeln dieser Formen in
Kettenbriiche. Nehmen wir fiir die Anfangsform ¢, einer Periode
immer eine solche, deren erster Coefficient positiv ist, so ist auch
ihve erste Wwrzel @, positiv. Wir bezeichnen mit o, die erste
Wurzel der Form ¢, mit 0y den vierten Coefficienten der Sub-

stitution
( 0, +1
=ia )
durch welche Pu in die nach rechts benachbarte Form @41 iber-
geht, und endlich mit I"‘H den absoluten Werth von 6#' Da (nach
§.77) der Coefficient 8, seinem Zeichen nach mit @, iibereinstimmt,
und dem absoluten Werth nach die grisste in dem absoluten Werth
von @, enthaltene ganze Zahl ist, und da die Wurzeln ey, @y, o . . .
abwechselnd positiv und negativ sind, ‘so ist (— 1)@, stets positiy,
und folglich !
k‘u = (=1 a‘y;

zwischen den successiven Wurzeln @y Oy 11 - - - bestehen aber fol-
gende Relationen (§. 77): ;
® ) 1oy ® L
— 8, — 1= i e
Iz  Seapia gl i ©pio

multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit + 1, ¢ 1
w8 w. der Art, dass die linke Seite stets positiv wird, so er-
hillt man

1 =L 1l
S e e e

und hieraus ergiebt sich fiir den positiven irrationalen unechten
Bruch (— 1)%e,, der folgende unendliche Kettenbruch (§. 23):

(= 1)‘““’# = (kus vy Buya - - ). 3
Offenbar ist dieser Kettenbruch periodisch; denn besteht die Pe-
tiode der reducirten Formen @ aus 2x Gliedern, so ist 6#4_2,,:-_6#
und also auch by 20 = ly; es wiederholt sich daher die Reihe der
Zahlen : immer nach hchstens 2n Gliedern von Neuem.
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Beispiel 1: Nehmen wir D = 13, so haben wir, um die erste
Wurzel @, der Form g, = (3, 1, —4) in einen Kettenbruch z
entwickeln, ihre Periode aufzustellen (§. 78):

Py =— (37 1, _4); @) = ("4’ 3, 1)
@y = (1, 3 —4); gy —=(—4 1, 3)
Py = (37 2, —3); 19— (”— 31 1,d)
o= (43 —1); ¢ =(=134)
@5 = (41, —38); @y =(—3,23);

die s1tcéessiven Werthe der Substitutionscoefficienten ¢ sind fol-.

gende:
0o=+41, 6 =—6, & =+1, &=—1, &=+1,
0y =—1, 0g=+46, & =—1, 6=+1, & =—1;

daraus ergeben sich die absoluten Werthe
kn:I, k'l:G, IG.;:I, 70321, 7{4:1,
leie—=rlos et —60 =l il i oy — 1
Tlier zeigt sich die eigenthiimliche Erscheinung, dass die Periode
des Kettenbruchs nur aus fiinf Gliedern besteht, withrend die Pe-
riode der Formen doppelt so viele Glieder enthiilt; wir werden
spiiter (§. 83) darauf zuriickkommen, Die gesuchte Kettenbruch-
Entwicklung ergiebt sich hieraus als die folgende:

@:a, L R LA )

Ebenso liefern die beiden anderen reducirten Formen derselben

Determinante D = 13, némlich
Po= (2,8, —2), ¥ =(—23,2)
folgende Werthe
0y —=+3, 8 =—3,

also
Ky =3; k=3
und folglich
34+ V13
-—+2—=(3; Sl

auch hier ist die Periode des Kettenbruchs nur halb so gross wie
die der reducirten Formen.
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Beispiel 2: Fiir D = 19 giebt die sechsgliedrige Formen-
periode :
9o =(3 2 —5); ¢ =(—5,32)
P = (2,3, —b); @3 =(—5,2,3)
o= (3,4 —1); 9 =(—1413)
die Zahlen

h=+1L 8 =—38 h=+1 06=—2 0 =+80=—2;
=l o —— 13 S =SS e o f— 8 oo i =125
also

9 C

2%\/13:(1,3,1,2,8,2;.”)

Beispiel 3: Fir D = 79 giebt die sechsgliedrige Periode
g0 = (7,3, —10); @ =(—10,7,3)
9= (3,8 — 5); py=(— 5106)
9y =(6,5, — 9); @ = (— 94,7
die Zahlen
=410 =—>5 06,=+38 8 =—2 0, =+1, 6 =—1;

e et i — Dot e ——JUBEs - — 0k — | S o il g
also entsteht die Entwicklung :

34+ V79

%:(1,5,3,2,1,1;...}

Ebenso liefert die viergliedrige Periode
Yo = (1, 8, —15); ¥ = (=15, 1, 2)
Yy = (2, T, —15); ¥y = (—15, 8, 1)
die Zahlen
O =+1,0 =—7,0,=+1,0 =—16
Ko =1, ki — Tyhs = 1, 5= 163
also den Kettenbruch

fs.il_.ﬁ—_—(l, 7, 1165 0)

Zu gleicher Zeit findet man natiirlich auch die Entwicklung der
Wurzeln der drei anderen Formen
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2% %ﬁ:_(z 16,10
74+ V7 ;
T‘— (151671771-")
i ﬁ‘ﬁ? ey

durch einfache Verschiebung der Periode*),

§. 80.

Es bleibt nun noch die schwierigste Frage zu beantworten
iibrig, ndmlich die, .ob zwei reducirte Formen derselben Deter-
minante,  welche - verschiedenen Perioden angehoren, Aquivalent
sein kinnen oder nicht. Dazu miissen wir eine Digression ither
die Theorie der Kettenbriiche machen, in welcher wir einige weni-
ger bekannte Sitze iiber dieselben heweisen wollen,

Ein Kettenbruch (a, b, ¢, d . . .), dessen simmtliche Elemente
@ b, ¢, d ... positive ganze Zahlen sind (mit Ausnahme des ersten
a, fiir welches auch der Werth Null gestattet ist), soll im Folgen-
den ein regelimdissiger heissen; der Werth eines solchen endlichen
oder unendlichen Kettenbruchs ist bekanntlich stets positiv, und
umgekehrt ist bekannt, dass jeder positive Werth stets und nur
auf cine einzige Weise in einen regelmiissigen Kettenbruch
verwandelt werden kann. Sehr wichtig fiir unsere Zwecke ist
nun die Umwandlung eines wnregelmdssigen unendlichen Ketten-
bruchs

(70 B T ) R A VTR § s
dessen Elemente ganze Zahlen und zwar von einem bestimmten ?
- ab siimmtlich positive ganze Zahlen sind, in einen regelmiissigen,

*) Die Form (1, 0, — D) ist der reducirten Form 9o = (1, 4, 22—1D)
dquivalent; die letzte Form der entsprechenden Periode ist offenbar gas—1
= (#—D, & 1), und hieraus folgt eine Entwicklung von der Form

1

TD—h = (o v vo Fn—sy Tn—1, kn—s . .. Ky, 245 .. )
und
VD = (A5 kg o - Ton—a, Kty Tonma ot g ds e )

Eine iihnliche Entwicklung tritt jedes Mal anf, wenn in der Periode
zwei ambige Formen vorkommen (§. 78).
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" s wird sich zeigen, dass bei dieser Umwandlung alle Blemente

U v .. . von cimem bestimmten, in endlicher Entfernung liegenden,
Element w ab unverdndert bleiben, und dass dic Differenz zwischen
der Anzahl der gednderten wnd der Anzahl der sie ersetzenden
Elemente eine gerade oder wngerade Zahl ist, je nachdem der Werth
des ganzen Kettenbruchs positiv oder negativ ist.

Um dies zu heweisen, nehmen wir an, es sei » das letzte nicht
positive Element des Kettenbruchs, und wir setzen ausserdem zu-
niichst voraus, dass » nicht das erste Element des ganzen Ketten-
bruchs ist. Wir suchen nun die Unregelmiissigkeit des Kettenbruchs
von dieser iussersten Stelle » zu entfernen und um mindestens
eine Stelle weiter nach links zu driingen.

Hierzu brauchen wir offenbar nur den unendlichen Ketten-
bruch (w, », p, ¢ .. .) zu betrachten, den wir auch in endlicher
Form (w, v, p') oder (g, v, p, ¢) oder (g, v, p, g, ') w.s.w. schreiben
kinnen, wenn wir die unendlichen regelmiissigen Kettenbriiche

(D27 5 -ty (TS5 )y il is S e W
zr Abkiirzung mit ', ¢/, #/ w. 8. w. bezeichnen. Wir haben nun
folzende Fille zu unterscheiden.

1. Ist » = 0, so ist

(w0, p) = u+p' =#+1J+q—1,
oder also
(0, p, ¢) = (v +p. ¢);
es ist also die Unregelmiissigkeit von der Stelle v — 0 um min-
destens eine Stelle nach links gedriingt, und zugleich ist an Stelle
der abgeiinderten drei Elemente g, 0, p das einzige Element g |- »
getreten,

2. Ist » negativ = —n, und » > 1, so erhilt man mit Be-
nutzung der Identitiit

(.y! _h) == (y”— 1, 1, h_])
folgende successive Umformung:

1 i
e ) — T _—) = A ALE (e
(&, —m, p') = (u, n 4 p,> (u 11, —1 1,)
=@—11Ln—1,—p)
und hieraus durch nochmalige Anwendung derselben Tdentitit

(@, —m,p, ) = (v—1,1,n—2,1, p' —1)
= (ﬂ' =il lv n'— 21 p—1, q,)

Dirichlet, Zahlentheorie. 13
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An Stelle der drei abgeinderten Elemente w, — %, p sind die fiinf
Elemente p —1, 1, »— 2, 1, p—1 getreten, und von diesen ist
hichstens das erste negativ. Sollte ferner » — 2 oder p — 1, oder
sollten beide Zahlen = 0 sein, so wird man durch einmalige oder
zweimalige Anwendung der unter 1. aufgestellten Regel alle Ele-
mente, mit Ausnahme des ersten, in positive verwandeln; auch

dann wird der Unterschied zwischen der Anzahl der abgeiinderten,

und der Anzahl der dieselben ersetzenden Flemente eine gerade
Zahl bleiben, und die Unregelmiissigkeit ist mindestens um eine
Stelle nach links verschoben.

3. Ist » = —1, so ist die eben angegebene Regel nicht an-

wendbar; wenn gleichzeitig p > 1, so findet man
(.“‘7 =l b, (ll) = (H- —2, 1, p— 2, Q')i
sollte p = 2 sein, so hat man wieder nach der unter 1. aufge-
stellten Regel zu verfahren. TIst aber p — 1, so hilft diese Formel
Nichts; dann ist aber
(el ’l'):#—l—ql

und folglich

—=1%¢nrns)=E@-2—¢g1r—1s5);
und sollte # = 1 sein, so wiirde man wie in 1. verfahren.

Auf diese Weise ist in allen Fillen ohne Ausnahme die Un-
regelmissigkeit des Kettenbruchs von der Stelle » um mindestens
eine Stelle weiter nach links gedriingt, und zugleich ist dex Unter-
schied zwischen der Anzahl der abgefinderten und der Anzahl der
sie ersetzenden Elemente jedes Mal eine gerade Zahl. Durch
successive Anwendung desselben Verfahrens wird man daher den
urspriinglich gegebenen Kettenbruch

(on By v s o By Dy Gy st s b g 00 )
in einen anderen
(04 be ol or )

umformen kinnen, in welchem alle auf das erste folgenden Ele-
mente b, ¢ ... positive ganze Zahlen sind, welche von einer in
endlicher Entfernung liegenden Stelle % an mit den Elementen des
gegebenen Kettenhruchs iibereinstimmen; und zwar wird der Unter-
schied zwischen der Anzahl der abgelinderten Elemente

OB S g
und der Anzahl der sie ersetzenden Elemente

Quadratische Formen,
ol By s Bl
eine gerade Zahl sein, weil dasselbe hei jedem einzelnen Act
gesammten Umformung Statt findet.
HiRso M
Ist nun o pomtl\"oder = 0, s0 ist die Umformung vollendet

und der Werth des Kettenbruchs ist positiv; ist dagegen o
=—ua so ist der Kettenbruch negativ, und zwar

=—(@—1,1,b—1,¢...)
oder, wenn 6 = 1 sein sollte,

=—(o—=1¢ck1,d.: 2.
Bei diesem letzten Act ist die Anzahl der abgeiinderten Tlemente
um eine Einheit kleiner oder grosser als die Anzahl der sie er-

setzenden Elemente; und hiermit ist der letate Punct unserer
obigen Behauptung nachgewiesen,

195

der

?
negativ

§. 8l

.Wu' bediirfen zweitens fiir die Untersuchung der Aequivalenz
aweier Formen noch des folgenden Satzes:
Sind «, B, y, 0 vier ganze Zahlen, welche der Bedingung
ad—fy =1
geniigen, und deren erste ¢ von Null verschieden
awischen zwei Grissen o und 2 die Relation
a8
@ = v +

ot pe

ust; findet ferner

Statt, so kann man stets

o= @,\mn... »p,KR)
sctzen, wo die Anzahl der positiven ganzen Zahlen m, n . ., v eine

. ¥ o1 g ,e
g:fladeeat, ¥ und B' aber auch Null oder negative yanze Zahlen sein
Kinmen.
i Um diesen Satz zu beweisen, kinnen wir, ohne die Allgemein-
eit zur becintriichtigen, aunehmen, dass die von Null verschiedene
ganze {ahl @ positiv ist; denn sollte & negativ sein, so verwandele
man die Zeichen aller vier Zahlen @, #, ¥, 0 in die entgegen-
gesetzten, so bleibt die zwischen ihnen, und ebenso die zwischen o

c . >
ulnd u‘& hestehende Relation ungeiindert. Ist nun zuniichst o — 1,
4180 0 = By 41, 30 ist unmittelbar
13*
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oty L
W—W—y_}'l-kﬂﬂ_—(?’ﬂ’&)’

also ist in diesem Fall unser Satz richtig. Ist aber « > 1, so ent-
wickle man den Bruch y:e in den Kettenbrueh (3, m, 2 .. .1}
dessen Elemente simmtlich positive ganze Zahlen sind, mit Aus-
nahme des érsten ¢/, welches positiv, Null oder negativ sein wird,
je nachdem p positiv und grosser als ¢, oder positiv und kleiner
als «, oder endlich negativ ist.

Wir kinnen ferner voraussetzen, dass die Anzahl der positiven
Elemente m, n ... gerade ist; denn da bei der gewohnlichen
Methode, einen Bruch y:e in einen Kettenbruch zu verwandel,
das letzte Element » mindestens = 2 ist, so konnte man, wem
die Anzahl der Elemente ne, 2...r ungerade sein sollte, das letate
Element 7 in den Kettenbruch r — 1 -+ & verwandeln und also statt
des obigen Kettenbruchs den folgenden @, m,n...r—1,1)nek
men, in welchem die Anzahl der positiven Elementen,n...r—1,1
nun gerade ist. Bildet man nun nach der frither (§ 23) ange-
gehenen Methode die sogenannten Niiherungsbriiche,

1 [m]  [ymn] Whmn . .. g7]
1) o [ e ]
so erkennt man leicht, dass ihre Nenner simmtlich positiv sind.
Damals haben wir auch bewiesen, dass diese Briiche irreductibel
sind, und da der letste der obigen Briiche dem in Folge der Re-
lation @8 — By =1 ebenfalls irreductibeln Bruche 7 : ¢ gleich, und
o positiv ist, so muss
o=1[mmn...q¢rl

p=[phmn...q7]
sein, weil ein Bruch nur auf eine einzige Weise in die irreductibele
Form mit positivem Nenner gebracht werden kann. Da ferner die
Anzahl der Elemente ', m, n . .. g, r ungerade ist, so folgt aus
der damals aufgestellten Formel [§. 23, (9)], dass

[y g [ ooy r] = [y qyr] [y m Ialf=
oder also

alyymn...q—[mn...qdy=1

ist; vergleicht man dies mit der Relation wd — gy = 1, s0 exgiet
sich (ihnlich wie im §. 24), dass man

O =[y,mmn...q]4+pp

= [myn...ql+ap! !

d. h. w
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d=[smmn...qnfB]
B=[mmn...qnrB]

a__ U 4
5=\ mn...q0n)

also

setzen kann, wo ' eine ganze Zahl bedeutet )
Bildungsgesetz ist nun o/

o1
7 B, 2]

pF+OR = [y, mn..
et B =[mn...

und folglich, wie zu beweisen war,
O ==y o A B TS

7
(o2)
<)

Nachdem auch dieser zweite Punct aus der Theorie der Ketten-
briiche behandelt ist, schreiten wir zur definitiven Entscheidung
der Frage, ob zwei verschiedene Perioden von reducirten Formen
einer positiven Determinante fdquivalente Formen enthalten kinnen.
Es seien daher (a, b, ¢) und (4, B, ') zwei rveducirte (eigentlich)
dquivalente Formen; da alle Formen einer und derselben Periode
einander stets dquivalent sind, so konnen wir annehmen, dass die
ersten Coefficienten @, 4, und folglich auch die ersten Wurzeln
dieser heiden Formen positiv sind, weil im entgegengesetzten Fall
die unmittelbar benachbarten Formen diese Ligenschaft besitzen
wiirden. Bezeichnen wir (a, b, ¢) mit ¢, und (4, B, ¢) mit @,
und bilden wir fiir jede dieser beiden Formen (nach §. 78) die sie
enthaltende Periode, so erhalten wir dadurch fiir die ersten Wur-
zeln @, &, dieser beiden Formen die regelmiissigen Kettenbriiche

@y = (7;0, iy lon i 2D,
8¢ = (K, Ky, K5 . o)

Ist nun (% §) eine Substitution, durch welche @, in @, iibergeht,
80 besteht zwischen den ersten Wurzeln w,, £, die Relation

—_—

: *) Da die Briiche y:¢, g:e vesp. den Kettenbriichen (y, m . .. 1),
(8, r ... m) gleich sind, so sind y'y B die grissten in denselben enthalte-
nen ganzen Zahlen (im Sinne des §. 43),
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e )
s S atpRy’ 7
und ausserdem ist
Ma = ﬁ}) =]

Da ferner o nicht =0 sein kann, weil sonst 4=¢, also 4 negatiy
wiire, s0 kann man nach dem so eben bewiesenen Satze
. !
@ = (¢, mm...r, B Q)
und also auch
s
= (s my . .n, B Koy Ky K o))

setzen, und in diesem unendlichen Kettenbruch, welcher wenigstens
von der Stelle K, ab keine Unregelmiissigkeit enthiilt, ist die An-
zahl der Elemente p',m,n...7, ' eine gerade = 2¢. Ist B’ positiy,
8o ist, da @, > 1 ist, auch p' positiv, also der Bruch regelmiissig,
Ist aber B’ = 0 oder negativ, so forme man den Kettenbruch nach
den obigen Regeln (§. 80) in einen regelmiissigen um; nimmt man
@ hinreichend gross, so werden dic Elemente K, K,u+1 s el
dieser Umformung ungeiindert bleiben, und die Anzahl v der Ele-
mente, welche an die Stelle der vorhergehenden (2 g + u) Elemente

S e

Py . B Ky
treten, wird = g (mod. 2) sein (nach § 80), da der Werth des
ganzen Kettenhruchs positiv ist. Da nun w, nur auf eine einzige
Weise als ein regelmiissiger Kettenbruch dargestellt werden kann,
s0 miissen die Zahlen

-Z([lta K'ui»lw ]f‘uﬁ»:? ''''
resp. mit den Zahlen
]'4‘:'7 Z‘)/Jr[, ]J;/+21 s aes
identisch sein. Ist daher w & ein Multiplum von der Anzahl der
Formen, welche die Periode der Form @, hilden, und also eine

gerade Zahl, so ist auch v 4- I, eine gerade Zahl — 2, und die
Zahlen

Klu-Hn I(Lt+h+11 I{‘u+f;+2 (RO
stimmen mit den Zahlen
I KGR
und diese folglich mit den Zahlen J
Bamy bsmi1y Bampa oo
iiberein. Hieraus folgt unmittelbar
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-Qfo = (]l:‘}nn k?m+l e -) = gy,

und da durch -ihre erste Wurzel auch stets die Form vollstiindig
charakterisirt ist (§. 72), so schliessen wir hieraus, dass die Form
@, mit der Form ¢, identisch sein muss, dass also @, sich in der
aus @, entwickelten Periode befinden muss. Wir haben so folgen-
den Huauptsatz*) gewonnen:

Zuwei dquivalente reducirte Formen von positiver Determinante
gehiren einer wnd derselben Periode an; zwei veducivte Formen
kinnen wicht dquivalent sein, wenn sie verschiedenen LEerioden an-
gehiren. - v
Mit Hiilfe dieses Satzes ergiebt sich nun eine Methode, um
mu prifen, ob zwei gegebene Formen von gleicher positiver De-
terminante fquivalent sind oder nicht, Man suche (nach §. 76)
zu jeder der beiden Formen eine ihr dquivalente reducirte Form;
je nachdem die so gefundenen reducirten Formen derselben oder
verschiedenen Perioden angehdren, sind die gegebenen Formen
dquivalent, oder nicht fquivalent. Tm ersteren Fall ergiebt sich
offenbar zugleich eine Substitution, durch welche die eine Form in
die andere iibergeht (vergl. §. 66).

Beispicl: Die beiden gegebenen Formen seien (713, 60, 5)
ud (62, 95, 145), welche dieselbe Determinante 1) — 85 haben,

Die erste geht durch die Substitution (_ f *.5) in die reducirte Form

(3, 5, —2), die zweite durch die Substitution (72 £10) in die redu-
irte Form (— 2, 5, 5) tiber(§.76). Diese beiden reducirten Formen
gehiven aber derselben zweigliedrigen Periode (5,5, — 2), (— 2, 5, 5)
an, und zwar geht die erstere durch die Substitution (L&Y in die
lefztere ither. Mithin sind die heiden gegebenen Formen (713, 60,5)
und (62, 95, 145) dquivalent, und da (2% =%) die inverse Substi-
fution von (73 11) ist, so geht die erstere dieser beiden Formen
durch die Substitution (_% 1) e ilEl N = e
die letatere iiber.

§. 83.
: ;

Durch unsere letzten Untersuchungen ist das evste der heiden
1§59 aufgestellten Hauptprobleme auch fiir Formen von posttiver

*) Gauss: D. A, art. 193,

>
¥y LA A A A

e
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Determinante gelost; das zweite haben wir in § 62 auf die Auf-
losung der unbestimmten Gleichung

t2— Du? = 62

zuriickgefiihrt, und es bleibt daher, um in der Theorie der Formen
yon positiver Determinante zu demselben Abschluss zu kommen,
wie frither fiir negative Determinanten, nur noch iibrig, diese
Gleichung fiir jeden positiven (nicht quadratischen) Werth der
Determinante D vollstindig aufzulosen,  Fermat hat diese Glei-
chung den Mathematikern zuerst vorgelegt, worauf ihre Losung
von dem Englinder Pell angegeben wurde; allein obwohl seine
Methode die Lisung in jedem Fall wirklich giebt, so lag doch in
ihr nicht der Nachweis, dass sie immer zum Ziele fithren muss,
und dass die Gleichung ausser der evidenten Losung ¢t = + g,
w = 0 noch andere Losungen besitzt. Diese Liicke ist erst von
Lagrange*) ausgefiillt, und hierin besteht wohl eine der bedeutend-
sten Leistungen des grossen Mathematikers auf dem Gebiete der
Zahlentheorie, da die von ihm zu diesem Zweck eingefiihrten Prin-
cipien in hohem Grade der Verallgemeinerung fihig und deshalb
auch auf dhnliche hohere Probleme anwendbar sind **).

Wir schlagen hier einen ganz anderen Weg ein, der sich den
zunéichst vorangehenden Untersuchungen unmittelbar anschliesst.
Der Zusammenhang zwischen der obigen unbestimmten Gleichung
und dem zweiten Hauptproblem in der Theorie der Aequivalenz
war folgender. Ist (a, b, ¢) eine Form von der Determinante D
und vom Theiler 6, und ist (§ §) irgend eine eigentliche Substitu-
tion, durch welche (a, b, ¢) in sich selbst iibergeht, so ist stets

*) Solution d'un Probleme @ Arithmétique, Miscellanea Taurinensia,
Tom. IV. ((Buvres de Lagrange, publ. par Serret, T. L. 1867. p. 669) —
Sur la solution des problemes indéterminés du second degré, Mém. de 'Ac.
de Berlin T. XXIIL (@uvres de L. T. IL 1868. p. 375.) — Additions aue
Flémens & Algebre par L. Fuler §§. 11, VIII. — Das Verdienst, die tiefe
Bedeutung der Pell’schen Gleichung fiir die allgemeine Aufldsung der unbe-
stimmten Gleichungen zweiten Grades zuerst dargethan zu haben, gebiihrt
Fuler; man vergl.: De solutione problematuwin Diophanteorum per numeros
integros, Comm. Petrop. VI. p. 175. De resolutione formularum quodrt:
ticarum indeterminatarum per numeros integros, Nov. Comm. Petrop. X
p. 8. De usu novi algorithmi in problemate Pelliano solvendo, Nov. Comm:
Petrop. XI. p. 28. Nova subsidia pro resolutione formulae axa 1=l
Opusc. anal. 1. p. 310. — Man vergleiche ferner Gauss: D. A. artt. 197— 202

#¥) Siehe Supplement VIIL.
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t—bu cu auw o t+bu
0 = T f=—— 7= TG 0 —2
wo £, u zwei der Gleichung
— Du? = o2

seniigende ganze Zahlen bedeuten; und umgekehrt, jeder Li-
sung £, w der unbestimmten Gleichung entspricht durch die vor-
stehenden Formeln eine Substitution (% §), durch welche die Form
(1, b, ¢) in sich selbst fibergeht. Wir haben nun durch die letzten
Untersuchungen, wie sich gleich zeigen wird, ein Mittel gewonnen,
alle Transformationen (% /) einer reducirten Form von positiver
Determinante D in sich selbst direct zu finden, und folglich- kinnen
wir hieraus auch alle Lisungen 1, o der unbestimmten Gleichung
ableiten.  Wir schicken der Ausfithrung dieser Untersuchung noch
eine Bemerkung iitber die Perioden der reducirten Formen voraus.
Wir wissen, dass die Reihe der positiven Zahlen %, welche die
Flemente des Kettenbruchs bilden, in den die erste Wurzel e,
einer reducirten Form ¢, entwickelt wird, eine gerade Anzahl von
Gliedern
o RSt T

enthiilt, nach welchen dieselben Glieder periodisch wiederkehnen;
und zwar ist diese Anzahl 2% die der reducirten Formen, welche
mit @, in einer Periode enthalten sind. Wir haben aber oben
(§ 79) an einzelnen Beispielen geschen, dass die Zahlen % aus
Kleineren Perioden hestehen kinnen; wir fanden z. B. aus der zehn-

Koy

gliedrigen Formenperiode der Determinante D = 13 folgende
Zahlen:
h=+1 0 =—6 &h=+1 &=—1 d=-11
=1, 0= 16 0= —1, 0= +1 "0y=—1;
und also

Fogi =1y k= 6y =1 e =1,
und hierauf wiederholt sich schon dieselbe Reihe
\
i et Al S W e e e
Es ist nun wichtig zu untersuchen, wann dies eintreten kann,
Es sei daher 272 die Gliederanzahl der Formenperiode und m die
Gliederanzahl irgend einer Periode in der Reihe der Zahlen F,
Dann ist, indem wir die fritheren Bezeichnungen fiir die Formen
und ihre ersten Wurzeln beibehalten, wenn e gerade ist,

Byl
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=il =k k&5
und folglich @, = @,, und also auch g, identisch mit @, und
daher nothwendig s ein Multiplum von 24; es existirt also jeden-
falls keine kleinere Periode von gerader Gliederanzahl als die der
ganzen Formenperiode entsprechende.  Ist dagegen m ungerade,
50 ist 2m ebenfalls die Gliederanzahl einer Periode in der Reihe
der Zahlen £, und folglich ist nach dem ebhen Bewiesenen 2 ein
Multiplum von 2n, also s mindestens = #n; der Fall, dass die
Periode der Zahlen % kiirzer ist als die aus 2 Gliedern heste-
hende Periode der Formen, kann also nur dann eintreten, wemn
n eine ungerade Zahl ist, indem dann, wie wir ja auch an dem
obigen Beispiel schen, die Periode der Zahlen /: aus 2 Gliedem

bestehen kann; es ist dann @, = — w,, und also ¢, = — ¢, b=y,
@, = — . Doch muss man sich hiiten zu glauben, dass diese

Erscheinung jedesmal wirklich eintreten muss, wenn » ungerade
ist; denn wir haben nur gezeigt, dass sie in diesem Fall allein
eintreten kann. Fiir D=19 zB. sind die beiden Formenperioden
sechsgliedrig (§. 79), also ist » — 3; aber die Perioden der Zahlen
k sind nicht dreigliedrig, sondern sechsgliedrig ).

Um nun die unbestimmte Gleichung 2 — Du? = 62 zu lésen,

*) Die Erscheinung, dass die Kettenbruch-Entwicklung nur halb so lang
ist, als die Periode der Form, wird, wie oben gezeigt ist, nur dann ein-
treten, wenn die Formen (a, 0, ¢) und (—a, b, —¢) iquivalent sind, und
man erkennt leicht (aus §. 82), dass sie dann auch stets eintrefen muss.
Fihrt man nun die Untersuchung iiber die Aequivalenz dieser beiden
Formen genau ebenso durch wie in §. 62, so erhilt man das Resultat: Die
Coefficienten einer jeden Substitution (;;’ fé), durch welche cine Form (a,b,0)
von der Determinante D und vom Theiler ¢ in - die Form (— a, b, — ¢
ibergeht, sind in den Formeln
—tw ' L oau *_t—l;hu )

= 5 == 5 —

[ G

enthalten, wo f, w zwei ganze Zahlen bedeuten, welche der unbestimmten
Gleichung

3 12— Du? =—o2 ()
Geniige leisten; und umgekehrt, giebt es zwei solche ganze Zahlen ¢, u, 50
liefern jene Formeln (I) stets eine Substitution von der angegebenen Be-
schaffenheit. Die erwiihnte Erscheinung wird daher stets und nur dann auf-
treten, wenn die Gleichung (IT) amdglich ist; tritt sie daher in der Periode
irgend einer Form auf, so wird sie auch in allen Perioden derjenigen For-
men auftreten, welche zu derselben Ordnung gehéren (§. 61); ist ferner die
Gleichung #2 — Du? = —1 moglich, so wird sie bei allen Perioden dieser
Determinante D auftreten, Dies ist z B. stets der Fall, wenn D = p2stl
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in welcher D eine heliebige nicht quadratische positive Zahl, und
entweder ) = 0 (mod. 62), oder 4 D= 6? (mod. 4 ¢2) ist, nehmen
wir eine belichige reducirte Form (a, b, ¢) von der Determinante
D und vom Theiler 6. (Dass eine solche stets existirt, leuchtet
aus §§. 61, 76 unmittelbar ein.) Wir nehmen ferner, was stets ge-
stattet ist, @ positiv, und folglich ¢ negativ an; dann ist die erste
Wurzel @ dieser Form positiv, und folglich
© = (koy Ty - .. Bapu-2, konn—1, @),

wo 2a die Gliederanzahl der Formenperiode, und A eine helichige
positive ganze Zahl ist. Setzt man nun ;

0 :
%: (kos by oo Bann—s); = (Fos Ty v - Bann—i)
d. h. (nach §. 23)

ud p eine positive Primzahl = 1 (mod. 4) ist; denn sind 7', U die Flein-
sten positiven Zahlen, welche der Gleichung 72— DU? =41 geniigen
(§. 84), s0 ist 7" ungerade, U gerade, und

o T 2
I'—1 4 jl D U) :

9/

> =
da die beiden I'actoven linker Hand relative Primzahlen sind, so ist einer
und nur einer von ihnen durch D theilbar; wire nun 7'—1 — 2 Df2,
T'+1=2¢2 U=2fg, so wire )2—Df? =41, und f < U, gegen
die Voraussetzung; es muss daher 7'—1=22 T} 1=2 Dyg? U=2fy,
und also f2— Dg? =—1 sein, w. z b. w. Zugleich leuchtet ein, dass
T+UVD = (f+ g VD) ist, was nur cin specieller Fall eines allgemei-
neren Satzes ist.

Besonders interessante Resultate erbiilt man, wenn man, falls die Glei-
chung (II) méglich ist, die Perioden von ambigen Formen betvachtet (§. 78).
Um uns auf den einfachsten Fall zn beschriinken, nehmen wir an, die Glei-
chung * — Du—=—1 sei méglich; ist nun 4 die grisstein VD enthaltene
gauze Zahl, also ¢y = (1, 4, 22— D) eine reducirte und zugleich ambige
Form, deren Periode 22 Glieder enthilt (8- 79), so ist 5 ungerade —2m - 1;
da feruer fir jeden Index h gleichzeitig

Pr = (@, b, ), p2n—1—n = (¢, b, @), Prgn = (—a, b, —¢)
ist, 5o folgt, dass gm — (a, b, —a), p3my1=(—a, b, a), also D=a2}- b2
ist, wo « ungerade und relative Primzahl zu b ist, weil ¢, eine urspriing-
liche Form der ersten Art ist. Da wir vorhin gesehen haben, dass dieser
Fall stets cintritt, wenn D eine Primzahl = 1 (mod. 4) ist, so liegt hierin
¢in neuer Beweis des Fermat’schen Satzes (§. 68), und zugleich eine directe
Methode, die Zerlegung eciner solchen Primzahl D in zwei Quadrate aus der
Eutwicklung von VD in einen Kettenbruch abzuleiten (vergl. Gauss: D. A,
art. 265; Legendre: Théorie des Nombres 3me éd. Tom. 1. §. VIL (52)). Dies
Resultat steht in der engsten Beziehung zu der biquadratischen Hiilfs-
gleichung, welche bei der Theilung des Kreises in D gleiche Theile auftritt.
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o == [l Sasdianpeals b= ki 2uibain e, Banway]s
p=[kos T o i Bann—sl], 0 = [koy Ko
so ist nach den schon 6fter benutzten Sitzen «d — fy — 1 und -
o+ o = [%4 . kann—2, konn—1, ©]
p+ 00 = [k, ki-..FKkinu—oy Kapn—1, @]
und folglich
Z___i g‘: = (ko, By .-
woraus unmittelbar folgt (§. 73), dass die Form (a, &,
Substitution (§ ) in sich selbst iibergeht.

Setzt man daher fir 4 der Reihe nach alle positiven ganzen
Zahlen 1,2, 3 ..., so erhilt man durch die Zihler und Nenner
der Nitherungsbriiche vom Range 2/hn — 1 und 2 /in jedesmal eine
entsprechende Transformation (§: ) der Form (a, b, ¢) in sich selbst
(wenn n =1 ist und s = 1 genommen wird, hat man « =1,
B =l y =ky 0 = koky - 1 zu setzen); die vier Coefficienten
o, B, p, 0 sind immer positiv, und da ausserdem mit wachsendem
auch nothwendig die Zihler und Nenner der Niherungshriiche
bestindig wachsen, so entsprechen zwei verschiedenen Werthen
von J, auch zwei verschiedene Substitutionen (% ).

Umgekehrt wollen wir nun zeigen, dass man auf diese Weise
ale die Transformationen (% {}) der Form (a, b, ¢) in sich selbst

Fanin—s, kﬂhn—l]y

ksan—sy Kinp—1, 0)= o,

¢) durch die

erhiilt, in denen die vier Coefficienten «, f, p, 8 sammtlich positiv |

sind. Denn es sei (§ §) eine solche Substitution, so ist (§. 73)
y+dw
ot fo’

ot + (o —d)o—y =0,
und zwar miissen dieser quadratischen Gleichung heide Wurzeln
der Gleichung geniigen. Da nun die eine zwischen 1 und -+ o,
die andere zwischen — 1 und 0 liegt, somuss die linke Seite dieser
Gleichung fiir @ =1 negativ, fiir @ = — 1 positiv ausfallen; hier-
aus folgt, dass

wd—pfy—1und 0 =

also auch

p+8>atp, B+o>aty
ist, wo die Ungleichheitszeichen die Gleichheit ausschliessen. Da
wir beweisen wollen, dass 7 : o und 8 : B zwei auf einander fol-
gende Niherungsbriiche eines regelmiissigen Kettenhruchs (fi, by )
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sind, so haben wir vor allem zu zeigen, -dass y = « und 0>y ist;
dies ergiebt sich in der That aus den vorstehenden Ungleichungen.
Wiire n(unh(h 0 ="y, so wiirde aus der zweiten Ungleichung ful%u]
dass o < f8 und (le() auch zz6 = ﬁy sein musste W@b.mi t

=7 { 9, WO g eine posmve ganze /Jahl bcde
der ersten Ungleichheit folgen, dass 0 > f | o,

ad—By > (B+17) o+ 0®

wiire; dies ist aber wieder unmoglich, da die linke Seite — 1, die
rechte aber mindestens — 3 ist, weil f, p, o positive ganze Zahlen
bedeuten; also ist in der That y = e.

Hieraus folgt nun weiter, dass man

Vo=
a_(y,vlz,..q,r)

setzen kann, wo die Elemente ¢/, m . . . ¢, » simmtlich positiv sind,
und zwar kann man es so einrichten, dass ihre Anzahl ungerade
ist, weil man eventuell wieder » in »—1 4 1 auflésen kann. Neh-
men wir ferner zuniichst an, dass & > 1 ist, so ist auch p > & und
y nicht theilbar durch «, und folglich enthiilt der Kettenbruch
mindestens drei Elemente. Bilden wir daher den unmittelbar vor-
ausgehenden Niherungshruch
% =(pymii. . q),

so folgt aus wp — fy == 1 und «d — By = 1, dass man wieder
f=f+uf’, 0 = ¢ yB' setzen kann, und hierin wird g’ eine
positive ganze Zahl sein. Wére nimlich ' = 0, so wire 0 = g,
und da ¢ gewiss < p ist, so wiire 0 < p, wihrend doch 0 > p
ist; wiive ferner ' negativ, so wire auch 0 negativ, gegen unsere
Voraussetzung, dass e, 8, p, 0 positive ganze Zahlen sind. Es
ist daher

%: @, mo g B

und folglich, #hnlich wie frither,

y+ da
)

Wo nun die Anzahl der positiven Elemente 3/, m . .

= (pym...qnr B a),

W=

. ¢+ ' gerade
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ist*). In dem hisher ausgeschlossenen Fall ¢ = 1 erhiilt man eip
ganz fihnliches Resultat, denn dann ist
ey (B
S (7, B; @).

Wir erhalten daher fiir @ stets einen regelmiissigen periodi-
schen Kettenbruch

w

adi— (i o o Bl s )

in welchem die Anzahl der Glieder ¢, m . . . q, », B’ eine gerade
ist.  Da nun ein Werth @ nur auf eine einzige Weise in einen
regelmiissigen Kettenbruch entwickelt werden kann, so miissen die
Zahlen o', m . . . der Reihe nach mit den Zahlen Ji, f, . . . iiberein-
stimmen; und da wir uns oben iiberzeugt haben, dass jede Periode
der Zahlen k, deren Gliederzahl gerade ist, entweder mit der Reihe
der den simmtlichen 27 Formen entsprechenden Zahlen % identisch
ist oder aus einer mehrmaligen Wiederholung dieser kleinsten Pe-
riode von gerader Gliederanzahl besteht, so ist also » — Eosn—ay
B' = kann—1, wo h irgend eine positive ganze Zahl bezeichnet, und
folglich
% = (Ko by« . ]':Elm~2)’ % = (ko Foy ... . Toopn_s) Bopn—1)

was zu beweisen war,

Nachdem wir gezeigt haben, wie wir alle aus vier positiven
Coefficienten bestehenden Transformationen der reducirten Form
(@, b, ¢) in sich selbst finden kémmen, deren erster Coefficient a
positiy ist, brauchen wir nur noch einen Blick anf die obigen
Formeln

cU aw

'3_‘ pol 5 ttbu

t—bu
S s TiE rmid )
[ G a

6 1
zu werfen, um sogleich zu erkennen, dass die hieraus resultirenden
Losungen ¢, « der unbestimmten Gleichung stets aus zwei po-
sitiven Zahlen t, u hestehen. Fiir « folgt dies aus der dritten For-
mel; da ferner, wie wir gesehen haben, 8 > p und y = o, also
0> a ist, so ergiebt sich, dass auch ¢ positiv ist. Das Umgekehrte
ist ebenfalls richtig; sind ¢, « zwei positive der unbestimmten Glei-

#*) Dasselbe ergiebt sich auch unmittelbar daraus, dass die grossten in
den Briichen y: ¢, f:« enthaltenen ganzen Zahlen ', # zufolge der obigen
Ungleichheiten positiv sind (vergl. §. 81).
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chung geniigende Zahlen, so besteht die aus denselben ahgeleitete

~ Substitution (56; {f) aus vier positiven Zahlen; denn da die Form

(a, b, ¢) veducirt, also b positiv, und der Annahme nach « positiv,
also ¢ negativ ist, so sind zunichst 3, p, o positiv; endlich ist
f2—b2u? = 6% —acu?® positiv, folglich hat ¢ —bw, also auch e,
dasselbe Zeichen wie ¢ 4 bu, nimlich das positive.

§. 84,

Wir kinnen daher behaupten, dass alle aus zwei positiven
Zahlen t, w bestehenden Liosungen — und auf diese kommt es
uns zuniichst allein an — durch die Kettenbruchentwicklung der
Wurzel @ der Form (a, b, ¢) gefunden werden, und zwar jede nur
ein einziges Mal. Aus dem Anblick der unbestimmten Gleichung
*— Du* = ¢* geht aber hervor, dass die zusammengehirigen
positiven Werthe ¢, u gleichzeitig wachsen und gleichzeitig abneh-
men; dasselbe folgt auch aus der Natur der Zihler und Nenner
der Niherungshriiche ; «, und folglich auch ¢, wird gleichzeitig mit
7, also auch mit der von uns mit / bezeichneten Zahl wachsen;
nehmen wir 4 = 1, so wird die entsprechende Lisung, die wir
it (7, U) bezeichnen wollen, aus den kleinsten Zahlen bestehen,
d b 7' wird die kleinste aller Zahlen ¢, und gleichzeitig wird U

die Kleinste aller Zahlen w sein (die Lisung ¢ = 6, u = 0 ge-

hiirt natiirlich nicht zu den positiven Lisungen). Diese kleinste
Lisung 7', U findet man daher schr leicht durch Entwicklung
einer Periode von reducirten Formen.

Beispiel 1: Nimmt man fiir die Determinante D — 79 die
reducirte Form (7, 8, — 10), welche natiirlich von der ersten Art
ist, 50 erhiilt man (§. 79)

bh=1 k=25 k=3 k=2 k=1
die successiven Niiherungsbriiche sind folgende:

16 19 a4 65 L7
B 5’ 16 371 53’ m:

Tgi="1%

aus den beiden letzten ergiebt sich daher die Substitution (,5‘;* o)
2 7

will man nur die kleinste Lisung der Gleichung 2 — Du?—= g2,
80 braucht man nur die Nenner der Niiherungshriiche bis g = 90,
oder die Ziihler derselben bis p = 63 zu bilden, so findet man



208 Vierter Abschnitt.

durch die Formeln 6 = — cw oder y6=—au diekleinste der Zahlen
w, nimlich U= 9, und hieraus das zugehdrige 7' = V(6? -+ D12
—80. Statt dessen findet man 7' auch durch die Formel a6 -5 U
oder 96 — b U.

Nimmt man die reducirte Form (1, 8, — 15), so findet man

folgende Zahlen (§. 79)
o = 1y iy = (Gl = iy —"163
also die Niherungsbriiche
1,8 9 s ilhg
ST R G
die beiden letzten liefern die Substitution (5 }%), und hieraus er-
giebt sich wieder U = 9, T'= 80, wie vorher.

Beispiel 2: Es sei D = 13 = 1 (mod. 4); um die kleinste
Auflosung der Gleichung £ — 13 u2=4 zu finden, nehmen wir die
reducirte Form (2, 3, —2), so ist (§ 79)

Tooi== 3s o8 —13"
die Naherungsbriiche sind also 2 und 1%; dadurch erhalten wir die
Substitution (} ,5) und hievaus U = 3, ' = 11.

§. 85.

Nachdem wir gezeigt haben, wie die kleinste positive Li-
sung (7, U) der unbestimmten Gleichung immer gefunden werden
kann, gehen wir dazu ither, alle anderen Losungen (¢, «) auf
diese eine zuriickzufithren. Der Bequemlichkeit halber wollen wir,
wenn ¢, u irgend zwei (positive oder negative) der Gleichung
# — Du? — 62 geniigende Zahlen sind, und VD stets positiv
genommen wird, die Ausdriicke

t+uVD t—uVD

G G

die zu dieser Losung (¢, ) gehorigen Factoren nennen und als
ersten und zuweiten Fuactor von einander unterscheiden; das Product
beider ist stets = 1; sie haben daher immer gleiche Zeichen, und
zwar das positive oder negative, je nachdem ¢ positiv oder negativ
ist; haben ferner ¢ und u gleiche Zeichen, so ist der erste Factor
numerisch grisser als der zweite, folglich ist dann der erste
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numerisch > 1, der zweite numerisch < 1; das Gegentheil findet
Statt, wenn ¢ und u entgegengesetzte Zeichen haben; und wenn
w=20 i§t, sind beide Factoren = + 1. Ist also z B. (f, u) eine
aus zwei positiven Zahlen bestehende Losung, so ist ihr erster
Factor ein positiver unechter Bruch; und umgekehrt, ist der erste
Factor cin positiver unechter Bruch, so sind beide Zahlen f. «
positiv. .

Sind (¢, w') und (¢, ") irgend zwei identische oder verschic-
dene Losungen, so kann man

'+w VD t"+u'VYD  t+uVD
6 G P [

setzen, wo (4, u) wieder eine Losung bedeutet. Denn entwickelt
man das Product links und trennt das Rationale vom Irrationalen
s0 findet man <
o t’ t”+D1‘,u” tl,lbll +/M’ltﬂ
T G Sl o i

¢

da ferner aus der obigen Gleichung unmittelbar durch Verwand-
lung von VD in — V D oder auch durch den hlossen Anblick der
Ausdriicke fiir #, u die andere Gleichung
#'—uw'VD ¢'—w'VD. t—uVD
G : G o G
folgt, so ergiebt sich durch Multiplication heider

t2— Du? = o2

o8 br.zmcht daher nur noch gezeigt zu werden, dass u eine ganze
Zahlist, weil dann aus der vorstehenden Gleichung von selbst folgt
dass t also auch ¢ eine ganze Zahl ist. Geht nun 62 in D, folgliuh’
auc.h n ¢, ¢"2 auf, so sind ¢/, ¢" theilbar durch 6, und folglich ist
u eme ganze Zahl; ist aber 4 D = g2 (mod. 462), so folgt (2 ¢')?
= (6u')? (mod. 4 62), hieraus 24’ = ou’, und ebenso 2t”b= ou”
(1310(.1. 20), folglich 2 (¢ u" + u't") = 2 6uw's" = 0 (mod. 26_)—' mit-
hin 15t w auch jetzt eine ganze Zahl, w. z b. w. :

Dieser Satz lisst sich ohne Weiteres auf beliebig viele Li-
sungen (¢, o), (", ), (¢, «") . . . ausdehnen: setzt man

Y+w VD "+ u'VD "4 u"Y D t+uV D

G G : G AT e

80 wird (¢, u) stets wieder eine ganzzahlige Losung sein. Be-

e : 3 i : S
hf%nl ferner alle jene Losungen aus zwei positiven Zahlen, so
Dirichlet, Zahlentheorie. 14
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sind alle Factoren linker Hand positive unechte Briiche; dasselbe
gilt also auch von dem ersten Factor der Auflosung (f, u), und
folglich sind ¢, w zwei positive Zahlen.

Setzen wir alle die einzelnen Losungen (¢, w'), (¢", u")...iden-
tisch mit der kleinsten positiven Lisung (7, U), so kinnen wir

T+ UYVDY _ tatuwVD

( 6 )“ o

setzen, wo m eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, und es
wird dann (t,, u,) jedesmal eine positive Losung werden; zu-
aleich leuchtet ein, dass mit wachsendem Exponenten » der Werth
dor linker Hand stehenden Potenz eines unechten Bruchs, und
folglich auch ¢, + u, V. D bestindig wiichst, so dass verschiedene
Worthe von # auch verschiedene Losungen (f,, u,) liefern; und
da die beiden Zahlen t,, u, entweder beide gleichzeitig wachsen,
oder beide gleichzeitig abnehmen, so tritt offenbar das erstere oder
letztere ein, je nachdem n wichst oder abnimmt.

Umgekehrt konnen wir zeigen, dass durch die vorstehende
Formel in der That jede positive Losung (¢, w) geliefert wird.
Denn wiire der erste Factor einer solchen Losung keine genaue
Potenz des ersten. Factors der kleinsten Losung (7, U), so miisste
er, da beide positive unechte Briiche sind, zwischen zwei successiven

Potenzen

(————T+ gV D)” und (T+ gv D)"“

des letzteren liegen, wo n mindestens = 1 ist. Dann wire also

t, 4w, VD t+uVD toLtu, VD T+ UVD
——————6 2 G < 5 D 5 ’

und folglich, wenn man
t+uVD ti—wVD t'+u' VD

[0 (7 ; G

<W+iVD<T+gVD

setzt,

3

i

os existirte daher eine positive Losung (¢, «), welche aus Klei-
neren Zahlen ¢/, o' hestinde, als die kleinste Losung (T, U); was

unmoglich ist.
Man findet daher alle aus zwei positiven Zahlen bestebenden

Losungen durch die Formeln
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Uy s il ],'" nn—1) .
f=gfrertslonn, |

|
Uy 1 jn = 72(“—-1) ( 9 y
I e ¢ n—2
G " [_11 L+*WJT"—JU:’.D+...}
wenn man der Reihe nach fiir » alle positiven ganzen Zahlen setzt
Da nun ferner en. setzt.

iy — 1{;" VD 10 (T— (?VD)"_ (T—}- §7VD>“"

ist, so ergiebt sich, dass durch die Formel

btwVD _ (T4 UYDY
=
.siimmtliche Losungen #,, u, gegeben sind, in welehen f, positiv
ist, wenn man fiir » alle ganzen positiven und ueqativonn Zahlen
slctzt, indem %_,— — wy, t_,= ¢, ist. Fiir » :kf) ergiebt sich
ferner f, — 4+ 6; u, = 0. Will man daher alle Lb'sutl’meu t, u
ohne Ausnahme in eine Formel zusammendriingen, so t’brzméht
man nur

G G

t+uVD i (T+ UVD)”
bait sgtzen, und hierin jedes der beiden Vorzeichen mit jedem ganz-
z:ﬁhhgenuExponcnten n zu combiniren. Dass auf diese Weise keine
Lgsung iibergangen, und jede nur- cinmal erzeugt wird, folgt un-
mittelbar daraus, dass unter den vier verschiedenen Losungen
(fv Zl)‘ (t» Vir u)1 (_ tw 14)- ('—' ti —H),
wenn ¢ nicht = 0 ist, immer eine und nur ei 1 positi
eir A ‘

e s ne aus zwei positiven
: P.hermit ist nun das zweite Hauptproblem der Lehre von der
/ eqmvalerx.lz a}lch fiir Formen von positiver Determinante vollstindig
;gelost.. .Wu' sind durch die vollstindige Auflosung der unbestimmt:
e}]t.Glelchu'ng t?— Dy? = 62 in den Stand gesetzt, alle Transfor-
?t lonen einer solc'hen Form in sich selbst, und folglich auch alle
13115101'1nat10nc11 einer Form in eine fiquivalente aus einer einzigen
;gctgu enen snlc}.xen Transformation zu finden (§§. 61, 62); mithin
nse (u%ch die Auigal?e, alle eigentlichen Darstellungen einer gegebe-
: nﬁ ahl durch eine gegebene Form von positiver Determinante
U finden, als vollstéindig gelost anzusehen ( §. 60).
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Bestimmung der Anzahl der Classen, in
welche die bindren quadratischen Formen
von gegebener Determinante zerfallen.

§. 86.

Wir schreiten nun, nachdem die elementaren Theile der
Theorie der quadratischen Formen behandelt sind, zu tieferen
Untersuchungen, und namentlich zur Bestimmaung der Classc{z-
anzahl der Formen won eincr gegebenen Determinamte™). Wit
heschriinken uns dabei auf wrsprimgliche Formen der ersten oder
cweiten Art (8 61), ferner, wenn die Determinante negativ st
aut die Formen mit positiven dusseren Cocfficienten, da die Classen-
anzahl der anderen Formen offenbar genau ebenso gross ist (§: fi4).
Unter diesen Beschriinkungen denken wir uns ein vollst%ind.lges
Formensystem S der aten Art fiir die Determinante D gebildet
(8 59). Zur Bestimmung der Anzahl der in diesem System §
enthaltenen Formen (a, b, ¢) fithrt die Betrachtung und genaue

*) G. Lejeune Divichlet: Recherches sur diverses applications de Tang:
lyse infinitéstmale & la théorie des nombres, Crelle’s Journal Bdde. 19, 21. —
Vergl. Gauss: D. A. Additam. ad art” 806. X, und die nachgelassencl
Abhandlungen: De nexu inter multitudinem classium in quas formae Ui
nariae secunds gradus distribuuntur earumque determinantent Gauss’ Werke
Bd. T1. 1863, — Vergl. ferner Hermite: Sur la théorie des formes quadrt-
tiques (Comptes rendus de PAc. de Paris, 3. novembre 1862).
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Definition aller durch sie darstellbaren Zahlen. Da durch eine
Form der zweiten Art nur gerade Zahlen dargestellt werden
kinnen, so bezeichnen wir, um heide Fille zusammenzufassen,
die darstellbaren Zahlen allgemein mit ¢m, und ausserdem
heschrinken wir uns auf die Betrachtung derjenigen, in welchen
m positiv, ungerade wnd relative Primzahl gegen die Determinante
D ist. Endlich beschrinken wir uns vorliufig noch auf eigentliche
Darstellungen, d. h. auf die Annahme, dass die beiden darstellen-
den Zahlen #, y relative Primzahlen sind (§. 60).

Um den Charakter dieser Zahlen m genau festzustellen, er-
innern wir uns, dass die Determinante 0 quadratischer Rest von
jeder davstellbaren Zahl am, d. h. dass die Congruenz

22 = D (mod. 6m)

miglich ist (§ 60). Es kionnen daher in der ungeraden Zahl m
nur solche Primzahlen f aufgehen, fir welche

)=

ist. Umgekehrt: enthélt m nur solche Primzahlen #, und ist die
Anzahl der verschiedenen unter ihnen = u (wo der Fall g = 0
nicht ausgeschlossen bleibt), so ist D quadratischer Rest von m,
also auch von am, und die obige Congruenz hat genau 2¢ incon-
gruente Wurzeln (§. 37). Ist n cin bestimmter Reprisentant einer
bestimmten dieser Wurzeln, so konnen wir 2 — D — 6?ml setzen,
wo I eine ganze Zahl bedeutet (denn wenn ¢ = 2, also D =1
(mod. 4) ist, so ist » ungerade, also n?— D durch ¢ = 4 thoil-
bar). Dann ist (6m, n, 61), weil m relative Primzahl zu 2 D, eine
wrsprimgliche Form der eten Art von der Determinante D und
folglich einer und nur einer in dem System S enthaltenen Form
iquivalent™). TIst (a, b, ¢) diese Form des Systems, so liefert nur
sie solche Darstellungen (z, y) der Zahl 6m, welche zu der durch
n repriisentivten Wurzel der obigen Congruenz gehoren, und zwar
ebenso viele verschiedene solche Darstellungen (z, y), als es Trans-
formationen @5 der Form (a, 0, ¢) in die Form (euz, n, 61), d. h.
chenso viele, als es Losungen (£, ) der unbestimmten Gleichung
#— Du? = 6? giebt (§§. 60, 61, 62). Den Complex aller dieser

*) Da der Coefficient om positiv ist, so gilt dies auch fiir den Fall, in
welchem D) negativ ist, und also S nur Formen mit positiven dusseren Coeffi-
cienten enthilt.
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Darstellungen der Zahl 6, welche zu einer und derselben durch
» reprisentirten Wurzel der obigen Congruenz gehoren, wollen wir
eine Gruppe von Darstellungen mennen. Den 2# incongruenten
Waurzeln dieser Congruenz entsprechen daher 24 solche Gruppen
von Darstellungen derselben Zahl 6 durch Formen des Systemes S,
und in jeder Gruppe sind ebenso viel Darstellungen enthalten, als
es Losungen der Gleichung 2 — Du? = 62 giebt.

Das System der Zahlen me ist nun also vollstindig definirf
durch die Bedingungen:

1. m st positiv;

2. m ist relative Primzahl gegen 2D ;

3. D st quadratischer Rest von m.

§ 8T:

Jetzt haben wir die Darstellungen von ém, welche einer und
derselben Gruppe angehiren, genauer zu betrachten.

Fiir den Tall einer negativen Determinante D ist die Anzahl
% der Lisungen (£, u) der unbestimmten Gleichung ¢* — Du?
— 62 endlich; dieselbe ist zugleich die Anzahl aller zu einer
Gruppe gehorenden Darstellungen einer jeden Zahl om; bedeutet
also w wieder die Anzahl der verschiedenen in m aufgehenden
Primzahlen f£, so ist 2¢ die Anzahl der Gruppen, deren jede x Dar-
stellungen enthilt, und folglich ist

o . 2

die Gesammtanzahl aller Darstellungen der Zahl 6 m; und hierin
ist (§. 62)

% = 2 im Allgemeinen;

# — 4, wenn D = —1,

#%=—6, wenn D ——3 und ¢ = 2
ist.

Fiir den Fall einer positiven Determinante D dagegen ist
die Anzahl der Losungen (¢, u) der unbestimmten Gleichung
12— Du? = 62, und folglich auch die Anzahl der in jeder der 2
Gruppen enthaltenen Darstellungen der Zahl e unendlich gross.
Wir gehen daher zuniichst darauf aus, durch neue Bedingungen
welche den darstellenden Zahlen , y aufzuerlegen sind, aus den
unendlich vielen in einer Gruppe enthaltenen Darstellungen stets
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cine einzige zu isoliren. Dazu betrachten wir die allgemeine Form
aller derselben Gruppe angehérenden Darstellungen (2, y) der
Zahl 6m. Ist wieder (a, b, ¢) die Form des Systems S, mit welcher
die Form (6m, n, 61) fiquivalent ist, und ist (f; /g) eine bestimmte
Transformation der ersteren Form in die letztere, so erhiilt man
(nach §. 61) aus dieser einen alle anderen durch die Zusammen-
setzung

(,/1» #) <m, (AL <loc+ wy, A —HLO‘)

v, 0/ \1, 0 vot+ oy, v+ 00

aller Substitutionen (% ‘é), durch welche (@, b, ¢) in sich selbst
iibergeht, mit dieser bestimmten Substitution (4 #). Da nun (nach
§ 60) jedesmal der erste und dritte Coefficient einer solchen Sub-
stitution eine zu der Wurzel » gehorende Darstellung liefern, und
da auch umgekehrt jede solche Darstellung (z, y) auf diese Weise,
und zwar nur ein einziges Mal erzeugt wird, so ist die allgemeine
Form aller dieser Darstellungen folgende:
= Ria+uwy, y=rva+oy;

da (o, p) selbst eine solche Darstellung ist, so kann man sagen,
dass diese beiden Gleichungen aus einer bestimmten Darstellung
(«, ) alle derselben Gruppe angehorenden Darstellungen (2, y)
finden lehren. Nun war aber (§. 62)

A:t—Glm’ 2_%’
@ t+ bu
‘1’:?" (D= P

wo (t, u) jede beliebige Losung der Gleichung 12— Du? — 6? be-
deutete; folglich erhalten wir

b U il s u
.n*ocE——(bu+cy)E, y_ygﬁ-(aa‘by)g.
Fir alle diese Werthe ist daher

az? 4 2bxy + cy? = om;
durch Multiplication mit dem ersten Coefficienten ergiebt sich wie
frither
cam = (az+ b+ VD)y) (ax+ (b — VD)y),
1'111(1 es tritt nun die hochst merkwiirdige Erscheinung auf, dass
jeder der beiden irrationalen Factoren rechter Hand eine geome-
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trische Reihe constituirt; setzt man nimlich die vorstehenden
Werthe von #, y ein, so ergiebt sich leicht

az + (b + YD)y = (aw - (b + VD)) ?.J”;ﬂ,
02+ (b — VD)y = (so+ 0— VD)) VL

wenn man also mit 7, U7 wie frither die kleinsten positiven Werthe
von {, u bezeichnet und zur Abkiirzung den positiven unechten
Bruch
T+UVD
[

b
setzt, so ist (nach §. 85)

ax+ b+ VD)yy =+ (ae+ b+ VD)y)or

ax 4 (b —VD)y == (ao + (b — VD)p) o=
wo n eine beliebige positive oder negative ganze Zahl oder Null
sein kann. Wir betrachten nur die erste dieser beiden Glei-
chungen, da aus ihr die zweite schon von selbst folgt. Ist nun 7
irgend ein von Null verschiedener reeller Zahlwerth, so leuchtet
ein, dass man das Vorzeichen der rechten Seite und den Fx-
ponenten 2 stets und nur auf eine einzige Weise so hestimmen
kann, dass der algebraische Werth von az + (b + V.D)y zwischen
den Grenzen f und k6 liegt; denn nachdem das Zeichen + so ge-
withlt ist, dass 4 (e~ (b + VD)yp) gleichstimmig mit % wird,
gieht es nur noch ein einziges Glied der geometrischen Reihe
zwischen den heidén vorgeschriebenen Grenzen, wenn man, um
fiir jeden Fall Unbestimmtheit zu vermeiden, die eine derselben,
7. B. k0, von dem Intervall ausschliesst. Durch diese Forderung
fiir den Werth von ez 4 (b4 VD)y ist dann aus der unend-
lichen Anzahl von Darstellungen (z, %) eine einzige vollstindig
isolirt. Es kommt jetzt nur noch darauf an, % zweckmissig zu
withlen.

Dazu konnen wir immer voraussetzen, dass die, eine ganze
Classe repriisentirende Form (a, b, ¢) des Systems S einen posi-
tiven ersten Coefficienten « hat; denn es giebt ja in jeder Classe
sogar reducirte Formen, welche diese Eigenschaft haben. Wir
machen daher von jetzt ab diese Voraussetzung iiber die Wahl
der in S enthaltenen Formen (fiir negative Determinanten haben
wir schon friiher dieselbe Forderung gemacht, um dort die eine
Hilfte aller Classen ganz yon der Betrachtung auszuschliessen)
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und miissen sie dann natiirlich fiir alles Folgende festhalten.
Dann withlen wir fir % die positive Quadratwurzel aus der posi-
tiven Zahl 6am, und erhalten so die Bedingunzen

Veam < az+ (b + VD)y < 6Veam,
durch welche aus allen, derselben Gruppe angehorigen Darstel-
lungen von 6m durch (a, b, ¢) eine einzige (=, y) isolirt wird. Sie
lassen sich, da ihre drei Glieder positiv sind, so umformen: qua-
drirt man, und bedenkt, dass

dam = (ez+ (b4 VD)y) (az + (b—VD)y)
ist, so erhdlt man durch Division
w+O—=VD)y < az4 O+ VD)y < 0? (az+ (b—VD)y);
durch Vergleichung der beiden ersten Glieder ergiebt sich, da V.
stets positiv genommen wird, die Bedingung
y=0;

die beiden letzten Glieder geben durch Division mit @ zuniichst

O—0-1) (az+by) > (0+6-1)y VD,
und wenn man @, §—! durch ihre Werthe

_T+UVD ., _T-UYD

f s
[ : G

ersetzt, so ergiebt sich
Uwz +by) > Ty.

Umgekehrt iiberzeugt man sich leicht, dass aus diesen beiden

Bedingungen
; y=0 Ulaz+by) > Ty

riickwiirts die obigen urspriinglichen Isolirungsbedingungen folgen.
Ausserde'm zeigh sich, was besonders zu hemerken ist, dass in
Tolge dieser heiden Bedingungen auch der Werth der Form
a? 4 21),::: ¥+ cy? von selbst positiv ausfillt; denn da 7> U VD
ist, so e}‘gleht sich durch Addition von 4 Uy V.D auf beiden Seiten
der zweiten Bedingung, dass die beiden Factoren

ar+ b+ VD)y, az+b—VD)y
positiv sind; mithin gilt dasselbe auch fir ihr Product 6am und

f?lgﬁch. da « positiv ist, auch fiir dic dargestellte Zahl g (fiir
Formen von negativer Determinante versteht sich dies von selbst,
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da wir nur solche betrachten, deren #Hussere Coefficienten posi-
tiv sind).

§. 88.

Mit Riicksicht auf diese letzte Bemerkung kinnen wir nun
das Vorhergehende in folgender Weise noch einmal zusammen-
fassen:

Bs sei 8 ein vollstindiges System wrsprimglicher Formen

(G N s A

der ofen Ant fiir eine gegebene Determinante D, mit positiven erstn
Cocfficienten a, & . . . Dann setze man in jede dicser Formen, 2. B.
(a, b, ¢), fiir dic Variabeln dlle ganzzahligen Werthenpaare a,
ein, welche folgenden Bedingungen gentigen:

ax?+2bay+ cy?
. 4
1L im Fall einer positiven Determinante D ist

y=0, Ulax+by) > Ty

wo T, U die Keinsten positiven, der Bedingung
72— DU? = ¢*
geniigenden ganzen Zohlen bedeuten ;

0L % und y sind relative Primzahlen su einander.

Auf diese Weise werden durch die Formen S alle diejenigen
ganzen Zahlen 6m wund nur solche dargestellt, welche folgenden
Bedingungen geniigen:

1. m ist positiv,

9. m ist rvelative Primzahl zu 2D,

3. D ist quadratischer Rest von m,
wnd dic Gesammtanzahl dieser Darstellungen einer jeden soldhan
Zahl am ist gleich

I ist velative Primzahl zu 2D;

Wit s Hs
wo w die Anzahl der in m aufgehenden verschicdenen Primzali
bedeutet, wilrend = von m unabhingiy ist, ndmlich
% = 1 fiir positive Determinanten D,
=4 fir D.=—1
= 6 fir D =—3 und 6 = 2,
= 2 in den dibrigen Fillen.

Jen
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Dasselbe System der unendlich vielen Zahlen m kann daher
auf doppelte Art erzeugt werden, erstens durch Zusammensetzung
aus den Primzahlen #, von welchen D quadratischer Rest ist, und
aweitens durch die Substitution aller erlaubten Zahlenpaare z, y
in die Formen des Systems S. Dieses Resultat der fritheren Unter-
suchungen iiber die Aequivalenz der Formen und die Darstellbar-
keit der Zahlen bildet das Grumdprincip der folgenden Unter-
suchung. Wir bemerken zunéichst, dass die Ideutitiit der auf die
beiden verschiedenen Arten erzeugten Zahlensysteme nicht auf-
hoven wird, wenn wir von jeder der erzeugten Zahlen eine be-
stimmte Function ¢ nehmen, d. h. es wird wieder Identitiit bestehen
awischen dem Complex der Zahlen »

o (2 hibiye c;z/?>, v (z vy + C’y") S
G

und dem System der Zahlen ¢ (m), vorausgesetzt, dass der einem
bestimmten Individuum m entsprechende Functionswerth o ()
genau % . 2“mal in den letzteren Complex aufgenommen wird. Ist
daher die sonst ganz beliebige Function v so gewiihlt, dass die
Summe aller dieser Werthe eine von der Anordnung derselben
unabhiingige convergente Reihe bildet, so folgt aus der angegebenen
Ldentitit die Fundamentalgleichung

g 224 9Lz 2 N0 Bl 119
m(\y_j%gyrgd,(«’w +2bﬁwy+cyf>+...

= %3 2% ¢ (m).

{)ie linke Seite derselben besteht aus ebensoviel Summen, als das
System ,?For.men (a,b,¢), (a,0',c") . . . enthilt, d. h. als es Formen-
classen fiir diese Determinante giebt. Jede Summe, wie z. B.

”(W_HM
Ty,

ist eine floppelt unendliche Reihe, deren Glieder den simmtlichen
durch die Bedingungen I, IL, IIL definirten Zahlenpaaren z, y
(3nfsp1‘echen (die Bedingungen L und II. sind natirlich fiir ,die
folgende Sqmme s0 zu modificiren, dass (¢, ¥, ¢) an die Stelle
ZOH (a, ’f~ ¢) tritt). Endlich bezieht sich die rechts angedeutete
pummation auf alle aus den Primzahlen f zusammengesetzten Zahlen
i, g]](l ebenso behalten w und x ihre friihere Bedeutung. Wir
specialisiven nun die Function ¥ s0, dass wir
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1
)=

setzen, wo s ein beliebiger positiver Werth, aber > 1 ist; diese
letztere Bedingung ist, wie wir spiiter nachtriiglich zeigen werden,
nothwendig, damit die vorstehenden unendlichen Reihen convergiren.
Hierdurch geht unsere obige Gleichung in die folgende iiber:

2(<w“’+266xy+w“)‘“‘+...:x\;%’i

5

ms

wo der Bequemlichkeit halber links nur eine einzige der den ver-
schiedenen Formen entsprechenden Summen aufgeschrieben ist,

§. 80.

Wir beschiftigen uns nun zuniichst mit einer Umformung?)
der rechten Seite dieser Gleichung; zu dem Zweck betrachten wir

das System
Sisfosks -

der simmtlichen Primzahlen £, welche nicht in 2 D) aufgehen, und
von welchen ) quadratischer Rest ist. Jede der oben definirten
Zahlen m ist dann von der Form
AR A )

wo die Exponenten 7, #,, 5y . . - positive ganze Zahlen oder Null
sind, und jedes m kann auch nur auf eine einzige Weise in diese
Form gebracht werden. Bilden wir nun die diesen Primzahlen
entsprechenden unendlichen Reihen

AL B

+/?- +f1 28 f]ﬂ: i flnls

e
f? ¥ R Jame

152 - = 4 g + -+ 2 + . 8. W
Al e

so erkennt man leicht mit Berticksichtigung der eben gemachten
Bemerkung, dass das Product aller dieser Reihen nichts Anderes
als die Summe :

Wm darauf aufmerksam, dass diese Umformung auch auf die
allgemeinere Reihe =24 v () anwendbar ist, wenn nur die Funetion v filr
ganze Argumente der Bedingung y (2) ¥ () =y (¢ /) geniigt (vergl. § 124):
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2
“me

ist. Denn das Product aus beliebigen Gliedern der ersizen, zweiten,
dritten Reihe w. s. f. hat die Form

o Aol

(RETEE Y
wo w die Anzahl der wirklich in m aufgehenden Primzahlen f be-
deutet, d. h. derjenigen, deren Exponent » von Null verschieden
ist; es entsteht daher auf diese Weise wirklich jedes Glied der
genannten Reilie, und jedes auch nur ein einziges Mal. Da nun
andererseits
2 2 2

42 bbbt

fs

2 1

ist, so erhalten wir folgende Gleichung

i
1+ 5
¥—=II )
ne 1 1
AL
in weleher das Productzeichen IT sich auf die simmtlichen oben
definirten Primzahlen f hezieht.
Bezeichnen wir mit ¢ allgemein jede positive nicht in 2D auf-
gehende Primzahl, so leuchtet ein, dass man die vorstehende Glei-
chung auch in folgender Form schreiben kann:

1
;28 ulh 1+E

T e T
n (e (_) i
9/ ¢

denn so oft ¢ nicht zu den Primzahlen f gehort, reducirt sich der -
entsprechende Factor des Productes auf 4 1. In der so erhaltenen
Gleichung multipliciven wir Zihler und Nenner des allgemeinen
Factors zur Rechten mit 1 — g—¢, wodurch derselbe gleich
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e _(1—19'(1—(1%)%)
(=90

YT, !
R g
wird, und indem wir das unendliche Product in drei unendliche
Producte zerlegen, erhalten wir
1 1
I T
, Q¢ o

o @

222

ms ; 1

Jetzt konnen wir endlich jedes der drei rechts befindlichen
Producte wieder in eine unendliche Reihe 'verwandeln. Da niimlich

i :V(Q’_l,
q-/.9™

Tome
a/ q°

H(Dr@)E

ist, so wird, wenn man fiir ¢ alle, nicht in 2 D aufgehenden Prim-
zahlen

DAl
JT_.A._|_(\.’_1.. ’174~

Ay Q25 Qs - - -
setzt, das Product aller dieser. Factoren gleich der Summe aller
Glieder von der Form

Sl
N/ NG Ues (" qa™ gy . .

)S 1
wo die Exponenten ry, 7y, 4 ... alle positiven ganzen Zahlen
und Null zu durchlaufen haben. Das System aller der in den
Nennern unter dem Exponenten s vorkommenden Zahlen

Q" " g™
besteht offenbar aus simmtlichen positiven ganzen Zahlen n, welche
relative Primeaklen gegen 2D sind; jede solche Zahl n wird ein-
mal und auch nur einmal durch ein bestimmtes System von Expo-
nenten »y, ry, #y . . . erzeugt; gleichzeitig ist dann mit Benutzung
der von Jacobi erweiterten Bedentung des Legendre’schen Zeichens

=N
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By O @~ E @)

2 ( _D_) a4 (2)
R o O S T

Hierdurch gewinnen wir also folgende Verwandlung

1 (DN
nl_(iD)i: z(?)a‘z?’
9/ ¢
wo das Summenzeichen rechts sich auf alle positiven Zahlen » be-
sieht, die relative Primzahlen gegen 2 D sind.
Verfiihrt man ganz ebenso, indem man alle die Entwicke-
lungen

1 1 1
1 1 ==k, qa+qzs+ +qrx
T
mit einander multiplicirt, so erhéilt man offenbar
e =5
e ”
7
und folglich auch
1 1
L T 2k
b

[ierdurch haben wir die wichtige Umformung

1 /DN
W%_EFXZG»F

ms

gewonnen.

Wir multipliciren nun heide Seiten unserer Hauptgleichung
(§ 88) mit der unendlichen Reihe

1

H;l,z,
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wodurch sie dem eben gewonnenen Resultat gemiiss in die fol-
gende iibergeht:

1 , faxt+2bzy + cy*\—* <l DN
e Nt i =g > — b = b
S X 3( & )+ w3 X 3 (5
Fiihren wir in dem ersten Gliede links die Multiplication der
beiden Summen aus, so kann das Resultat als die dreifach unend-

liche Reihe -
= (cmzx‘l +2bn2xy + cvz“y?)"
il G

geschrieben werden, in welcher fir ,  alle den fritheren Bedin-
gungen L, IL, IIL. geniigenden Werthe (§. 88), und fir # alle
positiven relativen Primzahlen gegen 2.0 zu setzen sind. Diese
Reihe kann man aber auch wieder als eine doppelt unendliche an-
sehen, wenn man
N ==L Y ="
setzt; denn dann nimmt sie die Gestalt
s (a:ﬂ 4 202"y + cy'2\—*
1
an, und es fragt sich nur, welche Bedingungen den neuen Summa-
tionshuchstaben 2/, y' aufzuerlegen sind. Diese ergeben sich aus
den Bedingungen fiir #, y, » folgendermaassen. Hrstens: Da z, ¢
zufolge der Bedingung I. so gewiihlt werden miissen, dass
ax?— 2bay + cy?
G
relative Primzahl gegen 2 D wird, und da » chenfalls relative
Primzahl gegen 2D ist, so gilt dasselbe von
az'? 4+ 2ba'y' + cy'? AT ax?+ 2bay + cy?
G G
Zaweitens: fiir den Tall einer positiven Determinante waren z,
den Isolirungshedingungen IL.

y=0, Ulez+by)> Ty
zu unterwerfen ; multiplicirt man dieselben mit », so ergeben sich
die ganz gleichlautenden Bedingungen
Yy =0, Uax+0y) > Ty.
Drittens: aus der Bedingung, dass z, y velative Primzahlen sein
sollen, wiirde jetzt nur noch folgen, dass der grsste gemeinschaft-
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liche Divisor » von o/, y' relative Primzahl gegen 2 D sein muss;
allein diese Bedingung kann man giinzlich fallen lassen, da sie
schon in der ersten enthalten ist; denn sobald #/, ' ecinen gemein-
schaftlichen Divisor hiitten, der nicht relative Primzahl gegen 2 D

wire, so kénnte auch

aa'? + 202"y’ 4 cy'?
G
nicht relative Primzahl gegen 2 D sein.

Es zeigt sich also, dass die neuen Variabeln #, 4 nur den
beiden Bedingungen L und 1I. zu unterwerfen sind, wenn man in
denselben die Variabeln accentuirt, dass dagegen die Bedingung I1I.
ganz fortgefallen ist. Umgekehrt iiberzeugt man sich leicht, dass
ein jedes solches Werthenpaar 2/, 4/ einmal und nur einmal durch
ein Werthenpaar z, y und eine Zahl » erzeugt wird.

Wir lassen nun der Bequemlichkeit halber die Accente der
Variabeln wieder fort, und schreiben daher unsere Hauptgleichung
in folgender Form*)

\,<ctx?+2bxy+c;z/2>—s+. £33 1 %S 2) 5

= o n® n) n’
vo nun in der ersten, auf die Form (a, b, ¢) beziiglichen Summe
die Summationshuchstaben , y nur noch den heiden folgenden
Bedingungen zu unterwerfen sind:

2
L Der Werth M}_-&—_ﬂy_ soll relative Primzahl gegen

2 D sein,
IL Im Fall einer positiven Determinante soll

y=0, Uaz+by) > Ty
sein, wo 7, {7 die frithere Bedeutung haben.

§. 9L

Bevor wir weitergehen, wollen wir aus unserer letzten Glei-
chung einige interessante Folgerungen ziehen: die erste derselben

*) Auf dieselbe Weise kann auch dic allgemeinere Gleichung abgeleitet
Vepden, in weleher statt der Function #—s irgend eine Funotion W (e) auf-
tritt, welche der Bedingung  (2) ¢ (¢') = ¥ (¢ 2') geniigt, so oft # und 2
ganze Zahlen sind.

Dirichlet, Zahlentheorie. 15
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ist rein zahlentheoretischer Natur und vervollstindigt unsere frii-
here Theorie der Darstellung. Wir multipliciren die beiden unend-

lichen Reihen
s ey o
n/;" Lo 1?’” al(l_g

rechter Hand, nachdem wir die Summationsbuchstaben, um sie von
einander zu unterscheiden, accentuirt haben; dann erhalten wir
als Product die doppelt unendliche Reihe

S (2) silifbis
= \n"/ (/n)’

in welcher sowohl »/ als auch »” das Gebiet aller Zahlen », d. h.
aller derjenigen positiven ganzen Zahlen zu durchlaufen hat, welche
relative Primzahlen gegen 2 D sind. Offenbar ist jedes Product
von der Form »/ %" wieder in demselben Gebiet enthalten; fassen
wir daher alle Glieder der Doppelsumme, in welchen das Product
o' " denselben Werth » hat, immer in ein einziges zusammen, so
kénnen wir diese Doppelsumme wieder in die Form einer einfach
unendlichen Reihe

v

- n

bringen; bezeichnet man mit o die simmtlichen Divisoren der Zahl

n, so wird offenbar
D
Ty — > <‘a—>

Dividiren wir ferner die Gleichung auf beiden Seiten durch ¢, 50
nimmt sie folgende Form an

b #] = KTy
2 (az? + 2bzy + cy2) Sie (on)

Fassen wir nun auch links alle in‘den verschiedenen Doppelsummen
vorkommenden Glieder, welche denselben Werth haben, in ein ein-
ziges zusammen, so erhalten wir folgende Gleichung

Ay o ATa

» < (on)’

~

wo mit v alle die durch die simmtlichen Formen (a, b, ¢) . .. des
Systems S darstellbaren Zahlen hezeichnet werden, und 4, die An-
zahl der verschiedenen Darstellungen einer solehen Zahl v bedeutet
Hierbei ist wohl zu bemerken, dass jetzt ebensowohl uneigentliche

wo b, ¢ ...
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wie eigentliche Darstellungen zugelassen werden, indem die dar-
stellenden Zahlen z, y nur noch den Bedingungen L und II. des
vorigen Paragraphen unterworfen sind, wihrend sie frither auch
relative Primzahlen unter einander sein mussten.

Besteht nun fiir jeden iiber einer gewissen Grenze liegenden
positiven Werth des Exponenten s eine Gleichung von der Form
“l ﬁl ’

o B e ¥
gttt =S B T

T
sowohl wie «/, ¥, ¢ .. . positive und in ihrer Auf-
cinanderfolge wachsende Zahlwerthe bedeuten, undsind die siimmt-
: TG :

lichen Coefficienten w, 8, y . .. &, B’, ¢ . . . von Null verschieden,

so folgt hieraus die vollstéindige Identitiit beider Reihen, d.h. es ist

(R /b R A S

a:m’, ﬁ:ﬁ', y:y’...
Um dies zu beweisen, kinnen wir annehmen, es sei ¢ < a;
multipliciren wir beide Seiten der Gleichung mit s, so erhalten wir

e+ f (;}_L)‘_'_y(%)s_l_ NEE

ORIORIONS

Da nun sowohl die Werthe

a
; b’ ¢
als auch die Werthe
o o
T A e

fortwiihrend abnehmende echte Briiche sind, und beide Reihen
convergiven, so iiberzeugt man sich leicht™), dass mit unhegrenzt
wachsendem s dic linke Seite der vorstehenden Gleichung sich dem
Grenzwerth o nithert, und ebenso die rvechte dem Grenzwerth e
uﬂer 0, je nachdem ¢ = &' oder < ¢ ist. Da nun beide Seiten
Sfdl nothwendig demselben Grenzwerth niihern miissen, und ¢ von
I\'l.xll verschieden ist, so muss ¢ = @', und folglich auch o = o
sein.  Nachdem so die Identitit der ersten Glieder auf heiden
Seiten hewiesen ist, kann man dieselben fortlassen ; aus der so ent-
stehenden Gleichung

¥) Vergl. Supplement IX. §. 143.
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—Z)_‘+—c~7+'”—b’-‘+ & +

folgt dann auf dieselbe Weise, dass b = ' und B — ' sein muss,
und so kann man fortfahren.

Wendet man dies Princip auf unsere obige Gleichung an, s
ergieht sich, dass jedes an, dem ein von Null verschiedenes , ent-
spricht, nothwendig cine Zahl », d. h. eine durch die Formen §
darstellbare Zahl, und dass die Anzahl 1, der verschiedenen Dar-
stellungen eines solchen v=6n gleich 7, ist; wenn dagegent, =0
ist, so kann auch an keine durch die TFormen S darstellbare Zahl
v sein; wir konnen daher in beiden Filllen sagen: die Anzall aller
Darstellungen ciner Zahl 6n durch die Tormen S ist immer

S — (ib)—)’

wo & alle Divisoren der Zahlen n durchloufen muss*®).

Wir wollen dieses Resultat auf einige Beispiele anwenden.

1. Ist D — — 1 (und folglich 6 = 1), so ist nur eine einzige
Torm in dem System S enthalten, fiir welche wir die Form (1, 0, 1)
wihlen konnen; das System der Zahlen 6n ist das der positiven
ungeraden Zahlen, und da x = 4 ist, so erhalten wir das Resultat:

Die Anzahl aller Darstellungen einer belichigen positiven -
geraden Zahl m dwrch die Torm (1, 0, 1) = a2 4 y? ist gleich

43 (— 1)'/2("‘*‘1) = 4(]}[— N)

d. h. gleich dem vierfachen Ueberschuss der Anzahl I -ihrer Divi-
soren O won der Form 41 + 1 diber die Angahl N der Divisoren
von der Form 41 + 8.

Die darstellenden Zahlen z, y sind gar keiner Beschriinkung
unterworfen; es leuchtet ferner ein, dass jedesmal acht verschiedene
Darstellungen eine einzige Zerlegung in zwei Quadrate geben; nur
wenn eine der beiden darstellenden Zahlen — 0 ist, findet e
Ausnahme Statt, weil dann nur vier verschiedene Darstellungen
dieselbe Zerlegung liefern, ein Fall, der nur dann eintreten kann,
wenn n eine Quadratzahl ist. Die Anzahl der verschiedenen Zer
legungen ist daher (M — N+ 1) oder {(M — N), je nachdem i
eine Quadratzahl ist oder nicht. So ist z. B.

#) Vergl. §. 124.
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25 = 02452 = 324 42
45 = 324 62
49 = 02 72
65 — 12 4 82 — 42 4 72

I.st. ej.}dh.ch n eine Primzahl, so ergiebt sich wieder, dass »
auf eine einzige, oder auf gar keine Weise in zwei Quadrate zerlegt
werden kann, je nachdem » von der Form 47 4 1, oder von der
Form 47 - 3 ist (§. 68).

9. Fiir die positive Determinante 1) — 2 existiren nur die
beiden einander fquivalenten reducirten Formen (1, 1, — 1) und
(—1, 1, 1), also nur eine einzige Classe; als reprisentirende Form
kann man daher auch (1, 0, — 2) = 2? — 2y? wiihlen. Da die

* Kleinsten der Gleichung 72 — 2 U? = 1 geniigenden Zahlen 7' — 3
- 7

=2 sind, so werden nur solche Darstellungen betrachtet, in
welchen ¥ = 0, 22 > 3y ist. Da ferner

2 2
<‘a~‘> —(— 1O = 1 1 oder— -1

ist, je nachdem 6 — 8411 oder & = 8%4-+5 ist, so hekommen
wir folgendes Resultat: i :

Die Anzahl aller den obigen Bedingungen gewiigenden Dar-
stdhmgmz (@, y) einer belichigen positiven ungeraden Zahl n durch
(h? Form 2* — 242 dst gleich dem Ucberschuss der Anzahl devjenigen
Divisoren von n, welche die Form 8 h4=1 haben, diber die Aneahl
der anderen Divisoren.

§. 92.

Eine zweite ‘interessante Anwendung der vorstehenden Unter-
suchung machen wir auf die Analysis. Wir haben geschen, dass
durch Einsetzen aller den Bedingungen I und IL genﬁg’euden
ganzzahligen Werthenpaare @, y in die Formen (a, b, ¢) . . .
Systems S die Zahlen o7 erzeugt werden, und zwar ist

x?,, =) <€>

die AllZfl]ll der verschiedenen Erzeugungen einer solchen Zahl o, -
::.um] wieder {u.r 0 alle Divisoren von » gesetzt werden. Nehmen
ir daher von jeder der Zahlen aa? + 2 bxy 4+ cy? cine bestimmte

des
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Function ¥, so entsteht auf diese Weise jeder Werth ¢ (o2) so oft
als %z, angiebt. Hieraus folgt wieder, dass

S p(aa?+ 20y +ey) - =2 X rav(on)
sein wird, sobald die Function ¥ so gewiihlt wird, dass diese un-
endlichen Reihen hestimmte von der Anordnung ihrer Glieder un-
abhiingige Summen haben. Dies ist der Fall, wenn man

V() =g
setzt, wo ¢ eine reelle oder complexe Grosse bedeutet, deren Mo-
dulus ein echter Bruch ist. Man erhiilt auf diese Weise folgende
sehr allgemeine Gleichung

S gt antert L. =y S T.q0

da auf derrechten Seite der Coefficient 7, selbst wieder eine Summe
ist, in welcher § die simmtlichen Divisoren von n zu durchlaufen
hat, so kann man, indem man 2 in »'d verwandelt, die (leichung

auch so schreiben
%3 (%) ,lan’d‘ :

wo nun rechts eine Doppelsumme steht, in welcher jeder der beiden
Summationsbuchstaben 7' und § das Gebiet aller Zahlen n zu
durchlaufen hat.

Wir wollen die vorstehende Gleichung auf einige specielle
Tille anwenden. Nehmen wir z. B, D =—1, also ¢ = 1, %0
haben wir links nur eine einzige Doppelsumme; nehmen wir wie-
der (1, 0, 1) als die repriisentirende Form, so ist dieselbe gleich

2 qn.r*+ibzy+ry* .|_ B

2 Q‘T”-””,

worin z, y alle Werthenpaare zu durchlanfen haben, fiir welche
#? + y? ungerade ausfillt; es muss daher eine der beiden Zahlen
x, y ungerade, die andere gerade sein; da man nun in jeder -
laubten Combination # mit y vertauschen kann, so setzen wir fest
dass 2 nur die ungeraden, y nur die geraden Werthe durchlaufen
soll, miissen dann aber die so beschriinkte Doppelreihe mit 2 mul-
tipliciren; wir erhalten so

e FgEitv: —19 5 getigit —2 3 q.r‘-‘ X E_QW

wo  alle positiven und negativen ungeraden, y alle positiven und
negativen geraden Zahlen und Null zu durchlaufen hat; heschriinken
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wir aber z auf alle positiven ungeraden, und y auf alle positiven
geraden Zahlen, so kénnen wir das vorstehende Product auch so
schreiben

4392 X (A +2 3 g
Auf der rechten Seite haben wir (nach §. 88) die Doppelsumme
43 <_Tl> gn'd = 4 3 (—1)%@=1) gutd,
wo ' und 0 alle positiven ungeraden Zahlen zu durchlaufen haben;
die Summation in Bezug auf »' ergiebt
A ¥ ad = B J
lqn/(}‘:q(}_l_qod +(ldd+“'=iq—"d"
—
mithin wird die rechte.Seite gleich

)
St {
4 Y (—1)kd-0 ﬁ?

und wir erhalten daher folgende merkwiirdige Gleichung

(q+qil-[_qiﬁ+,1»lﬂ+ 5 ) (‘] +gq4+gqlu+2q3u+ S )

LGy ‘g q'
T 1__qu+1__qm_1_qu+'”

welche, wie die anderen Gleichungen, welche negativen Determi-
nanten entsprechen, auch aus der Theorie der Elliptischen Func-
tionen abgeleitet werden kann *).

Iiir positive Determinanten fallen die entsprechenden Glei-
chungen weniger einfach aus, weil auf der linken Seite die Varia-
beln #, y immer noch der Bedingung II. unterworfen sind. Nehmen
wir z. B. D = 2, also 6 = 1, x = 1, so erhalten wir in dhnlicher
Weise die Gleichung

92
N gzi—0p — % = d'nt
2pm =3 (5)e

it e q i e
—1_(12 1—gt 1—qW

q
e 1—qu i

wo auf der linken Seite fiir 2, y alle Werthenpaare zu setzen sind,
die den Bedingungen y = 0, 22 > 3y geniigen, und fiir welche
ausserdem 2 — 242 und also z ungerade ist.

l”‘) Man vergleiche Jacobi: Fundamenta nova theoriae functionwm
ellipticarum 1829 pagg. 92, 103, 184,
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§ 93.

Wir kehren nun zu unserem eigentlichen (egenstande, der

weiteren Behandlung der Gleichung (§. 90)
2 | 2 hay YN\ 1l S DN
Z(‘l’x_.'_li_.b.g_/ﬂ_> +"':“ETEXZ(}7>F
zuriick, und es wird gut sein, den Gang der Untersuchung hier
mit wenigen Worten im Voraus anzugeben. Man wiirde auf un-
iibersteigliche Schwierigkeiten stossen, wenn man die auf der linken
Seite angedeuteten Summationen fiir einen beliehigen Werth von
s > 1 wirklich ausfiihven wollte. Liisst man dagegen den Expo-
nenten s immer mehr abnehmen und gegen den Werth 1 conver-
giren, so wird gleichzeitig jede dieser Summen iiber alle Grenzen
wachsen, und bei niiherer Betrachtung zeigt sich, dass das Product
aus einer solchen Summe und aus (s —1) sich einem festen end-
lichen Grenzwerth L niihert, welcher nur von der allen Formen
gemeinschaftlichen Determinante: D abhiingt, und folglich wird der
Grenzwerth der ganzen mit (s — 1) multiplicirten linken Seite
= kL sein, wenn man mit  die Anzahl der Summen, d. h. also
die Anzahl der in dem Formensystem S enthaltenen Formen
(a, b, ¢). .. bezeichnet. Da ferner der Grenzwerth der mit (s —1)
multiplicirten rechten Seite sich direct hestimmen lisst, so erhilt
man auf diese Weise einen Ausdruck fitr die Classenanzahl h, deren
Bestimmung ja den Gegenstand unserer ganzen Untersuchung
bildet.

Bevor wir aber dazu ithergehen, diesen Grenzprocess durch-
zufiihren, miissen wir noch einige vorliufige 'ragen erdrtern, deren
Beantwortung fiir unseren Zweck durchaus erforderlich ist. Zu-
niichst wenden wir uns dazu, die den Summationsbuchstaben z, y
auferlegte Bedingung I (§. 90) so umzuformen, dass man einen
deutlichen Ueberblick iiber das System der ihr geniigenden Wer-
thenpaare z, y erhiilt. Zu dem Ende diirfen wir annehmen, dass
der Représentant («, , ¢) einer ganzen Classe immer so gewilhlt
ist, dass der Quotient o : 6 nicht nur, wie schon frither festgesetat
wurde, positiv, sondern auch »elative Primzahl gegen 2 D ist. Von
der Berechtigung zu dieser Annahme wird man sich durch die
folgende Betrachtung iiberzeugen. Ist
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(a0, 0, ¢) = 6(Ada? + Bay + Cy?) = I
eine beliebige Form vom Theiler ¢, und # irgend eine Primzahl,
so kann man den beiden Variabeln z, y der Form stets solche
Werthe beilegen, dass der Werth von F' nicht durch # theilbar
wird; denn ist eine der beiden Zahlen A, O, z. B. A, nicht durch
r theilbar, so gebe man z einen durch » nicht theilbaren, y da-
gegen einen durch » theilbaren Werth; sind aber heide Coeffi-
cienten 4, ¢ durch 7 theilbar, so ist B gewiss nicht durch » theil-
har, und folglich geniigt es dann, z und y Werthe beizulegen, die
heide nicht durch # theilbar sind. Man Tann Jolglich auch z und
immer so wéhlen, dass der Werth von F relative Primzahl gegen
irgend eine vorgeschrichene Zahl k wird; denn bezeichnet man mit
ot " .. die simmtlichen in % aufgehenden Primzahlen, so
braucht man nur zu bewirken, dass ¥ durch keine einzige der-
selben theilbar wird, was nach dem ehen Gesagten sich stets dadurch
erreichen liisst, dass die beiden Variaheln , y durch einige dieser
Primzahlen theilbar, durch andere micht theilbar angenommen
werden — Bedingungen, die sich stets auf unendlich viele ver-
schiedene Arten erfiillen lassen. Man kann hinzufiigen, dass z, y
ausserdem noch so gewiihlt werden kinnen, dass der Werth von I
positiv ausfillt; fiir cine negative Determinante 1) versteht sich
dies von selbst, da wir Formen mit negativen fusseren Coefficienten
ausschliessen ; fiir eine positive Determinante braucht man, da
a6l = (az + by)? — Dy?

ist, nur dafiic zu sorgen, dass, Jje nachdem « positiv oder negativ
ist, entsprechend (a2 + by) absolut genommen grosser oder kleiner
als y V' D ausfillt, und offenbar lassen die bisher den Variabeln
@, y auferlegten Bedingungen, durch cinige Primzahlen theilbar,
durch einige andere nicht theilbar zu sein, noch solchen Spielraum
fiiv ihr Grissenverhiiltniss, dass auch dieser Forderung noch auf
unendlich viele verschiedene Arten geniigt werden kann. Endlich
kinnen wir noch behaupten, dass fiir die Variabeln z, g auch solche
Werthe gewiithlt werden kimnen, welche unter einander relative
Primzahilen sind und doch die iihrigen Bedingungen erfiillen, dass
I positiv und relative Primzahl gegen die vorgeschriebene Zahl %
1st; denn haben 2 und y einen gemeinschaftlichen Divisor, so braucht
man sie nur durch Division von demselben zu befreien, und die
Quotienten, die unter einander relative Primzahlen sind, bilden ein
solches allen Anforderungen gentigendes Werthenpaar.



234 Fiinfter Abschnitt.

Wir machen von der vorstehenden (auch fiir andere Unter-
suchungen niitzlichen) Betrachtung eine specielle Anwendung auf
den Fall, in welchem % = 2 D ist; wir konnen dann so sagen: ist
(@, b, ¢) irgend eine Form vom Theiler ¢ und von der Determinante
D, so kann man stets zwei relative Primzahlen «, p von der Be-
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und » und w beliebige ganze Zahlen bedeuten; jede Combination
zweier ganzen Zahlen z, y kann stets und nur auf eine einzige

Weise in diese Form gebracht werden. Da nun aus

LTAD S

auch

schaffenheit finden, dass

a _ an 4 2buy 4 cp?
Glajiil G

positiv und relative Primzahl gegen 2 D wird. Da nun e, y rela-
tive Primzahlen sind, so kann man (§ 24) irgend ein Paar von
Werthen f,0 wiithlen, welche der Gleichung o0 — B9 = 1 geniigen,
und dann geht die Form («, 6, ¢) durch die Substitution (% ) in
eine dquivalente Form iiber, deren erster Coefficient «' positiv ist
und ausserdem die Kigenschaft hat, dass ' : ¢ relative Primzahl
gegen 2D ist. Und hiermit ist in der That der verlangte Nach-
weis geliefert, dass in jeder Formenclasse solche Repriisentanten
ausgewilhlt werden konnen, welche die obige neue Bedingung
erfiillen.

§ 94.

Wir nehmen daher jetzt an, dass die représentirende Form
(a, b, ¢) so gewithlt ist, das @ : ¢ nicht nur positiv, sondern auch
relative Primzahl gegen 2 D ist, und fragen nun nach dem System
aller Werthenpaare #, y, welche der Bedingung L geniigen, dass
wx? 4+ 2bzy + cy?
G

relative Primzahl gegen 2 D wird*). Bezeichnen wir wie frither

mit o den absoluten Werth der Determinante D, so kann man stets
z=24dv-to y=24dw+y
setzen, wo o und y irgend welche der 2 4 Zahlen
ks O )

#) Ganz @hnlich lisst sich anch der Fall hehandeln, wenn (a, , ¢) keine
wrsprimgliche Form ist; man kann dann gleich darauf ausgehen, die An-
zahl der Classen von beliebigem Theiler ¢ zu bestimmen, und erhilt auf
diese Weise ebenfalls das unten (in §. 100) gewonnene Resultat.

© = o (mod. 24) und 9 = y (mod. 2 d)'bw:té‘f}

ax® + 2bzy 4 cy? — we+ 2buy 4 cp? o g

9 G

folgt, so leuchtet ein, dass man unter den simmtliche
binationen (#, ) nur diejenigen zu ermitteln hat, fiir welche

ot 420y 4 cp?
6

relative Primzahl gegen 2 4 wird. Die gesuchten Combinationen
(#, y) vertheilen sich dann in zusammengehdrige Paare von arith-
metischen Reihen, deren Differenz — 2 1 ist, und deren Anfangs-
glieder &, p specielle solche Combinationen sind, die dieselbe
Bedingung erfiillen. Uns kommt es nun weniger darauf an, wirk-
lich alle diese Combinationen (2, y) genau zu definiven , als viel-
mehr, nur ihre Anzahl sicher festzustellen, weil diese allein bei
dem spiiteren Grenziibergang eine Rolle spielt. Hierzu ist es aber
nithig verschiedene Fille zu unterscheiden.

Lrstens: 6 = 1. Wir fragen nach der Anzahl der Combi-
nationen (e, 9), fiir welche ge 1 2 boy + cy? oder, da a relative
Primzahl gegen 2 4 ist, fiir welche

a(ao? +2bay + ¢p?) = (aw+ by +dy?
relative Primzahl gegen 2 o wird. Setstman zuniichst fiir y irgend
eine der 4 geraden Zahlen
oot o =)
so ist erforderlich und hinreichend, dass (aee 4 by)? und folglich
(we + by) relative Primzahl gegen 2 4 werde; lisst man aber «
das in Bezug auf den Modulus 2 4 vollstiindige Restsystem
QSIS 10 2/l 1)
durchlaufen, wiihrend p seinen Werth behiilt, so durchliuft (nach
§.18) der Ausdruck (e 4 by), weil @ relative Primzahl gegen den
MO(.lnlus ist, ebenfalls ein vollstiindiges Restsystem, und folglich
gehiren zu jedem solchen geraden y genau @ (2 4) erlaubte Werthe
vou ¢, wo die Charakteristik ¢ im friiheren Sinne (8. 11) gebraucht
1st. Jedem der 4 ungeraden Werthe e
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L3 9=
von p entsprechen ebenfalls ¢ (2.4) erlaubte Werthe von e; dies
leuchtet unmittelbar ein, wenn o gerade ist, weil die Forderung
sich dann ebenfalls darauf reducirt, dass (e + by) relative Prim-
zahl gegen 2 4 werden muss. Ist aber 4 und also auch 4 Ap2
ungerade, 0 muss, da

(ao+ by)* &= dy?

ungerade und relative Primzahl gegen 4 werden soll, (ae - by)
gerade und relative Primzahl gegen o werden, und folglich muss
auch der Rest von (aw 4 by) in Bezug auf den Modul 2 4 gerade
und relative Primzahl gegen o sein, und umgekehrt wird, sobald
dies der Fall ist, die obige Forderung erfiillt sein. Durchliuft
nun « alle seine 2.4 Werthe, so durchliiuft der Rest von (aw - by)
dieselben 2 4 Werthe; unter diesen sind die folzenden 4 Reste
gerade
ool h ol gy

und unter diesen sind ¢ (o) relative Primzahlen gegen die un-
gerade Zahl 4. Dies ist also die Anzahl der zu jedem ungeraden
 gehorenden erlaubten Werthe von «; da nun aber 4 ungerade,
also relative Primzahl gegen 2 ist, so ist auch ¢ (2 4) =g (2) ¢ ()
= @ (4), und folglich haben wir in allen Fiillen dieselbe Antwort:
zu jedem geraden oder ungeraden p gehdren stets ¢ (2.4) erlaubte
Werthe von o; mithin existiven im Ganzen 24 ¢ (24) erlaubte
Combinationen (e, 3).

Zuweitens: 6 = 2; a und ¢ gerade, b ungerade, und D =1

(mod. 4). s fragt sich: fiir wieviele Combinationen (e, y) ist
Ya + bay + eyt
ungerade und relative Primzahl gegen 47 — Wir beschriinken
uns zunéichst darauf, die Combinationen zu hestimmen, fiir welche
dieser Werth ungerade ausfilll. Da wir den Repriisentanten
(@, b, ¢) so gewiihlt haben, dass a relative Primzahl gegen 24
und also auch ungerade ist, so wird
D=10b—ac=1 oder =5 (mod. 8),

je nachdem 1¢ gerade oder ungerade ist; im ersten Fall muss da-

her e (Lao -+ by) ungerade, also o ungerade, und p gerade sein; im
2 1 g ) v 8

zweiten Fall muss mindestens eine der beiden Zahlen a und y
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ungerade sein. Die Anzahl der erlaubten Comhbinationen ist hier-
durch im ersten Falle auf 42, im zweiten auf 3 42 herabgedriickt,

Soll nun der Werth von law? + bay 4 Lep? auch relative
Primzahl gegen 4 werden, so ist erforderlich und hinreichend,
dass

(a0 40yt Ay = 2aGtant + bay + Leo?)
oder also (a4 hy) relative Primzahl gegen 4 werde. Im ersten
Fall, wo D = 1 (mod. 8) ist, diirfen fiir y nur gerade, fiir « nur
ungerade Werthe gesetzt werden. Giebt man daher p einen be-
stimmten der 4 Werthe
DY, (4= 9)
und lisst dann « die simmtlichen o/ Werthe
1,35...24—1)

durchlaufen, welche offeribar in Bezug auf den Modul 4 ein voll-
stiindiges Restsystem bilden, so gilt (da @ relative Primzahl gegen
4 ist) dasselbe von den o entsprechenden Zahlen (ae 4 by), und
folglich sind unter denselben ¢ () = ¢ (2 &) relative Primzahlen
gegen 4. Im Ganzen giebt es daher in diesem Fall 4 ¢ (24)
erlaubte Combinationen (e, ). — Im zweiten Fall, wo D = 5
(mod. 8) ist, und in welchem mindestens eine der beiden Zahlen
«, y ungerade sein muss, findet man auf dieselbe Weise, dass
jedem geraden Werthe von p wieder ¢ () = @ (2 4) ungerade
Werthe von o entsprechen, woraus zuniichst 4 ¢ (2 4) zuliissige
Combinationen entspringen; ist aber y ungerade, und durchliiuft
o seine simmtlichen 2 4 Werthe, so durchliuft der Ausdruck
(wee 4 by) zweimal dasselbe vollstéindige Restsystem in Bezug auf
den Modulus ; es giebt daher immer 2 ¢ (4)=2¢ (2 4) erlaubte
Werthe von «, so dass aus den 4 ungeraden Werthen von y ge-
nau 24 ¢ (24) erlaubte Combinationen (e, p) entspringen. Im
Ganzen giebt es daher in diesem zweiten Falle 3 4 ¢ (2 ) erlaubte
Combinationen (e, y).

Wir kinnen die simmtlichen Fille so zusammenfassen: die
Anzahl der Paare von zusammengehorigen arithmetischen Reihen

i 21117'-{- o yYy=2dw+t+y
welche der Bedingung I. gentigen, ist

= .dp(24),
wo
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1

2 und D=1 (mod. 8)
2 und D =5 (mod. 8)

@ — 2, wenn
@ = 1, wenn
= 3., wenn o

1

ist.

95.

Wir kehren nun zu unserer Hauptgleichung zuriick, der wir
die Form
e 1 = J,_...:ﬁz_l_g Q)L

C T (ax? 4+ 2bxy + cy?)rite glte T plte n/ ntte
geben, indem wir s = 1 4 ¢ setzen, mit ¢ multipliciren und durch
6! te dividiven; lassen wir jetst die positive Zahl ¢ unendlich klein
werden, so haben wir die Grenzwerthe der einzeluen Glieder zu
bestimmen, welche sich auf der linken und rechten Seite befinden,
Indem wir mit der Discussion der linken Seite heginnen, wird es
wieder nothwendig, den Fall einer negativen Determinante von
dem einer positiven vollstindig zu trennen.

Wir nehmen daher zuniichst an, die Determinante D sei ne-
gativ = — 4. Dann sind die Variabeln #, 5 in der der Form
(a, b, ¢) entsprechenden Summe nur der Bedingung I. unterworfen,
und wir haben eben gesehen, dass eine solche Summein @4 @ (24)
Partialreihen zerfillt, welche den einzelnen zuliissigen Combinatio-
nen (e, p) entsprechen, Betrachten wir daher zunichst nur eine
einzige solche Partialsumme

1
5
Sl (w24 2bzy + cy?)i+e’
in welcher z,  alle Werthe
s=24dv+ o, y=2dwty

zu durchlaufen haben, die einer hestimmten zulissigen Combination
(o, ) und allen denkbaren ganzzahligen Werthen o, 0 entsprechen,
Nach den in den Supplementen (IL. §. 118) aufgestellten Principien
ist der Grenzwerth des vorstehenden Productes identisch mit dem
des Quotienten 7:t, wo £ eine iiher alle Grenzen wachsende posi-
tive Zahl, und 7' die zugehorige Anzahl der dargestellten Zahlen

@+ 2bzy + cy? bedeutet, welche nicht grisser als ¢ sind, fiir
welche also
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@ (#)24- 27 %+c(§’;)2§ 1

ist. Dieser Grenzwerth des Quotienten 7':¢ liisst sich leicht mit
Hiilfe einer geometrischen Betrachtung bestimmen; setzt man
nimlich

LA Al e
o e
so ist 7' die Anzahl der Werthenpaare
Ao i B )
5_W”+W’ M=o u'+“, (1)
fiir welche 2
af2 4 20En 4 e < 1 (2)

wird; sieht man nun &, » als rechtwinklige Coordinaten eines

Punctes in einer Ebene an, und lisst man » und w alle ganz-
zahligen Werthe durchlaufen, so bilden die durch die Formeln (1)
bestimmten Puncte (£, %) ein Gitter, welches durch die recht-
winklige Kreuzung zweier Systeme von Geraden entsteht, die den
Axen parallel sind, und von denen je zwei bhenachbarte die con-
stante Distanz & = 2.4 : V¢ haben. Die ganze Ebene wird auf
diese Weise in Quadrate von dem Flicheninhalt

; 4 42
9=
s t

zerlegt, deren Eckpuncte jene Puncte (£, %) sind; und folglich ist
T die Anzahl derjenigen dieser Gitterpuncte (£ ), welche nicht
ausserhalb der durch die Gleichung

a2+ 2bEn +en? =1 (3)
dargestellten Curve liegen; da nun b? — ac = — 4 negativ (und
u positiv) ist, so ist diese Curve eine Ellipse, deren Mittelpunct
mit dem Nullpunct des Coordinatensystems zusammenfillt. Nach
einem ebenfalls in den Supplementen (IIL. § 120) aufgestellten
Hiilfssatz hat folglich das Product

T.02 =442, —"f—
den I'liicheninhalt 4 dieser Ellipse zum Grenzwerth, wenn { un-
endlich gross und also & unendlich klein wird; es ist daher der
gesuchte Grenzwerth
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TR
Y= gy

woraus schon folgt, dass derselbe von («, y) unabhiingig und alsp
fiir jede der w4 (24) Partialsummen, welche unsere Summe
constituiren, derselbe ist. Mithin ist der Grenzwerth dieser, der
Form (e, b, ¢) entsprechenden Summe

1

® 2 G Eatay Fopye
gleich :
e o (24)
92 Bt
codcp(ﬂdj.éd2 1] 4,

wo 4 den Flicheninhalt der Ellipse (3) hezeichnet*®). Um diesen
zu bestimmen, transformire man die Gleichung der Ellipse durch
Einfithrung solcher rechtwinkliger Coordinaten, welche mit den
Hauptaxen der Ellipse zusammenfallen, wodurch sie die Form

alglz_}_ 6/7],2 —
annchmen wird. Bekanntlich bleibt hei einer solchen orthogonalen
Transformation die Determinante 52 — a¢ ungetindert, so dass
a'd =ac—b2= 4
ist; andererseits sind V! und V' die reciproken Werthe der heiden
Halbaxen, und folglich ist

Firibe S
Vae = V&
wo natiirlich die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. Es ergieht

sich also das merkwiirdige Resultat, dass dieser Flicheninhalt A,
und folglich auch der obige Grenzwerth

Qmp(2d)
44V 4
der auf die eine Form (a, b, ¢) beziiglichen Summe von den ein-
zelnen Coefficienten «, b, ¢ und folglich von der individuellen Natur
dieser Form giinzlich unabhiingig ist. Denselben Grenzwerth wird
daher jede andere, einer anderen Form (a', ¥, ¢) des Systems S

A —

*) Daraus, dass der Quotient 7' : ¢ sich einem bestimmten Grenzwerth
niihert, geht zufolge des in den Supplementen (IT. §. 118) aufgestellten
Satzes nachtriiglich hiervor, dass die bisher betrachteten unendlichen Reihen
fir jeden positiven Werth von g, also fiir alle Werthe s > 1 conyergiren.
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entsprechende, Summe haben; bezeichnen wir daher mit % die
Anzahl dieser cinzelnen Summen auf der linken Seite unserer
Gleichung, d. h. also die Aneahl der Classen wrsprimglicher Formen
der olen Avt fiir die negative Determinante D — — A, so wird der
Grenzwerth der ganzen linken Seite gleich

onp(24d) 5
44YV4 ™

8. 96.

Gehen wir nun zur rechten Seite der Gleichung iiber, so haben
wir wieder mit Hiilfe der in den Supplementen (IL. §. 117) aufge-
stellten Principien den Grenzwerth des Productes

1
02 e
m ermitteln, wo das Summenzeichen sich auf alle positiven ganzen
Zahlen n bezieht, die relative Primzahlen gegen 24 sind. DBe-
zeichnet man nun mit », o/, ... die ¢ (2 4) ersten dieser Zahlen,
niimlich diejenigen, welche <24 sind, so kann man die vorste-
hende Summe in ¢ (2 4) Partialsummen von der Form

1 1 1 1
¢ {v1+e torenyret it eyt }
zerlegen, in welcher die unter dem Exponenten (1 4 o) stehenden
Zahlen jedesmal eine arithmetische Reihe von der Differenz 2 4
bilden; da nun nach dem in den Supplementen behandelten spe-
ciellen Fall der Grenzwerth einer solchen Partialreihe

it
=94
und also unabhiingig von » ist, so wird der Grenzwerth der ganzen
Summe
_9@4)
A

und mithin wird der Grenzwerth der ganzen rechten Seite der

Hauptgleichung
zp(24) _D> L
e lim 3 n/) ntte

Dirichlet, Zahlentheorie. 16
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Da aber beide Seiten fiir jeden Werth von s > 1, d. b. fiir jeden
positiven Werth von o identisch sind, und da sie folglich, wenn
itherhaupt einen, nothwendig denselben Grenzwerth hahen miissen,

so ergiebt sich aus der Vergleichung, indem wir D — — A resti-
tuiren,
Q% —= .. D 1
i feE Sla(r= gl ie il
h = e 1% D'hmu<n)n1+g

als Ausdruck fiir die Classenanzahl der urspriinglichen Formen
ater Art (mit positiven iusseren Coefficienten) fiir eine negative
Determinante D hierin ist ferner (nach §. 88)

®x =4, wenn D —=—1,
= 6, wenn ) =— 3 und 6 = 2,

% = 2 in den iibrigen Fillen;
und (nach §. 94)

o = 2, wenn 6 = 1,

@ =1, wenn 6 = 2 und D = 1 (mod. 8),

© = 3, wenn 6 = 2 und D = 5 (mod. 8).

x®

§ 97,

Fiir Formen der ersten Art erhalten wir daher, indem wir

6=1,% = 2 und @ = 2 setzen,

2 y D i

h=—V=D.1m3 (2) =,

mit Ausnahme des einzigen Falles D= — 1, in welchem # nicht
= 2, sondern = 4 ist, und folglich

e 1)1}’e(n—1)

W — = lim ¥ e

wird; es wird spiiter (§. 101) allgemein gezeigt werden, dass

. D\ 1 DN

w2 () en =20
ist, vorausgesetzt, dass auf der rechten Seite dic Glieder ihrer
Grosse nach geordnet werden; in dem speciellen Fall D =—1
wird daher

4 Iy B |
72:;(1—§+§—7+>=1»
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da der Werth-der in der Parenthese befindlichen unendlichen
Reihe von Leibnitz hekanntlich — 17 ist; hierin liegt also eine
Bestiitigung unserer Principien, da in der That fiir die Determi-
nante ) =—1 nur eine einzige Clagse von Formen (mit positiven
fusseren Coefficienten) existirt, :

Wir wollen nun mit der vorstehenden It ormel fiir die Classen-
anzahl % der Formen der ersten Art die fiir die Anzahl J/ der
Formen der zweiten Art vergleichen, Wir unterscheiden zu dem
Zweck die beiden Fiille, in welchen D = 1 oder ) =5 (mod. 8)
ist. Im ersten Fall ist # — 2 und o — 1, folglich

hi— %V?D . lim 2(9) e ='k;

n/ nite
im zweiten Fall dagegen ist @ — 38 und % — 2, also

e D L 1
[t e VT N Gl Pl o8 e
g nv D'hmz<n nl+<’%3h’
ausgenommen den einzigen Fall D = — 3, in welchem & nicht
= 2, sondern = 6, und folglich wieder
K =h

ist.  Wir kénnen daher so zuéammonfassen: es ist
I =h wenn D =1 (mod. 8), und fiir D — — 35
hli= %7@, wenn D = 5 (mod. 8), ausgenommen ) — — 3.

Diese Beziechungen zwischen der Anzahl der Formen der ersten
und der zweiten Art hat schon Gauss gefunden, aber auf einem
ganz anderen Wege *).

§. 98.

Wir haben nun dieselbe Untersuchung fiir den Fall einer po-
sitiven. Determinante D — 4 zu wiederholen,  Betrachten wir
Zu.n%ichst die linke Seite, so zerlegen wir wieder jede auf eine be-
stimmte Form (a, b, ¢) beziigliche Summe in & ¢ (2 4) Partial-
summen von der Form

1
N L P s TR AR VAL
¢ =@z T 202y T+ eyite’
EEEN R DS is
*) D. A. art. 256, VI. — Vergl. §. 151, I.
16*
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in deren jeder die Summationsbuchstaben alle Werthenpaare
z2=24dv+aw, y=24dw-+yp 1)

zu durchlaufen haben, die einer bestimmten Combination (e, p)

und allen ganzzahligen Werthen v, o entsprechen; jetzt aber treten
ausserdem noch die Isolirungshedingungen II. hinzu, denen gemiss

y=0, Ulax+0by) > Ty @

sein soll. Diese letzteren Bedingungen haben, wie wir schon friiher
gesehen haben (§. 87), zur Folge, dass |, -
az+ (b+VD)y, az+@—VD)y,
und also auch
az? + 2bzy + cy?

positive Zahlen sind, und wir konnen daher wieder die in den
Supplementen aufgestellten Principien anwenden; bezeichnen wir
mit ¢ einen beliebigen positiven Werth und mit = die Anzahl der-
jenigen in den Reihen (1) enthaltenen und zugleich den Bedin-
gungen (2) geniigenden Werthenpaare z, y, fiiv welche

azt+ 2bay fceyr =t . (3)
ist, so haben wir nur den Grenzwerth des Quotienten z : ¢ fiir
unbegrenzt wachsende Werthe von ¢ zu bestimmen, um dadurch
zugleich den Grenzwerth der obigen Partialsumme zu finden, welche
der einen Combination (e, y) entspricht. Setzen wir wieder (in-
dem wir V¢ positiv nehmen)

S e U
e Ve N = Vi

und sehen wir & 5 als rechtwinklige Coordinaten eines Punctes
einer Ebene an, so ist z die Anzahl derjenigen in der Doppelreihe

e S, A
seRt Wa e et

enthaltenen Gitterpuncte, welche den drei Ungleichheiten
1 =0, U(a+bn) > T,
a4 2bén4-cp? < 1 :
Geniige leisten, d. h. welche innerhalb eines Stiickes der £y-Ebene
liegen, das zum Theil durch die Axe der £ zum Theil durch cine

durch den Nullpunct gehende Gerade, und endlich durch eine Hy-
perbel begrenzt wird, die den Nullpunct zum Mittelpuncte hat
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Bezeichnen wir mit 73 den Flicheninhalt dieses Stiickes der &y-
Ebene, so wird nach den in den Supplementen aufgestellten Prin-
cipien, wenn ¢ unendlich gross, und also die Kante 0 — 2.4 : V¢
der Gitterquadrate unendlich klein wird,
111“.62:442.11111%:13,

also

lim £ — le
t T 442
sein, Da dieser Grenzwerth zugleich der Grenzwerth der Partial-
summe ist, welche sich auf die eine Combination (e, y) bezieht, so
wird, da hierin die Werthe e, y ganz herausgefallen sind, jede der
wd @ (24) Partialsummen, welche den verschiedenen Combi-
nationen (e, ) entsprechen, und welche zusammen die auf die Form
(a, b, ¢) beziigliche Summe constituiren, denselben Grenzwerth
haben; und mithin wird

0p24)

44 B
der Grenzwerth der ganzen Summe
1
02 (az?+ 2bxy + cy?)tte

sein. Um nun den Flicheninhalt B des durch die drei obigen Un-
gleichheiten definirten Hyperbelsectors zu finden, wird man am
besten Polarcoordinaten », ¢ einfiihren, indem man

E=rcosp, n=rsing
setzt, wo, wie gewdhnlich, » stets positiv und ¢ zwischen 0 und 2 =
genommen werden soll, was hinreicht, um jeden Punct (£ #) der
Ebene einmal und nur einmal zu erzeugen. Durch diese Trans-
formation verwandeln sich die fritheren Grenzbedingungen in fol-
gende:
sing = 0; U(acotang @ +56) > T
r2(acos @? 4+ 20 cos g sin g + ¢sin p2) < 1,

und wir wiederholen die frithere Bemerkung, dass fiir jeden, den
beiden ersten Bedingungen geniigenden Winkel ¢ die Grossen

acos @+ (b4 VD)sing, acose 4+ (b — VD)sin g,
@ cos @2 4 2b cos @ sin @ + ¢ sin p?

Positiv sind, so dass also innerhalb des durch diese beiden ersten
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Bedingungen begrenzten Winkelraumes keine Asymptote, sondern
nur ein endliches Stiick der IHyperbel liegt, woraus schon folgt,
dass der entsprechende Scctor jedenfalls einen endlichen Werth
hat*). Dieser wird bekanntlich durch die Formel

B= /wdrdq;:% Mg

gefunden, wo nun in dem einfachen Integral rechts fiir #2 der in
der Peripherie der Hyperbel geltende Werth
: 1

i —= - —
@ .cos @2 - 20 cos g sin @ + ¢sin @2

o 1 il } 1
T 2VD {a, cotang p + b — VD~ acotang ¢ | b+ VD] sing?
zu setzen ist; wir erhalten daher, indem wir cotang ¢ als neue
Variabele betrachten, und

do
e d cotang @

setzen, das unbestimmte Integral

1
= y2
2./‘rd¢p

i / ad cotang @ 1 f ad cotang ¢
~ 4VDJ ucotanggp + b+ VD 1VD.) ucotangg + 6 — VD
1 acotang @ +0+ VD

) Ogacotzmgq; +6o—VD’
diese Integration ist aber auszudehnen iiher alle Werthe von g,
welche einen positiven Sinus haben, also von ¢ = 0 ab bis zu dem
Werth, wo U(acotang @ + ) == T wird; dieser Tndwerth von ¢
ist durch die Bedingung, dass sin ¢ positiv sein soll, vollstindig
bestimmt, und wir haben schon oben darauf hingewiesen, dass
innerhalb dieses ganzen Winkelraumes die heiden Gréssen

acotang ¢ 44 + VD, acotang g +b— VD

stets das positive Zeichen behalten, so dass das obige unbestimmte
Integral eine stetige reelle Function von ¢ ist, woraus folgt, dass

*) Hieraus folgt wieder nachtriglich die Convergenz der bisher betrach-
teten Reihen fiir jeden positiven Werth von g, d. h, fiir jeden Werth von
8> 1

Classenanzahl der Formen. 247

wir nur die beiden Grenzen in dasselbe einzusetzen haben. Auf
diese Weise erhalten wir

e TEDYD ot - T pyp
B gy s

Der Grenzwerth der auf die Form (g, b, ¢) beziiglichen Summe
wird daher, wenn man statt o wieder D schreibt, gleich

uup(21))]o LU VD

B 22 g
wo, wic frither, 7, U die beiden kleinsten der Bedingung

?— DU?=g* geniigenden positiven Zahlen hedeuten. Mithin

zeigh sich auch hier, wie friiher bei den Formen von negativer
Determinante, dass der Grenzwerth einer auf eine ecinzelne
Form (a, b, ¢) des Systems S beziiglichen Summe nur von der
Determinante D (und der Art o), dagegen gar nicht von dem in-
dividucllen Charakter der Form abhiingt, dass er also fir alle
diese Formen derselbe ist. Bezeichnen wir wieder mit 7 die An-
zahl aller in S enthaltenen Formen, d. h. die Anzahl aller Classen
wrspriinglicher Formen oter Art fiir die positive Determinante D,
so ist daher

g (2D)
8DVD
der Grenzwerth, welchem fiir unendlich abnehmende positive Werthe
von ¢ die linke Seite unserer Hauptgleichung sich niihert. Auf
der rechten Seite ist x = 1, ferner chenso wie frither bei Formen
von negativer Determinante

i i 24 (2.0

lim o 3 e = 220 — 200,

h log

I+ U0VD
[

und folglich erhalten wir durch Vergleichung beider Seiten der
Hauptgleichung das Resultat
Gw T+UVD n/nite
g =

h

§. 99.

Fiir Formen der ersten Art ist ¢ — 1, und @ =2 (§ 94); hier-
aus folgt fiir die Anzahl der Classen urspriinglicher Formen erster
Art der Ausdruck
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2VD 1
h= g+ TVD) lim ¥ < )n—-{,
wo 7, U die kleinsten der Bedingung
—DU=1

geniigenden positiven ganzen Zahlen bedeuten. Ist ferner D = 1
(mod. 4), so existiven auch Formen der zweiten Art, deren Anzahl
wir mit %/ bezeichnen wollen; es ist dann ¢ = 2, und @ = 1 oder
= 3 zu setzen, je nachdem D = 1 (mod. 8) oder = 5 (mod. §)
ist; wir erhalten daher, wenn wir zur Unterscheidung mit 7", U’
die kleinsten der Bedingung

—DU"? =4
seniigenden ganzen positiven Zahlen bezeichnen
genug )

Lo 52D, s, 1im2<2>L.

o logi(7"+ U VD) n/ntte

Nun ist einleuchtend, dass jede Lisung (f, ) der Gleichung
t?— Du? = 1 durch Verdoppelung eine Losung (¢ = 2¢, w'= 2u)
der Gleichung 2 — Dw'® = 4 giebt, und umgekehrt, dass man
durch Halbirung jeder geraden Losung (¢, w') der letzteren eine
Losung (¢, w) der ersteren erhilt. Hieraus folgt unmittelbar,
dass ( =21, o — 2U) jedenfalls die kleinste gerade Losung
der Gleichung ¢2 — Dw/?> =4 ist. Ist nun zuniichst D=1
(mod. 8), so kann diese Gleichung iitberhaupt nur gerade Lio-
sungen haben; denn wiire eine der beiden Zahlen #, ' und folglich
auch die andere ungerade, so wire die linke Seite durch 8 theil-
bar, withrend sie doch = 4 sein soll; in diesem Fall ist daher

I+ U’VD

A

T— 9T F— 0T — 7L UVD,

und da ausserdem o = 1 ist, so erglebt sich
h' =h, wenn D = 1 (mod. 8).

Im anderen Fall D = 5 (mod. 8) kann die Regel nicht so be-
stimmt ausgesprochen werden, indem bei manchen dieser Deter-
minanten die kleinste Lisung (7', U") wieder eine gerade, bei
anderen aber eine ungerade ist. Im ersten dieser beiden Fille ist
dann wieder 7’ = 2 7, U’ = 2 U und folglich, da @ = 3 ist

I = }h, wenn D = 5 (mod. 8), und 7", U’ gerade;
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es giebt unterhalb 200 nur 5 Determinanten, néimlich 37, 101, 141,
189, 197, fiir welche dieser Fall eintritt*),

Im zweiten Falle, wenn 7", U’ ungerade sind, haben wir unter
allen positiven Losungen (¢, ), welche (§. 85) aus der Formel

t+u' VD T+ U v1)>n
3
fiir positive Werthe von » entspringen, die kleinste gerade aufzu-
suchen. Versuchen wir daher die nichst grossere Losung, welche
dew Bxponenten » = 2 entspricht, so erhalten wir
T2 DU?
2 b

da o' offenbar ungerade ist, so gehen wir zu dem folgenden Ex-
ponenten # = 3 iiber, um die néchst grossere Liosung zu priifen;
da finden wir

t!= !:TIUV;

sy s DT T 3Dp"
t =—4‘_‘=T "T,

und da
T?=U?2=1 (mod. 8), 3D =—1 (mod. 8)
ist, so folgt, dass # und folglich auch «' gerade Zahlen werden,

und also ¢ = 27T, ' = 2U ist. Wir haben daher in diesem
Falle

r+0yp=(EE VDY
und
log w = Llog(T+ UVD);

beriicksichtigt man ferner, dass @ = 3 ist, so ergiebt sich die
Relation

I ="h, wenn D =5 (mod. 8), und 7", " ungerade.

Auch fiir positive Determinanten hat Gauss**) ebenfalls die
Relationen zwischen den Anzahlen der Formen der ersten und
aweiten Art aufgestellt, fiir den letzten Fall aber, in welchem
D = 5 (mod. 8) ist, in ganz anderer Form; er zeigt niimlich, dass
die drei urspriinglichen Formen

*) Vergl. Cayley: Note sur Véquation 2 — Dy*=+4, D=5 (mod.8),
Borchardt’s Journal Bd. 53, p. 869. Man findet daselbst eine Tabelle, welche
his 1) = 997 reicht.

*) D. 4. art. 256. VI. — Vergl. §. 151, L
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W0, —0) (41,72), (15,252

4

entweder alle dquivalent sind, oder drei verschiedenen Classen
angehéren; und je nachdem das Erstere oder Letatere eintritt, ist
W —=h oder ' = Lh.

§. 100.

Nachdem wir im Vorhergehenden fiir alle Fiille gezeigt haben,
wie die Classenanzahl der Formen zweiter Art aus der der Formen
erster Art gefunden werden kann, beschriinken wir die fernere
Untersuchung lediglich auf die Bestimmung der letateren. Bevor
wir aber dazu {ibergehen, konnen wir eine weitere Zuriickfithrung
unserer Aufgabe vornehmen, indem wir zeigen, dass man nur solche
Determinanten D zu betrachten braucht, welche durch keine
Quadratzahl (ausser 1) theilbar sind.

Ist D eine beliehige Determinante, so kann man immer
D = D' 82 setzen, wo S? das grosste *) in D aufgehende Quadrat,
und also D' ein Product aus lauter ungleichen Primzahlen (oder
auch = — 1) ist, welches dem Zeichen nach mit ) iibereinstimmt;
dann liisst sich die Classenanzahl der Formen von der Determi-
nante D auf die der Formen von der Determinante ' zuriick-
fiihren. Bezeichnen wir alle auf die Determinante D) beziiglichen
Grossen durch beigesetzte Accente, so wollen wir zuniichst die

beiden Summen

DN AL o /DN 1

2w m 2(7) 5
mit einander vergleichen, in welchen wir der Bequemlichkeit halber
s statt 1 + o geschrieben haben. In der zweiten muss der Buch-
stabe 5’ alle positiven Zahlen durchlaufen, welche relative Drim-
zahlen gegen 21’ sind. Bezeichnen wir mit ¢’ alle positiven un-
geraden nicht in 7 aufgehenden, und, wie frither, mit ¢ alle posi-
tiven ungeraden nicht in 2 aufgehenden Primzahlen, so ist, wie
wir frither gesehen haben,

*) Die folgende Untersuchung gilt auch fiir den Fall, dass D’ selbst noch
quadratische Factoren hat.
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2<§>%:H1_(*—;_3L
9/ ¢

und natiirlich ebenso

2(%)5'::“@
9w

Offenbar bildet nun das System der Primzahlen g nur einen
Theil der Primzahlen ¢/, denn eine in 1) — D)’ S? nicht aufgehende
Primzahl ¢ geht auch nicht in 2’ auf und ist folglich eine der
Primzahlen ¢’ Das System der Primzahlen ¢’ besteht daher aus
dem der Primzahlen ¢ und aus solchen ungeraden Primzahlen #,
welche nicht in D', wohl aber in D), also auch in S aufgehen, und
deren Anzahl offenbar endlich ist. Das auf die Determinante
D' beziigliche unendliche Product wird sich daher in folgender
Weise zerlegen
= 1 1 1
@ 1_(2’)1'”1_(2)1’
: 7/ ¢ /¢ Y

da nun ferner D — I¥ §2 und folglich

- )=

P T EG

ist, so erhalten wir, indem wir statt der beiden unendlichen Pro-
ducte wieder die unendlichen Reihen aufschreiben, das Resultat

(D w=2@)w 10-(F))

und hieraus

: D 1 : DN = T it &

lim 3 (;) =1 (1 = (7) ;) lim 3 (E) e
wo also das Productzeichen sich auf alle ungeraden in S, aber
nicht in D' aufgehenden Primzalilen # bezieht.

Nachdem wir so fiir positive wie negative Determinanten das
Verhiltniss zwischen den heiden analogen Grenzwerthen bestimmt
haben, die als Factoren in den Classenanzahlen hound A’ fiir die
Determinanten 2 und 1y auftreten, miissen wir wieder die beiden
Hauptfille von einander trennen,
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Ist zuntichst D' und folglich auch D negativ, so haben wir
(da wir uns auf Formen der ersten Art heschriinken)

h:W_—Dnmz(Q 1
/4 n

nite
und, den einzigen Fall ausgenommen, in welchem D' —=—1,
, . 2V—D .. D’ 1
W="———1Um3 ()35
F.4 W) miTe
Mit Ausnahme des Falles D' — — 1 ist daher, mit Riicksicht auf

das eben gefundene Verhiiltniss der beiden Grenzwerthe der un-
endlichen Reihen,

h=h'><s.n(1_<11)l);

Fiy A
ist aber D' = — 1, also %' = 4, &' = 1, und D = — S? nicht
ehenfalls = — 1, also § > 1, so ist dic Classenanzahl fiir eine

solche Determinante D gleich
—1)%e=D
o1 (- S22,
Fiir positive Determinanten haben wir folgende Formeln er-

halten:
2 VSIS (B)L
log(T'+ UVD) n) nite

S 2VD' lim's (D’ 1
~ log (" + U VD) ; 37) wite
wo 1", U" die kleinsten positiven Zahlen bedeuten, die der Bedin-
gung 72— D'U" = 1 geniigen; hieraus ergiebt sich
log (T'4+ U'VD') DN
=il — e P A =
= gy X S 101 =(5) 3): ,
und es kommt nur noch darauf an, das Verhiltniss der beiden
Logarithmen in rationaler Form anzugeben. Offenbar liefert nun
jede Losung (¢, ») der Gleichung
?—Du=1 dh £2—-DS2u2=1
eine Lisung der Gleichung
t2—D'w? =1,

/)

‘n welcher
=it Sl — S,

also das zweite Element o' durch S theilbar ist; und umgekehrt,
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sobald in der Losung (#, o) das zweite Element o' durch S theil-
bar ist, so erhiilt man hieraus eine Losung der ersteren. Hieraus
folgt, dass die beiden Zahlen

= —S Tl
die kleinste positive Losung der zweiten Gleichung bilden, in
welcher das zweite Element durch S theilbar ist; man kann daher

T+ SUVD = T+ UVD = (IT'+ U VD)*
setzen, wo A der kleinste positive ganze Exponent ist, fiir welchen

der irrationale Bestandtheil der Potenz einen durch S theilbaren
Ooefficienten erhilt; und dann ist

oo n(-()3)

Setzt man, wie frither,
(I'+ U VD) = t, 4+, VD,

50 lisst sich der Werth von A unmittelbar angeben, wenn fiir jede
einzelne in S aufgehende Primzahl p die kleinste Zahl » bekannt
ist, fiir welche «), durch p theilbar, und zugleich die hichste To-
tenz von p gegeben ist, welche dann in u) aufgeht*); doch gehen
wir hierauf nicht weiter ein, da der Hauptzweck, das Verhiiltniss
zwischen den Classenanzahlen % und 7' fiiv die Determinanten D
und D' zu finden, erreicht ist.

Dieselbe Aufgabe ist, wenigstens fiir negative Determinanten,
auch schon von Gauss vollstindig geldst**).

§. 101.

In Folge der vorhergehenden Untersuchungen kinnen wir uns
auf den TFall beschriinken, in welchem die Determinante 1) durch
kein Quadrat ausser 1 theilbar ist, und es bleibt nur noch iibrig,
den Grenzwerth der unendlichen Reihe

) Dirichlet: Ucber eine Higenschaft der quadratischen Formen wvon
positiver Determinante (Borchardt’s Journal Bd. 53).

#) D. A. art. 256. V. Uebrigens ist es sehr wahrscheinlich, dass Gauss
auch fiir positive Determinanten die obige Liésung vollstindig gefunden
hat; vergl. die Abhandlung des Herausgebers: Ueber die Anzahl der Idea i-
Classen in den verschiedenen Orvdnungen eines endlichen Korpers (Braun-
schweig, 1877). — Vergl. § 151, IL. — Die obigen Siitze gind auf anderem
Wege auch von Lipschitz bewiesen (Borchardt’s Journal Bd. 53).
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D 1
2 (E) nite

fiir unendlich abnehmende positive Werthe von o wirklich zu be-
stimmen. )

Solange g positiv bleibt, ist diese Reihe immer convergent, und
zwar ist ihre Summe durchaus unabhiingig von der Ordnung, in
welcher man ihre Glieder auf einander folgen liisst; ist aber g =0,
8o gehort diese Reihe zu der Classe derjenigen, in welcher die
Summe der positiven Glieder fiir sich, so wie die der negativen
Glieder fiir sich genommen unendlich gross ist. Da nun unter der
Summe einer unendlichen convergirenden Reihe stets der Grenz-
werth verstanden wird, welchem sich die Summe ihrer ersten
n Glieder nihert, wenn die Gliederanzahl » unhegrenzt wiichst, so
sieht man leicht ein, dass bei einer unendlichen Reihe von dieser
eigenthiimlichen Beschaffenheit erst dann von ihrer Convergenz
und von ihrer Summe die Rede sein kann, nachdem ihre simmt-
lichen Glieder in eine bestimmte Ordnung gebracht sind, nach
welcher eines auf das andere folgt; denn die Summe, wenn sie
iberhaupt existirt, hiingt wesentlich von der Compensation ab,
welche zwischen den fiir sich allein unendlich wachsenden posi-
tiven und negativen Bestandtheilen gerade durch diese Anordnung
der Glieder hervorgehracht wird. Eine solche unendliche Rethe
hat daher ganz verschiedene Summen, je nach der verschiedenen
Anordnung der Glieder. Aber gesetzt auch, dies wiire gar nicht
der Fall, sondern die Reihe hiitte auch fiir den Werth ¢ = 0 einen
vollstiindig hestimmten Werth, so wiirde sich immer noch fragen,
ob dieser Werth auch der Grenzwerth ist, welchem sich der Werth
der Reihe unendlich niihert, wenn o unendlich klein wird, d. h. es
wiirde sich fragen, ob der Werth der unendlichen Reihe sich an
der Stelle o = 0 stetig mit ¢ findert.

Ueher alle diese Zweifel entscheidet nun der folgende allge-
meine Satz*): Sind a;, oy, oy . . . unendlich viele Constanten von
der Beschaffenheit, dass die Summe

ﬁiz=a1+a2+"'+an1
wie gross auch w werden mag, ihrem absoluten. Werth nach stets

Heiner bleibt als eine feste Constante C, so convergirt die unend-
liche Reihe

*) Dirichiet: Recherches ete. §. 1. — Vergl. §. 143.
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Tttty t Sae
Jiir jeden positiven. Werth des Baponenten s (excl. s = 0) wnd st
augleich eine stetige Function von s.
Unm dies zu beweisen, vergleichen wir die vorstehende Reihe
mit der folgenden

() a () v

Die Summen der ersten # Glieder der ersteren und letzteren Reihe
unterscheiden sich von einander nur um
Ba
(n+1)°

da nun der Voraussetzung nach $, seinem ahsoluten Werth nach
stets unterhalb der endlichen Grisse €' bleibt, und s positiv ist,
so wird dieser Unterschied mit unbegrenzt wachsendem. » unend-
lich klein werden. ~ Niihert sich daher die Summe der ersten
# Glieder der einen Reihe einem hestimmten Grenzwerth, d. h.
convergirt die eine Reihe, so ist dies auch mit der anderen der F all,
und zwar hat sic dieselbe Summe. Wir brauchen daher die ohigen
Behauptungen nur fiir die letztere Reihe zu beweisen; dazu be-
trachten wir die Summe von beliebiz vielen Gliedern, welche auf
die ersten 5 Glieder folgen:

o (G )+

8 1 1 )
+ Pugm ((n +m)  (n+mf1p)
da die Differenzen
1 1 1 i e

(m+1F m+2F' m+2r m+3)

simmtlich positiv sind, und ihre Coefficienten
(”n-!—l: ﬁﬂ+2 REE

ahsolut genommen siimmtlich kleiner als ¢ sind, so ist die Summe

dieser m Glieder absolut genommen auch kleiner als das Product
aus ' und der Summe jener 7 Differenzen, d. h, kleiner als

o
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und folglich auch kleiner als die von der Gliederanzahl m unab-
hiingige Grisse
C G
(1) =

die Summe dieser m Glieder der Reihe kann daher, wie gross ihre
Anzahl m auch genommen werden mag, durch hinreichend grosse
Werthe von # kleiner gemacht werden, als jeder vorher vorge-
schriebene noch so kleine Werth. Das Stattfinden dieser Erschei-
nung ist aber bekanntlich nicht nur ein erforderliches, sondern
auch ein ausreichendes Kennzeichen fiir die Convergenz einer jeden
unendlichen Reihe. 3

Nachdem so fiir jeden positiven Werth von s die Convergenz
der Reihe gezeigt ist, haben wir noch zu beweisen, dass der Werth
der Reihe sich stetig mit s findert; wir weisen dies nach fiir das
Gebiet aller positiven Werthe yon s, die grosser sind als ein he-
stimmter positiver Werth ¢; da man némlich, wie klein ein von
Null verschiedener positiver Werth s auch sein mag, immer noch
einen positiven Werth 6 angeben kann, welcher unterhalb s liegt,
s0 wird der Beweis dann wirklich fiir alle positiven Werthe s
(excl. s = 0) gelten. Nun konnen wir die ganze Reihe als aus
zwei Theilen  bestechend ansehen, deren erster- die Summe. ihrer
ersten » Glieder

i 1 1 1
Bt ey
also eine stetige Function von s ist, wihrend der zweite, wie im
Vorhergehenden bewiesen ist, sicher
< .t und also auch < o
n® n% oy
ist; dieser letztere Theil kann also durch die Wahl eines hinrei-
chend grossen Werthes von n, d. h. durch eine zweckmissige Zer-
legung der ganzen Reihe, kleiner gemacht werden, als irgend ein
vorgeschriehener Werth; und zwar wird, was hesonders wichtig
ist, fiir alle Werthe von s > ¢ dies durch einen und denselben
Werth von %, d. h, durch eine und dieselbe Zerlegung der -unend-
lichen Reihe bewirkt werden. Da nun der erste Bestandtheil
stetig ist, so kann eine etwaige Unstetigkeit des Ganzen nur von
einer Unstetigkeit des zweiten Bestandtheils herrithren, und folg-
lich muss, da dieser zweite Theil fiir alle in Betracht kommenden

Werthe von s absolut genommen < Cn—¢ ist, die Grosse einer »
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plotzlichen Werthinderung beim Durchlaufen eines bestimmten
Werthes von s jedenfalls < 2 Cn—¢ sein. Da wir aber durch
zweckmiissige. Wahl von n diesen Werth beliebig klein machen
konnen, so folgt, dass gar keine Unstetigkeit vorkommen kann;
denn fiinde wirklich ein Sprung um eine Grisse Statt, so nehme
man % s0 gross, dass 2 Cn—% < u wird, so ergiebt sich augen-
blicklich der Widerspruch.

Nachdem so der obige Satz vollstiindig bewiesen ist, wenden
wir ihn auf unsere Reihe

O
n) nrte

an, in welcher die Glieder von jetzt ab stets so geordnet werden
sollen, dass die Zahl » bestindig wichst. Unter dieser Voraus-
setzung erkennt man leicht, dass diese Reihe einen speciellen Fall
der in dem vorstehenden Satze untersuchten Reihe bildet; setzt

man némlich
D
Oy, = (—) oder = 0,
m

je nachdem s relative Primzahl zu 2 D (also eine Zahl n) ist oder
nicht, und lisst g ein vollstindiges Restsystem (mod. 4 D) durch-
laufen, so ist die Summe der entsprechenden Coefficienten o, stets
=0, weil diese Coefficienten e, theils selbst — 0 sind und die
iibrigen, wie eine friihere Untersuchung (§ 52) ergeben hat, zur
Hilfte den Werth 4 1, zur anderen Hilfte den Werth — 1 besitzen.
Hieraus folgt unmittelbar, dass die Summe von noch so vielen anf
emander folgenden Coefficienten e, stets unterhalb einer endlichen
Grésse (-2D) bleibt. Mithin ist die in der oben angegebenen
Art geordnete Reihe

S Q) 1

me ") nt

convergent, so lange s positiv hleibt, und zugleich eine stetige
Function von s; und folglich wird, wenn o unendlich klein wird,

5

n)mite T S\y )y

W0, wie wir nochmals hervorheben, die Glieder der Reiho S0 ge-
ordnet sind, dass n bestindig weichst.

Dirichlet, Zahlentheorio, 17
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§ 102,

Es ist nun zweckmiissig, bei der Bestimmung der Summe der
unendlichen Reihe 2

N=3 (ﬂ, n
dieselben vier Fille zu -unterscheiden, welche wir frither (§. 5.2)
aufgestellt haben. Wir wenden uns zuniichst zu dem Fall, in

welchem

D =+P =1 (mod. 4), also (2> = <%)

n

ist, wo P den absoluten Werth von D bedeutet, und also eine po-
sitive ungerade, durch kein Quadrat theilbare Zahl und > 1 ist.
Dann lésst sich die Reihe ]

N E(%)TIL

m\ 1
u=3(p)%
zuriickfithren, in welcher m bestindig wachsend alle positi.ven rela-
tiven Primzahlen zu P, auch die geraden durchliuft. Da jedesmal,
wenn m ein vollstindiges Restsystem (mod. P) durchlduft, zufolge

§. 52, (3) 5 (%) =g

ist, so convergirt die Reihe J; ist ferner % eine beliebige positive
ganze Zahl, und betrachtet man alle diejenigen Zahlen s, welche
< 2 P sind, so sind dieselben zum Theil ungerade, zum Theil ge-
rade; die ersteren stimmen offenbar mit allen Zahlen n < 21»"1’
iiberein, und die letzteren sind von der Form 2m/, wo ' alle die-
jenigen Zahlen m durchliuft, welche < ;P sind. In dieser Aus-
dehnung ist daher

leicht auf die Reihe

m\ 1 n\ 1 2 m' 1
z ?)ZE=E(? E+Z<Tf)2—m'

=2(3) v +(#)32(F)w

und hieraus folgt, wenn man % iiber alle Grenzen wachsen lisst,
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Mo (G m v (- (3) D

Allgemeiner findet man leicht, dass

n\ 1 2\ 1\ o /m\ 1
2B)w=0-3)2)>%) =
ist; man braucht nur den reciproken Werth des ersten Factors auf
der rechten Seite in eine geometrische Reihe zu verwandeln, und
diese mit der Reihe auf der linken Seite zu multipliciren, so er-
giebt sich als Product der zweite Factor auf der rechten Seite ;

oder man kann auch genau so wie ohen verfahren, indem man die
Zahlen m zerlegt in die Zahlen » und 2.

§. 103.

Die nun noch auszufithrende Summation kann mit Hiilfe eines
in den Supplementen (I §. 116) hewiesenen Satzes auf verschie-
dene Arten hewerkstelligt werden, entweder durch Zuriickfiihrung
auf Fourier’sche Reihen, oder durch die Integration eines ratio-
nalen Bruchs. Wir schlafen den letzteren Weg als den directeren
ein. Bedeutet m irgend eine positive ganze Zahl, so ist bekanntlich

1
l = [ am—1dg
m ’
0

und folglich ist auch

1
m\ 1 0
= s R TRl (e m—
M*E(P> - _H(P)/x 1dz.
0
Da nun das Jacobi’sche Symbol fiir alle einander nach dem Modul

P congruenten Zahlen s denselben Werth hat, so ist die Summe
der Glieder unserer Reihe, in welchen m < P, gleich

1
dx 1—gk?
f ':5‘f (=) __% s
0
Wo zur Abkiirzung
F@) =3 (§)e

gesetzt ist, und der Summationsbuchstabe w die Werthe m durch-
17*



260 Fiinfter Abschnitt.

laufen muss, welche < P sind. Da dieselben ein vollstindiges
Restsystem in Bezug auf den Modul P bilden, so ist nach einem
schon Gtter benutzten Satze (§. 52)

210 N g
fW=3(5)=0
es ist folglich f(x) theilbar durch z(z—1), und mithin hat der

Bruch
)

z. 1—zf

im reellen Integrationsintervall 0 <2 <1 endliche Werthe. Hier-
aus folgt leicht, dass mit unbegrenzt wachsendem 7 das Integral
1

da. f(x)zk?
f? 1—z?

0
unendlich klein wird, und wir erhalten folglich

Z(m) 1 pdz f@)

P/ m z I —zF’
0

die Aufgabe ist mithin darauf zurtickgefiihrt, einen echten ratio-
nalen Bruch zu integriren, was bekanntlich durch Zerlegung des-
selben in sogenannte Partialbriiche geschieht. Setzen wir zur
Abkiirzung

2_7!_1'
VA e
80 ist in unserem Fall der Nenner
2P — 1 — Tl (2=—=0%);
wo das Productzeichen sich auf den Buchstaben o bezieht, welcher
ein vollstiindiges Restsystem in Bezug auf den Modul P durch-
laufen muss; wir setzen fest, dass « die Werthe
(A TR (i)
durchlaufen soll; man erhilt dann nach bekannten Regeln
T
o Ve e 0 B e
wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben « bezieht, Nach
der oben eimngefithrten Bezeichnung ist nun

207

109 =32 (5)er 7,
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und diese Sunme ist vermdge des in den Supplementen (I, §. 116)
bewiesenen Satzes

— (%) V P.i%he—e

wo die Quadratwurzel V P positiv, und

)

zu nehmen ist, wenn ¢ keine velative Primzahl zu P ist. Die Zer-
legung in Partialbriiche liefert uns also das Resultat
1 f(n)

(‘“)
) /4 (P—1)2 :
: ghe—r  \P

z 1—a2 = VP < z—ge

wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben o bezieht, der
nuralle die positiven ganzen Zahlen zu durchlaufen hraucht, welche
< P und relative Primzahlen zu P sind.

Die nun auszufiihrenden Integrationen der einzelnen ¢ (P)
Partialbriiche sind in der einen Formel

r—a

dx
/m = jlog {(ﬂ«‘* a)?+ Zﬂ} + 4 arctang 5

oder

2 ety et 3 HC Z—cosd
/x—cd"" = %log lx —2zc080 - 1}+z arctang T
enthalten, aus welcher, wenn 0 < 8 < 2= ist,

1

/‘_dL_
J w—edi

0
log (2sin16) ¢ { arctang (tang 1 0) - arctang (cotang 6)}

folgt, vorausgesetzt, dass die beiden Arcus, welche in der Paren-
these stehen, in dem Intervall zwischen + 37 und —1x genom-
men werden.  Mag nun o zwischen 0 und =z, oder zwischen z und
2z liegen, so crgiebt sich hieraus leicht, dass immer
1
/i—“’”d — log(28in 18) i (b —18)

(4
0

ist,
Wenden wir dies auf unseren Fall an, so erhalten wir
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1
‘/:c——(}’," = log (2 sm——)—i-z( D)
0

und folglich
SimNGL Y AU . aw (T am\|
2(3)m =7 2 (5) s F) +:(5-F)}

wo das Summenzeichen rechts sich auf alle ¢ (P) Werthe von ¢

erstreckt. Da nun
o
Si{ =) =
x(3)=0

ist, so konnen die in der Parenthese befindlichen Glieder, welche
von « unabhingig sind, wie log 2 und 1z¢ weggelassen werden,
und man erhilt dann

& e B e S [ N7 AT 1)
2(3) w=—"v7 2(3) e F -}

Dieses Resultat nimmt noch einfachere Formen an, wenn man
die beiden Tiille P =1 (mod. 4) und P = 3 (mod. 4) von ein-
ander trennt. Im ersteren Falle ist néimlich

FME—1E =

und folglich, da die linke Seite reell ist,
m\ 1 1 a
¥ (?> P = i ( ) log sm?

S (3)e=0;

im letzteren Fall dagegen ist

§hP—D2 — 4

und folglich

Diese heiden Vereinfachungen lassen sich auch auf folgende Weise
verificiren. Bedenkt man, dass (P— &) dieselben Werthe wie «
durchliuft, so folgt
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()= 0= (5
(P) log sin & 5= (P;D‘> log sin (P*%z

== 2(% log sin 22

ist nun P = 1 (mod. 4), so folgt hieraus

(3) o= 2(5)e=

ist dagegen P = 3 (mod. 4), so ergiebt sich

E<P>logsm1 _—2< >logsm%__0

§. 104,

Hiermit ist nun fiir den von uns betrachteten Fall, in welchem
die Determinante D = + P = 1 (mod. 4) und durch kein Quadrat
theilbar ist, der gesuchte Grenzwerth

@) v =0-@1:@)=

wirklich in Form eines geschlossenen Ausdrucks gefunden, und
um die Anzahl % der zu dieser Determinante D gehirenden ur-
spriinglichen Formen der ersten Art zu erhalten, brauchen wir
mur noch die beiden Fille, in welchen D negativ oder positiv ist,
von einander zu trennen.

Erstens. Ist D negativ —=— P, und also P = § (mod. 4), so
ist (8. 97)
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wo o, wieder alle positiven ganzen Zahlen durchlaufen muss, die
< P und relative Primzahlen zu P sind. Offenbar muss dieser
Ausdruck fiir die Classenanzahl sich noch in der Weise umformen
lassen, dass der Divisor P verschwindet. Dies lisst sich in der
That durch folgende Betrachtung erreichen. Bezeichnet man mit

of diejenigen Zahlen ¢, welche < 1 P sind, so stimmen die Zahlen
(P — o) mit denjenigen Zahlen « itberein, welche > 1 P sind; es
ist daher

N cNSuBT Sl SN S
2(p)e=2(3)+3 (F55) @—w),
wo die Summenzeichen rechts sich auf den Buchstaben o/ beziehen
da nun P = 3 (mod. 4), und also

Gl FlE )

ist, so erhalten wir

5(5)e-22(F)e-23(5)

Offenbar wird die Reihe aller Zahlen « aber auch erschopft durch
die simmtlichen Zahlen 2 e’ und (P — 2 ¢), und folglich ist auch

(3o (5) 2+ 3 (529) 2o

oder nach leichten Reductionen

(#)2(F)==13(5)«-22(5)

Zieht man dlese Gleichung von der fritheren ab, nachidem dieselbe
mit 2 multiplicirt ist, so erhilt man

p-G23) =22 (3)

und hierdurch verwandelt sich der obige Ausdruck fiir die Classen-
anzahl in den folgenden einfachsten:

_v(ﬁ')
=34

Wir konnen daher fiir diesen Fall als Resultat unserer ganzel
Untersuchung folgenden Satz aussprechen:

Ist P eine positive, dwrch kein Quadrat theilbare Zall von der
Form 4n + 38, und bezeichnet man mit o alle relativen Primgahlen
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zu P, welche << 3 P sind, so findet man die Classenanzall b der zu
der Determinante D = — P gehirenden Formen der ersten Art,
wenn man von der Anzahl derjenigen der Zahlen o, Sfiir welche

(5=

ist, die Anzahl der dibrigen Zahlen of abzicht.

Der Ausdruck dieses Satzes vercinfacht sich in dem speciellen
Fall, wenn P eine einfache Primzahl ist, folgendermaassen:

Ist der absolute Werth p der negativen Determinante D = — p
cine Primzahl von der Form 4n 4+ 3, so ist die Classenanzahl h
der 2w thr gehorigen Formen der ersten Art gleich dem Ueberschuss
der Anzahl der zwischen 0 und L p liegenden quadratischen Reste
von p diber die Anzahl der awischen denselben Grenzen liegenden
quadratischen Nichtreste von p.

Dieser letztere Satz ist in einer nicht wesentlich verschiedenen
Form schon einige Zeit vor der Verffentlichung der Lisung des
allgemeinen Problems *) durch Induction von Jueohi**) gefunden.

Als Beispiel withlen wir die Determinante 1) == — 11; unter den
Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 sind vier quadratische Reste 1, 8, 4, 5, und ein
quadratischer Nichtrest 2 von 11; mithin ist die Anzahl der Formen
erster Art'—=4 —1 = 3. In der That giebt es fiir diese Deter-

- minante nur drei (nicht fiquivalente) reducirte Formen erster Art,

nimlich (1, 0, 11), (3, 1, 4) und (3, — 1, 4).
Beiliiufig mag hier bemerkt werden dass zufolge des gewon-
nenen Resultats die Anzahl der Zahlen ¢, fiir welche

)=+

stets grisser ist, als die Anzahl der Zahlen o, fiir welche

(5) =

ist, da A immer eine positive Zahl, nie = 0 ist: ein Satz, welcher
auch fiir den einfachsten Fall, wo P eine Primzahl von c1e1 Form

*) Dirichlet: Recherches sur diverses applications de Panalyse infini-
tsimale & Ta théorie des nombres in Crelle’s Journal Bdde. 19, 21.

™) Observatio arithmetica in Crelle’s Journal Bd. 9; vez‘gl Dirichlet:
Gedichinissrede auf C. G. J. Jucobi, und Kummer: Gedichinissrede auf
G. P. Lejeune Dirichiet. L

$

gxba\r;fm
. Generd 7
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4y + 3 ist, auf anderem Wege noch nicht hat bewiesen werden
konnen (vergl. das Theorem iiber die arithmetische Progression,
Supplement VI.).

Zuweitens. Ist die Determinante positiv — 4+ P, und also
P =1 (mod. 4), so ist (nach §. 99) die Classenanzahl

2VD Sl Nl '
= AN (et ) e
= log (1 UVD)“( ) n

und da in diesem Fall

DN INAIN o N L
E(ﬂﬁz(l”(T)?)z B
1
— (P>7 5 i)lo sin 27
TR “(P Dosin

ist, so ergiebt sich

h— <P) O < ) log sin L

"~ log(T+TVP)“ 73

Bezeichnet man die Zahlen o mit « oder mit &, je nachdem

<%) =41 oder =—1
ist, so nimmt die vorstehende Gleichung folgende Gestalt an:

h

9 . bm
il 2 — (?) i II sin T.
log(T'+ UV P) T %

hierin beziehen sich die Productzeichen [T im Zihler und Nenner

resp. auf alle  und auf alle a; und ausserdem bedeuten 7, U die

kleinsten positiven gmzen Aahlen welche der Pell'schen Gleichung .
PU—1

geniigen. Der wahre Charakter dieses Resultates wird durch eine

weitere Umformung (§. 107) noch deutlicher werden.
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§. 105,

Nachdem im Vorhergehenden (§§. 102 his 104) der Fall, in
welchem D =1 (mod. 4) ist, seine vollstiindige Erledigung ge-
funden hat, begniigen wir uns, die Hauptmomunte fiir die allge-
meine Untersuchung hervorzuheben. Es handelt sich zuniichst um
die Bestimmung der Reihe

ves(®)2,

in welcher » bestéindig wachsend alle positiven ganzen Zahlen

durchlaufen muss, die relative Primzahlen zu 2 D sind.
Gebrauchen wir nun die Buchstaben P, @, & genau in derselben

Bedeutung, wie sie am Schluss des §. 52 festgesetst ist, so ist

1 n
) = JYetr— Vi (n2— BAS
<Ln> 0 Ye(n—1) g Vs (n® 1)( )»

und folglich stets
DNl D)
n) Tl (7)’

wenn i = v (mod, 8 P) ist. Setzt man daher
1

R Zr=ldx;

0
und

f@ =3 (B)x

Wo v alle die Zahlen » durchliiuft, welche <8 P sind, und beriick-
sichtigt, dass £(1) = 0 ist (§. 52), so findet man unter der Vor-
aussetzung, dass der Modulus von z auf dem Integrationswege < 1
bleibt, #hnlich wie in §.'103,

N—/ f(x) @ = z:f(co)(l*c
T—a%2 g z2—ao’
Wwo @ alle Wurzeln der Gleichung

@08 — 1

durchlaufen muss; diese sind bekanntlich von der Form
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0 = jrb°,
wo zur Abkiirzung
i & 2_71_:
J c4—11j—2'?,‘0_e]’

gesetzt ist; ldsst man » und s vollstiindige Restsysteme resp. nach
den Moduln 8 und P durchlaufen, so erhiilt o seine simmtlichen
8 P Werthe.

Bedeuten nun g und m resp. die kleinsten positiven Reste der
Zahl v in Bezug auf die Moduln 8 und P, so ist ¢ eine der vier
Zahlen 1, 8, 5, 7, und m eine der g (P) relativen Primzahlen zu P;
und daumgekehrt jedem solchen Restpaare w, m eine und nur eine
bestimmte Zahl v entspricht (§. 25), so findet man, mit Zuziehung
des in den Supplementen (§. 116) bewiesenen Hiilfssatzes,

JFlop=2 (2) @Y = 30— %02=1 (%) Jrrvs

Vv

= 3 §%@=D (-1 jur 3 <%>0@,s

P—1y2
= (14 8i%) (1 4+ e(— 1)) (%) z'( 2 )VP,

wo V P positiv ist, und das Jacobi’sche Symbol den Werth Null

hat, wenn s keine relative Primzahl zu P ist. Wemn P =1, so

sind die Factoren, in welchen P vorkommt wegzulassen, Setzen
- wir nun zur Abkiirzung

1
== i i) _d_«.Z_
() f“ (P Z—50"
0

wo s alle incongruenten Zahlen (mod. P) zu durchlaufen hat, die
relative Primzahlen zu P sind, so ergiebt sich

(P—1)2
A3
i Ls R y
N= —‘W 2‘77' (1 + (523’) (1 + E(— 1)')1[)(”'),
wo 7 ein vollstindiges Restsystem (mod. 8) durchlaufen muss.

Trennt man jetzt die vier Fille von einander, so erhiilt man fol-
gende Resultate:
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LoD =% B =1 (mod. 4), 8 — L1 &— 1

N. 21/13:—7:( ;){w(O)—w(li)}-

. D=4+ P=3(mod. 4),0 = —1,¢e =4 1;
=
N.2VP=—i.qi ® 7 ($(2)—v()).
I. D=+2P =2 (mod. 8),8d =+ 1, e = —1;
S (1’—1)2
N.2VaP=—i> "/ (w()— v (@) —$()+ (D)
IV. D=+2P=6 mod. 8),0 = —1, e = —1;

P—1\2
N.2V2P=—4.i " ) {w (1) + 9 (3) — v (5) — % (7).
Dieselben Formeln gelten auch noch fiir denFall P—1, d. h.

fir die Fille D = —1, D = 42, D — — 2, wenn

T
") = wd_‘”jr

0
gesetzt wird. Zur Bestimmung der Werthe ¢ (), auf welche es

jetzt allein noch ankommt, dient wieder die unter der Voraus-

setzung 0 < @ < 27 giiltige Gleichung

&

: dx ] 4
[ =g @sinig) + 1 —9)i,
0

und man findet hieraus fiir den Fall P = 1 leicht folgende Re-
sultate:

D=—1; Nt

1
e e )
DN e ot (1)
S
D=—% N=gzy5,

Wo V2 positiv zu nehmen ist. Schliessen wir von jetzt an den
Fall P — 1 giinglich aus, so ist

1
da o . M 7 Mmm) .
[ =1os (2 gp) + (5 -~ 52)"

0

wo m den kleinsten positiven Rest der Zahl (P# + 8s5) nach dem
Modul 8 P bedeutet, so dass
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m = Pr (mod. 8), m = 8s (mod. P), 0 <m < 8§ P

ist; hieraus folgt
m b3 M .
(r)_<P) ( ){log(2sm +(7—§Tj>z},
wo m diejenigen ¢ (P) positiven Zahlen durchlaufen muss, welche
relative Primzahlen zu P, kleiner als 8 P und zugleich = Py
(mod. 8) sind; da dieselben nach dem Modul P incongruent sind,

so ist (§. 52)
5(5)-0

und folglich nimmt die vorstehende Gleichung folgende emfachere
Gestalt an

2\ o [m mmx ML
wm:(?) : ( )(1 e 81’)’ )
m = Pr (mod. 8), 0 <m < 8P.

Hierdurch ist nun der Werth der unendlichen Reihe N in
allen Fillen auf eine Summe von einer endlichen Anzahl von Glie-
dern zuriickgefithrt; dieselbe ist aber noch bedeutender Verein-
fachungen fihig, zufolge gewisser Eigenschaften der acht Ausdriicke
¥ (r), die entweder aus der so eben gefundenen Form, oder auch
aus ihrer urspriinglichen Definition leicht abgeleitet werden kon-
nen. Indem wir den letzteren Weg einschlagen, setzen wir zur
Abkiirzung

(z—69

Te—0) @
wo die Buchstaben o und & die in §. 52 festgesetzte Bedeutung
haben; dann wird zufolge der obigen Definition

Fo)=@—09P =

1
¥(n) = [ dlog F'(zj—),
/

wo der Modulus der Variabeln 2 auf dem Wege von 0 his 1 stets
< 1 bleibt, oder auch

D) = f dlog F(x),

wo, wenn die complexen Grissen in der bekannten Weise geo-
metrisch durch Puncte einer Ebene dargestellt werden, der Punct

(Classenanzahl der Formen. 2t

2 von 0 bis j—7 sich so bewegen muss, dass er im Inneren des mit
dem Halbmesser 1 um den Punct 0 beschriebenen Kreises bleibt.
Die acht Puncte j7 zerlegen die Peripherie dieses Kreises in acht
gleiche Octanten, auf welche sich die @ (P) Puncte (¢ vertheilen,
die ihrerseits wieder in zwei Classen ¢ und #° zérfallen.

Aus der Definition der Function F(xz) geht zuniichst hervor,
dass sie mit

il (z/ A 0_,) (%) = F(x’) (:P-)

conjugirt ist, wenn 2’ den mit 2 conjugirten complexen Werth be-
deutet; und hieraus folgt unmittelbar, dass ¥ () und

) f 1log F(a!) = () (—7)

ebenfalls conjugirt sind. Setzt man daher zur Abkiirzung

R =v(—n+(F)v0),
5 )
T0) = #(=n—(Z ) v,

so wird R reell, und J rein imaginiir oder = 0; und man erkennt
leicht, dass die Summe N sich auf Ausdriicke von der Form R
oder J° reducirt, je nachdem die Determinante D positiv oder
negativ ist.

Aus der Definition der Function F(z) folgt ferner leicht die
Relation

2
F(z) F(—2) = F(2%) (P)' (%)
da nun, wenn & im Inneren des Kreises von 0 his j—r geht, gleich-

zeitig —x von 0 bis j=¢+9, und 22 von 0 bis j—2" fortriickt, so
ergiebt sich

YOI v+ 9 = (F)ven; ©)

dieselbe Eigenschaft kommt offenbar auch den Ausdriicken B und
J zu.

Die Function F(z) besitzt endlich noch die folgende igen-

schaft
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da nun, wenn z im Inneren des Kreises von 0 bis j—* geht, der
reciproke Werthe y ausserhalb des Kreises von w bis j- fortriickt,

so folgt

fﬂlovrw =(7)vm.

und hieraus crgiebt sich
J(r) = f dlog F(z,),

0
wo 2, im Inneren des Kreises von 0 bis j7, dann ausserhalb des-
selben von j* bis o geht. Die Differenz o (r) — J(r + 1) ist daher
ein geschlossenes Integral, in welchem die Integrationsvariabele
einen positiven Umlauf um diejenigen Puncte §¢ macht, die auf
dem von den Puncten j7 und j*+1 begrenzten Octanten liegen, und
folglich ist nach bekannten Sitzen der complexen Integration

S

rEL
oL T 1 2 > (?),
wo s alle Werthe durchliiuft; die der Bedingung

7 s r+1

T oDl
geniigen; hieraus ergiebt sich weiter
r+4
T)—J(r+4) —2mi 8 (—1'”;)
und ebenso, wenn » positiv ist,
2r
T0)—J(2r) = 2i ¥ (%);

setzt man die hieraus folgenden Welthe von o (r +4) und J(27)
in die aus (6) abgeleitete Gleichung

T() & T+ 4) = (%) J(2r)

ein, so erhilt man

- @lro—sel56) - 35 G

Bedenkt man 1'erner, dass

Y(@)=-(F)L6)

ist, 80 ergiebt sich
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b=t
=l =i (-3 6)
1+ () —smsf5 (1) + (31) £ 3)

Da endlich zufolge (6) und (4)
vO v =2 (F)|v0,

L—(F)ro =70,
v©) —(F)e@ =70,

=@} +(F) RO —vE =I0 +(F)Ie)

ist, so wird, wenn die Determinante D negativ, also P im ersten

und dritten Falle= 3, im zweiten und vierten Falle=1 (mod. 4) ist,

LN V)‘<P

L N=y%3(3),

0L N=V’2’_P§1_(—IS~))

m v s (3)- $3))

wenn man beriicksichtigt, dass im zweiten und vierten Falle

ist, 2: (%> =

Fir positive Determinanten erhilt man ebenfalls Verein-
fachungen durch die Betrachtung des reellen Ausdrucks (4)

s () e
= 3 (3) log{(Gr— 09 (= —0-9)

= log {F(j’ )F(J—’)( )

Dirichlet, Zahlentheorie, 18
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welcher zufolge (7) in den folgenden iibergeht
R (r) = log {¢F(5)%),
wo !
e = g2b—20 — :i%ﬂ/_?. oders—+¢l.

ist, je nachdem P — 3 oder von 3 verschieden ist (§. 140). Da
nun zufolge (6) und (4)

vO -9 ={—(3)l+@
[1+(F))v@ =20
v(©)+(F)¢® = BQ)

v +(F)r () = RQ)

v +(5) v e =RE)

ist, so erhiilt man, weil im ersten und dritten Falle P = 1, im
zweiten und vierten Falle = 3 (mod. 4) ist,

L N.2VP=— {1 i (%) —;—}log (Fay)

I N.2VP=— log(cF(:)}
= F(jiy
. N.2V2P = log |22
L o {Fu)ﬂ}
IV. N.2V2P = — log [2F(j) F(5%7}.
§. 106.

Nachdem der Werth der unendlichen Reihe N fiir alle Falle
hestimmt ist, in welchen die Determinante 1) durch kein Quadrat
(ausser 1) theilbar ist, konnen wir nun die Anzahl 7 der Classen
der urspriinglichen Formen der ersten Art in geschlossener Form
angeben *).

*) Vergl. Kronecker: Ueber die Anzahl der verschiedenen Classen qua-
dratischer Formen von negativer Determinante, Borchardt’s Journal Bd. 57.
Daselbst findet man fiir negative Determinanten wesentlich neue Formeln,
welche aus der Theorie der elliptischen Functionen abgeleitet sind,
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A. Tiir negative Determinanten D ist (nach §. 97)

Al g
2
mit Ausnahme des Falles ) — — 1, wo der Ausdruck rechter Hand

zu verdoppeln ist. Hieraus ergeben sich folgende vier Resultate:
(.S_
7)
@)
72
1 s 4 S
IV. D=—2P=6(mod 8);h—2 {z <~>_g(,_)},
o \P 3 \ P
wo die Grenzen der Summationen sich immer auf den Werth 8s: P

bezichen*). Aus IL und IV. sind resp. die Fille D = —1 und
D — — 2 auszunehmen, in welchen  — 1 ist.

1L =—P=1 (mod. 4); h=

o e

I. D=—P=3 (mod.4); h=2

olw

I D=—2P=2 (mod.8); % =2

e
| @

B. Tiir positive Determinanten D ist (nach §. 99)
Rlog (T4 UVD) =N .2VD,

wo T, U die kleinsten positiven ganzen Zahlen bedeuten, welche
der Bedingung
T:—DU?=1

geniigen und nach der angegebenen Methode (§. 84) stets gefunden
werden konnen. Der Werth NV . 2 V.D ist am Schlusse des vorigen .
Paragraphen bestimmt; statt der dortigen Formeln kann man
auch die folgenden aus der Gleichung (2) des vorigen Paragraphen
ableiten:

#) Umgekehrt kann man diese Formeln benutzen, um die Vertheilung
der Zahlen ¢ und b auf die acht Octanten mit Iilfe der Classenanzahlen
fiir die Determinanten — P und — 2 P zu begtimmen (Gauss’ Werke Bd. II,
1863. p. 288),
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L D=P=1 (mod. 4)

—{4—2(%)} }; ( ) log sin ”1;:
II. D= P = 3 (mod. 4)
=1) (3) logsn 2%
: 7 P 4P
L D= 2P = 2 (mod. 8)

g 5
Rlog(T+ UV3P) = _%( > <P> log sin 22
Iy. D = 2 P = 6 (mod. 8)

8. /—2\ /n . W
hlog(T+UV2P)=— %, (T) <?> log sin 5P

wo # alle relativen Primzahlen zu 2 P durchlaufen muss, fiir welche
n : P zwischen den angegebenen Summationsgrenzen liegt. Die
drei letzten Fille lassen sich in der gemeinschaftlichen Formel

Rlog (T + UVD) z—z( ) log sin 37

zusammentassen, wo » alle zwischen 0 und 4 D liegenden relativen
Primzahlen zu 4 D) durchlaufen muss.

Wlog(T'+ UVP) =

Ilog(T+UVP) =—

§. 107.

Betrachten wir die so gewonnenen Resultate, so zeigt sich ein
wesentlicher Unterschied zwischen den positiven und negativen
Determinanten. Wiihrend némlich der Ausdruck fiir die Classen-
anzahl bei einer negativen Determinante unmittelbar die Form
einer gamzen Zahl hat — dass dieselbe zugleich positiv ist, hat
freilich bis jetzt noch Niemand auf elementarem Wege nachgewiesen
— so ist dies keineswegs unmittelbar ersichtlich hei den Aus-
driicken, welche die Classenanzahl fiir eine positive Determinante
darstellen. Es ist nun von hohem Interesse, dass mit Hiilfe eines
Satzes aus der von Gauss®) gegriindeten Theorie der Kreistheilung
(Supplement VII.) die obigen Ausdriicke fiir  log (7'4 U V.D) wirk-
lich stets in die Form log (¢ -+« VD) iibergefiihrt werden kionnen,

*) D, A. Sectio VIL
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wo ¢, w ganze Zahlen bedeuten, welche der Gleichung {2 — Du?=1
geniigen. Dies wollen wir jetzt. nachweisen *).

Behalten wir die bisherigen Bezeichnungen bei, so kinnen wir,
wie im Supplement VIL gezeigt ist, stets

94@ =21l (z—0) = Y(x)—i(‘_:) VP. Z(z)

P
2B(z) =211 (z —0") = Y(m)-l—i( ™) VP Z(z)
setzen, wo V P positiv ist, und ¥ (z), Z () ganze Functionen von
z bedeuten, deren Coefficienten ganze Zahlen sind. Zugleich ist

I (w1 —1)
I (= —1)’

wo u, jedes positive, u, jedes negative Glied des entwickelten Pro-
ductes

pB)=@—D @@= @"=D...=
bedeutet, und

A@)B(x) =11 (x—6) =

Y — X

ZF_A@
F@=I(@—0)" =%

Wir wenden uns nun, indem wir die am Schlusse des §. 105
gefundenen Ausdriicke fiir das Producth log (7'+ UVD)=N.2VD
zu Grunde legen, zundchst dem Falle L. zu, in welchem D =P =1
(mod. 4), und also

hog (T+ TVP) =—{1 —(5) 5] log (P2
| P aliclle
ist. Da nun

A@1)BQ) = =P
WB@ = [ =
ist, wo # = 1 oder = 0 ist, je nachdem P eine Primzahl oder zu-
sammengesetzt ist (§, 188), so ergiebt sich
Ay b

O =po)= By’

da ferner

*) Lejeune Dirichlet: Sur la maniére de résoudre Véquation 32— pu?
=1ay mo yen des fonctions circulaires (Crelle’s Journal Bd. 17). Vergl.
Jacobi: Ueber die Kreistheilung und  thre Anwendung awf die Zahlen-
theorie (Berliner Monatsherichte 1887).
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294(1)=y—sVP, 2B(1)=y+2VP
ist, wo die ganzen Zahlen ¥ (1), Z(1) zur Abkiirzung mit ¥, 2 be-

zeichnet sind, so wird
y2— Ps? = 4 P4

und folglich muss, wenn P eine Primzahl ist, y durch P theilbar
sein; mithin kann man in allen Féllen

y+eVP=(a+BVP) (V)"
setzen, wo «, 8 ganze Zahlen bedeuten, welche der Gleichung
02— Pp2 =4 (—1)*
geniigen, und man erhiilt
@)
(T + UYP) = (i‘_tg_@) :

Sind nun die Zahlen y, # gerade, was jedenfalls eintreten muss,
wenn P = 1 (mod. 8) ist, so kann man « = 2 of, B = 2 setzen,
wo die ganzen Zahlen o/, f der Gleichung

w2~ P2 — (—1)*
gentigen; setzt man ferner
(/L B VPt =t +w VP,
so gentigen die ganzen Zahlen ¢, u der Gleichung 2—Pur=1
und man erhilt

(11 UVP) = (t+ VP)(Z“(%))(E_%) )

Sind dagegen die Zahlen y, # und folglich auch «, B ungerade,
was nur dann eintreten kann, wenn P =5 (mod. 8) ist (z. B. wenn
P — 13, wihrend z B. fir P = 37 der frithere Fall Statt findet),

50 kann man -
3
(“"“gv >-—6¢’+5'VP

setzen, wo «, B/ ganze Zahlen sind, die der Gleichung
o2 — Pp"? = (—1)
geniigen; setzt man nun wieder
(o/+ B VPt =t +uVP
50 wird {2 — Pu? = 1, und

(T'+ UVP)» = (t+uVP)y-*.
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Es leuchtet ein, dass, wenn P = 5 (mod. 8) ist, der erste oder
sweite Fall eintreten wird, je nachdem die Classenanzahl 7 durch
3 theilbar ist oder nicht (vergl. §. 99). Ebenso leicht erkennt man,
dass in allen Fillen 7 = % (mod. 2), d. h. dass die Classenanzahl
7, ungerade oder gerade sein wird, je nachdem P eine Primzahl
oder zusammengesetzt ist (vergl. § 83. Anm.). Endlich mag noch
bemerkt werden, dass die Zahlen y, # beide positiv sind; da nim-
lich P =1 (mod. 4), so zerfallen die Zahlen « in Paare von der
Form « und — @, ehenso die Zahlen b in Paare von der Form b
und — b, und folglich sind A (1), B(1) und 4 (1) + B(1) = y po-
sitiv; da ferner

{2 a (%)] {log B(1) —log 4 (1)} = hlog(T+ U VP)

positiv ist, weil % positiv, T+UVP > 1 ist, somuss B (1) > 4 (1),
und folglich # positiv sein: ein Resultat, das bisher auf anderem
Wege noch nicht hewiesen ist.

§. 108.

Fiir den zweiten Fall D — P = 3 (mod. 4) haben wir oben
das Resultat ;
Tlog (T +U VP) = — log [¢ F(2)?}
erhalten; da nun, wenn m irgend eine ungerade Zahl bedeutet,

g —1

9 —

— 4 Yam—=1)%

ist, und da ferner
Tm—Zm=@-D0@ -0 -1...
P =@ - E"=DE”"-1...
ist, s0 findet man leicht
3 Sl =1)
A@)B(i) = TGa=T) 225
w0 % wieder — 1 oder = 0 ist, je nachdem P eine Primzahl oder
zusammengesetzt ist.  Folglich wird
A1) 54



280 Fiinfter Abschnitt.
und also, da ¢3 = 1 ist,
(T+UVP)» = e (=1)*B(i)*
Mit Ausnahme des Falles P = 3 ist nun (nach § 140) ¢ = 1, und

(—2)7B(5) = 4@, (97 4(3) = B,
wo @ (P) = 27 gesetzt ist, folglich
1T B () = A(—1i), *A() = B(—1),
also auch
it Y (@) =Y (—19), *.12Z0) =—1iZ(—1);
heriicksichtigt man nun, dass ¢

1% =—(—12—,)z' oder =1
ist, je nachdem P eine Primzahl oder zusammengesetzt ist, so folgt
hieraus, dass man

Vo= (1 i (%) i)“y, i Z0) = (1 g (%) z')x.e,
also

24()=(1+ (%) i) y—» 1/1’),215’(1?):(1 -|-(%)i>x(y+z1/1’)
setzen kann, wo y, # ganze Zahlen bedeuten, welche der durch
Multiplication entstehenden Gleichung
y2—Peg? = (%) 92—»
gentigen; hieraus folgt weiter, dass man
W+eVP)+x =20t +uVP)

setzen kann, wo 7, u ganze Zahlen bedeuten, welche der Gleichung
12— Pu? = 1 geniigen. Zugleich wird

Bi)irx— (Pi> it L uVP),
und folglich
(T+UVP) = [t +uVP)r—2%
Wir erwihnen, dass » = 2 (mod. 4) ist, und dass die Zahlen
Y, # stets dasselbe Vorzeichen haben.
In dem bisher ausgeschlossenen Fall P =3 ist 7=2, U=1
¢ = 0, B (i) = ¢ — 07, woraus leicht folgt, dass
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L
CF ()

also h = 2 ist.

= ¢2(—1)*B(i)t = (2+ V32,

& 109.

Fiir den dritten Fall D) = 2 P = 2 (mod. 8) haben wir oben

Vir F(j

hlog (T+TVIP) = log |2 }

vlog (1 + ) 8\ F()

gefunden. Beriicksichtigt man nun, dass, wenn m irgend eine un-
gerade Zahl bhedeutet,

Gr=D(@m—1) 3
=

ist, so findet man

ADBGAGH B =HIEZJTR D (22,

und folglich

(I+UVIP) = A% BGY,
wo % wieder — 1 oder — 0, je nachdem P eine Primzahl oder
zusammengesetzt ist. Da nun P = 1 (mod. 4), und also ¥ (4)
=P Y (™Y, Z(j) = j* Z(j—") ist (§. 140), so kann man
Y =3% g + 9" (G =53}, Z() =% {4 + 2" (—3%)
setzen, wo o/, 4", 2/, 2" ganze Zahlen bedeuten; da ferner j — j?
= V2 ist, so erhiilt man, wenn man
o= (— DT (s —2y"— P(#7—24"),
ﬂ — (__ 1)1/-21 9 (]}' 2 — yv! 2’)
setzt,
LAG)B@G) =+ BV2P, 44(j)) B =a—BV2P,

wo die ganzen Zahlen «, 8 der Gleichung

w—2Pp — 16 (;2

)

geniigen und folglich beide durch 4 theilbar sind. Man kann
daher

AGHB@G) =y+2V2P
18%
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setzen, wo die ganzen Zahlen 7, z der Gleichung

Y —2Pz =

geniigen, und es ist
(T4+UV2P): = (y +2V2P)"
Hieraus folgt, dass & = 2 (mod. 4), falls P eine Primzahl von
der Form 8# - 5, sonst aber # = 0 (mod. 4) ist.

In dem bisher ausgeschlossenen Falle D — 2 war N VD =
log (1 + V2); da ferner 7'= 3, U = 2 ist, so folgt

hlog(3 +2V2) = 2log (1 + V2),
also b = 1. :

& 110.

Fiir den vierten Fall D = 2 P = 6 (mod. 8) haben wir oben
(§§. 105, 106) das Resultat
hlog (T+UV2P) =—log (cF (j)* F(j%)?}
gefunden, welches vermoge der Gleichung

-9
ADBHAGBG = (7o)

in
(T+UVZE)* = o B(j)y B ()"
ithergeht, weil ¢3 = 1 ist. Lassen wir den Fall P — 3 unberiick-
sichtigt, so ist (nach § 140) ¢ =1, und ¥ (j) = (—/)* ¥ (),
—Z(j) = (—4§)* Z(j—1); da ferner = ungerade oder durch 4 theil-
bar ist, je nachdem » — 1 oder = 0, d.h. je nachdem P eine Prim-
zahl oder zusammengesetzt ist, so kann man
Y(j) = (§h70 40 —a) (4 +4" (G —35%)
FZ() = (R0 — ) (& + 2 (—i0)
setzen, wo ¥/, 4", ¢, 2 ganze Zahlen bedeuten; beriicksichtigt man,
dass j—j% = V2 ist, und setzt
o =1y2—Pg2—2y'2 L 2 P2
B= 2(J &=y,
s0 erhélt man
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LA AG) = (—j"—;D)* (w—BV2P)

4 B(j) B(5*) = (—j* —5*0)*(a+ V2 P),
wo die ganzen Zahlen ¢, 8 der durch Multiplication entstehenden
Gleichung

0?2 —2 PR —= (:l%) (— 2)t—7
gentigen; man kann daher

(@+BVIP) +2=21+2( 4 u VI F)

setzen, wo die ganzen Zahlen t, w der Gleichung #? — 2 Pu2 — 1
geniigen; dann wird

B +*B()+% = (—D*(@t+uV2P)
und folglich
(TH+TUV2IP) = (t +u V2 P)t—2%,
woraus leicht folgt, dass 7 = 2% (mod. 4) ist.

In dem ausgeschlossenen Fall P — 8 ist ¢ = 0 = ¢, 7 — 5,
U = 2, und man erhilt

OB()B() =00 —067) (P—0) =—i(V2+V3)
0?B(j)B(53)? =—(B+2V6) =—(T+ UTV2P)
und hieraus 7, = 2.
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I. Ueber einige Sitze aus der Theorie der Kreis-
theilung von Gauss.

§. 111.

Wir schicken zuniichst ein Lemma aus der Theorie der
Fourier'schen Reihen voraus, deren Glieder nach den Cosinus der
successiven Vielfachen eines Winkels. fortschreiten; es wird in
derselben nachgewiesen ™), dass fiir alle reellen Werthe von «
zwischen z — 0 und 2 = & mit Einschluss dieser Grenzen stets

Q@) = tay+acosz @, 008224 azcos3x A - - -
ist, wenn ¢ (z) eine innerhalb dieses Intervalles endliche und stetige
Function bedeutet, welche nicht unendlich viele Maxima und Mi-
nima hat, und wo die Coefficienten g, @y, a; ... durch die Gleichung

7
O %fqy(x) cosszdx
(1}

bestimmt werden. Hieraus folgt fiir # = 0

T
7@ (0) = +)‘,./‘q:(av)cossacd:c,
o

wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben s hbezieht, fir
welchen Null und alle ganzen positiven und negativen Zahlwerthe
der Reihe nach einzusetzen sind. Auf diesen der genannten Theorie
entlehnten Satz stiitzen wir uns im Folgenden.

) Dirichlet: Swr la convergence des séries etc. (Crelle’s Journal Bd. 4);
derselbe Beweis ist vereinfacht im Repertorium der Physik von Doye und
Moser. Bd.I. Vergl. B. Riemann: Ueber die Darstellbarkeit einer Function
durch cine trigonometrische Reihe. 1867. (Riemann’s Werke 8. 213).
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Zuniichst verallgemeinern wir denselben, indem wir das In-
tegral
N7
f(z)cos sz dx
0

betrachten, in welchem 7 eine positive ganze Zahl, s eine positive
oder negative ganze Zahl, und £ (z) eine Function bedeutet, welche
innerhalb des Integrationsgebietes den obigen Bedingungen ge-
niigt. Man kann dasselbe in 27 Integrale von der Form

(r+1)7

f(z)cosszdz

7

zerlegen, wo fiir » der Reihe nach die Zahlen 0, 1, 2 ... bhis
2k — 1 zu setzen sind; je nachdem » eine gerade oder ungerads
Zahl ist, ersetzen wir die Integrationsvariabele z durch sz + g,
oder durch (r + 1) # — »; dadurch geht das vorstehende In-
tegral in

ff(m: + @) cos sz dx, oder in/f((r—}- 1)m —x) cosszdz
i o

ither, und hieraus ergiebt sich zufolge des obigen Satzes ent-
sprechend

(r+17
_E ff(:c) cos sz dx = mf (rm), oder = mf((r + 1)m),

(3

wo die Summe links sich wieder auf alle ganzen Zahlen s hezieht.
Setzt man hierin fiir » die ganzen Zahlen 0,1, 2 ... 24 —1, und
addirt die so entstehenden Gleichungen, so erhiilt man den Satz

22 {5/ 0+ @) +f4m) +- -+ Q20— 1) %) + §f(2hm))
=i2° ff‘(x) cos sz da.
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§ 112,

Wir beschiiftigen uns nun mit den beiden folgenden bestimm-
ten Integralen

+o +oo
= [icos(x?)dz; q :/sin () da;

dass dieselben wirklich bestimmte endliche Werthe besitzen, ob-
gleich die Functionen unter den Integralzeichen fiir unendlich
grosse Werthe von 2 nicht unendlich klein werden, erkennt man
leicht durch die Transformationen

):choswdx: YOIy
7 (2?) =)V Y

0

R
siny

Yy dy;

¢ =2 [ sin (@) de —
0 0

denn zerlegt man das ganze unendliche Integrationsgebiet der
positiven Variabeln g in solche Intervalle, in deren jedem die
unter dem Integralzeichen befindliche Function ihr Zeichen nicht
éindert, so ergiebt sich, dass die Bestandtheile, welche diesen In-
tervallen entsprechen, eine unendliche Reihe bilden, deren Glieder
abwechselnde Zeichen haben und dem absoluten Werthe nach
bestéindig und zwar ins Unendliche abnehmen; woraus folgt, dass
dicse Reihe, sowohl bei dem Integrale p, wie bei ¢, eine conver-
gente ist. Fiir unseren Zweck geniigt dieser Nachweis der End-
lichkeit von » und ¢; die numerischen Werthe dieser Integrale
werden sich von selbst aus der folgenden Untersuchung ergeben *).

Beide Integrale bilden nur specielle Fille des folgenden

*) Dirichlet: Recherches sur diverses appl. ete. §. 9. Vergl., Dirichlet :
Sur Vusage des intégrales définies dans la sommation des séries finies ou
infindes (Crelle’s Journal, Bd. 17).

Dirichlet, Zahlentheorie, 19
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v + o
A :/cos(6+x2)dm = pcosd—gsind,

. .wo 0 eine beliebige Constante bedeutet; bezeichnen wir ferner mit
o eine beliehige positive Constante und mit Ve die positiv ge-
nommene Quadratwurzel aus o, so ergiebt sich, wenn man die
Integrationsvariabele z durch 2V o ersetzt, folgende Gleichung
+o
o :fcos(ﬁ + ax?)dz
Ver
(wiire V @ negativ, so miisste man auch in dem Integrale rechter
Hand die beiden Grenzen mit einander vertauschen). Wir fiihren
nun eine zweite positive Constante f ein, und zerlegen das vor-
stehende Integral in unendlich viele Bestandtheile von der Form
G +1p
/cos (0 + oa?)da,
5B 4
wo fiir s successive alle ganzen Zahlen von — oo bis -} o ein-
zusetzen sind; in jedem einzelnen solchen Integrale ersetzen wir
die Integrationsvariabele 2 durch s + 2, wodurch es in das fol-
gende iibergeht
B

fcos 0+ as2p2+2asfz -+ ax?)da.

©

0
Wir verfiigen nun iibher die heiden bis jetzt ganz willkiirlichen po-
sitiven Constanten ¢ .und f folgendermaassen: unter m verstehen
wir irgend eine positive ganze Zahl, und setzen of? — 2mm,
2af = 1, d. h. also

B=4dmm, o0=_—-

Da nun s eine ganze Zahl ist, so wird

008 (0 - ews? B2 + 2us fu + wa?) = cos (0 + sz | ax?)
2 2
= co0S (6 -+ Sizlr) co8 52 — sin <6 + JW) sin sz,

und folglich
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s+1)p
€08 (0 + aa?) da
58

4m 7T

am7 r TA
i 22 ) ; £ 22K ™
_,/ cos <6+8—m”) cOS .szdm—/sm (6—[—8" ¢ \
o 1 LY

zeichen den Factor sin s enthiilt, verschwindet, oﬂ'cnba PRy vy
und nimmt fiir je zwei gleiche, aber entgegengesetzte Werthe von7
s ebenfalls gleiche, aber entgegengesetzte Werthe an. Summiren
wir daher den vorstehenden Ausdruck fiir alle ganzen Zahlwerthe
s von —aw his 4w, 50 ergiebt sich

d e 4mm
— = AV8mx =3 [ cos (6 2Ly
Vo i + i cos s da.

Die rechte Seite dieser Gleichung ist nun genau so gebaut wie in

dgm Satze am Schlusse des vorhergehenden Paragraphen; setzen
wir zur Abkiirzung

Smm)’

. F@) = cos (& —}—ﬁ
so erhalten wir

AVoma=2m (1f(0) +f(2m)++- + /@ @m—1)7) - 1 (4mm)),

wo links die Quadratwurzel
8mmw — i/%

positiv zu nehmen ist. Nun ist ferner, wenn s irgend eine ganze
Zahl hedeutet,

f(imyr + 25sm) :f(ﬁéiz),
also
F@sm) = 3f@sm) + 4/ (mm | 25m);

fmth.m kann die in den Parenthesen eingeschlossene Summe auch
m die Form

13 f@2sm)
gebracht werden, wo der Buchstabe s die Zahlen
0,1,2...(4m—1)

o s 4 ; s g :
* (‘11 wgend ein anderes vollstiindiges Restsystem in Bezug auf den
MO 1 e i3 .

odul 4 durchlaufen muss; und man erhiilt also

19*
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AV8mm = 7 X cos (6—}—321

am)

Setzt man ferner 4m = n, so dass n irgend eine ganze po-
sitive, aber durch 4 theilbare Zahl bedeutet, und bezeichnet man
mit Vn und Vim die positiv gemommenen Quadratwurzeln aus n
und 1w, so nimmt die Gleichung folgende Gestalt an

— 2
AYn=Vim .3 cos (()‘—{-— SQ—:} i

wo s ein vollstindiges Restsystem in Bezug auf den Modul n
durchlaufen muss. Nun ist :
4 = pcosd—gsind,

wo p, ¢ die obigen Integralwerthe bedeuten, die von n und dem
willkiirlichen 8 ganz unabhingig sind; wit kinnen daher p und ¢
durch eine specielle Annahme fiir 2, am cinfachsten durch die An-
nahme 7 — 4 bestimmen; auf diese Weise erhalten wir

9,(pcos & — gsind) = 2(cos d —sin 9) Viz,
und in Folge der Willkiirlichkeit von &

p=q=Vim

Nachdem so die Werthe von p und ¢ gefunden sind, nimmt unsere
obige Gleichung folgende Gestalt an

¥ cos (8 + s? 27—:5) = (cos & —sin 0) Vn,
und sie zerfillt in die beiden folgenden :
2
3 cos (s2 ﬂ) =7V
7

2 27
Y sin (32 —n—> =Vn;

hierin bedeutet also # jede beliehige ganze positive Zahl, welche
= 0 (mod. 4) ist, und Vn die positiv genommene Quadratwurzel
aus p. Bezeichneb man zur Abkiirzung V/— 1 mit 4, und, wie ge-
wohnlich, mit ¢ die Basis des natiirlichen Logarithmensystems, s0
kann man beide Gleichungen in die eine Gleichung

i

2

7 dadbda
Se » ={1A+9)Vn

zusammenziehen, in welcher der Buchstabe s ein vollstiindiges

Restsystem (mod. ) zu durchlaufen hat.
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§ 113.

Wir wollen jetzt Summen betrachten, welche die vorstehende
als speciellen Fall enthalten; wir bezeichnen mit » irgend eine
ganze positive Zahl, mit / irgend eine positive oder negative ganze
Zahl, und setzen zur Abkiirzung

i
Se * = @k n),
wo der Summationshuchstabe s irgend ein vollstiandiges Restsystem
in Bezug auf den Modulus » durchlaufen muss, Mit Hiilfe dieser
Bezeichnungsweise konnen wir den im vorigen Paragraphen be-
wiesenen Satz in folgender Weise ausdriicken:
o1, n) =(+4) Vn, wenn n=0 (mod. 4).

Der Ausdruck ¢ (h,n) besitzt nun die folgenden drei Eigen-
schaften :

1. Ist h = I (mod. n), so ist

¢ (b, ) = o (s m);
dies folgt unmittelbar daraus, dass fir jeden ganzzahligen Werth
von s stets
622_7!_71( 62211’7(:'
6 n = n
ist.
9. Tst @ relative Primzahl gegen #, so ist

o (ha?, n) = @ ()3

* denn es ist

yﬁhﬂi
o (hat,m) =3 ¢ w 5
und wenn s ein vollstindiges Restsystem nach dem Moduln durch-
linft, so gilt (nach §. 18) dasselbe von as.
3. Sind m, n irgend zwei relative Primzahlen, und beide
positiv, 80 ist

@ (hm, ) @ (hn, m) = @ (h, mn).
Es ist nimlich
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22'1115711' 122""[“.

P, n)=3e * | Conm=e »
wo die Buchstaben s, ¢ vollstindige Restsysteme resp. in Bezug
auf die Moduln' 2, m durchlaufen miissen; und folglich ist

ms? | nl®
T — )2hmi
n 3 m

@ (hm, ) @ (hny m) = S e( .

wo das Summenzeichen vechter Hand sich auf alle Com-
binationen jedes Werthes von s mit jedem Werthe von ¢ bezieht,
Da nun
ms? nt? ms -+ nt)?
AL E U N Ul L A
n m mn
ist, und alle Multipla von 2 77 im Exponenten fortgelassen werden
konnen, so ist auch

2h7 i
mn
’

(ms+nt)*
e

@ (hm, ) @ (o, m) = 3

wo das Summenzeichen sich wieder auf simmtliche Werthe von s
und ¢ hezieht. Setzt man nun

ms +nt —=r,
s0 nimmt r, wenn s und ¢ alle ihnen zukommenden Werthe durch-
laufen, im Ganzen mn Werthe an, und zwar sind diese alle incon-
gruent nach dem Modulus mn; denn aus
ms +nt = ms"+ nt’ (mod. mn)
folgt
ms = ms' (mod. n), nt= nt’ (mod. )

und folglich, da # und # relative Primzahlen sind,

5 = s'(mod. n), = ¢ (mod. m);
d. h. die Zahl » nimmt nur dann Werthe an, welche nach dem
Modul mn congruent sind, wenn die Werthe von s congruent nach
dem Modul %, und gleichzcitig dic Werthe von ¢ congruent nach
dem Modul m sind. Den mn verschiedenen Combinationen von
s und ¢ correspondiren daher m#un Werthe von r, welche nach
dem Modul sn incongruent sind, und folglich bilden diese Werthe
von # ein vollstiindiges Restsystem nach dem Modul mn. s ist
folglich

J2 20T
@ (hiny n) @ (hn, m) = 3 ¢" wn — @ (h, mn),

was zu beweisen war,
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§ 114,

Mit Hiilfe dieser Sitze konnen wir nun den Werth vou @ (1, n),
welcher fiir den Fall, dass » = 0 (mod. 4) ist, schon in Q 112
gefunden ist, auch fir alle anderen Werthe der Zahl # bestimmen.
Ist zuniichst » irgend eine wngerade Zahl, so nehmen wir in dem
letzten Satz des vorigen Paragraphen

Rl e

und erhalten

(4 n) ¢, 4) = @(l, 4n0);
nun ist nach dem zweiten Satze des vorigen Paragraphen

o4, n) = @ 2% n) = @1, n);
ferner ist .

P, 4) — (1),
und nach dem in §. 112 gefundenen Resultat
o1, 4n) = (1 +3) Vin =21 +4) Vn,
wo die Quadratwurzel V» wieder positiv. genommen werden muss.
Hieraus ergiebt sich also
e, n) . 2(1+i") =21 +14) Vn

oder

Tl
@ (1, n) = Vn;

je nachdem nun # = 1 oder = 3 (mod. 4) ist, wird
i =4 oder —=—1

und folglich :

%: 1 oder = 1tz z.i,

also L
o, n) =Vn oder = iVn;

diese beiden Fiille lassen sich aber in die eine Formel
(1, n) = ¢Hhe=D" Yy
zusammenfassen,
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Ist endlich » durch 2, aber nicht durch 4 theilbar, also das
Doppdtc einer ungeraden Zahl, so setzen wir in dem dritten Satze
des vorigen Paragraphen f — 1, ferner m = 2, und }n statt »,
wodurch allen Bedingungen dosselben Geniige geschleht und er-
halten

@ (2,5n) 9 (G, 2) = ¢ (1, n);
nun st aber
9 Gm 2) =0,
und folglich auch
(1, n) = 0.

Wir wollen die so gewonnenen Resultate in folgender Tabelle

zusammenfassen :

o(l,n) =A+49)Vn, wenn n =0 (mod. 4)

(L, n) = ¢A@=2Ypn, wenn n =1 (mod. 2)

@ (1, n) =0, wenn n = 2 (mod. 4).
Von der grossten Wichtigkeit ist aber die Bemerkung, dass die in
den heiden ersten Formeln vorkommende Quadratwurzel Vs durch-
aus positiv genommen werden muss, wie es sich bei der Unter-
suchung in § 112 herausgestellt hat. Ohne diese nihere Be-
stimmung wiirden die vorstehenden Sitze sich auf viel einfachere
Art heweisen lassen; Gauss wurde zuerst in seiner Theorie der
Kreistheilung auf die Betrachtung solcher Summen gefiihrt*); es
ergiebt sich dort ohne Schwierigkeit der Werth des Quadrates der-
selben; der viel tiefer liegenden Bestimmung des Vorzeichens der
Quadratwurzel widmete er aber eine hesondere Abhandlung**),
in welcher er auf einem, von dem hier (in § 112) eingeschlagenen
giinzlich verschiedenen Wege, ndmlich durch rein algebraische
Zerlegung dieser Summen in Producte, vollstindig zum Ziele ge-
langte.

*) D. A, art. 356.
) Sumnmatio quarwmdam serierum singularium. 1808,

Summen von Gauss. 297

§ 115.

Wir suchen nun den Werth von ¢ (k, %) auch fiir beliehige
Werthe von % zu bestimmen, beschrinken uns dabei aber auf den
TFall, dass # ecine ungerade Primzahl ist, die wir mit p bezeichnen
wollen. Bezeichnen wir mit o die sdémmtlichen (p —1) incon-
gruenten quadratischen Reste von p, mit § die § (p —1) quadram-
schen Nichtreste, so ist (nach §. 33)

G 20T 2h7i
(0 S

: A0 2
plhp) =3¢ » —=14+23e"7;

da ferner
Shni QhTT 2hTEL

TSt e Ly e = S 0
ist, sobald % nicht durch p theilbar ist, so konnen wir fiir diesen
Fall mit Benutzung des Legendre’schen Symbols

@ mﬁ 3 M '711 i
plp) =207 — 3T =5(T)e s
setzen, wo s die Werthe 1, 2 . .. (p — 1) durchliduft. Da ferner

CECICRTICE

)i hs ne 2L
sl =(3)2 ()" 7.

oder, da b nicht theilbar durch p ist, und folglich s gleichzeitig
mit s ein vollstindiges Restsystem nach dem Modul p durchlduft
(mit Ausschluss der Zahl = 0),

w0 =(2) 5 (5) e

fiir b = 1 ergiebt sich

s\ $22¢
)= (—> e 2
g =2l
und folglich (nach §. 114)

P (h, p) —( >w(1 p) = ( ) (,, . Vo,

ist, so wird
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wo die Quadratwurzel Vp wieder positiv zu. nehmen ist. (Wenn
I durch p theilbar ist, so ergiebt sich unmittelbar aus der Defi-
nition dieser Summen o (h, p) = p.)

Aus dem vorstehenden Resultate in Verbindung mit dem drit-
ten Satze des §. 113 lisst sich nun auf ganz einfache Weise das
Reciprocititsgesetz in der Theorie der quadratischen Reste (§. 42)
fiir je zwei positive ungerade Primzahlen p und ¢ ableiten, Es ist
niimlich

9@ ) = (L)mo=vy,
und ebenso ;
P (p, @) = (%)ilmq—m Va,
und nach dem vorhergehenden Paragraphen

@ (1, pg) = i%h@e=1"Vpq,
und zwar sind alle Quadratwurzeln positiv zu nehmen, woraus
folgt, dass ik

Vpg = VpVa

ist. Nach dem dritten Satze des §. 113 ist nun

P (9 0) 94 p) = ¢ pa),
folglich

<%> (:%) PAG=D G Y Vg = %=1/ pyg,

und also
ﬁ) 'l) o
(q (p e

wo zur Abkiirzung A fiir -
G e (2 Sy g
(l)(l ) (D1 ) (‘1 ) :p = q 5 {(}3‘*‘1)((1""1)-2}

gesetzt ist; da nun
(p+1) (g+1) — 2 =2 (mod. 4)
ist, so erhalten wir
(ﬁ) (l) = %=1 G=1 — (__ ])%hr—1. %D,
qg7Np
womit der Reciprocitiitssatz von Neuem bewiesen ist. Dieser Be-
weis rithrt ebenfalls von Grauss her *).

*) Swimmatio quarwmdam serierum singularium. 1808,
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Auf ganz fihnliche Art lassen sich die Siitze (§§. 40, 41) iiber
die Zablen — 1 und 2 beweisen. Aus dem obigen Satze
I
?0h0) = (5) 91 p) = (L) i1y,
: g1 v /2
folgt némlich : ;
p(—1;p) = <l1> =12 s
AT P
andererseits ist
322 (1)
e
und hicraus- folgt, dass ¢ (— 1, p) durch Vertauschung von ¢ mit
—<¢ aus @ (1, p) hervorgeht, dass also
gl lip) = ety
ist; durch Vergleichung dieser heiden Ausdriicke, in denen V/ P

beide Male positiv zu nehmen ist, ergieht sich aber >
—1
—) = (— D=1 — (— 1)%(r—
(p) (—1)%a = (— 1)%—n,

Setzen wir ferner in dem dritten Satz des §. 113
bR !
s0 erhalten wir ;
P& p) 9 8) = 91, 8p);
nun ist aber
(1, 8p) = (L +14) V8p = 4Vp . ehnt,

: @ (p, 8) = deleni,
ferner (nach dem zweiten Satze des §. 113)

(8 p) = 9(2.2% p) =9 (2, p),

% 2 22\ L
P8 p) = (z)—) 9 (1, p) = (1—))2"’1""“ Vs
setzen wir diese Werthe fiir ¢ (8, p), ¢ (1, 8) und ¢ (1, 8p) in die
vorangehende Gleichung ein, so erhalten wir

ferner

d. h.

2\ o g5
(*p_)&m%w- Vp . dethrmi — 4 p  g¥ni

und hieraus folgt leicht

9
SN NG|
=

Auf diese Weise sind alle Hauptsiitze der Theorie der quadrati-
schen Reste von Neuem hewiesen,
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§. 116.

TFiir den Fall, dass p eine ungerade Primzahl, und % irgend
eine durch p nicht theilbare ganze Zahl ist, haben wir im vorigen
Paragraphen folgende Gleichung erhalten

& S JM h
i e — (—
o (P) . (P)tr(l, P)s

welche, wenn man den fiir ¢ (1, p) gefundenen Werth einsetat, in
die folgende iihergeht:

2hTe
v f_) »‘_7—_<Ii> iCp—10 Y
,‘.(p B BRI S (1)

soll dieselbe auch fiir den vorher ausgeschlossenen Fall, in welchem
7 = 0 (mod. p) ist, ihre Giiltigkeit behalten, so miissen wir iber-
einkommen, immer
(7_‘> —
D

s setzen, wenn f durch p theilbar ist; denn die linke Seite der

Gleichung wird
L(3)=0

weil die Anzahl der quadratischen Reste genau gleich ist der An-
zahl der quadratischen Nichtreste. Nach dieser Erweiterung des
von Legendre eingefiihrten Zeichens wird ferner, wenn man an
der in § 46 gegebenen Erklirung des Jacobi’schen Symbols fest-

hilt, stets
m
?) =

wenn e keine relative Primzahl zu P ist.

Die Gleichung (1) gilt jetzt allgemein fir jede positive unge-
rade Primzahl p, wenn % irgend eine ganze Zahl bedeutet, und die
Summation linker Hand darf auch auf die Zahlclasse s= 0 (mod. p)
ausgedehnt werden. Wir wollen nun zeigen, dass dieser Satz iber
ungerade positive Primzahlen p sich genau in derselben Fassung
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auch auf jede positive ungerade zusammengesetzte Zahl P tiber-
{ragen lisst, welche durch keine Quadratzahl (ausser 1) theilbar
ist. Wir setzen also

Pl
wo p, o, p" . .. lauter positive ungerade und von einander ver-

schiedene Primzahlen bedeuten, und filhren der Bequemlichkeit
halber folgende Bezeichnung ein:

P, P P,
=0 =0, —= Ersetn
= =0 =0 =0
Schreiben wir nun fiir jede der Primzahlen p, p/, p” . . . die obige
(Gleichung (1) auf:
2RI

5 (%)B‘T = ( )«mw—ue Vp
S' lehﬂi A

. g s”? RTUE s
z (F)e A — ,Llh{[,u_l)s!ﬂvpu

und setzen wir zur Abkiirzung

5Q+5Q '@+ - =m,
so ergiebt, da auch nach der neuen Erweiterung des Legendre’-
schen Symbols stets

R L
(F‘) 2,)7 }7“) TENP
ist, die Multiplication aller dieser Gleichungen folgendes Resultat

. (%) (;7) <;T> ey Gm”:i ©)

=3 (%) oo —12+ Yilp! =12+ (=124 Y P,

wo V P wieder positiv zu nehmen ist, und das Summenzeichen
linker Hand sich auf alle pp/p” ... = P Combinationen aller
Werthe von s, ¢, s” . . . bezieht. Zuniichst leuchtet nun ein, dass
je zwei verschiedenen dieser Combinationen auch zwei nach dem
Modulus P incongruente Werthe von m entsprechen; denn aus
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§Q 8 QU L = QU Qi U e (tod. ).

wiirde, da @', @". .. simmtlich = 0 (mod. p) sind, folgcn dass

$Q = tQ (mod. p),
und, da @ relative Primzahl zu p ist, auch

s =t (mod. p)
wiire; fihnlich wiirde aus derselben Annahme gleichzeitig
' =t (mod. p); s" = ¢’ (mod. p") .

folgen, so dass also die beiden Combinationen TG s” <N
4, ', " .. . identisch wiiren. In der That durchliuft also m ein

vnﬂstandlges Restsystem in Bezug auf den Modulus P. Ferner
ist nun

(8)—(reeseee ) ) ()0
und ebenso

G)=G) @) G =) -

folglich auch, wenn man alle diese Gleichungen multiplicirt,

E=GE6 - DEE): -

Multiplicirt man daher heide Seiten der oblgen Gleichung (2) mit

| Gl
so erhiilt man
$(3) () (§) (@) (Fonrir

WO rer’hts zur Abkurzunﬂ

( 17—1) (172—1?_!_‘._:2(],—;1)2

gesetzt ist. Da nun ferner
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ist, so erhiilt man durch Multiplication

) @G =@ E),

wo das Productzeichen [] sich auf alle moglichen Paare von je
zwei verschiedenen Primzahlen p, p' bezieht. Da nun nach dem
Reciprocititssatze

<]—J> 2—;1) = (— 1)e=0. %0'-1) — ;%@—1)0G'—1)

2/ \p
ist, so erhilt man

QN (N (2"
® G =
wo das Summenzeichen rechter Hand sich wieder auf alle Combi-

nationen von je zwei verschiedenen Primzahlen p, p/ hezieht; es
ist ferner

32 Z%(p=1. %=1

s p—l) T 2vp—lp—l

2
D= p—1 pr—1 N2
(e S et G 1

folglich

= <m> i (;)Z[ww—m Yolp! 1)+ Y P,
Da endlich (vergl. §. 46)
P=Q0+@—1)0A+@'—1) 1+ (" —1)...

=14+(p—D+@—D)+ @' D+ - - (mod 4)
und folglich
e Ezl—ler—lurP ol Ol o)

2

und hieraus
P—1\e /p—1 p—l p—l
Er=(t et £

ist, 80 ergiebt sich schliesslich

£ S
5 (m) o _< ) =12 p

worin der zu heweisende Satz besteht. Nimmt man h =0 (mod. P)
80 erhiilt man wieder den (in § 52. L. bewiesenen) Satz

> <%> =203

2

2
. ) (mod. 4)




II. Ueber den Grenzwerth einer unendlichen Reihe.

§ 117.

Lehwsatz: Sind a wnd b zwei positive Constanten, so convergirt

dic unendliche Reihe ;
1 .

i 511—+(’ 2z m + b+ 2a)tte + (b+3a)rte + 5
Fiir jeden positiven Werth von o, und bei unlzegrenzter Abnahm?
‘dieser positiven Zall o wihert sich das Product o S dem Gren
werthe a=*.

Beweis. Bedeuten z, y rechtwinklige Coordinaten, u‘nd con-
struiren wir fiir einen bestimmten positiven Werth von o die Curve,
deren Gleichung

Y= zite
ist, so hat die Fliche, welche zwischen ihr und der unendhcht(ain
positiven Abscissenaxe liegt, von 2z = b an gerechnet, den en

lichen Werth
+o

Die Ordinaten der Curve, welche den Abscissen
: b, b+a b+2a b+3a...

entsprechen, sind
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1 1 1 1 ,
bite’ G +a)'te’ G +2a)7 ¢ GFsa)ite

ihre Fusspuncte sind #quidistant und zerlegen die Abscissenaxe
in unendlich viele Stiicke von der Grisse ¢. Construirt man iiber
jedem dieser Stiicke als Grundlinie ein Rechteck, dessen Hohe
gleich der letzten Ordinate in diesem Stiick ist, so haben diese
Rechtecke der Reihe nach den Flicheninhalt

a a a
(O +a)r+e’ @ +2a)Fe' G+ 3aite

Da nun die Ordinate y der Curve mit stetig wachsendem z stetig
abnimmt, so ist jedes dieser Rechtecke kleiner als der iiher dem-
selben Abscissenstiick liegende, bis zur Curve ausgedehnte Flichen-
streifen, und folglich ist die Summe von moch so vielen jener
Rechtecke stets Ideiner als die gesammte, oben yon der Curve he-
grenzte Fliche; d. h. es ist

a a a 1

Graore " orzame t Grsgme T < 0be’

oder es ist, wenn auf beiden Seiten ab—1—¢ addirt wird,

1 a
al < o050 35 R
woraus folgt, dass die aus lauter positiven Gliedern bestehende
Reihe S wirklich fiir jeden positiven Werth von ¢ convergirt.

Construirt man nun iher jedem der obigen Abscissenstiicke
als Grundlinie ein zweites Rechteck, dessen Héhe gleich der ersten
Ordinate in diesem Stiick ist, sosind diese Rechtecke, deren Flichen-
inhalt gleich

a [ a
bi¥e’ bFaite’ Groaite

nothwendig grosser als die iiber denselben Stiicken liegenden, bis
zur Curve fortgesetzten Flichenstreifen, aus dem schon oben an-
gefiihrten Grunde, weil mit wachsendem & die Ordinate ¥y stetig
abnimmt, Die Summe aller dieser Rechtecke ist daher grosser

als die gesammte, oben von der Curve begrenzte Fliche, d. h,
es ist )

1
alS > obe’

Dirichlet, Zahlentheorio, 20
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Auf diese Weise ist der Werth der unendlichen Reihe S und folg-
lich auch der des Productes oS in zwei Grenzen eingeschlossen;
es ist namlich

a_lb_(' =08 = ﬁ + b—ﬁ——é-
Wenn nun der positive Werth o unendlich klein wird, so niihert
sich sowohl

1 R0

auch — 4+ ——
ape s auch 5% 4 jive
sinem und demselben Grenzwerth a—1; mithin muss auch das Pr(?-
duct oS sich demselben Grenzwerth a=1 nithern, was zu bewei-
sen war.

§. 118.

Der so ehen bewiesene Satz bildet nur einen speciellen Fall
des folgenden, welcher seiner zahlreichen Anwendungen wegen von
der grossten Wichtigkeit ist:

s sei K ein System won positiven Zahlwerthen k, mzd 1
diejenige unstetige Function von einer positiven stetigen Verdnder-
Tichen t, welche angiebt, wie viele der in K enthaltenen Zahlwerthe
T den Werth t nicht tibertreffen; wenn nun mit unendlich wachsen-
dem t der Quotient T': t sich einem bestimmten endlichen Grenz-
werthe o nihert, so convergirt die tber alle Werthe % ausgedehnte
Reihe

1t
8=32 e

fir geden positiven. Werth wvon g, und das Product ¢ S néhert sich
mit wnendlich abnelmendem o demselben Grenswerthe o

. . . s . P 3
Es wird gut sein, dem Beweise dieses allgemeinen Princips *)

einige erliiuternde Bemerkungen voranzuschicken. Zufolge de]r
Bedeutung von 7' entspricht jedem endlichen Werthe von ¢ auch

) Dirichlet: Recherches ete. § 1. — Dirichlet: Swr un théoréme 1
latif aux séries, Orelle’s Journal Bd. 53.
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ein endlicher Werth von 7'; denn wiren in K unendlich viele
Zahlen I enthalten, welche den endlichen Werth ¢ nicht iibertreffen,
so wiirde auch jedem grossern Werthe von ¢ eine unendliche An-
zahl T' entsprechen; es wiirde daher das Verhiiltniss 7': ¢ fort-
withrend unendlich gross sein; dies widerspricht aber der Annahme,
dass 7': ¢ sich einem endlichen Grenzwerth o mit wachsendem
¢ nihert, Es leuchtet ferner cin, dass die ganze Zahl 7' nur
dann ihren Werth dndert, wenn ¢ einen Werth erreicht, welcher
einer oder mehreren einander gleichen in K enthaltenen Zahlen
I gleich ist, und zwar wird 7' dann plotzlich um ebenso viele
Einheiten zunehmen, als es Zahlen % giebt, welche diesem Werth
¢ gleich sind.

In dem einfachsten Falle, wenn K nur aus einer endlichen
Anzahl von Zahlwerthen % besteht, leuchtet die Richtigkeit des
obigen Satzes unmittelbar ein; denn sobald ¢ dem grossten dieser
Werthe £ gleich geworden ist, bleibt 7' bei weiter wachsendem
¢t unveréindert; es ist folglich @ = 0; und da andererseits die
Summe

1
2
einen endlichen Werth hat, so wird auch das Product ¢ S mit un-
endlich kleinem ¢ ebenfalls unendlich klein werden.

Ebenso bestétigt sich der allgemeine Satz in dem speciellen
Falle, welcher in dem vorigen Paragraphen behandelt ist. Das
System XK besteht dort aus den simmtlichen Zahlen von der Form
b+ na, die den simmtlichen Werthen 0, 1, 2, 3 ... von n
entsprechen; wenn nun ¢ = b + na oder > b + ma, aber
<b+ (v + 1)a ist, so ist entsprechend 77— » + 1, und folg-
lich néihert sich der Quotient 7': ¢ mit unendlich wachsendem ¢,
also auch mit unendlich wachsendem # dem Grenzwerth

===
a’

und in der That haben wir gefunden, dass dieser Werth auch zu-
gleich der Grenzwerth des Productes o8 ist, wenn die positive
Grosse o unendlich klein wird.

20%
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§ 119.

Wir gchen nun zu dem Beweise des allgemeinen Satzes iiber
und beginnen damit, die in K enthaltenen Zahlwerthe % ihrer
Grosse nach zu ordnen und mit Indices zu versehen, in der Weise,
dass

ElhShtu=Fk...
wird; dies ist offenbar moglich, da unterhalb eines beliebigen end-
lichen positiven Werthes ¢ immer nur eine endliche Anzahl von
Zahlwerthen % vorhanden ist; sind mehrere Zahlen % gleich gross,
so muss jede einzelne ihren besonderen Index erhalten, so dass

dann mehreren auf einander folgenden Indices gleich grosse Zahl- -

werthe % entsprechen.

Sehen wir ab von dem interresselosen Falle, in welchem nur
¢ine endliche Anzahl von Werthen % vorhanden ist, so lisst sich
zuniichst zeigen, dass mit unbegrenzt wachsendem #» auch der
Quotient

h,,:E

sich demselben Grenzwerth e nihert, und durch diese Bemerkung
wird dann der allgemeine Satz auf den vorher (§.117) behandelten
speciellen Fall zuriickgefiihrt.

In der That, wenn 0 eine beliebig kleine positive gegebene
Grosse bedeutet, so kann man entsprechend einen positiven Werth z
immer so gross wihlen, dass fiir alle Werthe ¢ = = die Bedingung

0—0 < % <o+0o

erfillt ist. Es sei ferner v derjenige Werth von 7, welcher { ==
entspricht, also &, =< 7 < k41, und » irgend eine der positiven
ganzen Zahlen v + 1, » 42, » + 8 .. ; dann ist jedenfalls %, >z,
und wenn mehrere auf einander folgende Grossen 7 denselben
Werth wie %, besitzen, sosei k, , die erste, %, dieletzte von ihnen,
also n eine der Zahlen s -+ 1, m 4= 2...». Nahert sich nun £ von
%, ab wachsend dem Werthe %, immer mehr an, so bleibt 7' = m,
und der Quotient 7': ¢ nihert sich abnehmend unbegrenzt dem
Werthe m : T,, und da m < n ist, so folgt, dass
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4
T == hu

ist, sobald ¢ sehr nahe unterhalb %, liegt; fiir ¢ = %, wird aber
T = r = n, und folglich
TT = y.

Da nun bei diesem Wachsen von ¢ < %, bis ¢ = %, > = der Quo-
tient 7':¢ stets zwischen @ — 0 und @ 4 ¢ liegt, und zugleich, wie
eben gezeigt ist, von Werthen, die < %, sind, auf einen Werth
springt, der = , ist, so muss auch o — d<h,<w - 0 sein. Wie
klein also auch 9 sein mag, so kann # stets so gross gewiihlt wer-
den, dass h, definitiv um weniger als & von & verschieden wird,
d. h. %, nihert sich mit unbegrenzt wachsendem 7 demselben
Grenzwerth e.

Mit Hiilfe dieses Resultates liisst sich der Beweis des allge-
meinen Satzes leicht fithren. Da nimlich
I3Fe S0 s ot o Tt

=3 = LU
§ =2 v = Tire T 2ive T v ’

ist, wo i, mit unendlich wachsendem % sich dem Grenzwerthe @
nithert und folglich endlich, d. h. kleiner als eine angebbare Con-
stante / bleibt, so ist die Summe S’ der ersten »n Glieder der
Reihe S kleiner als das Product aus H+¢ und der Summe R’ der
ersten » Glieder der folgenden Reihe

= i 1 1
B = 11+9+21+Q+31+9 G

da nun die letztere (nach §. 117) fiir jeden positiven Werth von
o convergirt, so convergirt auch die Reihe S. Setzt man. nun
S=48+5" R= R'+ R" so wird S” — hi+e¢ R", wo } einen
(jedenfalls positiven) Mittelwerth aus den Werthen 7,41, hyra: - -
bedeutet. Ist daherd eine beliebig kleine positive gegebene Grisse,
und  so gross gewihlt (was stets moglich ist), dass alle diese
Werthe zwischen @ — 0 und @ -+ 6 liegen, so wird auch %, und fiir
hinreichend kleine Werthe von o auch %1+¢ zwischen denselben
Grenzen liegen. Da ferner (nach §. 117) das Product ¢ R” mit
unhegrenzt abnehmendem positiven o sich der Einheit unendlich
annithert, so wird fiir hinreichend kleine Werthe von ¢ auch das
Ifl'oduct 08" =h!+¢.oR'" zwischen den Grenzen o — 0 und @ 4 &
liegen. Da endlich o8’ gleichzeitig unendlich klein wird, weil S’ nur
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eine endliche Anzahl von Gliedern enthilt, so wird fiir sehr kleine
Werthe von g auch ¢ S=¢ 8’ + ¢ §” zwischen denselben Grenzen
©—0 und ® 4 8 liegen. Hiermit ist also auch bewiesen, dass
mit unbegrenzt abnehmendem ¢ das Product o S sich dem Grena-
werthe © wnendlich anndhert™).

) Es verdient bemerkt zu werden, dass man den obigen allgemeinen
Satz nicht umkehren darf. Besteht z.B. das System K aus einer Zahl £=1,
aus (0 —1) Zahlen k=0, aus (02— 0) Zahlen k = 6 aus (6% — 0%) Zahlen
%=—68 u. s £, wo O cine positive ganze Zahl > 1 bedeutet, so ist fiir jeden
positiven Werth von ¢

0—1
=l 609—1)’
und das Product ¢S nihert sich mit unendlich abnehmendem ¢ dem
Grenzwerthe
Yy 9=1
T 0 logh’

wiihrend der Quotient 7': ¢ bei unendlich wachsendem ¢ fortwihrend von
dem Werth 1 abnehmend durch o hindurch geht bis zu dem Werth 1: 6,
dann aber sogleich wieder zu dem Werth 1 zurickspringt, um von Neuem
denselben Verinderungsprocess zu erleiden (vergl. §. 144).

III. TUeber einen geometrischen Satz.

§. 120.

Tn eciner Ebene sei eine vollstindig begrenzte Figur F' von
allenthalben endlichen Dimensionen construirt, deren Flicheninhalt
wir mit A bezeichnen wollen. Sind ferner X und ¥ zwei auf ein-
ander senkrechte Axen, und construirt man parallel mit ihnen zwei
Systeme fquidistanter Parallelen, welche ein iiber die ganze Ebene
ausgebreitetes Gitter bilden, so wird, wenn o der Abstand je zweier
benachbarter Parallelen, und 7' die Anzahl der Gitterpuncte ist,
welche innerhalb F' liegen, das Product 7'6? mit unendlich ab-
nehmendem 0 sich dem Grenzwerthe A niihern ™).

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir das System der
mit ¥ parallelen Geraden und nehmen der Einfachheit halber an,
dass jede derselben die Begrenzung der Figur nur zweimal schnei-
det; bezeichnen wir mit % die Liinge des innerhalb F' liegenden
Stiickes irgend einer solchen Parallelen, so ist & nahezu der
Tliicheninhalt des zwischen dieser und der folgenden Parallelen
enthaltenen Theiles der Fliche F, und es wirdin der Lehre von der
Quadratur hewiesen, dass die Summe aller dieser Rechtecke 7 0
sich mit unendlich abnehmendem & dem wahren Flicheninhalt 4
der Figur unbegrenzt nihert. Bezeichnen wir nun mit » die An-
zahl der auf 7 liegenden Gitterpuncte (wobei es gleichgiiltig ist,
ob ein zufillig auf der Begrenzung von F' liegender Gitterpunct
mitgezihlt oder ausgeschlossen wird), so besteht % aus (n—1)
Stiicken — & und aus einem Rest, welcher hochstens = 20 ist,

*) Dirichlet: Recherches ete. §. 1.
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80 dass wir =m0 + &0 setzen konnen, wo & einen positiven oder
negativen echten Bruch bedeutet. Es ist daher:
2ho =3 n024 0% = T2+ 0 X &0;

es ist ferner, da ¢ absolut genommen hochstens =1 ist, die Summe
Y &0 hochstens gleich der endlichen Ausdehnung der Figur F in
der Richtung der Axe X, und es wird daher § ¥ &d mit § gleich-
zeitig unendlich klein. Folglich niihert sich das Product 7'02
demselben Grenzwerthe 4, welchem sich ¥ %90 nihert; was zu be-
weisen war. :

Es leuchtet iibrigens ein, dass dieser Satz nicht an die Be-
schriinkung gebunden ist, nach welcher die Parallelen mit der
Axe ¥ nur einmal in die Figur I ein- und nur einmal aus ihr aus-
treten. Man kann immer die Figur F als ein Aggregat von po-
sitiven und negativen Fliichentheilen ansehen, welche einzeln der
angegebenen Bedingung geniigen; und wendet man auf jeden ein-
zelnen Theil den Satz an, so ergiebt sich daraus sofort die Richtig-
keit desselben fiir die ganze Figur F!

IV. Ueber die Geschlechter, in welche die Classen der
quadratischen Formen von bestimmter Determinante
zerfallen *).

§. 121,

Ist (@, b, ¢) eine quadratische Form von der Determinante
b?—ac = D, und sind », #' irgend zwei durch diese Form dar-
stellbare Zahlen (wobei es gleichgiiltig ist, ob dic darstellenden
Zahlen relative Primzahlen sind oder nicht), so lisst sich das Pro-
duct n2' stets in die Form #?— Dy?* bringen, wo 2 und y ganze
Zahlen bedeuten; denn aus der Annahme

n=ao?+20ay +cp?, 1 = af24-2bB0 + co?
folgt (nach §. 54), dass die Form (a, b, ¢) durch die Substitution
(;j; £) in eine Form (m,z,n') iibergeht, deren Determinante 22 — nn’
von der Form Dy? ist. Aus dieser Bemerkung lassen sich folgende
Schliisse zichen **),

L Ist I eine ungerade in D aufgehende Primzahl, so hat fiir
alle durch 7 nicht theilbaren Zahlen n, welche durch die Form
(@, 3, ¢) darstellbar sind, das Symbol

()

einen und denselben Werth. Denn sind # und »' irgend zwei
solche durch 7 nicht theilbare und durch (ay b, ¢) darstellbare

= av e
*) Dirichlet: Recherches sur diverses applications ete. §§. 8, 6 (Crelle’s
Journal Bd. 19).
) Vergl. Gauss: D. A. artt. 229 — 231,
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Zahlen, so folgt aus nn' = 22— Dye, dass wn! = a? (mod. 1), und
folglich :
nn n\ _ [
)=+ 8w (3)=(3)
ist.

9, Ist D = 3 (mod. 4), so hat fiir alle ungeraden durch die
Form darstellbaren Zahlen n der Ausdruck
(— 1)1/2("—‘1)
einen und denselben Werth, Denn sind » und #»' irgend zwei
solche ungerade Zahlen, so ist
nn' = 22 — Dy? = 22+ y? (mod. 4);
da ferner mn/ eine ungerade Zahl ist, so muss eine der beiden
Zahlen z, y gerade, die andere ungerade sein; hieraus folgt
! = 1 (mod. 4), also auch » = #»' (mod. 4), und hieraus
(— l)l/i("—l) = (— l)‘/z(”"‘ll,
8. Ist D = 2 (mod. 8), so hat fiir alle durch dieselbe Form
darstellbaren ungeraden Zahlen n der Ausdruck
(— 1)%2—1)
einen und denselben Werth. Denn aus
wn! = a? — Dy? = 22— 2y? (mod. 8)
folgt, da « ungerade ist, ' = + 1 (mod. 8), also auch n= +u
(mod. 8), woraus die obige Behauptung sich unmittelbar ergiebt.
4. Ist D = 6 (mod. 8), so hat fiir alle durch dieselbe Form
darstellbaren ungeraden Zahlen » der Ausdruck
(— L)%=+ V=1
einen und denselben Werth. Denn aus
nn = 22 — Dy? = 22+ 29° (mod. 8)
folgt, da @ ungerade ist, nn' = 1 oder = 3 (mod. 8), je nach-
dem y gerade oder ungerade ist; dann ist entsprechend n = i
oder = 3/ (mod. 8), und man findet leicht, dass in beiden Tillen
n—1  w—1_ n/—1  a/2—1
= )
e e e ds 2)
ist, was zu beweisen war.
5. Ist D = 4 (mod. 8), so hat fiir alle durch dieselbe Form
darstellbaren ungeraden Zahlen n der Ausdruck
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(—1)%e—1)

einen und denselben Werth. Denn aus na' — 22 — Dy? folgt,
da z ungerade ist, nn' = 1 (mod. 4), also » = »' (mod. 4).

6. Ist D = 0 (mod. 8), so hat fiir alle durch dieselbe Form
darstellbaren ungeraden Zahlen » jeder der heiden Ausdriicke

(— D%e=D und (— 1)%k6e—1)

fiir sich einen unveréinderlichen Werth. Denn aus

»

nn' = 2?— Dy* = 22 = 1 (mod. 8)
folgt » = #' (mod. 8).

§. 122,

Auf den Sitzen des vorigen Paragraphen beruht die Fin-
theilung der quadratischen Formen einer gegebenen Determinante
D in Geschlechter; wir beschrinken uns hier auf die wrspriing-
lichen Formen, weil das, was fiir sie gilt, leicht auf die anderen
Formen ftibertragen werden kann; ausserdem betrachten wir fir
den Fall einer negativen Determinante nur positive, d. h. solche
Formen, deren iussere Coefficienten positiv sind. Hs sei also
(4, %, ¢) eine urspriingliche Form der cten Art (8. 61), so wissen
wir (§. 93), dass man den Variabeln derselben stets solche Werthe
, y beilegen kann, dass

az? -+ 2bxy + cy?
e

positivund relative Primzahl zu 2 ) wird; dabei istes gleichgiiltig,
Ob. @ und y velative Primzahlen zu einander sind oder nicht. Be-
_zemhnet man nun mit 7, ¥, 7 . .. alle von einander verschiedenen
m D aufgehenden ungeraden Primzahlen, so hat fiir alle durch
eme und dieselbe Form (g, b, ¢) erzeugten Zahlen 1 jedes der

Symbole
on () an
@) (- (&)

und folglich auch jedes der Symbole

CHOROE
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fiir sich einen unveriinderlichen Werth; ist ferner I nicht = 1
(mod. 4), also ¢ = 1, so gilt dasselbe, je nachdem D = 3 (mod. 4),
D = 2 (mod.8), D = 6 (mod.8), D = 4 (mod.8), D = 0 (mod.8)
ist, entsprechend von dem Ausdruck
(— D)he=D,  (—1)he=D, (— 1)h6=D+%e=1,
oder von jedem der beiden Ausdriicke

(__ 1)1/2("—1) und (._. 1)'/13("*—1),
Die Anzahl dieser Ausdriicke

n 2
(r) ()
die wir die Charaktere C nennen wollen, hiingt nur von der De-
terminante D ab und soll im Folgenden immer mit A hezeichnet
werden; offenbar ist 2 gleich der Anzahl der in 2 aufgehenden
ungeraden Primzahlen 7, I, 1" . . ., wenn D =1 (mod. 4); in den
iibrigen Fillen mit Ausnahme von D = 0 (mod. 8) ist sic um 1
und im Falle D = 0 (mod. 8) ist sie um 2 grosser. Das System
der bestimmten Werthe 4= 1, welche diesen 2 Charakteren C fir
eine bestimmte Form (@, b, ¢) zukommen, wollen wir den Zofal-
Charaliter dieser Form nennen. Nach dem Ausfall dieses Total-
Charakters theilen wir simmtliche urspriingliche Formen von
gleicher Determinante und gleicher Art in Geschlechter ein, indem
wir je zwei Formen in dasselbe Geschlecht oder in zwei verschie-
dene Geschlechter werfen, je nachdem der Total-Charakter der
einen Form mit dem der anderen identisch ist, oder nicht; ein
Geschlecht ist hiernach der Inbegriff aller urspriinglichen Formen
von gleicher Determinante und gleicher Art, fiir welche jeder der
4 Charaktere C fiir sich genommen denselben Werth besitzt. Da
nun alle Zahlen @#, welche durch eine bestimmte Form darstellbar
sind, auch durch alle mit ihr fquivalenten Formen dargestells
werden konnen, so gehoren alle Formen einer und derselben
Olasse auch in ein und dasselbe Gesehlecht; ein Geschlecht ist da-
her immer der Inbegriff einer bestimmten Anzahl von Formen-
Classen. Da ferner jeder der A Charaktere C zwei einander ent-
gegengesetzte Werthe haben kann, soleuchtet ein, dass die simmt-
lichen urspriinglichen Formen von einer gegebenen Determinante
D und von der eten Art hichstens 2* verschiedene Greschlechter
hilden konnen. :
Wir bemerken nun noch, dass die #usseren Coefficienten einet
Form immer durch diese Form dargestellt werden, wenn man der

(_ 1)‘/2(11—!)

s (—1)%E=D s W,
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einen Variabeln den Werth 1, der andern den Werth 0 heilegt;

mithin konnen die Charaktere dwsex Form immer aus emem dieser

beiden Coefficienten erkannt werden. AMAANALS Y
XYY

Beispiel 1:  Fiir die Determinante D = — 35 =¥ (1
bilden (§. 67) die sechs Formen

(1’ 0’ 35)7 (57 07 7)’ (3’ i 17 12)’ (45 i_
ein vollstéindiges System nicht dquivalenter (positiver
ersten Art, und die heiden Formen

(2, 1, 18), (6, 1, 6)
ein solches Formensystem der zweiten Art. Um diese Formen
(oder die durch sie repriisentirten Classen) in Geschlechter einzu-
theilen, haben wir die beiden Charaktere

N n
(5) =2 (7)
zu betrachten, und da 4 = 2 ist, so sind fiir jede der heiden

Formenarten Zdchstens vier Geschlechter zu erwarten. Die wirk-
liche Untersuchung ergiebt als Resultat folgende Tabelle

(%) | )
(1, 0, 35) + +
(5,0, 7) = e

L AAA

(a, B, ©)

3 E£1,12)) — =

4 +1,9)

+ |+
@118 | + | +

(6, 1, 6) = =

Es zeigt sich also, dass jedes der beiden Systeme nur in zwei ver-
schiedene Geschlechtcx zerfillt; die drei Formen

: (1,0, 35), (4,+1,9)
bilden ein Geschlecht, dessen Total-Charakter durch

CEERCES
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bestimmt ist; die drei anderen Formen
(5,0, 7, (3 +1,12)
bllden ein zweites Geschlecht, dessen Total-Charakter durch

()~ (==

bestimmt ist. Und jede der beiden Formen der zweiten Art bildet
ein Geschlecht fiir sich.

Beispiel 2: Fiir die Determinante ) — — 5 = (mod. 4)
bilden (§. 71) die beiden Formen
g (1’ 01 5)1 (27 17 3)
ein vollstindiges System nicht dquivalenter (positiver) Formen; um
sie in Geschlechter einzutheilen, miissen wir die beiden Charaktere

— 1)) ﬁ)
(— 1) und ( 5
betrachten. Der Form (1, 0, 5) entspricht

(—Dhe—d =41, (§)=+1,
und der Form (2, 1, 8) entspricht

(—1ke-1 —=_1, (%—) — =

Jede dieser beiden Formen bildet also ein Geschlecht fiir sich;
da 4 = 2 ist, so ist auch hier die A117ahl der Geschlechter nicht
— 2% sondern nur — 24—1,

DBeispiel 3: Tiir die Determinante D — 24 = 0 (mod. 8)
findet man leicht (nach §§.-75, 78, 82), dass folgende vier Formen

(U= 8). (= 1 BY, (358 =-IB) =23, 3,5)
ein vollstéindiges Formensystem bilden; es sind hier die folgenden
drei Charaktere zu betrachten:

n
(— 1% B=D,  (— 1)%ee—1, (§>;
der ersten der obigen Formen entspricht
(— Dt =3 (= s =4 1 (L) =ty

der zweiten

(—pHo=D =—1, (—ppe =1, (B)=—1;

der dritten
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(— 1)hO—D — 1, (—1)hei=b —__1, <%> S
und der vierten
(—DhO=D =41, (—1)he=D=_1, (%) =—1
Auch hier zeigtsich also, dass die Anzahl der wirklich vorhandenen
Geschlechter nicht — 2%, sondern nur — 241 ist,
§ 128,

Mit Hiilfe des Reciprocititssatzes lasst sich nun in der That
nachweisen, dass die Anzahl der verschiedenen Geschlechter hichstens
= 24—1ist, Wir setzen D — D'S2, wo S2 das grosste in D auf-
gehende Quadrat bezeichnet, und legen den Buchstaben 0, &, P
dieselbe Bedeutung in Bezug auf I hei, welche sie in § 52 in
Bezug auf die dort mit D bezeichnete Zahl erhalten haben, Dann

wird
L Rt L' 1 = Ya(n®—1) "
(’VL) (n) SRR <P>’

wo n jede beliebige positive ganze Zahl bedeutet, die relative
Primzahl zu 2 D ist. Da nun die Determinante 1) keine Quadrat-
zahl, also D’ nicht = 1 ist, so kann auch nicht gleichzeitig
0 =41, =41 und P = 1 sein, und hieraus folgt leicht, dass
der Ausdruck

n
Otmn—1 ghte—n (1
2

entweder einer der Charaktere C selbst, oder ein Product aus
mehreren dieser Charaktere ist; bezeichnen wir diese Charaktere
mit (" und ihr Product mit [T ¢, so ist also stets

ne—(2)

sobald » positiv und relative Primzahl zu 2 D ist. Da nun durch
Jede urspriingliche Form der cten Art stets Zahlen on dargestellt
werden konnen, in welchen n dieser Bedingung geniigh (§. 93),
und zwar soleche Zahlen 67, von welchen D quadratischer Rest ist
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(8. 60), so ergiebt sich, dass der Total-Charakter einer jeden Form
50 beschaffen ist, dass stets
e =+1

und niemals [T Q' =—1 wird. Da nun unter den siimmtlichen
94 Zeichencombinationen, welche man erhiilt, wenn man jedem der
A Charaktere C sowohl den Werth 4 1 wie den Werth —1 hei-
legt, offenbar die Hilfte so beschaffen ist, dass Il €' =—1 wird,
so folgt, dass diesen Zeichencombinationen oder Total-Charakteren
keine wirklich existirenden Formen entsprechen konnen. Mithin
ist die Anzahl der wirklich existirenden Geschlechter Lichstens
— 94—1,

Im Folgenden soll nun hewiesen werden, dass allen denjenigen
Total-Charakteren, welche in Uebereinstimmung mit der oben an-
gegehenen Relation -sind, wirklich existirende Formen entsprechen,
dass also die Anzahl der wirklich vorhandenen Geschlechter — 24-1
ist, und ausserdem, dass jedes Geschlecht eine gleiche Anzahl yon
Formen-Classen enthiilt.

§ 124.

Wir wollen wieder (wie in §. 89) mit » alle positiven ganzen
Zahlen bezeichnen, die relative Primzahlen zu 2D sind, ferner
mit m alle digjenigen Zahlen #, von welchen D quadratischer Rest
ist, und mit @ die Anzahl der von einander verschiedenen in m auf-
gehenden Primzahlen. Es sei ferner ¢ (n) eine der Bedingung
P (') ¥ (n”’) = (n'n") geniigende Function, so ist stets

S o) 2 24y m) =3 v(n) 3 (%)1#(%),

vorausgesetzt, dass die hier vorkommenden unendlichen Reihen
bestimmte von der Anordnung der Glieder unabhiingige Werthe
haben. Offenbar geht diese Gleichung durch die Specialisirung
¥ (n) = n—* in die Endgleichung des §. 89 iiber, und sie kinnte
auch genau auf dieselbe Art wie diese bewiesen werden. Wir
ziehen hier folgende Verification vor.

Verfihrt man, wie in §. 91, so erhilt man durch Ausfilhrung
der Multiplication der beiden unendlichen Reihen auf der rechten
Seite
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2 7.9 (n),

—)

ist, un.d 0 alle pivisoren der Zahl # durchlaufen muss. Denkt
man sich nun die Zahl » dargestellt als Product von Primzahl-
potenzen A, B ... und bezeichnet man mit ¢ alle Divisoren von

A, mit & alle Divisoren von B u, s, W., 80 leuchtet ein, dass 7, das
Product aus den Summen

D D
Ta(= SR
e ( u) e ( b )
ist. Wenn nun z. B. 4 = ¢¢ und ¢ eine Primzahl ist, so wird
D
Pl
5 (a sl

wenn ) quadratischer Rest von ¢ ist; ist dagegen I) Nichtrest von
¢, 50 wird

wo

o (%) — i oderS—10;

Je nachdem a gerade oder ungerade, d. h. je nachdem A ein Qua-
'dmt oder kein Quadrat ist. Bezeichnet man daher mit % alle die-
Jenigen Zahlen #, in welchen nur solche Primfactoren aufgehen
von denen D) Nichtrest ist, so folgt hieraus, dass jede Zahl # ﬁiIZ
welche 7,, von Null verschieden ausfillt, von der Form mkz’ist‘
und zwar ist dann z,, gleich der Anzahl 7,, aller Divisoren von mj
Da ferner ¥ (mh?) = o (m) ¥ (k?) ist, so wird die rechte Seite
unserer Gleichung gleich
Trn(mkt) =Y E) . 3 ot (1m).

Wir wenden uns nun zur linken Seite; da jede Zahl # von der

Form Em ist, so ergiebt sich zunichst
Sem) =X @) .2 pm),

und folglich braucht nur noch gezeigt zu werden, dass
. 2 pm?) 3 28 (m) =3 vm1p (m)
18t%).  Fiihren wirlinks die Multiplication aus, indem wir alle Glie-
(lFr .dcs Productes, welche denselben Factor (m) enthalten, in ein
emziges zusammenfassen, so erhalten wir ein Resultat von der Form

o T:n v (7”)1

*) Der gemeinschaftliche Werth heider Seiten ist das Quadrat von =) (m).
Dirichlet, Zahlentheorie, 91
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wo der Coefficient
NS Ty ;
T = 2 2

i quadratische
us ebenso vielen Gliedern besteht, als (he.. Z:.thl 7;; q]eaun e
Divisc 1 92 besitzt, und wo die Zahl v fiir jede Zerleg lf >
visoren 02 A die 5 i 2
131“;‘? v — €02 angiebt, wie viele verschiedene I;um?.a en
gt I 5 j g 3 hgewiesen zu
aufgehen. Hs braucht daher jetzt nur : noch na; 1% i
G deﬁ dass 7). = 7, ist, d. h. es muss folgender Satz bewies
wer » Qd mw =
o iti alle mogliche
Wel(? leot man eine ganze positive Zahl m auf dll:i n:( gz "
5 - el 1 adrat 07 is
Art 1; in x:r;wei Tactoren, von denen der eine ein Qu:\ T/ ndeler;
rtes ; v / : el
und bezeichnet man mit » jedesmal die Anzahll der 111)1 dma
= 1 + verschiedenen Primz 4
; on einander versch
factor & aufgehenden v grsgh Sdouie) -
T': Sy vlei%:h der Anzahl z,, aller Divisoren der Zahl . i
: &V011 rJder Richtigkeit dieses Satzes iiberzeugt man sich
leicht auf folgende Weise. Ist
m = a®bfc¥ ...,

von einander verschiedene Primzahlen bedeuten, so
e :

wo @, b : ;
ist jeder Divisor & von der Form
s = ABC ...,
A, B, O resp. irgend welche Glieder aus den Reihen
wod, B, C... :

au, a(t—‘_” Rt T
Bh, bB—2, [ bEL ..
ol Nt
. s w. hedeuten, welche so weit fortzusetzen sind, als die Ex-
e i atiy werden. :
Efl‘;‘ntgl m?;z;z?;e; Factor A, B', C' ... ent;prechen, Welche(l)
, 2’0c1e;".‘— 1 ist, je nachdem der entsprechende Exponent >
:)Eer — 0 ist, so wird
e ——PALB G
und folglich S
i i > einleuchtet
da aber, wie unmittelbar ein
‘.”A'soc%—l, S Bl B S Ol =y
ist, so findet man
S i T G

was zu beweigen war,

Liisst man nun jedem Factor -
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Die Richtigkeit der obigen Gleichung ist also hiermit eben-
falls erwiesen.

Bei einer aufmerksamen Priifung der vorstehenden Ableitung
wird man leicht den Zusammenhang zwischen ihr und dem (in §. 91
aufgestellten) Satze iiber die simmtlichen Darstellungen einer Zahl
on durch das vollstindige System S der urspriinglichen Formen
der aten Art erkennen, und man- wird auf diese Weise zu einem
sehr einfachen Beweise dieses letzteren Satzes gelangen, wenn man
von dem in § 60 oder §. 86 gewonnenen Resultat ausgeht, dass
die Anzahl der verschiedenen Gruppen von eigentlichen Darstellungen
einer Zahl 6 durch die Tormen des Systems S gleich 24 ist, wo
@ die Anzahl der verschiedenen in m aufgehenden Primzahlen he-
deutet.

Schliesslich hemerken wir, dass der Satz sich bedeutend ver-
allgemeinern lisst, wenn man statt des in ihm vorkommenden
Jacobi’schen Symbols irgend eine Function 0 (n) einfithrt, welche
der Bedingung  (#') 0(n") = 0(n'n") geniigt und nur eine end-
liche Anzahl verschiedener Werthe besitat,

§. 125,

Nach §. 123 zerfallen die simmtlichen (positiven) Formen von
der Determinante D und von der oten Art, und also auch die
siimmtlichen /, Formenclassen in hischstens T = 241 verschiedene
Geschlechter, deren Total-Charaktere siimmtlich der Bedingung

IT ¢/i=+41
geniigen, und die wir mit
Gl GG,

bezeichnen wollen; die Anzahl der Formen-Classen, welche diese
Geschlechter enthalten, sollen entsprechend mit

A 91392 - .. 9z
bezeichnet werden, so dass also, wenn eins dieser Geschlechter,
4 B. @, nicht wirklich vorhanden sein sollte, ¢, = 0 zu setzen
ist. s soll nun gerade im Folgenden gezeiat werden, dass dies
niemals eintritt, dass also dieso ¢ Geschlechter. wirldich existiven,

und ausserdem, dass sie alle gleich viele Formen-Classen enthalten,
dass also

G =g =g, - =
st
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7u diesem Zweck hbenutzen wir die im vorigen Paragraphen
bewiesene Gleichung*), indem wir
_ 1)
LBk

setzen, wo g (n) irgend eins der 9% — 97 Glieder der Summe be-
deutet, welche durch die Entwicklung des iiber alle 4 Charaktere
O erstreckten Productes

Ha+ o)

entsteht; der Bedingung # (1) ¢ (n) = ¥ (nn') geschieht offen-
bar durch jede solche Specialisirung Geniige, denn alle Factoren
(!, aus denen eine solche Function 7 (n) zusammengesetat ist, ge-
niigen derselben Bedingung. Da ausserdem g (n) fiir jede Zahl
die relative Primzahl zu 2D ist, = + 1 ist, so convergiren die
vier in der Gleichung vorkommenden unendlichen Reihen unab-
hiingig von der Anordnung ihrer Glieder fiir jeden positiven Werth
s~ 1. Es ist also unter dieser Annahme, da g (n2) = x(n) x ()
=+ 1 iSt,

-

< n2e

oWl ) s (D ¥ (1)
Sym =220 2 () 5
Denken wir uns nun wieder (wie in §. 88) ein vollstiindiges
System S von h Formen
(@, b, 0), (a,05¢).-- -
von der Determinante D und von der ten Art aufgeschrieben,
und unterwerfen wir die Variabeln w, y jeder Form den dort an-
gegebenen Bedingungen L, IL, 1L, so wird jede Zahl om im
Ganzen auf % . 2¢ verschiedene Arten erzeugt, wo x die ebenda-
selbst festgesetzte, nur von D und ¢ abhingige Bedeutung hat.
Die simmtlichen % Formen des Systemes S zerfallen nun in zwel
Gruppen, nimlich in eine Gruppe von H Formen, die wir mit
(a, b, ¢) bezeichnen wollen, fiir welche y (m) =+ 1 ist, und in

#) Auch ohne Hilfe derselben gelangt man auf einemr etwas kiirzeren,
wenn auch principiell nicht verschiedenen Wege zum Ziele, wenn man vol
der aus §.91 folgenden Gleichung % Zza1 (n) = = (v) ausgeht, woy eine
willkiirliche Function, und o» alle die Zahlen bedeutet, welche durch das
System der Kormen (a, b, ¢) unter den Bedingungen I, 1L des §. 90 evzeugt
werden. Setzt man dann y(n) = n—s L(1+yr 0), wo yr den Werth des
Charakters C im Geschlechte G4 bedeutet, so wird dies letztere rechts so-
fort isolirt, withrend der Grenzprocess auf der linken Seite fir jeden Be
standtheil ¢y g (n) des Productes I (1 -y r () einzeln ausgefithrt werden kann
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eine zweite Gruppe von H' Formen, die wir mit («/, &', ¢') bezeich-
nen wolle;n, fiir welche g(m) — — 1 ist. Off(gnlgar, wérdenelillf
diese Weise alle ¢, Formen des Systems S, welche einem und dem-
sel.ben Geschlecht &, angehdren, auch einer und derselben dieser
beiden Gruppen gugetheﬂt; denn fiir alle diese Formen hat jeder
EactOI' C von g (m) fiir sich genommen und folglich auch g (n2) selbst
einen und denselben Werth. Und umgekehrt leuchtet ein, dass alle
Zahlen om, denen y(m) = -+ 1 entspricht, ausschliesslich durch
Forme.n der ersten Gruppe, und alle Zahlen 6m, denen y(m)— — 1
entspricht, ausschliesslich durch Formen der zweiten Gruppe er-

zeugt werden. Mithin ist
%3y (m) — = ,
= e

w\:o auf der rechten Seite die den H Formen (g, b, ¢) der ersten
(xruppe entsprechenden Doppelsummen mit positivem Vorzeichen
und die den H'Formen (d/, ', ¢') der zweiten Gruppe entsprechen:
den Doppelsummen mit negativem Vorzeichen behaftet sind

: Multiplicirt man jetzt die Gleichung mit der unem.ﬂichen
Reihe

1
2 Fv
so erhiilt man links zufolge der obigen Gleichung das Resultat
x5 1) 5 (D) 20,

- » n/ n*
fithrt man ferner auf der rechten Seite die Multiplication wie in
8 99 aus, so verindert sich dusserlich ihre Gestalt nicht, sondern
es f‘fdlt allein die frithere Bedingung IIL. fort, nach welche; die den
Vz.mabeln z, y beigelegten Werthe relative Primzahlen zu einander
sein mussten. Man erhilt daher

az®+ 2bxy + cy?\—*
2 6 s

=

n®

x“w}:(g M_—
n

Setzen wir jetzt s = 1 + ¢, und multipliciren wir mit g, so

nithert sich- mit : o 2
T mit unendlich abnehmendemv positiven ¢ jedes der &
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4 2L 9] 2\~ (1+ @) o 2 U 2\—@ + o)
QZ(QL%M> : Qz(w_w_il;wjﬂ) v
einem und demselben von Null verschiedenen Grenzwerth W, wel-
cher fiir eine negative Determinante in §. 95, fiir eine positive in
§. 98 hestimmt ist; mithin wird der Grenzwerth, welchem sich das
Product aus ¢ und aus der rechten Seite der vorstehenden Glei-
chung nihert, gleich (I — II) W.

Fiir die beiden Fille nun, in welchen fiir 4 (1) entweder das
Anfangsglied 1 oder das Glied [T ¢’ der Entwicklung des Pro-
ductes IT(1 4+ ) genommen wird, ist H = % und H’ — 0; und
die obige Gleichung stimmt genau mit der in §. 90 iiberein, welche
spiter zur Bestimmung der Classenanzahl 7 fiihrte. Inden iibrigen
(27 — 2) Fillen, d. h. also, wenn unter y (») irgend ein Glied des
entwickelten Ausdrucks

[ @ase)—n Il
verstanden wird, nihert sich aber, wie im folgenden Paragraphen
nachtriglich gezeigt- werden soll, jede der hbeiden unendlichen
Reihen
b L (n) und ¥ DN ()

nite “\n/ nite

mit unendlich abnehmendem ¢ einem endlichen Grenzwerth, und
folglich das Product

0% 2 ive .

x 20 5 () 20
ny nite

dem Grenzwerth Null. Vergleicht man dies mit dem oben ge-

fundenen Grenzwerth (H— H') W, wo W eine von Null verschie-
dene Grosse war, so ergieht sich

H—H' =0,

d. h. jedem dieser (27 — 2) Fille entspricht eine Eintheilung aller
/e Formen des Systems S in zwei Gruppen, deren jede eine gleiche
Anzahl H = H' = 1/, Formen enthilt.

Zufolge der obigen Bemerkung, dass die ¢, Formen des Sy-
stems S, welche einem und demselben Geschlecht 7, angehoren,
bei jeder einzelnen Specialisitung von y(n) entweder alle in die
erste, oder alle in die zweite Gruppe fallen, liisst sich jede solche
Gleichung von der Form H — H'— 0, welche einem dieser 27z —2)
Fille entspricht, in folgender Weise aufschreiben
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GiEgtg . kg =0, (©)
wo die Anzahl g; jedesmal mit positivem, irgend eine andere An-
zahl g, aber mit positivem oder negativem Vorzeichen hehaftet ist,
je nachdem in diesem Fall die Formen des Geschlechts ¢, der-
selben Gruppe angehdren, wie die Formen des Geschlechts (7,, oder
nicht, d. h. je nachdem die Werthe, welche 7 (n) in dem Geschlecht
G, und in dem Geschlecht ¢/, erhilt, gleich oder entgegen-
gesetzt sind. Ist o der Ueberschuss der Anzahl der Fille, in wel-
chen das Lrstere eintritt, iiber die Anzahl der tibrigen, so wird,
wenn man alle Gleichungen (g) addirt, die den (27— 2) verschie-
denen Fillen entsprechen, der Coefficient von g, gleich (27— 2),
und der von g, gleich o werden. Um nun diesen Ueberschuss 4
zubestimmen, bezeichnen wir mity, und y, die bestimmten Werthe
+ 1, welche irgend einer der 4 Charaktere C resp. in dem Ge-
schlecht Gy und ¢, annimmt, und unter diesen mit »," und ¢,’ die-
jenigen Werthe, welche den Charakteren (¢ entsprechen; man
itherzeugt sich dann leicht, dass

4= QA+np)—1=1p'y,
ist; denn wenn wir das erste, aus A4 Factoren von der Form
(1 4+ y17,) bestehende, Produect rechter Hand entwickeln und die
daraus entstehenden beiden Glieder 1 und [ly/y, gegen die bei-
den andern Glieder fortheben, so bleiben 24 —2 — 27 — 2 Glieder
zuriick, deren jedes einem bestimmten Gliede des entwickelten
Ausdrucks
Ha+0)—1-I1¢,

d. h, einer bestimmten Specialisirung von g (n) entspricht, und
zwar wird ein solches Glied — -+ 1 oder =— — 1 werden, je nach-
dem die beiden Werthe, welche das correspondirende y (1) im Ge-
schlecht (7, und im Geschlecht &, annimmt, gleich oder entgegen-
gesetzt ausfallen; die algebraische Summe aller dieser Glieder ist
also in der That gleich dem Ueberschuss o, was zu beweisen war,
Da nun die beiden Geschlechter (4 und @, verschieden sind, so
ist mindestens einer der 2 Factoren (1 + 7 p,) gleich Null, und
da ausserdem [[ o' =1, [[ »,/ = 1 und folglich auch [T »,'%,’
= 1 ist, 50 erhalten wir 4 — — 2. Da dieser Ueberschuss 4/ nun
fiir alle von (7, verschiedenen Geschlechter gleich gross ist, so er-
halten wir durch Addition simmtlicher (27 — 2) Gleichungen (g)
das Resultat )

27—2) g —2 (gt gs+ -+ -+ go) =0,
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und da ausserdem
ittt dgr=nh
ist, so folgt
27¢1 —2h =0, also ¢ = ZE— = %

Da endlich fiir jedes andere Geschlecht @, Gy ... G die
Untersuchung ebenso gefiihrt werden kann, wie fiir das Geeschlecht
G, so erhalten wir als Endresultat den Satz 2

Die Anzahl der wirllich existivenden Geschlechter ist gleich
241 und alle diese Geschlechter enthalten gleich wiele Formen-
classen.

§. 126.

Zur Vervollstéindigung des vorstehenden Beweises haben wir
nun noch zu zeigen, dass fiir jede der 2z — 2 Specialisirungen von
% (n), welche den Gliedern des obigen entwickelten Ausdrucks ent-
sprechen, jede der beiden unendlichen Reihen

AL 2(2) 2(n)
n

nite’ niteo

mit unendlich abnehmendem positiven o sich einem endlichen
Grenzwerth nithert. Dies kann mit Riicksicht auf frithere Unter-
suchungen (§. 101) in folgender Weise geschehen.
Jede der beiden in Rede stehenden Summen ist von der Form
o0 is &= n\ 1
> i:: = Y GHAnSD rq'/a(%2 1) (f) Yl

*) Gauss: D. A. artt. 252, 261, 287. — Mit Hiilfe des Satzes iiber die
arithmetische Progression (Supplement VI.) lisst sich der obige Satz sehr
kurz beweisen. Da niamlich alle Zahlen n, fir welche jeder der 4 Charak-
tere C einen vorgeschrichenen Werth -+ 1 besitzt, in gewissen arithmeti-
schen Reihen enthalten sind, deren Differenz 4 D ist, withrend ihre An-
fangsglieder relative Primzahlen zu 4 D sind (vergl. §. 52), so existiren
unter diesen Zahlenyn auch Primzallen p; geniigen nun die fiir die Charak-
tere C vorgeschriebenen Werthe 4 1 der Bedingung 11 0! =-1-1, so ish
D quadyatischer Rest von p, und folglich existirt eine (positive) urspring-
liche Form erster Art, deren erster Coefficient — p ist, welche mithin den
vorgeschriehenen Total-Charakter besitat,
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wor 02 =il im2i—11 ~und: 7, irgend ein ungerader Divisor von D
ist; da quadratische Factoren im Nenner eines Jacobi’schen Sym-
bols fortgelassen werden diirfen, so kénnen wir annehmen, dass
L durch keine Quadratzahl (ausser 1) theilbar ist. Ferner ist
jedenfalls nicht gleichzeitic § — + 1, =-+1, L —1; denn
sonst wire entweder y (1) = 1, oder 4 (n) = I1 ¢, gegen unsere
Voraussetzung.

Bezeichnen wir mit L L' das Product aus allen von einander
verschiedenen in 2 aufgehenden ungeraden Primzahlen, so ist das
System der Zahlen # identisch mit dem System aller positiven
ganzen Zahlen, welche relative Primzahlen zu 8 1! sind; wir be-
trachten zuniichst nur die ersten @ (8 LL') Zahlen n, d. h. die-
jenigen Zahlen 2, welche kleiner als 8 LI/ sind, und zeigen, dass
die Summe der entsprechenden Werthe von o, gleich Null ist. Zu
diesem Zwecke bezeichnen wir mit ¢ irgend eine der vier Zahlen
1,8, 5, 7; mit & irgend eine der ¢ (L) Zahlen, welche relative
Primzahlen zu I und nicht grisser als sind; endlich mit '
irgend eine der ¢ (L) Zahlen, welche relative’ Primzahlen zu JG
und nicht grosser als L’ sind. Es wird dann (nach §. 25) durch
die drei Congruenzen

7 = a (mod. 8), n = b (mod, L) =5 (mod. L")

eine und nur eine Zahl # bestimmt, welche relative Primzahl zu
8 LI' und zugleich kleiner als 8 I, L' ist; und wenn jede der drei
Zahlen a, b, b’ unabhingig von den anderen alle ihr zukommenden
Werthe durchliuft, so werden auf diese Weise auch alle ¢ (8 LL)
Zahlen n crzeugt, die velative Primzahlen zu 8 LI/ und kleiner
als § LI' sind. Da nun jedesmal

n b
0%0=D p¥hos—1) — gla—1 pYh@— (L _ (O
4 L Ve T
ist, so wird die tiber diese Werthe von 7 ausgedehnte Summe

> O n— (p(L') . > Q%=1 ,)7',"“(1!*—1) G (i))

4

nun ist aber (nach §. 52, L)

L,
ausgenommen, wenn I — 1 ist; ausserdem findet man leicht, dass

auch

¥ On@—1) ph@=1 — (
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ist, ausgenommen, wenn § =y = | 1 ist. Da nun, wie schon
oben bemerkt ist, diese beiden Ausnahmefille jedenfalls nicht
gleichzeitig eintreten, so ist

2oy =20,
wo das Summenzeichen sich auf die angegebenen Werthe von n
hezieht.

Da ferner, sobald %/ = n (mod. 8 LL'), auch a,r = @y ist, s0

wird immer

D oy =10
sein, wenn die Summation auf beliebige ¢ (8 LL') auf einander
folgende, also nach dem Modul 8 LL' incongruente Werthe von
n ausgedehnt wird. Und hierausfolgt unmittelbar, dass die Summe
aller Werthe von e,, die belichig vielen auf einander folgenden
Werthen von 2 entsprechen (von =1 an gerechnet) stets unter-
halb einer endlichen angebbaren Grenze bleibt. Nach einer friiheren
Untersuchung (§. 101) ist daher die Reihe
“ﬂ-

E ne’

wenn ihre Glieder nach der Grosse der Nenner geordnet werden,
cine fiir jeden positiven Werth von s endliche und stetige Function
von s; also niihert sich auch jede der beiden obigen Reihen mit
unendlich abnehmendem positiven @ einem endlichen Grenzwerth,
was zu beweisen war. 3

V. Theorie der Potenzreste fiir zusammengesetzte
Moduli.

8 197.

Is ist in §. 28 gezeigt, dass, wenn die Zahl @ relative Prim-
zahl gegen den Modul % ist, stefs positive ganze Exponenten n
von der Beschaffenheit existiven, dass a® = 1 (mod. k) ist; diese
F;xponeutcn n sind die simmtlichen Vielfachen des kleinste'r: unter
ihnen; bezeichnet man diesen mit 9, so sagt man, die Zahl o gehore
zum Exponenten §; und die 6 Zahlen : .

1y @ a?s. . gt (4)
sind siimmtlich incongruent. Mit Hiilfe des verallgenldinerten
Fgr'mzlt’schen Satzes ist dort ebenfalls gezeigt, dass 0 immer ein
Divisor von ¢ (k) ist; dies Resultat lisst sich aber auch ohne Hiilfe
des Fermat’schen Satzes ableiten durch eine eizenthiimliche
3Iethode, welche sehr hiufig zum Nachweise der Theil%arkeit einer
Zahl durch eine andere gebraucht werden kann. In unserem Falle
gestaltet dieselbe sich folgendermaassen.

Ist o’ irgend eine relative Primz: }, S0 sind | :
s rimzahl zu %, so sind (nach §. 18)

ayada;da?. .. a a9t (4"
simmtlich incongruent; dasselbe gilt von den & Zahlen
a'yd a, a"a® . .. @lad—1 A"

s‘;bﬂld a’ ell)el1fnlls relative Primzahl zu % ist. Jeder solche Com-

lex, w : alt o i

{cu 71\1_\16 fi odtlu A", enthilt & unter einander incongruente Zah-
» die simmtlich relative Primzahlen gegen % sind und also als
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Reprisentanten von 8 Zahl-Classen in Bezug auf den Modul % an-
geschen werden kimnen. Gesetzt nun, es findet sich eine und die-
selbe Zahlclasse in jedem der heiden Complexe A’ und A" ver-
treten, so giebt es zwei Exponenten g/, u” von der Beschaffenheit,
dass

ot = a' . at (mod. k)
ist; nehmen wir an, was der Symmetrie wegen erlaubt ist, dass
@” = w', so erhiilt man durch Division mit a#' die Congruenz

a = a'. a4 (mod. k);
und hieraus folgt sogleich, dass jede in A’ enthaltene Zahl o’ . a™
auch einer’Zahl von der Form o . a*, d. h. einer in 4" enthal-
tenen Zahl congruent ist. Wir konnen hieraus schliessen, dass
entweder zwei solche Complexe A4’, A" dieselben 0 Zahlclassen
enthalten, oder dass keine einzige Classe in beiden gleichzeitig
vertreten ist.

Bildet man nun der Reihe nach alle solche aus ¢ Zahlclassen
bestehenden Complexe von der Form A', 4”-..., und zwar nur
solche, welche von einander verschieden sind, so muss endlich jede
der ¢ (k) Zahlclassen, welche relative Primzahlen zu % enthalten,
in einem dieser Complexe, und auch nur in einem, vertreten sein;
ist daher & die Anzahl dieser von einander verschiedenen Complexe,
so muss ¢ (k) = &0, also @ (k) theilbar durch o sein, was zu be-
weisen war,

Hieraus ergiebt sich nun der Fermat’sche Satz als Folgerung;
denn erhebt man die Congruenz

a? = 1 (mod. )
zur eten Potenz, so erhilt man

a?® = 1 (mod. k).

§ 128,

Fiir den Fall, dass der Modul % eine Primzahl p ist, wurde
fernerin § 29 bewiesen, dasszu jedem Divisor & von ¢ (p)=p—1
genau ¢ (9) Zahlen gehoren, die nach dem Modul p incongruent
sind; und in § 30 sind die Eigenschaften der sogenannten primi-
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tiven Wurzeln von p betrachtet, d. h. derjenigen ¢ (p — 1) incon-
gruenten Zahlen g, welche zum Exponenten p — 1 selbst gehdren.
Wir wollen nun untersuchen, ob #hnliche Gesetze auch fiir zu-
sammengesetzte Moduln gelten.

Zuniichst beschrinken wir uns auf den Fall, in welchem der
Modul % eine Potenz von einer ungeraden Primzahl p ist, und wir
werden der Analogie mach unter einer primitiven Wurzel von k
jede Zahl g verstehen, welche zum Exponenten ¢ (k) gehort. Dem
Beweise der wirklichen Existenz solcher primitiven Wurzeln
schicken wir folgenden Hiilfssatz voraus:

Ist I irgend eine ganze Zahl und = eine positive gange Zahl,
s0 dst stets :

1+ hpmr =1+ hp7+1 (mod. p7+?2).

Man iiberzeugt sich hiervon leicht durch die Entwicklung der
linken Seite nach dem hinomischen Satze; man findet niimlich zu-
niichst, indem man sich auf die drei ersten Glieder beschrinkt,

A+ hpm)? = 1+ hp7+1 4 L(p—1)h2p27+1 (mod. pi7),
und hieraus ergiebt sich die obige Congruenz, wenn man bedenkt,
dass p ungerade, also 1(p — 1) eine ganze Zahl, und ferner, dass
sowohl p22+1 als auch p37 durch p7+2 theilbar ist.

Nach dieser Vorbemerkung gehen wir an unsere Unter-
suchung und nehmen zuniichst einmal an, es existire fiir den Mo-
dul p7+1, wo # = 1 ist, wirklich eine primitive Wurzel g; dann
liegt es nahe zu fragen: zu welchem Exponenten gehdrt eine solche
Zahl ¢ in Bezug auf den Modul p7? s sei 0 dieser Exponent,
also

g% =1+ hp7,
so erhéilt man mit Hiilfe des soeben hewiesenen Satzes
¢92 = 1 (mod. p7+1);

da nun g primitive Wurzel von p7+! ist, so muss dp durch
@ (p™+t1) = (p—1)p™, und folglich & durch (p —1)p7—? theil-
bar sein; andererseits muss aber, da ¢ zum Exponenten 8 in Bezug
auf den Modul p7 gehdrt, nothwendig ¢ (p™) — (p — 1) p7—?
durch & theilbar sein; mithin ist 6 = ¢ (p#), d. h. g ist auch
primitive Wurzel yon p7. Zugleich leuchtet ein, dass die in der
Gleichung

ge—0s" "t — g g
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vorkommende Zahl % nicht durch p theilbar sein kann; denn sonst
wire
=1
g@=r = 1 (mod. p7+7),
also g keine primitive Wurzel von p7+1,

Setzt man diese Schliisse weiter fort, so erhilt man zunéchst
das Resultat:

Jede primitive Wurzel g von einer hoheren Potenz einer wn-
geraden Primeahl p ist nothwendig eine primitive Wurzel der Zahl
p selbst, und pwdr von der Beschaffenheit, dass g?—' —1 nicht
dureh p? theilbar ist.

Wir wollen nun umgekehrt annehmen, es sei ¢ eine primitive
Wurzel von p7, und zwar von der Beschaffenheit, dass die in der
Gleichung

”(1;—1))1"_1 — 14 h])"
vorkommende Zahl % nicht durch p theilbar ist; und wir fragen
jetzt: zu welchem Exponenten gehort diese Zahl g in Bezug auf
den Modul p7+1? TIst & dieser Exponent, also

g9 =1 (mod, p7+1),
50 ist auch

99 =1 (mod. p7),
und folglich 8 theilbar durch ¢ (p7); da aber andererseits o ein
Divisor von @ (p™+1) = p@(p™) sein muss, so ist & entweder
= @ (p™), oder — @ (p”+1); das Erstere ist aber nicht der Fall,
weil unserer Voraussetzung zufolge die Zahl % nicht durch p theil-
bar ist; also ist 0 = @ (p7+?), d. h. die Zahl g ist primitive Wur-
zel yon p7 1. Zugleich leuchtet aus der Congruenz

g(P—DPﬂ = (14 hp™)p = 1+ hp7+1 (mod. p7+2)
ein, dass die in der Gleichung S
0(17—1)117 — 1 _I_ hll,)ﬂ+1

vorkommende Zahl %' nicht durch p theilbar ist.
Durch Fortsetzung dieser Schlussweise erhalten wir das zweite
Resultat:

Jede promitive Wurzel g einer ungeraden Primzahl p, fir
welche die Diffevenz g?—* — 1 nicht durch p* theilbar ist, ist auch
eine promitive Waurzel aller Tioheren Potenzen von p.

Potenzreste. 335

Um also die Existenz von primitiven Wurzeln g fiir hohere
Potenzen von p nachzuweisen, und um alle diese Zahlen g zu fin-
den, haben wir nur noch zu zeigen, dass in der That primitive
Wurzeln g von p existiren, fiir welche g»—! — 1, oder, was dasselbe
sagt, fiir welche g# — g nicht durch p? theilbar ist. Dies geschieht
leicht auf folgende Weise. Ist f irgend eine primitive Wurzel von
p, so sind alle in der Form

g=r+pe

enthaltenen Zahlen g ebenfalls primitive Wurzeln yon p; dann ist
nach dem binomischen Satze

g? = f* (mod. p?);
setzen wir daher

f2 =1+ 1p (mod. p),
so wird
97 —g = p(f' — =) (mod. p?),
und folglich ist g = f - p2 jedesmal eine primitive Wurzel aller .
Potenzen von p, ausgenommen, wenn z = f* (mod. p), also
g = f* (mod. p2)

ist. Da nun ¢ (p —1) nach dem Modul p incongruente Zahlen f
existiren, und aus jeder Zahl f genau (p — 1) in Bezug auf den
Modul p? incongruente Zahlen g — f -+ pa von der Beschaffenheit
abgeleitet werden konnen, dass g#—1—1 nicht durch p? theilbar
wird, so erhalten wir das Resultat:

Die sammilichen primiticen. Wurzeln won hiheren Potenzen
einer wungeraden Primzald p sind die simmilichen Individuen von
(p—1) @(p—1) werschiedenen Zohlclassen in Bezug auf den
Modul p2.

Beispiel: Simmtliche primitive Wurzeln der Primzahl p = 7
sind in den beiden Reihen 7z -+ 3, T2 -5 enthalten; da nun

37 = 31, 57 =19 (mod, 49)
ist, so sind alle m den arithmetischen Reihen 7z -3, T2+ 5
enthaltenen Zahlen, mit Ausnahme derer, welche = 31 oder = 19

(mod. 49) sind, auch primitive Wurzeln von allen hiheren Po-
tenzen von 7.
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§. 129

Nachdem im Vorhergehenden die Existenz von primitiven
Wurzeln g fiir jeden Modul p7 nachgewiesen ist, der eine Potenz
einer ungeraden Primzahl p ist, kann man leicht die iibrigen ele-
mentaren Fragen iber die Potenzreste beantworten. Setzt man
zur Abkiirzung

e(p™) = ¢
s0 sind die Potenzen
9% g% g . - . g°=* (mod. p7)
simmtlich incongruent, und bilden daher ein vollstindiges System
incongruenter Zahlen, mit Ausschluss der durch p -theilbaren
Zahlen. Ist daher x irgend eine durch p nicht theilbare Zahl, so
existiren stets unendlich viele Exponenten y, die aber nach dem
Modul ¢ séimmtlich einander congruent sind, von der Beschaffen-
heit, dass
n = g7 (mod. p7);
man nennt dann ¢ den Index der Zahl n fiir die Basis g, und
driickt dies in Zeichen so aus
Ind. n = y (mod. ¢);
durchliuft ¢ ein vollstindiges Restsystem in Bezug auf den Modul
¢, so durchliuft » ein vollstindiges System von Zahlen, die relative
Primzahlen zu p# und unter einander nach dem Modul »7 incon-
gruent sind. Fiir die Rechnung mit diesen Indices gelten dieselben
Gesetze, wie die (in §. 30 angegebenen) fiir den Fall = — 1. Wir
heben hier besonders hervor, dass
Ind. (1) =0, Ind. (—1)=1¢ (mod. ¢),
und ferner, dass n quadratischer Rest oder Nichtrest von p7 ist,
je nachdem Ind. # gerade oder ungerade ist.

Aus dem Index einer Zahl n lisst sich leicht der Exponent i

bestimmen, zu welchem % in Bezug auf den Modul p7 gehort; aus

n = gd-2 (mod. p7)

folgt niimlich
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nt = gtdn (mod, p7);
s'oll _also 'n.‘ =1 .Sein, 80 muss ¢Ind.% durch ¢ theilbar, und
folghlcl? ¢ ein 1\:11}1t1plum von ¢ : 0 sein, wo 0 den grissten gemein-
schaftlichen Divisor von ¢ und Ind.% bedeutet; die kleinste aller
dieser Zahlen ¢, d. h. der Exponent, zu welchem # gehort, ist daher
=C 0! '

Hie'raus folgt, dass » stets und nur dann eine primitive Wurzel
von p™ ist, wenn Ind.# relative Primzahl zu ¢ ist; die Anzahl aller
nach dem Modul p7 incongruenten primitiven Wurzeln von p7 st
daher gleich der Anzahl derjenigen der Zahlen

ORI § e

welche relative Primzahlen zu ¢ sind, also gleich @ (¢c) = o (p7).
Dasselbe Resultat ist aber auch eine unmittelbare Folge aus dem
Schlusssatze des vorigen Paragraphen. 3

§ 130.

Die Primzahl 2 verhiilt sich anders als die ungeraden Prim-
zahlen, welche bisher ausschliesslich betrachtet wurden.

Fiir den Modul 2 kann jede ungerade Zahl als primitive
Wurzel angesehen werden.

Fiir den Modul 22 = 4 ist 3 =—1 eine primitive Wurzel:
zu jeder ungeraden Zahl o giebt es einen entsprechenden Expo-,
nenfen ¢ von der Beschaffenheit, dass

7% = (—1)¢ (mod. 4)
ist; und zwar ist ¢ = 0 (mod. 2) oder = 1 (mod. 2), je nachdem
n =1 oder = 3 (mod. 4) ist. :

Bis hierher findet also noch vollige Analogic mit den unge-
?aden Primzahlen Statt; sobald aber ein Modul 2* hetrachtet wird
i welchem der Exponent 2 = 3 ist, hort dieselbe auf. Es liissl;
sich niimlich zeigen, dass, wenn % irgend eine ungerade Zahl be-
deutet, immer schon :

p e
whoeh — ot = (mod. 2%)

ish. In der That ist dieser Satz richtig fiir 4 == 3; denn das

Qua('h'at Jeder ungeraden Zahl n ist = 1 (mod. 8). Nehmen wir
Dirichlet, Zahlentheoric. 22
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ferner an, der Satz sei fiir einen beliehigen Exponenten 4 = 3
schon bewiesen, es sei also
w1 4 p9d,
so0 folgt hieraus durch Quadriren
w2t = 1 R 2AH1 4 2928 = 1 (mod. 24+1),
d. h. der Satz gilt auch fiir den néchstfolgenden Exponenten 4 + 1.
Er gilt mithin allgemein, da er fir 2 = 3 gilt.

Es fragt sich nun, ob es in diesen Fillen wenigstens Zahlen
giebt, die zu dem Exponenten ! g (24) = 24—2 gehdren; man iiber-
zeugt sich leicht, dass die Zahl 5 diese Eigenschaft fir jeden Modul
24 = 8 hesitzt, Es ist niimlich

5 =1+ 4 (mod. 8)
52 =1+ 8 (mod: 16)
bt = 14 16 (mod. 32)
58 = 1 4 32 (mod. 64)
allgemein
5247% = 1 1 94—1 (mod. 2%),
also
52*=" niemals = 1 (mod. 2%),
woraus unmittelbar folgt, dass der Exponent, zu welchem die Zahl
5 nach dem Modul 24 gehort, kein Divisor von 2%4—3% sein kann
und also, da er doch Divisor von 242 sein muss, nothwendig
= 24—2 jgt,

Hieraus ergiebt sich nun, wenn man zur Abkiirzung

fo () =210 =5
setzt, dass die & Zahlen

50, 5L 52 ..ot
sammtlich nach dem Modul 24 incongruent sind; dasselbe gilt von
den Zahlen :

S e e

da ferner die ersteren siimmtlich = 1 (mod. 4), die letzteren
siimmtlich = 3 (mod. 4) sind, so bilden sie zusammengenommen ein
System von ¢ (2%) nach dem Modul 2% incongruenten ungeraden
Zahlen. - Ist daher % irgend eine ungerade Zahl, so kann man
stets
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n = (—1)5F (mod. 2%) -

setzen, wo o nach dem Modul 2, und g nach dem Modul & voll-
stiindig bestimmt ist. Durchliuft o ein vollstindiges Restsystem
in Bezug auf den Modul 2, und g unabhiingig von & ein vollstin-
diges Restsystem in Bezug auf den Modul &, so durchliuft » ein
vollstindiges System von Zahlen, die in Bezug auf den Modul 24
incongruent und relative’ Primzahlen zu 24, d. h. ungerade sind.
Diese beiden Zahlen ¢ und g kann man die Indices der Zahl »
nennen; sie befolgen ganz #hnliche Gesetze, wie die Indices fiir
die friiher betrachteten Moduli. Wir heben noch besonders her-
vor, dass n = £ 1 oder = + 3 (mod.8) ist, je nachdem f gerade
oder ungerade.

s verdient bemerkt zu werden, dass die vorstehende Form,
in welche jede ungerade Zahl n gebracht werden kann, auch noch
fiir den Fall 4 = 2 gilt; die Anzahl § der Werthe von # reducirt
sich niimlich auf 1, und da 5 = 1 (mod. 4), so geht die ohige
Form in die friihere n = (— 1)@ (mod. 4) iiber. Fiir eine spitere
Untersuchung ist es sogar zweckmiissig, dieselbe Form der Dar-
stellung aller relativen Primzahlen zu einem Modul von der Form
24 auf die Fille 4 = 0 und 4 = 1 auszudehnen; da in denselben
nur eine einzige Zahlclasse darzustellen ist, so wird man o und g
auch nur einen einzigen Werth beizulegen hahen; setzen wir daher
a=0>b=1, wenn 4 — 0 oder 4 — 1 ist, in allen anderen Fillen
(A = 2) aber @ = 2, b = L@ (2%), s0 konnen wir sagen, dass der
Ausdruck

n = (—1)®58 (mod. 2%)
alle incongruenten relativen Primzahlen zum Modul durchliuft,
wenn « und § resp. vollstindige Restsysteme in Bezug auf o und
b durchlanfen.

§ 131

Es sei nun der Modul eine beliehige zusammengesetzte Zahl

b= 2 pZp i
Wo p, p’ von einander verschiedene ungerade Primzahlen, und
A m 2. .. ganze positive Exponenten bedeuten, derven erster, 4,

22+
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auch — 0 sein karm. Ist n irgend eine relative Primzahl zu %, so
kann man stets

n = (—1)®58 (mod. 2%)

n = g7 (mod. p7)

n = g'" (mod. p'™")

(il

setzen, wo g, g’ ... primitive Wurzeln resp. von p?, p’?... be-
deuten, Geben wir den Zahlen a, b die im vorigen Paragraphen
festgesetzte Bedeutung und setzen wir zur Abkiirzung

pp™) =c¢ ™) =c ...,
so sind die Exponenten oder Indices

’

a? ﬁ’ y’ y el
vollstindig bestimmt in Bezug auf die entsprechenden Moduli

I R P e e SRS

und umgekehrt entspricht jedem solchen Systeme von Indices
(nach §. 25) eine bestimmte Classe von Zahlen » nach dem Mo-
dul %, die relative Primzahlen zu £ sind. Durchlanfen die Indices
o, By 7, ¢’ « .. unabhiingig von einander ihre a, b, ¢, ¢’ . .. Werthe,
5o durchliutt » simmtliche

abloet s =o(k)

Zahlclassen in Bezug auf den Modul 7, welche relative Primzahlen
zu J; enthalten,

Sind die Indices e, 8, p, p' . .. einer Zahl » bekannt, so ist
es leicht, den Exponenten 0 zu bestimmen, zu welchem die Zahl
n gehort; deun offenbar ist 0 das kleinste gemeinschaftliche Mul-
tiplum aller derjenigen Exponenten, zu welchen die Zahl » in Be-
zug auf die einzelnen Moduli 2%, p7, p'7’ ... gehort. Dieser
Exponent 0 ist daher immer ein Diviser von dem kleinsten gemein-
schaftlichen Vielfachen w der Zablen a, b, ¢, ¢/ ... Es kinnen
daher primitive Wurzeln von %, d. h. Zahlen, die zum Exponenten
¢ (k) gehoren, nur dann existiren, wenn @ = o (%) ist; man iiber-
zeugt sich leicht, dass dies nur dann der Fall ist, wenn der Modul
% = 1, oder — 2, oder — 4, oder eine Potenz einer ungeraden
Primzahl, oder das Doppelte einer solchen Potenz ist; und umge-
kehrt leuchtet ein, dass in diesen Fillen immer primitive Wurzeln
existirven.
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Da ferner die Moglichkeit einer binomischen Congruenz von

der Form
2™ = n (mod. k)

und die Anzahl ihrer Wurzeln nur von der Maglichkeit derselben
Congruenz in Bezug auf die einzelnen Moduli 24, p7, p'=’ . .. ab-
‘hiingt (nach §. 87), so iiherzeugt man sich leicht, dass zur Beur-
theilung dieser Frage und zur Auffindung der Wurzeln der Con-
aruenz die Kenntniss der Indices der Zahl » vollstindig ausreicht.
Die wirkliche Ausfithrung dieser Untersuchung unterdriicken wir
hier, weil sie sich ganz ebenso gestaltet wie in §. 31. Der Fall
m = 2 wiirde auf diese Weise behandelt auf das in §. 37 ge-
wonnene Resultat zuriickfihren. Ebenso leicht ist es, den ver-
allgemeinerten Wilson’schen Satz (§. 38) von Neuem zu beweisen,

I



VI. Beweis des Satzes, dass jede unbegrenzte arith-

metische Progression, deren erstes Glied und Differenz

ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Factor sind, un-
endlich viele Primzahlen enthilt,

8 132.

‘ Der allgemeine Beweis dieses Satzes ) stiitzt sich auf die Be-
trachtung einer Classe von unendlichen Reihen von der Form
L =73 ¥ (n),

wo der Buchstabe n alle ganzen positiven Zahlen durchlaufen
muss, und die reelle oder complexe Function ¢ () der Bedingung

Y (n) ¥(n') = ¢ (nn')
geniigh. Hieraus folgt fiiv n — n' = 1, dass (1) =1 oder = 0
ist; da aber im letzteren Fall  (n) = o (1) ¥ (n) fiir alle Werthe
vou » verschwinden wiirde, so nechmen wir immer an, dass ¥ (1)
==l 1st. Wir nehmen ferner an, die Function ¥ (n) sei so be-
schaffen, dass die Summe der analytischen Moduln *aller Werthe
Y (n) endlich ist, woraus folgt, dass die Reihe L einen von der
Auo%rdmmg ihrer Glieder unabhingigen endlichen Werth besitat.
Man' iiberzeugt sich dann leicht von der Richtigkeit der folgenden
Gleichung i

5 1

I _1:1’(_9) = 2 ¥ (n), @

*) Dirichiet: Abhandlungen der Berliner Akademie aus dem Jahre 1887,
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wo das Productzeichen sich auf alle, in beliebiger Ordnung auf
einander folgenden, Primzahlen ¢ bezieht *).
Zunichst leuchtet ein, da die Reihe L die Glieder
W) =1, v@=2 v@A=2...
enthiilt, und die Summe derselben fiir sich einen endlichen Werth
hat, dass der Modulus von % (g) < 1, und folglich

1
1—_7@5:1+¢(f_1)+w(q2)+---

ist. Sind ferner ¢, ¢y, g5 . . . die simmtlichen Primzahlen ¢, wie
sie in dem Producte linker Hand aufeinander folgen, so wird das
Product @ der ersten m Factoren
1 1 1
T—o(g) T=9@) ~ 1—v(w’

wenn man jeden derselben nach der vorstehenden Gleichung in
eine unendliche Reihe entwickelt und die Multiplication ausfiihrt,
dleich ¥ ¢(7), wo die Summation iiber alle die ganzen positiven
Zahlen | auszudehnen ist, in welchen keine anderen als die Prim-
zahlen ¢y, ¢s - - . ¢ aufgehen. Ist daher 7 irgend eine positive
ganze Zahl, und nimmt man m so gross, dass unter den Primzahlen
01> @ - - - ¢ Sich alle diejenigen finden, welche < /i sind, so ent-
hilt 3 (1) alle Glieder der Reihe X% (n), in welchen n < &
ist, und ausserdem noch unendlich viele andeve, in denen n > A
ist. Mithin unterscheidet sich das Product @ von der Summe
S ¢ (1) um eine Summe von der Form ¥ 4 (n'), in welche aber
nur noch Zahlen 5’ eingehen, welche =/ sind. Da nun die Summe
der Moduln aller Glieder ¢ () endlich ist, so kann man A, und
also auch m so gross withlen, dass die Summe der Moduln aller
Glieder ¢ (n”), und folglich auch der Modul der Ditferenz @ — 3 % (%)
kleiner wird als jede vorher gegebene Grosse; d. h. mit unbegrenzt
wachsendem 2 nithert sich @ dem Grenzwerth X ¢ (n), was zu be-
welsen war.

Ausser diesen Reihen von der Form I — ¥ 4 (n) haben wir
noch diejenigen Reihen zu hetrachten, welche durch die Entwick-

*) Unter dieser Classe von Reihen sind auch diejenigen enthalten,
welche im fiinften Abschnitt betrachtet sind. Vergl. §§. 124, 135. Der
Werth einer solchen Function y ist offenbar fir alle Zahlen vollstindig
bestimmt, sobald er fiir alle Primzahlen willkiirlich angenommen ist. Die
iltesten Untersuchungen iiber solche Reihen und Producte finden sich bei
Lyler: Introductio in analysin infinitorum, Cap. XV,
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lung ihrer natiirlichen Logarithmen entstehen. Wenn der Modulus
von # ein echter Bruch ist, so ist bekanntlich

Supplement VI

1
git ettt tot Ll i —log T

und zwar ist der imaginiire Bestandtheil des Logarithmen rechter
Hand stets zwischen den Grenzen — a4 und + i#¢ zu nchmen,
Setzt man hierin # = ¥ (¢) und fiir ¢ alle Primzahlen, so erhilt
man zufolge der Gleichheit (I)

Y@+ 2e@)+33v (@) + - =logL, (D
und offenbar hat die aus unendlich vielen unendlichen Reihen be-
stehende linke Seite einen von der Anordnung der Summationen
unabhiingigen endlichen Werth, weil selbst die Summe der Moduln
aller ihrer Glieder einen endlichen Werth besitzt. Der imaginiire
Theil des Logarithmen rechter Hand ist die Summe aller imaginiren

Theile der Logarithmen der einzelnen Factoren, aus denen das

obige unendliche Product besteht.

Wir fiigenzu diesem Resultat noch einige Bemerkungen hinzu.
Ist zunéichst 9 () eine reelle Function, so sind alle Factoren des
unendlichen Productes positiv, also ist log L reell, und da die
Reihe log L einen endlichen Werth hat, so ist £ ein positiver von
Null verschiedener Werth. Ist aber ¢ (z) imaginir, und o’ ()
der jedesmal mit ¢ () conjugirte complexe Werth, so ist auch
»'(n) ¥'(n') = ¥'(nn'), und die iiber alle ganzen positiven Zahlen
n ausgedehnte Summe L’ = X ¢’ (n) ist die mit L = ¢ (n) con-
Jjugirte Zahl. Zugleich wird :

2@+t X' (@+I2 0 @)+ = logl!,
und zwar ist log L' conjugirt mit log L, so dass die Summe log L
4 log L' = log (L L’) reell wird.

Ist endlich der Werth der Function v fiir alle in einer be-
stimmten Zahl % aufgehenden Primzahlen — 0, so ist ¥ (n) jedes-
mal = 0, wenn » keine relative Primzahl zu J; ist, und die Glei-
chungen (I) und (II) bleiben richtig, wenn man # alle relativen

Primzahlen zu %, und ¢ alle in % nicht aufgehenden Primzahlen
durchlaufen lisst,
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§. 133,

Es sei nun (wie in § 131) & eine beliebige positive ganze Zahl,
und zwar >
'ar

b= 2%prp'a’
wo p, p' ... von einander verschiedene ungerade Primzahlen he-
deuten; wir geben ferner den Buchstaben
Gy byioy el
ihre frithere Bedeutung (§. 131) und bezeichnen entsprechend mit

G, S ol
irgend welche Wurzeln der Gleichungen
o= Semr— (=l Y e R

Ist nun # irgend eine positive ganze Zahl und zugleich relative
Primzahl zu %, und sind ihre Indices

o (mod. @), B (mod. ), y (mod. ¢), ‘p' (mod. e s
so geniigt, wie man leicht sieht, der Ausdruck
0cnBa?e' . ..

ne
der Bedingung ¢ (n) ¥ (n') = ¥ (nn')*); wenn ferner der Exponent
s> 1 ist, was wir im Folgenden annehmen wollen, soist die Summe
der Moduln =2 aller Glieder 9 (1) endlich (§. 117), und folglich
gelten die Gleichungen (1) und (II) des vorigen Paragraphen
il

Y(n) =

I1 rm:}:w(n):L
SU@+ES 0@ A Y o)+ =logL

in welchen ¢ alle in % nicht aufgehenden Primzahlen, 5 alle rela-
tiven Primzahlen zu % durchlaufen muss; beide Reihen hahen, so
lange 5 > 1 ist, bestimmte von der Anordnung ihrer Glieder un-

*) Der Ziihler » (n) = O nfw? o'¥" . . . besitat die charakteristischen
Eigenschaften y (n) (W)= gz (nn') und, wenn n/ = n” (mod. k) ist, (1) = y (").
Umgekehrt, weun cine Funetion % (n) die crste Kigenschaft hat, und wenn
sie ausserdem nur eine endliche Anzahl m (von Null verschiedener) Werthe
Y Oy ... @ besitat, so sind diese letzteren nothwendig die simmtlichen
Wurzeln der Gleichung wm = 1,
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abhiingige Summen. Wir konnen hinzufiigen, dass beide Reihen

auch stefige Functionen von s sind, so lange s > 1 ist; wir be-

weisen diese Behauptung fiir alle Werthe von s, welche grosser

als ein beliebiger unechter Bruch ¢ sind, weil hieraus offenbar die

Stetigkeit dieser Reihen fiir alle Werthe von s > 1 (excl. 1) folgt.
Jede der beiden Reihen I und log L ist von der Form

o O, 3
ot gt

wo die Moduln der Coefficienten e, o, o5 ... simmtlich eine
endliche Grosse A (= 1) nicht iibertreffen, Um die Stetigkeit
einer Function von s innerhalb eines gewissen Intervalls (s = g)
zubeweisen, geniigh es darzuthun, dass, wieklein auch eine positive
gegebene Grosse 0 sein mag, die Function jedesmal in einen ersten
und zwar stetigen, und in einen zweiten Bestandtheil zerlegt wer-
den kann, dessen Modulus innerhalb des ganzen Intervalls (s =)
< 8 ist; denn hieraus folgt, dass der Modulus einer plotzlichen
Werthéinderung der Function, die doch nur von dem zweiten
Bestandtheil herrithren kann, kleiner als 29, und folglich, da die
gegebene Grosse 8 beliebig klein sein darf, nothwendig = 0 sein
muss (vergl. §8. 101, 143). In unserem Falle ergiebt sich die Mog-
lichkeit einer solchen Zerlegung auf folgende Weise; ist n eine
beliebige ganze Zahl, so ist die Summe der ersten » Glieder

o O

& .”2‘?_3 g
eine stetige Function; der Modulus der Summe aller folgenden
Glieder ist kleiner als

1 1
(n+1)® * (n+ 2)* i
und folglich fiir alle Werthe s = ¢ auch kleiner als

1 1
A (G )

da nun ¢ cin unechter Bruch ist, und folglich (nach §. 117) die
Reihe

1 1 1

Dol g Vg it i
convergirt, so kann fiir jede gegebene Grosse 0 entsprechend #
50 gross gewihlt werden, dass
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(o an )
wrTe e to) <!

wird; hiermit ist fiir jede gegebene Grosse o die Moglichkeit einer
Zerlegung unserer Reihe in zwei Bestandtheile von der obigen Art,
und also auch die Stetigkeit der Reihen L und log L fiir jeden
Werth s > 1 nachgewiesen.

Der Beweis des Satzes iiber die arithmetische Progression
griindet sich nun auf die Untersuchung des Verhaltens der Reihen
L und log L bei unbegrenzter Anniiherung des Exponenten s an
den Werth 1. Wir hemerken zuniichst, dass diese Reihen je nach
der Wahl der in dem Ausdrucke ¢ (n) vorkommenden Einheits-
Wurzeln 0, 5, o, @' . . . ein ganz verschiedenes Verhalten zeigen;
da diese Wurzeln resp. @, b, ¢, ¢’ . . . verschiedene Werthe haben
konnen, so sind in der Form L im Ganzen

abeel b=l (k)

verschiedene besondere'Reihen enthalten; wir theilen diese Reihen
L in drei Classen ein:

In die erste Classe nehmen wir nur eine einzige Reihe I, auf,
und zwar diejenige, in welcher alle Einheits-Wurzeln 6, 4, o, o' . ..
den Werth 4 1 haben.

g In die zweite Classe nehmen wir alle iibrigen Reihen L, auf,
in welchen alle Einheits-Wurzeln reelle Werthe, also die Werthe
+1 haben.

In die drifte Classe nehmen wir alle iibrigen Reihen I, auf,
d. h. alle dicjenigen, in welchen wenigstens eine der Einheits-
Wurzeln imaginiir ist. Die Anzahl dieser Reihen ist jedenfalls
ger:ade, und sie sind paarweise mit einander conjugirt; denn ent-
spricht eine solche Reihe L, den Wurzeln ¢, 130 @5 hi5e 180
entspricht immer eine zweite solche Reihe L’y den Wurzeln §—1,
1= o= o=, . und diese beiden Systeme von Wurzeln sind
nicht identisch.

Wirwollen nun das Verhalten aller dieser Reihen genau unter-
suchen, wenn der Exponent s — 1 + ¢ sich dem Werthe 1 nihert,
d. h. also, wenn die positive Grisse o unendlich klein wird.
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§ 134,

Betrachten wir zuniichst das Verhalten der ersten Reihe

Sl L3 2l

L1 = e =200 nito’

in welcher » alle relativen Primzahlen zu & durchlaufen muss, so
leuchtet ein, dass diesclbe als ein Aggregat von ¢ (k) Partialreihen

von der Form

1 1 1
vite 7 (v+E)rte + (v+2k)i+e
angesehen werden kann, wo v relative Primzahl zu & und < 7 ist.
Da nun (nach § 117) das Product aus einer solchen Reihe und
aus ¢ mit unendlich abnehmendem g sich. einem endlichen posi-
tiven, von Null verschiedenen Grenzwerth ;—* niihert, sokinnen wi
e
0
setzen, wo | mit unendlich abnehmendem g sich ehenfalls einem
endlichen, positiven, von Null verschiedenen Grenzwerth nithert.
Ganz anders verhalten sich aber die Reihen L der zweiten und
dritten Classe; wir haben geselien, dass alle diese Reilien, so lange
§ = 1 ist, bestimmte von der Anordnung ihrer Glieder unabhiingige
. Werthe besitzen; von jetzt an wollen wir aber ihre Glieder ¢ (n)
so anordnen, dass die Zahlen » ihrer Grosse nach wachsend auf
einander folgen; die so geordneten Reihen L der zweiten und
dritten Classe convergiren dann fiir alle positiven Werthe von s und
sind nebst ihren Derivirten auch stetige Functionen des positiven
Exponenten s.
Um dies nachzuweisen, betrachten wir zuniichst die ganze
rationale Iunction

f@)=3 0“qfo?o'? ... z¥

der Variabeln z, wo das Summenzeichen sich auf diejenigen o)

positiven ganzen Zahlen » bezieht, die relative Primzahlen zu o
wnd < % sind, und wo «, f, 3, ¢ ... die Indices der Zahl » be-
deuten. Setzt man z — 1, so erhélt man

SO =3 04nPw¥e? ...,
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wo die Indices o, B, p, »' . . . unabhingig von einander vollstindige
Restsysteme resp. in Bezug auf die Moduln @, b, ¢, ¢’ . . . durch-
laufen miissen; es ist daher

fD =303 96.3 o?. T 0 ...
Da nun nach unserer Voraussetzung die Reihe L eine Reihe der
zweiten oder dritten Classe, und folglich mindestens eine der Fin-

heitswurzeln 6, 9, o, @'... nicht = + 1 ist; so ist auch mindestens
eine der Summen

BG Bl D elisaSiol: o
gleich Null, und hieraus folgt
F@) = 0.
Mit Hiilfe dieses Resultates kann man nun die oben behaup-
teten Eigenschaften der Reihen [, auf verschiedene Arten nach-
weisen, Die eine hesteht darin, dass man die Reihe L in ein

bestimmtes Integral verwandelt. © Nach der von Legendre einge-
fiihrten Bezeichnung ist

I'(s) :f(]og %)g—ldx

eine fiir alle positiven Werthe von s endliche und stetige Function
von s; bedeutet ferner » irgend einen positiven Werth, und ersetzt
man 2 durch z?, so ergiebt sich

1
L) = f gr—1 <log i>s_1dx‘
0 4 !

ns

und hieraus folgt leicht (ihnlich wie in den §§. 103, 105), dass die
Summe der ersten m (k) Glieder der Reihe L gleich

1
1 £ @) 1ye-1 .
ro) 7 i (e g) Q—emde
0

ist. Da nun f(z) eine durch z theilbare ganze Function von x
1st, welche fiir # — 1 verschwindet, so bleibtinnerhalb des ganzen
Integrationsgebietes der Modulus der Function

1 /@

x 1— gk

unterhalh einer angebbaren endlichen Grisse, und hieraus folgt
leicht, wenn man n unendlich wachsen liisst, dass
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i ey e 1) o
L=, xl—x"(lo <) s

ist. Es zeigt sich also in der That, dass die unendliche Reihe I,
der zweiten oder dritten Classe, wenn ihre Glieder in der ange-
gebenen Weise geordnet sind, fiir jeden positiven Werth von s
convergirt; beachtet man ferner, dass I'(s) fiir alle positiven Werthe
von s ebenfalls positiv und von Null verschieden, sowie, dass die
Derivirte von I'(s) eine stetige Function von s ist, so folgt aus
dem vorstehenden geschlossenen Ausdruck fiir die Reihe L, dass
dieselbe mebst ihrer Derivirten eine stetige I‘unctmn von s ist, so
lange s positiv bleibt.

Zu demselben Resultate gelangt man aber auch auf anderem
Wege, niimlich mit Hiilfe des weiter unten in §. 143 bewiesenen
allgemeinen Satzes. Denn da zufolge der Gleichung £ (1) = 0 die
Summe der Coefficienten

g« n BaY '
von je ¢ (k) aufeinander folgenden Gliedern der Reihe Z den Werth
Null hat, so bildet die Reihe L eine solche unendliche Reihe, wie
sie in § 143 betrachtet wird; man braucht dort nur unter
Fyy leyy By - . - die Werthe der successiven Zahlen n zu verstehen,
so ergeben sich unmittelbar unsere obigen Behauptungen iiber die
Convergenz und Stetigkeit der Reihe L und ihrer Derivirten.

Aus diesem Resultat ergiebt sich nun, dass jede Reihe I der
zweiten oder dritten Classe, wenn der Exponent s =— 1} g ab-
nehmend dem Werth 1 unendlich nahe kommt, sich einem véllig
bestimmten endlichen Grenzwerth, niimlich dem Werth

1 f(z)
f 1——9@"1

0

nithert, welchen die Reihe I. bei der oben angegebenen Anordnung
ihrer Glieder fir s = 1 annimmt,
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§ 135.

Ts hat nun zwar gar keine Schwierigkeit, den Werth des vor-
stehenden Integrals mit Hiilfe von Logarithmen und Kreistunctionen
darzustellen *); dass aber dieser endliche Grenzwerth einer Reihe
L der zweiten oder dritten Classe von Null verschieden ist — und
gerade hierin besteht der Hauptpunct der ganzen nachfolgenden
Untersuchung — wiirde sich aus diesem Ausdrucke schwer oder
gar nicht erkennen lassen. Es ist nun von dem hdchsten Interesse,
dass dieser Nachweis fiir die Reihen L, der zweiten Classe sich
mit Hiilfe der Untersuchungen des fiinften Abschnitts iiber die
(Classenanzahl der quadratischen Formen fithren lésst; ja wir kon-
nen hinzufiigen, dass historisch jene Untersuchungen ihren Aus-
gangspunct an dieser Stelle genommen haben.

Wir betrachten eine bestimmte Reihe L, der zweiten Classe,
welche den Wurzeln

g0 1 — e — S a =l IS0,

entspricht; es sei P das Product aller der in  aufgehenden un-
geraden Primzahlen p denen eine negative Wurzel @ — — 1 ent-
spricht, und S das Product der iibrigen in % aufgehenden ungeraden
Primzahlen (falls in der einen oder anderen dieser beiden Gruppen
gar keine Primzahl enthalten sein sollte, ist P oder S = 1 zu
setzen); da nun eine Zahl » quadratischer Rest oder Nichtrest
einer Primzahl ist, je nachdem ihr Index y gerade oder ungerade
ist (§. 129), so leuchtet ein, dass

w70 .= ()

ist; wenn ferner § — —1, also ¢ — 2, und k= 0 (mod. 4) ist,
so sind alle Zahlen » ungerade, und es ist (nach §. 130)

0¢ = (— 1)« — (_. 1)‘/9(11—1J;

*) Bei der wirklichen Ausfithrung der Rechnung durch Zetleguug in
Partialbriiche (ihnlich wie in den §§. 108, 105) wiirde man auf die in der
Theorie der Kreistheilung vorkommenden Summen f (1) stossen, wor irgend
eine Wurzel der Gleichung r* = 1 bedeutet.
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ebenso, wenn y ——1, also & > 1, und & = 0 (mod. 8) ist, so
sind alle Zahlen » ungerade, und es ist (nach §. 130)

7 = (—1)B = (— 1)%ho*—D,
Diese Bemerkungen veranlassen uns (vergl. §§. 101, 123), je nach
den vier verschiedenen Zeichencombinationen 6, 5 vier verschiedene

Determinanten D zu betrachten; wir setzen néimlich, mit gehoriger
Riicksicht auf das Zeichen +-1:

D=+ PS?=1(mod 4), wenn = +1, 7= +1

D=+ P8 =3 (mod. 4), wenn =—1, =41
D=+2P8 =2 (mod. 8), wenn 6= +1, 3 =—1
D =+2P8? =6 (mod. 8), wenn f—=—1, = —1

Nun sind alle ungeraden Zahlen  auch relative Primzahlen zn
2 D, und umgekehrt, alle relativen Primzahlen zu 2 D sind auch
ungerade Zahlen %, und gleichzeitig ist

.= 0%O=D g %e—D (%) oo (%),

ist daher k'gerade, so stimmen die siimmtlichen Zahlen » mit den
siimmtlichen relativen Primzahlen zu 2 D iiberein, und es ist

L,_2¢(n)—V(D L

n) e’

enfa? o'

ist aber % ungerade, so sind unter den Zahlen n auch gerade Zahlen;
da in diesem Falle aber nothwendig §f = +1, n — +1, also
D =1 (mod. 4) ist, so ist (vergl. §. 102)

P/ 2s

wo in der letzten Summe rechter Hand der Buchstabe » nur noch
alle ungeraden relativen Primzahlen zu k, d. h. alle 1elnt1ven Prim-
zahlen zu 2 D zu durchlaufen hat.

Um daher zu beweisen, dass die Reihe 7, sich einem von Null
verschiedenen Grenzwerth nihert, braucht man dasselbe nur von

der Reihe
i B
> ()

nachzuweisen. Nun leuchtet ein, dass die Zahl D nie eine Quadrat-
zahl sein kann; denn da eine Quadratzahl niemals = 3 (mod. 4),
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oder = 2 (mod. 8) oder = 6 (mod. 8) ist, so bleibt nur die einzige
Moglichkeit D = 1 (mod. 4); da aber in diesem Falle § — il
n'= + 1 ist, so muss, da L, eine Reihe der zweiten Classe ist,
wenigstens cine der szeln @, o = — 1 sein, und folglich
P mindestens durch eine ungerade Pumzahl p theilbar, also nicht
= 1 sein; mithin ist D in keinem Falle cine Quadratzahl, Wir
haben nun (in §§. 96 und 98) gesehen, dass fiir eine solche
Determinante D die Classenanzahl 7 der quadratischen Formen
ein Product aus mehreren Factoren ist, von denen der ecine der
Grenzwerth der obigen Reihe

e
n /) n'

ist; da nun immer mindestens eine Form (1, 0, — D) existirt, also
h niemals = 0 ist, und da ferner die iibrigen in dem Ausdruck
von /i vorkommenden Factoren nicht unendlich gross sind, so ist
auch dieser Grenzwerth von Null verschieden. Und hlew.us folgt,
dass auch der Grenzwerth einer jeden Reihe L, der zweiten Classe
ein von Null verschiedener und folglich positiver Werth ist, was
zu beweisen war.

In dem einfachsten Falle, wo % eine Potenz einer ungeraden
Primzahl p oder das Doppcltu einer solchen Potenz ist, existirt
nur eine Reihe

L_,:E(—ai

der zweiten Classe; in diesem Falle hedarf es nicht der Zuziehung
der Theorie der qmdmtlschen Formen, um nachzuweisen, dass der

Grenzwerth
w1
)=

dieser Reihe von Null verschieden ist; fiir diese Summe haben
wir nimlich in § 103 cinen Ausdruck gefunden, welcher neben
solchen Factoren, die offenbar von Null verschieden sind, noch

den Factor
> <ﬂ> m  oder X ( > log sin — i
D p

enthilf, je nachdem p = 8 oder = 1 (mod. 4) ist; und wo m alle
Zahlen 1,2, 3 ... (p—1) durchlaufen muss. Im ersten Fall ist
aber Yon und folglich auch

Dirichlet, Zahlentheorie, 23
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. m
) (——) m
p

ungerade, also von Null verschieden; im zweiten Fall ist (§. 107)
o omm o y+zVp
—iy <F> log sin 5 log )
wo die ganzen Zahlen g, z der Gleichung y2 — pz?=4p geniig:en;
es kann folglich #, und also auch der vorstehende Ausdruck nicht
=)0sein. ;

§. 136.

Um nun dasselbe auch fiir jede Reihe L, der dritten Classe
zu heweisen, addiren wir alle ¢ (%) Gleichungen von der Form
2@ +i2e@)+5 29N+ =g L,
welche den verschiedenen Wurzel-Systemen @, 5, @, o' . ent-
sprechen. Bedeutet g irgend eine in % nicht aufgehende Primzalil,
und irgend eine positive ganze Zahl, so liefert die linke Seite
einer jeden solchen Gleichung ein Glied
1
==l (Q‘u)a
w
in welchem
iEral!
g
mit dem Coefficienten
g /r]ﬂlllm'}"umry’lu 5
behaftet ist, wo e, B, p, 9’ ... die Indices von g bedeuten. Die
Summe aller dieser den verschiedenen Wurzelsystemen 6, 7,
@, @' ... entsprechenden Coefficienten wird daher gleich dem
Product :
D4 S gft S QY S ot
wo die Summenzeichen sich der Reihe nach auf die a, b, ¢, ¢
verschiedenen Werthe von (0, 5, @, o' . . . beziehen. Bekanntlich
ist nun die Summe aller gleich hohen Potenzen der Wurzeln von
einer Gleichung der Form ™ = 1 nur dann von Null verschieden,
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und zwar — m, wenn der Exponent dieser Potenzen durch m
theilbar ist; mithin ist das vorstehende Product nur dann von Null
verschieden, und zwar — gbee’ .. . — @ (), wenn die Exponenten

o, B, y@, e oL resp. durch a, b, ¢, ¢! . . . theilbar sind; da

nun oy, Bu, yu, p'w . . . die Indices von q“ sind, so wird dies nur
dann und immer dann eintreten, wenn ;

g =1 (mod. 2%), ¢« =1 (mod. p7), g =1 (mod. p'7"y . . .,
d. h. also, wenn
g =1 (mod. &)

ist.  Mithin wird die Summe aller jener Gleichungen folgende
Form annehmen !

1 il 1 1
= % — 5.0 = — oo
s {SGHizm+ o+ lsly |

= log L + S log L, + 3 log (L, Iy,

wo auf der linken Seite das erste, zweite Summenzeichen u. Sf
sich auf alle die in % nicht aufgehenden Primzahlen q bezieht,
welche resp. den Bedingungen g = 1, ¢? = 1 (mod. %) u. s. f.

* Geniige leisten; auf der rechten Seite bezieht sich das erste

Summenzeichen auf alle Reihen 7, der zweiten Classe, das zweite
auf alle verschiedenen Paare I, L', conjugirter Reihen dritter
Classe. Mit Hiilfe dieser Gleichung sind wir im Stande zu be-
weisen, dass der endliche Grenzwerth, welchem sich irgend eine
Reihe I, der dritten Classe nithert, von Null verschieden ist.

Dieser Beweis' stiitzt sich auf das schon frither (§ 134) er-
haltene Resultat, dass jede solche Reihe I, fiir alle positiven
Werthe von s eine stetige Function von s ist, und dass dasselbe
auch von ihrer Derivirten gilt. Wir kinnen daher

Ly = f(s) +iF(s)
LYy = f(s) —iT(s)

setzen, wo f(s), I(s) und die Derivirten f'(s), I’ (s) stetige Func-
tionen von s sind, so lange s positiv bleibt; da also der Grenz-
verth von I, = £(1) + i F(1) ist, so muss, falls derselbe — 0 ist,
nothwendig /(1) =0 und I'(1)=0 sein; hieraus folgt nach einem
bekannten Satze dor Differentialrechnung, dass fiir jeden Werth
§ =1+, welcher > 1 ist,

23%
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Ly = @ {f'(1L+00)+ iF'(1 +20)}
Lis= g [f'(1 +0¢)—iF'(1 + z0)}
sein wird, wo 8 und & zwischen den Grenzen 0 und 1 liegen; mit-
hin wird
Ly L'y = o {f' (1 +-0¢) + F'(1+ ¢0)?} = ¢*E,
wo R (in Folge der Endlichkeit und Stetigkeit der Derivirten

' (s), B’ (s)) mit unendlich abnehmendem positiven ¢ sich einem
endlichen (nicht negativen) Grenzwerth

frap4E()?

nithert, Hieraus folgt nun
log (I 14y) =— 2log -+ log B,

wo log R mit unendlich abnehmendem g sich entweder einem end-
lichen Grenzwerth nihert oder negativ iiber alle Grenzen wichst,
falls R unendlich klein wird.

Sind im Ganzen m solche Paare von Reihen dritter Classe

vorhanden, welche gleichzeitic mit o unendlich klein werden, so

ist folglich
S log (Ly I's) = — 2m log % +1,

wo ¢ jedenfalls nicht positiv iiber alle Grenzen wachsen kann, son-
dern entweder endlich hleibt, oder negativ iiber alle Grenzen
wiichst; denn jedes andere Product L L’; nihert sich einem end-
lichen positiven Werth, und folglich bleibt das entsprechende Glied
log (Ly L'y) endlich bei abnehmendem g.

Da ferner schon gezeigt ist, dass der Grenzwerth einer jeden
Reihe L, der zweiten Classe von Null verschieden ist, so nihert

. sich die Summe

> log L,
der (jedenfalls veellen) Reihen log L, einem endlichen Grenz-
werth. :

Ausserdem ist schon bewiesen, dass das Product ¢ [, sich
einem endlichen positiven Werth nihert; mithin ist

log L, = log -+ ¥,
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wo ¢ endlich bleibt; folglich ist die ganze rechte Seite der obigen
Gleichung von der Form

—(@2m—1) log % =T,

wo 7 mit unendlich abnehmendem g jedenfalls nicht positiv iiber
alle Grenzen wachsen kann, Existirte also mindestens eine Reihe
L, dritter Classe, welche mit o unendlich klein wiirde, d. h. wire
m mindestens = 1, so wiirde die ganze rechte Seite unserer
Gleichung mit unendlich abnehmendem positiven ¢ negativ unend-
lich wachsen. Dies ist aber unmoglich, da die linke Seite fiir alle
Werthe von ¢ positiv bleibt. Mithin ist m = 0, d. h. jede Reihe
der dritten Classe nithert sich einem von Null verschiedenen Grenz-
werth, was zu bheweisen war.

Hieraus folgt endlich noch, dass auch jede der Reihen log Ly
cinen endlichen Grenzwerth haben muss, wenn man beriicksichtigt,
dass nach dem frither Bewiesenen (§. 133) jede solche Reihe sich
stetig mit s iindert, so lange s > 1 ist.

§. 137.

Das Resultat der vorhergehenden Untersuchungen hesteht
darin, dass bei dem unendlichen Abnehmen der positiven Grosse
o0 = s— 1 die Reihe log L; positiv iiber alle Grenzen wichst,
withrend alle itbrigen Reihen log L sich endlichen Grenzwerthen
niihern. Mit Hiilfe desselben sind wir im Stande, den Satz iiber
die arithmetische Progression vollstiindig zu heweisen.

Es sei nimlich m eine bestimmte relative Primzahl zu %, so
multipliciren wir jede der @ (%) Reihen von der Form

SP(@+iSe@+iE e+ - o=logl,
welche einem bestimmten System von Einheits-Wurzeln 0, 7, @,

@' .. . entspricht, mit dem correspondirenden Werth
0-—%p=Po—wo'=ni.. =1

die Indices der Zahl s bedeuten, und addiren
die Indices

!
WO ey, fyy Y1, P1 ee-
alle Producte; dann wird, wenn wieder e, f, », " . . .

einer hestimmten Primzahl ¢ sind, das Glied
1Ll
F g




358 : Supplement VL

den Coefficienten
3 aay—mnﬂy—ﬂ; @Y H= !V =Y 4
erhf).lten, wosich das Summenzeichen auf alle ¢ (k) Wurzel-Systeme
bezieht; dieser Coefficient ist daher auch gleich dem Product aus
den einzelnen Summen
E arzy—m’ 2 nﬁ‘u—-ﬁ,’ }: wyy—-yl’ E m/yiy—yu s
in welchen die Buchstaben 6, 5, , @' . . . resp. ihre ¢, b, ¢, ¢
‘{ersqhiedenen Werthe durchlaufen miissen; dieser Coefficient wird
folglich nur dann von Null verschieden, und zwar = abec' . .,
= (k) sein, wenn dic Exponenten wp— oy, fu—fB1, yu—p,
p'w—p ... resp. durch a, b, ¢, ¢’ . . . theilbar sind, d. h. wenn
gt = m (mod. )

ist. Die Summation aller Producte g log L giebt daher das Re-
sultat

R P L ey
q»(k){z;lﬁ%z@ﬂzq—“---}
= 3 ylog L,

wo auf der linken Seite das erste, zweite, dritte Summenzeichen
u. s, f. sich auf alle Primzahlen ¢ bezieht, welche resp. den Be-
dingungen ¢ = m, ¢ = m, ¢ = m (mod. k) u. s. f. geniigen,
wihrend das Summenzeichen auf der rechten Seite sich auf die
simmtlichen ¢ (k) verschiedenen Wurzel-Systeme 6, 7, 0, o' . ..
bezieht. Setzt man nun zur Abkiirzung

ek 1
ZF-{-%Z&—;& }EZZ—;,;'{-"‘:Q
und bezeit?hnet mib # alle positiven ganzen Zahlen mit Ausnahme
von 1, so ist offenbar

1 1

Q<3 2. -l— e w +1 3 o S

Wwo in jeder Summe z a,lle seine Werthe durchliiuft; da nun, sobald
# = 2, immer

1 1

P

L R

| =

1

= 4 22

él

-
h.’.|>—¢
bar—-

t~z

ist, so ergiebt sich

=i
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es bleibt daher, wiithrend s abnehmend sich dem Werthe 1 néhert,
¢ fortwiihrend unterhalb einer endlichen Grdsse. Da ferner in
der Gleichung

w@{

alle Glieder ylog L sich endlichen Grenzwerthen nihern, mit Aus-
nahme des einzigen Gliedes log L,, welches iiber alle Grenzen
wiichst, so muss auch die Summe

[ o}: s ylog L

¢
iiber alle Grenzen wachsen; dies wiire aber nicht moglich, wenn
diese Summe aus einer endlichen Anzahl von Gliedern bestiinde,
und folglich muss es unendlich viele Primzahlen ¢ geben, welche
= m (mod. %) sind; d. h. also:

Jede unbegrenzte arithmetische Progression ka 4 m, deren An-
Jangsglied m und Differenz T relative Primzahlen sind, enthdll
unendlich vicle positive Primzahlen q*).

Ueber die Ausdehnung dieses Satzes auf Linearformen mit complexen
Coefficienten, sowie auf quadratische Formen siehe Dirichlet: Unter-
suchungen iiber die Theorie der complexen Zahlen, Abhandlungen der
Berliner Akademie aus dem Jahre 1841; Monatshericht der Berliner Ala-
demie (Marz 1840) oder Crelle’s Journal, Bd. 21; Comptes rendus der Pariser
Akademie 1849, T. X, p. 285.




VII. Ueber einige Sitze aus der Theorie der Kreis-
theilung.

§. 138.

Sind p, p', p” ... positive und von einander verschiedene
Primzahlen, so stimmen (nach § 9) die Glieder des entwickelten
Productes

(P (p ) G )
mit den simmtlichen Divisoren des Productes
P —ppipto.

iiberein; dieselben Divisoren entstehen offenbar auch durch die
Entwicklung des Productes

(==1) ! )il =)
aber die eine Hilfte derselben wird mit positivem, die andere mit
negativem Zeichen behaftet sein; wir wollen die ersteren mit 0y,
die letzteren mit 9, bezeichnen, so dass
(=1 @ —1 @'—1)...=38—34

wird, und wir bemerken, dass die Zahl P selbst zu der Classe der
ersteren gehdrt. Ist nun § irgend ein Divisor von P, aber <7P
so liisst sich leicht zeigen, dass die Anzahl der durch & theilbaren
Zahlen 0; genau gleich der Anzahl der durch & theilbaren Zahlen
0, ist. Denn wenn man mit ¢, ¢, ¢” . .. alle diejenigen Prim-
factoren von P bezeichnet, welche nicht in ¢ aufgehen, so stimmen
die durch ¢ theilbaren Zahlen 6; und — 8, resp. mit den positiven
und negativen Gliedern des entwickelten Productes
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O(g=1)(@' =D{e" =1):is
iiberein, und da 0 < P ist, also mindestens eine solche Primzahl
¢ vorhanden ist, so ist die Anzahl der positiven Glieder dieses
Productes genau gleich der Anzahl der negativen.

Dieser Satz lisst sich leicht verallgemeinern. Bedeutet m
irgend eine positive ganze Zahl > 1, und sind p, p', p" ... die
simmtlichen von einander verschiedenen in s aufgehenden posi-
tiven Primzahlen, so kann man

1 g | 1 ‘
4 1——><1——;)(1——)"'-E _‘\-" :
7 < ) ) pn (1 Ha

setzen, wo mit @, und — g, vesp. alle positiven und negativen
Glieder des entwickelten Productes linker Hand bezeichnet sind;
alle diese Zahlen w, und w, sind Divisoren der Zahl m, welche
selbst eine der Zahlen g ist, und es gilt folgender Satz*):

Ist w irgend ein Divisor von m, aber < m, so ist die Anzahl
der dwrch @ theilbaren Zahlen w, genow gleich der Anzahl der
durch w theilbaren Zuhlen .

Um dies zu beweisen, behalten wir die obige Bedeutung von
P, 8y, 0, bei und setzen m = n P; dann ist » eine ganze Zahl, und
es leuchtet ein, dass die Zahlen w,, g, resp. mit den Producten
ndy, nd, tbereinstimmen. Nun sel g irgend ein Divisor von i,
und v der grosste gemeinschaftliche Theiler der heiden Zahlen
= v0 und n = we, so ist 0 gewiss ein Divisor von P, weil

m &P

T
eine ganze Zahl, und weil 0, ¢ relative Primzahlen sind. Ist u=am,
s0 ist offenbar ¢ = 1 und 0 = P; umgekehrt, wenn & — P ist
und folglich alle in s aufgehenden Primzahlen als I'actoren ent-
hiilt, so muss die Zahl &, weil sie Divisor von m und zugleich
relative Primzahl zu 0 ist, nothwendig = 1 sein; und folglich ist
@ = m. Schliessen wir daher diesen F'all g — m aus, soist immer
0 < P, und es giebt folglich unter den Zahlen 0, ebenso vicle
durch o theilbare, wie unter den Zahlen d,; da ferner eine Zahl
= nd; = v&d, oder eine Zahl w, = nd, — v&0, stets und nur
dann durch die Zahl g — v9 theilbar ist, wenn 0; oder 9, durch

*) Dedelind: Abriss einer Theorie der hoheren Congruenzen in Bezug
auf einen recllen Primeahl-Modulus (Crelle’s Journal, Bd. 54, 8. 25),
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o theilbar ist, so folgt, dass ebenso viele Zahlen g, wie Zahlen u,
durch g theilbar sind, was zu beweisen war.

Von dieser Eigenschaft der Zahlen g, und w; kann man viel-
fache Anwendungen machen, Hingen z. B. zwei Functionen f(m)
und F'(m) einer beliebigen ganzen Zahl m durch eine der heiden
Relationen

2 f(w) = F(m)
oder ;

I f(w) = F(m)
zusammen, wo das Summen- oder Productzeichen sich jedesmal
auf alle Divisoren g (incl. m) der Zahl m bezieht, so folgt daraus
resp. die Umkehrung

fm) =3 F(w) — 3 F(w)
oder
L Fw)
Fv =i

wo die Summen- oder Productzeichen sich auf alle Werthe von g,
oder auf alle Werthe von w, beziehen; denn ersetzt man rechts
jeden Werth F'(w,) und F'(u,) durch die Summe oder das Product
der Werthe #(u), die den simmtlichen Divisoren w von g, oder g,
entsprechen, so werden zufolge der obigen Eigenschalt der Zahlen
i, wy alle Werthe 7 (u) sich autheben, in welchen w < m ist, und
es wird allein der Werth 7 (m) zuriickbleiben.

Als Beispiel wihlen wir die Aufgabe, die Anzahl g (m) der
ganzen Zahlen zu bestimmen, welche relative Primzahlen zu m und
nicht grosser als m sind; aus dieser Definition der Function g (m)
ist in §. 13 ohne alle Rechnung der Satz abgeleitet, dass

2 g =m

ist, wo das Summenzeichen sich auf alle Divisoren w von m be-
zieht; setzen wir daher F(m) = m, so ergiebt sich umgekehrt

Q(m) =3 g — 3 th,

oo n (1= 3) (- 1) =)

diese Function ist daher durch den Satz des §.13 'schon vollstindig
charakterisirt,

also
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Tin anderes Beispiel ist folgendes. Ist der Werth der Func-
tion f(m) = p, sobald die Zahl m eine Potenz einer Primzahl p
ist, dagegen — 1, so oft m = 1 oder durch mehrere verschiedene
Primzahlen theilbar ist, so leuchtet ein, dass

I f(w) =m
ist, wo das Productzeichen sich auf alle Divisoren w von m be-
zieht; hieraus folgt nach dem obigen Satze, dass umgekehrt der
Quotient

T =,

also nur dann von 1 versc}ueden ist, wenn s eine Potenz einer

Primzahl ist; und zwar ist dieser Quotient dann gleich dieser
Primzahl.

Aus der Definition der Divisoren g, und g, folgt endhch auch,
dass stets g
vm) @) — 1) @@)—1) @) —1).-.=2¢(w) — X v (1)
ist, wenn die Function ¢ die Eigenschaft ¥ (2) ¥ (&) = ¥ (¢#') be-
sitzt.

8. 159,

Die simmtlichen Wurzeln ¢ der Gleichung
zm =1 (1)
sind bekanntlich in der Form enthalten
2 hw

+ 7 sin g

n

2 hw
9 = €08

wo I irgend ein vollstindiges Restsystem (mod. m) durchlaufen
uss,
Ist 7 relative Primzahl zu m, so sind die Potenzen

100 .0t
simmtlich ungleich, und sie bilden die simmtlichen Wurzeln der
obigen Gleichung (1); o heisst in diesem Fall eine primitive Wurzel
dieser Glexchun", und die Anzahl dieser primitiven Wurzeln ist
offenbar = ¢ (m). Ist allgemeiner & der grisste gemeinschaftliche
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Divisor von / und m = whk, so ist ¢ eine primitive Wurzel der
Gleichung

ai—ils (2)
und da umgekehrt jede Wurzel der letzteren Gleichung (2) auch
eine Wurzel der Gleichung (1) ist, so leuchtet ein, dass die simmt-
lichen Wurzeln der Gleichung (1) identisch sind mit allen primi-
tiven Wurzeln aller der Gleichungen (2), die den siimmtlichen
Divisoren w der Zahl m entsprechen, Bezeichnet man daher mit of
alle @ (@) primitiven Wurzeln der Gleichung (2), und setzt

wo das Productzeichen sich auf alle Wurzeln @' bezieht, so ist

I_If(y) = gm—1,

wo das Productzeichen sich auf alle Divisoren w der Zahl m he-
zieht; durch Umkehrung dieser fiir jede Zahl m geltenden Rela-
tion erhiilt man nach dem vorhergehenden Paragraphen
IT (2t — 1)
Il (z2 — 1)’
woraus folgt, dass die Coefficienten der ganzen Function f(m)
siimmtlich ganze rationale Zahlen sind.

Von jetzt an betrachten wir nur noch den Fall, in welchem
m =P = pp'p" ... eine ungerade, durch kein Quadrat theilbare
ganze Zahl und > 1 ist. Dann wird

@) =@E=-D@'-=-D@"=1)..=Xm—2pn
eine gerade Zahl, die wir mit 27 bezeichnen wollen, und die
sammtlichen 2 7 relativen Primzahlen zu P, welche < P sind, zer-
fallen in ¢ Zahlen @ und in z Zahlen 5 von der Beschaffenheit,

dass
(Bt B

ist (§. 52. L oder Supplemente §. 116). Setzen wir daher

S m) =

():cos‘i)lg +isiu277)£:eT
und :
A@) =11 @— 09, B)=II (z—0"),

g0 wird
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IT (zea—1)
IT (s —1)°
und wir wollen im Folgenden die allgemeine Form der Coefficienten
der Functionen A (z), B (x) bestimmen.

7u diesem Zwecke erinnern wir zuniichst an die Newton’schen
Formeln, welche dazu dienen, aus den Coefficienten einer Gleichung
die Summen gleich hoher Potenzen ihrer Wurzeln, und umgekehrt
aus diesen jene abzuleiten, Es seien

A(z) B(z) =

Wy Wy - o« W
die Wurzeln einer Gleichung
am 4 ¢ pm—1 + Cy pm—2 + o ol + e 0’
und
Sy = wk+wk+ - - -wk,
so lauten diese Formeln folgendermaassen:
St +a=0
S, +eSi+2¢=0
Ss + ¢ S +eS +3ec; =0

S+ 6 8n-1+6 St em—181 +men = 0.

Aus der Form derselben gehthervor, dass Sy, S, . . . Si, ganze
rationale Zahlen sein werden, sobald die Coefficienten ¢;, ¢; . - « ¢
simmtlich ganze rationale Zahlen sind. Wenden wir dies auf die
Gleichung

M@n—1)_,
I (zés—1)
an, so ergiebt sich, dass
Sp— %102k 59tk
fiir jeden Werth & =1, 2, 3 ... eine ganze Zahl ist. Anderer-
seits ist nun (Supplemente §. 116)

EN . 5
Y gak S ok — (L) jh@—12 Y P,
20sk— 30 <P) @ 4
und folglich

S ek =1 (Sr.» hE (7_1";)_51/,(?-—1)5 V. P)

S gk =1 (Sk — <~71%>i’/"1°—”“ ‘VP);
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hiermit sind die Summen der %ten Potenzen der Wurzeln von jeder
der beiden Gleichungen

A@) =0, B@) =0

gefunden, und da dieselben kelne andere Irratlolmhtat enthalten
als die Quadratwurzel

JHhE—1Y P

so gilt zufolge der Newton’schen Formeln dasselbe von simmt-
lichen Coefficienten dieser beiden Gleichungen, und zwar werden
zwei gleich hohe Coefficienten in beiden Gleichungen sich nur
durch das Vorzeichen dieser Quadratwurzel von einander unter-
scheiden, d. h. zwei solche Coefficienten werden die Formen

Yy— 2t A=Y P und gy ziHh@E-02Y P

haben, wo y und # rationale Zahlen bedeuten. Man kann ferner
behaupten, dass y und # entweder ganze Zahlen oder Briiche mit
dem Nenner 2 sind, obgleich dies aus den Newton’schen Formeln
nicht unmittelbar hervorgeht; um den Beweis dieser Behauptung
anzudeuten, wollen wir jede Gleichung, deren hichster Coefficient
— 1, und deren iihrige Coefficienten ganze rationale Zahlen sind,

eine primire Gleichung nennen; dann iiberzeugt man sich leicht, °

dass die Summe und Differenz zweier Wurzeln von primiren
Gleichungen (und ehenso ihr Product) wieder Wurzeln von pri-
miéiven Gleichungen sind *); da nun @ die Wurzel einer primiren
Gleichung ist, so gilt dasselbe von jedem Coefficienten der Func-
tionen A () und B (») und folglich auch von

2y und 224E-1Y P,

und hieraus folgt sogleich, dass die rationalen Zahlen 24 und 22
ganze Zahlen sein miissen.
Fasst man dies zusammen, so ergiebt sich, dass man gleich-
zeitig
24 (x) = Y(2) — Z(x)ih®—0*Y P
2 2B (x) = Y (r)+ Z(z) i h®=1*Y P
setzen kann, wo ¥ (2) und Z (2) ganze Functionen bedeuten,
deven simmtliche Coefficienten ganze rationale Zahlen sind**).

*) Vergl. |§..160. 1.
*%) Vergl. (vrm;s D. A. art. 857.
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Multiplicirt man die beiden Gleichungen mit einander, so erhiilt

man

Il (@ —1)

Y~ (F) P 4@ =4 ron—y;

§ 140.

Wir bemerken nun noch, dass man immer nur die Hilfte der
Coefficienten von ¥ (2) und Z(z) zu berechnen braucht. Es ist

niimlich

e A (D) =T (1—0%) = (— )"0 M@ —0-")
o1 B(5) =T 0 —0ta) = (=)0~ Me—01%;

nun ist, je nachdem P = 1, oder P = 3 (mod. 4) ist,
<:P}> — 1, oder (-_P—l) ——1,

und folglich .
Il (z—0-%) = B ()

Il (z—0-%= 4(2),
oder

I (x—0-9= B), @E—0"=A4();
ist ferner P nicht — 3, so existirt unter den Zahlen o eine Zahl
o von der Beschaffenheit, dass (¢/ — 1) relative Primzahl zu P
ist*), und da die Reste der Producte aa’ mit den Zahlen a, und
die Reste der Producte b’ mit den Zahlen b im Complex iiberein-
stimmen, so ist

#) Ist niimlich P>>3, so giebt es auch eine in P aufgehende Primzahl
p>3, und da mindestens zwei incongruente quadratische Reste von p
existiren, so kann man, wenn P = pg gesetzt wird, eine Zahl /i immer so

(G

aber i nicht = 1 (mod. p) wird; dann geniigt die durch die Congruenzen
! = h (mod. p), «' = 2 (mod. ¢)
bestimmte Zahl o/ offenbar den oben gestellten Forderungen.

wiihlen, dass
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a'2b=3%

a' Ya=3Y a,
‘und folglich

b (mod. P)

Sa=0, Xb=0 (mod P),
also
(el R
Mithin ergiebt sich (da = gerade, sobald P = 1 (mod. 4))
: 1
A@ =o7d (5

, wenn P = 1 (mod. 4)

1
B(z) =« B (;)
und, mit Ausnahme von P = 3,

A@) = (—2) B (%)

B@) = (—a)74 (%)
und hieraus
Y(@)=a'Y (%)
Z(@) =2t Z (_;_)

und, mit Ausnahme von P = 3,
: 1

)= ()T (7)
1

~ 2@ =(—ar4(<)

Diese Gleichungen enthalten Relationen zwischen je zwei gleich
weit vom Anfang und Ende abstehenden Coeiﬁclenten der Func-
tionen ¥ (x) und Z ().

Die wirkliche Berechnung der Coefhuenten der beiden Func-
tionen

, wenn P = 3 (mod. 4)

, wenn P =1 (mod. 4)

, wenn P = 3 (mod. 4)

Y(@) =yat +ypar=1 4+ 4y,

Z(’I)) = Za®tsner—1+...42,

geschieht nun auf folgende Art.
summen

Sy =2 0% 43 gv*

Zuerst bildet man die Potenz-
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fir k=1, 2, 3. .. bis zu L7z oder L(z — 1), je nachdem 7 gerade
oder unger ade 1st dies kann nach dem Obigen dadu
dass man ebenso viele Coefficienten der ganzen Fykieti

[T (zia —1)

IT (zta-1)
vom hochsten an gerechnet durch wirkliche Division bes
dann die Newton’schen Formeln anwendet; indessen hilt es nicht
schwer, durch Betrachtungen, welche ebenfalls auf der im §. 138
bewiesenen Haupteigenschaft der Zahlen g, und g, beruhen, fol-
gende Regel abzuleiten: es sei @ der grésste gemeinschaftliche Di-
visor von & und P = @R, und r die Anzahl der in R aufgehenden
Primzahlen, so ist *)

Sk = (=17 9(Q).
Nachdem diese Werthe S; gefunden sind, erhiilt man die Coeffi-
cienten der Functionen ¥ (2) und Z () durch die beiden aus den
Newton’schen Formeln abgeleiteten Recursionsgleichungen

ot [Shyo I Sk—l,”/l = SE SI ?/k—l]

2 kyk =
—1 k—1 i
+HF) F(B)o+ (et + (7))
I 1
+[ )JH—( >1+---+<—>ykﬂ]
P J2
2 7{»2’1; =
—[Ské’o sl 0 U O DT /‘71»‘—1]
wenn man noch heriicksichtigt, dass
Yo =2, 2 =0

ist.
Beispiel 1: P=3; v = 1; in diesem Falle miissen alle Coeffi-
cienten herechnet werden; da

*) Allgemeiner lautet diese Regel so: ist m = m' P eine beliebige po-
sitive ganze Zahl, P dag Product aus allen yon einander verschiedenen in
m aufgehenden Primzahlen, und Sk die Summe der kten Potenzen aller
primitiven Wurzeln der Gleichung am = 1, so ist St = 0, so oft & nicht
durch m/ theilbar ist; ist aber & = m/ K, ferner @ der grosste gemein-
schaftliche Divisor von K und P = QR, und » die Anzahl der in R auf-
gehenden Primzahlen, so ist
Sk = (—1)rm' p(Q)
Dirichlet, Zahlentheorie. 24
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1
S =—1, (?> =1
ist, so erhilt man

29 =— B =2, 24 = (%)yo =2,
und folglich
Y() =2z+1, Z(z)=1.

Beispiel 2: P = 5; © = 2; da wieder

SR ) (%) g

ist, so erhiillt man auch wieder
=l —
und folglich
C ¥(r) =2zt axt2, Z@) =2

Beispiel 3: P — 15 = 3.5; ¢ = 4; hier ist

smsmn (3)=() = (3)--

und folglich erhiilt man successive
Y = — ey =— 1
und .
9 =—4, H=0;
also ist
Y() =2zt —ad—4a?—a+2, Zx) =a*—a.

VIII. Ueber die Pell’sche Gleichung.

§. 141.

Bedeutet D eine positive ganze Zahl, die aber kein vollstén-
diges Quadrat ist, so ist in §. 83 durch die Betrachtung der Pe-
rioden von reducirten quadratischen Formen, die zur Determinante
D gehoren, nachgewiesen, dass die Pell'sche oder Fermat'sche
Gleichung

?— Dy =1
immer unendlich viele Losungen in ganzen positiven Zahlen £, u
besitzt, und es ist dort auch eine Methode gegeben, durch welche
alle diese Losungen gefunden werden konnen, Es hat durchaus
keine Schwierigkeit, den Zusammenhang zwischen allen diesen
Lisungen zu finden, sobald nur erst der Hauptpunct bewiesen ist,
dass wirklich eine Losung existirt, in welcher » von Null verschie-
den ist (§. 85); Lagrange gebiihrt das Verdienst, durch Einfithrung
neuer Principien in die Zahlentheorie diese Schwierigkeit zuerst
vollstiindig tiberwunden zu haben, und diese Principien sind spéter
von Dirichlet*) in hohem Grade verallgemeinert., Wir wollen des-
halb hier noch einen Beweis der Losbarkeit der Pell’schen Gleichung

) Monatsherichte der Berliner Akademie vom October 1841, April
1842, Mirz 1846; Comptes rendus der Pariser Akademie 1840, s,
p. 286 —288. — Vergl. Supplement XI und P. Bachmann: De unitatum
complexarum theoria. 1864.

24%
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mittheilen, welcher im Wesentlichen auf derselben Grundlage
beruht.

Das Fundament dieses Beweises beruht auf der Thatsache,
dass immer unendlich viele Paare von ganzen Zahlen x, y existiren,
fiir welche, abgesehen vom Vorzeichen,

22— Dyr<1+2VD

ist; man iiberzeugt sich hiervon leicht, wenn man aus der Theorie
der Kettenbriiche den Satz entlehnt, dass jeder Naherungswerth
# : g, den man durch Entwicklung einer Grosse @ in einen Ketten-
bruch erhilt, um weniger als y—2 von ® verschieden ist; nimmt
man also @ = VD, so giebt es, da VD irrational ist, unendlich
viele solche Zahlenpaare 2, y von der Beschaffenheit, dass, abge-
sehen vom Vorzeichen,

x ‘ 1 4

— — VD < —, ‘also 2a—yVD = —

Y i Y
ist, wo O einen positiven oder negativen echten Bruch bedeutet;
hieraus folgt -

s+yVD =2+ 297D,
und durch Multiplication
21— Dy? = j—:+26v1) ~1+42VD.

Um aber Nichts aus der Theorie der Kettenbriiche zu ent-
lehnen , wollen wir diesen Satz noch auf einem anderen und zwar
ganz einfachen Wege beweisen. Es sei m irgend eine positive
ganze Zabl, so legen wir der Zahl y der Reihe nach die m 4 1
Werthe

0,1,2...(m—1)m
bei, und bestimmen fiir jeden dieser Werthe die zﬁgehb’rige ganze
Zahl z durch die Bedingung
0<z—yVD <1,
welche offenbar jedesmal durch eine, und nur durch eine ganze

Zahl z erfilllt wird, Theilen wir nun das Intervall von 0 his 1 in
m gleiche Intervalle, welche durch die Werthe
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begrenzt werden, so muss, da die Anzahl m + 1 der Zahlenpaare
z, y grosser ist als die Anzahl m dieser Intervalle, wenigstens
eines dieser Intervalle mehr als einen, also mindestens zwei von
den Werthen o —y VD enthalten, die zwei verschiedenen Wer-
then von y entsprechen. Wir bezeichnen diese beiden Werthe mit
' —y' VD und 2" —y" VD; dann ist, abgesehen vom Vorzeichen,
ihr Unterschied ‘

(@—a)—(y —y) VD =2—yVD < 715
und da ¥, y” ungleich, nicht negativ und < m sind, so ist (abge-
sehen vom Vorzeichen) auch y = 5 — " =< m und von Null ver-
schieden; mithin wird  — y VD auch < y—" und von Null verschie-
den, weil VD irrational ist. Hieraus folgt aber, wie oben, dass

22— Dy < 14+2VD

und von Null verschieden wird.

Dass nun aber auch unendlich viele solche Zahlenpaare w, y
existiren, ergiebt sich leicht; sind niimlich schon beliebig viele
solche Zahlenpaare z, y gefunden, so kann man immer die ganze
Zahl m so gross nehmen, dass m—! kleiner wird als der kleinste
der bisher gefundenen Werthe 2 —y VD; fiir diese Zahl m erhilt
man aber auf die angegebene Weise wieder ein Zahlenpaar x, y
von der Beschaffenheit, dass # —y V.D < m~! und folglich auch
Kleiner als alle frither gefundenen Werthe #—y V.0 wird, woraus
folgt, dass dieses Zahlenpaar @, y von den fritheren verschieden
ist; mithin ist die Anzahl dieser Zahlenpaare unbegrenzt,

§. 142.

Mit Hiilfe dieses Resultates, dass immer unendlich viele Paare
von ganzen Zahlen z, y existiren, fiir welche der absolute Werth
von 22 — Dy? < 14-2 VD und von Null verschieden wird, lisst
sich nun leicht beweisen, dass die Gleichung #2 — Du® = 1 immer
in ganzen Zahlen ¢, u loshar ist, und zwar so, dass u von Null yer-
schieden ausfillt.
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Da die Anzahl der ganzen Zahlen, welche abgesehen vom Vor-
zeichen < 1 4+ 2 VD sind; endlich ist, so muss der Ausdruck
a2 — Dy? fiir unendlich viele Zahlenpaare ,y einer und derselben
(von Null verschiedenen) Zahl % gleich werden; da ferner die An-
zahl der verschiedenen Paare von Resten o, f, welche zwei Zahlen
@, y (mod. %) lassen kinnen, endlich, niimlich = &* ist, so leuchtet
ebenso ein, dass mindestens ein solches Restsystem ¢, f unendlich
oft auftreten muss, dass also unter den unendlich vielen Zahlen-
paaren z, y, fir welche 22 — Dy? — [ wird, auch wieder un-
endlich viele Paare a, y sich finden miissen, in welchen z = o,
y = B (mod. ) ist, wo @, B zwel bestimmte Reste bedeuten. Sind
nun #/, ' und &”, y' irgend zwei solche Zahlenpaare, d. h. ist
gleichzeitig

22— Dy't = z"2— Dy"? =k
und
2 =", y =y" (mod k),
50 kann man
(@' —y'VD) (" +y"VD) = k(t+uVD)
setzen, wo t, u ganee Zahlen bedeuten, die offenbar der Gleichung
12— Du? =

geniigen; und zwar diirfen wir annehmen, dass % von Null ver-
schieden ist; denn aus w — 0, ¢ =— 4+ 1 ergiebt sich vermdge der
obigen Gleichung #'—y' VD =+ (2" —y" VD); da aber unend-
lich viele solche Zahlenpaare z', y’ und z", y’ existiren, so kénnen

wir auch immer zwei solche auswiihlen, dass «”, y" verschieden
von -+ ', - 4/, und folglich » von Null verschieden ausfillt.

Hiermit ist also in der That bewiesen, dass immer eine Li-
sung ¢, u der vorstehenden Pell'schen Gleichung existirt, in welcher
« von Null verschieden ist.

Hieraus lisst sich dann (wie in §. 85), ebenfalls ohne Hiilfe
der Theorie der reducirten Formen, zeigen, dass alle Auflosungen
t, w sich aus der Gleichung

tLuyYD =+ (T+ UVD)»

ergeben, wo 7, U die kleinsten positiven ganzen Zahlen bedeuten,
die der Gleichung geniigen, und der Exponent » alle positiven und
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negativen ganzen Zahlen durchlduft. Nur in der einen Beziehung
bleibt diese Theorie der Pell'schen Gleichung unvollstindig, dass
aqus ihr keine directe Methode fliesst, diese kleinste positive Auf-
losung 7', U unmittelbar zu finden. Hierzu und ebenso zur Be-
urtheilung der Aequivalenz zweier Formen und also auch der Dar-
stellbarkeit einer Zahl durch eine Form bleibt die Theorie der
reducirten Formen unenthehrlich.



IX. TUeber die Convergenz und Stetigkeit einiger
unendlichen Reihen.

§ 143,

Die von Abel*) herrithrende Methode der theilweisen Summa-
tion, welche in §. 101 bei der Untersuchung der Convergenz und
Stetiglkeit einer unendlichen Reihe angewendet ist, fiihrt zu dem
Beweise des folgenden allzemeinen Satzes, in welchem aus gewissen,
von einander unabhingigen Voraussetzungen iiber zwei Reihen
von reellen oder complexen Grossen

Qy gy Ay o . - (@)
bisiba by ()
Schliisse auf die aus ihnen zusammengesetzte Grissenreihe
a; by ay by s by 2.
gezogen werden.
Wenn bei unbegrenst wachsendem n der analytische Modulus
der Summe
B oy sk g
endlich bleit, wenn ferner die aus den Moduln der Differenzen
by —byy by —by, by—by ...
gebildete Summe B endlich ist, und ausserdem b, mit wachsendem
n unendlich klein wird, so convergivt die Reihe
Y=+ aby+ ayby + - 55

*) Recherches sur la série ete., (Euvres completes, 1839, T. T, p. 66;
Crelle’s Journal, Bd. 1, S. 311,
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wnd wenm die Grissen der Reihe (b) sich stetig so dndern, dass
auch B sich stetig dndert, so gilt dasselbe von p.

Denn aus der Annahme, dass der Modulus von A4, stets kleiner
als eine angebbare Constante H bleibt, und dass die Summe fj
einen endlichen Werth besitzt, folgt zunéchst die unbedingte Con-
vergenz der Reihe

0= —/11(771‘—[)2)‘*' Az(bz—“b:s) +Aa(b3—b4) shifesicy
weil selbst die Moduln ihrer Glieder eine convergente Reihe bilden,

deren Summe << Hf ist. Bezeichnet man nun die Summen der
ersten »# Glieder der Reihen y, 8 resp. mit C,, D, so ist

Cn = -Du~1 + A'n. b'm

und da b, mit wachsendem 7 unendlich klein wird, so convergirt
auch die Reihe g, und ihr Werth ist gleich dem der Reihe 4.

Is geniigt daher, den letzten Theil des Satzes fiir die Reihe o
nachzuweisen, und dies geschieht in noch etwas erweitertem Um-
fange auffolgende Weise. Setzt man 6 =D, + 0, und =B, + B,
wo B, die Summe der ersten » Glieder der Reihe $ bedeutet, so
ist der Modulus des Restes 8, offenbar < Hf,; bezeichnet man
ferner mit o', D), B’ . .. diejenigen bestimmten Werthe von
0, Dy, B ..., welche einem bestimmten Grossensystem (b) ent-
sprechen, so wird, wenn die veriinderlichen Gréssen b, des Systems
(b) sich den Grossen b, des Systems (b') unbegrenzt und zwar der
Artannihern, dass 8 sich dem Werthe g’ nithert, auch §,=p3—B,
sich dem Grenzwerthe 8, niihern, weil die aus einer endlichen An-
zahl yon Gliedern bestehende Summe B, gewiss den Werth B
zum Grenzwerth hat.  Nun kannman, wie klein auch eine gegehene
positive Grosse & sein mag, immer m» so gross wihlen, dass
HB; < & ist; mithin wird im Verlaufe der Anniherung auch Hp,,
und folglich auch der Modulus des Restes 9, definitiv < & werden,
wihrend der andere in § enthaltene Bestandtheil D, sich seinem
Grenzwerthe D/ nihert; da aber 0 — 0’ = (D, — D}) + 8, — 8},
ist, so wird folglich der Modulus der Differenz 0 — o' schliesslich
unter 2 & herabsinken, alsowird ¢ sich dem Grenzwerthe ' nihern,
was zu beweisen war*).

*) Offenbar Dleibt d, also auch y selbst dann noch stetig, wenn die
oben als constant vorausgesetzten Gréssen des Systems («) sich zugleich
stetig und so dndern, dass das Maximum H der Moduln von An auch
wihrend der Aenderung endlich bleibt.
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Dem vorstehenden Beweise des obigen Satzes fiigen wir noch
folgende Bemerkungen hinzu. Die zweite Voraussetzung, dass die
Summe B endlich ist, hat fiir sich allein genommen zur Folge, dass
die unendliche Reihe

b= +(b2—b1)+(b3—b2)+(b4—“ba) e
ebenfalls convergirt, dass also die Summe b,, ihrer ersten n Glieder
mit wachsendem n sich einem bestimmten Grenzwerth b annihert,
welcher aber sehr wohl von Null verschieden sein kann. Immerhin
ergiebt sich hieraus in Verhindung mit der ersten Voraussetzung
iiber 4, die unbedingte Convergenz der Reihe 0; lisst man aber
die dritte Voraussetzung, nach welcher b = 0 war, jetzt fallen, so
leuchtet ein, dass die Convergenz der Reihe p, weil €y = Doy
- A, b, ist, nur dann mit Sicherheit gefolgert werden kann, wenn
die erste Annahme iher A4, dahin verschirft wird, dass die unend-
liche Reihe

o=@ totatat. -
ebenfalls convergirt, und zwar ist dann
7 =0+ wd;

zugleich ergiebt sich, dass, wenn o= A, + ¢y, als0 ty = 0hn—1—
gesetzt wird,

p = ouby + oy (bp—by) 4 o (by — b)) + - - -
ist; denn die Summe der ersten » Glieder der Reihe rechter Hand
ist = €, + o, by, und mit wachsendem n wird e, also auch o, b,
unendlich klein, Von hesonderer Wichtigkeit ist nun die Bemer-
kung, dass unter den jetzigen Annahmen die Grosse y sich schon
dann stetig mit den Grossen des Systems (b) &ndert, sobald § im
Verlaufe der Aenderung endlich bleibt, wihrend 6 mit p und b
auch unstetiy werden kann. Ist nimlich eine beliebig Kkleine posi-
tive Grosse & gegeben, so giebt es einen bestimmten Index » von
_der Beschaffenheit, dass fiir alle Werthe von 2, welche = v sind,
der Modulus von o, < ¢ ist*); withrend daher die Summe der

#) Ist das System («) ebenfalls verdnderlich, so verliert der obige Be-
weig fiir die Stetigkeit von y seine Kraft, selbst wenn man voraussets;
dass « sich stetig mit den Grossen des Systems (a) éndert; denn hieraus
folgt noch nicht die Moglichkeit, fiir jedes gegebene & einen bestimmten
Index » so zuwithlen, dass fiir alle Werthe %= » der Modulus von en auch
withrend der Aenderung von () stets < e bleibt. Dass in der That 7
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ersten v Glieder in dem vorstehenden Ausdruck fiir y sich stetig
mit den Grossen des Systems (b) dndert, bleibt der Modulus des
Restes < ¢f und kann folglich, wenn p wihrend der Aenderung
endlich, d. h. kleiner als eine angebbare Constante bleibt, durch &
s0 klein gemacht werden, wieman will; mithin éndertsich y stetig,
was zu beweisen war.

Wir wollen die vorstehenden Principien auf die Dirichlet’schen
Reihen anwenden; unter dieser Benennung verstehen wir Reihen
von folgender Form *)

a.l s g
Qe == —_— ey
o
W0 Jiys Koy Ky - - . positive Constanten von der Art bedeuten, dass
b < Fuya ist, und dass &, mit n iiber alle Grenzen wiichst; die
Constanten ay, @y, az ... sind beliebige reelle oder complexe
Grossen; ebenso kann die Variabele s beliebige reelle oder com-

plexe Werthe annehmen, doch wollen wir uns hier der Einfachheit
halber auf reelle Werthe s beschrinken, Setzen wir, wie oben,

Ay =a;+ay+ -« + an,s

s0 ergiebt sich folgender Satz:

unstetig werden kann trotz der Stetigkeit von « und der Endlichkeit von 8,
lehrt die genaue Prifung des folgenden Beispiels. Es sei y (x) eine stetige
Function, welche sowohl fiir unendlich grosse als auch fiir unendlich kleine
Werthe z unendlich klein wird, wie z. B.

"D(x)=l—-€?‘;

es soien ferner die in den Systemen (q) und (b) enthaltenen Grossen als
stetige Functionen einer Variabeln 7 = 0 definirt durch die Gleichungen

an = Y (nk)—y@mh—h)
bn = 1—nh, wenn = = %
bn =0, wenn h;i,

n

so nahert sich y, wenn % unendlich klein wird, nicht dem Werthe Null,
welcher dem Werthe 7 = 0 entspricht, sondern dem Werthe

1

Sy@de,
0
obgleich « stetig = 0, und B zwar nicht stetig, aber doch endlich bleibt.
#) Sie nehmen die Gestalt von Potenzreihen an, wenn man s —=—log @

setat,
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Bleibt A, endlich bes hsendem n, So girt die Reihe
J(s) fiir alle positiven Werthe s und sie ist mebst ihren simmtlichen
Derivirten stetig; convergirt die Reihe noch fiir s = 0, so ist sie
auch an dieser Stelle stetig.

Die Behauptungen, welche sich auf f(s) beziehen, folgen
unmittelbar - aus der vorhergehenden allgemeinen Untersuchung,
wenn man b, = k, ° setzt, wodurch y = £(s) wird; in der That
wird hierdurch # = %7° oder = 0, je nachdem s > 0 oder =0
ist. Die Endlichkeit und Stetigkeit der Derivirten f'(s) ergiebt
sich aber durch eine andere Specialisirung; bedeutet s einen festen
positiven Werth, und & eine sehr kleine (positive oder negative)
Grosse, so setzen wir

( k e s+b‘>

y_f(s)*f(H-E)
B &

wodurch

3
wird, Wihlt man nun v so gross, dass slog &, >1, und & so

klein, dass
log (1 - %) <slogk,
bys1 = byrs ..

7 E )
AN

fiir alle Werthe » = %, negativ ist; ausserdem ist b = 0, also

vV ol

wird, so ist &, ., weil die Derivirte der

Function

By—1=b,. Wird nun & unendlich klein, so nihert sich &, dem
Grenzwerthe
logk,
b‘l == %_i
U

und da &) = 8541 = 8% 15 .., ferner b’ — 0, also B,_; =1b)
ist, so geht B,_; stetig in den Grenzwerth ),_;, und folglich auch
B stetig in den Werth g’ iiber. Mithin nihert sich auch p dem
Grenzwerthe ', d. h. es ist

Al ay log kv 4 a, 10§ ke, T8
k3 ke,
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und da diese Reihe wieder von derselben Beschaffenheit ist, so ist
f!(s) auch eine stetige Function der positiven Grosse s. Ganz
iihnlich lisst sich der Beweis fiir die Derivirten hoherer Ordnung
fithren.

381

§ 144.

Der wahre Charakter des zuletzt bewiesenen Satzes besteht
darin, dass aus dem Verhalten einer Dirichlet’schen Reihe f(s) fiir
s =0 ein Schluss auf ihr Verhalten fiir alle positiven Werthe s
gezogen wird (man kann ihn leicht so umformen, dass von dem
beliebigen Werthe s = o auf alle Werthe s> 6 geschlossen wird).
Unter diesem Gesichtspuncte erscheint von besonderem Interesse
eine Vergleichung dieses Satzes mit dem allgemeinen Princip des
§.118; beachtet man némlich, dass, wenn die dortmit ¢ bezeichnete
Grosse zwischen &, und %,4, > k, liegt, die entsprechende Grisse
7 = n nichts Anderes ist, als die Summe der ersten »# Glieder der
Reihe

i 1 1
e g g e
fiir s = — 1, so erkennt man, dass dort aus dem Verhalten der
Reihe fiir s =—1 ein Schluss auf ihr Verhalten fiir alle positiven

Werthe s, und namentlich auf ihr Verhalten an der Stelle s — 0
gezogen wird. Eine genauere, auf die Vereinigung und Verall-
gemeinerung beider Sitze hinzielende Untersuchung fithrt zu den
nachstehenden Resultaten, in welchen zur Abkiirzung

Som et b
ki Fen
gesetzt ist, wilhrend A, seine frithere Bedeutung behilt.

1. Bleibt Suky fiir einen bestimmten negativen Werth s end-
lich bei wachsendem n, so gilt dasselbe fir jeden negativen Werth
8, und ebenso bleibt A, :loghk, endlich.

2. Bleibt A, :logks endlich bei wachsendem n, so convergirt
die Reihe f(s) fir jeden positiven Werth s.

3. Nihern sich 8 Snlky wnd s Sy Tyt fiir einen bestimmten ne-
gativen Werth s bei wachsendem n einem gemeinschafilichen Greng-

aishinteca
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werthe — @, so gilt Dasselbe fiir jeden negativen Werth s, und
ebenso nihern sich Ayilogky und A, :logky+1 dem gemeinschaft-
lichen Grenzwerthe + .

4. Nihern sich A, :loghk, und A, :loghk,+1 bei wachsendem
n einem gemeinschafilichen Grenzwerthe ©, so nihert sich s f (s),
wenn s positiv unendlich klein wird, demselben Grengwerthe o.

Offenbar entspringt der Satz des vorigen Paragraphen aus 2,
und der Satz des § 118 aus 3. und 4.; um die Beweise kurz zu
fithren, bemerken wir, dass, wenn

Gy By O

Ry, = = i 5
Ry alng I

gesetzt wird,

Su—Rulin™ = B (ki "—k5"") + - -+ Buei(kaZi—Fk7)
ist; zerlegt man die Summe rechter Hand in zwei Bestandtheile,
von denen der eine die ersten (m — 1) Glieder, der andere die
iibrigen (n — m) Glieder enthilt, und beriicksichtigt, dass man
allgemein

%y ky

[ a1 A — r k;'—il_k;’
=it de=nh, [-& dx:h,,—s

r—g r—8
kv — vy 41

r—s
Kyt1 Fyt1
setzen kann, wo &, < by = k41 ist, so erhilt man

Vit

Su—Ruky ™" =
s

B —%T") + N (ka® =kl

von M und N Mittelwerthe*) aus den Grossen R, R resp. von
v = 1Dhis v —=m—1, und von » = m bis ¥ = n — 1 bedeuten.
Nimmt man nun, wie im dritten Satze an, dass eseinen (negativen)
Werth » giebt, fiir welchen die Grossen »R, %y, » R,k 41, also
auch die Grossen » R, h; mit wachsendem » sich einem Grenz
werthe — @ nihern, und lisst man m mit », doch solangsam tiber
alle Grenzen wachsen, dass %,,:%, unendlich klein wird, so nihert
sich » N dem Grenzwerthe — @, withrend M endlich bleibt, und

#) Unter einem Mittelwerthe aus complexen Gréssen 2 ist jeder com-
plexe Werth ¢ von der Beschaffenheit zu verstehen, dass die reellen Be-
standtheile von & und &¢ resp. Mittelwerthe aus den reellen Bestandtheilen
der Grossen 2z und der Grossen #¢ sind.
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folglich wird, wenn s negativ ist, s .S, ks, sich ebenfalls dem Grenz-
werthe — @ nihern. Ist aber s = 0, so folgt

Ay —Rokn =7 {Mlog <Ik_‘> 4+ Nlog (%ﬂ)},

und wenn man m der Art mit # tiber alle Grenzen wachsen lisst,
dass log k. : log k,, unendlich klein wird, so ergiebt sich, dass
A,:logk, sich dem Werthe + @ néhert. Die Behauptungen iiber
sSuko 1 und A, :loghy 1 ergeben sich von selbst, weil aus der
Annahme hervorgeht, dass, wenn @ von Null verschieden ist, noth-
wendig Jp:ky 41 sich dem Werthe 1 néihert. Zugleich leuchtet ein,
dass der Beweis des ersten Satzes auf dieselbe Weise gefithrt wer-
den kann, und zwar viel einfacher, weil es gar keiner Zerlegung
der obigen Summe in zwei Bestandtheile bedarf*).

Der Beweis des zweiten und wierten Satzes lisst sich in &hn-
licher Weise fiihren; setzt man niimlich, wenn s einen. positiven
Werth hat,

K _f’slogxdm _ 1+4slogky,

Zotl sk
Tp
50 ist
Ir“_!_l
slogzdz o b=y
Ky Hppn = [ 8202 logh (k" = Fato);
o ;

#) Die Sitze 1. und 3. sind aus einem leicht erkennbaren Grunde so
gefasst, dass der in der Pramisse auftretende bestimmte Werth s als
negativ vorausgesetzt wird, obgleich der obige Beweis, in welchem dieser
Werth s mit r bezeichnet ist, auch dann seine Kraft bewahrt, wenn »
positiv ist. Diese auf den ersten Blick auffallende Erscheinung héngt da-
mit zusammen, dass den obigen Sitzen eine Reihe von shnlichen Sétzen
entspricht, welche yon dem Verschwinden des Restes S}, = f(s) — Sn fiir
positive Werthe s bei wachsendem # handeln; von diesen Sitzen (diesich wie
die ohigen Sitze auch auf gewisse Integrale ibertragen lassen) wollen wir
beispielsweise den folgenden erwihnen: Convergirt die Reihe f(s) fir
einen bestimmten positiven Werth s, wird also der Rest §J, mit wachsen-

dem 7 unendlich klein und zwar in der Art, dass die Producte sS;,k; und

. 88, k%, sicheinem gemeinschaftlichen Grenzwerthe o nihern, so nihern

n41
sich fiir jeden negativen Werth s die Producte 5.8, kj, und 818,15, o dem
Grenzwerthe — o,
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nimmt man daher an, dass 4, :logk, endlich bleibt, so folgt hier-
aus leicht *), dass die unendliche Reihe

.[11 (7‘1—3—712_5) _|_ A;?. (k;s_ :;s) + B
=% Al - Az / ] i
= fogiy o — &) o (8 — )+

convergirt, und dass ihre Summe mit f(s) iibercinstimmt, womit
der zweite Satz bewiesen ist. Bezeichnet man ferner mit I und
M’ Mittelwerthe aus den Grossen 4, :logh, resp. von 7 = 1 bis
n = m—1, und von » — m bis » = o, so kann man

f(s) = M (K, —K,)+ M K,

setzen; nimmt man nun (wie im vierten Satze) an, dass die Gréssen
Ay:logk, und A, :logk, 4, sich einem gemeinschaftlichen Grenz-
werthe o niithern, so gilt Dasselbe von 4.,:1log%,; lisst man daher,
wilhrend s positiy unendlich klein wird, gleichzeitig m iiber alle
Grenzen, doch so langsam wachsen, dass slogZ, unendlich klein
wird, so nihert sich M’ dem Grenzwerthe o, withrend M endlich
bleibt, und da s &, und s K,, sich dem gemeinschaftlichen Grenz-
werthe 1 ndhern, so nithert sich sf(s) dem Grenzwerthe o, was zu
beweisen war.

Nachdem die obigen Siitze bewiesen sind, fiihren wir einige
Beispiele an, hauptsiichlich um zu zeigen, dass sie nicht olne
Weiteres umgekehrt werden diirfen.

Beispiel 1. Tst ¢ > 1, und s > 0, so ist
a b a b
f(s)zg'l"c—{;-!‘ﬁ-f-;;%—'“
fiir jeden negativen Werth s ist bei wachsendem
ac®+ b

1— 2’

_ et L b

— pRee

a-+bes

287

lim S, c2n8 — —_—
2n T

Lim 85, 11 cCo D —

also schwankt S, %y, und nur, wenn & — a ist, wird

a .
1—e¢*

trotzdem ist, auch wenn @ und b ungleich sind,

lim Sn 7{7; =

*) Offenbar darf man, ohne die Allgemeinheit der Sitze zu beeintriich-
tigen, bei ihrem Beweise annehmen, dass schon %, > 1 ist.
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I A A, at+b

= =1 =
i logk, e loghuts — 2loge’

und wirklich nihert sich s7(s) fiir unendlich kleine positive Werthe
von s demselben Grenzwerth.

Beispiel 2. Ist wieder ¢ > 1, und s > 0, 80 ist

il iyt D A e
f(S)—;*mﬂLm*m“L"'=(cv+1,)2’

da Aoy =—mn, Aypn—y = + n ist, soschwankt A,,: log %,; dennoch
niihert sich s/ (s) dem bestimmten Grenzwerth Null, wenn s positiv
unendlich klein wird.

Beispiel 3. Von grosserem Interesse ist die folgende Reihe
Ji8)—= e Fcete | edp =00 L oe—udt ot 0
wo ¢ wieder > 1 ist; da log &, = ¢"—!, und
w=1l+tecterq ... +C”_1:cc_——-11’
so ergiebt sich bei wachsendem #
A, 4 s 1

log ki, g L Tog ki, o =1
und es zeigt sich, dass sf(s) fiir unendlich kleine positive Werthe
von s sich keinem Grenzwerthe niihert, sondern hin- und her-
schwankt, Ist niimlich » ein bestimmter positiver Werth, und lisst
man s = ¢~ ¢ dadurch unendlich klein werden, dass o wachsend
alle positiven ganzen Zahlen durchliuft, so nihert sich s f(s) dem
bestimmten, aber von  abhiéingigen Grenzwerth

PiEE—"D et ewril]

wo n alle ganzen Zahlen von — o bis 4 o durchlanfen muss.
Offenbar ist 9 (») eine periodische Function von log#, welche sich
in die Fourier'sche Reihe

15 2nmi
log ¢ el (logc )
verwandeln lisst, wo log# logc = — 2z ¢ logr ist, [] das Euler-

sche Integral zweiter Art bedeutet, und » alle ganzen Zahlen von
— © bis + o durchléuft; sie convergirt fiir jeden complexen
Dirichlet, Zahlentheorie. 26
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Werth r, dessen reeller Bestandtheil positiv ist; sie ist zugleich

der Grenzwerth des Integrals
o

i 1)nx
,rcrze—rc’ dz . s (2”‘ o+ )” H

sin w &

i o r positive zen Zahl n.  Wird
fiir unendlich grosse Werthe der positiven ganzen =
s stetig positiv unendlich klein, so schwankt s/ (s) um den mittleren
Werth 1:loge, welcher auch zwischen den Grenzwerthen yon
Ay:logh, und A, :loghky 41 liegh

X. Ueber die Composition der hindren quadratischen
Formen.

§. 145.

Den Ausgangspunct fiir unsere Darstellung der von Gauss o
gegriindeten Theorie der Composition hildet folgendes Lemmas

Ist

bb =D (mod. ), b'' = D (mod. a'), (1)
und haben die dvei Zahlen a, o', b + &' keinen gemeinschaftlichen
Theiler, so existirt in Bezug auf den Modulus aa' eine wnd nuy
eine Classe von Zahlen B, welche den drei Bedingungen

B =0 (mod. a), B =10 (mod.a'), BB=D (mod. aa’) (2)
geniigen, und die Zahlen a, a', 2 B haben ebenfalls keinen gemein-
schaftlichen Theiler.

Dies leuchtet unmittelbar ein, falls @ und o' relative Primzahlen
sind (§§. 25, 87); unter der allgemeineren Voraussetzung aber, dass
@ a'y b+ 0" keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, bestimme
man (nach §.24) drei ganze Zahlen h, 1/, 1", welche die Bedingung

l=rhath'a +1"@G+0) - (3)
befriedigen; dann werden alle durch die Congruenz
B=hab +h'a'b+1" b0+ D) (mod. aa’) 4)

bestimmten Zahlen B und nur diese den Forderungen (2) geniigen,
Da néimlich

_ER G e O DT

*) D. A. art. 234 seqq. — Vergl. Lejeune Dirichlet: De formarum bi-
nariarum secundi gradus- compositione. 1851.
25%



388 Supplement X.

(B—1b) (B—0b")=BB—(+b)B+b0! (5)
ist, so folgt zuniichst, dass jede die Forderungen (2) erfiillende
Zahl B auch den Bedingungen

o' B=dabaB=al,b+b)B=0bb+D (mod aa’)
geniigen muss, welche, mit %',k 7/ multiplicirt und addirt, die
Congruenz (4) nach sich ziehen. Dass umgekehrt jede durch die
Congruenz (4) bestimmte Zahl B die Forderungen (2) erfiillt,
ergiebt sich leicht, wenn man aus (3) und (4) der Reihe nach
B!, b, B eliminirt; auf diese Weise erhiilt man nidmlich die Con-
gruenzen

B—b=ha(d —b)+h"(D—0bb) l

B—b=h'a'®—0)+0"(D—0b'b") ((mod.aa’)
O+0)B— (b +D)y=ha@®'b'—D)-+h'a' (bb—D)
aus welchen unter Riicksicht auf (1) und () die Congruenzen (2)
unmittelbar folgen. Ist ferner & ein gemeinschaftlicher Theiler
von a,a'y 2 B, so folgt aus (2), dass B = b = b’ (mod. 9), also
b-+b' = 2B = 0 (mod. §) ist; mithin ist d auch ein gemein-
schaftlicher Theiler von a,a’, b + b' und folglich = 1, was zu be-
weisen war*),

§. 146.

Zwei biniire quadratische Formen (a, b, ¢), (a', b', ¢’) von glei-
cher Determinante D sollen einig**) heissen, wenn die Zahlen a,a',

#) Fasst man die Theorie der bindren quadratischen Formen nur als
einen speciellen Fall der allgemeinen Theorie der ganzen algebraischen
Zahlen auf (Supplement XI.), so sprechen manche Griinde dafiir, statt der
von Gauss und Dirichlet zu Grunde gelegten Form ax2 -4 2bxy -+ cy?
in welcher der Coefficient von zy immer eine gerade Zahl ist, die all-
gemeinere Form a 22 4+ baxy - cy? zu adoptiren und unter deren Deter-
minante immer die Grésse d = bb — 4ac¢ zu verstehen. Das obige
Lemma ist dann durch das folgende, etwas umfassendere zu ersetzen:
Ist 86 = d (mod. 4a), b'b" = d (mod. 44a’), und haben die drei Zahlen
a, a'y % (b b’) keinen gemeinschaftlichen Theiler, so existirt in Bezug auf
den Modulus 2aa’ eine und nur eine Classe von Zahlen B, welche den
drei Bedingungen B = b (mod. 2 @), B = 0’ (mod. 2 a’), B B = d (mod. £ a ¢/)
geniigen; und die Zahlen «, a’, B haben keinen gemeinschaftlichen Theiler.

*¥) Diese Benennung soll an die radices concordantes von Dirichlet
erinnern.
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b+ 0" keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Da 66 = D
(mod. ), b'b' = D (mod. a") ist, so folgt aus dem vorhergehenden
Lemma unmittelbar die Existenz von unendlich vielen parallelen
(nach §. 56 &quivalenten) Formen (ua’, B, ) derselben Deter-
minante D), deren mittlere Coefficienten B den Bedingungen B = b
(mod. @), B = b’ (mod. a) geniigen; jede solche Form (aa’, B, C)
heisse susammengesetat™) (composita) aus (a,b,c) wnd (a',b',c").

Wir bemerken zunéichst, dass (nach §. 56) die Formen (a, b, ¢),
(a', b, ¢') resp. den Formen (@, B, a'C), (¢!, B, aC) iHquivalent
sind; diese letzteren sind ebenfalls einig, weil die Zahlen a,a’,2 B,
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben (§. 145), und aus ihnen
ist ebonfalls die Form (aa', B, C) zusammengesetzt.  Bedeuten
nun z, ¥, &', y' variabele Grossen, und setzt man

X=uza'—Cyy, Y= (az+By)y +(a'z+By)y (1)
s0 wird
(02 +(B+VD)y)(a'z"+(B+VD)y)=aa' X4+ (B+VD)Y; (2)
ersetzt man hierin V.D durch — VD und multiplicirt die so ent-
stehende Gleichung mit der vorstehenden, so ergiebt sich nach
Wegwerfung des beiden Seiten gemeinschaftlichen Factors aa’ die
Gleichung

(az2+2Bzy+a'Cy?) ('z'24+2Ba"y' +aly'?) 3

=aad' X?°4+2BXY+ 0Y2 @)

d. h. die Form (wa', B, C) geht durch die bilineare Substétutian (1)
in das Product aus den beiden Formen (a, B, a'C), (¢!, B, a C)
iiber.

Auf dem vorstehenden Resultate beruht zugleich der Bewels
des folgenden Fundamentalsatzes™%):

Sind die beiden einigen Formen (a, b, ¢), (o', b', ¢') resp. dqui-
valent den beiden einigen Formen (m, n, ), (m', n', 1), so ist auch
die aus den beiden ersteren zusammengesetzte Form (aa', B, C)
dquivalent der aus den beiden letzteren eusammengesetzten Form
(mm', N, L).

Aus den Voraussetzungen folgt zuniichst, dass die Formen
(a, B, a'0), (a', B, aC) resp. den Formen (m, N,m'L), (m', N,m L)
fiquivalent sind, und hieraus (nach § 60. Anmerkung) die Existenz

.*) Vergl. Gauss: D. A. artt. 285, 242, 243, 244.
**). Gauss: D. A, art. 289. — Dirichlet a. a. O,
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von vier ganzen Zahlen z, y, ', y', welche den folgenden Bedin-
gungen geniigen
az?-2Bay 4 a'Cy2=m, a'z'2+ 2By + aCy'?=m' (4)
ax+(B+N)y=0,(B—N)z+a'Cy= 0 (mod. m) (5)
o'z’ +(B+N)y' =0, (B—N)z'+aCy' = 0 (mod. m"), (6)
und ebenso braucht man, um die Aequivalenz der beiden Formen
(aa'y B, C), (mm', N, L) darzuthun, nur die Existenz von zwei
ganzen Zahlen X, ¥ nachzuweisen, welche die Forderungen

aa' X2+ 2BXY 4 CY2 = mm' (7)
aa' X+ (B4 N)Y = 0 (mod. mm') (8)
(B—N)X+ CY = 0 (mod. mm') )

befriedigen. Es lisst sich nun leicht zeigen, dass die beiden (offen-
bar ganzen) Zahlen X, Y, welche nach (1) aus den vier ganzen
Zahlen z, y, 2', y' gebildet sind, in der That den vorstehenden Be-
dingungen geniigen. Zuniichst folgt (7) unmittelbar aus (3) und
(4). Da ferner aus jeder Gleichung von der Form
(t +uVD) ( +u' VD) = (" 4+ u" VD) (¢ + w" VD),

wo 1, u, t' w. s, w. ganze Zahlen bedeuten, die in Bezug auf die
Variabele z identische Gleichung :
Etua)t' +u'2)=@"+u"2)t" +u"e)+ (wn'—w"u"")(22—D),
und hieraus, da N N = D (mod. mm') ist, auch die Congruenz

(¢+HudN) @t +u N)=@"+u'N) "+ N) (mod. mm')
hervorgeht, so folgt (8) unmittelbar aus (2) unter Beriicksichtigung
von (5) und (6). Dieselbe Gleichung (2) lisst sich endlich durch
Multiplication mit B— VD, oder mit ¢, und durch Division mit ¢
oder mit a' auf die folgenden vier Formen hringen

(B—=VD)z+a'Cy) (a'z' + (B4 VD)y") = a'U
(az -+ (B+VD)y) (B—VD)a'+ aCy’) = alU
(B—=VD)x+a'Cy) (B—VD)z'+aly') = (B—VD)U
O(az+ B+ VD)y) (s’ + B+ VD)y) = (B+ VD)L,
wo zur Abkiirzung
B—VD)X+CY=U

gesetzt ist; ersetzt man tiberall V. durch N, so gehen nach dem
oben angefiihrten Princip diese Gleichungen wieder in Congruenzen
nach dem Modulus mm’ iiber; bezeichnet man den aus U hervor-
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gehenden Ausdruck, d. h. die linke Seite der zu beweisenden Con-
gruenz (9), mit ¥; so ergiebt sich unter Beriicksichtigung von (5)
und (6), dass die Producte o'V, a ¥, (B—N)V, (B + N)V, mit-
hin auch 2 BV durch mm' theilbar sind; da aber die Factoren a,
o/, 2 B keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so muss der an-
dere Factor V¥ fiir sich allein durch mm’ theilbar sein, also. die
Congruenz (9) wirklich Statt finden,

Mithin geniigen die beiden ganzen Zahlen X, Y den Bedin-
gungen (7), (8), (9), und hieraus folgt (nach § 60. Anmerkung) die
Aequivalenz der Formen (aa!, B, C), (mm', N, L); was zu be-
weisen war,

§ 147.

Um den Charakter des eben bewiesenen Fundamentalsatzes
in das rechte Licht zu setzen, bemerken wir zuniichst Folgendes:
Sind (a, b, ¢), (@', b’ ¢) ewei emige Formen, so sind ihre Theiler
6, ¢' (8. 61) relative Primzaklen, und 66" dst der Theder der aus
ihmen zusammengesetzten. Form' (aa', B, C). Denn da die Formen
(a b, ¢), (@', b, ¢') resp. den Formen (a, B,a’C), (a', B,aC) iqui-
valent sind, so ist (nach § 61) ¢ der grdsste gemeinschaftliche Di-
visor von «, 2B, a'C, und ¢’ ist der grosste gemeinschaftliche Di-
visor von &, 2 B, aC; da nun a, a', 2 B keinen gemeinschaftlichen
Divisor haben, so muss die in « und 2 B aufgehende Zahl ¢ rela-
tive Primzahl zu o/ (und also auch zu derin a’ aufgehenden Zahl ¢')
sein; und da ¢ in @’ C aufgeht, so muss 6 auch in € aufgehen;
ehenso muss ¢’ relative Primzahl zu @ sein und folglich auch in €
aufgehen. Da ferner schon gezeigt ist, dass ¢ und ¢’ relative Prim-
zahlen sind, und da beide sowohl in 2 B, als auch in C aufgehen,
50 ist 66/ offenbar gemeinschaftlicher Divisor der drei Zahlen aa',
2B, C. Wollte man nun annehmen, ¢ 6’ wire nicht ihr grisster
gemeinschaftlicher Divisor, sondern sie liessen sich nach der Di-
vision mit ¢6’ noch durch eine Primzahl p theilen, so miisste p
wenigstens in einer der beiden Zahlen a:a oder a':6’ aufgehen;
gesetzt aber, p ginge in a: ¢ auf, so hiitten die drei Zahlen
4,28, o' ¢ den gemeinschaftlichen Divisor p6, wihrend doch ¢
ihr grisster gemeinschaftlicher Divisor ist. Ebenso wenig kann p
in a':6' aufgehen, und folglich ist 6.’ der grosste gemeinschaft-
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liche Divisor der Zahlen aa/, 2 B, C, d. h. 6 6" ist der Theiler dep
Form (e a’, B, C), was zu beweisen war.

Umgekehrt: hat man zwei Formenclassen K, K' won gleicher
Determinante D, deren Theiler 6, o' relative Primezahlen sind, so

lanm man stets zwei einige Formen (a, b, ¢), (@', b, ¢') resp. aus den

Classen K, K’ auswihlen. Denn man kann (nach §. 93) den Re-
priisentanten (a, 4, ¢) der Classe K zuniichst so wiihlen, dass ¢ re-
lative Primzahl zu 6’ wird, worauf der Reprisentant (a’, b', ¢') der
Olasse K’ so gewiihlt werden kann, dass o' relative Primzahl zu
o wird; dann sind aber (a, b, ¢), (a/, b, ¢') gewiss zwei einige
Formen. Zwei solche Classen K, K' sollen daher ebenfalls einig
heissen. Wie nun auch zwei einige Formen aus den Classen K, K’
ausgewithlt sein mogen, so wird zufolge des bewiesenen Funda-
mentalsatzes die aus thnen zusammengesetzte Form stets einer und
derselben Formenclasse I von derselben Determinante D ange-
héren, deren Theiler nach dem Obigen = 66’ ist. Wir werden
daher sagen, dass diese Classe L aus' den beiden einigen Classen
K, K" cusammengesetzt ist, und werden dies durch die symbolische
Gleichung *)

L=KK =KK
ausdriicken.

Sind ferner je zwei der drei Classen K, K', K" einig, so lassen
sie sich successive zu einer Classe zusammensetzen, und zwar wird
diese resultirende Classe von der Anordnung der beiden successiven
Compositionen villig unabhiingig sein*); d. h. symbolisch ausge-
driickt, es wird

(KA K" = (K K") K —= (K K"K
sein. Man kann néimlich die Repriisentanten (a, b, ¢), (a/, b', o),
(a",b",¢") der drei Classen K, K”, K" (nach §. 93) so wahlen, dass
4, a', o" relative Primzahlen sind; bestimmt man nun (nach §. 25)
B durch die Congruenzen
B =t (mod. a), B = b’ (mod. a'), B = b" (mod. a'),

5o wird von selbst BB = ) (mod.aa'a"), also D— BB —q . allC
wo C' eine ganze Zahl bedeutet. Dann enthiilt

*) Gauss bezeichnet die aus K und K’ zusammengesetzte Classe mit
K L K'(D."A. art. 249),
*) Gauss: D, A. artt, 240, 241.
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die Classe K die Form (a, B, a'a"C)
” » K’ n n (a" 'B'l @ a” O)
» R » » (a",B,aa'0)

’ 1y
» H ORI g 5 (ad,Ba (/)
'
At RS RASNER (0 g IR al ()
N
y SRR SES (o a B O)

und jede der Classen (KK')K", (KK")K', (E' K")K enthilt
folglich dieselbe Form (aa'e", B, (); mithin sind diese drei Classen
identisch. Diese eine Classe kann daher einfach durch das Symbol
KK'K" bezeichnet werden, wobei die Stellung der drei Symbole
K, K', K" gleichgiiltig ist.

Wendet man nun dieselbe Schlussfolgerung an, wie in §. 2, so
ergieht sich, dass auch fiir jede gréssere Anzahl von Classen
K, K'... die durch ihre successive Composition entstehende
Classe vollig bestimmt, und von der Anordnung der Composition
ganzlich unabhéingig ist.  Erforderlich bleibt aber die Bedin-
gung, dass diese Classen K, K’ ... zu derselben Determinante
gehoren, und dass ihre Theiler ¢, ¢’ . . . relative Primzahlen sind,
weil nur dann die Composition in der oben angegebenen Art aus-
gefiihrt werden kann; fiir unsere Zwecke -reicht aber dieser spe-
cielle Fall der allgemeineren Theorie der Composition vollig aus,

§. 148.

Wir betrachten zun#chst einige besonders wichtige specielle
Fille der Classencomposition ™).

1. Die Hauptform (1,0, — D) ist offenbar einig mit jeder Form
(a, b, ¢) derselben Determinante, und die Composition beider For-
men giebt als Resultat dieselbe Form (a, b, ¢), also: Durch Com-~
position drgend einer Clusse K mit der Hauptclusse entsteht immey
die Classe K. Bezeichnet man daher die Hauptclasse durch das
Symbol 1, so ist immer 1 K — K, wo K eine beliebige Classe be-
deutet.

2. Ist (a,b, ¢) eine urspriingliche Form der ersten Art, so ist sie
einig mit der Form (¢, b, @), und aus beiden ist die Form (a¢,b,1)
zusammengesetzt.  Da nun (¢, b, a) mit (a, — b, ¢), und ebenso

*) Gauss: D. A. artt. 243, 250,
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(ae, b, 1) mit (1, —b, ac) und folglich auch mit der Hauptform
(1, 0, — D) dquivalent ist (§. 56), so kann-man dies Resultat kurs
so aussprechen: Die Composition von ecwei entgegengesetzten ur-
spriinglichen Classen der ersten Art H, H' giebt stets die Haupt-
classe HH' — 1. :

Hieraus ziehen wir eine wichtige Folgerung, von welcher sehr
hiufig Gebrauch gemacht wird: Bedeutet H eine wrspriingliche
Classe erster Art, so folgt ous HK = HL auch stets K — L. It
namlich H' der Classe H entgegengesetat, also H H' — 1, so folgt
aus K = HIL zundchst (HK)H' = (HL)H', und hieraus
(HHY) K= \(EHH) L, als0 K — 1. _

8. Ist K eine Classe vom Theiler ¢, so kann man (nach §. 93)
ihren Repriisentanten (@6, b, ¢) so wihlen, dass @ relative Prim-
zahl zu ¢ ist; dann ist diese Form offenbar zusammengesetzt aus
den beiden einigen Formen (o, b, ¢ 6) und (6, b, wc), deren letztere
den Theiler 6 hat und der einfachsten Classe dieses Theilers an-
gehdrt (§. 61), woraus von selbst folgt, dass die erstere Form eine
urspriingliche Form der ersten Art sein muss, was sich auch leicht
direct nachweisen liesse. Wir haben daher das Resultat: Isi S die
einfachste, wnd K irgend eine Classe vom Theiler 6, so giclt s
imimer mindestens eine wrspriingliche Classe erster Art H von der
Beschaffenheit, dass S H — K ist.

Man iiberzeugt sich leicht mit Hiilfe von 2., dass der Satz 3.
auch dann noch gilt, wenn S und K irgend welche Classen dessel-
ben Theilers bedeuten; ebenso leuchtet ein, dass aus den einfachsten
Classen der Theiler 6, 6 stets die einfachste Classe des Theilers
66" zusammengesetzt ist, natiirlich unter der Voraussetzung, dass
6 und ¢’ relative Primzahlen sind, ~ Wir verweilen aber nicht
linger bei diesen und anderen ebenso leicht zu beweisenden
Stitzen, weil sie fiir die nachfolgenden Untersuchungen vollig ent-
behrlich sind.

Supplement X.

§. 149.

In diesem Paragraphen wollen wir uns auf die Betrachtung
aller zu einer bestimmten Determinante D gehdrenden wrspriing-
lichen Classen erster Art (6 = 1) beschriinken; das System dieser
Classen wollen wir mit $, ihre (nach §§. 67, 77 endliche) Anzahl
mit / bezeichnen. Je zwei solche Classen sind einig, und durch
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ihre Composition erhilt man immer wieder eine Classe desselben
Systems . Dies gilt auch dann, wenn die beiden Classen iden-
tisch sind, und die durch Composition einer Classe A mit sich
selbst, oder kiirzer, die durch Duplication*) der Classe A ent-
stehende Classe A A soll mit 42 bezeichnet werden; fihnlich ist die
allgemeine Bezeichnung A zu verstehen, wo m irgend eine positive
ganze Zahl bedeutet. Durch Anwendung derselben Schliisse, wie
in §. 28, findet man nun leicht, dass immer ein kleinster positiver
Exponent ¢ existirt, welcher der Bedingung 49 — 1 geniigt; dann
sind die Classen 5
1, 4, A2 ... A9—1,

welche die sogenannte Periode™*) der Classe A bilden, von ein-
ander verschieden, und wir wollen sagen, die Classe 4 gehire zum
Exponenten 035 aus A" = 4° folgt » = s (mod. 0), und um-
gekehrt; verallgemeinert man hiernach die Bezeichnung A=, in-
dem man sie auch auf negative Ixponenten m (und auf m = 0)
ausdehnt, so ist z B. 4=1 = 49— das Symbol fiir die Classe,
welche der Classe 4 entgegengesetzt ist (§. 148, 2.).

Line solche Classenperiode bildet nur einen speciellen Fall
des folgenden neuen Begriffs, welcher von der hochsten Wichtig-
keit fiir die Gesetze der Composition ist: Fin System 9 von ur-
spriinglichen Classen der ersten Art soll eine Gruppe ) heissen,
wenn die Composition von je zwei Classen des Systems 9( immer
wieder eine Classe desselben Systems liefert; die Anzahl ¢ der
in % enthaltenen verschiedenen Classen heisse der Grad dieser
Gruppe . Offenbar bildet das System § selbst eine Gruppe vom
Grade /.

Aus dieser Erklirung folgt sofort, dass, wenn die Classe 4 in
einer Gruppe 9( enthalten ist, auch die ganze Periode der Classe
4, also auch die entgegengesetste Classe 4—1 und die Hauptelasse
sich in [ vorfindet. Setzt man ferner jede in der Gruppe U ent-
haltene Classe A, A4, ... A, mit einer urspriinglichen Classe
erster Art B zusammen, so sind die entstehenden Classen 4, B,
4,B... 4, B von einander verschieden (§. 148, 2.) und bilden einen
Complex, den wir kurz durch 9 B hezeichnen konnen; zwei so

*) Gauss: D. A, art. 249.
*¥) Gauss: D. A. art. 806. IL
%) Vergl. Galois: Swr les conditions de résolubilité des équations par
radicaux (Liouville’s Journal, Bd. XI. 1846).
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gebildete Complexe % B und ¥ B" sind nun entweder vollstindig
identisch (was wieder durch das Zeichen = angedeutet werden
soll), oder sie haben keine einzige gemeinschaftliche Classe; demn
wenn sie eine gemeinschaftliche Classe 4 B — A4’ B’ haben, wo
A und A" in Y enthalten sind, so folgt B — A-14'B' — A" B
wo A" = A=14' eine ebenfalls in 9 enthaltene Classe bedeutet,
und hieraus A B = A A" B" = A B’, weil offenbar der Complex
A A" mit A selbst identisch ist.

Stitzt man sich auf diese fundamentale Eigenschaft einer
Gruppe und wendet dieselbe Schlussfolgerung an, wie in §. 127,
so ergiebt sich unmittelbar folgender Satz:

Sind alle ¢ Classen einer Gruppe 2 zugleich in einer Gruppe
M vom Grade m enthalten, so ist @ ein Divisor von m = wa, und
die Gruppe M besteht aus w Gomplexen von der Form A I; die
Gruppe 2 soll daher auch ein Divisor der Gruppe I, letztere ein
Multiplum der ersteren heissen.

Hiernach ist jede Gruppe ¥ ein Divisor der Gruppe §, ihr
Grad « ein Divisor von k; da nun die Periode einer Classe 4,
welche zum Exponenten ¢ gehort, eine Gruppe vom Grade § bildefy
so ist § ein Divisor von /4, und folglich geniigt jede Classe A der
Bedingung 4" = 1.

Sind ferner % und B zwei beliebige Gruppen, so bildet das
System D aller in A und B gemeinschaftlich enthaltenen Classen
ebenfally eine Gruppe, welche der grosste gemeinschaftliche Di-
visor von 2f und B heissen mag; sind ¢, b, d die Grade dieser drel
Gruppen, so ist ¢ ein gemeinschaftlicher Divisor von a = od und
b = fd; besteht ferner die Gruppe B aus den 8 Complexen DB,
DB, ... DBy, so bilden, wie man leicht erkennt, auch die fCom-
plexe A By, A B, ... A By eine Gruppe M vom Grade m = ap
=bae = ab:d und zwar ist diese Gruppe It das kleinste gemein-
schaftliche Multiplum der beiden Gruppen 9 und 3 *).

Die am leichtesten zu iiberblickenden Gruppen sind die oben
erwihnten Pevioden; jede solche Gruppe, deren Classen durch
wiederholte Composition aus einer einzigen Classe entstehen, wollen
wir eine regulire Gruppe nennen; jede irregulire Gruppe ldsst
sich als das kleinste Multiplum von gewissen reguliiren Gruppen

Supplement X.

*) Bei solchen Compositionen, wo die Symhole A B und B A werschie:
dene Bedeutungen haben (vergl z B. §. 55), verliert der obige Sata ither It
geine allgemeine Giiltigkeit.
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darstellen, von denen je zwei nur die Hauptclasse gemeinschaftlich
haben. Auf diese Darstellung und die damit zusammenhingenden
Siitze von Gauss*), deren Beweis leicht auf das Vorhergehende
gegriindet werden kann, wollen wir aber hier nicht mehr eingehen,
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§. 150.

b

Fine der hauptstichlichsten Anwendungen, welche Gauss von
der Theorie der Composition gemacht hat, besteht in der Bestim-
mung des Verhdltnisses zwischen der Anzabl 7' der Classen vom
Theiler ¢ und der Anzahl % der urspriinglichen Classen erster
; offenbar ist dies dieselbe Aufgabe, deren Losung nach
Dirichlet’schen Principien schon oben (§§. 97,99, 100) mitgetheilt ist.

Bedeutet S die einfachste, und K irgend eine Classe vom
Theiler 6, so existirt (nach § 148, 8.) mindestens eine urspring-
liche Classe erster Art H, welche mit § componirt die Classe K
hervorbringt; durch Composition von S mit allen . Classen H
miissen also jedenfalls alle Classen K vom Theiler ¢, jede min-
destens einmal erzeugt werden. Es seien nun Ry, R, ... R, die
simmtlichen 7 von einander verschiedenen ursprimglichen Classen
erster Art, welche mit S componirt die Classe S selbst hervor-
bringen; da aus SE = S und SR’ — S auch S (RR') = 8 folgt,
so bilden diese 7 Classen eine Gruppe R vom Grade »; und da das
System aller A urspriinglichen Classen erster Art ebenfalls eine
Gruppe § bildet, welche ein Multiplum der Gruppe R ist (§. 149),
80 ist b = rk, und die Gruppe $ zerfillt in % Complexe von der
Form R H; alle » Classen eines solchen Complexes R H geben,
mit S componirt, eine und dieselbe Classe SH vom Theiler ¢; und
umgekehrt, wenn S H' — S H ist, so folgt S H'H—! — 8§, also ist
H'H-*— R in %, mithin ' = R H in dem Complex it H ent-
halten. Die Anzahl B’ der verschiedenen Classen vom Theiler 6
ist daher = %, und wir sind also zu folgendem Resultate gelangt:

¥) D. A. artt. 305—307; ferner Démonstration de quelques théorémes
concernants les périodes des classes des formes binaives du second degré
(Gauss Werke, Bd. IL. p. 266. 1863). — Vergl. Schering: Die Fundamental-
Classen der zusammensetzbaren ardthmetischen Formen. Gottingen 1869. —
Kronecker: Auseinandersetzung einiger Bigenschaften der Classenanzahl
idealer complexer Zahlen. §. 1. (Monatsber. d. Berliner Ak, 1. Dec. 1870).
**) D. 4. artt. 253—256.
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Die Aneall I der wrspriinglichen Classen der evsten Art ist ‘

theilbar durch die Anzahl b' der Classen vom Theiler 6; diejenigen
v wrspriimglichen Classen erster Avt, welche mit der einfachsten
Classe vom Theiler 6 eusammengesetzt diese letztere wieder erzeugen,
bilden eine Grruppe R, und es ist b = rh'.

Dies Resultat behilt offenbar seine Giiltiglkeit fiir eine negative
Determinante auch dann, wenn nicht alle, sondern nur die so-
genannten positiven Classen geziihlt werden (§. 64).

Fs kommt jetzt offenbar nur noch darauf an, den Grad » der
Gruppe % zu bestimmen, und zu diesem Zwecke stellt Gauss
folgenden schonen Satz auf:

Die Gruppe R besteht aus denjenigen v Classen R, durch
deren Formen das Quadrat des Theilers 6 eigentlich oder uneigent-
lich dargestellt werden kann.

Um denselben zu beweisen, bemerken wir zunichst, dass man
als Repriisentanten einer jeden 1usprunfrlu,hen Classe I der ersten
Art stets eine Form (¢, B, (/) annehmen kann, in welcher  re-
lative Primzahl zu ¢ ist, 2 B und ¢ aber durch 6 theilbar sind; hat
man némlich (nach § 93) als Repriisentanten zunfichst eine Form
(@, b, ¢) gewiihlt, in welcher a relative Primzahl zu ¢ ist, und com-
ponirt man dieselbe mit einer Form (g, &', ¢/) aus der einfachsten
Classe S vom Theiler 6, so erhilt man (§§. 146, 147) eine Form
(a6, B, C) vom Theiler 6, und zwar so, dass die Formen (a, b, o),
(0, b" ¢') resp. den Formen (a, B, Cd), (6, B, aC) iquivalent sind;
es kann daher die Form (g, B, C¢), deren Coefficienten offenhar
die oben angegebenen Eigenschaften besitzen, statt (a, b, c) als
Repriisentant der Classe H gewihlt werden.

Ist nun S H = §, also I eine der » Classen aus der Grappe
R, s0 ist (a6, B, C) dquivalent mit (6, B, a(), und folglich exi-
stiren zwei ganze Zahlen z, y, welche der Bedingung

@622+ 2Bxy+ Cy2 =3¢
geniigen; hieraus folgt aber
a(6xz)?+ 2B (6z)y -+ Coy® = 62,
d. h. 6? wird durch die Form (a, B, C¢) der Classe I ddr"estellt
wenn den Variabeln die Werthe 6, y beigelegt werden.

Umgekehrt, ist 62 durch die Formen der Classe H, also auch
durch die Form (a, B, C'6) darstellbar, so existiren zwei ganze
Zahlen &, y, welche der Bedingung
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a2+ 2Bey+ Cey? = o?

geniigen. Zuniichst ergiebt sich hieraus, dass ¢ durch ¢ theilbar
sein muss; bezeichnet man nimlich mit d den grossten gemein-
schaftlichen Theiler der beiden Zahlen # = 0 und 6 = d g, so0
lisst sich die vorstehende Gleichung, weil die Zahlen 2 B und C
durch ¢ theilbar sind, durch 62 dividiren, und man erhélt
ax?+ -2—B e:ver% o'y = 0%

also ist @2? theilbar durch o; da aber o (als Divisor von ¢) rela-
tive Primzahl zu @ und (zufolge der Definition von 0) auch zu z
ist, so muss ¢ = 1, also § = 6, und ¢ — o6& sein. Zugleich er-
giebt sich aus der vorstehenden Gleichung, dass z, y relative
Primzahlen sind; mithin ist die Zahl

6 =uacp:2Bzy+ Cy?

eigentlich darstellbar durch die Form (a6, B, C) vom Theiler o,
welche folglich (§. 60) einer Form (o, b', ¢') fquivalent sein muss,
deren erster Coefficient — 6 ist, und deshalb der -einfachsten
Classe S vom Theiler ¢ angehort. Da nun (a6, B, () auch der
Classe S H angehort, so ist SH = 8, d. h. H ist eine Classe aus
der Gruppe R, was zu beweisen war.

Durch den hiermit bewiesenen obigen Satz. sind wir nun in
den Stand gesetzt, den Grad » der Gruppe R genau zu bestimmen.
Ist R eine Classe aus dieser Gruppe, und wird 6? durch ihre For-
men so dargestellt, dass die heiden darstellenden Zahlen (x,y) den
grissten semeinschaftlichen Theiler 6 haben, so geht 62 in 62, folg-
lich 0 in 6 = 0 ¢ auf; mithin ist (nach §. 60) ¢? eigentlich dar-
stellbar durch die Formen der Classe R, und folglich kann man
(nach §. 60) als Repriisentanten von R eine Form wiihlen, deren
erster Coefficient — g2 ist. Da umgekehrt durch jede solche Form
auch 62 dargestellt wird, wenn den Variabelen die Werthe 2 = 6,
4 = 0 ertheilt werden, so gehort sie, wenn sie zugleich urspriinglich
von der ersten Art ist, einer Classe R aus der Gruppe % an. Wir
haben mithin folgenden Satz erhalten:

Der Grad » der Gruppe R dst gleich der Anzahl aller wicht
dquivalenten wrspriinglichen Formen der ersten Art, deren erster
Coefficient eine in 62 aufgehende Quadratzahl @ ust.

Wir bemerken schliesslich, dass fiir jede solche Za.h1. 0?
(zufolge §. 56) nur alle diejenigen Formen zu untersuchen sind,



400

deren mittlere Coefficienten nach dem Modulus o2 incongruent
sind.

Supplement X.

§ 151.

Nachdem im Vorhergehenden der Weg allgemein vorgezeichnet
ist, auf welchem man zur Bestimmung des Verhiiltnisses der Classen-
anzahlen /o und 2’ gelangt, schreiten wir zur Betrachtung der spe-
ciellen Fille, in welchen 6 eine Primzahl ist, weil aus ihnen das
allgemeine Resultat abgeleitet werden kann,

L . Ist die Determinante D — 1 — 4 n = 1 (mod. 4), und
6 = 2, s0 handelt es sich um die Vergleichung der Classenanzahlen
der urspriinglichen Formen der ersten und zweiten Art. Bezeichnet
man dieselben wieder mit % und %/, so ist b = &/, wo r die An-

zahl der nicht #quivalenten urspriinglichen Formen erster Art he- |

deutet, deren erster Coefficient — 1 oder — 4 ist. Da im zweiten
Fall der mittlere Coefficient ungerade sein muss, so sind nur die
drei Formeén

- (11 0, —-D)v (47 i' 11 ”)
in Betracht zu ziehen.

Ist D = 1 (mod. 8), also » gerade, so ist nur die erste dieser
Formen urspriinglich von der ersten Art, folglich » — 1, und
=t

Ist aber D = b5 (mod. 8), also » ungerade, so sind alle drei
Formen urspriinglich von der ersten Art, und es braucht nur noch
untersucht zu werden, ob sie verschiedenen Classen angehoren oder
nicht. Zun#ichst lisst sich beweisen, dass sie entweder zu einer und
derselben, oder zu drei verschiedenen Classen gehoren. Guauss zeigh
dies durch die Composition der ihnen entsprechenden Classen 1L, Pg;
da die Classen P, @ entgegengesetzt sind, so ist P'Q) — 1, und
ferner ldsst sich leicht zeigen, dass PP — @ und Q@ = Pist
(denn aus den beiden einigen, in P enthaltenen Formen (4, 1, 1),
(n, — 1, 4) ist die Form (4%, 2 — 1, n) zusammengesetzt, und da
diese mit (n, 1 —2n,4n), (n, 1, 4), (4, —1,%) Hquivalent ist, so
folgt P P = @)); nimmt man nun an, dass zwei der drei Classen
1, P, @ identisch sind, so ergiebt sich hieraus sofort, dass auch die
dritte mit ihnen iibereinstimmt. Dasselbe lisst sich auch durch
die folgenden Siitze erweisen.
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Sind irgend zwei der drei Formen (1, 0, — D), 4, +1,n)
dquivalent, so st die Gleichung 2 — Du? — 4 durch ungerade
Zahlen &, w losbar. 5

Ist néimlich' die erste Form mit einer der beiden anderen dqui-
valent, so ist (nach §. 60) der erste Coefficient 4 dieser letzteren
eigentlich darstellbar durch die Form (1, 0, — D), also giebt es
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“ zwei relative Primzahlen ¢, u, welche der Gleichung ¢2 — Du? — 4

I

geniigen, woraus folgt, dass ¢, u, da sie nicht beide gerade sein
kinnen, nothwendig beide ungerade sein miissen. Sind ferner die
beiden letzben Formen fquivalent, so giebt es (nach § 60 Anm,)
awei ganze Zahlen @, y, welche den Bedingungen

427 f- 22y +ny* =4, 22+ ny =0 (mod. 4)

-~ geniigen; da » ungerade ist, so muss y gerade sein — 2u; setzt

man dann 22 -+ % = 1, so gehen diese Bedingungen in die folgen-
den iiber
t?— Du? = 4, t =—w (mod. 4);

da aus der letzteren ¢2 = w2 (mod. 8) folgt, und ausserdem — D

. = 3 (mod. 8) ist, so folgt aus der ersteren 4u? = 4 (mod. 8), mit-
.~ hin ist %, also auch ¢ ungerade, was zu beweisen war.

Ist die Gleichung 12 — Du? = 4 durch ungerade Zahlen t, u
lisbar, so sind alle drei Formen (1, 0, — D), (4, +1, ) dquivalent.
Denn wenn man ¢ mit beliebigem Vorzeichen, dann aber = — ¢
(mod. 4) wiihlt, so geht die Form (1, 0, — D) durch die Substitu-
tionen
t+Du’
4
t+u
4

6+

4 w;

| in die beiden Formen (4, 4+ 1, 2) ither. — Durch Verbindung der
| beiden vorstehenden Sitze ergicht sich:

Die drei obigen Formen sind dguivalent oder gehiren drei ver-
sohiedenen Classen an, je nachdem die Gleichung 1? — Du? — 4

| durch ungerade Zahlen t, w losbar st oder wicht; im ersten Falle

st h = h', im zweiten  — 3h'.

Ist nun D positiv, so tritt der erste Fall ein oder der Zweite,
je nachdem die Kleinste Losung t = 7', w = U’ aus ungeraden
oder geraden Zahlen besteht (§.99). Ist.D negativ, so besitzt die Glei-
chung im Allgemeinen nur die beiden Auflosungen ¢ — +2, u=0,
und mithin ist / — 3%’; die einzige Ausnahme hiervon bildet die

Dirichlet, Zahlentheorie, 26
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Determinante 1) — — 3, weil die .Gleichung ausser den beiden

Losungen ¢? = 4, 4 — 0 noch die vier Losungen ¢ = u? = 1 be-

sitzt, und folglich ist in diesem Falle wieder b = &'.

Diese Resultate stimmen vollkommen mit denjenigen fiberein,
welche wir frither (88 97, 99) mit Hiilfe ganz anderer Principien
abgeleitet haben.

II. TIst D — D’62 so leuchtet ein, dass &' zugleich die An-

zahl der urspriinglichen Classen erster Art von der Determinante |

D' ist. Zufolge der Voraussetzung, dass ¢ eine Primzahl ist, habep
wir, um das Verhéltniss » = k4’ zu hestimmen, nur die 7 Formen

(1,0, —=D) = Eund (¢, bo, 12— D) = F, 1)

zu betrachten, wo & ein vollstindiges Restsystem (mod. ) mit
Ausnahme derjenigen Werthe durchlaufen muss, fiir welche

b2 = D' (mod. ¢) wird, weil diesen keine urspriinglichen Formen

entsprechen; die Anzahl der Formen (1) ist daher

I = 2 oder 6—~(—1%,) (2)

je nachdem 6 = 2 oder eine ungerade Primzahl ist. Zur Bestim- |

mung der Anzahl » der verschiedenen Classen, welchen diese [
verschiedenen Formen (1) angehoren, gelangen wir durch die
folgenden Sitze.

Die beiden Formen B, Fg sind stets wnd, nur dann dquivalent,
wenn die Gleichung

't —D'w'w' =1 3)
eine Losuny in ganzen Zuhlen t',u' besitzt, die der Bedingung
t' 4+ Bu’ = 0 (mod. 6) “)

gendigen.
Denn die genannte Aequivalenz findet (nach §. 60 Anmerkung)

stets und nur dann statt, wenn zwei ganze Zahlen x, y existiren,

welche die drei Bedingungen
22— D'y = 62,
24+ pey=0, —poz— D' 62y = 0 (mod. ¢?)
erfiillen; da nun aus der ersten folgt, dass z durch ¢ theilbar isi,
und da sie durch die Substitution z = 6¢/, y = »' in die Be
dingungen (3) und (4) ibergehen, aus welchen sie umgekehit
folgen, so ist der Satz erwiesen,
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Die beiden Formen Iy, By sind stets und nur donn dquivalent.
wenn die Gleichung (3) eine Lisung besitel, die der Bedingung

(b —b)t + (b — DYu! = 0 (mod. o) (5)
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gentigt.
Denn diese Aequivalenz ist gleichbedeutend mit der Existensz
zweier ganzen Zahlen z, y, welche die Bedingungen

6?22+ 2boxy + 0 — D) y? = ¢
s+ (b +b)0y =0, (b —b) 6z + (4 — D'y = 0 (mod. 67)

befriedigen; da nun nach Voraussetzung &2 — D’ nicht durch ¢
theilbar ist, so muss y durch die Primzahl ¢ theilbar sein; da
ferner die vorstehenden Bedingungen durch die Substitution y = 6w/,
» =t'—bu' in die Bedingungen (3) und (5) tibergehen, aus denen
sie auch riickwiirts folgen, so ist der Satz bewiesen,

Bedeutet A die Anzahl derjenigen Formen (1), welche der
Houptclasse angehioren, so st | = r 4.

Gehort die Form Fjp der Hauptelasse an, so existirt eine
Losung (¢, w') der Gleichung (8), welche der Congruenz (4) geniigt,
und folglich kann ' nicht durch ¢ theilbar sein. Ist umgekehrt
(', w') eine Losung der Gleichung (3), und »' nicht theilbar
durch 6, so existirt stets eine und nur eine Zahlelasse # (mod. 6),
welche der Congruenz (4) genitigt, und ihr entspricht folglich eine
zur Hauptelasse gehorige Form Fg. Um also alle diese Formen
zu erhalten, muss man alle Losungen (¢, w') der Gleichung (3)
aufstellen, in welchen ' nicht durch ¢ theilbar ist, und jedesmal
die entsprechende Zahlclasse f (mod. ¢) durch die Congruenz (4)
bestimmen, Da ausserdem die Form E zur Hauptclasse gehort,
und 4 die Anzahl aller zur Hauptclasse gehirenden Formen (1)
bedeutet, so ist A— 1 die Anzahl der simmtlichen incongruenten -
Zahlclassen B (mod. 6), welche aus Lisungen (#/, u') der Gleichung
(3) vermége der Congruenz (4) erzeugt werden kinnen,

Sind hierdurch schon alle Formen (1) erschépft, so ist I = 4
und » = 1, also der Satz richtig. Giebt es aber in (1) eine nicht
zur Hauptelasse gehorende Form Fyr, d. h. giebt es eine von den
4 —1 Zahlclassen B (mod. 6) verschiedene Zahlelasse &’ von der
Beschaffenheit, dass /%' — D' nicht durch ¢ theilbar ist, so wollen
wir zeigen, dass unter den 7 Formen (1) sich genau (A —1) ver-
schiedene Formen F), finden, welche alle mit der Form Fjy, dqui-

26+
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valent und von ihr verschieden sind, TIst nfimlich #} eine solche
Form, so giebt es, wie oben gezeigt ist, eine Ldsung (¢, »') der
Gleichung (3), welche der Congruenz (5) geniigt, und da F ver-
schieden von Fj, also b —b' nicht durch ¢ theilbar ist, so kann
auch »' nicht durch ¢ theilbar sein; mithin gehort zu dieser
Lisung eine der Congruenz (4) geniigende Zahl B, und durch
Elimination von ¢’ aus (4) und (5) ergiebt sich, dass diese Zahl-
classe f durch die Congruenz*)

G—0")p=00'— D' (mod. 6) (6)
vollstindig bestimmt ist; jeder der Formen F, welche mit der
gegebenen Form Fj iiquivalent, aber von ihr verschieden sind,
entspricht daher eine und nur eine der 2 —1 Zahlen . Umn-
gekehrt, wenn 8 eine der 4 — 1 Zahlen ist, denen Formen Fj ent-
sprechen, die der Hauptclasse angehoren, so kann g — &', weil Iy,
nicht zur Hauptclasse gehort, nicht durch ¢ theilbar sein, und
folglich giebt es eine und nur eine Zahlclasse b, welche der mit
(6) identischen Congruenz

(B—0b)b = pb'— D' (mod. o) (6)
geniigt; wiire nun b2 = D’ (mod. 6), so wiirde die vorstehende
Congruenz in (b 4 B) (b —b') = 0 (mod. 6) ibergehen, es wire
folglich eine der beiden Zahlen 6 4 f8, 6 —&', also auch eine der
beiden Zahlen g2 — D', /2 — D' durch 6 theilbar, was aber nicht

*) Diese Congruenz hat folgende tiefere Bedeutung. Sind F's, Flyr zwei
beliebige Formen des Systems (1), und Ry, R/ die Classen, denen sie an-
gehéren, so ist offenbar Ry Ry = 1, wenn b 4 b’ = 0 (mod. o); ist aber
b - b’ nicht theilbar durch o, so ist Ry Ry’ = Ry, wo b" durch die
Congruenz
b+ )" =bb" + D! (mod. o)
bestimmt ist. Hiervon kann man sich mit den hier zu Gebote stehenden
Mitteln (§§. 60, 145) wohl am kiirzesten auf folgende Weise iiberzeugen.
Zundichst leuchtet ein, dass I'3"” eine in (1) enthaltene und von F' ver-
schiedene Form ist; dieselbe geht durch eine Substitution, deren erster
und dritter Coefficient die relativen Primzahlen b — b und o sind, in eine
iquivalente Form (¢ o2 n, p) iiber, wo ¢ = 2 — D', n = — b ¢ (mod. ¢},
n = b' o (mod. ¢?) ist; diese Form ist daher aus der mit F #quivalenten
Form (¢, —bo, 62 und Iy zusammengesetzt, was zu beweisen war. Die
Congruenz (6) besagt mithin, dass Rg Ry = Ruw, also Ry = Ry ist, weil
Rpg = 1. Viel einfacher und durchsichtiger gestalten sich alle Unter-
suchungen iiber die Composition in der Theorie der ganzen algebraischen
Zahlen.
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der Fall ist; mithin ist 72 — D’ nicht durch ¢ theilbar, und folg-
lich entspricht der Zahl & eine wirklich in (1) enthaltene Form F.
Dieselbe ist verschieden von F/, weil aus der Annahme § = &'
(mod. ¢) wieder 42 = D' (mod. 6) folgen wiirde. Aber sic ist
iiquivalent mit F3/; denn da eine Losung (¢, w') der Gleichung (3)
existirt, aus welcher $# vermége (4) hervorgegangen ist, so erhiilt
man aus (6) durch Multiplication mit »’ die Congruenz (5), welche
in Verbindung mit (3) fiir die Aequivalenz der beiden in (1) ent-
haltenen Formen FY, Fy: charakteristisch ist. Man findet daher
alle mit der Form 75, dquivalenten, aber von ihr verschiedenen
Formen I7, des Systems (1), und jede auch nur einmal, wenn man
fiir jede der A — 1 Zahlen 8 die zugehirige Zahl b vermoge der
Congruenz (6) bestimmt. Von den ! Formen (1) gehoren daher
immer je 4, und nicht mehr, zu einer und derselben Classe, folg-
lich ist ¢ — r A, was zu beweisen war. .

Ist die Determinante D= D' 62 negativ, so ist h im Allgemeinen
= 1h', und nur dann = 10!, wenn D' = — 1.

Denn die Gleichung (3) besitzt nur im letzteren Falle Lisungen
(#' = 0, w' = =+ 1), in welchen %' nicht durch ¢ theilbar ist; da
denselben nur die eine Zahlclasse f = 0 (mod. 6) entspricht, so
ist A = 2, also » = 17; in allen anderen Fillen ist 4 = 1, also
T R

Ist die Determinante D = D' 62 positiv, und bedeuten (T, U),
(1", U") resp. die kleinsten positiven Auflosungen der Gleichungen
1"—DU2=1, T">—D'U"? = 1, so st

hlog (I'+UVD)=1r"log (I'+ U VD).

Um dies zu beweisen, schicken wir eine Bemerkung iiber die
Lésungen der Gleichung (3) voraus. Wenn zwei solche Lisungen
(t', u'), (", u") der Bedingung

t'u" —u't" = 0 (mod. 6) : (7)
geniigen, so kann man, wenn VD' und VD — 6 V.D' immer positiv
genommen werden,

t' +u' VD' = (" +u" VD) (f+uVD) ®)
setzen, wo die ganzen Zahlen ¢, u eine Losung der Gleichung
t2— Du? =1 9)

bilden. Umgekehrt, sind (¢", w"), (f, #) resp. Losungen der Glei-
chungen (3), (9), so liefert die Gleichung (8) stets eine Losung (¢, u")
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der Gleichung (3), welche zugleich der Bedingung (7) geniigt. Je

zwei solche Losungen (t', w'), (t”, u") der Gleichung (3) wollen |

wir dquivalent nennen; dann leuchtet sofort ein, dass zwei Li-

sungen, welche einer dritten dquivalent sind, auch einander dqui-

valent sein miissen. Man kann daher die siimmtlichen Lisungen
der Gleichung (3) in Classen eintheilen, deren jede alle und nur
solehe Losungen enthiilt, die unter einander #quivalent sind. Eine
von diesen Classen hesteht offenbar aus denjenigen Lisungen ('),
deren zweite Elemente u' durch o theilbar sind.  Jede andere
Losung (¢, u') liefert aber durch die Congruenz (4) eine zugehdrige
Zahlclasse § (mod. ¢), und da offenbar zwei solche Losungen stets
und nur dann #quivalent sind, wenn sie congruente Zahlen f er-
zeugen, so ist 4 auch die Anzahl aller verschiedenen Classen, in
welche die simmtlichen Losungen (¢', u') zerfallen,

Nun lehrt die Gleichung (8), aus einer gegebenen Lisung (¢, u")
alle ihr &quivalenten Liosungen (¢, «/) zu finden, und da

t+uVD =+ (T'+ UVD)»
ist, wo das Vorzeichen nach Beliehen, und fiir n jede ganze Zahl
gewéihlt werden darf (§. 85), so leuchtet ein (vergl §. 87), dass in
jeder der 4 Classen von Lisungen ein und nur ein Repriisentant
(t', w') existirt, welcher der Bedingung
1< 44 VD' < T+ UVD = T4+ 6 U VD'
geniigt; da aber diese A Grossen ¢’ -+ u!V.D’, wie auch 7+ U VD
von der Form,
(1'1 + U -‘/Dr')n/
sind, wo »' = 0, und da diese Potenz gleichzeitig mit dem Expo-
nenten »' wichst, so muss
T+UVD = (I' + U VD)*

sein, woraus mit Riicksicht auf » — # %’ und I — r 4 die zu be-
weisende Gleichung folgt.

Offenbar ldsst sich aus  dem hier behandelten speciellen

Fall ohne Schwierigkeit das in § 100 erhaltene Resultat fir den

allgemeinen Fall ableiten, in welchem ¢ eine beliehige zusammen-
gesetzte Zahl ist.
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§. 162,

Wir beschriinken uns nun wieder (wie in §: 149) auf die Com-
position von urspriinglichen Classen erster Art, und behalten ausser-
dem, wenn die Determinante I) negativ ist, nur die positiven Classen
bei, deren Zusammensetzung offenbar immer wieder zu positiven
(lassen fithrt. Diese 7 Classen, welche die Gruppe & bilden, zerfallen
(8 122) je nach dem Ausfall der A Charaktere C, welche dieser
Determinante D) entsprechen, in Geschlechter, und es ist mit Hiilfe
des Reciprocititssatzes gezeigt (§. 123), dass hichstens der Hiilite
aller angebharen Totalcharaktere wirklich existirende Classen ent-
sprechen. Gauss™) leitet aber diesen letzteren Satz aus der Theorie
der Composition ab, und er benutzt ihn, um daranf umgekehrt einen
neuen, seinen zweiten Beweis des Reciprocititssatzes zu griinden.
Da diese tiefsinnigen Principien sich auf die Beweise von hoheren
Reciprocititsgesetzen iibertragen lassen™*), so theilen wir dieselben
in diesem und den folgenden Paragraphen mit.

Sind &, & die Werthe eines Charaliters C resp. fiir die Classen
H, H', s0 ist C = & &' fiir die Classe H H'.

Man kann als Reprisentanten der Classen H, H' immer zwei
einige Formen nehmen, deren erste Coefficienten a, o' relative
Primzahlen zu 2 D sind; da die aus ihnen zusammengesetzte, also
der Classe HH' angehérende Form den ersten Coefficienten aa'
hat, welcher ebenfalls relative Primzahl zu 2 D ist, so ergiebt sich
der zu heweisende Satz unmittelbar, wenn man bedenkt, dass der
Charakter ¢ oder O (n) ein Ausdruck von der Art
(— 1o, (— 1)%=D, (— 1)he—D+% 02—, (?) i

b

ist (§. 122), und dass folglich die drei Werthe C'(a), C(a’), C(ad’),
welche dieser Charakter resp. in den drei Classen H, H', H.H' be-
sitzt, der Bedingung C(a) € (a") = C(aa') geniigen.

Aus diesem Satze ergiebt sich, dass, wenn die Classen K, K'
resp. denselben Geschlechtern G, G' angehoren, wie die Classen

*) D. A. artt. 257—262. 5

**) Kummer: Ueber die allgemeinen Reciprocititsgesctze unter den
Resten. und Nichtresten der Potenzen, deren  Grad eine Primeahl ist.
1859. Vergl, Berl. Monatshericht vom-18. Febr. 1858.
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H, H', dann auch die Classen K K' und HH' sich in einem und
demselben Geschlechte finden, welches das aus (7, G susamimen-
gesetzte Greschlecht heissen soll®).  Sind ferner N, N” zwei Classen
des Huuptgeschlechies, d. h. desjenigen Geschlechtes, in welchen
sich die Hauptform (1, 0, — D) findet, und folglich alle Charaktere
C den Werth - 1 haben, so gehort die zusammengesetzte Classe
N N’ ebenfalls diesem Geschlechte an, mithin bilden alle 7 Classen.
des Hauptgeschlechtes eine Gruppe 2t vom Grade » (§. 149); zugleich
zerfallen die simmtlichen % Classen in g Complexe %t H von je
n Classen, welche jedesmal einem und demselben Geschlecht an-
gehdren; zwei verschiedene solche Complexe gehtren, wie man leicht
erkennt, auch zu verschiedenen Geschlechtern; mithin ist s = ng,
und g die Anzahl der wirklich existirenden von einander verschie-
denen Geschlechter **),

Die Determinante D heisst regulir oder irreguldir, je nachdem
die von den'n Classen des Hauptgeschlechtes gebildete Gruppe
regulir ist oder nicht (§. 149); bedeutet im letzteren Falle & den
Grad der grossten in ihr enthaltenen reguliven Gruppe, so heisst
die ganze Zahl n: 0 dex Irregularititsexponent der Determinante ©),

Aus dem obigen Satze iiber den Charakter einer zusammen-
gesetzten Classe ergiebt sich ferner unmittelbar der folgende:

Jede Classe @, welche dwrch Duplication einer Classe entstelt,
gehort dem Houplgeschlechte an.

Mithin ist die Anzahl ¢ der verschiedenen Classen (), welche
durch Duplication der siimmtlichen / Classen entstehen, < n (da
diese Classen, wie leicht zu ersehen ist, eine Gruppe 9 bilden, so
muss ¢ gewiss ein Divisor von # sein). Um sie genauer zu bestim-
men, nehmen wir an, ¢ entstehe durch Duplication der bestimmten
Classe H, und fragen nach allen Classen 77, durch deren Duplication
dieselbe Classe @ entsteht. Aus der Annahme H'H' — Q — HH
folgt nun, wenn man H' = A H setat, 44 — 1, also A — 4,
d. h. die Classe 4 ist identisch mit der ihr entgegengesetzten Classe,
und folglich ist sie eine ambige Classe (8. 148, 2., 88 56—o8).
Umgekehrt, ist H' — A I, und A eine ambige Classe, so ist auch
H'H' = HH. Schreibt man daher alle ¢ ambigen Classen A auf,
welehe offenbar eine Gruppe 9 hilden, so zerfallen alle / Classen

*) Gauss: D. A. artt. 246, 247.
**) Gauss: D. A. art, 252,
) Gauss: D, A. art, 306. VIL

v
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in g Complexe A/ von je @ Classen, deren Duplication eine und
dieselbe Classe H H hervorbringt, wiihrend zwei Classen, welche
zwei verschiedenen solchen Complexen angehéren, durch Dupli-
cation auch zwei verschiedene Classen hervorbringen; und folglich
isth = wgq.

Da nun & auch = »g, und ausserdem ¢ << n ist, so ergiebt
sich g < &, d. h. der Satz: Die Anzahl dev wirklich existivenden
verschicdenen Geschlechter ist hichstens gleich der Anzahl der am-
bigen Classen.
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§. 153,

Is kommt also jetzt darauf an, fiir eine gegebene Determinante
D die Anzahl o aller ambigen Classen A genau zu bestimmen,
welche urspriinglich von erster Art sind.

Da in jeder ambigen Classe 4 — A—! stets mindestens eine
ambige Form (a, , ¢) zu finden ist (§. 58), so bleibt gewiss keine
jener o Classen unvertreten, wenn wir alle ambigen Formen auf-
schreiben, Da nun in einer solchen Form 24 durch ¢ theilbar,
folglich & entweder = 0, oder = 1 a (mod. @), also (u, b, c) selbst
mit einer Form dquivalent ist (§. 56), deren mittlerer Coefficient ent-
weder Null, oder die Hilfte des ersten Coefficienten ist, so geniigt es,

alle Formen
<a, 0, 112) und (2 b, b, bsz)
@ 29
zu betrachten, welche urspriinglich von erster Art sind.

Bedeutet w die Anzahl aller verschiedenen wngeraden Prim-
zahlen, welche in D aufgehen, ist ferner v = 0 oder = 1, je nach-
dem D ungerade oder gerade, so ist' w -+ » die Anzahl aller ver-
schiedenen in D) aufgehenden Primzahlen. Dann leuchtet ein, dass
die Anzahl aller urspriinglichen Formen vom Typus

(a, 0, a")
gleich 22447 +1 ist; die eine Hilfte derselben hat positive erste
Coefficienten, die andere Hiilfte negative.

Betrachten wir nun die anderen ambigen urspriingliclien For-

men erster Art, deren Typus

(2.0, bz—z_bg)
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ist, so muss & ein solcher Divisor von D = — bb’ sein, dass der
dritte Coefficient (b + b') eine ganze Zahl und relative Primzahl
zu 25 wird; mithin muss zuniichst b + ' = 2 (mod. 4) sein, und
ferner diirfen & und b’ keinen gemeinschaftlichen ungeraden Diyi-
sor haben. Sind nun § und 4’ ungerade, so folgt o' = b, D= —10}
= 3 (mod. 4); umgekehrt, wenn D = 3 (mod. 4), so kann b nur
ungerade sein, und aus b4’ — — D = 1 (mod. 4) folgt von selhst,
dass b = ', also b+ b’ = 2 (mod. 4) wird; mithin kann b jeder

Divisor von D sein, fiir welchen & und 5’ relative Primzahlen

werden, Die Anzahl dieser Formen
20,0, 30+ 0")

ist daher = 2#+1 unter welchen ebensoviele mit positiven, wie mit
negativen ersten Coefficienten vorkommen. Sind aber b und 6" gerade
Zahlen, so ist eine von ihnen = 0, die andere = 2 (mod. 4), mit-
hin D = 0 (mod. 8), und 14, b’ sind relative Primzahlen. Um-
gekehrt, wenn 1) = 0 (mod. 8) ist, so-muss b gerade sein, und man
kann fiir 16 jeden Divisor von 2D=—15-10' wihlen, fiir welchen
1B, 10’ relative Primzahlen werden; mithin ist die Anzahl dieser
Formen, da 1D gerade ist, gleich 2#+2 und unter ihnen finden sich
ebensoviele mit positiven wie mit negativen ersten Coefficienten.

Die Anzahl aller dieser ambigen urspriinglichen Formen erster
Art ist daher gleich

2441, wenn D == 1 (mod. 4),

pte, 5 D =2, 3,4, 6,7 (mod. 8),

Diatid » D=0 (mod. 8);
sie ist folglich in allen Fillen genau doppelt so gross, als die An-
zahl 24 = 27 aller angebbaren Totalcharaktere fiir die Determi-
nante D (§ 122). Es kommt jetzt darauf an, die Anzahl der
verschiedenen Classen zu bestimmen, welche durch diese 4 7 Formen
reprisentirt werden.

Sieht man von dem singuliiven Fall ) — — 1 vorlidufig ganz
ab, so erkennt man leicht, dass die Coefficienten ¢ und o, ebenso
die Zahlen & und ', selbst ihren absoluten Werthen nach, von ein-
ander verschieden sein miissen, Hitten niimlich die relativen Prim-

zahlen «, o' denselben absoluten Werth 1, so wire D =+1;

dasselbe wiirde sich ergeben, wenn man annehmen wollte, die
ungeraden Zahlen b und 4 hitten denselben absoluten Werth;
sind endlich & und &' gerade, so ist die eine der Zahlen 16 30
gerade, die andere ungerade, also haben sie verschiedene absolute
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Werthe. IHieraus folgt, dass die simmtlichen obigen Formen immer
in Paare von je zwei von einander verschiedenen Formen (a, 0,a"),
(@', 0, @), und (20, b, 3 (O + ")), (2b', b, 1 (b + b")) zerfallen, und
da die erste resp. durch die Substitutionen (_{§), (73 731) in die
zweite iibergeht, so geniigt es, diejenige von ihnen heizubehalten,
deren erster Coefficient der kleinere ist; mithin haben wir nur
noch 27 Formen (a, 0, a'), (20, b, (b + 0')), in welchen die abso-
luten Werthe (¢) und (&) < V (D) sind; und unter diesen Formen
giebt es wieder ebensoviele mit positiven ersten Coefficienten, wie
mit negativen.

Ist nun D negativ, so behalten wir nur die r Formen bei,
deren #ussere Coefficienten positiv sind, und wir wollen zeigen, dass
sie die Repriisentanten von ebensovielen verschiedenen (lassen sind,
Zuniichst sind alle Formen (@, 0, ¢') und diejenigen Formen
(20, b, 5 (b -+ b"), in welchen 36 < b ist, reducirt (§. 64), und statt
jeder nicht reducirten Form (28, b, (6 +8"), in welcher also
3b > b', konnen wir die ihr nach rechts benachbarte reducirte
Form (5(b +0), 5(d'—0), 2(b+ b)) substituiren. Man erkennt
nun leicht, dass alle diese = reducirten Formen von einander ver-
schieden, und dass auch keine zwei einander entgegengesetzt sind,
weil keiner der mittleren Coefficienten negativ ist; sie gehoren
daher (§. 65) ebensovielen verschiedenen Classen an. Wir haben
daher das Resultat: Die Anzahl o aller positiven ambigen wrspriing-
lichen Classen erster Art von negativer Deterninante D ist halb so
gross wie die Anzahl 27 aller angebbaren Totalcharaktere. Dies gilt
offenbar auch noch fiir den oben ausgeschlossenen singuliren Fall
D=—1, da die beiden Formen (1, 0, 1), (2, 1, 1) dquivalent sind.

Ist aber die Determinante D positiv, so entspricht jeder der
obigen 2+ ambigen Formen (4, B, ) eine einzige ihr dquivalente
ambige Form (4, B', €'), wo B' durch die Bedingungen

B'= B (mod. 4), 0 <VD—B'<(4)

vollstéindig bestimmt ist; offenbar entstehen auf diese Weise wieder
2t ambige und von einander verschiedene Formen (A, B!, ().
Um nun zu zeigen, dass alle diese Formen zugleich reducirt sind
(8. 74), braucht nur nachgewiesen zu werden, dass (4) < VD -+ B'ist;
wenn (4) < VD ist, so folgt dies unmittelbar daraus, dass zufolge
fler obigen Grenzbedingungen B’ positiv ist; wenn aber (4) > V.D
1st, was nur bei den Formen des zweiten Typus eintreten kann, so
864 = 2 B, und (B) < VD, folglich B' = (B), weil dieser Werth
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allen an B’ gestellten Forderungen geniigh, und also wieder (4
< VD -+ B'. Endlich behaupten wir, dass jede ambige reducirs
Form (a, b, c), welche zugleich urspriinglich von erster Art i
nothwendig mit einer dieser 2z Formen (4, B', C’) identisch seiy
muss; ist nimlich & theilbar durch ¢, so muss (a) < VD sein,
weil in einer reducirten Form 0 < b < VD ist, und die mit
(a, b, ¢) dquivalente Form (a, 0, @’) ist eine der 27 Forme
(4, B, C), woraus folgt, dass («,b,¢) selbst mit der entsprechenden
Form (4, B’, ') identisch sein muss, weil & als mittlerer Coefficient
einer reducirten Form denselben charakteristischen Bedingungen
geniigt, wie B'; ist aber b nicht theilbar durch «, so ist wenigstens
(@) <2 VD, und folglich die mit (a,0, ¢) fiquivalente Form (a, 14, ¢!)
eine der Formen (4, B, C), woraus wieder folgt, dass («, b, ¢) mit
der entsprechenden Form (4, B, ') identisch ist. Wir miissen
aus dem Vorhergehenden schliessen, dass die Anzahl aller am-
bigen urspriinglichen Formen erster Art, welche zugleich reducirt
sind, genau — 217 ist; da nun in jeder ambigen Classe sich stefs
zwei und nur zwei solche Formen finden (§. 78 Anm.), so erhalten
wir dasselbe Resultat, wie fir negative Determinanten: Die Au-
zahl « aller ambigen wrspriimglichen Classen erster Art von posi-
tiver Determinante. D st genaw halb so gross wie die Anzahl 27
aller angebbaren Totalcharaktere.

Verbinden wir diese Resultate mit dem des vorigen Para-
graphen, so ergiebt sich folgender Satz*):

Die Anzahl dey wirklich existivenden verschiedenen Geschlechter
ist hochstens halb so gross wie dic Anzahl der angebbaren Totl-
charaktere.

§ 154,

Das eben erhaltene Resultat fiihrt nun zu einem neuen Be-
weise des Reciprocitiitssatzes, sowie der Ergiinzungssiitze iiber den
Charakter der Zahlen —1 und 2. Hierzu schicken wir die Be-
trachtung dreier Fille von Determinanten 1) voraus, fiir welche
die urspriinglichen Formen erster Art nur ein einziges Geschlecht,
néimlich das stets vorhandene, durch die Hauptform (1, 0, —I)-
vertretene Hauptgeschlecht bilden.

*) Vergl. §. 123.
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1. Ist D = — 1, so existirt (§. 122) nur ein einziger Charakter,
C = (— 1)%ke=D,

md da folglich die Anzahl aller angebbaren Totalcharaktere
— 2% = 2 ist, so gehoren alle positiven Formen (a, b, ¢) zufolge
des im vorigen Paragraphen gewonnenen Resultates einem einzigen,
niimlich dem dureh die Form (1,0, 1) repriisentirten Hauptgeschlechte
an (was auch unmittelbar daraus folgt, dass alle diese Formen nur
eine einzige Classe bilden); da nun im Hauptgeschlechte alle
Charaktere € den Werth 4~ 1 haben, so wird, wenn ¢ ungerade
ist, immer

(—1)%e—1— 11, alsoa= 1 (mod.4)

| sein.

9. Ist D =+ 2, so existirt (§ 122) nur ein einziger Charakter,
C = (— 1)%er—n;
alle Formen (a, b, ¢) dieser Determinante gehdren daher (§. 153)
dem Hauptgeschlechte an, mithin ist immer
(—1)%@ =D — {1, also ¢ = £ 1 (mod. 8),

wenn ¢ ungerade ist. :

3. Ist D =+ p =1 (mod. 4), wo p (wie immer im Folgen-
den) eine positive ungerade Primzahl bedeutet, so existirt (§. 122)
nur ein einziger Charakter,

o= (3)

alle (eventuell die positiven) Formen (a, b, ¢) erster Art gehoren
daher (§. 153) dem Hauptgeschlechte an, und folglich ist immer

@)=

wenn « nicht durch p theilbar ist.

4, Wir wenden uns nun zu dem Beweise des Satzes (§. 40)
iiber den Charakter der Zahl — 1; da beide Seiten der zu bewei-
senden Gleichung

<_Tl_) = (— 1)%G&=1

nur einen der beiden Werthe -4 1 besitzen kinnen, so geniigh es

- offenbar zu zeigen, dass, sobald irgend eine dieser heiden Grossen
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= + 1 ist, dann auch die andere — - 1 sein muss, weil hierags
von selbst folgt, dass, wenn eine von beiden = — 1 ist, auch die
andere = — 1 sein muss (dieselbe Bemerkung gilt ebenso fiir dis
beiden folgenden Sitze). Ist nun erstens die rechte Seite — 41
50 ist (—1, 0, p) eine Form erster Art von der positiven Deter
minante D = p = 1 (mod. 4), woraus (nach 3.) folgt, dass auch
die linke Seite =+ 1 ist. Umgekehrt, wenn dies Letztere dor
Fall, also —1 quadratischer Rest von p ist, so existiren zwei
Zahlen b, ¢, welche der Bedingung 42— pe¢ = — 1 geniigen; dam
ist (p, b, ¢) eine positive Form von der Determinante 1) — — il

woraus (nach 1.) folgt, dass auch die rechte Seite = 4 1 ist, was

zu heweisen war.

5. Ganz ihnlich gestaltet sich der Beweis des Satzes § 41)
iiber den Charakter der Zahl 2. Ist die rechte Seite der zu be.

weisenden Gleichung
2 1,
Z) = (—1)%@*=D
G

gleich - 1, also p =1 (mod. 8), so setze man b — 1 oder 3
je nachdem +p =9 oder 1 (mod. 16) ist; dann ist b2 p = 8¢,
wo ¢ eine ungerade Zahl, mithin (8, 4, ¢) eine (eventuell positive)
Form erster Art von der Determinante D) — + p = 1 (mod. 4)
woraus (nach 3.) folgt, dass

(%) = {1, also auch (%) =41

ist. Umgekehrt, wenn dies Letztere der Fall, so giebt es zwe
Zahlen b, ¢, welche der Bedingung 2 — ¢ — 2 geniigen; damn
ist (p, b, ¢) eine Form der Determinante ) = 4 2, woraus (nach 2,)
folgt, dass auch

(— 1)%@r=1 — S5
ist, was zu beweisen war.

6. Ist wenigstens eine der beiden von einander verschiedenen,
positiven ungeraden Primzahlen p, ¢ von der Form 44 -1, s
wollen wir beweisen, dass

®-@

U N

ist. Der Symmetrie wegen diirfen wir annehmen,
(mod. 4) ist,

dass p =1
Hat nun die rechte Seite den Werth 41, so ish

Composition der Formen. 415

(nach 4. und §. 33, L) auch — ¢ quadratischer Rest von p; man
kann daher, nachdem das Vorzeichen -+ so gewihlt ist, dass
+¢ = 1 (mod. 4) wird, immer zwei Zahlen §, ¢ finden, welche der
Bedingung b2 — p ¢ = =+ ¢ geniigen; dann ist (p, b, ¢) eine (eventuell
positive) Form erster Art von der Determinante D =+g =1
(mod. 4), woraus (nach 3.) folgt, dass auch die linke Seite = -1
ist. Umgekehrt, wenn dies Letztere der Fall ist, so giebt es zwei
Zahlen b, ¢, welche der Bedingung 2 — ge¢ = p geniigen; dann
ist (¢, b, ¢) eine Form erster Art von der positiven Determinante
D = p = 1 (mod. 4), woraus (nach 3.) folgt, dass auch die rechte
Seite = - 1 ist, was zu beweisen war. :

7. Sind aber beide Primzahlen p, ¢ von der Form 4/ -+ 3,
so ist zu beweisen, dass

(S ()
q D
ist. Dies ergiebt sich am einfachsten durch die Betrachtung der

positiven Determinante D — pg = 1 (mod. 4), fiir welche (nach
§. 122) zwei Charaktere C, nimlich

(%) und ('—;)

existiren; es lassen sich daher vier Totalcharaktere angeben, und
folglich (§. 153) zerfallen alle Formen erster Art in hichstens zwei
verschiedene Geschlechter. Nun sind aber (1,0, — pq), (—1,0,pq)
awei solche Formen, und ihre ersten Coefficienten lehren, dass die
erste den Totalcharakter
n
(3) =+

@)=+

die zweite (zufolge 4.) den entgegengesetzten Totalcharakter

()= ()=-

besitzt; jede andere zu derselben Determinante gehdrige Form
erster Art, z. B. die Form (p, 0, —q) muss daher entweder-den
ersten, oder den zweiten Totalcharakter besitzen; wendet man dies
auf die beiden durch diese Form darstellbaren Zahlen p und — g
an, so ergiebt sich, dass im ersten Falle gleichzeitig

@)=+t i (5=t e ()=t



416

im zweiten Falle gleichzeitig

<£> =-—1 und (—-_q) —=—1, also (i> =1
q P P

ist; und hiermit ist offenbar auch der letzte Theil unserer Aufgabe
erledigt.

Supplement X.

8. 155

Mit Hiilfe des so von Neuem bewiesenen Reciprocitiitssatzes
lasst sich nun wieder, wie in § 123 geschehen ist, darthun, dass
hichstens diejenigen = Geschlechter existiren konnen, deren Total-
charaktere der dortigen Bedingung IT (' — 41 geniigen; der
ungleich tiefer liegende Satz aber, welchen Dirichlet aus seinen
Principien auf die oben (§. 125) angegebene Weise abgeleitet hat,
der Satz, dass alle diese v Geschlechter wirklich existiren, st von
Gauss entdeckt und mit Hiilfe der von ihm gegriindeten Theorie
der terniiven quadratischen Formen

A2 - By C2+-2A'yz+2Bog -+ 2 C'zy
bewiesen*). Da oben (§. 152) gezeigt ist, dass ng = wq ist, wo g
die Anzahl der wirklich existirenden Geschlechter, 7 die Anzahl
der in jedem derselben enthaltenen Classen, o — 7 die Anzahl der
ambigen Classen oder also die Anzahl der Totalcharaktere, welche
der Bedingung 17T ¢’ — + 1 geniigen, und q die Anzahl der durch
Duplication entstehenden Classen bedeutet, so leuchtet ein, dass
der zu beweisende Satz g = r wesentlich identisch ist mit dem
Satze # = g; da ferner n die Anzahl aller Classen des Haupt-
geschlechtes ist, und jede der durch Duplication entstehenden
q Classen gewiss dem Hauptgeschlechte angehbrt (§. 152), so ist
der zu beweisende Satz (§. 125) wesentlich identisch mit dem
folgenden **):

Jede Classe des Huuptgeschlechtes entsteht duwrch Duplication.

Wir kénnen hier unmbglich darauf eingehen, den Beweis mit-
zutheilen, welchen Gauss auf die Theorie der terniren Formen
gestiitzt hat; da dieses tiefe Theorem aber den schonsten Abschluss
der Lehre von der Composition bildet, so konnen wir es uns nicht

*) D. 4. art. 287,
**) Gauss: D. A. art. 286,

417

versagen, dasselbe auch ohne Hiilfe der Dirichlet’schen Principien
noch auf einem zweiten Wege abzuleiten, der zugleich die Grund-
lage fiir andere wichtige Untersuchungen bildet.

Um einen bestimmten Boden fiir diese Untersuchung zu ge-
winnen, heben wir zuniichst eine charakteristische Eigenschaft aller
der Classen @ hervor, welche durch Duplication entstehen: alle
Formen dieser Classen und wur diese Formen sind fahig, Quadrat-
zahlen darzustellen, welche relative Primzahlen zu 2 D sind,  Fnt-
steht néimlich @ durch Duplication einer Classe &, so kann man
aus K immer eine solche Form auswihlen, deren erster Coefficient
s rélative Primzahl zu 2D ist; da alsdann diese Form mit sich
selbst einig ist, so entsteht durch Duplication eine der Classe ]
angehirige Form, deren erster Coefficient = 22 ist, und folglich
ist diese Quadratzahl durch die Formen der Classe ¢ eigentlich
darstellbar. - Umgekehrt, ist @ eine Classe, durch deren Formen
eine Quadratzahl dargestellt werden kann, welche relative Prim-
zahl zu 2 D ist, so giebt es auch eine solche Quadratzahl 22, welche
durch diese Formen eigentlich darstellbar ist, und folglich findet
sich in dieser Classe @ eine Form (22, 2/, z"), welche offenbar
durch Duplication der Form (z, 2, zz") entsteht; mithin ist
¢ = K2, wo K die Classe bedeutet, welcher die Form izl zel)
angehort. Das obige zu beweisende Theorem ist daher identisch
mit dem folgenden:

Ist (4, B, C) eine Form des Hauptgeschlechtes der Determi-
nante D, so ist die Gleichung

A2+ 2Bzy+ Cy2 = a2

stets losbar in gamzen Zahlen 2, y, , deren letzte velative Primeahl
au 2D st

Composition der Formen.

§. 156.
Durch die vorstehende Betrachtung sind wir dahin gefiihrt,
die Liosharkeit einer (Gleichung von der Form
ax?+by? ¢t 2a'ys+ 28'sx 4+ 2c'ay =0

in ganzen Zahlen z, 4/, ¢ (oder was Dasselbe ist, die Losbarkeit der
allgemeinen Gleichung

au?+bv 4 2¢'uv+20"u+ 2a'v ¢ =0

Dirichlet, Zahlentheorie, 27
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in rationalen Zahlen w, ») zu untersuchen. Dieselbe kann, allge.

mein zu reden, auf den speciellen Fall zuriickgefithrt werden, in

welchem die Coefficienten o/, b, ¢’ = 0 sind *), und wir beschéftigen
uns daher im Folgenden nur mit Gleichungen von der Form
ax?tLby:4-ce? =0, (1)

wo a, b, ¢ drei gegebene, von Null verschiedene ganze Zahlen he-
deuten, die wir ausserdem stets als relative Primzahlen. annehmen,
weil jeder andere Fall, wie man leicht erkennt, sich auf diesen
zuriickfithren lisst*). Wir wollen nun eine Losung 2, y, 2 eine
eigentliche Lissung nennen, wenn die drei Zahlen a, by, ¢ # keinen
gemeinschaftlichen Theiler haben; dann leuchtet ein, dass dieselben
auch relative Primzahlen sind; ginge némlich eine Primzahl p in
zweien von ihnen auf, so miisste p zufolge (1) auch in der dritten
aufgehen. Hieraus folgt, dass auch z, y, # relative Primzahlen
sind; umgekelirt, wenn dies der Fall ist, so bilden sie eine eigent-
liche Losung; denn wenn az, by, c# durch eine Primzahl p theil-
bar wiiren, welche doch hichstens in einer der Zahlen z, y, ¢ auf-
gehen kann, so miissten mindestens zwei der Coefficienten «, b, ¢
durch p theilbar sein, was unmoglich ist, weil dieselben relative
Primzahlen sind.

Nach dieser Vorbemerkung beginnen wir unsere Unter-
suchung **), indem wir uns die Aufgabe stellen:

L Aus eimer gegebenen eigentlichen Losung & = w, y =1,
2 = w der Gleichung (1) ihre sammtlichen Losungen abzuleiten.

Da awu, bw, cw relative Primzahlen sind, und eine von ihnen,
z. B. au, zufolge der Gleichung

aw? + b2 4 cw? = @)
gerade ist, so haben auch die Zahlen 2 @, bv, cw keinen gemein-
schaftlichen Theiler, und man kann daher (nach §. 24) die Gleichung

auwl+bvm+t+cwn =1

so losen, dass 7 gerade, und folglich die eine der beiden Zahlen
m, n gerade, die andere ungerade wird; setzt man nun

*) Gauss: D. A. artt. 299, 300.
) Gauss: D. A. art. 298
k) Sie dst der Kiirze halber synthetisch gefithrt; derselbe Gregenstand
ist auf andere Weise behandelt in der Abhandlung von G. Cantor: De
aequationsbus secundi gradus indeterminatis. 1867-
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all 4+ bm?+en2 —=h
und ;
w'=2l—hu, v' = 2m—ho, w' — 21 —hw,
so wird /» ungerade, und man erhilt #)
au'? +bo'? 4 cw'? = 0 (3)
aun' 4+ bovv' 4 cww = 2 4)
w=u', v =0, w=w' (mod. 2); (b)
man kann daher
v’ —wo' = 2u", wu' —uw' = 20", uv'—ou' = 2" (6)

setzen, wo w”, ", w! ganze Zahlen bedeuten, welche mit den
anderen noch durch folgende Relationen**) verbunden sind:
1+beu
bov' 1+cav
cww' 14+ abw"
beu"2+cav”? +abw'’? ——1
v +we' = 2av"w"
wu'+uw' = 2bw"u"
wv' 4 vu' = 2cup"

auu'

(7)

®
®)

Mit Hiilfe derselben ist es leicht, unsere Aufgabe allgemein
mlosen. Sind z, y, # drei beliebige ganze Zahlen, so werden auch

t =au'z +bo'y+cw's

t'=auz+ bvy+cws (10)
t— L 'U"y i w's
| ganze Zahlen, welche zufolge (5) der Bedingung
t = t' (mod. 2) (11)

.*) Umgekehrt lisst sich aus (2), (8), (4), (5) leicht beweisen, dass a,b,c
1"clat1ve Primzahlen sind, und dass sowohl w, 2,2, als auch w!, o', w' eigent-
hyhe Losungen der Gleichung (1) bilden; doch ist dies fiir unsere Zwecke
nicht néthig.

*¥) Man findet z B. die erste der Gleichungen (7) aus der identischen
Gleichung

(b2% - cw?) (b’ + cw'?) = (oo 4 cww!)? 4 beww' —wv')2
unter Bcrii'c.ksichtig'ung von (2), (8), (4), (6); die Gleichung (8) ergiebt sich
durch Addition aus (7) mit Riicksicht auf (4); und die erste der Gleichungen
(9) folgt aus der Identitat ¢

(anu! L bvv! 4+ cww’) @ww' +wv’) — a(wu’ —uw') (up' —vu’)

= (a4® + bo? 4+ cw?)v'w' + (au'? + bo'2 + cw'?)vw.
a7*
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geniigen; umgekehrt, sind £, ¢/,¢” drei beliebige ganze Zahlen, welche
nur der Bedingung (11) unterworfen sind, so folgt aus (10) unter
Beriicksichtigung von (5), (7) und (9), dass

24 —ut+u't' —2bcu"t"

2y = vt +o't' —2cav’t" (12)

2% = wi+wt' —2abw"t"
gerade, also , ¢, # ganze Zahlen sind*), Multiplicirt man diese
letzten Gleichungen vesp. mit az, by, ¢z, und addirt mit Riicksichs
auf (10), so folgt

az?+by?+ca? =t —abet"?;

mithin haben wir folgendes Resultat: Bilden die gansen Zahlen
z,y, & eine Losung der Gleichung (1), so werden t, t',t" vermige
(10) ganze Zahlen, welche den Bedingungen (11) und

tt' = abet” (13)

geniigen; wmgekehrt, befriedigen die ganzen Zahlen t, t',t" die Be-
dingungen (11) und (13), so werden x, ¥y, & vermége (12) ganze
Zahlen, welche der Gleichung (1) gendigen™).

#) Fithrt man statt ¢, ¢/,¢"” die Grossen
S U A G
== 3 5 = 2 3
als neue Variabele ein, so sind dieselben mit den Grossen z, y, z durch
lineare Gleichungen verbunden, deren Determinante = 1 ist; an die Stelle
der Gleichung (18) tritt die folgende
s2—35"2—qabes'" =0,
welche von derselben Form wie (1) ist, und damit @, ¥, 2 eine cigentliche
Losung bilden, ist erforderlich und hinreichend, dass s und s’ relative
Primzahlen sind. Aber die Beibehaltung der Grossen ¢, ¢, ¢/ gewihrt
wieder andere Vortheile.
##) Die allgemeinste Losung ‘der Gleichung (18), deren wir zwar in der
Folge nicht bediirfen, besteht, wie man sehr leicht findet, in den Gleichungen
e O B e
wo d, d', v, w, ' beliehige ganze Zahlen bedeuten, welche der einzigen
Bedingung

ol — g1

' = zow!,

dd' = abe
unterworfon sind; man kann aber auch, ohne die Allgemeinheit zu beeir:
trichtigen, auuehmen, dass 7 der grosste gemeinschaftliche Theiler vou
¢, #',¢", und dass zd, 7d’ die grossten Theiler sind, welche zabc¢ resp. mit
t, ¢! gemeinschaftlich hat. Fihrt man diese Ausdriicke in (12) ein, so er]m“
man die biniren quadratischen Formen
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Zur Vervollstindigung fiigen wir hinzu: Damit die Zahlen
2, 9, & eine eigentliche Losung der Gleichung (1) bilden, ist ferner
er/orderlich und linreichend, dass die Zahlen t,1" keinen ungeraden
gemeinschaftlichen Theiler haben, wnd dass, wenn beide gerade sind,

t+ 1 =2 (mod. 4) (14)
1st.

Fiir unseren Zweck gentigt es zu beweisen, dass die beiden an-
gegebenen Bedingungen hinveichend sind. Gesetzt, es ginge eine
Primzahl p in den drei Zahlen aw, by, ¢z auf, so miisste sie
sufolge (10) auch in ¢ und ¢’ aufgehen; da aber ¢, ¢’ der Annahme
nach keinen ungeraden gemeinschaftlichen Theiler haben, so
miisste p = 2 sein, und es ,wiren also ¢, a, by, cz gerade
Zahlen; dann wiirde aber aus (10) mit Riicksicht auf (5) folgen,
dass ¢+t = 0 (mod. 4) wire, wihrend wir doch angenommen
haben, dass ¢ + ¢’ = 2 (mod. 4) ist, sobald ¢ und ¢’ gerade Zahlen
sind. Hieraus folgt also, dass a, by, ¢z keinen gemeinschaft-
lichen Theiler haben, was zu beweisen war™).

_ IL Bilden die Zahlen @, y, 2 eine eigentliche Lésung der
Gleichung (1), so sind ax, by, ¢z relative Primzahlen, und man
kann folglich drei Zahlen %, B, € bestimmen, welche den Con-
gruenzen
Az = by (mod. a), B
genfigen, woraus in Verbindung mit (1)

W = —be (mod. @), B2=—ca (mod.b), 2= —ab (mod.c) (16)
folgt. Wir haben mithin folgenden Satz erhalten:

2z = ¢z (mod. b), €y = az (mod. ¢) (15)

L

2z 2y

== = (du, — beu", d'u'), ”T/ = (dv, — can”, d'v"),
2z
"T = (dw, — abw', d'w'),

deven Variabeln w, o', und deren Determinanten zufolge (7) die Zahlen — b,
—ca, —ab sind. Transformirt man diejenige dieser Formen, deren De-
terminante negativ ist, in eine reducirte Form (§. 64), so erhilt man die
einfachsten Losungen.

*) Es ist leicht, wenn auch fir unseren Zweck nicht erforderlich, die
heiden angegebenen Bedingungen auf die Zahlen d, d’, 7, @, o' zu iiber-
tragen: die Zahlen d, d’ miissen relative Primzahlen sein, und nur, wenn
abe = 0 (mod. 8), konnen sie auch den grossten gemeinschaftlichen Theiler
2 haben; umgekehrt, geniigt die Zerlegung @b ¢ = dd' diesen Bedingungen,
50 kanu man 7, w, »’ so wahlen, dass z, J, 2 eine eigentliche Losung der
Gleichung (1) bllden
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st die Gleichung (1) eigentlich losbar, so sind die Zahloy

—be, —ca, —ab resp. quadratische Reste der Zahlen a, b, ¢, und
Jede eigentliche Lisung x, vy, 2 fihrt durch die Congruenzen (15) a
dred villig bestimmten Zahlclassen U (mod. @), B (mod.b), € (mod. c),
welche den Congruenzen (16) gendigen ™). :
Von der grossten Wichtigkeit fiir unsere Untersuchungen ist
es aber, dass dieser Satz sich in folgender Weise umkehren lisst:
Ist die Gleichung (1) cigentlich losbar, wnd sind drei Zahlen
U, B, € gegeben, welche den Congruenzen (16) geniigen, so kann
man stels eigentliche Lisungen @, y, # finden, welche die Bedin-
gungen (15) erfillen.
Um dies zu beweisen, bestim1gen wir zunichst drei Zahlen
X, Y, Z durch die (nach §. 25) stets vereinbaren Congruenzpaare
X=c¢(modb), ¥Y=amodc), Z=0 (mod. )|
X = € (mod. ¢), ¥= U(mod.a), Z= B (mod. 0) {n
aus welchen unter Beriicksichtigung der Annahme (16) die der
Gleichung (1) éhnliche Congruenz
X2 40X + ¢ Z2 = 0 (mod. abc) 1)
folgt, weil ihre linke Seite durch jede der drei relativen Primzahlen
4, b, ¢ theilbar ist. Da ferner die Existenz einer eigentlichen Li-

sung u, v, w der Gleichung (1) angenommen ist, so behalten wir
alle fritheren Bezeichnungen hei und setzen

I'=au' 'Y 4 cw'Z o
p— Z:i;——}l—-l?z)l’l—[—t;le} (mod. 2 abc), (10"
woraus zufolge (5) :
= T (mod.:2) ar)
und mit Riicksicht auf (7) und (9)
2X=uT+w' 7" (mod. 2b¢)
2Y =T+ v' T’ (mod. 28&)} (129)
2Z4=wl+w'T (mod. 2ab)

*) Wirft man zwei eigentliche Lisungen in dieselbe oder in verschie-
dene Classen, je machdem sie zu densclben drei Zahlclassen 9 (mod. a),
B (mod. 0), € (mod. ¢) fithren oder nicht, so ist die Anzahl aller verschie-
denen Classen hichstens gleich der Anzahl der incongruenten Wurzeln der
Congruenz #* = 1 (mod. abc), und der nachfolgende Satz behauptet die
wirkliche Kxistenz aller dieser Classen von eigentlichen Liosungen.
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folgt; multiplicirt man diese Congruenzen resp. mit a X, b Y, ¢ Z,
wodurch sie in Congruenzen nach dem Modulus 2 b ¢ iihergehen,
so ergiebt sich durch Addition unter Beriicksichtigung von (1)
und (10°) .
I'7T" = 0 (mod. abc). (13"

Wir behaupten nun, dass die drei Zahlen 7', T", ab ¢ keinen un-
geraden gemeinschaftlichen Divisor haben, und dass, wenn abe
gerade ist, i

T+ 7" = 2 (mod. 4) (14")

ist. Ginge nimlich eine ungerade Primzahl p in 7, 7" und 'ccb ¢
also auch z B. in ¢ auf, so wiirde ¥ zufolge (12) durch p the]lb.ar
s'ein, und da ¢ = Y (mod. ¢) ist, so hiitten ¢ und ¢ den gemein-
schaftlichen Theiler p, was unmoglich ist. Wenn ferner ab ¢, und
also auch z. B. ¢ gerade ist, so sind zufolge (11') und (13’). au.ch
Tund 7" gerade Zahlen; wiire nun die Congruenz (14') unrichtig,
so wire I' = T (mod. 4), und aus (12') wiirde folgen, dass
2Y = (v+v") T = 0 (mod. 4), also ¥ gerade wiire, was aberm:als
gegen die Congruenz @ = ¥ (mod. ¢) streitet, weil « relative
Primzahl zu ¢ ist. . ; ]

Nach diesen Vorbereitungen sind wir im Stande', eine eigent-
liche Lisung «, 7, ¢ nachzuweisen, welche den Be(h.n_gungen (15)
geniigt; diese letzteren gehen vermdge der Definition (17) der
Zahlen X, Y, Z in die folgenden iiber
Ye= Zy (mod. a), Zz = Xz (mod. b), Xy= Y= (mod. ¢);
da ferner aus den Definitionen (10) und (10') der Zahlen ¢,¢" T, I"

die Congruenz

Tl - (mod. 2abe)
beu" (Ye—2Zy) +2car(Zn—Xe)+2abw'"( Xy — Yu)

' folgt, und da ", »", w” zufolge (7) resp. relative Primzahlen zu

a, b, ¢ sind, so fallen die von 2, y, # zu erfiillenden Bedingungen
(15) durchaus mit der einzigen Forderung

T't = Tt' (mod. 2abc)

~ zusammen, welcher die Zahlen ¢, ¢ geniigen miissen; sollen ferner

die Zahlen @, y, # eine eigentliche Losung der Gleichung (1) bil-
den, so haben ¢ und ¢’ ausserdem noch die frither erwihnten Be-
dingungen (11), (18), (14) zu erfiillen. Dies Alles liisst sich in der
That auf folgende Weise erreichen.
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Ist abe ungerade, so seid der grosste gemeinschaftliche Theiler
der beiden Zahlen 7'und ab ¢ = dd'; da nun zutolge (13') 77" durch
abe theilbar ist, so geht @’ in 7" auf, und da, wie oben gezeigt ist,
die Zahlen 7} 7", ab ¢ keinen ungeraden gemeinschaftlichen Theiley
haben, so sind ¢ und ¢’ relative Primzahlen, und @' ist zugleich der
grosste gemeinschaftliche Theiler der beiden Zahlen 7" und aje.
Dann leuchtet ein, dass man allen Forderungen geniigt, wenn man
7z.B.t =d, t' = d', t" = 1 nimmt; denn weil t =¢'= 1 (mod. 2),
so werden a, y, # ganze Zahlen, die wegen ¢ ¢ — abct"? eine L.
sung der Gleichung (1) bilden; diese Lasung ist eine eigentliche,
weil ¢, ¢ ungerade relative Primzahlen sind; da endlich ¢ = ¢
T'= T'(mod. 2), und 7'¢ = Tt' =0 (mod. dd’) ist, so folgt
auch 7' = Tt' (mod. 2ab¢), d. h. die eigentliche Losung 2, 9, 2
gentigh den vorgeschriebenen Congruenzen (15).

Ist aber @b ¢, und folglich auch 7. 7' gerade, und zwar T
= 2 (mod. 4), so konnen wir der Symmetrie wegen annehmen, es
sei I'= 0, 7" = 2 (mod. 4); dann sei d wieder der grésste ge-
meinschaftliche Theiler der beiden Zahlen 7 und abe — dd’, so
wird @' in 7" aufgehen. Ist nun d’ ungerade, so geniigt man allen
Bedingungen, wenn man z. B. t = 24d, #' = 24/, ¢ — 2 nimmt;
denn es ist ¢t = 0, t' = 2 (mod. 4), t#' = abet", T't = Tt =
(mod. 2 wbe), und #, ' haben keinen ungeraden gemeinschaftlichen
Theiler. Ist aber d’ gerade, so kann man wieder durch ¢ — d,
t' = d/, i” =1 allen Bedingungen geniigen; da nimlich 7' d
relative Primzahl zu ¢’ und folglich ungerade ist, so muss, weil
T = 0 (mod. 4), auch d = 0 (mod. 4) sein; da ferner @’ in 7" auf-
geht, und 7" = 2 (mod. 4) ist, so muss auch @' = 2 (mod. 4) sein;
mithin ist { = 0, ¢’ = 2 (mod. 4); es ist ferner ¢’ — abet'", und
die Zahlen ¢, ¢' haben keinen ungeraden gemeinschaftlichen Theiler;
da endlich die Quotienten 7 : d und 7' : d' ungerade sind, so ist
ihre Differenz gerade, und folglich, wenn man mit dd’ = abe
multiplicirt, 7d' — 7'd = Tt' — Tt = 0 (mod. 2¢be), was m
beweisen war.

Es hat keine Schwierigkeit, ausser den eben angesebenen
speciellen Losungen, welche die vorgeschriebenen Congruenzen (15)
erfiillen, alle anderen zu bestimmen, und man findet namentlich
leicht, dass zwei eigentliche Losungen , g, 2 und z,, 4, #;, welche
resp. durch die Werthe ¢, ¢/, 1" und ¢,, #,, £{' hervorgebracht werden,
stets und nur dann denselben Congruenzen (15) gentigen, went
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tty = t't; (mod. 2abe) ist*); allein alle diese an sich interessanten
Vervollstandigungen sind fiir unsere Zwecke nicht erforderlich.
Wir begniigen uns daher, aus den obigen Resultaten noch den
Beweis des folgenden Satzes abzuleiten, dessen wir spiter durchaus
hediirfen.

L. Ist die Gleichung (1) eigentlich losbar, und ist — b ¢ quadra-
tischer Rest von ap®, wo p eime in be nicht aufgehende Primzahl
bedeutet, so besitet die Gleichung (1) auch solche eigentliche Lisungen
z, Y, & welche der Bedingung 2 = 0 (mod. p) gewiigen.

Der Annahme zufolge besitzt die Gleichung (1) eine eigent-
liche Liosung u, v, w, und wir konnen alle hieraus in I. gezogenen
Folgerungen fiir uns in Anspruch nehmen; es versteht sich von
selbst, dass wir den vorstehenden Satz nur fiir den Fall zu be-
weisen brauchen, dass keine der beiden Zahlen w, u' durch p
theilbar ist.

Ist nun p ungerade, so kann man, da der Annahme nach
—be = «? (mod. p) ist, das Vorzeichen von ¢ so wihlen, dass
bew” + e nicht theilbar durch p ist; wiren ndmlich beide Zahlen
bew" 4o und beu” — « durch p theilbar, so miisste auch ihre
Differenz 2 ez, ‘also auch e durch die ungerade Primzahl p theilbar
sein, was gegen — b¢ = &2 (mod. p) und die Annahme streitet,
dass p nicht in b ¢ aufgeht. Da nun w ebenfalls nicht durch p
theilbar ist, so kann man eine Zahl @ stets so bestimmen (§. 25),
dass sie der Congruenz

wo = beu' 4 o« (mod. p)

geniigh und ausserdem relative Primzahl zu 2abe¢ wird, weil o,
falls p in 2ab ¢, also in @ aufgehen sollte, schon vermdge dieser
Congruenz relative Primzahl zu p wird. Setzt man nun

=l w3 b= Do — v o

*) Hieraus folgt, dass allen zu derselben Classe gehorigen eigentlichen
Lisungen dieselbe Zerlegung abe = dd' entspricht, mit einziger Ausnahme
des Falles, wo abc = 2 (mod. 4), in welchem der Factor 2 nach Belieben
in d oder in d' aufgenommen werden kann, ohne dass eine Aenderung der
Classe eintritt, Auf diese Weise ergiebt sich (vergl.die fritheren Noten),
dass die Anzahl der wesentlich verschiedenien Zerlegungen, und also anch
die der wirklich existirenden Classen genaun mit der Anzahl der incon-
gruenten Wurzeln der Congruenz #2 = 1 (mod.abc) ibereinstimmt; hievin
liegt, also ein newer Beweis des obigen Satzes. Aber es schien angemessener,
ihn so zu fiihren, dass zugleich eine Lésung gofunden wird, welche den
vorgeschriebenen Congruenzen geniigt.

'
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Wwo 7 = 1 oder = 2 zu nehmen ist, je nachdem ¢ ungerade oder
gerade ist, so erhilt man eine entsprechende eigentliche Lisung
#, Y, &, welche auch' der Bedingung z = 0 (mod. p) geniigt. Ist
néimlich wb ¢ ungerade, also v = 1, so ist t = ¢/ = 1 (mod. 2);
ish aber abe gerade, also v = 2, so ist £ = 2, ¢'= 0 (mod. 4); da
ferner  relative Primzahl zu w b ¢ ist, so haben ¢, ¢ keinen ungera-
den gemeinschaftlichen Divisor, und da £’ == b ¢t"? ist, so bilden
, 4, & eine eigentliche Lisung der Gleichung (1). Nun ist nach (12)

20 =ut 4+ u't' —2bcu"t"
=7(uo?—2bcu"o + abeu')

also mit Riicksicht auf (7)
2ur =t {(wo —beu)?+ be) = 0 (mod. p),

weil wo —beu" = a, be = — 2 ist; da endlich 2w nicht durch
p theilbar ist, so folgt hieraus 2 = 0 (mod. p).

Wir gehen jetzt zu dem Falle p = 2 iiher. Ist erstens g
gerade, aber nicht = 0 (mod. 8), so ergiebt sich leicht, da der An-
nahme nach — b ¢ quadratischer Rest von 44, also b= — 1 (mod, 8)
ist, dass w gar nicht ungerade sein kann; da nimlich ¢ gerade,
also b v, cw ungerade sind, und b = — ¢ (mod. 8) ist, so folgt aus
aw? +bv? + cw? = 0, dass au? = 0 (mod. 8), und folglich, da «
nicht = 0 (mod. 8) ist, jedenfalls « gerade sein muss; und offen-
bar haben dann alle anderen eigentlichen Auflisungen 2, Yy, & die-
selbe Eigenschaft # = 0 (mod. 2). Tst zweitens ¢ = 0 (mod. 8),
also —bo=1 (mod. 8), so nehme man ¢ = 1, und ¢£' — abe
der Art, dass einer der beiden Factoren, z. B. { = 2 (mod. 4), also
der andere ¢/ = 0 (mod. 4) wird, und dass sie keinen ungeraden

gemeinschaftlichen Divisor erhalten, was sich stets erreichen lisst. |

Hieraus folgt, dass die Zahlen z, Y, # eine eigentliche Losung
bilden werden. Da nun der Voraussetzung nach « ungerade ist,
und da aus 14+ bew”? = aquu' = 0 (mod. 8) folgt, dass auch u”
ungerade ist, so ergiebt sich ; :

20 —wt-Fu'tl—2bcu’t! =2 10-—2 =0 (mod. 4),
also ist # = 0 (mod. 2). Ist endlich drittens o ungerade, und —be¢
quadratischer Rest von 4 ¢, also b ¢ = —1 (mod. 4), so nehme
man ¢ = 1, und nach Belieben #¢' = « b ¢, nur so, dass ¢ und ¢’
relative Primzahlen werden; dann bilden z, ¥y, # eine eigentliche
Losung, weil ausserdem ¢ = ¢’ = 1 (mod. 2) ist. ‘Da nun der Vor-
aussetzung nach keine der Zahlen wu, u' gerade ist, so folgt aus

1
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aww' =1 4 beu', dass w'" gerade, und folglich auu' = 1 (mod.4)
ist; mithin ist wé.w't’ = aun'.be=—1 (mod.4), alsout = —u't’'
(mnod. 4), und hieraus ergiebt sich

22 = ut+ u't' —2bcu"t" = 0 (mod. 4),
also ist z = 0 (mod. 2). :

Hiermit ist der obige Satz vollstiindig bewiesen, und dieser
Beweis enthiilt offenbar eine Methode, aus einer eigentlichen Lo-
sung u, v, w einer Gleichung, deren Coefficienten a, &, ¢ sind, eine
eigentliche Lisung 2 : p,y, 2 derjenigen Gleichung abzuleiten, deren
Coefficienten ap? b, ¢ sind, vorausgesetzt, dass — & ¢ quadratischer
Rest von ap? und nicht durch die Primzahl p theilbar ist. Durch
wiederholte Anwendung desselben Satzes gelangt man offenbar zu
folgendem Resultat:

Sind. die Zahlen A — aP? B =10 € = c¢R? relative
Primeahlen, und sind die Zahlen — BC, — CA, — AB resp.
quadratische Reste von A, B, C, so folgt aus der Ewistenz einer
cigentlichen Losung der Gleichung

ax?+ by +ce—=0
stets die Existens eimer eigentlichen Lisung der Gleichung
Az? 4+ By Ce2 = 0.

§. 137.

Durch den zuletzt bewiesenen Satz ist offenbar die Frage nach
der cigentlichen Losbarkeit der Gleichung -
az?+ by 4-cz2 =0 (1)
auf den Fall zuriickgefiihrt, in welchem keine der relativen Prim-
zahlen ¢, b, ¢ durch ein Quadrat theilbar ist; als eine erforderliche
Bedingung fiir die Losbarkeit ist ferner im vorigen Paragraphen (II)
erkannt, dass die Zahlen — b¢, — ca, — ab resp. quadratische Reste
von den Zahlen a, b, ¢ sein miissen, und ausserdem leuchtet ein, dass
die letzteren unmoglich alle dasselbe Vorzeichen haben kimnen.
Mit Hiilfe einer Reductionsmethode, welche im Wesentlichen von
Lagrange*) herrithrt, Liisst sich nun wirklich beweisen, dass diese
PRl D)
*) Swr la solution des problémes indéterminés du second degré. Mém.

de PAcad, de Bc’r]in‘ T. XXIII. 1769. (Oeuvres de L. T, II. 1868. D. 375.) —
Additions aua: Elémens & Algébre par L. Fuler. §. V.
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Bedingungen auch die hinreichenden -sind, dass also folgendey
Satz*) besteht:

Sind a, b, ¢ drei von Null verschiedene wnd durch Jein

Quadrat theilbare relative Primealilen, welche nicht alle dasselbe
Vorzeichen haben, wnd sind die Zallen —be, —ca, — ab resp. qua-
dratische Reste der Zahlen a, b, ¢; so ist die Gleichung (1) eigent-
lich losbar.

Zuniichst bemerken wir, dass der Satz in dem speciellen Falle
richtig ist, wenn einer der Coefficienten, z. B. = -+ 1, ein anderer,
z. B. b =—1 ist; denn man geniigt der Gleichung (1) durch die
relativen Primzahlen # — y — 1, 2 — 0.

Um uns nun bequemer ausdriicken zu kénnen, nennen wir,
indem wir den absoluten Werth einer Grosse % mit (%) bezeichnen,
dasjenige der drei Producte (b¢), (¢a), (ab), welches der Grisse
nach zwischen den beiden anderen liegt, den Indez der Gleichung
(1), und wenn etwa zwei dieser Producte oder alle drei einander
gleich sein sollten, so soll unter dem Index der gemeinschaftliche
Werth dieser beiden oder aller Producte verstanden werden, Aus
dieser Erldliirung ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit des Satzes
fiir den Fall, dass ihr Index = 1 ist; denn dann muss, wie man
leicht erkennt, (¢) = (b) = (¢) = 1 sein, und da die Coefficienten
nicht alle dasselbe Vorzeichen haben, so ergiebt sich die T,osharkeit
der Gleichung aus der vorausgeschickten Bemerkung,

Um nun den Beweis allgemein zu fithren, nehmen wir an, er
sei schon geleistet fir alle Gleichungen, deren Index kleiner als
eine bestimmte positive ganze Zahl J ist, und zeigen, dass der
Satz dann auch fiir alle Gleichungen gelten muss, deren Index
= J ist. Gelingt dies, so gilt der Satz allgemein, weil er fiir
J =1 richtig ist.

Es sei daher J = 2 der Index der Gleichung (1). Nehmen
wir an, was der Symmetrie wegen erlaubt ist, es sei () ZO)= ()
also auch (¢b) < (a6) < (bo), s0 istJ = (ac); wiire nun (@)=ic)
so miisste, weil & und ¢ relative Primzahlen sind, (5) = (¢) = 1
sein, woraus auch J = 1 folgen wiirde, was mit unserer Annahme
streitet; mithin ist

(0) < (@) < (0), (ad) < (ac) = J =< (bo). @)
*) Legendre: Théorie des Nombres, 3me éd. T. I. §§. IIL, IV. — Gauss:

D. A. avtt. 294, 295, -~ Der nachfolgende Beweis lisst sich auf den Fall
“ausdehnen, dass «, b, ¢ quadratische Divisoren besitzen.
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Der Annahme nach ist nun — ab quadratischer Rest von ¢, und
folglich kann man eine Zahl » so bestimmen, dass a#»?= —b
(mod. ¢), und zugleich (#) = 3 (¢) wird; setzt man dann
ar?4+ b —=c0, (3)
so wird (' eine ganze Zahl, deren absoluter Werth
©=2"r0 i1 )
ist, weil () < (), (we) = J = 2, und (b) < (¢) ist. ; ;
Ist nun € = 0, s0 folgt b —=—a?, also, da b relative Prim-
zahl zu @ und durch kein Quadrat theilbar ist, (r) = 14 und
h ——a =+ 1, und mithin besitzt die Gleichung (1) in diesem

Fall wieder die eigentliche Losung 2 =y = 1, # = 0.

Ist aber (' von Null verschieden, so fithren wir die Gleichung
(1) folgendermaassen auf eine andere von kleinerem Index zuriick.
Ts sei a' der grosste gemeinschaftliche Divisor der drei in der
(Gleichung (3) vorkommenden Glieder ar? 0: ¢ C; so ist a' zugleich
der grosste gemeinschaftliche Divisor von je zweien dieser Zahlen,
s0 dass die drei Glieder der Gleichung

ar? b

o’ a' a

cC

7

gewiss relative Primzahlen sind. Da nun ' in b aufgeht, also
relative Primzahl zu ¢ und zu ¢ ist, so muss ¢’ in C und in #2, also
auch in » selbst aufgehen, weil o' als Divisor von & durch kein
Quadrat theilbar ist.  Man kann daher

ri—=aln, b= u'B, C—= a0 — aicy (5)
setzen, wo »? das grosste in O' = ¢'y? aufgehende Quadrat be-
deutet; hierdurch geht die Gleichung (3) in die folgende iiber

aa'e?+p = cc'y?, (6)
deren drei Glieder also relative Primzahlen sind; setzen wir end-
lich noch

b = ap, : (7)

so sind hierdurch drei Zahlen ', b’, ¢’ definirt, welche, wie wir
beweisen wollen, dieselben Eigenschaften besitzen, wie die ge-
gebenen Zahlen a, b, c.

Dass erstens keine der Zahlen «', ', ¢’ = 0 ist, leuchtet ein,
weil a'b! = a'af} = ab ist, und ¢’ in C aufgeht. Aus a'b’' = abr



430

folgt ferner, dass ', 4’ relative Primzahlen und durch kein Quadrat
theilbar sind, weil o, b dieselben Eigenschaften haben; da fernep
y? das grosste in O’ = ¢'p? aufsehende Quadrat ist, so kann ¢/
durch kein Quadrat theilbar sein; und da die Glieder der Gleichung
(6) relative Primzahlen sind, so ist ¢’ auch relative Primzahl zu
aa'f = bl

Supplement X,

Die Zahlen a',8', ¢’ kinnen auch nicht alle dasselbe Vorzeichen
haben; ist némlich a6 = «’b’ negativ, so haben a/, 4’ entgegen-
gesetate Zeichen; ist aber ad positiv, folglich ca und & ¢ negatiy,
so ergiebt sich aus der Gleichung a7? 48 — ca'c'y?, dass a'c!
negatiy ist, dass also @', ¢/ entgegengesetzte Vorzeichen haben,

Da ferner zufolge der Gleichung (6), deren drei Glieder rela-
tive Primzahlen sind, die drei Zahlen fcc’, aca'c!, —aa’B— —a'h!
resp. quadratische Reste der drei Zahlen aa/, B, ¢! sein miissen,
und da nach Voraussetzung die beiden Zahlen — ¢ — — Ba'e
— ca resp. Reste von den beiden Zahlen a, b = a’p sind, so er-
giebt sich hieraus leicht, dass die drei Zahlen — b'e!, —c'a', —a'l)!
resp. Reste der drei Zahlen a, 3, ¢/ sind.

Endlich ist (¢'b') = (wb) < J zufolge (2), und (c'a)=(c'a))y?
= (0) < J zufolge (4); mithin ist der Index der Gleichung

a2 40"y -¢'s'2 =0

gewiss kleiner als J; und folglich ist sie nach unserer obigen Vor-
aussetzung losbar in relativen Primzahlen ', ', 2'; da nun die
Zahlen a'wx'— By', #' + oy’ nicht beide verschwinden, weil
sonst auch 2’ — y’ = 0 wiire, so kann man

me = a'ax'—By'; my—2'+aay'; ms=cys
setzen, wo m den grossten gemeinschaftlichen Theiler der drei
Zahlen rechter Hand bedeutet; hieraus folgt aber mit Beachtung

von (5), (6), (7)

m (@@ + byt c2?) = ce'p2(a'a’? +b'y? et = 0,
also, da m nicht = 0 ist, auch

axt+by?+cz? = 0;

da endlich die Zahlen «, y, z keinen gemeinschaftlichen Theiler
haben, und keine der Zahlen «, b, ¢ durch ein Quadrat theilbar ist,
so sind , y, # auch relative Primzahlen und bilden folglich eine
-eigentliche Losung der Gleichung (1),

|

b
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Hiermit ist der Schluss vollstindig durchgefiihrt, und also
auch der obige Satz allgemein bewiesen. Es leuchtet ferner ein,
dass in der successiven Zuriickfithrang der Gleichung (1) auf dhn-
liche Gleichungen von immer kleéinerem Index und endlich auf
eine Gleichung, in welcher ein Coefficient = 4~ 1, ein anderer
—= — 1 ist, auch eine Methode liegt, eine Losung derselben zu
finden.

Nachdem fiir diejenigen Gleichungen, deren Coefficienten durch
kein Quadrat theilbar sind, die oben genannten erforderlichen Be-
dingungen zugleich als hinreichend fiix die Existenz eigentlicher
Losungen erkannt sind, so geht aus dem Schlusssatze des vorigen
Paragraphen hervor, dass genau Dasselbe Statt findet fiir alle
(Gleichungen (1), deren Coefficienten von Null verschieden und
relative Primzahlen sind. Wir kinnen daher das Gesammtresultat
unserer Untersuchungen in dem folgenden wichtigen Satze nieder-
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legen:

Sind die Zahlen a, b, ¢ relative Primzahlen wnd von Null ver-
schieden, so ist dic Gleichung

az?+by?4-ce2 =0

stets und nur dann in relativen Primzahlen z, v, ¢ losbar, wenn
dic Zahlen —be, —ea, —ab resp. quadratische Reste von den
Zallen a, b, ¢ sind, und diese letzteren wicht alle dasselbe Vorzeichen
habens ist ferner
—be =W (mod. a), —ca = B? (mod. b), —ab = 62 (mad. ¢),
so st die obige Gleichung in relativen Primzahlen z, y, 2 der Avt
lisbar, dass

e = by (mod. a), Ba = cz (mod. b), €y = ax (mod. c)

wird.

§. 158.

Mit Hiilfe dieses Satzes lisst sich nun das oben (§ 155) er-
wihnte grosse Theorem von Gauss leicht heweisen:
{ Jede Classe des Hauptgeschlechtes entsteht durch Duplication.
| Als Repriisentanten der dem Hauptgeschlechte der Determi-
nante ) angehorenden Classe withlen wir eine Form (4, B, €), deren
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erster Coefficient 4 relative Primzahl zu 2 D ist (§. 93). Da die Zal|
A durch diese Form darstellbar ist, und alle Einzel-Charakterg
derselben den Werth -1 haben, so ist A quadratischer Rest von jeder
in D) anfgehenden ungeraden Primzahl, und auch von 4 oder von §,
falls ) durch 4 oder 8 theilbar ist (§§. 121, 122); mithin ist (nach §.37)
A quadratischer Rest von D selbst (umgekehrt ergiebt sich leicht, zum
Theil mit Hiilfe des Reciprocititssatzes, dass die Form (4, B, C)
gewiss dem Hauptgeschlecht angehort, wenn A relative Primzahl 7
2 D, quadratischer Rest von 1), und, falls 1) negativ sein sollte, positiy
ist). Ja, man kann sogar voraussetzen, dass 4 quadratischer Rest
von 4 D ist, d. h. dass 4 = 1 (mod. 4), oder 4 = 1 (mod. 8) ist,
je nachdem D ungerade oder gerade ist. Dies ist in der That von
selbst der Fall, wenn D) = 3 (mod. 4), oder D = 0 (mod. 8) ist;
sollte ferner 4 in den iibrigen Fillen dieser Bedingung nicht ge-
niigen, wire also 4 = 3 (mod. 4), = 7 (mod. 8), = 3 (mod. 8),
=5 (mod. 8), je nachdem D = 1 (mod. 4), = 2 (mod. 8), =6
(mod. 8), = 4 (mod. 8), so kann man die Form (4, B, 0) durch
eine Substitution (% ~7) in eine Form transformiren, deren erster
Coefficient A’ = A o2+ 2 Be + C relative Primzahl zu 2D ist
und zugleich die verlangte Eigenschaft besitzt; da niimlich 4 A'
— (A o+ B)2— D ist, so braucht man & nur so zu withlen, dass
Ao B im ersten Falle gerade; in den drei tibrigen Fillen aber
ungerade wird, was sich stets in der Art erreichen ldsst, dass
A e + B zugleich relative Primzahl zu D wird,

Wir setzen daher voraus, dass 4 quadratischer Rest yon 41
und relative Primzahl zu 4 D ist; da nun 4 D = (2 B)? (mod. 4),
also quadratischer Rest von A ist, und da die Zahlen A, 4 D nicht
beide negativ sind, so besitzt die Gleichung

Ax? 44Dy —
immer eigentliche Lisungen z, 4, %, welche der Bedingung
2Bz=4Dy, also z= 2By (mod. 4)

gentigen (§. 157); man kann daher # = A ¢+ 2 By setzen, wodurch
die obige Gleichung in die folgende iibergeht

A2+ 2BQ2y)+ C2y) = a2
da A, 2 Dy, z relative Primzahlen sind, so sind auch #, 2y rela-

tive Primzahlen, und folglich ist (4, B, C) einer Form #quivalent
(§. 60), deren erster Coefficient 2? eine Quadratzahl und relative
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22— 0

I
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Primzahl zu 2 D ist, und welche folglich (nach §. 155) durch Du-
plication eciner Form entsteht, deren erster Coefficient - 1 ist.
Was zu beweisen war *).

Die unendlich vielen eigentlichen Lisungen , 4, # der ohigen
Gleichung, welche der Bedingung ¢ = 2 By (mod. 4) geniigen,
zerfallen nun noch in verschiedene Classen in Bezug auf den
Modul 4 D (§. 156. IL); auf den Zusammenhang dieser Lisungen
mit den verschiedenen Classen, durch deren Duplication diesclbe
gegehene Classe des Hauptgeschlechtes entsteht, konnen wir aber
hier nicht mehr eingehen.

Composition der Formen.

#) Die Zuriickfihrung dieses Satzes von Gauss auf den von Lagrange
und Legendre ist zuerst von Arndt ausgefithrt (Ueber die Anzahl der
Genera der quadratischen Formen ; Borehardt’s Journal Bd. 56), doch weicht
die obige Darstellung in mehreren Puncten von der seinigen ab. In
Wahrheit gehort der Satz von Lagrange mach Inhalt und Methode des
Beweises in die Theorie der terniren Formen. — Man vergleiche ferner
Kronecker: Ueber den Gebrauch der Dirichlet'schen Methoden in der Theorie
der quadratischen Formen (Monatsber. d. Berliner Akad. 12, Mai 1864).

28

Dirichlet, Zahlentheorie.



XI. Ueber die Theorie der ganzen algebraischen Zahlen,

§ 159,

Der Begritf der ganzen Zahl hat in diesem Jahrhundert eine
Erweiterung erfahren, durch welche der Zahlentheorie wesentlich
neue Bahnen erdffnet sind; den ersten und wichtigsten Schritt auf
diesem Gebiete hat Gauss*) gethan, und wir wollen zuniichst die
Thearie der von ihm eingefithrten ganeen complexen Zahlen wenig-
stens in ihren wichtigsten Grundziigen darstellen, weil hierdurch
das Verstindniss der spiiter folgenden Untersuchungen iiber die
allgemeinsten ganzen algebraischen Zahlen gewiss erleichtert wird,

Bisher haben wir unter gansen Zahlen ausschliesslich die
Zahlen

0, ilz i27 __t'?‘v _|_-4 Sis g
verstanden, nimlich alle diejenigen Zahlen, welche durch wieder-
holte Addition und Subtraction aus der Zahl 1 entstehen; diese
Zahlen reproduciren sich durch Addition, Subtiaction und Multi-
plication, oder mit anderen Worten, die Summen, Differenzen und
Producte von je zwei ganzen Zahlen sind wieder ganze Zahlen.
Dagegen fithrt die vierte Grundoperation, die Division, auf den
umfassenderen Begriff der rationalen Zohlen, unter welchem Namen
die Quotienten*) von irgend zwei ganzen Zahlen verstanden

*) Theoria residuorwm biquadraticorum. II. 1832, — Vergl. die Ab-
handlungen yon Dirichlet: Recherches sur les forimes quadratiques & coeffi
cients et & indéterminées complexes (Crelle’s Journal Bd. 24) und Unfer-
suchungen iber die Theoric der complexen Zahlen (Abh. d. Berliner Akad.
1841).

**) Dem Begriffe cines Quotienten gemiss wird es hier und im
Folgenden als selbstverstindlich angesehen, dass der Divisor oder Nenner
eine von Null verschiedene Zahl ist.
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werden; offenbar reproduciren sich diese rationalen Zahlen durch
alle vier Grundoperationen. Jedes System von rellen oder com-
plexen Zahlen, welches diese fundamentale Eigenschaft der Re-
production besitzt, wollen wir kiinftig einen Zuhlkirper oder kurz
einen Korper nennen; der Inbegriff R aller rationalen Zahlen ist
daher ein Korper, und zwar bildet er das einfachste Beispicl eines
solchen. Dieser Koérper B der rationalen Zahlen besteht nun aus
ganzen und gebrochenen, d. h. nicht ganzen Zahlen; die ersteren
wollen wir in Zukunft rationale ganze Zahlen nennen, um sie von
den neu einzufithrenden ganzen Zahlen zu unterscheiden,

Wir wenden uns nun, indem wir zur Abkiivzung V' —1 = ¢
setzen, zu der Betrachtung desjenigen Korpers J; welcher aus allen
complexen Zahlen @ von der Form

z+ 9z
besteht, wo 2z und y willkiirliche rationale Zahlen bedeuten, die
wir die Coordinaten. der Zahl o nennen wollen. Diese Zahlen @
bilden in der That einen Kérper; denn, wenn

v =2a+yi und =z 4 g0

irgend zwei solche Zahlen sind, so gehren auch ihre Summe,
Differenz, thr Product und Quotient, d. h. die Zahlen
wt B = (2 £ m)+ (h L yp)e
o = (@12 — Y1 o) + (@19 + 1 25) 8
LT WGl
B zi +y; @+ gy
demselben System o an. Dieser Korper oJ, welcher offenbar auch
alle rationalen Zahlen enthiilt, soll ein Kirper zweiten Grades oder
ein quadratischer Korper heissen, weil alle seine Zahlen o durch
wiederholte Anwendung der vier Grundoperationen aus der einen
Zahl 4 entstehen, welche eine Wurzel der mit rationalen Coeffi-
cienten hehafteten quadratischen Gleichung
@1 —0
ist. Diese Gleichung hat die Zahl —¢ zur zweiten Wurzel; ist
nn o = 4 y+ auf die angegebene Weise aus ¢ entstanden, also
eine Zahl des Kérpers ; so wird aus der Zahl — ¢ durch dieselben
Operationen die mit o conjugirte Zahl @ — y4 entstehen, die ehen-
falls dem Korper J angehért, und welche wir immer mit o’
bezeichnen wollen, Dann ist umgekehrt @ die mit o’ conjugirte
28%
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Zahl, und man tiberzeugt sich leicht, dass fiir je zwei Zahlen g, §
des Korpers J die folgenden Gesetze gelten:

(ap) = ' +5'
(mﬁ)l f— alﬁl

G-+

Unter der Norm einer Zahl @ verstehen wir das Product @@
aus den beiden conjugirten Zahlen @ und o', und wir bezeichnen
diese Norm durch das Symbol N (w); es wird daher

Nz+yi) =(@+y) (@—y) =a2+y%
und hieraus folgt, dass die Norm immer eine positive rationale

Zahl ist und nur dann verschwindet, wenn @ — 0, also 2 =10
und y = 0 ist. Da ferner («f)’ = «'f’, also

() (2p) = (') (BB")
ist, so ergiebt sich der Satz:

N(wp) = N(«) N(B),

d. h, die Norm eines Productes ist gleich dem Producte aus den
Normen der Factoren; und ein ganz ahnlicher Satz gilt offenbar
auch fiir die Quotienten.

Wir theilen nun alle Zablen des Korpers J in zwei grosse
Classen ein; eine solche Zahl @ — » + 4 soll eine ganse complexe
oder kiirzer eine ganze Zahl heissen, wenn ihre beiden Coordinaten
@, y ganze rationale Zahlen sind; ist aber mindestens eine der
beiden Coordinaten eine gehrochene Zahl, so soll auch @ eine
gebrochene Zahl heissen, Offenbar bilden die ganzen rationalen
Zahlen z einen Theil des Systems aller ganzen complexen Zahlen,
und umgekehrt ist jede ganze complexe Zahl z -+ %4, wenn sie
zugleich rational ist, nothwendig eine ganze rationale Zahl z.

Aus den obigen Formeln fiir die Summe, Differenz und das
Product zweier in J enthaltenen Zahlen leuchtet nun zunéchst ein,
dass unsere ganzen Zahlen sich durch Addition, Subtraction und
Multiplication reproduciren. Die Analogie mit der Theorie der
rationalen Zahlen veranlasst uns daher, den Begriff der Zheilbar-
Feit einzufiihren: die ganze Zahl o heisst theilbar durch die ganze
Zahl B, wenn o = {3y, und » chenfalls eine ganze Zahl ist; zugleich
heisst o ein Vielfaches oder Multiplum von 8, und B ein Theiler
oder Divisor oder Factor von &, oder man sagt auch, 8 gehein#
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auf. Aus dieser Erklirung, durch welche der Begriff der Theilbar-
keit fiir rationale ganze Zahlen nicht geiindert wird, ergeben sich
(wie in §. 3) die beiden folgenden Elementarsitze:

‘I Sind o« und B theilbar durch w, so sind auch die Zahlen
wt+ B und «—p theilbar dwrch w. Denn aus o = wey und
B = up folgt w+f = p (o & p1), und da e, B, ganze Zahlen
sind, so gilt Dasselbe auch von den Zahlen ¢, 4 g;.

1L Ist = theilbar durch X, und & theilbar durch w, so ist auch »
theilbar durch w. Denn aus % — wd und 4 = Py folgt x = («f)y,
und da « und B ganze Zahlen sind, so ist auch «f eine ganze Zahl.

Ist @ = = + y4 eine ganze Zahl, so ist offenbar die conjugirte
Zahl @' = & — y ¢ ebenfalls eine ganze Zahl, und folglich ist IV (@)
theilbar durch . Diese Norm ist immer eine positive ganze Zahl,
wenn @ von Null verschieden ist, und aus dem Satze iiber die
Norm eines Productes ergiebt sich der folgende, welcher aber
nicht umgekehrt werden darf:

Ist o theilbar durch B, so st N (o0) auch theilbar durch N ().

Unter einer Einheit wird jede ganze Zahl ¢ verstanden, welche
ein Divisor der Zahl 1 ist und folglich auch in allen ganzen Zahlen
aufgeht; nach dem vorstehenden Satze muss N(e) in N (1), d. h. in
der Zahl 1 aufgehen, und folglich muss

Ni(@=Lado hiee ==l

sein; und umgekehrt leuchtet ein, dass jede ganze Zahl & deren
Norm = 1 ist, gewiss eine Einheit ist. Setzt man nun & = z 4 y4,
50 ist #2 - 2 = 1, und da 2, y ganze rationale Zahlen sind, so ist
entweder z* — 1 und y = 0, oder # = 0 und y? = 1; man erhilt
daher die folgenden vier Einheiten
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e=1 —1,4 —14
welche man auch in der Form
b AL

zusammenfassen kann, wo # eine beliebige ganze rationale Zahl
bedeutet. In der Theorie der rationalen Zahlen giebt es nur zwei
Finheiten, néimlich die Zahlen + 1.

Sind zwei ganze, von Null verschiedene Zahlen «, f gegenseitig
durch einander theilbar, so sind die Quotienten

/i3 md 2
o

B
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ganze Zahlen, und da ihr Product = 1 ist, so sind sic nothwendig
Einheiten, mithin ist § = a ¢, wo ¢ eine Einheit; umgekehrt, wemn
dies der Fall ist, so ist auch « = ¢/, also ist jede der heiden
Zahlen o, B durch die andere theilbar. Zwei solche Zahlen heissen
associirte Zahlen, und es leuchtet ein, dass je vier associirte Zahlen

Supplement XT.

Oy 0ty — 06 — 047

bei allen Fragen der Theilbarkeit sich ganz gleich verhalten; ist
niimlich eine ganze Zahl o theilbar durch eine ganze Zahl U, 50
ist auch jede mit « associirte Zahl durch jede mit w associirte
Zahl theilbar. Wir sehen daher im Folgenden vier solche associirte
Zahlen als nicht wesentlich verschieden an.

Um nun eine ausreichende Grundlage fiir die Theorie der
Theilbarkeit in unserem Gebiete der ganzen complexen Zahlen m
gewinnen, bemerken wir zuniichst, dass jede dem Korper J an-
gehorige Zahl © = 2 + yi, mag sie ganz oder gebrochen sein,
stets als Summe von zwei Zahlen » und ®, dargestellt werden
kann, von denen die erstere » eine ganze Zahl ist, wihrend
N (o) < 1 wird; sondert man nimlich aus den rationalen Coordi-
naten z, y die nichstliegenden ganzen Zahlen 7, s aus, so wird
T =r-4x, y =S+, Wo &, i rationale Zahlen bedeuten,
deren absolute Werthe << 1 sind; setzt man daher v = » L34,
@, = & + 4, ¢, 80 wird @ = » + @;, wo v eine ganze Zahl, und

Ne)=az+yi=3i<1

ist. Hieraus ergiebt sich unmittelbar der folgende wichtige Satz:

Ist o eine belicbige ganze, und B eine von Null verschiedens
ganze Zahl, so lann man zwei ganze Zahlen vy wnd v immer so
wdhlen, dass
o=vf -+ und N(y) < N(B)
wird. ;

Da niimlich der Quotient der beiden Zahlen w, B eine dem
Korper J angehirige Zahl  ist, so kann man

o

ﬁ=v+m1, also « = v B 4+ Bw,

setzen, wo v eine ganze Zahl, und N () < 1 ist; hieraus folgt
aber, dass die Zahl y = Ba; = o.— v ebenfalls eine ganze Zahl,
und dass ihre Norm

—
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N(y) = N(B)N(w) < N(B)
ist, was zu beweisen war.

Mit Hiilfe dieses Satzes lisst sich nun die Aufgabe behandeln,
alle gemeinschaftlichen Divisoren von zwei gegebenen ganzen
Zablen «, B zu finden (vergl. §. 4); behalten niimlich » und y die
ehen festgesetzte Bedeutung, so ergiebt sich aus den obigen Ele-
mentarsitzen I. und IL, dass jeder gemeinschaftliche Divisor von
«, B auch gemeinschaftlicher Divisor von f, y ist, und umgekehrt;
man wird daher, wenn y nicht = 0 ist, wieder zwei ganze Zahlen
0 und 7 so bestimmen, dass

B=mny+ 0, und N©) < N(y)

wird, und wenn 0 noch nicht — 0 ist, wird man auf dieselbe Weise
so lange fortfahren, bis unter den successiven Divisionsresten y,
0...die Zahl Null auftritt. Dies muss nothwendig nach einer
endlichen Anzahl von Operationen geschehen, weil die Normen
dieser Reste ganze positive Zahlen sind, die bestindig abnehmen.
Ist w der letzte von diesen Resten, welcher einen von Null ver-
schiedenen Werth hat, so haben wir eine Kette von Gleichungen
von der Form

a=vpty
B==my+ad
% =04+ w0
A=rTu,

aus welcher hervorgeht, dass @ gemeinschaftlicher Divisor von e, 8,
und dass umgekehrt jeder gemeinschaftliche Divisor von , 8 noth-
wendig ein Divisor von w ist. Diese Zahl u, und ebenso jede mit
ihr associirte Zahl, heisst der grissie gemeinschaftliche Divisor von
wund B, weil er unter allen gemeinschaftlichen Divisoren die
grdsste Norm hat. Sind « und 8 rational, so ist g ebenfalls
rational und identisch mit derjenigen Zahl, welche in der Theorie
der rationalen Zahlen der grosste gemeinschaftliche Divisor von
« und § genannt wurde.

Durch Umkehrung der obigen Gleichungen, wobei man sich
wieder des Fuler’schen Algorithmus (§. 23) bedienen kann, ergiebt
sich, dass immer zwei ganze Zahlen &, # existiren, welche der
Bedingung

wbt-fn=u
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gentigen (im Falle y = 0, ¢ = § kann man ¢ = 0, n = 1 setzen),
und derselbe Satz gilt offenbar auch dann, wenn w nicht den
grossten gemeinschaftlichen Theiler von «, § selbst, sondern irgend
eine durch denselben theilbare Zahl bedeutet,

Nachdem fiir je zwei ganze Zahlen &, 8 (die nicht beide ver-
schwinden) die Existenz eines grossten gemeinschaftlichen Theilers
nachgewiesen, und zugleich cine Methode zur Auffindung desselhen
angegeben ist, leuchtet ein, dass die Lehre von der Theilbarkeit
der complexen ganzen Zahlen sich ganz #hnlich gestalten muss,
wic bei den rationalen Zahlen. Wir heben zuniichst folgende
Puncte hervor, Zwei ganze Zahlen «, 8 heissen relative Primzalilen
oder Zahlen ohne gemeinschaftlichen Divisor, wenn sie ausser den
vier Einheiten keinen gemeinschaftlichen Divisor besitzen; es gieht
dann immer zwei ganze Zahlen £, 7, welche der Bedingung

wé+pfn=1
geniigen, und umgekehrt folgt aus der vorstehenden Gleichung,
dass o, f8 relative Primzahlen sind. Ist nun o eine beliehige ganze
Zahl, so ergiebt sich aus
a(wé) + (fo)y = o,

dass jeder gemeinschaftliche Theiler von « und f e nothwendig
Divisor von o ist (vergl. § 5); wenn daher @ ebenfalls relative
Primzahl zu o ist, so folgt, dass auch das Product e relative
Primzahl zu « ist, und dieser atz, wiederholt angewendet, liefer
den folgenden:

Wenn jede der Zahlen o, o, oy . .. relative Primzahl 2u
Jeder der Zahlen By, B . . . ist, so sind auch die beiden Producte
o 0y oty ... und By By .. . velative Primeahlen.

Aus derselben Gleichung ergeben sich offenbar auch die
folgenden Sitze:
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Sind o, B relative Primzahlen, wnd ist po theilbar durch e,
50 4st auch o theilbar dureh o.

Ist o ein gemeinschaftliches Multiplum der beiden relativen
Primzahlen e, B, so ist o auch durch ihr Product o p theilbar,

Unter einer complezen Primzahl ist eine ganze Zahl z zu ver-
stehen, welche keine Einheit ist, und deren Divisoren entweder
mit m associirt oder Einheiten sind (vergl. §. 8). Ist nun « eine
beliebige ganze Zahl, so muss einer und nur einer der beiden
folgenden Fille eintreten: entweder ist ¢ theilbar durch die Prim-

e o
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zahl 7z, oder « ist relative Primzahl zu z; denn der grosste gemein-
schaftliche Theiler der beiden Zahlen e, m ist entweder associirt
mit z oder eine Einheit. Mit Riicksicht auf das Vorhergehende
folgt hieraus offenbar der Satz: !
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Wenn ein Product aus mehreren ganzen Zahlen LR
durch eine Primzahl m theilbar dst, so geht w mindestens in einem
der Factoren «, B, p . . . auf.

Jede ganze, von Null verschiedene Zahl « ist nun entweder
cine Einheit, oder eine Primzahl, oder sie besitzt mindestons
einen Divisor B, welcher weder eine Einheit, noch mit @ associirt
ist; in diesem letzten Falle heisst « eine susammengesetate Zahl,
und wenn ¢ = B4 gesetat wird, so ist auch i keine Einheit, und
da N(e) = N(B) N (4) ist, so ergiebt sich IV (¢) > N(B) > 1, weil
die vier Einheiten die einzigen Zahlen sind, deren Norm — 1 ist.
Hieraus folgt leicht (vergl. §. 8), dass mindestens eine in @ auf-
gehende Primzahl existirt; denn wenn § noch keine Primzahl,
mithin eine zusammengesetzte Zahl ist, so hesitzt sie wieder einen
Divisor 7, der der Bedingung N(8) > N(y) > 1 geniigt, und
wenn p noch keine Primzahl ist, so kann man in derselben Weise
so lange fortfahren, bis in der Reihe der Zahlen o B,y ... eine
Primzahl 7z auftritt, was nach einer endlichen Anzahl von Zer-
legungen geschehen muss, weil die Reihe der bestiindig abnehmen-
den positiven ganzen Zahlen N (w), N (8), N(y)...nothwendig
einmal abbrechen wird. Offenbar ist nun e theilbar durch = und
folglich yon der Form m ey, wo «; entweder eine Primzahl oder
eine zusammengesetzte Zahl ist; im letzteren Fall kann man
wieder ¢; = m, @y, also @ — w7 oy sebzen, wo m; eine Primzahl
bedeutet, und wenn @, noch keine Primzahl, sondern eine zu-
Sammengesetzte Zahl ist, so kann man in derselben Weise fort-
fahren, bis in der Reihe der Zahlen gy &y . . . eine Primzahl o, =,
auftritt, was, wie sich abermals aus der Betrachtung der Normen
ergiebt, nach einer endlichen Anzahl von Zerlegungen geschehen
muss.  Dann ist die zusammengesetzte Zahl

€= WH Ty ... T,

da}'gestellt als ein Product von 2 + 1 Factoren, welche siimmtlich
Primzahlen sind, Gesetzt nun, dieselbe Zahl « sei auch ein Pro-
duct aus m + 1 Primzahlen 0, 01, 05 . . . O, also

WMy . . O

.713,,:@@192 #
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so muss nach dem ohen bewiesenen Satze dic in diesem Producte «
aufgehende Primzahl z nothwendig in einem der Factoren o, [
02 ... Om z B.in o aufgehen; da aber ¢ ebenfalls eine Primzahl
ist und folglich ausser den Einheiten nur solche Divisoren besitat,
welche mit ¢ associirt sind, so muss # = ¢ 0 sein, wo & eine Ein-
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heit bedeutet, und hieraus folgt durch Division mit o die Gleichung

EMTy + oo T = 0102 « - - Om}

da nun das Product rechter Hand durch die Primzahl z; theilhay
ist, so muss zufolge derselben Schliisse die Zahl 7; mit einem der
Factoren dieses Productes, z. B. mit g, associirt, also von der
Form ¢, ¢, sein, wo & eine Einheit bedeutet. Die durch Division
mit g, entstehende Gleichung

1811705 1S s g O A Oy

kann man offenbar in derselben Weise weiter behandeln; es ergieht
sich hieraus zuniichst, dass m nicht kleiner als » ist, und dass
man m, — &0, W3 = & 03 + - . Ty — ,0, Setzen kann, wo &,
& ... & Binheiten bedeuten. Wire nun m > n, so wiirde sich

E&ELEY v . Om

ergeben, und es wire folglich ein Product von lauter Emheiten
durch mindestens eine Primzahl g, theilbar, was unmoglich ist.
Mithin ist m — », und die beiden Zerlegungen der Zahl ¢ in
Primfactoren sind wesentlich identisch, d, h. wenn in der einen
Zerlegung genau » Factoren auftreten, welche mit einer und der-
selben Primzahl « associirt sind, so finden sich auch in der anderen
Zerlegung genau # solche mit = associirte Factoren. In diesem
Sinne ist der hiermit bewiesene Fundamentalsate (vergl. §. 8)
verstehen:

& == On+10nt2. .

Jede zuswmmengesetzie Zahl lisst sich stets und wesentlich nir
auf eine cingige Weise als Product aus einer endlichen Anzahl von
Primzahlen darstellen.

Es ist nun auch nicht schwer, sich einen deutlichen Ueber-
blick iiber alle in unserem Korper J vorhandenen complexen
Primzahlen = zu verschaffen. Es giebt offenbar unendlich viele
positive ganze Zahlen, die durch eine bestimmte Primzahl z theil
bar sind (eine solche ist z B. N (%) = m=’); von allen diesen
Zahlen muss die Kleinste p nothwendig eine rationale Primaull,
d. h. eine Primzahl des Korpers R, also eine Primzahl im alten
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Sinne des Wortes sein; denn p ist > 1, weil sonst z eine Einheit
wire, und p kann auch nicht ein Product von zwei kleineren
rationalen ganzen Zahlen sein, weil sonst m als Primzahl in einer
derselben aufgehen miisste, was aber der Definition von p wider-
spricht. Jede complexe Primzahl = ist daher Divisor von einer
(und offenbar auch nur von einer einzigen) rationalen Primzahl p,
und es werden folglich alle complexen Primzahlen = entdeckt
werden, wenn man die Divisoren aller rationalén Primzahlen P
aufsucht. Es sei daher p eine positive rationale Primzahl, und =
eine in p aufgehende complexe Primzahl, so ist NV (x) ein Divisor
von p* = N(p), und folglich ist N (=) entweder = p oder — p?2;
je nachdem der erste oder zweite Fall eintritt, wollen wir = eine
Primzahl ersten oder zweiten Grades nennen. Im ersten Fall ist
p=nn' = N(mw) das Product aus zwei conjugirten Primzahlen
ersten Grades, weil offenbar =’ stets gleichzeitig mit # eine Prim-
zahlist; im zweiten Fall ist p — me, N (e) = 1, also ist p associirt
mit # und folglich selbst eine complexe Primzahl zweiten Grades.

Die Entscheidung iiber das Eintreten des einen oder anderen
Falles je nach der Beschaffenheit der rationalen Primzahl p wiirde
sich augenblicklich aus der Theorie der binfiren quadratischen
Formen von der Determinante — 1 ergeben (§. 68); allein unser
Hauptziel besteht gerade darin, nachzuweisen, dass die Theorie
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- der Formen tiberhaupt entbehrlich ist, oder vielmehr, dass sie auf

die einfachere und zugleich tiefer eindringende Theorie der ganzen
algebraischen Zahlen zuriickgefiihrt werden kann. Wir suchen
daher auch hier unserc Aufgabe selbstindig zu losen. Es leuchtet
nun ein, dass der zweite Fall jedesmal Statt finden muss, wenn
p = 3 (mod. 4) ist; denn da die Norm einer jeden ganzen com-
plexen Zahl eine Summe von zwei ganzen rationalen Quadratzahlen
ist und folglich, durch vier dividirt, den Rest 0, 1 oder 2 lisst, je
nachdem beide Quadrate gerade, oder eines, oder beide ungerade
sind, so kann der evste Fall hochstens dann eintreten, wenn D=2
oder p = 1 (mod. 4) ist. Wir erhalten hiermit das erste Resultat:

Jede positive rationale Primzall p von der Form 4 - 3 ist
eine complexe Primeahl weiten Grades.

Der Fall p = 2 erledigt sich unmittelbar durch die Bemer-
kung, dass

2=N(—)=Q0—)1+)=i(—i)

ist, und liefert das Resultat:
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Die Zahl 2 ist associirt mit dem Quadrate der Primzahl ersten
Grades 1 —.

Es handelt sich jetzt nur noch um die rationalen Primzahley
p von der Form 4/ 1; die Entscheidung wird sofort gegeben,
sobald man aus der Theorie der rationalen Zahlen den Satz (§. 40)
entlehnt, dass die Zahl — 1 quadratischer Rest von jeder solchen
Zahl p ist, dass also eine ganze rationale Zahl « existirt, fiir welche
22+ 1, d. h. das Product (z 4 4) (# —¢) durch p theilbar ist; da
néimlich keiner der beiden Factoren z + 4, # — ¢ durch p theilbar
ist, so kann (nach dem obigen Satze) p keine complexe Primzahl
sein, und folglich ist p gewiss das Product aus zwei conjugirten
Primzahlen ersten Grades = und =»'. Setzt man w — a4 b4, o
ergiebt sich auf diese Weise der Fermat'sche Satz (§. 68)

p ="a®+ b2

Die beiden Primzahlen =, =’ konnen nicht associirt sein, weil aus
a—bi =" (a+ bi) entweder b = 0, oder ¢ = 0, oder a2 = j#
folgen wiirde, was alles unmoglich ist. Mithin ergiebt sich das
letzte Resultat:

Jede positive rationale Primzahl p von der Form 4 b+ 1 ist
das Product aus swei conjugirten, nicht associirten complexen Prin-
zahlen ersten. Grades.

Will man aber den obigen Satz aus der Theorie der quadrati-
schen Reste nicht voraussetzen, so ergiebt sich dasselbe Resultat
im weiteren Fortgange der Theorie unserer complexen Zahlen, wie
folgt. Zwei ganze complexe Zahlen «, f heissen congruent in
Bezug auf eine dritte w, den Modulus, wenn ihre Differenz a—f
durch w theilbar ist, und dies wird durch die Congruenz

o« = f (mod. )

angedeutet. Es leuchtet dann ohne Weiteres ein, dass die elemen-
taren Sitze tiber Congruenzen (§. 17) von den rationalen Zahlen
unmittelbar auf die complexen Zahlen iibertragen werden diirfen,
und es ergiebt sich ebenso wie frither (§. 26), dass eine Congruen
nten Grades, deren Modulus eine complexe Primeakl ist, nicmals
mehr als » incongruente Wurzeln besitzen kann, Ist nun p eine
positive rationale Primzahl von der Form 47 4 1, so wird die
Congruenz (p — 1)t Grades

or—1 =1 (mod. p)
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durch mindestens p incongruente Zahlen o, némlich durch @ = ¢
und (nach § 19) durch @ =1, 2, 3 . . . (p — 1) befriedigt; mithin
ist der Modulus p keine complexe Primzahl, und hieraus folgt

" dasselbe Resultat wie oben.

Nachdem die Grundlagen der Theorie der complexen ganzen
Zahlen im Vorhergehenden gewonnen sind, wollen wir uns darauf
beschriinken, einige wenige Fragen zu behandeln, bei deren Aus-
wahl uns der Wunsch leitet, gewisse Begriffe, welche in der spiiter
folgenden allgemeinen Theorie der ganzen algebraischen Zahlen
auftreten werden, an dem einfachen, uns vorliegenden Beispiel
des Korpers J zu entwickeln.

Ist w eine ganze complexe und zwar von Null verschiedene
Zahl, so theilen wir alle ganzen complexen Zahlen in Zuhl-Classen
¢in, indem wir zwei Zahlen stets und nur dann in dieselbe Classe
aufnehmen, wenn sie in Bezug auf w congruent sind (vergl. §. 18);
der Grund fiir die Moglichkeit einer solchen Eintheilung liegt
darin, dass zwei mit einer dritten congruente Zahlen nothwendig
auch mit einander congruent sind. Wir stellen uns die Aufgabe,
die Anzahl dieser verschiedenen Classen zu bestimmen. Zu diesem
Zweck betrachten wir vorliufig nur eine einzige von diesen Classen,
niimlich den Inbegriff m aller derjenigen Zahlen, welche durch g
theilbar, d. h. = 0 (mod. g) sind. Dieser Inbegriff m ist identisch
mit dem System aller Zahlen von der Form w (z 4 y14), wo  und y
willkiirliche ganze rationale Zahlen bedeuten. Auf solche homogene
lineare Formen, in welchen die Variabelen ganze rationale Zahlen
sind, werden wir in der Folge sehr hiufig stossen, und wir wollen,
wenn z B. @, B irgend welche reelle oder complexe Constanten,
z und y aber willkiirliche ganze rationale Zahlen bedeuten, den
Inbegriff aller in der Linearform wa + By enthaltenen Werthe
7ur Abkiirzung mit dem Symbol [, B] bezeichnen, welches also
von jetzt an in ganz anderer Bedeutung gebraucht wird, als frither
bei dem Euler'schen Kettenbruch-Algorithmus. Die beiden Con-
stanten «, §, welche wir die Basiszahlen des Systems [a, #] nennen,
konnen nun auf unendlich mannigfaltige Weise abgedndert,
d. h. durch andere Basiszahlen «;, 8, ersetzt werden, und zwar so,
dass das System [e;, B;] vollstéindig identisch mit dem System [e, 8]
bleibt. Dies wird z. B. immer dann eintreten, wenn zwischen den
beiden Paaren von Basiszahlen zwei Relationen von der Form

o = poy + qPi, I3=Nl+>j/31‘
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Statt finden, wo p, ¢, 7, s vier ganze rationale Zahlen hedeuten,
deren Determinante
ps—qr=+1
ist; denn hieraus folgt umgekehrt
S oi—sa—qf - Bi——yaph,

mithin ist jede Zahl, welche dem einen der beiden Systeme [«, f]
[ B1] angehort, auch in dem anderen enthalten, was wir kum
durch [«, §] = [« B:] ausdriicken wollen.

Eine solche Transformation der Basis wollen wir auf unseren
Fall anwenden, in welchem es sich um das System

m = [y, wi
aller durch @ theilbaren Zahlen g (x + ) handelt. Wir bezeichnen
mit m die grosste in @ aufgehende positive ganze rationale Zahl
und setzen demgemiiss

w=m(p—qi), wi=m(q+ pi),
wo p, ¢ ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler
bedenten; hierauf wihlen wir (nach §. 24) zwei ganze rationale
Zahlen , s, welche der Bedingung
ps—qr—=-:1
geniigen, und setzen
a=p*+¢ b=prtgs
s0 ist
ma=p.w¥q.pui

mb+i)=r.uts.wi
und hieraus folgt nach der obigen Bemerkung, dass diese beiden
Zahlen m a und m (b 4 ) ebenfalls eine Basis des Systems m hilden,
d. h. es wird s

m = [ma, m (& -+ 9)].

Mit Hiilfe dieser Transformation kinnen wir leicht die Anzahl
aller in Bezug auf den Modul w incongruenten Zahlen bestimmen.
Denn, wenn

0= h4 ki
eine heliebige gegebene ganze complexe Zahl ist, so erhiilt man
die Classe, welche aus allen mit ihr congruenten Zahlen
0 = Ny + ki
besteht, indem man
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oy =0 +max++m@+i)y,
=h+maz+mby, b ="~k+my

also

sotzt, wo z, y alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen; aus der
Form dieser beiden Gleichungen geht aber hervor, dass man
merst i, hieraut z immer und nur auf eine einzige Weise so be-
stimmen kann, dass

0lh<m uwd 0k <ma

wird. Es giebt daher in jeder Classe einen und nur einen Reprii-
sentanten @; = &y + F; 4, welcher den beiden vorstehenden Bedin-
gungen geniigt; mithin ist die Anzahl aller verschiedenen Classen

gleich der Anzahl aller verschiedenen, diese Bedingungen erfiillen-

den Paare hy, %, also gleich dem Producte m?a = N (u) aus der
Anzahl m der Werthe von £; und der Anzahl ma der Werthe
yon hy.  Wir erhalten mithin das folgende Resultat:

Die Anzahl aller in Bezug ouf den Modul w incongruenten
Zahlen ist = N (w).

Eis hat nun auch keine Schwierigkeit, die Anzahl ¢ (u) aller
derjenigen von diesen incongruenten Zahlen zu bestimmen, welche
relative Primzahlen zum Modul p sind; diese Function 1 (u) hat
fiir unsere jetzige Zahlentheorie augenscheinlich dieselbe Wichtig-
keit, wie die Funection g (m) fiiv die Theorie der rationalen Zahlen
(§§ 11—14, 138); durch Betrachtungen, welche den damals an-
gestellten ganz dhnlich sind, findet man

¥(w) =1,
wenn w eine Einheit ist, somst aber

1
v@ =N (1—57):
wo das Productzeichen sich auf alle wesentlich verschiedenen, in u
aufgehenden Primzahlen = hezieht; ausserdem ist
P (t pa) = ¥ () ¥ (12)
wenn @, u, relative Primzahlen sind, und
29(9) = N(w)s
Wo das Summenzeichen sich auf alle wesentlich verschiedenen
Divisoren & der Zahl w bezieht. Ist ferner m relative Primzahl

70y, 50 ist stets
@V =1 (mod. w),
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was dem Satze von Fermat entspricht (§§. 19, 127). Wir miissen
aber der Kiirze halber die Durchfithrung der Beweise dieser Siitze
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dem Leser iiberlassen, und wir diirfen dies um so eher thun, als
wir spiter (§. 174) dieselben Fragen in ihrer allgemeinsten Form

behandeln werden. .

Dagegen wollen wir noch mit einigen Worten auf den Zu.
sammenhang eingehen, welcher zwischen der Theorie der com.
plexen ganzen Zahlen und derjenigen der quadratischen Formen
von der Determinante — 1 hesteht. Wir haben oben das System
m = [w, wi] aller durch w theilbaren Zahlen in die Fomm
[ma, m (b +-4)] gebracht, wo die Zahlen m, a, b nach gewissen Regeln
aus der gegebenen Zahl y abzuleiten waren; von diesen drei Zahlen
waren m und ¢ vollig bestimmt, wihrend & von der Wahl der
beiden Hiilfszahlen #, s abhing; jedes andere Paar #;, s;, welches
der Bedingung

el —
geniigt, ist (nach §. 24) von der Form
rn=r+hp, s =s-+hq,

wo & eine willkiirliche ganze rationale Zahl bedeutet, und liefert
an Stelle von & die Zahl
by =pri+gss =b+ha =0 (mod. a);

die rationalen Zahlen &; durchlaufen daher alle Individuen einer
vollig hestimmten Zahlclasse in Bezug auf den Modul g, und es ist
offenbar gleichgiiltig, welchen Repriisentanten & dieser Classe man
wihlt. Dieselbe lisst sich auch direct, ohne Zuziehung der Hilfs-
zahlen 7, s definiren; da néimlich ¢ = p? + ¢ ist, so ergiebt sich
aus der Definition von &, dass :

rb=g¢
ist, und da jede der beiden gegebenen Zahlen p, g, weil sie keinen
gemeinschaftlichen Theiler haben, nothwendig relative Primzahl
zu @ ist, 80 ist & durch jede einzelne dieser beiden Congruenzen
vollstindig bestimmt in Bezug auf den Modul a. Quadrirt man
eine dieser Congruenzen und bedenkt, dass p? = — ¢ (mod. 4)
ist, so ergiebt sich

qb =—p (mod. a)

b? =—1 (mod. a);
es ist folglich
B=—14ac,
Wo ¢ eine ganze rationale (positive) Zahl, und (a, b, ¢) ist eine
quadratische Form von der Determinante — 1. Nun sind alle

)
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durch g theilbaven, also in dem System m enthaltenen Zahlen A
von der Form
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h=mz+ 0+ 0)y),
wo z, y willkiirliche ganze rationale Zahlen bedeuten, und durch

Multiplication mit der conjugirten Zahl A’ erhilt man, weil
mia = N (w) ist, das Resultat

N(4) = N(u) (az? +2bzy + cy?).
Auf diese Weise fiihrt jede bestimmte ganze complexe Zahl u zu |
einer bestimmten Schaar von parallelen*) quadratischen Formen |
(a, by ¢), deren Determinante — — 1 ist, )
Umgekehrt, wenn (a, b, ¢) eine solche (positive) Form, und '
folglich \

ac = (b+1)(b—1)

ist, so bezeichnen wir mit ¢ den grossten gemeinschaftlichen Theiler
der beiden ganzen complexen Zahlen ¢ und & + 4, und setzen

b+i=By;
da mun e, B relative Primzahlen sind und beide in der Zahl
¢c= fB(b—1) aufgehen, so muss diese durch das Product ap
theilbar sein, und folglich ist

CZﬁé\, b—¢ = a6,
wo o ebenfalls eine ganze complexe Zahl bedeutet. Ersetzt man,
was stets erlaubt ist, alle hier auftretenden Zahlen durch die
conjugirten Zahlen, so ergiebt sich
b+i—ca'd,
und da y der grosste gemeinschaftliche Theiler dieser beiden

Zahlen ist, so muss die in beiden aufgehende Zahl «' nothwendig
auch in y aufgehen; setzt man demgemiiss

a=ay,

0= u"y',

Vic=x6 0l
80 folgt :
¢ =ceed = eN(w),
mithin ist e eine positive ganze Zahl, und da dieselbe in 7, also
auch in § 44 aufgeht, so muss sie = 1 sein. Wir erhalten daher
=, also
a —lwe =" N(o),

b+1=Ba;

*) Vergl. §. 56, Anmerkung.
Dirichlet, Zahlentheorie.
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da aber b 44 = a0/, so folgt 8! = B, 0 = B/, mithin
c=pp = N@B), b—i=ap"

Man setze nun

o=p+qi, p=r+si,
so folgt
s a=p*+q, c=r"+s
b=pr+gs, 1=ps—qr,

mithin geht die Form (1, 0, 1) durch die Substitution (fl’; L) in die
Form (a, b, ¢) iiber (§. 54); unsere Theorie der ganzen comI.)l.exex}
Zahlen liefert also unmittelbar den Beweis, dass alle (positiven)
Tormen von der Determinante — 1 Hquivalent sind (§. 68). —
Genau in derselben Weise, wie hier die ganzen complexen
Zahlen z -y ¢ untersucht sind, wiirden sich noch manche andt.are
Gebicte von ganzen Zahlen behandeln lassen. Bedeutet z. B {) eine
Wurzel von einer der folgenden acht quadratischen Gleichungen

P2+0+1=0,024+0+2=0, g24+2=0,02+0+3=0
#2+0—1=0,02—2=0,0*—3=0, 02+ 60—3=0,
und lisst man z, y alle ganzen und gebrochenen rafionalen Zahlen
durchlaufen, so bilden die entsprechenden Zahlen von der .Fom
#-+y0 einen quadratischen Korper; nach der allgemeinsten

Definition der ganzen algebraischen Zall, welche wir im néichsten
Paragraphen aufstellen werden, sind von diesen Zahlen 0

alle und nur diejenigen als ganze Zahlen anzusehen, deren Coordi- |

naten @, y ganee rationale Zahlen sind. In jedem der acht auf -

diese Weise gebildeten Gebiete [1, 0] von ganzen algelfraisch'en
Zahlen gelten nun dieselben Fundamentalgesetze iiber die Theil-
barkeit und die Zusammensetzung der Zahlen aus solchen Zahl'en,
welche den Namen von Primzahlen verdienen. Dies ergiebt"swh
sofort durch die Bemerkung, dass in allen diesen Fillen der gros‘sﬁ
gemeinschaftliché Theiler von zwei solchen ganzen Zahlen sich
durch den bekannten Divisionsprocess finden lisst; man .erkemft
auch eben so leicht den Zusammenhang dieser Zahlgebicte m{t
den quadratischen Formen theils erster, theils zweiter Art (§ 61)
deren Determinanten die acht Zahlen

gy e b

+5 +2, +3 +13 '
sind, In den letzten vier Fillen giebt es zwar unendlich ﬂel.e
Einheiten (welche den siimmtlichen Losungen der Pell’schen Glei-
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chung entsprechen), doch wird hierdurch die Theorie dieser Gebicte
nicht wesentlich erschwert. Die genannten Formen bilden jedesmal
eine einzige Classe; nur fiir die Determinante - 3 giebt es zwei
(lassen, welche aber durch Multiplication mit — 1 in einander
ithergehen (vergl. §§. 175, 176).

Es giebt ferner Zahlengebicte, in welchen zwar der genannte
Divisionsprocess (wenigstens in seiner obigen, einfachsten Form)
nicht mehr gelingt, in welchen aber dennoch dieselben (resetze
der Zusammensetzung der Zahlen aus Primzahlen gelten. FEin
Beispiel hierzu liefert das Gebiet der ganzen Zahlen von der Form
#4160, wo 0 eine Wurzel der Gleichung

e+ 04+5=0
ist; die entsprechenden quadratischen Formen zweiter Art von der
Determinante — 19 bilden wieder nur eine einzige Classe.

Giinzlich anders verhélt es sich aber z. B. mit dem Gebiete
[1, ] der ganzen Zahlen von der Form z -+ y 0, wo 6 eine Wurzel
der Gleichung

0245 =0
bedeutet, und z, y wieder alle ganzen rationalen Zahlen durch-
laufen, Hier gelingt der genannte Divisionsprocess nicht mehr,
und zugleich tritt hier zum ersten Male die eigenthiimliche Er-
scheinung auf, dass Zahlen, welche nicht weiter in Factoren von
kleinerer Norm zerlegt werden kinnen, doch nicht den Charakter
von eigentlichen Primzahlen hesitzen, dass vielmehr eine und die-
selbe Zahl hiufig auf mehrere, wesentlich verschiedene Arten als
Product von solchen unzerlegharen Zahlen dargestellt werden
kann; es ist z. B. die Zahl 6 gleich
2.3 = (140 1—0),

und jede der vier Zahlen 2, 8, 1+ () eine unzerlegbare Zahl*),
Die entsprechenden quadratischen Formen von der Determinante
—5 zerfallen in zwei verschiedene Classen, als deren Reprisen-
tanten die Formen (1, 0, 5) und (2, 1, 8) angesehen werden kinnen
(8. 71), und hiermit hiingt die eben beschriehene Erscheinung un-
trennbar zusammen.

Dieselhe Erscheinung tritt bei unendlich vielen anderen Gebieten
von ganzen algebraischen Zahlen in Korpern zweiten oder hheren
Grades auf; in allen diesen Fillen schien es ein durchaus hofi-

*) Vergl. §. 167.
29



452 Supplement X1

nungsloses Unternehmen, die Zusammensetzung und Theilbarkeit
der Zahlen auf einfache Gresetze zuriickfithren zu wollen. Allein,
wie es sich bei dhnlicher Lage der Dinge schon ofter in der Ent-
wicklung der mathematischen Wissenschaften ereignet hat, so ist
auch hier diese scheinbar uniiberwindliche Schwierigkeit zur Quelle
ciner wahrhaft grossen und folgenschweren Entdeckung geworden;
in der That fand Kummer®) bei der Untersuchung derjenigen
Zahlengebiete, auf welche das Problem der Kreistheilung fiihet,
dass die alten Euclidischen Gesetze der Theilbarkeit auch in diesen
(rebieten ihre volle Geltung wiedererlangen, sobald dieselben durch
die Einfithrung neuer Zahlen, die er ideale Zahlen nannte, vervoll-
stindigt werden. Dasselbe Resultat fiir jedes, aus einer beliebigen
algebraischen Gleichung entspringende Gebiet von ganzen Zahlen
zu erreichen, ist nun die Aufgabe, die wir in diesem letzten
Supplemente des vorliegenden Werkes behandeln und dadurch 16sen
wollen, dass wir die Grundlagen einer allgemeinen Zahlentheorie
entwickeln, welche alle speciellen Fille ohne Ausnahme umfasst.

§ 160.

Wir beginnen unsere allgemeine-Theorie mit folgenden Defini-
tionen. Eine Zahl « heisst eine algebraische Zahl, wenn sie die
Wurzel einer algebraischen Gleichung ist, d. h. einer Gleichung
von der Form

' gt et g e e, = 0, (0]
welche einen endlichen Grad » und rationale Coefficienten ay,
Gy ... Up—1, 4y besitzt, wihrend der hochste Coefficient immer
= 1 vorausgesetzt wird; sie heisst eine ganze algebraische Zall
oder kiirzer eine gange Zahl, wenn sie einer Gleichung von der
vorstehenden Form geniigt, deren Coefficienten ay, s - . - @r—1, &
simmtlich ganze rationale Zahlen sind; jede andere, nicht ganze
algebraische Zahl heisst eine gebrochene Zahl.

Um jedes Missverstindniss zu vermeiden, bemerken wir zunéichst,
dass jede algebraische Zahl immer unendlich vielen verschiedenen
algebraischen Gleichungen geniigt; denn man erhiilt z. B. aus der
obigen Gleichung immer eine neue algebraische Gleichung, went
man sie mit einem beliebig gewihlten Aggregat

®) Zur Theorie der complezen Zuhlen (Crelle’s Journal Bd. 35).
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o™ +Z1 ol + SR + Ly -1 & +mm
multiplicirt, dessen Coefficienten @y, @, ...z, rationale Zahl

sind; unter allen Gleichungen, denen eine und dieselBé Zahtr o
ceniigt, hat diejenige die grosste Wichtigkeit, welgh el € o
sten Grad besitzt, und wir werden spiiter sehen, dassdli
dieser Gleichung gewiss ganze Zahlen sind, wend
Zahl ist; fiir jetzt wollen wir aber nur darauf aufmeéMSgmcmacher
dass, wenn etwa einer oder mehrere der Coefficienten a;,
Uy -« Uy, @ der Gleichung (1) gebrochene rationale Zahlen
sein sollten, hieraus allein noch keineswegs folgt, dass die Zahl «
selbst eine gebrochene Zahl ist; denn dieselbe Zahl ¢ kann recht
wohl einer anderen Gleichung mit lauter ganzen Coefficienten
geniigen, also eine ganze Zahl sein. So z B. geniigt die Zahl
w= V2 = 14142136 . . . der Gleichung
o3+ tou?—20—1 =0,

in welcher ein Coefficient gebrochen ist; sie geniigt aber auch der
Gleichung

w2 —2 =10
und ist folglich eine ganze Zahl.

Sodann ist es erforderlich uns zu versichern, dass der neue,
erweiterte Begriff der ganzen Zahl mit dem alten, engeren Sinn
desselben Wortes niemals in Widerspruch gerathen kann, Zuniichst
leuchtet ein, dass jede ganze rationale Zahl g auch eine ganze
algebraische Zahl ¢, nimlich die Wurzel « der Gleichung o.— g=0
ist; wir miissen aber auch umgekehrt beweisen, dass jede ganze
algebraische Zahl «, welche zugleich im Korper R der rationalen
Zahlen enthalten ist, auch eine ganze rationale Zahl, d. h. eine
ganze Zahl im alten Sinn des Wortes ist. Dies geschieht leicht
auf folgende Weise. Da « eine ganze algebraische Zahl ist, so
gentigt sie einer Gleichung von der Form (1), in welcher die
Coefficienten ¢y, @y . . . 4,1, @, ganze rationale Zahlen sind; da
ferner « eine rationale Zahl ist, so kann man

iy

= ,
setzen, wo s und n ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaftlichen
Theiler sind; multiplicirt man nun die Gleichung (1) mit »?, so
ergiebt sich, dass m? theilbar durch » ist; da aber m und folglich
auch m” relative Primzahl zu # ist, so folgt aus dieser Theilbarkeit,
dass n =+ 1, also & = + m ist, was zu beweisen war.
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Genau auf dieselbe Weise wiirde sich auch zeigen lassen, dass
jede ganze algebraische Zahl «, welche dem im vorigen Paragraphen
behandelten Korper f angehort, nothwendig eine ganze complexe
Zahl ist, und umgekehrt leuchtet ein, dass jede ganze complexe
Zahl @ — z 4 y4 die Wurzel einer Gleichung von der Form

o —2zw +@24-92) =0
und folglich eine ganze algebraische Zahl ist.

Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir zu der genaueren
Untersuchung der gamzen Zahlen iihergehen und zuniichst die
folgenden Fundamentalsitze beweisen.

1. Die gamzen Zahlen reproduciven sich dwreh Addition, Sub-
traction und Multiplication, d. h. die Swmmen, Differenzen und
Producte von je zwei ganzen Zahlen o,  sind ebenfalls ganze Zuhlen,

Beweis. Da a, f ganze Zahlen sind, so gelten zwei Gleichungen
von der Form

er =2t Hmoetyet o fx, et

Bi=t+mnP+uypfr+ - -+ y,_ip?
in welchen die Coefficienten @y, ; . .. %, 1, 9y - +. Yo SAmmt-
lich ganze rationale Zahlen sind. Wir setzen rs = » und be-
zeichnen mit

@)

(VS e
die % Producte von der Form

) P

lx, ﬁs 3

welche man erhélt, wenn man jede der » Potenzen

@p—y, @y

Lo ot s Sar=1
mit jeder der s Potenzen
B2 el
multiplicirt. Ist nun o eine belichige der drei Zahlen <,

« — f3, %, so leuchtet ein, dass jedes der » Producte
DD, OOy ...00,

entweder unmittelbar in der Form

oy +hyoy + -0 o,
enthalten ist, wo Ay, Ay ...k, ganze rationale Z&hlenl hedeuten,
oder doch (falls #' = »—1 oder s’ = s — 1 ist) mit Zuziehung
der Gleichungen (2) auf diese Form gebracht werden kann. Aus
den so erhaltenen n Gleichungen
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0oy = h. o, +Hoy 4+ - e,
0w, = hloy+ Wy + - AT, 3)
;o ca. e : }b‘l"l" ml. +- By i B @y,
folgt aber durch Elimination der n Grossen o, o, : S Ony unter
denen sich die von Null verschiedene Zahl 1 hefindet, die Gleichung
By—, Ry I,
Ty s ml ) (4)
h.(l"). ., .hg.”) L izf;‘)-w

entwickelt man die Determinante nach Potenzen von @ und multi-
plicirt mit (— 1)*, so nimmt diese Gleichung folgende Form an
o+l fhor—? 4 b kg0 -k, =0,
wo die Coefficienten ky, &y . . - n—y, by durch Addition, Subt.raction
und Multiplication aus den 2?2 mit bezeichnetel.l ganzen t-atlonajlen
Zahlén gebildet und folglich ebenfalls ganze rationale Zahlen sind.
Mithin ist @ eine ganze Zahl, was zu beweisen war. .
Offenbar gelangt man durch wiederholte Anwendung rhe.ses
Satzes zu dem allgemeineren Resultat, dass jede ganze Function
von beliehig vielen Variabelen, deren Coefficienten lauter ganze
Zahlen sind, immer zu einer ganzen Zahl wird, sobald fii1j die
Variabelen ganze Zahlen substituirt werden. Ausser dieserAElgen-
schaft, welche unsere allgemeinen ganzen Zahlen mit den ratlona?en
ganzen Zahlen gemein haben, besitzen die ersteren aber noch eine
weitere Reproduction, welche in dem folgenden Satze enthalten ist:

9. Jede Wurzel o ciner Gleichung, deren hichster Coefficient
=1, und deven iibrige Coefficienten. ganze Zahlen sind, ist ebenfalls
ame ganze Zahl.

Beweis. 7ufolge der Annahme ist @ die Wurzel einer Glei-
chung von der Form

o" et fon—24 ... =0, (5)
Wo ¢, B . . . & ganze Zahlen, d. h. Wurzeln von Gleichungen
er gl S g, =0 ;
B bt b b =0 ©

671_*_61811;1 oot ey =020
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mit ganzen rationalen Coefficienten ¢, & ... ¢ sind.
w=mrs ... und bezeichnen mit @;, @, . .
von der Form

. &, alle n Producte

ml ot Rsl v’
7 B S LT e v

welche man erhiilt, wenn man aus jeder der Reihen

1, @, @ .., gn-1
1y e 2 odi=t
1, B, Br... Bt
e e e o
ein beliebiges Glied @™', a?’, 85’ . .. g als Factor wihlt. Dam

leuchtet wieder ein, dass jedes der n Producte

DO, OO,...00,

entweder uamittelbar in der Form
hyoy 4-hywy + - by,

enthalten ist, wo 7, fy . . . h, ganze rationale Zahlen bedeuten,
oder doch (falls m' = m — 1 ist) mit Zuziehung der Gleichungen
(5) und (6) auf diese Form gebracht werden kann; und hieraus
folgt genau wie bei dem Beweise des vorhergehenden Satzes, dasso
eine ganze Zahl ist, was zu heweisen war.

Als einen speciellen Fall, von welchem wir 6fter Gebrauch
machen werden, erwihnen wir den folgenden Satz: ist « eine ganze
Zahl, und sind 7, s ganze positive rationale Zahlen, so ist auch
VM eine ganze Zahl,

§ 161,

Eine ganze Zahl o heisst theilbar durch eine ganze Zahl §,
wemn o« = By, und y chenfalls eine ganze Zahl ist, und ebenso
iibertragen wir die anderen Ausdrucksarten, welche in der Theorie
der rationalen Zahlen zur Bezeichnung der Theilbarkeit einer Zahl
durch eine andere gebriiuchlich sind, auf unser Gehiet. von ganzen
Zahlen. Zuniichst ergeben sich wieder dieselben heiden Elementar-
scitze.

L Sind o und B theilbar durch w, so sind auch die Zallen
o+ B und o — B theilbar durch .

Wir setzen

?
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1L Ist % theilbar dwrch A, und A theilbar durch w, so ist auch »
theilbar durch w.

Die Beweise derselben beruhen offenbar auf der im ersten
Satze des vorigen Paragraphen bewiesenen Reproduction der
ganzen Zahlen durch Addition, Subtraction und Multiplication
(vergl. §§. 3, 159).

Unter einer Finheit verstehen wir jede ganze Zahl, welche in
der Zahl 1 und folglich auch in jeder ganzen Zahl aufgeht.
Offenbar ist ein Product von beliebig vielen Einheiten immer
wieder eine Einheit, und da der reciproke Werth einer Einheit,
ferner jede Wurzel aus einer Einheit ebenfalls eine Einheit ist, so
reproduciren sich die Einheiten durch Multiplication, Division und
Wurzelausziehung. Es giebt unendlich viele Einheiten; denn jede
Wurzel einer Gleichung, deren hichster und niedrigster Coefficient
Einheiten, und deren iibrige Coefficienten beliebige ganze Zahlen
sind, ist immer wieder eine Einheit.

Wenn zwei ganze, von Null verschiedene Zahlen o, 8 gegen-
seitig durch einander theilbar sind, so sind ihre beiden Quotienten
ganze Zahlen und zwar Einheiten, weil ihr Product — 1 ist. Es
ist folglich # = @&, wo ¢ eine Finheit bedeutet; umgakehrt, wenn
dies der Fall ist, so ist 1 = e&, wo &' ebenfalls eine Einheit
bedeutet, und folglich & — &’ Zwei solche Zahlen o, f sollen
associirte Zahlen heissen; aus dieser Definition ergiebt sich sofort,
dass zwei mit einer dritten associirte Zahlen auch mit einander
associirt sind, und hierauf heruht die Moglichkeit einer Eintheilung
aller ganzen Zahlen in Systeme von associirten Zahlen, in der
Weise, dass zwei beliebige ganze Zahlen demselben oder zwei
verschiedenen Systemen zugetheilt werden, je nachdem sie associirt
sind oder nicht. So lange es sich nur um die Theilbarkeit der
Zahlen handelt, verhalten sich alle mit einander associirten Zahlen
wie eine einzige Zahl; denn, wenn & durch w theilbar ist, so ist
auch jede mit o associirte Zahl theilbar durch jede mitw associirte
Zahl,

Die Definition von relativen Primzahlen kann auf verschiedene
Arten gefasst werden; diejenige, welche uns augenblicklich am
weitesten fithren wird, obwohl sie etwas formell ist und deshalb
wohl nicht als die beste bezeichnet werden darf, lautet folgender-
massen: Zwei ganze Zahlen «, B heissen relative Primzahlen, wenn
es zwei ganze Zahlen & # giebt, welche der Bedingung

b+ fn=1
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geniigen. In der That gewinnt man hieraus leicht die folgenden
Sitze:

Ist o relative Primzahl zu B und zu p, so ist o auch relative
Primzahl zu dem Product §p.

Denn zufolge der Annahme existiven ganze Zahlen & 7, &, /',
welche den Bedingungen

ettpn=1, wf tyn' =1
geniigen, und hieraus folgt durch Multiplication die Existenz von
zwei ganzen Zahlen i
El =ik El L Byl yEns - m! = o

welche der Bedingung

a4+ By =1

geniigen, was zu beweisen war. Durch wiederholte Anwendun
dieses Satzes ergiebt sich seine Verallgemeinerung:

Ist jede der Zahlen oy, oy, oy . . . velative Primeahl zu jeder
der Zahlen By; By ..., so sind dic Producte o oscy . . . und
By By . . . relative Primzahlen.

Multiplicirt man ferner die obige Gleichung, welche ausdriickt,
dass @,  relative Primzahlen sind, mit einer beliebigen ganzen
Zahl @, so erhilt man @ — wwé + B on, woraus sich ohne Wei-
teres die folgenden Sitze ergeben:

Sind a, B relative Primzahlen, und ist B o thedbar durch o,
so st auch o theilbar durch o.

Ist o cin gemeinschafiliches Multiplum von ziwet relativen Prim-
zahlen o, B, so ist @ auch durch das Product e theilbar.

Es leuchtet ferner ein, dass, wenn o, 8 relative Primzahlen
sind, auch jeder Divisor von « relative Primzahl zu jedem Divisor
von f3 ist; und so liessen sich noch sehr viele andere Sitze aus
den vorhergehenden durch Combination ableiten, die wir aber
ithergehen, weil sie uns doch keinen wesentlichen Dienst leisten
wiirden. Auf einen Punct miissen wir indessen hier noch auf-
merksam machen. Offenbar ergiebt sich aus der obigen Definition
auch der folgende Satz:

Jeder gemeinschaftliche Divisor von swei relativen Primzahlen
ist nothwendig eine Tinheit.

Ob aber auch die Umkehrung dieses Satzes gilt, ob also zwel

ganze Zahlen, welche ausser den Einheiten keine gemeinschaft-
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lichen Divisoren besitzen, immer relative Primzahlen im Sinne der
obigen Definition sind, dies zu entscheiden sind wir mit den
augenblicklich uns zu Gebote stehenden Hiilfsmitteln noch nicht
im Stande. Erst spiter (§.175) wird uns dies gelingen, und zwar
werden wir folgenden allgemeinen Satz beweisen: 3

Zwer belicbige gamze Zahlen «, B besitzen immer einen gemein-
schaftlichen Divisor 8, welcher in der Form a& 4 gn darstllbar
ist, wo & m gamee Zahlen bedeuten, und diese Zahl & wird folglich
durch jeden gemeinschaftlichen Theiler von o und B theilbar sein.

Hieraus ergiebt sich dann sofort, dass die eben aufgeworfene
Frage zu bejahen ist, und man wird die obige Definition, ohne
ihren Inhalt zu #ndern, durch folgende einfachere ersetzen konnen:
awei ganze Zahlen heissen relative Primzahlen, wenn sie ausser
den Einheiten keinen gemeinschaftlichen Divisor besitzen.

Wenden wir uns bei dieser vorliufigen Orientirung im Gebiete
aller ganzen Zahlen endlich noch zu dem Begriffe der Primzahl,
so wiirden wir nach Analogie der Theorie der rationalen Zahlen
unter einer Primzahl eine solche ganze Zahl o verstehen, welche
keine Einheit ist, und deren simmtliche Divisoren entweder Ein-
heiten oder mit e associirt sind. Allein es folgt aus dem zweiten
Satze des vorigen Paragraphen, dass diese Bedingungen einen
Widerspruch enthalten, dass also eine solche Zahl gar nicht existi-
ren kann; denn wenn die ganze Zahl « keine Einheit ist, so ist
auch die ganze Zahl Ve keine Einheit, und sie ist auch nicht
associirt mit «, aber sie ist ein Divisor von «. Ueberhaupt geht
aus dem genannten Satze leicht hervor, dass jede ganze Zahl, die
keine Einheit ist, immer und zwar auf unendlich viele wesentlich
verschiedene Arten in eine beliebig vorgeschriebene Anzahl von
ganzen Factoren zerlegt werden kann, von denen keiner eine Ein-
heit ist. In dem von uns bis jetzt betrachteten, aus allen ganzen
Zahlen bestehenden Gebiete findet daher eine unbeschrinkte Zer-
legharkeit Statt.

Das System aller ganzen Zahlen ist ein Theil von dem System
aller algebraischen Zahlen®), und man iiberzeugt sich leicht, dass

*) Dass es ausser den algebraischen noch andere, sogenannte érams-
cendente Zahlen giebt, ist meines Wissens zuerst von Liowville bewicsen
(Sur des classes tres-étendues de quantités dont la valewr w'est wi algébrique,
ni méme réductible ¢ des ivrationnelles algébriques; Journ. de Math. t.XVI,
1851). Einen anderen Beweis findet man in der Abhandlung von G. Cantor:
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das letatere einen Kdrper bildet; denn aus dem Beweise des erstey

Satzes im vorigen Paragraphen geht hervor, dass die Summen,
Differenzen und Producte von je zwei algebraischen Zahlen, mtjgel{
sie ganz oder gebrochen sein, jedenfalls wieder algebraische Zahlen
sind, und ausserdem leuchtet unmittelbar ein, dass der reciproke
Werth einer von Null verschiedenen algebraischen Zahl, folglich
auch jeder Quotient von zwei algebraischen Zahlen ebenfalls eine
algebraische Zahl ist. Um nun von diesem Korper, in welchen
die ganzen Zahlen, wie wir gesehen haben, eine unbeschriinkts
Zerlegharkeit besitzen, zu solchen Gebieten zu gelangen, innerhalh
deren die Zerlegharkeit eine begrenzte ist, miissen wir aus den
Korper aller algebraischen Zahlen Korper von viel einfacherer
Constitution aussondern, welche wir endliche Korper nennen, und
deren Beschaffenheit wir in den néichsten Paragraphen beschreiben
wollen.

§. 162,

Es ist schon oben bemerkt, dass eine und dieselbe algebraische,
ganze oder gebrochene Zahl ( unendlich vielen verschiedenen
Gleichungen geniigt; dies konnen wir auch so ausdriicken, dass es
unendlich viele, mit rationalen Coefficienten behaftete, ganze
Functionen von einer Fariabelen t giebt, welche fir ¢ = 8 ver-
schwinden, Unter diesen Functionen muss es offenbar eine solche
geben

SO =+ atr=t Lgin24 0 | a,, (1)

Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zuhilen
(Borchardt’s Journal Bd. 77). Man vermuthet, dass die Ludolph’sche Zaliln
eine solche transcendente Zahl ist; allein selbst die viel einfachere Frage
ither die Méglichkeit der geometrischen Quadratur des Cirkels, d. h. die
Frage, ob die Zahl 7 die Wurzel einer solchen algebraischen Gleichung ist,
welche durch eine Kette von Gleichungen zweiten Grades auflosbar ist
hat bis auf den heutigen Tag noch nicht entschieden werden konnen
(vergl. Huler: De yelatione inter ternas pluresve quantitates instituends.
§ 10. Opusc. anal. T. IT, 1785). Dagegen hat Ch. Hermite (in der Ab-
handlung Sur la fonction exponenticlle, 1874) zuerst den strengen Beweis
geliefert, dass die Basis ¢ des natiirlichen Logarithmensystems eine frans:
cendente Zahl ist.

f

1
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welche von allen den wiedrigsten. Grad n und zugleich die Zahl 1
zum hochsten Coefficienten hat.
Um die Bedeutung einer solchen Function f(f) und der ihr
entsprechenden Gleichung i
J(0) =0 )
in das rechte Licht zu setzen, erinnern wir zunéchst an einige sehr

hekannte Eigenschaften aller, mit beliebigen Coefficienten behafteten,
ganzen Functionen von ¢. Diese Functionen reproduciren sich

* durch Addition, Subtraction und Multiplication, und von zwei

solchen Functionen A, B heisst die erstere theilbar durch die
letatere, wenn identisch 4 — M B, und M ebenfalls eine ganze
Function von ¢ ist. Jede von Null verschiedene Constante muss
als eine ganze Function vom Grade Null angesehen werden, und
da sie in jeder ganzen Function aufgeht, so spielt sie bei diesen
Betrachtungen die Rolle einer Einheit; die Zahl Null selbst, wenn
sie als eine ganze Function von ¢ aufgefasst wird, ist als gradlos
anzusehen. Ist A eine beliebige, B aber eine von Null verschie-
dene ganze Function, so gelangt man durch Division immer zu
einer Identitéit von der Form

A= MB+ C,

wo M und C, der sogenannte Quotient und Rest, zwei vollig be-
stimmte ganze Functionen sind, deren letztere von niedrigerem
Grade als B ist oder identisch verschwindet; im letzteren Falle,
und nur in diesem, ist A theilbar durch B; die Coefficienten von
M und € werden stets durch rationale Operationen, d. h. durch
Addition,, Subtraction, Multiplication und Division aus den Coeffi-
cienten von 4 und B abgeleitet. Es liegt nun auf der Hand, dass
man, genau wie in der Theorie der rationalen oder complexen
ganzen Zahlen (§§. 4, 23, 159) durch eine endliche Kette solcher
Divisionen den sogenannten grossten gemeinschaftlichen Theiler H
von A und B findet; und durch Umkehrung dieser Kette, wobei
wieder der Euler'sche Algorithmus anzuwenden ist, erhdlt man
eine Identitéit von der Form
A4, + BB, = H,

wo A;, B, ganze Funectionen bedeuten, deren Coefficienten, wie
diejenigen von H, auf rationale Weise aus denen von 4 und B ge-

bildet sind, Ist Z eine Constante, so heissen 4 und B relative
Primfunctionen oder auch Functionen ohne gemeinschaftlichen
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Theiler, und man darf in der vorstehenden Gleichung, ohne die
eben genannte Eigenschaft der Coefficienten von 4;, B; aufm.
geben, / — 1 annehmen.

Nach. dem.von Gauss zuerst bewiesenen Fundamentalsatze dey
A‘lgebra liisst sich jede ganze Function von hoherem als dem ersten
Grade stets und wesentlich nur auf eine einzige Weise als ein
Product von ganzen Functionen ersten Grades darstellen; es wer-
den daher in der Theorie der Theilbarkeit der ganzen Functionen
50 lange man alle existirenden Zahlen als Coefficienten zuliisst, nm3

die linearen Functionen, diese aber auch alle, die Rolle von Prim-

functionen spielen. Ganz anders aber verhiilt es sich, wenn man
nur das Gebiet aller derjenigen ganzen Functionen untersucht, deren
Coefficienten simmtlich einem bestimmten Korper, z B. dem Korper
R der rationalen Zahlen angehoren, auf welchen einfachsten Fall
Wir uns kier beschriinken diirfen. Ts leuchtet ein, dass man von
Je zwei solchen Functionen 4, B durch die genannten rationalen
Operationen immer wieder zu ganzen Functionen

AiBa AB1 M Ca }L -A:h Bl

gef'viihrt wird, deren Coefficienten cbenfalls rationale Zahlen sind; aber
es st nicht mehr moglich, jede solche Function als Produc,t von
11.11ezu'en F_actoren mit rationalen Coefficienten darzustellen. In
.thesem Gebiete giebt es vielmehr unendlich viele Functionen von
Jjedem Grade 7> 0, die durch keine #ihnliche Function niedrigeren
Grmr]e.s (ausser den Constanten) theilbar sind, ‘und jede solche
Fm.mtlon soll eine grreductibele oder eine Primfuﬁetion (in Bezug
a}d den Kérper R) heissen, weil sie in unserem Functionen -Ge-
b%ete offenbar dieselbe Rolle spielt, wie eine Primzahl in dem Ge-
bxete.der ganzen rationalen Zahlen. Ist z. B. B eine solche Prim-
function, und 4 eine beliehige Function in diesem Gebiete, so ist
.A entweder theilbar durch B oder relative Primfunction zu 7B, und
im let.ztereu Falle giebt es zwei, demselben Gehiet angehorende
Functllonen Ay, B, welche der Bedingung 4 4, - BB, =1 geniigen.

Eine solche irreductibele Function ist nun auch die oben mit
Jf (£) bezeichnete Function (1); denn besiisse sie (ausser den Con-
stanten) einen Divisor f (£) von niedrigerem Grade und mit ratio-
nalen Coefficienten, so wiire f(t) = f, (£) 2 (t), und f () wire
eben.faus eine Function von niedrigereni Grade und mit rationalen
Coefficienten; da nun f(f) = 0 ist, so miisste wenigstens einer der
Factoren f, (), f;(0) verschwinden, aber dies steht im Wider-
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spruch mit der Definition von jf (f). Jeder algebraischen Zahl 0
entspricht daher eine irreductibele Function f(t), und wir bemer-
ken, dass auch die Gleichung (2) eine irveductibele Gleichung ge-
nannt wird, Jede heliebige ganze Function ¢ (f) mit rationalen
(oefficienten ist nun entweder theilbar durch f£(), oder sie hat
mit £ (¢) keinen gemeinschaftlichen Theiler, und dann giebt es zwel
solche ganze Functionen 9 (£), fi () mit rationalen Coefficienten,
welche der Bedingung

VOO HfOLD =1 3)

identisch geniigen. Im ersteren Fall, und nur in diesem, ist
¥ () = 0; ist diese Function ¢ (f) ebenfalls irreductibel, so miissen
¥(t) und f(f) gegenseitig durch einander theilbar und folglich
identisch sein, wenn der hochste Coefficient von () ebenfalls
— 1 ist; mithin ist die Function f (f) durch ihre obige Definition
yollig bestimmt.

Aus dem Vorstehenden ergiebt sich zugleich, dass, wenn § eine
ganze Zahl ist, die Coefficienten ay, ... @ der Function f(t) eben-
falls ganze Zahlen sein miissen. Denn § gentigh (nach § 160) einer
Gleichung ¥ () =0, deren sémmtliche Wurzeln ganze Zahlen sind;
da nun ¢ (t) durch f(¢) theilbar ist, so sind alle » Wurzeln der
Gleichung £(0) = 0 cbenfalls ganze Zahlen, und hieraus folgt
unsere Behauptung (nach §. 160. Satz 1.), weil die Zahlen —a;,
+ ty, —a . . . durch Addition und Multiplication aus diesen
Wurzeln gebildet sind.

Nach diesen Vorbemerkungen bilden wir nun aus einer he-
stimmten algebraischen Zahl 0, welche die Wurzel einer irreduc-
tibelen Gleichung f(f) = 0 vom Grade » ist, ein System £ von
unendlich vielen algebraischen Zahlen @ von der Form

o = ¢ (0), (5]
WO

o) =a + ot at?t - ettt (6))

jede ganze Function von ¢ bedeutet, deren Grad <n ist, und deren
Coefficienten g, @1, #y - - - Zu—y beliebige rationale, ganze oder ge-
brochene Zahlen sind. Zuniichst leuchtet ein, dass jede solche in
© enthaltene Zahl o nur auf eine einzige Weise, d. h. nur durch
ein einziges Coefficientensystem in der angegebenen TForm o (6)
darstellbar ist; denn wenn @, (6) = @, (0) ist, WO @1, P2 specielle
Functionen von der Art wie ¢ bedeuten, so muss die Differenz
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91(£) — @, (f) identisch verschwinden, weil sonst ¢ einer Gleichung
geniigen wiirde, deren Grad <u wire,

Sodann wollen wir beweisen, dass das System & ein Kirper
ist, mit welchem Namen wir hier wie immer ein System von Zahlen
bezeichnen, die nicht simmtlich verschwinden und die sich durch
die rationalen Operationen reproduciren. Hierzu schicken wir die
Bemerkung voraus, dass 2 auch jede Zahl von der Form % (0) ent-
hiilt, wo 4 (t) eine ganze Function mit rationalen Coefficienten von
belichigem Grade bedeutet; denn wenn man ¢ (£) durch JS(t) dividirt,
so erhiilt man als Rest eine Function ¢ (f) von der obigen Form
(5), und zugleich ist ¢ (6) = @ (A). Hieraus folgt zuniichst, dass
die Zahlen ® von der Form (4) sich durch Addition, Subtraction
und Multiplication reproduciren, weil die Summen, Differenzen und
Producte von je zwei Functionen w(f) wieder solche Functionen
sind.  Ist ferner 9 () von Null verschieden, also o (t) nicht theil-
bar durch f(#), so findet eine Identitit von der Form (3) Statt,
mithin ist ¢ (6)¢; () = 1, d. h. der umgekehrte’ Werth ciner
Jeden (von Null verschiedenen) Zahl o — ¥ (0) ist wieder eine
solche Zahl ¢, (6), und folglich ist jeder Quotient von zwei Zahlen o
ebenfalls in & enthalten. Also ist & wirklich ein Korper.

Da die Zahl @ = ¢ (6) sich auf den ersten Coefficienten z;
reducirt, wenn alle iibrigen—0 gesetzt werden, so ist der Korper B
der rationalen Zahlen ginzlich enthalten in unserem Korper 2,
oder, wie wir uns ausdriicken wollen, R ist ein Divisor von &.
Diese Figenschaft, alle rationalen Zahlen zu enthalten, kommt aber
nicht blos solchen Korpern & zu, wie sie hier betrachtet sind,
sondery jedem beliehigen Korper A; denn wenn « irgend eine
von Null verschiedene Zahl in 4 ist, so muss die Zahl 1, als Quo-
tient der beiden Zahlen ¢ und g, ebenfalls in A4 enthalten sein,
und hieraus ergiebt sich unsere Behauptung, weil jede rationale
Zahl durch eine endliche Anzahl von rationalen Operationen aus
der Zahl 1 erzeugt werden kann. Unter allen Korpern ist B daher
der einfachste oder kleinste.

Wir wollen nun einen Korper &, welcher auf die oben ange-
gebene Weise aus einer algebraischen Zahl ¢ entspringt, einen
endlichen Korper und zwar einen Korper nton Grades nenner,
wenn () eine Wurzel einer irreductibelen Gleichung # ten Grades
ist. Aus dieser Definition, welche wir hier nur deshalb gewilhlt
haben, um an allgemein hekannte Begriffe anzukniipfen, geht aber
nicht unmittelbar hervor, dass der Grad u, welcher zwar. fiir dié
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Zahl 0 von wesentlicher Bedeutung ist, ebenso charalkteristisch fiir
den aus @ erzeugten Kérper & sein muss, und man kann zweifeln,
ob nicht derselbe Korper £ auf dieselbe Weise auch aus einer Wir-
zel einer irreductibelen Gleichung erzeugbar ist, die einen von #
verschiedenen Grad besitzt. Dass dies in der That unmdoglich
ist, werden wir am besten erkennen, wenn wir uns auf den folgen-
den, fiir unsere ferneren Untersuchungen unentbehrlichen Begriff
stiitzen *).

Ein System von x bestimmten Zahlen e, «, . . . %, nennen
wir ein drreductibeles System, wenn die Summe

€ =20 +Zyotg - - Tyon,

jedesmal einen von Null verschiedenen Werth erhilt, sobald z,,
zy .. . @, rationale Zahlen sind, die nicht alle verschwinden; zu-
gleich nennen wir die Zahlen ey, &, . . . @, von einander wnablhin-
gig. Wenn es aber # rationale Zahlen 2y, 2 ... z, giebt, die nicht
alle verschwinden, und fiir welche &=0 wird, so heisst das System
der n Zahlen o, oy . .. o4 ein reductibeles System, und diese
# Zahlen heissen abhingig von einander *).  Aus dieser Definition
ergiebt sich der folgende, leicht zu verallgemeinernde Satz.

Wenn die n Zahlen By, By . . . Bu von einander unubhingig,
unddic n?* Coefficienten ¢ rationale Zahlen sind, so bilden die
n Zuhlen

e Gy A - 6B,
e Ci’ﬁl +0g(32 St +‘?'::ﬁn

% = 6" By ok eV By - B,

ein reductibeles oder irreductibeles System, je nachdem die Deter-
minante

*) Vergl. Dirichiet: Verallgemeinerung eines Satzes aus der Lehre von
den Kettenbrichen mebst einigen Anwendungen auf die Theorie der Zahlen
(Berliner Monatsberichte, April 1842).

**) Allgemeiner: die # Zahlen ¢, @ . . . @, bilden ein irreductibeles
System in Bezug auf einen Korper K, wenn jedes System von # Zahlen
Ty @y oo @,, die dem Korper K angehdren, aber nicht simmtlich ver-
schwinden, eine von Null verschiedene Summe ¢ = S, erzeugt. Der-
selbe Begriff lisst sich auch anf rationale Functionen von beliebig vielen
Variabelen ausdehnen.

Dirichlet, Zahlentheorie. 30
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Gi—=Nrkcfiel ol
verschwindet oder nicht verschwindet.

Bedeuten niimlich #;, 2, . . . 2, beliebige rationale Zahlen, o

wird die Summe

o=@ 0t a0nt - + @y On
die Form
(L= ?]lﬁl +y2ﬂ2+ PSS +'ynﬁn»
annehmen, wo die »n Zahlen
o= 1ty F w4 P,
+ P2

Y = Cyity + s+ - -
= + (;,(1")1'“

ebenfalls rational sind, und da By, B, . . . B, ein irreductibeles
System bilden, so wird & stets und nur dann verschwinden, wenn
diese % Zahlen 4, 4 . ..y, simmtlich verschwinden. Dies ist,
wenn (' von Null verschieden, bekanntlich nur dann moglich, wenn
die g Zahlen @y, @, . .. @, ebenfalls verschwinden; also bilden die
n Zahlen oy, oy . .. o, in diesem Fall ein irreductibeles System,
Wenn aber C = 0 ist, so wollen wir beweisen, dass wirklich » ra-
tionale, nicht simmtlich verschwindende Zahlen z,, #, ... z, existiren,
fiir welche jede der » Zahlen y, %5 ... 4., also auch a, verschwindet,
Unmittelbar leuchtet dies fiir den Fall ein, wo alle 2 Coefficienten
¢® und folglich auch alle » Zahlen o, @y . . . &, verschwinden,
weil man dann berechtigt ist, die » Zahlen z,, @, . . . 2, ganz will-
kiirlich zu withlen. Wenn aber die Coefficienten ¢ nicht alle ver-
schwinden, so diirfen wir, ohne die Allgemeinheit zu heeintriich-
tigen, voraussetzen, dass die Determinante m!» Grades

! (o
Yn = Cu®1 + Gy % 1 - -

VL (1)

GG e

1 "

ChyiiCa s 0
Di—

i " (m)

(oA e

einen von Null verschiedenen Werth besitzt, withrend alle aus den
Elementen von € gebildeten Unterdeterminanten hdheren Grades
verschwinden; in diesem Fall sind offenbar die m Zahlen ey, ¢ . ..t
wieder von einander unabhiingig, aber sie bilden, wie jetzt gezeigt
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werden soll, mit jeder der iibrigen Zahlen iy aly Ol 3 e e Ol
deren Anzahl n —m =1 ist, ein reductibeles System. Bezeichnen
wir mit 2, Uy . . . Uy, Uy 1 willkiirliche Variabele, so nimmt die
Determinante (m -+ 1)t Grades

G o sl it

' " ‘ 1
GoallC o Spltat )
/ 1 (m N 1
GEG e A e

Uy, Uy v o Uy 3 U1

nach den Variabelen geordnet, die Form

v = Diw; + Dytty + - - - + Dyt + Dty 11

an, wo Dy, D, ... D, Determinanten mten Grades aus den Ele-
menten ¢, also rationale Zahlen sind, wie D. Dann geniigt man
allen Forderungen, indem man 2, = D,, 2, = D D)
#y41 = D, und alle iibrigen Zahlen Tmya . .« Tny, Wenn solche
noch vorhanden sind, = 0 setzt; denn zufolge dieser Substitution
erhilt y, denselben Werth wie die vorstehende Summe v, wenn
darin
Uy = Gy Uy = Gy o oo Uy == (V) Bl g == (VD

gesetzt wird; da nun die entsprechende Determinante » nach
unseren Voraussetzungen immer verschwindet, sowohl wenn » < m,
als wenn 7 > m ist, so werden die simmtlichen # Grossen Y1y Yz oo Yn
durch unser System von rationalen Zahlen 1y Ty« « . Ty zum Ver-
schwinden gebracht, und unter den letzteren ist wenigstens eine,
nimlich #,, . ; = D, von Null verschieden, Aus der Gleichung

Dlul +D2062+ R "}‘Dm”m+D“m+1 =0

folgt zugleich, dass schon die m -~ 1 Zahlen oy, . .. Oy, Oy 4y
also jedenfalls auch die  Zahlen oy, o . . . e, ein reductibeles
System bilden, was zu beweisen war. ;

Wir wollen nun den Begriff des irreductibelen Systems und
den vorstehenden Satz auf den aus allen Zahlen ® von der Form
®(0) bestehenden Korper & anwenden. Zuniichst leuchtet ein,
dass die folgenden # in & enthaltenen Zahlen

]7 0, ()‘2 oo 01;—-1
30%
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ein irreductibeles System bilden, Dasselbe wird folglich stets und

auch nur dann von n solchen in & enthaltenen Zahlen

e RSO z g1
oy =gy +ail oo et

Supplement XT.

@y = 2 4 2?0 & - - + a0t
gelten, sobald die aus den n? rationalen Coefficienten 2;” gebildete

Determinante |
/
e /R 1:(1:1)——1
einen von Null verschiedenen Werth hat; in diesem Fall erhéilt man

durch Umkehrung der vorstehenden Gleichungen die folgenden

1 = P 4= P2 @2 4 - Py
0 :pllml + 1’;&72 + BT + ]’;Lmn
1 = gDy 4 Ve, -+ Py,

wo die n2 Coefficienten p® ebenfalls rationale Zahlen sind, und
hieraus folgt, dass jede beliebige in & enthaltene Zahl
0 — g(f) =z + @0 o a0t
stets und nur auf eine einzige Weise in die Form
D= hlwl + ]J/gﬁ?g + S + hnﬁ)n (7)
gebracht werden kann, wo hy, Ay - . - I rationale Zahlen bedeuten,
wihrend umgekehrt einleuchtet, dass jedes System von 7 rationalen
Zahlen Jis, ho . . . I, nothwendig eine in & enthaltene Zahl o er-
zeugt. Aus diesem Grunde wollen wir ein jedes solches System
von » unabhingigen Zahlen oy, @, . . . @, eine Basis des Korpers
£ nennen, und die » rationalen Zahlen iy, %; . . . ki, sollen die auf
diese Basis beziiglichen Coordinaten der ihnen entsprechenden
Zahl o heissen.
Es leuchtet ferner ein, dass jedes System S von mehr als n Zal-

len, welche alle dem Korper & angehoren, nothwendig ein reduc- -

tibeles System ist; denn wenn man aus einem solchen System §
zunichst % Zahlen @, ®, ... ®, nach Belieben herausgreift, s0
sind sie entweder von einander abhiingig, und dann versteht es sich
von selbst, dass § ein reductibeles System ist; oder sie hilden eie
Basis von &, und dann ergiebt sich dieselbe Folgerung, weil Jede
andere in S enthaltene Zahl @ von der Form (7) ist. Wi sind
daher zu folgendem Resultat gelangt:
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Aus einem Korper & vom Grade n lassen sich stets m von eimn-
ander wnabhingige Zahlen auswdillen, wihrend je n--1 in 8
enthaltene Zahlen von einander abhingig sind.

Hiermit ist, wie man leicht erkennt, wirklich der Nachweis ge-
liefert, dass die Zahl » in dem oben angegebenen Sinne charak-
teristisch fiir den Korper & ist; ja man kénnte ohne Schwierigkeit
anch den umgekehrten Satz beweisen, dass jeder Korper £2, aus
welchem sich 2, aber nicht mehr unabhingige Zahlen auswihlen
Jassen, auch unendlich viele solche Zahlen § enthélt, welche Wur-
zeln von irreductibelen Gleichungen nte» Grades sind, und deren
jede diesen Kérper & in der oben beschriebenen Weise erzeugt;
die obige Eigenschaft wiirde daher am besten als Definition eines
Korpers vom Grade n dienen konnen *). Wir gehen aber auf diese,
fiir die hohere Algebra sehr wichtige und leicht zu verallgemei-
nernde Untersuchung hier nicht ein, weil sie fiir unsere Zwecke
enthehrlich ist. ;

§. 163,

Da eine irreductibele Function f(#) mit ihrer Derivirten f(f)
keinen gemeinschaftlichen Theiler, und folglich eine irreductibele
Gleichung ntn Grades n von einander verschiedene Wurzeln hat,
deren jede einen Korper nte» Grades erzeugt, so entstehen gleich-
zeitig n Korper &, die wir, mogen sie alle verschieden sein oder
nicht, conjugirte Kérper nennen werden, Um aber die Bezichun-
gen zwischen diesen Korpern schirfer aufzufassen, ist es zweck-
missiz, von einer anderen, viel allgemeineren Definition auszu-
gehen.

Es geschicht in der Mathematik und in anderen Wissen-
schaften sehr hiufig, dass, wenn ein System £ von Dingen oder
Elementen e vorliegt, jedes bestimmte Element o nach einem ge-
wissen Gesetze durch ein bestimmtes, ihm entsprechendes Element
@' ersetzt wird; einen solchen Act pflegt man eine Substitution zu

¥ Vergl. die zweite Auflage dieses Werkes, § 159. — Versteht man
unter einem Divisor ecines Korpers £ jeden Korper, dessen simmtliche
Zahlen auch in £ enthalten sind, so kann man auch so definiren: ein
Kérper heisst ein endlicher Korper, wenn er nur eine endliche Anzahl von
Divisoren besitzt; aber hierbei kommt der Begriff des Grades nicht un-
mittelbar zum Vorschein.
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nennen, und man sagt, dass durch diese Substitution das Element
in das Element o, und ebenso das System & in das System &’ der
Flemente @’ iibergeht. Die Ausdrucksweise gestaltet sich noch
etwas bequemer, wenn man, was wir thun wollen, diese Substitution
wie eine Abbildung des Systems & auffasst und demgemiss ' dag
Bild von o, ebenso &' das Bild von & nennt*).

Wir wenden nun diesen Begriff auf einen beliebigen, endlichen
oder unendlichen Zohlenkirper & an, betrachten aber nur solch
Substitutionen, durch welche jede in & enthaltene Zahl o wieder
in eine Zahl o' iibergeht, die wir als Bild von @ durch Anhiingung
eines Accentes hezeichnen wollen, In dieser Allgemeinheit aufgefasst,
wiirden solche Substitutionen indessen noch sehr wenig Interesse
darbieten; wir fragen vielmehr, ob es mdglich ist, die Zahlen @ des
Korpers & in der Weise durch Zahlen o’ abzubilden, dass alle
awischen den Zahlen © bestehenden vationalen Bezichungen sich
vollstindig awf die Bilder o' iibertragen; oder mit anderen Worten,
wir verlangen, dass, wenn aus beliebigen Zahlen e, f, » . .. des
Kérpers £ durch rationale Operationen eine Zahl @ abgeleitet ist,
welche folglich ehenfalls in £ enthalten ist, durch dieselben ratio-
nalen Operationen aus den Bildern «/, 8', ¢’ . . . immer das Bild o'
der Zahl @ entstehen soll. Eine solche Substitution oder Abbil-
dung wollen wir eine Permutation des Korpers & nennen. Da jeds
rationale Operation aus einer endlichen Anzahl von einfachen Addi-
tionen, Subtractionen, Multiplicationen und Divisionen zusammen-
gesetzt ist, so leuchtet ein, dass eine Abbildung stets und nur dan
eine solche Permutation ist, wenn fiir je zwei in & enthaltene
Zahlen ¢, B die folgenden vier Gesetze gelten:

(e +p) =o'+ B’ {
(6 —p) =o' —p @
(ef) = o' B ®)
G) =7 0

Von diesen fiir eine Permutation charakteristischen, d. h, er-
forderlichen und hinreichenden Bedingungen verlangt die letste

*) Auf dieser Fihigkeit des Geistes, ein Ding o mit einem Ding of 7
vergleichen, oder o auf o’ zu beziehen, oder dem w ein ' entsprechen
zu lassen, ohne welche ein Denken iiberhaupt nicht moglich ist, beruht,
wie ich an einem anderen Orte nachzuweisen \,ewuchen werde, auch die
gesammte Wissenschaft der Zahlen,
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offenbar, dass die Bilder o' nicht alle verschwinden; umgekehrt,
wenn eine Abbildung P diese Eigenschaft besitzt und ausserdem
den Gesetzen (1) und (3) gehorcht, so ergeben sich hieraus, wie
wir jetzt beweisen wollen, die Gesetze (2) und (4), und folglich ist
P eine Permutation des Korpers £. In der That, aus der Glei-
chung (1) folgt unmittelbar die Gleichung (2), wenn man, was
offenbar erlaubt ist, die willkiirliche Zahl « des Korpers & durch
die ebenfalls in & enthaltene Zahl (o — B) ersetzt; ebenso darf
man in (3), wenn 8 von Null verschieden ist, e durch den Quo-
tienten « : 3 ersetzen, wodurch man zunéchst

(Ao o { ’
« (3}
erhilt; wire nun B’ = 0, so wiirden die Bilder e’ von allen in £
enthaltenen Zahlen e verschwinden, was aber im Widerspruch mit
unserer ausdriicklichen Voraussetzung steht; mithin ist g’ von
Null verschieden, und es gilt folglich das Gesetz (4), was zu be-
weisen war. .

Bs ergiebt sich ferner, dass das System &', in welches der
Korper & durch eine Permutation P iibergeht, wieder ein Korper
ist. Beriicksichtigt man némlich, dass &’ aus allen und nur solchen
Zahlen &', B’ hesteht, welche Bilder von Zahlen o, # des Korpers £
sind, und dass jede von Null verschiedene Zahl B’ des Systems &'
aufolge (1) gewiss das Bild einer von Null verschiedenen Zahl f
des Korpers & ist, so ergiebt sich, dass die Summen, Differenzen,
Producte und Quotienten von je zwel in &' enthaltenen Zahlen
o', B! ebenfalls dem System &' angehoren, weil sie zufolge der
Gesetze (1), (2), (3), (4) ebenfalls Bilder von Zahlen des Korpers £
sind; mithin ist 2’ ein Korper, was zu beweisen war.

Wir bemerken zuniichst, dass je zwei von einander verschie-
dene Zahlen «, B des Korpers & auch von einander verschiedene
Bilder o/, B’ hesitzen, weil sonst zufolge (2) das Bild der von Null
verschiedenen Zahl (¢ — f3) verschwinden wiirde, was, wie wir oben
schon hewiesen haben, nicht moglich ist. Mithin ist jede be-
stimmte im Korper &' enthaltene Zahl @' das Bild von einer ein-
zigen, vollig bestimmten Zahl o des Korpers £, und folglich kann
man der Permutation P, durch welche £ in &' iibergeht, eine Ab-
bildung P—1 des Korpers &' gegeniiberstellen, durch welche jede
bestimmte in &/ enthaltene Zahl @’ in diese hestimmte Zahl o des
Kérpers @ iibergeht; diese neue Abbildung ist aber gewiss eine
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Permutation des Korpers £'; denn wenn «!, ! zwei beliehige
Zahlen des Korpers &/, und «, # die ihnen entsprechenden Zahlen
des Korpers £ bedeuten, so gehen zufolge (1) und (3) die Zahlen
o'+ B’ und o’ 8 des Kirpers &' durch P—! in die Zahlen « +5

und «f iber. Wir wollen jede dieser heiden Permutationen P-

und P—! die wmgekehrte oder énverse der anderen nennen, di
beiden Korper £ und &’ sollen conjugirte Korper, und je zwei
einander entsprechende Zahlen @ und w' sollen conjugirte Zahlen
heissen.  Da offenbar jeder Korper & eine Permutation besita,
durch welche jede seiner Zahlen in sich selbst iibergeht, und
welche wir die ddentische Permutation von & nennen wollen, so ist
Jjeder Korper mit sich selbst conjugirt. Wenn ferner zwei Korper
£, " mit einem dritten Q' conjugirt sind, so sind sie auch mit
einander conjugirt; denn wenn jede Zahl @ des Korpers & durch
eine Permutation P in eine entsprechende Zahl w’ des Korpers 2,
und jede Zahl @' des letsteren durch eine Permutation @ in eine
entsprechende Zahl o des Kirpers & tibergeht, so ist, wie man
sich leicht iiberzeugt, diejenige Substitution, durch welche jede
Zahl o des Korpers & in die entsprechende Zahl o des Korpers Q"
iibergeht, in der That eine Permutation des Korpers &. Dieselhe
heisst die Resultante von P und @ und wird durch das Symbol P
bezeichnet, welches folglich nur dann einen Sinn hat, wenn ) eine
Permutation desselben Kérpers £/ ist, welcher durch die Permuta-
tion P erzeugt wird; zugleich ist die inverse Permutation (P ¢)-1
= @1 P, und allgemein ist PP~ die identische Permutation
von &.

Es ist schon erwiilnt, dass jeder Korper £ alle rafionalen
Zahlen enthéilt; setzt man nun ¢ = f§, so ergiebt sich aus (4),
dass 1/ = 1 ist, und hieraus folgt mit Riicksicht auf die Gesetze
(1); @), (8), (4), dass jede rationale Zahl, weil sie durch eine
endliche Anzahl von Additionen, Subtractionen, Multiplicationen
und Divisionen aus der Zahl 1 entsteht, durch die Permutation P
in sich selbst iibergeht. Der Korper R der rationalen Zahlen,
welcher offenbar der einzige Korper ersten Grades ist, besitzt
daher keine andere, als die identische Permutation. Ist ferner d
eine bestimmte Zahl des Korpers &, und 4 (f) eine mit rationalen
Coefficienten behaftete rationale Function von #, deren Nenner fiir
t = @ nicht verschwindet, so ist auch 3 (0) eine in & enthaltene
Zahl, und das System aller dieser, durch 6 rational darstellbaren
Zahlen v () bildet fiir sich einen Korper, welcher zweckmiissig

3
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durch R () hezeichnet wird; wenn nun die Zahl  durch die
Permutation P in @' iibergeht, so folgt aus den obigen Gesetzen,
dass die Zahl @ = 9 () in die Zahl o’ = 3 (0’), also der Korper
R(0) in den Korper R (0') iibergeht. Nehmen wir endlich an,
dass 0 eine algebraische Zahl, also die Wurzel einer Gleichung

= ¢ (0) ist, wo ¥ (t) cine ganze Function mit rationalen Coeffi-
cienten bedeutet, so muss, weil 0’ = 0 ist, auch 0 = % (@) sein,
und folglich ist die mit @ conjugirte Zahl §” auch eine algehraische
Zahl; und wenn 0 eine ganze Zahl ist, so ist 6’ ebenfalls eine
ganze Zahl.

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen, welche sich auf alle
Kérper & und deren Permutationen P beziehen, kehren wir zur
Untersuchung eines endlichen Korpers & vom Grade g zuriick und
stellen uns die Aufgabe, alle seine Permutationen zu finden. Da
alle Zahlen @ eines solchen Kiorpers & oder R (f) aus einer
Wurzel § einer irreductibelen Gleichung nter Grades 0 = f(6)
entspringen und in der Form 9 (§) enthalten sind, wo ¥ (¢) jede
ganze Function mit rationalen Coefficienten bedeutet, so folgt aus
den vorhergehenden Bemerkungen, dass eine Permutation von &
schon durch Angabe derjenigen Zahl 4’ vollstéindig bestimmt ist,
in welche 0 iibergeht, und da dieselbe eine Wurzel derselben
Gleichung 0 = £(0") sein muss, so kann es hochstens » von ein-
ander verschiedene Permutationen des Korpers £ geben. Dass
aher wirklich jeder solchen Wurzel 6’ auch eine Permutation von 2
entspricht, ergiebt sich auf folgende Weise, Da nach § 162 jede
Zahl o des Korpers & sich immer und nur auf eine einzige Weise
in der daselbst durch (4) und (5) definirten Form ¢ () darstellen
lisst, so erhalten wir eine vollig bestimmte Abbildung von &, wenn
wir jeder solchen Zahl @ — ¢ () die Zahl o' = @ (0’) als Bild
entsprechen lassen. Bedeuten nun g (8), @.(4), @s(f) . . . immer
solche Functionen wie @ (#), so kann man, wenn «, # zwei beliebige
Zahlen des Korpers & sind,

o= 9)1(0), = 47‘2(0)1 o+ 13 — 975(0)1 “ﬁ == qyl(())
sefzen, und die Bilder dieser Zahlen werden dic Zahlen
v =g (00, B'=9:0), (@+B) = g0, (@B) = g.(0);
da nun

P3(0) = 91(6) + 92(0);. 9u(6) = 91.(6) P2 (6)
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ist, so ergiebt sich aus der Irreductibilitéit der Function f£(¢) nach

8. 162, dass identisch
P:() = 91O + @2 (1), 94(t) = 1 (D) @2 (t) + @5 () )
ist, und hieraus folgt fiir ¢ = 6, dass
P3(0) = @1(0") + 92 (6"), 9. (0") = 91 (6") 9, (6)
ist; mithin gehorcht die Abbildung den obigen Gesetzen
(a+p) =o'+ @)

() = o' B’ ) |

und da die Bilder @' offenbar nicht alle verschwinden, so ist diese
Abbildung eine Permutation von £, was zu beweisen war.
Setzt man daher

FO = (E—6) ¢ —8") ... (¢—89), @)
so entspricht jeder der 2 conjugirten von einander verschiedenen
Zahlen @', 6" ...60™ eine besondere Permutation von £, der
Wurzel 6¢) die Permutation P®, und die Zahl o — o () geht
durch P® in die conjugirte Zahl @@ = @ (6¢?) des conjugirten
Kérpers & tiber. Um aber jedes Missverstiindniss zu vermeiden,
hemerken wir, dass zwei solche conjugirte Korper £/, £”, obwohl
sie durch zwei von einander werschiedene Permutationen P', P"
aus £ entstehen, dennoch hinsichtlich ihres gesammten Zahlen-
inhaltes vollstindig identisch sein konnen; dies ist z B. immer der
Fall, wenn £ ein Kreistheilungs-EKorper ist, d. h. wenn 6 einer
Gleichung von der Form ¢ — 1 geniigt. Wenn die mit 2 conju-
girten # Korper £ simmtlich mit einander und folglich mit &
identisch sind, so nennen wir & einen Normalkorper™) oder auch

*) Obgleich wir hier auf jedes tiefere Eingehen in die Principien der
héheren Algebra verzichten miissen, so wollen wir doch wenigstens diesen
Namen durch die folgende Bemerkung zu rechtfertigen suchen. Je zwel
Korper A, B erzeugen durch ihre Vereinigung immer wieder einen
bestimmten Kérper AB, dessen Zahlen aus denen von A und B durch
rationale Operationen entstehen, und der das Product aus A und B
heissen soll; dieser Begriff lisst sich auf beliebig viele, sogar unendlich
viele Koérper 4, B, C . .. ausdehnen. Unter der Nomm cines endlichen
Korpers & verstehen wir das Product aus den n mit 2 conjugil'lten
Kérpern, und 2 heisst ein Normalkdrper, wenn er seine eigene Norm ist;
in allen Fillen ist die Norm von £ ein Normalkorper, und die Permuts-
tionen desselben bilden eine Gruppe.
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einen Galois'schen Korper, weil das Wesen der von Galois*) ein-
gefiihrten algebraischen Principien darin besteht, die Untersuchung
eines beliebigen endlichen Korpers auf diejenige eines Normal-
korpers zuriickzufithren.

§. 164,

Wir wollen nun, indem wir uns auf die eben erhaltenen
Resultate stiitzen und die dabei angewandten Bezeichnungen bei-
behalten, zwei neue Begriffe entwickeln und einige Siitze beweisen,
von denen wir sehr hiufig Grebrauch zu machen haben.

Unter der Norm N (w) einer beliebigen Zahl o des Korpers &
vom Grade » verstehen wir das Product

Nw)=o'e"...o® (1)
aus den # conjugirten Zahlen o', @” ... @™, in welche @ durch
die Permutationen P', P" ... P® iibergeht (vergl. §. 159). Sie
verschwindet offenbar nur dann, wenn einer der Factoren, und
folglich auch @ = 0 ist, Wenn @ eine rationale Zahl ist, so sind
die n conjugirten Zahlen o) identisch mit @, und folglich ist
dann N(w) = o». Bedeuten ferner «, $ zwei beliebige Zahlen
des Korpers &, so ist (@f)” = a® B, und hieraus folgt
der Satz

N(%p) = N(z)N(B). @)

Unter der Discriminante A (o @, . .
Systems von n Zahlen o, «, .
das Quadrat

Aoy @ .oan)=(Stoa. .. al)p (3)
der aus den p2 Zahlen o gebildeten Determinante. Sind nun zwei

solche Systeme von # Zahlen o, @, ... @, und @, 0, ... o,
durch » Gleichungen von der Form

Oy = C1,50; + C3,503 + - - FCp sy 4)
mit einander verbunden, wo die n? Coefficienten ¢, , rationale
Zahlen hedeuten, deren Determinante

. o,) eines beliebigen
.. oy des Korpers & verstehen wir

: *) Sur Tes conditions de résolubilité des équations par radicaux (Lious
ville’s Journal, t, XI, 1846).
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At onibraislichiw —=10 (5)

ist, so ergeben sich durch die Permutation P® hieraus % Gleichun-
gen von der Form

(F)ers) 2 7
(= Cl.swi’)“'cﬁ.smg) HEa 'I’C'n,smfzr);

mithin ist nach dem Fundamentalsatz iiber das Product zweier
Determinanten

3 u X :

Shoe ) = OStalol o
also auch

L (ty 0 - . @) = C2A (0, o, . . . @ ). (7)

; .Wn' wollen zwlmafzhst zeigen, dass ein System von » Zahlen
existirt, dessen Discriminante nicht verschwindet, Um die Per-
mutations - Accente nicht mit den Potenz- Exponenten zu verwech-
seln, wollen wir die Potenzen 1, 0,07 ... 0" wo 0 die friihere
Bedeutung hat, lieber mit g, f,, By . . . B bezeichnen; ist nun

f(t) =i + fblt"_] "{_ A in—2 SRislon e Gp—1t "" Ay

die irreductibele Function, welche fiir ¢ — g verschwindet, so er-
hiilt man durch Division mit ¢ — § die ganze Function

t
tf—L)(} = f ottt gt

wo
0 = Ap—1f3; + An—afy + - - - + @ Bu1+ By
Oy = Ay—o ﬁl "l‘an—xﬁz G .Bn——l
On—1 = 1 3 + B,
Oy = {31
ist; da die Determinante dieses aus den Zahlen 1, a;, ay . .. Gyt

gebildeten Coefficientensystems = (— 1)%n =1 jst, so erhiilt man
aus (6) das ersté Resultat

Itaey. .. af) = (—1)ra—03 gl gY . B,
Ersetzt man ferner ¢ durch 6%, so folgt

3
el SRR TR

und wenn ¢ = 0@ wird, so ergiebt sich, dass die Summe

a”BP + oY + -+ +aDdBY = f/(97) oder = 0
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ist, je nachdem die Indices », s gleich oder ungleich sind *); hieraus
folgt nach dem schon benutzten Satze iiber die Multiplication der
Determinanten das zweite Resultat

Stejes .. e BB, . Y = FODLO) ... S1O),
und aus der Verbindung beider Resultate ergiebt sich ein sehr be-

kannter Satz der Determinanten - Theorie, welcher in unseren Be-
zeichnungen durch die Gleichung
AL 0,00, . 07 = (— A e=DN(F @) ()

ausgedriickt wird. Da nun die Zahl f(), und folglich auch ihre
Norm von Null verschieden ist, so gilt dasselbe auch von der Dis-
criminante der Basis 1, 0, 0% . . . @7—, was zu beweisen war.

Hieraus folgt weiter, dass ein System von n Zahlen des Kir-
pers & eine Basis desselben bildet oder reductibel ist, je nachdem
die zugehorige Discriminante einen von Null verschiedenen Werth
hat oder verschwindet. Denn wenn wir jetzt mit o, o, ... o,
eine belichige Basis von & bezeichnen (§. 162), so ist jedes System
von » Zahlen oy, o, . . . @, in der obigen Form (4) enthalten, und
es besteht die Relation (7), wo € die aus den Coordinaten ¢, , ge-
bildete Determinante bedeutet; wére nun die Discriminante der
Basis = 0, so miisste zufolge (7) jede Discriminante verschwinden,
was aber, wie wir eben gesehen haben, nicht der Fall ist. Mithin
ist die Discriminante der Basis von Null verschieden, und hieraus
ergieht sich weiter, dass die Discriminante eines Systems e, oy ...,
stets verschwindet, wenn ¢! = 0, d. h. wenn dieses System reduc-
tibel und folglich keine Basis von &2 ist, was zu beweisen war.

Wir behaupten nun ferner, dass alle Normen und Discrimi-
nanten rationale Zahlen sind **). In der That, bezeichnen wir mit

*) Dies ist ein specieller Fall des allgemeinen Satzes, dass zu jeder
Basis 8, B . . . fn des Korpers 2 eine complementire Basis «;, oy . . . @,
gehort, welche die Eigenschaft besitzt, dags die Summe

% . U
ngr)ﬂgs)+"éh)ﬂ§a)+ SR O R A S (U R B OF 1)

den Werth 1 oder 0 hat, je nachdem die Indices 7, s gleich oder ungleich
sind, Dieser Satz ist von Wichtigkeit fiir die genauere Untersuchung der
Discriminanten, aber fiir unsere Zwecke entbehrlich.

**) Dies ergiebt sich unmittelbar aus der Theorie der symmetrischen
Fanctionen von den Wurzeln einer Gleichung, die wir aber hier nicht vor-
aunszusetzen brauchen,
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@y, @y . . . o, wieder eine beliehige Basis, ferner mit u eine be-
liebige Zahl des Kerpers £, so sind die Producte Loy, pay.. . ue,
ebenfalls in & enthalten und folglich wieder von der Form

[Lﬁ)3=C1,gw1+02,3w2+ +cﬂ,swm (9)

wo die Coordinaten Cr, s rationale Zahlen sind, wie in (4); da nun
@, durch die Permutation P® in (w@s)® = u® 0 ibergeht, s
nimmt die Gleichung (6) die Form

NwEtoio,...om— C3:tw/o;... oM

an, und da die auf beiden Seiten als Factor auftretende Deter-
minante von Null verschieden ist, so ergiebt sich
N(y):}’,-l_—cl,lcg,ﬂ...c,,,.,., (10)

also ist jede Norm rational. Dasselbe gilt nun zufolge (8) auch
von der Discriminante der Basis L, 6,6 ... 07, und zufolge ()
auch von jeder belichigen Discriminante, was zu heweisen war,

Hieran kniipfen wir endlich noch folgende Bemerkung, Be-
deutet z eine belichige rationale Zahl, und ersetzt man in den
Gleichungen (9) die Zahl @ durch w—¢, so bleiben die Coeff-
cienten ¢, , ungeéindert mit Ausnahme derjenigen ¢y, », Welche in
der Diagonale liegen wnd durch Cr,r—# ZU ersetzen sind; hier-
durch geht die Gleichung (10) in die folgende iiber

61— 2, Co, 1 eeiCp1
(M"_ﬁ) (‘u.”——z)...(y(") __2) = -01,‘? 5.02,2 —3....6:1,.2 ’(11)
01,% ) Cﬁ,n ---C'n,n'—/‘7

dieselbe muss aber auch identisch gelten, wenn ¢ als willliirliche
Variabele angesehen wird, weil beide Seiten ganze Functionen ztn
Grades von # sind, die fiir Jeden -rationalen Werth von gleiche
Werthe besitzen. Entwickelt man nun die Determinante nach den
Potenzen von ¢, so werden alle Coefficienten rationale Zahlen ; mit-
hin sind die mit einer beliebigen Zahl u des Kérpers conjugirten
n Zahlen u', u" . . . @™ immer die Wurzeln einer Gleichung o
Grades mit rationalen Coefficienten, und eine genauere Unter-
suchung wiirde ergeben, dass die ganze Function (11) entweder irre-
ductibel oder, abgesehen von dem Factor (— 1), eine Poten einer
irreductibelen Function ist,
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§. 165.

Bevor wir uns unserem eigentlichen Gegenstande, der Theorie
der ganzen Zahlen des Korpers £, definitiv zuwend.eIT anPen,
miissen wir, um Unterbrechungen zu vermeiden, noch einige Hiilfs-
siitze aus einer Theorie ableiten, welche, weiter ausgefithrt, auch
auf andere Theile der Mathematik sich mit Nutzen anwenden
lisst. Der Grundbegriff derselben ist der folgende. i

Ein System a von reellen oder complexen, algebraischen oc}er
transcendenten Zahlen soll ein Modul heissen, wenn dieselben 51gh
durch Addition und Subtraction reproduciren, d. h. wenn die
Summen und Differenzen von je zwei solchen Zahlen demselben
System a angehoren, i

Da aus einer Zahl o durch wiederholte Addition und Subtrac-
tion alle Zahlen von der Form ze entstehen, wo z jede ganze
rationale Zahl bedeutet, so muss ein Modul a, welcher die Zahl o
enthilt, auch alle diese Producte z o enthalten; und allgemeiner,
wenn ein Modul a die Zahlen oy, a, ... @, enthilt, so muss er
auch alle Zahlen von der Form

Z o +x2“2+ RIS +xn“n
enthalten, wo a;, 2, . .. 2, willkiirliche ganze rationale Zahlen
bedeuten, Offenbar bilden alle in dieser Form enthaltenen Zahlen
schon fiir sich einen Modul; wir nennen einen solchen Modul einep
endlichen Modul, bezeichnen ihn durch das Symbol [e, @, . . . oy,
ud verstehen unter seiner Basis das System der  Zahlen
,ocl, @ ... 0y (vergl. § 159). )

s ist demnach z B. [1] das System aller ganzen ratu?nalen
Zahlen, [1, 7] das System aller ganzen Zahlen des quadratischen
Kérpers J (§. 159). Ebenso ist [4, 6] das System aller Zahlen
von der Form 42 4 6y, wo z,y alle ganzen rationalen Zal?].en
durchlaufen; aus den Elementen der Zahlentheorie (8 24) qrgu.aht
sich offenbar, dass dieses System identisch mit dem Modul [2] ist,
und wir driicken dies durch die Gleichung [4, 6] = [2] aus, i{ldem
wir allgemein durch a = b andeuten wollen, dass a und § Zeichen
fiir einen und denselben Modul sind. j

Offenbar ist die Zahl 0 in jedem Modul enthalten, und sie
bildet auch fiir sich allein einen Modul. Enthilt aber ein Modul
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eine von Null verschiedene Zahl, so enthiilt er auch unendlich
-viele von einander verschiedene Zahlen.
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Wir nennen nun den Modul a theidbar durch den Modul b,
wenn alle in a enthaltenen Zahlen auch dem Modul b angehiren;
zugleich werden wir sagen, a sei ein Vielfaches oder Dultiplun
von b, b sei ein Z%eiler oder Divisor von a, oder b gehe in q auf
Diese Benennung mag auf den ersten Blick Anstoss erregen, weil
das Vielfache o einen 77¢:l des Theilers b bildet, doch wird die-
selbe sich in der Folge hinreichend rechtfertigen durch die Ang-
logie mit der Theilbarkeit der Zahlen*); so ist z. B. [4] ein Viel-
faches von [2], weil alle durch 4 theilbaren ganzen rationalen
Zahlen auch durch 2 theilbar sind.  Allgemein hemerken wir,
dass der Modul 0 ein gemeinschaftliches Vielfaches aller Moduln
ist; wenn ferner die Zahlen oy, @, . .. &, in dem Modul q ent-
halten sind, so ist o ein Theiler des endlichen Moduls e, ¢y . . . ).
Ist jeder der Moduln g, b, ¢, ... durch den zuniichst folgenden
theilbar, so ist jeder auch ein Multiplum von allen folgenden,
Jeder Modul ist durch sich selbst theilbar,” und wenn jeder der
beiden Moduln q, b durch den anderen theilbar ist, so ist @ = 5,
Wenn dagegen a theilbar durch b, aber verschieden von b ist, so
soll b ein echter Theiler von a heissen.

Sind nun g, b zwei beliebige Moduln, so ist das System m
aller derjenigen Zahlen w, welche (wie z. B. die Zahl 0) beiden
Moduln gemeinsam angehiren, ebenfalls cin Modul; denn wenn
1, Wy zwel solche Zahlen sind, die sich in a und auch in b vor-
finden, so gehoren die beiden Zahlen w; + u, ebenfalls heiden
Moduln ¢, b und folglich auch dem System m an. Dieser Modul m
ist offenbar ein gemeinschaftliches Multiplum von a und b; da
ferner jedes gemeinschaftliche Vielfache m’ von a und b nur aus
solchen Zahlen u’ besteht, welche sowohl in a, als auch in b, mithin
auch in m enthalten sind, so ist m’ ein Vielfaches von m, und wir
wollen deshalb m das Kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a, b
nennen. Offenbar ist m stets und nur dann = q, wenn q durch b
theilbar ist.

*) Selbst der Umstand, dass bei den Kérpern, die doch auch Moduln
sind, die gerade entgegengesetzte Ausdrucksweise sich als zweckmissig
erweist, kann hier nicht ing Gewicht fallen, weil bei einiger Aufmerksam-
keit eine Verwechselung nicht wohl moglich ist.
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Bedeutet ferner o jede heliehige Zahl des Moduls a, und
ehenso § jede Zahl des Moduls b, so ist das System b aller der-
jenigen Zahlen 0, welche in der Form w4 8 darstellbar sind,
ebenfalls ein Modul; denn wenn 8, und 6, in b enthalten sind, so
ist 0, = g + By, und 0, = & + B, Wo &, ¢, in q, und B, By in b
enthalten sind; hieraus folgt aber, dass die heiden Zahlen 9, + 0,
= (m Fas) + (BL £ B;) demselben System b angehoren, weil die
Zahlen @+, in o, und die Zahlen 8,48, in b enthalten sind,
Dieser Modul b ist ein gemeinschaftlicher Theiler der beiden
Moduln a, b; denn unter den Zahlen des Moduls b befindet sich
auch die Zahl g — 0, und folglich gehért jede in a enthaltene
Zahl @ = @ + 0 auch dem Modul b an, d. h. a ist theilbar durch b,

- und ebenso ist b theilbar durch b. Ist ferner der Modul b’ irgend

ein gemeinschaftlicher Theiler von a und b, sind also alle Zahlen o
und alle Zahlen # in b’ enthalten, so gehiren auch alle Summen
¢+ dem Modul b’ an, mithin ist ' ein Divisor von b. Aus
diesem Grunde mennen wir b den grissten gemeinschaftlichen
Theiler von a, b.  Offenbar ist b stets und nur dann — b, wenn b
i a aufgeht.

Diese beiden Definitionen lassen sich leicht verallgemeinern
fiir cin System von beliebig vielen, sogar unendlich vielen Moduln
0,0, c...; wir iberlassen dies dem Leser und bemerken nur,
dass, wenn m und d die bisherige Bedeutung in Bezug auf q, b
behalten, das kleinste gemeinschaftliche Multiplum von a, b, ¢
zugleich dasjenige von m und ¢, und der grosste gemeinschaftliche
Theiler von a, b, ¢ zugleich derjenige von b, ¢ ist (vergl. §§. 6, 7).
Zur Erliuterung und zugleich zur Rechtfertigung der gewihlten
Terminologie fiigen wir noch hinzu, dass, wenn m das kleinste
gemeinschaftliche Multiplum, und d der grosste gemeinschaftliche
Divisor yon zwei ganzen rationalen Zahlen a, b ist, der Modul [m2]
auch das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, und der Modul
[d) = [a, b] der grosste gemeinschaftliche Theiler der Deiden
Moduln [a] und [5] ist. Allgemein ist der endliche Modul
[oessiet o] der grosste gemeinschaftliche Theiler der 2 einglie-
drigen Moduln [e], [oi] - - . [en]-

Wir miissen nun noch eine Modulbildung™) erwihnen, welche
im Folgenden sehr héufig auftreten wird. Ist # eine beliebige

*) Dieselbe ist nur ein specieller Fall der allgemeinen Multiplication

von zwei beliebigen Moduln a, 6: durchliuft « alle Zahlen des Moduls a,
Dirichlet, Zahlentheorie, 31
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Constante, wihrend o alle Zahlen des Modulsz a dul_'chl'iiuft, 50
bilden die simmtlichen Producte 7 o oﬁ'el.abar \v1ec1e1:° einen Modul,
welchen wir kurz mit #a oder auch mlt: an bezeichnen wollen,
Hiernach ist z. B. [n] = n[1], und allgemeiner gn oy, Moy . 2 00)
= 0 [o, 0y . . . 0iy); ferner ist (an)v']’ = (ay')n = a(nq’) gder
kiirzer — any/. Zugleich leuchtet ein, dass, wenn m und b.ﬂm
obigo Bedeutung in Bezug auf a, b beha}_ten, ma 'das klfzn}ste
gemeins\chaftliche Vielfache, und b7 der grosste gememschatthfhe
Theiler der heiden Moduln a7, by ist. Wem} ferner‘ y von Null
verschieden und a7 durch bx theilbar ist, so ist a theilbar durch b,
— folgt a = b. —

e %\]fl;sr c(,«;,:Zhelzu ?1?1n zf derjenigen Betmchtung;r iiber, die uns veran-
lasst hat, fiir die hier untersuchten Zal}lengebl.ete den Namen Modul
zu withlen, obgleich derselbe schon in so \.uel.en anderen I.Sedeu-
tungen gebraucht wird. Wenn m ein beliebiger Modul 1st,_ 50
nennen wir zwei Zahlen e, B congruent in Bezug auf m, wenn ihre
Differenz @ — f eine Zahl des Moduls m ist, und wir bezeichnen
dies durch die Congruenz

o = f (mod. m),

von welcher die Congruenz
B = « (mod. )

stets eine Folge ist; wir nennen dagegen die. Z:%hlen o, ,f{, VARE
incongruent nach m, wenn keine von ihnen mit einer der iibrigen
congruent ist*). Aus dem Begriffe eines Moduls folgt nun offenbar,

ebenso g alle Zahlen des Moduls b, so ist der Inbcgriﬂ' aller Product‘egﬁ
und aller Summen von solchen Producten wieder ein Modul, welch(ﬂfl as
Product aus den Factoren a, b heisgsen und mit ab od'pr b'n beze.lclmet
werden soll. - Hiernach ist der oben definirte Mod.ul an 1de1}tlsch I:llt dem
Producte a[y]; wir beschrinken uns aber auf dlesen'spemellen I'all,'uiin
zu verhiiten, dass die beiden Begriffe der Theilbarkeit unc? der Multip i-
cation der Moduln, die vollstindig getrennt zu erhalten smd,‘ etwa nﬂﬁ
einander verwechselt werden (vergl. §. 171). — Bei dieser Gelegen]{elt
wollen wir noch erwihnen, dass eine Zahl % stets und uur dann 21.“
ganze algebraische Zahl ist, weun es einen endlichen, von Null verschie

denen Modul a von der Beschaffenheit giebt, dass 5 a durch a theilbar ist; 8
diese Eigenschaft kann daher als die kiirzeste Definition der ganzel =

algebraischen Zahl angesehen werden.

#) Der von Gauss eingefiihrte Begriff der Congruenz hildet offenbar &

einen speciellen Fall des obigen; denn wenn «, b, m ganze 1-atioxfalc Zahlen
sind, o ist die Congruenz « = b (mod. m) gleichbedeutend mit der Con-
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dass man beliebig viele solche Congruenzen, die sich auf einen
und denselben Modul beziehen, addiren und subtrahiren darf, wie
Gleichungen; auch darf man beide Seiten einer Congruenz mit
derselben ganzen rationalen Zahl multipliciren. Ferner leuchtet
ein, dass jede Zahl sich selbst congruent, und dass zwei mit einer
dritten Zahl f congruente Zahlen e, y auch mit einander con-
gruent sind; denn wenn «— 8 und B —p Zahlen des Moduls m
sind, so ist auch ihre Summe w—4 in m enthalten, Hierauf
beruht die Moglichkeit, alle existirenden Zahlen in Bezug auf
einen Modul m in Zahlclassen einzutheilen, in der Weise, dass
zwei beliehige Zahlen in dieselbe, oder in versehiedene Classen
aufgenommen werden, je nachdem sie congruent oder incongruent
sind; ist ¢ eine bestimmte Zahl, withrend g alle in m enthaltenen
Zahlen durchliuft, so bilden die in der Form g + w enthaltenen
Zahlen eine solche Classe, und man kann ¢ oder jede andere
dieser Zahlen als Reprisentant der Classe ansehen ; offenbar bildet
der Modul m selbst die durch die Zahl 0 reprisentirte Classe.
Hierauf griindet sich die folgende, wichtige Betrachtung.

Sind a, b zwei beliebige Moduln, und ist 8; eine hestimmte
Zahl des letzteren, so bilden alle diejenigen in b enthaltenen
Zahlen B, welche = f, (mod. q) sind, eine durch §, repriisentirte
Zahlclasse in Bezug auf den Modul m, welcher das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache von a, b ist; da niimlich g’ — g, in b, aber
auch in a enthalten ist, so ist A’ = B, + u, wo w cine Zahl des
Moduls m bedeutet, und umgekehrt, wenn g in m, also auch in a
und in b enthalten ist, so ist die Summe g’ — B+ w in b ent-
halten und zugleich = B; (mod. a). Der Modul b besteht daher
aus einer endlichen oder unendlichen Anzahl von solchen Zahl-
classen in Bezug auf m; wiihlt man nun aus jeder dieser Classen
nach Belieben einen Repriisentanten

ﬁl’ ﬁ:’.v ﬂS CIETE
80 besitzt das System dieser in b enthaltenen Zahlen B, offenbar
die doppelte Eigenschaft, dass jede beliebige in b enthaltene Zahl B
mit einer, aber auch nur mit einer einzigen Zahl B, congruent ist

e . RS

gruenz der Zahlen a, b in Bezug auf den Modul [m] = m[1]; und wenn
@ f, 4 ganze Zahlen in J sind (vergl. §. 159), so ist die Congruenz « = g
(mod. w) gleichbedentend mit der Congruenz der Zahlen ¢, f in Bezug auf
den Modul [g, ged] = pe[1, ¢]-

3 31*
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nach dem Modul a; ein solches System von Zahlen g, nennen wir
daher ein Reprisentanten-System des Moduls b nach a. Ist die
Anzahl dieser in b enthaltenen nach a incongruenten Zahlen g,
endlich, so wollen wir dieselbe durch das Symbol (b, a) bezeichnen;
ist sie aber unendlich, so ist es zweckmiissig, unter diesem Symhol
(6, ) die Zahl Null zu verstehen, weil dann gewisse Sitze iiber
Determinanten allgemeingiiltig bleiben. Ist (b, a) = 1, so ist §
theilbar durch q, und umgekehrt.

Aus dem Vorhergehenden leuchtet unmittelbar ein, dass die-
selben Zahlen f, auch ein Reprisentantensystem des Moduls b
nach m bilden, und folglich ist in allen Féllen

(6, ) = (b, m). (68}

Die Zahlen f, bilden aber auch ein Reprisentantensystem des
Moduls d nach a, wo d den grissten gemeinschaftlichen Theiler
von a, b bedeutet, und folglich ist

(b, a) = (b, a); @)
in der That, die Zahlen §, sind auch in b enthalten und incon-
gruent nach ¢, und jede in b enthaltene Zahl & 4 B ist = B (mod.q),
also auch congruent mit einer der Zahlen 8,, was zu beweisen war.

Auf dieselbe Weise ergiebt sich, dass, wenn 5 eine von Null
verschiedene Constante ist, die Producte 7 8, ein Reprisentanten-
system des Moduls 67 nach a# bilden, und folglich ist

(bn, am) = (b, a). ()
Ist ferner a theilbar dureh b, und b theilbar durch ¢, so
bilden, wenn f, ein Reprisentantensystem des Moduls b nach a,
und y, ein Repriisentantensystem des Moduls ¢ nach b durchliutt,
die Summen B, - y, ein Repriisentantensystem des Moduls ¢ nach g,
und folglich ist
(¢, a) = (¢, b) (b, ). )
Denn diese Zahlen §, 4y, sind erstens in ¢ enthalten, und zwei-
tens sind sie alle incongruent (mod. a); gesetzt niimlich, es sei
B!+ 9! = B”+ y" (mod. a), wo B, B” specielle Werthe von f,
und 9/, y" specielle Werthe von y, bedeuten, so folgt, weil a durch §
theilbar ist, p’ = p” (mod. b), und hieraus p’' = p/'; mithin ist
B’ = B (mod. a), und folglich B’ — B". Drittens leuchtet ein,
dass jede Zahl y des Moduls ¢ mit einer der Zahlen f3, | ¢, con-
gruent ist (mod. a); denn y ist mit einer der Zahlen y, congruent
(mod. b), also von der Form $ + p,, wo 8 in b enthalten ist; nun
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ist B mit einer der Zahlen @3, congruent (mod. a), also von der
Form ¢ - f8,, wo e in a enthalten ist; mithin ist y = &+ 8, + ¢,
= B, -+ 9, (mod. a), was zu beweisen war.

7Zu diesen Sitzen, durch deren Combination sich viele andere
ableiten liessen, fiigen wir noch die beiden folgenden hinzu.

Ist m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, und b der
grosste  gemeinschaftliche Theiler der beiden Moduln a, b, und
gind o, 6 zwei gegebene Zahlen, so hat das System der gleich-
zeitigen Congruenzen

® = ¢ (mod. 1), ® = 6 (mod. b) @)

stets und nur dann gemeinschaftliche Wurzeln o, wenn die Be-
dingung

¢ = 6 (mod. d) (6)

erfiilllt ist, und alle diese Wurzeln @ bilden eine bestimmte Zahl-
classe in Bezug auf den Modul m (vergl. §. 25). In der That,
wenn eine Zahl o den beiden Congruenzen (5) geniigt, so sind die
Zahlen @ — 9, @ — 6, also auch ihre Differenz ¢ — ¢ in b enthalten,
d. h. die Bedingung (6) ist erfillt; umgekehrt, wenn dies der Fall
ist, so giebt es zufolge der Definition von b eine Zahl & in a und
eine Zahl B in b von der Art, dass ¢ — 6 — oo+ f wird, und dann
gentigt die Zahl ® = ¢ —w = 6 + f offenbar den beiden Con-
gruenzen (5). Geniigt ferner @' denselben Congruenzen (5), so
ist @ —@in a und in b, also auch in i enthalten, mithin ist
o' = o (mod. m), und umgekehrt leuchtet ein, dass jede Zahl o',
welche = o (mod. m) ist, auch den Congruenzen (5) geniigh, was
7 heweisen war. :

Sind a, b zwei beliebige Moduln, so geniigt jede in b enthaltene
Zahl g der Congruenz :

(6, a)f = 0 (mod. a). (7)

Durchliuft néimlich 8, alle Individuen f;, B; . . . eines Repriisen-
tantensystems von b nach a, so sind die Zahlen 8 4 3, ebenfalls
in b enthalten, und folglich kann man immer

B+ B, = B, (mod. o)
setzen, wo .. wieder eine der Zahlen g, bedeutet; umgekehrt, wenn
f, eine der Zahlen B, ist, so giebt es auch eine solche Zahl f,,

welche der vorstehenden Congruenz geniigt, weil B.—pBin b ent-
halten ist; ausserdem leuchtet ein, dass je zwel verschiedenen
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Zahlen 3, auch zwei verschiedene Zahlen . entsprechen, und
umgekehrt. Die Zahlen B.. bilden daher dasselbe Reprisentanten-
system wie die Zahlen f,. Ist nun die Anzahl dieser Zahlen
endlich = (b, a), so ergiebt sich durch Addition aller einzelnen
Congruenzen die zu beweisende Congruenz (7), weil ¥ f, = 38!
ist; wenn aber die Anzahl der Repriisentanten f, unendlich gross,
also (b, a) = 0 ist, so leuchtet die Richtigkeit der Congruenz (7)
von selbst ein. — ;

Von diesen allgemeinen Sitzen iiber belichige Moduln wenden
wir uns jetzt zu der genaueren Betrachtung der endlichen Moduln,
welche bei unseren spiteren Untersuchungen -ausschliesslich auf-
treten werden.

Besteht der von Null verschiedene Modul m aus lauter ganzen
rationalen Zahlen, so ist

m = [m], (8)
wo m die kleinste positive in m enthaltene Zahl bedeutet. Denn
jedenfalls ist [m] theilbar durch m, weil m dem Modul m angehért;
umgekehrt, wenn ' irgend eine in m enthaltene, mithin ganze
rationale Zahl bedeutet, so kann man m’' = gm + » setzen, wo ¢
eine ganze rationale Zahl, und r eine der m Zahlen 0,1,2. .. (m—1)
bedeutet (§. 4); da nun m' und gm in m enthalten sind, so gilt
dasselbe von » — m' — gm, und folglich muss » = 0 sein, weil m
die kleinste positive Zahl in m ist; mithin ist s’ theilbar durch im,
also m theilbar durch [m], und folglich m = [m], was zu he-
weisen war. :

Nachdem dieser Punct erledigt ist, wenden wir uns zu einer
wichtigen Untersuchung, deren Hauptresultat in dem folgenden
Satze enthalten ist:

Wenn die Basiseahlen By, By . . . f, des endlichen Moduls b
durch Multiplication mait rationalen, von Null verschiedenen Factoren
in Zahlen des Moduls o verwandelt werden konnen, so ist (b, a) > 0;
das Eleinste gemeinschaftliche Vielfache m von a, b ist ein endlicher
Modul und besitzt n Basiszahlen von der Form

Yy = 1,1 B,
s = s By + as,5 B,

By = @5 01+ a5 By + as, 3 By (9)

bn — al.nﬁl +“2vn ﬁi + v +“n,n ﬁnr
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wo die Coefficienten a, s ganze rvationale Zahlen bedeuten, deren
Determinante

g1 002 o o On,n = (8;0) (10)
ist.

Um dies zu beweisen, bezeichnen wir mit a; den grossten
gemeinschaftlichen Theiler von a und [;], mit a, den von g
und [B,], mit a; den von a, und [B;], w. s. £ Dann besteht a, aus
allen Zahlen ¢, von der Form ;

or =0+ Bt yaBst - yr—1fr—s ‘I'?/rﬁr,_

wo « jede beliebige Zahl in a, und g, 4, . . - Y1, y» willkiirliche
ganze rationale Zahlen bedeuten. Es ist daher a, der grosste
gemeinschaftliche Theiler d von ¢, b, und da jeder der Moduln
g, 0y, 0y . . . 0, durch alle folgenden theilbar ist, so erhilt man
nach den obigen Sitzen (2) und (4) das Resultat
(6, @) = (any 0) = (@uy Gn—1) (@n—1, Gn—s) - - - (a1, O);
es kommt daher nur noch darauf an, allgemein den Werth des
Factors (a,, @,—1) zu bestimmen. Da nun jede in a, enthaltene
Zahl
Oy = Op—1 + Yr Br = y» By (mod. ay—1)
ist, so fragt sich nur, wieviele nach a,_; incongruente Zahlen
in [,], d. h. in der Form i/ B, enthalten sind. Hierzu benutzen
wir unsere Annahme, dass 8, durch Multiplication mit einem
rationalen, von Null verschiedenen Factor % in eine Zahl A B, ver-
wandelt werden kann, welche dem Modul a und folglich auch
dessen Theiler a,_; angehort; ist nun g eine beliehige ganze
rationale Zahl, so ist auch ghf, in a,_; enthalten, und da man g
so wihlen kann, dass gh eine ganze Zahl wird, so leuchtet ein,
dass es unendlich viele ganze rationale Zahlen z, giebt, welche
der Bedingung
2, B =0 (mod. a,_)

genigen; dieselben reproduciren sich offenbar durch Addition und
Subtraction, und wenn a,., die kleinste positive von ihnen bedeutet,
so ist ihr Inbegriff zufolge (8) identisch mit dem Modul [a.,];
bezeichnet man ferner mit y.. diejenigen ganzen rationalen Zahlen,
welche den Bedingungen '

0= Y, < Gy (11)

geniigen, so leuchtet ein, dass jede in [A,] enthaltene Zahl y, §,
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mit einer und nur mit einer der Zahlen ¥, B, congruent nach
@, ist, und folglich ist

(‘17‘7 ﬂr—l) = Qyrs

mithin
(05:0) = Gy, 1 B g (10)
Zugleich ergiebt sich aus dem Satze (4), dass die in der Form
ﬁ':“’ﬁl“‘?/;ﬁz'}""‘]'?/:zﬂn (12)

enthaltenen (6, a) Zahlen 8 ein Repriisentantensystem des Moduls b
nach a (oder m) bilden. Da ferner «,,f, = 0 (mod. a,_,) ist,
g0 kann man

@ryrBr = for — G Br— o s —+ - — @p—1,y Br—s
setzen, wo w, eine Zahl in a, und a,, ay, . . . y—1,, gANZE
rationale Zahlen bedeuten; hieraus folgt, dass die Zahl

r = Prt By +- -y, frg @r,r By (9)
in b, also auch in m enthalten ist; um daher zu heweisen, dass die
n Zahlen w;, gy . . . W, einc Basis des Moduls m bilden, brauchen
wir nur noch zu zeigen, dass jede beliebige Zahl w des Moduls m
in der Form

y’=w1ul+x2y"2+"‘+xnyn : (13)
enthalten ist, wo z;, 2, .. .2, ganze rationale Zahlen bedeuten.
Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit ., alle diejenigen Zahlen

drie @l Bit+afyt e Bt 2B,
des Moduls [By, 8, ... f,], welche, wie ., zugleich in q, also
auch in m enthalten sind; dann ist 2,8, = 0 (mod. a,_,), mithin

Zy = U,y &r, WO 2, eine ganze rationale Zahl, und hieraus folgt
offenbar, dass

Nel==Zplly = Nr_1, also Ny = Nyp—1+ Ly Uy
ist, wo 7,—; = 0 zu setzen ist, falls » = 1; da aber jede Zahl g
des Moduls m auch in b enthalten, also eine Zahl %, ist, so ergicht
sich hieraus ihre Darstellbarkeit durch die Form (13), was zu
beweisen war, —

Wir haben hierbei absichtlich nur die einzige Voraussetzung
gemacht, dass jede der Basiszahlen By, f, . .. f8, durch Multipli-
cation mit einem rationalen, von Null verschiedenen Factor in
eine Zahl des Moduls o verwandelt werden kann, und diese An-

nahme ist, wie man aus (7) erkennt, auch unerlisslich, wenn (b, a)
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von Null verschieden sein soll. Jetzt wollen wir die vorher-
gehenden Resultate mit dem Begriffe des irreductibelen Systems
(§ 162) in Verbindung setzen, was zu den folgenden Siitzen fiihrt.
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Besitet der endliche Modul a, dessen Basis aus den m Zahlen
Uy, Uy - . Oby Desteht, zugleich eine irreductibele, aus n wvon ein-
ander unabhingigen Zuhlen wy, gy . . . @, bestehende Basis, so st
m = n; es bestehen m Gleichungen von der Form

s = Prsfs + Do sl + - oo D ys s (14)

wo die mn Coefficienten p,., ganze rationale Zahlen bedeuten, und
der grasste gemeinschaftliche Theiler aller aus diesem Coefficienten-
system gebildeten Determinanten n ' Grades ist = 1.

In der That, aus der Annahme [y, 00 . . . @p] = [, s « - - Wal
folgt unmittelbar, dass m Gleichungen von der Form (14), und
ausserdem » Gleichungen von der Form

By = @1 0+ grpen 4 - (15)
bestehen, wo die mn Coefficienten ¢,,, ebenfalls ganze rationale
Zahlen sind, und aus den letzteren ergiebt sich, dass m = n ist,
weil sonst die % Zahlen w, (nach §. 162) ein reductibeles System
bilden wiirden. = Substituirt man in (15) fiir die m Zahlen o, ihre

Werthe gemiiss (14) und beriicksichtigt, dass die % Zahlen g, ein
irreductibeles System bilden, so ergiebt sich, dass die Summe

Gr1 Pty + QraPrs + 0 - o Grm Prow = 1 oder = 0
ist, je nachdem die Indices r, #' gleich oder ungleich sind, und

hieraus folgt nach einem bekannten Satze der Determinanten-
Theorie die Gleichung

S + fh',m‘xm

SPQ =1, (16)
wo das Summenzeichen sich auf alle aus den Coefficienten Dris
gebildeten Determinanten P vom Grade » bezieht, welche den ver-
schiedenen Combinationen von je n der m Zahlen w, entsprechen,
wiihrend ¢) jedesmal diejenige Determinante bedeutet, welche aus P
hervorgeht, wenn jede Zahl p,, durch die entsprechende Zahl
qrs ersetzt wird, Ist m = n, so besteht die Summe nur aus
einem einzigen Gliede, und es ist

D RN s A1 (17)
zugleich leuchtet ein, dass die » Zahlen e, , . . . a, ebenfalls
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eine irreductibele Basis von a bilden.  Ist m > n, so ist die Anzahl
der Determinanten P gleich
mm—1)...(m—n+1)
T s n !

aber aus (16) geht hervor, dass sie keinen gemeinschaftlichen
Theiler haben, was zu beweisen war.

Jeder endliche, von Null verschiedene Modul besitzt eine irre-
ductibele Basis.

Wir nehmen an, es liege ein endlicher Modul a vor, dessen
m Basiszahlen ey, ot . . . o, ein reductibeles System bilden, aber
nicht simmtlich verschwinden. Bedeutet nun # die grosste Anzahl
von einander unabhiingiger Zahlen, die man aus diesen s Zahlen «,
auswihlen kann, giebt es also unter ihnen » von einander unab-
hiingige, withrend je # 4 1 dieser Zahlen ein reductibeles System
bilden, so lassen sie sich simmtlich in der Form

oy — cl,-‘!ﬂl + ¢y Bat .- +cn,xﬁu (18)
darstellen, wo S, ﬁz B, ein irreductibeles System bilden, wiihrend
die mn Coefficienten ¢, , ganze rationale Zahlen sind, und zwar
werden die aus diesen Coefficienten gebildeten Determinanten C
vom Grade » nicht alle verschwinden. Um die Moglichkeit einer
solchen Darstellung (18) der m Zahlen «, durch » von einander
unabhiéingige Zahlen B, darzuthun, diirfen wir annehmen, dass
die » Zahlen «,, ¢, . . . @, ein irreductibeles System bilden; dann
wird jede der m Zahlen «,, weil sie mit jenen ein reductibeles
System bildet, von der Form

0y = hy,504 + 71'2,3 oy F -k hn,s Uy
sein, wo die Coefficienten %,,, rationale (im Allgemeinen gebrochene)
Zahlen bedeuten; nun kann man immer eine von Null verschiedene,

ganze rationale Zahl ¢ so withlen, dass alle Producte ¢/,,, ganze
Zahlen ¢, , werden; setzt man alsdann

o =cfy;, oy= Py . 0y = (i
_ g0 nehmen die vorhergehenden Gleichungen die Form (18) an, die
n Zahlen B, B, . .. B, sind von einander unabhéingig, und unter

den Determinanten € befindet sich die Zahl ¢”, welche nicht ver-
schwindet., Aus der Darstellung (18) ergiebt sich nun unser Satz
sofort; denn die n Zahlen f3, bilden die irreductibele Basis eines
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endlichen Moduls b, welcher ein Divisor von q ist, und da sie durch
Multiplication mit einer von Null verschiedenen rationalen Zahl ¢
offenbar in Zahlen des Moduls ¢ = m verwandelt werden, so besitzt
dieser letztere u Basiszahlen w, von der Form (9), welche (nach
§ 162) von einander unabhingig sind, was zu beweisen war.

Dieser Satz lisst sich auch ohne Benutzung der vorhergehen-
den Sitze durch eine sehr einfache Betrachtung beweisen, welche
mgleich ein praktisches Verfahren zur Auffindung der neuen
Basiszahlen w,. liefert, falls die Werthe der Coefficienten ¢, , in (18)
numerisch gegeben sind*), Sind von den m Coefficienten ¢, , der
Zahl B, welche offenbar nicht alle verschwinden kénnen, minde-
stens zwed von Null verschieden, z B. ¢, ; und ¢, ,, und ist ¢,
absolut = ¢, 5, S0 kann man (nach §. 4) die ganze rationale Zahl x
so wihlen, dass ¢,,;+ 2¢,,, absolut < ¢, ,, also auch < ¢, ;
wird; nun wird offenbar der Modul a nicht geéindert, wenn man
seine erste Basiszahl «; durch e 4+ z o, ersetzt, alle anderen aber
ungeéindert lasst, d. h. es ist

[“17 Og, O3 .. . “'m] = [“1 +$0€2, gy Oy o0 o am];

hiermit ist das System der Coefficienten ¢, , nur insofern ab-
geiindert, als an Stelle der » Coefficienten ¢, die Coefficienten
vy e, o getreten sind, und von diesen ist der letzte ¢, 1 + @cy 5
absolut Eleiner als der frithere ¢, ,. Durch wiederholte Anwen-
dung solcher elementaren Transformationen (die sich bei einiger
Uehung leicht ausfithren und auch zusammenziehen lassen) wird
man nothwendig zu einem neuen System von m Basiszahlen
gelangen, von denen eine die Form

o = Gufrt GenBet -+ nnpa

hat, wo @y, > 0 ist (weil g, auch durch — g, ersetzt werden
darf), wihrend die Coefficienten der Zahl f$,, welche in den
fibrigen (m — 1) Basiszahlen auftreten, simmtlich = 0 sind. Man
transformire nun, indem man w, ungeéindert beibehilt, die iibrigen
(m — 1) Basiszahlen auf dieselbe Weise, bis alle Coefficienten von
fn—1 mit Ausnahme eines einzigen verschwinden, welcher in der
Basiszahl

1=t n—1 1+ tn—1Bat -+ dn_1,n—1Bn—1

*) Vergl, auch das Verfahven von Gauss, D, 4. artt. 234, 286, 279,
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auftritt,  Fihrt man auf dieselbe Weise fort; so gelangt man
endlich zu einem System von m Basiszahlen, unter denen sich
n Zahlen w, von der Form (9) befinden, wihrend die iibrigen
simmtlich = 0 sind und deshalh ginzlich unterdriickt werden
diirfen, was zu beweisen war.

Auf diese Weise erhilt man z B.

[35.311 861"'2621 —9ﬁ1+3ﬁz]
= [35 1, 8B+ 20, — 17, + Bs]
= [35 81, 421, — 17 B + 2]
— [35ﬁ11 7ﬁ|’ ’—17ﬁ1 +ﬁ2]
= [01 71, — 176, +f32] = [7ﬁ1a 46 +.B~z-]-

Man erkennt ferner leicht, dass man durch dies Verfahren

auch die in .(14) und (15) auftretenden Coefficienten p, , und ¢,,
erhilt. Ausserdem leuchtet ein, dass der grosste gemeinschaftliche
Theiler aller aus dem urspriinglichen Coefficientensystem gebildeten
Determinanten € sich bei allen Transformationen ungeéindert erhilf
und folglich, wie aus (9) und (10) hervorgeht, = (b, a) ist.

Dasselbe folgt auch aus unseren obigen Gleichungen; demn
wenn man die Ausdriicke (9) in (14) substituirt, so ergiebt sich
durch Vergleichung mit (18), dass die urspriinglichen Coefficienten
¢y, vermoge der Gleichungen

Cryp = P1,s Ur1 = Da,5 Ary2 oo P (19)

sich ausdriicken lassen durch die Coefficienten p,, und a, .
(welche letzteren verschwinden, wenn > ¢’ ist); hedeutet nun €
wieder irgend eine aus den Coefficienten ¢, , gebildete Determi-
nante nte Grades, welche irgend eciner Combination von # der
m Grossen o, entspricht, so ist zufolge der vorstehenden Gleichungen
O 2P @100 — E(D50); (20)

wo P-die Determinante bedeutet, welche aus C hervorgeht, wenn
die Zahlen ¢,, durch die entsprechenden Zahlen p, . erseiz

werden. Da nun die Determinanten P den grossten gemeinschaft-

lichen Theiler 1 hahen (zufolge (16)), so ist (b, a) derjenige der
Determinanten C, wie behauptet war,

Alles dieses behilt offenbar seine volle Giiltigkeit, wennm =1

ist, und hieraus ergiebt sich unmittelbar der folgende, sehr oft
anzuwendende Satz*):

*) Derselbe gilt auch dann, wenn die aus den n? Coefficienten ¢rs
gebildete Determinante verschwindet. Sind ferner unter diesen Coefficienten

ey
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Wenn die Basiszahlen By Py ... Bn des Moduls b ein drre-

ductibeles System bilden wnd wil den Basiszahlen oy, ¢y . « v &y des
Moduls o durch n Gleichungen von der Form

Gy — cl,s ﬁl + C"z,s ﬂz ‘|’ Ry + cn,sﬁn (2])

verbunden sind, wo die Coefficienten ¢r,, ganze rationale Zahlen be-
deuten, so st
+(0,0)=3Xte10. (22)

S Chn

§. 166.

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns definitiv dem eigent-
lichen Gregenstande unserer Untersuchung zu. Ist & ein endlicher
Korper nte Grades (§. 162), so zerfallen die in ihm enthaltenen
Zahlen, da sie simmtlich algebraisch sind, in zwei Classen, niimlich
in ganze und gebrochene Zahlen (§.160). Den Tubegriff der ersteren
wollen wir immer mit o bezeichnen, und unsere Aufgabe besteht
darin, fiir dieses Gebiet o aller in £ enthaltenen ganzen Zahlen
die Gesetze der Theilbarkeit zu entwickeln. Hierzu kommt es vor
allen Dingen darauf an, einen deutlichen Ueherblick iiber die Aus-
dehnung dieses Zahlengebietes o zu gewinnen.

Wir bemerken zuniichst, dass jede algebraische Zahl @ durch
Multiplication mit einer von Null verschiedenen ganzen rationalen
Zahl in eine ganze Zahl verwandelt werden kann. Da nimlich @
die Wurzel einer Gleichung

com -+ ¢ on=14 .. J-Cp—1@ +m = 0

ist, in welcher die Coefficienten ¢, ¢; . . . €m—1, Cm g2ANZE rationale
Zahlen sind, deren erste ¢ von Null verschieden ist, so ergiebt sich
durch Multiplication mit ¢7—!; dass das Product c@ eine ganze
Zah] ist*).

auch gebrochene Zahlen, so ist & (b, a) = C(a, p), und die beiden Zahlen
(6, a) und (a, b) lassen sich mach einer leicht zu findenden Regel aus den
simmtlichen Unterdeterminanten von € bestimmen.

) Es leuchtet ein, wie wir beiliufiz bemerken, dass alle ganzen ratio-
nalen Factoren, welche dieselbe Zahl @ in eine ganze Zahl verwandeln,
einen Modul [a] bilden, wo @ der kleinste positive unter diesen Factoren
ist; wenn o ganz ist, so ist @ = 1.
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Hieraus folgt, dass man immer, und zwar auf unendlich viels
Arten, eine Basis des Korpers & finden kann (§. 162), welche ag
lauter ganzen Zahlen besteht. Denn wenn die # Zahlen ay,
©, ..., eine beliehige Basis von & bilden, so giebt es » rationale,
von Null verschiedene Zahlen g, ay . . . @, von der Art, dass die
n Producte

0 = @ 0y,

0= 0500y s o, Oiyy = Q4 00y

ganze Zahlen werden, und da das Product a;ay . . . a, von Null
verschieden ist, so bilden diese Zahlen @y, ¢, . . . «, cbenfalls eine
Basis von £, d. h. jede Zahl « des Korpers & liisst sich stets und
nur auf eine einzige Art durch die Form

: o =a 0 + 20+ - - Fxp0y

darstellen, wo #y, @, ... , ganze oder gebrochene rationale Zahlen
bedeuten. Sind sie simmtlich ganze Zahlen, so ist (nach §. 160, 1)
auch & gewiss eine ganze Zahl, also in o enthalten, aber diese Be-
hauptung lisst sich im Allgemeinen nicht umkehren; es ist viel-
mehr denkbar, dass die Coordinaten z,, # . . . a, einer in o ent-
haltenen, also ganzen Zahl « nicht alle ganz sind. Dieser Punct
muss vor allen Dingen vollsténdig aufgekliirt werden.

Hierzu schicken wir die Bemerkung voraus, dass die Discri-
minante

Allomtosh og)— (S kool 2 ey

einer aus lauter ganzen Zahlen a;, , ... &, bestehenden Basis
des Korpers nothwendig eine von Null verschiedene, ganze rationale
Zahl ist; denn sie ist rational, wie alle Discriminanten, und von
Null verschieden, weil ¢, @, ... e, eine Basis von &, also ein
irreductibeles System bilden (§. 164), und sie ist eine ganze Zahl,
weil sie durch Addition, Subtraction und Multiplication aus den
n? Zahlen o gebildet ist, welche mit den » ganzen Zahlen
conjugirt und folglich ebenfalls ganze Zahlen sind (§. 163).

Giebt es nun wirklich eine ‘ganze Zahl e, deren Coordinaten

#, nicht simmtlich ganze Zahlen sind, und ist & der kléinste 2ol

meinsame Nenner dieser rationalen Briiche 2,, so wollen wir he-
weisen, dass die Discriminante der Basis O, @ .. .0 durch f?
theilbar, und dass

A (o, o 2o ) = B A (s s - ) (0]
ist, wo die # Zahlen g, ebenfalls ganz sind und eine Basis von &
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bilden. In der That, der Modul a, dessen Basis aus den » + 1
ganzen Zahlen o, ¢, @, . . . ay besteht, besitzt, weil dieselben von
einander abhiingig sind, auch eine aus n Zahlen g, bhestehende
iveductibele Basis; diese beiden Basen sind mit einander (nach
§. 165, (14)) durch » 4 1 Gleichungen von der Form

s = P1,s +P2,s{12 + P +pn,3p'n
verbunden, wo die n (7 + 1) Coefficienten p,., ganze rationale
Zahlen bedeuten, und die aus diesen Coefficienten gebildeten » -1
Determinanten nte» Grades haben keinen gemeinschaftlichen Thei-
ler. Bezeichnet man nun mit P diejenige dieser Determinanten,
welche dem irreductibelen System e, o, . .. a, entspricht, so ist
P von Null verschieden, und (nach §. 164, (7))

N (00, O v ) = SRR N () Paii i i)
bedeutet ferner P, diejenige Determinante, welche aus P hervor-

Aligeme'me Ziahlentheorie.

geht, wenn &, durch e, also p,,, durch p,, ersetzt wird, so ist

Po = Pioy + Pyey+ - - - Pray,
wie sich durch Elimination der # Zahlen w, aus den obigen n - 1
Gleichungen fiir e, ergiebt; mithin ist Pz, = P,, und da hieraus
folgt, dass P der kleinste gemeinsame Nenner /; der Briiche . ist,
s0 ist die Gleichung (1) bewiesen; da ferner derModul o nur ganze
Zahlen enthiilt, so leuahtet ein, dass auch die » Zahlen g, und folg-
lich auch ihre Discriminante ganze Zahlen sind, was zu beweisen war.

Mit ‘Hiilfe dieses Satzes gelangen wir nun leicht zu dem ge-

wiinschten Ziele. Da wir nfimlich angenommen haben, dass k2> 1
ist, so folgt, dass absolut genommen

A(”‘lal‘ﬂ'-'f‘n)<A(a11“2-~-0‘n) :
ist; es leuchtet aber ein, dass unter allen Basen des Korpers,
welche aus launter ganzen Zahlen bestehen, und deren Discrimi-
nanten folglich ganze rationale, von Null verschiedene Zahlen sind,
auch mindestens eine solche Basis existiren muss, deren Discrimi-
nante D), absolut genommen, ein Minimum ist, und aus dem vorher-
gehenden Satze folgt, dass, wenn @), @, . . . @, eine solche Basis
von & hilden, jede in £ enthaltene ganze Zahl

0 ="Moo thoy+ ... +h,0,
nothwendig lauter ganze Coordinaten %y, hy . . . h, besitzen muss;
da ferner jedes System von n ganzen Coordinater /i, auch gewiss
eine ganze Zahl @ erzeugt, so ist
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@y, (2)
d. h. das System o aller in @ enthaltenen ganzen Zahlen o ist ein
endlicher Modul, dessen Basiszahlen @, @, . . . o, zugleich eing
Basis des Korpers & bilden. Wir setzen nun die Minimal - Diseri-
minante

0= [®, @ ...

D:A(wla @y . 0,) = A (L) (3)
und nennen diese Zahl D ihrer grossen Wichtigkeit wegen die
Grundzahl oder auch die Discriminante des Korpers . Sind o,
¢y .. .oy beliehige ganze Zahlen des Korpers, also in o ent-
halten, so ist

Uy = (1,5 0y + (9,5 @3 4 + - - + Wnys Oy (4)
wo die #2 Coordinaten a, , ganze rationale Zahlen bedeuten, und
wenn man die aus ihnen gebildete Determinante

Sta itz Gnn=a (5)
setzt, so ist die Discriminante

A (on, 0 . . . 0n) = Da?; (6)
ist @ von Null verschieden, so hilden e, o ... a, eine Basis des

Korpers £, und sie bilden immer, aber auch nur dann eine Basis
des Moduls o, wenn @ = 1 ist.

Im Falle n = 1, wo & der Korper R der rationalen Zahlen,
und o = [1] ist, kann man D — 1 setzen.

Zur Erlduterung wollen wir noch das nichstliegende Beispiel,
den Fall eines quadratischen Korpers & betrachten. Jede Wurzel §
einer irreductibelen quadratischen Gleichung liisst sich auf die
Form

0=a-t+0bVd

bringen, wo d eine ganze rationale positive oder negative Zahl he-
deutet, welche durch kein Quadrat (ausser 1) theilbar, und auch
nicht = -1 ist, wihrend a, & rationale Zahlen sind, deren letz-
tere nicht verschwindet, Alle in & enthaltenen, d. h. durch 4 ra-
tional darstellbaren Zahlen sind dann von der Form

o=t+uVd,
wo ¢, w willkiirliche rationale Zahlen bedeuten. Durch die nicht

identische Permutation des Korpers geht Vd in — Vd , also allge-
mein @ in die conjugirte Zahl

o =t—uVd
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iiber, welche ebenfalls in £ enthalten ist; mithin ist jeder qua-
dratische Korper & ein Normalkirper (§. 163). Die ganzen Zahlen
1 und Vd sind von einander unabhiingig, und es ist

1, vd
1, —Va
da diese Discriminante durch keine Quadratzahl %2 ausser 1 und 4
theilbar ist, so schliessen wir aus dem obigen Satze (1), dass die
Grundzahl 1) des Korpers entweder — 4d oder — ¢ sein muss,
und das letztere wird stets und nur dann eintreten, wenn es in &
eine ganze Zahl von der Form

eV
2

2

A(l, Vd) = = 4d;

giebt, wo @, y ganze rationale Zahlen bedeuten, die nicht beide
gerade sind.  Aber auch ohne Zuziehung des obigen Satzes finden
wir dasselbe Resultat leicht durch directe Untersuchung, wie folgt.
Jede in & enthaltene Zahl o lidsst sich stets und nur auf eine
Art in die Form
_z+yVd

P

(0]

setzen, wo @, y, # ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaftlichen
Theiler bedeuten, von denen die letzte # positiv ist. Soll nun o
eine gange Zahl sein, so muss (nach § 168) auch die conjugirte
Zahl
,_ x—yVd

Sy

@

eine ganze Zahl sein, und folglich muss dasselbe auch von den
beiden Zahlen
2x ‘ o zr— dy?
o+ o' ==, o = N(a) e
gelten; und umgekehrt, sobald dies der Fall ist, 80 ist @ als Wurzel
der Gleichung

92_2_;0 @ +m——2_d?]2 =10
&

22

| Bewiss eine ganze Zahl. Es sei e der grisste gemeinschaftliche

Theiler von 2z und z, so geht ¢? in 22, also auch in #2— dy2, mit-
bin auch in dy? auf; da aber d durch kein Quadrat ausser 1 theil-

. bar ist, so muss ¢? in 2, also ¢ in y aufgehen, und hieraus fol t,
Y% g )

Dirichlet, Zahlentheorie, 32
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dass e = 1 ist, weil @, 7, & keinen gemeinschaftlichen Theiler
haben. Da nun z und @ relative Primzahlen sind, und 2z in 24
aufgeht, so muss # = 1 oder = 2 sein; im ersten Fall ist o gewiss
eine ganze Zahl, und es fragt sich nur noch, ob und wann der
zweite Fall moglich ist. Wernn aber 2 = 2 ist, so ist & ungerade,
und folglich #? = 1 (mod. 4); da ferner 2° —dy* durch 22 =4
theilbar ist, o ist dy2 = 1 (mod. 4), mithin sind & und y unge-
rade, also y? = 1 (mod. 4), also auch
d =1 (mod. 4). {

Diese Bedingung ist also erforderlich, damit der Fall z = 2 ein-
treten kann; und umgekehrt, wenn sie erfiillt ist, so ist jede Zahl -

z+yVd
2 2

in welcher , y beide ungerade sind, wirklich eine ganze Zahl. Da
zu diesen ganzen Zahlen noch alle diejenigen hinzukommen, in
welchen z — 1 ist, so besteht das System o aller ganzen Zahlen
des Korpers in diesem Falle offenbar aus allen Zahlen von der
Form v
1

z + Y _-{;—7

wo z, y willkiirliche ganze rationale Zahlen bedeuten, d. h. es ist

e

und folglich ist die Grundzahl

L L1Eva
i et Lo b e
D_A(l’ 2 )— e yaled
25

Ist aber d nicht = 1 (mod. 4), also

d = 2 oder 3 (mod. 4),
so muss ¢ = 1 sein, und folglich ist

o= (1, Vd], D= 4d.

Beide Fille lassen sich offenbar dahin vereinigen, dass stets

== [l, +TVDJ
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ist. Es giebt 61 quadratische Korper, deren Grundzahlen I ab-

solut genommen kleiner als 100 sind; unter diesen Zahlen 7)°sind

30 positive Zahlen :

5,8, 12, 13, 17, 21, 24, 28, 29, 33, 87, 40, 41, 44, 53, 56, 57, 60, 61,
63, 69, 73, 76, 77, 85, 88, 89, 92, 93, 97,

und die absoluten Werthe der 31 negativen Zahlen 7) sind

3,4,7, 8 11, 15, 19,20, 23, 24, 81, 35, 39, 40, 43, 47, 51, 52, 55,

56, 59, 67, 68, 71, 79, 83, 84, 87, 88, 91, 95.
Die Grundzahl des Korpers J (§. 159) ist = — 4°%).

§. 167.

Dag Gebiet o aller ganzen Zahlen @, welche in einem Korper £
vom Grade » enthalten sind, hesitzt einige allgemeine Eigenschaften
welche denen der frither behandelten speciellen Gebicte [1] und’
[1, 7] genau entsprechen. Wir wollen diese Analogie zuniichst ver-
folgen, um sodann diejenige wesentlich neue Erscheinung hervor-
zuheben, welche uns zur Einfihrung neuer Begriffe néthigen wird.

Vor Allem ist zu bemerken, dass die Zahlen @, zu denen auch
alle ganzen rationalen Zahlen gehoren, sich durch Addition, Sub-
traction und Multiplication reproduciren; wenn ferner von zwei
solchen Zahlen «, p die erstere durch die letztere theilbar ist
(§ 161), so ist @« = w» und die Zahl » gehort demselben Gebicte
0 an. Zugleich leuchtet ein, dass in o die beiden Elementarsiitze

*) Um schon hier einen Begriff von der Bedeutung der Grundzahl D
zu geben, wollen wir nur darauf aufmerksam machen, dass (zufolge §. 52
I_.—I\’.) die positiven rationalen Primzahlen p, von welchen d quadm-’
tischer Rest ist, immer in arithmetischen Reihen von der Kleinsten Diffe-
ren D enthalten sind; dieselben Zahlen p, welche zwar Primzahlen im
tationalen Korper R sind, verlieren den eigentlichen Primzahl- Charakter
in dem entsprechenden quadratischen Korper 2, und dem in déeser Form
n_usges.prochenen Gesetz fiigt sich auch die Zahl p = 2. Dies aus dem Re-
C{proc:tétssatze abgeleitete Gesetz der Vertheilung in arithmetische Reihen
haggt wesentlich damit zusammen, dass 2 ein Divisor desjenigen Kreis-
tl{cxluugs-]\'ﬁrpers R (6) ist, welcher aus der Gleichung 6” = 1 entspringt
\\;?hrend aus jeder Gleichung 6m =1, deren Grad m absolut << D, immer r‘in7
Korper R (6) entspringt, welcher die Zahl V. nicht enthilt. :
BO*
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der Theilbarkeit gelten, die wir frither (§ 161, I und IL) fir das
(tebiet aller ganzen algebraischen Zahlen bewiesen haben.

Die Norm einer Zahl w des Gebietes o ist eine ganze rationale
Zahl; denn sie ist rational, wie alle Normen (§. 164), und eine
ganze Zahl, weil sie dasProduct aus den »# mit w conjugirten Zahlen
ist, welche gleichzeitig mit g ganze Zahlen sind (§.163). Da ferner
einer von diesen Factoren identisch mit g, und das Product der
iibrigen Factoren eine ganze Zahl ist, so ist N(g) theilbar durch g, also

N() = u», ()
wo v abermals dem Gebicte o angehort. Derselbe Satz ergiebt
sich auch leicht auf folgende Weise. Bilden die # Zahlen
©, ... 0, eine Basis von o (§ 166, (2)), so sind die » Producte ga,
ebenfalls in o enthalten, und man kann folglich

y’ms:cl,sml'l‘cﬁl,st’*‘ s oo Cue @n (2)
setzen, wo die Coefficienten ¢, , ganze rationale Zahlen bedeuten,
deren Determinante
S0t Can = N(w) (3)
ist (§. 164, (10)); durch Umkehrung der » Gleichungen (2) ergiebt
sich nun, dass jede der » Basiszahlen @, durch Multiplication mit
N(w) in eine durch w theilbare Zahl verwandelt wird; mithin isf,
wenn ® eine beliebige Zahl in p bedeutet, auch @ N (w) durch g
theilbar, und da unter den Zahlen  sich auch die Zahl 1 befindet,
50 ist N (w) theilbar durch g, was zu beweisen war.

Wir bemerken noch beiliufig, dass die in (1) auftretende Zahl s,
welche wir die zu @ adjungirte Zahl nennen wollen, immer von
der Form

fu:i‘u”—l—l—aly,"‘Eﬁ— S +an—-2y'+a‘n—1 (4)
ist, wo die Coefficienten @y, a . . . @,—; ganze rationale Zahlen be-
deuten; denn nach Elimination der n Zahlen @, aus den Gleichun-
gen (2) erscheint y als die Wurzel einer Gleichung nt Grades
mit. ganzen rationalen Coefficienten, deren letzter — + N(u) ist
(vergl. §. 164, (11)).

Aus dem Satze iiber die Norm eines Productes (§. 164, (2))
d. h. aus der Gleichung

N(ef) = N (@) N(B) )
ergiebt sich ferner der hiiufig anzuwendende, aber nicht umzu-
kehrende Satz: ist p theilbar durch e, so ist auch N(y) theilbar
durch N(«).

Allgemeine Zahlentheorie. - 501

Die Norm besitzt nun eine dusserst wichtige Bedeutung, welche
mit dem folgenden Begriffe zusammenhiingt. Zwei Zahlen «, f§
heissen congruent in Bezug auf die Zahl w, den Modulus, wenn ihre
Differenz ee— 3 durch w theilbar ist, und wir bezeichnen dies durch
die Congruens

o = f3 (mod. w) (6)
mit welcher die Congruenz f# = « (mod. w) gleichbedeutend ist;
wir nennen dagegen die Zahlen «, B, y ... incongruent nach w,

wenn keine von ihnen mit einer der iibrigen congruent ist. Aus
der oben erwihnten Reproduction unserer Zahlen @ durch Addi-
tion, Subtraction und Multiplication folgt, dass man beliebig viele
solche Congruenzen, die sich auf einen und denselben Modul w be-
ziehen, addiren, subtrahiren und auch multipliciven darf, wie Glei-
chungen (vergl. § 17). Ferner leuchtet ein, dass jede Zahl mit
sich selbst congruent ist, und dass zwei mit einer dritten con-
gruente Zahlen auch mit einander congruent sind; man wird daher
alle Zahlen @ in Zahlclassen in Bezug auf w eintheilen, in der
Weise, dass eine Zahlclasse aus allen denjenigen Zahlen besteht,
welche mit einer bestimmten Zahl, dem Reprdsentanten der Classe,
und folglich auch mit einander congruent sind. Hierbei ist die
wichtigste Frage die nach der Anzahl dieser Classen, d. h, nach
der Anzahl aller in Bezug auf w incongruenten Zahlen w. Die
Beantwortung derselben ergiebt sich unmittelbar aus der Theorie
der Moduln (§. 165), denn offenbar bilden unsere Congruenzen nur
einen speciellen Fall von den’ dort betrachteten. Bezeichnen wir
nimlich mit m das System aller durch u theilbaren Zahlen p o, wo
O ="ho+hot - +h,o,

ist, und 7, Joy . . . by, alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen, so

leuchtet ein, dass

m= o, po, ... po,] = oy, (M)
und dass die obige Congruenz (6) vollig gleichbedeutend mit der
Congruenz :

o = f (mod. m) (8)
ist. Da nun der Modul m durch den Modul o theilbar ist, und da
die Basiszahlen des ersteren mit denen des letzteren durch die
Gleichungen (2) zusammenhiingen, so ergiebt sich (nach§. 165,(22))
mit Riicksicht auf (3) der Satz

(0, m) = & N(w), (9)



502 Supplement XI.
d. h. die Anzabl aller nach @ incongruenten Zahlen o ist gleich dem
absoluten Werth der Norm von w. Hierbei ist vorausgesetat, dass
w und folglich auch N(w) von Null verschieden ist; wenn aber o
verschwindet, so ist die Anzahl der incongruenten Zahlen @ offen-
bar unendlich gross, und die vorstehende Gleichung bleibt richtig,
wenn (v, m) wieder — 0 gesetzt wird (§. 165). Wir bemerken z-
gleich, dass der obige Satz (1) jetzt als ein specieller Fall des
Satzes (7) in §. 165 erscheint.

Ist w eine Einheit (§.161), so sind alle Zahlen @ = 0 (mad. )
und bilden folglich nur eine einzige Classe; mithin ist m = o, und

N(w) = £1; (10)

dasselbe folgt unmittelbar aus dem Satze (5), weil g in 1 aufgeht,
und N(1) = 1 ist. Umgekehrt, wenn N(x) = +1 ist, so folgt
aus (2) und (8), dass die » Producte wa, ebenfalls eine Basis vony
bilden; mithin ist o =m, und folglich ist jede Zahl w, also auch die
Zahl 1 durch g theilbar, d. h. w ist eine Einheit; dasselbe ergieht
sich offenbar noch kiirzer aus dem obigen Satze (1).

Betrachten wir jetzt eine Zahl g, welche von Null verschieden
und auch keine Einheit ist, so ist N(w) absolut = 2, und umgekelut;
Jede solche Zahl w ist gewiss durch alle Einheiten £, und ausser-
dem durch alle mit p associirten Zahlen eu theilbar. Nun sind
zwei Fiille moglich: wenn die Zahl u ausser den eben genannten
Zahlen & und p keinen anderen Divisor in o besitzt, so heisst g
unzerlegbar (in o, was immer hinzuzudenken ist); sie soll dagegen
zerlegbar heissen,-wenn sie cinen von den Zahlen & und ep ver-
schiedenen Divisor o besitzt. In dem letzteren Falle ist w = uf,
und es leuchtet ein, dass auch B weder eine Einheit, noch mit g
assoclirt sein kann, weil sonst « entweder mit g oder mit 1
associirt wire; da ferner N(u) = N(«) N(f) ist, so folgt, dass
(absolut) N(u)>N(e)>1 ist. Zerlegt man nun « und @, falls es
angeht, weiter in solche Factoren, die keine Einheiten sind, und
fihrt man so fort, so ergiebt sich aus der angefiihrten Beschaffen-
heit der Normen, dass diese Zerlegung nach einer endlichen An-
zahl von Schritten ihr Ende finden muss; withrend also in dem aus
allen algebraischen Zahlen bestehenden Kirper eine unbeschrinkte
Zerlegbarkeit der ganzen Zahlen stattfindet (§. 161), gilt fiir jeden
endlichen Korper & der folgende Satz:

Jede zerlegbare Zahl ist davstellbar als Product aus einer end-
lichen Anzahl von unzerlegbaren Factoren.

|
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Diese Operation der Zerlegung einer Zahl p ist vollstindig
analog derjenigen, welche wir frither bei den Korpern R und J
(§8.8 und 159) beschrieben haben; aber in diesen beiden speciellen
Fillen hesass das Schlussresultat eine grossere Bestimmtheit, als
dasjenige, zu welchem wir hier gelangt sind, denn wir konnten
damals beweisen, dass das System der unzerlegharen Factoren von
@ ein im Wesentlichen bestimmtes, einziges war, vbrausgesetat,
dass zwei associirte Zahlen als nicht wesentlich verschieden ange-
sehen wurden. Dieser Nachweis griindete sich bei beiden Korpern
auf diejenige Eigenschaft ihrver unzerlegbaren Zahlen, welche wir
den Primeahl- Charakter nennen wollen, die aber bei einem belie-
bigen endlichen Korper £ mit der Unzerlegbarkeit keineswegs
nothwendig verbunden ist. Um diesen Unterschied kurz bezeich-
nen zu konnen, stellen wir der obigen Eintheilung der Zahlen o
in zerleghare und unzerleghare Zahlen die folgende gegeniiber:

Tine von Null verschiedene Zahl @, welche keine Einheit ist,
soll eine Primzakl (in v) heissen, wenn je zwei durch g nicht theil-
bare Zahlen @ auch ein durch w untheilbares Product besitzen *);
gieht es aber zwei durch g nicht theilbare Zahlen w, deren Pro-
duct durch w theilbar ist, so soll w eine zusammengesctete Zahl
heisgen.

Es leuchtet unmittelbar ein, dass jede zerleghare Zahl gewiss
auch eine zusammengesetzte Zahl, also jede Primzahl gewiss eine
unzerleghare Zahl ist. In den beiden speciellen Fillen der Korper
R und J decken sich nun beide Eintheilungen vollstindig, d. h.
jede unzerlegbare Zahl ist auch eine Primzahl, und jede zusammen-
gesetzte Zahl ist auch eine zerleghare Zahl, und man erkennt so-
fort, dass gerade hierin der Grund liegt, weshalb die Zerlegung
einer Zahl in unzerlegbare Factoren eine einzige, vollig bestimmte
ist (§8. 8 und 159); dieselbe Bestimmtheit der Zerlegungen wird
deshalb bei allen Korpern & vorhanden sein, bei welchen die Be-

*) Ist also « B theilbar durch die Primzahl i, so ist wenigstens einer der
beiden Factoren «, g durch u theilbar.— Aus dieser Definition folgt leicht,
dass die kleinste, durch u theilbare positive rationale Zahl p eine Prim-
zahl in R, und dass + N (u) = p7 ist; der Exponent f, welcher immer > 0
und < » ist, kann der Grad der Primzahl x4 genannt werden. Die Um-
kehrung dieses Satzes ist im Allgemeinen mnicht gestattet, doch gilt der
folgende, ebenfalls leicht zu beweisende Satz: ist NV (u) eine Primzahl in
R, s0 ist u eine Primzahl (ersten Grades) in £,
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griffe der unzerlegbaren Zahl und der Primzahl sich vollstindig
decken. Sobald aber eine unzerleghare Zahl u existirt, welcho
keine Primzahl, also eine zusammengesetzte Zahl ist, so giebt es
zwei durch w nicht theilbare Zahlen e, f, deren Product y durch
w theilbar, also von der Form wv ist; mag man nun die Zahlen
@, B, v, wenn sie zerleghar sind, auf irgend welche Weise in un-
zerlegbare Factoren aufgelost haben, so entspringen aus den Glei-
chungen
Y =of und y = uv

2wet Zerlegungen derselben Zahl y in unzerleghare Factoren, und
diese beiden Zerlegungen sind wesentlich verschieden, weil unter
den Factoren der durch w nicht theilbaren Zahlen e und p kein
einziger mit w associirt sein kann.

Auf eine solche Erscheinung ist Kummer bei seinen Unter-
suchungen iiber diejenigen Zahlengebicte o gestossen, welche aus
dem Problem der Kreistheilung entspringen; aber durch die Binfiih-
rung seiner idealen Zahlen ist es ihm gelungen, die hiermit zu-
sammenhiéingenden grossen Schwierigkeiten zu iiberwinden, Diese
Schopfung neuer Zahlen heruht auf einem Gedanken, welcher fiir
unseren obigen Fall sich ctwa in folgender Weise darstellen lisst.
Wiiren die Zahlen ¢, B, u, », welche durch die Gleichung

“f = pv (11)

mit einander verbunden sind, ganze rationale Zahlen und zwar ohne
gemeinschaftlichen Theiler, so wiirde hieraus nach den in R herr-

schenden Gesetzen der Theilbarkeit eine Zerlegung dieser Zahlen
in rationale Factoren folgen, nimlich

=0ty f=Ff, w=0p,, v = oy, (12)

und zwar wiirde ¢, relative Primzahl zu B1, und ebenso w, relative
Primzahl zu B, sein; selbst wenn man nun diese Zerlegung nicht
wirklich ausgefiihrt hiitte, wenn man also die vier ganzen ratio-
nalen Zahlen a;, @, B, B, noch nicht kinnte, so wiren dieselben
doch wesentlich bestimmt, und, was das Wichtigste ist, man wiire
nit alleiniger Hiilfe der gegebenen Zahlen «, B, u, v vollig im Stande
70 entscheiden, ob eine heliehige ganze rationale Zahl o durch
eine der unbekannten Zahlen, 7 B, durch oy, theilbar ist oder nicht;
denn offenbar ist die Congruenz

® = 0 (mod. o)

(13)

sEmoarsa.,
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yollig gleichbedeutend mit jeder der beiden Congruenzen
Bw =0 (mod. u), r® = 0 (mod. «). (14)

Wir haben es nun in Wahrheit nicht mit rationalen, sonflern
mit Zahlen &, B, w, v zu thun, welche dem Gebiete o angehdren,
und da die Zahl u unzerlegbar, und keine der Zahlen o, f durch g
theilbar ist, so existirt innerhalb o eine Z.erlegung von der' For?n
(12) in Wirklichkeit nicht; aber obgleich eine Zahl wie ey nicht in
o vorhanden ist, so kann man mit Kummer doch eine sol.che Zahl
o, als einen idealen Factor der wiﬂcla}c/m‘z Zahl u in die [‘Int(?r-
suchung einfithven; diese ideale Zahl &; tritt Zwar mt'z’mals isolirt
auf, aber in Verbindung mit anderen, ebenfalls idealen Zahlen ey, i,
Jkann sie wirkliche Zahlen «, g des Gebietes o erzeugen, .un<.1 vor
allen Dingen lisst sich die Zheilbarkeit einer behgb1g?n vyn*khchen
Zahl o durch die ideale Zahl ¢, mit voller I{lar}lelt, nimlich durch
jede der beiden ohigen Congruenzen (14) deﬁn.lren.. :

Eine solche fingirte Zahl ¢y wird man eine zdeale_ Primazahl
nennen, wenn je zwei durch e; nicht theilbare Z.ahlen ein Product
geben, welches ebenfalls durch ; nicht theilbar ist; man kal}n a;uoh
Potenzen solcher Primzahlen einfithren und die Theilbarkeit einer
belichigen wirklichen Zahl @ durch o} so definiven, dass die
Congruenz

@ = 0 (mod. e})

als gleichbedeutend mit jeder der beiden Congruenzen

Bro =0 (mod. u7), 7" o = 0 (mod. u")

angesehen wird. Zur Erliuterung moge folgendes einfache Bei-
spiel dienen *). ; :
Der quadratische Korper £, welcher aus einer Wurzel 0 der

Gleichung

0245=0
entspringt, hat die Grundzahl D = — 20, und der endliche Modul
= [1, 4]

*) Dasselbe ist ausfiihrlicher behandelt in des Herausgebers }.\])hﬂud-
lung Sur la théorie des nombres entiers algébriques §§. 7— 12 (Paris, 1877;
Abdruck aus dem Bulletin des Sciences math. et astron. von Darboux und
Hoiiel, 1re série, t. XI, et 2¢ série, t. I).
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ist der Inbegriff aller in £ enthaltenen ganzen Zahlen o (§. 166),
Unter diesen befinden sich die folgenden vier unzerlegharen Zahlen

=28 —03 v =180,
welche durch die Gleichung
aff = uv
mit einander verbunden und folglich keine Primzahlen, sonder
zusammengesetzte Zahlen sind. Man wird daher vier ideale Zahlen
o, oy, By, By einfithren und so definiren, dass eine beliebige Zahlw

theilbar durch ey, oy, By, ff; heisst, wenn die entsprechende Con-
gruenz

w=1—0,

(14 0) o =0 (mod. 2) (o)
(1—0)o = 0 (mod. 2) (er,)
(1—0)o =0 (mod. 3) (8)
(1+6)w = 0 (mod. 3) (By)

erfiillt ist.

Da nun 1460 = 1— @ (mod. 2) ist, so ergiebt sich, dass jedo
durch e theilbare Zahl @ auch durch e, theilbar ist, und um-
gekehrt; man wird daher die beiden idealen Zahlen «, e, als nicht
wesentlich verschieden anzusehen haben. Dahingegen ist a; ver-
schieden von B, und f,, weil die Zahl @ = 2 durch «; theilbar,
aber weder durch B, noch durch B, theilbar ist; und ebenso sind f;
und B, verschieden von einander, weil 1 4§ theilbar durch g,
aber nicht theilbar durch $,, und weil 1 — (0 theilbar durch g,
aber nicht theilbar durch B, ist. !

Da @ = x4 y 0 ist, wo @, y beliebige ganze rationale Zahlen
bedeuten, so sind die obigen Congruenzen gleichbedeutend mit
den folgenden

2 = y (mod. 2) (o)
z = y (mod. 3) (1)
z = —y (mod. 3) (B)

u}u}l hieraus ergiebt sich leicht, dass &, 8;, B, ideale Primzahlen
sind.

Durch die Einfithrung dieser und unendlich vieler anderen
idealen Primzahlen, sowie ihrer Potenzen, gewinnt nun die Theorie
dieses Zahlengebietes o eine bewunderungswiirdige Einfachheit;
in der That gelangt man auf diese Weise zu dem iiberraschenden
Resultate, dass die in der Theorie der rationalen (oder complexen)
Zahlen herrschenden allgemeinen Gesetze der Theilbarkeit, welche

R g~z
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in unserem Gebiete o ihre Geltung zu verlieren drohten, nun voll-
stindig wiederhergestellt werden; jede Zahl @ des Gebietes o kann
wie ein Product von vollig bestimmten Potenzen von wirklichen
oder idealen Primzahlen angesehen werden, und irgend eine zweite
7ahl @' wird stets und nur dann durch o theilbar sein, wenn alle
in @ aufgehenden Potenzen von wirklichen oder idealen Prim-
sablen auch in o' aufgehen. In diesem Sinne gelten z B. die
folgenden Zerlegungen
3 :ﬂlﬁh 1—60 = 0‘1!321 140 =ap,

2—0=p 2+0=p

Mit diesem Versuche, den Grundgedanken der Kummer’schen
Schopfung zu erliutern, miissen wir uns hier begniigen; es wiirde
sich niimlich selbst bei dem einfachen, hier gewiihlten Beispiele
Dald zeigen, dass eine vollig klare und strenge Durchfithrung dieser
Untersuchung einige Schwierigkeiten darbietet, die zwar nicht
erheblich sind, deren Beseitigung aber doch etwas umstiindlich
ist. In bei weitem hoheren Maasse treten solche Schwierigkeiten
auf, wenn man zu Korpern hoheren Grades iibergehen oder gar,
was unsere eigentliche Aufgabe ist, die allgemeinen Gresetze der
Theilbarkeit ergriinden will, welche fiir jeden endlichen Korper £
gelten, Wegen dieser Schwierigkeiten, deren genauere Erorterung
uns hier zu weit filhren wiirde®), verzichten wir im Folgenden
ginzlich auf die Einfithrung idealer Zaklen und griinden unsere
Theorie auf einen anderen Begriff, den Begriff des Ideals, worunter
immer ein mit gewissen charakteristischen Figenschaften begabtes
System von unendlich vielen wirklichen Zahlen verstanden
werden soll.

Es wird gut sein, diesen Begriff an unserem obigen Beispiele
s erliutern, Die erforderliche und hinreichende Bedingung dafiir,
dass eine ganze Zahl @ = # -y @ durch die ideale Primzahl oy
theilbar ist, besteht darin, dass z = y (mod. 2), also # = 22 + ¥
ist, wo z eine beliebige ganze rationale Zahl bedeutet; jede solche
Zahl o ist also von der Form 2z (1+ 6)y. Bezeichnet man
daher mit o den Inbegriff aller durch ¢ theilbaren Zahlen o,
50 st

9 —ie,

0:[27 1+0],

*) Vergl. die Einleitung der Schrift Sur la théorie des nombres entiers
algébriques,
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und ebenso findet man, dass
b= [3, 1+ 0]

der Inbegriff aller durch g;, und

b, = [3, —1 6]
d'e;' Inbegriff aller durch g, theilbaren Zahlen ist. Man tiberzeugt
swh. nun leicht, dass es zwei Eigenschaften giebt, welche diese
dre.l Systemen gemeinschaftlich zukommen; ist méimlich m e
beliebiges der drei Systeme a, by, by, so gilt Folgendes:
' I Die Zahlen des Systems m reproduciren sich durch Addi-
tion und Subtraction, d. h. m ist ein Modul.

Il Jedes Product aus einer in m und einer in o enthaltenen
Zahl gehort dem System m an.

Diese beiden Eigenschaften kommen aber nicht bloss den
genannten Systemen a, 0, by, sondern unendlich vielen anderen
Systemen zu; dahin gehort z B. auch jedes System m, welches aus
allen durch eine bestimmte wirlliche Zahl w theilbaren Zahlen o
be.esteht, und es leuchtet ein, dass in diesem Falle die beiden
E.xgenschaften I und TI. lediglich eine andere Ausdrucksform fiir
die beiden oft erwiihnten Hlementarsiize der Theilbarkeit bilden
(§ 161, I und IL). Diese Bemerkung vor allen ist es, welche dazu
dr'?mgt, eine Theorie solcher Systeme m aufzustellen, welche die
beiden Kigenschaften L und IL besitzen; jedes solche System m
_wollen wir wegen seiner augenscheinlichen Beziehung zu Kummers
1dc:531en Zahlen ein Ideal des Gebietes o nennen; der Frfolg wird
zeigen, dass durch die allgemeine Theorie der Ideale, deren Ele-
mente wir im Folgenden entwickeln wollen, die Gesetze der Theil-

barkeit der Zahlen in erschopfender Weise zum Abschluss gebracht
werden.

§. 168.

- Obwohl unsere letzten Bemerkungen aus der Betrachtung
eines bestimmten Beispiels, nimlich des quadratischen Korpers
von der Grundzahl — 20, hervorgegangen sind, so ist doch der
Begriff des Ideals, auf den uns diese Betrachtung gefiihrt hat,
schon in der grissten Allgemeinheit gefasst; ist & ein beliehiger
endlicher Korper vom Grade n, und o das System aller in & ent-
haltenen ganzen Zahlen , so verstehen wir unter einem Idedl
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Jieses Gebietes o jedes in o enthaltene Zahlensystem a, welches
die beiden folgenden Eigenschaften besitzt:

1. Die Summen und Differenzen von je zwei Zahlen des
Systems a gehoren demselben System a an,

1I. Jedes Product aus einer in a und einer in o enthaltenen
7ahl ist eine Zahl desselben Systems a.

Zufolge dieser Definition wiirde die Zahl Null fiir sich allein
ein Ideal bilden, und manche der im Folgenden zu entwickelnden
Sitze wiirden ihre Giiltigkeit auch fiir diesen speciellen Fall nicht
verlieren; da es aber fiir die Ausdrucksweise listig ist, die etwaigen
Ausnahmen immer anzugeben, so wollen wir diesen Fall lieber
ginzlich ausschliessen und folglich ein System a, welches den vor-
stehenden Bedingungen geniigt, nur dann ein Ideal nennen, wenn
os mindestens eine von Null verschiedene Zahl und folglich auch
unendlich viele von einander verschiedene Zahlen enthiilt.

Unsere Aufgabe besteht nun darin, aus den beiden Eigen-
schaften I, und 1L, welche als Definition eines Ideals gelten, alle
anderen Eigenschaften und alle Beziehungen der Ideale zu ein-
ander abzuleiten. Hier ist vor Allem zu bemerken, dass die
Figenschaft I nichts Anderes sagt, als dass jedes Ideal a ein Modul
ist (§ 165), und wir wollen deshalb alle allgemeinen Begriffe und
Siitze der Theorie der Moduln, inshesondere diejenigen fiber die
Theilbarkeit der Moduln, ohne Weiteres auf unsere Ideale iiber-
tragen. Jedes Ideal a ist demnach ein durch o theilbarer Modul,
weil das Zahlensystem a zufolge der Definition in o enthalien ist.
Zugleich leuchtet ein, dass o selbst ein Ideal ist, weil die in o
enthaltenen Zahlen o sich durch Addition, Subtraction und Multi-
plication reproduciren; dieses Ideal o spielt daher, weil es in allen
Idealen aufgeht, dieselbe Rolle unter den Idealen, wie die Zahl 1
unter den positiven ganzen rationalen Zahlen. Es ist aber wohl
zu heachten, dass (abgesehen von dem Falle n = 1) nicht jeder
durch o theilbare Modul deshalb schon ein Ideal ist; vielmehr wird
ein solcher Modul erst dann ein Ideal, wenn er zugleich die
Rigenschaft II. besitzt, und es wird sich zeigen, dass durch diese
a1 dem Begriff des Moduls hinzutretende Eigenschaft die Theorie
der Ideale eine bei weitem schiirfere und bestimmtere Gestalt
erhilt, als die Theorie der Moduln. Wir heben zunfichst folgende
Siitze hervor.

1. Das Ideal o ist das einzige Ideal, welchem die Zahl 1
(oder irgend eine andere Einheit) angehort.
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Denn das Gebiet p umfasst alle ganzen rationalen Zahlen unq
enthilt folglich auch die Zahl 1; umgekehrt, wenn in einem Ideale g
irgend eine Einheit & enthalten ist, so sind in demselben (zufolge 11)
auch alle Zahlen o des Gebietes o enthalten, weil sie alle durch &
theilbar sind; mithin ist o theilbar durch a, und hieraus folgt
a = o, weil a als ein Ideal durch o theilbar ist,

2. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache m und der grosste
gemeinschaftliche Theiler d von zwei Idealen a, b sind ebenfalls
Ideale. :

Denn jedenfalls sind m und d Moduln (§ 165), und zwar
durch o theilbare Moduln, weil dasselbe von a und b gilt. Ist nun
w eine beliebige Zahl in m, so ist w in a und in b enthalten, mithin
wird (zufolge IL) auch jedes Product p o (wo @, wie immer, cine
beliebige Zahl in o bedeutet) in ¢ und in b, folglich auch in m
enthalten sein, d. h. m besitzt auch die Eigenschaft IL; da ferner,
wenn ¢,  beliebige Zahlen der Ideale a, b bedeuten, das Product e
(zufolge IL) in a und in 0, also auch in m enthalten ist, so giebt
es in m auch Zahlen y — « 8, die von Null verschieden sind, weil
die Zahlen « und ebenso die Zahlen f nicht simmtlich verschwin-
den; mithin ist m ein Ideal. Dasselbe gilt offenbar von dem
System b aller Zahlen & = « 4- 8; denn da alle Producte « e in g,
alle Producte fo in b enthalten sind, so gehort jedes Product
0o = oo+ f o wieder dem System b an, und dass die Zahlen §
nicht alle verschwinden, leuchtet schon daraus ein, dass a durch b
theilbar ist.

3. Ist a ein beliebiges Ideal, und 7 eine von Null verschiedene
Zahl in o, so ist ay ebenfalls ein Ideal und zwar ein gemeinschaft-
liches Vielfaches der heiden Ideale a und o7.

Denn a7 besteht (nach §. 165) aus allen Producten von der
Form an, wo « jede Zahl in q bedeutet, und ist daher ein Modul,
welcher nicht nur durch o, sondern auch durch o 1 und (zufolge IL.)
durch a theilbar ist; da ferner jedes Product «e in a, mithin
jedes Product (@) @ = (x @)y wieder in an enthalten ist, und da
die Producte oy auch nicht simmtlich verschwinden, so ist ag
ein Ideal. —

Aus den beiden letzten Siitzen geht hervor, dass, wenn man
die in § 165 beschriebenen Modulhildungen auf beliebige Ideale
a, b, c...und Zahlen #, 9’ . .. des Gebietes o anwendet, die so
erhaltenen Moduln immer wieder Ideale sein werden; wir wollen
daher, wenn das Gegentheil nicht ausdriicklich bemerkt wird,
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durch kleine deutsche Buchstaben kiinftig nur noch Ideale be-
zeichnen, und ebenso sollen, wenn von Theilern oder Vielfachen
eines Ideals die Rede ist, darunter nicht heliebige Moduln, sondern
immer nur Ideale verstanden werden.

Von hervorragender Wichtigkeit sind die Ideale von der
Form v#; ein solches Ideal, welches aus allen durch % theilbaren
Zahlen wn besteht, wollen wir ein Huuptideal nennen. Da unter
den Zahlen @7 sich auch die Zahl n selbst befindet, so leuchtet
cin, dass das Ideal om stets und nur dann durch das Ideal on'
theilbar ist, wenn die Zahl n durch die Zuhl o' theilbar ist, und
hieraus geht hervor, dass die Gesetze der Theilbarkeit der Zahlen
innerhalb des Grebietes o vollstéindig enthalten sein miissen in den
Gesetzen der Theilbarkeit der Ideale; die Theorie der letzteren
ist die allgemeinere, die umfassendere.

Offenbar ist ein Hauptideal oo stets und nur dann theilbar
durch ein Ideal a, wenn « in a enthalten ist; aus diesem Grunde
wollen wir von jeder in a enthaltenen Zohl o auch sagen, sie sei
theilbar durch a, und a gehe in o auf; diese Ausdrucksweise soll
auch fiir die Zahl & = 0 gelten, die ja in jedem Ideal enthalten ist.

Ebenso werden wir sagen, ein Ideal m sei theilbar durch eine
(von Null verschiedene) Zahl n, wenn m durch oy theilbar ist; in
diesem Falle sind alle Zahlen w des Ideals m theilbar durch 1,
und wenn man g = g setzt, so bilden, wie man leicht erkennt,
die den simmtlichen Zahlen u entsprechenden Quotienten g ein
Ideal v, und es ist m = t2. An diese Bemerkung schliesst sich
der folgende wichtige Satz, von dem wir hiufig Anwendung machen
werden :

4. Ist m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, und b der
grisste gemeinschaftliche Theiler der beiden Ideale a und o7, so
ist m = a’#, wo a/ einen durch a und b vollstindig bestimmten
Theiler von a bedeutet. Ist ferner a”7’ das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache von a’ und 0%/, so ist a”nn’ dasjenige von a und
07 9', und umgekehrt.

Denn jedenfalls ist m theilbar durch % und folglich = a’7,
wo o' ein bestimmtes Ideal bedeutet; da aber ay (zufolge 3.) ein
gemeinschaftliches Vielfaches von a und on ist, so muss ayn durch
a'n, und folglich a durch o’ theilbar sein (§. 165), weil # von Null
verschieden ist. Nun sei 7; ebenfalls eine von Null verschiedene
Zahl, b, der grosste gemeinschaftliche Theiler, und a; 5 das kleinste
gemeinschaftliche Vielfache der beiden Ideale a und on;, so wird
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a' jedesmal durch g, theilbar sein, wenn b in b, aufgeht; denn i
diesem Falle ist #; auch theilbar durch b, also von der Form
o+ @, wo e in o enthalten ist, und da, wenn &' irgend eine Zahl
in a’ bedeutet, das Product e'» durch a theilbar ist, so gilt das-
selbe von dem Producte o7 = &'@ 4 o/ % ©; mithin ist das durch
on theilbare Ideal a’%, auch theilbar durch a, also auch durch
a1y, und folglich ist a’ theilbar durch q;, wie behauptet wan
Hieraus folgt offenbar, dass, wenn b, = b ist, gewiss auch a, — o/
sein muss, weil jedes dieser beiden Ideale durch das andere theil-
bar ist; also ist a’ durch a und b vollstiindig bestimmt. Ebenso
leicht ergiebt sich der zweite Theil unseres Satzes; wenn niimlich
a"”n' das lleinste gemeinschaftliche Vielfache von a’ und oy’ ist,
so ist a” 9’ (nach §. 165) dasjenige von a’% und o7 7', also auch
dasjenige der drei Ideale a, on, 07 %’, von denen aber das zweite,
weil es in dem dritten aufgeht, weggelassen werden darf. Um-
gekehrt, wenn a”2 ' das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von g
und o059’ ist, so ist es auch dasjenige der drei Ideale a, 0%, 077/,
also auch das der beiden Ideale o’y und p77’, und hieraus folgt
(nach §. 165), dass a”' das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
von o’ und oy’ ist, was zu beweisen war.

Supplement XI.

§. 169.

Da alle Ideale Moduln sind, so liisst sich auch der Begriff der
Congruenz auf die Ideale iibertragen; zwei Zahlen @, o’ des Ge-
bietes o heissen congruent in Bezug auf das Ideal a, wenn ihre
Differenz durch a theilbar ist, und dies wird durch die Congruenz

® = o' (mod. ) -
ausgedriickt. Solche Congruenzen, welche sich auf dasselbe Idealq
beziehen, kénnen (nach §. 165) addirt und subtrahirt werden, wie
Gleichungen, d. h. aus der vorstehenden und aus einer zweiten
Congruenz

o' = o' (mod. q)
folgen immer die Congruenzen

o+ 0" =o'+ o (mod. a);

aus der Figenschaft II. des Ideals a ergiebt sich jetzt aber auch
die Erlaubniss, solche Congruenzen zu multipliciren, d. h. es folgt
auch die Congruenz
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00" = w'e” (mod. a);

denn da © — @' und ©” — 0" durch q theilbar sind, so gilt (zu-
folge I1) dasselbe von den Producten (0 — @’) @” und (0" — o) o',
mithin auch von deren Summe o 0" — o’ 0", was zu zeigen war.
Wir bemerken ferner, dass, wenn m ein Hauptideal og ist, die
Congruenz
¢ = f (mod. m)
ginzlich mit unserer fritheren Congruenz

o = f (mod, w)
zusammentfillt (§. 167, (6) — (9)). Damals haben wir gefunden,
dass der absolute Werth von N(i) zugleich die Anzahl der nach
p incongruenten Zahlen @, d. h. die Anzahl (b, ow) der verschie-
denen Zahlclassen ist, aus welchen das Gebiet o besteht, Dies
veranlasst uns, auch jedem Ideal a eine hestimmte Norm zuzu-
schreiben, die wir durch das Symbol N'(a) bezeichnen und durch
die Gleichung

N(0) = (0, )

definiren wollen, wo das Symbol (o, ) seine frithere Bedeutung
hat (§. 165). Wir zeigen zuniichst, dass NV (a) stets von Null ver-
schieden ist; wihlt man nimlich aus dem Ideal g eine belichige,
aber von Null verschiedene Zahl w aus, so ist o & theilbar durch q,
und da o durch o theilbar ist, so folgt (§ 165, (4))

(v, D) = (o, @) (@ o w);

da nun (v, 04) = + N (w), also von Null verschieden ist, so gilt
dasselbe auch von (o, 0) = N (a). Es besteht daher p aus einer
endlichen. Anzahl von Zahlclassen in Bezug auf q, und wenn aus
jeder dieser Classen ein hestimmter Reprisentant ¢ nach Belichen
gewiihlt ist, so nennen wir den Inbegriff dieser I (a) Zahlen o ein
vollsidandiges System incongruenter Zuhlen nach a. Fs ergeben sich
nun leicht die folgenden Sitze.

L Ist a ein belichiges Ideal, so ist N (a) theilbar durch q.

Denn (nach §. 165, (7)) ist allgemein (0, 0) @ = 0 (mod. q)
und hieraus folgt unser Satz, weil unter den Zahlen o dos Ge-
bietes o sich auch die Zahl 1 hefindet,

2. Das Ideal p ist das einzige Ideal, dessen Norm — 1 ist,

Denn jedenfalls ist N (0) = (o, 0) — 1; und umgekehrt, wenn
(0,0) =1 ist, 5o ist o (nach §. 165) theilbar durch a, folglich
0 =, weil a als Ideal durch o theilbar ist.

Dirichlet, Zahlentheorie. 83
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3, Ist m das kleinste gemeinschaftliche Vielfz}che, und b der
grisste gemeinschaftliche Theiler von a und b, so ist
N(a) = (6, ) N(b), N(m)= (b, a) N(b),
N (m) N (d) = N(a)N (b).
Denn weil o in b, und b in q, ferner o in b, und b in m auf-
geht, so ist (nach §. 165, (4)) .
(0, @) = (0, D) (0, @), (0, m) = (0, b) (b, m),
und ausserdem ist (nach §. 165, (1) und (2))
(d; a) = (b, m) = (b, ).

4, Tst o’y das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, und.b
der grﬁsste gemeischaftliche Theiler der Ideale a und oy, so ist
N(a) = N(a') N(d).

Denn in diesem Falle b oy ist (nach §. 165, (3))

(6, 0) = (6, m) = (0, a'y) = (v, 0') = N(a').
Wir hemerken beiliufig, dass, wie man leicht'ﬁ_nden wird, der
Theiler a’ des Ideals a (§. 168, 4.) jetzt auch definirt werden kann

4 ] G ' = 0 (mod. q).
als das System aller Wurzeln o' der Congruenz 7 o ¢
s 5. 13;(: a theilbar durch b, so ist N(a) theilbar durch N(b),

nimlich

N(a) = (b, a) N(b),

und b ist cin echter Theiler von a oder = a, je nachdem N (f)
< N(a), oder N (b) = N(a) ist. en

Igiis folgt unmittelbar aus dem Satze 3., weil in diesem Fa..lle
m=a, b= Db ist, und weil (b, a) stets und nur fi:mn =11is,
wenn b durch a theilbar ist (§. 165). — Zugleich ergw.bt sich hier-
aus, dass jeder Theiler b eines Ideals a aus einer endhchf,n Anzahl
(0 11) von Zahlclassen in Bezug auf a besteht, und da ubeﬂ}al'lpt
111’11‘ eine endliche Anzahl N (a) von Zahlclassen (mod. a) existirt,

folgt der Satz: .

- (; Jedes Ideal besitzt nur eine endliche Anzahl von Theilern.

7. Es giebt nur eine endliche Anzahl von Idealen, welche
dieselbe Norm besitzen. . !

Denn wenn N(a) = m ist, so ist (zufolge 1.) die Zahl m
theilbar durch a, also a ein Theiler des Hauptideals 01, welches
(nach 6,) nur eine endliche Anzahl von Theilern a besitzen kann.
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§. 170.

Wiihrend unsere bisherigen Untersuchungen iiber Ideale
wesentlich nur in einer Anwendung der Lehre von der Theilbarkeit
der Moduln bestanden, gehen wir jetzt zu einer neuen Idealbildung,
nimlich zur Multiplication der Ideale iiber, welche den eigentlichen
Kern der Idealtheorie bildet, 3

Sind a, b zwei beliebige Ideale, und bedeutet o jede Zahl in q,
ebenso B jede Zahl in b, so verstehen wir unter dem Producte ab
der Factoren a, b den Inbegriff aller Zahlen, welche als ein Product
af oder als Summe von mehreren solchen Producten afi darstell-
bar sind. Alle diese Zahlen sind wieder in o enthalten, und sie
verschwinden nicht sémmtlich; sie reproduciren sich durch Addition
und Subtraction, sowie durch Multiplication mit beliebigen Zahlen @
des Gebietes 0, weil jedes Product f o wieder in b enthalten ist,
Mithin ist das Product a b wieder ein Ideal,

Es leuchtet ohne Weiteres ein, dass ao = g, a(on) = ay,
00 = baund (ab)c = a(bc) ist; wir bezeichnen dicses letztere
Product kurz mit abe¢, und aus der schon Gfter angewendeten
Schlussweise (§§. 2, 147) geht hervor, dass das mit abcb .. . zu
bezeichnende Product aus m beliebigen Idealen a, b, ¢, d ... eine
vollstindig bestimmte, von der Anordnung der successiven Multi-
plicationen ginzlich unabhiingige Bedeutung hat*). Sind alle
diese m Factoren identisch mit dem Ideal a, so bezeichnen wir
ihr Product mit a™ und nennen es die mte Potens von a; m heisst
der Ezponent dieser Potenz, und wir dehnen diesen Begriff auch
auf die beiden Fille # — 0 wnd m — 1 aus, indem wir a0 — p
und a! = q setzen; dann gelten allgemein die Sitze a7 q% = ar+s
und (a7)* = q7s,

Es wird nun unsere Hauptaufgabe sein, den Zusammenhang
zwischen diesem Begriffe der Multiplication und demjenigen der
Theilbarkeit der Ideale vollstindig zu ergriinden; diese Unter-

| suchung hietet erhebliche Schwierigkeiten dar, und wir begniigen

uns fiir jetzt, die folgenden, fiusserst einfachen Sitze zu beweisen.

*) Es ist der Inbegriff aller Zahlen von der Form Zapyd ..., wo
% By, 0 . .. belichige Zahlen resp. der Ideale a, b, ¢, b ... bedeuten;
dies kénnte auch von vornherein als Definition eines Productes von beliebig
vielen Tdealen gelten.

33%
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1. Tst a theilbar durch o, und b theilbar durch b’, so ist ab :

theilbar durch a’b’.
Denn da jede Zahl o des Ideals a auch in af, und jede Zahl

B des Ideals b auch in b’ enthalten ist, so ist jedes Product af,

und folglich ‘auch jede Summe solcher Producte o in a’b’ ent-
halten.

9. Das Product ab ist ein gemeinschaftliches Vielfaches der
beiden Factoren a und b.

Denn a ist durch a, und b ist durch o theilbar, woraus (nach 1)
folgt, dass ab durch ap, d. h. durch a theilbar ist.

3. Ist m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, und b der
arisste gemeinschaftliche Theiler von a und b, so ist md durch af
theilbar*),

Denn jede Zahl o des Ideals b ist von der Form e f wo
 in a, und B in b enthalten ist, und jede Zahl u des Ideals m ist
sowohl in 0, als auch in a enthalten, woraus folgt, dass die beiden
Producte aw und wp dem Ideal ab angehoren; dasselbe gilt mit-
hin auch von ihrer Summe wd, also auch von jeder Zahl des
Ideals mb.

§ 171,

Zwei Ideale q, b heissen relative Primideale, und jedes von
ihnen heisst relatives Primideal zu dem anderen, wenn ihr grosster
gemeinschaftlicher Theiler — o ist; da nun die Zahl 1 in o enf-

halten ist, so giebt es eine Zahl & in a, und cine Zahl § in b,

welche der Bedingung
s

geniigen, und umgekehrt folgt aus der Existenz eines solchen
Zahlenpaares «, 8, dass a, b relative Primideale sind, weil (nach

it

§. 168, 1) o das einzige Ideal ist, welches in 1 aufgeht. Dasselbe

Kriterium kann man offenbar auch so ausdriicken, dass in b eine
Zahl f existirt, welche der Congruenz

p =1 (mod. a)

gentigt.  Wir bemerken ferner ein- fiir allemal, dass, wenn wir

#) Dass mbd = ab ist, werden wir erst spiter (§. 175, 9)) heweisen
kénnen,

Allgemeine Zahlentheorie. 517

mehr als zwei Ideale q, b, ¢ . . . relative Primideale nennen, hier-
unter immer zu verstehen ist, dass jedes dieser Ideale relatives
Primideal zu jedem der iibrigen ist. Aus dieser Definition ergeben
sich zunichst die folgenden Sitze. ;

1. Ist a relatives Primideal zu b und zu ¢, so ist a auch rela-
tives Primideal zu dem Producte b c.

Denn es giebt in b, ¢ Zahlen f, , welche den Bedingungen

= 1,7 = 1 (mod. a) geniigen, und hieraus folgt, dass die in b¢
enthaltene Zahl gy = 1 (mod. a) ist. I

9. Ist jedes der Ideale ay, ag, ay . .
jedem der Tdeale by, by . . ., so sind die Producte a; a3 0y . .. und
by b, . . . relative Primideale.

Der Beweis ergiebt sich durch wiederholte -Anwendung des
vorhergehenden Satzes (vergl. §. 5, 3.).

3, Sind a, b relative Primideale, so ist ab ihr kleinstes
gemeinschaftliches Vielfaches, und N(ab) = N (a) N (5).

Denn bedeutet m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
von a, b, so ist mo, also m selbst theilbar durch a b (nach §.170,3.);
da aber ab (nach § 170, 2.) ein gemeinschaftliches Vielfaches von
1, b, also durch m theilbar ist, so ist m = ab; und hieraus folgt
(nach §. 169, 3.) der Satz iiber die Normen*).

4, Sind a, 0, ¢ ... relative Primideale, so ist ihr Product
abe ... auch ihr kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches, und zu- -
gleich ist N(abe...) = N(@N@®) N() . ...

Der Beweis ergiebt sich durch wiederholte Anwendung der
vorhergehenden Siitze (vergl. §. 7).

5. Sind g, b rvelative Primideale, und ist b¢ theilbar durch g,
so geht a in ¢ auf.

Denn es giebt in b eine Zahl f = 1 (mod. a); ist nun y eine
belichige Zahl in ¢, so ist By in b, also auch in a enthalten,
woraus p = fy = 0 (mod. a) folgt, was zu beweisen war. —

Die bisher von uns entwickelten Sitze der Idealtheorie bieten
eine augenscheinliche Analogie dar mit den Sitzen iiber die
Theilbarkeit der ganzen rationalen Zahlen, und dies findet seinen
natiirlichen Grund darin, dass, wenn der Koérper & vom Grade
n= 1 ist, das Gebiet o = [1], und jedes Ideal m dieses Gebietes
ein Modul [m] ist, wo m irgend eine positive ganze rationale Zahl

, relatives Primideal zu

%) Dass der letztere allgemein fiir je zwei beliebige Ideale g, b gilt,
kann erst spiter bewiesen werden (§. 173, 7.).
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bedeutet (§. 165). Es liegt nun nahe, in die Theorie der Ideale
auch einen Begriff einzufiihren, weleher dem Begriffe der Tatio-
nalen Primzahl entspricht, Das Ideal o besitzt offenbar nur einen
einzigen Theiler, niimlich o selbst; jedes von o verschiedene Ideal
besitzt aber mindestens zwei verschiedene Theiler, da es ausser
durch o auch noch durch sich selbst theilbar ist, Wir wollen nun
ein Ideal p ein Primideal nennen, wenn es von o verschieden ist
und keinen anderen Theiler als o und p besitzt; dagegen soll g
ein gusammengesetztes Ideal heissen, wenn es mindestens einen
von o und o verschiedenen Theiler besitat. Hieraus fliessen dio
folgenden Siitze. g

6. Ist a von o verschieden, so gieht es mindestens ein in g
aufgehendes Primideal.

Denn wiihlt man unter den von o verschiedenen Theilem
von a ein solches Ideal p aus, dessen Norm den moglich kleinsten
Werth hat, so kann p (nach §, 169, 5.) keinen von o und p ver-
schiedenen Theiler haben, und folglich ist p cin in o aufgehendes
Primideal,

7. Zwei Ideale sind entweder relative Primideale, oder es
giebt ein in beiden aufgehendes Primideal.

Denn ihr grosster gemejnschaftlicher Theiler ist entweder
=0, oder er ist (nach 6.) durch ein Primideal theilbar.

s 8. Ist p ein Primideal, a ein beliehiges Ideal, so findet einer
und nur einer der folgenden beiden Fille Statt: entweder geht p
in a auf, oder a und p sind relative Primideale.

Denn der grisste gemeinschaftliche Theiler von a, p ist ein
Theiler von p, also entweder = 1, oder — o.

9. Wenn ein Product von Idealen oder Zahlen durch das

" Primideal p theilbar ist, so geht p in mindestens einem der Fac-
toren auf.

Denn wenn p in keinem der Ideale a, b, ¢ .. . aufgeht, so
ist p (nach 8,) relatives Primideal zu jedem derselben, also auch
zu ihrem Producte (nach 2.), welches folglich (nach 8.) nicht
durch p theilbar ist; und handelt es sich um ein Product aus
Zahlen n, y' .. ., so ergiebt sich dasselbe, wenn man die ent-
sprechenden Hauptideale v#, 0%’ . . . betrachtet.

10. Ist p ein Primideal, so giebt es im Korper der rationalen
Zahlen eine und nur eine positive Primzahl p, welche durch p
theilbar ist; zugleich ist N(p) = p/, und der Exponent £ soll der
Grad des Primideals p heissen,
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Denn die durch p theilbaren ganzen rationalen Zahlen ;
denen (nach § 169, 1.) auch N (p) gehort, bilden offenbar einen
Modul, und wenn p die Kleinste positive dieser Zahlen bedeqtet,
so ist dieser Modul = [p] (nach §. 165, (8)); nun kann p nicht
— 1 sein, weil sonst p — o wiire (nach §. 168, 1.), und p km'm
auch nicht ein Product aus zwei kleineren rationalen Zahlen sein,
weil sonst eine von beiden (nach 9.) durch p theilbar §eir.x miiss'te,
was gegen die Definition von p verstossen wiirde; mithin ist p cine
Primzahl im Korper der rationalen Zahlen, und es kann keine
andere solche Primzahl durch p theilbar sein, weil [p] der In-
begriff aller durch  theilbaren rationalen Zahlen ist. Dﬂ. nun 0 p
durch p, und folglich N(op), d. h. p» durch N (p) th'eﬂbar ist
(8. 169, 5.), so folgt, dass N (p) selbst eine Potenz von p ist. i
" 11 Ist a ein zusammengesetztes Ideal, so giebt es zwei
durch a nicht theilbare Zahlen x, n’, deren Product durch a theil-
bar ist. :

Denn a besitzt einen von o und a verschiedenen Theiler e
und da derselbe nicht durch a theilbar ist, so giebt es in ¢ eine
durch a nicht theilbare Zahl 7; der grisste gemeinschaftliche
Theiler d der beiden Ideale a und o ist theilbar durch ¢, also
von o verschieden, und folglich ist N(b) > 1 (nach § 169, 2.).
Nun sei /% das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a und o7,
s0 ist a’ ein Theiler von a, und zugleich ist (nach §. ]69,.4.)
N(a) = N(a") N(d) > N(a’); mithin ist o' ein eghter T!Jellcr
von a, und es giebt folglich in a’ eine durch a nicht thell!)a,re
Zahl '; dann ist das Product ny’ in na’ und folglich auch in a
enthalten, was zu beweisen war,

12, Ist a theilbar durch das Primideal p, so kann man die
Zahl v so wihlen, dass pv das kleinste gemeinschaftliche Viel-
fache der beiden Ideale a und 0w wird.

Der Beweis dieses einfachen, aber fiiv unsere Theorie dusserst
wichtigen Satzes*) ist mit einigen Schwierigkeifen verkniipft, die

*#) Derselbe lasst sich, ohne an Inhalt wesentlich zu gewinn?n_ oder.zu
verlieren, in sehr verschiedenen Formen ausdriicken; so z. B. erg;cbt sich
aus ihm ohne Zuziehung neuer Beweismittel der folgende Satz: Wenn a,b
nicht relative Primideale sind, so giebt es ein durch a micht theilbares
Ideal ¢ von der Art, dass bc durch a theilbar wird (vergl. §. 171, 5.).
Umgekehrt folgt der obige Satz ebenso leicht aus diesc’m lctzt.(-rcn, der
aber, trotz seiner scheinbaren Evidenz, schwerlich einen einfacheren
directen Beweis gestattet.
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sich jedoch durch die folgende Kette von Schliissen iiherwinden
lassen. Zuniichst leuchtet die Richtigkeit des Satzes ein, wenn
(b, o) = 1, also a = p ist, weil in diesem Falle die Zahl v — |
die verlangte Figenschaft besitzt. Es sei nun m irgend eine gangze
rationale Zahl > 1, und wir wollen annehmen, der Satz sei schon
fiir alle die Fille bewiesen, in welchen (p, a) < m ist, so brauchen
wir offenbar nur noch zu zeigen, dass hieraus immer seine Richtig-
keit auch fiir den Fall (p, ) = m folgt. Zu diesem Zweck wollen
wir wieder, wenn 5 eine von Null verschiedene Zahl ist, mit d den
grossten gemeinschaftlichen Theiler, mit a’% das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache der Ideale a, oy bezeichnen; dann ist af ein
Theiler von a, und zugleich ist N (a) = N (a’) N (b). Ist nun
(P, ) = m > 1, also p ein echter Theiler von a, so wollen wir
zungichst zeigen, dass man durch geeignete Wahl der Zahl 5 ein
zugehoriges Ideal a’ erhalten kann, welches erstens durch p theil-
bar und zweitens ein echter Theiler von a ist; die letztere Forde-
rung kommt offenbar darauf hinaus, dass b von o verschieden, also
N() > 1, N(a’) < N(a) werde. Um diesen Existenz-Beweis zu
fithren, miissen wir zwei Fille unterscheiden:
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a) Wenn p das einzige in o aufgehende Primideal ist, so’

withle man fiir 5 eine durch p, aber nicht durch a theilbare Zahl,
was stets moglich ist, weil p ein echter Theiler von a, also nicht
durch g theilbar ist. Da nun ox, und folglich auch d durch p
theilbar ist, so ist N (b) > 1, also a’ ein echter Theiler von a. Da
ferner o# nicht durch o theilbar ist, so kann o’ nicht = o sein,
und folglich giebt es (nach 6.) ein in o’ aufgehendes Primideal g;
da aber o’ ein Theiler von a ist, so geht q auch in a auf und ist
folglich = p; mithin ist o’ theilbar durch p, was zu zeigen war.

b) Wenn a durch ein von p verschiedenes Primideal g theilbar
ist, so withle man fiir % eine durch ¢, aber nicht durch b theilbare
Zahl, was stets moglich ist, weil q nicht durch p theilbar ist. Da
nun oz, und folglich auch d durch q theilbar ist, so ist N(d) > L,
also af ein echter Theiler von a. Da ferner o’y durch a und
folglich auch durch p theilbar ist, wihrend p in dem Factor #
nicht aufgeht, so ist (nach 9.) das Ideal a’ theilbar durch p, was
ZU Zeigen war.

Hiermit ist die Existenz einer solchen Zahl n in allen Fillen
nachgewiesen. Da nun das zugehorige Ideal a’ durch p theilbar
und zugleich ein echter Theiler von ‘a ist, so ist #m = (b, 0)
= (p, o) (a’, 0), und (a’, a) > 1, also (p, a’) < m; mithin giebt es

ok
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nach unserer obigen Annahme eine Zahl »’ von der Art, dass py'
das Kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Ideale a’, 0%’ ist, und
da a'n dasjenige der Ideale a, oy ist, so folgt (nach §. 168, 4.),
dass pyn' das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Ideale a
und 09 n' ist; mithin hat die Zahl » = 5%’ die in unserem Satze
verlangte Ligenschaft,

§.172.

Man wiirde nun unsere bisherige Untersuchung auch ohne
Zuziehung neuer Hiilfsmittel noch einige Schritte weiter fithren
und z B. den folgenden Satz beweisen konnen, in welchem unter
einem cinartigen Ideal ein solches verstanden wird, welches durch
ein und nur durch ein einziges Primideal theilbar ist:

Jedes von o verschiedene Ideal ist entweder einartig, oder es
lisst sich, und zwar nur auf eine einzige Weise, als Product von
lauter einartigen Idealen darstellen, die zugleich relative Prim-
ideale sind.

Indessen ist dieser Satz, den wir spater (§ 173, 4.) doch
durch einen noch schirferen zu ersetzen haben werden, fir unsere
Zwecke nicht erforderlich, und wir haben ihn nur erwihnt, um zu
zeigen, wie weit man mit den bisherigen Beweismitteln gelangen
kann. Bei einer sorgfiltigen Priifung der letzteren und der durch
sie gewonnenen Resultate ergiebt sich nun Folgendes.

So augenfillis auch die Analogie zwischen den vorhergehenden
Sitzen und denjenigen iiber die Theilbarkeit der ganzen rationalen
Zahlen ist, so kann dieselbe bis jetzt doch keineswegs eine woll-
stindige genannt werden, Man darf nicht vergessen, dass die
Theilbarkeit eines Ideals ¢ durch ein Ideal a nach unserer Defini-
tion (§§. 165, 168) lediglich darin hesteht, dass alle Zahlen des
Ideals ¢ auch in a enthalten sind; nun ergab sich zwar sehr leicht
(§ 170, 2.), dass jedes Product aus a und einem belichigen Ideal b
stets durch a theilbar ist, aber es ist keineswegs leicht zu beweisen,
dass umgekehrt jedes durch a theilbare Ideal ¢ auch ein Product
aus a und einem Ideal b ist, Diese Schwierigkeit lisst sich auch
mit den bisher von uns gebrauchten Beweismitteln allein durchaus
nicht iiberwinden, und wir miissen den Grund dieser Thatsache
hier etwas niher erortern, weil dieselbe mit einer sehr wichtigen
Verallgemeinerung der Theorie zusammenhiingt. Bei einer genauen
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Priifung der hisher entwickelten Theorie wird man sich leicht

davon iiberzeugen, dass alle Definitionen einen hestimmten Siny,
und die Beweise aller Siitze ihre volle Kraft behalten, auch weny
nicht vorausgesetzt wird, dass das mit o bezeichnete Gebiet ally
ganzen Zahlen des Korpers & umfasst. Die wirklich benutaten
Tigenschatten des Systems o kommen vielmehr auf die folgenden
zuriick: ;
a) Das System o ist ein endlicher Modul [@;, @, ... @,
dessen Basis zugleich eine Basis des Korpers £ bildet (§. 162),

b) Jedes Product aus zwei Zahlen des Systems o gehort dem-
selben System o an.

¢) Die Zahl 1 ist in o enthalten.

Ein Gebiet o, welches diese drei Eigenschaften besitzt, wollen
wir eine Ordnung nennen. Aus der Verbindung von a) undb)
folgt unmittelbar, dass eine Ordnung o nur aus ganzen Zahlen des
Korpers & besteht, und zufolge c) sind auch alle ganzen rationalen
Zahlen in-p enthalten; aber hieraus folgt noch nicht (ausgenommen
im Kall » = 1), dass o alle ganzen Zahlen des Korpers £ enthilt,
Nennt man nun eine Zahl o der Ordnung o nur dann theilbu
durch eine zweite solche Zahl w, wenn o = ww ist, wo » ebenfalls
eine Zahl in o bedeutet (vergl. § 167), und modificirt man in der-
selben Weise den Begriff der Congruenz der Zahlen innerhalh
des Gebietes o, so leuchtet unmittelbar ein, dass die Anzahl (b, 0y)
der in Bezug auf w incongruenten Zahlen der Ordnung o auch
jetzt = + N(u) ist (§ 167, (9)), und ehenso leicht wird man
erkennen, dass alle spiter entwickelten Begriffe und Sétze ihren
Sinn und ihre Geltung behalten, wenn unter einer Zuhl stets eine
Zahl dieser Ordnung o verstanden wird. In jeder Ordnung o des
Kiorpers & existirt daher eine hesondere Theorie der Ideale, und
diese Theorie ist fiir alle Ordnungen eine gemeinsame, soweit sie
im Vorhergehenden entwickelt ist. Aber withrend die Theorie
der Ideale in derjenigen Ordnung o, welche aus allen ganzen
Zahlen des Korpers £ hesteht, schliesslich (§. 173) zu allgemeinen
Gesetzen fithren wird, welche keine Ausnahme erleiden und voll-
stiindig mit den Gesetzen der Theilbarkeit der rationalen Zahlen
iibereinstimmen, so ist die Theorie der Ideale jeder anderen Ord-
nung nicht von gleicher Einfachheit, insofern eine (immer endliche)
Anzahl von Primidealen existirt, aus welchen sich die zugehdrigen
einartigen Ideale nicht alle durch Potenzirung bilden lassen. Diese
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fiir die Ziele der Zahlentheorie ebenfalls umerlisslich ist, und
welche fiir den Fall » — 2 mit der Theorie der verschiedenen
Ordnungen der bindiren quadratischen Formen zusammenfillt
(§ 61), soll aber im Folgenden von unserer Betrachtung ginzlich
ausgeschlossen bleiben*), und wir wollen uns begniigen, an einem
Beispiel auf den Charakter der oben erwihnten Ausnahmen auf-
merksam zu machen.

Das Gebiet o aller ganzen Zahlen desjenigen quadratischen
Korpers, dessen Grundzahl — — 3, ist — [1, 0], wo 0 einé Wurzel
der Gleichung 024 041 = 0 bedeutet (§. 166). Das System
o' =[1, 20] = [1, V' =3] ist eine Ordnung, welche nicht alle
ganzen Zahlen des Korpers enthilt, weil (o, 0/) = 2 ist (§. 165);
die durch o’ theilbaren Moduln b’ — [2, 26] = 0 (2) und o'(2)
= [2, 40] sind Ideale dieser Ordnung o’ (insofern sie die Kigen-
schaften I, und II. besitzen); aber obgleich o’ (2) durch p’ theilbar
ist, so existirt in o’ doch kein Ideal q’ von der Art, dass p’q/ = 0’(2)
wiirde, — :

Um nun die Theorie der Ideale in derjenigen Ordnung o,
welche alle ganzen Zahlen des Korpers & umfasst, zum voll-
stindigen Abschlusse zu bringen, bediivfen wir der folgenden
Hiilfssiitze : .

1. Ist w eine von Null verschiedene ganze, und @ eine ge-
brochene, d. h. nicht ganze Zahl des Korpers £*), so sind alle
Glieder der geometrischen Reihe

U WP, w2 .. p @G peett . ..
bis zu einem in endlicher Entfernung liegenden Gliede w p¢ ganze
Zahlen, und alle folgenden Glieder sind gebrochene Zahlen.

Zum Beweise bemerken wir zuniichst, dass alle Glieder der
Reihe in & enthalten sind, und dass das Anfangsglied eine ganze
Zahl ist. Bedeutet nun m den absoluten Werth von N (u), so
kinnen hochstens m Glieder ganze Zahlen, also in o enthalten
sein; wiiren niimlich mindestens (m - 1) Glieder ganze Zahlen, so

Allgemeine Zahlentheorie.

*) In einem gewissen Umfange ist diese Theorie behandelt in des
Herausgebers  Abhandlung: Ueber die Anzahl der Ideal-Classen in den
verschiedenen. Ordnungen eines endlichen Korpers (Braunschweig 1877).

*) Da, wenn w, @ irgend welche algebraische Zahlen sind, sich immer
leicht die Existenz eines endlichen Korpers £2 nachweisen lisst, welchem
beide Zahlen angehren, so gilt der obige Satz allgemein, und chenso dey
folgende Satz.
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miissten unter ihnen: (nach §. 167, (9)) mindestens zwei verschie-
dene einander congruent sein nach dem Modul w; bezeichnet man
dieselben mit w ¢ und w @, wo r > s, so wire w " = w @° (mod, ),
und folglich wiirde die gebrochene Zahl ¢ einer Gleichung pte
Grades von der Form
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Qr— gt —w =0
geniigen, wo o eine ganze Zahl, was (nach §. 160, 2.) unmbglich
ist. Von einer bestimmten Stelle ab werden daher alle Glieder
der Reihe gewiss gebrochene Zahlen sein; ist nun

poe==u
die letzte in der Reihe auftretende ganze Zahl, so ist ¢ ein end-
]1cher Exponent = 0; ist ¢ > 0, so sind alle vorhergehenden
Glieder ebenfalls ganze Zahlen; denn wenn » < ¢, s0 ist

(wor)e = we=rur
eine ganze Zahl, und hieraus folgt (nach §. 160, 2.), dass auch w g
eine ganze Zahl ist, was zu beweisen war.

2. - Sind w, » zwei von Null verschiedene Zahlen in p, und
ist » nicht theilbar durch g, so giebt es in o immer zwei von Null
verschiedene Zahlen #, 4 von der Art, dass xu = Av, und dass
%2 nicht durch A theilbar ist.

Dies folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden Satze; denn
wenn man v = p ¢ setzt, so ist ¢ eine gebrochene Zahl des
Kérpers £, und von den Gliedern der Reihe

W, e ..
sind die beiden ersten in o enthalten; bezeichnet man nun (wie

in 1.) die beiden letzten Glieder der Reihe, welche ganze Zahlen,
also in p enthalten sind, mit

A=ppt, z=ug,
so ist offenbar xw = Av, und da das niichstfolcende Glied
el —— u_l

eine gebrochene Zahl ist, so kann »? nicht durch 4 theilbar sein,
was zu beweisen war.

e st S it
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§ 173,

Mit Hiilfe dieser Sitze ist es leicht, die Theorie der Ideale
unseres Gebictes o zu dem gewiinschten Abschluss zu bringen;
dies geschieht durch die folgende Reihe von Sitzen.

1. Ist p ein Primideal, so giebt es eine durch p theilbare
Zahl 2 und eine durch p nicht theilbare Zahl x von der Art, dass px
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Ideale o4 und o ist.

Denn es sei g eine beliebige, aber von Null verschiedene Zahl
in b, so giebt es, weil o durch p theilbar ist, eine Zahl v von der
Art, dass pv das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Ideale .
o und 0w wird (§ 171, 12.); diese Zahl v kann nicht durch
theilbar sein, weil sonst o», und nicht p» das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache von pw und pw» wire. Man kann daher
(nach §. 172, 2.) die beiden Zahlen #, 4 so wihlen, dass xy = A,
und %2 nicht durch 24 theilbar wird; dann ist (nach § 165) prvx
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von pw# und o2, und
da das erste dieser beiden Ideale — o A v ist, so folgt durch Division
mit » (nach § 165), dass px das kleinste gemeinschaftliche Viel-
fache yon o4 und o » ist; mithin ist p ein Theiler von o4 (nach
§. 168, 4.), d. h. 4 ist theilbar durch p; aber » ist nicht theilbar
durch p, weil sonst 2 durch psx, also auch durch A theilbar wiire,
was nicht der Fall ist.

2. Jedes Primideal p kann durch Multiplication mit einem
geeignet gewiithlten Ideal b in ein Hauptideal 02 = pd verwandelt
werden.

Denn hehalten #, 4 dieselbe Bedeutung, wie im vorhergehen-
den Satze, und bezeichnet man mit d den gréssten gemeinschaft-
lichen Theiler von 04, 0%, so ist (nach §.170, 3.) dasProduct pxd
durch das Product o A%, und folglich pd durch o4 theilbar (§.165).
Da aber x nicht durch p theilbar ist, so ist p (nach § 171, 8.)
relatives Primideal zu dem Ideal px und folglich auch zu dessen
Theiler b, mithin ist (nach § 171, 8.) pd das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache von p und d, und da A durch diese beiden Ideale
theilbar ist, so muss o4 auch durch pb theilbar sein. Mithin ist
pd = o4, was zu beweisen war. ;

3. Tst das Ideal a theilbar durch das Primideal p, so giebt
es ein und nur ein Ideal q von der Art, dass pq = a wird; dieses
Ideal q ist ein echter Theiler von a, und folglich ist N (q) < N (a).
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Denn withlt man (nach 2.) ein Ideal d so, dass pd — o4 wird,
0 muss ad (nach §. 170, 1.) durch pb, also durch A theilbar sein,
weil a durch p theilbar ist, und folglich ist ad — Aq, Wo q ein
bhestimmtes Ideal bedeutet (§. 168). Multiplicirt man diese Glej-
chung mit p, so ergiebt sich Aa — Apq, also 0 = pg. Geniigt
nun das Ideal v ebenfalls der Bedingung pr = q, so ist pr — oy
durch Multiplication mit b folgt hieraus Ay — Lq, also ist
v =q (8§ 165). Man kann ferner (nach §. 171, 12.) die Zahl » so
wiihlen, dass p» das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a
und ov wird; da nun pr durch q, also durch pq theilbar ist, go
ergiebt sich (nach §. 170, 1.) durch Multiplication mit b, dass A
durch 4q, also die Zahl » durch q theilbar ist; aber v ist gewiss
nicht theilbar durch a, weil sonst o», und nicht po, das kleinste
gemeinschaftliche Vielfache von a und o wire. Da also » theilbar
durch ¢, aber nicht theilbar durch a ist, so ist das Ideal g, welches
offenbar in q aufeeht, verschieden von a, also ein echter Theiler yon
a, was zu beweisen war.

4. Jedes von p verschiedene Ideal a ist entweder oin Prim-
ideal, oder es lisst sich, und zwar nur auf eine einzige Weise, als
Product von lauter Primidealen darstellen.

Da a von o verschieden ist, so giebt es (nach §. 171, 6.) ein in
a aufgehendes Primideal p,, und folglich kann man (nach 3.)
0= ho; setzen, wo N(a) < N(a) ist.  Wenn N (o) = 1, also
0 = o ist, so ergiebt sich a = p,; ist aber N(a) > 1, also o
von o verschieden, so kann man wieder a4 = pya, setzen, wo j,
ein Primideal, und N (1) < N(qy) ist.  Wenn N(a,) > 1 ist, so
kann man in derselben Weise fortfahren, bis unter den Idealen
ay, Oy . . . das Ideal p = q, auftritt, was nach einer endlichen An-
zahl von Zerlegungen geschehen muss, weil die Normen dieser
Ideale immer kleiner werden, Auf diese Weise erhiilt man

a=Pb...h,,

WO Py, Ps . .. b, simmtlich Primideale sind, Ist nun zugleich
O=010 -« . (s,

WO 1, Gy - . - qa ebenfalls Primideale bedeuten, so geht dl in q, also

in dem Producte der » Ideale b, und folglich (nach § 171, 9.) auch

in einem der Factoren p, z B. in by auf; da aber p; als Primideal .

keinen anderen Theiler, als o und y

besitzt, so muss q; = p, sein,
Es ist daher

]

L, 4 FREREE SUSSEE S
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Pri(Paie .- De) =b1 (@3- = qs)s
und hieraus folgt (nach 3.)

ot e
Offenbar kann man in derselben Weise fortfahren (vergl. §. 8),
und man gelangt so zu dem Resultate, dass jedes Primideal, welches
in dem einen Producte einmal oder ifter als Factor auftritt, genau
ebenso oft in dem anderen Producte als Factor auftreten muss.

5. JedesIdeal a kann durch Multiplication mit einem passend
gewihlten Ideal m in ein Hauptideal am = og verwandelt werden.

Denn man setze a (nach 4.) in die Form pyp, . . . p,, so lassen
sich die Primideale py, by . . . D, (nach 2.) durch Multiplication in
Hauptideale p,d; = 04y, P 0y = 02, . .. Pd, = 04, verwn‘nde‘]n;
setzt man nun 9 by .. LD ="m, A4y . LA, = @, so wird
ai = ow, was zu beweisen war.

6. Ist das Tdeal c theilbar durch das Ideal a, so gicht es ein
und nur ein Ideal b, welches der Bedingung ab = ¢ geniigt. — Ist
ab theilbar durch al’, so ist b theilbar durch b, und aus ab=ab’
folgt b = b". .

Denn wenn ¢ durch a theilbar, und m ein beliebiges Ideal ist,
so ist (nach §. 170, 1.) cm theilbar durch am; withlt man dah.er
(nach 5.) das Ideal m so, dass am ein Hauptideal o wird, s0 ist
(hach §. 168) cm = by, wo b ein bestimmtes Ideal bedeutet; hier-

+ aus folgt, wenn man mit a multiplicirt, co = abg, also ¢ = ab. —

Sind ferner a, b, 0’ beliebige Ideale, und nehmen wir an, os sei
ab theilbar durch ab" so folgt durch Multiplication mit m, dass
bu durch b'w, also b durch b theilbar ist. Und wenn ab = ab’
ist, so muss jedes der Ideale b, b’ durch das andere theilbar, folg-
lich b = b’ sein, was zu beweisen war.

7. Sind a, b beliebige Ideale, so ist N(ab) = N(a) N(b), und
folglich (a, ab) = N (b). :

Wir betrachten zunfichst ein Product a = pq, dessen einer
Factor p ein Primideal ist. Dann ist der andere Factor q ein
echter Theiler von a, weil sonst q = q, und folglich (nach 6.) p=no
wire, und es giebt daher in q eine durch a nicht theilbare Zahl n;
bezeichnen wir nun (wie in §. 169, 4.) mit a’y, das kleinste ge-
meinschaftliche Vielfache, mit d den grossten gemeinschaftlichen
Theiler der beiden Ideale a und o0, so ist N(a) = N(a’) N(d),

und hieraus folgt
N(paq) = N(b) N(q),
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weil, wie wir sogleich zeigen wollen, o/ = p und b — q ist. In der
That, da 5 durch g, also py (nach §.170, 1.) durch pq theilbar Isf,
0 ist py ein gemeinschaftliches Vielfaches von a und 0%, mithiy
theilbar durch a’%, woraus folgt, dass a’in p aufgehen, also —
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oder = sein muss; das Erstere ist aber unmdglich, weil oy nicht

durch a theilbar ist; also ist o/ — p. Da ferner q ein gemein-
schaftlicher Theiler von a und p# ist und folglich in d aufgeht, s
kann man (nach 6.) b = eq setzen, and da dieses Ideal b in q— i
aufgeht, so muss (nach 6.) dasTdeal ¢ in b aufgehen, also — p oder
= ] sein, woraus entsprechend b = ¢, oder b — g = a folgt;
das Letztere ist aber unmaglich, weil 5 nicht durch a theilbar Ist;
also ist b = g, wie behauptet war. Nachdem hiermit unser Saf;
fiir den Fall bewiesen ist, dass einer der Factoren ein Primide]

it Aoy

ist, ergiebt sich seine Allgemeingiiltigkeit leicht wie folgt. Da

(nach 4.) jedes von o verschiedene Ideal

O=Dibay...ps
gesetzt werden darf, wo by, b, . . . p, Primideale bedeuten, so folgt
aus dem eben Bewiesenen, dass

N(@) = N () Ny ... b)) = N(py) N(pa) N(bs - . b)),

also '
N(@) = N(p) N(po) N(ps) - . - N(p,)
ist. Setzt man nun, wenn b ein zweites Ideal ist,
b= g0 .05

so folgt ehenso j
N(6) = N(q) N(0) - - - N(qs);
zugleich ist aber
D =0 Pa by v Dy GG
N(ab) = Np)N®,) ... N(p,) N(qr) - . - N(1s),

mithin wirklich N(ab) = N (a) N (b), was zu beweisen war.

8. Ein Ideal a (oder eine Zahl ) ist stets und nur dam
durch ein Ideal b (oder eine Zahl 0) theilbar, wenn alle in b (oderd)
aufgehenden Potenzen von Primidealen auch in q (oder «) auf
gehen. :

Denn wenn p ein Primideal ist, und p™ in einem Ideale b auf-
geht, so ist (mach 6.) b = ep™ und wenn man dasIdeal e (nach 4)
in seine Primfactoren zerlegt, so ist auch b als Product von lauter

(s
also

4

4
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Primidealen dargestellt, unter denen folglich der Factor p minde-
stens mmal vorkommt; umgekehrt, wenn in der Zerlegung von
in Primfactoren das Primideal p mindestens mmal als Factor
auftritt, so ist b offenbar durch pm theilbar. Wenn daher ge-
sagt wird, dass alle in b aufgehenden Potenzen von Primidealen
auch in einem Ideale a aufgehen, so heisst dies nichts Anderes,
als dass alle in der Zerlegung von b auftretenden Primfactoren
auch simmtlich mindestens ebenso oft in der Zerlegung von q
als Factoren auftreten; unter den Factoren von g finden sich da-
her zundichst alle Factoren von b, und wenn man das Product
der iibrigen Factoren von a mit t bezeichnet, so ist a = 19, und

folglich ist a theilbar durch ». Dass aber umgekehrt, wenn b ein * -

Theiler von q ist, alle in b aufgehenden Potenzen von Primidealen
auch in a aufgehen, versteht sich von selbst,

Nachdem unser Satz bewiesen ist, bemerken wir noch Fol-
gendes. Vereinigt man alle unter einander gleichen Primfactoren
eines Ideals a zu einer Potenz, so erhiilt man

(= hagbye (et
W0 b, q, t... lauter von einander wverschiedene Primideale bedeuten,
und nach dem eben bewiesenen Satze sind die simmtlichen Theiler
von q in der Form

= s
enthalten, wo die Exponenten «/, 5', ¢’ . . . den Bedingungen

0=a'=a 00 <4 Oi==rcl=<ic. .
geniigen; da je zwei verschiedenen Combinationen von Exponenten
a'yb's ¢’ . .. (nach 4.) zwei verschiedene Ideale D entsprechen, so
Ist die Anzahl aller verschiedenen Theiler
=@+ @+1)Et+1)...
9. Ist m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, und b der
grosste gemeinschaftliche Theiler der heiden Ideale a, b, so ist
a=ba’, b=0>b, md=ab,
m=ba'b’=ab’ = ha’,
Wo &, b’ relative Primideale bedeuten. Ist ferner bc theilhar durch
9, 50 ist ¢ theilbar durch o’

Denn weil a und b durch b theilbar sind, so kann man (nach 6.)
a=ba/, h=1p' setzen ; bedeutet nun ' den grossten gemeinschaft-
lichen Theiler der Ideale a’, b', 80 ist (nach §. 170, 1.) das Product
b’ ein gemeinschaftlicher Theiler von a, b, also auch ein Theiler
vond, woraus (nach 6.) b’ = o folgt; mithin sind a’, b’ relative

Dirichlet, Zahlentheorie, 34



530 Supplement XT.

Primideale. Ist nun be theilbar durch a, also d0’c theilbar durch
ba’, so muss (nach 6.) a’ in b’c, mithin (nach §. 171, 5.) auch in ¢
aufgehen. Hieraus folgen sofort die Behauptungen iber m; da
néimlich m theilbar durch b, also (nach 6.) von der Form be, zu-
gleich aber auch theilbar durch a ist, so-ist ¢ theilbar durch o,
also m theilbar durch Ha’ (nach § 170, 1.); da aber umgekehrf
dieses letztere Ideal ba’ = ba'b’ = ab’ ein gemeinschaftliches
Vielfaches von a, b ist, so muss es durch m theilbar und folg.
lich = m sein, was zu beweisen war.

§ 174

Nachdem im Vorhergehenden die Grundgesetze der Theilbarkeit
der Ideale und zugleich der in o enthaltenen Zaklen festgestellt
sind, lassen wir einige Betrachtungen folgen, welche dazu bestimmt
sind, die Analogie mit der rationalen Zahlentheorie noch weiter
durchzufithren, wobei wir uns freilich auf das Nothwendigste he-
sehriinken miissen; wir werden hierbei zugleich Gelegenheit finden,
einige frilhere Sitze, die der Natur der Sache gemiss damals nur
unvollstindig ausgesprochen werden konnten (vergl. §. 172), i
schiirferer Form darzustellen. Wir beginnen mit dem folgenden
durch seine zahlreichen Anwendungen sehr niitzlichen Satze (vergl
8. 25).

1. TIst m dasProduct aus den relativen Primidealen a, b, ¢..,
und sind g, 0, 7 ... ebenso viele gegebene Zahlen, so gieht es
immer Zahlen @, welche den gleichzeitigen Congruenzen

@ = o (mod. ), ©= 6 (mod.0), o=z mod (...

geniigen, und alle diese Zahlen @ bilden eine bestimmte Zahlclasse
in Bezug auf das Ideal m.

Handelt es sich nur um zwei relative Primideale a, b, so folgt
dics unmittelbar aus einem Satze der Modultheorie (§. 165, ()
und (6)), weil p“der grosste gemeinschaftliche Theiler, und ab das
Ideinste gemeinschaftliche Vielfache von a, b ist, und hieraus er-
giebt sich durch Wiederholung derselben Schliisse leicht unser all-
gemeiner Satz. Am einfachsten lisst sich derselbe aber auf fol-
gende Art beweisen. Setzt man m = aq; =bb =6 = ..

T
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und folglich giebt es in denselben resp.Zahlen o, B, 9;..., welche
der Bedingung

a+ftrnt...=1
geniigen; setzt man ferner

0 =oa;+6f ey -,

so iiberzeugt man sich leicht, dass alle gesuchten Zahlen o = @,

* (mod.m) sind, und dass alle in dieser Zahlclasse enthaltenen Zahlen

so0 ist o der grosste gemeinschaftliche Theiler der Ideale ay, by ti.-s

die vorgeschriebenen Congruenzen befriedigen. Zugleich leuchtet
ein, dass m, ein vollstindiges System incongruenter Zahlen nach m
durchliuft, sobald man jede der Zahlen g, 6,7... ein solches System
in Bezug auf den entsprechenden Modul a, b, ¢ ... durchlaufen
liisst.

Bevor wir nun zu weiteren Untersuchungen iihergehen, wollen
wir eine Bemerkung iber relative Primzahlen einschalten. Sind
e, 0f velative Primideale, so kann man aus jedem von ihnen eine
Zahl so auswithlen, dass ihre Summe — 1 wird (§. 171); es giebt
daher zwei Zahlen £, 5 in o, welche der Bedingung «& + fin =1
geniigen, und folglich sind «, # relative Primzahlen (§.161). Wenn
dagegen die beiden Ideale pe, o einen von o verschiedenen
grossten gemeinschaftlichen Theiler b haben, so ist ihr kleinstes
gemeinschaftliches Vielfaches m ein echter Theiler ihres Productes
oef = md (§ 173, 9.), und es giebt daher eine in m enthaltene,
d. h. durch o und B theilbare Zahl u, welche nicht durch o8 theil-
bar ist, woraus (nach §. 161) folgt, dass a, 8 nicht relative Prim-
zahlen sind. Da nun von den beiden genannten Fillen immer
emer und nur einer eintreten muss, so ergiebt sich der folgende
Satz:

9. Zwei von Null verschiedene Zahlen «, 8 des Gebietes o
sind stets und nur dann relative Primzahlen, wenn oe, 0 relative
Primideale sind, und es giebt dann immer zwei Zahlen £, % in o,
welche der Bedingung

: wt+fy =1
geniigen,

Im Folgenden wollen wir der Kiirze halber unter dem gross-
f:en gemeinschaftlichen Theiler b eines Ideals a und einer Zahl y
immer den grossten gemeinschaftlichen Theiler der beiden Ideale
a, 07, oder, falls 5 = 0 ist, das Ideal a selbst verstehen; in allen
Fallen ist b der Inbegriff aller Zahlen von der Form « 47w, wo

34



532

«, @ beliebige Zahlen der Ideale a, o hedeuten. Zugleich ist
a = da’, und wenn 5 von Null verschieden, so ist a’% das kleinste
gemeinschaftliche Vielfache der beiden Ideale a, o7 (zufolge
§. 173, 9.); das hierbei auftretendeIdeal a’ ist in der Entwickelung
unserer Idealtheorie schon oft erwithnt, aber erst jetzt konnte seine
eigentliche Bedeutung vollstindig erkannt werden (vergl. §.168, 4,
§.169, 4, § 171, 12.). Wenn b = o ist, so wollen wir sagen,  sei
relative Primzohl suw o, und a sei relatives Primideal zu m; in
diesem Falle existirt eine Zahl @, welche der Congruenz no =1
(mod. a) geniigt, und umgekehrt folgt aus dieser Congruenz, dassy
relative Primzahl zu a ist.

Da nun, wenn b irgend ein Theiler von ¢ ist, aus der Con-
gruenz n=mn" (mod. a) auch immer die Congruenz n=7" (mod. )
folgt, so leuchtet ein, dass alle Zahlen », welche einer und der-
selben Zahlclasse nach a angehoren, auch denselben grossten ge-
meinschaftlichen Theiler b mit a haben. Wir wihlen daher fiir
jede solche Zahlclasse einen bestimmten Reprisentanten und
fragen, wie vielen dieser Zahlen ein und derselbe gegebene Theilerd
entspricht. Von besonderer Wichtigkeit ist der specielle Fall,
Wwo b = o ist, und wir wollen mit 4 (a) die Anzahl aller derjenigen
nach a incongruenten Zahlen bezeichnen, welche relative Prim-
zahlen zu a sind. Offenbar hat diese Function ¢ genau dieselbe
Bedeutung fiir unser Gebiet, wie die Function ¢ fiir die rationale
Zahlentheorie (§. 11), und sie geht im Falle » = 1 in die letatere
iiber. Is giebt nun sehr verschiedene Wege zur Bestimmung dieser
Function; am einfachsten erledigt sich aber dieselbe, wenn man
die Frage noch allgemeiner stellt, durch den folgenden Satz:

3. Ist a = ba/, und sind py, ps . . . b, relative Primideale, die
in o’ aufgehen, so ist die Anzahl derjenigen nach a incongruenten
Zahlen 7, welche durch d, aber durch keins der Producte b,
2y - .. 0P, theilbar sind, gleich

v (1= ) (= ) - (1)

. Dies ergiebt sich leicht durch den Schluss von r auf 741
(vergl. §.11). Wir haben von den simmtlichen nach a incongruen-
ten Zahlen nur diejenigen zu betrachten, welche durch b theil-
bar sind, und die Anzahl dieser Zahlen 0 ist = (b, a), wie aus der
Definition dieses Symbols heryorgeht. Ist nun p irgend ein Theiler
von a’, so zerfallen diese Zahlen 0 in zwei verschiedene Gruppen,
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von denen die eine alle diejenigen Zahlen umfasst, welche durch
b theilbar sind; da die Anzahl dieser Zahlen — (b, a) ist, so ist
(b, 0) — (b p, a) die Anzahl der in der anderen Gruppe enthaltenen,
also aller derjenigen Zahlen, welche durch b, aber nicht durch by,
theilbar sind. Da nun b und dp in a aufgehen, so ist

N(a) N(@) _ N(a)

(0 8) == vy DASh 000 = s = oy

und folglich ist die Anzahl der oben genannten Zahlen

(® a) _'(bpv a) = N(a') <1 —jvl(—pj)a
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womit unser Satz fir den Fall » = 1 bewiesen ist. Wir nehmen
nun an, der Satz sei fiir alle Félle bewiesen, in denen die Anzahl
der relativen Primideale p;, b, . . . nicht grosser als eine bestimmte
Zahl r ist, und wir wollen beweisen, dass hieraus seine Richtigkeit
auch fiir dieFille folgt, in denen die Anzahl dieser Ideale — # -+ 1
ist. Es seien daher p, Py, s - . . b, relative Primideale, die simmt-
lich in o’ aufgehen, so betrachten wir zunéichst diejenigen Zahlen 7,
welche durch b, aber durch keins der » Producte dp;, dp, . .. dp,
theilbar sind, und deren Anzahl ¢ nach unserer Hypothese die in
dem Satze selbst angegebene ist. Diese e Zahlen % zerlegen wir in
zwei Gruppen, ndmlich in eine Gruppe von ¢ Zahlen 7', welche
durch bp theilbar sind, wihrend die andere Gruppe aus denjenigen
Zahlen %" besteht, welche nicht durch dp theilbar sind, und deren
Anzahl ¢” = ¢ — e’ gerade jetzt von uns gesucht wird, Da ¢ schon
bekannt ist, so brauchen wir nur noch die Anzahl ¢’ der auszu-
scheidenden Zahlen %’ zu bestimmen. Zu diesem Zwecke setzen
wir 0p = b, a’ = pa”, so ist a = d’a”, und die r Ideale by, b,,
<..b,, welche zu einander und zu P rélative Primideale sind,
gehen in pa” und folglich auch in a” auf Die Definition der
¢' Zahlen 7’ besteht darin, dass sie durch b, aber durch keins der
Ideale dp;, D, . . . 0P, theilbar sind, und hieraus folgt, dass sie
auch durch keins der » Producte ', d'py . . . b'p, theilbar sind.
Umgekehrt, wenn eine Zahl ¢’ durch b, aber durch keins der
r Producte d'p;, 8'py . . . b'p, theilbar ist, so kann sie auch durch
keins der Producte dp;, dp, . .. Db, theilbar sein; denn wiire sie
z. B. durch dp, theilbar, so miisste sie auch durch das kleinste ge-
meinschaftliche Vielfache von d’ = dp und dp,, welches offenbar
= 0Ph, = b’p, ist, theilbar sein, was nicht der Fall ist; mithin
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ist jede solche Zahl 8’ auch eine Zahl x’. Die Anzahl ¢ dieser
Zahlen 8’ oder n’ ergiebt sich aber offenbar aus unserem hypothe-
tisch richtigen Satze, wenn darin nur b durch d’, also a’ durch o’
ersetzt wird, und da N(a") = N(a”) N(b) ist, so ist diese Anzahl

c!

SAEE G
T NGy

hieraus folgt die von uns gesuchte Anzahl

g i S (S

G —=seEe __e<1 .N(J,J))’
wodurch unsere Induction vollstiindig bestitigt, also die allgemeine
Griiltigkeit unseres Satzes hewiesen ist.

Wir benutzen dieses Resultat zunichst zur Bestimmung der
oben mit ¢ bezeichneten Funetion; sieht man von dem evidenten
Fall

Y(0) =1

ab, so erledigt sich dieselbe durch den folgenden Satz:

4. Sind Py, Py . .. P, die simmtlichen von einander verschie-
denen, in a aufgehenden Primideale, so ist

(@) = N(a) (1__%) (1—ng—2)). 40 (I—F&)

Denn man braucht in dem vorhergehenden Satze nur b =y,
also o/ = a zu setzen, weil eine Zahl stets und nur dann relative
Primzahl zu a ist, wenn sie durch kein in a aufgehendes Primideal
theilbar ist.

Hieraus folgt sofort der Satz (vergl. §. 12), dass, wenn a,b,¢...
relative Primideale bedeuten,

Plabe...) = v(a)w(d)v().. .

ist; de.rselbe kann aber auch leicht aus unserem ohigen Satze 1.
abgeleitet werden. Aus dem Satze 3. ergiebt sich ferner der
folgende:

j 5. Ist.a = da/, so ist ¥ (a’) die Anzahl aller derjenigen nach
incongruenten Zahlen, welche mit a den grissten gemeinschaft-
lichen Theiler d haben.

. Denn bezeichnet man mit p;, p, ... p, die simmtlichen von
einander verschiedenen, in o/ aufgehenden Primideale, so sind di¢
genannten Zahlen identisch mit denjenigen, welche durch b, aber
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durch keins der Producte dpy, by . . . b, theilbar sind, und hier-
aus ergiebt sich unser Satz (aus 3. und 4.).

Da nun einer jeden der iiberhaupt vorhandenen incongruenten
Zahlen, deren Anzahl = N(a), ein bestimmter grdsster gemein-
schaftlicher Theiler b entspricht, und da a’ gleichzeitig mit b alle
Theiler desIdeals a durchliuft, so folgt (vergl. §. 13), dass die iiber
alle Theiler a’ des Ideals a ausgedehnte Summe

() = N(a)
ist; dieser Satz, welcher, wie man leicht erkennt, fiir die Function ¢
charakteristisch ist (vergl. §. 188), kann aber auch durch unmittel-
bare Rechnung aus der oben (in 4.) gefundenen Form der Function
abgeleitet werden (vergl. §. 14).

Wir wollen nun noch eine besonders wichtige Folgerung her-
vorhehen, welche sich daraus ergicht, dass die Function ¢ niemals
verschwindet: ist d ein Theiler von a, 8o giebt es (zufolgeb.) immer
cine Zahl 7 von der Beschaffenheit, dass a und 07 den grossten
gemeinschaftlichen Theiler b haben*). Mit etwas veriinderter Be-
seichnung lisst sich dieser Satz auch in folgender Form aus-
sprechen:

6. Sind a, b zwei beliebige Ideale, so kann a in ein Haupl-
sdeal am verwandelt werden durch Multiplication mit einem Fac-
tor m, welcher relatives Primideal zu b ist.

Denn a ist ein Theiler von ab, und folglich kann man eine
Zahl @ so withlen, dass a der grosste gemeinschaftliche Theiler von
a0 und oy wird; dann ist op = am, und m ist relatives Primideal
zu b, was zu beweisen war. Hieraus folgt weiter:

7. Jedes Tdeal a kann auf unendlich viele Arten als grosster
gemeinschaftlicher Theiler von zwei Hauptidealen dargestellt
werden.

Denn wihlt man nach Belieben eine durch a theilbare, aber
von Null verschiedene Zahl », so ist ov = ab, und wenn man hier-
auf @ wihlt, wie im vorigen Satze, so ist a der grosste gemein-
schaftliche Theiler von ow und o, was zu beweisen war.

*) Dies ergiebt sich auch leicht aus dem obigen Satze 1., wenn man fiir
a, 0, ¢...Potenzen yerschiedener Primideale p nimmt und bedenkt, dass es
immer Zahlen giebt, welche durch pe, aber nicht durch pett theilbar sind,
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Um den Satz 6. noch in einer anderen, fiir manche Anwendun-
gen besonders wichtigen Form darzustellen, schicken wir folgenden
Hiilfssatz voraus:

8. Ist m relatives Primideal zu der rationalen Zahl L, so ist
N(m) auch relative Primzahl zu F.

Denn wenn p ein Primfactor von m, und p die durch P theil-
bare rationale Primzahl ist (§. 171, 10.), so kann p nicht in % auf-
gehen, weil sonst p ein gemeinschaftlicher Theiler von m und &
wiire; nun ist N(p) eine Potenz von p, und da | (m) das Product
aller Factoren N(p), also ein Product von lauter solchen, in % nicht
-anfgehenden rationalen Primzahlen p ist, so ist N(m) relative Prim-

“zahl zu k, was zu beweisen war. Hieraus folgt der Satz:

9. Ist a ein belichiges Ideal, und % eine beliehige von Null
verschiedene ganze rationale Zahl, so kann man aus a eine Zahl I
so auswihlen, dass (a, o) relative Primzahl zu % wird.

Denn a kann (zufolge 6.) durch Multiplication mit einem Fac-
tor m, welcher relatives Primideal zu % ist, in ein Hauptideal
am = ow verwandelt werden, und dann ist (a, ou) — IV (m) rela-
tive Primzahl zu %, was zu beweisen war.

Wir verlassen nun diese Anwendungen und wenden uns noch
zu dem Beweise des folgenden Satzes, welcher dem verallge-

meinerten Fermat’schen Satze (§.19) der rationalen Zahlentheorie -

entspricht:

10. Ist a ein beliebiges Ideal, und o relative Primzahl zu ay

50 ist z
o¥® = 1 (mod, q);

und wenn p ein Primideal ist, so geniigh jede Zahl & der Con-
gruenz
o¥® = o (mod. ).

Setzt man der Kiirze halber #(a) = s, so giebt es genau
§ Zahlen o,, 0,... 0,, welche incongruent nach a und zugleich
relative Primzahlen zu a sind. Ist nun o ebenfalls relative Prim-
zahl zu a, so gilt dasselbe von den s Producten 001,003 ...00s
welche ausserdem wieder incongruent nach a sind (wie aus §. 171,
5. oder auch daraus folgt, dass eine Zahl o' existirt, die der Con-
gruenz go'=1 (mod. ) geniigt); mithin werden durch diese s Pro-
ducte dieselben s Zahlclassen représentirt, wie durch die Zahlen o;;
0y ... 0s Man kann daher

001 =0{, 00:=0;...00,= g} (mod. a)
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setzen, wo die Zahlen ¢!, o!. .. 04 abgesehen von der Ordnung
vollstiindig mit den Zahlen g, g, . . . o, iihereinstimmen ; hezeich-
net man nun ihr Product mit 6, so erhilt man durch Multiplication
die Congruenz 6 ¢* = ¢ (mod. a), und da 6 ebenfalls relative Prim-
zahl zu a ist, so folgt hieraus die erste der beiden zu beweisenden

- Congruenzen, Bedenkt man ferner, dass 4 (p) = N (h) — 1 ist, so0

ergiebt sich leicht die Allgemeingiiltigkeit der zweiten Congruenz.
An diesen Fundamentalsatz kniipft sich eine fast unerschipf-

liche Reihe von Untersuchungen; denn er bildet nicht bloss die //

Grundlage fiir eine Theorie der Potenzreste in unserem Gebiete 0,
sondern er steht auch im innigsten Zusammenhange mit der all-|
gemeinen Theorie der hoheren Congruenzen, welche ihrerseits|

wieder wesentliche Hiilfsmittel zur Bestimmung der in o auftreten-

0\

den Primideale liefert*). Da wir des Raumes wegen hierauf nicht \\

weiter eingehen kionnen, so empfehlen wir dem Leser, wenigstens
die in den §§. 26 bis 31 enthaltenen Sitze der rationalen Zahlen-
theorie auf unser Gebiet zu iibertragen, was keine Schwierigkeit
hat und fiir eine spitere Anwendung von Nutzen ist,

8. 175,

Wir haben gesehen, dass jedes Ideal a durch Multiplication
mit einem geeigneten Ideal m in ein Hauptideal am verwandelt
werden kann (§.173, 5.); man braucht offenbar nur eine heliebige,
aber von Null verschiedene Zahl u aus g ‘auszuwihlen, so ist o
= am, und m ist ein Ideal von der angegehenen Art. Wir wollen
nun zwei Ideale a, o’ dquivalent nennen, wenn beide durch Multi-
plication mit einem und demselben Factor m in Hauptideale
am = og, a'm = ow’ verwandelt werden kénnen. Dann ist
1p' = o', und umgekehrt, wenn zwei von Null verschiedeno
Zahlen 5, n' existiren, welche der Bedingung ay’ = a'y
geniigen, so sind die Ideale a, a gewiss dquivalent; denn
wemn m ein beliebiger Factor ist, welcher a in ein Hauptideal
am = op verwandelt, so folgt opn’ = n’am = ya’m; mit-
hin ist gy’ theilbar durch n, und wenn man wy' = w'n setzt, so
folgt o1’y = na’m, also 0w’ = a’m, was zu heweisen war. Zu-

‘) Man vergleiche z B. des Herausgebers Abhandlung: Ueber den Zu-
sammenhang zwischen der Theorie der Ideale und der Theorie der hiheren
Congruenzen. 1878. (Abh. d. Ges. d. Wissensch. zu Gottingen, Bd. 23,)

~3a

W\

%
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gleich ergiebt sich hieraus, dass jeder Factor m, welcher das eine
von zwel dquivalenten Idealen o, o/ in ein Hauptideal verwandelt,
Gleiches auch fiir das andere Ideal leistet, und dass folglich je
zwei Ideale o', a”, die mit einem dritten Ideal a dquivalent sind,
stets auch mit einander Hquivalent sein miissen. Auf diesem
Satze beruht die Moglichkeit, alle Ideale in Idealclassen einzu-
theilen; ist a ein bestimmtes Ideal, so hat der Inbegriff 4 aller
mit a #quivalenten Ideale a, a’, a” ... die Eigenschaft, dass je
zwei darin enthaltene Tdeale a’, a” einander #quivalent sind, und
wenn a’ irgend ein in A enthaltenes Ideal ist, so ist 4 zugleich
der Inbegriff aller mit o’ fiquivalenten Ideale. Ein solches System 4
yon Idealen nennen wir eine Idealclasse oder auch kiirzer eine
Classe, da eine Verwechselung mit Zahlclassen hier nicht zu
befiirchten ist; jede Classe A ist durch ein beliebiges in ihr
enthaltenes Ideal a vollstindig bestimmt, und letzteres kann daher
immer als Représentant der ganzen Classe 4 angesehen werded.

Die durch das Ideal o reprisentirte Classe wollen wir mit
O bezeichnen und die Hauptclasse nennen, weil sie aus allen
Hauptidealen und nur aus diesen Idealen besteht. In der That,
wenn a mit o Hquivalent ist, so giebt es zwei Zahlen %, n’, welche
der Bedingung an = on’ geniigen; hieraus folgt, dass n" durch
theilbar, also 5’ = w1, folglich an = o, mithin o = oy ein

Hauptideal ist; und umgekehrt, wenn a — ow ist, so wird die

Bedingung an = on/ z B. durch die beiden Zahlen 5 =1,
n' = w befriedigt, und folglich ist a Aquivalent mit o.

Sind a, a’ dquivalent, so gilt dasselbe von ab, a’b, weil aus
an’=a'y auch (ab)y’ = (a'b)n folgt; sind ausserdem b, b’
fiquivalent, so folgt aus demselben Satze, dass a’b, a’b’, also auch
ab, a’b’ Aquivalent sind, Durchlduft daher a alle Ideale der
Classe A, und ebenso b alle Ideale der Classe B, so gehdren alle
Producte ab einer und derselben Classe K an, die aber noch
unendlich viele andere Tdeale enthalten kann; diese Classe K
wollen wir mit 4 B bezeichnen, und sie soll das Product aus 4,5
oder die aus A und B zusammengesetzte Classe heissen. Offenbar
ist A B = B 4, wo das Gleichheitszeichen die Identitit der beiden
Classen bedeutet, und aus (ab)c = a(bc) folgt fiir drei beliebige
Classen der Satz (4 B)(0 = A (BC). Man kann daher dieselben
Schliisse anwenden, wie bei der Multiplication von Zahlen oder
Tdealen, und beweisen, dass bei der Zusammensetzung von beliebig
vielen Classen A, 4, ... A, die Anordnung der successiven

{
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Multiplicationen, durch welche jedesmal zwei Classen. zu ihrem
Producte vereinigt werden, keinen Finfluss auf das Endresultat
hat, welches kurz durch 4, 4, ... A4, bezeichnet werden kann
(vergl. §. 2). Sind die Ideale aj, a, ... a, Reprisentanten der
Classen Ay, Ay ... A, so ist das Ideal ajas . .. a,, ein Reprii-
sentant des Productes 4; 4, ... 4,,. Sind alle m Factoren — A,
so heisst ihr Product die mt Pofenz von A und wird mit 4™ be-
zeichnet; ausserdem setzen wir A1 — A und A°= 0. Von
besonderer Wichtigkeit sind die beiden folgenden Fille.

Aus pa = a folgt der fiir jede Classe A giiltige Satz 04 — 4.

Da ferner jedes Ideal a durch Multiplication mit einem
Ideal m in ein Hauptideal am verwandelt werden kann, so giebt
es fiir jede Classe A eine zugehorige Classe 17, welche der Be-
dingung 4 M — O geniigt, und zwar nur eine einzige; denn wenn
die Classe M’ ehenfalls die Bedingung 4 M' — O erfiillt, so folgt

M= OM' = (AM) M = (AM)M— 0M —
Diese Classe M heisst die enfgegengesetzie oder die inverse Classe
von A, und sie soll durch A—! bezeichnet werden; offenbar ist
umgekehrt 4 die inverse Classe von A—1 Definirt man ferner
A—m als die inverse Classe von A”.s0 gelten fiir beliehige ganze
rationale Exponenten r,s die Sitze

Ar 4s — Ar+s’ (_Aa‘)s —_— _Ars)7 (AB)r — A" Br.

Endlich leuchtet ein, dass aus 4 B — A4 ¢ durch Multiplica-
tion mit 41 stets B = C folgt.

Um nun tiefer in die Natur der Idealclassen einzudringen,
withlen wir eine beliehige, aus n ganzen Zahlen wy, w, ...,
bestehende Basis des Korpers &; dann wird jede Zahl

0= hy@y hyoy - 0,

welche ganze Coordinaten %, %, . . . b, hat, ebenfalls eine ganze
Zahl des Korpers. Legt man den Coordinaten alle ganzen Werthe
bei, welche, absolut genommen, einen bestimmten positiven Werth %
nicht iiberschreiten, so werden offenbar die absoluten Werthe der
entsprechenden Zahlen o, wenn sie reell sind, oder ihre analyti-
schen Moduln, wenn sie imaginér sind, siimmtlich << % sein, wo »
die Summe der absoluten Werthe oder der Moduln von @y, @, . . . @,
bedeutet und folglich eine von % ginzlich unabhiingige Constante
ist. Da ferner die Norm N (w) ein Product aus » conjugirten
Zahlen @ von der obigen Form ist, so wird gleichzeitig
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+N(w) < sk,
wo s ebenfalls eine lediglich von der Basis abhiingige Constante
bedeutet. Hierauf heruht der folgende Fundamentalsatz:

In jeder Idealclasse M gicht es mindestens ein Ideal m, dessen
Norm die Constante s nicht tiberschreitet, und Jolglich ist die Anzahl
der Idealclassen endlich.

Beweis. Man nehme nach Beliehen ein Ideal ¢ der inversen
Classe "J—1, und wiihle fir J diejenige positive ganze rationale
Zahl, welche durch die Bedingungen

k"< N(o) < (k4 1)»
bestimmt ist; legt man nun jeder der » Coordinaten 7, ha oy
die siimmtlichen (% + 1) Werthe 0, 1, 2 .. . & bei, so. entstehen
lauter verschiedene Zahlen , und da ihre Anzahl — (T + 1)m,

also > N (a) ist, so giebt es unter diesen Zahlen o nothwendig
zwei von einander verschiedene

ﬁ':blwl"_‘ g '+b1zc'-7m y=co .- '+c1lwn1
welche einander nach a congruent sind; mithin wird ihre Differcnz
o=pf—p =0 —c)og+ - - - + (bn—ca) @,
eine von Null verschiedene, durch a theilbare Zahl sein. Da nun
die Coordinaten &, ¢ der Zahlen B,y in der Reihe 0,1,2...%

enthalten sind, so itherschreiten die Coordinaten (b — ¢) der Zah] o,
absolut genommen, den Werth % nicht, und folglich ist

+N(e) < skn

Nun ist aber « theilbar durch a, also po = am, wo m ein Ideal
der Classe M bedeutet, und folglich
£ N(e) = N(a) N(n) < skn;

da ferner k» < N(a), so folgt N (m) =< 5, wie behauptet war,
Bedenkt man aber, dass es nur eine endliche Anzahl von ganzen
rationalen Zahlen giebt, die den Werth s nicht iiberschreiten, und
dass auch nur eine endliche Anzahl von Tdealen m existirt, welche
gleiche Norm haben (§. 169, 7.), %o ergiebt sich, dass die Anzahl
der Ideale m, welche der Bedingung N(m) < s geniigen, und
folglich auch die Anzahl der Idealclassen I eine endliche ist, was
zu beweisen war,

s leuchtet nun unmittelbar ein, dass Alles, was wir in der
Theorie der quadratischen Formen iiber die Zusammensetzung der
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urspriinglichen Classen erster Art gesagt haben (§. 149), sich Wort
fir Wort auf unsere Idealclassen iibertragen lisst. Wir heben
hier aber nur den einen Satz hervor, dass, wenn % die Aneahil
aller Classen bedeutet, jede Tdealclasse A4 der Bedingung

e —10)
geniigh. Ist daher a ein beliehiges Ideal, so ist o’ immer ein
Hawplideal ; setzt man nun

at =op
und

oy =, oy = \%‘1

50 ist e eine ganze algebraische Zahl (§. 160, 2.); gehort dieselbe
dem Korper £, also auch dem Gebiete o an, so ist a offenbar ein
Hauptideal, niimlich = o, und es wird folglich, wenn a kein
Hauptideal ist, die Zahl &, dem Korper & gewiss nicht angehtren,
Nichtsdestoweniger findet auch im letzteren Falle zwischen dem
Ideal a und der Zahl ¢, der Zusammenhang statt, dass a der In-
begriff aller derjenigen in o enthaltenen Zahlen ist, welche durch
oy theilbar sind (§. 161). Denn wenn « in a enthalten, also o
durch o” mithin auch durch w theilbar ist, so ist & auch theilbar
durch ¥/ = &, (nach §. 160, 2.); und umgekehrt, ist « eine in o
enthaltene und durch «, theilbare Zahl, so ist o theilbar durch
a3 = g, also auch durch ao”, woraus (nach §. 173) leicht folgt,
dass o auch durch a theilbar ist. Nennt man daher eine solche
Zahl o, eine ideale Zahl des Korpers & im Gegensatze zu den
in & enthaltenen wirklichen Zahlen, so kann jedes Ideal a als der
Inbegriff aller in o enthaltenen, durch eine wirkliche oder ideale
Zahl e, theilbaren Zahlen angesehen werden. Hieran kniipfen
wir den Beweis des folgenden, schon frither (§. 161) angekiindigten
Satzes:

Zwer beliebige ganze olgebraische Zahlen o, B besitzen immer
emen gemeinschaftlichen Theiler 8, welcher in der Form a ¢ +
darstellbar ist, wo & 0 ebenfalls ganze algebraische Zahlen bedeuten,

Beweis. Wir nehmen an, dass beide Zahlen ‘e, 8 von Null
verschieden sind, weil im entgegengesetzten Falle der Satz evident
ist. s giebt nun immer einen endlichen Korper &, welcher beide
Zahlen «, B enthiilt*), und es sei b wieder das System aller ganzen

*) Man kann z B. die rationalen Zahlen a, b so wihlen, dass, wenn
0 = aa40p gesetut wird, beide Zahlen o, B in dem aus der Zahl 6
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Zahlen dieses Korpers, ferner /& die Anzahl der Idealclassen. Ist b
der grosste gemeinschaftliche Theiler der beiden Hauptideale

olo— a0 fi=—="DH.0,

so sind a, b relative Primideale, und dasselbe gilt folglich von
ihren Potenzen a®, b% Setzt man nun

=0y,
wo p in o enthalten, so wird, weil «* und % durch d* theilbar
sind,

o=l S B =T — i

wo w, v ebenfalls in o enthalten und zwar relative Primzahlen sind
(§. 174, 2.); es giebt daher in o zwei Zahlen w', v/, welche der
Bedingung gy’ v’ — 1, also auch der Bedingung

wh! 4 Bro’ = p
geniigen, Man fiihre jetzt die dem Ideal d entsprechende ganze
algebraische Zahl d ein, so ist

0=y, y=0dr,
und 0 ist nach dem Obigen ein gememnschaftlicher Theiler der
beiden gegebenen Zahlen o, B, weil dieselben durch b theilbar

sind; mithin ist d%—! auch ein gemeinschaftlicher Theiler der
Potenzen o?—1, f*—1 und man kann folglich

ah=1p! = dh—1f, Bh—ly’ — §h—ly
setzen, wo &, 7 ganze algebraische Zahlen sind, die offenbar der
Bedingung
wf+fn =29

geniigen, was zu beweisen war.

Diese Zahl 6, aber auch jede mit ihr associirte Zahl, verdient
den Namen des grissten gemeinschaftlichen Theilers von e, B, weil
jeder gemeinschaftliche Theiler dieser beiden Zahlen in & auf-
gehen muss. Da ferner jedes Ideal b als grosster gemeinschaft-
licher Theiler von zwei Hauptidealen pe, o darstellbar ist
(§ 174, 7.), so kann unter einer idealen Zahl des Korpers & auch
jede Zahl o verstanden werden, welche der grosste gemeinschaft-

liche Theiler von zwei wirklichen, d. h. in p enthaltenen Zahlen
a, B ist.

entspringenden endlichen Kérper £ enthalten sind (vergl. den Schluss
von §. 162).
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Nach dieser Abschweifung kehren wir noch einmal zu der
Eintheilung aller Ideale in Classen zuriick; es giebt némlich einen
Fall, fir welchen es zweckmiissig sein kann, an Stelle der oben
beschriebenen Eintheilung eine andere zu setzen, die noch etwas
tiefer eingreift. Zwei Hauptideale oy, o sind offenbar stets und
nur dann identisch, wenn die beiden Zahlen w, » associirt, d. h.
wenn » = & ist, wo & eine Einheit bedeutet. Ist die Norm von w
positiv, S0 ist sie zugleich die Norm des Hauptideals o g. Es kann
aber auch der Fall eintreten, dass die Normen aller mit einer
bestimmten Zahl w associirten Zahlen &u negativ sind; dies wird
immer und nur dann geschehen, wenn es in dem Korper £ Zahlen
von negativer Norm, unter diesen aber keine Kinheit giebt®). In

“diesem Falle ist es fiir manche Untersuchungen zweckmissig, zwei

Ideale o, o/ nur dann d@quivalent zu nennen, wenn es zwei Zahlen
7, 1’ von positiver Norm giebt, welche der Bedingung an' = a’y
geniigen, und hierdurch verdoppelt sich offenbar die Anzahl der
Idealclassen; die Hauptclasse O besteht nur noch aus denjenigen
Hauptidealen o, welche den Zahlen w von positiver Norm ent-
sprechen, withrend die iibrigen Hauptideale eine besondere, sich
selbst entgegengesetzte Classe bilden. Die allgemeinen Sitze
iiher die Zusammensetzung der Classen werden aber hierdurch
nicht gesindert. Man kann auch leicht beweisen, dass jedes Ideal a
in ein Ideal der jetzigen Hauptclasse O verwandelt werden kann
durch Multiplication mit einem Factor m, welcher relatives Prim-
ideal zu einem beliehig gegebenen Ideal b ist; denn hat man
(nach §. 174, 6.) aus a eine Zahl w so ausgewihlt, dass a der
grisste gemeinschaftliche Theiler von ab und o ist, so hat jede
Zahl, welche = g (mod. ab) ist, dieselbe Eigenschaft, und es
braucht nur noch gezeigt zu werden, dass es unter diesen Zahlen
auch solche von positiver Norm giebt; bezeichnet man aber mit #
eine willkiirliche ganze rationale Zahl, so ist (nach §. 164, (11)).

N(u+2) =er+ee" 14 - +en,

WO e, €, . . . e, rational und von z unabhiingig sind, und folglich
wird die Zahl w4+ # die gewiinschte Eigenschaft erhalten, wenn

#) Der Grad n eines solchen Korpers £ muss, wie leicht zu sehen,
eine gerade Zahl, und unter den mit £ conjugirten Korpern miissen auch
solche sein, welche aus lauter reellen Zahlen bestehen. Hin solcher Korper
ist z. B. der quadratische Kérper, dessen Grundzahl = - 12, wihrend der
von der Grundzahl 4- 8 diese Eigenschaft nicht besitzt.
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man der Zahl z einen hinreichend grossen positiven, durch qf -
theilbaren Werth beilegt; aus 0 (@ + &) = am ergiebt sich dam
der verlangte Factor m. Den hiermit in erweitertem Umfange
bewiesenen Satz kann man offenbar auch 80 aussprechen:

1In jeder Idealclasse I gicht es Tdeale m, die mit einem belicbig
benen Ideale hier, mschaftlichen Theiler ausser o haben,

Supplement XI. <

age

§. 176.

Die Theorie der Ideale eines Korpers & hingt unmittelhgy
zusammen mit der Theorie der zerlegbaren Formen, welche den- |
selben Kérper entsprechen®); wir heschréinken uns hier darauf,
diesen Zusammenhang in seinen Grundziigen anzudeuten.

Es sei X eine ganze homogene Function nt Grades von g
unabhiingigen Variabelen L1y Xy « o« Zy; und wir wollen annehmen,
dieselbe sci eine zerleghare Form, d. h. sie lasse sich als Product
von % linearen Functionen Uy, Uy . . . Uy darstellen.  Alsdann ver-
stehen wir unter der Discriminante der Form X das Quadrat

Oy 0uy ou, e
Eiﬁrxz' om0 (69}

der Functional-Determinante, welche aus den in den Factoren o
auftretenden constanten Coefficienten gebildet ist**), Nun sind
ZWAar, wenn

@

eine solche gegebene zerlegbare Form ist, die Funetionen Uy Uy oo Uy
nur his auf constante Factoren bestimmt, und man kinnte sie,
ohne X zu #ndern, durch’ Oy Gty o ., €Uy ersetzen, wo
€1y Gy . . - ¢y beliebige Constanten bedeuten, die nur der Bedingung
geniigen miissen, dass ihr Product — 1 ist; hieraus ergiebt sich
aber, dass A (X) von der Wahl dieser Constanten unabhingig,

X =ty .. upy

*) Solche Formen sind zuerst von Lagrange betrachtet in der Ab-
handlung: Sur 1o solution des problémes indéterminés du second degreé.
§. VI Mém. de IAc. de Berlin. T. XXIIL, 1769. (OEuyres de L. T. II,
1868, p. 875.) — Additions auz Elémens &' Algebre par L. Euler, §. IX,

**) Hermite: Sur la théorie des formes quadratiques (Crelle’s Journal,
Bd. 47, 8. 831). — Die Discriminante der hingiren quadratischen Form
it - bay 4 cy?ist = 12— dqe.
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also durch die Form X allein vollstindig bestimmt ist. Dasselbe
folgt auch aus dem Satze
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= 02log X 62log X 02log X
Mg e i | e i SRR o T S
X “ibzlaxl 0%, 0.2, X 0%, DrAX), ()
welcher aus
o o2log X
Gl
ologu, ologu, | ©logu, ologu, el ologu, 0logu,
oy ok GES 02, oz, o,
hervorgeht und leicht in verschiedene andere Formen, z. B,
s 0X 0 X
X Bon
08X oX PEX L A
0%, 0z 0% om0, e Ay )
0X PR X ot X
0%, 02,07, 0x,02,

umgewandelt werden kann, Besitzt X lauter ganze rationale
Coefficienten, so wollen wir deren grossten gemeinschaftlichen
Theiler ¢ auch den Zheiler der Form X nennen (vergl. §. 61); da
sich nun leicht allgemein zeigen lisst, dass der Theiler eines
Productes aus beliehigen Formen mit ganzen rationalen Coefficien-
ten gleich dem Producte aus den Theilern der einzelnen F ormen
ist*), so folgt aus der vorstehenden Gleichung, dass A (X) eine
ganze rationale, durch 72 theilbare Zahl ist. Wir bemerken ferner,
dass A (aX) = a? A (X) ist, wenn a irgend einen constanten
Factor bedeutet.

Wir beschriinken uns nun auf die Betrachtung derjenigen
zerlegharen Formen X, welche den Idealen des Korpers & ent-
sprechen und auf die folgende Weise entstehen. Zunichst wihlen
Wir eine hestimmte Basis @y ... 0, fir das aus allen ganzen
Zahlen ® des Korpers bestehende Ideal

. 0,] (5)

und setzen die Grundzahl A (&) des Korpers, d. h. die Discrimi-
nante
At s

*) Vergl. Gauss: D. A. art. 42.

Dirichlet, Zahlentheorie,

pi—Allm; oy
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ANioiogtieg) =Tl (6)
Ist a ein beliebiges Ideal, so ist N(a), also auch jedes Product
o (a) theilbar durch a (nach §. 169, 1.); es wird daher auch jede
Basiszahl o, des Moduls o durch Multiplication mit N (a) in eine
Zahl des durch o theilbaren Moduls a verwandelt, woraus (nach
§. 165, (9)) folgt, dass jedes Ideal

N0
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) (7)
gesetzt werden kann, also ein endlicher Modul ist, dessen Basis
aus n von einander unabhingigen Zahlen o, o, . .. o, besteht.
Da dieselben ganze Zahlen sind, so gelten » Gleichungen von der
Form ™)

Oy = .;:(‘r,zwu (8)

wo die Coordinaten «, , ganze rationale Zahlen sind, und zwar

wollen wir die Basiszahlen stets, wie wir ein- fiir allemal bemerken,
so wihlen, dass die aus diesen Coordinaten gebildete Determinante
einen positiven, Werth erhiilt, dass also

R Gk gt i ot = V() ©)
wird (nach §. 165, (22)). Aus den vorstehenden Gleichungen folgt
ferner (nach §. 164, (7)), dass die von der Wahl der Basis unab-
hiingige Discriminante

A (ay, €y oo 00y) = D N (a)? (10)
ist.
Wir fiihren jetzt ein System von » unabhingigen Variabelen
&y, %y . . . Z, und die homogene lineare Function

(1)
ein; dann kann man, weil jedes Product e, @, in dem Ideal a ent-
halten ist,

{ (12)

setzen, wo die 72 Grossen 2, homogene lineare Functionen der
Veréinderlichen @y, @, . . . z, mit ganzen rationalen Coefficienten
bedeuten; setzt man daher die aus ihnen gehildete Determinante

o ="z, 0,

00y ==X By 0y = D Wy Wy 1 Oy

#) Wir bezeichnen in der Folge mit o s/, o/ . . . ausschliesslich
Summationsbuchstaben, welche die # Werthe 1,2 ... n durchlaufen
sollen, und ein einfaches Summenzeichen = bezieht sich stets auf allé
solche, hinter demselben auftretende s, ¢/, ¢/ . . ,, wihrend », s . . . com
stante Indices bedeuten.

o g
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(13)
50 ist X eine ganze homogene Function der 5 Variabelen z,, deren
Coefficienten ganze rationale Zahlen sind, und wir wollen’sagen
diese Form X entspreche der Basis Oy Uy o . . @y des Ideals q. Sc;
oft nun die Variabelen #, rationale Wertho erhalten, wird o eine
Zahl des Korpers £, und aus (12) folgt (mach §. 164, (10)), dass
die Norm von & durch Multiplication der beidenkaus den GI"GSSG]’I

@, und a,, gebildeten Determinanten (9) und (13) entsteht
dass also d

Ziml,lxﬁﬂ e Zan = X,

N(e) = N(a) X (14)
ist; da nun diese Norm das Product der » mit e conjugirten
Zahlen, welche homogene lineare Functionen der Vm-iabel%n z
sind, und da zufolge (10) die Discriminante dieses Producte;
= DN (a)? ist, so ergiebt sich, dass X cbenfalls eine zerleghare
Form, und dass ihre Diseriminante

XY =D (15)

. Legt man den Variabelen 2, ganze rationale Werthe bei, so
wird « theilbar durch g, und umgekehrt wird jede Zahl des
Ideals a durch ein und nur ein solches System von Werthen
erzeugt; dann ist ¢

voe=am, N(x)= N()X =+ N(a) N(m),

ist,

mithin
X =1 Nm) =" (o0 (16)
Ist nun ki eine bheliebig gegebene ganze rationale, von Null ver-
schiedene Zahl, so kann man (nach §. 174, 9.) die Zahl ¢ aus dem
Ideal a so auswiihlen, dass (4, 0), also auch der zugehirige Werth
der Form X relative Primzahl su & wird, woraus unmittelbar folgt
dass X eine urspriimgliche, d. h. eine solche Form ist deren’
Coefficienten keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. :

i Verfihrt man bei der Eintheilung der Ideale in Classen so
VWie es am Schlusse des vorhergehenden Paragraphen beschrieben’
186 — und dies soll im Folgenden immer geschehen —, so wird
wenn a der Classe 4 angehért, und m jedes beliebige Ideal deIZ
n}versen Classe 4~ bedeutet, immer eine Zahl « von positiver
I\Of‘m e'xi.stireu, welche der Bedingung oo = qm geniigt, und
g!elchzemg wird X = - N (in); mithin kinnen durch die Form X
die Normen aller in der Classe A—1 enthaltenen Ideale m day-

85%
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gestellt werden (vergl. §. 60). Umgekehrt leuchtet ein, dass jeder
durch die Form X darstellbare positive Werth, welcher ganzen
rationalen Werthen der Variabelen z, entspricht, die Norm eines
solchen Ideals m ist.

Wihlt man fiir dasselbe Ideal a ein beliebiges anderes System
von Basiszahlen By, s . - . Bn, die aber ebenfalls der Bedingung
geniigen, dass die aus ihren Coordinaten gebildete Determinante
positi ist, so ist

B

und die der Basis o, o . . .
die Substitution
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> i 1,109 -+ - Can = -+ 1 (17)
a, entsprechende Form X geht durch

>3 Crply)

Ty = E Cor Yy

(18)

deren Coefficienten ¢, ganze rationale Zahlen sind, in eine
diquivalente Form ¥ iiber, welche der neuen Basis entspricht und =

eine ganze homogene Function der neuen Variabelen y, ist. Um-
gekehrt, wenn ¥ mit X dquivalent ist, d. h. wenn X durch eine

Substitution von der Form (18) mit ganzen rationalen Coefficien- =

ten ¢,,,, deren Determinante — + 1 ist, in ¥ iibergeht, so giebt
es offenbar eine Basis des Ideals a, welcher diese Form Y ent-
spricht. Allen Basen desselben Ideals a entspricht daher eine
bestimmte Formenclasse, d. h. ein System von Formen X, ¥...
der Art, dass je zwei von ihnen einander dquivalent sind, und wir

wollen sagen, dass diese Formenclasse dem Ideale a entspricht
Ist ferner n ein beliebiges mit a dquivalentes Ideal, so giebt es
zwei Zahlen n, ' von positiver Norm, welche der Bedingung

an' = ny geniigen; setzt man nun n'e, = nv,, so bilden di
n Zahlen v, offenbar cine Basis des Ideals n, und aus (12) gelt
durch Multiplication mit %' und Division mit g heryor, dass die
Form X auch dem Ideal n, mithin die Formenclasse auch allen
Idealen der Classe A entspricht. Jeder Idealclasse entspricht
daher eine bestimmte Formenclasse. Die schwierigere Frage aber,
ob mehreren verschiedenen Idealclassen eine und dieselbe Former-
classe entsprechen kann, miissen wir der Kiirze halber hier un-
errtert lassen, Dasselbe gilt von der Aufgabe, alle Transforme
tionen der Form X in sich selbst zu finden, und wir heschriinken
uns auf die einleuchtende Bemerkung, dass durch jede Einheil &
deren Norm positiv, also = + 1 ist, eine solche Transformation
erzeugt wird, weil die n Zahlen e, ebenfalls eine Basis ‘des
Ideals a bilden (vergl. §§. 62, 83 —85).

B
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Die Composition der Formen X entspricht der Multiplication
der Ideale. Es seien zwei beliebige Ideale

U'u]a = [ﬁla By ... ﬁn] (19)
mit bestimmten Basen ¢,, 8, gegeben, so kann man ihr Product
ab=c= [, ¥s. .7l (20)
setzen; aus dem Begriffe der Multiplication der Ideale (§. 170)
fglgt aber unmittelbar, dass ab ein endlicher Modul ist, welcher
die »? Producte e, B, zu Basiszahlen hat; zwischen diesen und den

n Basiszahlen y, desselben Moduls miissen daher (zufolge §. 165,
(14)—(16)) Relationen von der Form

o ="ey e . .

s =3Py, v = E’]ff‘l“t Bur (21)
Statt finden, wo die Coefficienten p, ¢ ganze rationale Zahlen sind;
die simmtlichen Determinanten P, welche sich aus je » der n?
Zeilen

prt prt e Pty PR (22)
bilden lassen, sind Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler. Man
fihve jetzt drei Systeme von je n Variabelen @,, y,, £, ein und
setze

0= B w i, B =200 ¥ — 2 (23)
80 wird
N(@)=DN@X, N@B)=DNOY, N =DNZ (24

wo X, Y, Z die den obigen Basen der Ideale g, b, ¢ entsprechen-
den Formen bedeuten, Macht man nun die Variabelen z, durch
die bilineare Substitution

e — o (25)

zu Functionen der Variabelen z,, 4, so wird

y = af, also N(y) = N()N(B), (26)
und da ausserdem N (c) = N (a) N (D) ist, so folgt
Z @7)

d. h. die Form Z geht durch die Substitution (25) in das Product
der beiden Formen X, Y iiber, und wir wollen deshalb sagen, die
Form Z sei aus den beiden Formen X, ¥ zusanmimengesetzt.

Diese Formen sind durch die Substitution (25) vollstindig
bestimmt. Aus (26) folgt nimlich zuniichst
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£ 04,
L (28)

nun lassen sich die Zahlen y,, weil sie in ¢ und also auch in §
enthalten sind, in der Form

Yri— > Cru ﬂb
darstellen, wo die Coefficienten ¢,,0r ganze rationale Zahlen he-
deuten, deren Determinante

> i C1,1C2,9 . .

- ean = (b, ¢) = N(a)
ist; es wird mithin

D

=10 a::"z‘,ﬂﬁb”
woraus
N(w) = N() 3 _}_fﬁ Oi%3 00 Gilin
<=9y oy, Yy’
also :
02, 025 (]
Xy | RSy 0 gy 2
—_Fa"/l 0y, 0Yn L

folgt. Auf ganz ihnliche Weise ergiebt sich natiirlich aus den
Gleichungen

it
Bor =32y, (30)
Z,
die Form
> 0z 04, 0z
)r — 3 + L =iy v o _” .
e o oz, (31)

Unsere obigen Gleichungen (12) und (18) gehen offenbar

durch die specielle Annahme b — p aus den allgemeinen Glei-

 chungen (28) und (29) hervor. Die in den letzteren auftretenden
n? Grossen

GRS

sind homogene lineare Functionen der n Variabelen #, mit ganzen

rationalen Coefficienten p%?, und zwar sind

=20 T, (32)

B Dt iU S pre (33)
die in einer und derselben Zeile enthaltenen Coefficienten, Es ist
uun von Wichtigkeit, dass umgekehrt die 2 Variabelen 2, sich

* (auf unendlich viele Arten) als homogene lineare Functionen der
n? Grossen (32) mit gamzen rationalen Coefficienten darstellen
lassen, oder, was offenbar auf dasselbe hinauskommt, dass die

R
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sammtlichen Determinanten R, welche aus je » von den #? Zeilen
(33) gebildet und von den oben mit P bezeichneten D.eterminé.mten
wohl zu unterscheiden sind, ebenfalls keinen gemeinschaftlichen
Theiler haben. Um dies Letztere zu heweisen, bemerken wir
zuniichst, dass die Determinanten R gewiss nicht alle verschwin-
den; denn betrachtet man z. B. solche n Zeilen (83), in welchen
der Index s ungeiindert bleibt, so ist, wie sich durch Vertauschung
der Horizontal- nnd Verticalreihen unter Beriicksichtigung von (21)
leicht ergiebt, die entsprechende Determinante

1,8 phs plisi - ‘L,a
»1 Py 4 Pi 1 | v
5 . 1,8 n,8 e N(b) :

VRS Hio DA T

also von Null verschieden. Bedeutet nun ¢ den grossten gemein-
schaftlichen Theiler aller Determinanten R, so folgt aus unserer
allgemeinen Untersuchung iiber die Reduction eines endlich_en
Moduls auf eine irreductibele Basis (§. 165, (19), (20)), dass sich
zwel Systeme von ganzen rationalen Zahlen 47 und e, , aufstellen
lassen, welche den Bedingungen

Pt = Xhil ey 2 i‘91,16’2,2 ven == ¢€

geniigen *). Hierauf definire man » Zahlen w, durch die Gleichungert

* Man braucht offenbar nur = beliebige, aber von ein@der unah-
hingige Zahlen rzf zu wihlen und den Modul, dessen Basis aus den
2 q
n? Summen ef:) e “2
besteht, auf eine irreductibele, also aus » Zahlen
o= e,
bestehende Basis zu veduciren, so wird
e®) = 3 phte

m e by

und hieraus ergeben sich die obigen Beziehungen. — Vel‘steh}: mﬂ]’J aber
unter den » Zahlen rcg die zu den Zahle{l ¢, cmnph;mcma.re.n Lahlleu
(§. 164 Anm.), so wird s}f? = B, y0, wo die Zahlel} Py ww.del émPP e-
mentdr zu den Zahlen y, sind, und hierdurch gewinnen dle‘se Tossen
eine unmittelbare Bedeutung fiir die obige Untersuchung; in der all-
gemeinen, hier ginzlich unterdriickten Theorie der gebr‘oclmn:n Id”eale,
zu welchen auch die mit o, b, ¢ complementiren Ideale af, b9, c’ gehoren,
wird némlich leicht gezeigt, dass b = a ist, woraus offenbar folgt, dass
die Determinanten R keinen gemeinschaftlichen Theiler haben.
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:
e = N6, W,y

aus denen durch Umkehrung
o
Wy = }45,,1-“5
folgt, wo die Coefficienten ¢, ,, ganze rationale Zahlen sind, deren
Determinante

’

— pn—1
wn — €

i‘.ie'mcL2 L
ist, weil
Se, , e, = ¢oder =0
ist, je nachdem r, s gleich oder ungleich sind. Mit Riicksicht
auf (21) folgt nun aus den vorstehenden Gleichungen

7
0

’ I
s =3 €yt Oyt B—a) 0L’,1'P: S,

3,29, " .
= de bl e uy, = eShy,;

mithin ist b @, theilbar durch ec — cab, also w, theilbar durch
ea, und hieraus folgt, dass alle Coefficienten e’y durch ¢ theilbar
sind, mithin ¢ = 1 ist, was zu beweisen war,

Derselbe Satz gilt selbstverstindlich auch fiir die Determi-
nanten S, welche aus je » Zeilen von der Form

{0 5 2 rn—1 TR
Do sl Dt PREEY ph (34)

gebildet sind; also lassen sich die »# Variabelen 1, auch als homo-
gene lineare Functionen der 72 Grossen

i% — St (3)
und zwar mit ganzen rationalen Coefficienten darstellen,

Ganz iihnliche Eigenschaften, wie die linearen Functionen
(32) und (35), besitzen auch die aus ihnen gebildeten Determi-
nanten (n — 1)t Grades, d. h. die Coefficienten, mit welchen sie
in den Determinanten (29) und (31) behaftet sind. Zu jedem
beliehigen Ideal a gehort, weil N (a) durch q theilbar ist, ein
adjungirtes Ideal :

0l =l el o] (36)
welches durch die Bedingung
o N(a) = aa’

vollstindig bestimmt ist; offenbar ist
N(a') = N(a)»—1,
und folglich ist a N(a)»—2 das zu o’ adjungirte Ideal. Ist ferner «
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eine beliehige Zahl des Ideals o, und setzt man wieder, wie in (16),
oe = ait, so folgt, wenn man mit m’ das zu m adjungirte Ideal
hezeichnet,

o N(a) = o N()N(m) = aa'mm’ — «a'm’:
]

es ergiebt sich daher von Neuem, dass N ( o) durch « theilbar ist
(8- 167, (1)), und wenn a’ die zu « adjungirte, durch die Gleichung

N(od)=wa (37)

definirte Zahl\ bedeutet, so folgt o’ = a'm’, d. h. &' ist theilbar
durch a’, also von der Form

S r
el — i (38)

wo die n Coefficienten «; ganze rationale Zahlen sind, die in
bestimmter Weise von den ganzen rationalen Zahlen z, in (11)
oder (23) abhiéingen. Setzt man nun wieder ab — ¢ und behélt
alle hierauf beziiglichen, im Vorhergehenden gebrauchten Bezeich-
nungen bei, so folgt

a'c = b N(a) = N(a)[By, fs - - - Bul;

man kann daher, wenn man die Grossen 2! in (38) als willkiirliche
Variabele ansieht, n Gleichungen von der Form

o'y, = N(a)S =z, 8, (39)

aufstellen, welche den Gleichungen (28) entsprechen ; die 52 Grossen
, ,, sind homogene lineare Functionen der 2 Variabelen x, mit
ganzen rationalen Coefficienten, und umgekehrt lassen sich, wie
oben gezeigt ist, die Variabelen #, (auf unendlich viele Arten) als
ebensolche Functionen von den Grossen 2, ,, darstellen. Multipli-
cirt man aber (39) mit ¢ unter Beriicksichtigung von (37) und (24),
so ergiebt sich

Xy, = “21’;~,n5n (40)

und hieraus geht mit Riicksicht auf (28) hervor, dass i, der
Coefficient ist, mit welchem das Element (32) in der Determinante
(29) multiplicirt wird. Die simmtlichen Grossen 37:,1.' und folg-
lich auch die Grossen ,, welche letzteren offenbar yon der Wall
der Basis des Tdeals o’ abhiingen, sind daher ganze homogene
Functionen (n—1)tn Grades von den Variabelen z, mit ganzen
rationalen Coefficienten, und hiermit ist unsere ohige Behauptung
bewiesen. —
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Auf diese kurze Darstellung der wichtigsten Eigensc_haftgn
der Formen X miissen wir uns hier beschriinken; allein wir
diirfen nicht unterlassen darauf aufmerksam zu m:}chen, dass
diese Formen X, deren Discriminante = D) ist, nur einen unend-
lich kleinen Theil aller zerlegbaren Formen bilden, .\vclcho dem
Korper & entsprechen, und wir wollen hieri"lbel“ wcmg?ﬁens noch
Folgendes bemerken™).  Wihlt man nach Belieben cine aus n
ganzen oder gebrochenen Zahlen «, bestehem]'e ]??ilSlS des 'Kor-
pers £, so bilden dieselben zugleich die Basis eines .endhchen
Moduls a, welcher als solcher auch die erste ﬂauptglggnschafﬁ
eines Ideals besitzt (§ 168, L), wihrend ihm die zweite im All-
gemeinen fehlen wird, und dieser letztere Umstm'ld veranlasst
zuniichst die Frage nach dem Inbegriffe n aller derjenigen .Zahlog v,
fiir welche der Modul a» durch a theilbar wird. Dum'lt v eine
solche Zahl sei, ist erforderlich und hinreichend, dass ,]edes‘ der
n Producte v ey, vy . . . v, in a enthalten; also von der Form
Y@, a, sei, wo die Coefficienten 2, ganze rationale Zahlen lzodeuten,
und hieraus folgt offenbar, dass » jedenfalls eine ganze .Aahl des
Korpers & ist; da ferner einleuchtet, dass die Zahlen » s;c;h dl.u‘ch
Addition und Subtraction reproduciven, so ist das tmghc'he
System n ein durch o theilbarer Modul. Ist aber o eine b.ehgbxge
Zahl in o, so sind die » Producte 0o, 0oty . .. @ ¢y GEWISS i Q
enthalten und folglich von der Form ¥ #,«,, wo die Coefficienten
z, ganze oder gebrochene rationale Zahlen sind; man kann d.a‘her
eine von Null verschiedene rationale Zahl s so wihlen, dass jedes
der Producte mz, eine ganze Zahl, mithin m e eine Zahl des
Moduls n wird, Hieraus folgt (nach §. 165, (9)), dass
' - Vs
gesetzt werden kann, wo die Coordinaten . , ganze Zahlen sind, und

(0, 1) = X+ kiakas
von Null verschieden ist. Aus der Definition von 1 ergieb't §1ch
ferner unmittelbar, dass die Zahlen » sich auch durch %\Iultlplhc'a-
tion reproduciren, und dass die Zahl 1 in n enthalten }st; mithin
ist n eine Ordnung (§. 172), und wir wollen dieselb.e die Ordmmng
des Moduls a nennen**). Die Ordnung von n ist offenbar n selbst.

vy o Wy = Dby 00

Lt 7|"n,n

*) Vergl. die in §. 172 citirte Schrift des Hera}mgebcrs.. i
**) Ein Ideal ist daher zufolge der ursprimglichen Definition (§. 168)
ein durch o theilbarer Modul, dessen Ordnung = o ist.

=

g
!
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Verfihrt man nun mit dem Modul a genau ebenso, wie oben in
den Gleichungen (11) bis (15) mit dem Ideal @, indem man nur
an Stelle von o die Ordnung n eintreten lisst, so gelangt man zu
einer entsprechenden zerlegharen Form X , deren Discriminante
= D (o, n)? ist.

8. 177.

Von der grossten Wichtigkeit fiir die Theorie der in einem
endlichen Kérper £ enthaltenen ganzen Zahlen ist dic Frage nach
dem Inbegriff aller unter ihnen befindlichen Einkeiten. Im Kérper
der rationalen Zahlen giebt es nur die beiden Einheiten + 1, und
dasselbe gilt fiir alle quadratischen Korper von negativer Grund-
zahl D, mit Ausnahme der beiden Fille ) — — 3 und D) — — 4,
in welchen sechs, resp. vier Einheiten vorhanden sind. Bei allen
anderen Korpern ist aber die Anzahl der Einheiten stets unend-
lich gross, und es ist dusserst schwierig gewesen, den Zusammen-
hang zwischen allen diesen Einheiten genau zu ergrimden und in

* der einfachsten Form darzustellen; fiir den Fall der quadratischen
Kérper von positiver Grundzahl D fillt diese Frage im Wesent-
lichen zusammen mit der Auflssung der Pell’schen Gleichung
?—Du? =4, und wir haben schon friiher bemerkt, dass die
Existenz solcher Losungen ¢, o, in welchen w nicht verschwindet,
merst yon Lagrange bewiesen ist. Die Principien, welche diesem
Beweise zu Grunde liegen, sind endlich von Dirichlet zur hochsten
Allgemeinheit erhoben, und ihm gebiihrt der Ruhm, zuerst eine
strenge und vollstéindige, alle endlichen Korper umfassende Theorie
der Einheiten aufgebaut zu haben (vergl, §8. 83, 141). Wir kleiden
dieselbe in unsere Ausdrucksweise ein und heben die Haupt-
“ momente im Folgenden so kurz wie moglich hervor.

L. Wir bezeichnen, wie bisher, mit @ einen Koérper nte Gra-

des und mit

0= [@y, @y ... a,] (1)
den Inbegriff aller in & enthaltenen ganzen Zahlen
(0:]2/1 @y +7L2C03+ S +hnm)n (2)

Wo die n Coordinaten %, alle ganzen rationalen Zahlen durch-
laufen, Durch die % Permutationen des Korpers, die wir mit
1A I e 2, bezeichnen, geht eine solche Zahl @ in die % conju-~
girten Zahlen
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o' = o/ +hao, -+ h,o,
o =ho/Fho, -+ h,ol (3)
0™ — iy 0 4 fiy 080 + - - -+ fy 0V
ither, welche homogene lineare Functionen der variabelen Coordi-
naten %, sind, Die Coefficienten dieser Functionen sind die 2
Constanten @, welche durch die Wahl der Basis von o ein- fiir
allemal bestimmt sind. Wir bilden nun, indem wir unter 27 (z) stets
den analytischen Modul (oder absoluten Betrag) der complexen
Zahl 2 verstehen, fiir jede Permutation P, die entsprechende Summe
M(@®)+ M(@f) + - - - + M (o)
und bezeichnen im Folgenden mit ¢ die grdsste von diesen  Sum-
men; dann leuchtet ein, dass, wenn % irgend eine positive Grosse
und ® eine Zahl ist, deren Coordinaten absolut genommen den
Werth /i nicht iiberschreiten, immer
M(0®) < ck 4
sein wird.

2. Die aus den 22 Coefficienten @!? gebildete Determinante

Stole)... o0 =VD @)
ist von Null verschieden (§. 166), und folglich lassen sich die
n Coordinaten f, durch Umkehrung der Gleichungen (3) als homo-
gene lineare I'unctionen der » conjugirten Zahlen @® darstellen;
die constanten Coefficienten dieser Functionen sind ebenfalls durch
die Basis von o vollstindig bestimmt*). Hieraus schliesst man
ebenso, wie vorher, dass, wenn die » Moduln 3/ (@®) eine gegebene
Constante nicht iiberschreiten, auch die absoluten Werthe der
Coordinaten , eine entsprechende Constante nicht iiberschreiten
konnen; da aber die Coordinaten ganze rationale Zahlen sind, so
folgt hieraus oftenbar der Satz:

Es giebt in o immer nur eine endliche Anzahl von Zahlen o
(oder auch gar eine) von der Art, dass die nw Moduln D (0®) eine
vorgeschriebene Constante nicht iiberschreiten.

3. Der Korper & besteht aus allen Zahlen ¢ (f), welche
durch eine bestimmte algebraische Zahl ¢ rational darstellbar
sind, und diese letztere ist eine Wurzel einer irreductibelen Glei-
chung ntn Grades

*#) Dieselben entsprechen den zu den » Zahlen wy, o, . . . w, comple:
mentiren Zahlen (vergl. §. 164, Anmerkung).
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3

SO =(0—0)0—10")...(0—0")=0;

den Wurzeln 0@ dieser Gleichung entsprechen die n Permutatio-
nen P, des Korpers &, durch welche derselbe in die » conjugirten
Korper @, und durch welche eine beliebige Zahl @ = ¢ () in
die conjugirten Zahlen @@ = ¢ (4®) iibergeht (§§. 162, 163). Ist
nun z. B. @’ reell, so nennen wir P, eine reclle Permutation, weil
der Kérper Q' aus lauter reellen Zahlen besteht; zugleich ist o'
in (3) eine reelle, d. h. eine mit lauter reellen Coefficienten o!
behaftete, lineare Function der Coordinaten 4,. Ist aber ' ima-
gindr = p -+ ¢4, so nennen wir P; eine imagindre Permutation,
weil &’ ausser reellen auch imaginiire Zahlen enthilt; die » Con-
stanten @, konnen nicht alle reell sein, und es wird folglich die
lineare Function @’ die Form u 4 »¢ annehmen, wo u, v reelle
lineare Functionen der Coordinaten 4, bedeuten. In diesem Falle
giebt es bekanntlich*) immer eine zweite Permutation P,, durch
welche ) in (" = p— g4, und allgemein ® in ©"” — u — v i iiber-
geht; wir wollen im Folgenden zwei solche Permutationen Py, P,
(sowie die Korper &', &” und die Functionen o', ®'') immer ein
imaginidres Paar, und «, » das zu demselben gehorige reelle Func-
tionen-Paar nennen. Bezeichnen wir die Anzahl dieser Paare mit
(n— 1), s0 ist 2 (n — ) die Anzahl der imaginiren, und (2 v — n)
diejenige der reellen Permutationen, und » ist die Gesammtanzahl
aller imaginéren Paare und aller reellen Permutationen. Es wird
sich bald zeigen, dass diese Zahl » von der grossten Bedeutung
fir die Theorie der Einheiten ist; sie wird offenbar nur dann = 1,
wenn £ der Korper R der rationalen Zahlen oder ein quadrati-
scher Korper von negativer Grundzahl ist; da aber in diesen
Fillen, wie oben bemerkt, nur zwei (oder viér oder sechs) Ein-
heiten existiren, so bicten sie kein weiteres Interesse dar, und wir
setzen daher im Folgenden voraus, es sei » = 2.

4,  Wir vertheilen nun die  Permutationen P, nach Belieben
in zwei Classen, doch so, dass jede dieser Classen wenigstens eine
Permutation enthiilt, und dass je zwei Permutationen eines imagi-
néren Paares in eine und dieselbe Classe fallen**); dann gilt,

*¥) Dies beruht davauf, dass die Gleichung ¢2 -1 = 0 in Bezug auf
jeden reellen Korper irreductibel ist. £

##) Diese Bedingungen wiirden nur in dem ausgeschlogsenen Falle
v = 1 sich wicht vereinigen lassen,
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wenn ¢ seine frithere Bedeutung behiilt, und allgemein mit ¢ die
zur ersten, mit B die zur zweiten Classe gehdrenden Functionen o®)
bezeichnet werden, der folgende Satx:

Ist a ein beliebig Fleiner, b ein beliebig  grosser  positiver
gegebener Werth, so kann man in o eine Zahl o so wc‘ihh;n, dass
ale "M («) < a, alle MP)>b ausfallen, wnd dass absolut
N(w) < (3e)" wird.

Um dies zu beweisen, richten wir unser Augenmerk zunichst
ausschliesslich auf die Functionen ¢ der ersten Classe, deren An-
zahl wir mit » bezeichnen wollen; indem wir jedes unter ihnen
befindliche imaginire Paar durch das zugehdrige reelle Paar er-
setzen, jede reelle Function « aber unveriindert beibehalten,
gelangen wir offenbar zu + reellen Functionen w, die wir in
bestimmter Ordnung mit w, w, . . . w, bezeichnen wollen. Ist
nun % eine bestimmte positive ganze rationale Zahl, und legt man
auf alle mogliche Arten den Coordinaten 7 . Werthe aus der
Reihe der (& + 1) Zahlen 0, 1, 2. . . (f—1), % bei, so erhiilt man
(% + 1)» verschiedene Zahlen o in o, fiir welche alle I/, (o) < ¢k
ausfallen, und folglich liegen alle zugehdrigen Werthe der 7 Fune-
tionen w awischen —¢% und 4 ¢k Das durch diese beiden
Zahlen + ¢k begrenzte reelle Zahlgebiet wollen wir auf folgende
Weise in kleinere Intervalle eintheilen. Da 5 >r>0,und k>0
ist, so ergiebt sich leicht*), dass die Differenz
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n n
%> 1 :
ist, und dass folglich zwischen Minuend und Subtrahend mindestens

eine positive ganze rationale Zahl m liegt, welche mithin den Be-
dingungen :

k+ 1) > mr > f» (6)

geniigt; setzt man nun zur Abkiirzung -
LAl 2¢ck fc i )
m e (7)

80 zerfiillt das Gebiet aller zwischen den Grenzen + ¢k liegenden
reellen Werthe durch Einschaltung der (m — 1) Zahlen

*) Ist die Constante s > 1, so hat die Function ple)= (x4 1)s—nps—1,
welche fiir @ = 0 verschwindet, cine Derivirte @' (x), die fiir 2 = 0 stets
DPositiv ist, und folglich ist ¢ (x) > 0 fir « > 0, G

Allgemeine Zahlentheorie. 559

—ch+d, —ck+4+2d... —ck+4+(m—1)d

in o Intervalle von gleicher Breite d, wobei man diese (m—1)

Zahlen selbst nach Belichen dem einen oder anderen der heiden
benachbarten Intervalle zurechnen kann, Schreiben wir ferner
cinem reellen Werthe w die bestimmte Intervallzahl s zu, wenn w
dem von den beiden Zahlen — ¢k + (s — 1)d und — ¢k 4 sd he-
grenzten Intervalle angehdrt, so besitzen die zu ciner bestimmten
Zahl © gehorenden » Werthe 405, ws . . . w, ihve entsprechenden
Intervallzahlen s,, s, ...s,, und wir diirfen dies kurz so aus-
driicken, dass der Zahl @ diese bestimmte Folge sy, s, . . . S, ent-
spricht. Da jede Intervallzahl s eine der m Zahlen 1, 2 . . . m ist,
s0 ist die Anzahl aller iiberhaupt denkbaren verschiedenen Folgen
—m", und da dieselbe zufolge (6) Kleiner ist als die Anzahl
(k4 1)» aller von einander verschiedenen Zahlen w, welche auf
die oben angegebene Weise gebildet werden konnen, so muss es
unter den letzteren mindestens zwei verschiedene 4, w geben,
denen eine und dieselbe Folge von Intervallzahlen s, s, ... s»
entspricht; es werden daher, wenn man die Werthe der Func-
tionen 1wy, wy . . . w,, je nachdem sie der Zahl 4 oder der Zahl w
entsprechen, mit p;, p, . . . p, oder mit ¢;, g, . . . ¢, bezeichnet,
die absoluten Werthe der Differenzen

Pi==5 0 Pa =00 e S Driemi
siimmtlich < d sein, weil jedesmal der Minuend und Subtrahend
in dasselbe Intervall fallen. Nachdem dieses wichtigste Resultat
gewonnen ist, betrachten wir die aus den beiden ungleichen
Zahlen A, u gebildete Differenz
@ = A—u,

welche ebenfalls dem Gebiete o angehort, aber von Null verschie-
den ist. Da die Coordinaten von A und w der Zahlenreihe
0,1,2...(k—1), k angehoren, so sind die Coordinaten der Zahl
® absolut < %, und folglich erfiillen die » conjugirten Zahlen @@
jedenfalls die Bedingungen (4); da ferner die » Grossen w homo-
gene lineare Functionen von den Coordinaten der Zahl @ sind,
und diese letzteren durch Subtraction aus den Coordinaten von 4
und w entstehen, so leuchtet ein, dass die der Zahl o entsprechen-
den Werthe dieser Functionen die folgenden

Wy = P1—q1sy Wy =Pa—Ga v+ Wy = Pr—0ry
mithin absolut < d sind. Hieraus folgt fiir die zugehorigen Werthes



560 Supplement XIT.

der in die erste Classe aufgenommenen, mit @ conjugirten Zahlen ¢,
welche entweder mit den Grossen w iibereinstimmen oder von der
Form 2w, + 7w, sind, dass M () < d V2, also zufolge (7) auch

3e
M(e) < _ﬁ—_] : (8)
k1

ist, Bedeutet nun A das Product dieser » Zahlen &, und B das
Product der iibrigen (n—#) mit o conjugirten Zahlen 8, so ist
N(w)=AB =+ M(A) M(B); es folgt aber aus (8), dass
M(A) < (3¢)rkr—n, und ebenso aus (4), dass M (B) < e fr—r
ist; mithin ergiebt sich, dass absolut

N(w) < (3¢)" (9)
ist. Da ferner N(w) eine von Null verschiedene ganze rationale
Zahl ist, so wird M (4) M (B) = 1, also M(B) > (3¢)=k —1;
greift man nun aus der zweiten Classe eine heliebige Zahl f
heraus und setzt B = gB’, so ist M (B') < (ck)»—"—?, und
M(B) = M(B) M(B"), mithin

DL(B) > (Be)t—rk. (10)

Offenbar kann nun, wie klein auch @, und wie gross auch &
gegeben sein mag, die Zahl & zufolge (8) und (10) stets so gross
gewiihlt werden, dass alle M (x) < a, alle M(B) > & ausfallen,
wihrend zufolge (9) immer N (w) absolut < (3¢)" wird; was zu
beweisen war,
! 5. Aus dem so eben bewiesenen Satze ergiebt sich, indem
man dieselbe Eintheilung der Permutationen P, in zwei Classen
beibehiilt, dass man eine nie abreissende Kette von auf einander
folgenden, von Null verschiedenen ganzen Zahlen

@ =Ny N2y Y3 o+« Ny Wyt1 -« (11)

bilden kann, deren Normen absolut < (3¢)" sind, und welche
ausserdem noch die zweite Eigenschaft besitzen, dass, wenn mit a;
der kleinste, mit &, der grosste der » Moduln

M(ng), M) ... M@") (12)

bezeichnet wird, die Moduln
]L'[("];+1)» -M(”'I:H) i ﬂ[(’?ﬂf)

stets < a, oder > 0, ausfallen, je nachdem dieselben der ersten
*oder der zweiten Classe angehoren. Da hieraus a,,, < a, und
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Usp1 > b, folgt, so leuchtet ein, dass hei einer so gebildeten
Kette (11) die einem belichigen Gliede 7, entsprechenden Mo-
duln (12), je nachdem sie der ersten oder zweiten Classe angehoren,
kleiner resp. grosser sind als alle Moduln, die den simmtlichen
vorhergehenden Gliedern 7;, 2, ... %, entsprechen.  Da nun
die Normen aller dieser Zahlen ganze rationale Zahlen und ahsolut
kleiner als die endliche Constante (3¢)» sind, so muss es unter
ihnen unendlich viele geben, welche eine und dieselbe, von Null
verschiedene Norm s haben, und da die Anzahl der nach M in-
congruenten Zahlen endlich, niimlich = (m)» ist, so muss es
unter diesen Zahlen der Kette, deren Norm — m ist, auch unend-
lich viele geben, welche einander congruent nach m sind, Wiihlen
wir nach Belieben zwei solche Zahlen 4, w aus, von denen 4 den
fritheren, w den spiteren Platz in der Kette einnehmen mbge, s0
ist 2 = w (mod. m), und da m = N(u) durch g theilbar ist
(8- 167, (1)), so ist auch & durch w theilbar; setzt man daher
A = we, so ist ¢ eine ganze Zahl, und da N (4) = N(u) eine yon
Null verschiedene Zahl m ist, so folgt N(s) = 1, d. h. & ist eine Ein-
heit; da ferner 4@ — u® @, also auch MA®) = M (n®) M (@)
ist, und die Grossen M (u®), je nachdem sie der ersten oder
zweiten Classe angehoren, kleiner resp. grosser als die Grassen 2 (2®)
sind, so ist entsprechend M(s®) > 1 oder < 1. Versteht man
unter einer Fiinheit im Folgenden stets eine Zahl in 0, deren Norm
=+ 1, nicht =—1 ist, so haben wir daher folgendes Resultat
gewonnen:

Es giebt einie Binheit von der Art, dass die Moduln der mit
thir conjugirten Zahlen in der ersten Classe > 1, in der zweiten
< 1 sind.

6. Von jetzt ab wollen wir, wenn unter den Permutationen I
imaginéire Paare vorhanden sind, von jedem solchen Paar nur die
eine beibehalten, die andere ginzlich fallen lassen. Es bleiben
dann » Permutationen

T e SIS A (13)
denen die mit o conjugirten Zahlen

’

o', o' .

L a®

entsprechen.  Wir wollen ferner, wenn & eine Einheit ist, mit dem
Zeichen I, () den reellen Bestandtheil des natiirlichen Logarithmen
vou &' oder das Doppelte desselben bezeichnen, je nachdem P,
reell oder imaginir ist, und eine #hnliche Bedeutung soll den ~

Dirichlet, Zahlentheorie, 36
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Zeichen 1, (¢) . . . 1, (¢) in Bezug auf P, e I beigelggt “'eA!’d(.’J..L
Nennt man diese » reellen Grossen der Kiirze halber dlf; conJuSgl;.
ten Logarithmen der Einheit & so kann der zuletzt bem.esene atz
offenbar auch in folgender Form ausgesprochen werdgn. ; .

Vertheilt man die v Permutationen (13) nach Eelzeben in owei
Cluassen, doch so, dass jede von ihawn.nu'ndesteﬂns cine Pernmtutzgz.
enthilt, so yiebt es immer eine Einheit, deren Logftrzt]mzqz pos;w.
oder megativ sind, je frzachc;em dieselben zw Permutationen der
yste - zweiten Classe gehoren. :
6731"371@)?3?1;??)?31 einer E{:ﬂleit &, also das Prod.u(ft.aller ) Imet &
conjugirten Zahlen = 1 ist, so folgt aus der Definition der Loga-
rithmen von &, dass ihre Summe

L@+bE - +lE=0 (14)

ist, und hieraus ergiebt sich, dass die aus den Logz.u'lth;nen yon v
beliebigen Einheiten &, & . . . &y gebildete Determinante

Stl(e)lh(E) . . L) =0

ist; ldsst man aber einen dieser Logarif;hmen, z. B. den letaten
1, (¢), welcher der Permutation P, entspricht, stets weg, und sefzt
zur Abkiirzung die Determinante

SEL(e)h(E) .. bima(ev—1) = L(e, & -+
so gilt folgender Satz: s

gE.s gz'gcbt ein System S von (v — 1) unabhingigen, d. h. solchen
Einheiten &y, & . .. £y —1, fiir welche die Determinante L (e85 Ey—1)
positiv ausfallt. _
: Da né'LJ:nlich v = 9 ist, so folgt aus dem obigen tSatz_e, wenl
man P, in die erste, alle anderen Permutationen aber in die zweite
Classe aufnimmt, die Existenz einer Einheit &, f.il‘f welrche b (el).
positiv ausfillt, womit der Fall » —= 2 erledigt ist. 'V\enn aber
v > 2, und m eine ganze rationale Zahl bedeutet, die < 2, aw}fer
= 1 ist, so wollen wir annehmen, man habe schon (m'——l) Tim-
. &m—1 gefunden, fir welche die Determinante

St b (e)l(e) .- ln—1(Em—1)

(19)

S8yl

heiten &, &, . .

einen positiven Werth D, hat, und wir wollen mit Hiilfe desselben -

Satzes die Existenz einer Einheit &, beweisen, fiir welche auch
die Determinante

DY)t (51)1-1 (&) - . lin—1 (Em—1) lm (&m)

e

e e T

i
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positiv ausfillt. In der That, ordnet man die letztere nach den
Logarithmen der neuen Einheit &,,, so nimmt_sie die Form eines
Aggregates

1,)1 71 (5711) o= D2 l‘.’ (fm) + .- -+ Dm—q lm—1 (am) + _Dm Zm (Em)

an, wo D,, zufolge der Annahme positiv ist, wihrend die iibrigen,
aus den Logarithmen von &, & .. . &, gebildeten Determinan-
ten Dy, D, ... D,,—; positiv, negativ oder auch — 0 sein konnen.
Bildet man nun wieder zwei Classen, und nimmt von den s Per-
mutationen Py, P, ... P, alle diejenigen in die erste Classe auf,
denen positive Werthe Dy, D, . .. D,, entsprechen, also jedenfalls
diec Permutation P,,, wihrend die {ibrigen und die Permutationen
Pyt ... Py, also jedenfalls P, in die zweite Classe fallen, so
existirt zufolge des obigen Satzes eine Einheit &m, deren Loga-
rithmen positiv oder negativ ausfallen, je nachdem sie der ersten
oder zweiten Classe entsprechen; mithin enthilt das obige Aggre-
gat mindestens ein positives Glied Dyl (em), und die iibrigen
Glieder sind nicht negativ, so dass das Aggregat selbst cinen
positiven Werth erhiilt, was zu zeigen war. Auf diese Weise kann
man offenbar von -m = 2 bis m — v —1 fortschliessen, und so
erhiilt man zuletzt das in dem Satze ausgesprochene Resultat.

7. Wir bilden nun aus einem solchen System § yon (v — 1)
unabhiingigen Einheiten &, & . . . &,_,, indem wir die Exponen-
ten g, m, .. . m,_; alle ganzen rationalen Zahlen von — oo bis
+ o durchlaufen lassen, eine Gruppe (S) von unendlich vielen
Einheiten

£Mr—1

e Ry Ty
6=¢g1g.. . e V1,

- (16)

welche sich durch Multiplication und Division reproduciren *), und
nennen das System S eine Basis der Gruppe (S); dass wirklich je
zwei verschiedenen Systemen von Exponenten my, m, . . . My—1
auch zwei verschiedene Einheiten ¢ entsprechen, wird sich aus
dem Folgenden beildufig ergeben.

s fragt sich nun hauptsiichlich, ob ausser diesen Einheiten ¢
noch andere existiren. Ist ¢ eine beliehige Einheit, so giebt es,
weil die Determinante (15) von Null verschieden ist, stets ein und

*) Die nachstehenden Untersuchungen bieten eine vollstindige und
auf leicht ersichtlichen Grinden beruhende Analogie mit der Theorie der
endlichen Moduln dar (§. 165). g

36+
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nur ein System reeller Werthe ey, €, . . . ¢,—;, welche den » Glej-
chungen

eli(a) el +: - Fepali(sv—1) =h(e
el (e) Fely(s) - -+ey—1l(ey—1) =hL(e) (17

ely(a)+ely(a)+- - te—al,(ep—1)=1,(5)

geniigen, deren letzte vermoge (14) eine Folge der iibrigen ist,
Diese Werthe e, €, . . . ¢,,—1 nennen wir kurz die Ezponenten der
Einheit & in Bezug auf die Basis S; aus der obigen Definition der
Grossen [, (&), I, (¢) . . . folgt offenbar, dass die Exponenten eines
Productes von zwei oder mehreren Einheiten durch Addition der
entsprechenden Exponenten der Factoren entstehen, und dass die
Exponenten der in (16) dargestellten Einheit 6 aus der Gruppe(S)
die ganzen rationalen Zahlen my, my .. .m,—; sind. Sind die
Exponenten einer Einheit ¢ simmtlich < 1 und nicht negativ, so
soll & eine in Bezug auf S #educirte Einheit heissen, und die
Grundlage fiir alles Folgende besteht in dem Satze, dass es nur
eine endliche Anzahl solcher reducirten Einheiten giebt (zu denen
offenbar die Zahl 1 und jede andere in o enthaltene Einheitswurzel
/1 gehort). Die Wahrheit desselben leuchtet sofort ein, wenn man
in Gedanken die (v—1) Grossen ey, €, ...e,—; in (17) alle reellen
Werthe zwischen 0 und 1 durchlaufen lisst, wobei offenbar die
linearen Ausdriicke linker Hand absolut kleiner als eine Constante
bleiben, welche durch die Coefficienten, also durch die Basis S
gegeben ist; dasselbe gilt daher von den Logarithmen einer redu-
cirten Einheit &, und folglich sind auch die Moduln aller mit s
conjugirten Zahlen kleiner als eine durch S gegebene Constante,
woraus (mit Riicksicht auf den obigen Satz 2.) die Richtigkeit
unserer Behauptung unmittelbar folgt. Hieran schliessen sich die
folgenden Sitze:

Jede beliebige Tinheit & lisst sich stets und nur auf eine
einzige Art als ein Product ¢ 6 aus einer reducivten Einheit o und
einer Tiinheit 6 aus der Gruppe (S) darstellen.

Denn wenn ¢ = p 6, also é6-1 = g eine reducirte Einheit
werden soll, so muss man, wenn die Exponenten e, e, . . . €y—1
der Einheit ¢ gegeben sind, die Exponenten my, my . .. m,—; der
in der Gruppe (S) enthaltenen Einheit ¢ als ganze rationale
Zahlen so wihlen, dass die Exponenten von g, d. h. die Differenzen
€1 — My, € — My « . . Cy—y — M,y sammtlich < 1 und nicht nega-

e
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tiv werden, was immer und nur auf eine einzige Weise moglich
ist; mithin ist 6 und folglich auch ¢ durch & vollstindig bestimmt,

Ist r die Anzahl aller von einander verschiedenen, in Besuy
wuf S reducivten Tinheiten o, und & irgend cine Einheit, so ist &
eine in der Gruppe (S) enthaltene Einheit.

Denn wenn gy, g, . .. @, die # reducirten Einheiten g sind,
so kann man

8§01 — M 61, €03 — N30 .5 80, = 7,0

setzen, WO 6y, 6, ... 6, der Gruppe (S) angehdren, wihrend
Ny Ny + - - N reducirte Einheiten sind; wire nun z. B, 4 = %,
so wire auch g, 6, = g, 6,, woraus aber nach dem vorhergehenden
Satze 0, = 0, folgen wiirde, was nicht der Fall ist; mithin sind
die » reducirten Einheiten 5 sdmmtlich von einander verschieden,
und sie fallen daher in ihrer Gesammtheit, wenn auch in anderer.
Ordning, mit den » Einheiten ¢ zusammen; multiplicirt man nun
die vorstehenden » Gleichungen, und dividirt man durch das
Product der reducirten Einheiten o oder n, so ergiebt sich
§" = 6,0, ...6,, und folglich ist & in (S) enthalten, was zu
beweisen war.

8. Die Exponenten von &” sind daher immer ganze rationale
Zahlen ey, m, und folglich sind die Exponenten
e €y ... 6y einer jeden Einheit & stets rafionale Zahlen mit
dem gemeinschaftlichen Nenner . Sind nun 8y, d; . . . 8, be-
liebige Einheiten, und bezeichnet man mit my g, Mo . -
die ganzen rationalen Exponenten von 07, so ist

vl (0:) = 1111,.911 (51) SISO e I (Eu—l)
Pl (05) = My slo (&) - - - mhy—1505 (8,—1)

S S

Syt

und wenn man zur Abkiirzung die Determinante
S 4 g mag
setzt, so folgt hieraus

T (0150, iolete

e Ry

: i
O FL(SI, SRl A e )l

Da nun m eine ganze rationale Zahl und zwar immer positiv ist,
wenn 0p, 0, ...0,_; ebenfalls ein System von unabhingigen
Einheiten bilden, so ergiebt sich die wichtige Folgerung, dass
es unter allen Systemen von (v —1) unabhiingigen Kinheiten
O3, 0y ... 0, ein solches geben muss, fiir welches die ent-
sprechende Determinante L (0y, 0y + . . 0,—1) einen Mindmalwerth
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-
besitzt. FEin solches System von (v — 1) unabhéingigen Einheiten
soll ein Fundamentalsystem heissen.

Wir wollen annehmen, das obige System S der (v — 1) unab-
hiingigen Einheiten &, & ... &,—; sei selbst ein solches Funda-
mentalsystem, es sei also L (&, & ... &,—1) der eben erwilmte
Minimalwerth, so besitzt S die wichtige (und, wie man hinzufiigen
konnte, auch charakteristische) Eigenschaft, dass die Exponenten
€1, €5 . . . €y—y einer jeden in Bezug auf S reducirten Einheit ¢
simmtlich — 0 sind; wire néimlich z B. ¢, von Null verschieden,
also positiv und < 1, so wiirde man, indem man & durch s er-
setzte, ein System von (v — 1) Kinheiten & &, . .. &,—; erhalten,
fiir welches die Determinante

L(e & .. - EyL1)s

also kleiner als der Minimalwerth und doch positiv wiire, was
unmoglich ist. DBedenkt man jetzt, dass die Exponenten eines
Productes zweier Einheiten durch Addition der entsprechenden
Exponenten der beiden Factoren entstehen, so folgt hieraus, dass
jedes Product aus zwei reducirten Einheiten wieder eine reducirte
Einheit ist; weil ihre Exponenten simmtlich verschwinden. Be-
zeichnet man daher mit » wieder die Anzahl aller verschiedenen,
in Bezug auf S reducirten Einheiten, und mit ¢ irgend eine der-
selben, 'so ist @7 eine reducirte Einheit; sie ist aber (zufolge 7.)
auch in der Gruppe (S) enthalten, also von der Form (16), und
hieraus folgt, dass diese reducirte Einheit

ist, weil ihre Exponenten s, e, . . . #,—, simmtlich verschwin-
den; da umgekehrt, wie schon oben bemerkt, jede in o enthaltene
Einheitswurzel 41 immer eine reducirte Einheit ist, weil ihre Loga-
rithmen und Exponenten siimmtlich verschwinden, so fallen die
r reducirten Einheiten o mit allen in o enthaltenen Einheitswurzeln
zusammen. Da endlich schon (in 7.) gezeigt ist, dass jede Ein-
heit & von der Form go ist, wo ¢ eine reducirte, und ¢ eine Einheit
aus der Gruppe (S) bedeutet, so haben wir hiermit den folgenden
grossen Satz von Dirichlet™) bewiesen: :

Supplement XTI

cey—1) =6 L&, & -

*#) Monatsbericht der Berliner Akademie vom Mirz 1846, — Man wird
sich leicht davon iiberzeugen, dass derselbe Satz auch dann gilt, wenn o
nicht das System aller ganzen Zahlen des Kérpers, sondern eine beliebige
Ordnung (§. 172) bedeutet (vergl. die zweite Auflage dieses Werkes, §. 166).
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Bezeichnet v die Gesammtanzahl der mit 8 conjugirten reellen
Korper, sowie der Paare von imagindren Kirpern, so giebt es in o
immer (v — 1) Fundamentaleinheiten wvon solcher Beschaffenheit,
duss, wenn man dieselben beliebig oft in einander multiplicirt und
dividirt und dem so gebildeten allgemeinen Product die sammtlichen
in o enthaltenen Einheitswwrzeln o, deren Anzall v stets endlich
ist, einzeln als Factor zugesellt, alle Einheiten in o und zwar jede
yr einmal dargestellt werden.

Ts leuchtet ein, dass allen Systemen S von (v—1) Funda-
mentaleinheiten &, & . . . &, nicht bloss derselbe (positive) Mini-
malwerth L (&, & . . . 6,—1), sondern auch dieselbe Anzahl #» der
reducirten Einheiten entspricht; bei den meisten Untersuchungen
tritt der aus beiden gebildete Quotient

L(.slv & ‘r- e eu—l) — B (19)
anf*), und diese Grosse besitzt fiir den Korper £ eine Bedeutung
von #hnlicher Wichtigkeit wie seine Grundzahl D = 4 (£).
Durch Betrachtungen, welche den in der Theorie der Moduln
angewendeten durchaus analog sind (§. 165, (9)), kann man leicht
beweisen, dass dieser Quotient auch denselben Werth % besitzt,
Wenn &, & . .. &, irgend ein System S von unabhiingigen Hin-
heiten bilden, und » die Anzahl der in Bezug auf S reducirten
Einheiten bedeutet; doch konnen wir hierauf, wie auf viele andere
die Theorie der Einheiten betreffende Fragen nicht mehr eingehen.

§. 178.

Der eben hewiesene Satz bildet neben der Theorie der Ideale
die wichtigste Grundlage fiir das tiefere Studium der ganzen
Zahlen des Korpers &, und er ist unentbehrlich fiir die wirkliche
Bestimmung der Angahl der Idealclassen nach Dirichlet’schen
Principien. Die vollstéindige und allgemeine Losung dieser grossen
Aufgabe, von welcher die Bestimmung der Classenanzahl der
quadratischen Formen nur den einfachsten Fall hildet, scheint
nach dem heutigen Stande der Wissenschaft noch in weiter Ferne
zu liegen, allein mit Hiilfe des genannten Satzes gelingt es doch

# Im Falle » = 1 giebt es nur reducirte Einheiten, und der Zahler
des Quotienten ist = 1 zu setzen.
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wenigstens, einen wesentlichen Theil derselben zu erledigen und
die Classenanzahl als Grenzwerth einer unendlichen Reihe darzu-
stellen. Da die entsprechenden Sitze iiber die quadratischen
Formen (§§. 95, 96, 98) hierdurch abermals in ein helleres Licht
gesetzt werden, so wollen wir diese Untersuchung im Folgenden
ausfithren; hierbei kommt es hzmpts'zichlich darauf an, den nach-
stehenden Satz zu beweisen.

Ist w ein - gegebenes Ideal, und bezeichnet man, wenn t ein
belicbiger positiver Werth <st, mit T die zugehirige Anzall aller
derjenigen verschiedenen, durch m theilbaren Hauptideale, deren
Normen nicht grosser als t sind, so wird fir wnendlich grosse
Werthe von t

T g

el lim — =N’ (1)
wo g emnen von m zmabhc‘inga gen, positiven. Werth bedeutet.

Wir bemerken zuniichst, dass wir hier (wie am Schlusse
des §. 175) ein Ideal a nur dzmn ein Hauptideal nennen, wenn es
eine Zahl o von positiver Norm g1ebt welche zugleich dcr Bedin-
gung 0o = a geniigt. Lassen wir daher o alle ganzen Zahlen
von positiver Norm durchlaufen, so werden gewiss alle Hauptideale
a = no erzeugh werden; ist femel o eine bestimmte solche Zahl,
durch welche das H(Luptld(,al a erzeugt wird, und durchliuft ¢ alle
Einheiten, deren Norm (wie in § 177) = - 1 ist, so werden alle
associirten Zahlen o = & ¢ und nur diese dasselbe Ideal a erzeugen,

Abgesehen von dem Falle eines imaginiiren quadratischen Korpers
wird daher durch die Zahlen ¢ jedes Hauptideal unendlich off
erzeugt, und es kommt darauf an, « solchen Bedingungen zu
unterwerfen, dass jedes Ideal o« nur einmal oder wenigstens nicht
unendlich oft auftritt; dies erreicht man, indem man den analyti-
schen Moduln der mit « conjugirten Zahlen e/, a'. .. a® oder
deren Logarithmen gewisse Beschrinkungen ,aufeﬂegt. Wir be-
halten (wie in §. 177, 6.) von je zwei Permutationen, durch welche
& in ein Paar imagindrer Kérper iibergeht, nur die eine hei, so
dass nur » Permutationen Py, P, ... P, und nur v conjugirte
Zahlen o', o' ... @ iibrig bleiben, welche beziechungsweise den
Kérpern .Q’ 53” - Q07 angehdren; wir bezeichnen mit 7, () den
einfach oder doppelt genommenen reellen Bestandtheil der Grisse

log &' — E log N (o), 2)

Je nachdem Py reell oder imaginiir ist, und legen den Symbolen
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l(a), b () . .. 1,(e) die analoge Bedeubung bei in Bezug auf
Py, Py ... P, Offenbar harmonirt diese Bezeichnung vollstiindig
mit derjenigen, welche wir im vorigen Paragraphen fiir Einkeiten
eingefiihrt haben, und es leuchtet ein, dass auch jetzt allgemein

Zl(a)+72(cc)—1—---+l,,(a):O (3)
ist; da ferner («f)’ = o'B’ und N (zB) = N(x) N(B) ist, so er-
giebt sich ¥y (« ) = 1, (=) + 1, (B), und dasselbe m&%

v —1 Symbole. ~ Wir wihlen nun nach B
@\“{Bﬂ%ﬁm ;}L
2RO

von (v — 1) Fundamentaleinheiten *) &8
e DE G\E“G\

demselben entsprechende Determinante

wo r wieder die Anzahl der in Bezug auf S reducirten ]umheltun
bedeutet (§. 177, (15) und (19)); da diese Determinante von Null
verschieden ist, so giebt es fiir jede gegebene Zahl ¢ immer (v— 1)
vollstiindig bestimmte zugehorige reelle Werthe e (%), e (2) - . .
¢y—1(«), die den » Gleichungen

e (@b(e)+- - Fey 1 (@h(ey—1) = ()
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By i) ==

()
a@b(a)+- Feva (@l (ey=1) =1y (%)

geniigen, deren letzte vermdge (3) cine Folge der iibrigen ist.
Wie wir es im vorigen Paragraphen fiir Einheiten gethan haben,
S0 nennen wir auch jetzt diese (v — 1) reellen Werthe die Zizpo-
nenten™*) der Zahl « (in Bezug auf ), und aus der oben erwihn-
ten Eigenschaft der Symbole 7, («), %, () . . . ergiebt sich offenbar,
dass die Exponenten eines Productes ¢ durch Addition der ent-
aplechenden Exponenten der Factoren e, 8 entstehen. Nennen
wir ferner eine Zahl « wieder eine reducirte Zahl (in Bezug auf S),
wenn ihre Exponenten den Bedingungen

l2a(@<1 0=a@<1...0=¢6a@<1 (6

*) Alles Folgende bleibt ebenso giiltig, wenn unter S ein belichiges
System von (v —1) unabhdngigen, EBinheiten yverstanden wird, und hieraus
ergiebt sich beiliufiz auch ein Beweis des am Schlusse des §. 177 erwihn-
ten Satzes, dags fiir alle solche Systeme S der Quotient T (e;, &y . . . &y —1):1:
einen und denselben Werth E hat.

**) Auf dieselbe Weise konnten die Exponenten einer jeden (von Null
verschiedenen) Zahl des Korpers erklirt werden.
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geniigen, so folgt hieraus (wie in §. 177, 7.), dass in dem Complex
aller Zahlen von der Form @ 6, wo @ eine feste Zahl, 6 aber jede
beliehige Einheit aus der Gruppe (S) bedeutet, sich immer eine
und nur eine einzige reducirte Zahl befindet. Bezeichnet man
nun mit @y, @, ... 0, die reducirten Einheiten, so besteht der
Inbegriff aller Einheiten & aus den » Complexen g, 6, 9,6 ... 0,6,
und folglich besteht der Inbegriff aller Zahlen @ — ea,, welche
ein und dasselbe Hauptideal o o = 0, erzeugen, aus den » Com-
plexen o 0; 6, ¢y 0,6 . . . o @, 6; mithin ist # die genaye Anzahl
aller verschiedenen reducirten Zahlen, die sich unter diesen Zahlen
« befinden. Lisst man daher « alle reducirten ganzen Zahlen von
positiver Norm durchlaufen, so tritt jedes Hauptideal o« genau
rmal auf.

Damit ein Hauptideal oo durch das gegebene Ideal m theil-
bar sei, ist erforderlich und hinreichend, dass die Zahl e durch m
theilbar, d. h. in m enthalten sei; lisst man daher « alle in m
enthaltenen reducirten Zahlen von positiver Norm durchlaufen, so
wird jedes durch m theilbare Hauptideal genau »mal erzeugt.
Bezeichnet man nun mit 7' die Anzahl aller verschiedenen durch m
theilbaren Hauptideale, deren Normen nicht grisser als ¢ sind,
und bedenkt man, dass N («) zugleich die Norm des durch die
Zahl « erzeugten Hauptideals o« ist, so folgt hieraus offenbar,
dass die Anzahl aller derjenigen in m enthaltenen Zahlen e, welche
der Bedingung

0 N(w) =t ()
und zugleich den Bedingungen (6) geniigen, — » 7'ist. Um end-
lich die Bedingung auszudriicken, dass & in m enthalten ist
wilhlen wir nach Belieben # solche Zahlen w;, w, . .. w,, welche
eine Basis des Ideals m bilden, so dass

. == [y‘lv Yy o o - (—’n] (8)
ist (§ 176, (7)); die Theilbarkeit von e durch m besteht dann in
der Existenz eines Systems von n ganzen rationalen Zahlen
1y y . - . Gy, welche der Bedingung
" R T T S S 1 (%)
geniigen.

Nachdem die urspriingliche Definition des Zusammenhangs
zwischen der Anzahl 7' und der Grosse ¢ im Vorstehenden so um-
geformt ist, dass » 7’ die genaue Anzahl aller derjenigen Zahlen ¢
angiebt, welche den Bedingungen (6), (7), (9) geniigen, gelingt es

B T S
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zu beweisen, dass der Quotient 7': ¢ mit unendlich wachsendem ¢
sich einem bestimmten Grenzwerthe nihert, der zuniichst in Gestalt
eines nfachen bestimmten Integrals gewonnen wird. Zu diesem
Zweck fithren wir ein System z von n stetigen recllen unabhingigen
Verdinderlichen 2y, 2y . .. %, ein, bilden daraus mit Hiilfe der
obigen Basis des Ideals m das System £ der folgenden, den » Per-
mutationen des Karpers £ entsprechenden homogenen linearen
Functionen
. g = mu gyt wapy, v
" =mp o+ - Faap, (10)
g{n) =@ y'l(n) + il'gl»‘g(") + ECod +w“yg:x)
und setzen deren Product
EE L0 = (11)
nach einem fritheren Satze (§. 176, (10)) ist
A (ay - - - o) = DN (),

wo D wieder die Grundzahl A (&) bedeutet, und folglich ist

Stuu . .owl? =Nm)VD. (12)

Aus den Functionen £/, & ... £® und w bilden wir ferner
Functionen 4y, 9, . . . y, und 2y, 2, . . . 2, genau nach derselben
Regel, nach welcher oben aus den Werthen o/, «” ... a®) die
Grossen &y (o), Ty () - .. 1, («) und ¢ (@), e; (@) - . . ey () gebildet
sind; wir verstehen daher z. B. unter g den einfach oder doppelt
genommenen reellen Bestandtheil der Grosse

logg’—% logu (13)
je nachdem der Korper £’ reell oder imaginir ist; dann ist
?/1+?/2+"‘+?/v:0: (14)
und die Gréssen 2y, 2, - - . #y—1 geniigen den Gleichungen

el (51) e & (‘Eu—l) =

(15)
Zily(e) - -+ ap—aly(8r—1) = Y-

Offenbar entspricht jedem System 2 von reellen Werthen @y, oy

. .. iy, fiir welche u nicht verschwindet, ein vollstindig bestimmtes

System endlicher reeller Werthe 2, &, . .. 2—1.
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Nach diesen Definitionen beschriinken wir die Variabilitit der
reellen Grossen @y, #; ...z, indem wir dieselben den Bedin-

gungen
I<<u=x1 (16)

Of==faiisa 100 <o s TR SR =502 i o ] _(17)
unterwerfen, und bezeichnen mit G den Inbegriff aller Systeme g,
welche diesen Bedingungen (16) und (17) geniigen. Betrachten
wir nun einen bestimmten positiven Werth # und setzen wir den
ebenfalls positiven Werth

und

T ; o
o (18)
so gewinnt die oben definirte, zu ¢ gehérige Anzahl 7 oder »7 die
folgende Bedeutung fiir unser Gebiet . Ist « eine bestimmte
der »7' Zahlen, welche den Bedingungen (6), (7), (9) geniigen, so
bilden die aus den in (9) auftretenden ganzen rationalen Zahlen
ty @y - . o @y durch Multiplication mit o entstehenden Grossen
B — 0, (19)
ein dem Gebiet G angehdrendes System #; und umgekehrt, wenn
ein dem Gebiet G angehtrendes System  aus » Zahlen von der
Form (19) besteht, wo @, @, . .. a, ganze rationale Zahlen be-
deuten, so geniigt die aus den letzteren nach (9) gebildete Zahl «
auch den Bedingungen (6) und (7). Beides ergiebt sich unmittel-
bar daraus, dass die Gleichungen (19) auch die folgenden nach
sich ziehen:
gl_: [Sm/7 gll o 6“” :

w = 0% N (o)== w;

3 =00 1 %o — 0 T

L EM — ggm

es wird daher auch z. B.

1
1og§’—;; logw = loga’ — % log N(w),
also
hL== ll(a)v Y= l‘l(“) cae Y= Zy(“)
und
8 = e (o) 4 = () - - 8yt — €,y (o)
mithin gehen die Bedingungen (16) und (7), und ebenso die Be-
dingungen (17) und (6) in einander iiber. Bedenkt man ferner
noch, dass je zwei verschiedenen Systemen z von der Form (19)
auch zwei verschiedene Zahlen « entsprechen, was auch umgekehrt

e
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gilt, so kann man das Resultat der bisherigen Untersuchung dahin
aussprechen, dass »T' die Anzahl aller derjenigen verschiedenen,
dem Gebiete G angehorenden Systeme a ist, fiir welche die
Quotienten
0’4 0

simmtlich ganze vationale Zahlen sind. Um nun hieraus den
gesuchten Grenzwerth abzuleiten, berufen wir uns auf das folgende
allgemeine Princip *), welches seinen unmittelbaren Grund in dem
Begriff eines vielfachen bestimmten Integrals findet und deshalb
keines besonderen Beweises bedarf:

Besitzt das iiber ein bestimmtes reelles Gebiet (¢ ausgedehnte,
aus lauter positiven Elementen gebildete » fache Integral

J:fax,,axg...ﬁmn (20)

einen endlichen Werth, und bezeichnet man, wenn 0 eine beliebig
kleine positive Grdsse ist, mit 7' die zugehGrige Anzahl aller der-
jenigen verschiedenen, dem Gebiet ¢+ angehGrenden Werthsysteme
Ty, @ .« . Ty, Welche aus ganzen rationalen Vielfachen der Grosse
& bestehen, so wird fiir unendlich kleine Werthe von @
hmS(Fiox)i— ] (21)
In unserem Falle wird das Gebiet G durch die Bedingungen
(16) und (17) begrenzt, aus welchen unter Beriicksichtigung von
(11), (13), (15) leicht folgt, dass innerhalb G+ die Moduln der
n Grossen &, £ ... £ unterhalb einer endlichen, lediglich von
dem benutzten Fundamentalsystem S abhiingigen Grosse bleiben;
mit Riicksicht auf (10) ergiebt sich hieraus weiter, dass innerhalb
G auch die absoluten Werthe der reellen Variabelen @y, @, . . . 2y,
eine endliche, von S und der Basis des Ideals m abhiingige Con-
stante nicht iiberschreiten konnen, und folglich hat das iber G
ausgedehnte Integral J ebenfalls einen endlichen Werth, Da ferner
nach dem Obigen die in dem vorstehenden Satze mit 7" bezeich-
nete Anzahl in unserem Falle — #7, und 0 zufolge (18) fiir un-
endlich grosse Werthe von ¢ unendlich klein wird, so geht die
Gleichung (21) in

*) Fiir den Fall n = 2 fillt dasselbe mit dem in §. 120 besprochenen
geometrischen Satze zusammen,
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i Tl ST
lim = (22)

dber, und es kommt nur noch darauf an, den Werth von J zu
ermitteln, Zu diesem Zweck fithren wir in dem Integrale an
Stelle von #;, @, ...z, ein neues System von n unabhéingigen
reellen Variabelen ein, und zwar wihlen wir fiir dieselben die
schon oben definirten v Grissen u, 2y, 2, . . . 2,1 und ausserdem
noch (n—wv) Grossen @, 41, @,49 .. . @,, welche als Functionen

yon @, 2 ...z, dadurch vollstindig bestimmt sind, dass sie,
mit ¢ multiplicirt, die imaginiren Theile der Logarithmen von
§0), 04D . . EO) bilden und zugleich den Bedingungen

0= 91 <27, 0= 9y << 27... 0 < 9, << 27 (23)

gentigen, Zu jedem Systeme z des Gebietes G- gehort offenbar
ein einziges, den Bedingungen (16), (17), (23) geniigendes System
der neuen Variabelen, Umgekehrt leuchtet ein, dass durch ein
solches Werthsystem w, 21,2 ... 2, 1, @, 11... @, die unter
den n Grossen &', &” ... & hefindlichen imaginiren Paare in
der Form a £ b4 mit reellen Werthen @, b vollstindig bestimms
sind, wihrend fiir die iibrigen, reellen Grossen nur die absoluten
Werthe gegeben werden; es konnen daher die Vorzeichen dicser
(2v —m) reellen Grossen noch beliebig, doch mit der aus (16)
fliessenden Beschrinkung gewiihlt werden, dass « und folglich
auch das Product dieser (2v —mn) Grissen positiv ausfillt. Be-
deutet x die Anzahl der verschiedenen, dieser Forderung geniigen-
den Bestimmungsarten, so leuchtet ein, dass im Allgemeinen

— 92y—n—1
% — 922v—n 9

(24
im Falle n = 2 aber, wo alle mit & conjugirten Korper imagi-
nir sind,

G =—l (25)
ist. Da ferner jedem so erhaltenen System £, £” . .. £ offenbar
ein einziges dem Gebiete G angehdrendes System 2 entspricht, so
ist » zugleich die Anzahl aller solcher Systeme z, welche einem
gegebenen System der neuen Variabelen entsprechen.

Jm nun die Transformation des Integrals auszufiihren, miissen
wir hekanntlich den absoluten Werth der mit

dilzsm %y,
d (u, z

Zn)
Sl )

Lyt .

ce e @y—1, Praig .

LT S

Sl e i

gt i

et
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zu bezeichnenden Functional-Determinante -der alten Variabelen
in Bezug auf die neuen bestimmen, was wir nach bekannten
Sitzen in der Weise ausfithren, dass wir bei dem Uebergange von
jenen zu diesen noch andere Systeme von Variabelen, und zwar
zuniichst das der n Grossen g/, &7 ... &™) einschalten; hierfir
ergiebt sich aus (10) mit Riicksicht auf (12) die Determinante

Q1T e ) 1

dE, & ... k™) N@mVD

Wir bezeichnen ferner mit », den Modul von &' oder dessen
Quadrat, je nachdem P, reell oder imaginér ist; im ersten Falle
ist £ = 4y, also d&' = + dry; im zweiten Falle erhilt man,
wenn P, ; mit P; ein imagindres Pdar hildet,

(26)

B = Vi e"“ﬂu-}—l’ g(lﬂ"!-l) = Vi, e@"l'».{.{
9 EWHD 1

(\_‘5’ e ___l_e‘Wy+17 e
or 2Vry o1y 2Vry
P i DEWHT) ; :
: (3 =i Ve P+l —§———=1,Vrle“ﬂ”+‘,
0Pyt 0Py 41

mithin ist die Determinante

dEhER) e
Ay, @yr1)

haben daher 7y, 74 . . . 7, dieselbe Bedeutung fiir £, £ ... §0),
wie », fiir £', so ergiebt sich
G oo BN G G BNy gy @)
Ay - Ty, Qi1 Pu)
und zugleich leuchtet ein, dass die positive Grisse
e (28)

ist. Zufolge der Definition (13) ist nun
¥ = logry — ¢ log u,
WO
1 2
¢, = — oder = —
n n

zu setzen ist, je nachdem P, reell oder imagindr ist; legt man
daher den Buchstaben ¢,, ¢; . . . ¢, die entsprechende Bedeutung
fiir Py, Py ... P, bei, so ist

01+CQ—;—"-~+CV:1, (29)
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und aus den Gleichungen
logri = ¢, logu 44 ..
deren letzte zufolge (14) durch
logr, = e, logu —y; —y,—- -
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<logr, =¢,logu+y,,

Y= Yy—1

zu ersetzen ist, ergiebt sich die Determinante

Ot QR ()
OF SR ST
i :(—1)”_11
Cos O S0 1
Cy v, —1

Cy )
d(logry,logr, ...logo‘,,): ke
dlogu, 4. Yy—1)

7—17

wie man leicht aus (29) erkennt, wenn man zu der letzten Zeile
alle vorhergehenden addirt; dasselbe Resultat kann zufolge (28)
auch in der Form

A ane i P )
e e i 30
AW Yy - Y1) G54 ey

dargestellt werden. Da endlich zufolge (15) und (4) die Deter-
minante :
d('l/h Yo o o v Yy 1)
e e 31
d(21y 25 . v Zy_1) ¢l
ist, so ergiebt sich durch Zusammensetzung der Gleichungen (26),
(27), (30), (31) die gesuchte Determinante

rE

A (21 L0
a1 -

L%y
e By—1, Pyya .

v Ty 1o Bn) 'i”_"rE‘
<o 9u)  — Nm)VD )

Bezeichnet man mit (D) den absoluten Werth der Grundzahl
D = (—1)*=»(D), und nimmt V(D) positiv, so ist die Constante
r K
N(m) V(D)
der absolute Werth der vorstehenden Determinante; da ferner,
wie oben besprochen, jedem Werthsystem der neuen Variabelen
# Systeme 2 der alten Variabelen entsprechen, so ist das in (20)

definirte Integral

xrly ;
J = Wf@uazl R dz,,_l aq>,,+] R 691,,,

-

“wie am Schluss des §. 175.
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wo die ufache Integration iiber alle den Bedingungen (16), (17),
(23) geniigenden Werthsysteme der neuen Variabelen auszudehnen
ist, woraus offenbar

:MYE(Q,HV & (33)

N(m) V(D)

folgt. Setzt man daher die von dem Ideal m giinzlich unabhiingige
Constante

2 B (2m)n—»

V(D) ;

so geht unser obiges Resultat (22) in die Gleichung (1) ither, womit
unser Satz bewiesen ist, —

Mit Hiilfe dieses Fundamentes lassen sich die nachfolgenden
Sitze ohne jede Schwierigkeit ableiten; wir machen vorher aber
nochmals darauf aufmerksam, dass wir im Vorhergehenden nur
diejenigen Hauptideale betrachtet haben, welche durch Zahlen
von positiver Norm erzeugt werden; wir verstehen demgemiiss
unter der Hauptelasse den Inbegriff aller dieser Hauptideale und
fassen {iberhaupt den Begriff der Idealclasse in demselben Sinue,
Dann gilt folgender Satz:

=i (84)

Ist A irgend eine Idealclasse, und beseichnet man, wenn t ein
beliebiger positiver Werth ist, mit T'die Anzahl aller derjenigen
i A enthaltenen Idedle, deren Normen nicht grosser als t sind, so
wird fiir unendlich grosse Werthe von t

lim TTZ g (85)

Um dies zu beweisen, wiihlen wir aus der inversen Classe
A= nach Belieben ein hestimmtes Ideal m und setzen ' — t N (m);
ist nun a ein beliebiges Ideal in 4, so ist am ein durch m theil-
bares Hauptideal, und umgekehrt ist Jjedes solche Hauptideal von
der Form am, wo a der Classe A ‘angehort; da ferner je zwei
verschiedenen Idealen a auch zwei verschiedene Ideale q m ent-
sprechen und umgekehrt, so folgt ats N (am) = N (a) N (m), dass
T zugleich die Anzahl aller derjenigen verschiedenen, durch i
theilbaren Hauptideale am ist, deren Normen nicht ~grosser alg ¢/
sind; wiichst nun #, und folglich auch ¢’ iiber alle Grenzen, so
wird zufolge (1)

v
lim £ =9
t N (m)

Dirichlet, Zallentheorie,

(55}
<1
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woraus sich der zu beweisende Satz vermoge der Bedeutung von ¢/
unmittelbar ergiebt.

Da der Werth g von der Classe 4 giinzlich unabhiingig ist,
und da jedes Ideal einer und nur einer Classe angehort, so folgt
hieraus ohne Weiteres der nachstehende Satz:

Bedeutet Tndic Anzahl aller Idealclassen, und bezeichnet man,
wenn t ein belicbiger positiver Werth dst, nit T die Anzahl aller
derjenigen verschiedenen Ideale, deren Normen wicht grosser als t
sind, so wird fir unendlich grosse Werthe von t

lim %‘—_— gh. (36)

Verbindet man hiermit das allgemeine, in § 118 aufgestellte
Princip, so ergicht sich Folgendes:

Bedeutet s eime Variabele, und setet man die diber alle Ideale
ausgedehmite wnendliche Reihe

Lol
2‘ l\T(a)s
so convergirt dieselbe fiir alle Werthe s > 1, und fiir unendlich.
Kleine Werthe won (s — 1) wird
lim (s —1)&(s) = gh. (38)

Hiermit ist, wenn nach (34) der Werth von g aus D und B
schon gefunden ist, die Classenanzabl 7 als Grenzwerth einer
unendlichen Reihe dargestellt. Gelingt es, denselben Grenzwerth
noch auf eine andere Weise, niimlich unmittelbar aus der Be-
schaffenheit der im Korper & auftretenden Ideale a zu bestimmen,
50 ist damit auch die Classenanzahl  gefunden; dies ist aber bis
jetzt nur in sehr wenigen Fiillen gegliickt, von denen wir ein%ge
in den folgenden Paragraphen betrachten wollen, und vermuthlich
befinden wir uns noch sehr weit von einer allgemeinen Losung
dieses grossen Problems. Hier wollen wir nur noch die folgenden
Bemerkungen hinzufiigen.

Aus den Gesetzen, nach welchen alle Ideale a aus den simmi-
lichen Primidealen p durch Multiplication gebildet werden (8- 173),
ergieht sich-als unmittelbare Folgerung die Identitiit

Vs ] 39
390 =1 (3)
wenn die Function ¢ die Eigenschaft ]

@(ah) = @(0) ) (40)

—0/(5), @1
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pesitzt, und wenn ausserdem die Summe linker Hand einen von
der Anordnung ihrer Glieder unabhiingigen endlichen Werth
besitzt; der Beweis fiir diese Identitit zwischen der Summe und
dem unendlichen Producte stimmt vollstiindig mit demjenigen
iiberein, welchen wir frither (§. 132) fiir den speciellen Fall # = 1
gegeben haben, und kann deshalb hier unterdriickt werden. Fiir
unsere, in (37) definirte Function £(s) ergiebt sich hieraus die
folgende zweite Darstellung

Allgemeine Zahlentheorie.

1

Qs) =11 (41)

1 5

Jc A,

N(p)®

bedeuten nun, wenn p eine beliebige positive Primzahl im Korper

der rationalen Zahlen ist, Py, by . . . P die von einander verschie-

denen, in p aufgehenden Primideale, und s, #; . . . %, deren Grade
(§ 171, 10.), so nimmt diese Gleichung die folgende Gestalt an

£6) =1 (= ) ()

L—p—sm Sy —p o T —p e
wo das Product iiber alle Primzahlen p zu erstrecken ist. Be-
zeichnet man ferner, wenn m eine beliebige positive ganze rationale
Zahl ist, mit F'(m) die Anzahl aller derjenigen verschiedenen
Ideale, deren Norm = s ist, so ist offenbar -

s )
() =X me

(43)

und man erkennt leicht, dass fiir je zwei relative Primzahlen
m', m" stets :
F(m!m'") = F@m') F(m")

(44)
ist, withrend die unendliche Reihe
pa B, B0 LI (45)

1)5 1)?-5’ 1)33
mit dem allgemeinen Factor des Productes (42) iibereinstimmt.
Ausserdem geht aus (36) hervor, dass fiir unendlich grosse Werthe
yon i

lim F(1) -+ FQ):;' ok B i

(46)
ist. ;
Aus jeder Function F'(m) kann man, wie aus § 138 leicht

hervorgeht, immer eine und nur eine Function f(m) ableiten,
37
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welche die Figenschaft hesitzt, dass die iiber alle Divisoren my/
einer beliehigen Zahl m ausgedehnte Summe

2 f(m') = F(m) (47)
wird. In unserem Falle, wo #(in) nur positive Werthe hat oder
verschwindet, geht hiermit die Darstellung (43) in

@) —3 L i) )

= me < e

iiber*), und da (nach §. 117) fir unendlich kleine positive Werthe
von (s —1)

v w8 —1
lim 3 =

ist, so wird zufolge (38)
gh=1lm ¥ f%;—), (49)

convergirt die nach wachsenden m geordnete Reihe rechter Hand
auch noch fiir s = 1, was (nach §. 101) z B. stets dann eintritt,
wenn die Summe
SOOI+ ) (30)
ihrem  absoluten Betrage nach unterhalb einer endlichen Con-
stanten bleibt, so folgt aus dem Schlusssatze des §. 143, dass
A= )%2 (51)
ist; unter der speciellen Voraussetzung (50) liisst sich dasselbe
Resultat nach dem ersten Satze des § 143 auch unmittelbar aus
(46) und (47) ohne Einfiihrung.der Variabelen s ableiten. Wir
bemerken beildufig noch, dass die in (44) angegebene Eigenschaft
der Function F(m) immer auch auf die Function f(m) iibergeht
(und umgekehrt). 5
Tiefere Untersuchungen, zu denen z B. die iiber die Ge-
schlechter der quadratischen Formen (Supplement IV) und die
iiber die Vertheilung der Primideale auf die verschiedenen Ideal-
classen gehoren™*), kniipfen sich an die Betrachtung allgemeinerer
Reihen und Producte, welche aus (39) hervorgehen, wenn man

#) Vergl. G. Cantor: Zur Theorie der sahlentheoretischen Functionen
(Nachr. v. d. Ges. d. W. zu Gisttingen vom 7. Febr. 1880).

*#*) Vergl, die schon in §. 137 citirte Abhandlung von Dirichlet
(Crelle’s Journal, Bd.'21, S. 98).
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¢ (o) = Ny

setzt, wo die Function y(a) ausser der Eigenschaft (40) noch die
andere besitzt, fiir alle derselben Classe A angehirenden Ideale a
denselben Werth anzunehmen, welcher mithin zweckmiissig durch
1(4) bezeichnet wird und offenbar immer eine 7t Wurzel der
Einheit ist. Solche Functionen g, die man im erweiterten Sinn
Charalitere nennen kann, existiren immer, und zwar geht aus den
am Schlusse des §. 149 erwihnten Sitzen leicht hervor, dass die
Classenanzahl % zugleich die Anzahl aller verschiedenen Charak-
tere g1, Z» . - . 25 ist, und ‘dass jede Classe A durch die ilr ent-
sprechenden 7, Werthe z, (4), 4, (4) . . . g1 (A4) vollstiindig charak-
terisirt, d.’h. von allen anderen Classen unterschieden wird, Setut
man noch die iiher alle Ideale a der Classe A ausgedehnte Summe
1
und bezeichnet mit 4, 4, ... 4, alle verschiedenen Classen, so
nimmt fiir den Charakter y die Gleichung (39) die Form
1
1) A (5) +- - - g (4i) An(s) = IT T o=

an; auf die Folgerungen, welche sich aus der Betrachtung dieser
/v Ausdriicke und deren Logarithmen ergeben, kimnen wir aber
hier nicht mehr eingehen,

= 4(),

§ 179.

Um den Nutzen und die Bedeutung unserer bisherigen Unter-
suchungen erkennen zu lassen, deren Resultate nur die ersten
Elemente einer allgemeinen Zahlentheorie bilden, wollen wir die-
selben auf zwei hestimmte Beispiele anwenden, die zugleich in
unmittelbarem Zusammenhange mit dem Hauptgegenstande dieses
Werkes stehen, Als erstes Beispiel withlen wir den classischen
Fall der Kreistheilung, an welchem Kummer zuerst seine Schopfung
der idealen Zahlen mit dem schénsten Erfolge durchgefiibrt hat*).

e S

*) Die beziglichen, zuorst in Crelle’s Journal (Bdde. 35, 40) versifent-
lichten Untersuchungen sind zusammengestellt in der Abhandlung: Swr la
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Es sei m eine ungerade Primzahl, @ eine primitive Wurzel
der Gleichung y
_ fr=1, M
und n der Grad des Korpers £, der aus allen durch ¢ rational
darstellbaren Zahlen besteht. Setzen wir (nach §. 139)
trlu s 1 =
fO=C"p == 0 =) ... ¢—0"), @
wo ¢ eine Variabele bedeutet, so ist f£(f) = 0, und da die Coeffi-
cienten dieser Gleichung rational sind, so ist » < m—1. TUm g
genau zu bestimmen, setzen wir ¢ —= 1, wodurch wir
m=01—0@A—=0...(1—0m1 (3)
erhalten; da 6 eine ganze Zahl ist, so gilt dasselbe von den (m —1)
Factoren 1 — 7, und man erkennt leicht, dass dieselben mit ein-
ander associirt sind; denn wihlt man die positive ganze Zahl s so,
dass rs = 1 (mod. m), also 1 — @ = 1—4@7* wird, so ist gleich-
zeitig

S R o
und
1—46

-1—~_fV= 1+074+0% 4. .. Fg6—vr,

mithin ist jede der beiden Zahlen 1 — @ und 1 — 67 durch die
andere theilbar. Setzt man daher

so geht die Gleichung (3) in
I Ey,"”'_l (5)

iiber, wo & eine Hinheit bedeutet. Da alle mit & conjugirten
Korper zufolge (2) imaginir, und folglich alle Normen positiv sind,
so folgt hieraus

mn — N(y)’"_l,

mithin ist. die ganze rationale Zahl N(u) selbst eine Potenz der

Primzahl m; setzt man nun N (u) = m¢, so folgt » = a(m—1),

théorie des mombres complexes composés de racines de Uunité et de nombres
entiers (Liouville’s Journal, Bd. 16. 1851), und eine Ergiinzung derselben findet
gich in der Abhandlung: Ueber die den Gaussischen Perioden der Kreis-
theilung entsprechenden Congruenzwurzeln (Borchardt’s Journal, Bd. 53). —
Vergl. Bachmann: Die Lehre von der Kreistheilung (Vorl. 17, 18).
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und da, wie oben bemerkt, n < m — 1 ist, so ergiebt sich ¢ = 1,
mithin
n=m—1, N(u)=m. (6)
Die in (2) definirte Function f(¢) ist daher drreductibel*), und
die Zahlen 1, 6, 02 . . . §™—2 hilden eine Basis des Korpers £; um
ihre Discriminante zu bestimmen, multipliciren wir die Gleichung -
(2) mit ¢ — 1, differentiiren nach ¢ und setzen ¢ = 0, wodurch wir
(0—1)'(0) = mgn=1
erhalten; da N ( — 1) = m, und 0 zufolge (1) eine Einheit ist, so
ergiebt sich
N(f'(0)) = mm=2,
und hieraus (nach §. 164, (8)) ;

AL, 0,07 0= = (—1) B w2 (7)
Wir bezeichnen nun wieder mit o das System aller ganzen
Zahlen des Korpers & und gehen darauf aus, eine Basis von o
und damit zugleich die Grundzahl D des Korpers zu finden. Zu
diesem Zweck bemerken wir zuniichst, dass ogp ein Primideal
ersten. Grades ist; bedeutet niimlich a irgend ein in u aufgehendes
Primideal, so ist og = ab, also N(a)N(b) = N(w) = m; da
aber m eine rationale Primzahl, und N(a) > 1 ist, so muss
N (1) = m, N(b) = 1, mithin b = o, und a = oy sein, wie be-
hauptet war. Zufolge (5) ist ferner
om = (o)™ 1, (8)
und hiermit ist die Zerlegung von o in Primfactoren gefunden.
Ausserdem leuchtet (nach §. 171, 10.) ein, dass alle durch g theil-
baven rationalen Zahlen auch durch m theilbar sind.  Hieraus
ergiebt sich das wichtige Resultat, dass, wenn die 72— 1 ganzen
rationalen Zahlen a;, ¢y, ¢ty . . . a3 —2 nicht alle durch 7 theilbar
sind, auch die Zahl
o=t aptaEd A an_sp™?
nicht durch me theilbar sein kann; denn wenn dp, ¢4 - .. Gr—1
durch m theilbar sind, wihrend «, nicht durch m und folglich
auch mnicht durch w theilbar ist, so ist & offenbar durch w?, aber
nicht durch w7 +1, also auch nicht durch e theilbar.
Setzt man den Modul [1, g, g? . . . w™»—2%] = m, so kann man
diesen Satz auch so aussprechen, dass jede durch me theilbare
Zahl o des Moduls m gewiss von der Form m p ist, wo p ebenfalls

*) Gauss: D. 4. art. 341.
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dem Modul angehdrt, Nun geht aus (4) unmittelbar hervor,
dass die Potenzen 1,0, 62 ... 0"—2 ehenfalls eine Basis von m
bilden, und da dieselbe auch irreductibel ist, so folgt, dass die
ganzen rationalen Zahlen z, @y, @5 . . . 2, _a simmtlich durch m
theilbar sein miissen, wenn die Zahl 7

o= &, +1’10+2"2 02+ Figs -—I—,’L‘,,,v.:_;()“'_g

durch m theilbar sein goll. TIst daher o eine beliehige ganze Zahl
des Korpers &, und bringt man dieselbe, was stets moglich ist,
auf die Form i

@

A R s e Lt 2
= 7 e
WO Iy @, %y .. . &m—s ganze rationale Zahlen ofme gemeimschafi-
lichen Theiler bedeuten, so kann T niemals durch » theilbar sein,
" Andererseits wissen wir (nach §. 166, (1)), dass %2 in der Discri-
minante (7) aufgehen muss und folglich keinen von m verschie-
denen Primfactor enthalten kann. Mithin ist /; — 4 1; jede ganze
Zahl @ ist daher in m enthalten, und da umgekehrt m nur ganze
Zahlen enthilt, so folgt

oi={[1,6, 62 ... iGm—2] )

o
ZT':

und

n—1

D= A= (—1) = mm—2 (10) v

Die mit § conjugirten Zahlen sind zufolge (2) die m — 1 Po-
tenzen 0, 62 ... g»—1, d. h. alle primitiven Wurzeln der Gleichung
(1); da dieselben ebenfalls dem Kérper & angehdren, so sind alle
mit & conjugirten Korper identisch mit &2, d. h. & ist ein Normal-
orper (§. 168); seine Permutationen lassen sich mit einander
zusammensetzen und bilden daher eine Gruppe; geht ferner g
durch die Permutationen R, S resp. in g7, §° iiber, so geht 0
sowohl durch E S, als auch durch SR in §7¢ iiber, und folglich
ist B S = SR; Normalkérper, deren Permutationen diese Figen-
schaft besitzen, werden zweckmissig Abel'sche Korper genannt*).
Um eine fiir das Folgende geeignete Bezeichnung dieser Permuta-
tionen zu gewinnen, wihlen wir nach Beliehen eine hestimmte
primitive Wurgel ¢ der Primzahl m als Basis eines Systems von

*) Mémotre sur une clusse particuliére déquations résolubles alyébrique-
ment (OEuvres completes de Abel, t. 1, p. 114 oder Crelle’s Journal, Bd. 4).
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Tndices (§. 30); ist » eine durch s nicht theilbare ganze rationale
Zahl, so setzen wir der Kiirze halber

Ind. r =#', also » = ¢’ (mod. m) (11)

und bezeichnen mit P,/ diejenige Permutation, durch welche § in
(r ithergeht; hierbei darf der Index #/, den wir auch den Index
dieser Permutation nennen, durch jede beliehige Zahl ersetzt
werden, welche = »' (mod. m — 1) ist. Gleichzeitig soll die Zahl,
in welche eine beliebige Zahl @ des Kirpers durch P,, iibergeht,
durch @+ bezeichnet werden; bedeutet daher ¢ () irgend eine
ganze Function von ¢ mit rationalen Coefficienten, so ist gleich-
zeitig

0 = @) md o, = ¢ (67); (12)
offenbar ist @y = o, und der obige Satz RS = SR wird durch
die Gleichung

(ca,‘,)s, = (ﬁ)sy),./ = @pg)r = 0p14 5t (13)
ausgedriickt. Setzen wir ferner
n=m—1=2w, - (14)
50 ist
(=)' =wv, (—r) =»"+v(mod 2v), (15)

und es bilden je zwei Permutationen P, und Py, durch welche
0in 7 und §=7 iibergeht, ein imaginires Paar (§ 177, 3.).
Wir gehen jetzt zur Bestimmung aller von op verschiedenen
Primideale p iiber und bemerken zuniichst, dass aus
0" = 0¢ (mod. p) stets » = s (mod. m), (16)
also 0" = g folgt, weil sonst die Zahl g7 — s = (1 — g°—)
associirt mit @ und folglich nicht theilbar durch p wiire; es sind
daher die m Potenzen
1, {)7 02’ i 0m—1’
oder, was dasselbe sagt, die Zahlen
& ]$ 001 017 02 e, 0»1—2
simmtlich éncongruent nach p. Bezeichnen wir nun mit p die
durch p theilbare positive rationale Primzahl (§. 171, 10.), so ist p
verschieden von s, weil m nur durch das einzige Primideal o w
theilbar ist; es sei ferner £ der Exponent, zu welchem » nach dem
Modul m gehirt (§. 28), d. h. es sei f die kleinste positive Zahl,
welche der Congruenz :
p7 = 1 (mod. m), (17)
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also auch der Congruenz :

fp' = 0 (mod, 2v) (18)
geniigt, so ist

2v=m—1=ef, £ (19)
und ¢ ist der grosste gemeinschaftliche Theiler von p' und 2v
(§8. 29, 30).

Sind nun e« B, 7 ... beliehige ganze Zahlen, so folgt aug
einer bekannten Eigenschaft der Binomialcoefficienten (§. 20), dass
immer

(et Btyte-)p=arfpripr4... (mod p)
ist; bezeichnet man daher mit ¢ (f) eine beliehige ganze Function
der Variabelen ¢ mit ganzen rationalen Coefficienten @ und bedenkt,
dass nach dem Fermat’schen Satze (§. 19) immer a? = « (mod. p)
ist, so erhiilt man den fiir jede ganze Zahl « giiltigen Satz

@ (0)? = @ (ar) (mod. p). (20)
Wenden wir denselben auf den Fall @ = f an, so ergiebt sich mit
Riicksicht auf (9) und (12), dass fiir jede in unserem Gebiete o
enthaltene Zahl o die Congruenz

®? = @, (mod. p) (21)
gilt, aus welcher durch fortgesetzte Erhebung zur pe: Potenz nach
(13) die allgemeinere Congruenz

or" = ©,, (mod. p) (22)

folgt; da nun fp’ zufolge (18) durch 2 » theilbar, also @,y = o
ist, so erhdlt man das Resultat
a?’ = @ (mod. p). . (23)

Tieraus schliessen wir zunichst, dass op entweder ein Prim-
ideal oder ein Product von lauter werschiedenen Primidealen ist;
nehmen wir niimlich im Gegentheil an, es sei p durch das Quadrat
eines Primideals p theilbar, so ist 0p = p2q, und da pq ein echicr
Theiler von vp ist, so giebt es eine Zahl o, welche durch p g, aber
nicht durch p theilbar ist; dann ist @2 und folglich auch o’
theilbar durch P2q2 = pq, also auch durch p; allein dies wider-
spricht der Congruenz (23), weil o nicht durch p theilbar ist.
Unsere Annahme ist daher unzulissig. V

Da ferner p in p aufgeht, so gentigt jede ganze Zahl @ auch
der Congruenz
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0¥ = o (mod. p), : (24)

d. h. die Anzahl der incongruenten Wurzeln @ dieser Congruenz
vom Grade p/ ist = (o, p) = N (p), und folglich ist

] N = p/, (25)
weil in Bezug auf ein Primideal eine Congruenz »t» Grades niemals
mehr als » incongruente Wurzeln haben kann (vergl. § 26 und

den Schluss von §. 174). Nach dem verallgemeinerten Fermat'-
schen Satze (§. 174, 10.) ist ferner

6¥®) = 0 (mod. p),
woraus wir nach (16) folgern, dass
N(p) =1 (mod. ) (26)
ist. Nun wissen wir (nach §. 171, 10.), dass N (p) eine Potenz von
p mit positivem Exponenten ist, und da unter allen solchen Po-
tenzen, welche durch m dividirt den Rest 1 lassen, ps die kleinste
ist, so muss N (p) = p7 sein, woraus mit Riicksicht auf (25) folgt,

dass f
N(p) =’ (27)

ist. Mithin ist der Exponent f, zu welchem die Primzahl p nach

dem Modul m gehort, zugleich der Grad eines jeden in p auf-
gehenden Primideals p; da ferner
; N(P) — pm—l =1)cf
ist, so erhalten wir die Zerlegung
0P =DPPiPs .- Do, (28)
WO D, Dy Py -+ . De—s von einander verschiedene Primideale vom
Grade f bedeuten™),

#) Ist mn eine beliebige Zahl, so hat der aus einer primitiven Wurzel
6 der Gleichung (1) entspringende Kérper £ den Grad g(m); ist p eine
Primzahl, p' die hochste in m = p’m' aufgehende Potenz von p, und
gehért » zum Exponenten f (mod. m!), so ist @ (m) = ef (§. 28), und

o = (i - ) A2
WO Py, Pg ... P, von einander verschiedene Primideale vom Grade f be-
deuten; ist ferner p’ > 1, so ist

o(1—6m') = by ... P,

Vergl., Kummer: Theorie der idealen Primfactoren der complexen Zahlen,
welche aus den Wurzeln der Gleichung om = 1 gebildet sind, wenn n eine
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Hiermit ist die Natur aller in unserem Korper & aultretenden
Primideale erkannt, und dies Resultat reicht aus fiir die Bestim-~
mung der Anzahl der Idealclassen; bevor wir aber zu dieser
Untersuchung iibergehen, wollen wir noch einige Bemerkungen
iiber die Zerlegung (28) hinzufiigen, um wenigstens an dieser
Stelle einen Einblick in die Bezichungen unserer Theorie zu der-
jenigen der hiheren Congruenzen zu geben. i

Da f(0) = 0, also auch = 0 (mod. p) ist, so giebt es ganze
Functionen von ¢, deren Coefficienten ganze rationale Zahlen, aber
nicht alle durch p theilbar sind, und welche fiir ¢ — ¢ durch §
theilbar werden; ist F(¢) unter diesen Functionen eine solche,
welche den miedrigsten Grad hat, so kann ihr hochster Coefficient
nicht durch p theilbar sein, und wir diirfen annehmen, dass der-
selbe = 1 ist; denn wenn dies noch nicht der Fall ist, so kann
man die Function (nach § 22) durch Multiplication mit einer
ganzen rationalen Zahl in eine andere verwandeln, deren hichster
Coefficient = 1 (mod, p) ist, und hierauf durch Weglassung eines
Vielfachen von p die gewiinschte Form erhalten, Tst nun o — o (6)
eine belichige Zahl in o, und ¢, (@) der bei der Division von o (t)
durch F'(t) auftretende Rest, so folgt aus

F(0) = 0 (mod. p), (29)
dass

© = @, (0) (mod. p) (30)
ist; da ferner zwei solche Zahlen g, (0) zufolge der Definition von
F () nur dann nach p congruent sind, wenn die rationalen Coeffi-
cienten der einen mit den entsprechenden der anderen nach p
congruent sind, so erhilt man offenbar fiir p ein vollstiindiges
System incongruenter Zahlen g, (0), wenn man jeden Coefficienten

cusemmengesetzte Zahl ¢st (Abh. d. Berliner Ak, 1856). — Fiir alle in einem
solchen Kérper £ als Divisoren enthaltenen Kérper, zu denen auch die
quadratischen Kérper gehoren, ist das Resultat vom Herausgeber angegeben
(Suwr la théorie des nombres entiers algébriques, §. 27, und Compte rendu
der Pariser Ak, vom 24, Mai 1880); tber specielle Fille soleher Divisoren
vergl. Bisenstein: Allgemeine Untersuchungen ber die Formen dritten
Grades it .drei Variabeln, welche der Kreistheilung dlwe Entstehung ver-
danken (Crelle’s Journ. Bd. 28); Fuchs: Ueber die aus Einheitswurzeln
gebildeten. complexen Zaklen von periodischem Verhalten, insbesondere die
Bestimmung  der Klassenanzahl derseiben (Borchardt’s Journ. Bd. 65);
Bachmann: Die Theorie der complewen Zahlen, welche aus zwei Quadrat-
wiurzeln zusammengesetzt sind (Berlin 1867).

IS S——
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ein vollstiindiges Restsystem nach p durchlaufen lisst; die Anzahl
(0, p) ist daher eine Potenz von p, deren Exponent gleich der
Anzahl dieser Coefficienten, also gleich dem Grade der Function
F(t) ist; da aber (o, p) = N (b) = p” ist, so ergiebt sich, dass
J der Grrad von F(t) ist*).

Bildet man ebenso fiir die iibrigen Primideale py, p, . . . Pe—i
entsprechende Functionen F, (¢), Ty (2) . . . F,_1(t) vom Grade f,
so dass allgemein

F,. () = 0 (mod. p,) (31)
ist, so ist zufolge (28) das Product :
E@)F(0) - .. Fo_i(6) = 0 (mod. ). (82)

Da alle diese Functionen den héchsten Coofficienten 1 haben, so
ist die Differenz
FOF@) .. Foy () —£ ()

eine Function ¢ (#), deren Grad = m—2 ist, und da ¢ () durch
p theilbar ist, so miissen ihre Coefficienten zufolge (9) siimmtlich
durch p theilbar sein, was in der Theorie der hiheren Congruenzen
durch

FO=FOF()...F_(t) (mod. p) (33)
ausgedriickt wird**). Auf dieselbe Weise erhdlt man die ohnehin
evidente Congruenz

S0 = (¢ —1)m=1 (mod. m). (34)

Da die Congruenz (20) auch fiir jedes in der Primzahl p auf-
gehende Primideal b bestehen bleibt, so ergiebt sich der (fiir alle
Kérper giiltige) Satz, dass, wenn o eine Wurzel der Congruenz
¢ (%) = 0 (mod. p) ist, auch alle Zahlen, welche aus o durch

*) Setzt man F'(6) = o, so ergiebt sich zugleich aus (30), dass die
Zahlen

PPl ... poTTl 0,80 <L g A=s

¢ine Basis des Tdeals 9 bilden, und dass letateres der grosste gemeinschaft-
liche Theiler von 03 und 0g ist. Zu denselben Resultaten gelangt man
auch unmittelbar, wenn man die in §. 165, (9) beschriebene Methode an-
wendet, um ans der Basis (9) von o eine Basis von p abzuleiten.

| Schonemann: Grandzige einer allgemeinen Theovie der hiheren
Congruenzen, deren Modul eine veelle Primzahl ¢st. §. 50. (Crelle’s Jonrnal
B 31) — Gauss: Disquisitiones generales de congruentiis, artt. 360— 367
(Werke, Bd. TI. 1863). — Vergl. eine Bemerkung des Herausgebers in
Sehlomileh’s Zeitschrift Har Math. . Phys., Jahvg. 18, 1873. Literatur-
zeitung S, 22 bis 23,
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wiederholte Erhebung zur pten Potenz entstehen, Wurzeln derselben

Congruenz sind; diese Wurzeln stimmen (fiir unseren Korper) zu- -

folge (21) mit den Zahlen ey, @ypr #spr . .. liberein, Wenden
wir dies auf die Congruenzen (31) an, so ergiebt sich, dass die f
nach p, incongruenten Zahlen
0y 0ty Gapiis -
oder, was dasselbe ist, die Zahlen
0) (}e’ 020 e ol (j(f—lje
die simmitlichen Wurzeln o der Congruenz I7.(«) = 0 (mod. p,)
bilden.
Fiihren wir daher die sogenannten jf-gliedrigen Perioden®)
M1 -+ - - e und ¢ entsprechende Functionen f(#,,) ein, indem wir

= Oy O+ Oze + -+ -+ Ocr—ve, (35)

. “(f—l)zl'v

also
Nr = Nr+e — 0r e ﬁ‘r-i—e oI 01~+2¢ QP G 01'+(f—1)z7 (36)
und
) =(—0) ¢ =040 - - . (t—0r4s=1¢)
=ty (1)

FO=ftn) fEm) - G ne—1) (38)
setzen, so gelten, wic man leicht erkennt (§.26), die in Bezug auft
identischen Congruenzen

F.(t) = f(t, m0) (mod. b,). (39)
Zugleich ergiebt sich aus dem obigen Satze, dass jede der ¢ Func-
tionen T, (£) nach dem Modul p eine Promfunction, d. h. dass sie
keinem Producte von Functionen niedrigeren Grades congruent
ist, deren Coefficienten ebenfalls rational sind.

Um endlich noch den inneren Zusammenhang zwischen den
¢ Primidealen p, zu ergriinden, schalten wir folgende allgemeine
Bemerkungen ein, Ist & ein beliebiger endlicher Korper, welcher
durch die Permutation P in &' iibergeht, und ist a ein beliebiges

also

*) Gauss: D. A. arth. 843, 348, Daselbst ist gezeigt, dass alle Coeffi-
cienten der Funectionen f(t %) lineare Functionen der Perioden mit ganzen
rationalen Coefficienten sind. Der Inbegriff aller derjemigen in 2 ent-
haltenen Zahlen w, welche der Bedingung w, = o geniigen, ist ein Korper
eten Grades; diese Zahlen sind identisch mit allen durch 5 rational dar-
stellbaren Zahlen, und die e Perioden bhilden eine Basis des Systems aller
in diesem Korper enthaltenen ganzen Zahlen.
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Ideal in £, so geht aus den Begriffen des Korpers und des Ideals
unmittelbar hervor, dass das System a' aller Zahlen, in welche die
siimmtlichen Zahlen des Ideals a durch P iibergehen, ein Ideal in
Q' ist, und dass o’ durch die inverse Permutation in a iibergeht;
zwei solche Ideale a, a’ nennen wir conjugirte Ideale. Dann leuchtet
ferner ein, dass (ab)’ = a0’ ist, dass folglich ein Primideal p in
ein Primideal p’ iibergeht, und dass, wenn p die durch p theilbare
rationale Primzahl bedeutet, p auch durch p’ theilbarist. Wenden
wir dies auf unseren Kreistheilungs-Korper £ an, der durch alle
seine Permutationen P, in sich selbst iibergeht, so folgt, dass
jedes der ¢ Primideale p, durch eine solche Permutation P, immer
wieder in eins von diesen Idealen itbergehen muss. - Nun ergiebt
sich zuniichst aus (21), dass jede durch b, theilbare Zahl o durch
die Permutation P,/ in cine ehenfally durch p,. theilbare Zahl o,
iibergeht; mithin geht p, durch P,., und folglich durch jede der
f Permutationen Py, P., Ps. . .. P(y—1. in ein Primideal iiber,
welches durch p, theilbar, also auch mit p, identisch ist. Um-
gekehrt, wenn p, durch die Permutation P in sich selbst iiber-
geht, so muss, weil F.(0) durch p, theilbar ist, auch I, (6,) = 0
(mod. p,) sein; da aber nach dem Obigen die Congruenz I, (e)'= 0
(mod. b,) nur die Wurzeln 6y, 6, . . . 6 ;—1. hat, so muss eine yon
ihnen mit @, congruent, also zufolge (16) auch mit 0, identisch
sein, woraus sich ergiebt, dass die oben genannten f* Permutationen
die einzigen sind, durch welche p, in sich selbst itbergeht. Sodann
leuchtet ein, dass p, durch je f Permutationen Py, Py o ... st (p—1yer
deren Indices nach ¢ congruent sind, in ein und dasselbe Prim-
ideal iibergeht; umgekehrt, wenn p, durch P; und 2, in dasselbe
Primideal iibergeht, so geht p» durch P, P! = P,_, offenbar in
sich selbst iiber, und folglich ist w = s (mod. ¢). Hieraus folgt,
dass die e Tdeale p, py . . . Pe—; sdmmtlich mit einander conjugirt
sind, und dass jedes von ihnen in jedes durch f bestimmte Per-
mutationen iibergeht; durch die e Permutationen Py, Py ... Po—y
geht jedes dieser Ideale in e verschiedene Ideale iiber, und wir
werden daher am zweckmiissigsten mit p, dasjenige Ideal bezeich-
nen, in welches p durch P, tibergeht; demgemiss ist p, e = D»
zu setzen, und da p, durch P, in p, i, iibergeht, so ergiebt sich
aus (39) die allgemeinere Congruenz

T, (t) = f(t, ms) (mod. p, ) (40)

Setzt man daher
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B@) =t/ —q0tr=1 4. (41)
wo n° eine rationale Zahl hedeutet, so folgt
7 = 02 (mod. p, ;)
oder, indem man » durch » — s ersetzt,
s = N0 _, (mod. p,). (42)

Dies Resultat, dass die Perioden und ebenso alle Zahlen e, die der
Bedingung @, = © geniigen, rationalen Zahlen congruent sind in
Bezug auf jedes p,, ergiebt sich aber auch unmittelbar aus (21),
wenn man wieder den Satz zuzieht, dass in Bezug auf ein Prim-
ideal eine Congruenz st Grades nicht mehr als # incongruente
Wurzeln haben kann, Fithrt man nun- eine Variabele y und die
ganze Function

GO=@—1) G—m)... 1 —n-1) (43)
ein, deren Coefficienten simmtlich rational sind *), so gilt auch die
identische Congruenz

GO =@—n)@y—n)...y—n0_,) @mod p), (44

weil sie zufolge (42) fiir jedes in p aufgehende Primideal gilt, und
dies ist der Satz, auf welchen Kummer seine Theorie gegriindet hat.

Es wird gut sein, die vorstehenden Siitze an einem hestimmten
Zahlenbeispiele**) zu bestitigen; withlen wir zu diesem Zweck
m =13, p = 3, so ist f = 3, ¢ = 4. Legen wir ferner die primi-
tive Wurzel ¢ = 2 zu Grunde, so wird

Oo=10, =01, 6,=04% 0;,=05 6, =6, 0, =05
o =02 0 =01, 0, = 0% 0, =05 0= 0" 6=0,
also
N =0 40 40, =040 6,
My = O+ 612 1010, p, — @5+ G 4 g7,
und |

4
SOm=0—nfgt—1, ftn)=8—mnt*+nt—1
Sl m) =t—m 24t —1, f(tm) =O—mnt2 4 pt—L

*) Gauss: D. A. art, 351,

**) Bin iiberaus reiches Material findet man in dem Werke von
Reuschle: Tafeln complewer Primzahlen, welche aus Wurzeln der Einheit
gebildet sind. 1875,
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Man findet ferner leicht die Gleichungen®)

nn = n+29,

nh =0+t =—1—n, 2
Wy =—3n—2m —3n—2y =3+ g Loy,
N =Ntntn=—1—y

und hieraus
G =y +y f2y?—4y L3

Die Wurzeln der Congruenz ¢ (y) = 0 (mod. 3) ergeben sich am
kiirzesten durch Versuche, und man findet auf diese Weise in
Uebereinstimmung mit (44) die identische Congruenz

G =y @y—1) (y+1) (mod. 3).
Da eine der Wurzeln = 0 (mod. 3) ist, so diirfen wir das in 3 auf
gehende Primideal p durch die Congruenz 5 = 0 (mod. p) defi-
niren**), woraus durch Substitution in die vorstehenden Ausdriicke
fiir 92, 9y, g, oy sich g =—1, gy =1, 73 = 1 (mod. p)
ergiebt; da nun zufolge (42) die Congruenzen y, = n° , (mod. p)
gelten, so erhiilt man hieraus

0 —

=0 =1 n=—1, My — = i (mod. 3):

Aus (40) ergiebt sich ferner F.(t) = f(t, n_,) (mod. p); hierin
geht die rechte Seite, wenn man dic in den Coefficienten auf-
tretenden Perioden durch die ihnen nach p congruenten rationalen
Zahlen ersetzt, in eine Function mit rationalen Coefficienten ither,
und diese Function muss folglich auch nach dem Modul 3 mit
F, (1) congruent sein; auf diese Weise erhiilt man

B =sieieonh )= il paitas b

B =01e—1, HLH=1typri
und durch wirkliche Ausfithrung der Multiplication bestiitigt sich
die Congruenz (33). Setzt man ferner

o =0—0—1 = F(0) (mod: 3),

s0 ist p der grisste gemeinschaftliche Theiler von 3 und 09; allein

1; =
. (mod. 3),

*) Gauss: D, A, art. 845,
**) Ebenso folgt aus der Annahme 4 = 1 (mod. j) mit Bestimmtheit

U =0, =—1, 53 = — 1 (mod. p). Dagegen entsprechen der Annahme
%= — 1 (mod. p) zwei verschiedene Systeme, wie aus i, 7y =— 1 — =0
(mod. p) hervorgeht; entweder ist 7, = Lmg = 0, 3 = — 1, oder es ist

n=—1, 9 =1, 53 = 0 (mod. p).
Dirichlet, Zahlenthcorie, 38
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in unserem Falle erkennt man leicht (nach §. 169, 5.), dass p — 07,

also auch p, = o, ist, weil  durch p theilbar, und ausserdem

N4y 02 Ny = 8, mithin N(y) = 3% = N(p) ist. Es muss folglich

g durch 7 theilbar sein; in der That findet man ;
e =n00+1) 6+ 1),

woraus sich sogar ergiebt, dass zufillig o mit % associirt, also auch

00 = p ist. —

Nach dieser Abschweifung kehren wir zu unserem obigen, in
den Gleichungen (6), (8), (27), (28) enthaltenen Hauptresultate
zuriick, welches ausreicht, um mit Hilfe der im vorigen Para-
graphen entwickelten Principien einen geschlos_senen Ausdruck fiir
die Aneahl v der Idealclassen zu gewinnen. Diese Untersuchung
ist ebenfalls von Kuminer zuerst durchgefithrt*), und sie bietet die
tiberraschendsten Beziehungen zu dem Satze iiber die arithmetische
Progression dar (Supplement VI), Wir setzen, wie im vorigen
Paragraphen,

Q(s) = SN(@W)=* = [I(1— N(p)—*)~ (45)
und untersuchen das Verhalten dieser Function fiir unendlich
kleine positive Werthe der Variabelen s —1. Da m nur durch
ein cinziges Primideal ersten Grades, und jede andere Primzahl P,
wenn sie zum Exponenten f gehirt, durch ¢ verschiedene Prim-
ideale yom Grade f theilbar ist, wo e f = m—1, so erhalten wir

Q(s) =1 —m=9)=* (1 —p=—ss)—¢,

wo das Product auf alle von m verschiedenen Primzahlen P zu
erstrecken ist.  Der allgemeine Factor dieses Productes liisst sich
in folgender Weise umformen, Bezeichnet man, wenn 7 — 1 wieder
= 2» gesetzt wird, mit « alle Wurzeln der Gleichung

a2 = 1, (46)
ferner mit p eine primitive Wurzel derselben Gleichung, so ist

e=1, p 9., . p2r-1;

da nun der Index p' mit 2 den grossten gemeinschaftlichen Theiler

*) Dass auck Dirichlet dieselbe Aufgabe, aber in anderer Einklgidung
gelost hat, berichtet Kummer in seiner ausgezeichneten Geddchinissrede
wuf' Gustav Peter Lejeune-Dirvichlet (1860, S. 21 bis 22) mit den Worten:
4Iir dicjenigen zerlegharen Formen hisherer Grade, deren lineiire F-{.ktox'eu
keine anderen Irrationalititen, als Einheitswurzeln fiiv cinen Pl‘]mza.hl-
Iixponenten, enthalten, hat Dirichiet wihrend seines Aufenthalts in Ttalien
die Klassenanzahl bestimmt, aber er hat von dieser Arbeit leider michts
verdffentlicht.*

Allgemeine Zahlentheorie. 595

¢ hat, so ist p2’ eine Wurzel § der Gleichung 8/ — 1, und zwar
eine primitive; mithin tritt Jede Wurzel § dieser Gleichung unter
den 2v Zahlen

ar! — it 2!, panl o5 pCr=1p’
.genau ¢ mal auf, und hieraus folgt unmittelbar, dass
A—p=t = 11 (1 —ar'p—r)

ist, wo das Productzeichen sich auf alle @ bezieht. Man erhiilt
daher

RE) =1 —m=9)~1[](1— o2!p—s)=1
und dieses Product, in welchem « und p alle ihre Werthe durch-
laufen miissen, hat, so lange s > 1 ist, einen von der Anordnung
der Factoren unabhiingigen Werth, Bezeichnet man mit L (e) das

Product aller derjenigen Factoren, welche allen Werthen von p,
aber einem bestimmten Werthe « entsprechen, so ist folalich

L(s) = (1 —m—9)—1 [I L (), (47
wo das Productzeichen sich auf alle o bezieht, und hierin ist nach
fritheren Siitzen (§§. 132, 133)

L) =[[(1 —a» pEYEt Nl (48)

Wo z alle positiven ganzen rationalen Zahlen durchliuft, die nicht
durch e theilbar sind, und wo 2’ wieder den Index von # bedeutet,
Wenn nun die Variabele s abnehmend sich dem Grenzwerthe

1 nithert, so wiichst die Function L(1) iiber alle Grenzen und
zwar 30, dass ‘

lim (s—1) (1 —m—9)=1L(1) = 1 (49)
wird (§. 117). Ist aber « verschieden von 1, also eine Wurzel der
Gleichung

a2V —1 B G
ﬁzl—l—a—[—oﬂ—k---—]—a"”*‘:O, (50)

so nithert sich, wie wir friiher (§. 184) gesehen haben, die Function
L(w) einem endlichen Grenzwerth; da nimlich, wenn die Glieder
der Reihe (48) nach wachsenden 2 geordnet werden, die Summe
von je 2v auf einander folgenden Coefficienten «=’ zufolge (50)
verschwindet, so convergirt (nach §. 101) diese Reihe fiir alle
positiven. Werthe von s, und sie ist zugleich eine stetige Function
von s; setzt man daher bei dieser Anordnung der Glieder

L“(a) = E“:lﬁ:—l, (51')

39°*



596 Supplement XI.

s0 ist L0 () endlich und zugleich der Grenzwerth von L (). DBis
s diesem Puncte war es leicht, das Verhalten der Reihen L (o)
an der Stelle s — 1 zu ergriinden; bei dem Beweise des Satzes
iiber die arithmetische Progression musste aber ausserdem gezeigt
werden, dass der Grenzwerth L0 () stets von Null verschieden ist,

and dies verursachte damals erhebliche Schwierigkeiten. Es ist -

daher von hohem Interesse, dass dieselbe Thatsache jetzt als eine
unmittelbare Folge unserer Untersuchung iiber die Anzahl /i der
Idealclassen erscheint®). In der That, da im vorigen Paragraphen
allgemein gezeigt ist, dass
lim (s — 1) R(s) = gh

ist, wo ¢ einen bestimmten, von Null verschiedenen Werth bedeutet,
so erhalten wir zufolge (47) und (49) fiir unseren Fall

gh = [TLY(e), (52)
und da 7 immer cine positive ganze Zahl, niemals = 0 ist, so
kann auth keiner der endlichen Factoren L («) verschwinden, was
zu beweisen war. :

Nachdem wir auf diesen Zusammenhang unserer Untersuchung
mit dem Beweise des Satzes iiber die arithmetische Progression
aufmerksam gemacht haben, wollen wir, was fiir den letzteren kein
weiteres Interesse darbot, die Werthe L0 («) in geschlossener Form
darstellen. Setzt man, wenn z eine Variabele bedeutet, zur Ab-
kiirzung

(&, @) == Do (53)
wo v die Werthe 1, 2, 3 .. . m — 1 durchlaufen soll, und verfahrt
man wie damals (§ 134 oder § 103), indem man in (51) die
Grissen z—1 durch bestimmte Integrale ersetzt und die mit (50)
iibereinstimmende Gleichung

(e, 1) = 0 (54)
beriicksichtigt, so erhiilt man zuniichst .
1
s ol ) da S
s )

0
" Da nun :
on — 1= (2= 1) [l (z.— )

#) Genau dasselbe gilt anch, wenn die Differenz i der avithmetischen
Progression eine zusammengesetzte Zahl ist.
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ist, wo s ein vollstindiges Restsystem nach dem Modul 2 v durch-
lduft, so ergiebt sich mit Riicksicht auf (54) durch Zerlegung in
Partialbriiche . ‘ z
(x2) - 1 (0, 0)
) e e

Hierin lassen sich die Zihler siimmtlich auf («, §) zuriickfithren;
da nédmlich 07 = 6, 4+, ist, so folgt

(“7 ”<) = “"’”sw“ rly
wo »' ein beliebiges Restsystem nach dem Modul 2 zu durch-
laufen hat; man darf daher »’ durch ' —3 ersetzen, und erhiilt
so die in der Theorie der Kreistheilung wohlbekannte Relation

(erel,) s ==lo =2 e Ll i == =2 (s, ) (56)
Mithin ist '
(e yrisrilissi) (e G g t oo 2
z(l—2m) ne e e

und hierdurch geht die Gleichung (55) in die folgende iiber

(e, .
Tl =l f ai

w7 AR

3 0
es ist ferner

1
2 L—0; ' Al
Jm— 1‘“"( _us> = log (1 — ;") = log s 1.4,

und dieser Logarithme ist (nach §. 103, 8. 261) dadurch vollstandig
bestimmt, dass sein imaginiiver Bestandtheil zwischen den Grenzen

1EaE :
+ i liegt. Setzen wir daher zur Abkiirzung
P(e) =—Ya"logu,yp, ; (57)

wo s ein vollstiindiges Restsystem nach dem Modul 2v durchliuft,
so erhalten wir das Resultat

3 5
LY () = . (et 0) W (¢2). (58)

Um nun, wie es die Gleichung (52) verlangt, das Product der
Grossen L0 () fiir alle Wurzeln « der Gleichung (50) zu bilden,
beginnen wir mit dem Factor («, #) und bhenutzen hierbei den
Hiilfssatz

(e 6) (e D= o = t=e5 (59)

derselbe ergiebt sich leicht aus (56), wenn man mit 6, multiplicirt,
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s ein Restsystem nach dem Modul 2 v durchlaufen lisst und die
Summe hildet; man erhilt auf diese Weise zunéchst

(e, ) (=% 0) = (e, 0:)0s = T 020 4 w0 — X 0¢%(06,)s,
wo « ebenfalls ein solches Restsystem durchliuft; je nachdem nun
w mit v congruent ist oder nicht, ist 6, — 1 oder conjugirt mit 4,
und folglich ist die nach s genommene Summe ¥ (66,), im ersten

Falle = 2% — m— 1, in allen iibrigen Fillen aber — ¥ f,—=—1,
woraus mit Riicksicht auf (50) der zu beweisende Satz (59) un-
mittelbar folgt. Fiir @ =—— 1 ergiebt sich

(—1, 0 = m(—1)7,
also
(1, 0) = S (=1)rgriss (%) 07— 55 Vim, (60)

und hierin ist (nach § 115) die Quadratwurzel positiv, wenn, was
wir von jetzt ab festsetzen wollen,

27E

=¢m (61)

genommen wird. Da nun die Wurzeln « der Gleichung (50) aus
der Zahl — 1 und (v — 1) Paaren von der Form «, e«—! bestehen,
so folgt aus (59) und (60) bei gehoriger Beachtung der Factoren
v das Resultat

II(e, 6) = ¥ m*=*Vm. (62)

Wir wenden uns jetzt zu der niheren Betrachtung des in (58)
ferner auftretenden Factors ¢ («), welcher einen wesentlich ver-
schiedenen Charakter besitzt, je nachdem w” — 4 1 oder — —
ist; wir behandeln zuerst den Fall

a? —=—1, (63)
Frsetzt man in (57) den Summations-Buchstaben s durch s —»
und nimmt das Mittel aus dem so entstehenden und dem urspriing-
Jlichen Ausdruck, so erhilt man
1 [
P (e) == Sa—slo ( £ >
(@)=t Bl )
wo zufolge der obigen Bemerkung die Logarithmen so zu nehmen
sind, dass ihr imaginirer Theil zwischen den Grenzen -4 =+ liegt;
setzt man nun wieder s — ' und unterwirft » der Bedingung
0 < r <<, so ist
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el 1—107 3 ]
——u5+y._1_ﬂ_r:_0::g (m )’

mithin

Dy
10g(l"s—¢~;> J”(W_l)'

Setzt man daher zur Abkiirzung

() =—3Xra=", (64)
wo # die Werthe 1, 2, 3 . . . (m—1) zu durchlaufen hat, so evhiilt
man mit Riicksicht auf (50) das Resultat

YD =—2lp@). (65)
Offenbar ist g («) eine ganze algebraische Zahl; hezieht man
daher das Productzeichen I1" auf alle Wurzeln « (]Cl Gleichung
(63), so ist [I' @ () als symmetrische Function dieser Wurzeln*)
eine ganze rationale Zahl, und wir wollen zeigen, dass dieselbe
positiv und ausserdem durch (2sm)»—1 theilbar ist. Das Erstere
leuchtet sofort ein, wenn v gerade ist, weil in diesem Falle die
Wurzeln der Gleichung (63) aus imaginiiren Paaren von der Form
«, o= bestehen; ist ferner v ungerade, also m = 3 (mod. 4), so
tritt ausser solchen Paaren noch die reelle Wurzel @ = — 1 auf,
also auch der reelle Factor

P(=1) =—Xr(= 1)~ =—3(T)r,
welcher aber nach einer fritheren Untersuchung (§. 104, S. 263)

einen positiven Werth hat. Um auch die zweite Behauptung zu
erweisen, bilden wir das Product
co(e) =—aX(cr)yo—Cn',

wo ¢ wieder die Basis unseres Index-Systems bedeutet; reducirt
man hierin die Producte ¢+ auf ihre kleinsten positiven Reste
nach m, so stimmen dieselben im Complex wieder mit den Zahlen ¢
iiberein, woraus offenbar folgt, dass (¢ — &) g () duvch m theilbar,
mithin

II'(c—a) . 1" ¢ () = 0 (mod. m?)

*) Will man sich hierauf nicht berufen, so leuchtet doch ein, dass das
fragliche Product rational ist, weil man es als eine Norm oder als ein
Product mehrerer Normen in denjenigen Korpern anschen kann, welche
den Wurzeln der Gleichung (68) entsprechen.
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ist; hierin ist der erste Factor
[1"(¢c — )= ¢”+ 1 = 0 (mod. m);

wihlt man aber die Zahl ¢ so, dass sie eine primitive Wurzel auch
von m? wird (§. 128), so ist ¢2# — 1 und folglich auch ¢” 4 1 nicht
durch m? theilbar, und hieraus folgt, dass [T’ (e) durch m¥=t
theilbar ist*). Ganz dhnlich ergiebt sich die Theilbarkeit durch
97—1: durchliuft nimlich » diejenigen v Werthe », deren Indices
w' = 0,—1, —2..,.—(@w—1) (mod. 2») sind, so durchliuft die
Zahl (m — w), deren Index = ' 4 v (mod. 2v), die iihrigen Werthe r,
und man erhilt :

S : 0
o) =—2Ru—ma—";
da aber
5 / 1 ; 5 1—w” )
RG] 2 Al oY e i =22
SRRt Sl
also
2m y;
P (x) :T::L—L#Q}_ua-‘"’

ist, so folgt, dass (1 — )@ () durch 2 theilbar ist, und hieraus
ergiebt sich, dass ]’ ¢ («) durch 2¥—1 theilbar ist, weil II'(1 —)
— 17 1+ 1 — 2 ist. Nachdem hiermit unsere obigen Behauptungen
bewiesen sind, konnen wir
[Ip(e) = @m)?7a (66)
setzen, wo @ eine positive gunze rationale Zahl™) bedeutet, und
hiermit ergiebt sich zugleich
—2zi)¥a

e = 22 (67)

Wir haben jetzt den Ausdruck ¢ («) fiir den zweiten Fall m

untersuchen, in welchem «” = -+ 1 oder vielmehr

a¥—1

= ltatait

a—1

p =0 (©9)

ist. Lisst man % ein vollstindiges Restsystem nach dem Modul »
durchlaufen, so bilden diese Zahlen  in Verbindung mit den
Zahlen u -+ v ein vollstiindiges System von incongruenten Zahlen s

*#) Natiivlich ist dies Resultat von der bei dem Beweise gemachten
speciellen Annabme iiber ¢ génzlich unabhéngig.
#+) Dieselbe ist von Kummer mit P’ (m) bezeichnet.
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in. Bezug auf den Modul 2, und aus der Definition (57) folgt
daher in unserem Falle

() =— Ya—rlog (Eupuirs)s - (69)

wo die imagindren Theile der Logarithmen wieder zwischen den
Grenzen + i liegen; da aber die Producte w, @, ¢, positiv sind,
50 folgt hieraus, dass die Logarvithmen reell sind. - Bezieht sich
nun das Productzeichen [[” auf alle Wurzeln o der Gleichung (68),
so ergiebt sich zuniichst, dass [1” ¢ («) positev ist; dies leuchtet
sofort ein, wenn » ungerade ist, weil in diesem Falle die genannten
Wurzeln aus imagindren Paaren von der Form e, a=1 hestehen;
ist ferner v gerade, also m = 1 (mod. 4), so tritt ausser solchen
Paaren moch die reelle Wurzel « — — 1 auf, also auch der reelle
Factor

b(—1) == 3 (= )=logps = — 3( ) log(1— 0=,

welcher aber nach einer fritheren Untersuchung (§. 104, S. 266)
einen positiven Werth hat.

Dieses positive Product [[" ¢ () lisst sich nun in Form einer
Determinante darstellen, deren Elemente die Logarithmen eines
Systems von (v — 1) unabhiingigen Kinheiten sind (§. 177, 6.).
Um diese Umformung auszufithren, ersetzen wir in (69) den Sum-
mationsbuchstaben w durch » 4 1, wodurch sich

o« (“,} =— > ot 10{%’ (”u»i—l ‘uu+v+1)
und folglich :
(l—a)pp(e) = Za" log o1 .u‘u+r/+1>
682 LT TR

ergiebt. Setzt man nun nach Belieben
et s R 02 e
N i oder = wgr (70)

welcher letztere Werth reell ist, so ist n eine Einhett in &, weil
wund g, associivt sind, und in beiden Filllen ist.
Yoy r1butwt+a,

Wulbu v

NuNut+w
setzt man daher zur Abkiirzung
Ay — ;"M+V = ]Og ('716 "7“+u.)a 1 (7])
welcher Logarithme immer reell zu nchmen ist, so wird
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=10, (72)
(=) (e) = Za="h,,
wofiir man zufolge (68) auch

(1 @)y () = Sa—v(l+4,)

und

schreiben darf. Multiplicirt man alle hierin enthaltenen Glei-

chungen mit einander und mit der Gleichung » = X (1 4 1,), so
erhiilt man, weil [[”(1— ) = v ist, das Resultat

V1" () = [T E o= (14 4.),
wo rechts das Productzeichen [ sich auf alle Wurzeln « der Glei-
chung «” = 1 bezieht; nach einem sehr bekannten Satze*®) lisst
sich dies Product durch eine cyklische Determinante »t® Grades
darstellen, und so ergiebt sich

P e e e
W=D —=2) 1 + '11 t] 1+l;' ) el ’%’ AU :
V1" Y () = (— 1) 3 T e i T e e R
1’]"11!-11 1+ln)-'~ 1‘}_}4}‘2
die Flemente der letzten Verticalreihe werden zufolge (72), wenn
man die vorhergehenden Verticalveihen zu ihr addirt, alle = »
und kénnen durch 1 ersetzt werden, indem man den Factor v ab-
sondert; wenn man nun diese letzte Verticalreihe von jeder vor-
hergehenden abzieht und hierauf alle Horizontalreihen zu der
letaten addirt, so tritt abermals der Factor v auf, und man erhilt

Rowe e dy Ay

=1 (r—23) }’1 1 }'2 S0 AV*]
[fo@=(=1) 2

Ayoy Ayq o hyy

Nach der in der Theorie der Einheiten (§. 177, 6.) eingefiihrten
Bezeichnungsweise ist nun, wenn & eine beliebice Einheit des Kor-
pers & bedeutet,

lu(e) = 103 (8ututs)s

woraus mit Riicksicht auf (71)

*) Vergl. Baitzer: Theorie und Anwendung der Determinanten, §. 11, 2.
(vierte Auflage, 1875).
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714(’7v) == log(ylu+unn+n+u) = Au+u
folgt; man kann daher die vorstehende Determinante in die Form

lo (o), ly (1) ol (y—s)
Zl ("70)7 ll (7]1) e ll (721/—2)

by—a(M0)y ly—s(my) . .. Ly—a (1, —0)
setzen, und erhiilt folglich
It == DR T oy (73)
worin die oben angekiindigte Darstellung besteht.

Bezeichnet man nun wieder mit S ein System von »— 1
Fundamentaleinheiten &, &' ... :®#—%, und mit ¢ die in der ent-
sprechenden Gruppe (S) enthaltenen Einheiten, so lisst sich jede
Einheit 5, 1 ... 1,_y in die Form go setzen, wo o eine der
r reducirten Einheiten bedeutet und eine Wurzel der Gleichung
0" = 1 ist; man kann folglich die positive Grisse

==

(—1) 2 Ly ...

setzen, wo b eine positive gance rationale Zahl*™) bedeutet
(3. 177, 8.). Unter den r reducirten Einheiten ¢ hefinden sich
jedenfalls die 2 Einheiten

T, 46, +62... tom1,

weil ihre in Bezug auf S genommenen Exponenten simmtlich ver-
schwinden, und da (— 6)” = 1 sein muss, so ist » jedenfalls theil-
bar durch 2m. Wir wollen nun zeigen, dass » — 2m ist, dass
also ausser den genannten keine andere Einheitswurzel o in 2
existirt, Dies ist eigentlich eine unmittelbare Folge der allgemei-
nen Gesetze, welche die algebraische Verwandtschaft der Korper
beherrschen, auf die wir uns hier jedoch nicht berufen wollen.
Zu demselben Ziele gelangt man leicht, wenn man gemiiss (9) die
ganze Zahl o = F'(f) setzt, woraus ¢—1 = F (A1) folgt, und die

M) = BL(e 5" . .. er=2) " (74)

*) Zur Bestimmung dieser Zahl nach (74) ist die Kenntuiss eines
Fundamentalsystems S erforderlich, welches aber bis jetzt, selbst in den
cinfachsten Fillen, nur durch iusserst bheschwerliche Rechnungen zu
erlangen ist. 2
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Gleichung F'(f) F'(0—1) = 1 nach Ausfiihrung der Multiplication
nither untersucht. Wir ziehen hier aber folgenden Weg vor, bei
welchem wir uns auf die Theorie der Ideale stiitzen. Ist p irgend
eine in 7 aufgehende Primzahl, und pq die hochste Potenz von p,
welche in r aufgeht, so befinden sich unter den Wurzeln o der
Gleichung 7 = 1 auch die primitiven Wurzeln o der Gleichung
o2¢ — 1, bezeichnet man eine bestimmte von ihnen: mit p, so sind
alle in der Form ¢ enthalten, wo s alle durch p nicht theilbaren
Zahlen durchliuft, die nach dem Modul pg incongruent sind, und
wenn ¢ eine Variabele bedeutet, so ist{(n:wh §. 139)
tre—1 5

Setzt man hierin ¢ = 1, so ergiebt sich, wie im Anfange dieses
Paragraphen, dass

Supplement XT.

p=0(1—g)#-11
ist, wo & eine inheit bedeutet; ist daher p ein in p aufgehendes
Primideal, so geht p auch in 1— g auf, und folglich ist p durch
p@—D2 theilbar. Wenn nun p von n verschieden ist, so ist p, wie
wir oben gesehen haben, durch kein Quadrat eines Primideals
theilbar, und folglich muss (p—1)g =1, also p=2,¢=1
seiny mithin ist » durch keine von m verschiedene ungerade Prim-
zahl, und auch nicht durch 4 theilbar; und ebenso ergiebt sich
tiir den Fall p = m, dass ¢ = 1 ist, also  nicht durch m? theilbar
sein kann, weil pm die (m — 1)* Potenz eines Primideals ist. Da
nun 7, wie oben bemerkt, durch 2m theilbar ist, so folgt hieraus
offenbar, dass
= 2m f (75)
ist, wie behauptet war. Behilt daher F dieselbe Bedeutung wie
in den beiden vorhergehenden Paragraphen, so ist
L e .. e = 2mE, (76)
und folglich*)
11" () = 2mb E. (77)
Durch Zusammensetzung der in (58), (62), (67) und (77) er-
haltenen Resultate ergiebt sich nun leicht der Werth des auf alle
Wurzeln ¢ der Gleichung (50) ausgedehnten Productes

#) Bezeichnet man mit S das System der (v— 1) unabhingigen Kin-
heiten 5, oy« .« + Np—2; 80 ist 2mb die Anzahl der in Bezug auf S redu-
cirten Kinheiten. -
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= 1
LA (o) = — s (e ) 11" () 11" ¥ (),

und hierdurch nimmt die Gleichung (52) mit Riicksicht auf (10)

folgende Form an !

@m)*Eab
V(D)

@2m?Eab
my=rVm
da ferner [nach § 178, (34) und (25)]

Ll @u) B i2m)HE

gh =

: (78)

TR i VD) g
ist, so erhalten wir das von Kummer gefundene Endresultat
= (80)

Wwo a, b positive ganze rationale Zahlen bedeuten, die durch die
Gleichungen (66) und (74) definirt sind.

§. 180.

Als zweites und letztes Beispiel, auf welches wir unsere all-
gemeine Idealtheorie anwenden wollen, withlen wir das der quadra-
tischen Korper, weil dasselbe mit dem Hauptgegenstande dieses
Werkes, der Theorie der bindiven quadratischen Formen, im
engsten Zusammenhange steht. Wir haben schon friiher (§. 166)
die Grundzahl D — A (2) eines solchen Korpers & bestimmt und
gezeigt, dass, wenn

e

(] 5 ;

;=101 (1)
gesetzt wird, o das System aller in £ enthaltenen ganzen Zahlen
ist. Um nun alle Primideale dieses Korpers zu finden, erinnern
wir wieder daran, dass (nach §. 171, 10.) zu jedem solchen Ideal p.
eine bestimmte, durch p theilbare positive rationale Primzahl p
gehort, welche von allen durch p theilbaren positiven rationalen
Zahlen die kleinste ist, woraus unmittelbar folgt, dass die p Zahlen
0,1, 2...(p—1) jedenfalls incongruent nach p sind; da ferner
N (p) ein Divisor von p? = N(p), also entweder = p oder = p?
ist, so ist p ein Ideal ersten oder zweiten Grades, und es leuchtet,
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ein (zufolge §. 173, 4. und 7.), dass im ersten Falle 0p = pp’, also
ein Product von zwei Primidealen ersten Grades, im zweiten Falle
aber pp = p ein Primideal zweiten Grades ist, also p auch im
Korper & den Charakter einer Primzahl behilt. Wir wollen nun
beweisen, dass der erste oder zweite Fall eintritt, je nachdem D
quadratischer Rest oder Nichtrest von 4 p ist.

In der That, nehmen wir an, es finde der erste Fall op — pp’
Statt, so bilden, weil (b, p) = N (p) = p ist, die Zahlen 0, 1, 2
..« (p—1) ein vollstindiges Restsystem nach p, und folglich gieht
¢s eine rationale Zahl t, welche der Bedingung

t = 6 (mod. p) (2)

geniigt; setzt man daher, indem man (wie in § 166) die zu einer
Zahl @ conjugirte Zahl mit @' hezeichnet,

n:()—t:—,{#, n':w_t:%ll, )
N(vz):n:rz’zrﬁzbs (4)

WO
t Dl 0 ()

ebenfalls eine ganze rationale Zahl bedeutet, so ist x durch p,
mithin (nach § 169, 5.) N (=) durch N(p), also durch p theilbar,
und hieraus folgt, dass

72 = D (mod. 4p), (6)

also D quadratischer Rest von 4 p ist. Umgekehrt, wenn die vor-
stehende Congruenz durch eine ganze rationale Zahl » befriedigt
wird, so ist ¥ = D (mod. 2), und folglich sind die obigen, aus »
oder ¢ gebildeten Zahlen =, @' ganze Zahlen, deren Product durch
p theilbar ist; da aber zufolge (1) keiner der beiden Factoren , z'
durch p theilbar ist, so kann o p kein Primideal sein, und folglich
ist pp gewiss ein Product von zwei Primidealen ersten Grades,
womit unser Satz vollstéindig bewiesen ist.

Wir konnen noch hinzufiigen, dass, wenn wir fiiv den Fall
pp = pp’ die vorstehenden Bezeichnungen beibehalten, die Zahl
x' immer durch p’ theilbar ist. Da ndmlich = durch p, aber nicht
durch p theilbar ist, so kann man 0% = pq setzen, wo das Ideal
q nicht durch p’ theilbar ist; da ferner wz’ durch p, also pqz’
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durch pp’, mithin q =’ durch p’ theilbar ist, so muss ' durch das
Primideal p’ theilbar sein, wie behauptet war*).

Es ist nun noch von Wichtigkeit zu untersuchen, unter
welcher Bedingung die in diesem Falle auftretenden Factoren p, b’
mit einander identisch sind, also pp = p2 wird; da unter dieser
Annahme beide Zahlen &, ' durch p theilbar sind, so gilt dasselbe
von der Zahl » = & + =/, und da » rational ist, so muss r auch
durch p theilbar sein, woraus mit Riicksicht auf (6) folgt, dass p
in D aufgeht. Umgekehrt, wenn p eine in der Grundzahl D auf-
gehende Primzahl ist, so folgt zuniichst, dass D auch quadratischer
Rest von 4 p ist; ist ndmlich p = 2, so ist D (nach §. 166) durch
4 theilbar, und folglich wird die Congruenz (6) durch » = 0 oder
durch » = 2 befriedigt; ist aber p» ungerade, so geschieht dasselbe
durch 7 = 0 oder » = p, je nachdem D = 0 oder = 1 (mod. 4)
ist.  Mithin ist op ein Product von zwei Primidealen ersten Gra-
des p, b’; behiilt man die obigen Bezeichnungen bei und heriick-
sichtigt, dass r jedenfalls durch p theilbar ist, so folgt, dass die
durch p theilbare Zahl # — » — &’ auch durch p’ theilbar ist;
wiire nun p’ verschieden von p, so miisste = durch pp’, also auch
durch p theilbar sein, was nicht der Fall ist; mithin ist b’ = p,
und folglich 0p = p2  Wir kinnen daher das Resultat unserer
bisherigen Untersuchung so aussprechen:

Ist p eine Primzahl im Korper der rationalen Zahlen, so ist
op stets und wur dann das Quadrat eines Primideals vom ersten
Grade, wenn p in der Grundzahl D aufgeht; ist aber D nicht
thedlbar durch p, so ist op ein Product won zwei verschiedenen
Primidealen ersten Grades, oder op ist selbst ein Primideal zweiten
Grades, je nachdem D quadratischer Rest oder Nichtrest won
4p ist™).

*) Man findet auch leicht, dass p = [p, 7], p’ = [p, 7'] ist, und wir
empfehlen dem Leser, die Gleichung pp’ = op durch wirkliche Ausfith-
rung der Multiplication zu verificiven, wobei es darauf ankommt, den
viergliedvigen Modul [p2% pa, pa’, za'] nach §. 165 auf einen zwei-
gliedrigen zu reduciren (vergl. §. 181).

*#) Hierzu bemerken wir Folgendes. Sind die Primideale eines Nor-
malkérpers bekannt, so gilt dasselbe, wie demnichst an einem anderen
Orte gezeigt werden soll, auch fir jeden Divisor dieses Kérpers. Nun ist,
wie wir schon in der Schlusshemerkung zu §. 166 gesagt haben, unser
quadratischer Kérper £ ein Divisor desjenigen Normalkorpers, welcher
ans einer primitiven Dten Wurzel der Binheit entspringt, und da die Ideale
dieses - Kreistheilungs - Korpers nach den in §. 179 angegebenen Sitzen
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Die Zahl p = 2 bietet den ersten, zweiten oder dritten Fall
dar, je nachdem D = 0 (mod.4), = 1 (mod.8), oder = 5 (mod. 8)
ist, und hieraus erklirt sich das eigenthiimliche Verhalten der
Zahl 2 in der Theorie der quadratischen Reste (§. 36). Ist p un-
gerade, so kommt, weil stets D? = D (mod. 4) ist, d.ie Bedingung
(6) darauf hinaus, dass D quadratischer Rest von p ist, und folg-
lich wird der ecrste, zweite oder dritte F'all eintreten, je nachdem

L 0, =-1, oder —=—1

r

ist. Um aber alle Fille zusammenzufassen, wollen wir ein anderes
Symbol einfithren und

Dy p) =0,
setzen, je nachdem die Primzahl p den ersten, zweiten oder dritten
Fall darbietet; fiir jede ungerade Primzahl p ist daher

=)

— 1 1,5 /oder = — (@)

Wir definiren ferner

(D7 1) =1, (8)
und wenn
i R
ein Product von beliebig vielen Primzahlen p, p', p" ... ist, so
setzen wir entsprechend
(Dym) = (D, p) (D p) (D, p") -+, ()
woraus der allgemeine Satz
(D, m' ") = (D, m') (D, m") (10)
+ folgt.

Anzahl % der Idealelassen henutzten Bezeichnungen beibehalten
(8. 178), setzen wir

Q) =3EN@* =MI1-N®~=)" (11)

hekannt sind, so folgt daraus auch die Bestimmung der Ideale des qjl&d}'ﬂ-
tischen Korpers £, aber in einer anderen als der ul)igpn.]"m-m, namlich
so, dass die Zerlegung von op in Primideale sich unmittelbar aus der
Zahlclasse ergiebt, welcher die Zahl p nach dem Modul D angehfjrt: Aug
der Vm'gl(-!ich‘uug heider Formen ergieht sich ahermals ein Beweis des
Reciprocititssatzes.

Indem wir die bei der allgemeinen Untersuchung iber die
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fassen wir die Factoren des Productes zusammen, welche von den
verschiedenen in einer und derselben rationalen Primzahl p auf-
gehenden Primidealen p herriihren, so ist dieser Beitrag gleich

(=== sl =R
Je nachdem der erste, zweite oder dritte der obigen Fille eintritt;
mit Benutzung des eben eingefiihrten Symbols (7) kann man aber
diese drei Ausdriicke in der gemeinschaftlichen Form des Productes
(1 —p=9)= 1 —(D, pp—9-1
zusammenfassen, und hieraus folgt mit Riicksicht auf (10), dass
Q(s) =1 —p=)~I1(1— (D, p)p—2)—*

1 . (D, m) :
SR T : ( 1 2)
ist, wo m in jeder der heiden Summen alle positiven ganzen ratio-
nalen Zahlen durchlaufen muss (vergl. §. 178, (48)). Multiplicirt

man mit der positiven Grosse s — 1 und lisst dieselbe unendlich
klein werden, so ergiebt sich hieraus

= E
ms

kel (T 00)
gh_hmzv—, (13)
wo g die friihere Bedeutung hat; ordnet man die Glieder der Reihe
nach wachsenden s, so folgt aus dem Reciprocitiitssatze (vergl.
§. 52), dass die Summe von je (D) auf einander folgenden Coeffi-
cienten (D, m) verschwindet; mithin convergirt die Reihe fiir alle
positiven Werthe s, und da sie zugleich eine stetige Function von
s ist (§. 101), so erhalten wir
(@D, m) :
ghi—= ZT- (14)
Den Werth von ¢ haben wir frither allgemein bestimmt
(§. 178, (34)), aber er nimmt je nach dem Vorzeichen der Grund-
zahl D verschiedene Formen an, Ist D negativ, so ist v = 1,
% = 1, und F ist der umgekehrte Werth der Anzahl » aller in &
enthaltenen Einheiten, welche = 6 fiix D =—= — 8, = 4 fiir D—— 4,
und = 2 in allen anderen Fillen ist; es wird daher

27

din rV =D’
mithin

Dirichlet, Zahlentheorie. 39
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»V—D o@D, m) (15)
e T

Ist aber D positiv, 50 ist v = 2, % = 2; die Anzahl r der redu-
cirten Einheiten <= 1 ist — 2, mithin

1 155 T—l—U'V]))
E:EIOgs—_—Elog(———g——— ;

wo & die Fundamentaleinheit bedeutet, also T, U die klﬁ’insl‘:en
positiven ganzen rationalen Zahlen sind, welche der Pell’schen
Gleichung

T —DU? =4
geniigen; es wird daher
log &
g = l/.l) 1
und folglich '
e VD (D, m) 16)
il loge ™ m

Vergleicht man die so gewonnenen Resultate (.15) und ( lbﬁ
mit denen des fiinften Abschnitts (§§. 97, 99), 50 wird ma.nds;c
bei genauer Beriicksichtigung der dama.ls und jetzt a'ugé“‘rende eﬁ
Bezeichnungen leicht iiberzeugen, dass, je nachdem die 1111111 Zf“
D = 0 oder = 1 (mod. 4) ist, die Anzahl / unserer .Idea ¢l I?SD?
vollstiindig iibereinstimmt mit der Clas.senanzahlv der ({)(;1 ~1v§el)‘
urspriinglichen Formen erster Art fiir d{e Determinante 5 't, ~0Ay‘;,
mit derjenigen der (positiven) urspriing_hch_en Forme;n zeiter =
fiir die Determinante D. Diese Uebercinstimmung ist eine 113‘
wendige Folge des Umstandes, dass in unserem T alle~ der qug1 1;
tischen Korper, wie man leicht finden wird, Jet.ie besfam'mte Idgsl
von Formen der Discriminante D .‘3.110;1 nur einer einzigen Ideal-

icht (vergl. § 176, 5. 548). ;
class;)iint];}i]itheih(mggdef biniiren qua«]ratischeu. Formen‘ in Gle-
schlechter (Supplement IV.) ldsst sich ebenfalls l‘elcht auf die .Idefbe
iibertragen, und sowohl diese Untersuchung wie der auf die Ab-

zihlung der ambigen Classen gestiitate Beweis des Reciprooitits-«

satzes (8§ 152—154) gewinnt in der neuen Einkleidung eineuwl\)relat
einfachere Grestalt, deren Herstellung wir jedoch dem Leser il er-
lassen miissen. Dagegen wollen wir im Fo]gend?n nocl} die
allgemeine Theorie der Moduln fiir quadrat.-ls‘(.:he Korper !un;u;
fiigen, weil dieselbe die Composition der biniéiren quadratischer
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Formen in sich schliesst und fiir viele andere Untersuchungen,

z. B. fiir die Theorie der complexen Multiplication der elliptischen
Functionen von grosser Bedeutung ist.

§. 181,

Jeder endliche Modul, dessen Zahlen simmtlich dem quadrati-
schen Korper & angehoren, lisst sich (nach §. 163, 8. 490) immer
auf eine Basis zuriickfiihren, welche aus hichstens zwei Zahlen
besteht, und wir wollen im Folgenden unter einem DModul , falls
das Gegentheil nicht ausdriicklich bemerkt wird, immer einen
solchen zweigliedrigen Modul

m = [e, §] (5]
verstehen, dessen Basiszahlen «, B wirklich von einander unab-
hiingig sind und folglich zugleich eine Basis des Korpers & bil-
den. Es ist nun zweckmilssig, jede solche beliehig gegebene Basis
80 umzuformen, dass die eine der beiden Basiszahlen eine P0Si-
twe rationale Zahl m wird. Um die Méglichkeit dieser Umfor-
mung darzuthun, bemerken wir, dass, weil die Zahl 1 in £ ent-
halten ist, es immer zwei bestimmte rationale Zahlen z, y giebt,
welche der Bedingung wo + yf — 1 geniigen; stellt man diesel-
ben als Briiche mit demselben Nenner dar und sondert aus den
Zihlern den grissten gemeinschaftlichen Theiler ab, so nimmt
diese Gleichung die Form

m=pa + qf
an, wo p, g velative Primzahlen bedeuten, und m eine positive,
ganze oder gebrochene rationale Zahl ist; bestimmt man ferner
zwei ganze rationale Zahlen », s so, dass

Ps—gr=tl
wird, und setzt hierauf
mo = ro-+ s,
so leuchtet ein, dass die Zahlen m, m o ebenfalls eine irreductibele
Basis von m hilden und dass folglich
m = [m mo] =m(l, o] ° 2)

ist. Da o gewiss irrational ist, so ist [m] der Inbegriff aller in m
enthaltenen rationalen Zahlen, und m ist als die Heinste positive
unter ihnen vollstiindig bestimmt,

39%*
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Die Zahl o ist die eine Wurzel ciner irreductibelen quadrati-
schen Gleichung ;
aw? —bot+ec=0, (3)
wo a, b, ¢ ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler
bedeuten, und diese sind durch o vollstiindig bestimmt, wenn wir
fostsetzen, dass ¢ immer positiv sein soll. Bedeutet D wieder die
Grundzahl des Korpers £, und setzen wir, wie im vorigen Para-
graphen,

D+ VD
9:——-2——, pi—" 350> 4)
so ist aw als ganze Zahl von der Form
o b !

am:h—}—k():z)—ii—VQZ%'vi» (5).

wo h, I ganze rationale Zahlen bedeuten, und
d =N (1, aw) = b>—4ac = DI? (6)
ist. Da @ ohne Aenderung von m durch — @ ersetzt werden

kann, so wollen wir fiir die Folge immer festsetzen, dass k positiv
sein soll. Man sieht leicht, dass hierdurch, wenn ein gegebener
Modul m vorliegt, die Zahl o so weit und nur so weit bestimmt
ist, dass sie durch @, = @ |- & ersetzt werden kann, wo z jede
beliehige ganze rationale Zahl bedeutet; dies hat aber keinen Ein-
fluss auf die Zahlen a, kb und d, die mithin vollsténdig bestimmb
sind, wibhrend 6 .in b, = 24210, und ¢ in ¢g = az2+bz+tec¢
iibergeht; da mithin &, alle Individuen einer bestimmten rationalen
Zahlclasse nach dem Modul 2a durchliuft, so kann man, wenn
man will, o, durch die Bedingung vollstandig hestimmen, dass
0=b, < 2a sein soll, was aber keinen wesentlichen Nutzen ge-
withrt. Dagegen ist es bisweilen vortheilhaft, @, so zu wihlen,
dass ¢, relative Primzahl zu ¢ wird; um dies zu erreichen, kann
man, wenn 7 das Product aller gleichzeitig in ¢ und in ¢ auf-
gehenden Primzahlen, und s das Product aller iibrigen in @ auf-
gehenden Primzahlen hedeutet, # so wihlen, dass 2 =1 (mod. 7)
und zugleich 2z = 0 (mod. s) wird, was (nach §. 25) stets mog-
lich ist.

Unter der Ordnung 1 des Moduls m verstehen wir, wie frither
(8. 176, 8. 554), den Inbegriff aller Zahlen v, fiir welche my durch
1 theilbar wird. Aus dieser Definition folgt offenbar, dass, wenn
y eine beliebige von Null verschiedene Zahl bedeutet, n zugleich
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die Ordnung des Moduls 5 m ist; behalten wir daher die vorher-
g_ehenden Bezeichnungen bei, so sind die gesuchten Zahlen » alle
dJ.ejenigen, fiir welche [v,7®] durch [1,®] theilbar wird, und
hierzu ist erforderlich und hinreichend, dass die beiden Zahlen
v und v® in [1, ] enthalten sind. Es muss daher zunichst
v=2 4y o sein, wo x. y ganze rationale Zahlen bedeuten; dann
ist vo = 20 + yo? und da ze in [1,®] enthalten ist, so muss
dasselbe auch von yw? gelten; zufolge (3) ist aber
y(bo —¢)

a A
mithin miissen die beiden Producte by, ¢y durch ¢ theilbar sein;
da aber dieZahlen a, b, ¢ keinen gemeinschaftlichen Theiler haben,

yor =

‘so folgt hieraus, dass y durch @ theilbar, also y = az, v =

2 -+ za® sein muss, wo z ebenfalls eine ganze rationale Zahl be-
deutet; und da umgekehrt jede solche Zahl 2 + zaw die gefor-
derte Eigenschaft besitzt, so erhalten wir das Resultat
n = [, o] = [1, kf] (M
Jede Ordnung n ist daher ein Modul, welcher nur ganze
Zahlen und unter diesen auch die Zahl 1, mithin alle ganzen
rationalen Zahlen enthiilt; umgekehrt leuchtet ein, dass ein jeder
solche Modul n (in unserem Falle der quadratischen Korper) auch
gewiss eine Ordnung, nimlich die Ordnung von n selbst ist. Wir
wollen nun im Folgenden die Zahl % den Index und die in (6)
gebildete Zahl d = DF? die Discriminante des Moduls m nennen;
dann haben alle Moduln m von gleicher Ordnung n, also auch n,
denselben Index und dieselbe Discriminante; zugleich leuchtet ein
(nach §. 163, (22)), dass
I = (0, 1) (®)
ist. Offenbar ist der Modul m stets und nur dann ein Ideal, wenn
er durch o theilbar, und n =y, also k = 1, und m eine ganze,
durch « theilbare Zahl ist. Dies fithrt dazu, den Begriff der Norimn
auch auf belichige Moduln m zu iibertragen, und zwar wollen wir
darunter den Quotienten
_ (mym)

N(m) = ) (9)
verstehen, welcher sich in der That, wenn m ein Ideal ist, auf den
der fritheren Definition entsprechenden Werth (o,m) reducirt
(§ 169). Da die Basiszahlen von m mit denen von n durch die
linearen Gleichungen
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m
m=m.l14+-0.a0, mo=0.1+—.aw
a

verbunden sind, so ergiebt sich aus der vorstehenden Definition
nach einem allgemeinen Satze, den wir in der Schlussanmerkung
zu §. 165 erwihnt haben, das Resultat

i, 0

m
0y—
o

N(m) = — ZZ:_ (10)

Von der Richtigkeit desselben iiberzeugt man sich aber auch ohne
Zuziehung jenes Satzes leicht, wenn man den grossten gemein-
schaftlichen Theiler
= [m,ma, 1, aw]
der beiden Moduln m, n betrachtet. Um denselben auf eine zwei-
gliedrige Basis zu reduciren, setzen wir
1t m v

m—=— ]
W w’

wo t, w und v, w zwei Paare von relativen Primzahlen bedeuten;
dann ist offenbar
tow 1
m 1] =|—, —| = |[=
Lo [-w’ u] [u]

[mo,a0] = co I}U- ﬂ] £ [E"_‘l’]

w’ w w

o [l, fﬂ];
u w

driickt man nun die Basiszahlen von m und 1 linear durch die-
jenigen von b aus, so ergiebt sich (nach §. 165, (2) und (22)), dass

mithin

(mm) = (b, m) = tw, (n,n) =, n) = wuw,
mithin
N(m) = Ly

wiw
ist, was mit (10) iibereinstimmt.

Bezeichnet man allgemein, wenn e« eine belichige Zahl des
Kiorpers & ist, mit ¢’ die conjugirte (oder adjungirte) Zahl, in
welche o durch die nicht identische Permutation des Korpers
iihergeht, so ist

__ D—VD

0’ e ao' =h+k0 =

b—kVD _ b—Vd

; 2
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durchliuft w alle Zahlen des Moduls m, so bilden die Zahlen '
einen mit m conjugirten Modul m|[1, ©'|, den wir mit m’ be-
zeichnen wollen; halten wir aber an der obigen Vorschrift fiir die
Wahl der Basiszahlen fest, so haben wir

m' = m[l,—a’| (12)
zu setzen, und da o (0 + ©') = 6 und

a(—a')2—(—b)(—ae)+ec=0
ist, so geschieht der Uebergang von m zu m' lediglich dadurch,
dass b durch — b ersetzt wird, wihrend m, a, ¢, k, d unverindert
bleiben. ~Ebenso ist natiirlich m conjugirt mit m’, und heide
Moduln haben dieselbe Ordnung n = n’, denselben Index, dieselbe
Discriminante und dieselbe Norm; sie sind aber nur dann mit ein-
ander identisch, wenn b durch o theilbar, also 4 = 0 oder = «
(mod. 2 @) ist, und in diesem Falle kann m ein ambiger Modul ge-
nannt werden (vergl. §. 58).
Jede in dem Modul m enthaltene Zahl u ist von der Form

b= m@+yo), (1)
wo 2, y ganze rationale Zahlen bedeuten; hieraus folgt
N(w) = pu' =m*(z +yo) (@ +yo'),

und wenn man die Multiplication ausfiihrt, so ergiebt‘ sich
N(u) = N(m)(an* +bay + cy?); (14)

jedem Modul m entspricht daher eine bindre quadratische Form
(a, 2b, ¢) oder vielmehr eine bestimmte Schaar von unendlich
vielen solchen parallelen Formen, in welchen & alle Individuen
einer bestimmten Zahlclasse nach dem Modul 2 a durchliuft, und
deren Discriminante 62— 4 ae zugleich die Discriminante d des
Moduls m ist; dem conjugirten Modul m’ entspricht die enfgegen-
gesetate Schaar (a, — 10, ¢).

Nach diesen, auf einen einzelnen Modul m beziiglichen Defi-
nitionen wenden wir uns zu der Multiplication der Moduln, die
wir ebenso erkliren wie diejenige der Ideale (§. 170); unter dem
Producte mm, der beiden Moduln m,m; wird der Inbegriff aller
Producte wyg, und aller Summen solcher Producte verstanden,
wo @, u; beliebige Zahlen in .m, m; bedeuten. Offenbar ist mm,
wieder ein Modul, und aus den evidenten Sitzen mmy = mym,
(mmy)my, = m(mymy) ergeben sich dieselben Folgerungen fiir
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Producte von beliebig vielen Moduln, wie bei den Idealen. Bedeutet
ferner 1 die Ordnung von m, so ist

mn = m; (15)
denn aus der Definition von n geht hervor, dass jedes Product
wv in m enthalten, mithin mn durch m theilbar ist, und umge-
kehrt ist m theilbar durch mn, weil die Zahl 1 in n enthalten ist.
Dasselbe wiirde sich aber auch leicht durch die wirkliche Multi-
plication der Moduln (2) und (7) ergeben. Da ferner n die
Ordnung von n ist, so folgt aus (15) als specieller Fall der Satz

n?=n, (16)

woraus man weiter schliesst, dass jede Potenz von n identisch
mit 1 ist.

Von besonderer Wichtigkeit ist die Bildung des Productes
mm’ aus zwei conjugirten Moduln; durch Multiplication von (2)
und (12) erhilt man zunichst

mm' = m?[l, o, o', 0'];
addirt man die zweite Basiszahl zur dritten und bedenkt, dass
a(@+o)=0 aoe' =c
ist, so folgh

i il
e == o [a, o, b, c|;

da nun die Zahlen @, b, ¢ keinen gemeinschaftlichen Theiler haben,
so konnen sie durch die Zahl 1 ersetzt werden, und folglich er-
halten wir das Resultat ™)

mm' = 7:—2[1, a®] = 1 N(m). (17)

Wir betrachten-jetzt ein Product aus zwei beliebigen Moduln
m, m; und setzen
miny = y; (18)
da m, aus allen Zahlen w, von der Form ¥ wgw, besteht, so besteht
der conjugirte Modul mj aus allen Zahlen wj von der Form
> ' wi, und folglich ist i
mimi— mj = (nnt;)’ (19)
Durch Multiplication dieser hbeiden Gleichungen erhilt man zu-
folge (17)

#) Es ist wohl von Nutzen, hier zu bemerken, dass bei Korpern hohe-
ven Grades ein ahnlicher Satz nicht in voller Allgemeinheit gilt, und das-
selbe ist von mehreren der nachfolgenden Sitze zu sagen.
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niy N(m) N(my) = ny N(my),
wo 11, 1y die Ordnungen von my, m, bedeuten; da nun das Product
nm nur gange Zahlen und offenbar auch die Zahl 1 enthilt, so
ist es nach dem Obigen wieder eine Ordnung; die vorstehende
Gleichung liefert daher, wenn man auf die beiderseits auftreten-
den rationalen Zahlen achtet, zuniichst den Satz

N (m) N(ny) = N(m,) = N(nm,), (20)
mithin auch den folgenden

i = 5 (21)

die Norm eines Productes ist daher gleich dem Producte aus den
Normen der Factoren, und ebenso ist die Ordnung eines Productes
gleich dem Producte aus den Ordnungen der Factoren.

Da die Zahl 1 in jeder Ordnung enthalten ist, so ist das
Produet nn, ein gemeinschaftlicher Theiler von n und n; und zwar,
wie wir jetzt zeigen wollen, ihr grisster gemeinschaftlicher Theiler,
Bedeuten %, %y, k, die Indices der Moduln m, my, m,, 80 ist n
= [1, k6], my = [1,k; 6], und folglich

nm = [1, k0, k0, bk, 67];

da aber 02 = D@ — D, ist, wo D), eine ganze rationale Zahl, so
kann die letzte Basiszahl Lk, 62, weil sie eine Summe von Viel-
fachen der beiden ersten ist, weggelassen werden, und man erhilt
i == LRl

wie behauptet war. Da nun dasselbe Product zufolge (21) auch
= [1, k0] ist, so folgt, dass der Index %, des Productes der
grosste gemeinschaftliche Theiler der Indices [, &, der Factoren
ist. Bedeuten ferner d, d;, d, die Discriminanten von m, my, i,
soist d = Dk, &y = DI, dy = D2, und folglich ist die Dis-
criminante des Productes auch der grisste gemeinschaftliche Theiler
von den Diseriminanten der Factoren,

Die letzten Siitze ergeben sith auch auf folgende Weise, wobei
wir den Buchstaben my, o, ay, by, ¢; und my, @5 @y, by, ¢, dieselbe
Bedeutung fiir die Moduln m; und m, beilegen, welche m, o, a, b, ¢
fiir m haben. Dann ist zufolge (21)

[1, 0y 0,] = [1, aw] [1, ¢y 0,] = [1, a0, a0, aay ©6,],

und es gelten daher (nach §. 165) vier Gleichungen von der Form
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1=1.140.a,0,
aw =f .1-1e . a0, ©9) |
@, =f. 146 . a0 !
way 00 =fs .14 . a0,
wo die acht Coefficienten rechts solche ganze rationale Zahlen
sind, dass die sechs aus ihnen gebildeten Determinanten

€, 317‘0-21 feo—efi, fea—cfs, fies—eafs i
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben; da aber jeder gemein-
schaftliche Theiler der drei ersten auch in den folgenden aufgeht,
so folgt, dass e, ¢, ¢ keinen gemeinschaftlichen Theiler haben.

Zufolge (22) ist ferner
(f + et o)) (fi + 010, @) = fy + €03 0y,
ey (ay @)? — (6 —efr— e f) (@) +fh—f = 05
vergleicht man dies mit der Gleichung
(a3 @)2 — by (@y 002) + @y 0y = O,

also

s0 ergiebt sich

e = efi +enf +eeibs, h=fh—eetaty; (23)
aus der ersten dieser beiden Gleichungen folgt, dass jeder gemein-
schaftliche Theiler von ¢, ¢; auch in ¢, aufgeht; da aber oben ge-
zeigt ist, dass diese drei Zahlen keinen gemeinschaftlichen ’;‘heﬂer
haben, so sind e, e, relative Primzahlen. Ersetzt man nun in (22)
die Grossen a o, a; @y, a, @, gemiss (5) durch
b+EkVD b + I VD by +ky VD
9 2 2 9 2 )

&

so ergiebt sich

k=reky, k= ek, (24)
also auch 1
d = dye?, dy = dye;?, (25)
und ausserdem
b— bye by —bye
f — 9 ) fl — 1_2— E) (26)

ehenso erhiilt man aus der letzten der Gleichungeg (?2), oder in-
dem man die vorstehenden Ausdriicke in (28) substituirt,

cante ; bigis M?*_”_e% @)

Aus (24) und (25) folgt abermals, dass Ty dt.ar .gr'dsste geme'in-
sohaftliche Theiler von %, %, und ebenso d, derjenige yon d, d; ist.
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Sind also die beiden Moduln m, m;, gegeben, so findet man die
Zahlen ¢, e, ks, d, aus (24) und (25) durch die Bedingung, dass
e, ¢; relative Primzahlen sein miissen, und hiermit ist auch e, zu-
folge (27) gefunden. Wir wollen nun dazu iibergehen, den Modul m,
vollstiindig zu bestimmen, indem wir auch die Zahlen iy, ¢y, bs, ¢
aus den Daten ableiten. Da das Product mm, in m, und folglich
auch in [m,] enthalten ist, so kann man zunichst
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mamy (28)
)

setzen, wo p eine positive ganze rationale Zahl bedeutet; ersetzt

man nun die im Satze (20) auftretenden Normen durch ihre Aus-

driicke gemiiss (10), so erhiilt man

mny = Py, My =

aa :
7 (29)
mithin ist die Bestimmung von sm, und a, auf diejenige von p
zuriickgefithrt. Ersetzt man ferner die Moduln m, my;, m, durch
ihre Ausdriicke gemiiss (2), so nimmt die Gleichung m, — mm,
die Form

Aoy = Pas, Uy =

[17 ﬁ’z] =0 [15 ﬁ.’l] [11 GJ;] =) [17 @y, @, @ wl] (30)
an; man kann daher (nach §. 165)
p=p - 1 + QF4E @y
pay=p' .14+¢q .o, 1)

pa=7p" .1+4q" .0
Po o, :pm : 1+q"’.ﬁ73
setzen, wo die acht Coefficienten rechter Hand solche ganze ratio-
! 8
nale Zahlen sind, dass die sechs aus ihnen gebildeten Determinanten
nlallt M

rds pq"s pe"s p'a"—a'p"s p'a"—aq'p"s p"¢"—q"p",
also “jedenfalls auch die drei Zahlen ¢’, ¢”, " keinen gemein-
schaftlichen Theiler haben*). Substituirt man nun in (31) fiir
o, 0, ® o, die aus (22) folgenden Ausdriicke, so erhilt man die
Gleichungen

*) Hieraus folgt in Verbindung mit der aus (31) leicht abzuleitenden
Gleichung ¢’ + ¢"w{ = ¢ = ¢'o’ + ¢" w0, ein fir die Theorie der
complexen Multiplication der elliptischen Functionen sehr wichtiger Satz
(vergl. des Herausgebers Aufsatz (§. 7). #ber die Theorie der elliptischen
Modul-Functionen in Borchardt’s Journal Bd. 83). i
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(i Feas o) = a(p' +q @)
P+ et a) = a(p +q" o)
P2(fot 0y 05) = aa (p"” + ¢" @),
welche, weil @, irrational ist, in die folgenden zerfallen
pea,=aq, ped =1ag", pea = aarg"” (32)
ph=daps pf=ap’, - pfs = aap" (33)
Substituirt man in (32) fiir @, den in (29) angegebenen Ausdruck,
so erhdlt man
we =pgs me=pq’ e=pq" (34)
und da ¢/, q", ¢"", wie oben bemerkt, keinen gemeinschaftlichen
Theiler hahen, so ist p offenbar als grisster (positiver) gemein-
schaftlicher Theiler der drei bekannten Zahlen ae;, a, e, € voll-
stindig bestimmt, und dasselbe gilt mithin von den drei Zahlen
¢’ ¢, ¢, sowie von den beiden Zahlen m,, @, welche sich aus
(28) und (29) ergeben.
(33) mit 24, 24, 2, und ersetzt aa, durch p?a,, so erhilt man
mit Riicksicht auf (34), wenn man fiir £, f, f; die in (26) und (27)
angegebenen Ausdriicke substituirt, die Gleichungen

—ﬂ—q by— 20,0

D
bb, +dyeey
2p
also die Congruenzen

a b

—I—J——q”ba = 2a,p",

—Q”’ by = 2 azpm’

rbq = C&;}l;’ [l”bz = a;_)b
mod. 2 a,) (35)
ry, :bbl+f1~1381 :
q 0 =

durch welche die Zahl b, nach dem Modul 2 a, vollstindig bestimmt
ist, weil ¢/, ¢, ¢ keinen gemeinschaftlichen Theiler haben (vergl
§ 145); und hieraus ergiebt sich endlich auch ¢, durch die
Gleichung
b ds
Cy — S
i 4a,

(36)

Hiermit ist die Bestimmung des Productes m, aus den beiden
Factoren m, m; vollendet, und wir haben nur noch die folgende
Bemerkung hinzuzufiigen. Da die Ezistenz des Moduls my = mimy

Multiplicirt man ferner die Gleichungen
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von vornherein gewiss ist, so miissen wir schliessen, dass die in
(26), (27), (29), (35) und (36) in Form von Briichen auftretenden
Zahlen in Wahrheit ganze Zahlen, dass ferner die drei Congruen-
zen (35) wirklich mit einander vereinbar sind, und dass die so
erhaltenen Zahlen @y, b,, ¢, keinen gemeinschaftlichen Theiler
haben; dies Alles wiirde sich auch auf directem Wege leicht be-
weisen lassen, was wir jedoch dem Leser iiberlassen wollen™).
Wir bezeichnen nun mit #, y und z;, y; zwei Systeme von
unabhéngigen Variabelen und bilden die bilinearen Functionen
@ =pra+p'ey+p"ye+p"yn G7)
Yo = 'z +q"ya + 9"y ;s
setzt man ferner
v =m(z+ yo), ty = My (5 | 1Y ©3),
so folgt aus (28) und (31), dass w, — wu,, also fiir rationale
Werthe der Variabelen auch N (u;) = N (w) N (w,) ist; ersetzt man

diese Normen durch ihre Ausdriicke gemiiss (14) u_nd beriick-
sichtigt (20), so ergiebt sich
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W =y (z + yi01),

ay 25 + by 23 ys + €3 Ya

= @22 +bay+oy?) (a2} + b oy + ay);
man sagt daher, die Form (a,, 1y ¢;) gehe durch die bilineare
Substitution (37) in das Product der beiden Formen (g, 30, ¢)
und (ay, L6y, ¢) iiber, und nennt die erste Form susammengesetet
aus den beiden letzteren**); offenbar ist (38) in Folge von (37)
eine Identitit, welche fir beliebige Werthe der unabhingigen
Variabelen gilt. —

Die vorstehende Darstellung der Multiplication der Moduln
bildet zugleich die Grundlage fiir die Behandlung der umgekehr-
ten Aufgabe, alle Moduln m zu finden, welche der Bedingung
mm, = m, geniigen, wo m; und m, ge Jebenp Moduln bedeuten.
Wir beschriinken uns aber hier darauf, einige Hauptpuncte dieser
fusserst wichtigen Untersuchung hervorztiheben, und iiberlassen die

(38)

*) Vergl. Arndt: Auflosung einer Aufgabe din der Composition der
quadratischen Formen (Borchardt’s Journal, Bd. 56).

#¥) Vergl. §. 146. Die allgemeinste Art der Composition der biniren
quadratischen Formen, wie sie von Gauss dargestellt ist (D. 4. artt. 235,
236), wiirde man erhalten, wenn man fiir die Moduln die Form (1) statt
(2) zu Grunde legte (vergl. die zweite Auflage dieses Werkes, §. 170).
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weitere Ausfithrung dem Leser, Aus (21) folgt, dass, wenn die Auf-
gabe 16shar sein soll, die Ordnung n, des Moduls m durch die Ordnung
11, des Moduls m, theilbar sein muss; diese erforderliche Bedingung,
welche im Folgenden stets als erfiillt vorausgesetzt wird und auch
durch w1, = ny oder % = e, k, ausgedriickt werden kanm, ist
aber auch hinreichend, und es giebt dann immer unendlich viele
Moduln m, welche die Bedingung mut, = m, erfiillen. Zunichst
findet man durch Multiplication mit m/ leicht den Hauptsatz, dass
es immer einen und nur einen solchen Modul m giebt, dessen
Ordnung = n, ist; hierdurch wird zugleich die allgemeine Auf-
gabe auf den speciellen Fall zuriickgefiihrt, in welchem m;, =
ist, und man braucht sich nur noch mit der Losung der Gleichung
mn, = m, zu beschiftigen. Die Ordnung n des Moduls m muss
50 beschaffen sein, dass my == nn, der grosste gemeinschaftliche
Theiler von n und 1y, also k = ek, wird, wo e relative Primzahl
zu ¢, ist; nachdem man fiir den Modul m eine solche Ordnung n,
also auch ‘eine solche Zahl e willkiirlich gewihlt hat, leuchtet ein,
dass stets mn; = mu, ist, und es kommt daher nur darauf an,
alle Moduln m von dieser Ordnung n zu finden, welche der Bedin-
gung mn, = m, geniigen. Um nachzuweisen, dass mindestens ein
solcher Modul m existirt, wihle man die in my = m, [1, w;] auf-
tretende Zahl @, so, dass ¢, relative Primzahl zu a, wird, was
nach einer fritheren Bemerkung stets moglich ist; setzt man als-
dann die vorher gewdhlte Zahl e = pg”, wo ¢” den grossten
Divisor von e bedeutet, welcher relative Primzahl zu a, ist, so
findet man leicht, dass der Modul m = m,[p, ¢"”@,] der Bedin-
gung mn, = m, geniigt, und dass n seine Ordnung ist. Verbindet
man hiermit den schon vorher bewiesenen Satz, dass, wenn b, ¢
zwei beliebige Moduln von gleicher Ordnung n sind, es immer einen
und nur einen Modul a von derselben Ordnung n giebt, welcher
der Bedingung ab = ¢ geniigt, so wird die wollstindige Losung
unserer Gleichung mn, = m, auf den speciellen Fall m, = 1,
also auf die Aufgabe zuriickgefiihrt, alle Moduln m von der Ord-
nung 1 zu finden, welche der Bedingung

mily = 1Ny (39)
geniigen. Da nun, wenn o die friihere Bedeutung hat, immer
01, = o ist, so geniigt ein solcher Modul m gewiss auch der

Bedingung
mo = p; (40)
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diese Moduln, zu welchen offenbar n selbst gehort, sind von heson-
derer Wichtigkeit, und wir wollen jeden Modul m von der Ord-
nung n, welcher diese letzte Bedingung erfiillt, aus einem hald
anzugebenden Grunde eine Waurzel der Ordnung n nennen; es ist
zweckmissig, zuniichst alle diese Wurzeln von n zu bestimmen,
worauf es keine Schwierigkeit haben wird, diejenigen von ihnen
auszusondern, welche auch die Bedingung (39) erfiillen.

Aus (40) folgt, dass m durch o theilbar ist, also aus lauter
ganzen Zahlen besteht, und ausserdem ist N (m) = 1 zufolge (20);
behéilt man daher fii m die in (2), (3), (5) eingefithrten Bezeich-
nungen bei, so sind die Basiszahlen m und @ — m o des Moduls
m = [m, o] ganze Zahlen, und zufolge (10) ist @ = m?; hieraus
folgt weiter, dass b durch m theilbar, mithin ¢ relative Primzahl
zum ist; da aber ¢ = a N(0) = N(#) = oe' ist, so sind die
Basiszahlen m, o ebenfalls relative Primzahlen; da zufolge (7)
ausserdem n = [1, m«] = [1, k0] ist, so geht m in dem Index %
auf, und wenn « = ¢ - wf gesetzt wird, so ist k= mw, Um-
gekehrt, zerlegt man den Index % der Ordnung n in zwei positive
ganze rationale Factoren m, u, und bestimmt hierauf, falls dies
moglich ist, die ganze rationale Zahl ¢ nach dem Modul m so, dass
dig Zahl o = t - u @ relative Primzahl zu m wird, so beweist man
leicht, dass der Modul m = [m, «] wirklich eine Wurzel der
Ordnung n = [1, k0] ist, wenn man beriicksichtigt, dass (nach
§.174, 8.,) auch N («) relative Primzahl zu m ist*). Da nun, sobald
der Divisor m des Index % gewihlt ist, der Modul m nur noch von
der rationalen Zahlclasse abhiingt, aus welcher ¢ in Bezug auf m
gewithlt wird, so leuchtet ein, dass die Ordnung n nur eine end-
liche Anzahl von Wurzeln m besitat; diese Anizahl wollen wir mit
| bezeichnen. Aus der Definition (40) folgt ferner unmittelbar,
flass die Wurzeln der Ordnung n insofern eine Gruppe bilden, als
jedes Product aus zwei solchen Wurzeln wieder eine Wurzel der-
selben Ordnung n ist, und hieraus ergiebt sich durch die schon oft
angewendete Schlussweise (vergl. §. 149), dass fiir jede Wurzel m
der Ordnung n der Satz

ml=n (41)

“*) Zggleich ist m[1, «] = [1, ¢, und damit m auch der Bedingung (39)
geniige, ist erforderlich und hinreichend, dass®die Ordnung [1, «] durch
die Ordnung n, theilbar sei.
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gilt. Umgekehrt, sobald unter den Potenzen m, m2, m? . . . eines
Moduls m sich eine Ordnung n — m~ vorfindet, so ist n zufolge
(21) auch die Ordnung von m; da ferner die 7t Potenz einer jeden
in m enthaltenen Zahl auch in n enthalten, also eine ganze Zahl
ist, so besteht m (nach § 160, 2.) aus lauter ganzen Zahlen; mit-
hin ist mo ein Ideal, und da (mo)” = no” = o ist, so folgt auch
mop — o, also ist m eine Wurzel der Ordnung n, womit zugleich
die eingefithrte Benennung gerechtfertigt ist.

Um die Anzahl 7 der Wurzeln m der Ordnung n = [1, k0] zu
bestimmen, ist es zweckmiissig, dieselben in einer etwas anderen
Form darzustellen, wodurch man zugleich ihre wahre Natur und
ihre gegenseitigen Bezichungen noch deutlicher erkennen wird.
Man beachte zuniichst, dass jede Wurzel m = [m, e] ein Theiler
des Tdeals ok = [k, k@] ist, und da die Basiszahlen beider Moduln
mit einander durch die linearen Gleichungen k= w .m0 . ¢,
50 = —t.m -+ m .o« zusammenhiingen, also (m, 0k) = um =F
ist, so besteht m aus kb Zahlclassen in Bezug auf den Modul &
oder ok Man bemerke ferner, dass unter den in m enthaltenen
Zahlen sich auch solche finden, die relative Primzahlen zu % sind;
denn weil & = ¢ - u# schon relative Primzahl zu m ist, und folg-
lich m, t, u keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so kann man
die ganze rationale Zahl 2 so withlen, dass ¢z relative Prim-
zahl zu w wird, und hieraus folgt, dass die Zahl « 4 m 2 (welche
auch statt o als zweite Basiszahl von m dienen konnte) relative
Primzahl zu m und w, also auch zu k = mu ist. Wihlt man nun
aus m nach Beliechen eine Zahl g, welche relative Primzahl zu &
ist, so sind auch die % Zahlen g, 20, 3¢ ... ko in m enthalten,
und da sie incongruent nach % sind, so bilden sie ein vollstéindiges
Repriisentanten-System des Moduls m in Bezug auf den Modul o/%;
man kann daher

m = [k, k6, o] (42)
setzen, und diese Darstellungsform ist fiir die weitere Untersuchung
besonders geeignet. Umgekehrt, wenn ¢ = 7+ s0 eine beliehige
relative Primzahl zu % ist, so findet man durch Reduction des
vorstehenden Moduls m auf eine zweigliedrige Basis e, o, dass
k= mu, und @ = t -+ w6 relative Primzahl zu m ist, woraus nach
dem Obigen folgt, dass m eine Wurzel der Ordnung n = [1, £ 0]
ist. Jede Wurzel m der Ordnung n ist also durch eine beliehige
if ihr enthaltene Zahl o vollstindig bestimmt, welche relative
Primzahl zum Index % ist, und man kann daher diese Wurzel m

T

Allgemeine Zahlentheorie. 625

zweokmissi.g durch das Symbbl 1, bezeichnen; ist ¢ ebenfalls
relative Pmmzahl zu k, so gilt dasselbe von g 6, und da dieses
Product in dem Producte N, 11¢ enthalten ist, so ergiebt sich

Moty = lyg, (43)
W.Ol‘ill das Gesetz der Multiplication der Wurzeln von n seinen
emi’achst.eu Ausdruck findet. Sollen ferner die beiden Zahlen 0
und 6 eine und dieselbe Wurz = i g
forderlich und hinreichend ngzl GHL 7— 0“0' (‘Efeugellﬂ . I‘St -
: ; =10, 0 =50 (mod. k) sei,
Wwo 7, s ganze rationale Zahlen hedeuten; hieraus folet aber
rs=1 (mod. k), also muss » relative Primzahl zu J sein; Ul.jud um-
gekehrt, wenn 6 =70 (mod. k) ist, wo » eine ganze rationale Zahl
1)‘e.deutet, welche relative Primzahl zu k ist, so ist GeWISs Ne=—11,.
Is giebt mithin in Bezug auf % immer genau g (k) verschiedene
Zahlclassen, welche aus lauter Zahlen o bestehen, die relative
‘Primzahlen zu % sind und alle eine und dieselbe Wurzel 1, der
Ordnung u erzeugen; bezeichnet man daher mit 4 (k) die Anzahl
aller nach % incongruenten Zahlen 9, welche relative Primzahlen
zu k sind, so ergiebt sich fiir die Anzahl 7 aller verschiedenen
Wurzeln 1, der Ordnung n der Ausdruck

1— ()

= (44)
Hierin ist nun o

9 (1) = kI (1—%),

wo das Product iiber alle verschiedenen, in % aufgehenden ratio-

nalen Primzahlen p auszudehnen ist; andererseits ist (nach
§ 174, 4)

%) =R 1 (1— —1_)
4O =11 (1— ),
wo das Productzeichen sich auf alle verschiedenen, in % aufgehen-
den Primideale p bezieht; ordnet man die Factoren nach den ratio-
nalen Primzahlen p, in denen diese Primideale aufgehen, und legt

dem Symbol (D, p) die im vorigen Paragraphen festgesetzte Be-
deutung bei, so erhilt man

WY — 2T (1 _l) (1 —M>
und folglich £ %

L=l (1~ (DT’}Z)). (;5)

40

Dirichlet, Zahlentheorie.
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Nachdem hiermit die Anzahl aller Wurzeln m der Ordnung n
bestimmt ist, findet man leicht die Anzahl aller derjenigen unter
ihnen, welche der obigen Bedingung (39) geniigen, wo n, eine
gegehene, in n aunfgehende Ordnung bedeutet; multiplicirt man
néimlich alle 7 Wurzeln der Ordnung n mit m,, so werden alle
1, Wurzeln von 11, und zwar jede gleich oft erzeugt; mithin ist die
gesuchte Anzahl — I:7,, und nach der obigen Untersuchung ist
dies zmgleich die Anzahl aller verschiedenen Moduln m von der
Ordnung n, welche der urspriinglich vorgelegten Bedingung mny
= m, geniigen.

Die bindren Formen (@, 1b,¢) = (m2 tmby, ¢), welche
den Wurzeln m = [m, ] der Ordnung n entsprechen, stimmen
offenbar mit denjenigen iiberein, auf welche wir frither (§§. 150,
151) bei der Bestimmung der Anzahl der Formen-Classen von
beliebiger Ordnung gefithrt sind. Den Grund dieser Ueberein-
stimmung erkennt ‘man leicht, wenn man die Moduln, ebenso wie
die Ideale, in Classen eintheilt; nennt man zwei Moduln a, b dgui-
valent, wenn es eine Zahl  von positiver Norm giebt, fiir welche
b — an, also auch a = by—! ist, so bilden alle mit einem be-
stimmten Modul m fquivalenten Moduln eine Modul-Classe M; je
zwei dieser Moduln sind mit einander #quivalent, und sie haben
alle eine und dieselbe Ordnung n, also auch dieselbe Discrimi-
nante d; die mit n selbst iquivalenten Moduln bilden die Haupt-
classe dieser Ordnung. Die urspriinglichen Formen (o, 56, ¢)
von der Discriminante d, welche allen Moduln m einer Classe M ent-
sprechen, sind dquivalent, und nmgekehrt wird jede solche Formen-
(Classe von der Discriminante d durch eine und nur eine Modul-Classe
von der Ordnung n erzeugt. Durchliuft m alle Moduln der Classe
M, und ebenso my alle diejenigen der Classe 1M, so gehdren
alle Producte mm,; einer und derselben Product-Classe 2/ M, an,
deren Ordnung das Product aus den Ordnungen von M und DM, ist.
Als Repriisentanten einer Classe 3/ kann man immer einen Modul
m wiihlen, welcher aus lauter ganzen Zahlen besteht, mithin ist
die Anzahl der Classen fiir die Ordnung o identisch mit der An-
zahl % der Idealclassen; es ist aber zweckmiissig, mit dem Namen
Ideal jeden Modul von der Ordnung o zu belegen, also ausser den
frither betrachteten ganzen Idealen auch gebrochene Ideale zu-
zulassen, die jedoch keine neuen Idealclassen erzeugen. Bezeichnet
man, wie frither, mit O die Hauptelasse der Ideale, so entspricht
jeder Modulclasse MM eine Idealclasse M O; umgekehrt, wenn A

e n—— —— e, =
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eine beliebige Idealclasse, und n eine beliebige Ordnung ist, so
folgt aus unserer obigen Untersuchung iiber die umgekehrte Auf-
gabe der Multiplication der Moduln, dass es immer mindestens
eine Classe 2 von der Ordnung n giebt, welcher diese Idealclasse A
entspricht, und zwar findet man leicht, dass jede Idealclasse 4
durch gleich viele Modulelassen 3 von der Ordnung n erzeugt
wird. Bezeichnet man daher mit 4’ die Anzahl der verschiedenen
Modulclassen M fiir die Ordnung n, so ist b’ = #h, wo ¢ die
Anzahl derjenigen Classen I bedeutet, welche der Bedingung
MO = O geniigen und folglich durch Wurzeln der Ordnung n
reprisentirt werden. Bezeichnet man nun mit A die Anzahl aller
derjenigen von diesen ! Wurzeln, welche der Hauptclasse der Ord-
nung n angehoren, also mit n dquivalent sind, so findet man eben
50 leicht, dass jede solche Classe M durch A verschiedene Wurzeln
reprisentirt wird, dass also [ = r 4, mithin

RS (D, p) 3

ey 7”(1 e ) (45)
ist (vergl. § 151). Bedeutet aber m = [m, «] eine solche mit n
fiquivalente Wurzel von 1, so ist m = ny, woraus folgt, dass 5 in
mn enthalten, also eine ganze Zahl und zwar eine Einheit ist, weil
sie in den beiden relativen Primzahlen m, e aufgehen muss; und
da umgekehrt einleuchtet, dass jeder Einheit  ein mit n dquiva-
lenter Modul n % entspricht, welcher eine Wurzel von n ist, so ist
4 die Anzahl aller derjenigen Einheiten n, denen werschiedene
Moduln n% entsprechen. Da nun alle Einheiten %, mag ihre An-
zahl endlich oder unendlich, also die Grundzahl D negativ oder
positiv sein, in der Form - & enthalten sind, wo ¢ eine bestimmte
Einheit, und s eine ganze rationale Zahl bedeutet, so ergiebt sich
leicht, dass 4 der kleinste positive Exponent ist, welcher bewirkt,
dass die Potenz & eine in der Ordnung n enthaltene Zahl wird.
Hiermit ist vermige (46) fir jede Ordnung n das Verhéltniss der
Classenanzahl i’ zu der Anzahl /v der Idealclassen gefunden, und
man iiherzeugt sich leicht, dass die frither (in §§. 97, 99, 100, 151)
gewonnenen Resultate mit dem jetzigen vollstéindig iiberein-
stimmen *).

*) Dieselbe Aufgabe ist fiiv beliebige Kérper vom Herauggeber in der
auf S. 523 und 554 citivten Schrift behandelt.
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