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PREFACE.

Ce petit Livre a été rédigé par M. Ludovic Zoretti, d’apreés
vingt legons que j'ai faites au Gollége de France en 1gor-1go2 ().
La théorie des fonctions méromorphes, qui faisait 'objet de mon
enseignement, est élroitement lide avee la théorie des fonctions
entiéres, sur laquelle j’ai déja publié des Lecons. Iai tiché
cependant, comme toujours dans mes legons et mes petits Livres,
de constituer un tout indépendant, n’exigeant pour étre compris
que les connaissances générales d’Analyse et de Théorie des fonc-
tions analytiques qui se trouvent dans tous les Cours. J'ai di
toutefois, pour éviter les redites, me contenter, dans quelques cas,
d’énoncer seulement les résultats, renvoyant, pour la démonstra-

tion, & mes Lecons sur les fonctions entiéres.

La théorie générale des fonctions entiéres et des fonctions méro-
morphes s’est beaucoup développée dans ces derniéres années; la
découverte, par M. Paul Painlevé, de fonctions nouvelles, définies
par des équations différentielles simples, a contribué puissamment
a en augmenter U'intérét, en ouyrant un champ étendu d’appli-
cations importantes. Un autre champ d’applications, presque com-

pletement inexploré, est 'étude des fonctions méromorphes que

(') Cours institué par la fondation Claude-Antoine Peccot.
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Pon obtient en considérant les solutions des équations aux déri-
vées partielles de la Physique mathématique comme fonctions de
certaines constantes figurant dans les équations.

Parmi les travaux publiés depuis Papparition de mes Legons sur
les fonctions entiéres, on doit citer surtout ceux de MM. Pierre
Boutroux, Ernst Lindelsf et Edmond Maillet ; Jen ai indiqué les
principaux résultats, consacrant des Notes aux Mémoires qui n’ont
paru qu’aprés la fin du Coars,

On me permetira sans doute d’exprimer le veen de voir ce nou-
veau petit Livre éire aussi 'origine ou l'occasion de nombreuses
recherches; il reste encore beaucoup de progrés a accomplir dans

la théorie.

Enfin, je tiens & remercier M. Ludovic Zoretti de la rapidité et
du soin avec lesquels il a accompli la tiche qu'il avait assumée, et

a me féliciter de la distinction avec laquelle il s’en est acquitté.

Paris, le 4 décembre 1go2.
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LECONS

SUR LES

FONCTIONS MEROMORPHES.

CHAPITRE I.

LE THEOREME DE M. MITTAG-LEFFLER.

I. — Généralités sur les fonctions analytiques.

Nous rappellerons d'abord les principales propriétés des fonc-
tions analytiques et de leurs singularités.
Etant donnée une expression de la forme

P(z, ¥) + i Q(z, y),

ot P et Q sont deux fonctions uniformes de & ct de y, on dit que
c’est une fonction de la variable complexe 5=z -+ iy. Si I'on
pose
S(z) =Pz, y)+iQ(z, y),
on dit que cette fonction est analytigue dans un domaine si ex-
pression
ﬁ:+/)\~/'<’:\’
s

ol z est une constante et /2 une variable ayant pour limite zéro,
tend, quel que soit z dans ce domaine, vers une limite indépen-
dante du chemin décrit par le point 5/ pour venir se confondre
avec le point z.

Cauchy a démontré que, pour qu’il en soit ainsi, il faut et il
suffit que P et Q admettent, par rapport a x et y, des dérivées
premicres continues vérifiant les deux conditions

apP 00
97 dy ’
JP 00
B



2 CHAPITRE I.

L’hypothése de la continuité des dérivées premidres est inulile,
comme I'a montré M. Goursat ('). Leur existence suffit pour que
la fonction soit analytique. Les fonctions P et Q) sont toutes deux
harmoniques, ¢’est-a-dire vérifient I'équation de Laplace

2P 2P

Une fonction analytique uniforme est dite holomorphe dans un
certain domaine si, en chacun des points de ce domaine, elle est
pourvue d'une dérivée continue. Ltant donné un chemin AMB
entierement situé dans un domaine ot la fonction /(z) est holo-
morphe, on définit l'intégrale

J(s)ds
©ANB

comme la somme de deux intégrales curvilignes

f (P+©Q)(dz+idy)= [ Pde—Qdy+i /1 P dy + Q da,
ANB S s

et 'on démontre que les conditions de Cauchy sont nécessaires
et suffisantes pour que celte intégrale ne dépende que des exiré-
mités A et B du contour d’intégration et nullement du chemin
suivi. Il en résulte que, si le contour est fermé, I'intégrale est
nulle. Enfin intégrale

L[Zf(:)r/z

définit une fonction uniforme de Z : I'(Z). Cette fonction est
analytique et admet pour dérivée /(7).
Toute la théorie de Cauchy est dominée par le fait que I'inté-

L[f(:)d:

est nulle si G désigne un contour fermé & Uintérieur duquel la
fonction est holomorphe. On en déduit sans peine la formule
fondamentale dite intégrale de Cauchy donnant la valeur d’une

grale

(') American Transactions, 19oo.
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fonction a l'intérieur d’un domaine oii elle est holoamorphe,
connaissant la succession de ses valeurs sur le bord. Si # est un
point de ce domaine et C le conlour qui le limite, on a

Remarquons que si 2 est extérienr & C, le second membre est
nul. C’est la un exemple remarquable d’une expression analytique
ayant des valeurs dilférentes suivant la région du plan que l'on
considére.

Au sujet de P'intégrale de Cauchy, il n’est pas inutile de faire
une remarque. Donnons-nous au hasard une succession de valeurs
surun contour fermé G d’une fonction, p(s)+ {q(s), parexem ple,
en prenant I’arc, s, du contour pour variable indépendante (petq
admettant pour période la longuenr totale de ce contour). Si lon
forme l'intégrale :

pptin fL+"")E,
4L

2L 5 — %

il ne faudrait pas croire que cette fonction de # prenne sur C la
succession de valeurs p(s) 4 iq(s). En effet, il n’existe pas en
général de fonction, holomorphe & Iintérieur de C, prenant sur
le contourles valeurs données.

Pour voir qulil n'existe pas une telle fonclion holomorphe,
nous remarquerons que les valeurs prises sur G par une fone-
tion holomorphe ne sont pas arbitraires; si 'on désigne par
P(z,y)+iQ(z, ) celte fonction, on pourra bien déterminer
la fonction harmonique et régulicre P(z, y), de manitre qu'elle
prenne sur G la succession de valeurs p(s); mais alors Q sera
déterminée & une constante additive prés et, pav suite, ¢(s) ne
peuat étre prise au hasard ().

De Pintégrale de Cauchy résulte immédiatement le développe-
ment en série de Taylor d’une fonction holomorphe dans le voisi-

(') On peut démontrer que Uintégrale J définit en dedans et en dehors du

contour G deux fonctions holomorphes tendant uniformément sur C vers deux
unités continues de valeurs, la dilférence de ces valeurs étant justement

P($)+iq(s).
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nage d'un point et, par suite, 'existence pour celle fonction de
dérivées de tous ordres : Etant donné un cercle de centre z, et
de rayon R entiérement intérieur au domaine d’holomorphie
d’une fonction f(z), on peut former une série

Ag+Ay(z—zg) oot Ap(s —50)0 .y

qui, a Uintérieur de ce cercle, converge et représente /(). De
plus, cetle série converge absolument et uniformément dans un
cercle de centre 3, et de rayon R/ < R.

On en déduit aussi le développement plus général de Laurent,
sous forme d'une série ordonnée, suivant les puissances posilives
et négatives de z — %, développement valable pour tout point
situé entre deux cercles concentriques intéricurs au domaine
d’holomorphie. De plus, si 'on considére deux cercles concen-
triques aux premiers et intéricars i la couronne comprise entre
les premiers, la convergence est uniforme entre ces deux cercles.

Si une fonction est holomorphe dans un cerlain domaine, tout
point intérieur & ce domaine sera dit régulier. On pourra évi-
demment de ce point comme centre tracer un cercle enticrement
intérieur au domaine d’holomorphie et, par suite, la fonction sera
développable en série de Taylor dans ce cercle. Un point régulier
est donc caractérisé par le fait d’un tel développement valable en
ce point et dans son voisinage. Celte conséquence de la théorie de
Cauchy a été prise par Weierstrass comme définition des fone-
tions analytiques.

Tout point non régulier est un point singulier. Un point sin-

Fig. 1.

gulier sera dit isolé si, de ce poinl comme centre, on peut tracer
un cercle a U'intérieur duquel il n’y ait pas d’autre point singulier
que celui que nous considérons ('). Soient @ un tel point ( fig.1)

(') Dans ce qui suit, nous supposons implicitement les points singuliers isolés.
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et G un cercle jouissant de cette propriété. Entourons le point @
d'un cercle ¢ de centre @ et de rayon infiniment petit. La fonc-
tion considérée est holomorphe entre les deux cercles Cetec. On
peut done la développer en série de Laurent valable en tout point
de cette couronne. Les coefficients de ce développement ne
dépendent d’ailleurs pas du rayon de c. Comme ce rayon cst
pris arbitrairement petit, nous pouvons dire, en somme, que ce
développement est valable en tous les points intérieurs & G, sauf
au point «. Il peut alors se présenter deux cas qui vont nous
conduire A distinguer deux catégories bien différentes de points
singuliers.

Si la partie fractionnaire du développement de Laurent com-
prend un nombre limité de termes, le point @ sera dit pile de la
Jfonetion. On anra alors, dans le cercle G,

B, Ba-i ; ; = .
flz)= (-:”l‘—)” T(S——lﬁ s B Ay (s — a) o

Le nombre entier n sera dit lordre du pdle a. Le produit
f(2) (5 — a)* estrégulier au point @ el dilférent de zéro en ce

point. Il en résulte que la fonction peut s’écrire

T
J(3)

2(z) élant réguliere et différente de zéro au point a. La fonec-
. 1 . . .
tion 75 n’admet donc plus le point singulier @; @ est au con-
traire un zéro d’ordre n de cette fonclion.

Remarquons encore que si & lend vers a, /(=) tend régulicre-
ment vers l'infini, cest-d-dire que, quel que soit le nombre
positif M donné i I'avance, on peul Lrouver un nombre p tel que,

sous la condition
[ B [ < 2]

L) > M,

Les choses sc passent tout & fait différemment lorsque la partie
fractionnaire du développement de Laurent est illimitée. On a

alors un point singulier essentiel de la fonction. Ce point est

. . . - . . 1 .
aussi un point singulier essentiel de la fonction St En effet, si

on ait
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élai int régulier d > fonetion, ce serait, soi 1

¢élait un point régulier de celle onction, ce serait, soit un péle,
soit un point régulier de f(z); et si ¢'élait un pole de 7

serail un zéro de S

(2). Plus généralement, une transformation
homogrn]vhiquc quelconque eflectuée sur J (=) conserve le carac-
tére du point singulier essentiel.

Une deuxiéme différence entre les poles et les points essentiels
consiste dans la maniere dont se comporte la fonction dans le
voisinage de ces points. Si l'on considére un cercle de rayon aussi
petit qulon voudra entourant un point essentiel, dans ce cercle,
la fonction J(3) se rapproche autant qu’on veut de toule valeur
donnée,

Les points essentiels introduisent done une complication heau-
coup plus grande que les poles, et il est a prévoir que les diffi-
cultés que I'on rencontrera dans Uétude des fonctions dépendront
beaucoup plus de leurs singularités essentielles que de leurs
singularités polaires,

Sinous voulons classer les fonetions au point de vue de leurs
singularités, nous placerons donc en premiére ligne celles qui
n’onl aucune singularité ou qui n’ont qu’un nombre fini de poles.
Cherchons quelles sont ces fonetions. Soient @iy @ay « ouy @y les
poles a distance finie, o, &s, -. ., o, letrs ordres. Le produit

o(2)=f(5)(s—ay)t ..,

—an)*n

n’admet plus d’autre singularité qu'un pole & Dinfini, ¢’est-a-dire

. L) . .
que le quolient %) est fini partoul pour une certaine valeur

enli¢re de m. Or #(5) est évidemment représentable en série de
puissances convergente dans tout le plan :

e(z)=do+a15+4...+a,sr+. ..,

o8 - P 1 o(z i
et l'on voit immédiatement, en ntégrant i,EH) sur un cercle de

centre O et de rayon arbitraire R, que I'on a égalité

; o
2TAY = /‘i—(

Yo

z)ds

Je dis que, si p>m, ap,=o0. En effet, il existe une certaine

LE THEORBEME DE M. MITTAG-LEFFLER. 7

constante M telle que
| 9(5)] < MR~

l]()l”‘ “

| = R. On a, par suite,

M
Ve

[ap| <

quel que soit R, et il s’ensuit bien que dp= o P‘ur su;lle, é(\:)msj
réduit & un polynome el f(z) a une (rnctlon‘ 1‘aL710nm3 e. ?S ;
donc la les fonctions les plus générales qui n a%lmcLLan aucun
point essentiel et dont le nombre des pC)les'es.L fini. . “
Insistons un peu sur cette derniére res.lmcLlr)n’. Le fZI‘lL de m{)—
poser le nombre des poles infini introd l'lll un .élumcnl, llf) compli-
cation analogue & celui qu'introduirait Pexistence d'un point
essentiel. Si nous suivons, en eflet, dans- cg'cas mne {uurche .ana‘-
logue i la précédente, nous serons coudul%i‘. i lnlrodu|1;Zl;n0(:n{c:111:;
tion ayant pour zéros les poles de la preu‘ucre, ellceélc - que
un polynome, mais, comme on le verra & la fin du Chapitre,
fonclion & point essentiel. . : e
Nous serons conduils, en second lieu, & CO[]SI(](:I‘.Cl des for 1
lions admetlant un seul point essentiel. Si @ est ce point essentiel,

la transformation homographique

: 2—0d i
cest-a-dire

==t

W
o~ =

effectuée sur la variable, substitue, & la foncli(.m consu.l.eve(-?, ;m
autre fonction ayant un seul point essentiel qui csl.le pom.L:' : m{
fini. Si la fonction n'a pas d’autre point singulier, nous .\110'11;5
que ¢’est une fonetion entiére (!). Si elle a, en ?ulre,’des poles &
distance finie, nous dirons que c’est une l‘onCL.lon lmn."mnlorplllei
Le cas ot le nombre des poles est fini est ?vnden:mcnl e plus
simple, puisque alors la fonction est le (Ill(i)l,lel‘lt d.lll[;e ifoll;n;t;c:lr;
entiére par un polynome. Si le nombre des poles est infini,

g ¢ éviter
. Axnressi vanscendante entiére pour €vi

e rs emploient expression (rans i S
(') Certains auteurs emp ) amais désigner ceux-el

la confusion avec les polynomes. En cnnve(nunL"rle ne j i,
sous le nom de fonction entiére notre locution n’introduit auc a
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des fonctions méromorphes est un peu moins simple. Comme
nous le verrons, la fonction est alors le quotient de deux fonctions
enti¢res. Nous pouvons dés lors prévoir, ce que la suite ne fera
que confirmer, que 'étude des fonctions méromorphes se rappro-
chera de celle des fonctions rationnelles, comme I’étude des fonc-
lions entiéres se rapproche de celle des polynomes.

Avant d'entrer dans U'étude des fonclions méromorphes, nous
ferons une remarque qui nous sera souvent utile. Nous pourrons
Loujours supposer que Porigine des coordonnées n’est pas un pole
de notre fonction. Si Porigine était un pole, il suffirait de la trans-
porter en un autre point, régulier pour la fonction. Mieux encore,
il suffit de retrancher de la fonction la partie principale relative &
U'origine; on ne modifie pas ainsi les singularités de la fonction
aatres que I'origine, qui devient un point régulier.

Pareillement un simple changement d'origine permet de sup-
poser que U'origine n’est pas un zéro de la fonction.

Il. — Le théoréme de M. Mittag-Lefller.

Le premier développement que nous allons donner des fonc-
tions méromorphes est analogue & la décomposition des fractions
rationnelles en éléments simples. Ce développement a I'avantage
de mettre en évidence les singularités de la fonction : dans ce
but, nous ferons correspondre @ chaque péle un certain groupe
de termes caractérisant la maniére dont la fonction devient infinie
en ce point.

Soit @ un pole d’une fonction analytique uniforme f(z). Au
voisinage de ce pole, le développement de f(z) prend la forme

B, B, B :
f(Z):C;i'J)—n—a—(;_’aﬁ et A A (s —a) 4
ou

. 1
7@ =P(=) + fits—a,

P désignant un polynome et £, une série entiére. Considérons alors

la différence
ok 1
J(5) —-P<;_a)-

LE THEOREME DE M. MITTAC-LEFFLER. 9

Il est manifeste que cette différence admet le p?int @ cotime

point régulier et que, d"autre part, elle n’admet pas d’autres singu-

larités que celles de la fonction f(z). Clest celle remarque qui va
nous conduire au développement cherché. : ,

Examinons d'abord un cas simple, celui ol la fonction méro-

morphe f(z) admet un nombre fini de poles @y, @s, -vvy

- A chacun de ces poles correspond une certaine parlie principale

sl iz i Bl el

/

Si l'on forme la différence

/ 1 5
';(:-):j'(f:l)fl’l(»—-———>——i‘

;
cette fonction n’admet plus les poles @y, @ay <o vy e EHB ? admet
done aucune singularité a distance finie, et par suite c’est une
fonctlion entiére. On aura donce pour f(3) le développement sui-

vant : 1
T ER— :‘5(;)4—2 P(;__u),

le signe 2 étant étendu a tous les poles de f(z) et 2(z) étant

une fonction entiére. ; ] d
i by . ¢ s le cas ont

Nous allons obtenir un développement analogue ¢ ans le ‘d
le nombre des poles est infini. Nous commencerons par faire deux

remarques :

1° Dans une région limitée du plan, .[e nom.brc; du‘s p(t»]c’s est
limité. Supposons, en ellet, qu’il n’en soit pas ainsi. (ions@@r()ll.s
une aire A ot nous supposerons le nombre des polcs' xrnﬁm.
Entourons-la d’un carré el divisons ce carré en c'[ua.Lr.e carrés égaux
par des paralléles aux colés. L'aire A est ainsi dx\'llséc lc-.n qualtrvc
aires partielles au plus dans I'une .dcsqu.el.les, au mr_n‘ns, ejnom L;e
des poles estinfini. Soit A, cetie aire. D]V}soPs de n.lcmc‘r(,n qn]aL (_:
carrés égaux le carré qui la_conlient, ctainsi d(.: sulxt.e. Nous 0) (é
nons ainsi une suite de carrés dont chacun est 11)%c1‘jctlr';1|1 [uf:lc ‘-
dent, a un coté deux fois moindre et contient une m.thc d:a po es.
Ces carrés ont donc un point limite « qui est un point de I"aire ou
de son contour. Tragons, avec ce point pour centre, un cercle de
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rayon arbitrairement petit. Nous pourrons Loujours, dans la suite
des careés, en choisiv un qui soit intérieur au cercle et il en
résulle que ce cercle contient un nombre infini de poles; « ne
saurait donc étre un point régulier de la fonction, et d’autre part
ce n’est pas non plus un point singulier isolé. Nous tombons done
sur une contradiction.

2° Il suit de la que nous pourrons ranger les péles par ordre de
module croissant. Nous considérerons pour cela une suite de
cercles ayant pour centre l'origine et dont les rayons croissent
indéfiniment suivant une loi quelconque. Chacune des couronnes
comprises entre deux cercles conséeutifs contient un nombre fini
de poles qu'il sera alors aisé de ranger par ordre de module
croissant. Nous supposerons que celle opération a éLé faite et
nous désignerons par a,, a,, ... les poles ainsi rangés; si plusicurs
péles en nombre forcément limité ont le méme module, on les
rangera dans un ordre quelconque.

Ces remarques faites, nous pourrons facilement généraliser la
méthode suivie dans le cas ot le nombre des poles est fini. Nous

serions conduils a retrancher de /(=) Pexpression 2 P(; _I a)
qui est maintenant une série de fractions rationnelles. Mais rien
ne prouve que celle série soit convergente. Nous ajoutlerons done,
a chacun de ces termes, une cerlaine expression de nature 4 rendre
la série convergente, et telle, d’autre part, qu'il ne s’introduise pas
de singularités nouvelles.

Considérons, & cet effet, la fraction rationnelle la plus générale
qui admette, en 'un des polus i, le méme développement polaire
que la (oncuou f(z). Cette fraction est évidemment

Rz = 1"=(:_:{7:> +Qi(z),

P; et Q; étant deux polynomes. Faisons de méme pour chacun
des poles et considérons la différence

9(5)=f(s)—Ri(5) — Ra(z)—...— Ri(5)—....

Nous allons démountrer qu’on peut choisir les polynomes Q; de
maniére que, en désignant par R, la dérivée de R;, chacune des

—— A
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2 Ri(5), 2 R;(z)

converge uniformément dans toute aire ﬁme A ne contenant
aucun de& poles a;. (Pour fixer les idées, on pourra entourer chaque
pole d'un cercle de rayon trés petit, on tracera un cercle de rayon
trés grand ; le domaine de convergence uniforme est alors I'aire inté-
ricure i ce dernier cercle etextérieure aux premiers.) On sait que,

dans ces conditions, la série Z.H,:(:) et par suite la fonction ¢ (=)

sont analytiques. D’autre part, cette fonction n’a aucune singula-
rité, puisque les seales ])Ossll)lPa sont les poles, et que ceux-ci
disparaissent dansla différence ; ¢’est donce une fonction enliére et,
en définitive, on a pour f(z) le développement suivant :

F(3) = o(3) +2 R;(5).

séries

Reste & démontrer qu’il est possible de choisir les poly-
nomes Q;(s) de maniére que les séries ?R;(:) el Zl’\,;(:)
convergent uniformément. Il suffit de démontrer la convergence

il en résulte immédiatement qu'elle
el que son lntc‘*l‘alc est conver-

uniforme de la seconde;
est intégrable, terme & terme
genle, siles constantes d’ mlemanon sonl conwnablr'mentchmsws,

COI)sldLI‘ODb un des poles ay (fig. ») et tragons de ce point,

Fig., 2.

comme centre, un cercle de rayon p, assez pelil pour que, Sl
I'on trace un cercle ayant pour centre I orwmc et tangent exté-

; Sfini-
rieurement au premier, le rayon ry de ce ceu,lc croisse indéfini

ment avec | az/|. Soit P'A(:’—_l“—/) la partie principale de R}, rela-

tive & ce pole. On peut dans le cercle Cy de rayon ry développer
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cette fraction rationnelle en une série entiére sous la forme
ch+claefatr.. .,

ce développement convergera uniformément a Dintérieur du

I R S Ak
cercle Cy. Par suite, étant donné a I'avance un nombre ¢, aussi

. ’ d
petit quon vnudxﬂ, on pourra l,OllJOlIl‘S lrouver un entier pj assez
grand pour que I'on ait

P=pr

" T Tl
()= Bt <u 0

=0 |

Ce sont ces ]JU])’HDIHCS

Y chsi=—Quts)

que nous introduirons dans nos formules. On aura alors dans
toute Daire intérieure a Cy

| B (o) < e
Il nous sera alors aisé de montrer que la série Z R} (=) converge

o 0 . .
uniformément dans une aire A qul ne renferme auacun des [)OICS.

o L Gt o
Tracons, en effet, un cercle C ( fig. 3) ayant pour centre I'origine
et renfermant entiérement & son intérieur laire A. Soient a,
sy o..y @y les poles en nombre fini tels que les cercles Gy, Gy, ...,
T . - . X

Cy correspondants soient intérieurs & C; R, R),, ..., R}, les termes
de la série qui leur correspondent. Dans l'aive A, qui ne contient

i e 1 o Vo A o) ot
“( ) L.uxnfmm{lLe de la convergence suppose que lentier p, étant ainsi choisi,
Finégalité subsiste pour les valeurs plus grandes. Pour le raisonnement actuel,
cela est inutile; il suffit que, pour chaque valeur de %, il existe un entier p;

vérifiant cette inégalité, Cette remarque pourra étre utilisée dans certains
exemples.
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aucun des pdles, la somme de ces termes est évidemment finie, et
il est inutile d’en tenir compte dans I'étude de la convergence.
Pour les autres poles ay, les cercles Gy qui correspondent a
chacun d’eux comprennent G a lear intérieur. On aura par suile
dans G et a fortiord dans A

| RE(3) | <2k
ct il suffit alors de prendre pour les 2 les termes successifs d'une
série convergente a Lermes posilifs pour que I'uniformité de la

convergence de la série 21’\',\.(\:) soit manifeste ((Jn prendra, par

1
exemple, ex= )
pie; %)
Nous avons donc obtenu un premier développement trés 1m-
portant des fonctions méromorphes. Dans la méthode que nous

avons suivie il entre peu d’arbitraire dans le choix des polynomes
qui assurent la convergence de la série ER;(;) : nous prenons

pour les former les premiers termes du développement en série
de Taylor de la partie principale relative & chaque pole; le nombre
seul de ces termes dépend du choix des ; mais chacun d’eux est
déterminé. D'une maniére plus précise, on peut dire que, pour un
pole d’ordre donné, les coefficients de ces développements sont
des lonctions & coefficients numérigues des coefficients qui
entrent dans la partie principale et de Uaffixe du pole. On peut
donner des formes beaucoup plus générales aux polynomes intro-
duits. Mais nous n’y trouverions aucun avantage, un développe-
ment d’une forme déterminée élant beaucoup plus utile qu'un
développement plus avbitraire. Par exemple, rien n'empéche de
développer en série la fonction entiére ©(z) et d’en distribucr les
termes entre les polynomes Q. Nous aurions une expression en
apparence plus simple puisque la fonction entiére qui figure dans
notre développement aurait-disparu, mais nous aurions perdu le
bénéfice de celte forme canonigue que nous avons donnée aux
polynomes Q. Comme on ne sait rien sur la fonction o(z), ces
polynomes seraient entiérement arbitraires, sauf, bien entendu,
les restrictions nécessaires & la démonstration.

Le théoréme précédent a été obtenu pour la premiére fois par
M. Mittag-Leffler. Nous allons en déduire le théoreme fonda-
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mental de Weierstrass, ce qui nous fournira Poccasion de rappeler
la définition du genre d'une fonction entisro. Remarquons que
I'ordre que nous suivons n’est pas 'ordre chronologique. Cest
au contraire le théoréme de Weierstrass qui a é1é démontré en
premier lieu et par une voie assex différente de celle que nous
avons adoptée, quoique au fond équivalente.

1. — Le théoréme de Weierstrass.

Ce théoréme est relatif an développement d’une fonction en-
tiére en un produit de facteurs mettant chacun en évidence un
zéro de celte fonction.

Soit G(z) une fonction entiére admettant le point @ pour zéro
d’ordre n. On pourra écrire

G( =(z—a)*G(s),

G, (z) étant une fonclion entiére qui n'admet plus le zéro .
Considérons la dérivée logarithmique de G(z). Nous aurons

Gls)_ m . Glis)

G(z) *:.~—av A &

Gi(3)
et comme Gy (a)s£ o, celle dérivée admet visiblement le point «
comme pole simple de résidu 2.

On verrait de méme qu’un point régulier de G(s), qui n'est
pas un zéro, est un point régulier de la dérivée logarithmique. Ta
dérivée logarithmique d’une fonction entiére ost donc une fone-
tion méromorphe (1). Appliquons-lui le théoréme de M. Mittag-
Leffler, nous aurons

G(z) _ a[ o
G(z) z—.a

+Pz.‘tfz)] +&(3),
@y étant un zéro d’ordre ny de la fonction G(z)et £ (=) désignant
une fonction entiére. Quant au polynome Py, il est composé d’un

. 4 - np
certain nombre de termes du développement en série de — %,
33— an

—_—

(') 1l en résulte qu'une fonction enticre a un nombre limité de zéros dans une
région limitée du plan.
-]
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S ies iours possible (1), les ax diflérents de
Supposons, ce qui est toujours pos ( ),‘
zéro el intégrons entre zéro et z. Nous aurons

= 3 [metos (2528) - Qui) | + v,

en posant :
Qiullz)= [‘ P(s)ds,

0

bsi + Tz relle fonclion entiére. Par suite
et en désignant par I'(z) une nouvelle

— G{p)eliz s 2N o),
=G(pn)e : @

Cette formule résume le théoréme de Weierstrass.
.(z). Nous aurons
Voyons quelle est Ia forme du polynome Qy(z). Nous
)

G(

1 %
EY= [ —— Sy e e
Brle)=ne (a,, aj.

el par suite

Quls) = m(fk

les entiers 84 étant tels que la série de fractions rauonlne]le.a
bt 1)
E =7 e voil
converge. 11 suffit de prendre pour cela Br= £, con':me onle v
: d n
aisément. On aura alors pour développement d’une fonctio

Gt Verse
entiere ([I,IEIL;OD(IUC 1 CXpr

G(s) = G(n)eft:‘]](

Mais il peut arriver que J'on puisse c]lioisir pom‘:ﬁ;r une \falle.uf
moindre, par exemple une valeur p qui sera la It s ,loua
les zéros. Si, de plus, I'(z) est un polynome fic degré p au ptﬂ;,
on dit que la fonction est de genre p et son développement est de

5N
G(s)= G(O)GIV‘Z’H<1—E>€ &

; v
i i faci ? ondili ‘cessaire pour qu’il
On voit aussi facilement qu’une condilion nécessaire | q

la forme

(') Voir page 8.
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en soitainsi est que la série
I
e
soit convergente.

Faisons encore une remarque sur le facteur exponentiel ¢I'=),
Comme tout & I'heure pour la série de M. Mittag-Leffler, on
pourrait le faire disparaitre en en répartissant les différents fac-
teurs entre les exponentielles du produit infini. Ici encore on n'y
trouverait qu’un avantage apparent. Il vaut bien mieux conserver
la forme canonique du facteur que Weiersirass a appelé facteur
primatre, c’est-d-dire de 'élément du produil infini.

Nous n'insisterons pas davantage sur le théoréme capital de
‘Weierstrass. Nous avons déja développé son étude, ainsi que celle
de la notion de genre (')- Nous avons voulu simplement, au sujet
du théoréme de M. Mittag-Lef(ler, indiquer un moyen simple de
retrouver ce résultat.

Signalons cependant une conséquence du théoréme de Weier-
strass, trés importante et qui nous intéresse directement. Clest le
théoréme suivant :

Toute fonction méromorphe est le quotient de dewx JSone-
tions entiéres.

En effet, soit f(z) une fonction méromorphe. On peut former
une fonction entiére admettant pour zéros les poles de J (=) avec
leur degré de multiplicité. Soit G (=) cette fonction. Le produit
J(5) G(=) sera alors visiblement une fonction entidre F(z) et
l'on aura

e Elm)
T =56,

(est ce que nous voulions démontrer,

L’expression que nous venons d’obtenir est a rapprocher du
développement de M. Mittag-Leffler. Ces expressions rapprochent
toutes les deux les fonctions méromorphes des fractions ration-
nelles.

(') Voir Borer, Lecons sur les JSonctions entidres. — Le Mémoire de Weier-
strass a éué traduit dans les dnnales de 'Ecole Normale, 1879.

———
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L. — Le rayon de convergence.

Nous nous proposons, dans ce Chapitre, d'étudier les pro-
priétés des fonctions méromorphes, et en particulier leurs singu-
larités

au moyen de leur développement en série de puissances,
c¢’est-a-dire au moyen d’un développement de la forme

(1) f(B)=av+a z+ays?t....

Nous supposons implicitement que Porigine n’est pas un point
singulier : nous avons vu dans le Chapitre précédent que cetle
hypothése est légitime.

Nous aurons donc 4 notre disposition deux développements
différents, présentant chacun leurs avantages et leurs inconvé-
nients : le développement de Taylor a I'avantage d’étre un instru-
ment de caleul trés souple, trés maniable, auquel s’appliquent
dans une large mesure les opérations du Calcul différentiel et du
Calcul intégral. 1l présente de plus un caractére de généralité tres
avantageux pour des recherches sur la théorie générale des fone-
lions, mais qui est plutdt une géne dans

'étude d’une catégorie
particuliere de fonctions comme les fonctions méromorphes. En
eflet, ce développement ne met nullement en évidence les singu-
larités de la fonction qu'il représente, ce qui est au contraire le
grand avantage du développement de M. Mittag-Lelfler.

-Signalons encore, oulre ces denx développements, I'expression
d’uné fonction méromorphe comme quotient de deux fonetions
entitres, due a Weierstrass. Nous étudierons a ces différents
points de vue les fonctions mérom orphes en montrant les rapports
qu'il y a entre ces études.

Counsidérons donc un développement de la forme (1) et com-
mengons par préciser la notion fondamentale de Pexistence d'un
¥ B. 2
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rayon de convergence. Cauchy a, le premier, montré que Pon
pouvait trouver un nombre g lel que la série (1) soit conver-
gente pour || << g et divergente pour |a| >p- Si l'on trace le
cercle de rayon p ayant pour centre Porigine, la série sera con-
vergente a lintérieur du cercle, divergente & Dextéricur. Ce
cercle est le cercle de convergence; p est le rayon de conver-
gence. On ne sait rien sur la nature de la fonction sur le cercle de
convergence lui-méme. Cauchy a démontré de plus que, si I'on
considére les quantités Hl/fZ‘, le rayon de convergence est égal
ST
ay
Cauchy n’a pas défini le sens des mots : plus grande limite avec
la rigueur qui est maintenant d’usage. Le sens de cette expression
a 61é précisé par Paul du Bois-Reymond, qui lui donne le nom de
limite supérieure d’indétermination. Reprenons brievement

en désignant par hla plus grande limite de ces quantités. Mais

cette définition.

Fitant donnée une suite de nombres réels quelconques g,
Uyy -+ vy Up, «++; NOUS TADZETONS I’ensemble des nombres réels en
deux catégories. La premiére, ou classe supérieure, comprendra
les nombres qui, & partiv d'une certaine valeur de 7, sont plus
grands que tous les nombres w,. La classe inférieure comprendra
au contraire les nombres ne remplissant pas celte condition,
clest-a-dire tels qu’il y ait, dans la suite précédente, des nombres
de rang aussi élevé qu'on veul supérieurs a P'un quelconque
dentre enx. Il est bien manifeste qu'un nombre de la classe infé-
ricure ne saurait élre supériear & un nombre de la classe supé-
rieure. Cela suffit, on le sait, 4 établir I'existence d’un nombre L
séparant les deux classes, la premiére se composant dés lors des
nombres supérieurs & L, la seconde des nombres inférieurs a L.
(Vest ce nombre L que du Bois-Reymond appelle limite supé-
rieure d’indétermination.

On pourra dire encore que les nombres de la suite considérée
forment un ensemble. L sera le plus grand nombre de I’ensemble
dérivé, cest-a-dire de I'ensemble formé par les points limites du
premier.

M. Hadamard a donné & ce méme nombre le nom de limite
supéricure pour ninfini. Ges mots de limite supérieure peuvent
préter & confusion : Il peut exister cn effet des nombres de I'en-
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seml?le supérieurs A celte limite supéricure, car la premiére classe
contient des nombres qui ne sont pas nécessairement inférieurs 4
tous les nombres de I'ensemble. Il vaudrait peut-étre mieux em-
ployer la dénomination de plus grande limite, qui est celle
de Cauchy et qui se rattache a la théorie des ensembles. Quoi
qu'il en soit, nous emploierons indifféremment les noms précé-
dents et nous représenterons L au moyen de la notation suivante
due & M. Pringsheim :

lini 1e, = Ls
n==

que nous écrivons aussi quelquelois
Tim e = T

Revenons maintenant a la détermination du rayon de conver-
P 1 0 Z
gence de la série (1). M. Lecornu avait démoniré (') que, lorsque

0

o H 3 i s 2 s
le rapport = tend vers une limite, 'inverse de cette limite donne
le rayon de convergence. M. Hadamard a résolu d’une maniére

générale le probleme dont M. Lecornu avail traité un cas particu-

op . 35 el = )1 Eee )
lier. Il considére la suite w,— !\/u,l . Soit / sa limite supérieure
pour 7 infini. Le rayon de convergence de la série est 7‘

Donnons en effet & s une valeur inférieure en module a ',
A

l+c
/]

AR : 5o > L
par exemple. Prenous entre |z| et 7 une valeur quel-

conque |5 A partic d’une certaine valeur de 2, on

aura

=1+:>|Va,],

cest-a-dire

i

| Vanz| < 1.

La série est donc convergente pour la valeur | 5.
. . 1 y
Au conlraire, si nous donnons & z une valeur dont le module
Soil

(") Comptes rendus, 7 téyrier 1887,
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il y aura des valeurs de n de rang aussi élevé qu'on voudra, telles

qne

——:l—s«(“’/azl

ou
Vaysn>

La série renfermant une infinité de lermes supérieurs a 1 est
donc divergente. Le théoréme est donc démontvé.

En particulier, si V/@, croit indéfiniment, le cercle de conver-
gence se réduit A 'origine.

Pour que la série soit convergente dans tout le plan, c’est-
a-dire veprésente une fonction entiére, il faut et il suflit que [=o.
Or, si des nombres positifs ont pour limite sapéricure d'indéter-
mination la valeur zéro, ils admetlent ce nombre comme limite au
sens ordinaire du mol, el inversement, car l'ensemble dérivé se
réduit 4 cette valeur. Nous dirons, avec M. Hadamard, que les
nombres considérés tendent régulierement vers zéro, et, d’aprés
cela, on voit que la condilion nécessaire et suffisante pour que

la série (1) représente une fonction enliére est que IC/Z\ tende
régulierement vers z¢ro.

Si £ 0, le cercle de convergence a pour rayon % et la série (1)
définit la fonction f(z) uniquement & l'intérieur de ce cercle.
Nous allons maintenant étudier la fonction sur le cercle lui-

méme.
II. — Recherche des péles dans les cas simples.
Les résultats de M. Hadamard.
Péle unique. — Supposons d'abord que la fonction f(z) ad-

mette sur son cercle de convergence un pole unique d’ordre m.
Soit @ ce pole. On pourra alors éerive

A

(2) flz)= 4—(—*.-.‘9—#_ + f1(%);

Ay, Ay, A,y dtant des constantes ct fi(s) élant une fonction
dont le rayon de convergence esl supérieur i [a|. En effet, la
diffirence entre f(3) et la partie principale relative 4 @ ne doit pas
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avoir de pole & Uintérieur d’un cercle entourant le cercle de con—'?‘\ =1
vergence de f(3) et suffisamment voisin de ce cercle. i

Choisissons alors un nombre positif o supérieur a |« | eL
riear au rayon de convergence de f,(z). Sile développement de
Ji(z) en séric est le suivant :

Si(3) =by—+ b15+byzt+. ..,

celte série est convergente pour 3 ==p, et, par suite, le module de
chacun de ses termes est inférieur 4 une quantité fixe M. On a

donc

On peut donc poser

M
[J/‘-:U/GAEZJ

04 ayant un modale infériear a 1.
Ceci posé, on a

I 1 z 2 P
St B s I

T oy e M e e S A A

LEn dérivant /i — 1 fois cette égalité, nous aurons
k ./JA/:-H

Tartt

Caleulons alors le coefficient de z* dans les deux membres de
I'égalité (2). Dans le premier membre, le coelficient est az. Dans
le second membre, nous aurons une somme de m -1 termes.
Les m premiers sont, comme on le voil alsément,

h=m
g A=

= )(hJ—/.wl)(h—'—/;—

h=1

0
Le (m —+1)""m est égal a jlpzl .

s e E— . ;
Cherchons la limite pour 4 infini de {/ay. Parmi les m premiers
termes du second membre, considérons en particulier

\n

(—1)m — (mk—1)(m+k—2).. (/f—i—l)a—

(m—)!

. . i .
La racine k#™ de ce terme tend vers = En effet, la racine du
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coefficient constant

LSy AT
G (m—1)lamn

tend vers 1. Cherchons la limite de
.
Vim +
Celte limite Syide P i
est évidemment 1. En effet /47 a pour logarithme

logk
P 1 te il ok 1 ded
P> qui tend vers zéro. Donc Dexpression précédente tend

—T) ... (A1),

vers 1.

Er'l second lieu, le rapport de chacun des m aulres termes a
celui que nous avons considéré tend vers zéro : c’est évident pour
les m — 1 premiers, puisque ce rapport contient au dénominateur
un poly’nome de degré m — 1 en £ et au numérateur un polynome
de degré h — 1 seulement. Pour le dernier, il suffira de remarquer
;’[uc ¢ a €16 choisi supérieur 4 |a|. 1l en résulte que la limite de
fj— o
\/ay est aussi = (1)

Done, quand une fonction méromorphe donnée par un déve-
loppement en série de Taylor de la forme (1) admet, sur son
cercle de convergence, un pole et un seul, simple ou multiple

o JEnaes o ;
d’ailleurs, affixe de ce pole est la limite, pour 2 infini, de .
7

Avant de passer 4 un cas plus compliqué, faisons quelques
remarques. D’abord I'expression que nous avons donnée pour le
coefficient @z met en évidence un principe posé par M. Darboux
dans son Mémoire sur les fonctions de grands nombres (*) : ].a
valeur des coefficients dépend essentiellement de la nature 'des
points singuliers sur le cercle de convergence.

Dans un autre ordre d’idées, nous remarquerons qu’on peut

1) En effe it & i Gy
(") En effet, soit lrl}nc expression de la forme \//.\ -+ B; supposons que ('/K ail
une limite L et que & tende vers zéro. On a
{‘[".\ +B

Cet}e expression tend visiblement vers 1 el, par suite, Vf\'—kB tend vers L
(*) Journal de Liouyille, 1878. -
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calculer non seulement Vaffixe du péle @, mais aussi son ordre
de multiplicité m. La partie principale du coefficient aj est en

effet
Al fem—1
S

A/ étant indépendant de /. De la résulte immédiatement qu’apres

avoir calculé @, on aura m par la formule

. logar+ kloga
m—1=lim—————2—-
loghk

Enfin, nous remarquerons que Vaffixe @ du péle est aussi I'in-
A1

aj
Si nous formons ce rapport, NOUs pourrons en effet I’¢erire, en

verse de la limite du rapport

multipliant haut et bas par a;

Bsy UL TURE T M 3
E[(—l)’lm‘—;—-:”(ﬁ-{‘/{)(/x'—»—/:—ﬂ...(/c—}—'z)——E]+6/.<+15,_.—_Hﬂ"

2[(—;)/'(%i(h+/:—1)(h+/.-72‘) (l{—’—')(%h] —1—0;;;41’“

—1)!
Si I'on divise haut et bas par &' et si I'on remarque que
. . 1 .
‘al < p, on voil sans pemne que ce rapport tend vers = Ici encore
on peut calculer m. Il suffira pour cela de metre 'expression pré-

cédente sous la forme

ar. [ 1
k1 S g U -
@ @ ke k2

le coefficient A contenant m. On déterminera m en cherchant la

A jey 1
e <J‘_1 A _>.
aj (22
Cas de plusieurs péles. — Pour préparer la méthode que nous

allons suivre, étudions d’abord le cas ou le cercle de conver-
gence ne renferme que deux poles simples. Je désignerai ces poles

limite pour /& infini de

i

B

if .
par - et 7 Si alors on pose

f(z)= -+ f1(2),

2Bl
1—fz
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Ji seraune fonction dont le rayon de convergence sera supérieur

a I%l — :‘;H' Prenons un nombre %:9 inférieur 4 ce rayon el
supérieur 4 I o l_r:'Tl On aura
A Ja|=[B]

On voit immédiatement, en égalant les valeurs des coefficients
de 57 dans les deux membres, que I'on a

An=Aah+ Bl b,

bn étant le coefficient de 27 dans Ji(z). On peut encore poser,
comme tout a I'heure,

0,N
o= 2M o i
o

M étant une quantité fixe et 6, une quantité de module inférieur
a 1. Ce qui différentie ce cas du précédent, ¢’est que, aet B ayant
méme module, aucun des deux termes Aor, BB~ n’est la partie
principale du second membre. Pour mettre en évidence celie
partie principale, considérons le déterminant

A s \ i Aat BB 0, M= e

@uiy @uis | | Aantig Bt 00 MAn+L |

Ce déterminant est une somme de plusieurs autres dont un
certain nombre sont nuls ; ce sont ceux que 'on obtient en asso-
ciant entre eux les deux premicrs termes ou les deux seconds
termes. Les déterminants restant forment deux groupes. Dans

2l s = v .y = o1 2 C
Pun de ces groupes ne figure pas . Ce groupe renferme les deux
déterminants

Ao ]‘;‘fju»u , l B'qn Agn+1 ,

Aot B@n+s Bfn+rl Agni2 J

Leur somme est
I

+| i ‘J:AB&"@"(a—fi)E‘
B =2

b

8

ABanBn

Les autres déterminants contiennent, au contraire, \* en fac-
teur. Leur somme a un module inférieur 3 une quantité de la
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forme :
0] ar | Han,
f ¢tant inférieur & 1 et positif, et I étant un nombre fixe. Il en
vésulte, sans qu'il soit nécessaire d'insister davantage, que I'on a

lim Va, = 2fi.
(Pest une généralisation du théoréme démonté dans le cas du
pole simple.
Considérons maintenant une fonction f(s) n’ayant, dans un

1 . . . .
cercle C de rayon —, que des péles simples dont je désignerai les
P
. 1 I I
affixes par —, —, .., et n’ayant aucun pole sur ce cercle. Sup-
ay % »
. S, =)
posons les o rangés par ordre de module croissant. Si l'on pose

|| = pe

on aura done
>

P12 P22 052 -2 0> P,

/(=) pourra se meltre sous la forme

+ fi(s),

25 =

Ay, Ag, ..., A, étant des constantes et Ji(z) étant holomorphe
dans le cercle G et sur son contour. Si donc on pose

fi(z) =¥ B2,

bp=10,Mp",

on pourra écrire

M étant un nombre fixe et 0, étant un module inférieur a 1.

Le développement précédent de f(z) sera valable dans le
domaine limité, d'une part, par le cercle C et, d'autre part, par
p cercles de rayons aussi pelils qu’on voudra, mais fixes, entou-

. I 1 I
rant les points —, —, «.., —. D’autre part, f(z) pourra éire
@y O )y

représenlée par une série de puissances

E a, s,

el la comparaison des deux développements ainsi trouvés permet
d’écrire 1'égalité

(3) ap= Ao}t +Agaf .. .- Apak 40, Mp.
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. — Etude du cas général.

Pour généraliser la méthode suivie dans le cas précédent, o
il n’y avait que deux poles simples, nous serons-conduils & consi-
dérer des déterminants tels que

A A1 Apty oo Cpyp—q
AP — Api- @Apyg  veen e Apip
n
Apip—1t Qpip  «v o0 oon Apropes

Nous aurons 4 considérer aussi des déterminants formés tou-
jours de la méme maniére, mais d’ordre inférieur ou supérieur
a p. Soient, par exemple,

l Ay (477 T Ap+p+g—1 !
S e
Dptpg—1 -+ --  oov Apiopiag—a
ay Qptl  ove Qpsp—y

- (r=Tp)s

Apepp—1  +o v cne Qpiar—a |

Considérons d'abord les déterminants A”.
En vertu des expressions (3) des coefficients a,, on a

Al -+ Agaf +.. .-+ 0,Mpn Agaltt 4o 0,4 Mgr+t
AR = | Ayaftt o Agaltt2 . 40,0 Mgn+t

Ce déterminant se décompose en une somme de déterminants
qui forment deux groupes. Le premier groupe contient les déter-
minants indépendants des §,. On obtient évidemment la somme
des déterminants de ce groupe en remplagant M par o dans
I'expression de A7. Le déterminant que I'on obtient ainsi est
visiblement le produit des deux déterminants suivants

Il n n n
Ay A, Ay a” A ol

n+1 n-1
af S A o

Ay Agats ... Ao
7 O

A=t Agaf=t ... ApaBt WPl et
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Le premier déterminant est le produit de A, A,...A, par le
déterminant de Vandermonde des . Le second est le produit de
ce méme déterminant de Vandermonde par le produit oo’ .
Le premier groupe de déterminants se réduit done &

(4 AgAy-.. Apalial, . ol I I (o — oz )%,

Considérons maintenant le second groupe de déterminants,
formé de ceux qui contiennent M. Un certain nombre de ces
déterminants seront nuls : ce sont ceux que I'on oblient en pre-
nant dans deux colonnes ou plus du déterminant A2 la letire «
avec le méme indice. Nous aurons un déterminant différent de zéro
en prenant dans p — u colonnes la letire o avec des indices Lous
différents et dans les p. autres, le terme en §. Ce déterminant aura

en facteur
(Gt cris Lppt)t,

ol le produit @;a,...%, renferme p — p- facteurs. Aprés cette
mise en factear, le déterminant oblenu ne dépendra plus de n
que par les O, et comme ceux-ci ont un module inférieur a 1, le
module de ce déterminant sera inférieur & une quantité fixe H, Le
module du déterminant considéré sera done de la forme

AH(gipz. .. ppot)t,

X étant compris entre o et 1.

La parenthése contient p facteurs dont p — p. sont les modules
des o et les p autres sont égaux i p, c’est-d-dire inférieurs & p;. Le
rapport des déterminants do deuxiéme groupe, a l'expression
obtenue des déterminants du premier, tend donc manifestement
vers zéro quand n croit indéfiniment. Par suite, comme nous
lavons déja remarqué, si l'on veut chercher la limite de la
racine n''™ de AF,
I'expression (4). Or, cette derniére tend évidemment vers
%)%y . . .0y, car la racine de la quantité constanle

AgAy ... Ap I I (@ — aw)?
tend vers 1.

. T ’ .y . .
Done, Cempression \/AD tend réguli¢rement vers la limite
[ - T Zp-

il suffira de considérer la racine ni®c de
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Si, au lieu de considérer le déterminant AZ, on avait considéré

son module, on aurait vu que la racine 2'"* de ce module tend
VOIS 0y 5aim-Pps

Considérons, en second lieu, un déterminant A2*?. Ici, nous ne
pouvons plus considérer, parmi les déterminants dont il est la
somme, ceux qui sontindépendants des §, car le nombre des lignes
de AZ*7 étant supérieur au nombre p des «, nous ne pourrons
prendre un o dans chaque colonne que sous la condition d’en
prendre un certain nombre avec le méme indice, ce qui donne un
déterminant nul. A2°? sera donc une somme de déterminants dans
chacun desquels une colonne au moins contiendra des §. Consi-
dérons 'un de ces déterminants. On peut mettre en facteur dans
chaque colonne, soit o, soit p#, et le déterminant, aprés la mise
en facteur, ne dépendra plus de n que par 'intermédiaire des .
On peut donc désigner son module par A, H, H élant une con-
stante el ), élant compris entre o el 1. AZ™ sera donc une somme
de termes dont le module pourra étre mis sous la forme

—...—3,,)::_

Les nombres ¢, ey, ..., &, étant égaux soit i o, soil & 1. Pour

N H(g'

. oS pPte=

obtenir la partie principale de ce déterminant, il faudra bien
évidemment considérer cenx de ces termes que l'on obtient en
faisant tous les ¢ égaux 4 1. Ces lermes peuvent, d’ailleurs, se

. . . "N hra | . .
détruire. La limite de /| AL, si elle existe, est done au plus
égale @
Pipa-. - pppl-

Mais rien ne permet d’afficmer que cette limite existe.
Soit enfin un déterminant d’ordre inférieur a p- Soit

Ay e @pape—y ]
Al = 2 Fo R e e 3 (= p).
Appp—1 v oo Wpipop—y
Dabord si, quel que soit le nombre positif £, on avait
Phr < Pry
il n'y aurail rien 4 ajouter & ce que nous avons dit. Il suffirait de
I

considérer un cercle de rayon inférieur a S— ¢l supérieur & —-
Prr1 Pr

LA SERIE DE TAYLOR. 29

‘ 5 iy g e, 1
Ce cercle renfermerait, & son intérieur, les points it
1 2 r
et, sur le cercle, il n'y aurait aucun pole de f(z). Les résultats

obtenus précédemment s’appliqueraient donc sans modification.
.. . T .
Mais il peut arriver que le cercle de rayon o Fouticneingo
7
J 1 ory R s rbles ‘dlindic 4
seulement le point —, mais aussi d’aulres poles d’indices supé-
o

rieurs ou inféricurs a 7. Si ces podles sont tous d'indice inférieur
a7, on est, comme on le voit de suite, dans un cas analogue aun
cas précédent. Le seul cas vraiment nouveau est celui ot il y a

. 1 KT
des poles de méme module que le pole Secl d’indice plus grand.
i
. . 1 q'v
On peut loujours supposer que ce module est celui de = il
>

n'en est pas ainsi, on tracera un cercle de rayon supériear a —

1
or

mals ne contenant  son inlérieur ou sur son contour aucun pole
e ST

de module supériear & —; on appellera p le nombre total des
o

poles intérieurs a ce cercle. Nos hypotheses sont donc les
suivantes : on a

| tpprt | = tp—nia| == | 2p | = ppy
et l'on considére un déterminant A, r élant compris entre
p—h—+1 et p, pouvant éire égal & p — /i 41, mais ne pouvant
devenir é¢gal & p
pP—h+1Zr <L p.
Pour avoir la partie principale de ce déterminant, nous pouvons
remplacer M par o, ce qui nous donne le déterminant

Apaltr—to, o Apantrel

A aer-e

Le nombre des colonnes est inféricur au nombre des termes
dont chaque élément est la somme. Pour avoir les plus grands
termes du déterminant, nous remarquerons que l'on a

Pp—te > Pp—tia-

Nous devrons prendre, par suile, duns p —/h colonnes, la

|
!.

|
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lettre a avec les indices 1, 2, ..., p—Ah et, dans les autres
colonnes, avec un indice supérieur i p — A Comme ici § n'entre
plus dans le déterminant, aprés mise en [acleur des puissances nitmes
des o, nous aurons un déterminant qui ne dépendra plus de 7 et
qui, par suite, sera unc constante. La partie principale de A7 sera
donc une somme de termes de la forme

B(arasee oty p ) (&pnirds -ap)y

le nombre total des facteurs Up_hpry oy Up élant égal & p—p 4 jy
de maniére que le nombre total des facteurs soit . On voit que
les B ne peuvent étre nuls, puisque ce sont des produits des
quantités A par des dilférences =;
précédente est

2;. Le module de I'expression

[Bl(p1ps..-po-sphtt*)n=|B|Rn,

en posant

R=p1g2...0p-npi?th

En résumé, le déterminant A7 peut se mettre sous la forme
A=BiRP+ BBl B3+ Ciypr ..

avee les conditions

Bil=1Bel=...=|Bs| =R

1| < Ry
et, de plus, les B ne peuvent éuee Lous nuls.

Je dis que R est la plus grande limite de la racine niéme
de |A7]. En effet, pour étudier cette limite, nous pouvons nous
borner a la partie principale

3. An . 3, AN
ByBY ..o+ BgBi.

Cette expression est le coelficient de 27 dans le développement
en série enlidre de

B

[ — 8z

Sa racine n'*"¢ a donc pour plus grande limite inverse du rayon
Y

o , e 7 . 5 i
de convergence de o(z). Or, ou bien les poles gt e de 9(z)

ne se détruisent pas, etalors ce rayon de convergence est ‘IT, = =3
f R
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ou bien ils se détruisent : dans ce cas, il n’y aurait aucun pole de
(z) & Uintériear du cercle de rayon L5 o(s) serait alors identi-
quement nulle et on devrait avoir

Bi= = Br=io;

ce qui est impossible.
Done, on peut éerire

Tim V/]A7 [ = R (r<p).

=

. 3 . RITAT )
Pour certaines valeurs de 7 I'expression \/]AL pourra étre Lrés
éloignée de sa valeur limite. Ainsi, soit, par exemple, la fonction

1
— = g an@i i
‘—I:}—l‘-z e S

Il y a manifestement une infinité de déterminants A} qui sont
nuls, et une infinité qui sont égaux & 1. Les racines carrées de
leurs modules ne tendent évidemment pas vers une limite, mais
elles ont 1 pour plus grande limite. On a donc

Re—52

ce qui est évident @ priori.

Il nous reste a étudier le cas ol certains des pdles sont mul-
tiples. On peut encore traiter ce cas par I'étude divecte des déter-
minanls A. Nous avons déja étudié le cas du pole unique et
multiple, et I'on a pu se rendre comple que le calcul divect n'est
pas tees simple. On peut éviter ces calculs en considérant le cas
des poles multiples comme un cas limite des cas précédents.

On a, en effet,
B, B.

= lim e
(f—2;3)2 @ = (L — 21 8) (1 —az

Or
By

(t—ay3)(1—a23)

et, si l'on calcule A, et A,, on trouve

A= B ) Ay=

%) — Oy Ho— 2y

Bias
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Alors, dans I'expression

,\IAE...A,,'I I(a,-a,,)e

que nous avons a considérer d’aprés les caleuls précédents, la
différence o, — a, disparait, et, sans qu'il soit utile d'insister
davantage, on arrive 4 la conclusion suivante : tous les résultats
établis subsistent si quelques-uns des poles simples deviennent

multiples a condition de compter chacun des poles multiples avec
son degré de multiplicité.

Cest & M. Hadamard (') que sont dus les importants résultals
que nous venons d’établir; sa méthode d’exposition a I'avantage
de démontrer en méme temps les réciproques. Mais, Jusqu’a
présent, on ne les a jamais ulilisées; on n’apercoil méme pas trés
bien le moyen de les utiliser. Quoi qu'il en soit, comme nous
n’en ferons jamais usage, il nous a paru préférable d’adopter le
mode d’exposition qui précede, qui est un peu plus simple que
celui de M. Hadamard et qui nous a permis d’établiv
résultats dont nous aurons  nous servir.

tous les

V. — Application & Uétude des Jonctions méromorphes
a coefficients entiers.

Nous allons donner immédiatement une application des formules
qui viennent d’étre démontrées.

Nous allons démontrer qu'une fonction, méromorphe dans un
cercle de rayon supéricur a I'unité, ne saurait éire représenlée
dans ce cercle par un développement de Taylor & coefficients
enliers sans se réduire au quotient de deux polynomes a coeffi-
cients entiers (2),

Soil, en ellet, un tel cercle. Considérons un cercle de rayon
inféricura celui-la, mais supérienr a Iunité. Soit & le rayon de ce
(4

cercle. On a

(") Essai sur Uétude des JSonctions donnces
(Journal de M. Jordan, 1892 ).

(*) Voir Bongr, Bulletin des Sciences mathématiques, 1894.

par le développement de Taylor
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. : . Tl T
A P'intérieur de ce cercle, la fonction admet les poles Sh i
1 El »

1
de modules o7
1

I 235 . o
e e Considérons alors un déterminant A
»

et supposons ¢ > p. Nous avons établi que, dans ce cas, on avait
—
lim \/“ Al |Spioa...pppl7—p.

Mais o’ étant inférieurd 1, on peut, quels que soient oy, 0y, .-+, Pp,

dflﬂl]el' A ¢ une Vﬂlellr assez ”'I'ﬂnde our que l’()[l Hll
j o
P1pe--.pppT—P <L 1.

Dans ces conditions, C/ITZ[ est inférieur & partir d’'une certaine
valeur de 7 & un certain nombre inférieur a 1. 1l en est de méme
de [A;” Mais, dans I'hypothése ot nous sommes, |A?| est un
nombre entier. Il ne peut donc élre que nul.

Il existe done au moins une valeur de g .telle que, pour toute
valeur de n supéricure 4 une valeur déterminée n', on ait

g
Al = 8.

Supposons qu’on ait ainsi délerminé g et la valeur n' qui
lui correspond. A cette valeur n/ correspondent une infinité de
valeurs de ¢ jouissant de la méme propriété. En effet, si I'on forme
A#* (n > n'), on voit, en développant ce déterminant suivant les
éléments de sa dernicre colonne, qu'il est une somme de déter-
minants A7 ot 2 est supérieur a n’; le déterminant A7 est done
nul.

Soit ¢ le plus petit des nombres qui correspondent ainsi & une
valeur de 7/. Ce n'est plus nécessairement le méme que précédem-
ment, ¢'est-d-dire celui qui nous a servi & déterminer 7',

Je dis que le déterminant A% ne s’annule pour aucune valeur
de n supérieure & 7. Considérons en effet le déterminant A7 :

[y o T
AT = e R e ey b = (e SN R

|
|
! Aptg—1  vver e Qugag—s

Considérons les mineurs de A7 relalifs aux quatre éléments
extrémes dy, @ypyy i, (yi0g 0. Ces mineurs sont respectivement
égaux

LR 2 S N et

B. 3
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De plus, sil'on enléve a A les quatre lignes et c,ol.onnes qui ren-
ferment ces éléments, le déterminant restant est évidemment
AT
Appliquons alors une propriété bien connue des déterminants
mineurs; nous aurons

—1 A0 —1\2 _ A7 AT-2
AZ 1A/lar12*(AZH) _AILA'II.+Q'

Cela posé, si n est plas grand que 7/,
Al =o0;
je dis que AZ™' ne saurait étre nul. On aurait en effet, dans ce cas,
A=,
et, en raisonnant de proche en proche, on verrait que
Alfi=0, o A=
Changeons, au contraive, n en n— 2 dans l'identité précé-
dente; il viendra
AL AT — (A1) = Ak, AT

Si donc on a =
=0 et R =10;

on en déduait

ct de méme

. i
Done, si pour toute valeur de n supérieure ou égale a 7/, on a

A= oy
on a A;{f{ e
pour n >’ dés que ce déterminant est nul pour une valeur de n
supérieure a ', De plus, si Al —o0, ona
Af? =o.
pour toute valeur de 72 supérieure & 7'. Si donc ¢ est la plus petite

= : SRlanT Soale
valeur telle que A7 = o pour toute valeur de 2 supérieure ou égale
4 n/, A7 ne peut s'annuler pour aucune de ces valeurs de n.
- "
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<x

Ceci posé, considérons le systéme d’équations suivant :
I ) 5 i

Qp = Ul Uy Bppg T v o+ Ug 1 G prgy,
L B U TR S R e = Wg—1 Aptq,
g1 = U Apeg ey oes oo = Ug—1 Apag—s.

Cest un systeme de ¢ équations. Considérons les g — 1 premiéres.
Sin est supposé plus grand que 7', ce systéme a une solation,
car son déterminant est A7 qui est différent de o. Cette solu-
tion est d’ailleurs rationnelle en a,, @pyty <+ oy Quyqy- Portons-a
dans la derniére équation. Elle sera vérifide, car le délermi-
nant A? est nul. Barrons alors la premiére équation et ajoutons la
suivante :

Fiikq= U Cateql 7=« .+ Uy 1 Aprog—1,

elle sera encore vérifide par les mémes valeurs des x. En effet, le
déterminant AfZ. . étant nul, la solution des ¢ — 1 premiéres
équations du nouvean systéme (c'est-a-dire la méme solution que
précédemment) vérifie la gitne équation. On verra ainsi, de
proche en proche, qu'il existe un systéme unigue de nombres
rationnels w,, w,, ..., ty_1, tels que l'on ait

A= Ui Gt~ Uy g~ o - Ug Ay gy

pour toute valeur de n supérieure ou égale & »'. 11 y a donc une
loi de récurrence entre g cocfficients conséeutifs de Ja série, et 'on
en déduitimmédiatement quela série est le quotient de deux poly-
nomes 4 coeflicients rationnels ou, en réduisant au méme dénomi-
nateur, de deux polynomes i coeflicients entiers.

Le théoréme reste le méme si I'on suppose que les coefficients
de la série sont des enliers complexes. En effet, on voit encore
dans ce cas que, si |AZ| es

; & partir d’an certain rang, inférieur
& 1, cela exige que cetle expression soit nulle. Le raisonnement
subsiste alors enti¢rement, 4 condition de changer le mot entier
en entier complexe.

Nous avons fait, en commencant, la restriction que le cercle de
méromorphie de la fonction étudiée est de rayon supérieur i un.
On peut se demander si celle rvestriction ne pourrait pas étre
levée, 1l est trés facile de montrer que cela est impossible. Ftant
donnée, en effet, une fonction méromorphe dans un cercle de
rayon inférieur & un, on peut lui en substituer une autre dont le
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développement en série soit & coefficients entiers et qui ail les
mémes singularités que la premicre i I'intériear de ce cercle.
Soit, en effet, la fonction

~2

J(g) = ap+ a5+ a@~...

dont, pour plus de simplicité, nous supposons les coefficients réels.

Considérons la fonction

F(z) = E(a)+E(a1)s+ E(a2)z2+...,

E(a) désignant la partie enticre de a.

La différence des deux fonctions £ et I est une série entiére, dont
tous les coefficients sont inférieurs 4 un en valeur absolue. Il
résulte donc immédiatement du théoréme de Cauchy-Hadamard
que le cercle de convergence de cette série a un rayon supérieur
ou égal & un. Les fonctions f, F ont donc mémes singularités dans
un cercle quelconque de rayon inférieur a un. L'hypothése qu'une
fonction méromorphe dans un cercle de rayon inférieur & un est
représentée dans ce cercle par une série entiére d coefficients
enliers n’entraine donc aucune conséquence.

On peut faire une remarque analogue dans le cas ou le déve-
loppement de Taylor est a coefficients rationnels. Etant donné un
développement en série quelconque, on peut lui substituer un
déyeloppement & coeflficients rationnels représentant une fonction
ayanl mémes singularités que la premiére dans tout le plan. Soit,

en ellet,
Qo+ Q15— - adp st

J(3)

un développement olt e, @;. ..., a, sont quelconques. Consi-

dérons le développement suivant

E(roa;)
10 107*

F(z)=E(aq)-

obtenu en remplagant chaque coefficient par son développement
décimal avec n? chiffres. Je dis que la différence f(z) — I'(z) est
une fonction entiére. En effet, cette différence est une série de

puissances, dont chaque coeflicient est inféricur & —=,- D'aprés le
théoreme de Cauchy-Hadamard, la série est convergente dans lout

5 T I
le plan, puisque Vb, < — tend vers o,
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Les cocfficients ag, a;, ... peuvent étre supposés complexes. On
y @iy ! D

prendra alors pour numérateurs des coefficients de I'(z) la somme

des parties enti¢res de 10% 2, et 10% 3, en posant @, = s, —+ B, (.

Le coefficient de z” dans f(z)— F(z) sera inférieur en module

2 . .
4 — et les conclusions subsisteront.
0™

Donc, on peunt pour I'étude des singularités, an moyen du
développement de Taylor, se borner au cas ot les coefficients
sont rationnels. On peut méme supposer que les dénominateurs

sont des puissances de 1o sans diminuer la généralité.

Nous avons démontré qu’une fonction méromorphe, dans un
cercle de rayon plus grand que 1, ne saurait étre représentée dans
ce cercle par une série de Taylor & coefficients entiers. Cherchons
si Pon peut la représenter par une série de la forme

ot by, ¢, sont des nomhres entiers. Supposons que le développe-
ment de ¢, en facteurs premiers comprenne un nombre limité de
facteurs py, pa, ..., psetsupposons de plus qu'il existe un nomhre
fixe M tel que I'on ait constamment

cp < M2,

Dans ces conditions, le développement précédent ne peut
représenter une fonction méromorphe.
Déterminons, en effet, un nombre entier %; tel que

/12-f> M.
On en déduit
c”\pui,
Posons alors

5=y.Pipy...ph

f(z) deviendra une fonction méromorphe de p a4 coelficients
entiers. On en conclut qu’il est impossible qu'un tel développe-
ment représente une fonction méromorphe dans un cercle de rayon

R_p l/)) )'lx

et @ fortiori une fonction méromorphe dans tout le plan.
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On ne peut pas considérer ce résultal comme une généralisa-
tion de Vimpossibilité du développement & coefficients entiers, i
cause de la limitation que nous avons imposée a ¢,. 1l est, en
effet, facile de montrer que, si I'on suppose que, pour des valeurs
de 1 assez grandes, on ait

en > M"’,

quel que soit le nombre fixe M, on retombe sur les fonctions les
plus générales. )
Iin effet, une fonction quelconque peut toujours se metire sous

la forme
[l/l

2rian
Cn

ol ¢, est un nombre entier vérifiant la condition précédente. On

voit de suite que la série

Z by— E(by) i
Cu it

définit une fonction entiére. En d’autres termes, les deux fonctions

T LA
Cn Cn
ont les mémes singularités.

Il y a done peu de généralisations a chercher du théoréme pré-
cédemment démontré. Il serait cependant intéressant d’étudicr
les cas intermédiaives entre ceux que nous venons d’examiner,
ol (7; avait pour limite soit o, soit Uinfini. Il pourrait étre aussi
intéressant d’étudier le cas ot le nombre de facteurs premiers
de ¢, n’est plus limité. Nous n’entrerons pas plus profondément
daws Vétude de ces généralisations.

V. — Zéros des fonctions entiéres.

Nous allons indiquer une application trés importante des résul-
tats de M. Hadamard : c¢’est la recherche des zéros des fonctions
enticres.,

Le principe de la méthode que nous allons suivre est di a
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Caichy. Dans son Cours d’Analyse de 'Ecale Polytechnique it
fait la remarque suivante : Erant donné un polynome, sil'on (lf’:\'e—
loppe en série de Taylor I'inverse de ce polynome ou sa dérivée
logarithmique, le rayon de convergence de cette série donne I.e
module de celle des racines du polynome qui a le plus petit
module.

La méthode de Cauchy a été reprise par M. Runge et plus
récemment par M. Hadamard (') dans un Mémoire couronné. Nous
allons indiquer les résultats de ce dernicr en modifiant légérement
la méthode de calcul qu'il a employée.

Soit une fonclion entiére

G(a) =cp+c1a+ caa¥+....

Supposons essenticllement ¢,>£ o (la chose est évidemment tou-
jours possible) et développons en série l'inverse de la fonc-
tion G(z). On aura
. Aoy~ 413+ Ay 57+
_— = 15 b B2 =l
G(z) y
. et : i z
Cette derniére fonction est méromorphe et ses pbles sont
les zéros de G(z). Nous allons, pour déterminer ces poles, nous
servir des résultats précédemment établis.
Calculons d’abord les coefficients @y, @, . ... On a manifeste-

ment les équations

@y =1,
ayey—+ @ 6p=0,

@y ey~ @) ¢+ AsCy= 0,

@y Cy—+ @y Cy—+ Qs i~ yCo = 04

@yCy + @) Cy— Ua Ca—= Ay Ci— @y Co= 0,

Qo Cy—= ) Cy~ @y Cy—+ A3 Ca —+ @y CL—— @56y = 0,

An : Lk L i e
La premiére équation donne ag, ladeuxiéme a,, ete.; et iln’y a
Jamais d’impossibilité puisque ¢ 7= 0.

(') Ruxee, Acta mathematica, t. VI, p. 305. — Hapavarn, Etude sur les
propriétés des fonctions enticres, etc. (Journal de M. Jordan, 1893 ).
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Nous allons ayoir a considérer des déterminants dont le calcul
se ramenera 4 celui des déterminants A? des paragraphes précé-
dents. Pour montrer nettement la marche du calcul étudions
d’abord un cas simple. Pari les équations précédentes prenons-en
qualre successives, & partir de la troisiéme, et considérons le déter-
minant des « dans ces équations. Ce délerminant est

'c; cyes ey

Multiplions les éléments des colonnes successives par a,, a

1)
@,y ay et ajoutons a la premiére colonne. Nous aurons

o Gi: €50

. 0 Ca €y e,
ayD =

— aycy €3 Gy €

—I@EC{“—agey -y 3 e

Multiplions encore les éléments des deuxi¢me, troisitme et
quatriéme colonnes par a,, a,, a., et ajoutons a la deuxiéme; il
vient

) o ¢g O ‘
o 0 ey ¢y |
ag D = |
) —aycy Cy €y
—lCI— @5 Cy  —AyCi— Ay Cy 3 Ch

Ce déterminant du quatriéme ordre se réduit au produit de
deux déterminants du second ordre dont l'un esl c;- Quant a
Pautre, il est égal a

a,cy aycy ’

W Ci—+ @zCy  @zci—+ aycy

e . - c - .
Si l’on multiplie par (—' la premiere ligne et qu'on retranche de
0

la deuxiéme, on voit que le déterminant 2D se réduit au produit
) 0 P
de ¢? par le déterminant

ay g |

a;  a,
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Or ce dernier déterminant est opposé au déterminant

|
|
!

Par suite, on a I'égalité

3D =—c}

que nous allons généraliser.

Considérons a cet effet la p - 1™ équation (celle qui, la pre-
miére, contient ¢,) et les p -+~ m suivantes. Le déterminant des «

dans ces équations est

Cp—y Cp—a G G0 0% Bal D8 50 s h et ()
cp Cp—t ol N S SR T e o 0
Cpai=it G pihh—s AatdannBidl b At Ees Sl Al Co
Cp+m+1  Cptm Cptm—1 e e e et e R el 0 €1
Cap+in Coptm—1 Captm—2 svr oo w» e ae’ . wuew €pid Cp

Nous allons lui faire subir des transformations analogues a
celles que nous avons employées tout 4 heure : Mualuiplions par
@y A1y - ooy @y p les diverses colonnes de ce déterminant et ajou-
tons 4 la premiére colonne les produits obtenus. En vertu des
équations que vérifient les @, la premiére colonne commencera
par m -1 zéros.

Le déterminant devient

‘ 2 Cpy & !

i > ¢y o ’

[ o i cau |
y B .
ay D}, = | :

‘ — @ pi-1 Co 2

‘ T @m-pi-1 €1 A paa Cp - s

— Qnp 1 Cp—1t — UmpraCp—2—. - - —Ayp2pCy  Capim—y

Multiplions par ay, ay, ..., tmyp ¢ ladeuxiéme, la troisiéme, etc.,
la derniére colonne de ce déterminant et ajoutons a la deuxiéme
colonne. Le déterminant est de nouveau mulliplié par a,; la
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deuxiéme colonne seule change et devient

o

o

0
— @m+pCo

= QmepCl— i pr1 Gy

T @m+pCp—1— Qptp1Cp—a— -« . v Apt3p—1 Cg.

Répétons ainsi p fois cette opération. Le nouveau déterminant
sera égal a

al Db,

D’autre part, nous aurons fail apparaitre, dans chacune des

m 1 premic¢res lignes, p zéros. Le déterminant obtenu sera de

la forme
p- m—1.
S mmml e
070/ 0 By o & g B
(o3 e ol co 0 < e
0 o 0.t B Cpg oo o
L ey Cp—t C1
H S .

Cinrp  Cmtp—t .- €Cp

Il se réduit done, au signe pres, au produit de H par le déter-
minant d’ordre m 1 qui est dans l'angle supérieur de droite.

Ce déterminant ayant pour valeur ey, on en déduit Pégalité

)
af D), == g+l H.

Calculons la valeur absolue de H.
('est la méme que celle du déterminant suivant :

A p-m+1Cy Ap+mCo cee Upyy9Ch

@ ptm4-1CL+ Epma Co @pen €1 Apy i1 Cp con Qs €t @y Co

Eptmit Cp—t ot g pCy UpimCpoieeeUmiap—1Cy  +or CinCpiteoi=Appppt 6
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Si l'on multiplie par z—‘ les éléments de la premiére ligne et
0

qu'on retranche les résultats des éléments de la seconde, on voit
que le terme en ¢; disparait dans chacun des éléments de celte
seconde ligne. On fera disparaitre de méme tous les Lermes qui
ont en facteur le coefficient ¢ avec un indice différent de o et aprés
cette réduction le déterminant se réduit a

Ap+m+1 Cpm e g
o Appmis  Apmil vee Omiy
0

Qmt2p ppeieap—t o v e Qppt
1 es <1 o5 éoal & P AY
qui est au signe prés égal & cf AL .
On a done I'égalité
SN »
ag DYy = = cPrPriAf L.

Nous ne nous sommes pas préoccupés du signe a prendre dans
le second membre. Il est facile de le déterminer, mais nous négli-
gerons ce détail, car ce qui nous intéresse principalement c’est
le module de chacun des deux membres. Contentons-nous donc
d'indiquer le résultat qui est le suivant:

plp—1)
PP R e e
ag Dy =(—1) s Gy Afnra-

Nous sommes conduits a chercher la limite de la racine m - aitme
des deux membres. Cetle limile est évidemment la méme que

celle de la racine mi*»*. Nous savons que, si gy, a, ..., pp sont

f
les modules des inverses des racines cherchées, on a
]
lim "\’/ Afpea | = p1pa. ppe

==

On en déduit, en remarquant que p est un nombre fixe, que

fim V[ Df |

m=wn

leolpipz .- pp

¥

Clest le principal résultat que nous avions en vue d’établir.

Ce qui est surtout important, c’est d’étudier le produit
Pr g2
présent, fait d’applications précises du résultat précédent; on
s’est toujours contenté, ce qui est fort important dans les applica-
tions, de chercher, dans des cas déterminés, une limite supérieure

..op quand p devient trés grand. On n'a jamais, jusqu’a
°p £ 8 J s
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du module du déterminant D. Au sujet des applications de ce
genre, nous ferons une remarque relative au nombre de termes
da déterminant D. Enp apparence il en renferme 1714—/) + 1l
mais en réalité ce nombre doit étre diminué a cause des éléments
nuls : la premiére ligne renferme seulement p -1 Lermes non
nuls. Le nombre de termes sera égal au produit de p -1 par le
nombre de termes du mineur relatif & un de ces éléments. Or,
pour obtenir ce mineur, on supprime une colonne ne conlenant
pas de zéros. La premitre ligne du mineur renfermera encore
p—+1 éléments non nuls. En continuant ainsi m 4-1 fois nous
voyons que le nombre de termes est

(p 4 1)mH < ki,

/i étant le nombre de termes d’un certain mineur d’ovdre P, qui
ne contient plus d’éléments nuls. Le nombre des termes du déter-

minant D2 est donc

(p+rymtipl=(p+1)m(par)l

Il en résulte que la racine m'*¢ de ce nombre de termes a
pour limite le nombre fini p 1. Si donc nous connaissons le
maximum du module d’un terme du déterminant, nous ne serons
nullement génés par le nombre des termes du déterminant dans la
limitation que nous en tirerons pour le module du déterminant
lui-méme.

Application. — Pour donner une idée du genre de calcul au-
quel donne lien Papplication du résultat que nous avons obtenu,
considérons I'équation

er— P(x) = o,
P étant un polynome en z.
La fonction entiére
G(x)=er— P(z)
ales mémes coefficients que la fonction e, sauf les premiers qui

différent. Mais, pour des valeurs de / supérieures au degré de P,
on a cerlainement
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Dans le calcul du module maximum de D2, c’est cette valeur
de ¢, qu'il faut introduire et nous prévoyons dés lors que la limite
maximum que nous allons obtenir pour 5, gy, ..., p, sera trés
éloignée de la vérité, puisque équation e*= o que nous substi-
tuons en somme a la précédente n’a pas de racine.

Je dis que le plus grand terme du déterminant D2 velatif & ¢*
est le terme principal. Clest en effet le scul qui ne contienne pas
au moins deux éléments pris de part et d'autre de la diagonale
principale. Considérons alors un autre terme et soient ¢, et ¢
deux éléments de ce terme pris de part et d’autre de la diagonale
principale. Je dis qu’on peut remplacer ces éléments par deux
autres, de maniére a obtenir un terme plus grand du déter-
minant. Considérons en effetles deux autres sommets du rectangle
qui a ¢yci; pour diagonale. Soienl ¢y, ¢y ces sommels (voir le
Tableau ci-dessous) :

Cp A Che

(573 €L
Je dis que

CprClr = CpCev

Remarquons en effet que 'on a

h—hW=k—FK>o0,
etil faut démontrer que on a
MUK < Rl K
ou
RUEY
WTRT = 5

or cette expression est égale &

(h—0)...(K+1)
= )

Le nombre des facteurs est le méme au numérateur et au déno-
minatear; chacun des facteurs du numérateur est supérieur i
celui du dénominateur qui est écrit an dessous (o> £"). Cette
fraction est donc bien plus grande que 1 etil en résulte bien que
le terme principal estle plus grand. Sa valeur est

opttRrL,
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La racine m/*® du nombre des termes du déterminant tendant

vers p 1, il en résulte que 'on a

Tim V] D¢;,,1<P7j71-

m=e
Soient 7y, 74, ..., 7p les modules des racines. Comme on a
LA B A IR
on en déduit
/7!
1y Vay o vuy /'p>‘}‘?

Au lieu de considérer Ia fonction e, nous pouvons considérer
la fonction ke®. Le calcul seva le mémes; il suffira seulement d’in-
troduire une certaine puissance de k : celte puissance est la
m—=p 1" puisque tous les coefficients sont multipliés par /.
Lalimite de sa racine m*®¢ est k&, mais comme ¢, est aussi multi-
plié par £, il n’y a rien de changé au résultat.

Mais on peut évidemment choisiv & de maniére que ke® soil
une fonction majorante de e — P(z), ce que nous éerirons suivant
une notation due & M. Poincaré :

eT— P (z) < kex.

Le résultat précédent s’applique donc a e® — P(z) (et en gé-
néral a toute fonction qui admel pour majorante kev). Par suite,

SL 7y, Fay o.., 1p sont les modules des P premiéres racines de
e?—Plz)==0,ionig
< pt
¥ W I SR o > T e
17 DElnrn

el puisSqUe 1t < Th <. i< 75, on en déduit

pl
T e
r”>11—e—:

i A
)”>\/p+x

Or on démontre, dans la théorie de la fonction T, que ('//T’ est

Done

égal & Lcj (1-+¢), & tendant vers zéro lorsque p augmente indéfini-

ment. On voit donc en résumé que, en désignant par & une cer-
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taine conslante indépendante de p, on a
rp> hp.

Cette formule peut étre envisagée 4 deux points de vue diffé-
rents : on peut considérer, soit qu’elle donne une valeur mini-
mum du module de la_p*™* racine en fonection de p, soit au con-
traire qu’elle limite supérienrement le nomhre des racines a
Pintérieur d’un cercle de rayon 7. Ce nombre p est certainement
inférieur i ;?‘ puisque, dans ce cercle, on a r, << r. Ce qui parait
plus difficile, c’est de sayoir si cetle limite supérieure est réelle-
ment atleinte ou si on s’en rapproche plus ou moins. Cette étude
semble au premier abord assez difficile, puisqu’elle exige un
caleul plus préeis de la valeur du déterminant DZ . caleul qui
n'est pas sans présenter de sérieuses difficultés.



CHAPITRE 1L

LE THEOREME DE M. PIGARD.

Le but de ce Chapitre est d’étendre aux fonctions méromorphes
un théoréme important relatif aux fonclions entiéres que son
auteur énongait de la maniére suivante (') :

Etant donnée une fonction entiére G(z) et deux constantes
distinctes a et b, si les deuz équations

G(2)=a;

G(s)=10,

sont dépourvues de racines, la fonction se réduit & une con-
stante.

Nous avons éludié ce théoréme avec les généralisations qu’il
comporte dans nos Legons sur les fonctions entiéres. Nous allons
étendre aux fonctions méromorphes i la fois le théoréme et ses
généralisations.

1. — Degrés d'infinitude.

Auparavant, nous rappellerons succinctement certaines notions
fondamentales relatives aux fonctions entiéres et & leur croissance.
Les résultats dont nous avons besoin ont été démontrés et étudiés
en détail dans nos Legons sur les fonctions entiéres. Dans un
Mémoire récent, M. Lindelsf a retrouvé, par une voie plus rapide,
la plupart de ces résultats. Nous indiquerons briévement la ma-
niére dont il les établit.

Nous nous servirons aussi constamment de la définition du degré

(') Annales de I’Ecole Normale, 1880. Voir une démonstration directe
dans la premiére Note des Legons sur les fonctions entiéres, par BE. BOREL,
Gauthier-Villars, rgoo.
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d’infinitude qui a été développée avee quelques détails dans nos
Legons sur les séries & termes positifs. Rappelons succinctement
ce dont il s’agit.

Il est naturel de bétir, a coté de la théorie des infiniment petils,
une théorieanalogue relative aux infiniment grands. Plus générale-
ment, lorsqu’une expression z(z) tend vers une limite b lorsque @
tend vers «, si I'on veul étudier la maniére dont elle tend vers
cette limite, il est assez naturel de former le quotient

z—0)
(z—a)*

et de chercher s'il existe un nombre « tel que celte expression
tende vers une limite; Iexistence de ce nombre n'est rien moins
qu’évidente, et 'on pourrait par suite croire, @ priori, que cetie
notion manque de généralité. Mais I'observation des fails montre
que, dans les cas les plus fréquents a la fois et les plus importants,
le nombre o e

xiste effectivement, de sorte que la théorie a de tres
nombreuses applications, ce qui légitime 'importance qu’on lui
accorde.

Dong, pour étudier la croissance d’une fonction y () qui croit
indéfiniment avec la variable #, nous la comparerons a la fone-

5 i ? ¥ e y A
tion z%. Si le quotient > tend vers une limite, quand 2 croit ind¢-

finiment, nous dirons que = est le degré d’infinitude de la fonc-

. ‘ - A log
tion. Il est nécessaire, pour que ce degré existe, que 1——’(—"; tende
= ! 05

vers une limite. La condition n’est pas suffisante. Néanmoins,
lorsqu’un infiniment grand n’est pas d’'un degré déterminé, nous
l o} tol »
lozy
~_ tend ou non vers une
loga
limite. Dans le premier cas, nous dirons que y est de degré («)

distinguerons deux cas, suivant que

logy
logaw
rons au contraive complétement le second. Le premier cas se

(qui s’énonce « parenthéses) si o est la limite de - Nous exclu-

présente également dans la théorie des infiniment petits et il avait
été considéré par Cauchy. Mais, depuis, ce cas singulier avail été
I ) d ? 5
laissé de coLé.
Ta fonction e* a, d’aprés notre définition, un degré infini. Nous
désignerons son degré par le symbole w. L'introduction de ce

B. 4
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symbole sera trés utile pour caraclériser les fonctions dont la crois-
sance est analogue & celle de 'exponenticelle. Nous n’entrerons pas
dans le détail des calculs a effectuer sur le symbole w. Rappelons
simplement que la multiplication par w n’est pas commutative :
ex* est de degré waj e*¥, au contraire, sera de degré cw. Enfin,
o 1 , e k §
on désigne encore par  le degré de logz, et on légitime 'emploi
O
5 s
de ce symbole en remarquant que x = loge® est de degré ~w, et
que, par suile, ona bien
—_m = 1.
w

De méme

elogx — p

L :
est de degré © —; on a donc aussi
w

1
w— =1I.
w

Rappelons maintenant brievement les principales proposition s
dont nous aurons a faire usage. Elles trouvent lear origine dans
un court Mémoire de M. Poincaré (1), ot est établie une relation
étroite entre la grandeur d’une fonction entiére et son genre.

Considérons une fonction entiére de genve p

Bl

= "
e

A5 1 ; ; 5
la série EW étant convergente, M. Poincaré a démontré
n
qu'en posant |5| =/ on a, quel que soit le nombre positif «,
lim f(z)e—wt* = o
quand » croit indéfiniment.
Si nous désignons par M(7) le module maximum de la fonction
8 I ’
pour [Eli=eaE) (et par suite pour |z|£7), nous pourrons dire
que l'on a, pour / assez grand,

M(r) < ewt™,

(1) Bulletin de la Sociélé mathématique, 1883,
(%) Nous ferons désormais usage d'ane maniére constante de cette notation.
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ce qui établit déja une relation entre Pordre de grandeur de la
fonction et son genre. Nous ne démontrerons pas celte propriété.
On peuat d'ailleurs établiv une inégalité plus précise en introdui-
sant 'exposant de convergence de la suite des zéros, c'est-a-dire
un nombre o tel que des deux séries

i
S S
[dal=’ [ctu ot

la premiére diverge et la deuxitme converge, quelque petit que
soil le nombre positif ¢ ('), Ce nombre g est compris évidemment
entre p el p—+1.

Nous avons démontré dans le Chapitre 1T des Lecons sur les
Jfonctions entiéres que, quelque pelil que soit le nombre positif'e,
on a, pour des valeurs assez grandes de r, i

M(7) << ert™s.

(Yest ce nombre o que nous appellerons ordre de la fonction

G ), R I . AAE I
entitre. Deux cas sont alors & distinguer : 1° si la série 2|—F
@y |F

diverge, nous dirons que Pordre g estpar défaut. On aura I'iné-
e : 2o 1

galité ci-dessus; 2° si la séric EFF? converge, nous pourrons
d ulf '

affirmer que l'on a

M(r) < e,

quelque petit que soit le nombre ¢; o est ditalors erdre par
exces. ;

Nous allons retrouver ces deux inégalités par la méthode de
M. Lindelst.

II. — Théorémes sur Uordre.

Considérons un facleur primaire d'une fonction de genre p que
nous écrirons sous la forme

”_‘_H’+ ur
Qul Y =lr—)e T ETETRL

(') Cela revient a dire que le module d’un zéro a pour degré d'infinitude (; )

2/
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Nous allons démontrer que Ion a
[Qp(u)]| < edini,

= étant un nombre quelconque compris entre p el p +1 mais
essentiellement distinct de o, et A élant une constante compléte-
ment déterminée lorsque 'on donne .

Supposons, en effet, |u| <1, on a

u up=1

log (1 1) +1t-2 4. SRt
G p=glipE

Q)=

Done

1Qp(u)| <e T | L e T

puisque TS p + 1 et que | i<

Si |u| croit indéliniment, |« [* croit plus vite que |« |P. Lliné-
galité est donc certainement vérifiée & partir d’une certaine
valeur 2 de | u|. Reste & démontrer I'inégalité pour || compris
entre 1 et i. On remarquera qu'entre ces limites I'expression

log|Qplu))

logelul®

reste comprise entre deux limites déterminées. On peut donc
trouver un nombre A tel que

log | Qplu)| < Alul

et alors I'inégalité sera bien vérifice.

5 S s 3 . .
(JOllbldelﬂl]b maintenant un |H‘0L]ll|l. canonique de facteurs pri-

maires
i
Fis)=]] Q,,(%),
¢ n=i1 SO

I est une fonction entiére de genre p. Considérons en outre un
I

J ay, ]f

supposons T compris entre p et p——1 différent de o. Décomposons

le produit en deux facteurs

h ®
F(:):Hx]_[.
1

Bt

nombre t tel que la série de terme général converge, el
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On a, d'aprés ce qui précéde,

TTo ()<<l

fet- 1

La série qui figure en exposant étant par hypothése conver-
genle, On pourra Loujours supposer Ji assez grand pour que

I
,\Em<;,
b+t

et cela quel que soitle nombre positif donnée. La deuxiéme partie
du produit est done inférieure 4 e en posant r =|z|. Je dis que,
pour 7 assez grand, on peul supposer (ue le premier facteur est
aussi inférieur 4 la méme expression. La chose est évidente : En
effet, = enlre en exposant 4 une puissance p inférieure a < ().

On aura done, pour 7 assez grand,
|F(s)] <ex=r,
quelque petit que soit choisi le nombre e.
Soit alors p U'exposant de convergence de la suile des zéros.

Nous distinguerons deux cas :

1
|(l,l]P

1 La série converge. On peul prendre p =7 el I'on a

[ Ba)) < e,
quel que soil =.
1

|anl?

quelque pelit que soit 7, et Pon peut écrire
|

(e sont les indgalités que nous voulions obtenir.
8 |
Soit alors o/ un nombre tel que, a partir d’'une cerlaine valeur

9° La série diverge. Elle converge alors pour © = p 1,

(5)] < et

de 7, on ait constamment

ertte M(r)< en?™

. Loce . P 1 "
(') p estinférieur et non égal & <, car, sans cela, la série IITIF convergerait et
n
la fonction serait de genre p —1.
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quelque petit que soit le nombre positif e ('). On sera assuré que

o

Pl
|an|?

converge cerlainement el, de plus, ¢ est arbitraire.

car la série

En second lieu, nous avons i rappeler une relation entre I'ordre
de grandeur de f(z) et de ses coefllicients. Nous nous bornerons &
énoncer le fait suivant : pour une valeur donnée de 7 il ¥y aun
terme du développement taylorien de la fonction tel que, en le
prenant pour valeur approchée de la fonction, on commet une
erreur Lres faible. Ce terme est naturellement le plus grand de tous.

Enfin, rappelons encore un théoréme dont le principe est di a
M. Hadamard, relatif au minimam d’une fonction enticre d’ordre g-
On trouvera la démonstration de I'énoncé plus général que nous
allons donner au Chapitre IV des Lecons sur les Jonctions
entiéres.

On ne peat évidemment pas espérer trouver un minimum
valable dans tout le plan, ni méme & partir d’une certaine valeur
de

5|, puisqu’une fonetion entiére a, en général, des zéros dont les
modules croissent indéfiniment. Mais M. Hadamard a montré
Iexistence de cercles de rayons indéfiniment croissants el sur
chacun desquels on peut fixer un minimum du module de la
fonction et nous avons, dans les Lecons citées, précisé les valeurs
possibles pour les rayons de ces cercles.

Excluons du plan toutes les couronnes civeulaires obtenues de
la maniére suivante : si 7, est le module d’un Z€ro, nous lracerons
de l'origine comme centre les deux cercles de rayon r,—1, ry-4-1
el nous exclurons la couronne comprise entre ces denx cercles.
Le théoréme de M. Hadamard généralisé consiste alors en ce que,
en dehors de la région ainsi exclue, on a

If(a)l> e ([5]=r),
On voit que ce minimum est inverse du maximum Lrouvé Lout &
I’heure.

Ce qu'il importe d’observer surtout, c’est que la région exclue
du plan est infiniment pelite par rapporta celle que I'on conserve.

(') Cela revient & dire que M(r) est de degré w(p').

e
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: o ; ; o
si on considére simultanément un nomb

l ex ra 1 d € mekions
existera pour e semble de ces 1
eS—

Il en résulte que,
limité de fonctions, ;
1 i 584 ur

une infinité de cercles de rayons indéfiniment croxasqntls s
: i y 5 é ces

quels le théoreme pourra slappliquer. Nous avons déve D|l}p

1 Sja et A les rap-

considérations au Chapitre déja cité. Nous avons tenu a les raj

peler succinctement a cause de leur importance.

L. — Le théoréme de M. Picard.

¢ : Shapite st relatif au
Ce théoréme, rappelé au début du Chapitre, e
nombre de racines d’une équation

F(z)='a;

; 24 : e
ou F(z) est une fonclion entiére et @ une constante. Remmquo\
r une réciproque compléte

tout de suite qu'on ne peut espérer ?\101 JRRDaE
des propositions relatives aux relnuons‘ 2 tre U'ordre }11 e i
tion entiére et le nombre de ses zéros. Si, en eﬂl‘el, pour un [?0 ‘1? )
le nombre des racines est une fonction bien (l\-:lernn.nce de
fonction entiére. 11

élevé qu'on veut et

nome,

son degré, il n'en est plus de méme pour une

existe des fonctions entiéres d’ordre aussi

dépourvues de zéros. G(z) étant une fonction e
i i iére e 'a pas 76r0s.

269 sera aussi une fonction entiére et elle n’a pas de 1 :

ppeler I’énoncé du théoréme de

enti¢re quelconque,

Nous allons maintenant ra ‘ ]'

5 i A S Q A ors < s
M. Picard relatif aux fonctions méromorphes. Nous généra iseron

. insi i qui relatif aux ns
ensuite ce théoréme ainsi que celui qui est relatif aux fonctio
enliéres. : .

1 » i br rphe; st rois équations
Soit G(z) une fonction méromorphe; si les trois éq

G(z)=a,
Glz) =8
G(z) =¢,

isti S bre
ot a, b, ¢ sont trois constantes dlStll]ClCh, ont chacune un nomb
3%,

A ; ; o
limité de zéros, G(z) se réduit & une fraction rationnelle (')
o ] 1 1 un
Nous appellerons équations exceptionnelles celles qui on(;
Sore récé i i tdone
nombre limité de zéros. Les théorémes précédents exprimen

particulier de celui-ci. Dire en eflet que

’ ier ‘thénréme est un cas c 2
e de zéros, cest dire que G(z) est le

Iéquation G(z) == a un nombre limité
quotient d’une fonction entiére par un polynome.



56 CHAPITRE 11I.
que le nombre des équations exceptionnelles est au plus 1 pour
les fonctions entiéres, 2 pour les fonctions méromorphes.

Nous allons démontrer ces théorémes et les généraliser de
deux maniéres différentes : nous montrerons d’abord quil y a en
général unc infinité de zéros d’un ordre déterminé, sauf pour
un certain nombre d'équations que nous appellerons équations
cxceptionnelles; de telles équations pourront avoir une infinité
de zéros, cette infinité n’élant pas du méme ordre que pour les
équations non exceptionnelles. En second lieu, nous prendrons
pour @, b, ¢, non plus des constantes ou des polynomes, mais des
fonctions entiéres d’ovdre inférieur 4 la proposée.

Commengons par quelques considérations générales. Soil G(z)
une [onction entiére pour laquelle on connait la fonction M(r) de
degré dinfinitude w(p). On sait que I'exposant de convergence of

el
y

de la suite de ses zéros est inféricur ou égal a o. Formons, au
moyen de ces zéros, un produit canonique de facteurs primaires,

soit
3 Al
< i —
= I I (r— — ) e'n pali
AS (lll

sera unc fonction enti¢re dépourvue de

Alors le quotient
1 Gy(z)

zéros. On pourra donc poser

G(

=200 Gy 35),

Q(z) étant une fonction entiére. Mais il existe des cercles de

rayons indéfiniment croissants sur lesquels [Gi(z)] est supériear

A e et, a fortiord, & e, Comme |G ()| sur ces mémes

cercles doit étre inférieur & ¢™# on yoit que on doit avoir
ez) o et

7 ¢tant trés petit. 11 en résulte bien manifestement que Q(z) est

un polynome de degré p au plus et il se présente naturellement
deux cas, suivant que p est ou non entier.

Si p n'est pas entier, Q(=) est au plus de degré ¢ =LE(z). Mais
alors le second membre eroit au plus aussi vite que

erf er e
el comme le premier croit au moins aussi vite que

2-er
72
e 2
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(&
e

1 1 . Ly Ao Eavoir
on voil sans peine que l'on doit avoir

D =20 .
¥ c

i
Si maintenant p est entier, le polynome Q(s) peu.t f;tr(f cie
degré p, et le raisonnement précédent estveu del‘aut'.‘.ﬁlc.n: n EI:“
péche alors de supposer que G (3) 'est d or.dre ]l‘lf'c‘lfelll Ao,
méme que la suite des zéros est a (:1‘01552113(:.-3' 11‘1:égul|ele.’ X
Abordons alors la démonstration du théoréme de M.. icard,
el commencons par un cas simple, celui (')IZI @ elL b se.raw.n% d?s
fractions rationnelles en prenant lexpression : ﬁ(/l{rtl-mn excep-
tionnelle dans son sens restreint. Considérons "équation

§ sul g les
P et Q étant deux polynomes. On a, par suile, pour loutes
racines de cette équation,
G(s)Q(z)—P(s)=0.
4 i i iér
Le premier membre de celte équation est une fonction entiére

i slainement
qui est évidemment d’ordre p, car P et Q n'influent cer l,c;}llfél, |
pas sur cet ordre. Elle aura donc, en général, une infinué de

. 1 2 J . it
: i i 4 =~ ). Supposons (que ce SO
zéros, dont le nombre sera de degré <o> Supy q

: i i era alors écrire
une e¢quation exccptlonnellc, on pourra i

G(2)Q(z)—P(s)= H(z)ell),

761 limité, du
H étant un polynome admetlant les zéros, en nombre ,l
< & oo 1S.
premier membre et K(z) étant un polynome de degré 2 a\lxl plus
il exi Fe é i cceplionnelle; on
Supposons qu’il existe une aulre ¢qualion exceptionnelle;
aura encore :
G(2) Qu(5)— Pi(s) = Hy(5)eti®

e G i X
et, par suite, en éliminant G(3),

P,Q — PQ, = HQ eK— 1, Qek,

Une telle relation est impossible : elle exige d’abord, en el?elL,
que K et K, ne différent que par une conslanle,. sans quoi le
second membre croftrait plus vite que le premier. On peu‘t,,
d’ailleurs, faire entrer celle constante dans H. ou dans H;’ et, qpflz
suile, la supposer nulle. 1l faudra alors, toujours pour la mem
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raison, que

HOQ, = H, 0
el, par suite,

PQ, =P{Q
ou
Poor,
R

Les deux équations exceptionnelles ne sont donc pas distincles.
Drailleurs, le raisonnement est en défaut si K =K, = o, auquel
cas Gi(z) est une fraction rationnelle, ou plutdt, puisqu’elle est
entiére, un polynome.

Le mode de raisonnement s’étend sans difficulté au cas des
fonctions méromorphes. Représentons une telle fonction sous la
forme du quotient de deux fonctions entiéres. Soient F'(z), G(z)
deux fonctions entiéres d’ordre p au plus, P(z) et Q(z) deux
polynomes. Supposons qu’on ait une égalité de la forme

pour un nombre limité de valeurs de z. On voit, comme tout A
I'heure, que la fonction entiére d’ordre p

G(2)Q(s)— F(s)P(z),

qui a un nombre limité de racines, peul se metire sous la forme

G(z2)Q(zs)—F(z3)P(z) = ek(a H(a),

H et K étant deux polynomes, K de degré o au plus.
Supposons qu’on ait trois telles identités

i G(2)Q (5)—T(5)P (3)=H (s5)eki),
(1) ¢ G(2)Qi(zs)—F(z5)Pi(2)= H(z)ekils),
G(s) Qe — T (8) Pa(s) = Hy(5)eket3),

On en déduit, en éliminant F el G,
| Q P Het

Q Py Hef | =o,
Q; P Hner[

On voit, par un raisonnement analogue au précédent, que
cetle identité entraine K = K, = K, et alors on voit, en divisant
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G(=

3) A
“ se réduit
F(s)

membre a membre deux des trois identités (1), que
A une fraction rationnelle ().

Nous allons généraliser ces deux propositions en suivant une
marche analogue. Soit, d’abord, G(z) une fonction enliére
d'ordre p. Je dis qu'on ne peut pas avoir deux égalités de la
forme

pour une infinité de valeurs de = formant une suite dont 'expo-
sant dé convergence est inférieur & p, P et Q désignant deu.x
fonctions entiéres d’ordre inférieur & p. En effet, dans ces condi-
tions, la fonction d’ordre p

G(z)P(z)—Q(s)

est égale & H(z)e®®, H(z) désignant un produit canonique
d’ordre inférieur & o formé avec les zéros du premier membre
et K(z) un polynome de degré effectivement égal & . Supposons
qu'on ail une deuxiéme identité de celte forme

G(2)Qi(3)— Pi(3) = H(a)e%!

on en tire encore
QP;— PQ, = HQef— H, Q ek

Tout revient donc & montrer l’impossihililéd’uue relation de la

forme ;
p(5)eRE4 oy el 0y =0,

©, 9y, pa Clant des fonctions d’ordre inférienr a p, K et K, des
polynomes de degré p. Dérivons cette relation, nous aurons

(¢K'+ g )ek (g Ky + gy el + g =o.
D’ou lon tire, en multipliant par ¢,, — 9, el en ajoulanl ces
deux relations,

. s S e e A
(8ho— 030K —0'ga) ek (gh 01— a1 KKy — g ga) et =0

: e P TRy
(') Le raisonnement suppose essentiellement les trois fractions .00

2

distinctes, clest-i-dire les trois minenrs PQ,— QP,... diflérents de zéro.
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Admettons provisoirement, quitte & y revenir dans un instant,
que la dérivée d'une fonction d’ordre /i est une fonction d’ordre
au plus égal a 2. Chacun des facteurs entre parenthises sera dés
lors une fonction d’ordre inféricur & o et, par suite, de cette
identité on déduit ¢*~% sous la forme d'un quotient de deux
fonctions d’ordre inférieur i p. Cela est manifestement impossible
lorsque le polynome K —K, est de degré 0. Or, 87l étail de degré
moindre, en divisant membre & membre les deux identités

GO =P —HeR,
GO —P— Hlehis

on aurait G(zs) sous la forme d'un quotient de deux fonctions
d’ordre inféricur a p. La fonction G(z) ne saurait donc étre
d’ordre p, comme on le voit de suite en appliquant le théoréme
de M. Hadamard.

Démontrons maintenant le point sur lequel nous nous sommes
appuyés, savoir que la dérivée d’une fonction entiére est d’ordre
au plus égal & celui de cette fonction. Considérons la fonction
d’ordre o

G(3)=ay+ a5+ ayz2+..
el une fonction majorante

M(r)=|ao |+ |ar|r=+...

La dérivée
G'(s)=aj+ 2025 +...
admet pour majorante la dérivée de 1L (r)
M (r)y=|a | +2]|as|r+....

Soient M(r) le maximum du module de G(z) pour
M, (r) la méme fonction relative & G'(z). Pour comparer ces
deux fonctions nous passerons par lintermédiaire des majo-
rantes. On aura

My (r) < U (r).

Or, pour R >, on a
M(R)
R#

lan| <

Remplagons dans 910(7) les coefficients | @, | par les seconds
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membres des inégalités précédentes. 11 viendra

%7 nrn—t

t i .
My(r) < M(R)(E i e g o iy

La série entre parenthéses est la dérivée de

r r? tidzigpen, Sl .
e U e iR R
SE
5 g l“'—“’ et ’on a
Elle est donc égale a 5>
M(R)R
M (r)< ————(_li—/')f-

o) Ty 1
Prenons R =1+ =5 81 I'on a

M(z)< ertte,

on en déduira

M (7) »(e»‘

et, par suile, ' i3
My(r)<e*
quel que soit ¢/, pour une valeur assez grande de 7. La proposition
énoncée est donc démontrée. .
: 3 ¥ lexpressi ‘équation excep-
Done, en résumé, en prenant leXple:IOn' d equallonl = ‘[
tionnelle dans son sens le plus large, on peut enoncer le théoréme
suivant :
19 Powr une fonction entiére dont Uordre r’est pas entier,
il Wy a pas d’équation exceptionnelle; i
we Il y a une équation cxceptionnelle, au plus, si PVordre

est entier.
V. — Extension aux fonctions méromorphes.
Nous allons étendre ces résultats aux fonctions méromorphes

et nous en déduairons une classification de ces fonctions. i
Définissons d’abord Pordre d’une fonction méromorphe. Soil

(o}

(=
)

==
Bl
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une telle fonction, I et G étant des fonctions entiéres. Liordre
de f(z) sera, par définition, le plus grand des ordres de F et
de G. Cette définition appelle une remarque : Nous devons
supposer que les fonctions I et G sont les fonctions entiéres
d’ordre minimum dont le quotient est égal a f£. 1l ne suffit pas de
dire que ' et G n’ont aucun zéro commun, car la multiplication
des deux termes de la fraction par ¢"'¥)) H élant une fonction
entiére, augmente 'ordre sans introduire de zéros. Pour éviler
toute difficulté on prendra, pour F, un produit canonique de
facteurs primaires admetlant pour zéros les poles de f(z). Alors
la fonction G se trouvera déterminée.

L’ovdre ainsi défini reste invariant lorsqu’on effectue sur f une
transformation homographique. Posons

af +b aG - b1

ef —d el dl

@, b, ¢, d, élanL qualre constantles telles que ad — be =~ o. Les
deux termes de la fraction sont d’ordre p; Jiest done d'ordre g
au pl

La transformation homographique ne peut done élever
lordre d’une fonction méromorphe. Elle ne peut non plus
I’abaisser, car alors la transformation inverse, qui est de méme
nature, ’éleverait.

Nous allons étendre cette notion de transformation homogra-
phique au cas ot @, b, ¢, d sont des fonclions entiéres d’ordre
inférieur & p. La propriété d'invariance subsiste encore. Tl est, en
effet, évident que si lon pose
Gi=@aG 0L,

Fi=¢G <+ dF,

Gy et Iy sont, au plus, d’ordre p. Mais, inversement, on a

i R AT
s ad—be '
F=— i)
‘. ad — be
el, par suile,
: dG— b,
= — ¢G4 aF, -

L'ordre de f est donc, an plus, égal a celui de f£,. 1l en résulte
que les deux ordres sont égaux.
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Mais I'importance de cette notion apparaitra encore plus nette-
ment par les considérations suivantes : Elle va, en effet, nous per-
mettre de distinguer, pour les fonctions mérc.xmorphes, L’rovxs cas
correspondant & ceux déja signalés par M. P)carrl et p.r(:cci_lem\w
ment rappelés, relatifs au nombre des équations exceptionnelles.

Pugyin cAs. — Parmi les transformées homographiques
de f(3) ne figure aucune fonction entiére.

Soit

une transformée. Alors P’équation cG—Q—ch:.o admet ]).ien,
quels que soient ¢ et d, le nombre de racines qui est canonique
pour une fonction d’ordre p. Si, en effet, e]le’eu adn.leLL'zu.L 1110}115,
on pourrait {ormer une fonction entiére d 01‘.(11'e inférieur & o,
avant les mémes racines; soit M(z) cette fonction. Alors la fonc-
s ; M(aG-+0bL)

M) i (B )= = G R

serait une fonction entiére puisqu’elle n’admettrait p'lus de ],xfﬁ‘les.
Mais les deux produits M, Mb& seraient des 'foncnr,ms enlicres
d’ordre inférieur & p. Cette fonction M f, serait donc une %mns—
formée homographique de /; et notre hypothese ne serait pas
vérifide. ; *. ; "

Le premier cas est done caructémsé.par ce fait q'u auc'une es
équations ¢G 4+ dFF =o n'est exceptionnelle, les fonctions en-

lidres ¢ et d étant d’ordre inféricur a p.

Duuxtine cis. — Parmi les transformées figure une fonction
i 7 " Yo 7 2
entiére, mais pour cette fonction le cas d’exception de
M. Picard ne se présente pas
Soit v(s) cette fonction. Posons
e S
(e) ="y

On aura inversement
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Une transformée quelconque sera de la forme

Sl Af+B (Ad—DBe)y-+Ba—Ad
L= CfED T (Cd—Die)y+Da—0Ch:

Etudions au point de vue du nombre de ses racines I'équation
Ji(z)=o0

et cherchons si cette équation peut étre exceptionnelle. Je dis

qu'on peut se borner, pour étudier ces racines, & égaler a o le

numérateur, En effet, on introduit bien ainsi en trop les racines

communes au numérateur et au dénominateur, mais ces racines

vérifient Iéquation

(Ad—Be)(Da—Ch)—(Ba—Ab)(Gd —De) =0,
qui peut s’écrire, comme I'on sait =

(AD —BC)(ad — be)=o.

L’exposant de convergence de la suite de ces racines est donc
certainement inférieur & p el mos conclusions n’en seront pas
altérées.

Le numérateur est, en général, une fonction entiére d’ordre o
non exceptionnelle, puisqu’il en est

ainsi de . Il y a cependant
un cas d’exception : c¢’est celui ot Pon a

Ad— Be =o.

Dans ce cas, Péquation /= o est telle que I'exposant de conver-
gence de la suite de ses zéros est inférieur 4 0. Or, dire que

¢’est dire que I'on a

f s B

J(s)=— A

Nos conclusions sont donc les suivantes : Parmi les équations

de la forme précédente, ot A et B sont des fonctions entiéres
) 4 et e L . -

d’ordre inférieur a p, il y en a une, et une seule, telle que

Uexposant de convergence de la suite de s

s 5éros soil inférieur
ap. Gest 'équation

Ce cas correspond 4 celui ot le nombre des équalions excep-
tionnelles est égal & un, dans le théoréme de M. Picard,
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TrorstiME cAs. — Parmi les transformées figure une fonc-
tion enticre, et cette fonction se lroupe dans le cas d’exception
de M. Picard.

Soit

cf+d

celte fonction. Son ordre p, qui est 'ordre de /i, est nécessaire-
ment entier, et l'on peut poser

y{z)= MeP&,

M étant une fonction entiere d’ordre inférieur & p et P(z) un
polynome de degré p exactement. On voit aisément, en reprodui-
sant le raisonnement déja fait dans le premier cas, que la fonc-
tion ’T(l est aussi une transformée homographique de f. il en ré-
W
sulte que parmi les transformées figure une exponentielle. Clest
la ce qui caractérise ce cas.
Mais, inversement, on aura
" Aele B
79 = germ D’

A, B, C, D étant quatre fonctions d'ordre inféricur & p. Gonsi-

dérons alors une transformée quelconque

Ji(e) =2

on en déduit
. [aA+bC)e’e+aB+ 6D
Silz)= [¢A—dC|eP™ +cB+dD

Considérons encore 'équation f,(5)=o. Pour étudier la suile
de ses racines, on peut encore ici se horner a égaler a o le numé-
rateur. On trouve une fonction d’ordre p, en général non excep-
tionnelle. Elle le devient dans les deux cas suivants :

aB+bD =o,
aA+bC=o.

Dans ces deux cas l'exposant de convergence de la suite des zéros
est d’ordre inférieur a p. Ils correspondent visiblement aux denx
B. 5
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équations :
S(z)=

ol b
o
=
=
b
Z
Il
o

a et b étant d’ordre inférieur a p, la suite des séros a pour
exposant de convergence o, sauf pour deux équations excep-
tionnelles.

Nous avons done épuisé tous les cas, puisque le troisiéme ren-
ferme tous ceux qui étaient exclus par les deux premiers. La
généralisation du théoréme de M. Picard est donc compléte. De
plus, nous avons, dans chacun des cas, mis en évidence un fait
caractéristique de ce cas. Le premier estle cas général. Les autres
ne se présentent (ue si, parmi les transformées homographiques,

figurent des fonctions enti¢res. Dans le troisiéme cas, une des

transformées est une exponentielle.
Nous pourrons done énoncer le théoréme suivant :

L'tant donnée une fonction méromorphe f(z) d'ordre p et
une autre fonction méromorphe quelconque ¢ (z) d’ordre infé-
rieur, parmi les équations

il n’y en apas en général d’exceptionnelles, et, s'il y en a, il
yen adeux au plus.

CHAPITRE IV.

LES SERIES DE FRACTIONS RATIONNELLES.

[. — La décomposition en ¢léments simples.

C'est 4 I'étude du développement des fonctions méromorphes
sous la forme d’une série d’éléments simples, ¢’est-d-dire d’une
série de fractions rationnelles dont chacune posséde un seul pole,
que nous allons nous attacher maintenant. Nous éludierons aussi
les relations entre cette forme et celle du quotient de deux fonc-
tions entiéres quinous a déja servi dans le Chapitre précédent.

On obtient d’abord aisément des fonctions méromorphes dé-
composées en éléments simples en considérant la dérivée loga-
rithmique d’une fonction entiére. Soit une fonclion entiére de
genre p :

Considérons sa dérivée logarithmique. Clest une fonction méro-

P17
L+ ——J,
7
"ll

et elle est justement donnée sous la forme d’une série de fractions

morphe

rationnelles dont chacune posséde un seul pole.

Onn’obtient ainsi, bien entendu, que des cas trés particuliers de
fonctions méromorphes, mais il arrive souvent que de telles fone-
tions se comporlent comme des dérivées logarithmiques de fonc-
tions entiéres. On sera conduit tout naturellement & considérer
des développements en série dont I’élément simple sera de la
forme

1 3 Zb—1
A,,[” e il O ,

A—dp U i . ah

les A, n’étant plus maintenant des nombres entiers. Si ces
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nombres A, ne croissent pas trop vite, si, par exemple, ils restent
inférieurs a une quantité fixe, le développement que nous consi-
dérons sera analogue & la dérivée logarithmique d'une certaine
fonction entiére de genre fini p. Mais la restriction que nous
1Mposons ainsi & A, a Pinconvénient de ne faire s’appliquer de
tels développements qu’a une catégorie trés restreinte de fone-
tions méromorphes. Il est aisé, en ellet, de concevoir des exemples
trés simples de ces fonctions ou les A, (résidus relatifs aux
poles @,) croissent trés vite. Remarquons que I'élément simple
que nous avons écril peut aussi s'écrire

et méme, si les A, grandissent trés vite avec n, on peul Loujours
prendre p assez grand pour que cetle série converge. Si, par
exemple, on prend A, = ajy, il suffira de prendre p > n pour que
la série converge. Si alors on veut conserver l'analogie avec une
dérivée logarithmique de fonction entiére, c’est une fonction
entiere de genre infini qu'il faudra considérer.

Donnons-en un exemple. Considérons la série

1
—n)(s—n—e

=X

qui est manifestement convergente. Formons une fonction entiére
ayant pour zéros les poles de f(z); ce sera

=\
G(z :I I T |} &
( n
Clest bien une fonction de genre wn, car les deux séries
-l T
2w ¢ Zneen
(n—+e—n)2

sont convergentes. Je dis que le produit f(z)G(s) est une fone-
tion entiére d'ordre un. En effet, c’est d’abord certainement une

Y

/

e A
n-e;"

fonction entiére. Pour avoir son ordre, nous chercherons le maxi-

T

mum du module de /(5) sur des cercles de rayon n + ~. On voil

LIS SERIES DE FRACTIONS RATIONNELLES. G\j

aisément que sur ces cercles on a

|f(:.)|<8+2<§)2+2<§>2+...
Soit /& la somme de la série ci-dessus, qui est éyidemment con-
vergente. On aura donc sur ces cercles
|f(2) G (=) < k|G(=)]-
Comme G(5) est d’ordre un et que d’autre part ces cercles sont

suffisamment rapprochés, on en conclut bien que f(z)G(s) est
d'ordre un. f(z) est donc une fonclion méromorphe d’ordre wn.

Décomposons-la en ¢léments simples. On aura

f<“”)=2[:fn_’w—jn1'

Mais la série qui est dans le second membre n'est plus absolu-
ergente si 'on supprime le crochet. Pour larendre con-

ment conv. :
vergenle, on sera forcé d’ajouter & chaque terme un polynome

dont le degré croftra indéfiniment avec 2. Nous sommes justement
dans le cas que nous avons signalé.
: : ,

Laissons de coté cette analogie des fonctions méromorphes et
des dérivées logarithmiques et considérons un développement en
éléments simples (1).

Soit d’abord un développement de la forme

=X 20

La premiére question qui se pose est de savoir & quelles con-
ditions ce développement représente une fonction méromorphe.
1l suffit pour cela : 1° que @, croisse indéfiniment (2) et 2° que la

série Zs“:—z

(') Pour simplifier U'écriture, nous supposerons, dans tout ce qui suit,

simples. ; 1, . c
(?) Si @, ne crolt pas indéfiniment, mais tend vers une limite a, on peut, par
St

la méthode que nous allons exposer, étudier la fonction f£(z), qui a alors le

! s ; ;
converge. En effet, si s est distinct d’un point ay,

les poles

point @ comme point essentiel.
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on peut écrire

‘. 7 A A
et les deux séries, dont les termes généraux sont < Bt ——"—con-
n @

vergent absolument en méme temps. Si le poinl s vient dans
P'entourage d’un point @,, en retranchant de la série le terme
correspondant, on obtient une série convergente, méme en a,. On
voit ainsi que f(5) admel Lous les points @, pour poles simples
et n’admel pas d’autres singularités & distance finie.

Nous n’irons pas plus avant dans 'étude de ces développements
quand on ne fait pas d'autres hypothéses. On peut évidemment
espérer trouver, dans ce cas, des résultals trés généraux et trés
intéressants. Mais leur généralité méme est un inconvénient. Ils
ne peavent, en effet, éire d’aucun intérél dans Détude des diffé-
rentes classes de fonctions méromorphes, ce qui esl surlout nolre
objet. Nous allons, au contraire, augmenter le nombre de nos
hypothéses, ce qui réduil nécessairement le nombre des fonctions
auxquelles s’appliqueront nos résultats.

A,

a, |
facons, soit. qu’on suppose que les A, tendent rapidement vers o,
soit que les a, croissent rapidement. Clest surtout ce dernier cas

La convergence de la série peut étre obtenue de deux

gui va nous intéresser. Mais nous tenons i montrer qu'il est, en
somme, asscz particulier. A priori, en effet, on n’a‘aucun
renseignement sur la croissance des a,. On pourra, par exemple,
; ; o
supposer soit @, — ]oglmg ... logn, soit @,=e**": dans chacun
de ces cas, on peut choisir les A, de maniére que la fonction soit
méromorphe. L’hypothése que nous faisons est done, théorique-
menl, trés restrictive; elle Uest moins en pratique, car elle est
vérifiée le plus souvent par les fonctions méromorphes qui se
présentent actuellement.
. , 1
Nous supposerons donc que {a,,] soit de degré (—) On aura
e
done, pour n assez grand et quel que soit le nombre positif ,

L—e Lie
n?  <|ap|<nf .

LES SERIES DE FRACTIONS RATIONNELLES.
On pourra donce poser
1

|anl= np+en, lime, =0,

; 3 et
| ir ssi . sont les zéros d'une fonctio
el I’on pourra dire aussi que les an

o Sl el
entiere d’ordre p & croissance régulic

Sries ¢ iques.
1I. — La convergence des séries canonique

5 8 ituer tveloppement précédent un
De plus, nous allons substituer au dévelopy P

4 Ap
léments simples un peu plus général. Nous

-
b

> Lsnrer o PO
€, mais (Ill’OD peuL assurer sa convergence

développement en €
supposerons que la série

n’est plus convergent
s g
en lOlIlEll}[ 4 chaque terme un certain )olyuomc. Au SU]Gt de ces
a I}

i : usallons
polynomes, nous ferons une remarque. La méthode queno
sui;*re est, en somme, celle de ‘Weierstrass. 1
iy i ail étai iours formé par les pre-
Le polynome qu'il retranchait était toujours [o I ]

¢ ~; de méme, le polynome
miers termes du développement de = , le poly

isal S s ses facleurs primaires provenait
qu'il introduisaiten exposant dans ses lacl ! II- : L_E] s
de celui-la par intégration. Plus tard, M. Mittag-Lelfle
ec -la ps o LA V 18- B
ffranchi de cette forme particuliere de polynomes et en a intro
0 : S 1 / 1 (] o OTe a o o
luit de forme plus arbitraive. Mais, dans des recherches du genre
dui . ; R .
le celles qui nous occupent, il n’y a aucun inlérét a introduire
ae LLes 18 )
ainsi des polynomes assujetlis a la se i
nce de la série. Les séries de polynomes sont, en eliet, un
i . i ] ! aisse;
des instruments de calcal les plus compliqués que I on coun(‘ . i
\ b 1,
importantes en ce sens qu elles s’appliquent A des
dans I’étude de fonctions

ule condition d’assurer la con-

elles sont trés - :
catégories Lrés larges de fonclions; mais, 7 caciens

i es, nous aurons toul intérét 4 n employel que des poly
=3

rticuliér g
. ¢'est ce que nous ferons

nomes d'une forme bien délcrfninéc; . G
toujours. Nous appellerons série canonigue .e onc : :menc
nelles une série dont’élément simple sera une I(IJ.nc??.u ra 11?] il
4 un seul pole, dont le numérateur sera de degrc‘mlmll(leur ;rcmiers
minateur, diminuée d’un polynome oblenu en prenant lesy

ion sul § puissances
termes du développement de cette fonction suivant les puis

croissantes de z.
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Dans le cas (auquel nous nous bornerons) des poles simples,
les éléments simples seront donc

I . 1 z

— ==
3—dap, [ an( s —ay)
1

i — a,

T

S —day

La série canonique sera donc

A A
fai= 3 (;) ;

ce que nous écrirons symholiquement

=3 |~_% = (—\7),]

en représentant par
Ay ]
(s — Gl

5 4 A
les ), premiers termes du développement de —~— .
33— ay

5 o 2h ;

Cherchons 4 quelles conditions la série précédente convergera
el représentera une fonction méromorphe. Je dis que, sil’on pose
rp=|a,|, cette condition s’exprime par la convergence de la

série entiére
A
E ’_"‘ ki
s

Si l'on forme, en effet, le rapport des modules des termes corres-
pondants de ces deux séries, on voit que ce rapport a pour limile
zéro. Par suite, si la série précédente converge, il en est de méme
de la premiére,

Nous avons déja fait une hypothése sur la croissance des zéros ay.
Nous allons en faire une aussi sur la croissance des résidus A
Remarquons que, si on a

£y =pD,

o

LES SERIES DE FRACTIONS RATIONNELLES.

A

on en tire
G(.alr)_

F'(an)

R

Nous avons écarlé le cas ot F'(,) était trés pelit, pour nous
borner & celui ot G(a,) est trés grand. Tout ce qu'on peut dire
d’ailleurs sur cette fonction d’ordre p, c’est qu’elle est inférieure

Frethi s el s0it € pour rya
a e, quel que soit e po 1 s
au moins en général, la croissance en divisant par F'(@,). On doit

z grand. Onne diminuera pas,
donc supposer
A iers ",

(est la plus petite limite supérieure qu’on puisse imposer i | A, [;
mais rien n’empéche de supposer que celte quantité est notable-
ment inféricare a cette limite. Si donc nous posons

[Ay|= erg*™m,

n, sera, soit positif et alors trés petit, soit négatif et quel-
congque.

Nous avons posé
J

Tn= np+en,

On aura donc

; ¢+Nu
PA, 1= ent ¥,
Posons
g==n
E W il
P+ en

On pourra dire que, quelque petit que soit donné le nombre
positif, on pourra toujours prendre n assez grand pour que

0,9,

P'inégalité n’ayant pas licu forcément en valeur absolue. On aura

alOl‘S

[ Apl= an—nn.

Nous allons maintenant déterminer le nombre %, par les
condilions suivantes. Considérons le plus petit nombre p;, qui
3 5 ) ! sl
s0il supérieur & la fois & — et & 20,. Quand 7 croit indéfiniment,
n

ce nombre tend vers zéro. On aura d’ailleurs évidemment, en vertn
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de la maniére dont p., est choisi,
el — Y > IlL;
T sera alors déterminé par 1'égalité suivante :
rhn—= gn'tt,
ot y, désigne le plus pelit nombre supérieur a i, et rendant
entiére expression

nltpy

logry

Ces nombres p, tendent également vers o el vérifient aussi

Pinégalité

"=

— 0 —-
£ n

Les ), élant ainsi déterminés, considérons la série canonique

%

Je dis qu'elle converge pour toute valeur de z différente des ;-
Il suffit, pour cela, de démontrer la convergence de la série sui-

Z | Ap| e {
e
i "

Je vais démontrer de plus que celte série définit une fonction
eatiére d’ordre p. Rappelons qu’en général la série

définit une fonction entiére si \/;,—, tend vers o.
Or, nous ayvons

vante :

140, Lipn v
|A,,|: en'tn — pn' T aln P — ,,L,,n =t |

Le terme général de la série est donc

7ha

7 hull=nlu—tn)
n
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Dni— o . N
Formons 'y/c,. Cette quantité est égale a

) §
— I

pl—nlnt L
n AT
Y n

en vertu de I'inégalité
1
pn— 0> =

Cette expression tend bien vers o quand 7 croit indéfiniment.
L’ordre de la fonction enti¢re sera la limite de

si celle limite existe. Or, on a

logh, = (1 pn)logn —loglogry,

ct 'on en déduit sans peine que P'ordre est égal & p.

IIl. — Cas de la distribution ordinaire des pdles.

Considérons maintenant une fonclion méromorphe quel-
conque

—

S = p

F et G étant d'ordre p. Nous allons supposer la distribution des
zéros de F(z) ordinaire. Voici ce que nous entendons par la.
Si @, est un zéro simple, nous supposerons que l'on a

[Ei(@n)]|> e~

Nous dirons, au contraire, que la distribution est extraordi-
naire, si, pour une infinité de zéros, on a

|F' (@n)| < en'™™.

Nous reviendrons plus loin sur la distribution extraordinaire,
mais nous lenons 4 signaler, dés maintenant, que le cas de la dis-
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tribution ordinaire est, en somme, le cas général. Clest, en effet,
comme nous le verrons plus tard, le cas o les zéros ne se rap-
_prochent pas indéfiniment deux par deux (!).

Nous allons montrer que, dans I'hypothése faite de zéros &
croissance réguliere et distribués d'une fagon ordinaire, on peut
décomposer la fonction f(z) en une série de fractions rationnelles
canonique, augmentée d’une fonction entiére, dont I'ordre ne
dépasse pas p. Ce développement sera alors absolument analogue
A celui d’une fraction rationnelle en éléments simples, angmentés
d’un polynome de degré inférieur a ce qu'on peul appeler le
degré de la fraction rationnelle.

o . 5 A Gla
En effet, connaissant les poles a, et les résidus A, = l-‘tTu;’
3

nous pouvons déterminer les nombres entiers Ay de facon que la
série
Ay shn

— V! 4
Ap )y

représente une fonction méromorphe. Considérons alors la diflé-
rence
H(s) =f(5)—/1(5).
Cest une fonction entitre. Je dis qu'elle est d’ordre o au plus.

On a, en effet,
G(5) — f1(5)F(3)
F(s)

H(z) =

et tout revient manifestement & établic que le produit /i F est
d’ordre p au plus. Nous allons, pour cela, entourer les poles a, de
cercles assez petits pour qu'ils ne recouvrent pas tout le plan et
s — ay| soit assez

suffisamment grands d’autre part pour que |
grand. Soit R, le rayon de celui de ces cercles qui entource .
Supposons

Ry=

T .
Leur surface sera, au plus, =¥ ', et cetle surface scra finie
i

pourvu que 2§ > 0. Cherchons alors & limiter la fonction f; dans

(*) Notre définition peut s'étendre au cas des zéros multiples, ensupposant que
¢’est la premiére des dérivées non nulles de F qui vérifie de telles inégalités.
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une région intérieure 4 ces cercles. On aura évidemment

FASIEDY

La (onetion entiére qui est dans le second membre est d’ordre p.
Elle différe, en effet, trés peu de la fonction que nous avons
étudiée il y a un instant, et les raisonnements et les calculs faits
sappliquent presque sans modification. Dans une telle région,
le produit f; F sera donc aussi inférieur & une fonction d’ordre p.
Comme, d’autre part, nous savons que ce produit délinit une
fonction entiére, nous pouvons affirmer que le résultat subsiste
méme dans la région exclue du plan.

Pour cette derniére partie du raisonnement, il est essentiel de
supposer que l'on peut tracer dans I'aive non exclue un contour,
enticrement a distance finie, renfermant a son intérienr I'un quel-
conque de ces cercles. 1l faut remarquer que la condition que
nous ayons imposée a I'aive totale d'¢tre finie n’est pas suffisante
pour cela, Il est facile d’imaginer des cercles d’aire finie et tels
qu’on ne puisse tracer de conlour remplissant les conditions pré-
cédentes. Supposons, par exemple, que les poles soient les points
d’abscisses 1, 1 +- i 14 »; 4+ .—;; -+ situés sur I'axe des quantités
véelles. (Ces points s'éloignent évidemment & I'infini.) Tracons,
de ces points comme centres, les cercles de rayons 1, i, %, i
Ces cercles empittent les uns sur les autres. La région qui leur
est intérieure forme un continuum d’un scul tenant qui s’éloigne
a Dinfini, et cependant l'aire totale en est finie. Nous serons
cerlains d’éviter ce cas d’exception en ajoutant la condition que la

somme des diamétres reste finie, c’est-d-dire que la série 2,\

soit conyergenle ou que s > p.

On peut donner une condition un peu plus avantageuse. Il
n’est, en elfet, nullement nécessaire que la somme des diamélres
reste finie : il suffit simplement que Ja somme des diamétres des
cercles exclus correspondant & des poles de module inférieur a »
soit inférieure a . Si Pon désigne par au, @uy les deux poéles
dont les modules comprennent r, on devra avoir, par exemple,

32 Rp=ir
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3N
2 B L
T o
32 ;< ne.
np

Et, en remplacant cette somme par une intégrale définie, ce qui
en accroit la valeur, nous voyons qu'il suffira que 'on ait

JAAS 1
n NP,

et pour cela il suffit que Von ait p —s <1 ous >p —1. Clestla
valeur que nous voulions obtenir.

Nous avons donc établi le théoréme fondamental que nous
avions en vue. On aura bien

S(z)=fi(s)+ H(z),

/1 étant une série canonique et I une fonction enticére d’ordre g.
Remarquons que, ici encore, on pourrait faive disparaitre cetle
fonction H en en répartissant les termes entre les éléments simples,
mais nous perdrions aussi le hénéfice de la forme bien déterminde
de la fraction simple, terme général de f, (z).

IV. — Remarques sur les séries générales
de fractions rationnelles.

La méthode que nous venons d’utiliser, et qui consiste a exclure
du plan de petits cercles entourant les péles, peut s’appliquer,
d’une maniére trés générale, a 'étude des fractions rationnelles,
méme lorsqu’elles ne représentent pas des fonclions méromorphes.
Nous allons en dire quelques mots.

Nous ne ferons aucune hypothése sur la position des poles dans
le plan. Nos hypothéses porteront seulement sur I'étendue de la
portion exclue du plan.

Etudions d’abord le cas simple ot les poles sont des points de
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I'axe réel. Considérons une expression

o o

A,, @, étant des constantes réelles et a, une variable réelle. Nous
ne savons rien sur la distribution des points @, : ce sont des points
d’un segment AB de longueur . Entourons chacun d’eux d'un
petit segment de longueur 2w, (@, ¢tant le milicu du segment) et

excluons du segment AB toule la portion intérieure & ces seg-
ments, ¢’est-d-dire tous les points d'abscisse comprise entre @, — u,
et a,+ w,. Lia question qui se pose est alors la suivante : Peut-on
choisir les w, de facon 1° qu’il y ait des points de AB intérienrs a
tous ces segments, el 2° que, pour ces points, la série (1) converge?

Pour fixer les idées, supposons la série 2 \/|—A—u[ convergente.
On peuat alors déterminer un nombre p tel que, si l'on prend
Uy =7, \/[.i_\,;|, il existe des points pourlesquels les conditions pré-
cédentes soient remplies. En effet, pour un point intéricur anx
segments exclus, on a

I
[l T 2;‘/1 An-
La séric converge donc bien. D’aulre part, la série
g part,
2 | #n|=p 2 V/l Au

étant convergente, on peul toujours supposer p choisi de maniére
que sa somme soil inférieure a ar Alors la portion lotale exclue

du segment AB est inférieure & AB. On peut regarder comme
évident qu'il y a des points de AB extéricurs a la portion exclue.

Nous allons d’ailleurs démontrer ce poinl en loute rigueur.
Dirve qu'il n’y a pas de point extérieur aux segments exclus, c'est
dire que tout point M de AB est intérieur (') au moins & un de
ces segmenls, ou coincide avec une de ses extrémités. Je dis qu’on
peut écarter cette derniére hypothése. On peut, en effet, aug-
menter chacun des segments 2w, d’une trés faible portion de sa

(') Nous prenons, dans ce qui suil, lec mot intcrieur dans son sens le plus
restrictif.
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valeur, de fagon que lasomme des nouveaux segmenls soit encore
inférieure & AB. La chose est manifestement possible. Posons, en
effet,

').S Wiy =10,

Choisissons un nombre ¢ entre @ et b. Substituons & chaque
segmenl 21, un segment ayant pour longucur

iC

b

2y = 2y

et ayant méme milieu @, que 2u,. On aura

(4
2 E u',,:—&z E U =6 Lt

C’est ce que nous voulons établir. Nous raisonnerons désormais
sur ces nouveaux segments que nous continuerons a appeler 2 u,.
Nous voulons montrer qu'il est impossible que tout point M de AB
soit intérieur & un au moins de ces segments; je vais montrer que
si ce fait était vrai I'on pourrait, parmi ces segments, en choisir
un nombre limité tel que tout point M de AB soit intérieur au
moins 4 I'un d’eux. Si nous éltablissons cela, le théoréme sera
démontré, car la somme de ce nombre limité de segments étant,
a fortiori, inférieure & AB, ils ne sauraient épuiser tous les
points de AB.

Pour démontrer le point sur lequel nous nous appuyons,
supposons-le inexact. Alors, quelque grand que soit donné le
nombre ¢, on pourra trouver des points M tels que le vang des
segments les conlenant soit 2 >>¢. Divisons en denx parties égales
le segment AB. L'une des deux parties jouira de la méme pro-
priété, et ainsi de suite. Nous formons ainsi une suite illimitée
de segments w tendant vers un point limite p intérieur a AB.

Clest ici que se pré
4 AB est intérieur & un des segments, 21y par exemple. Mais on

ente une contradiction; p élant intérieur

peut choisir un segment @ qui soit entiérement intérienr au seg-
ment 2u,. Pour ce segment, il ne saurait donc y avoir de point M
tel que le rang d’un segment quelconque le contenant soit supé-

rieur & un entier quelconque ¢, puisque, pour Lout point intérieur
4 w, ce rang est U'entier déterminé /4. La proposition est donc

démontrée.
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Nous allons simplement supposer la série Z i, convergenle

sans rien supposer sur sa somme, et nous allons montrer que,
sur un segment A'B'=a/, aussi petit qu'on voudra, intérieur
4 AB, il y a des points extérieurs & ces segments. On peut tou-
jours, en effet, prendre n assez grand pour que

= r

\ 1 @
Du< e

n—41
Entourons alors les » premiers points @, da, ..., a, de seg-

s P s Ll

ments 23, 2&, ..., 25, dont la somme soit inférieure 4 = (par
2
Copas sat . X

exemple, chacun des ¢ sera inférieur a ﬁ) Si nous substituons

aux segments 21, ..., 24, les segments 2¢,, ..., 2¢,, le théo-
réme précédent s’appliquera; la somme des segments exclus est
inféricure a o, et sur le segment @’ il y a des poinls extérieurs
aux segments exclus, rendant, par suite, convergente la série
Ah‘ o ASEeRES Ed l e
——"_, puisque c’est ainsi qu’on a choisi les u,.
x—an
AI“]
—r,
P
(“
entiers positifs, et p étant inférieur & ¢. Siles A, sont suffisam-
ment petits, il y aura sur le segment o-1 une infinité non dénom-
brable de points rendant convergente la série, et, cependant,
chacun d’eux sera voisin d’une infinité dénombrable de poles de
la série. Pour bien préciser, nous rangerons les poles dans Pordre

Donnons comme exemple la série 2 p et g étant deux

suivant. Nous ferons ¢ =2 avec p =1, puis =23 et p =1,
P=2,..,g=navec p=1,p=2, ..., p=n—1; le rang du

pble % sera alors inférieur & ¢2. Si 'on pose A, ,— A,, on aura

n < ¢*. Sil’'on prend, par exemple,

la série 2 /A, sera convergente, car on a

1
An< VA, <

2+

et l'on est bien dans les condilions requises.
B. 6
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Le principal théoréme établi dans ce qui précéde s’étend au cas
oii 'on considére, au lieu d’un segment de droite, un arc de cercle.
11 s’appliquera de méme & un angle ayant son sommet & I'origine.
Si 'on convient d’exclure du plan 'angle compris entre les deux
droites d’argument 2, == 0, (2, étant 'argument d’un p(‘)‘le), on
pourra dire que, dans tout angle intérieur a I'angle t-ota!_, flgurent
des droites non exclues, les w, étant simplement assujettis d rendre

somme élant inférieure a Pangle

la série Ew/, convergente,
considéré.
V. — Application aur fonctions méromorphes.
Appliquons ces résultats & un exemple simple. Considérons

sa=TI(-2)

nl

une fonction entiére

converge pour une valeur de s

el supposons que la série 2

inférieare 4 -« Autrement dit, lordre de la fonction entiére sera
2

i BT B ) o

inféricur a - (elle est de genre o). Prenons la dérivée logarith

mique

(est une fonction méromorphe admettant pour p.(‘)les les
points a,. De chacun de ces points comme centre, décrivons un
cercle de rayon | a, 7. Sile point = est exlc’rieur.é tous ces cercles,
on aura | s — a@n|>>| @ [ et, par suite, on voil immédiatement

que la série converge, car

f(=)
J(s)

<E[al,l}~"-

Je dis qulon peat trouver des droites issues de I'origine et telles
que, en s'éloignant indéfiniment sur ces droites, la fonction
! Yt o
méromorphe tende vers o. Menons, en effet, de 'origine des lan
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gentes aux cercles exclus, L'angle de ces tangentes est
2arc sin | a7,
La série de ces angles converge en méme temps que la série

L s ;s T
—— et celle-ci est évidemment convergen lsque § < -.
Tap=s" c genle puisque s << = On

peut done trouver un nombre 7' assez grand pour que le reste de
la série limitée au terme de rang 7' soit inférieur 4 2w, et alors
on sera assuré, en vertu des théorémes précédents, qu’il existe
des droiles issues de I'origine ne coupant aucun des cercles relatifs
aux poles de rang supérieur & 1/ et coupant, par suite, un nombre
lini de cercles exclus. Alors, supposons que le point 5 s’éloigne i
Pinfini sur une de ces droites. A partiv d’une certaine posiltion, il
ne rencontrera plus aucun des petits cercles; le module de % sera

e e e Sy
done inférieur a 2 Tl Choisissons alors un nombre p tel que
"
»
I
DEnes
‘ulzl‘
Pt

¢ ¢tant donné d’avance. On pourra donc choisir des positions de z
sullisamment éloignées de Porigine pour que lasomme des termes
suivantle pi™¢ soit inférieure 4 e. Comme, d’autre part, les p pre-

% . . I
miers lermes sont des fractions rationnelles de la forme —% —,

2—an

leur somme peut étre, pour | 5| assez grand, rendue inféricure 4 «.
Dés lors, la valeur absolue de I sera inférieure 4 2= pour toutes

les positions suivantes de z. Le théoréme est établi.

Les droites dont nous venons d’élablir existence sont en
nombre infini et forment méme une infinité non dénombrable.
Cependant, il peuat arriver que 'on ne puisse trouver un angle
dont toutes les droites remplissent la condilion. Supposons, par
exemple, que I'on ait

L ]_:}e'?m
P ¢t g étant deux entiers quelconques; toute droite passant par
Porigine et d’argument commensurable avec = rencontréra un
pole. On ne saurait done trouver un angle, si petit qu'on’ le
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choisisse, tel que loules les droites intérieures & I'angle possédent
la propriété précédente.

V1. — Cas des fonctions méromorphes & péles simples.

On peut obtenir des résultals assez analogues aux précédents
:

en appliquant la méme méthode aux fonctions méromorphes &
péles simples

Posons |a,| = r;. Décrivons du péle @, comme centre un
4 e A
cercle de rayon 7. Supposons que la série EII—”l converge. Le
n
raisonnement précédent s’appliquera sans rien y changer sous la
T

seule condition que la série E —=y converge aussi.

n

Les hypothéses précédentes n’imposent aucune restriction a la

croissance des zéros. Les conditions précédentes sont compatibles
avec toutes les valeurs de s, pourvu que les A, décroissent suffi-
samment vite.

Il suffira, en général, de supposer que la série dont le terme
général est la moyenne géométrique des deux précédents con-
verge. Il est d’abord évident que, si les deux séries de termes géné-
raux u, et ¢, convergent, il en est de méme de la série de terme
Vi
Vra

doit converger. Inversement, supposons cette série convergente

énéral /e, vn, car o u, 9, <ty vy lei donc la série
) \

et choisissons un nombre s, tel que

ce qui entraine d’ailleurs

4‘/,._n.

En décrivant autour du péle @, un cercle de rayon rj, le raison-
nement s'appliquera & la portion du plan extéricure a ces cercles.

La condition est donc suffisante.
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o [ /A
La scule condition est donc la convergence de la série 2 Y ou

¥ 7n
ce qui n’introduit aucune restriction & la distribution dans le plan

2

des poles ry.

Nous allons, d'une facon un peu plus générale, chercher a
déterminer des courbes Crencontrant un nombre limité de cercles
exclus 7, en supposant Loujours qu’on ne sache rien sur la distri-
bution des points @,. Supposons que nous connaissions une telle
A

——"_ convergera. En effet,

courbe. Sur cette courbe, la série Dy
S ——

en mettant & part les termes relatifs aux cercles rencontrés, termes
qui sont en nombre fini et qui ne peuvent influer sur la conver-
gence, la somme des modules des autres lermes sera inféricure a
2'—;\,—:‘\ et, par suite, la série proposée convergera, puisque cette
derniére converge.

Cherchons d’abord les droites rencontrant un nombre limité de
cercles 7. Je dis qu’il y en a une infinité paralléles a une direclion
quelconque el comprises entre deux paralléles données a cette
direction. Soient, en effet, D et D' ces deux droites ( fig. 4). Consi-

Fig. 4-

dérons ceux des cercles 7, compris entre ces deux droites el pro-

jetons-les sur une perpendiculaire AB a D et D', La portion

de AB recouverte par ces projections est inférieure ou égale
a 22/',,. Or on peut toujours prendre n' assez grand pour que

o

22/',,-( AB.

n'+1

1l y aura done des points de AB extérieurs a tous ceux des
segments 27, d'indice supérienr & 2/, Si par ces poinls on méne
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une paralléle & D, elle coupera un nombre limité de cercles 7.
Ces droites formeront une infinité non dénombrable.

11 résulte de 1a qu’on peut tracer un contour polygonal rencon-
trant un nombre limité de cercles 7, et aussi voisin qu'on voudra
d’une courbe donnée quelconque G (fig. 5). Donnons-nous en
effet un nombre =. Tracons une tangente @b ala courbe C et, du
méme coté que la courbe par rapport & cclle langente, menons la
paralléle ed & cette tangente & la distance ¢. Entre ces deux droites
il y aura au moins une droite mn renconlranl un

nombre limité
de cercles 7,. Soit n le premier point de cette droi

te qui soit & la

Fig. 5.

7.
& ML~
& L
~

distance ¢ de la courbe. De ce point menons une tangente np a la

courbe et recommengons. Nous trouyvons une droite paralléle
4 np, soit m'n', rencontrant un nombre limité de cercles 7.
Deux cétés conséeutils du polygone que nous cher
formés par mm' et m'n'. En continnant ainsi, on formera un
contour polygonal d’un nombre limité de cotés (lmité en fonction
de ¢), coupanl por suile un nombre limité de cercles ru, el dont

tous les points seront 4 une distance de C inférienre 4 e, On peut
méme montrer

chons seront

l'existence de courbes jouissant des mémes pro-
priétés. Nous désignerons ces contours, v
le nom de courbes de convergence.
Sur une telle courbe, la sévie Z_\#
N n
convergente el définit une fonction continue. De plus, elle est
intégrable terme 4 terme. Son intégrale est la série

Z Aplog(z—ay).

On pourra done écerire, en appelant C une courbe de conyergence

fermée,
f/'(;) ds = [2 Aplog(s grzu)] ;

cctilignes ou non, sous

est uniformément
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R - ! . ‘ T
La valeur da second membre est 211:2‘1&,, étendue a tous les

poles intérieurs au contour (. C’estla une extension de l%:l flormu]fz
de Cauchy; le contour C peut, en effet, traverser des régions ol
la fonction cesse d’étre analytique.

Nous allons en déduire une conséquence importante. La foAnc-
tion f(z) ne peut éire nulle sur toutes les coul‘b.es C sans cLllle
nulle en tous les points du plan. En eflet, on aurait alors, quelle
que soit la courbe de convergence G,

:S A":: 0.
(¥

2 3 3 A Q
Mais, si on fait la somme des résidus de tous les poles, on
8, S : A
oblient certainement une série convergente. Il en résulte que
Ar= o0, quel que soit £. En effet, on pourra toujours trouver un
Aj=0;,

EIAM<IAM

p+1

nombre p tel que

(le nombre p est évidemment SUPél‘iCuI‘.ﬁ i). Figurons alors _1105
poims @iy Gy vvvy Ap. Nous pourrons.lou_]ours trouver }lne courbe
de convergence C renfermant le point an (lel, ne reu(ernlxant pz]ls
les points @y, as, ..+, ay; il suffit .de consxde’rer une C(‘)ur he cpm —
conque jouissant de celle propriété, et 1'01.1 pourra tou_]mvxlr:;
trouver une courbe de convergence assez voisine de cetle cour o
pour quelle remplisse les mémes conditions. Appliquons alors &
la courbe C le théoréme précédent. Nous aurons

:SJX"= (1
(#}

Les poles intérieurs a C sonl ay et d’autres poles d’indices Ltous
supérieurs a p. On aura donc
Ap+Apipte..=0,
Cetle somme ne peut étre nulle, car son module est supéricur i
1A/Ll—1 Apar—t.. -z

expression certuinement positive et non nulle.
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VII. — Fractions non décomposées en éléments simples.

On en conclut que deux fonctions ne peuvent prendre les
mémes valeurs sur toutes les courbes C sans étre identiques.

Nous allons élendre les résultats précédents 4 des séries de
On
pourrait objecter que cetle étude est inutile, puisque toute frac-
tion rationnelle peut étre décomposée en éléments simples. Mais
rappelons que les résultats obtenus ne s'appliquent que lorsque
certaines conditions sont remplies. Nous allons voir que certains
de ces résultats pourront subsister pour des fractions rationnelles
non décomposées en éléments simples, méme quand les conditions

fractions rationnelles non décomposées en éléments simples

analogues ne seraient plus vérifices aprés la décomposition.
Un exemple le montre immédiatement. Considérons le cas trés
simple d’une série de la forme

E_A"—,
(5 —an)(5—bya)

Sion la décomposait en éléments simples, on aurait

2 Ay < 1 1 )
bn— Gp \Z— Ap z— by

II serait donc nécessaire, pour pouvoir appliquer la théorie pré-
cédente, de supposer la convergence de la série

N A
A‘.b/l_(lul

Tragons autour des points a, ct b, des cercles de rayon ry
(pouvant d’ailleurs empiéter 'un sur I'autre). 11 est bien évident
que la convergence de la séric précédente n’est nullement une

v R A
conséquence de la convergence de la série El—l—fi Quelque
B
rapidement que converge cette dernicére série, on peut, en effet,
se donner a, et en déduire b, de maniére que la premiére série
diverge : on prendra par exemple
P P

by =t~

Je dis d’autre parl que, pour pouavoir oblenir des résultals
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bud 5 récé 1 : rergente
équivalents aux précédents, il suffit de supposer converg

la série 2 }fl Prenons, en eflet, dans cette hypothese, un
n
point 3 extérieur a la fois aux cercles précédents. On aura alors

5 an] > rar

|5 —bnl>ra
et, par suite, les modules des termes de la série de fractions ra-
: e Ay
1 indres ! — ourra
tionnelles seront moindres que ceux de la se11e2 — Onp
alors établir existence de courbes rencontrant un nombre limité
de cercles r,, et les raisonnements précédents pourront étre ré-
pétés textnellement. Le résultat énoncé est donc bien établi,

'S que nous avions éLé conduits

et 'on voit bien que les hypothés , .

4 faire précédemment ne sont pas indispensables pour Papplica-
tion du résultat. }

e Ty hv

Cherchons daps le cas actuel a étendre le théoréme de Cauchy.

Considérons donc une courbe de convergence G et 1‘ccherchm.1s

quels poles elle renferme a son intérieur. A un terme de la série

répondent deux poles, et deux cas sont a dislinguer suivant que

e - § : S

tous deux sonl intérieurs a la courbe C ou-qu'un seul lui est inté

rieur. Nous aurons la formule

=l /f(:-)d: :2 (2p,,,>,
S
en désignant le résidu relatif a un des poles ay 01} Bie Mal,s aux
deux points @, by répondent des 1‘ésidus.opposes. Les résidus
relatifs aux poles de la premicre catégorie ne figureront donc
pas dans le second membre de Dégalité précédente. L ,

Au contraire, ces poles interviendront ¢i Pon consideére le dé-

veloppement un peu plus général

Bray 1

i It 2 gl A
—an)(5—0bn) by—an 5—"bn ap—bn n

2‘ Ap—+Bpz Ap£Bobi 0 Ap
(=

les résidus relatifs & @, et b, ne se détruisant plus. Il peut alors
arriver que plusieurs des a, soient égaux. Il convient désA lors de
se demander dans quel cas un tel point sera encore un pole de la
série. En extrayant de la série tous les termes qui renferment ay,

nous aurons a considérer la série de ses résidus. Si elle converge
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il n’y a pas de difficulté : le point «, est un pole de la séric; sinon,
on n’a plus le droit de le dire.

Considérons enfin un développement en série de fractions ra-
tionnelles quelconques
; Pz
l/__):E Pu(3)
Qn(s)

Py, Qu élant deux polynomes en z dont nous supposerons les
degrés limités. On peut de plus, sans diminuer la généralité, sup-
poser le degré de P inférieur a celui de Q. En effet, il existe au
moins une valeur z de 5 rendant la séric convergente. Posons
alors

nous aurons

Fie)=f(a-+ £>~

P i)

Retranchons de chaque terme l'expression : Cela revient

o
a retrancher de la fonction une quantité ‘constante et limitée, On
pourra done écrire

G ST Qpla)
Qn,(& : Z)

Chacun des lermes entre crochets s’annule pourZinfini. On pourra

f{:):z M_Pn(ﬂc)

+f(2)-

donc écrire lous les termes sous la forme d'une fraction ration-
nelle dans laquelle le degré du dénominateur surpasse celui du
numérateur; c’est justement ce que nous voulions établir. Enfin
nous supposerons le coefficient de la plus haute puissance de =
dans Q, égal & 1. Nous poserons

Qu= a4 Bl am—t4.  + Bl = (3 —a,) (3 —b,)...(5— ku)

et
Pp=Ajlsm—t4. AL

Supposons qu'il existe une série convergente E”” telle que

[AB | et
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Décrivons alors autour de chacun des poles un cercle de rayon
| kg | et un cercle de rayon R ayant pour centre P'origine. Dans
la région intérieure i ce cercle et extérieure aux premiers, nous
aurons

it (Rt 1) =K,
el g

K désignant une constante déterminde. Alors la série de fractions
rationnelles sera uniformément convergente dans l'aire considérée.
11 faut, bien entendu, choisir le nombre & de maniére qu'il y ait
effeclivement des points intérieurs au grand cercle ct exlérieurs
aux petils.

VII. — Cas oix la distribution des pdles est quelcongue.
Nous allons maintenant étudier d’une maniére trés générale la

décomposition d'une fraction rationnelle en éléments simples.
Considérons d’abord Uintégrale

L/{:%d:,

J et o élant deux fonctions entitres en z. La valeur de celte inté-
i

; i f(s
grale esl, au facteur 2¢w prés, la somme des résidus de T_; rela-
ifs aux poles intérieurs & C. On aura
Sds o fla),
o (&) el O (1)
; : : . : F(s) 3 ¥
Appliquons cette formule a la fonction TR

F(z) Fla,) 1
= 2(s) _Z D (y) ¥ —dn

en supposant le point 5=z intérieur au contour C et les zéros

de @ Lous simples. ;
Supposons alors qu’on puissc trouver une suite de contours G,
Cay + ooy Gy tels que chacun d’eux renferme le précédent et tels
que Dintégrale du premicr membre tende vers zéro quand ces
contours s’éloignent tout entiers a Uinfini. Le nombre des termes
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du second membre croit alors indéfiniment, et I'on a ainsi obtenu

une décomposition de la fonction ;1;; en série de fractions ralion-
nelles.

Mais nous allons ticher d’arriver au méme résullal en ne suppo-
sant pas I'existence de tels contours, hypothése qui est en somme
assez restrictive. Nous supposerons qu’en introduisant au déno-

minaleur une puissance convenable de s 'intégrale puisse tendre
vers zéro. Nous écrirons alors I'égalité

8
il F(z)ds = F(z) o Flas) 1
2m ) smD(z)(s—w) amb(z) Ldald(a,) r—a, bl

R désignant le résidu relalif au pole s =o.
Pour calculer R, posons

d)—’) =Ag+A s+ A

On a aussi

Le coelficient de z~1 dans le produit )

B(z) i—w sera
Re_ M A A
am gm0t T ot

o v . " 3
S'il existe alors une valeur de m pour laquelle Pintégrale du
premier membre tend vers zéro quand les contours C s’éloignent
oo e ;
a I'infini, on en déduira le développement

F(=z) I( m

e i Lam-14 Y T S S
() 0 1 = Apog @ +~(1-(a.,,) G (1)
Transformons Pexpression de la maniére suivante posons,

suivant une notation que nous avons déja employde,

pm—i

ap

(") On peut, par exemple, obtenir sous cette
de cots. On trouvera le caleul détaillé duns le
mite.

forme un développement en série
Cours autographic de M. Her-
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Si alors nous remarquons que 'on a

1 1 ‘Z'fll-*l
— o — i e =
& — dy Qn @y,

c'est-a-dire

1 1 ferltd 1 -
T—a, \z—a)nw afw—ap’
la formule deviendra

Fw) Sl
R e e It vyl i G

Nous allons généraliser ce développement en supposant que
Jentier m vavie avee le contour Ci d'intégration, Considérons l'in-

tégrale
I am F(z)ds
1 z)P(3)
i ./Yh(a-n)[i 17__(;] J—!-Um—x(-’?)»
dd P (p) | @ —an T—aplm

Il,,_, désignant un polynome de degrém — 1 : c'est le résidu rela-
1if au pole 5 = o. Nous allons supposer que m varie avec & une
difficulté se présente alors. Dans la méthode précédente, quand
on passe d'un contour d’intégration au suivant, on introduit de
nouveaux termes de la série, mais on n’altére pas les premiers. Il
n’en sera plus de méme si m est variable. Pour éviter cette diffi-
culté, nous allons transformer la formule précédente. Appelons Iy
I'intégrale le long du contour Cj. Nous aurons

=1+ (Ta— 1) oo (1 — Tpmq)-
Désignons par I'y le contour G, , parI'y 'ensemble du contour Gy
et du contour C, parcouru dans le sens négatif, etc., par T'x Ien-

semble du contour Cy et du contour G parcouru dans le sens
négatif. Nous aurons

I,.,—_f+./+...+ i
D 5 T

Le premier membre de la formule devient alors

i am F(z)ds )
L_L_“[fl’.m ‘!“/1124‘...].



94 CHAPITRE 1V,

Nous choisirons I'entier variable )4, de sorte que la série dont

/ M F(z)ds

I, 3 B(3) (5 — @)
soit convergenle. Nous montrerons que ce choix est possible et
que cette série représente une fonction entiére. Comme, d’autre
F(z)
ol 3 5 d &(z)
est une série de fractions rationnelles, le développement que nous

le terme général est

part, la diffévence entre cette série ct la fonction proposée

avions en vue se trouvera établi.
Supposons que les conlours I'; ne contiennent aucun pole.

B (&

I
Alors, sur un de ces contours,

)
o) admetunmodule maximum My.

N Y i g
it aussi oy z s |. Enfi 1

Soit aussi ¢4 le minimum de [z — 2 |. Enfin soit Ly la longueur
du contour. Da moment que 2 est fixe quand le contour [

e G I e
s’¢loigne & I'infini, 8; croitra indéfiniment. Posons encore [:]:R
et soit Ry le minimum de | z|. On trouve alors sans peine comme

limite supérieure de I'intégrale

ML Rh

5 i

3 A

O Rjx

n évi i isir les s
: (0) peutcvxdennne:n toujours choisir les Jy de fagon que la série
onlk nous v Scrive le Y dnér / Sri
o Dllb venons d’écrive le terme général converge. La série
intéo o .y ) ’ < i
c'gr.a es convergera uniformément quand @ se déplacera dans
une région limitée quelconque du plan.
| Pour montrer qu elle définit une fonction entiére, considérons
e contour I'y, quirenferme le point x entre les deux portions Cy
5 i
et Cy_y dont il se compose. On aura

M F(2)ds _ Pl . Flas) ahi

Ws—a) B () P(ay) a;’;}'(s—w)'

. o e W

Y En fm_sant alors I'opération inverse de celle de tout & heure,
c’est-i-dire en décomposant T'x en deux contours, nous trouverons
pour valeur de la série d’intégrales la nouvelle série

Tz?f dz Bl /‘F(s) gl ah i ds
(o —x  oim C"‘b(z) e zh /) 5

: B ;
C’est la visiblement une série de polynomes en #, car chacun

w
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ahE 2N

des crochets —- — s'annule pour s = z.Nous trouvons fina-
Shk

lement une série de la forme

Hi(z) = / 2o(3)ds 4+ [ 01(3)ds + 2*
e, /'y
el, comme nous sommes assurés que cette série enliére converge
dans toute aive limilée du plan, elle représente nécessairement
une fonction entiére.

Le développement est donc établi. Il permet de retrouver le
théoréme de M. Mittag-Leffler en supposant qu'entre deux con-
tours consécutifs C, et Cpyy figure un seul pole.

Nous allons préciser nos hypothéses sur la fonction méromorphe
en supposant que le numérateur et le dénominateur sont deux
fonctions entitres & croissance réguliére d’ordre o. Nous allons
montrer que Uon peut choisir les contours Cy et les entiers )y de
fagon que L'ordre de la fonction entiére H (2) ne dépasse pas .

Pour ne pas avoir de trop grandes valeurs pour Uentier hy, il
faudra s'arranger pour que, sur les contours Cy, la fonction F(z)
ne soit pas trop petite. Or, en vertu du théoréme de M. Hadamard,
an peut choisir des contours G s’éloignant a Pinfini et sur lesquels
on ail constamment

[l =i

- 3 e
| EGz) > e—rt s

Nous savons de plus que les inlervalles ot 'on ne peut pas
choisir de tels contours sont infiniment petils par rapport a ceux
ott Uon peut les choisir. Nous prendrons pour contours des

cercles G, dont les rayons R, vérifieront les inégalités
3
5 Ry < Rp< 2Rpt-

Prenons alors
R+ Ra—t
il =

Caleulons le minimum du module de 5 — 2 quand le point =

parcourt le contour C,. On a

Fd

1 1
|”—.’L‘|>Rn'—]l‘i:]x|4 Rpy—1>> ;Rn—!> ZRH-

Pour les valeurs n/ de Dindice n supérieures & la précédente,
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on aura a fortiori

|.z——x]>—;B,,r.

D’autre part, soit M, le maximum de ’ sur le contour C,,.

Nous pourrons prendre
s
M, = el ",

puisque la fonction G est d’ordre o, et les valeurs positives de <,
tendront vers zéro. On voit alors que I'on a

|H(z)] <2 MEIL:,,[;"A,L :
4 \2)
Nous montrerons dans un instant que le second membre est
une fonclion entiére dont nous allons évaluer 'ordre. En prenant
a cet effet la racine A™ du terme général, on obtient

o eRin T

Ry

en P!'CI]ZIDL
R{["‘Fﬂn'

=

Nous supposerons 7, supéricur & la fois & 2¢, et a (et tel,

Vo
naturellement, que 2, soit entier). Alors 7,—¢, scra supérieur

. 1
a N En remarquant alors que R, <Z 2" R, 'expression précédente
n

peut s’écrire

22
R—:(n+o,,),

0, tendant vers o quand n croit indéfiniment. L'ordre de la fonc-
tion entiére est la limite du rapport

logh,
log R,

La fonction entiére est donc d’ordre p. La fonction H () étant
inférieure a une fonction d’ordre p sur une infinité de cercles de
rayons indéfiniment croissants et suglisamment rapprochés ('),

elle est elle-méme d’ordre au plus égal & p-

’{ ) Cette derniére condition est essenticlle, sans quoi la fonction pourrait étre
d'ordre supérieur.
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Reste & montrer que la fonction considérée a l'instant est bien
une fonction entiére. La démonstraiion se fera absolument de
la méme maniére. On voit, en reprenant les mémes caleuls,
que, en choisissant les entiers h, comme nous l'avons fait, la

SRS oo T 2
racine A‘,j"“’ du terme gcnura[ tend vers o avec =7 (luc] que soil .

En définitive, nous obtenons un déyeloppement de la forme
TQu(=) (R;( ) ]
Ra(s) (s ))14,

Cherchons & décomposer en éléments simples chacun des termes

& ul
sous le signe Z Posons, & cet effet,

25

p=

H,,( 5) "

Qu(s)
R,,(QJ
on formera les %, premiers termes de chacune des fractions

Pour avoir les %, premiers termes du développement de

simples - On trouve sans peine

oy p

G(z) A0
i H(z) rZ(

Chacun des termes a maintenant un scul pdle. Mais il importe

fp=n

de remarquer que, dans le cas ot 'on n’a pas affaire & une distri-
bution ordinaire de zéros, on n’a pas le droit de séparer les
termes de la deuxiéme somme. En d’aulres termes, si 'on éerit
le double signe de sommation sans metire de parenthéses, il peut
arriver que 1'on n’obtienne plus ainsi une série convergente.
Ltudions, en particulier, I'exemple suivant. Soit la fonetion

méromorphe

) =% L
e

Fis) —n)(z— n—ey,)

s, Glant provisoirement indéterminé, mais inféricar a 1. Cetle

1

séric converge comme la série 2 Nous pourrons prendre

B. 7
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pour F(z) le produit convergent

re =TI (= 5) (- 5o

Décomposons le terme général en éléments simples, nous

obtenons

Sil'on sépare les deux termes, la scrie peul ne plus converger.

o 1 ol 3 x i s =
i, par exemple, ¢, = -5+ en séparant les deux Lermes, on obtient

une série dont les termes

croissent indéfiniment avec n. Pour rétablir la convergence, on

pourra développer en série chacun des lermes. Si nous prenons,

o - ! Aiis B e
d’une maniére un peu plus générale, ¢, = 7> nous écrivons le

terme général sous la forme

=@l S+ J

ne| - e e
[(n i B )4 (5 —n—ey) nI+(s — i)

T 3 )
S Vo — e e i )

I ) =
)quiuiuz TR o el

2

Les deux premiers termes pourront élre séparés sans inconyé-
nient, pourva que ¢ ~-1>>p. Quant & la deuxi¢me partie, elle
donne lieu a une fonclion entiére, puisque ¢’est une série de

polynomes convergente dans tout le plan (¢’est méme ici un
polynome).

On pourra appliquer des considérations analogues au cas ol
¢, décroitrait plus rapidement, ot 'on aurait, par exemple,

€n =)
nn

mais on serait obligé alors de prendre ¢ fonction de 2. En appli-
quant la méme décomposition, on voit qu'il suffit de prendre
¢n>> n pourassurer la convergence. Le terme général est, en eflet,

LES SERIES DE FRACTIONS RATIONNELLES. 99
comparable a
3n

Prenons pour ¢, le plus petit nombre entier supérieur &

1
14—\
( Twogu> .

La racine ¢} du terme général cst alors

Gn—it

e n

o eVivgn+z
elle tend vers o.

Quant & la série de polynomes, elle converge nécessairement
dans tout le plan et représente une fonction entiére. Cherchons
son ordre. Le Lerme général élant comparable a
Zu

il
& ey

nous chercherons d’abord la racine gime du dénominatear. Clest

Ga—n-4-1
o R

Liordre de la fonction sera la limite de

logqa
Gu—10

L’ordre cst donc infini. Nous avons done bien un développe-
menl analogue au développement général, avec cette différence

que la fonction entié

e A introduire est d'ordre infini.

On peut d'ailleurs éviter cette fonction d’ordre infini en grou-
pant ensemble les deux termes correspondants de la série de poly-
nomes

1 i
ne | —m—mo—ors 5
I:(n —+ &g )dn ,m]

On a, par une dérivation, la valeur approchée de la parenthése.
Clest

Enqan
ndnt!
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Nous aurons alors affaire & une fonction d’ordre un seulement
Y G S
2‘ It

Considérons enfin le cas encore plus compliqué of 1'on a

<L, 1
_Fx.

Les calouls sont les mémes. Indiquons seulement les résultats. 11
faudra prendre

7 1 A\
Gn> n"( i = —l——
ogn,

Quant & la série de polynomes elle est d’ordre infini, et, méme
en réunissant les termes deux par deux comme dans le cas précé-
dent, elle reste d’ordre infini.

Pour éviter la fonction d’ordre infini, le mieux sera alors de se
borner au développement primitif ot les deux poles trés rappro-
chés ne sont pas séparés. On pourrait aussi avoir une décompo-
sition en éléments simples sans fonction enti¢re, mais, comme
nous 'avons déja fait remarquer, il serait nécessaire d’abandonner
le bénélice de la forme canonique.

IX. — Remarques sur la distribution extraordinaire.

L’exemple que nous avons choisi peul paraitre un peu artificiel.
Or, il est essentiel de distinguer enlre les fonctions que 'on con-
steuit tout exprés pour qu’elles ne possédent pas une propriété
donnée, et les (onctions qui se présentent naturcllement en Ana-
Iyse. Ll est souvent facile, élant donnée une propriété, de construire
une fonction qui n’en jouisse pas, mais il faudra alors se demander
si 'on a des chances de rencontrer une telle fonction.

Or nous allons montrer que, dans le cas qui nous ocecupe, on
peut avoir fréquemment unc distribution de zéros analogue a celle
que nous venons d’étudier. Prenouns, par exemple, pour I'(z), la
fonction trés simple

F(z)=sinzsin -
o
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Les poles de la fonction méromorphe seront
=il

s=ahm,

/et L étant deux entiers quelconques positifs on négalils. La
distance de deux péles sera
(ah —k)=.

On peut prendre pour « une valeur telle que, pour une infinité
de valeurs de %, celle distance soit Lrés petite, pour que l'on ait,
par exemple,

|ah— k| < e

On peut déterminer le développement de z sous forme de frac-
tion continue de facon que cetlte condition soit remplie. On aura
done bien une distribution extraordinaire de zéros et cepen-
dant la fonction choisie pour dénominateur de la fonction méro-
morphg se présente assez naturellement. Quant a la constante #,
on peut montrer qu’elle n’est pas algébrique et méme qu’elle n’est
pas racine d’une équation prise dans le corps obtenu en adjoi-
gnant le nombre ¢ au domaine naturel de rationalité. Llintro-
duction de telles constantes en Analyse est la source de grandes
difficultés; nous venons d’en voir un exemple et 1'on pourrait en
citer beaucoup d’autres. Ces difficultés peuvent paraitre artificielles
et le sont en effet probablement, mais on ne pourrait les exclure
que si 'on construisait toute I’Analyse d’une maniére systéma-
tique en partant des nombres entiers et si 'on démontrail que ces
conslantes ne peusent pas Sintroduire dans un tel systéme.

Ce qui précede nous a conduits 4 dire quelques mots de la
distribution extraordinaire des poles. Nous allons montrer main-
tenant, comme nous l'avions déja annoncé au début du Chapitre,
les relations intimes de cette distribution avee la croissance de la
dérivée F'(z). ‘

Considérons une fonction méromorphe —fi:—; d’ordre p. Soit@ un
pole de cetle fonction; on aura, pour des valeurs de || suffisam-
ment grandes,

|G ()} < elalt™,

1l peut d'ailleurs y avoir des valeurs de || ne vérifiant pas cetle

inégalité, mais cela importe peu. Nous supposerons que I'on a en
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méme temps

IF' (@)l < e=lal (o' 5)

el, pour préciser, nous dirons qu'il y a distribution extraordinaire
des poles de la fonction si une telle inégalité est vérifiée pour tne
infinité de poles (de modules indéfiniment croissants par suite)
Le cas ot un nombre limité de poles vérifierait une telle inéga-
lité ne mérite pas d’étre étudié a part. Il faut, en effet, remar-
quer que le fait Qassujettiv une fonction 4 un nombre limité de
conditions n’entraine aucune conséquence sur sa nature

A infini.
Cela nous montre en passant combien peut étee difficile Pétude a

distance finie des fonctions entitres, cest-a-dire d’un groupe de

fonctions caractérisées parune propriété commune a l'infini ; mais

celaa, par contre, l'avantage de nous empécher de faire cette élude

qu'il estd peu pres mpossible de faire.
Nous allons montrer que la définition pr.

écédente de la distri-

bution extraordinaire entraine I'existence d’une infinité de couples

de poéles indéfiniment rapprochés. Supposons d’abord que |

dérivée premitre seule vérilie une telle inégalité et que I'on ait,
au conlraire,

|F"(a)] > e-lef,

Je dis que la fonction F

(5) a nécessairement un z6ro voisin
de . 11 suflit de montrer que Péquation
2y &y DU
Fla+a)= Fla)+ I—F(n)-L- — Fa)+...=0
2
aune racine (rés petite. En remarquant que F(a) = o

et en sup-
primant la racine 2 = o, on obtient I"équation

(@) + b(2) = o,
en posant

o(x)=F'(a)+ = F(a),
2

Yia)= “‘”i‘F'"(aH....

Nous nous appuierons sar le théoréme élémentaire suivanl :

Silon a une équation de la forme o—-d—o et un contour
simple C sur lequel on a constammen:

(@)l <lo(2)],
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- (3, le méme nombre de
Péquation proposée a, dans le contour G, le méme nor

2 20 . i
racines que { (:‘l/llflllOlZ el 0

i rayon R égal &
Prenons pour contour C un cercle de rayo g

| E )
Gy

B

(On aura sur ce contour
[¢(@)>|E (@)l
. R F
; Srieur A ifférence des modules de 2" et I'.
ol o) est supérieur a la différenc
car ()] est suj
Au contraire, on a

o

P

77

|
F" ()] I

Il faut faire L un calc ong el asscz lélic our montrer
fz CL U cul 1 g eta deélicat P
que le seco 1d membre esl nférieur F{a us nous conten-
[ue 5€CO 1 erie a \ (€ )‘. Nc e
arons en g er les n¢ x Lraits. D’abord la fonctio
es p pa
ns [ue : b 1
k‘) élant d’ordre o, ses dérivées sont d’ordre o au [)1[15. On en
I d 1 d d
1ciut une nitution es dérivées de | rime suivante :
conclut 2 L1Y «tion de ¢ vee a fo

! F(a) < Ae al®t,
6

s I’ ressi e tout a
On en déduit, en remplacant dans expression de | :
i i > ces valeurs, une valeur
I'heure divisée par F'(«) les dérivées par ces aleurs,
upérieure au module de chacun des termes de la forme
supé ¢
Aclat™rala 1w,
ini s négatives 4 cause de
[exposant croit indéfiniment par valeurs negﬂan es i i
: 3 B 1a - o
i finité de termes, 1
inégalité o Comme il y a une 1 :
I'inégalité o' > o. 3 b
. ; \ e ressions. On
ncove lien de faire étude de la somme de ces express :
e ; . T
ress c {ricure A I
en conclut finalement que celle expression est n'll'u ‘l, :
a un instant s’applique; au pole

alors le théoréme rappelé il y ‘ o
s i b et la distance de ces deux pdles

est donc associé un second pole

est

I ()
la—b) <4 ) () ‘

i oo
clure qu'a tout pole a vériliant I'inégaliié
un second pole b trés rappro-
que, s'il y a une infinité

Il ne faudrait pas con
d’oti nous sommes partis réponde :
ché, mais nous avons seulement monltré

de o ils so :hé ‘('l‘LICU.\'
véri inégalité 5 5 rap hrochés deus pa
le p()lCS a vérifiant l‘]DEbdllLL, ils n PI
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suivant la loi précédente, sauf peut-étre un nombre limité d’entre
cux.
Remarquons que 'on a

la — b| < e—1al®™,

. 1 - .
La fonction ——— est donc plus rapidement croissante que la
|a—b&] o

fonction entiére elle-méme.

Nous allons maintenant démontrer la réciproque. Si les poles
serapprochent deux par deux, comme Pindique I'inégalité préeé-
dente, la dérivée premiére vérifie nécessairement une inégalité telle
que celle dont nous sommes partis. Reprenons en effet I"équation

s
Fla)+ ;F"(n}—r...zo.
Si PPon avait
|F'(a)]> e—laf,
I'équation ne saurait avoir de racine dans un cercle dont le rayon
est de cet ordre de grandeur. Prenons
4]

2
W= etal

et montrons qu’il n’y a pas de racine de module inférieur. On a
en effet
| F#(a)] < el

et 'on peut vérifier une telle inégalilé pour une valeur de ¢ infé-
rieure & 3. Alors le premier terme est supérieur en module a
e~l4l" s le second, au contraire, est inférieur a

e—la;? e

Cette expression tend vers zéro plus rapidement que la pre-
miére. On verra de méme que lous les autres termes tendent vers
zéro plus rapidement que le premier. On recommencera alors le
méme raisonnement que précédemment. On mettra I'équation
sous la forme o (x) - 4(z) =0 en posant o(2) =F'(a). Cette
équation aura aulant de racines que P'équation g(z)— o dans le

cercle de rayon e~1a1*"" ey le résultat annoncé en résulte.

Done, en résumé, hypothése faite sur la croissance de la
dérivée premidre revient i 'hypothése que les poles sont deux par
deux indéfiniment rapprochés.

NOTE I

SUR LES ZEROS DES FONCTIONS ENTIERES (1).

Nous avons, au début du Chapitre I, étudié une partie du Mémoire
de M. Lindelof (2). Nous allons indiquer encore quelques résultats nou-
yeaux obtenus par cct auteur et relatifs aux relations entre 'ordre de
grandeur de la fonction et le nombre de ses zéros.

Posons : ;

f(3)=Re'®.

Considérons un cercle de rayon r. Le nombre des racines de la fonction

entiére /(=) dans ce cercle est, on le sait, donné par la formule

Or si Von pose

on a X )
Rei® = f(reiv).
Dérivons par rapport a 7 et ¢ en considérant R et @ comme des fonc-
tions de ces deux variables. Il viendra

) ’ - 3
(8 )= o

(% -+ I.'?)—rg R) et = eiopi ' (reid).
Dot 'on déduit

IR L 0D . (dR 0P

ETL“I,’; = &r (W Sl )

En égalant les parties réelles d'une part, les coefficients de ¢ de 'autre,
on obtient deux ¢quations anx dérivées partielles dont nous éerirons seu-
lement la seconde

o JaR
—R=r—-
ar

(]

(') La rédaction des Notes T et IIT est due a M. Zoretti,
(*) Acta Socielalis scientiarum [ennicee XXI, n° 1, 1902.

t. CXXXIT, CXXXIII, CXXXIV et GXXXV diverses Notes de M. Pierre Bou-
troux et de M. Ernst Lindelof.
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Par suite
o J
— —=r —logR.
0z opE e
On a done
AT
r " TalogR
n=— / —2— .
T dar Z

Cette formule donne la méme valeur pour n, quel que soit », pourvu
qu'il soit compris entre |a@, | et [ @,—; |- En ellet, n reste constant entre
ces deux valeurs de r. Intégrons alors par rapport a 7 aprés avoir éerit
la formule sous la forme

Nous aurons

nlogr+-C, = :

C, désignant une constante.

Pour caleuler Gy, nous supposerons, dans le but de simplifier I'éeriture,
que, sur chaque cercle de centre 0, il y a au plus un zéro de f(z). Sup-
posons s compris entre | ¢,y | et |a,|, on aura

27
S T
(u—|)logr+(),,_1:; / log R dy,
27y

la constante n’ayant plus la méme valeur, car on a traversé une discon-
tinuité 7 = | a,|. Le second membre, lui, reste continu. Rien n’empéche
dans les deux formules de faire » = [ a,|, logR deviendra alors infini sur
le contour d'intégration, mais cela n'introduit aucune dilficulté car linté-
grale conserve une valeur finie. On aura done

nlogr,+ Cy=(n—1)logry+ C,—y,

ce qui peut s’écrire
Cp=Cp1— logr,,

et en appliquant la formule de proche en proche on voit que

Cu= Co—log(ry, ray ..oy ra).
Si nous supposons, comme nous savons qu'on peut le faire, qu’il n’y a
pas de zévo & Uorigine, on voit immédiatement que Cy= 0. On aura donc

la formule

27

nlogr—Ilogryrs...ry= 2__/‘ log R dy.
Ty

Le second membre est certainement inférieur @ logM(r), mais, remar-

SUR LES ZEROS DES FONCTIONS ENTIERES. 107
quons-le, pas nécessairement en valeur absolue. On aura donc (1)

< M) 7y T oy

Ce qui fait lintérét de la formule, c'est qu'elle est vraie quels que soient
r et n. Supposons, en effet, que 7 soit compris entre 7, el 7y (p << n).
On aura alors

rP

1 —— <M (r)
(1) T T )
d’aprés la formule méme. Multiplions le premier membre par les 7 —p
facteurs inféricurs i

i r

Ppt1 Tpt2 T
nous aurons bien
pn

- < M(7).

Py Va..Tn

Au contraire, supposons p > n. On aura

+1 Tp+a Ip

en divisant le premier membre de (1) par ce nombre =1, I'inégalité reste
vraie et 'on a bien
e

< M(r).

Fyle...Ty
De la nous déduirons a fortiors 'inégalité

i '\V;\'I (r) .

=
Revenons a la premiére inégalité
1 M(7r)
< it =
PR e r

Comme elle est vérifide quels que soientles nombres indépendants p et 7,
on aura avantage a appliquer pour la valeur de n qui rend le second
membre minimum. Posons alors

M(r) =reV¥irL.

o l[
Eerivons que la dérivée logarithmique du second membre = cst

(') Pour la démonstration qui précéde, voir JENSEN, Acta lm_ulzmnfz,tic(u
L. XXII; Prrenseys, Acta mathematica, t. XXIIL, et la Préface du Mémoire de
M. Lindeldf.
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nulle; nous aurons
i) = =)
Inversement nous déduairons de la » en fonction de n.

r=wo(n),
Nous en tirons

Vi) L
(ry="= T

c'est=i-dire
ng'(n)dn
o(n)

dV(r)=
et i
Z n';'(u\ﬂ
o(n)

en supposant M{7) =1 pour n = o.
Notre inégalité la plus avantageuse est donc

" ngtinidn

A Y ST —[_(,. o 9l

o(n)r”

ct, a fortiort,
i i

@

< gei
I T o)

N g ¥ s irer n & A 3 7

Nous allons en tiver quelques conséquences en faisant sur V(r) des
hypothéses particuliéres. Supposons V i croissance réguliére, ¢’est-a-dire
posons

Vir)=Are(logr)? (logsr)e:. .. (logsr)er,

A étant une constante.
Faisons alors le calcul précédent pour avoir o (n). Posons

b =iV

On a
Easie Q2 i Ph
o ek e R e e s
rlogr rlogrlogyr rlogr ... logrr
Done
/ 5
il i )
v o 2
n=Y(r=eV(rj\ 1+ o =
\ log r s JOZRT

En remara oA o AR )

n remarquant que U'expression qui suit Punité dans la parenthése, ex-
aagy e z 1

pression que nous désignerons par ¢, tend vers o avec —, nous serons
"

conduits pour résoudre cette ¢quation par rapport a r, a employer une
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méthode d'approximations successives. Nous avons

n==Apre(logr)fi... (loger)?r(1+¢)-
Dot

7 1

A o 2T o s W S R
Ap (logr)m (loggr )Pk( =

ro=
¢t en prenant les logarithmes des deux membres

glogr = logn —logAp — oilogar.. .57
logn(i—+z).

De méme, on aura

loglogr = loglogn —logp —...= log logn(1+¢

logpr = logen (t-+24).
Remplagons dans Uexpression de 79, nous aurons

n of 1

1
= Xp (logn)p (logan)es T MMogen e St

rp

D'ou la fonction @(n).
D’autre parl, nous avons

rp>e(n)e

I est aisé de trouver une valeur suffisamment approchée du second fac-
teur du deuxiéme membre. En effet, z(n) différe peu d'une  puis—
sance de n et de plus cette fonction est i croissance véguliére (1). Or,
on peut démontrer pour ces fonctions-la que, pour avoir des valeurs
approchées d’une dérivée, par exemple, on pourra dériver une valenr
approchée de la fonction, ct cela quel que soit le sens de 'approximation,
imation soit elle-méme i croissance régu-
rale ci-dessus & une intégrale de la

pourvu que la fonction d’appros
licre. On pourra alors comparer Pinté

(1) Les mols croissance reguliére sont pris ici dans leur sens le plus étroit:
la fonetion V(#), d’ott se déduit g (n), est composée exclusivement an moyen de
fonctions & crofssance régulicre simple, tels que puissances de 7, logarithmes
et exponentielles de divers ordres. Par extension, on donue le nom de fonctions
& crotssance réguliére a des fonctions dont la croissance peut étre définie, avec
une cerlaine approximation, an moyen des fonctions préecdentes. Dans ce cas, il
. dérivées ligurant dans les applica-

y a licu de supposer, de plus, que toutes 1
lions considérées satisfont, par fhypothése, i la condition du texte, cest-a-dire
que leurs valeurs approchées slobliennent par la dérivation pure el simple de la
valeur approchée de la fonction. Ceci revient & dire que les nombres tendant
vers zéro, tels que le nombre y du texte, sont aussi tels que lears dérivées suc-

cessives tendenl vers zéro.
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forme
"

[‘ adn = nu,

o

a ¢tant une certaine constante qu’on peut supposer voisine de Lesecond

facteur est alors de la forme

et I'on aura

goi—1 g X
Hp [‘ i u(lng/z)'m,..(log,\,uvrPAJ (1--z)

en remarquant que

Cette expression fournit une limite minimum du module du 7' zéro.
M. Lindelsf est allé plus loin. IT a monteé que

i V(7)est compris entre
Bro(logr)a el Arz(logr)p (B<A)

on peut en conclure des inégalités de la forme

1 1
[Avnilogn)yelp < r, < [Byn(logn)=pa.

Sans entrer dans cette démonstration, nous nous contenterons d’appeler
Vattention sur I'importance du résultat. Les

inégalités précédentes résol-
vent d'une maniére excessivement précise le probléme des relations entre la
croissance d'une fonction et le module de son 72" z¢r0. Ce module est, en
effer, enserré entre deux limites trés éroites, puisque leur rapport ne

5 s } B, : Al
dépend que d’un certain facteur constant e Il reste & approfondir deux
1

points. D'abord la recherche elfective du nombre By, dont M. Lindelsf se
borne & démontrer existence; et, en second lieu, l'extension, si possible,
du résultat précédent au cas o la fraction 4 croissance réguliére a la
forme plus générale d’oit nous sommes partis au début.

M. Lindelsf a aussi consaeré un intéressant Chapitre de son Mémoire a
I'étude de 'importante question suivante :

Préciser les relations connues entre la croissance des coefficients et
la croissance de la fonction (V).

Nous ne pouvons étudier en détail cette partie de son Mémoire ; pour

(') Voir Borex, Legons sur les fonctions entiéres, p. Ga-70; Legons sur les
séries a termes positifs, p. 58-74.

SUR LES ZEROS DE§ FONCTIONS ENTIERES. 1ns
donner une idée de la précision des résultats qu'il a obtenus, nous citerons
le théoréme suivant :

jents d’une série entiére

Si les coeffi

tent Uinégalité

Vienl <

1
[An(logr)® ... (logyn)®]?

i ST e ’ i A e
a partir d'un certain indice n, on aura, quelque petit que soit

€ Al =
1+ 28 (0gry” % L. (log, 1%

a1
Mi(r)i< eher” ,
des que r dépassera une certaine limite.

Nous voulonsencore faire une remarque sur les fonctions de genve infini,
dont M. Lindelof ne s’est pas occupé. Supposons que nous ne soyons pas
dans le cas exceplionnel de M. Picard. Alors il faut faire une remarque
sur la distribution des zéros dans un cercle de rayon r. Presque tous les
zéros sont trés voisins de la périphérie, ¢’est-d-dire que, dans la couronne

comprise entre les cercles de rayons r et r — 4, si petit que soit &, il y a
beaucoup plus de zéros que dans le reste du .ccrclu. ,

Supposons donc que le nombre de zéros soit n= 0(r),0 élant une fo’nc-
Lion croissant plus vite qu'une exponentielle. Le nombre de racines com-
prises entre les cercles de rayons r —¢ et rr — ¢ — dt cst

0 (r—t)dt.

i i X 7OT0S COT-
Dans le produit — " les facteurs qui correspondent aux zéros cor-
Pl Taervity

respondants sont

f o \De—t)de
(=)

Effectuons le produit de ces expressions el posons

Hdt N (r—t)de
A= I I (l = .
0
Nous aurons done
b
¥
- 0'(r—t¢)de.
logA & log — - Vi(r )

Or,
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On en déduit

= (L

LA

..>0’(,-_ tydt.

Désignons la fonction 2 = 0(7) par ¢"(r).
Intégrons par parties le premier terme de Uintégrale précédente

h A
f L (r— t)dt = [—Aqf(r—t)]{,‘—:-f U'(r— t)dt
Ja .
=— Y (r—h)+ ¥ (r)—Y(r—h),

2 o s I
ce qui fournit dans log A le terme —11; '(r) et des termes en r— A que

nous n'éerirons pas. En faisant de méme pour le second terme, nous
aurons

/} Yir—t)dt =— Y (r—h) —o2hV (r—h)+L(r) —d(r—~h),

: . 1 . y :
ce qui fournit le terme Fup(r) et des termes en 7 — /o et ainsi de suite.

7 S 1 5
On peut se horner a considérer le terme — 4'(r). En effet, d’abord les
ik 3,

termes en 7 — A sont négligeables en vertu de la remarque faite au début
sur la rapidité trés grande de la croissance. Quant aux termes en Y(r),
/t‘,/(l")dr, ..., qui s'introduiraient en continuant le calcul, ils sont négli-
i)
geables, car, pour ces fonctions & croissance trés rapide, la déri
beaucoup plus vite que la fonction,

Nous poserons done

vée croit

V(r) = "“"

el nous aurons

M(r):

Quant a 0 ce sera

l/
= VI 7Y =
0 d/-’\ (7)

»V'(r)(t+z).

On trouve en somme ainsi que l'expression de la croissance reste la
méme pour une fonction de genre infini (1).

v

(') Voir E. Borer, Comples rendus, t. CXXXIV, et T. Luvi-Crvita, Sur les
Jfonetions de genre infini. [ Extrait d’'unc Lettre a M. Borel ( Bulletin des Sciences
mathématiques, novembre 1gos).]

G —

NOTE 11

SUR LE GENRE DE LA SOMME DE DEUX FONCTIONS ENTLERES.

L’un des résultats les plus intéressants obtenus par M. Pierve Boutroux
et par M. Ernst Lindelsf, d’'une maniére indépendante 'un de I"autre, est
relatif au genre de la somme de deux fonctions entiéres.

On se souvient que M. Poincaré avait posé, dans son Mémoire de 1883,
la question de savoir si la somme de deux fonctions de genre p est tou-
jours une fonction de genre p. La réponse affirmative paraissait d'ailleurs
assez vraisemblable, @ priord, et les travaux ultérieurs avaient paru con-
firmer cette présomption. Or, cest la réponse négative qui est la vraie; il
est possible de former des fonctions de genre p —1 dont la somme est une
fonction de genre p.

Dans une Note communiquée i 'Académie des Sciences le 13 janvier 1go2,
M. Pierre Boutroux a précisé d’une maniére trés nette les circonstances
dans lesquelles ce fait singulier peut se produire; il tient a ce que cer-
taines fonctions de genre p croissent comme des fonctions de genre p—1
(et d’ordre p).

Si I'on écrit une fonction de genre p (privée de facteur exponentiel,
pour plus de simplicité), sous la forme

cette circonstance se présente lorsque la série

Ly Z c;';;

est convergente et @ pour somme séro, fait qui n'est nullement incom-
patible avec la divergence de la série

2

Comme le fait fort justement remarquer M. Boutroux, dans le cas o la
série (1) est convergente, la fonction f(3) pourrait, & un cesLain point de
vue, étre considérée comme étant de genre p—r. Quoi qu'il en soit de
cetle question de mots, le fait important est qu’une telle fonction f{(z)
peut étre la somme de deux fonctions de genre p —1

B. 8

I

P
lln
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. Cette Note a été suivie de deux autres, dans lesquelles M. Boutroux
énonce des résultats fort intéressants relatifs aux zéros des fonctions
entiéres et aussi a l'ordre des fonctions méromorphes définies par une
équation différentielle. ’

On voit, par ce trés court exposé, quelle est la profondeur et 'étendue
des recherches de M. Pierre Boutroux; aussi tous nos lecteurs regrette-
ront-ils avec nous que, son Mémoire définitif n'ayant pas encore paru, il
ne nous ait pas été possible de les exposer avec tous les détails qu’elles
mériteraient.

NOTE 1IIL

SUR LA SOMME DES RESIDUS D'UNE FONCTION MEROMORPHE.

Nous allons établir une formule quia été donnée par M. Helge von Koch
dans les Comptes rendus de Stockholm et relative ala somme des résidus
des poles d'une fonction méromorphe situés a lintérieur d’un cercle ayant
pour centre l'origine. Nous supposerons les péles tous réels, positifs, et
inférieurs & un nomhbre R. Soit alors

(1) S(z) =cotic 8 +icagi4. .o Cpsh+. ..

le développement taylorien de la fonction méromorphe, et

N A Ay A
2 z)= + & e -+ Mp-i- My 3+ ...
(2 =) Z[Z—CIT(E—(I-)E T(;;_.a)u 0 1
le développement polaire; la série 72~ 743 ... aura un rayon de con-
vergence au moins égal & R,

Considérons alors expression suivante :

v==

RYs
2 (— 1)V eys—1 ST

v=1

Cherchons la limite de cette expression quand s croit indéfiniment.

Pour évaluer cette expression pour une valeur donnée de s, nous remar-
querons qu'elle est linéaire par rapport aux coefficients de la fonction. Il
suffit done, pour I'obtenir, de faire la somme des expressions analogues
relatives aux divers termes du développement. On pourra donc chercher
séparément la limite pour ces dilférents termes.

Considérons d’abord la partie relative a la série mo—+ m,3 +...; 0n a

: M
my < R

M étant un nombre déterminé et R’ étant supérieur a R. Par suite

|3 e B <o 3 (B
v=1

Bty
<MR'[2(W) _;],
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Or cette derniére expression tend vers zéro quand s croit indéfiniment,
11 en est donc de méme de la premiére.
Considérons le terme

=
Il
|
-
e
[im
12t

On trouve alors, pour la somme a étudier,

V=10 _[Ry¢
Cayonri el Gl
y=1

; : v MBER 5
expression qui tend vers A, car A est réel et posilif; = I’est donc aussi et,

SR
d d.xlluuu, = S

A bt
Les termes (—’)‘,, -+« donnent pour limite zéro. En effet on a, par
s —a)
exemple,
i Ay
da s —a

Les séries étant uniformément convergentes, on peut dériver terme a
terme, La somme est donc
R\
—(= R\s-! R

—Aje <“) s(— =
a a

Cette expression tend vers zéro quand s croit indéfiniment.

11 en résulte que I'expression proposée a pour limite

A+B+...+ L

A, B, ..., L étant les résidus relatifs aux poles de la fonction. On a done,
et c’est la formule que nous avions en vue,
V==

lm R et e

v=1

M. Helge von Koch a généralisé cette formule et en a déduit une con—
séquence du plus haut intérét : une fonction méromorphe peut étre
représentée par une série de polynomes convergente dans tout le plan
(sauf aux points singuliers). On sait qu’une telle série ne peut étre uni-
formément convergente le long d'une courbe fermée entourant les points
singulicrs. M. Painlevé a obtenu par une autre voie le méme théoréme et
diverses généralisations (Comptes rendus, 1. GXXXIV). Mais nous ne
pouvons développer ici ces intéressants résultats, qui se rattachent plutot
ala théorie du prolongement analytique et des séries divergentes.

e G

NOTE 1V.

SUR LES FONCTIONS QUASI ENTIERES ET QUASI MEROMORPHES,

Je voudrais résumer ici rapidement quelques-uns des plus intéressants
résultats d'un important Mémoire de M. Maillet (1), en insistant particu-
ligrement sur ceux qui sont en relation plus étroite avec le sujet de ces
Legons.

Indiquons d’abord, d’aprés M. Maillet, la définition des fonctions quasi
entiéres et quast méromorphes.

Sotent Gy(t), Ya(t), ..., Ya(t) des fonctions entiéres de t et la
JSonction

s = (

est dite une fonction quasi entiére & n points singuliers essentiels (2)
@y Ay ooy A

8i les fonetions &y, by, ..., &y, au lieu d'étre supposées entiéres, sont
supposées méromorphes, la fonction f(z) sera dite quasi méromorphe.
On déduit aisément des théorémes connus de Weierstrass que toute
fonetion quasi méromorphe est le quotient de deux fonctions quasi
entiéres et que toute fonetion quasi entiére peut se mettre sous la forme

f(:)=?r<5_;m> ?<~—'Tz) ?'<~;u)

ol ¢ (¢), 9al(t), ..., 9a(t) sont des fonctions entiéres.
M. Maillet étend aux fonctions quasi entiéres et quasi méromorphes un

(") Sur les fonctions entiéres et quasi entiéres ( Journal de M. Jordan, 1go»,
fascicule IV). Je liens & remercier M. Maillet, qui a bien voulu me communiquer
les bonnes feuilles de son Mémoire, non encore paru au moment oil j'éeris ces
lignes.

%) En particulier, on peut avoir ¢, = doit alors, comme l'on sait,
P P! 1 ’

—a;
étre remplacé par z; si, de plus, n =1, on a une fonction entiére.
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grand nombre de propriétés des fonctions entiéres et méromorphes, en
particulier le théoréme de M, Picard et ses généralisations (1),

En particulier, on peut définir 'ordre de la fonction quasi entiére ou
quasi méromorphe au voisinage de chacun des points singuliers, et il y a,
entre I'ordre et I'exposant de convergence de la suite des modules des
zéros et des pdles (2), les mémes relations dans le cas des fonctions entiéres
et méromorphes.

De méme la notion de croissance réguliére s’étend aux fonctions quasi
entiéres et quasi méromorphes et a les mémes importantes conséquences
dans leur théorie que dans la théorie des fonctions entiéres (3).

M. Maillet étend aussi aux fonctions quasi entiéres certaines propriétés
des racines des fonctions entiéres, dues & Laguerre et a d’autres auteurs (*).
Enfin, il indique des propriétés nouvelles des fonctions entiéres et quasi
enti¢res. L'étude détaillée de ces propriétés nous éloignerait trop de notre
sujet; aussi, malgré leur intérét, devons-nous nous contenter de signaler
celles qui sont relatives a la réalité des racines et au calcul des sommes de
puissances semblables des racines au moyen de formules analogues a celles
de Newton.

Je tiens cependant a signaler une extension d'un important théoréme de
M. Hadamard, déja généralisé dans mes Legons sur les fonctions entiéres.
Cette extension est obtenue au moyen de la méthode d’exclusion dont
jai déja, & diverses reprises, signalé I'importance dans mes Lecons (%).
Le théoréme obtenu par M. Maillet est le suivant :

Etant donné un produit canonique G(z) de facteurs primaires
d’ordre p et un nombre positif arbitraire e, si Uon décrit autour de
chaque zéro un cercle de rayon 7 fini (1 <1 arbitraire) en tout pownt
extérieur a ces cercles, on a, pour | s | asses grand, Uinégalité

(6=

(') Au sujet de cette extension, voir une Note de M. Hadamard ( Comptes
rendus, 1°° juin 18¢6). Dans cette intéressante Note, M. Hadamard indique quelle
marche on pourrail suivre pour élendre le cas particulier le plus simple du théo-
réme de M. Picard & une fonction uniforme possédant un point singulier essen-
tiel isolé: en suivant les indications de M. Hadamard, il serait aisé¢ de généra-
liser les résultats de M. Maillet.

(*) Auvoisinage du point = = a,, on considére la suite des quantités | ——

qui se réduisent & |z, | lorsque I'on suppose a;=
(*) Lecons sur les fonctions entiéres, Note II.
(') Lecons sur les fonctions entiéres, Chap. 11.
(*) Voir Legons sur la théorie des fonctions, Chap. V; Legons sur les fone-
tions entiéres, et ces Legons, . 78.

(-3
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La méme inégalité a lieu pour une fonction entiére f(3) quelcongue,
p désignant alors son ordre apparent.

Ce théoréme se démontre par une méthode tout a fait semblable 4 celle
que jai indiquée dans mes Legons sur les fonctions entieres (p. 76).
Signalons encore une conséquence intéressante qu'en déduit M. Maillet.

Soit f(s)= Ao+ A15+... une fonction entiére de genre fini et
d’ordre apparent p'

Si(z)= Ag+ Ayz+...+-Ausl

Dés que 1 dépasse une certaine limite finte, & toute racine de fi(s)
1

de module inférieur a "% correspond une racine de f(z), les mo-
dules des deux racines différant d'aussi peu gu'on veut, pourvu que L
soit asses grand.

Nous bornerons la cette analyse rapide du Mémoire de M. Maillet, dési-
rant surtout l'avoir signalé et ne pouvant songer a en rendre la lecture et
I'étude inutiles (1).

(1) Tai connaissance, au moment ot je termine la correction des épreuves, de
deux Notes de M. Pringsheim, parues dans le Tome XXXII des Comptes rendus
de U Académie des Sciences de Munich (p. 163-192 et 2g5-304). Je dois me
contenter de signaler ces Notes, dans lesquelles se trouve traitée d'unc maniére
élémentaire et simple Pétude des relations entre la croissance d'une fonction
entiére et la décroissance de ses coefficients.

FIN.
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