





BIBLIO

a2 e

TEC“\ *’*(

TAL REAL

POR D. FRACISCO VERDF}O GONZ;@EZ"‘
Catedrdtico de Hatemdticas de los Reales Estudios
iz de esta Corte.

_‘4

ﬁOMOII
DW&IDO EN DOS PARTES,

En las que. s&trat’Eﬁel infinito é infinitamente pequefio , y las
cantidades q@ue.se-éducen a cero , de las Series , Equaaones
supermres aplxcaﬂpn del Algebra a la Geometria, Secciones
conicas , Calﬁg[kf]mﬁmtemmal , Dinimica é Hldrodmamxca
%la de las gravedades especxﬁcas

'fé

Legtlolinhididshod

vl

ok

b

BADRID MDCCCIL D,
.NTA DE LA VIUDA DE IBARRA.
CON LT CENCT A,

/.’-’F 9t

EN LA

Se imllarzﬁ £ lzbrerz’.-z de Gomez , calle de las Carretas.

’a

-

0Z 6l

|uu|uu|ni_|h|‘u 0 K .hn‘g‘i]ﬁn




D8 425 L 11922655 T N

72 F COMPENDIO
296 (3% DE MATEMATICAS

e S

P{\[\

RO T e s o e

POR D. FRANCISCO VERDE 70 éomz,-ﬂ,zez

: Catedrdtico de Matemdticas de los Reales Estudios
BIBLICTECA R .J’T;xi RE’\L
BRAD }A DA de esta Corte.
Sala :
Estante T O M O I I.
siatie
Numero

DIVIDIDO EN DOS PARTES,

En las que se trata del infinito ¢ infinitamente pequefio , y las
cantidades que se reducen 4 cero , de las Series , Equaciones
supenoles , aplicacion del Algebra a la Geometria, Secciones
conicas , Calculo infinitesimal , Dinimica é derodmamlca
y la Tabla de las gravedades especificas.

MADRID MDCCCII. s

EN LA IMPRENTA DE LA VIUDA DE IBARRA.
CON LICENCITA,

Se hallard en la libreria de Gomez , calle de las Carretas.



B 1 - S SO T Gl W SRS e

iNDICEjymM

V¥
a¥ e

DE LAS MATERIAS CONTENIDAS

EN ESTE TRATADO

£k
<3

."}LV)

T e Lt SR |

PARTE‘ PRIMERA.:

40l o Bdp)
CAPITULO PRIMERO. Del. znﬁnito é mﬁnzmmente pes 4 )

queno., y. cantidades que se reducen -4 rerosn. b
Cap. 11. De la naturaleza de las series y su forma-

ClOms i Do o e R e e G e e e
Cap. 111. De las equacwnes de tercer Bradp S
Cap. 1v. De las equaciones de quarto grado. . . . .
Car. v. De la aplicacion del Algebra a la Geometria.
Car.ivies De Igs Secciones cOnibds. s vov vt Vol wids s
Casiiyit. Dela ipardbola: . v s ks i i Til o
Capavin D a elipse: o0 000 e
CapoaxioDetlal hiporbols s m e S
Car.ixaDelicalonlo diferencidlss: T s i s s ol N
Car. x1. De la aplicacion de las diferenciales pri-

merasisis s A o
Caer. xi1. De las dzﬁ’renozales segundas, terceras, &c.
Car. xur dplicacion de las diferenciales segundas

para determinar los puntos de inflexion y radios

de curvatura de las lineas curvas. . . ... ...
Car. x1v. Del calculo integral. . . . . .

e Sle e wrile Tienlie s glliie

e a ¢ a o & o

PARTE SEGUND A.

CAPITDLO PRIMERO. De algunas nociones de la Me-
canica para su mejor inteligencia. . . . .. .. .
Car. 11. De la composiciony resolucion de las fuerzas.
Car. ui. De los momentos , y su aplicacion para la
composzczon Y descomposicion de las fuerzas,y de-

{ ? ter=

10.
26.

53
60.

66.
66.

120.

134.
152,

200.
208.



terminacion de Ios centros de gravedad. . . ... 21%.
Capr. 1v. De las maquinas simples. . o ... ..... 236
Car, v. De las mdquinas compuestas. . . ... .. . . 249.
Cap. v1. De los principios” generales del movimiento. 267.
Cap. vir. Del chogue. de los.cuerpos. . « oo v o o . . 280.
Car. vur. Del movimiento de rotacion de los cuerpos,

. y.de los _que se mueven por lineas curvas. « . < v-29
Cae. 1x. De los péndulos simples y compuestos ,y los

centros de oscilaciony percusionm. . . ... . . . .. 316,
Cag, x. De la Hidrostatica.. . . « « « « v o oo o o . 327
Capr. xis Dol Hidrgulica oo ooaniii a9 01001341
Tabla, de las gravedades especificas: . v v v i. .. 302,

......

.....

COM-

\
SRR -

=g

D D D5 e D9 D e D P e I B D

COMPENDIO

DE MATEMATICAS
PURAS Y MIXTAS.

CAPITULO PRIMERO.

Del Infinito € infinitamente pequeiio , y
' cantidades que se reducen d cero.

o Dexamos dicho ( tom. L. 273 ) que el valor de un
quebrado esti en razon inversa del denominador , ¢ lo
que es lo mismo , el valor de un quebrado crece & pro-
porcion que mengua el denominador , y decrece 4 pro-
porcion que se aumenta, Luego si el .denominador de
an quebrado le dividimos sucesivamente por los niime-
TOS 2, 3,4, 55 0 &ec. conservandose su numerador el
mismo , el quebrado ira siendo 2 , 3, 4 4 &c. veces ma-
yor que era , y se ird acercando cada vez mas y masa la
mayor cantidad que podemos imaginar, (4 la.qual los
Matematicos llaman el snfinizo , y la sefialan con este sig-
no o), y aungue desde luego se infiere que el quebrado
jamas podra alcanzar dicha cantidad , no por eso dexa-
ra de acercarse a €l tanto quanto nos acomode ; de suer-
te que el infinito no es otra cosa que el limite de lo fi-
nito , esto es, el término al qual se acercan las cantida-
des que van creciendo , pero que jamas pueden alcan-
zarlo miZntras Sean cantidades ; bien que en muchas
ocasiones nos es preciso examinar lo que pasa en el li-
o dom. 1I. A mi-
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mite ; y en este caso tomamos el limite por la cantida'd.
Luego 1.° si admitimos que el quebrado - haya llega-
do al mayor grado de incremento de que es capaz por ha-
ber ido decreciendo sucesivamente su denominador hasta
desaparecer , 6 hasta aquel grado de decremento en que
la diferencia entre €] y cero sea nula, el quebrado se trans-
formara en § = co. 2.° si el denominador del mismo que-

brado —;- lo aumentamos sucesivamente hasta un gra-

do tal que la diferencia entre él y el co sea nula , el va-
lor del quebrado ira decreciendo del mismo modo , ¥y
acercandose 4 ser nada 6 cero; y asi quando sea & =co
se transformari en %4 = o. Luego el cero es el limite de
las cantidades que decrecen continuamente hasta desva-
necerse , y dicha cantidad se llama: cantidad infinita-
mente pequena en contraposicion del co, 4 la qual lla-
man infinitamente grande ; pero desde luego se infiere
que ninguna de las dos es cantidad , pues la 2% no pue-
de aumentarse , ni la 1.* disminuirse, pues de admitir lo
contrario , la 1.* no seria-la menor cantidad que: pode-
mos imaginar, ni la 2.* la mayor que podriamos conce-
bir : ‘'son limites 4 los quales se acercan las cantidades
que crecen 6 menguan sin cesar , pero que no pueden
alcanzarles : y asi quando el Matematico dice que una
cantidad es infinitamente grande , ¢ infinitamente pe-
quefia , es porque las considera en uno de sus limites, ‘por
requerirlo asi la qiiestion que se propone resolver , como
4 su tiempo se manifestard ; pues aunque algunos quie-
ren considerarlas cantidades , no en el limite , pero si
tan proximo 4 €l , que la diferencia entre ésta y aquel
sea despreciable por su infinita pequefiez : considérenla
tan pequefia como quieran , 36 'es algo 6 es nada? si es
algo, no se puede despreciar sin que el calculo:, en el
qual se introduce , sea inexacto ; y si es cero ha de. estar
forzosamente en el limite. De esta doctrina es facil in-
ferir, 1.° que el cero se puede mirar como simbolo de la
nada , y tambien como el limite ¢ tltimo ‘término de

: una
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una cantidad que decrece : 2.° que el infinito es el limi-
te de lo finito , pues para considerarlo de este modo no
necesitamos su existencia.

2 Pero no todas las cantidades tienen por limite el
cero 6 el infinito , algunas tienen por limite una canti-
dad finita , como sucede con la suma de los términos
de esta progresion geométrica + §:§: g: 1g & conti-
nuada hasta el infinito ; quanto mayor sea el mimero

"de sus términos , mas se acercard la suma de todos ellos

4 valer 1 ; y aunque es evidente que miéntras el ultimo
término sea finito , como debe suceder, no puede llegar su
suma 4 valer la unidad , sin embargo no dexa de ser ésta :
su limite , pues es el término al qual se acerca mas y mas.

Si a un circulo inscribimos & circunseribimos un
poligono regular, quanto mayor sea el nimero de lados
de éste, mas se acercard al circulo ; y aunque miéntras
sea poligono no alcanzari al circulo , no por eso dexara
éste de ser el limite de aquel , pues es el circulo y no
otra figura 4 la que mas se acerca. ;

4 Si4una esfera inscribimos un poliedro, y supone-
mos que el nimero de sus caras se vaya aumentando su-
cesivamente , el poliedro se ira acercando cada vez mas
4-la esfera; y aunque miéntras el nimero de sus caras
sea finito no puede alcanzar 4 la esfera , no por eso de-
xara ésta de ser limite de aquel.

~ & Las mismas consideraciones podemos hacer respec-
to una piramide regular inscripta en un cono recto , y
un prisma en un cilindro ; quanto mayor sea el nimero
de lados de los cuerpos inscriptos tanto mas se acercaran
4 los circunscriptos ; y asi €stos' seran limites de aquellos.

6 Deseando aclarar esta materia’, y desatar en quan~
to me sea posible las: muchas dudas que ocasiona a los:
Principiantes este punto tan abstracto de los infinitosé
infinitamente pequefios , y establecer al mismo tiempo
algunas proposiciones que nos puedan servir de base quans
do tratemos del calculo infinitesimal , me es indispensa~
ble proponer algunos exemplos muy sencillos que nos fa-

' A2 ei-
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ciliten la inteligencia en dicha materia , y sea uno de:;

ellos la proporcion siguiente 8:8:: 4: 4, que no pode-
mos dudar que haya proporcion ( tom.L 254), y que sub-
sistira dividiendo y alternando ( tom. I 263 ), esto es,
8—-8:8:4—4:4;y8—8:4—4:8:4,6loquees
lo mismo 0: 0:: 8: 4; de cuyo resultado se infiere, una
de dos: 6 que los principios establecidos en los parrafos ci-
tados son falsos , 6 siendo 0 = o ha de ser 8 = 4; obje-

cion , que léjos de alucinarnos, nos debe suministrar ma=

teria suficiente para aclarar punto tan abstracto ; pues

en quanto 4 que no sean proporcionales 0: 0:8: 4 no -

podemos admitirlo sin negar las rigurosas demostracio-

nes que dexamos sentadas en el tratado de la proporcion -

geométrica, lo qual es indubitable; conceder que 8 = 4 es
querer obscurecer una verdad que tocamos con las ma=-
nos jpues que debemos responder para salvar estos tro-
piezos 4 que nos ha conducido una expresion al parecer

sofistica? Para vencer semejantes tropiezos y sacar de.
ellos alguna doctrina que en lo sucesivo pueda sernos de

la mayor utilidad , debemos considerar que si 8: 4:: 0: 0,

tambien ha de ser § = § = 2; de suerte que § puede ex--
presar muy bien la razon de dos cantidades finitas ; lue--
go hay cantidades tales que en su comparacion se pue-
den reducir 4 la forma de 9, y esta expresion puede ser -

una cantidad real. Para manifestar cémo esto sucede, su-
pongamos que las dos cantidades 8 y 4 las dividimos su-

cesivameute por algunos de los mimeros 2, 3, 4y 5 &c.-

hasta el infinito ; una y otra cantidad se iran acercando
sucesivamente 4 su ultimo limite 6 decremento , esto es,
4 cero; pero los ceros, ¢ los limites 4 los quales se acer-
can dichas cantidades , no pueden ser iguales , pues man-

teniéndose constante la razon de 8: 4 , mediante que son -

sizmpre estos mimeros divididos por una cantidad (tom L
251 ) los limites de los ultimos decrementos 4 que pue-

den llegar , han de conservar tambien la misma razon .
que 8 con 4 , como nos lo manifiesta la siguiente pro- -
porcion0:0:8: 4,6 $ =% ; luego si- 8 contiene al 4.

un
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un némero de veces llamado 7 serd =7, ésto es, queel
un cero ¢ limite contiene al otro limite las mismas veces
que 8 4 4. ‘

% Si suponemos otro quebrado 5, cuyos tér-
‘minos vayan decreciendo sucesivamente , ya sea porque
se dividan por alguno de los nimeros 2,3, 4, &c. &
porque 4 uno y otro se les vaya quitando sucesivamen-
“te una parte de su valor , una y otra cantidad se irin
acercando cada vez mas y mas 4 su limite 6 dltimo tér-
mino de decremento , esto es, 4 cero, y el limite de la
razon de 5 en este caso serd = ; de donde se de-
duce que esta expresion puede tener diferentes valores,
porque si los términos del quebrado < han sido di=

vididos constantemente por un mismo nimero sucede lo
mismo que en el caso numérico anterior ; y asi , si
== 8 , tambien = == 8 ; pero si las cantidadcs se
han ido disminuyendo de modo que la razon haya ido
variando continuamente , entonces la. expresion 9 no es
igual 4 --, pero por eso no dexa de ser limite suyo,
¥ expresar tina razen real. ‘

8 Supongamos ‘ahora que los dos términos del que~
brado X se vayan aumentando succsivamente hasta
llegar al ultimo término de incremento de que son ca-
paces ;/en este caso una y otra cantidad se iran acer-
cando 4 ser infinitas , y quando hayan llegado 4 el limi-

- te de su mayor incremento , la razon entre ellas sera
_lade %, y esta expresion dirémos que es el limite dela

razon , a la qual se acercan dichas cantidades al paso que
van siendo mayores ; y si admitimos que sus incremen-
tos se hayan verificado multiplicaindolas sucesivamente

por alguno de los ntimeros 2 , 3 , 4 &c. serd 2 =
e . o0 ; .
< =n, y tambien 3 = =>. Contra esta doctripa
se podra poner la siguiente objecion , de que no pudien-
An do
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do una cantidad llegar-4 ser cero ni infinita , por mas
que se la aumente 6 disminuya, sin degenerar de ser can=
tidad ; pues por pequeda que supongamos la diferencia
que puede haber entre ésta y su limite, ya crezca 6 men-
giie , siempre es alguna , ¢ interin esto se verifique , la
cantidad no puede ser limite : ;como puede verificarse
que S, 6 £ puedan expresar el limite de la razon de dos
cantidades? Para vencer esta dificultad debemos consi-
derar , que aunque es cierto que una cantidad jamas
puede llegar 4 su limite , sin degenerar de lo que en rea-
lidad es, su limite no dexa de ser el mismo en qualquie-
ra estado de decremento 6 de incremento en que ella se
halle. Si los dos términos del quebrado <% los dividimos
por qualquiera de los nimeros 2, 3, 4 &ec., y continuamos
esta division hasta el infinito , los quebrados £, 3 , 3, &c.
que nos iran resultando tendran todos el mismo limite g,
pues es evidente que todos ellos se van acercando sucesiva=

mente 4 esta expresion. Sean §,s dos superficies qualesquie=

ac—a%

—

. PR 4 s
ra, siendo S—ac—ax, y § —be—bx, sera — —

EShiha =%\ . 4. o} SN
== (=f)=-: si, suponemos aht?ra , que sien
do - una variable qualquiera vaya creciendo sucesiva=
mente hasta igualarse con ¢ , en este caso tendrémos

S, 2= 4, que nos manifiesta que la ra-
zon de las superficies puede representarse indistintamen-
te por = ,06 4, luego el limite de la razon en-
tre ellas quando han llegado 4 desaparecerse , €s una can=

tidad finita , si 4 ésta la llamamos » serd ==5=7.

9 Por la misma regla , si suponemos que a’x—ax’,y
Ba®— bx* expresen las solideces S, s de dos prismas, sera

$ ___ alx—ax3 ___ 4% (a—=x) g ax 2
s TR = ) que supo-

S bai—bud. T b (a)(a—2) bla—t

niendo como en el caso anterior que la variable ¥ vaya
o - . 7 ’ §

creciendo hasta que sea igual 4 @ , tendrémos — =

A e = S0 e8] limite de la ra-
/ 20D

DE MATEMATICAS. -
zon de los prismas quando han llegado 4 ser cero

es . Con innumerables exemplos relativos , tanto

4 la comparacion de las lineas , superficies y sélidos , co-
mo 4 la de otras muchas cantidades , nos seria facil pro-
bar que & puede expresar una cantidad real y existente.
10 Hemos visto como la expresion 3 puede represen-
tar el limite de la razon de dos cantidades qualesquicra,
sean lineas , superficies ¢ solidos , U otras magnitudes que
decrecen’ hasta el infinito en virtud de cierta ley , de
donde se deduce ,quelsi en- algun calculo tuviésemos
precision de conocer las cantidades cuyo limite era 2, ya
fuese: con el objeto de. conocerlas para compararlas en-
tre si_,-que es el asunto:del calculo integral , 6 con al-
guna otra mira distinta 5 100s seria imposible conseguirlo,
si-la tal expresion no- venia- acompafiada de algun signo
tal que con facilidad nos diese 4 conocer las cantidades
de cuya comparacion habia provenido. :
11 Si comparamos entre si las variables & , €y con el
objeto de examinar el limite de la razon conforme éstas
vayan decreciendo:, y en vez de sehalarle. por ¢ lo ex-
presamos por %, no tendrémos:la menor dificultad
en conocer que las cantidades cuya razon tiene por li-

mite & son la # y la y, por cuyo medio nos serd
facil conocer 'observando las, reglas que para ello sumi-
ministra el analisis , si las cantidades que se han compa-
rado entre si son- lineas , superficies’, solidos , 4 otra es-
pecie qualquiera de magnitudes. La parte del Algebra,
que da 4 conocer el signe’ con que se ha de sefalar el li-
mite de la razon de las cantidades , se llama calculo di-
ferencial , ¥ la que nos enseha 4 retroceder’, esto es, a
conocer las cantidades por medio de sus limites , se llama

cdlculo integral , de cuyos ramos tratarémos & su tiempo.

12 Para completar esta materia de los limites volva-
mos 4 lo dicho ( L.) en lo qual hemos manifestado que
el limite de las cantidades que decrecen sucesivamente es

auA e 0,
?
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0, %y & (de qualquiera de estos tres modos se represen-

ta), y el de las que crecen es ¢o0 6 +, y .aunque esfa
dltima cantidad sea la mayor que podemos figurarnos
en nuestra imaginacion , no’ podemos negar que haya
unos infinitos’ mayores que otros', bien que con ciertos
respectos, esto es , el ndmero ‘de puntos de una linea
qualquiera @ es' infinito, y el de otra linea & mayor que
la primera , tambien ha de’ser infinito ; pero @ < & lue-
go aqui tenemos dos infinitos desiguales 5 pero no' suce=
derd lo mismo si comparando‘las mismas cantidades; su-
ponemos ‘que la’ primera ‘crézea al infinito’y 6 la“segunda
mengiie hasta cero; en este caso’ tendrémos mas de un
infinito , que sera'el limite delocociente’; pero si la prit
mera de las dos cantidades expresauna superficie., y la
segunda una linea ; dungiie® ePndmero’ de puntos de qual-
quiera serd infinito), 16’ podenos”’negar que!componiéns
dose una superficie de un nimero infinito de lineds , ‘el
nimero de puntos de la 2 ha de ser infinito de segun~
‘do 6rden respecto del nimero ‘de puntos de la“4. Dis-
curriendo por los mismos ‘principios ,  deducirémos’y que

el nimero de puntos’ de' un'sélido havde ser infinito de

tercer 6rden respecto de los de una linea 5loque nos
hace conocer hay infinitos:de varios érdenes.

13 Luego si suponemos una serie 6 progresion geo-
mEtrica.p—3 s o o2 v —tpY: Bl gt v 8fc. enanqiic 42
variable' ¥ vaya decreciendo hasta llégar al limite de sus
incrementos, esto es , hasta ser infinita ,la serie se trans-
formiari. entco —3 2 ool gdiie1 Lied0ld obRak og? T g0 kel
0 lo que es lo mismo, en ——: 2-:-2-:1: 0" : 0”:

co <o (=]

co3 &e. (tom. I. 139 ) que nos da 4 conocer los varios
drdenes de infinitos € infinitamente pequefios ; y comeo

el infinito -aumentado ¢ disminuido de una unidad qual-

quiera 4 otra cantidad debe quedar en su propio ser,
esto es co® 1 =00, ( porque si el infinito aumentado 6
disminuido .de una cantidad fuese capaz de alterar su
valor , no seria la mayor cantidad que ‘podemos ima-
ginar , y por tanto dexaria de ser infinito’) ; las can-

i ti-
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tidades finitas respecto el infinito son como Ia linea res-
pecto de la superficie , 6 ésta respecto del sdlido, esto
es, son despreciables, pues aunque es cierto que una su-
perficie 6 una linea respecto de otras cantidades de su
especie admiten comparacion , no la admiten la primera
respecto de un solido, y la segunda respecto de una su-
perficie , pues el sélido no se aumenta por afadirle una
superficie , ni ésta por afiadirle una linea : consideracion
que se' haee ‘aplicable 4 otras cantidades , y siendo ade-
mas - proporcionales 113 00 :1:00:200% ;00 % 00 Tk
Xk oldaet 0 e AR Slerdosres! B i == tcet ] Sserd
002 4 g

_ (02 k0 =008 5 TEI"T5 §E
i gbmeite ppal e Db e 810, sque s Ti0ssmanifiesta
w? 2 m'} o 3

que losinfinitos de una 6rden inferior son nada:respec-
to de los infinitos de un érden superior ; verificindose
lo contrario con los infinitamente pequenos:, pues un in-
finitamente pequeiio es nada respecto.de la unidad , y
tambien lo es un infinitamente pequeno de 6rden superior
respecto de/ un'infinitamente pequeno de érden inferior.

14 Tambien podemos deducir de la misma progre-
sion que la unidad -es medio geométrico-entre el infinita-
mente grande y el infinitamente pequeno ; pues sien-
do co:1 i 1245 si multiplicamos extremos y medios , ten-
drémos 1 = co.X £ = £ = 1,; -esto es, el producto de los
extremos igual al quadrado;del término medio.

15 Quando una cantidad-( por exemplo &) es infinita,
sus raices tambien son infinitas. Para convencernos de es-
ta verdad, supongamos que una raiz qualquiera de & (por
exemplo la segunda) sea &; si & es una cantidad finita,
tambien lo serd su quadrado 4%, pero &*=x ; luego & es
una cantidad finita, lo que es'contra‘el supuesto; luego &e.

- El que quiera imponerse mas por extenso en esta ma-
teria de los limites, infinitos , € infinitamente pequeios,
vea el calculo diferencial de Mr. Cusen, y el primer tomo
de las Instituciones matematicas de Don Antonio Rosell,
mi- antecesor. '

CA-
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CAPITULO IL

De la naturaleza de las series , y st
formacion.

16 I 14mase serie una multitud 6 continuacion de térmi-
nos , los quales crecen 6 menguan en vi,rtud,de/ cierta ley:
tales son las progresiones aritmeticas O geometricas, &e.

Quando nos empehamos en halle}r;;l cociente de una
division, donde el dividendo no es mltiplo del divisor, nos
vemos en la precision de hacerlo por medio c{e"las d’e—_
cimales , aproximandonos al cociente con el gux1110 de €s-
tas mas' 6 ménos;, segun las c1rcunstAanc12}s<.de la. qiies-
tion, y lo que resulta de esta aproximacion es lo que
llamamos serie ; si nos proponemos dividic 1 por:3j ¥
al 3 le damos esta forma 1+2 6 2+I, tendrémos

B
e

ROpreaes Ria i ata mee SRS S
2—+1 2 4+8 6 f'y {

- :I—2+4——8+I6——&ij P v Aoie
I——32 ‘ 8

Si exAminamos con cuidado las dos series que aca-
bamos de sacar, echarémos de ver que son muy diver-
sas, pues en la una sus términos van' siendo menores, 2
por tanto su suma se acerca q}as‘al valor del quebrado;
al paso que en la otra los términos van creciendo , y
desviandose mas y mas del verdadero valor, sin embar-

{ . - - - - l
go de ser cociente de una misma division , pues ——

—=—3 ivo istinguir las
=— —5 lo que nos da motivo para disting :

series en convergentes y divergentes.. La primera de las
dos series que nos ha dado nuestra division , es serie con=
vergente , y la segunda divergente.

17 Tambien resultan las series quando nos empena-

mos en extraer la raiz de un ndmero que no es poten-
cia

Ve
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cia del grado que expresa la raiz, como si queremos ex-
traer la raiz quadrada del nimero 2: no tenemos otro
recurso que extraerla por aproximacion , reduciéndola a
una serie de decimales tanto mayor , quanto mas que-
ramos aproximarnos 4 su verdadero valor. Luego ya que
las series solo sirven para darnas & conocer al poco mas
6 ménos una cantidad, que nos seria imposible determi-
nar de otro modo, solo nos pueden ser dtiles para estos
casos las series convergentes, y por tanto las series dt-
vergentes son despreciables. Si nos proponemos ballar en
decimales el valor del quebrado %, seri 1=—0,875. Pero
si la fraccion que queremos determinar por medio de las
decimales fuese 2, en este caso tendrémos 2=0,66666 &c.
que si nos empefhamos en su aproximacion, resultard una
serie de guarismos decimales, que apurari nuestra pa-
ciencia primero que consigamos finalizarla. Las series de
esta naturaleza se llaman series infinitas 4 distincion de
aquellas que tienen un limitado nimero de términos, y
se llaman series finitas, tal es la que nos resulta del que-
brado 4. Del mismo modo resultan las series algebraicas
que las numéricas. Si dividimos la cantidad 1 por a—a
(tom. L 114), tendrémos el cociente L — =2
5+ 2 —+ &c., que es una serie infinita 5 la qual
Serd creciente-siempre que sea x>a; pero siendo a>ux,
la serie serd convergente 6 decreciente, y menguari con
tanta mas rapidez, y por consiguiente sera tanto mas
ventajosa quanto menor sea & respecto de a. '
18 Si en vez de ser # una cantidad constante , que
solo pueda tener un solo valor , admitimos que sea una
variable, esto es , una cantidad que puede variar su valor,
en este caso la serie se llama funcion de la variable ; y
en general llamase funcion qualquiera expresion analiti-
ca, en la que entra una variable enlazada de tal modo
consigo misma 6 con otras cantidades, que al incremento
6 decremento de la variable , se sigue incremento 6 de-
cremento en la expresion, tal es ¥°+42nx+n. Es claro

que
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que si el valor de esta_expresion le llamamos z ; de suerte

cue ser zIza’+2nx+n’y sera z funcion de & ; pues no po-

dia ésta tener alteracion en su valor sin que lo -experi-
a2 - ax

mente aquella. Pero las expresiones «°, 1%, === no

x

son funciones mas que en la apariencia ; pues es claro
que aunque a la variable se le dé el valor que se: quiera,
las expresiones conservan el suyo.

19 La doctrina de las series presenta un campo tan
extenso , que seria un proceder bastante difuso y ageno
del plan que me he propuesto seguir en la composicion
de esta obra, si hubiera de tratarla con toda la extén-
sion que permite , por cuya razon me cefiré 4 tratar solo
tres puntos , que en lo sucesivo no dexarin de tener al-
gun juego , especialmente el segundo, y son los siguien-
tes: 1.° como se determina el valor de una fraccion por
medio de una serie, siguiendo un camino mas breve que
el que se dixo (tom.l..114): 2.° cémo se torman las po-
tencias, y se extraen las raices de los binomios por me-
dio de una serie: 3.° cémo se determina la suma de to-
dos los términos de una serie en algunos cases; péro
dntes de tratar de ellos me es indispensable explicar el
siguiente lema.

50 ¢ Si llamamos 2 el valor de una serie ordenada por
las diferentes potencias de una variable », qual es a+bx
e’ +dxd+ext +&e, no podra ser =0, sin que los coe-
ficient:s a, b, ¢, d, e, &c. que tiene la variable en los di-
versos términos de la serie sean tambien o.

Para demostrarlo supongamos ¥=—0 ; pues siendo x
una variable , podrémos darle qualquier valor ; es claroe
que en vista de este supuesto la serie se transformara en
z=a+0 , donde se manifiesta que la funcion zno puede
ser igual al o, sin que la 2 lo sea tambien ; luego a—o.
La cantidad bx-+cx’~+da’+-ex*+8c. tambien es igual 40
por hallarse la « en todos los términos ; y si dividimos
los miembros de esta equacion por &, serd b+cx-+dx’+
ex’=0 , pero c¥+dx’+exi=o ; luego b=—o. Si la cantidad

cx

T RN

-
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cx+dx’+ex3=o la dividimos tambien por &, se reduciri
4 ¢+dx+ex’=0 , cuya expresion no podra ser o sin que
¢ lo sea; siguiendo las mismas reglas , probarémos que
d, e tambien han de ser o. :

21 Esta proposicion nos conduce 4 deducir que si
tenemos dos series iguales , quales son estas axw-+bx—cxs
+dat = Ax+Bx*+Cx3+Dx*, los coeficientes de los tér-
minos homdlogos , esto es, de aquellos en que la varia-
ble estd elevada 4 una misma potencia , han de ser igua~
les ; porque si traspasamos 4 un solo miembro todos los
términos , de la equacion tendrémos

ax + bx® + cx® + dx* + &e. -

— Ax—Bx*—Cx3—Dux'+&e. }: 2

Pero no puede la serie ser igual 4 o sin que los coeficientes

de los términos homdlogos lo sean (20). Luego a—4—0

b—B—=o0,c—C=0, d—D=o0, esto es, a=dy b—B,

¢=C, d=D. Sentada esta proposicion , solo resta expl.i:
car lo insinuado (19).

22 Y asi para. cumplir con la primera parte propon-
gamonos hallar. una serie que exprese el valor del qne-

: : ; :
brado ——. Para lo qual harémos ——=—A—+ Bx
:-l-C’x’—l-D.x’—i-&c., siendo 4, B, C, D unas cantidades
mdetgrmmzzda.s » cuyo valor hemos de hallar; es evidente
que si multiplicamos los dos miembros de la equacion por
a—x ., Sera :
1 { ad+aBx+aCx’+aDx’+aFxi4Ke.
—Ax — Bx* —Cx? — Dx* — &e.,

que pasado el 1 al otro miembro, se reduce 4

o { ad+aBx+aCx’+aDy’+aFEx* +&e.
—I1—dx—Bx*—Cx3—Dx* — &c.
Pero segun lo d'ex_nostrado (20) no puede una serier ser o
sin_que los coeticientes de las varias potencias de la va-
riable lo sean ; luego @4 —1=0, aB—_4—0 y AC—B=o
aD:;IQ’:o, Yy aBE—D=0; 6 lo que es lo mismo , aA:t.:.
s AB
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aB=A,aC=B, aD=C , y aE=D, haciendo las, 1tr_alns--
posiciones necesarias. De la  primera de las utm;as
equaciones sale A= —-: de la sepGndd =145

a

. g B
que substituyendo por A su valor —, se reduce 4

I
—_—

s B =
B—-% :delatercera se saca C=—-=—=-5, substi

a@

tuyendo por B su valor 3 por la misma regla sa-
aré == = i do ahora en’
carémos D—-= y E=—. Substituyen

la serie por 4, B,C, D, &c. sus valores, tendré-

3 P
mos - = — + = —1—%4—{—;——{——“5—4—&9 que
es la misma que encontramos (I17), aunque por diverso
camino. Por la misma regla se convierte en serie qual-
quiera otra fraccion mas simple 6 mas compuesta. que -
la anterior. 3

a— 23 Por lo que corresponde 4 la §egunda parte pro-
pongamonos elevar-el binomio (a+b) & las potencias que

expresan los nimeros 2, 35 4, &e.; tend;gmos.

I

(@tby=1a*+2a'b'+10°
(arbyp=1a3+30°0" +3a'6"£15°
(a:b)‘:m‘i4a3b‘+6a’b*:4a‘&3+tb4 |
(q.tb)S:IaS_t5a4b‘+Ioa3b“-_tIQaﬂb3+5~¢Iib.4:i—, 1581
(a::b)f’:mﬁiéasb‘+15a4bf_tzoa3b3+;5a’b4t6a‘bs+rb‘-~

b

Solo nos resta deducir de estas potencias una formu-
la general , que nos manifieste el camino mas_.brevel para
formar con brevedad la potencia de un binomio qualquie-
ra. Para lo qual debemos exdminar la ley que s1glfen su-s-
exponentes y sus coeficientes. La ley que sighien 08 g)lca
ponentes facilmente se percibe , pues no es otra qui
de los nimeros naturales 1,2, 3, &¢c., con‘la dlSt’ln\.l.OD.
que los de a van disminuyendo desde el primer terimr}o
en que su exponente es el mismo que el de la p?;mcm ‘
hasta el dltimo en el que no se halla la a3 y los de ZE':Z?:

i
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ereciendo desde el segundo término en que empieza 4 en-
contrarse esta cantidad hasta el dltimo, en el qual se
encuentra sola sin la @, con un exponente igual al de la
potencia, Por lo que hace 4 los coeficientes numéricos de
cada uno de los términos , se hallan éstos multiplicando
los exponentes de la a por sus coeficientes, y dividiendo
los productos por un nimero compuesto de tantas uni=
dades como términos anteceden a aquel que se ha de for-
mar; 6 lo que es lo mismo , para hallar el cosficiente
de un término. qualquiera #» multipliquese el exponente

que lleva @ en el término anterior por el coeficiente que
tiene el mismo término; partase el producto por 7—1,
que es el mimero de términos que anteceden al que se
quiere formar, y el cociente es el coeficiente que ha de
llevar el término que se pide ; luego si.llamamos m el ex-

ponente de la potencia a que se ha de elevar el binomio
(a+b), tendrémos que los exponentes de a en los diver-
sos términos. de la potencia seran m, m—1, m—2, m—3,

m—4., &e. y los de b seran 15 2,3, 4, 5, 6, &c. El pri-
mer término de la potencia sers a” : el segundo término

tendra por coeficiente el exponente m que lleva la &

en el primer término; el exponente de la tal letra ha-_
bra disminuido una unidad , Y sera m—I, y en este tér-

mino se encontrard la & elevada 4 la primera potencia,

por manera que dicho término serd ma”'s: el ter-

- cer término ‘tendrd por coeficiente m(">2) 5 esto es,

el exponente que tiene @ en el segundo término multi-
plicado por el ‘coeficiente del mismo término- dividido
por 2 (por ser otros tantos los términos que le anteceden),
el exponente de la.a serd'm—2, yel.de la &, 2 ; de suerte

‘que el tercer término serd-m(™=1) a" 4% Siguiendo
la misma regla hallarémos que el quarto término es

m(mT—l>x(ﬂ;~)“m 5 3533 Yy el quinto ol ‘);:;jl(m =3) 45t

.Luego (a i&)m:‘:‘.am'i ;_ﬁam'—rb' st ’"(’"_;:ﬂam—zbz e

m
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mim=0)(m=2) m=353 4 1 x (”-’.—:Q;((':—"—’) X (—-—”"4'3) a7 ph 8oy
22X
que essla férmula general que se pide. :

24, Para aplicarla 4 la formacion de la tercera po-
tencia del binomio (2¢+4%) harémos 3=m, 2c—=a, 45—b;
v haciendo las substituciones correspondientes en la tor-
mula, serd (20 —+ 4x) = (2¢)’ -+ 3(2¢)° "4x +
3 () (20f T4y 30T x (20F T x (4
—8c3+48c x+9bcx*+04x3. . i

25 Por la misma regla elevarémos qualquier otro bi-
nomio 4 una potencia. Si la cantidad cuya potencia s¢
hubiese de formar fuere un trinomio, como ¥+cC+d,en
este caso se supone x+r—a, d—=b, y la cantidad x—+c+d
‘queda reducida 4 un binomio a4 , cuya potencia se for-
ma del modo que dexamos explicado.’ “*

26 La formula que hemos dedicido no se limita a
formar solamente las potencias de los polinomios quando
el exponente de €stas es un nimero entero; se ex_uende
tambien 4 la extraccion de las raices; pues es evidente
que siendo ‘m una cantidad indeterminada’, puede expre-

sar un quebrado qualquiera, por exemplo ——, y en

este caso la formula se transforma en (a=56)" —

r ( r >
'\n/(atb)’:a-'c‘- g (1{5 Tt 5) o0 (';‘_’:"Iﬁ)..d‘,,‘ T30

n

iy 1) Jarme) e d S TR R
n 2 3

VA Gk ) (;;_3}:, 47_4 5* &c. , que es

e g5 e

aplicable 4 la extraccion de las raices, por no ser estas
otra cosa que unas potencias de exponente fraccionario.
27 La mayor parte de los autores dan 4 esta formu-

‘la otra forma distinta’, que dicen se-aplica con mas fézl—
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cilidad 4 la formacion de potencias y extraccion de rai-
ces de los binomios: no comprehendo el motivo que ten-
gan-para decirlo; porque yo en quanto 4 su formacion
la hallo mucho mas dificil , y en quanto 4 la aplicacion
no la encuentro mas ficil.

Confieso ingenuamente que en tratando de esta ma-
teria, jamas he hecho'uso de las:férmulas ; pues siem-
pre he encontradortanta dificultad en la ‘aplicacion como
en la formacion de la potencia 6 raiz que me proponia
sacar. Por cuya razon aconsejo 4 todos los que estudien
por este Compendio se hagan cargo; y procuren tener
presentes las reglas que en, €l (23 y 24) hemos dado para
formar las potencias ; que yo estoy seguro de que si las
retienen , pensardn conmigo en esta parte; quiero decir, -
que elegiran mejor formar desde luego Ia potencia , 6
extraer la raiz de la cantidad propuesta, observando las
reglas dadas (23 y 24), que aplicar la férmula. Pero de
qualquier modo hallarémos B 25 sohptin

)

: 2 gt i V (a-+8) = (a—+5)% = 4% —LaiTxp 4

S i) (Eeis
(2 I) a%-—szZ__*_L (2 I) (2 2)A
: ; 2X3.

TR S e fem 2" : ’
S LaT b — a0 7}35 “—%53"'1’2‘3 a—z 4t
-+ &c. :

3 a*—3 x 53+ &e.

(~] X Bl I

(I-—x)%’:‘( S e z%

e s g ol et ey - il 3
T & et e 2 gt &,

8- V(a+bv—i1)= (a+byV—1)3 =at +
It Ay 3 3.0
el ibV—I-ﬁf;a _rbza—-%a i R e
AT P& 38 0.

29’ El tercer punto que nos - resta tratar ¢s de la su-

macion de las series , operacion dificil » ¥ al mismo tiem-
Tom. IT. A po
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po bastante ntil por ser ordinariamente en esta expresion
en la que estriba la resolucion de muchos problemas; cu=
yos términos es indispensable descomponer en una serie.

Pero antes de entrar en materia , mo estara por' de
mas que 4 los principiantes manifestemos la naturaleza
de los numeros figurados. Esta especie de numeros figu-
rados forman tresseries diferentes’;<d saber:ila de:los
ndmeros figurados propiamente dichos: la ‘de los niimes
ros poligonos , y la de las potencias , ‘aunquesolo trata-
rémos de la sumacion de estos ultimos. Las series de los
ndmeros figurados son las siguientes: #3314

Z{Constantes, 6'del‘z.rérden.. TH1. 1. 1. 1. 1. &
; SJNaturales, 6del 2° 6rden... 1.2.3.4.5.6. &c.
&1 Triangulares, 6 del 3.7 érden 1.3.6.10.15.21. &¢.
& lPiramidales, 6 del 4.° 6rden. 1.4.10.20.35.56.&e.

La ley de cada una de las series de los nimeros fi-
gurados es el que cada uno de sus términos, es la suma
de los términos que le preceden en la serie anterior. Asi
Ia segunda serie es formada de la adicion continua de
las unidades; los términos de la tercera serie son’forma-
dos de la suma continua de los de la serie segunda ; esto
es, 1+2—3 , 1+2+3=06, I+2+3+4=10, I+2-+3+4
+5=15, &c. Y lo mismo sucede de la quarta serie res-
pecto de la tercera. : B

30 Los nimeros poligonos son aquellos que estan for-
.mados por la suma de los términos consecutivos de una
progresion aritmética , que empieza por la unidad; y
estos nimeros se llaman zriangulares , quadrados , pen-
dgonos , exdgonos , &c. , segun que' la ‘diferencia de las
progresiones sea I1.2.3.4.8c. 5
Progresiones aritméticas. Nimeros poligonos.
1.2 .94 .5, 8&cdifers1,1.3.6.10.15.&e: triangul®
1.3.8.%7.9. &e.dif...2,1.4.9. 16:@5~&c:iquadrad,’
Y.4.7:10.13.&cdif...3,1.5.12.22.35. &c.pentag.®
1.58.9.c13: 17 .&eidifs, . 4,1.6.15.28. 45 .. &cexags

Es-
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Estos nimeros'se llaman poligonos , pordue ellos .ex-
presan los nimeros de los puntos necesarios para termi-
nar los espacios de los poligonos regulares, disponiendo
estos puntos en simetrfa sobre lineas paralelas & los cos-
tados de los poligonos. o ;

g1 Las series de las potencias de los nimeros son las
de los quadrados de los cubos &c.'de los términos con-
secutivos de los mimeros naturales 1.2.3.&c. La suma
de lds series presenta un campo tan vasto quanto lo son
las diferentes series' que se nos pueden proponer ;. pe-
ro nos limitarémos 4 tratar solamente de aquellas que
estan mas en-uso. Manifestéiioslo ;) ‘puess ~con  algunos
exemplos , buscando una férmula para sumar todos: los
términos de una progresion geométrica decreciente que
se extiende al /infinito; la qual se'pueda aplicar para su-
mar tambien todas aquellas series que puedan descompo-
nerse en 6tras-cuye:;"tégminos"form.en progresion geomg-
trica’ decreciente:’ Sea ———b‘{——b—‘z— .

d | Gk b T bR e gl
T una progresion geométrica, que serd decreciente
siempre que sea’g menor que la unidad. Si para hallar

su ‘suma ' fa; aplicamos "4 la“formula s = - Mo

SERIBCHSH 201 V¥ . S5IIS(NISNIE AIOESTYQ%: ikl 2
ot d e 2 ___ d z

(. L 340), haciendo 7. —u, y a= o tendré-

Cidme o ol LG g G .
Mmos s == —2—idl =i L8 despreciando ‘el término

K

o por ser infinitamaite pepefio’ ¥ e a Formile
para sumar toda progresion geométrica decreciente al in-
finito. Tt B Seaupian L imbe
32" Esto’sentado , propongimonos -sumar. una serie
de fracciones, en-la qual-los numeradores forman una

progresion aritmética , y-los denominadores una progre-

sion ‘geométrica , qual es ¢ s T = o e,

a a d

4 la_qual podemos dar la forma 5 .:> + 4.

a
3 bg?
B2 e
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podemos sacar las siguientes series , que son otras tan-

tas progresiones geométricas decrecientes.
7 e gt = &, que tiene por suma Ia

=
- ﬂq 3 -
expresion ;- (3 I).

Bl ot e ma bs W=t — 4
F g g ¢ 3. &C. cuya sumaes o i,

i crcin i ey dg et d

R vt &c, Su stma es g s

bl ik e e oy G
1 &e. su ;s,uma:es.:.w__b‘q} ==
Pero todas estas sumas , excepto la de Ia primera serie,

forman la progresion geométrica, s & 1 2 _ .

i5155 gy, oF
e &ec. » que tlerme por suma 1. Luegq

si 4 esta suma juntamos la de la primera serie,

que es #_"—_7, tendrémos por suma de todas las se~

} e : Su _
Ties Sr—iian ¥ csta es una formula general para
sumar las series de fracciones en las que los numerado-
res fortan, progresion aritmética, y los denominadores
la forman geométrica. ¥ ok

3

33 Quando no se puede expresar en términos finitos

una serie infinita , es preciso hacer de modo que sea la

serie la mas convergente que se pueda; porque en este

€aso con un corto nimero de sus términos que tomemos,

tendrémos una cantidad, que discrepara muy poco ' de

la verdadera suma, v. gr. en la serie a —+ <= 4
4 6

o —+ o= &c. = V/a’ =+ &%, quanto menor sea x

8a3 16as

respecto de a, tanto mas convergente 'serd la serie , 'y

tantos ménos términos se mecesitardn ‘para tener un re=

sultado que . discrepe de la suma una cantidad tan pe-
queha como se quiera ; lo que no sucederd six =, 6 >a;

porque en el primer caso la serie serd poco convergen-
: i te,
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te, y se necesitard un nimero de términos muy crecido
para tener un valor tan aproximado .4 la suma como se
desea ; y en el segundo caso la serie sera divergente, y
quantos mas términos se tomen de ella;; 'mas nos desvia-
rémos de su suma.

34 Pasemos ahora 4 tratar de las sumas de los nd-
meros naturales y sus potencias , estableciendo férmulas
que nos faciliten hallar las sumas: de qualquier nimero
de términos'que en ellas se consideran.. Y supuesto-que
la diferencia entre estos mimeros es de solo una unidad, .
si llamamos /2, m, n,.p, q, r qualquiera serie de estos
numeros , empezando: desde la unidad , 6. desde otro ni-
mero qualquiera , es evidente que excediéndose estos nu-
meros en una unidad; sera 7 = g+1, ¢ = p+1, p=n-+1I,
n=m=+1, m=1/=+1; y elevando estos nimeros al quas:
drado, cubo y quarta potencia , &c., tendrémos

~

7"=q +29+1
@ =p +2p+1
pP=nt2n+1

2

P mtomX
el AT LY O

73 g3 397 - 3g T r4:q4-|-4.4q3+6.q2+4q+1

P =Pi3p+3p + 1
p=ind = 3t 3n X

= - g Zm 1

m3 == 1% 307 3l 1

gt =pt 4P +6p*+ 4p+1

| pr=nt-tg4nd 460"+ qn41 -

N4 =M g Om* - g1

M = It A gl = O+ 4l -1

Si reducimos ahora por medio de 14 suma 4 una sola
equacion las poteéncias de cada género tendrémos '

2941
2p+1
P2=< 2n~41 -

2MH=I 3

Pa2l41

39*+39 +1
3p*=+3p+1:
73 =q 3nt43n+1

$ : i.gmf‘v+3m+1

B3l 3l 1
B3 74
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49°+ 69" + 49 + 1

CAgpP 4 6p* +4p+ I

L2 qnd 60+ gn 4= 1

4m3 +6m® + 4m + 1
I3-+403+ 6/ +40+1

38 " De'cuyasioperaciones se deduce, que teniendo una

serie ‘de mmeros- naturales consecutivos : 1.° e/ quadrado

t* del ditimo es igual al quadrado 1* del primero, mas dos

veces la suma de los nimeros.que le preceden , mas tantas

unidades. como términos le anteceden: 2.° el cubo 3 del mis-

mo nimero es igual al cubo 13 del primer numero , mas la -

suma de los quadrados de los nimeros que le preceden o=
mada tres veces, mas tres veces la suma de los mismos ni-
meros 5 mas la suma de tantas unidades como términos le
anteceden : 3.°la quarta potencia r* del mismo numero es
igual 4 la quarta potencia 1* del primero, mas la suma
de los cubos de los nimeros que le preceden tomada qua-
tro wveces, la de 1os quadrados seis veces ., la de los mis-
MOS NIMEros quUAtro veces , mas tantds unidades como ni-
meros le anteceden ; w ast_sucesivamente respecto de otras
potencias mas elevadas.

De donde se :deduce ‘que llamando « el primer tér-
mino), 7y = el dltimo, el nimero de términos que pre-
ceden al dltimo sera z—a; y si-llamamos s la suma de
_todos los términos, s* la suma de los quadrados, y s*
la de los cubos; tendrémos que la suma de todos los
términos que preceden al iltimo serd s—u, la de los qua-
drados s?—u*, y 1a de los cubos s3—n* &e. Luego segun
lo deducido de las. diversas potencias der sera en quan-
to 4 lo primero #*=a*425—2u+u—a—a'—a+25—1u: se-
gundo #’=a’+3s*—3u’+35—3ut+u—a=a*—a+3s*—3u’
-+35—2u : 'tercero ut=a*+4s3 —4u3+0s'—06:u’+4s—4u+
U— a=0*—a-+453—4u*~+05*—0u’~+45—3u 5 que son otras
tantas equaciones que nos facilitarin conocer el valor de s.

36 Dela primera de estas equaciones sale s—iu’+3u

e
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—ZXa*+3a ; substituyendo este valor en la segunda equa-
cion , tendrémos #¥=a’+3s*—3u*—Lu—3ia*+%a, y por
consiguiente s*=3#*+3u’+fu— ja*+La*—ia. Substituyen-
do los valores de s.y s* en la dltima equacion , tendré-
mos w*=a‘*+-4s*—2u’—u’—2a%+a* , y por consiguiente
s’ =lut+tut+tu'—La*+1a*—2a*. Por las mismas reglas
hallarémos las sumas de otras potencias mas elevadas de
los mimeros naturales. e S
.37 Si el primer término de la serie de los nimeros
naturales fuese O 6. 1, enténces serd .s= 14’ + fu=
u=~p;que es la misma —expresion que hallamos
(tom.I. 344) & =L Lt Lu=2 202
A= e S e S b
.38 Las aplicaciones de las series son ilimitadas ; pero
solo elijo aquella que nos ensefa las reglas que -debemos
seguir para medir las pilas de-las balas 6 bombas en los
parques de artilleria. 5! b : v
. Por:pila de bombas ¢ balas entendemos un monton
de ellas arregladas de tal manera, que sin deshacerlo'pue-
da saberse el mimero que’ contiene.: Su-formacion regu-
lar es sobre tres distintas bases: una quadradar(figura 1):
otra triangular. equilatera ( fig. 39, y otra quadrilonga
(fig. 2) 5 en cuyos planos se acomodan las balas, de suerte
que entre los huecos intermedios del primer plano sé for-
ma el segundo , sobre éste’el tercero; y asi hasta su
veértice, formando sus caras un tridngulo con' una:pro=
gresion decreciente natural, de forma que si la primera
ﬁ[i interior consta de 10 balas, la segunda consta de g,
y la tercera de 8, &c.; y con este érden cada fila va
feixce_chendo a su inmediata superior en una unidad hasta
nalizar en una bala (excepto en las caras ¢ frentes ma-
yores de las pilas quadrilongas que ‘terminani’ en mas de
gz}adbala,), por cuya razon la ﬁla} angular en las pilas qui~
ra Sas O triangulares es igual'4 la fila de la base.

on varios 1ds’ métodos por los quales se miden la

by pi-
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pilas' de las balas; pero nosotros elegimos ‘aquel que se
funda en la sumacion de los nimeros naturales y sus po-
tencias , manifestandolo con la resolucion de varias qties-

tiones, P ity
Qiiestion 1. Hallar la expresion general para. su=

mar las balas que tienen las caras triangulares. .

~ Supuesto que en las caras triangulares cada fila ex-:
cede 4 1a que le sigue (empezando 4 contar desde abaxo)
en una unidad , estos nimeros forman la progresion arit-
‘mética’ délos mimeros naturales , empezando por la uni--
dad’, donde el wltimo término’expresa tambien el nimero
de los términos. Y asi la formula s—=u x (*==) (37)
nos servira para, resolver'la qiiestion con solo substituir -
por u el nimero que expresa Jlas balas que tiene la “fila
mayor de la cara triangular ; luego si suponemos que el
1ado mayor de la cara triangular tenga 10 balas, ten-
drémos s = 10'9?—‘2"2 ==.5.5.,1Y. ;este: es, el .numero
de balas que contiene la cara. :

40 Qiiestion-1L:-Hallar la. firmula general para me-
dir las pilas quadradas. . 3ol Y8 .25

- Las pilas ¢ piramides quadrados se forman:colocan- :

do unos quadrados de balas sobre otros ; de suerte que
cada lado 6 raiz de los que forman los gnadrados tenga .
una bala ménos que el que le antecede hasta terminar :
en el dltimo quadrado , que es de una bala sola.

La resolucion de esta qiiestion se reduce 4 hallar Ia
suma de los quadrados de una serie de nmimeros natura-
les, que empieza por la unidad, y cuyo ultimo término
expresa el nimero de balas que tiene por lado el primer
quadrado que sirve de base 4 la piramide. Luego con subs-

2ud3—=3u24n __ U

= = ?(zu—i—l)

tituir en la formula s* —

X (z¢+1) 37) en lugar de el nimero de balas que con-

tiene el lado del primer quadrado, y efectuando todas las
operaciones indicadas en la férmula, tendrémos resuelta
la qiiestion. Y- asi si admitimos que dicho lado tenga 10

! : ba-

e

T

L e o s

e ———————
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balas, serd s*=10 {eoenxlietD = 385 5 y este es
el nimero de balas de la pila quadrada. R
a1 Qiiestion III. Hallar la expresion general para las
pilas triangulares. : By R

Toda la pila 6 pirdmide triangular .es una. serie de
triangulos equilateros , cuyos lados se van disminuyendo
de una unidad hasta terminar en una sola bala : cada uno
de estos triangulos forma una progresion aritmética , que
tendra por término sumatorio la- expresion ux(=—)

= 29 (35, luego si- los lados de cada uno de

estos tridngulos los representamos por 4, b, ¢, d, &c. ten-

dremos que la suma del triangulo , cuyo lado es a, sera -
g‘z—;—“ ; la del tridngulo que tiene por lado yiolihen
y la de los otros tridangulos que siguen &= i T

2 2 :
Pero la solidez de la piramide es igual 4 'la suma de es-

a?—=a b2——b c2—4—=c

tasexpresiones, liegot—===s= 2 — .

2p2 % e —a—i=b d e .
gbiiberchdi O opebet e es la solidez: que se
pide ; pero esta expresion se compone de dos partes , que
la 1.2 es la semisuma de los quadrados de los ndmeros
naturales, y la 2. la semisuma de los mismos nimeros;

luego la expresion que se busca serd ** ==
R ) __‘I.¢3—l—3u?—¥—u—!—3u’—l—3u'__7.u3-l—5u2—%-4u____u3+331 +2u,
4

s I2 1z 6
si suponemos que el lado de la base sea 10 balas, tendré-

mos que el ntmero de balas de la pila serd........
1000—-300—-20 e ? ;

e o O

e

— 7 — TR T &

= ==/220. :
42 Qiiestion IV. Medir las Pilas quadrilongas.

Las pilas quadrilongas se componen ‘de una pila qua-
drada A4, B, C, E formada del lado menor EC de la pi-
la, y de tantas caras -triangulares FD como unidades
contiene la fila angular DB , quitandole una unidad ; de
suerte que estas pilas se deben medir de dos veces , esto
€s , se ha de medir primero la pila quadrada 4,5,C, &

por
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por la regla dicha (40), y despues se ha ‘de medir una
de las filas triangulares DF=EBC por la regla estableci-
da (39), y este dltimo resultado se ha de tomar tan-
tas veces menos una como unidades tiene la fila angular
DB ; y asi, si llamamos m el.nimero de balas que tie-
ne DB despues de rebaxarle una unidad, tendremos que

el nimero de balas de las filas triangulares serd
“=txm , y el de la pila quadrada 4BCE 2i-=se e

2 : 6
f 3 2 \ P 2
y 1a suma EﬂL;"z__'Z‘_F. (u2—-u)xm de estas expresio=

hes serd el total de las balas' que ‘comprehende la pila
quadrangular. )

43 Quando algunas de las pilas por medir estd in-
completa se consideran sus caras: prolongadas hasta com-
pletarla : se mide la pila como si estuviera completa , y
se mide la parte afiadida ; se restan una de otra estas so-
lideces , y la' diferencia es el mimero de balas de la pila
incompleta. .

Habiendo manifestado en el primer tomo de esta obra,
con la individualidad que permite un compendio harto
sucinto, todo lo correspondiente 4 la resolucion: de las
equaciones determinadas del 1.° y 2° grado , nos resta
tratar en éste de las equaciones superiores ; pero como
esta materia requiere limites mas extensos que los que
permite esta obrita , me ceniré solamente 4 tratar de las
equaciones numeéricas determinadas de 3.° y 4.° grado
en todos los casos posibles , explicando el modo de re-

solverlas por aproximacion , quando no se puede por

ninguno de los medios que aqui se explican.

CADITULO  LIT
De las Equaciones de tercer grado:

Las equaciones de tercer grado se dividen en puras y
mixtds : equacion pura 6 simple es aquella en la qual se
en-
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encuentra solamente la tercera potencia de la incdgnita
como x3=d , ¥*—a—c—d , &ci;-yiequacion compuesta
es aquella , en que ademas del cubo de la incdgnita , se
hallan tambien sus potencias inferiores , ¢ alguna de
ellas , tales son , ¥3-ax’—4-cx=m , ¥3+ax’—n ,y x*4-ax
=b:, &C: -

De las Equaciones puras de tercero grado.

44 La resolucion de estas equaciones no tiene difi-
cultad alguna , teniendo presente lo insinuado ( tom. L
332 ) ; pues es evidente que .si en la equacion x3=2% ex-
traemos la raiz cubica de uno-y otro miembro , tendré-

Va

| Vo
Lo mismo podemos decir de otras muchas.

45 Pero por esta regla se halla que la incégnita- tiene
un solo valor, y parece deba tener tres, supuesto:que
hemos visto que en las del segundo grado tiene dos valo-
res diferentes : para salir de dudas propongamonos re-
solver la equacion #*—8 con la mira de saber quantos
son los nimeros que tienen por cubo el 8 ; desde luego
se manifiesta que el 2 es uno de ellos ; pues 22=8 , y asi
#=2 y £—2=0. No es ménos evidente que si la- equa-
cion =8 , 6 mas propiamente x3—8=0 la dividimos
por ¥—2 , nos saldra al quociente una equacion de un
grado inferior al propuesto , esto es, una equacion del
segundo grado. Con efecto, executando la division (tom I.
115), sale el quociente &#*+24+4=0,% X420 =—4, la
qual resuelta segun lo insinuado (tom. L 353 ) , produce
F=—I1%£V —3, estoes y p=—IV —3, y 4——1—7/1 3,
Luego los nimeros que elevados al cubo producen 8
son 2,—I+V—3,y —I—V—3, como se manifiesta en
las multiplicaciones siguientes:

mos & = 3 5y la equacion¥’—=+4daw—=v/ 21—
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—I+V—3 o 2

—I1+V—3 : 2

1—V—3 4 quadrado.
9 33 g
8 cubo.
—2—2V—3 quadrado.
—I1+ V—3
2+2V—3
—2Y —3+6
8 cubo.
—1—V—3 .
—I—V—3
I+ V—3
oo V=33
~—2+2V -3 quadrado.
o S —3 G193 )
+2—2V —3 o5 5
+2V —3+6 .
-8 cubos

o

Lo que hemos dicho respecto de la equacion #3—8
se podra aplicar a qualquiera otra equacion simple del
tercer grado, tales, w3=a*, 6 ¥#*—a*=0, de la qual sa-
carémos una raiz real , que serd ¥—=a, y dos imaginarias,

—aea =3 o e ——a——a—3 4
2 S B . Asi esta
equa-

qie “son w==

ST

B
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equacion como la anterior nos manifiestan que en ‘las .
equaciones del tercer grado, la incdgnita debe tener tres
valores diferentes. £ TN

De las Equaciones compuestas del tercer grado. '

46 Se dice que una equacion: compuesta del- tercer
grado es completa , quando ademas del cubo de la in-
cdgnita tiene tambien su quadrado, y la primera potens
cia con algun'término: constante ; pero quando 4 la equa-
cion le falta la primera 6 segunda potencia de la- incég=
nita -, enténces se llama incompleta ; pero de qualquier
modo la equacion es” compuesta. Qualquiera equacion
completa del tercer grado debe tener esta forma psx3
+qx**ro==s , que haciendo la transposicion del segun-
do miembro al primero , se reduce 4px3 +gx* +ryFs—o;

Para manifestar ser esta la forma que debe tener una
equacion completa del segundo: grado , y deducir varias
particularidades  que ‘nos conduzean en su resolucion;
supongamos que - las tres raices de 'una ‘equacion: com-
pletavdel tercer'gradocsean y¥=a ;w=b, yla—c ; é lo que
es'lo' mismo ¥-—a=0:; ¥==b=0 y ¥-—=c=0; si multipli-

- camos las dos primeras entre si tendrémos el producto

#’—a(a+b)+ab 5 y multiplicando este producto por el
tercer factor #—c=o , tendrémoscel segundo 'producto
&*—(a+b+0c)x*+(ab+ac-+be)x—abo—0 ; que:¢on hacer
D=L, a+be=q, ab+ac+bo=r;y abc=s, queda reduci
da 4 la forma pad—qgu’4erg—s=0. i~ 1 oo sicr roy
47 Si examinamos con atencion las partes que coms
ponen la equacion 6 férmula echarémos de ver : 1.° que
el primer término de la:serie es la incdgnita elevada 4
una: potencia , cuyo  exponente es igual al grado:de la
equacion : 2.° que en el segundo término: esti latincég-
nita elevada al-quadrado , y tiene por coeficiente 1a. su-
ma de todas las raices : 3.° que en el tercer término se
halla la incégnita elevada 4 la primera potencia , y: tiene
por coeficiente la suma de los productos de todas las rai-
. : ces
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ces multiplicadas de dos en dos : 4.° que el quarto y ul-
timo término es el producto de todas las raices.

48 Para este exemplo hemos tomado todas las raices
positivas , pero si las hacemos todas negativas , esto es,
si hacemos y—=—ad , ¥ =—b; ¥—=—¢ , y.dandoles primzro
esta forma ¥+4=0, ¥ —C=0, ¥+b=0 , las multiplicamos
unas’ por otras , tendrémos &3-+(a+b-+c)x +(ab+bc-+ac)X
x-+abc=0+ que se diferencia de la anterior en que todos
sus  signos 'som positivos ; pero si tomamios por raices
&~+2T30 5 ¥4-30 5 ¥ ¥—4=0 , de las quales las dos pri=
meras son negativas y la otra positiva , 7y las multiplica-
mos unas por otras, tendrémos la equacion x3-++x*—14%
~+24=—0 , que en quanto 4 los signos no concuerda con
las anteriores.. - sdab. obsy: ,

Luego 1.2 quando en uha equacion. compuesta: del
tercer grado , y lomismo en las.de grados' superiores, no
hay raices itnaginarias , y sus términos siguen‘la alterna-
tiva de mas y ménos , son: todas las raices positivas: si to:
dos los términos son positivos , sus raices son negativas;
y.en general habra tantas raices negativas como veces de
seguida se halle un *mismo signo.'Regla que se verifi
ca-en todas:las equaciones superiores de quarto , quinte;
&cuigrado.y 261l 99 epysmiig eol 189

2.2 Si-en una -equacion superior falta el segundo tér-
mino , habri raices positivas y raices negativas, siendo la
suma de lascunas igual a la suma‘de'las-otrasi;' de suer=
te 5 !que si <la equacion es de:tercero' grado “ha'-de .tener
una raiz positiva — 4 dos negativdsy 6 una megativa igual
& dos ‘positivas:; y si-faltasel dltimo término ; habra in-
dispénsablemente una raiz iguald cero. - ) 8

3. El nimero de raices ‘imaginarias que tiene una
equacion , cuyos términos son: todos reales, ‘han de ser
en numero ‘par; 'y asi en una equacion: del tercer gra-
do, que no contiene alguna cantidad imaginaria , ha de
tener precisamente una raiz real y dos imaginarias , 6
todas tres raices han de ser reales.

1114 Sien una equacion superior se substituye por la
: in-

T

=%
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incdgnita alguno de sus valores , la equacion se ha de re-
ducir 4 cero. Porque siendo la equacion 6 férmula ge-
neral 3% (a-+b+c) x** (ab+ac+bc) 3+ abe—o—= (x*a)
(¥£5) x (x%¢) , se manifiesta a primera yista, que con ser
igual 4 cero qualquiera de los factores que la componen,

o e, Ll

 subst

la equacion ha de ser tambien cero ; pero qu T e
q 5 pero- qualguicra de s

los factores de la equacion se hace cero c

por la incdgnita uno de los valores ; pues : eﬁ?o“x:iar.., 0
: Lt -ty o

ha de ser x+a—0, luego, &c. ;

49 Esta propiedad nos suministra un*
que no sea el mas sencillo, para resolver en
sos las equaciones superiores’, el qual se reduce

thir por la incdgnita sucesivameénte diferentes cantida-

des ‘positivas y negativas hasta encontrar con una que
reduzca la equacion 4 cero , y ‘aquella es uma raiz suya s
dividiendo despues la equacion por la incégnita mas & mé-
705, dicha cantidad quedara , reducida la equacion , 4 otra
de un grado inferior. Asi, sien la equacion F+a*—I140
—-24=0, substituimos por la # los nimeros 2,3,4,—2~3
—4 , encontrarémos que €l 4, el =2y — 3'la reducen 4
cero , y por censiguiente son sus raices ¢ valores'de #.
_ 50 Pero este método seria sumamente penosd por las
innumerables tentativas que habria“que executar Sang
tener presente la propiedad que tiene el dltimo término
de una 'equacion’, de'ser el ‘producto’ de todas las raices;
pues buscando todos los divisores de este ‘término ; s
claro que entre ellos se ‘han de hallar Ias raices ;, las qie
se encontraran con substituirlos sucesivamente'en la equa-
cion por la incégnita para examinar quales son aquellos
que la reducen 4 cero (48. 4.°). Manifestémoslo buscando
las raices de la_equacion #*—x—6=0, en'la qual 11 can-
tidad #* solo' lleva por coeficiente la unidad. Bisqueénse
primeramente todos los :factores del término constante &
(tom. L. 71) 5 que son: 1,2,3,6 5y substitiyanse: sucesivas
Mente por la incégnita hasta encontrar con uno que re-
duzca la equacion 4 cero, y aquelsera una.de las raices
de la equacion. oot 't ' 51

1814

~ Ope-
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~ Operacion.

=1 .1—1—2::-—-6
X=2 . B0t =h——i" 0
ey se tiene s7in6— 18
x=63 L216—6—6=216

haciendo

Y supuesto que de todos los valores substituidos por la
incégnita , solo el 2 reduce la equacion & cero, dirémos
.que ‘una de sus raices es el 2., esto es , ¥==2 , 6 ¥—2=0.
Dividiendo ahora la equacion x3—x—6=0 por £—2, sa~
le el quociente x*~+2x—3=0, equacion, del segundo grado,
que resuelta del modo que se insinud, (tom.I. 353) , sale
x——1%tV —2 , y asi la equacion propuesta tiene una
raiz real y dos imaginarias. _ i ik ,

51 Contra el método que acabamos de explicar para
encontrar las raices comensurables de una equacion por
medio de los divisores del dltimo término , se puede po-
ner un reparo que 4 primera vista parece muy conside-
rable , y es: que si una de las raices de la equacion es
un quebrado , no se sabrd como encontrarla, pues los di-
visores quebrados de un mimerg entero son infinitos; pe-
ro es facil responder 4 esta dificultad;, considerando que
siendo nuimeros. enteros todos los .coeficientes .de una.
equacion , es imposible :que la incégnita tenga por valor
una fraccion :.sea x3-+4x°+34=8 una equacion qualquie-
ra,y si x:es una fraccion <, tambien lo serdn x* y
x%3'y stbstituyendden la equacion pot # su valor 7,
se transformard en <—-+32—-2—8, De donde for-
zosamente se deduce una de dos , 6 que 2 es un multiplo
de &5 6 que 8 es uniquebrado : esto tiltimo es 'falso; lue-
go lo otro es‘ciertos; 'y ast #°-+4x°+-3x ha de ser un nu-
mero entero.:Iia misma considgracion: se puede hacer res-
pecto de otras equaciones. - : &b

T Quan-

do |
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52 Quando en‘la equacion propuesta el coeficiente de
x% es mayor que la unidad , 6 hay algunos términos
que llevan quebrados, no es aplicable el método antece=
dente si no se transforma la equacion en otra que tenga

las condiciones que se han dicho : para aclararlo mejor,
112

propongdmonos resolver la equacion x°— 3x% =

—3=0, por quanto el denominador es 4 supondrémos
iU q P
x—=<, siendo y otra nueva incognita , y substitu~
yendo una incdgnita por otra en la equacion , tendré-
y3 33‘2 Iy F I e 1, . 3
mes s Crie B thraaiglne mutt;lphcando por 8,
se reduce 4 y3—6y°+11y—6=—0 ; equacion sin quebrados,
que resuelta del modo que hemos dicho (50), salen sus
Eres raiCeSy=T,y=—2;'€y==3 5 ‘6 'pOr Ser y==04; ¥—1", =&
LS S RS 3 ' 3 2%
y. #—-2 luego las raices de la equacion #*~—3x

S ITE 3 b 4a
———- son I,— y % todas tres reales.

53 Para aclarar mejor este punto supongamos otra
equacion 6x3—11x°+6x—1=0 ; que dividiendo todos sus
Iiz2

— % ——=-—0, 51
suponemos ¥===-, y substituimos esta tltima cantidad

términos por 6 , se reduce 4 &°—

‘; * y} —_Iry‘l v
por x, se transformard la equacion en 22 — 5 b

—5=0; de la qual quitarémos los quebrados con multi-
plicar todos sus términos por 216, que reducira la equa-
cion 4 y3-11y*+36y-36—0 ; que se puede resolver del mis-
mo modo que las anteriores , esto es , buscando todos
los divisores del nimero 36 , y examinando qual es aquel
que substituido por la incdgnita reduce la equacion 4 cero.

54 Pero este método, aunque al parecer sencillo, no
lo es en la equacion , donde el dltimo término tiene mu-
chos divisores por las muchas tentativas en que empena
al calculador ; lo que ha motivado 4 los Matematicos 4
sutilizar el ingenio, é idear otro método sumamente in-
genioso, que con facilidad manifieste entre todos los divi-
sores del dltimo término quales son los que se deben elegir.

C Pa-
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Para manifestar qual sea éste volvamos 4 nuestra equa-
cion &3— (a+b-+c) x°+ (ab+ac+bc) x+abe (46) = (x+a)
X(x=+b)x(x~+c)=0. Si en la equacion descompuesta en sus
factores , y en uno de estos , por exemplo , £+a=0 subs-
tituimos sucesivamente por la incdgnita 1, 0, —1I, siem-
pre serd el factor una raiz de la equacion, como se ma-
nifiesta en la operacion. :

Ha: ST se trans- (1+a)(1+b)(1+c)’ yla{ I+a

—n~ . Jformala i
31::1- #=0" 9 equacion” axbxe : raizg - —a
* {r=—I{en (-1+a)(-14b)(-140) (0 {—14a

Pero las cantidades 1-+4,a,—I-+a , en que por los su-
puestos se transforma la raiz , forman una progresion
aritmética ; luego para resolver las equaciones por este
método , se ha de practicar lo siguiente : 1.° se substitui~
ran por la incégnita en la equacion los valores 1,0 y—1I:
2.° se buscaran todos los divisores de la cantidad en que
cada uno de los supuestos transforma la equacion: 3.° se
elegiran entre los divisores que resultan del supuesto =0
todos aquellos que sean una unidad menores que los di-
visores del supuesto =1, y una unidad mayores que los
del supuesto ¥—=—1 : 4.° se dividira la equacion por la in-
cégnira mas 6 ménos uno de aquellos divisores ; y si sale
bien la division , se tiene una de las raices , y la equacion
queda reducida 4 un grado ménos ; pero si no sale bien
la division, se prueba 4 dividir por otro , y de este mo-
do se continda hasta encontrar todas las raices , 6 a lo
ménos hasta dexarla en una equacion del segundo grado,
y resolverla como tal. Aclarémoslo con el siguiente
exemplo.

55 Propongimonos encontrar las raices de la equacion
x3—2x°—134+6=0 ; substituyendo en la equacion por
la incégnita 1, se reduce 4 8, cuyos divisores son I,2,
4,8 ; substituyendo o se reduce 4 6 ," que tiene por divi-
sores 1,2,3,6 ; y substituyendo —1 ,queda reducida 4 16,
y los divisores de este nuimero son 1,2,4,3,16. Hecho es-

' ; . to
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to escribanse las cantidades del modo que se manifiesta
en la operacion , poniendo en la primera columna los
supuestos , en la segunda los resultados , en la tercera
los divisores , y busquense en éstos todos aquellos que re-
sultan del supuesto de =0 que sean una unidad meno-
res que los del supuesto #=1 , y una unidad mayores
que los del supuesto ¥=—1 , y escribanse tambien en co-
lumnas 4 la derecha de las otras. En este exemplo se ve
que el 3 tomado positivo cumple con las condiciones
expresadas , porque tiene encima el +4 , y debaxo el
+2 , cuyas cantidades las escribirémos en su lugar cor-
respondiente. E1 mismo nimero 3, el 2 de arriba , y el
4 de abaxo , tomados con el signo ménos , tambien tie-
nen las propiedades dichas, que tambien los escribirémos
en su respectivo lugar. ,

Haciendo el mismo examen respecto de los otros di-
visores , hallarémos que ninguno tiene las condiciones que
se requieren , y asi el 1, el 2 y 6 tomados con qualquier
signo no pueden ser raices de la equacion , y solo pue-
den serlo el +3 y —3 ; pero como estos numeros multi-
plicados uno por otre dan un producto mayor que el 6,
ultimo término de la equacion , no pueden ser los dos
raices de ella : y nos es indispensable hacer un nuevo su-
puesto en la equacion para ver qual de ellos se debe des-
preciar : hagamos #==—2 con lo que se reducira la equa-
cion 4 16 , que tiene por divisores tambien el 1,2,4,3,16;
y como entre estos divisores solo se halla el -+1 , que
contiene la progresion -+4-+3-+2 , y no se halla el —g
que continue la otra progresion —2,—3,—4 , dirémos
que solo el +3 es el divisor de la equacion , y por tanto
debe despreciarse el —3.

Ca Egqua-



36 ~COMPENDIO

Equacion propuesta.
X —o2x’— 1346 +6=0.

'Supnestos.  Resultados. Divisores. Divisores elegidos.
R 8 o l Ty 254 8ia. il spgaia i Begs
gl MPERN l 6.0 G0 25253,0. LRl GlAne el
=Tl ‘ RO 1 244,85 160 ke i e
Lay=—oi [ 160, I T3234485 16.. S STl 500 4

- Hallado por este método que el +3 es el divisor que
se debe elegir, dirémos que una de las raices de la equacion
es —3 ; pues siendo ¥+3=0 , sera x—=—3. Si se divide la
equacion &*—24*—134+6=—0 por ¥+3=0 , tendrémos el
cociente y*—pgx+2=—0, que es una equacion del segundo
grado , que resolviéndola como tal, nos da los otros dos

valores de la incognita , que son x:-——-——s“*“;/" L ==
S—w% | v asi dirémos que en esta equacion las

2
tres raices son reales ; bien que solo la una es racional.

56 Para aclarar mejor este método propongamonos
resolver otra equacion del tercer grado , y sea la siguien-
te x'—34" —10x+24=0, que practicando lo mismo que
en el exemplo anterior , verémos que el supuesto de ¥=1I
transforma la equacion en 12, que tiene por divisores
los numeros 1,2,3,4,0,12 5 el supuesto ¥=o la transfor-
ma en 24 , que sus divisores son 1,2,3,4,6,8,12,24 ; y el
supuesto ¥=—1I la convierte en 30, cuyos divisores son
1,2,3,5,0,10,15,30. Escritas estas cantidades del modo
que se ha dicho y se manifiesta en la siguiente

Operacion.

Supuestos. Resultad. Divisores. Divisores elegidos.

i sl i o UR s R A ’ f
Xl abi0i g LoD dl B s e =1 | +314-4/—3

B=0.0vie| 24 ereriens] 152535450585 12,2400 [—2 +2!43]—4,
X=—1.|130.u00s00e| 1,25355,0,10,15,30. —3 +11+2 —5
XZ—2.|24 00001 152,35490,8,12,24...|—4, /=6

Em-
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Empezarémos 4 elegir los divisores del supuesto x=o,
que sean una unid:d menores que los del supuestoi =1,
y una unidad mayores que los del supuesto x—1 ., y los
sentarémos 4 la derecha en columnas wverticales.. Princi-
piando por el 1 vemos que éste no puede ser. divisor, té-
mese- positivo 6 negativo , porque en el un, caso falta el
cero abaxo y en el otro arriba ; pasando .al 2. verémos
que si se toma-positivo, tiene encima el, 3 y d_ebaxq,el’ I,
y si-se toma negativo | tiene, debaxoiel 3., ¥y encima el ;
y asi este numero nos da dos columnas que las escribi-
rémos como se ha dicho : el 3 tomado con el signo -
tambien cumple por tener encima el 4y debaxo el 2; y
estos nuimeros formaran otra columna : el 4 tomado con
el signo — tiene encima 4 el — 3 y debaxo el — 3, los
quales nos dan otra columna. Por lo que hace 4 los de-
mas divisores 6, 8 , &c. no tienen lugar por no poder
producir la progresion ; luego los divisores que pueden ser
raices de la.equacion son el —2,+2,+3.y —4 ; pero co-
mo: todos estos dan un. producto mayor que el 24/, l-
timo término de la equacion , no pueden ser todos rai-
ces de ellas. Para exdminar quales se deben desechar, ha-
rémos otros supuestos por exemplo ¥=2 , pero como es-
te supuesto reduce la equacion 4 cero , no nos da luz al-
guna de lo que necesitamos ; pero haciendo x#=—a2, este
supuesto reduce la equacion a 24, que tiene por diviso-
res 1,2,3,4,0,8,12,24 , entre los quales se halla el 4, que
tomado negativo puede continuar la progresion de. la
primera columna : no se halla el cero que continue la
de la segunda , se hallael 1 que continda la tercera, y se
halla tambien el 6, que con el signo — puede continuar la
quarta columna : por tanto dirémos que las raices de la
equacion son —2,+3,—4 , 6-lo que es lo mismo ¥—2—o0,
¥+3=0 y #—4=0 ; con efecto multiplicandolas entre si
producen la equacion. ‘ '
~ 57 El método que acabamos de explicar para resol-
ver las equaciones del tercer grado se puede aplicar tam-
bien & otras equaciones de grado mas elevado, que son
' Cj3 tQ-
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todas aquellas 4 las quales se puede dar la forma de las
anteriores con solo hacer en ellas una simple substitu-
cion ; tal es la equacion #®+4x+3x*+8=0 ; porque es
evidente que si tomamos otra incdgnita qualquiera co-
moy, y la hacemos igual 4 «* , de suerte que sea y=—x%,
sera w+—y*y °=y* ; luego si en la equacion hacemos-las
‘substituiciones ‘ correspondientes se transformara en -+
4y*+3y-+8=0 , equacion completa’del tercer grado que
‘se 'resolvera como tal’; bien que despues de encontrados
1os valores de y sera preciso buscar los de & por medio
de la equacion y=x*0Vy=x. B

58 El método explicado para resolver las equaciones
del tercer grado no ‘es tan general que baste 4 resolver
todas las que nos podemos proponer ; hay casos en que
nos es indispensable recurrir 4 otro sumamente ingenio-
so, y que no dexa de admitir sus excepciones, conoci-
do con el nombre de ‘método de Cardano ; pero este solo
puede practicarse quando las equaciones 6 no tienen se-
gundo término , ¢ se las'ha despojado’de él por el mé-
todo que vamos 4 explicar. : !

Represente la equacion p3*dy**+ey*+f—0 en general
qualquiera equacion del tercer grado ; para transformar-
la en otra que carezca del segundo término supongamos
y=x+r, siendo ¥ una nueva incognita , y 7 una cons-
tante , que se determinara por las circunstancias de la
equacion. Substituyendo en la equacion en lugar dey,¥+7,
y ordenando la equacion por las diferentes potencias de
la incognita , se transformara en

) < x341—3rw’+3r’x+r37
tda*Eodrardr? 3
texter S"
7
Donde se manifiesta que para que el segundo térmi-
no, desaparezca bastara que sea 3r+d=0 ; de cuya equa-
‘cion sale r:x—:— , que nos manifiesta que el valor

de
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de la constante que ha de acompafar & la nueva incég-
nita ha de ser el coeficiente del segundo término divis
dido por el exponente que lleva la mas alta potencia de
la incégnita , tomado con un sIgno contrario al que lle-
va el segundo término ; de suerte que quando éste sea
negativo ha de ser 7—3 , y quando sea positivo
r— ——‘;— , este valor de 7 substituido en la equacion

la reduce a

Bex+—d°}

7
—o0
d_’ de

Big o

la qual carece de segundo término , y 4 la que por la
mayor brevedad podemos expresar de este modo.

X3+pX-+g=0.

-~ Por un método semejante sé ‘désvanece ¢l segundo
término. en una equacion qualquiera, sea:del grado que

“fuese.

59 Para explicar nuestro método. insinuado volvamos
a la equacion x3-+px-+g=0, y SUPONZAMOSs ¥=u~+2, sien~
do estas tltimas cantidades otras nuevas incdgnitas , y
substitiyanse por » en la equacion que: nos sirve de for-
mula , que la transformarin en #3-+3u"2+3u"+23+pu+
pz+g—o0. Supongamos tambien que una de las incégni-
tas # 6 2 sea tal que #3+z3+9=0, en este caso tendré-
mos la equacion 3u*z+3uz*+pu+pz=0 , que dividida por
u—+z da al cociente 3uz—+p—0 , de donde sale u=

-% , equacion que nos dard el valor de « en cono-
ciendo el de z. Para conseguir esto introducirémos el va-
lor de # en la equacion #3+3z+g=0 con lo que se redu-

& 7. a s p3 3 S Lk 7 6 Jia_p3 S
oltd thes = R gE= ) Son B NS el
cion de sexto grado , pero de aquellas que se resueclven

Cy .~ peor
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por el método-de las‘del segundo (*) que resuelta como tal,
nos da el'valor de 2—v/(— ;g==v/(L 4 4 L )
’ Bi i j eRER ] : = 43 45} #
cuyo, valor , substituido en Iugar de z en la equacion

P 5P e ) g ,
U s o QL 3 ——
[ 3z § z , % e uce a u——-..'l"l.llll ALY R R EY YY)
3P

{_,’ e . . Pero si consideramos que
V(e =V(3 4 +52) €t

koY ("}; 7"+ —}7-193 ) mﬁltiplicado por Lg=+

V(L ¢+ L) produce £’ , y que la raiz de

27
b e 5 BT ‘:l o 613568577 _i ___3 : “ - B :
stEcgiide S dtarmine e
x(— Eqg=v( S e )5 cuyo valor substi-
tuido en lugar de 5p en la equacion de # , y suprimien-

do los factores comunes en los términos de las fraccio-
nes,tendrémos x = v/ (—L g =V ( L4 4= p}
b) \/( 72_9—"‘/(49_’.27?))
5 VA .
—V (+ 39V (¢ +51) ) , 6 mas simplemente
J :
:/‘__I_ X2 i i Itcy T AN
e =V/(—Lq+V (530 + 5:0°))—V (E0+V(E7+2p"));
pues ‘el radical v/ ( =g =p°) , tomese con el sig-
no que se requiera , siempre da el mismo valor de «.
60 Para encontrar los otros dos valores de x es in-

dispensable dividir la equacion &*-+px+g=0 , por el va-
lor de x; pero como esta division seria sumamente com-

. . . Y4 - 3,

plicada, la simplificarémos haciendo v/ ( Lg —+ \/(.“}_q1
L3 - /A

0" ) =m, Yy V (— i+ V(=2 p'))=n;

. pe-

~(*)  8e resuelven las equaciones de esta especie por el método de las

del segundo grado , considerando z? cemo una incognita elevada 4 la pri- -
mera potencia
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pero estos valores de m y n multiplicados entre si dan
iP5 luego mxn—%ip ; y ademas m3—n3=q. Esto supuesto,
la division de la equacion x*~+px-+g=0 POr XF=/m+7 , 6]
w—m—n=0, da por cociente &*~+nx—mx-=mm--nn-+mn=0.
Equacion del’ segundo grado que tiene por raices x=
=t X (m+n)V/-3 0 substituyendo por m'y nsusvalores

=§(V(37+V (Zg+50°))3 V(-3a+v <(:§—9"+§,-p_3))i‘
5 (e a3V (R V(S 7 50)
xy/—3. Por manera que los tres valores de x son.....
=V (— eV (G i)V GV 5 Y)
f—’%(x“*/(-;—qa'-\/(ﬁ—v;;p*))—-;-\7<'~%q+\/(—:— 7))+
W (VG s o)V ( 3V G ) J<v/-3
x;%.(& (3 4V Eg+a ) BV (ChatV(F +500))-
1V(5qV (A2 )V (444 Y (%q’n—‘;p’)))x V-3,

61 Si exdminamos con atencion los dos dltimos va-
lores de x hallarémos que son necesariamente imagina-

rios todas las veces que V/(=¢’~-p’) es una canti-

dad real (1. 240.), esto s , siempre que p sea positiva; y
de ser megativa serd 54*>5%p3 , y en este caso no, hay
mas raiz real que la primera. Pero siendo V(34°+3%p%)
una cantidad imaginaria , los tres valores de & son reales,
Para demostrarlo hagames ;9=a; ¥ V(i +2 p3)=bV —1;
haciendo las substituciones correspondientes en el primer
valor de x tendrémos x—=v/(-a+6v/~ 1)V (a =+ bV~ 1)
Si de estos binomios extraemos la raiz tercera por el meé-
todo explicado (28. 3.°), la primera de estas dos cantidades

1 Liky 2ty s
serd-a’+=a T —1—a ? b-fa PPV-1+
3 &e.
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ciihs I 2 —
: ; Clgmia, O - 3t
&ec. ; y la segunda —a e BV o B R

8
St a TPV -1+ "&ec. Despues de trocar los

signos ;i como: lo.  manifiesta ‘el signo que precede al ra-
dical ; y asi el valor de » serd la serie infinita.............
I

D e
3 3 372 10 B
24— ga, bhiom—ya S bt &c, enla que

no hay radical alguno imaginario, y por tanto el pri-
mer valor de » en este caso sera real ; bien 'que no se
encontrard sino es por aproximacion. ' :

62 Por lo que corresponde 4 los otros dos valores
de ‘& comprehendidos en la férmula.......ccco.......

a=t] VI3V (G0 4005V (307 (G )=
PV GE+ &)V (A g+ g+, p9) [ xV -3
desde luego se manifiesta que la parte que antecede al
Signo % es indispensablemente una’ cantidad real , como
se comprueba convirtiéndola en serie ; pues teniendo la
misma forma que el primeér valor de #nos ha de ‘resul-
tar una serie idéntica & aquella, la qual no ha de tener
ningun término imaginario. Y por lo que corresponde 4
la otra tambien se evidencia que no puede ser cantidad
imaginaria’ ;- pues siéndolo ¥ (4¢*++% p3), esta canti-
dad multiplicada por ¥ —3 , que tambien es imaginaria,
ha de producir una cantidad real ; y aunque es cierto
que la cantidad +¢, que lleva cada uno de los radica-
les multiplicada por ¥ —3 ha de dar una cantidad ima-
ginaria, como en el un radical cibico se halla —3q,y
en el otro 3¢, es claro que —3g XV —3+ Lg% vV —3=o0,
tambien se podria demostrar convirtiendo toda la expre-
sion en serie. -

63 De todas estas consideraciones se deduce que
quando las tres raices de # son reales no se puede en-
contrar ninguno de ellos sino es por aproximacion, con-
virtiéndolos en una serie infinita. Y este es el caso que

s

T TR

SR

S T T R T A R
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se ha hecho famoso con el nombre del ¢aso irreductible.
/- 64 Pero en la equacion propuesta el valor de la in-
cdgnita no era ¥, que era y (58), pues para qu_ltarleﬂdel
segundo término tuvimos que hacer J=r ==,
luego para tener los valores de y en la equacion y3+dy*
~+¢y+/=0:, no e¢s indispensable restar de cada uno de los
valores:de « la cantidad —f;— sot SRSy wshou ‘
1° e lo ‘que se infiere que una equacion de tercer gra-
do estari en el ‘mismo-caso’por razon a sus raices reales
6 imaginarias , que la equacion en que se transfogma por
el desvanecimiento de su segundo término , 'y asi ha'de
tener por precision 6 tres raices reales , 6 una raiz real
y dos imaginarias. ;

65 Habiendo explicado ya la formula para resolver
las equaciones del tercer grado en todos los casos posi-
bles , quando su_ resolucion no se puede conseguir por el
método de los divisores , solo nos resta hacer alguna apli-
cacion de ella ; paraloqual propongamonos resolver pri-
meramente la equacion y*+39’+3y+25=0. Por ‘quanto
tiene segundo término , €s preciso deStrgLrch> SL}bSFltujfen_
do en ella por la incégnita otra nueva incégnita +, & —=
una cantidad constante (58 ) ; de suerte que sera y—xr—1,
que haciendo la ' substitucion correspondiente 5 S¢ ‘trans:
formara en x3—6x-+30=0: Cotejando los términos de es-
ta equacion con los de la férmula x3+px-+g=0; ten+
drémos p=—=6 , y g=30: substxtuyeqdo,estos_ valores en
la expresion V(¢ —++5p?), se reduciraa ¥ 2147 cantidad
real. Y por tanto ¥ no pueden-tener mas de un valor
real'iques serd el deifr (< 2y PdelintPhig il

—V(29+V(5 e Y )- La substitucion de 15

por 1g ,y V217 por ¥(5¢*++%p?), la transforma en.....
a=vV/(-15-+V217)-V(15+V217), que es el
valor de la raiz real que contiene la equacion x3—6x +

30=0 ; pero hemos visto que y=¥—1 ; luego restando de
la
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la raiz hallada-la’ cantidad —1 tendrémos la raiz de la
equacion y¥~+3y*—3y+25—0; que-serd [V ’\ =1 5+1/;=2“1_7)
s Ash e e (92 % 60 0l = 515 08 mighd
66 Sea z°+0z*-+30%*--55=0 otra equacion que nos pro=
ponemos resolver. Ista equacion , aunque del sexto gra-
do, se puede resolver por el método de las del tercero
con suponer g*=x , pues enténces se reduce 4 una'equd-
cion del tercer grado; pero si.en vez: de hacer z*=« su-
ponemos z*=+—3 , tendrémos una equacion destituida
de segundo término , que. sera #3412x4—8=0. Para apli-
car la férmula 4 su resolucion la compararémos con ella,
en virtud de lo qual tendrémos p=12,y g=—38, y por
tanto V( ¢*++p*)=V 80 , cantidad real, y asi la equa-
cion solo tiene una raiz real, que Serd.........i... e
/ 3, TR iU T AN
s=V(-k9+V (G O+ 5 0))V I F9+V(Ga 5P =
V/(-4—+v/(80) )-V/(4-+Vv/80) 5 y como por el su-
: : 7 3
puesto z’'==x=3 y sera 2=V (4+V80)ceccrcsisersinines
. : 3 >

V(4B =35y e= V[ V(-4+V80)

67 Concluyamos ‘esta. materia con la resolucion de
la equacion #3—gox—98=—0, que se halla destituida de
segumdov:término. Cotejandola conrla formula &3 +px+g=0
tendrémos, p—=-90, ¥ 4=—98. Substituyendo estas canti-
dades en el -radical V (4¢*+5p?),seraigual 4 V(—24599);
cantidad imaginaria , y que nos hace conocer que las tres
raices de la equacion x3—9ox¥—98=0q, son todas tres rea-
les ,. pero aninguna de ellas se puede encontrar Sino: por
aproximacion : véase ‘el método que para cllo se explica
en el capitulo siguiente. ;

CA-
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CAPITULO 1V.

De las eguacz’ones del quarto graa’o.

uando la mas alta potencia de la incdgnita ascien-
de al quarto grado , la equacion se llama de quarto grado,
tales son x*=n, y x*+bx’+cx*+dx=n. Las equaciones del
quarto grado se dividen tambien en simples y compuestas:
la primera de las dos equaciones es simple, y la segun-
da compuesta.

De las equaciones simples del quarto grado.

68 Representemos generalmente toda equacion simple
por x*=f"; que si extraemos de uno y otro miembro la
raiz'quart‘a tendrémos x—V/f ; pero por este méto-
do encontrarémos que una equagion del quarto grado

tiene una sola raiz, quando tenemos razones bastantes
para inferir que deba tener quatro. Para salir de esta du-~
da supongamos la equacion x'=2401 ; si extraemos la
raiz- quadrada de uno y otro miembro tendrémos #*=
+49, esto es, ¥’=+49 , y ¥*=—49; si de cada una de
estas dos tltimas equaciones extraemos tambien la raiz
quadrada , la primera nos dara ¥==+% , y la segunda
¥==V(—49), donde se manifiesta que la incdgnita tie-
ne quatro valores diferentes, que son ¥=fy,¥=—7% , ¥ =+

V(—49 ¥ #=—V(—49))-
De las equaciones compuestas del quarto grado.

69 Una equacion compuesta de quarto grado se llama
completa , quando ademas de la quarta potencia de la in-
cégnita se halla tambien su cubo , su quadrado y su
primera potencia con algun término constante ; pero para
a3 ex-~
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explicar esta materia con la generalidad que se requiere
nos es indispensable tratar primero de su composicion,
deduciendo de camino algunas propiedades que nos con-
duzcan en su resolucion ; como hicimos en las del ter-
cer grado : para lo qual supongamos que las quatro rai-
ces de una equacion sean x=a , x=b, x=c, x=d , 6 lo que
s lo.mismo., ¥--a=0; ¥=+H=0 , F—c=0, x-—d_o si las
multlphcamos entre sil unas por: otras, tendxemo; la equa-~
cion completa del quarto:grado x*—(a+b+c+d) x3........
-;—(ab+ac+dc+od)x’——(abc+abd+acd+bcd)x+abcd_o en la
qual podemos hacer consideraciones analogas & las que
hicimos ( 48 ). Luego si en esta equacion substituimos por
la incégnita qualquiera de sus valores a,4,¢,d , se habra
de reducir la equacion 4 cero ; propiedad que nos mani-
fiesta que las equaciones del quarto grado se pueden re-
solver por el método de los divisores del mismo modo
que las del tercero (49 y 50).

70 Pero como puede suceder que una equacion del
quarto grado solo tenga divisores del segundo grado, nos
es preciso explicar como se hallan éstos. Para lo qual su-
pongamos que los dos factores del segundo grado , que
componen una equacion del quarto , sean x*-+bx+c=o0,
¥ &*+ax+d=0 , que multiplicados uno por otro , produ-
cen la equacion x*-+(&-+a) x3-+(c+ab+d) x* +(ac +bd)

¥-+cd=0.
Si en la equacion y en uno de los divisores , por exem-
plo en x’+ax+d=0 hacemos sucesivamente ¥ =2,x =1,
¥=0 , ¥=—1, ¥=—2 , la cantidad en que los supuestos
tlansformara la equacnon sera divisible sucesivamente por
4+2a-+d, +1+a+d,d,1—a+d, 4—2a+d.,.en que los mis-
INos Supuestos transforman el factor , como mejor se
manifiesta en la siguiente

Ope-

i)
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Operacion.
sl S
C o= 2 | (4+20+4d) (4+20-+10) | 4+2a+d 4 2a+d
¥= I |(I+a+d)(1+b~+c) | 1+a+d.. wened
g o : G X Gt Qiororn .o,... b el .a }
r=-1 | (1—a-+d) (1-—b+c)‘ 1—a+d. (...1.... - a-+d
#=-2 | (4—20-+d) (4—26-C) | 4204 | 4., | ~20+d

#1  Donde se manifiesta que si de las cantidades en que
los supuestos transforman uno de los factores restamos
los quadrados de:los supuestos , las cantidades 2a-+d,
+a-+d, dy—a+d, —2a+d que restan forman una progre-
sion aritmética : luego si de la cantidad a+d ( en que se
transforma el factor ‘de suponer ¥=1 , y restar de lo que
resulta el quadrado del supuesto ) restamos la cantidad d
que nos proviene del supuesto x=0, la resta a sera la can-
tidad que acompana 4 la primera potencia de la x en el
primer factor #*+-ax-+d ; y como ‘dicha cantidad d es el
dltimo término del mismo factor , se deduce que para ha-
Har los factores del segundo grado , que: contiene una
equacion superior , se han de observar las reglas siguien~
tes : 1.* se substituirin por la incdgnita en la equacion
las cantidades siguientes 2,1,0,—I,—2'; Cuy0S Supuestos
se sentaran en la primera columna, como se ha mani-
festado en la férmula : 2.* se buscaran todos los diviso-
res de las cantidades en que los supuestos transforman Ia
equamon y se escribiran en la tercera columna : 3.?
tomaran los quadrados de los _supuestos , que. se coloca-
ran en la quarta columna : 4.* se restarin dichos qua-
drados de los divisores tomados con + y con —: 5.2
elegiran entre estas restas todas aquellas que forman pro-
gresion aritmética , como se hizo (54 ), las que se es-
cribiran en otras columnas mas 4 la derecha.

Es-
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. #2 Escritas de este modo las cantidades , no hay du-
da que entre los divisores del supuesto ¥—0 habra algu-
na que sera el dltimo término del factor compuesto , el
que tendra su correspondiente entre los del supuesto ¥=r;
luego restando el divisor que sale del supuesto x=o, del
que le corresponde en el supuesto ¥=1 , tendrémos la
cantidad que acompana a2 x en el factor , cuyas canti-
dades substituidas por @ y & nos daran uno de los fac-
tores de dos dimensiones que buscamos : y dividiendo
por él la equacion , saldra el otro factor al quociente.

73 Para aclararlo mejor propongamonos hallar los
factores de dos dimensiones de la equacion x*+x3—6x*
“+15%-—Q=0,la que no tiene factores del primer grado;
sea porque nunca’ los tuvo ;6 por habérselos quitado ya:
substitiyase en primer lugar porila incdgnita 2,1,0,-I,-2,
con lo que tendrémos que ‘el supuesto x=—2 reduce la.
equacion & 21, cuyos divisores son I,3,7,21. El supues-
to y—1 la reduce 4 2 que tiene por divisores el 1y el 2;
el supuesto =0 , 4 —Q , que sus divisores son 1,3,9 ; el
supuesto ¥=—1 la reduce 4 .30,y los divisores de: éste
son 1,2,3,%,0,10,15,30. El tiltimo supuesto la reduce 4 55,
que tiene por divisores I,5,11,55. Hecho esto seescribiran
en una columna los supuestos , en otra los resultados,
en tercera columna los divisores:de aquellos , y en la quar-
ta los quadrados de los supuestos’, que son 4.1.0.1.4.

Su- ) P Qua- : y Progre
pues- }Re.ru!-} Divisiones. } dm-} Restas. } sionesi |
tados. :
tos. dos. : :
2= 2] 21 |1.3.7.2Lcccvuuerene] 4 [I17:3=T=3 =6 =7 =TT =28uiciicerre sercrnins cerens] = 31=1 5;;
2= 1] 2 L. 2| I |10 =3 = 2iiiiai e siene e e vaniesaneaiseniac s | = 27 T OR
T==10 9 |I.3.9ueeceiinisnrieie] O 19:3.1=9 =3 o G e Abietieidosavesbasd §snebe waes SHAL -1} 3|
=1 |35 ’1.2,5.5.6.10.15.30 I (20.14.9.5.4.2.1.0.~31=16=-11-7-6-4-3-2] -0} §[-0f
¥T"=2|  §8 I IE S B iriassencead] 4181700 =8 =59 = X5 =0 = Guiiiiianiens 53 g B e - xi 7i=g

Hecho esto restarémos los quadrados de los supuestos,
de los divisores correspondientes 4 cada uno de ellos, to-
mados con los signes + 6 — , escribiendo las restas en

otro |
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otro lugar mas 4 la derecha ; y asi empezarémos por los
divisores correspondientes al primer Supuesto diciendo
2 L0415 = A=3 B d4e Tl E T4 3 kg
=g =B AT A L 21 A= 25
para. los del segundo supuesto 2—I—=I 5 I-—I=0, ~— 21

T ) e Dol : para-los del tereero 9—0=9,3—0

=35 E-50=0 550520770 » = 3rT OFTT G I Q= I
para, 1ds'del quarto 3o—=1=29, 15—=1=14;10—1=0; 6~
I=555=-1=453—+1=2,2—1 =xil 5 ‘1T5297.’7*30T"{;T‘—3 I,
e LG I =10 == 10—d =1 1 —O—1=—7 5 =5 —1=
—6; g 1=-4, =25 I=—3 7 I l=rm2: pala los
del quinto 55—4=51, 1 1—4=7, 5—4=IL,1—4=—3,—55
rd=-59 5 =1 L—4===15 5 —5—A4=r 05— Isrd =5
Practicado esto buscarémos entre todas las restas quales
son aquellas que forman progresion aritmetica, y se es-
cribiran en otras columnas mas 4 la jderecha. En efec-
to las cantidades —3,—2,—1,0,15 —151,3,5575 359,—235
—6,—9 tienen las condiciones pedidas. Luego los nume-
ros que pueden ser:el dltimo término de-los fact’or_e‘s coms
puestos de la -equacion :son; —I+3,~=35 Yy asi si el +3
es ‘el dltimo término del factor &’~aw-+d, serd 3=d , y
1=a+d,y 1—3=a+d—d , =a,esto es, —2=a ; luego
haciendo las substituciones en lugar de @ y d en el fac-
tor compuesto , se transformara en #*—24-+3=0 ; para
comprobar si éste es uno de los factores que se. buscan,
dividirémos la equacion por él, 4 ver si da un cocien-
te justo : en efecto, hecha la division,, sale el cociente
x3-+3x—3=0, y este es otro factor de la equacion, que
tambien o podrémos determinar del mismo modo que
el otro; pues si:suponemeos —3=d , seri-0=a+d, y 0+3
—a+d—d, esto es, 3=a, y el factor sera entonces #°+3%
—3=0, el mismo que salié al cociente.

En este método , como en el que se explicd (55.),
suele haber divisores inutiles , pero estos se conoceran
.con hacer otros nuevos supuestos de ¥=3 , 6 x—=—3, pues
.de ellos han de salir unas restas;que;solo permitiran con-
tinuar- las progresiones co,rrespondier];;es » aquellas 'canélt,ix-

ad=-

o
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dades que sean los tltimos términos de los factores que
se buscan. :

" %74, Para hallar ahora los factores simples ¢ las raices
de la equacion ; se'resolveran cada uno de dos factores
compuestos por el método que se dixo tratando de las equa-
ciones del 'segundo grado ; y ast tendrémos que las- quatro
raices de la equacion w4+-x’—6x*+150--9=0 son ¥—1+
Vimg, 1oy et sqy/ts » ¥ wm==3—y/AS8 que
las dos primeras Som: imaginarias®,. y las-otras dos:reales.
- %75  Los'métodos declarados para resolver-las equacio=
nes de tercero y quarto grado por el de los divisores son
aplicables 4 todas las equaciones de un grado superior al
de aquellas ; pero quando las equaciones sean numéricas
6 literales, no pueden résolverse por medio de los divi-
sores , nos es indispensable resolver las del tercer grado
por la regla‘de Cardano ( 58 ), y las del quarto por la
de Bombelli ; pero como la de este tdltimo nos empeha
en calculos muy prolixos , pues nos es indispensable re-
ducir la equacion del quarto grado 4 una de tercero, pa-
ra resolverla despues por la regla‘de Cardano ; y una re-
gla y otra'admiten muchas restricciones , y al fin suelen
empefarnos en una resolucion aproximada : he tenido por
conveniente desentenderme del método de Bombelli iy
concluir este capitulo con explicar el modo de resolverlas
por aproximacion. : Lo

De la resolucion de las equaciones numéricas por aproxi-
macion.

76 Sea la equacion w*+243—364°+55—116=0, la
que nos proponemos resolver por aproximacion 4 causa
de no haberlo conseguido” por ninguno de los métodos
que dexamos insinuados. Substituyamos sucesivamente en
la equacion por la incdgnita los nimeros 1.2.3.4.5. hasta
encontrar con uno que mude de signo la cantidad 4 que
se reduce la equacion én virtad de los supuestos’; 'y en
este ¢aso la raiz estara ‘entre aquellos’' dos supuestos, de

Cli=-
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cuya substitucion el uno ha dado un resultado positivo
y el otro negativo. Y asi, haciendo las substituciones en
la equacion’ propuesta , tendrémos -

Supuestos. Se reduce la equacion.
Iooe vireennn [+2—3604+5—116=—144
2.ciiininis e 10 +160—144+10—116=—218

............ w.814+54—324+15—116=—20Q0
2 ........... w256+128—576-+20—116=—288
§errenirinenn.025 +250—000+25 —116=—116
6.veeve v 1296 + 432 — 1296+ 30— 116 =346

Luego ya que el 5y 6 son los supuestos que hacen mu-
dar de signo 4 la cantidad en ‘que *_s’es;transf:orma, la equa-
cion , dirémos que la raiz que se busca esta entre 5y 6,
y por tanto ha de ser 5y un quebrado: si este quebrado
le representamos por @ , serd una de las raices de la equa-
cion g+d , esto es , ¥=5-+d. Para determinar el valor de
ésta substitiyase en la equacion en lugar de «, su igual
5+d, con lo que tendrémos, : Yola

¥*=625+500d+150d+20d34-d* ?
+243=+250+1500-+-30d +2d? | el 295d +
“EX=25+5d '

—16—=—16

que nos da una transformada, en la qual la incégnita d
es la fraccion que se busca ; pero como las potencias de
las fracciones de los nimeros son tanto menores, quanto
menores son las fracciones , y mas elevados son los ex-
ponentes de aquellas , se puede suponer 22d3+d* tan
pequena que se pueda despreciar , y enténces la trans-
formada queda reducida a una equacion de segundo gra-
do , que resuelta como tal , nos da d=0,337 (aproximan-
dola por medio de las decimales ), y por tanto el valor

de x sera A 3 : 3
52337 D 2 o
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Pero la fraccion d no es tan pequefia que puedan des--
preciarse sus tercera: y quarta potencia , mayormente es--

tando multiplicadas por  cantidades: constantes. Para
emendar este defecto substitdyase en la equacion por &

5,337> que la transformard en +811,3137034-304,033616-

—1025, 408434+26,, 685—116=0, 623835. La canti-
dad & que el nuevo supuesto reduce la equacion es ma-
yor que 4, y por tanto hay necesidad de quitar 4 d una
cierta cantidad , para lo qual harémos ¥=5,337—n , cu-
yo valor substituido’en la‘equacion nos dara .

~+x*=811,313703—608,06723171+1%0,9014 147"
~+243=-304,033616—170, 9014141+732, 0220001*
—36%°=~1025,408484+384,2640001--36,0000007
~+52=:26,685000—5,000000 12 FPogf 2ot
--116:.‘_.1‘16‘1- CERIGIINn |5 (. ) i
~+0,623835— 3909, 70464571+166, 9234147> ; que es una
equacion delsegundo grado,que resuclta como tal, sale 7—o,
001562, restando este valor de 5,337, se tiene ¥=5,335438;
valor bastante aproximado. Se'puede hallar una raiz ne-
gativa con substituir por x sucesivamente las cantida-
des —1,—2,—3,—4, &c., y tambien las raices que son
puras fracciones con substituir por la incégnita o, 1 ;-
0,25.0,3.5 &C, ; ~ :
77 Quando en una equdcion hay raices que no di-
fieren mas que de una unidad, la serie de los mimeros
que resultan de las substituciones 1,2,3,4, &c. por lo re-
gular no cambian de signo ; pero estos nimeros despues

—

de haber disminuido, y acercado al punto en que debian

cambiar de signo , crecen con mucha rapidez , como si
en la equacion ¥3—24*—20x+53 =0 se substituye por
la incégnita 1.2.3.4 , &c. se encontrarin los nimeros
32.13.2.5.28.77 &c-; y en este caso el nimero mas pequefio,
6-el mas préximo & cambiar de signo , sirve para cono-
cer entre todos los supuestos qual es el que mas se apro-
xima’al valor’ de'x , .que en este caso es el 3 ; porque
¢éste es el nimero que ha producido el +2, y asi diré-

51 - mos
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mos que la raiz pedida es #+d , la qual, substituida en
la equacion propuesta , da una transformada , que sa re-
solvera por el método de las del segundo grado , y dara
de d. :
. ;glorHallada por este método una de las raices de una
equacion , se dividird la equacion por ella , con lo que se
tendra otra equacion un grad-o,rnenos clevada que lz}
propuesta , y cuyas raices se irin determinando una &
una por el mismo método. _
79 Hemos explicado el modo de resolver las equacio- .

nes por aproximacion sin haber tocado hasta ahora su
fundamento. Este consiste , en que siendo ¥—a una raiz
de una equacion y #—& otra , siempre que por & se subs-.
tituya ‘una cantidad menor que a,4—a, ha de ser indis-
pensablemente negativa , y la equacion ha de mudar en
este caso de signo ; luego si siendo &>a , ponemos por &
una cantidad mayor que & y menor que @ , la equacion
ha de conservar su signo. _

El que quiera imponerse mas 4 fondo en los diversos
métodos que se han inventado para resolver las equa-
ciones superiores podra ver a Clairaut y Euler.

CAPITULO V.
De la aplicacion del Algebra dla Geometria.

La resolucion de Ias equaciones por medio de la geo-
metria presenta un campo de mayor extension que lo
que permite un compendio ; por tanto me cedire a tra-
tar solamente de la construccion geométrica de las equa-
ciones de primero y segundo grado.
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De la construccion geomébtrica de las equaciones de primer
grado. 20

Qiiestiqn. Teniendo las equaciones Ia forma que se ex-
presa al margen, ballar en lineas el valor de la incognira.
Equaciones. Resolucion.
80 Férmese la siguiente proporcion ¢:
ab )%, y hallese una quarta proporcional
"¢ )4 las tres lineas representadas pore¢, b, a
(tom. 1.484), y estara resuelta la qiiestion.

f 81 La fraccion e =Zx =, biis-

Y et

< <

| quese la Iinea que representa -
o— 2t J (parrafo citado) , y ésta sea m , que subs-

4 )tituida en Ia equacion, la transforma-
|rd en % » cuyo valor se hallard co-

mo en ¢l caso anterior.
“ 82 Descompdngase la fraccion de es-
[te modo 2 x L : hillese la linea de
P fc_zi { 1@ primera expresion (81 )y sean 5 subs-
ltiyase esta cantidad en la equacion, y
jtendrémos % » que se construird co-

' mo en el caso primero ( 80 ).
1 83 Sea m lalinea que expresa 2
e (80)52, Iaz que expresa "f” (81)
a?c A z

+a_;£__a;;2 Y 5 la de 55 (82) juntense las Ii-

n€as 4, m, n y réstese de ellas p, y la di-
lferencm sera la linea que expresa el va-
lor de ¥=a+m-+n—p. ;

Ha-
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f 84 Higase el denominador de Ia frac-
cion igual 4 una cantidad » multiplica-
da por uno de los factores que contiene,

74 A R ~
esto es , am=—b"—+af , 6 m— — +f,

s et < y substitiyase en la equabcion il qzxal
o 7 s e—bce ___ pge ce
b:+4-of ) se transformard en 2= —F& __ =,

que se construira del modo que se ha di-

cho (83). Y asi si llamamos 7 la linea que

da la una parte , y zla que da la otra,

J_ sera ¥ = m—mn.

Y 85 Bisquese una linea m, que multi-
plicada por algunos de los factores del
denominador , sea igual 4 él, esto es,

| afm=d’ fa e frbf s O mmma—t-S ilf- :

e a3b % a%c2 - ahef i i
¥ frairoy Yy substitiyase‘en la ‘equacion , que la
. — a3b——a2c2—qbcf
transformard en F=— o
ap ! allip
ks 1= o '—'- 7 5D que Se. construira
Z COIMo en los casos antel;lores.

86 Eliminese el denominador @ con
lo que serd x:“—‘:j;:}“cf}—i— % que tic-
ne la forma de la fraccion anterior, y
por tanto se resolverd del mismo modo.

87 Busquese una linea m=——....
CZ—"-_T_—‘:‘;— , con lo qual se tendrd una su-
perficie em:s’-—-fz—;Z'T‘:F sdueooix —
emy x= Vem;y asisi en una linea in-

definida 4B ( fig. 4) hacemos 4D=e, y

st BD=m, y sobre la AB , como didme-
S 7'1,:..,_,,»)"6’ tro , trazamos un semicirculo , y en
el punto D levantamos al diametro
la perpendicular DN que encuentre la
circunferencia , ésta perpendicular sera

el valor de x (tom. L 566).
.z Dy Ex-

Felifr, a2
4’—af+Cf+z=<

2 2 c?e%~c24?
A

g ,,_:.‘;‘{
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88 Extrayendo la raiz quadrada sera

| 9=V (a+67) 5 para conocer & constri-
o Sl +52< yase un triangulo rectingulo A4 BC(C
‘(ﬁg.. 5.%) 5 cuyo lado #AB=ay BC=b , y
: zla hipotenusa A4C , serd el valor de «x

ptomi 1 gy v

s‘ 89 Extrayendo la raiz quadrada sera

| ¥=V @*—b* =V a+bxV a—b. Para cons-
; truir esta equacion tirese una recta In-
x’:a’f—b’{ definida AB (fig. 4*), y tomense AD
=a—b y DB= a+b ; sobre la AB tra-
jcese un semicirculo, y levintese la per-

‘z pendicular D2V, y ésta es el valor de .
90 Tomese la hipotenusa de un trian-
ggulo rectangulo que tenga un lado igual
l a s y el otro=2e, & la que llamarémos m;
#’=s*+4¢’— | témese otra linea n=—=*, higanse en
‘15¥“< la equacion las substituciones correspon-
dientes y tendrémos #*=m*—n* , y ¥=
Vm*—n* , que se construira del modo que

queda explicado en el exemplo anterior.
91 Hallese un medio proporcional /
1 entre los dos factores de la superficie af
y sera /= Vaf'y I*=af’; y asi la equacion

2 202 nr2h2
se transformard en x*— s’—bez—_*_;“—”—.
Bisquese igualmente ( tom. L. 545 ) un
quadrado m*=4"+/* y otro quadrado n*=
¢*+h* , y substitiyanse en la equacion,

2___sz c2¢2-27h2
i b2 —-af n> *

Ne2nz

me2

llese una cantidad d— , 0 lo que
plite2n2

es lo mismo , *="% , que haciendo

mz
la substitucion correspondiente en la
equacion', serd x*=—s*—d* y x—V s*—d*,
2 que se construira del modo que se ha di-

cho (89 ).

D¢

quesexreducird ‘diatess’ =22, Hi-

TN Y
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De la construccion geométrica de las equaciones del se-
gundo grado.

Qiiestion. Teniendo las equaciones la forma que se ex-
presa al margen , bhallar en lineas el valor de la incognita.

Resolucion.
Equaciones.

{ 92 Férmese un angulo recto CAB
(fig. 6. ), que el uno de sus lados AC
sea %a y el otro lado 4B=/; y habien-
do tirado la hipotenusa BC , y prolon-
gado del lado de C , se describira desde
este punto como centro con el radio AC
un circulo que corte la BC prolongada
en los puntos E y D, y las rectas BD
: -y BE son las. raices de la equacion pro-
x’iax-—»bzzo{ puesta ; esto es , BD es la raiz positiva,

y BE la negativa;
- Porque si hacemos BE=x , se ten-
drd BD, 6 BE4+ED=x+a ; y sise hace
BD—=—ux , sertda BE=BD—FED=—x—aq;
| luego en el uno y en el otro caso BD

! —_—2
XBE=x’+ax —AB —b* (tom. L 534 ),
esto es , x*+ax—b*=0; pero si se hace
BD=x,y BE=x—a ,sera DBXBE—x*
2 -ax=b* , que por dltimo da x*-ax-b*=o.
ﬂ' 93 Formese como en el primer caso
un angulo recto CAB ( fig. %#. ) ha-
ciendo CA=%a y AB=b , y tirando
: una recta indefinida BD paralela 4 AC,
¥+ ax+b"—0 | describase desde el punto Ccon el radio
AC un arco de circulo que corte la li-
nea BD en los puntos £ y D , y las rec-
i.tas BE y BD son las raices de la equa-
cion
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cion propuesta ; esto es, las dos raices
positivas de la equacion x*—ax-+b*=o0,
y las dos raices negativas de la equacion
X*+ax+b*=0 ; porque tirando 4 la 4B
las paralelas GD y EF' tendrémos en ha-

—

=2
FH —ayx—ax*—FFE =b" (tom. . 534 ),
esto es , ax—a*—b*—0; u trocando los
signos 4 la_equacion x*—ax-+b*—0. Pero
si se hace BD 6 AG=x, GH serd a—u,

o
vy AGx GH=ax—x*=GD =5, que
haciendo la transposicion, y trocando los
signos 4 la ‘equacion ;' se reduce 4 x*—
2ax+b* , donde'se''ve que en uno y otro
caso sale una misma ‘cantidad.

Si ‘admitimos ahora que BE 6 AF sea
igual —a; BD, 6 AG tambien ——u, se-
A ran FA 6 GH=(a+x)AFx FH, 6 AGx

5 i —_—2 =2
1GH=—4"—ax=FE , 6 CD =b*; esto
es , ¥*4ax+b*=o. .

Si el circulo cuyo centro es C, y su
radio CA4 no corta ni toca la paralela
BD, antes se desvia de ella tanto como
4 la AB supera AC, las raices de la equa-
cion serin todas imaginarias ; pero si la
toca en un solo punto , las dos raices
{ BE y BD son iguales al radio A4C.

94 Hemos supuesto en estas equaciones que el ulti-
mo término era un quadrado ; si esto no se verificare
como si dicho término fuese &c , hallariamos una mgdla
proporcional 7 4 las cantidades & y ¢, y quedaria la qiies-
tion reducida & la del caso anterior.

Pero pueden hallarse tambien la raiz de una equa-
cion de segundo grado sin transformar el dltimo tér-
mino , practicando el método siguiente. .

ciendo BE 6 AF=x ; FH—a—x ; AF'X .

Gl s e B b D e

S s i ot it

S e

< Equaciones.

¥ zax—be=0

&' zax+-bc=o
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Resolucion.

ﬁ' 95 Describase un circulo qualquiera
ADB ( fig.8), tal que el didmetro no sea
menor que los datos @ y b—¢ ( admitien-
do que 4 sea mayor que ¢ ), y desdé un
punto qualquiera 4 de su circunferencia
tirense .dos cuerdas , la una AB=a y la
otra AD=b—c¢ 'y prolénguese AD has-
ta F, de suerte que sea DF—c ; y desde
el centro ¢ con el radio CF' tricese otro
circulo concéntrico con el primero que
corte en los puntos E,F,G,H las cuerdas
AD, AB prolongadas ; con lo que . ten-
drémos que 4G sera la raiz positiva , y
) AH la negativa de la equacion &*~+-ax—
6c=0 ; y al contrario AG sera la raiz
negativa y 4H la positiva en la otra
equacion x*—ax—~bc=—0 ; porque siendo
AF 6 AD+DF—by AE—¢ ; si hacemos
AG 6 BH=x , sers AH—a-+x; pero por
la propiedad del circulo (tom. I. 532) el
rectangulo de E.AX AF— b — G.Ax AH—
#*+ax, luego &*+ax=bc, é x*+ax-br—o.
96 - Pero si hacemos AH=~—x, AG ¢
BH , serd =x-0,y GAxAH=— x* ~+ax,
€sto es., #*+ax—be=0 ; por una regla se-
mejante se probara que AG es la raiz ne-
gativa 'y 4H la positiva en la equacion

2 ¥*-ax-bc=o. - b
T Habiendo descrito un circulo :4BD
(fig. 9) con un didmetro que no sea me-
nor que las cantidades dadas « y b+c,
s¢ tirardn 4 este circulo desde un punto
é de su circunferencia la cuerda 4#B—u y
la cuerda AD=b-+¢, y tomando Ia par-
te

e M
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f te DF—c se describird desde el centro C
con un radio CF otro circulo concéntri-
co con el primero que corte las cuerdas
AB,AD en los puntos FyE,G,H; y AG
¥ AH serin las raices positivas de la equa-
cion a*—ax-+bc=0 , y las raices negati-
vas de la equacion x*+ax-+bc=0, lo que
se demuestra del mismo modo que en el
' J_ caso anterior. :
Si el circulo que tiene por radio CF no encuentra.
la linea 4B, las raices de la equacion son imaginarias.

DE L.AS SECCIONES CONICAS.

CAPITULO VL
Nociones - preliminares.

13

Fig. 97 Si sobre un plaho qﬁal§uiera tiramos dos lineas

10 AB,DE que formen un 4ngulo qualquiera ACE , ¢ ima-

ginamos que otra linea recta PM , conservandose siem-
pre paralela 4 la 4B, se acerque 6 desvie del punto C,
menguando 6 creciendo en upa misma razon , €sto s,
que sus aumentos ¢ diminuciones tengan una cierta ra-
zon con lo que se desvia 6 acerca al punto C', el rastro
que # izara el punto /M sera una linea recta 6 curva: se-
ra recta si los aumentos ¢ diminuciones de P/ siguen
una razon simple y constante ; pero si esta razon no s
simple , esto es , si P/ aumenta 6 disminuye al paso
que se alarga 6 desvia del punto C en una razon com-
puesta , €l punto M trazard una linea curva. o

i

Lo s Sevehes

i
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98- Si la razon compuesta es constante, la curva des- Fig.

cripta sera una curve algebrdyca , €sto es , una curva
cuyas propiedades podréan ser cifradas por una equacion
que convenga igualmente a todos sus puntos.

Pero quando la razon compuesta no es la misma en
todos los puntosde la curva, en este caso se llama cur-
va transcendenial 6 mecdnica 5y no puede cifrarse su na-
turaleza por una equacion algebréyca.

9 Las lineas curvas, sean algebraycas 6 transcenden-
tales , las superficies ‘que terminan , & igualmente que los
solidos que ellas producen , son €l objeto de la geome=
tria sublime ; pero en este tratado  solo comprenderé=:

mos las curvas algebraycas conocidas' con el nombre de:
secciones comicas 5 por:la- razon que mas adelante se dira.

3 i i i 12

100 Todas las lineas como DE , 4 las quales se refie='
ren los puntos de una curva, se llama exe , 6 linea de
las abscisas 5 y no es preciso que esta linea haya de pa-
sarcpor-la curva. i o grsil o2 '

> §

{ 3‘3 3 3 ! ~;,.'.

101 El punto C, el qual es el orl'ger.L de la cur-

va, 6 se considera como tal, se llama el vértice de la
curva.

42

102 Las lineas como P, PM paralelas 4 una linea
AP tangente de la curva , baxadas desde los puntos de
la curva a la linea de las abscisas , se llaman ordenadas
O aplicadas.

5

103 Las lineas como CP, CP tomadas en la linea  de
las abscisas comprehendidas entre el vértice de la curva,
U, otro punto determinado, 6 el punto que se considera
como tal , y las erdenadas correspondientes, se llaman

abs-

IX



Fig.' abscisas , y el punto desde el qual empiezan 4 contarse
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las abscisas , origen de las abscisas.

6.4 .
104 Se llaman: coordenadas las abscisas y ordenadas
correspondientes & un punto de la curva; asi CP y P
son las coordenadas del punto M.

a

105 Si la linea de las abscisas pasa por una curva de
modo que divida en dos partes iguales las dobles orde-
nadas MPM , que se terminan por uno y otro extremo
en la curva, y son paralelas 4 una tangente HAI de la
curva , esta linea se llama generalmente didmetro ; pero
si el angulo que ella forma con sus ordenadas es recto,
toma el nombre de exe, y el punto 4, donde el exe cor-
ta la curva , se llama wvérzice. ‘ '

8.

106 Se llama didmetro conjugado una linea recta pa-
ralela 4 las ordenadas de un diametro qualquiera, y que
corta 4 este didmetro en dos partes iguales: asi Rr, 4B
son dos diametros: conjugados. - i

a

107 Todas las lineas como CP y PM que aumentan
6 disminuyen continuamente respecto de otras que son
constantes se llaman variables , las quales se sefialan con
las letras &« v 2 ; al paso que las constantes se expresan
por las a,b,c,d , &c. Es costumbre sefialar las abscisas por
x y las ordenadas por .

10.

108 Las curvas algebraycas ¢ geométricas se distinguen
de las transcendentes 6 mecanicas , en que las primeras
siempre tienen por coordenadas dos lineas rectas, y las se=
gundas una linea recta y otra curva, 6 dos lineas <:Lurvz;s;ls

4
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I1I.

ro9  Las lineas cuya equacion algebriyca no contie-
ne mas que la w y la y, sin que estén multiplicadas una
por otra , tal es ax=b4y , se llaman lineas del primer ge-
nero 5 de las quales' no hay mas que la linea recta.

110  Las lineas en' que su equacion contiene ¢l qua-
drado de las coordenadas'# 6 5, 6 el de una sola, 6 bien
el producto deilas dos 5 ‘son. lineas de segundo género ,las
quales se:nombran tambien curvas del primer érden.

111 Y en general, las curvas son del primero , 2.%3.°

género , &c. , segun el nimero de dimensiones incogni-

tas de que consta alguno de sus términos.

112 Si imaginamos una recta Z.4x prolongada inde-
finidamente por uno"y otro extremo, la qual’ pasando
por un punto fixo .7 se mueva en la ‘circunferencia ‘de
un circulo BZD , esta linea con su movimiento trazari
las superficies: curvas de dos conos opuestos , que ten-
dran sus vértices en el punto 4, los quales seran rectos
si el exe AC es perpendicular 4 la base BZD , y obli-
quos U escalenos, quando el exe no sea perpendicular 2

las bases ; pero de qualquiera suerte , Si cortamos uno

de los conos con un plano paralelo 4 la base » la seccion
mux que resulte serd un circulo ; pues si tiramos la recta
ox tendrémos por la semejanza de los triangulos A4ZC,
Axo 5 AC: CZ: Ao : ox; pero esiclaro que los tres prime-
ros términos de esta proporcion son ‘constantes > luego la
recta ox ha de ser una misma siempre 4 qualquiera pun-
to de la curva que se tire desde el punto o ; luego ox es
radio , y man un circulo. G dlegid -

113 Si cortamos un cono ABC con cinco planos di-
ferentes ABC, DrMRD, DSsD DENeD, DOg¢D , de
suerte que el primero A4BC pase por el vértice del cono
y por el didmetro BC del circulo de su base ; el segun-
do sea paralelo 4 la base; el tercero sea paralelo al lado

B; el quarto encuentre los dos lados del cono; y el
quinto prolongado por encima del punto D vaya 4 en-

con-

Fig.

14

15
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contrar el lado opuesto , las secciones que produzcan es-
tos planos se llaman seccione$ conicas ; bien que por sec-
clones. conicas; popdo: regular se .entienden! solaiente: las
tres ltimas , Hlamadas comunmente., la primera area pa<
rabilica y la segunda area eliptica y la tercera:area bi-
perbolica ; 4 causa que las eurvas que;la terminan son
conocidas con los . nombres de Barabola , Elipse é: Hi-
pérbola. La teoria deiestas tres curvas:serael obetosde
los tres capitulos -siguientes , bien :que quando-tratemos
de las propiedades de la elipse dirémos alguna cosa del
circulo , dexando para otro lugar'el tratar de las areas
que terminan:y los sélidos que producen estas lineas; y
aunque las del tridngulo quedan demostradas con la ma=
yor extension en el tom. l. de esta obra , por-seguir en
todo el mejor 6rden, diré alguna cosa sobre la expresion
analitica de la linea recta. :

Consideraciones sobre lo dicho.

| %

114 Como por el punto D no se puede tirar mas de
una linea que sea paralela al lado 4B del cono , no
puede pasar por este punto mas de una sola parabola.

i £ .. : 2‘3 : ¥ ‘ "":,. : ‘ -?." ) \

115 Como por el-punto-D se pueden tirar entre el
punto A y el punto F sobre la seccion triangular A4BC
una infinidad de lineas que todas vayan 4 encontrar los
lados de: dicho-tridngulo prolongados , si es necesario, se
infiere que por el punto D entre el vértice 4 del conoy
el punto & de la parabola se pueden tirar una infinidad

de elipses ; hasta que alguna de ellas sea paralela 4 la ba--

se del cono, pues ésta entdénces serd un circulo ; y asi el
circulo puede mirarse como una elipse recogida , y la
elipse como un circulo prolongado.

Ya

'
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i 3
. 116 Ya que el plano DQgD no es paralelo 4 ninguno
de los dos lados del cono prolongado , ha de cortar pre:
cisamente otro cono que esté opuesto al primero , cati-
sando en él otra seccion semejante 4 la primera; en cu-
yo caso las dos curvas que terminan estas secciones se
ilaman hipérbolas opuestas : 'y como desde el punto D
sobre la seccion triangular 4BC se pueden tirar entre el
punto Fy el punto C una infinidad de lineas rectas, que
prolongadas por encima de este punto, iran a atravesar
la otra seccion triangular 4CH , es evidente que por el

unto D, entre el punto C de 1a superficie del cono , y
el punto F'de la parabola, se pueden trazar una infinidad
de secciores hiperbolicas , que todas iran a cortar en el
cono opuesto ACH las secciones hiperbolicas opuestas.

3
4.

117 La recta TM, que toca una curva qualquiera

sin cortarla , se:llama tangente , 'y la perpendicular RM

4 la tangente en el punto de contacto, se Hlama normal.

Fig,

16

118 La linea PT comprehendida entre la ordenada - :

MP, y el punto T de la tangente se llama subtangente,
v la linea RP terminada por la ordenada y la normal,
se llama. subnormal. ( _
. 119 Por ser perpendiculares las rectas TPy FM , y
tambien T y RM , los triangulos rectingulos semejan-
tes TP M, PRM nos dan las siguientes proporciones PT:
PM::PM:PR,y PT : TM:: MP: MR , esto es , que en
qualquiera curva la subnormal es tercera proporcional a
da subtangente y & la ordenada 5y la normal es quarta pro-
porcional @ la subtangente , la tangente y la ordenada.

De la linea recta.

1'2_0 La equacion de esta linea se saca (fig. 10) de la
semejanza. de los triangulos CPM , CPM ; pues es claro
s Lom. IL. E que
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Fig. que son proporcionales CP:CP::PM-PIT ; luego ya que

la razon de la abscisa con la ordenada en qualquier pun-
to de la ‘curva es constante , si esta razon la expresamos
por a,:b,' ¥ hacemos op=u y PM=y , seri a:b:: g : 8, s
= »0lo queles lo mismo , y—*= —o, y esta es la
equacion de la linea recta , cuya forma puede variar, se-
gun varie el origen ¢-de las abcisas. ot

»CAPETULOS VIL -
De /a _parcz’éo/a.

Desgues de haber considerado la principal propiedad
de.'llauparabola' en el cono , esto es aquella ' que . nos
da 4 conocer su naturaleza , nos es indispensable ex4-
minarla separada de €l ; para averiguar mejor sus pro-
pfedades mas esenciales ,  especialmente aquellas que-es-
fan mas en-uso , cuyo método: practicarémos igual-
mente: conla elipse é hipérbola. LR ;
rd;’zlb?} ;’ .Quest1on.i Hal/qr la propiedad principal de la pa-

Siendo la parabola formada por un plano perpendi~
cula1: a la seccion del tridngulo por el exe AGB y para-
lela & AG , la interseccion de este plano con el tridngulo
#GB ;5 que es una linea recta DE., divide en dos partes
;guales'la, superficie pzzirabélica DLND, supuesto que es-
a seccion se termina
i e € unay otra parte por la superfi-

Si'se corta el cono por un plano HMTI paralelo 4 la
base . ANB que corte la superficie parabélica en P, esta
seccion serd un circulo , y las lineas paralelas P y, LN
seran dos dobles ordenadas de la curva ZDN cuyo exe
sera DE , una vez que los angulos DPM,DEN ;on rectos;
y ad’enmS los didmetros paralelos HI, 4B, y €l exe DE"
€staran. en:un mismo. plano , supuesto que dichas lineas

son

TR R
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soh la intefseccion de varios planos cortados por el pla~
no ABG perpendicular 4 ellos , y asi, PM y EN han de
ser dos ordenadas comunes & los dos circulos HM7,
ANB y 4 la pardbola LD, cuyas abscisas son DP iy

DE. Por la propiedad del circulo tendrémos PV — HP
xPI; v EN = AE x EB ; y comparando estas expesio=

) il { SOGEIHG §3 3
nes PM: EN.:: HP X Pl : AE x EB :: PI; EB des-
pues de suprimir las cantidades: iguales. PH y. AE : lo
que se deduce facilmente del paralelogramo AHPE ; pe-
ro los triangulos semejantes DPI, DEB nos dan DP :
DE :: PI: EB., que haciendo la substitucion correspon-

diente en la proporcion anterior , tendrémos PAL :

Tl — o & ; s 3 O -
EN : DP: DE , que nos manifiesta que enla pardbo-
la los quadrados de las ordenadas son constantemente co-
mo las abscisas correspondientes. Y - esta es la propiedad
principal de la pargbola , de la qual se- deduce :
D r—2 —2, e ; &7

Ia %1% = %%Tf; esto es , ‘que 1la razon de los
incrementos de PM con los de DP es compuesta y cons-
tante ; y como esta razon no pasa de dos dimensiones,
la curva DM es del primer, género. [ ot 3
o 2.% Sienido:constante la razon de los quadrados de las
ordenadas 4 las abscisas , el exponente -de éstas ha: de ser
tambien una cantidad constante , que llamarémos p , es-

=—2

SEEL —0
to es , -Ig%—: %AEL = Dl 0B n D E ik B st
es , en la parabola el quadrado.de la ordenada‘es igual al
rectangulo de la’ abscisa por iuna cantidad constante , ter-
cera proporcional ala abscisay su ordenada , cuya canti-
dad se llama parametro , la qual se considera como la es-
cala , 4 la qual se refieren las demas lineas que se consi-
-deran en la parabola , asi.como el radio lo es en elicirculo.

Para expresar analiticamente esta propieddd de:ld pa-
rabola sea: PM=y ; EN=2 ;»DP=x 5 DE—¢ , y ¢l para-
E2 me-
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metro p 5 haciendo las substituciones respectivas en lag
equaciones anteriores tendrémos y*: 221 i : £ -
P y2 ) 11T :

._._,_, e ety

W X

—
R

py e 9 —px. En esta tltima equacion
Y’=px esta cifrada la naturaleza. de la paribola , y por
ella hemos de sacar las propiedades esenciales : 3.° como
al paso que erecen las abscisas crecen tambien las orde-
nadas , la parabola se desvia mas y mas de su exe hasta
el infinito por ‘una y otra parte :'4.° por ser y*=px serd
xtyy:p,esto es, la ordenada es media proporcional en-
tre el pardmetro y la abscisa.

Esta dltima conseqiiencia nos suministra un medio
sencillo para’trazar una 'parabola en un«plano qualquie-
ra ; y es el siguiente. . R TR e

122 En un plano arbitrario tracese una recta qual-
quicra AX', que sera el exe ‘de la paribola ; ‘y tricese
otra recta CD perpendicular 4 la primera ‘que la corte
en un punto ‘A ; hagase A4B= al parametro ; y desde el
punto A tomense:sobre el exe .4X las abscisas AP, AP,
AP , &c. que tengan entre si una razon qualquiera , y
tirense las indefinidas 2/, HH , MM , &c: paralelas 4
la CD = sobre las rectas BP, BP, BP, &c. como diame-
tros tracense varios circulos que cortarin 4 la CD por
uno y otro lado en los puntos: 1,2,3, &c.’; higanse las
partes PLPH;PM iguales 4 las partes A1, A2, A3 4 uno
'y otro lado del exe; y las rectas PIL,PH,;P.M, &c. sérin
las ordenadas 4 la‘curva 5y asi, tirando por:los puntos
A,LH, M, &ec. una curva , ésta sera la pargbola : para
‘demostrarlo considerémos que en qualquiera de 16 cir-
‘eulos que” tomemos ‘por exe BHRHRB; (A3)*= ABxAP;
“pero A3=P M es la ordenada ; 4P la abscisa , y AR el
parametro ;. luego si por estas cantidades substituimos sus
-expresiones analiticas , serd y*=px , equacion 4 la pari-
-bola ; luego , &e. | '

- Habiendo explicado el ‘modo- de trasladar 1a paribo-
laidésde el cono 4 un plano, tenemos adelantado quan-

‘to podiamos- desear ‘para éxplicar las demas propiedades,

que

T
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que en el cono seria dificil y tal vez imposible conseguir.
123 Si sobre el exe de una parabola se toma Lllna li-
' iondl 4la-q : &l pars to, el pun-

nea AFigudl 4 la-quarta parte ’del paramento , cl pu

to-F se lama el foous de la parabola ; de esta difinicion
se- deduce : 1.° que el focus F'se podrd determinar con to-
miat AF tercera proporcional 4 la abscisa y la mitad dela
ordenada ;: porque siendo AF=5p , sera qAF=P; c!ue f?1;1—
ciendo’la’ sabstitucion en la equacion p*=px se .tra;rlls. or=
mari == S BIE benod Ry or ‘altimo

mara gny ”;AFx-x s i A PO ‘

i e e : , :
e Que FIV es igual 4 la mitad del pardmetro, por-
que la equacion y*=px nos da tambien y* =4 AFX x5
pero siendo AVF' la ordenada es AF—w que transforma la

3 -——2 —0,

acion en NVF — 4AF x AF=4 x AF , y extrayen-
Si?)ula raiz NF:zAF—:i—p , luego Ja doble ordenaa’,a que pa-
sa por el focus de una parabola, es igual al parametro.

124 Una linea FM tirada desde el foous F a la ex-
tremidad M de la ordenada es igual a la abscisa corres-
pondiente mas la quarta parte del pardmetro. :

124 Una linea FM. tirada desde el focus F a la ex-
tremidad M de la ordenada es igual a la abscisa corres-
pondiente mas la quarta parte del parametro.

El triangulo rectangulo MPF nos da ( tom. L. 471.)
-—2

F]EZ:M;Z+PF; peso MBS = =Py S AP =,

g : 2

AF=tp, PF=AP—AF=x—ip , y PF —&* — 1 px+
+% P* 5 que haciendo en la equacion primera las substitu«
ciones correspondientes , tendrémos (#./ )'=pr+a’—3%px
+ s pP=x+3 px+p* 5 ¥ extrayendo la raiz quadrada
FM=x+%p. Esta recta FM se llama radio vuton. De esta
demostracion se deduce , que si sobre el exe prolongado
por encima del punto A se hace Af=AF=ip, y levan-
tando en el punto P una perpendicular , la cortamos ésta
desde el punto /', como centro con un radio igual 4
Ff, el punto en que se corte serd un punto de la pa-
rabola ; lo que nos manifiesta un método ingenioso para

e tra~

Fig.
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trazar una pardbola por un movimiento continuo , y es
el siguiente. JO¢ e :

125 En el punto f coléquese una regla BB perpendi-
cular al exe ; y 4 lo largo de esta regla hagase mover
otra regla BEC en forma de esquadra , cliyos brazos seari
desiguales y que el brazo menor CB esté sentado en la
regla BB, y el brazo mayor EC coincida con su canto
con el exe DF : supongamos que 4 lo largo deEC hayga
atado un hilo que sea igual & AD+AF=DF , el qual ten-
ga el un cabo atado al extremo C de la esquadra , y el
otro lo esté al punto fixo F', y que estando el hilo ti-
rante y sujeto 4 la regla en un punto M por medio de
un alfiler 6 estilo , la esquadra se mueva en la direccion
JB ; la curva trazada por el estilo sera una parabola tal
como se encuentra en el cono.

126 El rectangulo formado por la suma p la diferene
¢cia de las dos ordenadas PM y SL es igual al rectdn-
&gulo del parametro ,y la diferencia PS de las abscisas.

Para la demostracion , sea L=z y AS=¢; por la pro-
piedad de la paribola (121. 2.°) tendrémos NE=Pasiv 2
=Pz ; y restando de la segunda equacion la primera z* —
Y =pt—px , €sto es, (2—y) (R+y)=p (t—x) ; pero z—y
=SL—PM =LR; z+y=LS+PM : t—x=AS— AP — PS§,
y t—a=A5—AP=PS ; luego substituyendo estos valo-

- Tes en la equacion tendrémos (SZL+PM)XLR=pxPS; lue-

go &ec. :

De esta proposicion se deduce que e/ pardmetro es 4
fa suma de las ordenadas , como la diferencia de éstas, es
a4 la diferencia de las abscisas , esto es, P :SL 4+ PM =
RL : DS,

127 Elrectdngulo de la abscisa por la ordenada es al qua-v-‘

drado de la abscisa , como el pardmetro es d la ordenada,

Por la propiedad de la parabola es y°=px, y si mul-
tiplicamos por « tendrémos #y*=px*, 6 gyxy—pxa*, que
nos da la siguiente proporeion &4y : &° :: p : 95 6 que nos fa-
cilita el modo de conocer el rectangulo de la abscisa por
la ordenada.

Ej

ol
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128 EJ rectdngulo de dos abscisas o multiplicada la
#na por la otra , es al quadrado d.e una de las dos orde-
nadas correspondientes & estas abscisas , como el quadrado
de la otra ordenada es al quadrado del pardmetro.

Conservando los mismos datos que antes, tendrémos
¢=2, y + ==, que multiplicando oEdenadamen-f
te estas dos equaciones , serd fe=—"'—% , y raxp’=
YEX 2z, que nos da la siguiente proporcion 2 : y*:2*:p*;
por cuyo medio se podra conocer el rectingulo de las
abscrshes o e e . :
129, Si del vértice A de una parabola se tira una se-
cante AN que la corte en.un punto M ; se tira por este
punto la_ordenada PM , y por otro punto qualquiera S del
exe otra ordenada 5 que prolongada encuentre la secante en
un punto N : el rectangulo:de la abscisa AS por el pardme-
tro es igual al rectangulo de la ordenada PM por la rec~
#a SN. ) S0 3¢

Los tridngulos semejantes APM , ASN nos dan la

Fig.

21

2L

siguiente proporcion AP : P :: AS: SN , 6 haciendo

SN=I, y substituyendo por estas lineas sus expresiones
x¥:py:u¢:7,la qual nos da /x = ¢y ; pero x:lpf;
Iuego haciendo la substitucion , serd %’ = ahlyes
Pty » ¥ suprimiendo una y, ly=pt.

130 Si se prolonga el exe AS de una pardbola hasta

un punto qualquiera R , y por este punto se tira una se-
cante RL que corte la curva en dos puntos My L , 3 por
estos puntos se tiran las ordenadas PM, LS , el quadrado
de la parte exterior AR es igual al rectangulo de las dos
abscisas AP,AS.

Llamando 4R,/ , y las demas cantidades como en

los casos anteriores. Por la semejanza de los tridngulos
—7 e —2 —

RPM , RSL seran RP : PM : Rs : SL 5 pero

— —_—7
por lo demostrado (121) PM : SL == AP : AS;
Eg4 lue-

22
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Fig: : . R D P
luego por una igualdad de razones RP : RS :: AP :

r—
AS ypero RP =(RA+ APy =(l+x), y (RSP=(RA'+
AS§)=(l+2)", que substituyendo en'la tultima propors
cion estos valores, se transformara en( /4-x)2's (‘f+z) 2 :
AP 2 A8 i x0: 8,0 PA2lyatz Paoli4it o x #5 y multi=
plicando extremos y medios /*t-+22lx-+1x* —1* ¥ + 2/tx+
2°x 5 6 suprimiendo el términd 2/zx nos queda /z+rx*—
Px+t*%, 4 cuya expresionle ‘darémos ‘esta “forma 72 7—
Pa=ps—x’t 50 1* (t—x) = tx( 24y ,-que dividiendo por
el factor comun ; sale ==z lieop.  &er . o KOS
131 'En la pardbola la'cuerda "AM es medid_propor-
cional entre la abscisa,y la suma del pg_fdmezro;y la abscisa.
: ‘ RV R B e 8 R v T e N LT R 1 0 v et o LU w) BB R U

El triangulo rectingulo «4MPynos «da. AM = AP?
+PIE 6 ANP=53+px®+pa(x+p),-de.ciya equacion sa-
carémos la siguiente: proporcionw : AM 2 AM : x+p, y
por este medio se hallard el valor de AM quando “sea
necesario. ks WY 2tdnsismse solieris ¢

132 Qiiestion IL. Deferminar el valor de la subtan-
gente. PL oy v de lassubnormal PR.chiivtizdiy v AGEAL
Supongamos que una secante que pasa por el punto -/
llegue 4 cortar la parabola en otro punto m ; por los
puntos M,m baxense al exe las ordenadas PM,pm, y des-
de el punto M baxese la MQ, paralela al exe ; sea PT—s
Y Mq=Pp=f. , ;

Los triangulos semejantes TPM , MQm nos darin mq
= £, con lo que serd pm=—y+~£, y elevindola al
quadrado (pm)'=dApxp (22 1.2.°0)=y" L 4 [

tambien ténemos Ap—x-+f, .cuyo valor , substituido en

la dltima equacion , la reduce 4 px—-pf—y’ 22
o L2 pp—2 9% con restar de uno y otro
miembro la .cantidad px=y?; que dividiendo despues por f,

sale p==L22 2", Si suponemos ahora que el pun-
: to

DE MATEMATICAS.

to m se haya confundido con el punto /7, la cantidad Fig.

MQ,=pP = fsetd 0, y esta substitucion transformara
la equacion en 2y*=sp , 6 substituyendo en lugar de y*
su igual px 5y haciendo la reduccion correspondiente,
tendrémos por dltimo 2ax=s—PT; esto es , la subtangente

‘de la pardbola es dupla de la abscisa.

133 La subnormal la sacarémos por medio del tridn-

gulo rectangulo TRAM , el qual nos darad TP: P02 P

PR= (-B%,)lf— o e i—yf» =3 Dy que nos manifiesta que
Ia subnormal de la parabola es la mitad del parimetro.
134 De esta qgiiestion se deduce 1.° que TF=—
@=L 5 pues TE= AT AR =0~ =p'3 Y COmo:MF
=x+1p, el triangulo MFT es isésteles ; ademas de esto,

24

comio PR AP—AF=x—~%p,y RP=%p,es RF—x—ip =<
+ip—x+ip, que no$ manifiesta que las tres rectas RF}

FT,FM , son iguales. 2.” que si se tira QS paralela al
exe , el angulo GALS es igual al angulo FMFE ; porque
el angulo GMS=EMT , pero EMT—FMT por ser isds-
celes el triangulo MFE ; luego , &c. % ‘
. 135 La linea AQ tirada por el vertice de la pardbo~
la paralela a PM, y que va a cortar la tangente en un pun-
to D, es igual a la mitad de la ordenada PM baxada des-
de el punto del contaoto.

Los tridangulos semejantes 724Dy TPM dan T4 : TP::
AD : PM , pero T'A es la mitad de TP , luego AD es
la mitad de PM ; luego 1.° si se prolonga 4D hasta

que encuentre en O, la .S paralela al exe , sera DQ=D A4
— M : 2.° para tirar una tangente 4 la pardbola,

siendo conocido el punto M, se harid de este modo : ti-
rese por el punto M la paralela ES al exe , y por el
punto A la AQ paralela a la ordenada que se termine
en el punto O : dividase la 40, por medio en el punto D;

Y por este punto y el punto M tirese la recta MT, y
esta sera tangente a_la curva.

136 De otros dos modos se puede tirar una tangen-
: : te
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Fig. te 4 la paribola , y son: el 1.° haciendo AT—=4P y

25

tirando la 727 , ésta sers la tangente pedida (1 32) 5:eh2?
es tirando la EF, dividiéndola en dos partes iguales en
el punto D , y tirando por este punto y el punto M la
ME, pues es claro que siendo EM=PF=MF, el trian-
gulo EMEF' es isésceles , y como EF esta dividida -en
dos partes iguales , tambien lo ha de estar el 4ngulo
opuesto ; de donde resulta que el trisngulo MTF es tam-
bien isésceles y PT la subtangente , de donde se deduce
que las dos lineas A4Q y EF'se cortan en dos partes igua-
les en el punto D ; y como EQ—=Af— AF, los dos trian:
gulos AFD,EDQ, son iguales.

137 87 se tiran en la pardbola una recta NH paralela
a la tangente MT , 9 otra recta BG paralela al exe . la
NH queda dividida en dos partes iguales en el punto Q por
la recta EG.

Por los puntos V 'y H bixense al exe las ord:nadas
HL,NS que encuentren la EG prolongadas , si fuese
necesario ; y por los puntos My Q baxense al exe las per=
pendiculares MP,QI, y prolénguese NH hasta que en~
cuentre al exe en el punto O. Por ser TO=MQ—PI, seri
OI=TP=2AP ; tambien tendrémos AI— AP+PI;, AS—
AI+IS sy AL= Al —IL ; OL—0I—IL. Es evidente que
con probar que IZL=IS habrémos cumplido con la pro-
posicion , pues en este caso ha de set HQ=NQ.

=
Por la propiedad de la paribola es NS =ASx p=
(AL+IS) xp 5 y por la semejanza de los tridngulos 0Q1,

ONS,0I: IQ :: 0S = (OIS ) : NS — oomooroooosiossons

(OI4-1S)= xIQ
L —2

—
oI

oo
(AI+18)p =009 5 6 substituyendo por 01,
(24P—4-15) x AP x5

IQ—=PM, y AI sus valores serd =

: € igualando los dos valores de VS5

e

DE MATEMATICAS. 2%

=(AP—+PI+18)xp ,6 (4(AP V'~ 4 APxIS+(IS))x Fig.

APxp— (AP+-PI+1S) x4(AP)* xp con eliminar el deno-
minador y formar la potencia del primer binomio, 6

—2
4(AP)+4 APXIS+IS = 4(AP)*+4.AP x P14+ 4.A4P x IS
suprimiendo el factor comun APxp, que borrando
las ' cantidades comunes 4 los dos miembros , nos sale

—
por dltimo IS = 4.4PxPI; y IS = v (qAPxPI). Hallado
por este método el valor de IS , nos resta encontrar el
de ZI , lo que conseguirémos ficilmente siguiendo el
mismo método que acabamos de practicar ; en virtud del

qual tendrémos LH — ALxp , y por la semejanza de
los tridngulos 0IQ, OLH; OI : 1IQ, = OL : LH ,460I :
—_—2 -_2 : —_2 :
10 i (OI—IL)} : LH =— QL——((I){%ﬁQ st AL % ps si

en esta Ultima equacion substituimos en lugar de OF,
24P, en lugar de AL=AI—IL , su valor AP-+PI—LJ

se transformard en ( AP—+PI—LI) x p=—...ccoes.

(24P—17)? x AP x p A :
gt » que eliminando el denominador, y

haciendo las reducciones correspondientes , sale por tl-

timo LI — 4APxPL y LI—Y (44PxPI), que es el mismo
valor de 873 pero por la propiedad de las paralelas HZ,
IQ, NS son proporcionales LI: IS :: HQ : QN ; luego
HQO—=0MN.

La igualdad de HQ y ON se puede demostrar de
otro modo mas simple , porque si imaginamos que el
punto H cayga sobre 4, tambien caerd el punto O so-
bre 4, se desvaneceran precisamente 40, 4L,y HL, y
en este caso ha de ser AI=IS , porque PI= AP,y Al—

24P, ¢ s = 4(AP)* De lo dicho se deduce que MG
€s un diametro (105), VH una doble ordenada, y MO,
la abscisa correspondiente 4 esta ordenada.

T3

26
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La propiedad de la paribola ( 121.1L ) por razon del

exe se debe verificar tambien por razon i un diametro

qualquiera 5 pues por la semejatiza de los triangulos TP,
0 ——2 =2 -2 fe——2

WO T E T PRy GOF R AP (g

NG ;6 44P : AP x P = 4AP : NG , que multipli-

cando extremos y medios , sale NG =APxp, y extras
yendo la raiz NG =1V (APxp).
Ademas de esto el tridngulo rectangulo VOG nos da

—2 — e —2 e—2 L
NO =0G + NG , y substituyendo por QG =81, y

NG sus valores 44P XPI,y AP xp—=PIxp , sera NQ,
=4 APXPI+ PIxp = (4A4P~+p ) x PI ; pero siendo PI=
HMQ, , y AP constante respecto el punto M;4.4P~+p, es el

parametro del didmetro , MQ, la abscisa , y VO, la orde-

nada. Luego en la parabola el quadrado de una orde-
nada 4 un diametro qualquiera es igual al rectingulo
de la abscisa por el parimetro.

138 Por ser el pardmetro del didmetro 4. 4P xp , se
infiere que este parimetro es quatro veces mayor que la
linea MMF tirada del punto de contacto al focus, y ex-
cede al parametro del exe en el quadruplo de la abscisa A4P.

139 Todas aquellas propiedades de la parabola que
no dependen del focus , respecto del exe , se verifican
tambien respecto del diametro; y asi, si al parimetro
del diametro le llamamos ¢ ,la ordenada HQ, y, y la abs-
cisa MQ,x , tendrémos la expresion analitica de la pa-
rabola respecto del diametro y*=gx , que es semejante
4 la del exe. '

140 8¢ por el focus F de la pardbola se tira una per-
pendicular ¥O a la vangenre TM , la linea FO es media
proporcional entre. AF quarta parte dzl pardmetro y el
radio vector FM. : ,

Por ser isdscelesel triangulo T7HM es TO=0M —% TM;

20M=TM, 40;/E =T ; y como el tridngulo rectangulo

TPM

7
TPM nos da Tﬁ; :_ZTPz +P./TJZ,- sers haciendo las substi-
tuciones correspondientes en todas estascantidades 40542:
4A_Z;I+APxp Ly 0N — A—p2+ I APX p.

Perc FB;Z: M z-—])452; luego substitu’yendé en lu-
gar de FM,AP+%p , y en lugar de ]1240 el valor que

DE 'MATEMATICAS.
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acabamos de hallar , tendrémos FO —AP ~+ 222

AF+ AP x AF (134 )= AF ( AF+AP), que nos da la
siguiente proporcion AF+AP=MF': FO :: FO: AF.

o142 S8i por el punto R , donde la normal corta el exe,
se tira una perpendicular RH al radio vector . se -tendrd

HM = ¢ la subnormal PR y HF = FP,

Los triangulos MPR y RHM son seméjanies s pues

siendo isosceles el triangulo FRM , el angulo FMR =

FRIL; los angulos. MHR 'y MPR tambien: son iguales

por:ser rectos., por: consiguiente los angulos restantes

tambien son iguales ; y como el lado MR es comun 4
los dos tridngulos , éstos son iguales por precision 5y asi
MH=—PR. Por ser FR=FM (134), restando iguales de
iguales, serd FR—PR—=MF—IMH, es decir, PF=FH.

10143 Qiiestion. Encontrar la equacion de la - pardbola
respecto Su convexidad s esto es 5 relativamente a una linea

«AQ, tangente en el punto A ; sea la abscisa AQ—x, QM
=¥, y ¢l parametro igual p ; una vez que A0 es per-

pendicular 3 4P, esta linea es paralela & PM ,'y por

.consiguiente AQ=PM ,y QM=AP ; luego PM=ux,y

AP=y , con lo que serad x*=py , y ésta es la equacion

exterior de la parabola,

" CA-

Fig.
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~ De la Elipse.

144 Qiiestion. Determinar la principal propiedad de
la elipse. £33
Ya que la elipse es una curva producida por un
plano que corta un cono atravesando sus dos lados (113);
Y que ademas es perpendicular 4 la seccion triangular
AEB , la linea Dd , que es la interseccion de estos dos
planos , parte la superficie eliptica en dos partes iguales,
pues esta seccion va 4 encontrar & un lado y otro la su-
perficie del cono y ‘que ‘tambien estd dividida'en ‘dos partes
iguales por la' seccion triangulat AEB. '« >
Si cortamos el cono con dos'planos paralelos a su base,
que vayan 4 encontrar la linea Dd en dos puntos Py G,
y la superficie ‘eliptica en lasirectas P’/W y LIV ,estas tl-
timas lineas'son dobles ordenadas ' comunes 4 los dos cir-
culos-y' a-la'elipse , cuyo exe ‘€ Dd (105) 5y supuésto
que ‘el vangulo MPD , que forma con sus ordenadas’, es
recto. ,'y laslineas DP y DG son sus abscisas correspon-
dientes ., y ademas los dos circulos y la ‘elipse van a cor=
tar un mismo plano , que es la seccion triangular ; las
lineas de las intersecciones con -este plano ,' quales son

by

“HI, RS y Dd se han de: hallar en un mismo plano.

~Esto supuesto ‘por-la’ propiedad del circulo es
il B
PM =HPxPIy GN = RGXGS ,y comparando entre si
estas expresiones PM : GN :: HPXPI: RGxGS. Ademas

de esto , los tridngulos semejantes DPI, ' DGS nos dan

DP:DG: PI: GS , y por la misma' razon los tridngu=
los DGR , DPH nos dan tambien dP: dG :: PH : RG,

multiplicando ordenadamente estas dos proporciones
DPxdP : DG xdG :: PIx PH: GS X RG ; pero acabamos

de sacar P GN i PIx PH: RGx GI ; luego por una

igual-

DE' MATEMATICAS. 7 9

4 ; —_—2 2 ¥

igualdad de razones sera PM : GN :: DPxdP : DG xdG,
que nos manifiesta _que en la elipse los quadrados de las
ordenadas son como los rectangulos de las partes en que ca-
da ordenada divide al exe, y ésta es la principal propie-
dad de la elipse. Sk

_ 144 Siel uno de los dos circulos:paralelos 4 la base
del cono corta el exe por medio en un punto C, este
punto se llama centro de la elipse, pues.la figura se halla
igualmente distribuida alrededor de €l ; y en este caso el
rectangulo de las partes interceptadas en el exe por la
ordenada’ correspondiente ‘al punto C , es igual al qua-

—_—0

drado del semiexe y esto es, DCxdC=DC, ; ‘con lo ‘que

tenemos que el quadrado de una ordenada qualquiera
——2 e

GV es al rectingulo DGxdG de las partes en que corta

al exe , como CF' , que es el quadrado de la ordenada al
L < . : .

centro C es 4 DC quadrado de Ia mitad del exe , esto es,

—_—2 =2 —2
GN :dGx DG CF': DC 5 y'como no hay mas de un
solo punto C'donde el quadrado de la ordenada sea co-
mo el quadrado de la mitad del exe, 6 como el quadra-
do de una de sus abscisas ; y ademas sabemos que una
ordenada se desvanece en €l punto d ; esto es, quando
su abscisa llega 4 ser igual al exe Dd; es evidente que la

curva vuelve sobre ella misma , y que la linea CF Zs la
mayor ordenada , de suerte que el punto F'es el mas cle-
vado , supuesto que las disminuciones de PA/, despues
del punto £, se hacen en la misma razon que sus au-
mentos antes de llegar 4 dichos puntos ; y como esta li-
nea CF divide en dos partes iguales'el exe de la elipse, la
recta Ff'dupla de la CF', que forma 4ngulos rectos con
el exe Dd, se llama exe segundo , ¢ exe conjugado , 6 exe
smenor (106). BAAMAIION0T] B190193 8 » So01 BIES
145 Si consideramos el origen de las abscisas en Ca
propiedad que acabamos de’ demostrar (‘144 ) se verifica>
ra
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ra igualmente , pues no habra mas diferencia que haber-
se trocado los nombres , esto es , que en este caso serd
CP la abscisa, y DP'la diferencia entre la abscisa y el
semiexe , y tambien habran mudado de nombre las ex-
presiones ‘de los rectingulos de ‘las partes intercepta’das:
por cuya razon setd DP=CD=CPy Pd=CD+CP,segun
que’ el punto P caiga por encima 6 por debaxo’ del cen-

o IR £l i i—p Sklo
tro Cy DPx,Pd:I?C —CP ; de modo que substituyen-
doen Ia proporcion anterior estas cantidades , serd CE‘Z

—_ X —2 —3
PIM 2 CDXCA=CD : (CDxCP) x ( Cd=CP), 6 CF

—2 —2" —2 —2
CD 2 PM:CD —CP ; esto es, el quadrado del pri-
mer exe es ‘al - quadrado’ del segundo ( pues las ‘mitades
siguen la razon de los todos) , como e! quadrado de una

ordenada qualquicra es el rectangulo de las partes en que

corta al exe wmayor. i%

146 Para expresar analiticamente esta propiedad de
la- élipse: harémos Dd=2a, Cp=x, PM—=y , y Ff=25, con
lo que sera DP—=a ¥ & , y dp=a= x; cuyos valores subs-
tituidos en la proporcion anterior , la transformari en 4%:
a’:y*:a*—x* , que multiplicando extremos y medios, y
despejando el p* 5 sale p°= 2 (a'—a® ) = 5'— L2,
y esta es la équacion de la elipse considerando el origen
de”las abscisas en el'centro €. igt 1d L5

147 Pero si se toma el origen en el extremo D del

ﬂiémetro , y hacemos Dd—a Ef=b, DP—=x, PM—y,sera "

Dp—a—x , y en virtud de esta, suposicion tendrémos
j , B SR TR NS Y T, 2\ ably———b2x2
{a—ux) = oghenal 24t € 9l L(aw—n )=t B0y
que es la equacion de la elipse , considerando el origen
en el vértice. ‘ 28
148 Como los dos exes de la elipse son constantes,
una linea que sea tercera proporcional 4 uno y 4 otro exe
tambien serd constante ; .y como entre las muchas lineas
que se consideran en una elipse ( prescindiendo de los

£l exes)

TR

»
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exes) no hay otra constante mas que dicha tercera pro-
porcional 4 los dos exes , han convenido los Matematicos
en referir 4 ella todas las demas lineas , considerdndola
como escala , y dandole el nombre de pardmento: pero,

como pueden resultar dos terceras proporcionales dife-

rentes , segun que la proporcion principie por el prime--
ro 6 segundo exe , de aqui es que esta linea se distingue
si es parametro del primer exe, ¢ parimetro del segundo-

exe , en que siempre es parametro del exc@Wa glj_,;,t’w‘ :

primer término de la proporcion ; luego si conservando
los exes y coordenadas sus valores , llamamos p el pari-
metro , tendrémos ( quando. el origen se considera en el
vértice ) a: b :: b : p , de donde sale &’=ap (y quando se
considera en el centro) 24 : 24 :: 24 : p , que nos da 45*=
2ap , y b*=%ap. : , 2
Luego si en las equaciones de la elipse substituimos
por 4* su valor , esto es, en la primera %¥ap , y en la se-

gunda ap, tendrémos que se transforma la primera en y*
—ZLap—*P | y la segunda en p’= px— £,

Y asi la elipse formada en el cono nos da ( conside-
rando en el centro el origen de las abscisas ) b* : a%: p*:

2 2 RS R ) b2x2 ) DR prt
aA—g = — € y=Z%ap—"— (Y con-
siderando el origen en el extremo del exe ) 4*: a* 2 p? :
Pt

a

(i—s)e 07 = 222

149 Si suponemos que los dos exes de la elipse sean
iguales , esto es , a—h, 6 2a—25 , la elipse sera un circu-
lo , y las equaciones que expresan su naturaleza seran y*=
b*—x*—a*—x*, é yizmax—x* , y estas son las expresio-
nes analiticas que manifiestan la naturaleza del circulo;
la primera quando el origen se toma en el centro, y la
segunda quando se toma en el extremo de un diimetro:
de suerte que el circulo se puede considerar como una
elipse , cuyos dos exes son iguales , y por consiguiente
iguales al parametro.

150 De quanto hemos dicho acerca de la elipse se

Zom. I1. 3 in-

5 € 9= px —
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infiere que esta curva estd formada de quatro porciones
perfectamente semejantes ¢ iguales comprehendidas en los
quatro angulos iguales que forman la interseccion de los
dos exes ; y que ademas hay quatro puntos que estin
igualmente situados por razon 4 los exes ; porque una
vez que las diminuciones de P 4 qualquiera lado que
se desvie del punto C, son todas en razon de los rec=
tangulos de las partes interceptadas por cada punto don-
de se encuentra el punto P ; y como ademas este
rectingulo es el mismo en las quatro ordenadas baxadas
desde los quatro puntos /i sobre el exe, y que pasen de
una parte y otra por el mismo punto , igualmente distante
del centro C ; estas quatro ordenadas son iguales , y
por consiguiente habrd quatro puntos en la elipse igual=
mente distantes de su exe. '

151 ‘Tambien se deduce que la elipse encuentra per-
pendicularmente 4 su exe , pues siendo la tangente en
este punto paralela 4 la ordenada PM, y confundiéndo-
se con la curva , es perpendicular al exe , y tambien lo
ha de ser la curva.

b2x2

152 Sien la equacion y°=4"— =3 en vez de

suponer que los exes estan representados por @y &, los
eXpresamos por 2a y 24, se transformara en y*=4b*—

"i:f" » la.quenosida 24 = Wf;’*'?y:), y formando una
proporcion ¥ (5°—y?): & i 24: 2a; cuya expresion manifies-
ta que para hallar el exe mayor .de una elipse, cono-
ciendo el exe menor , la abscisa y la ordenada se ha de
hallar una quarta proporcional a la raiz quadrada de la
diferencia entre el quadrado del semiexe menor , y el
quadrado de la ordenada, 4 la abscisa y al exe menor. Lo
que se consigue del modo siguiente.

153 Sobre una recta CD dada de posicion levantese
la perpendicular CQ,, la que se prolongara al otro lado
del punto C; témense las partes CB , Cb iguales al pe-
queno- semiexe , el qual es conocido ; sobre la CD téme-
se la CP=x , y tirese PM=y paralela 4 la CB; por el
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punto M tirese una indefinida MH que corte la CB en H; Fig.

describase sobre Bb un semicirculo que cortard la HM
en G ; trasladese HG desde C4 E , y tirese la EP, y
por el punto & la b.A paralela 4 la EP , yla CA serd la
mitad del exe mayor. )

Para tener todo el exe se harda QC=25 , se llevara
HG desde Q 4 8 5 por este punto se tirard la SR parale~
la 4 la CA, que cortara la P prolongada en R ; por
este punto y el punto O, se tirard la QR que se prolon-
gar hasta que encuentre la 4C prolongada en el punto D,
y la CD sera el exe pedido.

Por la semejanza de los tridngulos CEP , CbA , es
CE:CP:Ch: CA; pero CE=GH=—V (bHx HB) =
¥ (b+yx(b—y) )=V (6*—y*;CP=x,Cb6=b; luego V (6*-p*:)
LashiaCAi— J—[—:—"_—}T) Esto es por lo que hace al
primer caso ; por lo que toca al segundo , los tridngulos
semejantes QSR,QCD nos dan 08 : SR :: QC: CD, pero
OS=HG=vV(*—y"); SR=CP=x, y CO=2b;luego

V(6*—y"):x::25:CD :‘W—biff_—y;i.:za. De Ia equacion
a— T(bf”Ty,)— salef== 7-(;:7172—) , que nos manifiesta que

siendo dado el exe mayor , la ordenada y la abscisa, se
encontrari el exe menor por una construccion geomeétri-
ca semejante 4 la que acabamos de explicar.

154 La misma equacion da y— -- v/(a"—x"), que
nos dice que siendo dados los dos exes y la abscisa , co-
nocerémos la ordenada , buscando la raiz z de a* — x*
(89), y formando despues la siguiente proporcion a: b::
%:y, cuya construccion geométrica se executa del mo-
do siguiente. Sobre 4a—2a tricese un semicirculo que
corte el semiexe menor CB=# prolongado en el punto
D ; por el punto P, extremo de la abscisa CP—x« , ti-
rese una paralela & la CB , que sera cortada por el cir-
culo en &V desde el punto P , como centro ; con un
radio PN tracese un arco que corte el exe mayor en un
punto E ; tirese la @B, y por el punto £ una paralela

F2 ' a

3I
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4 la aB, quecortara la PN en M; y PM es la ordenada
pedida.

Por la propiedad del circulo PN=V (&’ —x*) =%,y
4 causa de las paralelas aB y EM es aC=CD=a: CB=b:

EP —PN=—z: PM—y—"2, de donde se deduce,

a

que si se describe un semicirculo qualquiera ¢D A, y en

el didmetro levantamos quantas ordenadas se quieran

PN,PN, &c. y todas ellas las dividimos en los puntos
M, M, &e. ; de suerte que PN:PM::b: a ,la curva que
pase por los puntos M,M, &c. sera una elipse. 2

155 Esta misma propiedad se hallard tambien si com-
paramos el valor de la ordenada al circulo con el de la

ordenada de la elipse ; porque‘ PN =2Z*— AP x aP —

—2
(a—x) X (a+x) = (@®>—x" ), y PM = (a*—x")X
225 luego 2% 1% i a®—a” :(a°—a®) = :a®: b’ que
extrayendo la raiz quadrada, esz:y:a:b.

Una vez que las variables que lleva la equacion de la
elipse no pasan de dos dimensiones , la elipse es una cur-
va del primer género. :

156 Si del extremo B del pequefio exe , como centro
con un radio igual 4 la mitad 4C del exe mayor , se
traza un arco que corte este ultimo exe en dos puntos
F.f, estos dos puntos se llaman los focus de la elipse ; y
si se tiran las rectas BE'y Bf, éstas se llaman radios vec-
tores , los quales son iguales siempre que se tiran desde
el punto B ; pero tirados desde otro punto qualquiera de
la curva son desiguales , y en este caso el uno se llama
radio mayor y el otro radio menor.

157 Una parte como FC del exe se llama excentrici-
dad ; las dos excentricidades FC, £C de la elipse son igua-
les : para convencernos basta atender 4 la total igualdad
de los tridngulos rectangulos BFC, BfC ; y como tam-
bien son iguales las partes del exe mayor AC,y aC,es
claro que si de estas partes restamos FC y fC iguales, las

diferencias AF', af ban de ser iguales : lo que nos ma-
ni-

5|y 1D Sl e 1 e i

s
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nifiesta ‘que los focus de la elipse-distan igualmente de

los extremos del exe mayor. 353 (AR

De lo que dexamos dicho acerca de los focus se in-
fiere , que si por uno de ellos F tiramos una ordenada FN,
esta ordenada es igual d la mitad del parametro. )

Porque la equacion de Ila elipse es (NF)'=2L x
(a*—=x*) ; y como en este caso wes igual 4 la excentri-
cidad , que llamarémos ¢, haciendo 13 substitucion , y

extrayendo la raiz es FN-=="3v/(a"—c*); pero el tridn~
gulo rectingulo BFC nos da 6* = a*—c* ; luego FIV
= BYPR =  iy oB UV 202 — p,por ser 2a: 26 i

a
24 p =2, y por consiguiente FN=1p.

159 La equacion 6*=a*—c*= (a+¢) (a—c)= aF X
AF nos manitiesta que el semiexe menor de la elipse es
medio proporcional entre las distancias que hay desde el
uno de los focus a los extremos del exe mayor; y asi, cono-
ciendo este exe y la excentricidad , sera facil hallar el exe
menor. De la misma sacamos ¢* —a* — b*> = (a—b) X(a-+b)
que nos manifiesta el modo. de hallar la excentricidad
conocidos los dos exes , pues es una media proporcional
entre la suma y la diferencia de ellas (la que tambien se
podra  determinar conociendo el exe mayor y el para-
metro ) : pues la equacion ¢*=a*—5* nos da ¢ =V (a* —1p
Xa) =V (ax(a—%p)) con extraer la raiz, y substituir por 4*
su valor £ x a.

160 La expresion AF x Fa = (a—c) (a+c) =a*—c'=
e e —“-’-’:—” nos manifiesta que el rectdngulo de
las partes interceptadas por uno de los focus sobre el exe
mayor es igual d la quarta parte del rectangulo: del exe
mayor y el pardmnetro. t

161 Qiiestion 1. Hallar el valor de los radios vec-
gores EM, £M. | ‘
¢ Por el punto M baxese al exe la ordenada MP, con
lo que se tendra FP=FC+CP ,yfP=FC—CP ,y qua-
3 Ea dran-



86 COMPENDIO

Fig. drando estas expresiones (F'P)'=(FC)*+2FC x CP+(CP)?

Yy (fP)=FC)y — 2CF X CP + (CP).

] 2 T ;
— AC — FC (tom. L 472); 3
—z —3 —32 —2
como P/ :—_B—_c—2 (AC — CP ) , substituyendo

~ Por otra parte BC

i o Ac L —D _2 —_—a
en esta cantidad en-lugar de BC su valor A4C —F(C
% i o Ol .

sale (BMys A—C_

———— 2 — | —

PO aiOP _’ff 5 pero &

el g Ay : 4c i

causa de los triangulos rectingulos FPM , fPM , es
—_ —2 —2 —2 —2 —2

FM —PM + FP ,y fM =PM + Pf Si se substitu-

yen en estas equacionés en lugar de PIr 2, FP 2 f;l

—2  —2

2 2
sus expresiones , tendrémos FM = AC —FC —CP +....

= =2 —2 —3 —2z
EC XL - FC +~ 2FC xCP+CP , y fM =AC
“AC . : : '
— -2 -—'-2 -7—2 —2 ——
—FC —CP + -2 X%  FC —2FCxCP+CP ;

: AC
que haciendo las reducciones , y extrayendo la raiz qua-
drada , nos queda FM—AC + XLy f—AC—

FCx CP : : 4
=X , que son las expresiones de los radios vec-

tores ; si sumamos estas dos equaciones sera F'M + fM —
2 AC—2a=Aa , esto es , que la suma de los radios vecto-
res es igual al exe mayor. :

162 - De todo esto se deduce : 1.° que siendo dados
los dos exes , se puede trazar la elipse por un movimien=
to continuo ; porque conocidos los focus &'y £, si ata-
mos 4 estos puntos por medio de dos clavos una cuer-
da igual 4 la longitud del exe mayor , y poniéndola ti-
rante por medio de un estilo , hacemos que éste vaya
corriendo 4 lo largo de la cuerda, teniéndola tirante y

em-

it 4

TS
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empezando ‘desde el punto.A , el rastro que el estilo ha- Fig:

ya trazado con su punta sera la elipse.

2% Que se pueden determinar quantos puntos se
quieran de una elipse.y trazarla mec_énxcamex;te 5 pues
. ? Y Fcx CP L e CP g
siendo FM —=AC + —2— y FM—AC— —4~ 5 si

‘hallamos una quarta proporcional Q al semiexe mayor,

la excentricidad y la abscisa de suerte que sean AC':
FC : PC:Q, y con los intervalos FM=AC+Q ', y fM
=AC—0Q,, como radios desde los puntos F'y /'y traza-
mos unos arcos que se corten'en’ un punto M, este pun-
to sera uno de la curva ; y con los mismos radios se
puede sefalar otro punto debaxo del exe, y como i ca-
da lado del exe segundo se pueden sefialar ‘dos puntos
sin necesidad :de variar los radios, ( pues éstos ‘4 cada

punto varian del mismo: modo que- la abscisa) ' tendré-~ -

mos quatro puntos de la elipse 5 por el mismo método
se determinaran otros muchos puntos.

Por consiguiente la elipse se compone de quatro por-
ciones iguales y semejantes en todo comprehendidas en
los quatro angulos formados por la interseccion de los
dos exes, que confirma lo dicho ( 150). La

163 Qiiestion 1. Hallar el valor de una ordenada al

pequeno exe de la elipse.

Habiendo baxado la ordenada 77’0 al exe menor
Bb y del punto M’ la ordenada /Mp’ al exe mayor
haciendo BO=z, y las detaas lineas nombrandolas co-
mo antes , tendrémos que CO serd igual PM'=y=b—z;
con lo que serd y* = b* — 2bz + z* ; pero y* —bH* —......

bxe

22 (146); luego 4*—202+2"=b"——7, que elimi-

32

nando el denominador , y dexando en un solo miembro el *

término en que esta la ¥, tendrémos a°6*—a’6*—2a® bz +

@1=—b%"; 6 —2a’bz+a’=—0b'x*;y a* X (26z—2*) =

b*x*, que nos da la siguiente proporcion 4*: a* :: 26z —

= -3 —_—2 — 2 —_— ’

2*: 4%, 6 BC : AC :: BOxb0:CP' =0M,e:toes, el qua-

&rado del pequeno exe ( pues las mitades son como los
F 4 to-
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Fig. todos) es al quadrado del exe mayor como el rectangulo
de las partes interceptadas en el pequeiio exe por su orde=
nada es d esta misma linea.

164 De esta proporcion sale v’ = (2a2—2")=

2 - - .
iz % (26—=z) %, que extrayendo la raiz quadrada,

y substituyendo &-y en lugar de x es » — = V(')
que nos manifiesta que siendo conocidos los dos exes de
la clipse yuna abscisa sobre el exe menor , se encontra-
rd su ordenada , y-por consiguiente se trazara la elipse
conociendo muchos: puntos del modo rsiguiente. Levain=
tese en el punto O, extremo de Ja abscisa BQ—=z, 6 CO=y,
una. linea indeterminada: MQ, paralela al exe mayor
AC=a ; describase sobre Bh=24 un semicirculo que cor-
33 te la linea MQ en N, y trasladese la linea ON desde
Q hasta E ; tirese por las extremidades de los dos exes
la linea ab , y por el punto E una paralela 4 la ab , que
cortard a MQ, en el punto M ; y HQ, sera la ordenada
que se busca =x. Porque‘los tridngulos semejantes aCh,
MQE nosdan 6C=b: Ca=a:: EQ = QN = V/(BQxbQ) =
V/(262—2"): QM —r—"v/(2bz—2") = A e B
6 haciendo V(6*—y*)=2,b:a:t:9,6Ch=CB :Ca::
ON:QM, que nos dice , que habiendo descrito sobre
un diametro qualquiera un. semicirculo ; si en el didme-
tro levantamos muchas ordenadas , y las prolongamos
proporcionalmente de suerte que sean QN : QM :: b : a,
la curva que pasare por todos los puntos M, M , &e.
sera una elipse.

34 -~ 165 Luego con trazar sobre un didmetro qualquiera
*un circulo , levantar muchas ordenadas y prolongarlas
de suerte que la parte afiadida sea igual 2 la misma or-
denada, la curva que pasare por estas ordenadas prolon-
gadas tambien sera elipse : en vez de prolongar las orde-
nadas se pueden tambien acortar ; pero siempre propor-
eionalmente, esto es , haciendo que las partes que hayan
de quedar tengan con las ordenadas intes de acortarlzlts
a

P
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la razon del exe mayor al menor; y en este caso tambien se- Fig.

v4 elipse la curva trazada por los extremos de las ﬁlgma‘s
ordenadas ; bien que el diametro viene a ser exe mayor.
No nos quedara duda acerca de esto, sl consxdemmf)s
que hay la:misma ‘razon entre las ordenadas al exe ma-
yor que entre las ordenadas al exe menor. Y asi_por los
métodos dados se puede construir ficilmente una elipse.

167 Si llamamos ¢ el parametro del exe menor, se-
thobi2a i 2at g 4b* 44 2k g (tom. 1. 278), y por

1 — cuya c'antidad' substituida en Ia

7 . ai
altimo L= 47

équacion de la elipse respecto el exe menor en lugar de

27 7 2 2N by e q_)_v_’
S aserawmr ol el s .
168 Qiiestion 1. Dezerminar el valor de la subtan-

gente y de la subnormal en la elipse.
" 1.9 Concibase que una secante pasando por el punto /7

corta la curva en otro punto # infinitamente proximo a
DI : si del punto /M se baxa la ordenada mp, yl del pun-
to M una paralela MQ, al exe , y suponemos el parame-
tro ' =p , CP=x , PM=y , MQ=Pp=F, AC=a, BC=b,y
PT=s, tendrémos Cp=2—f5 AP =a—a+f'; pa—a+x—f,
y Ap x Pa—= a*—x* +2f%— . Los triangulos semejantes
TPM , MQm nos dan tambien Qm =%, con lo que
serd pm =y Ly pm =y* -+ 2L+ 25 pero
(148) p—n—z — AP x Pax o (148)=(a’-2"+ 2fx-f")
x L5 luego »* ~+ ff—’i -+ ”T’”- =(a’- "+ 2fx-f") x L

x3 2fzp __ P . e 0 5
@ b 2 __LPs y suprimiendo en €l un

s
2a 2a

“2. — IZ por ser cantidades

6 di-
vi-

miembro 3% , y el otro

5 7 2 2y _2ﬂ7:2 f2p
iguales _(148) s serd 2 —i—f—;} =TT o

35
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vidiendo por fy =222 4 2 — #2=—H_ Gj imaginamos
5 ik '
ghora que el punto m caiga sobre M , en este caso serd
MQ=pP=f=0 , y todos los términos en que ‘esta la f

desaparecerdn , y la equacion serd 2o =p=,6

Y e S gant el ieg 2
2ay° s Ripr LY e immiT == 8 (0 B

at—ux?

, de donde sacarémos la siguiente propor-
cion ¥:a@+x :: a—x:5,6 CP:aP: AP: TP, esto es,ila
subtangente es quarta proporcional @ la abscisa .y las dos
partes en que la ordenada divide el exe: 2.° el tridngulo
rectdngulo RMT da TP : PM :: PM : PR, 6 “=="

3 . E
P 2 2 g 3
L x(a—x )) :
v PRe= L ( 2 ! — P2 e
y ty AL e 2 x az ad x’ __ 22 : que
manifiesta_que la subnormal es quarta proporcional al exe
mayor , al parametro y la abscisa. :

3-0_ CT:CP—P‘PT:x_*_“—:x’ ——’2"‘"-—#'__a!f

S g orq=cgh
que nos dice que la distancia CT que bay del centro de la
elipse hasta el punto de concurso de la tangente y subtan-
gente o es tercera proporcional 4 la abscisa y al semiexe
mayor. ’

4'0 AT:PT—-AP: 42:11 S a+‘x= ®secc0esease

B2 X0 D e g O e g 2

A2 g

E ——a

Qe
x

—

7 . ), que nos da «:

aa—x: AT, esto es, la abscisa es al semiexe mayor,
como la diferencia entre este semiexe v la abscisa es d la

parte de la subtangente interceptada entre el vértice y la
tangente. : i

168 De todo lo dicho en esta giiestion se deduce :
I." que sila abscisa # 6 CP crece, CT, ATy PT dis-
minuyen sucesivamente ; de suerte que quando & llegue 4
ser igual & CA—a , enténces AT es cero igualmente

que
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que la subtangente , pero CT llega 4 ser igual 4 CA , y la
tangente es paralela al exe menor.
2.° Quando llega & ser CP=x=0, entdnces las lineas
CT, PT y AT llegan 4 ser infinitas , y la tangente en
este caso es paralela al exe mayor.
3.2 Si se cuentan las abscisas desde el extremo del
2
exe, PT s es igual & fxi-—{—
: ja—x
x#=0, PTy AT son cero , y CI=%a:; pero si al contrario
suponemos ¥ 6 4 P= % a , PT llega 4 ser infinita igual-
mente que CT' y AT.
4.° Se puede por el mismo método (167) hallar la
subtangente en el circulo ; pues si en la expresion de la
subtangente de la elipse suponemos 2a4=p , y en lugar de
y* substituimos su valor a*—x* , tomando las abscisas

, que si suponemos

—r 2

s 2 .
desde el centro, serd s — - , que es la mis=

ma expresion que en la elipse ; la que se encontrara igual-
mente siguiendo el mismo método de que hemos hecho
uso para las tangentes.

5.° Por el mismo método se encontrara la subtan-
gente ST de la elipse por razon al pequefio exe = ...

P—>* | y las demas lineas lo mismo que para el

exe mayor ; supuesto dexamos probado (165 ) que hay la
misma razon entre las coordenadas al primer exe que en-
tre las coordenadas al segundo.

6.° Que el rectingulo de la subtangente por la abs-
cisa es igual al rectangulo de las partes interceptadas en

at—zx1

el exe por el punto P, pues la equacion s — ~=*—
nos da sx=a*—x*, $ CP x PT= AP x aP.

7.° Que aT es quarta proporcional a la abscisa , 4 la
mitad del exe , y a la parte del exe comprehendido en-
tre la extremidad del exe y la extremidad P de la abs-
cisa , esto es, 4 la mitad del exe , masla abscisa , porque
POL S CT 0 (1. 08.3: ) e5: st oo OL 5 ¥os
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Fig.a—f-x a:a+CT;6x:aza+x: a+CT 5 esto es, CP:
CA v AC+CP=qP.: al
169 87 por el focus £ opuesto a la tangente TM y por

36 el punto de contacto M se tira la linea £M prolongada

mdﬂfmzdamem‘e » Y por el otro focus F Zzz perpendicular ES
4 la tangente , que pr olongada vaya a.encontrar da M
en G dirémos que SG=

Para la demostracion tuese la FM. Es evidente que
por ser T'M perpendicular a F'§' por construccion , y pa-
sando por el punto M , el angulo FMG esta dividido en
dos partes iguales por la SM, y asi el angulo SMG=8SMF;
y como los angulos MSG , MSF tambien son iguales
por ser rectos, los trlangulos SMG SMF son semejantes
€ iguales; luego' SG=§'F.

170 De esta proposicion se deduce : 1.° que el angu-
lo FMV = FMT , porque el angulo S MG = FMV” por
por opuestos al vértice.

2.° Que se puede tirar con mucha facilidad una tan.
gente 4 la elipse ; porque si por el punto f opuesto al
punto M se tira la linea FM prolongada indefinidamen-
te , y sobre su prolongacion se toma MG—FM , se tira
FG , y se divide por medio en § ;.y por este punto y el
punto M se tira la JMS que encuentre el exe prolongado
en 7', la linea 7'M sera la tangente pedida.

3.° Que por ser MG = FM, el triangulo FMG es is6s=
celesy fG=Aa, y por tanto T no podra ser tangen-
te en el punto / miéntras que fG no sea lgual aad=
24— al exe mayor.

171 87 se tiran en la elzpse una recta NH paralela a
Ja tangente TM , y por el punto de contacto y el centro otra
recta MC esta linea cortara a HN en dos partes iguales
en el punto Q.

Por los puntos &V,0,H tirense paralelas a la ordena-
da PM, y por los puntos H,Q otras paralelas al exe;
de modo que la una de ellas, por exemplo , la QG pro-
longada al otro lado del punto Q corte la HL prolon-
gada en R ; hemos de probar que IS=IZ, porque en es-

; te
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te caso QN=QH; para lo qual sea IL=t'y RL=GS=
Oli=— uQ Por la semejanza de los trlangulos TPM ,

v HQY, es TP: PM:: HY: QF 5 6 2. (168);

s HI=El=i 0] ’_{fx ; lnego HL:RL—RH
tyx i 2tuxy %y’
=QI-QV—u— / A Y(HL = — o

Los tridngulos semejantes CPAM, CIQ, dan PJ/: PC ::

Qb $Cl-v 0y i 8% +C Rt i;—v—,ycomoCL:CI—{—

3 : ot xty
LI , serd CL iguald -’-‘yf o=k yy 5 _ademas AL
' (uxety)? LA

x Li—mAC —LC —=d'—
W4 atunytt’yt ATy —atuyx—t'y*
Wi T % 7 _

! —_—a 3
mostrado (143) AP x Pa: AL X La :: PM 2 HL ; 6 subs-

tituyendo por estas lineas sus expresiones a*— &*
—2

: HL o— 080868080 08 gEe0stgncan
] PR i o,

. Por lo de-

A’y —u’ e —otuxy—t’y"
2559 9,849 =" 2,2 ; ; ;
8y —wa —2tury—ty" | Comparando los dos valores

a?__xﬁ
: : 2ULtX Lty
de H.L tendremos ua _— 23 y?' "'l_ ( 2 ;i"‘)z o= sevessssn
a —x 77 B
29 trln S ones 2y ) b g
syTr AT Y oy cmaltiplicando’pol &<
- -:x : ’x’yz 252 240 ;
2 2 2 e
4 ——u'a = DUy e =8 T % 2
#y*, que suprimiendo los dos términos comunes , se
,' 1Aa),'z- >
reduce au® ,::ay —#%" Eliminando el de-
& '—#

no-
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nominador a*—x? despejando la #, tendrémos 22 —
2 ¥ PEJ 2
—z 2 nty . asn Fosis
IL —a® — 5" — 2%7%“% " Ahora nos resta pro=

bar que esta expresion es tambien el valor de IS, para
lo qual sea IS==z. Los triangulos semejantes TP M,NGQ,

dardn GN = 5 y como NS = QI -+ GN se-

XYz

x)/z

a’—x’
T 20xY2Z
ra tambien — w —+ 7

o ear b NS —u —+ P

le——) z

_ZT2 o ademas CS = CT — IS —

Co=
=] b

Akies gpia s =0 blruay a3
mo AS x Sa = AC — CI za",-——"< 7 ) 3y
; A L S T e e
son proporcionales AP X Pa : AS x Sa:: PM : NS seri
2 — sl 2
D B Cne (B P T O w1
AT B3 TR s ¥ o - 2 A —pp
Igualando este valor de V.S con el anterior , y hacien-
do todas las:operaciones que son: precisas hasta encontrar
el-valorde 05 saldra/ Este i), 2anlae foqe dnti g
que ‘es'el ‘misthioque el de #* 5°'luego 2=¢, 6 Y'L=IS,
pero sou proporcionales 15: IZ : NQ, : QH , luego NQ=
OH 5 que es lo que propusimos demostrar.
Luego 1.° Mm es un didmetro (105) , cuya ordenada
es IVH , y la abscisa MQ. :
2.° Si por el centro C se tira la paralela Xx 4 T/,
la Xx es un diametro conjugado , y las dos lineas X,
Mm son dos diametros conjugados.

172 Si por uno de los extremos X de un didmetro conjuga-
do se baxa una perpendicular XV al exe aA, la linea CV in-
zerceptada entre el censro Cy el puntoV por la VX es media
proporcional entre las partes interceptadas en el exe ma-
yor: por Ia ordenada PM baxada del punto del contacto.

Por
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3 AL —2
Por lo demostrado (143) C4 — CP — CP x PT:

C':-;—- CV +PM : XV~ 3 pero por razon de las paralelas
MTy Xx es el angulo MTP = PCX ; y los triangulos

MPT , XCV son semejantes ; luego tendrémos P 2:
XP s PT : OF; y por una igualdad de razones CP x
PT: C:‘}z— 07 2:: P—T_'Z: cr 2, y ‘multiplicando extremos
y medios CP x PT % C’_Vd: (C’Z L C;lz) X PT?; péré
AC =CT'xCP = (CP + PT) CP = CPx PI'+CP .
cuyo valor , substituido en la equacion en lugar-de‘zYE:
la transformari en CP x PT x C&”- = (CPx PT+CP —
C‘Vz)x PT » 6 suprimiendo €l factor comun PT, CP x
CP=(CPx PT + CP —C¥ )% PT= CPx PT*+Cp®
X PT— C¥x PT 3y CPx CF + PTx CF = CP x T
+ C';zx‘PT; y devscomponi_én:ioz en 4féllctores (CP+PIN)
X C;Z: (CP + PT)x CP x PT , que sacamos por l-

—_— — —2 & 3
timo CV = 'CPx PT= CH = 'CP: (158) 5 luego C.A +
CP:Cr: Cr:CA—CP. :

173 El rectangulo de las partes interceptadas en un
didmetro por una ordenada al mismo didmetro, es al qua-
drado de esta ordenada , como el quadrado de dicko djg-
metro es al quadrado de su conjugado.

Sea el diametro CM = £ por la semejanza de los triin-
gulos CPM , CIQ es PM : CIM 10 +°CQ , y substitu-
yendo por estas lineas sus expresiones Yt P C (s
»;f. Si multiplicamos el quadrado de GO —IS =17,

2 2 a’u? +u?x2 2 2 2

_ 5
(171) ,0.por. el quadrado de CM: .= f tendrémos

GQ
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Fi . Gt e -t i
. GQOx CM—F*(a"—x") —-%’—‘;’— (a"—2"),6 GOxCM =

(f—LF ) (@—a") 5 pero £2 = CH 5 = cQ ;
y a’——-x’:C;z( 172 ) ; luego haciendo las substituciones
GO x CM = (CM—CQ, ) x CF , que nos da CM —CQ:
C';Wﬁ: GQ.Z: cr z; pero 4 causa de los tridngulos seme-
jantes CFX , GQIV. es GQ C;'z:: N Q_ 2: cx 7; luego por
una igualdad de razones C’Z?Il - C_é,z = ]WZQ,X Om : Cﬁz::

—2 —_—2 - — —2
ON :.CX , 6 alternando MQ, X Om: QN = CM:CX ;
luego &c. ;

- 174~ Por consiguiente en la elipse hay la misma razon

entre las ordenadas 4 los diametros que entre las ordenadas :

4 los exes ; y asi quanto se ha dicho respecto de los exes
se dira de los diametros en todo aquello que mo depende

de:los focus, Ty e i Aty s _,
S CAPRITLULOD IX
" De la Hipérbola.
175, Qiiestion. Encontrar la principal propiedad de la

bipérbola
Hemos visto ( 113 ) que la hipérbola es una curva

28 formada por un plano que ni corta los dos lados del co-

no , ni es paralela 4 ninguno de ellos ; pero si que es per-
pendicular 4 la seccion triangular AFB , ¥ prolongade
va 4 cortar en d el cono opuesto.

Si se corta el cono por un plano paralelo a la base
que pase por un punto P de la linea DE, las lineas DE,
HI, AB estaran en un mismo plano , supuesto que ellas
son las intersecciones de muchos planos con un mismo
plano : las lineas PM y LN, que son las intersecciones
de los dos circulos HMIy ANR con la seccion hiperbo-

©
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lica son dos dobles ordenadas comunes 4 los circulos y Fig.

4 la hipérbola , en la qual como el exe . de las abscisas DE,
y la linea 4D comprehendida entre los conos opues=
tos, y prolongada de una parte y de otra, corta las do-
bles ordenadas PM,LN ‘en dos partes iguales, y en an-
gulos rectos, €s un exe’ transversal ( 105 )5 y si se divide
esta linea en. . dos -partes iguales.en el punto C, dicho
punto se llama. centro, de las hipérbolas opuestas, y a-el
se refieren ‘las propiedades de la hipérbola , -y las mas ve~

ces se toma por origen de las abscisas.
2

— —_—2
176 Por la propiedad del circulo es Py :EN: HP
x PI: AE x EB ; pero los triangulos semejantes DER ,
DPIdan DE : DP:: EB: PI;y por la misma razon
los triangulos dEA , dPH nos dan tambien dE :dP :;
EA: PH ; luego multiplicando ordenadamente estas dos
proporciones tendrémos DE x dE : DP x Pd :: EB X AE:

g —2
PIx PH ; y por una igualdad de razones PM : EN ::
DP xdp :: DE x dE , que nos manifiesta que en /a hipér-
bola los quadrados de las ordenadas son .comy los rectangu-<
los de las distancias que hay desde cada ordenada -d los
extremos en que cada uno de los exes corta los conos opues=
70s ; que es la principal propiedad en que se cifra la na~
turaleza de la hipérbola. ; - |

17% Para expresar esta propiedad analiticamente sea
Dd— 2a, 6 DC— a ( contando las abscisas desde el
centro) CP =x,CE=¢t,PM=y, EN —z, con lo
quesera dP=dC+CP=PC+ DC =x+a; DP =P
—CD=x—a;dE—t+a,y DE—t—a,y asiten-

R e : 8
drémos dPx DP.= PC — DC = &* — a* , y d& X ED
—*—a*, con lo qual la proporcion anterior se trans-
formara en y’: g* 1 ¥4* — a’:i° —a’.

1#8 La linea Bb , 6 su mitad BC perpendicular al 39

exe transversal 6 exe primero «a en el punto C, dividida
en'dos partes iguales por este punto'y ‘quarta proporcio-
nal 4 la raiz quadrada de aP x AP ( que s;upond"rémros"

Tom, 1. G RS
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es CG) 4 la ordenada PAM 'y la mitad del exs pri-

mero AC 4! se lama exe canjugczdo 5 0 exe segundo;ide:da;
6V (AP XaP )y

PM AC' BC,y elevando al quad;ado aP XPA: PM Vi

ot BC = b*(lldamando b el se+
gundo semiexe ) ;i que nos ‘manifiestd que en la hipérbola e
rectangulo ‘del’ ege? "Primero mids la parie de' este éxe pro<
longado’ comprebendido entre” una ordenada y el vértice de
la curva, por esta linea y es' al’ quadrado’ de la ordenada;

/’wperbola ‘con lo qu8 tendrémos G,

AC S BC ; 84420 ) g1

coma el quadrade del exe primero, es al quadrade del exe
segundo ; de cuya propormon sale la siguiente equacion p*
(x2—a2) h2

o IR 2 B P L ) quie® comprehende  las

a

principales propledqdes de la hipérbola respecto “de - sus'
exes , contando las abscisas desde el centro.

179 Si se toman las abscisas desde el vértice A de
la curva,siendo en este caso AP=xy aP = a+ &, sera
AanP___ (2a+x)x =2ax+x*, , ¥ la cquacwn s¢ transfor=.

mard en 3% = (2a0+2") x =1 (2ax+a"). ¥

a2
180 ' Una tercera proporcional 4 los dos exes de la hi-
pérbola es el pardmetro del exe , que oclipa el primer tér-
mino de la proporcion.
Luego si llamamos p el parametxo del exe primero

serd 2a 2% 25 p, y 4a h ey B quE nos

%
da £ == 3 substltuyendo £ en las equaciones en

2

lugar de =+ , tendrémos y*=-L(s* —a )___P_x:___
R _—(2ax+x)—px+ . La dltima

de estas dos equaciones nos manifiesta que en la hipérbo-
la el quadrado de una ordenada es igual al rectangulo ds
la abscisa y pammetro mas otre rectdngulo formado de

la

* . 8i en las equaciones de, la hipérbola hacemos a=—b , se -reducirn una y otra
4 y2—=x2—a2 ¢ y’ == 2ax—-a3, ¥ en este caso la hxperbola se llama bxperbola
equildtera. "~ 4 Y 7 sy
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la abscisa y una quarta proporcional al exe primero , el
pardmetro y la abscisa. : i ,

VAT robi2einks 5,2 Ne [argis
181 De la equacion »* == ;;(x—a)saea__.

7(—’;%_—“7 , que nos suministra un medio para deter~
mlryxar el exe primero , siendo conocido el segundo exe,
la abscisa al centro, y la oxdenada corresponchente >y
es el siguiente :

- En la extremidad C de la absc1sa PC—x levintese la
perpendlcular CB=}'; trasladese la ordénada PM=y desde
CaG, y tirese la BG ; trasladese BG de C4 D, y tirese la
DP, y por el punto B la BA paralela a DP , que corta-
r4 CP en el punto 4, y CA seri la mitad del exe mayor;

porque el trlangulo rectangulo BCG rnos da BG = Ch:

s (CG oo (y ~+54*) , y los tridngulos seme-
jantes CDP, C’AB 1€ b C‘P < CB C'A 6 V(J’ +5Y):

e b a
.x..b AC._... Sy — %

182 La misma equacion anterior (181 ) nos da y =
= x V/(¢'—a’), que nos manifiesta el modo de cono-
cer Ia ordenada al exe primero en conociendo su abscisa
y los dos exes , por el qual se podra trazar la hipérbola,

y es el siguiente.
Habiendo elevado en el punto P la indefinida P,
y en el punto 4 la AH ,las dos paralelas alaCB; con

Fig.

40

41

el radio CP describase un sernxmrculo que corte ala AH

én el punto H ; llévese 4H de P 4G, tirese la Bay por
el punto G una paralela & Ba que corte la PMen M, y
esta linea: P/ es la ordenada pedida ; porque por la pro-
piedad del circulo es AH=PG=V (AP X.Ap)=V (x*—a’) ,
y por la semejanza de los tridngulos aCB, GPM, aC : CB::

PG PM = &€ = & (4" =4°) —(y« Déterminando

por este método rnuchas ordenadas, 6 lo que es lo mis-
mo , muchos puntos de la curva ,se podra trazar meca-
nicamente una hipérbola semejante a:la.que hemos des—
crito en el cono.

141

G2 TGy
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183 Si por los extremos de los exes se tira la 4B,y
esta linea la trasladamos desde C' 4 F yajf, estos dos
puntos F, £, adonde llega & uno y otro lado del centro,
se llaman los focus ; las lineas MF , Mf, tiradas desde
qualquiera punto /M de la curva al focus, se llaman ra-
dios wectores 5 y la linea [FC=fC excentricidad.

: —2 3. ey b £ sl
184 Luego ya que BC — 4B g , Serd tambien

— e L —— o ¥
BC = FC —A4C , 6 llamando FC, ¢, y substituyendo

por las demas lileas sus expresiones &*—¢*—a*=(¢+a)
(c—a), bc+azb:b:c—as; estoes, el semicxe segundo
es medio proporcional entre las distancias FA y Fa ; que
bay desde uno de 1os focus d los extremos Ay a del exe ma-
yor 5 6 -al vertice de ld curva. g1 .0lugnnas | s

185  De lo que se. deduce, que, conocido uno-de Ios
focus y el exe primero ; se-tendra el exe segundo’ tra-

zando con FC, como radio desde el punto «Z, un arco’

que corte en dos puntos B y & una perpendicular al exe

primero , levantada en el punto C','y Bbserd el exe se-

gundo.

186 . La ordenada EN , gueﬂ.pasa. por el focus de la P

pérbola o es igual & la mitad del parametro.
FRsa ¢ b —T —T
Por lo demostrado ( 180 ) es FN = (CF—CA)x

= Yares 21 iy i —z . — e !
L3 pero CF —BA —AC—+CB ;¥ CB' ——dC:'2 b

Aa

(sacase.de la proporcion 2a: 2b.:: 26 : p (parrafo citado));
—2 —2 ;

luego CF = AC + AC x % p ; cuyo valor substituido en

. —2 2 )

la primera equacion, tendrémos FN = (.AC —+ AC
S 7 i
P e ACKD iz
wgipie dC w)g = X =g
do operaciones analogas 4 las que se hiciéron (158), ¥
por consiguiente FN=%p. .
187 Qiestion L Hallar ¢l valor de los radios vecto-

ves FM y f M. _
% Ti-

C—’FS( B.Z’Q— CZ X BE

—2 —2
FCEGC I

— ~ p*, hacien-
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. Tirese la ordenada P con lo que tendrémos FP= Fig

CP—CF ,yfP=CP~+Cf, y elevando al quadrado es-
—_— —_2 J -2 -—-7-
tas cantidades FP = CP —2CP X CF + CF,y fl’),':
—2 —_— 2
CP + 2CP x CF +CF'; pero siendo (tom. L 472) BC =

—
BG i
—=

AC

—_— — —_—2 bi — —2
CF — AC ;5 PM = (x*—a?) ;l—z-:(CP—-Cd)

: si substituimos por BC su va-

A_E —2 —2  —2 =35 ==0 T
—2 LOP (CE— AC') ~—~AC(CF=AC )
lor serda PM — ( ) s ( —=
AC.

Csz CE.

——2 —1 —
—— —CP—CF +CA4.
CA : , —t
Los triangulos rectangulos MPF , MPf nos dan FM
—_— =2 —_—2 —_—2 —_—2 3
=MP + PF,y Mf = MP + Pf, que substituyendo
en lugar de ‘estas cantidades sus expresiones , sera EM =
~ —2 CP X CF
XCE  aCPX CF +AC, y fU=2"
A i | : OftL L
oCP x CF + AC : despues de hacer la reduccion ; que
extrayendo la raiz quadrada, tendrémos por dltimo FM =

G %G — ACY fM = CP X CF ~+ AC3y éstas

AC , AC
son las expresiones de los radios vectores de la hipérbo-
la, que restando la primera de laisegunda -, nos 'dan
Mf — MF— 2A4C = Aa , cuyo ultimo resultado nos ma-
nifiesta que la diferencia de los radios vectores de la hi-
pérbola es igual al exe primero.

188 De lo dicho se deduce : 1.° que 'siendo conocidos

G3 = los
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los dos exes ', se podrd trazar la hipérbola con un movi-
miento continuo ; para lo qual ;' determinando los focus
del. modo dicho (,183 ), se atari la extremidad de un
hilo FMG 4 uno de Tos focus , y el otro cabo al extre-
mo de una regla larga movible por el otrg extremo alre-
dedor del otro focus , cuya longitud sea diferente del
hilo; y teniendo éste tendido 4 lo largo de la regla, y
sujeto por medio de un estilo , se hara mover la regla al-
rededor del focus, y el rastro que nazala el estﬂo serd
un ramo de hipérbola.. *

189 Lo sequnio que se pueden determmar muchos
puntos de la hlperbold ¥y construirla mecanicamente ; por-
que hemos visto que £ , 6 fM es igual 4 una linea ...
< ~X-% , quarta proporcional 4 la mitad del exe pri-
mero , 4 la abscisa y 4 la distancia que hay del centro 4
uno de los focus, mas 6 ménos el semiexe primzro ; de
suerte que si esta linea la llamamos O, , sera ME =0, —
AC, y Mf = Q,+ AC. Luego si sobre el exe primero
prolongado, con estas lineas como radios , hacienda ‘cen-
tro en los focus , trazamos dos arces que'se corten en
un punto # , este punto serd de 1a hipérbola ; y como
esta operacion la podemos repetir quatro veces sin variar
los radios 5 solo con trocar los centros y hacer las inter-
secciones 4 los dos:lados del exe primero, se podran tra-
zar 4 un‘tiempo las dos’ hipexbolas opuestas.

190 Qiestion II. Encontrar el valor de una ordenada
al exe segundo de'la hipérbola. '

‘Baxese la’ ordenada M 0, al exe segundo’, prolongan—
dolo, si fuese necesario, y sea BO = z, y las demas can-
tidades conserven sus valores, sera QC— MP—y—=b+z2
(segun que el punto O esté mas arriba 6 mas.: abaxo del
punto B) , con lo.que seray? = 4* = 2bz+:<.*2 s pero he-

2 402

mos, visto que ¥’ = T b’ ; luego by obz ozl =

et ;—fl—-{): 5 @2(6% +b* = zbz”-{— z'“‘)_:’ A&,"x{;"__pgrotlz;‘ i

s: % 2 bz
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2bz + 2* =y ; luego haciendo las substituciones corres-
pondxentes tench émos a* (b* +y°)=b*x*yy formando una
proporcioni b*~4=y*: x* 1% 1 aty que 1OS manifiesta: gue
el quadradowdel semieke segundo, mas el quadrado. de una
abscisa a este exe , €5 al quad:aa’o de da ordenada corres-
pondiente 5 como el quadrado del exe segundo es al quadra-
do del exe primero.

191 De la mtsm'«t propmcmn sale %

.f+,y’)
y X —-l—[; v (62+y’) § que es la equacmn de la hlperbola
respecto del exe sequndo tomando las abscisas desde el
centro. o

1920 Luego 121a razon de las coordenadas al exe se=
gundo es diferente de: la razon de las coordenadas al
exe primero. 1

g3 i12:% Sk llamamos q el parametro del exe segun—
do, que es:una, tercera proporcmnal aeste exey al prime-

bq‘
ro, sera 2[7 2a: :oa: q ya 2 5 cuyo valor substmudo

i bq 9"
2b"
194 /3e°08i Jlamamos y la ordenada del exe segundo

s abscisa 'z, el exe segundo-a, y-el primero4, la equa-
cion de la hxperbola respecto el segundo exe, se trans-

en 1a equacmn que expresa el valor de @5 dardxi=

2ipn2-

forrnaré en y‘ = (x +a’ ) 2= . y como la

2
equamon respecto- el px imero es y —E—- X (x*—a* )=
by =T G ’sz‘.,z ¢ Sphrt
— 2, la equacmn o=t

a L @Yy

representa de un

modo general la mtumlem de la hlperbola por razon a
sus exes. quando el origen de las abscisas se toma desde
el centro,' siendo * ‘negativa pard el exe primero, y po-
smva p"-tm el ‘segundo.

G4 4°
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195 4.° Quanto mas aumente la abscisa CP , tanto
mayor serd la ordenada P/ 5 de suerte que si CP llega
4 ser infinita, P/ loserd tambien ; pero si al'contrario
CP llega 4 ser igual a , enténces PM=0; y por razon al
exe segundo si la abscisa CQ=o, QM viene 4 ser igual
AC, y es la mas pequefia de las ordenadas respecto al
segundo exe , siempre que se considere en el centro el
origen de las abscisas. Jéd “Rrnek e ¢
196 5.° Si se tiran por los puntos A4 y @ , extremos
dél exe primero , dos paralelas al exe segundo , estas: li=
neas seran tangentes a la curva en estos puntos.
197~ 6.° Las hipérbolas ‘opuestas se desvian masy mas
hasta el infinito de sus exes conjugados; y solo .elexe
primero toca cada una ideellas 'en ‘un ‘punto ; pues: el
exe segundo jamas las encuentra aunque: se: extienda has=
ta el infinito. OOt 93s
198 4. Supuesto que las variables & € y no pasan de dos
dimensiones ; la hipérbola es una curva del primer género.
199 Qiiestion HI. Hallar el valor de la subtangente y
subnormal de “la bipérbola. ; g 219
Por un punto m infinitamente préximo 4 M tirese la
mp paralela al segundo exe, y la #MQ, perpendicular 4. mp;

y sea MO, =pP=F,y Tp—s, sers Cp=x+f,aPxAP =
f—2 —2 g 1 ! ¢ g quka
Cp— AC = &*+2fx+f*—a’; y por la semejanza de

V44

los friénguioé TMP, Mq;ﬁ > q'm( = -@;—,,imp :y -+ , y

S 2 '2 4,2 —s.
n;i;::y* -+ 2? -+ f—;:‘f— Tomando la equacion de la cur-
¢ Bz i (1 PSR 1 g b Yer L ZLS | LSRN
va respecto el punto .y , tendrémos mp— (Cp— CA )x
b s o Srl g RS
AC’_(x +2fo+]:“‘ ‘a ) % = Luegoy T o -+ it
px*  ap  pfroprx _pxt ap

—
o

— ——

5 como P2 —— ~— ——
e . 20 e

(180),

2a 2 2a
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(180), restando estas cantidades de la equaci.on cada -
una de: su miembro, dividiendo por £ 5 ¥ considerando
por dltimo que los puntos My m se confundan , de lo
que resultard ser f=0, como se hizo en la parabola y
; 2a‘y2 x'z__az

i : imos §— —— = substitu-
elipse (167 ) 5 tendré i = (

yendo por p? su valor ) ; y éste es el walor dela subtan-

gente , que nos da la siguiente proporcion & . ¥ @i

x—a s 5 que nos manifiesta que la subtangente de la hi-

pérbola es quarta proporcional @ la abscisa al semiexe

mas la abscisa y 4 la parte del exe prolongado , compre-

pendido entre la ordenada baxada -al  punto de contacto,
9 elwersiges =i il 95 mea’ ¥ . '

Luego 1.° CT es tercera proporcional a fa abscisa y

: 51 ! ] x:___a'z

x

él séiniéxe < porqu’é CT—CP — Pl =g —s—=%—
= ik , que nos da la proporcion x:aia:CT.

e o FIOGEIES % $2a7 = it 3 3 35 :
2.2 AT es quarta. proporcional 4 la abscisa ¥ , @
AP y AC s porgue AT = AC—CT'= 6=
i AL ey . qiie nosdax:o —a=AP:a

——
—

AC : AT. fiigoh s % Ssasg b
~3.2 La subnormal PQ es quarta proporcional al exe,
al parametro y 4 la abscisa. Del triangulo rectangulo QMTF

fif

sile PRSP 5Bl e = e e e
: 2l = =
bx:—’i{,esto es, 2a:piat PQ. v

e

a’ 24 : it
bviodid La linea aT. es quarta proporcional 2 las rectas
CP,aP y AC: La cantidad aT = Aa — AT = aC + CT=

a
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gt ax+ar alyv+a)
: x %

5 €Sto es, & w+aa:aly

" 200 Se podrid demostrar del mismo modo ‘queen la
elipse (169), que si por un mismo punto M de la hi-
pérbola se tiran desde los focus los radios vectores f/f;
£M, y del focus F' mas inmediato al punto / la perpen-
dicular #S 4 -la tangente MT', que prolongada vaya 4
encontrar el radio fM en G, que FS = §G 5y quepor
consiguiente' MF' = MG , y que por ser isdsceles el:trian-
gulo MFG., es el angulo HML = FMS. %
201 Luego si por el focus f opuesto al punto M se
tira la linea A4, y 'se toma en éstala parte MG=FM,
se tira la G , y por el punto § medio de esta linea y
el punto M se tira la recta MS , que vaya 4 encontrar

el exe primero en 7', la JMT sera tangente de la hipér-

bola en el punto A BT St ;

Tambien se deduce de lo dicho, que siendo FG=FM

— MG esigual Mf—FM=Aa=2a. Luego A

La recta THM no puede ser tangente en el punto M
interin ‘que’ fG'no' sea igual-al exeimayor.. . &

202 Si suponemos que CP—=x vaya creciendo , quan-

to mayor sea esta cantidad tanto menor. serd CT:_:_%-,

pues dexamos probado (tom. L 269) que el valor de un que-
brado esta en razon inversa del denominador ;-de suerte
que si CP, 6 wx llega 4 ser-infinita , enténces el punto T
se- confundira ‘con el punto C 5 estoes , CT =& — § =
gLl

o =)0 ; de donde sale ¥=s , que nos manifiesta que

quando la abscisa es infinita, la subtangente es tambien
infinita ; y como la ordenada crece conforme la abscisa
crece , tambien en este caso ha de ser la ordenada infi-
nita’; luego la tangente ‘que’sale del centro' no ‘encuentra
1a hipérbold-sino.es4 ‘una: distancia infinita.’- +
' Pa-
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203 Para determinar esta tangente] por ‘medio deun »
segundo punto diferente del centro tirese por el punto A
una tangente indeterminada que vaya'a encontrar la tan-
gente dnfinita en un-punte D , y tirese una 'order;mda-PM,
que se prolongara hasta encontrar la tangente infinita-en
un punto E , y sea la incégnita AD—z. . © Lo
Por la semejanza de los tridngulos CAD , CPE es
2.,

HCYHD SCPPEL 6 4% e 43 PR == ycomp

EM—=PE— P/ , substituyendo por estas lineas sus ex-

presiones, sera ME — _E -y 5 Pero ‘51en'do * =00, tam-

bien y es infinita , ¥ en este caso la linea ME , diferen-
cia de dos cantidades infinitas, ha de serigual a cero;

yoast— iy 0,8 Y sury a2 Sien la equa-

cion y = — ¥(¥*—a*) suprimimos la cantidad.a*(13),
lofisyac, = ¥*—a") suj b A Gt

‘ ; bx
d:cansaiide ser wizsicoi; tendremosy:—d' SOy ts

b ; pero acabamos de ver que x:y :: @ : %, luego por una
igualdad de:razontes @ +:b ::a: %, 61o que es lo mismo, b= .
2 = AD , que nos‘manifiesta: que isi sobre la tangente
paralela al segundo exe¢ tomamos a una y otra parte del
vértice las -porciones 4D , Ad iguales cada una al se-
mieze segundo y:por el centro. €' 5 y los:puntos.que.aca-
bamos de determinar se tiran las indgfinidas CDE ; Cde,
y las prolongamos infinitamente por debaxo y por enci-
ma del punto C, ellas serdn tangentes infinitas de las dos
hipérbolas -opuestas. - LAY
204 Estas lineas que no encuentran la hipérbola sina
es 4 una distancia infinita se'llaman asimzotas.: !
- Esta propiedad admirable de las asimtotas nos mani-
fies-
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Fig. fiesta ‘que el espiritu humano puede concebir ¢l infinito,

pero no puede medirlo.

205 De lo:dicho se deduce : 1.2 que si se tiran las
lincas AB , Ab, y por el centro C se las tira las parale-
las CE , Ce , éstas seran lasiasimtotas ; pues ellas cortaran
AD=CB ,y Ad='Cbh (203)

206 "2.° Que sise dividen las lineas 4B , Ab en dos
partes iguales , y por los puntos G y g y el centro se
tiran las rectas CE y Ce , éstas tambien serdn asimtotas;
pues por cortar BAy Bb , 6 bAy Bb en partes propor-
cionales han de ser paralelas 4B y Ce. .

207 Si por un punto M de una bipérbola se tira una
linea Ee perpendicular al exe mayor que se termine por
uno y otro extremo en las asimtotas , el rectangulo de las
partes EMy Me es igual al quadrado de la mitad del exe

segundo.
Por la semejanza de los tridngulos CPE , CAD es

PE = £2%; pero EM = PE — PMy ¢M = PE

. —2 —_—2 —3 ——2
~ P 5 luego EMxeM — PE — PM =28 —
' AC

= —~—2 . —2 —2

S0P AR = OB
AC. 4 ; :

De todo esto se deduce , que si se tiran por los pun-
tos My IV de una hipérbola , 6 ‘de dos hipérbolas opues-
tas , las lineas Ee, Hb paralelas al exe conjugado y ter-
minadas por las asimtotas, el rectingulo EM x Me=HNX
N4, que nos'dala siguiente proporcion EM:HN:: Nb
Ho L/ A e it | )
20887 por dos puntos qualesquiera M y N de una bi-
pérbola 5 6 de las bipérbolas opuestas se tiran dos rectas li;
Ll paralelas entre st y terminadas por las asimrotas , los
rectangulos IMx Mi » LN x N1, son iguales. ;

Por la semejanza de los triangulos GIM, ELN y Mgi
NelesGM : EN+: MI: NLyeN : gM:: Ni: Mi; pero GM

. 4
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EN s« Ne + Mg (207 ) ; luego por unma igualdad

de razones MI : NL:: Ni: Mi, que nos da la equacion

IM % Mi = LN x NI. a9p Rt 2 !
209 De esta proposicion se deduce : primero, que si la

linea VL pasa por el centro vendra a ser igual 8 CK , 6
iy : : HEs % (23

RK , segun que se mueva de baxo 4 arriba , 6 de dere-
cha & izquierda ; y en -este caso los ‘dos puntgs‘L vl se
reunirdn en el centro ¢ en el punto R,y asi LN x-NI

e A \ G ) O ,
— CK, 6 RK ;7 siporel punto MM se tira una _paralela
MI4 CK; 6 RK terminada por las asimtotas 5 tendré-

: —2 —2 : :
mos igualmente IMx Mi = CK = RK ; donde s¢ ma-
nifiesta que toda linea LVn terminada por las asimtotas ¢
por - las hipérbolas opuestas ;- que s¢. supone pasa por el
centro , 6 por un punto R de la curva, ha de ser, 6 un
primer didmetro conjugado AKX , 6 una tangente kK, y
esta dividida en dos partes iguales por el centro 6 por el
punto R ; porque: toda linea como Nn _‘te:rmmada por: las
asimtotas , 6 por las hipérbolas opuestas, tiene sus dos par-
tes VL y nl comprehendidas entre las asimtotas y la cur-
va iguales entre ellas:; porque VL x VI = NL X (Nnznl)
=NLx Nn+ NLxnlyy nlxnL=nlX(Nn = NLy—nlx
Nn + NL x nl 5 pero los primeros miembros de estas equa-
ciones son iguales ; luego tambien lo son los segundos,
con lo quevtendrémostL_ X N+t NLXnl=nlX Nnz*
NL % nl, 6 NLx* Nn =nl% Nn ( suprimiendo los tér-
minos comunes); y dividiendo dltimameste por 2Vz, nos
sale VL — nl. : :

210 2.° Que si tenemos un punto V de una hipérbo-
la entre sus asimtotas , y por €ste tiramos una recta /V/,
y prolongandola , si fuese necesario , hacemos nl = N.Lis
tendrémos otro punto mas de la curva ; de suerte que si
conociésemos un ramo de la hipérbola , podiamos por este
método trazar las dos hipérbolas opuestas con mucha fa-
cilidad. '

; 40
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211 3.° Quesiendo MI: Ni:: NE: Mg,y MIX Mg

GM = NLX EN , es & saber , que/si por.dos puntos M
¥ &V de una-hipérbola ;¢ de dos hipérbolas opuestas , se
tiran dos lineas Mg , NE , 6 MI , N/ paralelas entre si y
terminadas por una asimtota, y otras dos lineas M7, NE,
6 MG, Ve paralela tambien entre ellas , y terminadas por
la otra asimtota , se tendra siempre Mg X MI = NE x
NL, 6 MLX MG =NEX NI )19 ma AER AL
212 4.° Si por dos puntos M y N de las hipérbolas
opuestas se tiran las lineas' M1, Mi, NL, N} paralelas 4 'las
asimtotas , se tendrd 4 causa de los 4ngulos iguales en €
los paralelogramos MICi, NLCI iguales entre si, pues tie-
nen los lados ‘que forman é4ngulos’ iguales ' reciproca=
mente proporcionales (tom. I. 462 ), cen lo que' tendré=
mos MI x Mi= NL X NI:lo mismo dirémos de los tridn=
gulos CML,CHM que son la mitad de los paralelogramos.
- 213 5.2 Como las lineas 4B, Ab tiradas desde los ex-
tremos del exe segundo 4 los extremos del exe primero
son paralelas ( 205 ) cada tina'a 'su asimtota 3y estan 'di-
vididas en'‘dos partes iguales por estas lineas ;- y como &
causa de sei CG 'y 6'Cg paralela 4 4b 1,6 AB es OG'la
mitad de 4By Cg la mitad de A4, esto es, CG=GA
=Cg=g A , tendrémos el paralelogramo constante CG 4g,
que se llama porencia’'de la biperbola 'y igual 4 cada uno
de los paralelogramos variables MIC7 ;7y asi si hacemos CG
=a,GA=b,Cl=x ; y MI=y ', tendrémos' sy=ab’, que
s la equacion 'de Ia hipérbola por razon de lasasimtotas.

214 6.° La eQuapion xy=ab nos da y= —‘;lz » que nos

manifiesta que quanto mayor sea &, tanto menor ha de
sery ; asi quando x llegue 4 ser infinita , ¥ serd cero' pot
razona ¥, y en este caso la potencia de la hipérbola se-
ra igual 4 un espacio infinitamente pequefio , esto es, 4
una linea ; y como entdnces la asimtota ha de tocar la
hipérbola en el punto en que la ordenada es cero, se ve

que
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que la'asimtota solo encuentra 4 la hipérbola 4 una dis- Fig.

tancia infinita. j
.\ De la misma‘equacion £y:= ab dale'w:rab: y, de
suerte’ que se podra tambien trazar la: hipérbola determi-
nando sobre la asimtota sucesivamente los valores de «
para tener otros tantos valores de . :

215 Hemos visto ( 209 ) que ‘toda tangente termina- ©;

da porlas asimtotas esta dividida por medio en”el punto
de contacto /1 ; luego si tiramos MI paralela 4 la otra
asimtota’, tendrémos que la subtangente 77 es igual 4 la
abscisa IC'; supongamos otra ordenada muy infinitamente
proxima a IM , y por el puntom tirese una paralela mR
alasasimtota CT, ysea li =mR=f, TI=s, IM =y, IC
= : por ser mR paralela 8 TT sera Rm = li=f, Ci = x+ f,

im=IM—MR ::"y—-—f%. Tomando la equacion de la

curva por-xazon de sus-asimtotas desde el punto s , ten-

drémos  xy 4/ _f_______xy Sf’y == ab., restando’'de esta equa-
cion xy=ab , que es la equacion de la curva respecto de
las ‘asimtotas , dividiendo: por £, y haciendo por dltimo
J=0 nos quedars sy—ay=04 ¥ = 495 ¥ S==&, EStO es;
que lai subtangente 77 es igual. 4 la abscisa CI 5 como
hemos dicho antes ; de donde se :deduce tambien THM =
Mt , 4 causa de que 7C es cortada en dos partes iguales por
IM paralela 4 CT. : SR » A :

216 De todo esto se deduce que si por el punto de
contacto J/ tiramos una recta CM , iy se prolonga inde~
finidamente de una y otra parte hasta que cortelas hi-
pérbolas opuestas ; dicha recta cortari en dos partes igua-
les todas las lineas como Gg paralelas 4 la tangente 77,
y terminadas por dos ramos de la hipérbola ; porque prod
longando las paralelas Kk, Tt , la Kk esta cortada en dos
partes iguales en Q- porila CH prolongada , del mismo
modo que lo ests la 77 , pero. KG = kg ; luego GQ= Oz,

4
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y asi CM ( 105 ) es un didmetro cuyas ordenadas son

GO = _Qg: ; ; ; : ,
21y Bl recrangulo de mQ por MQ es al quadrado de

QG , como el quadrado.de CM es al quadrado de 'TM, es=

—_2 —_—2 . —2 —_—2
20 es , mMQX QM=CQ— CM:QG :: CM: MT

_ Habiendo prolongado GQ hasta K , tendrémos pd_r la
semejanza de; los tridngulos CMT ,. COK , QK=

ML <  con lo que serd GE=¥Tx°2— OG y'Gk

oM oM ,

—
—MIx 4 GO, pero GK x Gk = MT ; luego
substituyendo por GK'y Gk sus valores , tendrémos GK&
-2 -2 3 —2 —2 7 o <0 £
Gk — 21X _ QG=TM, y quitando las frac-
w2 o :
—in SHE — —2 —2 —2 —2
ciones MT X GQ, <= CM % GQ = CM X TM , 6 MT *
— —_ —2 —_—2 =2 3
CO, — CIM % THM.= CM x QG ¥ descomponiendo ¢l
—T —_—2 =2 —2 —_—2
primer miembro T X ( CQ, — CM)=CM X 0G;¥y
= Lig apliie—2’ —2
por ditimo CQ, — CM = GQ, = CI: TM , por consiguien-

ter T es el diametro conjugado  de Mm 5.y asi, sitpor.,

elcentro C sé tira una paralela Nn 4 la tangente T7 , 'y
por el punto de ‘contacto dos paralelas MN , Mn 4 las
asimtotas que vayan 4 cortar la Vz en los puntos Ny, la
linea Nn sera el diametro conjugado de /Mm ; porque 4
causa de las paralelas Ct y MN, CN = Mz , y por tanto
Nni=T¢, vicomo TM = Mt , CN =5Cln plycastitos
do digmetro segundo ests dividido por medio en el centro.

518 "Como la relacion de las ordenadas respecto del.

diametro es la misma que respecto de los exes ; quanto
hemos dicho de los ¢xes en todo lo que no depende de
los focus se dird igualmente de los diameteos , y por tan-
to', si hacemos CM=a,CN=MT=05;CQ =, yQG
=y, tendrémos (176, 177) &*—a* 19" & a* b, y por utllv
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! b - ; e
timo y° = — (#*—a?), y esta esla expresion analitica de

1a hipérbola respecto de los didmetros considerando el ori-
gen en el centro ; si la quisiéramos considerando el ori-

3
gen en el punto M, con llamar MQ,x tendriamosy® = o
(2ax+x"); y asi en ésta como en la anterior podrémos
introducir el parimetro , que siempre sera una tercera
proporcional 2 los dos diametros (180).

219 Quando el angulo que forman las asimtotas es
recto, 6 los diametros conjugados son iguales, las hipérbo-
las opuestas se llaman equilateras; y en este caso las equa-
ciones de la hipérbola respecto del exe primerosony*—x*—
a* , é y*=2ax+x" ; y la equacion respecto el exe segundo,
considerando el origen en el centro, es y*=x"+a’ La ex-
presion de la subtangente es la misma que para la hipérbola
ordinaria; pero la de la subnormal es diferente; y asi quan-
do el origen de las abscisas se toma en el centro es igual
4 x , pero quando se toma en el vértice es igual 4 } a+x.

220 La equacion y* =«* + a* de la hipérbola equila-
tera respecto el segundo exe nos manifiesta , que cono-
ciendo uno de los diametros , se puede construir la hi-
pérbola mecanicamente determinando muchos de sus pun-
tos del modo siguiente.

Haciendo CA=CB tirese por el punto 4 una parale-
la indefinida A4Q 4 CB ; tomense las abscisas 4Q—x , y
tirese la CQ, , la que se llevara desde C'a P sobre la CA
prolongada ; por los puntos P se elevaran las lineas PJS
paralelas 4 40, , que seran cortadas en A por la parale-
la QM4 CA, y la curva que pase por los puntos M, M,
&c. serd una hipérbola equilitera , pues CP — CQ =

Y( AC 2-}- P./l_l— 2) — vV (a*+«*) =y. Habiendo hecho CB=a

se llevarin las abscisas « de C 4 P sobre la linea CR pro-
longada indefinidamente, S¢ tirara la BP , y en los pun-
Tom. I1. H T tos

Fig:
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tos P se tiraran paralelas 4 CB; se llevarin sobre estas
paralelas de P 4.V las lineas correspondientes BP ;5 y la
curva que pasare por los puntos /V es tambien una hipér-
bola equilatera , pues PN = BP =V (x*+a’). »

221 Quando el angulo de las asimtotas es recto, la
potencia de la hipérbola equilatera es un quadrado , y en
este caso ab—=a* , y la equacion de las asimtotas se trans-
forma en xy = a* (215).

Advertencias sobre las secciones conicas.

I.
Hemos hallado las equaciones de las secciones cénicas
considerando el origen de las abscisas en el centro 6 en
el vértice ; ahora nos resta manifestar como el origen se
puede tomar en qualquiera punto del plano en que esta
-niazada la seccion ; y para que sea mas perceptible da-
rémos principio por la linea del primer género , esto es,
por la linea recta 6 el lado del triangulo por el exe, con-
cluyendo con la hipérbola. ¢

Para el triangulo.

222 La equacion de la linea recta (120 ), conside-
rando el origen de las abscisas en el punto 4, y hacien-

do AP=x; PM—y, AB—=ay BC=b,esy= —bix—.Pues
- % 5

- considerémos el origen en un punto qualquiera G del

exe , y sea AG=c¢,y GP=z , sera AP=PG*GA,6 9=

z*¢. Substituyendo este valor de « en la equacion y:éf-
' a

bz*be

se transformara en y — , que tambien es equa-

cion 4 la linea recta.
' Pa-
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Para la parabola.

223 Tratando de la parabola hemos visto que su equa- 20

cion respecto del vértice era y* = p¥ 5 pero si tomamos
el origen en un punto £ 6 F, haciendo FPHP—g et
AP—x—z+1p ; este valor substituido en la equacion, la
transformara en y*—p(@+5p)—pz=3p’, que es otra equa-
cion 4 la parabola ; pero si el punto P estuviese mas ar-
riba del focus , en este €aso serd ¥—zp==2, ¥ la equacion
se transformara en y*— 3 P’ Ep2. ; -
224 Supongamos ahora que el origen se halle en un
punto qualquiera C que no sea del exe , ya esté dentro,
6 ya esté fuera de la area que encierra la curva. Con tirar
por este punto un didmetro MG , y prolongandolo si fuese
necesario, llamando CM—a, CQ—x, y substituyendo en la
equacion de la curva respecto el diametro , que es ¥*=¢%;
en lugar de MQ=x,a—=%, quando el punto C estd mas
abaxo de Q, 5 y 8 —4 5 quando estd mas arriba , tendré-
mos y’=¢q (a—=) =aq—Aaz, é y* —q(g—a) —2g—aq , que
son otras tantas equaciones distintas de la parabola.

‘ i Para la elipse. 1 j
225 La equacion de la elipse , considerando el origen

2

: . b
en el vértice a , hemos visto que €8 W= vy (2ax—x’)

( 147 ) ; pues supongamos ahora que el origen se tome en
un punto’qualquiera G del exe mayor , que sed GR<z,y
aG=c, sera aP—=x=2+0, 04 (—=, segun que el punto
G esté 4 la derecha 6 la izquierda del punto P , cuyos va-

25

32

2 °

lores substituidos en la equacion la transforma en = —
: a

J é2
( 2a(z+c) —(z+0)’ =o (zqz+2ao-—_- 2% 40z—C?), €Y =

2 2

(2a(c—3z)—(c—=)*) =

(2a80—20az—C*+202—2").
Hz2 Pe-

2

aZ
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Pero si el origen le consideramos en un punto qual-
quicra §” , que no sea del exe mayor ni del exe menor, ya
esté dentro 6 fuera de la curva, con tirar un didmetro
qualquiera Mm , y substituir en la equacion de la curva
respecto del didmetro , que es idéntica 4 la del exe (174),
en lugar de la abscisa M0, su igual 4 Q8'—M.S' 6 SM —

37 Q8", nos resultaran otras equaciones distintas de la elipse.

Para el circulo.

226 Todas las equaciones que hemos encontrado pa-
ra la elipse sirven tambien para el circulo con hacer b=«

(149).
/ : ‘Para la hipérbola. o
227 La equacion de la hipérbola considerado el ori-

y : b
gen en el vértice A esy’= = (2ax+x*)( 179 ). Pues su-

pongamos ahora que el origen se halle en un punto qual-
quiera 1 ,'¢s claro que si hacemos PH—z, y AH—¢, se-

43 14 AP—x—z—¢ , quando el punto H cae i la derecha

del punto 4; y AP=x=z+c, quando el punto H cae
& la izquierda del punto 4 ; por manera que haciendo las
substituciones correspondientes en la equacion, se trans-

formara en y* = - (2a(z*xc)+(z%¢)*), que es otra
equacion 4 la hipérbola. :

Si el punto dado no estuviese en ninguno de los exes
de la hipérbola, con tirar un didmetro qué pasase por: aquel
punto, tomar la equacion respecto del diametro , y subs-
tituir por la abscisa x otra abscisa z+c¢ , nos resultaria
la equacion de la hipérbola respecto aquel punto.

228 De toda esta doctrina se infiere: 1.° que la na-
turaleza de una curva regular puede ser cifrada por ma-
chas equaciones diferentes, que todas son de un mismo
grado. :
2.0
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" 529 2° Que dada la equacion de una curva regular, Fig.

respecto un origen conocido , es ficil hallar la equacion
de la misma curva respecto otro origen dado ; siempre
que se' conozca la posicion que ‘tiene éste respecto de
aquel.

o8

230 Siendo las equaciones que expresan la natura-
leza de la parabola, elipse , circulo € hipérbola equaciones
del segundo grado , la variable y ha de tener indispen-
sablemente dos valores , uno positivo y otro negativo,
6 lo que es lo mismo, 4 cada abscisa han de correspon-
der dos ordenadas iguales , una positiva y otra negativa,
lo que no sucede respecto de la linea recta, queen ésta
a cada abscisa corresponde una sola ordenada , y en ge-
neral 4 cada abscisa corresponden tantas ordenadas di-
ferentes como unidades tenga el exponente de la mas
alta potencia de éste. Tambien podria suceder que
en una curva algebrayca la ordenada estuviese elevada
al primer grado, y en este caso 4 cada abscisa corres-
ponderia una sola ordenada , ya: fuese positiva , 6 ne-
gativa ; pero en estos casos, si la linea es de segundo 6r-
den , ha de estar la abscisa elevada al quadrado; y to-
mando el valor de ésta, han de salir dos valores distin-
t0s , uno positivo y otro negativo. arintg 200

231 Para que nos enteremos mejor de quales sean
ordenadas ¢ abscisas , ‘positivas y negativas: /

Supongamos que siendo 4 el origen de una curva, y
BC y DE sus exes , queremos determinar la posicion de
un punto /7, sabiendo que la abscisa que le corresponde
es —a y la ordenada =& ; es evidente que si sobre el exe
BC tomamos Ao=a , y en el punto o levantamos la per-
pendicular oM =5 , tendrémos la posicion del punto M
de la curva ; pero si exdminamos con atencion la figura,
echarémos de ver que hay quatro puntos M, M, &c. de
tal suerte colocados , que sus distancias 4:los exes son &
y'b. Luego la qiiestion es indeterminada.; pero: si consi-

it H3 de-
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deramos que las lineas que estin colocadas sobre el exe BC,
son diametralmente opuestas 4 las que estan debaxo de €l,
y que las que estan 4 la derecha de D tambien lo son res-
pecto las que estan 4 la izquierda , quando unas y otras
son perpendiculares 4 los exes 5 inferirémos que si o/ y
rM se consideran positivas , 0" y " seran negativas;
y que por la misma razon, siendo Ao positiva , ha de
ser 4r negativa.

232 Luego si se nos dice que al punto de la curva
que nos conviene determinar corresponden las coordena-
das positivas, sera el punto /M el que se pide; pero si las
coordenadas son negativas , serd M’ ; sila ordenada es
positiva y la abscisa es negativa , sera M’ ; y si la orde-
nada es negativa y la_abscisa positiva , sera /M, donde
se manifiesta , que dada la naturaleza de las coordena-
das , su magnitud y el angulo que forman, no tiene di-
ficultad determinar un punto de una curva.

El angulo DAC es el angulo de las coordenadas po-
sitivas ; BAE el de las coordenadas negativas ; BAD el
de la ordenada positiva y la abscisa negativa; y EAC el
de la abscisa posiziva y la ordenada negativa.

Del calculo infinitesimal.

Dos grandes Fildsofos , que con justicia se los puede
mirar -como los principes de los Gedmetras, tales han sido
Newton y Leibnitz , fuéron los autores del calculo infini-
tesimal : ellos hiciéron un descubrimiento que ha sido y
sera largo tiempo el estudio de los mayores Gedmetras:
publiciron sus maravillosos descubrimientos , el prime-
ro en la célebre obra intitulada Philosophie Naturalis
Principia Mathematica , y el segundo en los diarios de
Leipsik. e

Newton ha dado 4 este método el nombre de calculo
de las fluxiones , porque considera las cantidades infinita-
mente pequefias como los aumentos momentineos de una
cantidad variable:: 4 dicha cantidad le ha dado el nom-

bre
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bre de fluxion ,y & las cantidades crecientes el de fluen-
ses. La caracteristica 6 signo con que sefiala las tluxio-
nes es un punto puesto encima de la variable 5 de suer-
te que el incremento 6 fluxion infinitamente pequefia de
una fluente 6 variable & se sefiala asi &, la de = por z,
y asi sucesivamente ; y para expresar los aumentos infi-
nitamente pequefios de estas fluxiones, considerandolas
como fluentes capaces de recibir aumento 6 diminucion,
esto es , para expresar las fluxiones de fluxiones, pone dos
puntos sobre la variable de este modo & , y las fluxiones
de esta 1iltima cantidad las sefala con tres puntos, co-

Leibnitz , considerando las cantidades infinitamente
pequefias como los elementos de cantidades variables, ha
dado 4 su método el nombre de cdlculo diferencial , y
los elementos los sefiala con la caracteristica y signo d:
es 4 saber, que la diferencia entre una cantidad crecien-
te «, y otra cantidad dela misma naturaleza que la pri-
mera , pero mayor que ella , de una cantidad  infinita-
mente pequeiia , la 'sefala por dxy la de 'z por dz , &c. ;
y considerando (conducido siempre por el principio de la
indivisibilidad de la materia ) otras diferencias en estas
primeras diferencias, las representa por dd de este modo
ddx , y lasllama diferencias segundas ', y las diferencias de
estas ultimas diferenciasy 6 las diferencias terceras , las
expresa ast dddx, 6 d3x 5 &c. ‘

233 Pero yo en este tratado seguiré 4 Newton en
quanto 4 considerar las cantidades como producidas por
la fluxion de uno de sus elementos ;. esto es , consideraré
que el punto, fluyendo sucesivamente , produce la linea:
que la fluxion continua de la linea , moviéndose paralela
4 si misma , produce la superficie, y la fluxion de las super-
ficie el sélido , por parecerme sea este método mas con-
forme 4 los principios establecidos en la Geometria Ele-
mental (tom. I. 363), ¥ a lo dicho acerca de los limites
(8); ¢ imitaré a Leibnitz en el modo de expresar las flu-

Hyg xio-

100, 2 +CLC . ;
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xiones , nombrindolas del mismo modo que esté autors
estoes , 4 lafluxion primera de una variable & la expre-
saré por dx , y la nombraré diferencial prihera. La flus
xion segunda de la misma variable la expresaré de este
modo ddx , lamandola diferencial segunda ; y lo mismo
haré con otras fluxiones superiores.  # : i

234 Estos son los principios del calculo infinitesimal,

el qual se divide en calculo diferencial , y calculo inte=

gral. El calculo diferencial es el que nps ensefia 4 eximi-
nar las cantidades por sus elementos, ¢ ya sea por sus li-
mites infinitamente pequefios , 6 tltimos decrementos 4
que pueden llegar. Y el cilculo integial es el que nos su-
ministra reglas para conocer las cantidades por medio de
sus- diferenciales ¢'tltimos decfement()§_'. i
CAPITULO . X

i

1,

=

A

Del calculo dﬁé{'eﬂ‘;z’a/.

. 208 Hemos dicho que el objeto del calculo diferencial
es el que nos ensefia 4 eximinar las cantidades por la re-
lacion que tienen entre si sus limites, 6 dltimos decre=
mentos 6 incrementos : para manifestar como se haga
esto , supongamos que por un punto M de una curva
qualquiera se la quiera tirar una tangente M ; como
un solo punto /M no determina la posicion de una linea
recta, nos es indispensable conocer otro punto qualquie-
ra IV : para determinar este punto tirese por el punto /M
y otro punto qualquiera R de la: curva la secante MR,
y desde los mismos puntos bixense al exe 40, las orde-
nadas MP, RQ , y tirese la MH paralela al exe ; es evi-
dente que MH sera la diferencia de las abscisas AP, AQ,
¥ HR la diferencia de las ordenadas ; y si hacemos MH
= Dx y HR=Dy, 1a razon entre la diferencia de las abs-
cisas y la de las ordenadas serd 7.

3
7

Su-
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2367« Supongamos ahora que el punto R se vaya acer-
cando al punto M , la secante ira girandoalrededor de
este punto, y acercandose’ mas y mas 4 la tangente; y la
razon %5;- ird variando y -acercindose 4 un cierto

, . 7 . 7 mH J i A eI

término 6 limite , que serd ;. Luego esta ultima
: e Dz %

expresion es el hmxte‘ de -5 y aunque es cierto

que quando los tres puntos M, H, R se confunden, las
cantidades #/H , HR desaparecen 6 son cero , y.entre

cantidades que no existen no hay razon alguna , no por

B 1ot A
eso-dexa de ser 75 el limite de la razon; y como

estas ‘cantidades nos dan a ‘conocer el punto'V que bus-
eamos para tirar la tangente IV ,'con buscar el limite
de la razon —g—y"- , tendrémos cumplido con'la qiies-
tion ; pero como nunca estd dicha razon mas cerca de
su limite que quando se consideran en el estado mas
proximo 4 desvanecerse , 6 & ser 7, se acostumbra sefia-
lar el limite de las razones de esta naturaleza por g 5 O
mas bien por 7 por la razon.insinuada ( 1 10,1 7.1);
y 4 las expresiones dx, dy se les da el nombre de diferen-
ciales. ; : A
237 Pero siendo imposible la comparacion: de canti-
dades desconocidas , tambien lo es la de las diferenciales,
cuya expresion ignoramos. Luege’ antes 'de tratar de la
comparacion de estas cantidades infinitamente pequefias,
debemos manifestar el modo de encontrarlas, 6 mas
bien del signo con que deben sefialarse , atendiendo 4 los
diversos modos con que las variables pueden estar com.--
binadas: consigo mismo , ¢ con cantidades constantes;
porque es evidente que en una expresion que se ha de
diferenciar puede estar la variable acompafada con can-
tidades constantes: 1.° por adicion & substraccion : 2.°
por multiplicacion é division : 3.° puede estar elevada 4.
a4 alguna potencia : 4.° puede ser un producto de. dos 6
mas variables : 5.° puede ser un_quebrado : 6.° puede ser
v lo-
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logaritmo de una cantidad : 7.° puede estar por: expo-
nente de otra cantidad constante ¢ variable : 8.° puede
ser un arco de circulo, 6 qualquiera linea trigonométri-
ca ; que son otros tantos casos diferentes de diferencia-
cion , que tratarémos cada uno de por si. '

238 Caso I. Quando la variable esta acompanada con
constantes poy adicion 6 substraccion,

Sea y—x*a la cantidad que queremos diferenciar; si
suponemos que quando la variable # ha recibido un in.
cremento infinitamente pequefio dx , su funciony haya
pasado 4 sery’, serd y'—x+dx+a,y restando la’prime-
ra equacion de la segunda y'—y=dy=2-+dx + a—x + a=dx,
que nos manifiesta, que la diferencial de wuna variable
acompanada gon constantes por adigion 6 substraccion s es
igual 4. la. diferencial de la variable. Luego d(z-+n)—dz;
dla—y)=—dy ; d(x—y+2)=dx—dy+dz; d(—x+b—2)=
—dx—dz , diferenciando 4 cada una de las variables
como si fuera sola , y dando 4 la diferencial el mismo
signo de' la variable: = Ees Fab i
" 239 Caso II.' Quando la wvariable esta multiplicada ¢
partida por ¢antidades constantes, ' ‘

Sea % la cantidad por diferenciar 5 si supone-

mos que la cantidad x en un instante qualquiera haya

recibido el incremento infinitamente pequefio dx, se trans-

ax adz |,

ALy, i g S g R
formard la expresion - en & (wrtdi) == 5 = 255

y restando aquella expresion de ésta , tendrémos 5

adx 0%, oo adl s

& %= 22 de donde se deduce que las can-

tidades que multiplican y dividen d la variable , se ha=

lan en la diferencial del mismo modo que se hallan en la

auy = : st AU E gy ®

variable, Luego d(3x) = 3dz3d (L) =734 (==)

=55 d(es o — £ ) = adx = = 2
wdmi—y \ . dw—=d;—dy : >

d( T—CE—T) — Tehehe

Ca-

) x o dx® 4+ &e.
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240 Caso LIl Quando la variable es una potencia.
Sea y—ax" la_expresion por diferencia ; si quan-
dox pasa: 4 ser x+dx , su funcioﬁ y llega 4 ser y’; ten-

n;—l) e
&
2

dx*+ , &c. (23 ) ; y restando de esta equacion la prime-

} % o §
drémos y'—a( s—+dx )" —a(¥"+nv  dy—tn(
J==—=
AT L n { g4 ST
ra,sera y —y—ax — ax - nax dx =~ dnses.

(e T ' nisar
e QI =2 N X ST A AR e

2

e $ :n-—‘z %
/. M . 2
s pero la cantildad‘2 7?_(" Sl

2 ; .
es una diferencial del segundo 6rden , y por consiguiente

muy pequefia respecto- de anz dx; luego se debe despre=
ciar (113 ) 5 con lo qual tendrémos dy = d(ax" )=

B 4 5 ; 1
ang dx. Cuya expresion nos manifiesta , que para dife-
renciar una potencia qualquiera de una variable ,. se le
quite una unidad d su exponente , y lo que queda se mul-
tiplique por el exponente y por la diferencial de la va-
2

M=———1

% 3 U
riable. Ast d(x) = 3wdx; d (4x )= qmudx’; d(a+x) =
n(a—+x)"""dx ; d(a-+x) = d(a’+2a5+5°)=2adx
“2xdw; dV/(ax—a") =dlax—a") 7 = L (ax—ur")—3

x(adx-‘- 2xdx) 5 ¥ d\‘/(a2 —xz) — d(az_xz) o :-__ X

n

(a’—u") x —2xdx. Estos Gltimos exemplos nos ma-~

nifiestan que quando la cantidad que se ha de diferenciar

es un radical , se la da primeramente la forma de poten-

tia de exponente fraccionario ,y luege se diferencia como
potencia. ~ boBIRYNR 15183 SIS

Ca-
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241 Caso IV. Quando la cantzdad es un producto com-

puesto de vasiables.
Sea xy el ploducto de dos variables que nos propo-

nemos diferenciar ; si en lugar dé & substituimos w+du,

v en lugar de y ,'y 4+ dy , se transformari la expresion
xy en (&-+dx) (y+dy) = xy+ydx +xdy +dydx , que res-
tando de esta expresion xy, queda la diferencial ydx +
xdy+dydx ; pero como el ultimo término de esta dife-
rencial es una cantidad infinitamente pequeia de segun-
do 6rden, se despreciara , y tendrémos d(xy )= xdy
Ydx , que nos manifiesta que la diferencial del producto
de dos variables es igual al producto de la diferencial de
cada una de las variables por la diferencial de la otra.
Sila cantidad por diferenciar fuese un producto de tres
variables como x,9,2, aumentando 4 cada una de las varia-
bles su diferencial, se transformara en (x+du) X (y+dy) X
(z+a’z) = (xyz+ zydx + x3dy -+ xydz + 2dxdy +-ydxdz 4
xdydz + dxdydz, que restando la cantidad xyz , y supri-
miendo los quatro ultimos términos por ser mhmtamente
" pequenos de segundo y tercer orden (113y 114), tendré-
mos d(xyz) = zyda-+xzdy-+xydz , que confirma lo ‘dicho
en el caso anterior ; esto es, que para diferenciar un pro-
ducto de muchas vczrzables se diferencia cada uno de por
st 5 se multiplica’su_diferencial por las otras variables, J
ia’ suma de todos estos productos es la diferencial que se
busca. Asi d(x+2y) = dx + 2dy-+ydz; dix*+a*) X (2ax+6*)
—=(2ax+b*) X d(x* + a?) + (8*+a?) X d(2ax + b* ) = 2xdx
(2a5+b*) + 2adx (x*+a*).
242 Caso V. Quando la diferencial es un quebrads
cuyos términos son variables.

Propongémonos diferenciar el quebrado =5 co=
. —1 —I
mo' esta cantidad es igual 44y =X y (tom.L 138 ), es
claro que la diferencial de esta expresion se reduce 4 dl-
—_—1
ferenciar un producto de dos variables # éy , pero quc
la una estd elevada 4 una potencia de exponente ne-

g4
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gativo ; con lo que practicando las reglas del caso an-

-1

‘terior (241) tepdrémo‘s A5 =d(xy )=y de—

-—2
. dx xdy ___ ydx—2dy .
i e sl ( reduciéndolos 4 un

‘comun denominador ( tom. I. 150), de cuyo re-

sultado se deduce , que la diferencial de un quebrado cu-
yos dos términos son variables , es igual al denomznador

ultzplzcado por la diferencial del numerador , ménos el
numerador multiplicado por la diferencial del denomina-
dor partzdo todo por el quadrado del denomznador Zuego

d( )= e fy

—ndz, d (a==) 'l) (b=t=2z) X 2 (a=t~2)2 -——(a—l-x)2 xd (b—'—x) P
P ( s (v=x )2 T —
(b—-x) (2adx-—§-2xdx) o (a—}-x)hix :

(b—i—x)’ 53 ! ¥ \ Hirtes
VK3 Caso VL. Q,uando la mnzzdad por dzferenomr s
un logaritmo.

Si en una linea 1ndeﬁn1da XN tomamos (contando
desde un punto ) 4 la derecha las partes 4C, CE,
EG, GI; &e.y yiala izquierda das partes AR, RX &c.
todas 1guales entresi’y y enlos puntos de d1v151on le-
vantamos: las: perpendiculares XZ, RS, 4B, CD, EF, &e.
que formen una progresion geométrica , y representen
los nimeros naturales , siendo 4B la unidad, las can-
tidades 4C, AE, AG , &c. que son las dlstanmas a que
cada mimero. esta de la unidad , formaran una progre-
sion aritmética:, y por conmgmente seran los logaritmos
de dichos nimeros , esto es o' sera el logaritmo de 4B,
que es la unidad: AC lo serd de CD: AG de GH, y ast
sucesivamente ; y si por los extremos de las ordenadas
Que expresan estos numeros: tiramos una curva Z S, D,
esta se llama la curva logaritmica.

244 Supongamos ahora que la abscisa P haya creci-
do




126 COMPENDIO

do la caitidad infinitamente ‘pequefia Pp 5 que en el
punto p se levante la ordenada pm, y se tire Mr pa-
ralela al exe XV ; si llamamos: PTsid s AP 5 % 5y Py,
sers Pp—=Mr—dx ,y mr=dy.Supongamos ademas de es-
to que por el punto /Z de la curva se tire la tangente
M que corte el exe en el punto T,y que la subtangente
TP sea igual A; como el arco Mm es infinitamente peque-
fio, le podrémos mirar como una linea recta confundido
con la tangente en el punto A7, de lo que resultara que
el triangulo infinitésimo Arm se podrd mirar como un
triangulo rectilineo , tanto .mas semejante al triangulo
TMP , quanto mas pequeio sea , O esté mas proximo 2

P . ; . !
desvanecerse 5 luego 2= es el limite de la razon

. s i =l e i i L TP L
de 2= (236 ), con lo que tendrémos la siguiente

proporcion MP : PT = mr : Mr; 6 substituyendo por es-
T4 - ' A
tas lincas sus expresiones y : A i dy : dw — =2, que

nos manifiesta que la diferencial del logaritmo de un ni-
mero y- es igual 'd:la diferenial del numero que.le corres-
ponde , multiplicada por la subtangente , partido este pro-
ducto por el -mismo niimero:'Pero  desde:luego se mani-
fiesta que. esta expresion: no 'puede ser. general para to-
dos 1os “niineros interin mosse verifique: que la ‘subtan:
gente de todos ellos ytomada en diversos-purtos: de una
logaritmica ; Seéa.siempre. una misma:-En; efecto;;: todas
las subtangentes correspondientes 4 las diversas-ordena-
das de una misma logaritmica son iguales. i
245 Para: demostrarlo , supongamos.una progresion
geométrica expresada por =g ag agtiagyy & silde
cada conseqiiente restamos su antecedente ,'dos de estas
restas consecutivas tendrin-entre si;la :misma: razon que
una antecedente de la progresiontendra con su conse-
qiiente : esto es , @t dq i ag—a: ag*—aq ;5 porque si mul
tiplicamos extremos y medios, tendremos productos igua-
les : de la misma proporcion , i alternamos , tendrémos

a:ag—a : aq : aqg*—aq. 1134

Es- |
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246" Esto supuesto , en el exe de la-logaritmica le- Fig.
vantense las ordenadas GH, EF', AB,CD que estén en 56

proporcion geométrica s°tirense las rectas H§, BR para-
felas ‘al exe , y por los puntos H y B'las tangentes H/7
BE ; y tirense las secantes PHF , EBD , que corten al
exe en los puntos 2, P, T, E : hemos de probar que GP
y AE son iguales. i L :

Por ser GH : EF :: AB:CD sera GH: FS§ :: AB: DR
(245). Por la semejanza de los tridngulos PGH, HSF,
y tambien ‘de los tridngulos EAB, BRD 'y sacamos de
ios primeros ‘PG « HS :: GH': FS§',y de'los segundos AE
: BR :: AB: DR. Pero por lo dicho (246) es GH : F§
:: AB: DR ; luego por una igualdad de razones es PG
: HS :: AE : BR ;' pero HS = BR: por suponer las orde-

“nadas proporcionales’; luego PG 4R B

Si suponemos ahora que las rectas' CD': EF se vayan
acéréando respectivamente 4 las rectas AB, GH , hasta
que el punto D se confunda con By el punto F con
H , las rectas DB{J},FHP ,'que antes -eran secantes de
la curva’, se confunditin con las' tangentes BEHV 'y
125 tectas' AE,GP pasarin 4 ser. subtangentes , pero es-
tas lineas- han de conservar 'su igualdad ; luego las sub-
tangentes de una misma logaritmica son iguales. Lue-
go si la subtangente de una logaritmica la hacemos igual
4 la unidad , la expresion dx = ‘—4—‘;1 se transfor—

i il ) ‘ (g £53 [ B | 3 ".. v 3 3
ma en dx ::—;— , que nos manifiesta que la diferen—.
cial de un logaritmo qualquiera es igual 4 la diferencial
del nimero a quien corresponde partido por el mismo ni-

_mero 3 en virtud de lo qual tendrémos dZx — = ;
dL(aw) = 55 L (e—a) = =2 dL(E) =

a—=x

d(L(a—l—x)——-L(a———x)) = o e L el

a——x Q=% .

adx —xdx—~ads——xdx
Y QL G2

( con reducirlos 4 un .comun de-
- no-
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nominador Y= 35 dZV/(a* + ") = dL(a*+4"):

AL

d(a’+x?)% ehd .(a=+“x’)_f xXoxdx wdx

@+ R R

.

— - ;d(aLy)=
(az+xz) 2 : : o

d. ;
d(xxLx):xdex+Lxxdx:f—x'—x 4 Ly X dx = dx+

Ly x dxy — dx (1+Lx). =

244 Caso VII. Quando la cantidad por diferenciar es
exponente de una cantidad qualquiera , sea constante 0
variable.

Las cantidades que tienen el exponente variable, ya
sean ellas constantes , ya sean variables, como ¥’ , a*,
&c. se llaman cantidades exponenciales ; estas cantida-
des se diferencian con gran facilidad teniendo presente
lo explicado ( caso 6.°). Para manifestar como esto se
executa propongamonos diferenciar la cantidad a* : si su-
ponemos que dicha cantidad sea funcion' de una varia
ble z, sera @z =2z ; La* = Lz , 6. xLa— Lz ; y diferen-
ciando: dx x La = ‘1:— sy zdx x La == dz , que subs-
tituyendo por z su valor'a®, se -transforma: end(a*)=
a* dx.La. fi LT i

Si la cantidad por diferenciar fuese y* , con supo-
nerla igual 4 z, serd z =y* , Lz = «Ly ; y diferencian-
do ‘i:- —=dx. Ly —+ —3"—’ , que eliminando el denomi-
nador z, y substituyendo en su lugar »*, sale por ul-
timo d(y° ) =y (dx.Ly -+ =), cuyo resultado nos
“manifiesta que la diferencial de una cantidad exponencial
‘es igual & la'misma exponencial multiplicada por la dife-
rencial de su logaritmo.

248  Caso VIIL. Quando las cantidades por diferenciar
son arcos de circulo , 0 alguna linea trigonoméirica.

Sea ABC un quadrante de circulo cuyo radio es AC;
si tomamos un arco AM , y suponemos que este arco
“haya recibido el incremento infinitamente pequefio Mm,l

4

DE MATEMATICAS. 129

el seno MP la tangente 4D y la sécante CD creceran res-
pectivamente las cantidades infinitamente pequenas Nm,
DT,y TR,y el coseno MQ=PC recibira el deeremento
JMN=Pp: esto supuesto, si hacemos AC=CM =r, AM=u,
CP=x,MP—y, AD=t , y CD==z ; sera Mm = du, Pp—
MN=dx ,mN=dy,DT—dt ,y TR=axz. "

Por ser el arco Mm infinitamente pequefio lo podré-
mos mirar como una linea recta confundida con la tan-
gente tirada én el punto M, y por tanto el tridngulo
infinitesimal MmIV se podra mirar como un triangulo
rectingulo , que sera tanto mas semejante al triangulo
MPC quanto mas proximo esté 4 desvanecerse, y por

Mc ’ ’ . ) Mm MC
= serd el limite de la razon de =, y i
Mm

el de la razon de 37 ; de suerte que ‘quando sea

), 1 : £ c MO __Mm ' MC __Mnm.
el tridngulo MmN 7—0,, S€Ia oy =oni ¥ 315 = 75
6 lo que es lo mismo,CM : CP:: Mm: Nmy MC: MP
= Mm : MN , 6 substituyendo en lugar de estas lineas sus
expresiones 7: x = du:dy,y riy: du :— dx; la primera

tanto

FY s

—t 000000

de las dos: proporciones nos da du =
_rigSPn u) . '

€Oos. «
nos manifiestan que la diferencial de un arco qualquiera u
es igual al radio multiplicado por la diferencial del seno
partido por su coseno , é igual al radio- multiplicado por
la diferencial del coseno tomada negativamente partido
por el seno.

249 De la primera de las ultimas equaciones sale

—rdy ___ —rd (cos.u )
sen. u

, ¥ la segunda du — 5 que

du. (C0S. u)
r

d. sen. u = , ¥ de’la segunda d. cos. u=—=

:iif““f-f‘) , que nos manifiestan que la diferencial del
seno de un arco es igual 4 la diferencial del arco mul-
tiplicado por el coseno partido por el radio; y la dife-
rencial: del coseno igual & la diferencial del arco toma-

Lom. I1. I do

Fig.
57
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do nagwtwqmente multiplicado por el seno partxdo por
el radio.

El senoverso AP=AC—CP, 6 sen. Verso u=r—cos. u,'

y diferenciando d. seno verso v = —d cosen. u ; pero. d.

Toser. ¢ == i 548 35 luego haciendo

la 'substitucion , tendremo% Ao SO Voott, o= TS5 e

1o €s , la diferencial del seno verso de un arco es igual
4 la diferencial del arco multiplicado por el seno parti-
do todo_por el 1ad10 De esta equacion sale tambien

VT r’ sen. V. u :
du_‘ T sen. u 5 »
250, Con un radio CD , haciendo centro en Cj tra-
cese un arco.DR ; este. d[CO por ser la. mechda de un
angulo mﬁmtamente pequeno DCR, se puede mirar co-

mo una linea.recta infinitamente: puquena perpendicular

4 la secante CT , cuya consideracion se puede aplicar
igualmente al arco Mm ; de suerte que tendrémos: dos
tridngulos MCm y DCR semejantus » ¥y cuyos lados nos
daran la siguiente proporcion CD : CHM :: DR : Mm.

.. Los triangulos .4CT, TDR , por tener un 4ngulo co-
mun en Iy ser rectangulos, son semejantes , y cOmo
tambien son semejantes los triangulos ACD,ACT'; pues
sobre ser rectangulos en 4 , ticnen los angulos ACD
ACT iguales pues solo dlﬁeren de una cantidad mﬁ—
nitamente pequena , qual es el angulo ‘DCT , los trian-

gulos 4“CD,DRT son semejantes , y compqrdndo sus la-

dos homologos , tendrémos la' propareion CD: CA:: DT
: DR , multiplicando ordenadamente los términos de es-
ta proporcion con los de CD: CM:: DR : Mm , que sa-
camos antes , tendrémos' CD* : CM x'CA +: DT % DR

: DR x Mm , que haciendo la 1educc1on e substltu—

‘yendo por CD su igual AC + AD 58€ transformqra

en AC +AD : CM % AC: DT : Mim , ¢ 5O substltuyen-
do por-estas lineas::sus expresiones ( 448):r’_+ i rksndi
' X R du
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du —r——x-d—t ,'que es la expre310n de la diferencial- del
r +t \ ¢ ‘:,EAE'.’H Q011 }

arco con relacion 4 la tangente - fumil

251 De los mismos triangulos ACD ¥ DTR sale la

proporcion DA : AC :: TR : RD , que multiplicandola

ordenadamente por la proporcion CD:CM=: DR: Mm,

tendrémos DA x CD : AC x CM :4 TR : Mm(despues de

suprlmlr los términos comunesen lailtima. razon)\ pero
DA=Y (DC' —AC’)

correspondiente , tendrémos CD x ¥/ (DC A ) : AC
xCM :: TR : /Wm , 6 substituyendo por estas lineas sus
expresiones ( parrato citado) X ¥V (2°—r?): 7% 1 dz : du_._

r*dz
2V (z'—r?)

co con relacion 4 la secante , de cuya equacmn se pue-
de sacar el valor de la diferencial de z

Habiendo manifestado las reglas generales que deben
practicarse ‘para diferenciar las cantidades variables, nos
resta manifestar como se hace la aplicacion de las 'dife-
renciales en la resolucion de varias qiiestiones ; pero an-
tes de entrar en esta materia me veo precisado a tratar
de una: curva llamada cicloide 4 la qual 4 aunque no es
una curva algebrayca, el mucho uso que tiene en la
mecanica acerca de los péndulos (como 4 su tiempo se
vera ) me precisa colocarla en este lugar.

, y es la expresion de la diferencial del=ar—

De la cicloide."

252  Si imaginamos un circulo R, 2, §, T, que sa-
liendo desde un punto 4 se mueva rodando sobre una
recta AB , de tal modo que un punto-qualquiera 7
de su c1rcunferencm describa una linea curva 4CB,
esta linea curva se llama cicloide: el circulo que la ha des-
crito, circulo. generador ; y el punto mas distante C de‘la

: L2 ba-

; luego hacxendo la substltucmn

- Fig.

58
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base , vértice de la cicloide : la perpendicular CD 4 la ba-
se'se llamaiexe (‘este exe siempre es igual al diametro del
circulo generador ) , y una recta qualquiera como %P,
perpendicular al exe, se Hama ordenada. ‘
‘253 ‘De la formacion del circulo se infiere : 1.% que
la circunferencia ‘del circulo generador es igual 4 la rec~
ta 4B (cuya recta se llama base de la czclozde) 5 ¥ por
consiguiente la mitad de la ‘base igual 4 la ‘mitad de la
cncunferencxa 51y el tercio-al tercio , &e.

254 2.” Que si habiendo llbgado 4 E el centro del cir-
eulo generador y el punto .42 ¥, tiramos por este pun-
"to al exe CD la-ordenada P : y "habiendo trazado des-
de el centro O el circulo D#C que corte la ordenada
en z‘, tiramos por este punto la recta C7, esta linea
sera paralela 4 la tangente 7S de la cicloide.

Para demostrarlo tirese por el punto E el didmetro
SR perpendicular 4 la base A48, y las cuerdas R y 7,
' que por estar apoyadas sobre el diametro SR , forman
un angulo'recto en " ; pero como al moverse el circulo
generador llega éste 4 d‘SC’lnScl[‘ sobre R al mismo tiem-
po que el punto A llega § °, es/indispens: able que la di-
reccion del punto ¥ sea per pendlcular a TR , de suerte
que la prolongacion del arco infinitamente pequefio de la
cicloide en el punto 7" ha de ser la cuerda 27§ ; pero los
arcos ¥Rt D , por estar comprehendidos entreparalelas,
‘han‘de ser iguales ; luego tambien seran iguales sus su-
plementos 28, ¢C, y las cuerdas de estos arcos paralelas
una 4 otra ; pero 8 es tangente de la cicloide ; luego, &e.

255 3% Quesi de un punto qualquiera P del exe se
tira una ordenada P’Q 4 la cicloide que corte en A al
circulo generador CMD ; y se tira la cuerda CH, esta
cuerda es la mitaddel arco de la cicloide CQ , que le
corresponde.

Por un punto p infinitamente préximo 4 P tirese la
ordenada 'pg , que cortara en H al circulo generador; ti-
-rese ‘la cuerda!CH ; 'prolénguese CM hasta que encuen-
tre en' &V la ordenada P25 y desde el punto C, como cen-
. tro
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tro con el radio CH tricesz un arco HO ; tirense por Fig.

los puntos Cy Mlas tangentes CF,ME al cwculo ¥ por

el punto: @, tirese la tangente Q7 & la reicloide.

Porla propiedad del circulo, el triangulo CF'/ es isésceles
(tom. L. 517%), y semejante al triangulo infinitesimal MHNV;
luego los lados HM,HN son iguales , y la perpendicu-
lar OH baxada del vértice 4 la base la divide en dos partes
iguales M0y ON ; de suerte que MO es 4 un tiempo, dife-
rencial de las dos cuerdas CM,CH , pero por ser MN. Qg
un ' paralelogramo , es el arco infinitamente pequefio
Qg diferencial de la cicloide , y como este arco es tam-
bien igual 4 MN, duplo de MO , tenemos que la dife-

rencial de la c1c101de es dupld de la dlferencml dela cuer-‘

da cor1 | pero ‘el limite de la razon de 2L es ik

i3
luego CO =2 x CM.

256 Habiendo manifestado algunas de las principales
propiedades de Ia cicloide , solo nos resta hallar su equa-
cion ; para lo .qual sea CD —2a; PC=x«, P'M =y,
P’Q,:z con lo que sera x..y—t—MQ » pero por la propie-
dad de 1a cicloide es MQ — al arco CH ; luego si llama~
mos s este arco , Sera I—y—+s,y dlferencmr.do esta equa~
cion dz — dy+ds

En las diferenciales de los arcos de circulo hemos

visto ( 249 ) que respecto el seno-verso. es de e,

¢dx

» ¥ respecto el seno recto (248 ) ds— 28 [ue-
d. d:
go 57" = 2=, de cuya equacxon sacarémos dx —

do(a—

Tt ¥y = o, que haciéndo las subs.

tituciones correspondientes en los valores ds , serd
ady

4= e —

que dz = ds + dy ; luego substituyendo en esta ultima

equacion los valores de ds y dy tomado-en cantidades
: I3 tde

adx

Y ds = g5i =+ 5 Pero hemos visto

53
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‘de w ydx, serd dg = =" il BB
dxn/(2a - %) ;

R . _ ,
drémos_ hallar otra ' diferente si en la equacion que ex-:
presa el valor de dz substituimos por ds su valor en can-
tidades de y , y dy , porque en este caso tendrémos dz,

, ¥ estaes la equacionide la cicloide. Po-

:d l__\_ny . i 2 g Yo s SN :.»,"..'r;.“
ieapmant B AR cup sau shi W v ol leidl

. .Quando el circulo generador no tiene otro ,movi-
miento que el de rotacion , la cicloide se'llama vuigar;
pero si ademas del movimiento de rotacion tiene un mo-
vimiento de translacion de < a4 B, 6de Ba A, la ci-
cloide se llama prolongada en el primer caso , y acor-
tada ‘en el segundo. -~ - & At A8 B "

el

SCAPITULO XL
De Zaap’/_zfc_dcfzfohl delas diferenciales prz"mém;;

Aplicacion' de las diferenciales primeras para tirar tan-
gentes d las lineas curvas , 0 bien sea el método directy
Syl de ‘las tangentes. :

, Como un, punto solo no determina la posicion de
una linea recta , ¢s evidente que por un punto dado en
‘una. curva qualquiera no es posible tirarle una tangente;
pero si ademas de este punto se conoce’ otra qualquie-
ra por el qual ha de pasar.la tangente, la qgiiestion es
disoluble. Y como la tarigente de uha curva esta termi-
‘nada por la subtangente y la ordenada correspondiente
al punto de la curva por el qual se ha de tirar ; es evi-
‘dente que con conocer’ la longitud de la subtangente
tendrémos lo suficiente para resolver la question. Luego
todo el artificio en-que’ estriba el método directo de las
“tangentes se reduce 4 encontrar ‘el valor delas subtan-
g | gen-

max;;'s -t mm -—f.ooa. :
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gentes ; y por el punto en que éstas terminan y el ex- Fig

tremo de la ordenada tirar una linea recta , y.€sta sera
la tangente. . A elsean(Or ¢ pap

257 Qiiestion L - Encontrar-la subtangente de una cur- 59
va algebrayca qualquiera. ,

Tirese la ordenada pm infinitamente préxima a P M,
que es la ordenada por cuyo extremo /4 ha de pasar la
tangente ‘de la curva : tirese la MR paralela al exe , y por
el punto: M la tangente T'/M. Por ser MR -infinitamente
pequena lo sera tambien el arco Mm , el qual se confun-
diri con la tangente , iy por tanto seran semejantes: el
triangulo MRm (que se llama zriangulo caracteristico de
la curva )y el triangulo MPT, y tendran sus lados pro-
porcionales ; luego si hacemos PT—s , AP—x ,y PM—y,
serd’ Pp=MR=dx ,y' Rm=dy - pero-Rim: MR i MP,
: PT , 6 substituyendo por estas lineas sus expresiones

dy sdeipcs :Z% , 'y esta es la expresion de la

subtangente , que nos puede servir de férmula general
para todas las curvas algebraycas ; pues-es evidente que
con diferenciar la equacion de la curva , cuya sub-
tangente se pide sacar el valor de dx en cantidades de
Y,y dy, y substituirlo en la formula , tendrémos el va-
lor de la subtangente ; manifestémoslo resolviendo las
siguientes - qiiestiones. & :

258 Qiiestion II. Hallar el valor de la subtangante de 61
la parabola wulgar. :

_ La equacion de la parabola es (121) y* = px , y la
diferencial de esta equacion 2ydy —pdx , que nos da do=
d . L {310 1l i ,
22 5 substituyendo esta cantidad por dx en fa for-

vzt i He<i oy

mula general 5 (.257 ), tendrémos e
22 — 5%, que es la mi ion qu

>~ = — 2%, que es la misma expresion que

hallamos ( 132). Conocido por este medio el valor de la

subtangente PT; si por el punto 7' y el extremo M de

: La 0o e
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Fig. la ordenada tiramos la recta T/, esta linea serd tan=

gente 4 la’ paribola en el punto M.
259 Questlon UL Hallar la subtangente de la elipse.
La equacion dela elipse’, contando las abscisas des-

de el centro., es (148 ) 4° :_:—i-‘;.(a —u') =2 —

px? 5 . AN pxda:
£ > cuya dlfcrenvcilal_ es 2ydy — — aiid que

nos da dx ot ’—"——;”’, este valor subsntmdo en la
expres1on de la formula: ', a reduce & s'= —-"'i;-y %
24)4)! adied —-—7.ay3 ‘___ —-24

% gt Bt s (a — ) ( con substxtuxr por

& su valor ) —='=2==*. que. nos mamﬁesta que la
subtangente es negativa en este caso ; luego si las sub-
tangentes positivas se toman de CA , las negativas se
deben tomar en sentido contrario, esto es,de Caa,y

asi PT' ::“";" ,y tirando por los puntos T'y M

la recta MT, ésta sera tangente 4 la elipse.
Si consideramos el origen de las abscisas en el punto
» la equacion de la clipse serd en este caso ( 148 )y:

=2 . (2ax—s") = px — 2= ; que diferencidndo-

la y sacando el valor de la diferencial , serd d#

2aydy

e

wiaplar )
pondiente en la expresion de Zla subtangente , ten-

: que haciendo la substitucion corres-

z 24y3dy ___ 2a e AL T P (2ax—z2) ___
drémos e e = et e =
A% ——% 2

R

260 Qiiestion IV. Hallar ia subtangerte del circulo.

El circulo es una elipse cuyos dos exes son iguales
(149),6 lo que es lo mismo , p—2a ; luego las expresio-
) nes
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nes que hemos' hallado de las subtangentes de la elipse Fig.

sirven tambien para el circulo.
061  Qiiestion V. Hallar la subtangem‘e de la bzper—

bola.
La equacion de la hipérbola, con31derando el orxgen

en el centro, es y° =%~ — £ (180),y su dife-
xd 2aydy
rencial 2ydy — %= , que nos da dy mm cuyo

valor substituido.en la expresion de la formula *= "’"

2aydy L 2ap%il 128 (E_‘. L BAPES )
px ST px R px 2a . 2

la transforma en - x

2 xr——aq? 3
ks o Jlisies la misma que. encon

tramos (19.9)- 6] Bl
262 “Si el origen: de las abscisas: se toma desde el ver-
tice , la equacion serd enténces ( 180 )y’ = px —+

_2:_’. , 6 2ay° — 2apx+px’, que sila diferenciamos, -
@i ¢ : i } 3 i E

tendrémos 4aydy = 2apdx - 2pxdx 5 la qual nos.da

dy— 299

Lo cyyo:valor: multlphcado pori: 5 sere

; 2apx—i—px

72 Al ) e {2t
duce 4 o

( despues de
haber substituido por »* su valor ; que haf‘lendo la re~
duccion’ correspondiente , se reduce ultimamente 2 Y3

24x~}=x2%

T2,y éste el valor de la subtangente PT de

Ia hipérbola.

263 Qiiestion VI. Hallar el valor de la subrangente
camespondzente al punto M de una hbipérbola entre sus
asimtotas.

La equacion de la hipérbola referida 4 sus asimtotas
es ¢>=«y en el 'supuesto de ser AP=x, PM—y,yc*la
potencia de la hipérbola; cuya diferencial es ¥dy+ydr—o

(241 y 238 ), de la quesacarémos dx :15‘11“,

CU~

62
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cuyo valor substituido en:la féormula, la convierte en
—« ; resultado que nos manifiesta que la subtangente es
igual 4 la abscisa correspondiente al punto M , pero que
se ha de tomar 4 la parte opuesta del origen .
22+ Sieh el rpunto: M levantamos 4 la tangente la per-
pendicular M Q, 5 esta linea sera la normal y PQ la sub-
normal , y los tridngulos semejantes M PQ,,MmR. nos da-
ran MR : Rm:: MP » PQ ; 6 substituyendo por estas li-
neas sus expresiones d i dy iy 1 pg =12 = L xdy;
y esta esla férmula para determinar las subnormales de
las lineas curvas algebraycas. Para hacer aplicacion de

esta férmula se diferencia la equacion de la curva cuya

subnormal se quiere determinar ; se toma el valor de dy
en cantidades de x,dx é y , el qual se substituye en‘la
férmula’yy haciendo: operaciones lanalogas & las queche-
mos hecho para determinar las subtangentes , se hallara
el valor de la subnormal : para aclararlo mejor propons:
‘gamos' determinar la subnormal de la parabola, cuya
equacionses y*=px , la diferencial de esta expresion es
2ydp=pdx y de donde saleidy == £

substituido en la férmula , la transforma en 2. x

, este valor
pdz.
3 : 2
— L, que nos manifiesta que la subnormal de la
parabola es igual 4 la mitad del pardmetro. La misma
aplicacion se hace respecto de otras curvas.

265 Los mismos triangulos MPQ, , MRm dan tam-

bien MR: Mm == MP : MQ,, pero Mm=V (MR +Rm )
250 ZR s §

=1 (d;c— + d_;). 5 luego la proporcion se transformara en
—p —2
yV(@x +dy )
dx :

es otra férmiuila que nos conduce 4 determinar las nor=
males de las lineas curvas , haciendo operaciones ana-
lo-

—2 —2
dx:V(dx +dy )uy:MQ= que
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logas 4 las que hemos practicado para determinar las Fig.

,,,,,,

subtangentes y subnormales. .

Aplicacion de las diferenciales primeras a la. resolucion de
las questiones de maximos, y minimos.

. 266 Quando en una giiestion se encuentra una va-
riable & , 6, 5 &c. 5 da qual, va sucesivamente creciendo,
hasta .cierto ' punto para menguar: despues, 6 que por la
contraria mengua al principio para crecer despuesi, si se
pide: el lugar donde esta variable es la mayor 6 la menor,
tenemos una qiestion de mAaximos y. minimos. :
. Y lo mismo si hallandose ' en una giiestion dos; 6 mas
variables & € » , se pide qual es el maximo 6 minimo

T3 W 85 68 ; m i b 3 35
producto xy , 6 ¥ Xy , &c. de las variables.

267 Para la inteligencia de esta materia supongamos 63

z

que el exe 6 didmetro AL de una curva sea dividido en
una. infinidad ,de. partes .iguales infinitamente pequefas
AG,GH,HI &c:,y que en los puntos de division se hayan
levantando las ordenadas infinitamente proximas GB ,
‘HC,ID , &c. los pequefios arcos 4B, BC,CD , &c. com-
‘prehendidos entre ellas podran considerarse como lineas
rectas sumaimente pequenas, las quales formaran un po:
ligono de una infinidad de lados ; y que podra. mirarse
como que estd confundido con la curva que es su Zimite.
Tambien es evidente que todos estos 'lados tendran dife-
rentes direcciones. T -

Si de las extremidades de las ordenadas se tiran las
lineas infinitamente pequenas BM,CN,DO", &c. que sean
_paralelas al exe , resultardn los pequefostridngulos' BA/C,
CND , &c.; y si llamamos las absc¢isas @’y las ordena-
das y, las diferenciales de-las abscisas: dx, y las de las
ordenadas dy , echarémos de ver que los lados B, CIV,
DO paralelos al exe ¢n los pequefos tridngulos seran
iguales'a dx 5 'y los otros MC,ND,EO séran iguales 4 dy. |

268 - Si la curva tiene su concavidad al lado delexe,

o
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Fig.'y no vuelve sobre si acercandose 4 él , la razon de
dx
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vértice A ; porque si hacemos la misma construccion que Fig.

denadas se van alejando del punto A. Para manifestarlo-

prolénguese el pequeno lado BC del poligono circunscrip-
to , es claro que el pequeno lado CD no tendrd la mis-
ma direccion que el lado BC4 , esto es, pasara por mas
arriba ; 6 mas-abaxo que la prolongacion de BC'; si pasa
por mas arriba’la curva’' mudara su concavidad 2 la otra

parte del exe , esto es, en sentido contrario ; pero he~'

mos supuesto que la curva tiene su concavidad al lado
del exe, luego la direccion de CD no puede pasar por
mas arriba de BCg, y asi ha de pasar por mas abaxo ;
de suerte que cortando la ordenada ID 4 la recta Cy,/
la prolongacion de la ID ha de estar al otro lado del
punto D. ' iy

Los tridangulos semejantes CNg,BMC tienen los an-
gulos N5C, MCB iguales , pero el angulo VDC exteriot
al triangulo CD35 es mayor ‘que el angulo C5D ; luego
tambien sera mayor que el angulo MCAB ; y asi en los
triangulos rectangulos BMC , CND , siendo el éangulo
BCM menor que el angulo CDN , el otro angulo CB8M

e I B
serd mayor que el angulo DCN. Luego ﬂ”é es.mey
nor que %5 pero la misma consideracion podemos
hacer respecto de los demas triingulos. Luego la ra-

zon de j—‘; va creciendo al paso que las ordenadas
se desvian delvértice. v . . ;

Por un inétodo semejante probarémos , que quando
las ordenadas se acercan al vértice , la razon de dx a dy
va decreciendo 3 luego 2 ird creciendo.

269  Si la curva tuviese su convexidad del lado del

S ! (8 d & huisl,
61 CX€ AK , y no volviese sobre si la razon f:‘ 5. Ard

disminuyendo 4 ‘medida que las ordenadas se desvian del

. ird creciendo sucesivamente al paso que las or-

en el caso anterior, se probari facilmente que el angulo
CDN es menor que el angulo C5V, y por consiguiente
menor que el angulo BCHM : luego el angulo VCD es

mayor que el dngulo MBC , y por consiguiente
o > 35 5 esto es , la expresion I disminuye al
paso que las ordenadas se desvian del vértice.

270 Quando la curva tiene su concavidad hicia el
exe , y vuelve sobre si, la razon ’5;— crece , hasta el
punto en que la curva vuelve sobre si acercindose al

d

€Xe , y en este punto = — oo , 0 lo que es lo mis-

—_—y e 2 ¢ dz

mo,, dy=o0 ; pero pasado dicho punto, la razon
empieza 4 menguar hasta ser cero.

271 Luego si hacemos la misma construccion que en

los casos anteriores , podrémos mirar el punto donde la

curva empieza a acercarse al exe, como un pequefo la-

do del poligono inscripto , el qual sera paralelo al exe,

y la ordenada 4 este punto , como que son dos ordena-
das infinitamente préximas que se terminan en los extre-
mos del pequeno lado del poligono ; pero es evidente
que la diferencia entre estas dos ordenadas es nula , 6

Hy s . delSiity B9
dy —o , y por consiguiente > =— T — oo.

o
272 Ya que el punto donde la curva empieza 4 vol-
ver sobre si es un lado del poligono inscripto a la curva,
y este lado es paralelo al exe , se deduce que la tangen-

65

te 4 la curva en aquel punto es paralela al exe , pues la:

tangente no es otra cosa que la prolongacion de dicho
lado.

273 Supongamos que la curva sea céncava hicia su
exe AL , y vuelva sobre si: si referimos las abscisas 4
una recta BG paralela al exe, al empezar desde el pun-

d :
to B, la razon 7;5 va aumentando hasta un punto

en que la curva vuelve sobre si, y en este punto

la

66
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la razon <% llega & ser infinita ; pero despues dé
él Ia razon ird disminuyendo hasta llegar 4 L, lo que

se demuestra del mismo modo que en el caso anterior,

274 En todas las curvas donde la razon % va

disminuyendo hasta el vértice 4 (268 ), la tangente
en este punto es paralela 4 las ordenadas ; porque si se
considera el punto 4 como un lado infinitamente pe-
queno del poligono inscripto , el angulo que este lado
formara con la ordenada inmediata sera infinitamente
pequeio , 4 causa que en los pequeios triangulos EPF;
DEO;CDN , &c. (268 ) los angulos EFP, DEO, CDN
van disminuyendo 4 medida que se acercan al vértice;
luego los otros dos angulos del triangulo que forma el
pequeno lado A4 con la ordenada mas inmediata y la
abscisa correspondiente seran dos angulos rectos, y por
consiguiente el pequeno lado 4 y la ordenada inmedia-
ta seran paralelos; pero la tangente en el vértice no es

-otra cosa que la prolongacion del pequeno lado «7; lue-

go , &ec. j
275« Siendo infinitamente pequefio el angulo que for-
ma el pequeno lado en 4 con la ordenada inmediata,
se deduce que el lado opuesto a este angulo en el peque-
fio triangulo es infinitamente pequefio respscto la orde-
nada que forma el otro lado del triangulo , es decir, que

la razon de dy 4 dx es infinitamente grande, 6 lo que
es lo mismo , dx = o.

276 En aquellas curvas donde la razon :—:— va

‘aumentando hasta el vértice 4 (269),la tangente en

A es paralela al exe de las abscisas 4K ; pues si con-
sideramos el punto .4 como un lado infinitamente pe-

‘queno del poligono inscripto 4 la curva, el angulo que

este pequefo lado formara con dx sera infinitamente pe-
quefio , 4 causa que los angulos que los lados del poli-
gono inscripto hacen con dx van disminuyendo hasta

-el vértice ; luego los otros dos angulos del triangulo que

(7
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“este pequefio lado forma con dx, y la ordenada mas Fig:

inmediata valdrin dos angulos rectos ; luego da y el pe-
queio lado en 4 seran paralelos , pero la tangente es la
prolongacion de-dicho lado : luego, &ec.

277 Siendo el angulo formado por el pequefio lado
en 4 con su dx infinitamente pequefo , el lado dy opues-
to a este angulo en el pequefio triangulo es infinitamen-

f R % dei o dx
te pequcno respecto de dx 5 luego H— o

5 — .

278 Si una curva ABC toda céncava hicia su exe

retrocede en liegando 4 un punto B extendicndose has- 6y

ta C', la razon 7 ird disminuyendo desde el punto
A hasta B , en el qual dicha expresion sera = o ; pero
pasado este punto , la razon ira aumentando hasta C,
y la tangente en el punto B sera paralela 4 las ordenadas,
Es una conseqiiencia :de lo diche en los parrafos ante-
riores, :

279  De toda esta teoria venimos 4 deducir : lo 1.°
que quando una tangente es paralela al exe de las or-
denadas , la dx ha de ser igual 4 cero (275 ) :2.° quan-
do la tangente de la curva es paralela al exe de las abs-
cisas , entoénces dy es igual & cero (276) ; de suerte que

< dx et
en Ia cxXpresion :{_7 3 que expresa la razon que tie—-

nen los incrementos de las abscisas: con los de las orde-
nadas , ha de ser cero el numerador 6 el denominador
quando se atiende 4 la razon que tienen dichas canti-
dades en el vértice de la curva.

280 Y como en una curva qualquiera que vuelve
sobre si acercandose 4 su exe , la mayor ordenada , quan-
do éstas se refieren 4 su exe 4L (270) , y la menor

quandose refieren’a una recta BG (269, esla que va 5Y

& parar al punto donde la tangente es paralela al exe de
las abscisas , como CH 6 su igual ED , y la mayor 6
menor abscisa es aquella que corresponde 4 un punto
de la curva en;que la tangente es paralela al exe de las

ordenadas , 'se :deduce ‘que por un mismo método se de-

ter-
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terminan los puntos en que las tangentes son paralelas

4 qualquiera de los exes de la curva ; y las mayores y
menores abscisas y ordenadas.

280 Este método se reduce 4 tomar la equacion de
la curva 4 quien se refiere la qiiestion ; diferenciarla;

d- - .
sacar el valor de ‘= en otra fraccion compuesta

dy
de cantidades variables y constantes; é igualar con cero
el numerador 6 el denominador de la nueva fraccion
para conocer el valor de una de las variables , el qual
substituido en la equacion de la curva , nos dari 4 co-
nocer el valor maximo de la otra variable. Manifesté-
moslo resolviendo algunas qiiestiones.

281 Qiestion . Hallar la mayor ordenada de una
curva qualquiera KYX , cuyo exe es la recta KX, y'el
origen estd en el punto X. : AR

Una vez que la curva vuelve 4 encontrar su exe en
el punto X, la mayor ordenada serd aquella que pase
por el punto 7" en que la tangente es paralela al exe de
las abscisas; y asi, si suponemos que la curva sea un
circulo , su equacion sera y*=2ax—«*, y la diferencial
de esta expresion 2ydy—2adx—2xdx , 6 ydy—=dx (a—x);
que dividiendo primero por dy , y despues por a—ux,
tendrémos -2~ =% 3y como en el punto " la di-

ferencial de la ordenada es cero, sera a—x—=0, 6 a—x.
Substituyendo en la equacion del circulo en lugar de#
su valor a sera y*—2a*—a*=a’, y extrayendo la raiz y=
+a , que nos manifiesta que la ordenada maxima del
circulo es igual al radio quando éstas se refieren al dia-
‘metro, y que tiene dos ordenadas méximas iguales, una
positiva ,'que es la C7", y otra negativa , que es C7, las
quales se determinaran con tomar CX=a , y tirar por el
punto C la T que se termine en la circunferencia. Pero
si refiriendo las ordenadas al didmetro consideramos el
origen de las abscisas en el centro, tendrémos la equa~
cion y* —aa—xx (149), que la podemos tomar tam-
bien del triangulo rectangulo OMP (tom. L 472) il(;n
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hacer CP—« , CM—a , PM=y ; cuya diferencial es 2ydy

. ; da el Sy &
~ . pxdy , de la que sale -~ == =5, y como en

este caso es dy—=0 , tambien sera #=0 ; luego la orde-
nada maxima es la que pasa por el origen C, en el qual
la abscisa es cero ; para determinar el valor de esta or-
denada substituirémos en la equacion en lugar de x, O,
con lo que se transformara en y*=a*, que nos da y—=+a,
que tambien nos da dos ordenadas , una positiva y otra
negativa. :

282 Para hacer mas general esta doctrina , supon-
gamos ahora que el origen se tome en el punto A fuera
del circulo , siendo los exes A8, AH perpendiculares |
uno 4 otro , y las rectas CR,CQ que miden las distan~
cias que hay al centro de los exes dos cantidades cono-
cidas; y sea la abscisa AD=PQ —u, la ordenada DM
—2,CM—a, CR=PD=c¢ ,y AR— CO=b; serd:CP=CQ,
—PQ, 6 x=b—u ; PM=MD—DP; 6 y—z—C; y subs-
tituyendo en la equacion y*—aa—xx €n lugar de x éy
sus valores , tendrémos (z—c)*=a*—(b—u)* , y efectuan-
do las operaciones indicadas 2* — 20z+0r—a* —b*+ 2bu

—u?; la diferencial de esta equacion es 224z — 2cdz —2bdu
—2uduy y dz (z—c)=du (6 —u) 5, que nos da —d‘éi-::

=, Si querémos la ordenada mdxima harémos
b—u—0 , que nos da =& ; luego para determinar la ma-
xima ordenada tomarémos s—-ZR=b , y tirando la or-
dena RY, ésta sera la ordenada maxima que se pide.
Para conocer su valor substituirémos en la equacion del
circulo en lugar de la # la cantidad & , con lo que ten-
drémos 2*—20z 4+-ct=a® —b* +2b*—b* , 6 2*—20x +0'—
a*, y extrayendo la raiz quadrada 2—c—=xa, y 2=ctd,
esto es, 2=R¥y z=RT ; pero RT es la minima orde-
nada que se puede tirar al circulo desde el exe AS. Lue-
go por un mismo camino se determinan las mayores y
menores ordenadas de las lineas curvas. Por un método
semejante podrémos determinar las mayores y menotes

Zom. 11. : K abs-
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abscisas 5 pues habiendo demostrado ( 248 ) que las-dife-
renciales de las abscisas en el vértice de las curvas eran
cero , 6 lo que es lo mismo , % —o0; sien la di-
ferencial de la equacion de la curva , despues de haberle
‘dado la forma de quebrado , igualamos con cero el nu-
merador , sicarémos el valor de la ordenada correspon-
diente 4 la abscisa que se busca. En efecto , si en la
fraccion =% que acabamos de sacar igualamos con

y T

cero el numerador , tendrémos 2—c¢ =0, 4 2=0, cuyo
resultado - transformara. la equacion del circulo en'o=ga?
—b*+2bu—ut & u*—2bu+b*=a* | y extrayendo la raiz
quadrada u=b+a, esto es, u=AS , y u=AB , que nos
da 4 conocer que en este caso tambien tiene-el circulo
dos abscisas ; una maxima y otra minima; y enefecto,
si atendemos 4 la construccion de la figura, desde lue-
go echarémos d: ver que no puede darse mayor absei-
sa que A4S , ni menor que AB." :
- 283 Pero en las curvas cerradas, como' la elipse , €l
circulo, &c. quando sus cordenadas se refieren 4 una recta
AS fuera de la figura, resultan unas ordenadas como BX,
$K, que 2 un tiempo son maximas y minimas ; estoes,
son maximas respecto de la parte convexd ATX , y mini-
mas respecto de la parte céncava £%2°X, lo qual nos obliga
4 detenernos en esta materia, 4 fin de averiguar los me-
dios que debe practicar el ‘calculador para conocer. si
una cantidad es un maximo , un minimo , 6 uno y otros

284. Hemos visto que la mayor ordenada del circulo
refiriéndolas al exe A5 es YR=z=c~+a ; pero como el
valor de esta ordenada méaxima y el de la ordenada mi-
nima TR=z=¢—a, y el de la mixima y minima 4 un
tiempo quales BX—S8 A=¢ dependen del valor de la abs-
cisa variable #, la que unas veces es igudl 4 AR, otras
igual 4 4R , &c. es evidente que si en lugar de la abs-
cisa correspondiente 4 la maxima , 6 minima ordenada,
6 la que 4 un tiempo es maxima y minima , substitui=
mos un valor mayor 6 menor que el que le correspon=

"‘ : i ";’de’
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de, y despejamos-la ordenada , ésta variari y no serd
la que antes , pues vemos las variaciones que éstas expe-
rimentan variando la abscisa.

285 La maxima ordenada del - circulo hemos visto
que es ¢+a, la minima ordenada ¢—a ; y que la abscisa
que les corresponde es #=4 ; substituyamos en la equa-
cion (282 ) por # una cantidad mayor ¢ menor quz 4;
esto esi, hagamos «=b+n; en virtud de esta substitucion
tendrémos g* —20z+c2=a*—b? +-b* = 2bn—b* = 2bn—b* +
26n—n? , que haciendo la reduccion y: despejando la z,
sale g=c:V/(a*—n?) ; esto esy I=¢+V (a*—n®) , y2=c—
V(a*—n?), cuyos resultados-nos dan 4 conocer,que por pe-
quefla que sea n siempre sera v (a*>—n?) menor que @, y
por ‘consiguiente c+a >0+V (a*—n*),yc—a < c—V'(a* —n?), -
que nos’' manifiestan’ que para conocer si una cantidad
es un méximo 6 un minimo , se substituya en la equa-
cion en que se halla cifrado el miximo en lugar de la
abscisa 4 otra variable de quien dependa una cantidad
mayor, y otra menor que la que corresponde al maxi-
mo ¢ minimo; y si los dos resultados que dan estas subs--
tituciones son menores que la cantidad que se habia en-
contrado , ésta serd un maximo ; pero si dichos resul-
tados son mayores , serd enténces.un minimo. g

286 La abscisa correspondiente 4 la cantidad BX,
que es @ un tiempo maxima y minima ordenada es #—
b—a ; pues substituyamos en la equacion por # una can-
tidad mayor y otra menor que /—a, esto es, haga-
mos #u=b—a=+n, la substitucion de b—a+nen la equa-
cion la transformara en 2*—2¢3-+¢*—a*—b*+2b*—20h
20n—b*+2ab—a*— 2bn+2an—n*—zan—n* , y despejan-
do la incdgnita 2—c+ V/(2an—n?) , que es una cantidad
real , interin que no sea n>2a , como debe suponerse;
pero st hacemos w=b— a—n , y haciendo la substitu-
cion en.la equacion despejamos la ordenada , serd z—¢
+V(=—2an—n*) , que e¢s una cantidad imaginaria.

287 . Luego para conocer si una cantidad es miximo
¥y minimo 4 un tiempo, se substituird sucesivamente en

; K2 lu-
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lugar de la abscisa 6 variable de quien dependa una can-
tidad mayor y menor que la que le corresponde; ysi de los
dos nuevos resultados el uno es real y el otro imaginario,
dicha cantidad es maximo y minimo a un mismo tiempo.

288 [Este método de conocer los maximos y mini-
mos no es tan limitado que se extienda solamente a es-
tablecer reglas para conocer las maximas y minimas or-
denadas de una linea curva; se extiende en general a la
determinacion de todas aquellas cantidades que pueden
ser maximas ¢ minimas entre sus semejantes, O .en gene=
ral 4 todas aquellas que estan representadas por qual-
quicra expresion analitica que sea funcion de una varia-

'

il

ble. Por exemplo , la expresion ax—bx+c , que es una
funcion de la variable x; porque es evidente que si &
esta funcion , ya sea que exprese una linea, una superfi-
cie , un solido , la velocidad con que se mueve un cuer-
po, ¢l tiempo en que se mueve, 6 ¢l espacio en que
anda ( pues estas tres ultimas cantidades se pueden re-
presentar por una linea recta , como lo verémos en la
mecénica ; y el aumento 6 diminucion de un cuerpo de-
pende de una de sus dimensiones ) lo hacemos igual &
n

m

otra variable , y serd y—ax—bx+c , que diferenciandola
como si fuera equacion de una curva , sacarémos un

3 . ; dx -
quebrado igual 4 3= compuesto de cantidades cons-

tantes y variables , en el que igualando con cero el nu-
merador 6 el denominador , segun las circunstancias de
la giiestion , nos darg 4 conocer el maximo ¢ minimo
que se busca, siempre que lo haya ; pero si al determi-
nar el valor de & correspondiente al maximo ¢ minimo
sale un valor negativo , en este caso es imposible I
qiiestion en los términos en que viene propuesta.
Enterados por medio de esta giiestion de las ventajas
que nos proporciona el método de maximos y minimos

continuemos aplicandolo & la resolucion que otras gies-

tiones.

’Qiies.-
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289 Qiiestion II. Dividir un numero a en dos partes Fig!
tales que el producto de una por otra sea e] mayor posible.
Si llamamos & la una de las dos partes, es claro que

la otra seri a—x , y 'su producto ax—ux*, que lo miraré- °

mos como funcion de una variable y; con lo que ten-

drémos y—ax—a«* , cuya diferencial sera dy—adx—2xdx
y por tltimo @ = -1 5 que si hay un mdximo lo
hemos de sacar del denominador, pues el numerador esuna
cantidad constante ; y ast , igualando con cero el denomi-
nador, serd a—24=0 y ¥=1%a, cuyo resultado nos dice que
para que el producto de las partes en quese divide el nime-
ro a sea el mayor posible , han de ser iguales estas partes.
Para resolver esta qiiestion hemos supuesto que ax—
x* era igual 4 una nueva variable y ; pero no hay nece-
sidad de hacer este supuesto , sin6d es diferenciar desde
luego la expresion, é igualar con cero la diferencial (pues
1a diferencial de los maximos y minimos es nula) y sacar
por este medio el valor de la variable correspondiente al
maximo ¢ minimo. Por exemplo , la diferencial de ax—ux?
es'adx — 2xdx , que la podemos dar esta forma adyx—
2xdx=0 , y adv=2xdx,a—2x , y por ultimo x=—%a , que
sale el mismo resultado que antes’; y asi en las demas
qgiiestiones seguirémos este método.

2go Qiiestion I1I. Cortar una linea recta AB en un pun-
—m —n ’ 3

20 D, de suerte que AD X BD sea la mayor posible.
Sea AB=a,y AD=x , sera DB—a—ux,y el producto

m n
de estas partes & X (a—«) . La diferencial de esta canti-

5 : 4 n m—I1 m NI _

dad (240,241) es m(a—x) & do—nx X(a—x) dx=0,

que traspasando la cantidad negativa al segundo miem-
a——1 t——1

bro , y partiendo por el factor comun (a—x) X«

dx , se reduce a m(a—x)=nx , 6 ma—mx=nx , y por ul-
sEY —. ima : : :

timo y== "% , que con suponer m==2, y n=1I, sale
2 ‘ A6 3

*= 3 a- luego serda AD=% ay DB=31a; y si suponemos
3t 3 que

69
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que sea BD la altura de un prisma y AD el lado del
quadrado-de su base , tendrémos que el mayor prisina
formado con las partes de esta recta sera .*; a’.

291 Qiestion 1V. Determinar el rectangulo mayor -

que se pueda inscribir en un tridangulo ABC , cuya altura
BH cae desntro de la base.

Sea AC—p;BH=a,y HG=x, serd BG=a—x;.y por

razon de las paralelas AC y D E seran proporcionales BH
:A4C:: BG yDE,b6a: b :: a—x: DE:’J—’:“’E‘—; pero

ba=ta

la superficie del recténgulo es DE x GH=— T x g

bax ——ha 2

, que diferenciando esta expresion € igua-

. . 7 bad: ;
lando con cero la diferencial , tendrémos == — ...

a

Peit— 0y a= 2% , ¥ por tltimo w=21a 5 que nos
manifiesta que el maximo rectangulo serd aquel cuya al-
tura GH sea la mitad de BH. i

292 Qiestion V. Sobre una recta AB , tomada por
bipotenusa ', construir un tridngulo rectangulo ABC que
sea el mayor posible. ; o

Supongamos AB=a, y el cateto AC—x ; por la pro-
piedad del triangulo rectangulo sera BC=V (a’—x*),y
ACx 2 BC—=%ixV (a*—x*), que es la superficie del trian-
gulo, pero ésta ha de ser la mayor posible ; luego su
diferencial ha de ser nula 4 y tambien sera nula la dife-

a’x? 5K

5
3 4
luego *’7* — #*dxr—o0, que haciendo la transfor-

macion , y suprimiendo los factores comunes nos da por
dltimo ¥=V(%a*)= AC ; y como era CB=V (a*—«"), ha-
ciendo la substitucion correspondiente en esta expresion,
tendrémos CB=V/(a*—1a") = Y22 = —y/(14%),que
nos manifiesta que para que el triangulo 4Z5C sea el ma-
yor posible ha .de tener sus catetos iguales. < iig)

293 Question VI. Hallar entre todos los triangulos

rencial de su quadrado == (2’ — &)=
4

rec-
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rectilineos rectdngulos de una misma area , uno tal que la Fig

suma de sus lados AB+BC sea la_menor posible.

z

a="7;, de cuya equacion sale y—% | v la suma
o d s 24 : . .
de los lados serd 2 +~ w ; la diferencial de esta

eadx

equacton €s dy — == , que por expresar un mini-

mo -ha de ser cero (278 ); yasi dx— 2% —q: 42

b e
=, Y Y=V oa — B y como y — =, subs-

tituyendo por x su valor serd y=BC=V(2a), que nos ma-
nifiesta que los dos lados han de ser iguales.

294 Qiestion VIL Desde un punto D tomado en el exe
de una curva algebrdyca tirar a esta curva la mas corta
linea que sea posible. :

Se_za la curva 4ABC una paribola, y supdéngase la cons-
truccion ‘hecha ; tirese la ordenada MB 5y sea AV =x
MB=y'y AD=c , el parimetro =a y DB=z; con lo que
serd iD=ty o708 225 Eajes 93

El'triangulo rectingulo MDBda DB — DM -+ MB
y substituyendo porestas lineas sus valores z-‘:c“——-zcx-lz
#*=p* ;5 pero sienco z la linea mas corta que se tire del
punto D, su diferencial ha de ser cero » luego dife-
renciando la equacion serd 0= —2¢dy + 2xdx +2ydy,0’
—Cdx+xdx-ydy=—0." ] 42

Pero la equacion de la parabola y*=ax da ydy =% adx,
cuyo valor substituido en la equacion anterior la
transforma’ en —c¢dx +xdx + X ady—0 5 que nos da xdx
=¢dx— tadx , y por dltimo x—c—1Ia; que nos manities-

ta'quessi de la recta. 4D restamos la mitad del - para-
* metro , tendrémos un punto M , por el qual se tirara

la o'rd'enada MB correspondiente al punto B donde ha
de ir 4 pasar la DB para que sea la mas corta posible.

Kg ex

Sea AB—x;BC—y , y la area del triangulo —a ; sera 72 :

73
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CAPITULO XIIL
De las dﬁrencz"a/es segm-zdczs, terceras, éﬁﬂb{

295 Quando las variables #,y,uz reciben siempre incre-

meéntos iguales 4 ‘cada instante., las diferenciales de es-
tas cantidades se llaman constantes ; pero si las cantida-

des da,dy du , &c. reciben en el mismo tiempo otros’
incrementos ¢ decrementos. infinitamente pequenos res-

pecto de ellas , en este caso se dice ‘que las cantidades

dx, dy, duy &c. son variables los  aumentos .intinita-
2 2 o) X 2 '7 ¥

mente pequefios que reciben 4 cada instante es lo que

- se llaman diferenciales segundas ; y si admitimos que es=

tas segundas diferenciales sean, tambien variables. , 108
incrementos que recibiran a cada instante son las dife-
renciales terceras , y dsi sucesivamente. ' /
296  En las curvas donde las ordenadas son para—
lelas entre st y de las que nos proponemos tratar solamen=

te se suponen las diferenciales de la abscisa x comstante.

297  Dexamos explicado en los capitulos  anterio-
res cémo se determinan ‘las diferenciales primeras de das
cantidades variables , y cémo el limite de la razon.de

! . i % i (e A% dx :
dos cantidades dx 'y dy 5,0 lo que e_s‘:_;l:o mismo - , €s

una cantidad finita , de cuya propiedad nos hemos ser-
vido (cap. 11.) para resolver una infinidad de qiiestio-
nes relativas 4 las lineas rectas , curvas y superficies;
por lo que en este capitulo nos resta tratar de las diferen-
ciales segundas y la comparacion entre ellas; ‘manifestan~

do como la razon de “dos diferenciales de ‘segundo
érden, ¢ de qualquiera drden superior, expresan una can- -

tidad real para dar solucion 4 aquellas questiones que no
pueden resolverse por medio de las diferenciales primeras.
298 Y asi para proceder con método en esta mate-
ria explicaré ante todas cosas el origen de las diferen-
= i cia-
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ciales” segundas : para lo qual supongamos una curva
ACEGO que tiene su concavidad del lado delexe 47, y
concibamos las ordenadas infinitamente préximas CR,
ES,GT , &c: y las pequefias lineas CD,EF,GIV, &c. pa-

ralelas al exe ; es evidente que las rectas AR, CD, EF,

&c seran representadas por dx ; las rectas CR,ED,GF,

0.V , &c. por dy , y los pequefos arcos 6 cuerdas AC,

CE,EG,GO, &ec. por du. Esto supuesto tirese la recta RD,
y del punto C la CP paralelad RD ;y prolonguese SE
hasta P ; 4 causa de las paralelas CP,RD ,y RCy DP,
tendrémos CR=PD ; luego DE, que es ignal DP—EP,

- sera tambien igual & RC—LP ; pero CR=DP=dy, lue-

go EP=ddy.;": : ,
1299 Si ticamos DF', y del punto E la HE paralela
4 DF', y prolongamos £G :hasta H ; sera GH la dife-
rencia entre DE y FG , 6 1o que es lo mismo, la dife-
rencial segunda de . ’ sl
Pero como en este caso las diferenciales primeras de

y-contadas desde A van decreciendo, sus diferenciales se-

gundas 'son negativas : lo que no sucede ‘quando la cur-

va tiene su convexidad ‘del lado del'exe (fig. 74); en’

este caso las diferenciales primeras de las ordenadas con-
tadas desde el punto 4 van creciendo , y por tanto sus
diferenciales segundas han de ser positivas. :

. De todo quanto llevamos dicho sobre el origen de
las' diferenciales segundas se infiere: welrte

300 1. Que quando la curva tiene la concavidad
hacia su exe sin volver sobre €él, y las abscisas se cuen-
tan desde el punto A, las diferenciales segundas de y
van decreciendo sucesivamente ; pero si las abscisas las

ferenciales segundas de p van creciendo.
' 3o 2.° Quando la curva siendo céncava hacia su.

exe vuelve acia éste acercandose & €l ; si las ordenadas’
las contamos ‘desde el punto 4 , las diferenciales segun-:

das de éstas van decreciendp hasta cierto punto , que

es' aquel al qual cortesponde la ‘'mixima ordenada , y-

en

Fig.

4

274

contamos desde el punto 27 hasta A , entdnces las di-
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Fig. en el que la diferencial segunda de y es cero ; pero pasa-

do este punto , las diferenciales segundas de ¥ contintian

creciendo hasta que la curva: vuelve 4 encontrar ¢l exe,

302 " 2.2 Quando la curva:tiene la.convexidad hicia

el exe , las diferenciales segundas de y van creciendo de

4 20,y decreciendo de 0 a A.
Llamanse puntos de inflexion aquellos como B, donde

75 la concavidad de una curva se muda en convexidad,.
y 76 6 la convexidad en concavidad. :

303+ Quando una curva ABC es al principio céncava

75 hacia su exe y despues convexd , la diferencial segunda

76

de la ordenada en el punto B de inflexion es igual d cero,

Para demostrarlo concibamos que las primeras dife-
rencias sean trasladadas perpendicularmente debaxo del
exe en las prolongaciones de las mismas ordenadas , y
supongamos que por sus extremos pase una curva PRS;
es claro que esta curva tendrd su convexidad hacia el
exe , y por tanto sera /R la minima ordenada; y co-
mo las diferenciales de las minimas ordenadas son cero,

la diferencial de MR sera igual 4 cero; pero la diferen=
cial primera de MR es la diferencial segunda de la or-

denada JB correspondiente al punto de inflexion : lue-
go, &c. : | :

304 Quando una curva ABC. es al principio convexd.
hacia su exe y despues céncava 5 la diferencial segunda de
la ordenada correspondiente al punto de inflexion es infi- |

nita. , .
Prolénguense las ordenadas hacia la parte opuesta del

exe haciendo sus prolongaciones iguales 4 las diferencia='

les primeras como en el caso anterior , é imaginese que
por ellas pase una curva ; es evidente' que ‘las primeras
diferenciales de las ordenadas hasta el punto B seran las
ordenadas de una linea AR , que tendra su convexidad
hacia el exe , y se ird desviando de él hacia R, y las
primeras diferenciales de las ordenadas correspondientes
4 BC seran las ordenadas de otra curva convexi RD,

que se ira acercando al exe hicia la parte D ; luego la”

ma-
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mayor ordenada de la curva 4RD seri la MR corres-
pondiente al punto de inflexion : luego la diferencial de
esta ordenada serd infinita; pero esta diferencial es la
diferencial segunda de la ordenada MB en el punto de
inflexion 5 luego , &e. - :

305 Hay unas curvas que tienen toda su concavi-
dad vuelta 4cia el exe, y otras que tienen su convexi-
dad tambien hicia el exe, y en unas y otras pasa el
exe por el punto de inflexion. En' las primeras de estas
curvas (fig. 77 ) las diferenciales de g van aumentando
de A hasta B, y desde este punto hasta C van dismi-
nuyendo sucesivamente , de donde se deduce que la dy
correspondiente al punto B es infinita; y en las segun-
das cutvas ( fig. #8) las diferenciales de Y van-disminu-

Fig.

yendo de 4 4 B, y aumentando de B 4 C5'y por tan=

to la dy correspondiente al punto B es infinitamente
pequena , y asi el punto de inflexion en estas dos espe-
cies de curvas se halla del mismo modo que se encuen-
tra la. mayor 6 menor ordenada de una curva 5 €sto-es
haciendo dy=o0 , 6 dy—uw. 5 g s

306 Quando una curva AC , habiéndose desviado
mediante cierto tiempo de un punto de origen A , re-
trocede su camino dirigiéndose 4 B ; el punto C donde
se hace este retroceso se llama. punto de regreso.

307 En las curvas que tienen un punto de regreso,
las diferenciales de las ordenadas van disminuyendo en
la ‘parte céncava hasta un punto C; pasado el qual, si
la parte CB se desvia del exe dirigiéndose hacia. B, las
diferencias de las ordenadas van aumentando > 'y ast el
punto C' es la parte de la curva donde se encuentra la
menor diferencial , y por consiguiente. la diferencial se-
gunda de la ordenada ha de ser cero.

79

308 Pero si la parte CB se aproxima al exe 5 las- di- 8o

ferenciales van disminuyendo de. C hasta B » 6 lo que
es lo mismo , aumentando de B hasta C., de suerte que
el punto Ces el punto donde se encuentra la menop di-
ferencial de la parte convexi ; ¥ asi la segunda diferen-

- clal
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Fig, cial en la parte concava en C es cero , y en la parte con-

vexé es infinita en el mismo punto ; de suerte que en este
caso. es preciso hacer la diferencial segunda de la orde-
nada igual 4 cero ¢ al infinito. .
Aunque hasta aqui hemos supuesto dx eonstante, co-
mo pueden ocurrir casos en que sea pPreciso considerar
como constantes dy 6 du , explicarémos como se expre-

san las segundas diferenciales.

81y 309 Seauna curva MHT coéncava 6 convexi héci&
82 suexe, y sean las MR, HS las dx; RH,ST las dy 5 ¥

los pequefos arcos 6 cuerdas MH,HT las du: proléngue-
se la cuerda MH , y desde el punto A como centro con
el intervalo HT tracese el pequeno arco TL: 5.y tirese
TN paralela 4 HP ; y 0Q y PN paralelas 4 7.§. Hecha
esta construccion se ve que si consideramos dx constan-
tes , los triangulos M HR,HSK son semejantes € iguales;
luego TK es la diferencial de dy , 6 la segunda diferen-
cial de y, y KL la diferencial de du ; si se quiere que
las du sean constantes , los triangulos MHR,HLQ, seran
semejantes ¢ iguales , y en este caso Q=T0 es la di-
ferencial de dx, y OL'es la diferencial de dy ; y por ul-
timo si se quiere que las dy sean constantes , los trian-
gulos MHR,HNP serin semejantes é iguales , y asi SP

es la diferencial ‘de dx , y NL la diferencial de du..
310 Una vez que las diferenciales segundas de las
cantidades variables no son otra cosa que las diferen-
ciales de las diferenciales primeras de dichas variables
consideradas como unas nuevas variables , se deduce que
para encontrar las diferenciales segundas de una canti-
dad variable qualquiera , se ha’ de hallar 4ntes la primera
diferencial , y despues la diferencial de ésta , 6 lo que
es lo mismo , se ha.de diferenciar dos veces. En virtud
de lo qual tendrémos que dd(xy)=dx(xdy-ydx) ( 241)=
dxdy+xddy-yddz-+dxdy—2xdx-+xddy-+yd’x ; ddx. dy)=
dxddy+dyd®x , que considerando dx. constante, se re-
duce 4 dxd’y; d(x*dxdy) = 2xdydx® +x*dyd* x + x*dxd’y;
que suprimiendo dx constante se reduce a 2xdydx® +
: X
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x*dxd’y, y suponiendo dy constante 4 2x4dydx’+x dyd*x;

7/ dx 2 b 19 —
“\E) en suponiendo dx y dy variables es ‘”’d”,:mqy
\ Y

b

u . : _.dgdzy .
que sl suponemos dx constante es e Uy ST Sl

© . dydix —dd
ponemos constante la dy es %= — == ; por unas

reglas analogas se encontraran las diferenciales terceras
quartas , &c. ;
~311  Concluyamos este capitulo manifestando como
la razon entre las diferenciales superiores puede ser una
cantidad real. Para lo qual supongamos que y sea fun-
cion de una variable qualquiera #, de suerte que sea y—=
a+bx+cx* + ex’ + &e. Si admitimos que quando y pasa 4
ser 3’ , « llegue 4 ser ¥+dx , tendrémosy'—a+b(x-+dx) 4
c(w-+dx) ~+e(x + dx)? +&c. —a + bx+ bdx + ¢x>+ 208d x+
¢dax*ex3+3ex*dw+3exdx*+edxs. Restando de esta equa-
cion la anterior sera y'—y —dy — bdx + 2cxdx +cdx® +-
3ex’dx + Zexdx® + edx®, 6 lo que es lo mismo , dy —
dx(b+20x + 3ex*) +dx*(e+ 3ex)+e x da? + &e. Dividiendo
por dx los dos ‘miembros de la equacion , y suprimien-
do los Gltimos términos (13'y 24 1), tendrémos 2 —

7 . . B 7;_
b.-!-zcx+3ex’. Volvamos 4 diferenciar esta equacion con-
siderando dix constante , y serd <2 — 2cdw—+ 6exdy;

s o
ddy -

y dividiendo por dx, =5 — 2¢ -+ 6ex. Cuyoresultado
nos ensefia que la razon entre dos diferenciales de se-
gundo (’Srden puede expresar una cantidad finita , me-
diante a que lo es 2¢+6ewx. Si continuamos diferer;cian-

do la equacion , y dividiendo por dx , tendrémos

d3y — .
= = 6e , que tambien nos da una cantidad finita.

Luego , &ec.

’ Enterados de lo que son las diferenciales segundas y
cémo se hallan, hagamos algunas aplicaciones de ellas.

CA-
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Aplicacion de las diferenciales segundas para

determinar los puntos de inflexion y radios
de curvatura de las lineas curvas.

312 Dexamos demostrado que las diferenciales segun-
das de las ordenadas de las lineas curvas correspondien-
tes 4 los puntos de inflexion son cero, 6 co (303y 304),
en virtud de lo qual para determinar los puntos de in-
flexion de las lineas curvas se hallars la diferencial  se=,
gunda de: la variable y cantidades dew, 2" dx; se. igua-
lara con cero , 6 con €l co., y de-esta equacionse sa-
cara el valor de la abscisa correspondiente al punto de
inflexion. Aclarémoslo con varios exemplos. -

313 Qiestion L. Hallar el punto de inflexion de una

semiciclopde prolongada , cuya semicircunferencia ARD es

igugl & la base DC=b 5 el didmetro AD=gc ; la abscisa
AS=x, la ordenada SP—y ; la recta SR=z, y el arco

AR, b, £ _ ,

Por la propiedad de la cicloyde es #4RD: DC:: AR
SRP., 6 a /9 u‘:_RP =5 y por consiguiente
SP=SR—RP=¢-+-, 6 lo que es lo mismo, y=

bu L ’ i

z -+ = ,que es la equacion de la cicloyde, y su

diferencial es dy = dz + 2%, 23

Pero por. la propiedad del circulo tenemos (SR)*=
ASx8D, 6 2' =2ex—x* ,3 =V (204—x?) , y dz=cdx—

cdx—2xdx

2y —L
xdx X(zcx—x ) . Sepemes ;/'(2'“_:_?2—)-

Imaginese otra ordenada sr infinitamente préxima @

SR , y la pequefa perpendicular »2M 4 SM , sera Mr—dx,
RM=—dz , y Rr—du ; y considerando Rr como una
pes
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pequena linea , el triangulo rectingulo RMR nos da (Rr)* Fig.

=R+ (Mr)*, 6 du* = dx* + dz*, y du =V (dx*~+dz*).

< Substituyendo “ahora en la ‘equacion de 1a diferéreial

de/la curva en lugar de dz 'y du sus valores , serd dy=
cdr—adx baf(dz? —edz2) .

Vil o _—T—L), y substituyendo por dz* su

(cdx'—lex)f 4
2¢x—x? bl

acdx — apdz—4=bedx

valor ap =" A s ¥ diferencian.

do_esta tltima equacion , considerando dx cons—

(hcr—hc’;({f_i_)fixﬁ By
(2ex—as2 ) x4 V(i:é-;x’) J
cl’ punto de inflexion por tener la curva su concavidad
hicia el exe ( 303); luego el segundo miembro de esta

tdnte 5 €8 diyi—

pero ddy=—o en

equacion ha, de ser cero, y por tanto (bea—abe*—ao*)du*—

05 box —be" —ac® , y =c—+ “ | que nos mani-
fiesta que se halle una quarta proporcional 4 las tres li-
neas é,a, ¢ se junte con ¢, y se tendra el valor de la abs-
cisa A4S correspondiente ‘al punto de inflexion ; y levan-
tando’la ordenada SP', ésta nos dard 4 conocer el bun-
to: que se« busca. s 5 i : :

314 Qiestion IL. Dada una curva ABC 5 Cuyas orde-
nadis BR son: medias proporcionales entre las ordenadas
RO de-;zm.a:' pardbola vulgar. y las partes PO , que es lo que
Saita: a cada ordenada de Ia pardbola para igualar con el
lado‘S DEI;_ determinar. el punto de inflexion B. '
. oca el parametro de:la parabola —a | la recta PR—
ED:FC:b 5 la: abseisa Dl‘g:EP:x 3 lz; ofdenadzf fl:
p_arab,ola OR=y, y la ordenada RB=z , tendrémos PO
=PR—OR=b—y; v supuesto que PR : RB :: RB: OP.
.b:2:23h"y, serh B*=b*—by ; v esta es la equacic')r;

de la curva ' I i = 5 :
* a curva , cuya diferencial es 2243 =—bdy , 6 — dy—

3 5 @ causa que quando las abscisas DR crecen,

las ordenadas RP disminuyen.: 4 ;
' Pero’ por Ta'ipropiedad ‘de la paiabola es J=V(ax)y=

—T

e

(7 20
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a;Z; y dx = % adx X ax ’, y por la propiedad de la

cutva z= V. (b*—by), que substituyendo en lugar de y,dy,

L ____bdy 7
y z sus valores en la equacion —dz=-=", tendré-

L —

1
ey

badx % ax

R

= : drado
mos —d¥= 7= im0 Y clevando al quadra

-=-I -1

k x b2a2dx2

b2g2dx2 Xax ___ b2a’dx? X ax 2lux :
dzﬂ: 16b % — 16b(A ax) ~ 16b2 — o/ (250b%ax) ™ 16b32a% = o/ (256a3b2%1)?

pero siendo la diferencia de dz igual a cero , 2 causa de
que la curva tiene su convexidad hacia el exe, ;a;n‘suen
la diferencial de su quadrado serd cero ; luego (A2 )=

—16braswilziafyhasz2dei(2s6aini=)t o | que igualando

(iﬁﬂax—4(256a3b3x3))2 i
con cero el numerador , haciendo la transposicion ne-
cesaria , y suprimiendo los factores comunes, nos sale

__ 42 . v asi hallando una tercera proporcional
LA isa DR ; y la ordenada RB
49ay 2b , tendrémos la a‘?sglsa 3 yl a:otde B nge
tirada por su extremo dard 4 conocer el punto .
ﬂe};f 5n " Pero si la curva, siendo tratada en Yir.tud1 de la
ley que se ha dicho, tuviese su,conveXIdad halel. eltiexe;
como CSH.A, en este caso sera ddy= o0 (304)5 ¥ corgo
esta cantidad estd expresada por umn quebrado , no liue e
ser éste infinito sin que su numerador sea cero,,l‘ uego
(160%ax —V (256a36°%%))* =0 5 6 .extrayefldo__a raiz
uadrada , y haciendo la transposicion. 16b“a1x__.§...£....
V(2564°0°%%) 5 que quadrando 'y supr:rﬂmendo, os fac o;
res comunes sale por ultimo x—= éste es €
valor de la abscisa DG ccg‘res.pcf)indfente 4 la ordenada GZ
fiala el punto Z de 1nflexion. _
quePng ztlm mét%do semejante al que hemos explicado para
conocer los puntos de inflexion se determinan los pun-

tos de regreso. it -
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316 Si se nos diese la equacion de una curva, y
quisiésemos averiguar si tiene algun punto de inflexion,
6 regreso sin necesidad de trazarla , harémos su diferen-
cial segunda igual 4 cero ¢ al infinito; y si el uno 6 el
otro de estos supuestos diese 4 conocer la magnitud de
x¥ 6y, serd sehal que tiene un punto de regreso ¢ in-
flexion ; pero si estos supuestos no diesen 4 conocer
cosa alguna sera sefal que la curva es toda céncava 6
toda convexa hicia un mismo lado.

Aplicacion del cdleulo de las diferenciales segundas para
determinar los radios de curvatura de las lineas curvas.

317 Si suponemos que 4 una curva 4B se haya en-
vuelto 6 cefiido un hilo , y que manteniéndose éste siem-
pre tirante se vaya desviando su extremo 4, este pun-
to trazara con su movimiento una curva ADEC; y la
linea AHB se llama la evoluta de la curva ADEC ; las
partes HD,EB del hilo desenvuelto se llaman radios de
da evoluta , radios de curvatura , 6 radios osculadores ; y
el circulo 4 quien corresponde cada uno de estos radios
se llama circulo osculador. :

Quando el hilo desenvuelto es igual 4 la curva en
que estaba cefiido , cada radio evoluto es igual al arco
4 que estaba cefido ; pero si el hilo es mayor 6 menor
que el arco, enténces el radio es mayor 6 menor que el
mismo arco una cierta cantidad.

318 De la naturaleza de la evoluta se infiere : 1.° gue
el radio osculador es tangente a la evoluta ; porque si se
concibe la curva 4Q, (317 ) como un poligono regular
de una infinidad de lados BC , CD , &c. es evidente que
el radio GB es la prolongacion del lado BC, y por con-
siguiente toca la curva sin cortarla ; lo mismo dirémos
del radio CH , pues ésta tambien es la prolongacion del
lado CD , y asi de los demas.

319 2.° El radio es perpendicular da la curva que tra-

xd ; porque interin que la parte 4B del hilo se desen-
Tom, I1. L vuel~

Fig.

83
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vuelve , traza un arco .45, cuyo centro esti en B, y
asi el radio ‘GB es perpendicular 4 este arco , y por la
misma razon interin que el hilo-pasa de la posicion GB
4 la posicion, HC , su extremo traza otro arco GH, cu-
yo centro esta en C , y por tanto ha de ser perpendi-
cular 4 este arco ; del mismo modo se probara que los
demas radios son perpendiculares a los arcos respectivos;
pero la linea AL no es otra cosa que la suma de los pe-
queiios arcos AG,GH,HI, &c. Luego ya que los radios son
perpendiculares 4 estos arcos , lo son tambien 4 la curva
que ‘trazan , 6 mas bien 4 las tangentes tiradas por los
puntos A4, G, H , &e.

320 Si se continda hécia L , el pequefio lado IK
descripto por el radio IE 6 KE , pasara por debaxo del
arco KL ,y encontrari la area que termina la curva,
4 causa de que el arco KL es trazado con un radio AF
mayor que KE , que es el que describe el arco IKX; y si
se continua hicia-la parte A el mismo arco IA , éste pa=
sara por encima del arco HI, pues el radio 1D que tra=
za este arco es menor que EX , y asiel circulo que tra=
za cada radio toca la curva dentro y fuera, y la corta
en un solo punto.

321 De todo esto se deduce que cada punto de la
evoluta es el punto de concurso de dos lineas infinita-
mente proximas perpendiculares sobre la linea que traza
el hilo. Por exemplo , el punto D es el punto de con-
curso de dos rectas D , ID infinitamente préximas y
perpendiculares a la curva AL.

322 Zoda linea curva de qualquier naturaleza que sea
puede considerarse como linea producida de otra curva que
es su evoluta. Porque como no hay curva alguna en la
que no se puedan tirar tangentes en todos sus puntos,
no se puede dar punto alguno de una curva , en la qual
no se pueda levantar una perpendicular ; y por tanto,
no siendo paralelas entre si las perpendiculares que se
levanten en los diversos puntos de una curva, se han de
encontrar precisamente ; luego si concebimos que estas

per=
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pendiculares estén infinitamente préximas , todos los
puntos de concurso de cada dos perpendiculares infini-
tamente préximas formaran otra curva, que sera su evo-
luta , y las perpendiculares seran los radios osculadores.

La curvatura de la linea AL (317 ) disminuye al paso
que se desvia del punto de origen A : porque una vez
que el radio BG del arco 4G es menor que el radio
GC del arco GH , ¢l arco- GA ha de ser mas curvo
que el arco GH , y asi de los demas arcos. (508

323 Qiiestion I. Hallar una expresion general para
¢/ radio de la evoluta quande las ordenadas son perpen=
diculares al exe.

Sea una curva qualquiera AMm , que supondrémos
conocida , y 4 la qual se quiera tirar una tangente 4 un
punto qualquiera A , y supongamos que su exe sea la
recta 4B, 4 la qual las ordenadas son perpendiculares; por
el punto A tirese la ordenada MP ; y por otro punto
m _infinitamente préximo al primero otra ordenada mp,
y en los extremos del arco Mm levantense las perpen-
diculares #MC , mc , que se encuentren en un punto C,
Y por este punto tirense la CB perpendicularal exe , y la
CE paralela 4 él, que encuentre las ordenadas prolongadas
en los puntos £, e ; tirese la MR paralela al exe. Y sea
AP—x, MP—y , la incégnita ME—=z, Mm—=du, y
MC=r ; con lo que serd Ee=Pp—=MR—=dx,Rm—dy—dz,
y Mm =V (dx*+dy*). Los tridngulos rectingulos MRm,
MEC son semejantes por tener sus lados perpendicula~
res , y de ellos sacarémos la siguiente proporcion MR
s Mm 2 ME: MC, 6 dx: V(dx*+dy?) .23 MC = iseerie
2V (da*+dy?) -
-—(-%xi@) . Pero el punto C donde concurren las per=

pendiculares MCmC es un punto de la ‘evoluta; y co-
mo ademas estas perpendiculares son iguales , la diferen~

3 2V (dx*~dy?) v
<l devMC:d( ( ~ 0 2) = 05 yasi diferenciando

L2 €9

Fig.

87
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esta expresion , considerando dx constante , tendrémos

dzdx*+dzdy*~+zdyd*y
daV (dx*+dy*)
nominador haciendo la transposicion necesaria y despe-
dzdx*+dzdy®  dx*-+dy*
—dyd’y T —d

= 0, que multiplicando por el de-

jando 2z , sale 2=

nlendo por dz su igual dy , y substituyendo por 2 este

2V (dx*+dy?)
®
(@x*+dy) X V (da+dy*)
—dxddy

valor en =UE s tendrémos MC =i g

Consideraciones.

324 Sisuponemos Mm=—du constante la diferencial de

BC—32Y (dx’+dy’)l seps B2Av (a’x“+a’)")d—2zda’x o (dx+dy® )
3 X X

‘%—;{f, 6 por ser dy—dz; z—-%—
ME , cuyo valor substituido en el de #C, nos da MC—
céyl/(dx +dy’)
e
Y por dltimo si consideramos dy constante , y las
demas diferenciales variables , la diferencial de MC—

=0 ) que ros e B

2V (dx*+dy*?) S0 e dzdx’-+dzdxdy*—zddxdy*
dx dx*V (dx*+dy*)
dzdxd-+dzdxdy*  dx3+dxdy?
=0, que nos da 2= SRR ey = ME,

dy*+ddx ~ ~  dydx

cu-

= ME; poQ
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cuyo valor substituido en el de #4C nos da MC=r =
(dx*~+dy*)x V (dx*+dy ) Dot dashethan eXpresiones que
dyddx

hemos encontrado para el radio de curvatura solo ‘usa-
rémos la que nos ha resultado de suponer dx constan-
te; pero nunca estara por de mas el que los jovenes se-

pan las otras por lo que pueda ocurrirles.
325 Qiiestion 1L Encontrar el radio de curvatura de

Ia pardbola vulgar AD.

Témense en la curva dos puntos My m 1nﬁ‘n1tamen—
te préximos , y levantense en ellos las perpendiculares
ME , mC ; tirese la ordenada MP , que prolongdda en—
cuentre en un punto £ -la recta EC paralela. al exe 4B,
y sea el Parametro —a, dP_x y PM—y Por la pro-

piedad de la parabola sera yz—ax, zydy—adx,_ydy_adx
Vady &
21/ (ax) Shegrawol
viendo 4 diferenclar esta expreswn 5 cons1derando ax
—adx* 128 LNpI
xV (ax) , : \
Sl en Ia expresxon del radxo MC substltulmos por ddy
(dwi+dyH)xV (dx*+dy?)
—ddy

(dx + ada: ) X \/(dx -l— “m ) X f"/(”’ Sty

adeis.

6 pomendo por Y su valor vy (ax) dy_

constante ddy =

ydy sus valores, tendremos i (o

(4xdx3+adx3)xv(4x+1)><4xv (ax) (4,x+4) X (4x+zz) U nyg
2 “Baxdxdyvx ; 09 whi V. 2w 27
smultiplicando los  dos términos del quebrado por aVa
(42 + a) X (v(4x+1)) Xava = (gax+a®) X +/ (gax+a®),
. 2aXvaXna 2a’ 2
pero en el tridngulo rectangulo MPQ, (M Q,)’—(MP)’+
L3 (PO,

r——

Fig.

8z
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(PQ)* , 6 por ser MP— =px;la subnormal PQ,..%a, si
llamamos /V la normal sera (V)" =ax + §4* = w.oceesenn

4ax + a’
4

V.‘.’.Wﬂi) s 6 2N—=V/(4ax +a’), que elevando al

2
cubo sale 8 N* =(V/(4ax +a"))* = (fax—+a”)* =
(gax+a) x vV (4ax+a"') ; y dividiendo por 2a% , sale
(gax+a®) X v (gax+a®)

2

AT e LIV
por Gltimo o —r; esto es,

2a
.ON3 -' N3
pi 8N = que nos ‘fanifiesta que el radio

24% 5 g ial

osculador de la parabola es 1gua1 al cubo de I normal
partido por el ‘quadrado del semiparametro.

326 Qiiestion III Hallar el radzo osculaa’or de la elzp-
seroulpar: s ¥

Sea @ el'exe mayor de la ehpse el parametro —b
la abscisa igual:x , y la ordemday por:lal ndturaleza

de esta curva (147) serd y =y (ax-—x ) > €9 =
V(ab.«:——-bx )

la diferencial pr1mera de esta equa—

J 19 1G
cion es dy = - abdv—alds_ > Y Ia dlferencxal se-
zv(a’bx —abx’),

gunda considerando dx constante, ddy e P
a3 dx3

(44" b—qabx’). V(a bx—abx IR <)

res de dy,dy® v ddy en la formula S e B svessndloniis

Subst1tuyendo Ios valo~

(dx"+dy*) X v/ (dx*+dy?) %

5 EMOs MC =r—_ i
T T tendrém (8

(a’ba-4ab 2%+ 4b2%2 +4¢2bx-4abx 2)X M/ (a2b? -4ab2x+4bis= +4a‘*l;xhabx")

243 b2 3
Los

5 y extrayendo la raiz quadrada N = oves”
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Los tridngulos semejantes MRm , MPQ nos dan Fig.

MRz M iz MP.: MQ, 516 dx 2V (da’=dy’) ii5: Q
i oa(dxtrdy) v(a“b’—44&’x+4b’x”+4a7bx—aéx’)\‘
i Ar e 24 Shoha s

despues de substituir por y y dy* sus valores : que nos
manifiesta que el numerador de -MC=r es el cubo del
numerador de MQO=N ; de suerte que si elevamos al

cubo MQ, tendrémos una fraccion que tendra por numera-,

dor el mismo que MC’ » ¥y por denominador 843 ; y por

(MGt d Vv
2a3 bz
8a3
dice que el radio osculador de la elipse es igual & qua-
sro wveces el cubo de la normal partzdo por-el quadrado
del pardmetro.
Si la elipse tuviese sus exes 1gua1es como en este caso
seria V—}a=%5 la expresion del radio osculador > S&

tanto tendrémos MC =r — » QUE Nos

transformarfa en re=4 2> =14 ==Za, lo que nos

bz
da 4 conocer que en o mrculo cl radio. osculador es la
mitad del diimetro.

327 Qiiestion IV. Hallar la_expresion del radio de '

curvatura de la hipérbola 5 cuyo exe sea a , el parame-
tro b, la abscisa x,y la ordenada y.

Lo equacion de esta curva es y*e=- (awi-x"),

que solo difiere de la elipse en el signo del segundo tér-.
mino que alli era negativo , y aqu1 €s positivo:; -y asi los..

valores de MC=r, y MQ=2N seran los mismos que en
la elipse , haciendo todos los términos positivos , ¥ por
tanto dlremos que el radio osculador -de la. bzferbola es
igual a quatro veces el cubo de la normal partido por el
quadrado del parametro. a1

328 Qiestion V. Hallar la expresion. del radio de.

curvatura de la cicloyde wulgar. % ,
Lg La

83
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La equacion de esta curva (256) €S d2 == iwsumssment
Az v/ (2a—=x)

5 cuya diferencial considerando dx cons-

x
= gdx*—

tante es ddz — 5 la expresion del radio

xy/ (2ax—a")

(dx’_*_d)/i)x ‘\/(d.76'2+d]2) —
.—dxddy — 90000680000000000000

de curvatura es
{d#* + d2*) v (dw*+dz?)
—dxddz :

cicloyde. Substituyendo en esta tltima expresion
por dz* , ddz sus valores, tendrémos 7 == .......eeens

(dx® = dx® x 3“—:—” x V/(da® 4= dx® x =)

x

,» ¥ por ser z la ordenada de ,Ig

P ]
oy 90008900000

+adx®
xv/ (2ax—2x")

(5’x‘(x+24-—-—x) 5 V (dx.”"»(‘x-ln-zﬂ—-x) ) ) ‘

X 2

= ~xxV/ (208 — &) =

2208Y x V(%) x aV/(2ax—a®)

ady?

o/ (2 =22y — ay/(4a"—2ax), ¥ estaes la

x x

expresion del radio de curvatura de la cicloyde vulgar

de 'la que sale %7 =V (2a(2a—=x) ); cuya expresion nos -

dice que el radio de curvatura de la parabola vulgar es
medio proporcional entre el diametro 2a del circulo ge-
nerador , y la abscisa 2a—u.

Luego si desde un punto M de la cicloyde DBD' se
tira 4 su exe GB la ordenada MP que encuentre en H el
" circulo generador GHB ;'y se tira la cuerda GH, siendo
GB=2a, y BP = (parrafo citado), serd GH=V (GBxGP)

—
i

L2 /2 ) xy/(2a5—5)
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=V (2a X (2a—%)) =V (4a*—2ax) =% 7' ; ¥ por tanto se-
r4 r—2GH ; pero si suponemos que otro circulo gene-
rador DC igual al primero trae con su movimiento de
rotacion otra semicicloyde 4D , ésta serd igual 4 la otra
semicicloyde DB ; y si sobre el circulo CD tomamos
DL—=GP , y tiramos la ordenada LNV, y la cuerda DF,
ésta cuerda sera igual 4 GH , y por consiguiente igual
4 1a mitad del radio de curvatura ; pero DF es la mi-
tad del arco correspondiente DV (23535 ) ; luego este arco
DN es igual al radio de curvatura , y como el hilo des-
envuelto MN es igual al arco DIV sobre que estaba ce-
fido 3 MN es el radio de curvatura , y DA la evoluta
de DB , que nos ensefa que las evolutas de la cicloyde
son otras cicloydes de las mismas dimensiones que ella.

CAPITULO XLV
Del cdlculo integral.

329-Habiendo tratado en los dos capitulos anteriores
la primera parte del céilculo infinitesimal y sus aplica-
ciones , nos resta tratar de la segunda, esto es , del cal-
culo integral , que es el que nos ensea 4 restituir a su
estado primitivo todas aquellas cantidades que el calcu-
lo diferencial descompuso en sus elementos ; esto es,
dadas las diferenciales de las cantidades , 0 ya sean los
signos con que Se expresan , conocer por medio de ellos las
cantidades de donde provienen. De esta difinicion se in-
fiere , que si con las diferenciales practicamos operacio-
nes contrarias 4 aquellas que hemos seguido quando las
hemos determinado , tendrémos las cantidades de don-
de han provenido ; de modo que si expresamos por este
signo S la integral de las cantidades , tendrémos S dy—u,
S.(adx+dz+ndy)—ax+z+ny+c , ahadiendo 4 la integral
que da el calculo una cantidad constante ¢ por si acaso
en la diferenciacion se omitio ; pues st esto sucedié no
2 pue-



170 COMPENDIO
puede salir completa la integral si no se le afiade. El
valor constante ¢, le determinan las circunstancias de la
qiiestion , como 4 su tiempo se verd : por la misma

regla hallarémos que S(xdy—+ydx) = ap5 (2471 ).

L) = S (a0 )5 s( S = 25 (%)

e o ) §

= =5 S(max™'dx ) = —a57(34.0):

230 Este ultimo exemplo nos dice , que para in-

tegrar aquellas cantidades , cuya variable esté elevada

4 una potencia qualquiera > S¢ aumente una unidad 3
SuL exponente , s¢ suprima el factor dx, y lo restante se
divida por el exponente despues de ‘aumentada 1a uni-
dad , y lo que resulta es la integral que se busca ; y asi

e &
T
S( 2a, .__3a:3___3_SI_3.d _Qx PR A
3% x)_—s—__x_, ¥ 2dy)m —— — g7 —
I
an _3+I

331 Pero esta regla no es tan general que no ad-
mita alguna restriccion ; porque sien virtud de lo dicho
]

queremos integrar la expresion ¥ dx, la integral seri

— o
x e 12100 i P 0 /4
—i% — o — 5=, que no nos da 4 conocer

cosa alguna. Y asi las expresiones de esta naturaleza no

pueden integrarse por la regla general que hemos sen~

—_I
tado ; pero si consideramos que x dy — 22 | esto
es , que dicha expresion es un quebrado que tiene por
numerador la diferencial del denominador inferirémos
facilmente que su integral sera el logaritmo del deno-

minador (243) , y que las expresiones de esta for-
ma se deben integrar por logaritmo asi:

S(5) =LZa—c; Slerl=TLlaeir) ~c;
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= L(a" +a)e5 S( 1L ) = L{ax—s")

R, 3 TP 2
a2 —4=x2 Gt

S( 2xdx

dx

—c. Para interpretar £ nos valdrémos de las subs-

xlx

tituciones , haciendo Zx—y , con lo que tendrémos

- . 71, . e dx de
diferenciando esta dltima equacion — —=dy,y 2=
d Lo E Somudys 7
_:, x —= dy x = =it cuya integral es Zy , pero

y=lx 5 luego S. 5= = L.Ix 5 del mismo modo para
integrar m(Lx)" " % harémos tambien Jx—y, con lo
que tendrémos L =dy; (La)" =y y haciendo

- - . —1I dz
las substituciones correspondientes m( Zx )"~ & —

x

my™ " dy ; pero la integral de esta Gltima canti-
dad es y” Luego Sm(Lx)""" £ = (Lx)", habien~
dosubstituido .por » su valor L.

X

x y y—l,_ ¥
S de=c ;S8 (x dylx+x ydx)=x ( 247 ).
332 Si llamamos « el radio de un circulo , Yy # un
arco qualquiera , # la tangente , 5 2 la secante sera.........

ad.sen. v\ ___ | —ad.cos.u \ - (ad. semn. vers.j) o
S( cosen. u )"‘" u,S e seu-uﬁ) 5= iy 8 sen. u — U

2 azd; Rl
Cam ) 5807 Sless ) ==
333 Si todas las catidades que se han de integrar -
proviniesen de una diferenciacion exacta » desde luego
nos seria facil su integracion practicando alguna de [as
reglas que dexamos explicadas 5 pero son pocas las can-
tidades que admiten-una integracion exicta ; por lo que
los analistas se han visto precisados 4 invenrar algunas
reglas , 4 fin de conseguir por ellas unas integrales apro-
Ximadas, ya que no les fuese posible conocer las ver=-
daderas.
. Estas reglasison tres s la primera ensefia 4 convertir
la
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la cantidad propuesta en una serie que sea muy conver-
gente , y que en todos sus terminos tenga la diferen-
cial de la variable ; pues tomando de éstos aquel nime-
ro de términos que convengan al intento del calculador,
tendra un polinomio que se integrara del modo dicho
(229). La segunda consiste en transformar la diferencial
propuesta en otra expresion compuesta de dos factores,
que el uno sea ‘constante 'y el otro un quebrado , cuyo
numerador sea la diferencial del denominador para in.
tegrarla por logaritmos. :

La tercera regla se reduce 4 dar 4 la expresion tal
forma , que descompuesta en dos partes , la una sea cons-
tante , y la otra tenga por integral un arco de circulo;
pues de este modo sera facil integrarla (332). Explica-
rémos cada una de estas reglas en particular.: o
334 Regla I Las cantidades cuya integracion apro
ximada depende de una serie infinita son todas aquellas
que tienen , 6 que se las puede reducir a esta forma
dx(a-x)", siendo » un quebrado positivo 6 negati~
vo , 6 un niimero entero negativo ; porque quando 7 es
un nidmero entero positivo , elevando el binomio a la
potencia que expresa su exponente , tendrémos un poli-
nomio finito, cuyos términos multiplicados por dx se-
rin integrales cada uno de por si, por: exemplo ; si ha-
cemos n=3, serd S.dx (a + x)' =S.dx(a+ &) =
S. du(a® + 305+ 305" ~+ &%) = 8(ddx ~ 3a"wdx +

3a%x2

3ax"dy - x°ds) = a’x + 2 - ax’ + 5 pero si

s : Sn s s
fuese n——2 , en este caso seria S. dw( a+x) = S.dx X

P 2 a5 —=3 o 3 29D P :

(a+x) = S.dx(a —2a %+3a ¥ —3a &% + &e. =
I 2% 3x2 3%3 \ s RS >

de( az —_11_3 o 24 —? 2 &C- )_S(;—z f—-"f"

f 2d. 3dx 2
pele g 3l B &) =5 — S e

al a4 as’s 2 al

z3 3% 4 e A »
s e &c. , que es una integral aproxzmacg.
0
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Lo mismo sucede si se hace n=% ; porque enténces
S.dx(a—x)"=S. dv(a +x)7 =S.dw(a? — 1a=% 5 4

1 s 34 3 I_ 1 3 I
g Tl ta S —t—&c.)::S.dx(az_._

®sscevece

x x° %3 '
e SR SR
2a 3 8a? 16a* '
xdx X dx dx v : 'xz
e s+&c.):a7x—— e
2 2 = £
24 8a 164® 4a°
3 4
X
T v -+ &c. , que tambien es una inte-
24a° 64a*

gral aproximada.
335 A esta primera regla corresponde tambien la in-
tegral de aquellas expresiones que tienen 6 puede dar-

s P n\m 2
eles esta forma #"dw x (a—5x")", siendo Dy My 1 €X=
ponentes indeterminados : para integrar esta ex-—
presion hagamos a—+bx"=u , siendo « una variable
qualquiera , con lo que tendrémos x" — =2 y
. Tt reabn e
1 I g

P (TS de= k(T T

———
V— 9000 0000060000000

(u==a) 2= gy : (u—a)?
s (240), Vb 3 T Luego.....
( )—P_ T~
; e U—a) * U—a) ™
$'dx(a—by") :"_- - X ( 2 X A=
bn nb =
p=1—1
(o) 7 '
ol 4" du: en esta nltima expresion el

de-
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denominador es una cantidad constante , y por consi-
guiente sera integrable algebraycamente siempre que el
exponente L= — 27 __ 1 de a potencia 4 que
esta elevado el binomio #—a sea un nimero entero po-
sitivo ¢ negativo ; porque siendo positivo, con elevar z—a
4 la potencia == —1 , saldrd un polinomio finito,

n
que ‘multiplicado por «"du , é integrado despues,
tendrémos la integral que se pide ; pero el exponente
Pl 1 serd un numero entero siempre lo sea

2

EZEE 5 y como p es el exponente de x , fuera del

n
paréntesis , y 7 el exponente que tiene dentro, dirémos
que toda diferencial como. x’dx (a—+254")" tendrd in-
tegral exdcta quando el exponente de la variable fuera
del paréntesis aumentado de una unidad sea divisible por
el exponente que tiene la variable dentro del paréntesis.
Quando ‘el ‘exponente 2~ — 1 es un namero en-
tero: negativo', entonees la expresion muda de forma con
pasar-el binomio al denominador con un exponente de
signo contrario ; pero st dicho exponente no es niimero
entero , enténces se convierte el binomio en serie, y se
integra por aproximacion : apliquemos la férmula para
integrar algunas diferenciales, y sea la primera:. iuuu.n
: e : .
..x3_dx(\/ (az—-_-‘xs)) = «*dw(a’—a")z , cotejando esta
expresion con la férmula x"dx(a—+54")" , tendrémos
p=3,4=a’, b=—1,n=2,m=%; y por tanto p+1—4, que
es divisible por el exponente 2 ; luego la cantidad pro-
puesta.es integrable; y asi haciendo la substitucion corres-

pondiente en la expresion diferencial.viesssereerersins
Pl oy
(4—a) » u" du

nb P
]

$e:transformard en .oeessssssssasss

(u—a)
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o esaE; 3 L z
(u—a®) aEy (r—a)xu"du  u”du

—
: [R——,
—— sesene

2 : : 2 2

w

} X : 2

a’u’ du : u au’

4 Cuya lntegl‘al €8 — —— —— eesessecen
- 5 3 .

3
(A"—s") " a’(a®—x") i
By , despues de substituir por
5 :

su valor a*—x>.

336 Silacantidad por integrar fuese x°dx(a’+x2)*
como en este caso p—+1I no es un multiplo al z , la ex-
presion no puede integrarse por la férmula , v asi es
preciso integrarla por aproximacion convirtiéndola en
serie (334). Pero no sucede lo mismo con la diferencial
**dx(a*—x*)" , pues aunque es verifico que en ésta p+I
no es multiplo de # , y por tanto no puede integrarse
por medio de la férmula ; 4 causa de ser 7 un nimero
entero , es integrable algebraycamente elevandola pri- -
mero 4 la potencia que expresa su exponente  , que en
este caso es 2 5 multiplicando el polinomio que resulte
por #°dx , ¢ integrando despues cada término de por si.
Este exemplo nos manifiesta que quando tengamos que
integrar alguna diferencial binomia , 4ntes de hacer apli-
cacion para ello de la férmula , no estara por demas
que exdminemos si el exponente que equivale 4 m es un
nimero entero ; porque siéndolo , no hay necesidad de
recurrir 4'la férmula : todo esto nos hace conocer que
la formula es limitada , y solo tiene lugar en algunos
€asos. '

337 Regla II. Sea en primer lugar ** la can-

tidad que se ha de integrar, exAminando con atencion
sus partes, echarémos de ver que si el numerador de
esta “fraccion’ fuese —d seria integrable pot logaritmos;

por-
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porque en este caso el numerador seria la diferencial del
denominador (243) ; pero aunque dicha diferencial no
tenga la forma necesaria para ser integrable por los lo-

garitmos , se la podemos dar ficilmente con multipli-

plicar sus dos términos por —1 (tom. L 134),
dei’ o eI XdeT —dz
luego a—zx — —1(a—2z) T FEEE X a—zx y por tanto
do s —t=T1 —dx ___ o . —tia‘_ gt Lo
S.a_x_S:x;:x_ IxSa_x_.._-—-Ix

L(a—x) =—L{a—«x)—0—L(a—x)—c, L 1—L(a—x)
(tom.I. 289 ) = Z—7—.

337 Sea en segundo lugar ;‘;’—‘_’:"% la cantidad por

diferenciar , por quanto la diferencial del denominador
es 3x%dx , cotejando esta cantidad con el numerador
de la fraccion , echarémos de ver que para que ésta sea
la diferencial del denominador le falta el factor 3, y
le sobra el factor a ; luego si multiplicamos sus dos tér-
minos por 3, y separamos la @, tendrémos.........eume

x 222 o pero de estos dos

3ax*dx - a
a3 ——x3

LAERdx T oadsrden b L
ad3—4-x3 T 3(ad—=x3) T 3
factores en que se ha descompuesto la fraccion , el uno

tiene por integral el logaritmo del denominador, luego

axzdyies o 3 3
S-m—z—-—? L(ﬂ —+-x)-i—c.

. . . N xdx )
Siguiendo la misma regla dirémos que S. e

= 8. L x -2 =L L0 +a") o = L(a” ~+4") % +¢
=1 n—x

; T ax dx a nbx dx
::L.\/(a =X ) = Cs (m—) =Sy 'Z; X bt-b

= 2 % L(h—+bx") + ¢ &c.

S— 7
n

338 Regla III. Propongé.monos integrar la expresi?iﬁ
2ads
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T YT PRGN o 1 T e . .
e 5 i dresta. diferencial le damos Ia siguien-
a “2dx e $3S . :
te forma - x "o , echarémos de ver que =
es una cantidad constante ; la'qual no tiene integral ; y:
el otro factor es la diferencial de un arco de circulo, cu-
YO seno. verso es & , el radio 2, y el seno V(4o —x?); lue-
go si en un circulo qualquiera , cuyo radio A4C sea igual

42 tomamos AP=ysera PM—V (4x—x7), yel arco AM se-

{ I s s . ir U Rt i i

té la integral de 2= luego . Fps e e A
2dx e S 2dx b

Van—way T * V(gp—ar) — @ X arco AM + ¢

(248 ). Seabent i . ‘

..339. Solo nos, resta conocer el valor del arco 431 pa-
ra cumplit con'la qiestion 5 para ello- restarémos de
AC , que es el radio ;. el seno verso AP—y » ¥ N0s_sal-
dra"CP; con lo qual en el tridngulo rectangulo C/MP
tendrémos conocidos los lados CP y C/U » ¥ Asi nosseri
facil. conocer el angulo ACHM ; conocido este angulo ,
ditémos luego, 360° es, 4 la longitud de toda la circtn.
ferencia. referida,.al didmetro , como el nimero de gra;
flos qsl_éngulo ACH a_la longitud del arco A4M que
e mide. < e e :

i

~LROD 08 S0t £x md-b( EDEE00 S l. 8130, 9 g

340 . Sea T ,;—) la cantidad por integrar,
(9} i1 : D —T 2 j ‘ U5 Gl O S £ .
Comparéndola con la expresion du = ~=2* __

s : ; AR

(248), que es la diferencial del arco de'un circulo, cu-
Jo coseno es ¥ , tendrémos que para darle la misma
forma y poderla integrar por arcos de cireuls quitaré-
Mos primeramente la m. del numerador., .y multiplica-
remos sus dos t.xminos por —I ; con lo que se trans
formard er 38 —da i3 it v
a —4 o i p B L g .
CNssh —~————-‘/ === thecho esto multis

M

Tom. 11, ph-

Fig.

89
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plicarémos sus dos términos por ¥ b , y tendrémos —=mVb

x ——%* __ Y por utltimo multiplicando el numecra-
A (b2 —z2) ) A ‘

max
dor! 'y denominador por V/(#'8), sale —— ?:5
Wt o
ety gy V@il o neigidelast dodtpatees-gae

TN @D, Yi—ee)?

componen: esta expresion , la una es una cantidad conss:
tante , y la otra la diferencial de un arco de circulo
¢on relacion- 4 su coseno x ; luego si llamamos % este

v mdx mV'b _
aI'CO Seré. Sa _"__‘ %3 T W = R cdovncecsssise
} V(n—2) v/ (d8)

o ey Ll e o chdeno
S-. ;/(Tﬂ—::iﬁ"— M(ngb)‘,_xi u'} Y Como (;ia' 4 Loy is i
CP—x , v ‘¢l radio , que siempre ha de sgr‘co_nomdo] pa=
ra estas integrales, es conocido tambien MP=V (BPxPA)

—v/(a*—x*) no hay dificultad en conacer el'arco AM=u.

- ‘agr’ Todo esto’ nos manifiesta que hay “diferencia-
les de tal naturaleza que se las puede itegrar por ar-
cos de circulo’ con solo multiplicar ¢ partir (" segun lo
exigen las citcunstancias) los dos: términos de la fraccion
que la expresa por una misma cantidad hasta transfor-
marla en otra, ,q_ule___cp'r_lvs_ervvando el'mismo va_lq__;, se com-
ponga’ de dos: factores tales , que l‘el uno séa ‘constaiite,
y el otro la diferencial de un arco de circulo de radio
conocido con relacion 4 una linea trigonometrica, sca
el seno coseno, &c. : esto que hemos practicado respec:
10 del seno verso’ y coseno (338 y sigg. ) es aplicable 4 las
demas lineas trigonomeétricas. 02 0

Aplitaciones del cdiculo integral.

Habiendo explicado ya el modo de integrar las can-
tidades diferenciales, nos resta-tratar de-la aplicacion ]
uso de estas reglas en la quadratura de las superﬁc;zz,
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rectificacion’ de 145 lineas curvas , y medida de las so-
lideces y superficies: de los solides, de revolucion,
011342 Asiccomo lasilineas tiepen sus incrementos 6 dife-
renciales sefialados por dx 6 dy, &c. los tienen tambien las
supcrhicies 'y los solidos ' si/concebimas , por, exemplo,
gue el triangulo A4BC crezca ¢ mengiie 4 cada instante el
pequeio trapecio P Mmp , cuya altura Oo sea infinitamen-
te pequena , este trapecio se llama diferencial o elemen-
t0 del triangulo., y el triatigulo sé'dice que es la integral
del trapecio.- Del mismo wmodo 'si imaginamos.el sslido
AL compuesto de una infinidad de hoas , como MN
de un grueso infinitamente pequeno , dicha hoja es la
diferencial del sélido’, 'y el sélido la integral de la hoja.

Aplicacion del edlculo integral para quadrar Jas superfi-

G130 9h e9 of ooidiesplands sur;_zz'{_jneas.-;i AL
"'313 Qiestion' L. Qradrar el triangulo rectilineo ABC.
Aunque el triangulo no sea una superiicie curvilinea,
¥ que’-adenias su'‘area- se halla facilmente por la 'Geo-
metria Elemental , .,no obstante 'esto darémos. principio
4 la aplicacion del calculo por esta figura, a fin de que
la sencillez de este exemplo haga comprehender mejor 4
10s principiantes la evidencia de ‘este método.
. Supongamos que las areas se empiecen a contar des-
de' el vértice'’ 4 : por un punto 'O de‘la altura AF ti-
rise 12’ MP paralela a la'bdsé; € infinitamente proxima
&-¢€ita la mp:; con lo que resultara el trapecio  Ppmd/,
que por su pequefez se! podra considerar como un rec=
tangulo, el qual es la diferencia del triangulo APM al
triangulo Apm; y por tanto es la diferencial del tridn-
gul> 4P, & lo que es lo mismo, el triangulo AP
es'Ja integral del trapscio- Ppm 5y “asi:hemos-de ha-
Mar: Ly expresion-del trapeciosditerencial , ;y su.integral
sera ¢l triangulo PAM , que wina vez hallada esta par-
te, no tiene diticultad-conocer el triangulo total. . . .
24} Para-manifestar como «esto se hace ysea, AF—a,

BC=ty 40=w y:Jaf.,ﬂoble;mdenﬁiggﬁjy,;yo;}iﬁe,;é

2 Co=

Fig.

90

9r

90
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Oo=dx ,'y ‘el trapecio PpnM—=PMx0b=pdx ¢ Sydx=

P.AM ; pero como esta cantidad no' proviene; de una

diferenciacion “exécta ;, ‘o~ 'puede 'integrarseiinterin:no.
i ge substituya por y suvalor en' ‘cantidades:de » 'tomas
da de 1a naturalézadel tridngulo's pues:siendo P4 pa=

ralela 4 BC, son 40 PM 2 AFBC, 6 x: 9 a:b yde
donde sale y === 5 y substituyendo este valor en

I expresion yds 5 tendrémos ydw =7 , y POE cone
siguiente’ Ppn M <= B4 oy SiPpmM =5 6 su-

poniendo x=a, S.PpmM =" —ax L b—AF x:BC,
que es el ‘mismo resultado que se encontré por:la Geo-
metria Elemental (tom. 1.433). o
345 Pero como el trapecio PpmM es elemento 6 dis
ferencial del triangulo APM, 'y tambien lo es de otro
espacio superficial qualquiera ZKMP ; para proceder con
‘toda seguridad en esta materia nos es indispensable aha-
dir al resultado que da el calculo alguna cantidad. cons-
tante j si’ 4 ésta la llamamos ¢, serd S. PpmM =
246 El valor de la constante ¢ se deduce de las cit=
cunstancias de la qiestion que se resuelve , procurando
dar'4 la variable x wn valor tal que reduzca 4 ceroel
primer miembro-de la equacion ; porque.es evidente que

si‘en!'las equacion S.Ppmdl.== 4 ¢, el primer

miémbro se reduce 4 cero con’ hacer w=n, siendo # una
cantidad qual se requiere , la equacion se transformard

& -7___602- : ¢ {13 o ‘,-—55!1’ LoD i
eno—-+-—+ ¢, laquenosdac——" ¢ S.Ppmil

2

e

2a 2a

Esta regla es general pdra todas las 'integrales , y'asi/d
todas las que da el calculo ‘se debe afadir la constante¢

por si acaso la necésitare , & no ser que por los datos
+de la miisma’ qiiestion ‘se ‘sepa) no'hay  necesidad de ella,
como ‘sucede en la medicion de nugstro triangulo ,quaéi;

=42 Bt habiendo substituido por ¢ su valor
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do se cuentan los espacios desde el vértiée ; pues en es- Fig‘.‘

te caso para que S. PpmM—PAM sea cero es preciso
hacer ¥—o , cuyo supuesto reduce la equacioni ¢ =o
=+¢ , que da ¢=0, lo que nos da 4 conocer que-en este
caso no hay necesidad de la constante , pues nada vale.

347 Pero si contamos los espacios desde una recta
qualquiera LK , y llamamos e la distancia 4 4 que es-
ta del vértice 4 , es claro que para que S.PpmlM —
LPMK sea cero , basta hacer x=e , con lo que tenemos

bed —be

0= 4o, ye= 5 este valor substituido

bx2

por ¢ en la equacion , la reduce 4 ZPMK —="=

bex

==, 0 \hac_iendo x—a , para tener la superficie de
;édo eb trapéciopLBCK =% — o B . 1 —
axLlb—cx %1—“., 6 por ser _—:Z&f;_'c'omo se de~
duce de la proporcion AF: BC:: AT : LK ,6a:b:e
: LK =% es LBCK —a x 1b—e xt LK —AF x1BC
—At X3 LK = al tridngulo ABC'— el tridngulo ALK =

(AF—A4¢) x § BC-+% LE=tF x 2% " gue tam-~

9 ,

bien es la misma expresion que da la Geometria (tonf:L
448 ) 5 por lo que se evidencia que los resultados del cal-
culo son ciertos. ke i
348 Qiiestion II. Quadrar la area ‘parabdlica ABC. 92
Tirese la ordenada pm infinitamente proxima 4 PAZ,'y
sea BA—a,AC=b,BP—x,y PM=y ,y el parametro =p;
con lo qual sera Fp—dx , y el pequefo trapecio, ¢ ele-
mento PMmp =ydx (pues estando las ordenadas M Pmp °
infinitamente proximas , su diferencia ha 'de ser despre-
ciable , y por tanto el trapecio PMmp ha de mirarse
como un rectiangulo ). La equacion de la parabola vul-

gar es g*=px , de donde sale y—=v/(px)—phut ; este
valor de y substituido’ en ‘la expresion yda 5 nos da
M3 PMmp
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PMmp=p" %= da ; é integrando S.PMmp — BMP =

COMPENDIO

I 3
& ha s
X - X I
1’-’_3—-' =% p% Xx% X% , 6 poniendo por p* x* suvalor y;

2

BMP = % yx+¢ , que es la expresion del segmento pa-

_rabélico BPM.

349 Para hallar el de todo el espacio 4/BC harémos
¥—a , con lo que serd y=b , y ABC = }ab+c=3ABxAC
+C , cuyo resultado nos manifiesta que el espacio pa-
rabdlico ABC es igual a los dos tercios del rectangulo
ABCD formado sobre las ordenadas: , mas una‘cantidad
indeterminada C. Para conocer esta -cantidad considera-
rémos que quando ¥=e¢—o0 (346 ) , la equacion 4BC
=24b+C'se transforma en 0= 0+C , que da C=o': luego
quando el espacio parabdlico se cuente desde el veértice
B, el valor de laconstante C es nulo. « :

350  Pero si el espacio parabdlico lo contisemos des-
de una recta HR paralela 4 AC, y bacemos BH=n,y
HR=s la cantidad ABC, sera en este caso HACR , y la
equacion: se reducird & HACR =% ab+C, Para que el pri-
mer miembro. sea cero basta hacer x—a=n , con lo que
ser4 y—b=—s, y 1a equacion se transformari en o—=37ns+C,
de donde sale C——2 #s; cuyo valor substituido en la equa-
cion',nos da HACR=%ab —2ins =% AB X AC— % BH
x HR. 2ol

- Me parece que en esta qiiestion y en la anterior he
dicho lo suficiente sobre las reglas que se deben obser-
var para determinar el valor de la constante C', de cu-
yo punto me desentenderé en las qgiiestiones siguientes,

93 . 351 Qiestion IIL. Hallar la quadratura del circulo.

. .Sea AB=1; AP—x ,y PM=y ; la equacion del cir-
culo sera y=V (#—«*) (149 ), y multiplicanda por du;

ydx—dxV (x—x*)=dx(x—x*)" ; y ésta serd la expresion
de un elemento de la area del circulo, que no siendo
integrable algebraycamente 5 la convertirémos en serie

(26);
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(26); en virtud de lo qual tendrémos da(x—x*)" =....

ol

I 3 5 7 L]

] 3 2 Z z
do(x® —35" —38 — o a8 —riza” — &) =x"dx
) ‘
T

3 *
T 7 ; -
—3xtdy— 3 x do— St dy — 110" do— &e.; €
3 4
2

H pa 3 v T 9.
integrando serd Sydx — ja' — I’ — ot — L x®

Ir

O

2
2z

—gdzx” , & =V AX(FA—3 8 — 15 O3 — S at —
7%2 xs 9 &C. ). : .

352 [Esta serie representa la quadratura indetermi-
nqda del segmento AMP ; para tener la de todo el se-
micirculo harémos ¥ =1 , y tendrémos §.ydx — ADR
—2 : ; ; ;

ol e e ek ey

253 Pero:isi; hacemos el xadio AC=1 , CP=x: ¥y

M=y, en este caso serd y=V.(I1—x*) (149); V(1—x*)
SI—3at — ot — e a® — g o 1o 27, & yde
—dx — } x'dx — L xtdx — £ 20dy — 135 xtdy — ...
155 4'° dx 5 &c. ; € integrando Sydr—x— L x% — % x5
— 117 ¥ — 1157 &% — 7555 &' &c., quecon hacer x=1,
tendrémos la superficie del sector ACD —1— % —
~— Tz — 177 — 3¢ &c. Si la primera serie la multi-
phcamo§ por 2, y esta ultima por 4, qualquiera de ellas
nos dara una superficie del circulo , tanto mas aproxi-

mada quanto sea mayor el nimero de términcs que se
tomen, -

I
ey

Fig.

" 354  Qiiestion IV. Hallar la quadratura de 1n elipse. 94

-Sea AC=a, GC=b, PC=x, y PM=y., por lo demos-

; b :
trado ( 148 ), serd y* = FAETTHT) 5. € s
b . 2 . 7031 Xt o
~V/(¢'—4%) 5 pero V{(@'—u") = (az—-elx?);v":q-:—%
: 7 g » e

M4 : va-u
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2 20 1T 720
848 . 104y, 212847 2562

b’dx bx"dx___‘bk‘dx ¥

ot

—, &c. Luego ydx

R

_—:{’; X da( a*=x") ¥ = bdx —

24 8at 16a°
sbutds 7bx°dx : bx® b
s C.y S.ydx =bx =~ T
72848 ag6ac? o T Ry b 64’ 404t
S bR e RO bk byt &
1204°  11532a° 28 T6

Y esta es la expresion de la area eliptica CPMG.
Para hallar el area del quadrante GCA harémos ¥=—a,
y tendrémos GCA = ab — ¢ ab — s ab — i ab —
rvre ab , &e., que para tener la superficie de toda la elip-
se bastara multiplicar por 4.

355 Siendo la equacion de fa elipse p eiesiains
= = V/(a’—x") , y la'del circulo y — v/(a*—27)
(148, 149 ) , la diferencial de la area eliptica CPMG
serd 2 dxy/(a®—a”) , y la del area circular corres-
pondiente CPKD , dxV/(a’ — x°) 5 luego CPMG
=% S.dwy/(d’—&"), y CPKD = 8. day/(a’ — &%),
que eomparando una con otra estas expresiones , tendré-
mos CPMG : CPKD :: b : a. De donde se deduce , gue
la superficie de la elipse es a la superficie del circulo, co-
mo el exe menor de la elipse es al exe mayor , que es el

didmetro del circulo circunscripto a la elipse.
356 Luego la quadratura de la elipse depende dela qua-

~ dratura del circulo; y por tanto para medir una elipse bus-

carémos primero la superficie del circulo trazado sobre el
exe mayor , y dirémos despues-que el exe mayor es al exe
menor , como la superficie de este circulo esa la superficie
de la elipse que se ha de medir : y asi expresando por I
¢ p 1a razon del didmetro 4 la circunferencia de un cir-
culo , ballarémos la circunferencia de un circulo cuyo

- ra-
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radio es @ por la siguiente proporcion I:p :: 2a: 2pa;
y. su superficie serd 2pa x = — pa’, Para hallar la
superfici¢ de la elipse dirémos a: 4 :: pa® : pab. Llame-
mos R el radio de otro circulo de igual superficie que la
elipse , su superficie serd pR? , con lo que tendrémos pabd
=pR’, ab =R*, y Vab=R , que nos manifiesta que la
superficie de la elipse es igual 4 la de un circulo , cuyo
radio sea medio proporcional entre los dos semiexes de
la elipse ; y esto nos suministra otro medio para medir
la elipse. Luego si en la serie hallada ( 354 ) para qua-
drar la elipse hacemos Vab—=1 , se transformari en 1 —

X ol S Tl o BB il :
= = = e - &c., que es la misma

serie que hemos hallado para quadrar el circulo ( 351 ).

357 Qiestion V. Quadrar la hipérbola ABD cuyo cen-
tro estd en C , y el vérvice y origen principal en A.

Sea pues AB=x, BD—y, CA=a,y el exe conjuga-

do=#4; la equaciondela elipseserd y* =" (2ax -+ x*);

Fig.

95

€ y== 5~ V/(2ax—+s4");, por manera que el elemento, -

6 diferencial hipérbolica serd ydx — L dwy/(2ax—+4°),
Y S.ydo = ADB — = §.dxV/(2a5~4-5") 5 DErOu........

z

. dxV (2ax+x*) es la diferencial , 6 elemento de la hi-
perbola  equilitera (179) 5 y como es esta la expresion
variable , y la que se debe integrar para conocer la su-
perficie de la hipérbola vulgar, dirémos que la quadratura
de esta curva depende de la quadratura de la hipérbota
equilatera.

La cantidad v (2ax+x?) — 5ty (2a+x) convertida en

ser;e Eialu) esi= x%(\/(za"*" ey 16::;(20) =2

%3 - Sx 4
64a?a/(2a) 102443 a/(24)

'§~’S.x§dx(2a +x)%:%5'.(x%dx\/( 2“)—]— a7 dx

-+ &ec. ) 5 luego S. ydy —......

“aw/(2a)

e
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136 COMPENDIO
. L
i s idh dx xdg x:dx sy
16aV(24) 644’V (2a) 1024a%V (2a)
3 ] a2, D
_ b r2x*V(2a) g Mo - riin ind o W
AT E( 3 5V(2a)  56aV(2a)  288a*V(2a)
Iy 3 S %
i 5% ,&c,): 4 ﬂi+£_:’¢'_+
5632aV (2a) av(2a) \ 3 5 50
% %*

g s + &c. ) despues de multiplicar el nu-
260a® 50324 : :

merador y denominador-del primer término de la serie
por V(24) , y sacar esta cantidad fuera del paréntesis,
como factor comun que es en todos los denominadores
de los términos de la serie , y ésta es la expresion de la
area hipérbdlica ABD. .

Si se nos pidiese la superficie del sector CAD com-

prehendido entre la curva , la tangente en el punto D,
y el semiexe AC, mediriamos el tridngulo CBD, y de
su superficie restarfamos la parte 4BD , y la resta seria
la superficie pedida. ‘ ;

358 Qiiestion VI. Quadrar la cicloide , 6 hallar el es-
pacio cicloidal ABDA.

Sea AB—=x, BD—9, AE —2r, FC—u,y el arco
«C=s. Por la propiedad del circulo serd «*—= AFXFE
=2ry—y9%; 2udu=2rdy—2ydy; V' du :——-—-——"’"T"""'.

Tirense las fz y bg infinitamente préximas y parale-
las 4 las FD y DB , con lo que seri eg—=dy—Cm,Cc—ds;
y de los tridngulos semejantes COF', Cem sacarémos CF
2CO0:Cm:Coy 6uiridy:ds="=2 Pero por la
propiedad de la cicloide (253) es AB=FC+CD—FC+

AC, 6 d=s—+-u3 ¥ do —ds—-dy =2 4= 2D — .,

“2rdy
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2rdy—ydy . " 2rdy—ydy i 29yt e
Eemi et ailinego i By e

dyV (2ry—y*) = dyV (y—y*) con suponer r=r ; pero esta
ultima expresion es la diferencial 6 elemento del seg-
mento circular AFC ( 351 ) ; luego la area ABD.A es
igual al expresado segmento. Para conocer la superficie
de la area cicloidal ADF.4 se medira el rectangulo ABDF,
y de su superficie se restara el espacio A4BDA.

359 Pero si-la cantidad por medir fuese el espacio
ADCA restariamos de dicho rectingulo el duplo de la
area ABDA.

Aplicacion del cdlculo integral para rectificar las lineas
: curvas. »

360 Ya que se pueden considerar las lineas curvas

como poligonos de una infinidad de lados , esto es, co-
mo compuestas de una infinidad de lineas rectas suma-
Inente pequenas , que forman unas con otras varios an-
gulos tanto. mayores quanto menor es la curvatura 5. €8
evidente que se pueden tirar ‘por las extremidades de
estas lincas infinitamente pequefias dos ordenadas que
estaran infinitamente proximas ; y que si por la extremi-
dad de la mas corta de estas ordenadas se tira una per-
pendicular sobre la otra ordenada , resultara un pequeno

tridngulo rectangulo, cuya hipotenusa sera el pequeno

arco , y log catetos las diferenciales de las abscisas y

la ordenada; y asi por la equacion de la curva se ha-

llard el valor de una de estas diferenciales en funciones
de la otra diferencial ; y como por la propiedad del
tridngulo rectingulo el quadrado del- pequefio arco ha
de ser igual 4 la suma de los quadrados de las diferen-
ciales de la abscisa y ordenada , extrayendo la raiz de
los dos miembros, é integrando , tendrémos la longitud
de la curva : este método de medir las lineas curvas es
lo que llamamos rectificacion.

361  Para aclararlo mejor sea A4 una curva qual-
quiera , y Mm uno de los pequeiios arcos que hemos di-
cho,

Fig.

9z
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Fig. cho, el qual por su infinita pequefiez le podemos mirar
como una linea recta confundido con la tangente; es
claro que si por sus extremos /M,m baxamos al exe las
ordenadas MP,mp , y por el punto M tiramos la Mr

erpendicular & mp , y hacemos AP=x, Pm=y,y AM
—u, serda Mr=dx,mr=dy , y Mm=du, y siendo Mrm un
tridingulo rectangulo , serd du—V(dx*+dy*), y S.du—u—
AM = 5.V (dx*+dy*). Pero como este segundo miembro
de la equacion no es integrable , ni aun por aproxima-
cion , por contener baxo el radical dos diferenciales dis-
tintas , nos es indispensable acudir 4 la equacion de la
curva, diferenciarla , y tomar el valor de dx en fun-
ciones de ¥, 6 el de dy en funciones de & para substituir
en el radical ; pues de este modo sera integrable 4 lo
ménos por aproximacion, y nos dard 4 conocer la lon-
gitud de la curva a quien corresponde
Apliquemos este método 4 la resolucion de varias
qiiestiones.

98 362 Qiestion L Recrificar la pardbola vulgar AM,

cuyya equacion es y*—ax.

La diferencial de esta equacion es 2ydy—adx , que

2y4y
da dx ==

Este valor substituido en la expresion , 6 férmula
V(ds*=+dy’) la transforma en v/( 2°2° — dy* )=

T4ar
2 xV/(a’+y") 5 v la integral de esta cantidad se-
ra la longitud del arco AM. Pero si en el vértice de la
parabola tiramos la tangente AP , haciendo AP=y, le-
vantamos a4 la tangente la perpendicular 4B—a , sera
adu—dyV (y*+a*) ; y si trazamos una hipérbola equilate-
ra BR , cuyo centro esté en A4, sera la equacion de es-
ta curva PQ—x—V(y’+a’), y la expresion del elemento
hiperbdlico PStp=8PxPQ =dy.V(y*+a*), que nos dice
que la rectificacion de la parabola depende de la qua-
dratura de la hipérbola equilatera , y por tanto una y

otra se¢ hallan por aproximacion. ;
Qiies-

o
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~- 363 Qiiestion II. Rectificar el circulo.
Hemos vxsto (250) que la diferencial de un arco
Giib : &€ = L fant ) o

con relacmn a la tangente ‘era T 31endo ¢ la ‘tan-
‘ : . r ¥

, 18‘9

dz
gente X 2 el radlo Iuego S = sera la expresion
del arco ; pero como esta cantldaﬂ 1no es’ 1ntegrab1e al-
gebraycamente 5 ‘nos es indispensable lacudir 4 la_aproxi-
macion convirtiéndola en serie , para lo qual le darémos
=]

ey
ta 51gu1ente forma r’dz‘(r +t“) , ¥ como (r +t’) T

Fig.

e

o=y of myduun 1f adaineend » tﬂ

r (1 o Hr’.- il S e &e. ) despues de
y =2

‘convertirlo en serie ( 23y 26) y sacar eI factor comun T
£dt oo Bdr

Con lo que serd S ’dr(r +t’) = S(dt— + = :

g

pik t°dt i 2%t 5 W N Xige
e AR “&c.)——:-—': VR e e

L -
f9 i 22 26 s 58 9 .
= : s v e by
yrs ,&c ( - ey 5r4 o = th s &c.)

.Y, como-el arco de 45° grados cabe 8 veces en Ia
‘circunferencia , » ¥ ademas su tangente es igual al radio,

harémos ¢=r , ytendrémos la longitud de un arco de :

(I-—-?—l———-—-————l———-—l—-—l—-l———

45 grados — : -
&c.) .que solo nos resta sumar esta serie y mul—
tlphcarla por g para tener: el valor de toda la circun-
ferencia ; bien que. como esta serie no es de las conver-
_gentes , nos es prec1so tomar un nimero de términos
bastante crecido.

364 Qiiestion III. Rectificar un_arco EM de la elzpse,
al qual llamarémos u.

: La

99

N
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Fig. La equacion de \la ‘elipse , considerando €l origen en

; j 1517 b By es g
el centro, es (148)y = - V(a'—a') 5
——— 5 luego du =V (dx*+dy*) = .....
ey uego du =V (dx"+dy*)
dxV (@ —Prbrxy) - dex Viat—a2a=py ). O
28 i — - —— con di-
V(a*—alx?) . 2 (a2 O R e
-vidir los' dos términos del quebrado por @,y hacer....
ar—b* dxvV(a*—mx?)  dxV/(a* -~ mx®) (a*=x%))
—e=m gy — ==
at > V(ﬂa—xz) FARTR az_'—"‘_xn ii id
{ con multiplicar los dos términos d.l quebrado por-el

¢ E o G ad = b 3 o~ 54 g
oy eV @ )~ ()
‘denominador ) = ——— =~

: a*—x*

y su dife-

fencial dj =+

» que po-
drémos simplificar baciendo @*—a’=r, a*—mx* =5, y
a'x*(m —-1) = n ; en virtud de lo ‘qual tendrémos #'=

dx XV (s—n : P
N Yt ( e ”).. » Que_se comvertird en Seric , 'y des~

pues se integrara como en:los exemplos anteriores. ..
100 2365 Qiiestion LV. Rectificar ¢l arco FM de una bi-
pérbola vulgar. ' '

: : ; b
" La“equacion'de la hipérbola (178)es y = S V(x*-a’),

bxdx.
it dif 1 d :—_. d = eseie gistio
cuya diferencial es 4 Vi aw) Luego u
L3 242 b2 %) : ol 5 i r
Vst =EEEI 5 cquaionaifogy

“de 1a giiestion anter’or, ¥ por tanto’ practicarénios fas
mismas reglas que en aquella hasta cunseguir su inte-
gral , que nos dara 4 conocer ¢l valor del arco F'/M cot=

respondicnte 2 la abscisa &,

Aplis
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Aplicacion del cdlculo integral para medir las solideces
de los cuerpos formados por la revolucion de las super-
: . ficies alrededor de una linea. 5

266 Asi como las superficies las hemos considerado
compuestas de una infinidad de trapecios infinitamente
pequeiios , los quales hemos mirado como sus elementos
6 diferenciales , supondrémos los cuetpos compuestos de
una infinidad de hojas de un grueso infinitamente pe-
quefio , las quales seran tambien ‘sus elementos ; y asi el
artificio para medir los sdlidos'de revolucion se reduce
4 encontrar la expresion de uno de estos elementos, é
integrarla para tener el solido 4 'quien corresponde ; lo
qual “se ' manifiesta en las qiiestiones siguientes! = '

367 Qiiestion 1. ‘Hallar la solidez 'del’ cikindro’ AB 10%

Jormado por la revolucion del rectangulo ACDH alrede-
dor 'del exe CD. : : !
. Sea CD=a, PC=x, PM—r : si consideramos que sea
MN uno de los elementos de este sélidoy sers Pp=du ;
¥ si suponemos que I : ¢ exprese la razon del didmetro
de un circulo 4 la circunferencia , tendrémos 1 : ¢ :: 27
:.27¢ , circunferencia, del circulo ML , la qual multipli-
cada por %7, nos dara su superficie c»* Esta superficie
multiplicada por dx dard la expresion del elemento MN
m=¢r'dxy & S. cr*da ==cr'dx, 6 haciendo »=—=a; cr’a—
¢r* Xa = & la solidez del cilindro propuesto 4B ;' que
siendo ¢7* la superficie de su base y a su altura , nos da
el mismo. resultado ' que la. Geometria Elemental.

308 Qiiestion Il. Hallar la solidez dél cono ABC pro-
ducido por lix revolugion del tridngulo rectingulo alréde-
dor del exe AB. SR = 300

Sea AB—x, BD=y , y el angula BAD=—u : si toma-~
mos. AD por radio , serd cos.u: sen. u:: x iy =...

102

XX sen, u

o A —%if::T) x %"« La circunferencia del

cir-
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circulo cuyo radio es y la hallarémos diciendo 1:¢:: 2y

2095 y su superﬁc1e » ‘multiplicando 2¢y por 3y , esto

’C\

ey ““by , cuya cantidad multiplicada por' dx
nos da.ra cy*dic ;. que es la expresion del elemento del
cono .y la solidez de éste serd S. cp’dw =i

sen. 2 U sen, 2 Ny %3
S X &2dx — x =
cosen. T u cosen 2y 3

es la base del. cono oo Vs I 5L, altura Iuego este resultado
es el mismo. que di6 la Geometria (tom L. 610).

369 La expresion ¢y‘dx del elemento del cono pue—
de representar en general el elemento de qualquiera sé-
lido. de revolucion ; pues en todos ellos , siendo el grue-
so de sus hojas infinitamente pequenas., se pueden mi=
rar sus dos caras Como, 1guales ¥ ast nos servira de for-
mula para las qiestiones siguientes. ; |

370  Qiestion III. Hallar Ia solidez del conoyde
parabilico , 6 paraboloyde formado por el movimiento de
la area parabolica ABD. alrededor del exe AC.

La equacion de la parabola es y*=ax llamando ael
parametro 5 este valor de »* substituido en la expresion
¢y*da se transforma en caxds , cuya, integral €5 ...,

€2 —rax x £ x—=¢y’x Lx 5y como ¢p* es la super-

ficie del circulo LM , y  la altura AP, se infiere, que la
solidez de un paraboloyde es igual al producto de su
base por la-mitad ‘de la altura 5 pero si el espacio por
medir fuesec DBLAM terminado por dos circulos -para-
lelos , del espacio AL se ha de restar la parte AER,
que hac1endo AR Zn,, EK—r serd o' X kn; y ast
DRLM=—cy* X ¥x—0r* X 3.

375, Qiestion IV, Hallar la solzdez del esferoyde pro-
longado Sormado por el movimiento de la elipse alrededor
del exe mayor:

Si llamamos el exe mayor a, la equacmn de Ia elip-

se respecto del exe mayor serd y° — % (ax——x),

subsutuyendo este valor en la formula diferencial (369),
se

= ¢y* x =5 pero ¢y’
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? b3
se ‘transformard en X% (ay —a®)de =1 — ..,

a?*

cab%x2

22, La integral de esta expresmn es =

" s sen

22+ C, que nos da la solidez desde el vértice 4

hasta un plano que pase por la recta M/H , y sea per-
pendicular al exe ; pero como en este caso para que el
espacio A4MH sea cero basta que x lo sea , el valor de
la constante C sale tambien cero, y por lo mismo no
hay necesidad de afadir cosa alguna a la integral que
da el calculo.

Si queremos la solidez de todo el esferoyde harémos
¥—a , con lo que tendrémos la solidez ADBC — ..

ca3b2 cb?a3 _ cab? ~ cab? 3cab?—=2cab? cab? b2
T TR e ST SH B e .._.—‘6 =2

242 3a* 2 3

s —-"’ x=a, pero = es la expresion de un cir-

=
culo cuyo radlo es Lh como se puede comprobar

diciendo 1 : ¢ L5 : % 5y 2 son los dos tercios de

la altura del esferoyde. Luego la solidez de un esferoyde
prolongado es los dos tercios del cilindro circunscripto 4 €l;
de suerte que para medir un esferoyde prolongado se ha
de multiplicar el circulo trazado sobre el exe menor por
los dos tercios del exe mayor.

Si el esferoyde fuese formado alrededor del exe me-
nor , enténces seria aplanado ; y tomando la equacion
de la elipse respecto el exe segundo , y haciendo con
ella las mismas operaciones que con las del exe mayor,

sacariamos su solidez igual <= x 2&.

Si suponemos los” dos exes iguales , el esferoyde se
transformara en una esfera , y su solidez seri..........,

ca?

— x —a, que es el mismo resultado que di6 la Geo—-
metrla :

Tom I ' N : Si
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372 Si comparamos una con otra las expfesiones ..

‘b-T’ X >a,y = x—b, hallarémos que son entre sf
como & : a. Luego los dos esferoydes son como el exe me-

nor al mayor. v, __

373 Question V. Hallar la solidez del hiperboloyde
Sormado por el movimiento de la area biperbilica alrede-
dor del exe primero , que llamarémos a.

La equacion de la hipérbola respecto el exe primero

con relacion al-pardmetro es 9* = Z (ax—+a"), cu-

7

o valor substituido en Ia férmula , Ia reduce 4

Y s

4 2 el opiftans 3 2 i

o S awdy +~4"de ) = 2 (%2 + Z~) ; y haciendo
Sadiii i

x=a, el conoyde hiperbdlico serd = ¢ x Z x 52 —
J g ‘a 6

¢a® x £ 5 y como ca® es la superficie de un cir-

culo, cuyo radio es @ , dirémos que la solidez del hiper-
boloyde es 'igual 4 un cilindro que tenga por base un cir-

culo, cuyo radio sea el exe primero, y la altura 3§ del

parametro. , :
- Si comparamos este cilindro con otro de igual base,

ero que su altura —a , tendrémos ca* x £ : ca’ xa
: J 6 !

2isp 60

Aplicacion del cdlculo integral para quadrar las superfi-
cies de los solidos de revolucion.

374 Para medir la superficie de un sélido de revo-
lucion formado por el plano de una curva alrededor de
su exe, 6 de otro modo qualquiera sin contar la de las
bases , se tirarin dos ordenadas infinitamente préximas 4
la curva, las que terminarin un elemento de la super-
cie , el qual con su revolucion formara un cono trun-
cado infinitamente pequefio , y la superficie curva de
este cono sera el elemento, 6 diferencial de todo el s~
lido. Para hallar la expresion de este elemento se mul-

tiplicara el elemento de la curva generatriz , que es lado
del
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del pequefio trapecio elemental ( el qual es igual (tom. L.
471 ) 4 la raiz quadrada de la suma de los quadrados de
las diferenciales de abscisa y ordénada ) por el camino
6 circunferencia que traza la mas pequena de las dos or-
denadas ; es 4 saber , que haciendo el arco de la curva
=u, la abscisa —x, y la ordenada —y, es du=V (dx*+dy*);
y esta cantidad se ha de multiplicar por la circunfo-
rencia de y , y el producto), que es la diferencial de la
superficie ;, lo que se ha de integrar- para tener toda la

Fig.

superficie curva del sélido. Luego si expresa n: m Iy -

razon del radio de un circulo 4 la circunferencia , para
conocer la circunferencia de otro circulo cuyo radio sea Is
dirémos n: m:y: ™ ; y como la diferencial de Ia
curva es V(dx+dy*) ; la diferencial -de la superficie .cur=
va serd = xV/(dx*+-dy’), y la integral de esta can~
tidad dari la superficie curva de todo el sélido ; pero
como en esta cantidad hay dos variables , no puede in-
tegrarse sin substituir por dx su valor en cantidades de ¥
¥ dy , tomado de la equacion de la curva. Aclarémoslo
resolviendo algunas giiestiones. i :
375 Qiiestion I. Hallar la superficie curva de un cono,
La equacion 4 la linea recta (320), siendo DC=aq,

AC—n, MP—y ,y DP—=x, es y —™=, que nos da x—
s Ydr=-2;este valor substituido en la expresion

= V/(dx’~~dy*) la transforma en 27 \/(‘-:51— -i—dy*)—_.-
e e e L =22y(a" +n*), é integrando
o \/(a’-i-Jzz‘) s haci'endq Y=n para tener la supers
ﬁcie'de todo el cono ¥mV(a*+n’) —§¥mx AD » que nos
Mmanifiesta que la superficie del cono es igual al produc-
to de la mitad de la circunferencia por ‘el lado, -
376, Qiiestion I Hallar la superficie de-un conoyde
Parabolico, Bary ‘. o) HS e
' Nez ‘ La

106
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La equacion de la pardbola es y’=px , que nos

da dw = 2, cuyo valor substituido en la expre-
my (A

sion 22 v/(dx’+dy") , la reduce 47 ( 3
e V(&zﬁ%ﬂ:ﬂﬁ) — ™% /(45" +p7). Para inte-

+by’)

grar esta expresion harémos VP (4p*+p*)=r ; siendo 7 una
variable qualquiera ', con 1o ‘que serd 4y* + p* =%
8ydy=ordr , é ydy— Lrdr; y haciendo las substitucio-
nes en la formula , tendrémos == V(4y +p')=
mr2dr = £ myd 2 2N e 3 = 2 2
qup I ¢ S. ;py \/( 49 ri=p >—"' T2mp T Izmp (4'-y b )'
V/(4y" +p"), que suponiendo y==o , se reduce &
22 ;s y asi dirémos'‘que la 'superficie: completa del
paraboloyde es - (4" 1) x V(45" xp")— 2.
397 Qiestion IIl. Hallar la superficie de la esfera.
Sea —1.el diametro y & el seno verso , 6 la abscisa
contada_desde el vértice , la expresion. del Seno recto
sera V(x—a?); y la diferencial de un arco de circun-

ferencia con relacion al seno verso — R L
erenci ey

multiplicamos esta cantidad por Zy, que es la cir-
cunferencia que’ describe la: ordenada y=V (x—ux*), ten-

7 L d
drémos el elemento de la superficie de la esfera _—_—zi;
x ™ — "% — pdy , por ser n—1 ; cuya integral

n n
ma expresa la superficie de un segmento de esfera , cu-

ya altura es . Para tener la de toda la esfera harémos
¥=—1 , con lo que serda my—mx1 , esto es, igual 2 la
circunferencia  del circulo maximo por el didmetro 5 0
bien quadruplo de la de un circulo maximo , por ser

éste” —m x % ; cuyos resultados concuerdan en un: todo .

con los que di6 la Geometria Elemental (tom. L. 624).
Acerca de la quadratura de 'superficies , rectificacion

de lineas curvas ', medida de la solidez y superficie de
los cuerpos de revolucion por medio del calculo intel‘-
: gral,
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gral , me he limitado lo posible , cifiéndome solamente
a la resolucion de aquellas giiestiones que son mas usua-=
les , y cuyos resultados nos manifiestan la evidenecia del
cilculo por ser los mismos que nos. di6 la Geometria
Elemental. Ademas, que siendo generales las reglas que
para ello se han dado , no sera dificil 4 qualquiera apli-
carlas para la resolucion de otras. muchas questiod®s.

Solo nos resta para terminar esta segunda parte de-
cir alguna cosa sobre el método inverso de las tangentes.

Del método inverso de las tangentes.

378 Hasta el presente solo hemos considerado las
propiedades de las cantidades. por medio de sus elemen-
tos , esto es , hemos considerado la relacion dé estos
elementos, 4 fin de poder determinar por su medio las
cantidades 4 quienes corresponden, que es todo lo que
hemos practicado para ‘conocer las tangentes , subtan-
gentes , areas , rectificaciones , &e.' ;/y este’ método se
llama método directo. - ‘

Pero quando por la contraria se pide la naturaleza
de una curva , 6 de otra magnitud , dada’ qualquiera de
sus propiedades , como si se pidiese la curva , cuya tan-
gente 6 area , &c. es dada: este modo de determinar
la cantidad por medio de las propiedades se llama mé-
todo inverso de las tangentes. obs B

379 Asi para conocer una curva quando se tiene al-
guna de sus propiedades , como tangente , subtangen-
te , normal , subnormal, rectificacion , area , &c. no se
hara otra cosa que igualar simplemente la expresion de
esta propiedad dada 6 su diferencial 4 la expresion ge-
neral diferencial que conviene al caso que se¢ propone.
Si la expresion dada es, por exemplo, una subtangen-

te, se hard su diferencial = 2, que es la expre-

sion gerieral de la diferencial de Jas subtangentes. Si la
expresion es de una area’, la igualarémos. con ydi , y- ast

3 de
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de las demas propiedades ; despues se integrara y saldri
la equacion de la curva 4 quien corresponde. -
380 Qiiestion L. Encontrar la naturaleza de la curva

cuya subtangente es 22, '
La expresion general diferencial de las subtan-

]

gentes es % (257 ). La comparacion de esta
cantidad con 22~ nos da Ia equacion = 5 2y’dy

=pydx; 2_yd_y:pdaé » € integrando y* = px , equacion de
la parabola. _

38t Qiiestion IL. Encontrar la naturaleza de la curva
cuya subtangente es —2 . 5 3

La igualacion de esta cantidad con —y‘% nos da
o Y dy=aydx—yxdy 5 ydy—adx—uxdx 5 é

a—x dy
integrando - —ax — -~ , y por dltimo y*=
2ax—ux", equacion que corresponde al circulo ; y si ha-
cemos positivo el quadrado —&* corresponde 4 la hipér-
bola equilatera (148). - .

381 Qiiestion L. Encontrar la naturaleza de la linea,

Cuya subtangente es igual d la ordenaday.

Por el supuesto serd 22 —y; ydv—ypdy; dx—dy,

; ay
‘¢ integrando ¥—y , que nos manifiesta que esta linea es
una ordenada de un triangulo rectangulo isésceles refe-
‘rida 4 la hipotenusa como exe.
382 Qiestion IV. Hallar la naturaleza de la curva,
cuya normal es constante. : ‘
Sea @ esta cantidad constante , la ordenada y,y la

abscisa «x , tendrémos ( 265 ) 2 V(dy'+dx*)=a,

YV (dy*dx*)=adx , y*dy* +y*dx® — a*dx’ 5 vyt —atdx?
—y*dx® ; yrdy*=dx*(a* —y*)ydy = dav (a’—y*) , é inte-

‘grando -2 = §. dxv/(a*—y"). Equacion que cor-
responde 4 un circulo ;" cuyo radio es a, y el senoy';

“en efecto en este 'caso es V(a*—y*)=a—ax — al cosen.
¥
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¥ por tanto es y*=2S8.da(a—x)=oax—y-.
383 Qiiestion V. Encontrar la curva cuya subnormal
es ta—u. : s gy
Siendo la expresion' de las subnormal 2% serg
Lt fpdegd din AL i
por el dato 22 —1, . 5 YAy=ZLadx—xdy , é in-
tegrando Y*=ax—x* , equacion del circulo,
384 Qiiestion VL. Hallar Ia naturaleza de lg curva,

cuya subtangente es ——
y g V(“z—yz) &

Tendrémos ¥ R B e
V(eiyt) == T4 3 g =dx, €

e 22 ad: .
integrando x— . V(n“z’_y;) » que es la longitud de un

arco de circulo , cuyo radio =a, y la ordenada =y,

Por el mismo ‘mét odri
" el odo ‘se podran resolver otras -
chas qiiestiones, - : L
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DE LA MECANICA

CariTurb
De algunas mociones de la Mecanica para
: s mejor imteligencia. i

3325

Habiendo tratado en las tres primeras partes de este
Compendio aquellas partes de las Matematicas puras,
que son indispensables 4 todos los Jovenes que se dedi-
can al estudio de la naturaleza , nos resta para com-
pletar esta obrita , segun el plan que me he pl‘i)PufztO
seguir , insertar en ella la parte mas esencial de las tg:
tematicas mixtas , qual es la Mecdnica : esta parte,
mada en el sentido mas extenso , es una ciencia , ¢Uyo
objeto es averiguar las leyes del equilibrio , y MOVIIER
to de los cuerpos solidos y fluidos.
- 385 Llamase cuerpo la union,
chas partes de materia. &

uando las partes materiales : ! 5
tal Sdherencia ufr)xas con otras que resxsfe.ili a;nelr;eéﬁlaf;
cion mutua , se dice que el cuerpo €S 80/ zl' i Gtrash st
do las partes estin separadas las unas _d_e, 33 se 1as,hace
adherencia es tan corta que con facﬂl%da, Las piedras,
mudar de lugar, el cuerpo se llama 2 u{ . ua , €l vino,
metales , &c. son cuerpos sélidos , y € aghie >
&e. son cuerpos fluidos. La

of -
H

6 conjunto de mu-

de un cuerpo tienen
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286 La parte de Mecanica que trata de los cuerpos
sélidos se llama Dinamica , y la que trata de los cuer-
pos fluidos Hidrodinamica. '

La Dindmica se divide en Eszdtica y Dinamica pro-
pia : la primera trata del equilibrio de los cuerpes sé-
lidos , ¥y la segunda del movimiento de ellos. Tambien
se divide la Hidrodinamica en Hidrostatica é Hidraulica,

7

segun que trata del equilibrio , 6 movimientos de los
fluidos. '

387 Todo cuerpo, sea sélido 6 fluido, es pesado,
esto es , ‘tiene tendencia a- descender , y desciende en
efecto hasta la superficie de la tierra ( quando no hay
causa . alguna que impida su movimiento ) por li-
neas verticales 6. perpendiculares a la superficie de las
aguas , 6 lo que es lo mismo , por lineas que se diri-
gen al centro del globo , considerahdolo perfectamente
esférico. B i ;

388 [Esta fuerza 6 causa ( provenga de donde qui-
siere ), que obliga 4 los cuerpos 4 descender , se llama
pesantez 6 gravedad.

Quando en un cuerpo se prescinde de este atributo
se llama solamente cuerpo 5 per6 quando no se prescin-
de de €l , se nombra cuerpo pesado ¢ grave: ' st

389 Como un cuerpo puede ser mas 6 ménos poro-
S0 , segun que las partes de quie’'se compone estén mas
6 meénos unidas & las otras, nos es preciso hacer distin-
cion entre su masa’ 'y su volumen. ;

Por masa de un cuerpo. se entiende la cantidad de
materia propia de que se compone , y por volimen el
espacio aparente que ocupa , 6 la extension del cuerpo,
segun las tres dimensiones de longitud , latitud y pro-
fundidad. La Geometria considera el vohimen , y la Me-
canica solo considera la masa. Por tanto en lo sucesi-
vo por la voz cuerpo entenderémos toda la masa de que
esta compuesto.

390 La razon de la masa de un cuerpo con su vo-
himen , 6 lo que es lo mismo , la cantidad de materia

coIm-
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comprehendida en un voldmen determinado , se Ilama
densidad. Desde luego se manifiesta que la densidad no
es una qualidad absoluta , esto es , no podemos decir
que un cuerpo sea mas , 6 ménos denso si no es compa-
randolo con otro. Para hacer esta comparacion es pre-
ciso dividir las masas por los ndimeros de unidades que
tienen los volimenes , ya sea que estas unidades se to-
men en varas cubicas , pies, pulgadas, &c. ; y cote-
jando los quocientes que resulten , se conoceran sus
densidades. Asi, llamando .4 y a las masas de dos cuer-
pos D y d: sus densidades § y s, sus volimenes se-
ran D it =, que nos da-4 conocer las den-
sidades de estos cuerpos ; de esta proporcion se saca
tambien A4: a :: SD : sd , que nos manifiesta que las ma-
sas estan en razon compuesta de las densidades y los vo-
lumenes. : :

391 Quando un cuerpo se mantiene constantemen-
te en un mismo lugar se dice que estd en reposo , y
quando pasa de un lugar a otro se dice que esta en mo-
‘vimiento. : ‘

392 El tiempo le consideramos como originado por
la fluxion sucesiva y uniforme del instante mirado co-
mo elemento suyo. :

393 Se dice que un cuerpo se mueve con mayor 6
menor velocidad , segun que corre mayor ¢ menor es-
pacio en un tiempo dado. Luego la velocidad es la ra-
zon del espacio corrido con el tiempo que se emplea en
correrlo , 6 e/ quociente que resulta de dividir el nimero de
unidades que tiene el espacio por el nimero de unidades
que tiene el tiempo.

394 Es claro que no puede conocerse la veleidad
de un cuerpo si no es por la comparacion de estos dos
elementos , & saber , el espacio y el tiempo. Si supone-
mos que dos hombres saliendo de Madrid para viajar ca-
minan de tal modo , que el uno anda 30 leguas en 3
dias , y el otro 60 leguas en g dias, seran las veloci-

' da-
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dades con que estos hombres andan como %°: ¢° i ‘1o

- 5 -
:12 , donde se ve que el segundo camina mas apriesa

que el primero en la misma razon que 12 €S mayor
que 10. ‘
395 Un cuerpo que est4 en reposo no puede mover-
'se si alguna causa exterior no le obliga 4 ‘ello; esta cau-
sa, G agente se llama fuerza 6 potencia ; y esta: fuerza
aplicada al cuerpo es la que le mueve , & intenta mo-
ver , lo que nos obliga 4 distinguir la fuerza en fuerza
motriz y fuerza de presion : la primera mueve al cuerpo,
y por tanto produce un movimiento real, y la segun-
da pretende moverlo ; pero 4 causa de la resistencia que
encuentra no lo consigue. La velocidad que produce en
un cuerpo la primera fuerza se llama wvelocidad real , y
la que intenta producir la segunda ; velocidad virtual.
Por exemplo , un cuerpo que cae libremente desde una
altura de 135 pies adquiere en virtud de los impulsos ins-
‘tantaneos , y repetidos de la pesantez'; una velocidad
capaz de hacerle correr uniformemente en un segundo

‘30 pies de Paris , como se hara ver 4 su tiempo. Y asi

la suma de los impulsos de la pesantez durante la caida
de 15 pies es una fuerza motriz que produce una ve-
locidad real y uniforme de 30 pies por segundo. Pero si
un cuerpo animado porla pesantez es sostenido por una

“tabla que impida su descenso ; como en este caso cada

accion instantanea es destruida por la tabla , Ia pesan-
tez es una fuerza de presion , la qual no produce otro
efecto que comprimir el cuerpo contra la tabla sin cay-
sar movimiento alguno.

396 Toda fuerza, sea la que fuese » Su naturaleza
no puede medirse de otro modo que por su efecto ; éste
no es otro que el mover, ¢ intentar mover de una par-
te 4 otra una cantidad de materia en cierto tiempo. Lue-
go hay dos cosas que considerar en el efecto ; 4 saber ,
la masa que mueve 6 intenta mover , ¥ la velocidad co-

~Tnunicada a todas las particulas de la materia » O repar-

tida en. tantas partes como puntos materiales hayga; es-
ta
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to es, el producto de la masa por la velocidad: Este pro-
ducto es lo que se llama cantidad de movimiento ,y esta
cantidad es real 6 virtual , segun que la velocidad lo sea.

397 Enla Mecdnica la fuerza de presion se aprecia
por el producto de la masa , por la velocidad que es ca-
paz de comunicarle 5 y todss las veces que los productos
de esta naturaleza sean iguales indican presiones igua-
les.

La fuerza se representa por el producto de la masa
la velocidad que realmente le comunica.

398 Llamase sistema de cuerpos el conjunto de mu-
chos cuerpos de tal modo unidos unos con 0Otros , ya sea
por medio de hilos , varillas , 6 de qualquier otro modo,
que qual si compusieran un solo cuerpo , 10 puede mo-
verse ninguna de sus partes sin que las demas participen
del movimiento. ¥’ siszema de Fuerzas o se llama el con-
junto de muchas fuerzas que obran 4 un mismo tiempo
sobre un cuerpo, ¢ sistema de caerpo con qualesquicra
direcciones. : ' :

399 Quando muchas fuerzas aplicadas a -un. cuerpo
6 sistema de cuerpos se destruyen unas 4 otras de tal
modo que al cuerpo no le resuite movimiento , se dice
que dichas fuerzas estan  en equilibrio. : .

400 La determinacion de la razon de muchas fuer-
zas que se equilibran es el objeto de la estatica 6 ma-
quinaria. :

401 Pero quando las fuerzas no se equilibran pro-
ducen ciertos movimientos en los cuerpos , y la deter-
minacion de éstos es el objeto de la Dindmica , de cuyos

rainos vamos 4 tratar.
De los principios generales del equilibrio.

402 En toda fuerza hay dos cosas que considerar ;
4 saber , la accion que exerce ,y el sentido en el qual
exerce esta accion. Para comparar entre si muchas fuer-

zas de un modo exacto y completo se debe atender 4 es-
tas

la potencia 0, :
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tas dos circunstancias ; pero una y otra las comprehen- Fig.

Qeréxnos tomando sobre las direcciones de las fuerzas unas
lineas rectas que les sean proporcionales ; porque estas li-
neas representaran 4 un mismo tiempo la magnitud de
las fuerzas y las direcciones con que obran. Por exemplo,
sean dos fuerzas Py @, que tiran de un cuerpo 4 por
medio de dos hilos , 6 de dos varillas en las direcciones
AP, AQ, ; y supongamos que la potencia P sea dupla de
: tomando sobre A4Q, direccion: de la
potencia ' Q, una parte arbitravia 4C para representar
esta potencia , y sobre 4P direccion de la potencia
P, la parte AR dupla de AC para que exprese ésta
195 efectos completos de las dos potencias P y Q esta-
ran representados por las lineas AC y AB ; y si dichas
potencias tuvieren entre si otra razon qualquiera , se to-
maran las lineas 4Cy AB que tengan la misma razon,
esto es, que se verifique la proporcion Q, : P :: AC : AB;
de suerte que en la Mecanica se nombran las fuerzas
Eorvlas lineas que las representan. Asi , si se quiere se-
fialar la potencia P por su efecto completo , en lugar
de decir /a potencia representada por la parte AB de su
direccion , se dice simplemente Ja potencia AB.

403 Siendo las fuerzas cantidades de una misma es-
pecie , ¢ reductibles 4 una misma especie , deben va-
luarse por una medida que sea comun a:todos, a la
qual deben referirse ; y como encontramos que todos
los cuerpos son pesados , 6 que este atributo que:llama~
mos peso no puede destruirse sin que se le oponga algu-
na fuerza , puede tomarse por unidad de fuerza un peso
determinado , por exemplo, la libra : en este caso, sien-

do las: fuerzas Py Q como 2 a1 5 si la fuerza P equiva-

le & un peso de 16 libras, la fuerza O, es equivalente a
8 libras. ; '

Axiomas propios para la Mecdanica.

404 <L..Un punto’ no puede seguir moviéndose por tnu~
¢hos caminos diferentes. d. um mismo tiempo,
Asi

107
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Asi, quando muchas fuerzas son aplicadas 4 un mismo
tiempo a un punto , 6 4 un cuerpo, cuya masa pueda con-
siderarse como ‘reunida en un solo punto, el cuerpo se
moverd por un solo camino , del mismo modo que si es-
tuviera impelido por una sola y dunica fuerza equiva-
lente en quanto al efecto en este sentido 4 todas las
fuerzas propuestas.

405 La fuerza que produce en un cierto sentido el
mismo efecto que todas las otras juntas se llama la re-
sultante 6 derivada de todas ellas ; y dichas fuerzas se
llaman sus componentes.

El encontrar la resultante quando se tienen las com-
ponentes es lo que se llama /a composicion de fuerzas, y
la inversa, esto es , hallar las fuerzas competentes quan-
do se.tiene la resultante , es lo que se llama la resolu-
cion 6 descomposicion de fuerzas.

406 Il. Dos fuerzas iguales , y directamente opuestas
se destruyen una d otra ,y por consiguiente producen equili-
bro ; pues no hay razon para que la una supere 4 la otra.
" reciprocamente quando dos fuerzas se destruyen son
iguales y directamente opuestas. Porque se viene 4 la vis-
ta que una fuerza no puede ser destruida si no es por
algun obsticulo colocado en su misma direccion:

407 De todo esto se deduce : 1° que hay equilibrio
entre. muchas fuerzas aplicadas & un mismo punto quan-
do la resultante de todas ellas es cero, 6 quando la re-
sultante de todas las que obran en un sentido es igual
y directamente opuesta 4 la resultante de las fuerzas
que obran en sentido contrario.

408 2.° Y reciprocamente si muchas potencias aplis
cadas 4 un mismo punto se equilibran , seri porque una
de ellas sera igual y directamente opuestd 4 la resultan-
te de las otras , 6 la resultante de cierto nimero de fuer-
2as serd igual y diametralmente opuesta 4 la resultante
de las restantes.

409 Il 8i una fuerza obra sobre un cuerpo con di-
reccion perpendicular a una linea 6 a un plano , no puede

im=
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imprimir al cuerpo ningun movimiento en direccion parale- Fig.

7

la @ la linea 6 al plano ; porque no hay razon, 6 4 lo
menos no la encontramos para creer que la fuerza pue-
da producir mayor porcion de movimiento paralelo 4 un
lado que a otro; y como no puede producirlo en los dos
sentidos contrarios 4 un mismo tiempo , no lo produce
en ninguno de ellos , y asi el movimiento paralelo 4 la li-
nea ¢ al plano ha de -ser nulo.

Advertencias.

410 1.* Quando una fuerza obra en un cuerqo qual-
quiera, siempre que su impulso no lo comunique por medio
de alguna mdquina , podemos suponerla aplicada en qual-
quiera punto de su direccion , sin que por esto dexe el
efecto de ser el mismo. n

De suerte que si dos potencias P y Q tiran de un
cuerpo 4 por medio de dos cuerdas inextensibles y sin
masa , 6 le impelen por medio de dos varillas AP, 40,
inflexibles y sin peso , el efecto que produciran serd siermw
pre el mismo, no variando sus direcciones » yasea que
las: potencias se apliquen inmediatamente al cuerpo, ya
sean aplicadas en los puntos Py Q, 6 ya sea que se
apliquen en qualesquiera otros puntos de su direccion.

411 2.* Los cuerpos d los quales suponemos aplicadas
las potencias los podemos considerar como destituidos de
pesantez. Biiby ,

Aunque la pesantez es un atributo universal de to-
dos los cuerpos, bastanos considerar el que es una fuer-
2a que obra de arriba abaxo en los cuerpos , la qual se
com}z}ina con las demas fuerzas 4 que el cuerpo esta so-
metido. '

CA-
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CAPITULO IL
De lacomposicion y resolucion de las fuerzas.

412 Si dos potencias Py @ tiran de un cuerpo Aen
un mismo sentido AQ, , resultard sobre este cuerpo la mis-
ma accion que si estuviera tirado de una potencia uni-
ca igual 4 la suma de las dos potencias Py Q.

Es evidente , pues las dos potencias Py 0, se pueden
aplicar en un solo punto, y en este caso la potencia apli-
cada 4 dicho punto ha de ser indispensablemente igual
4 P+0Q,; luego 19 para hacer equilibrio 4 las dos poten~
cias Py Q bastari aplicar en la direccion A4S una po-
tencia S—=P~+0. :

5.2 Si muchas fuerzas tiran de un cuerpo en una mis-
ma direccion , sera preciso para que se verifique el equi-
librio aplicarle una fuerza igual a la suma de todas ellas,
y que obre en una direccion -diametralmente opuesta.

3.2 Si dos potencias desiguales ' y P con direccio-
nes encontradas tiran de un cuerpo siendo .§> P , serd
preciso para el equilibrio aplicar 4 la potencia P otra
fuerza O =S—P , y que obre en la direccion AP.

4.° Si un ndimero qualquiera de fuerzas obra en un
cuerpo , tirando unas en una direccion , y las restantes
en otra direccion contraria , habra equilibrio siempre que
la suma de las unas sea igual 4 las uma de las otras; pe-

" ro si estas sumas son desiguales, sera preciso para que

109

se verifique el equilibrio afadir & la suma menor una
potencia que sea igual 4 la diferencia que haya entre las
dos sumas propuestas.

413 Si una potencia P impele , 6 tira de un cuerpo en
una direccion perpendicular d una recta EG , la potencia
solo moverd al cuerpo en la direccion de AP ( axiom. 2
sin que produzca movimiento alguno en el sentido AE, ni

110 en el sentide AG. Pero si la potencia tira obliguamente

por
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por razon 4 BG | en este caso el cuerpoise desviard diun

mismo tiempo de-la recta BG, y detla perpendiculari AZ.

Esta proposicion es tan evidente, ‘que con solo enun-
ciarla se manifiesta’su evideneia. 1200 oy e e

414 Luego si representamos la potencia’? por la par-
te! 43 de su direccion 5y ‘del punto ‘Pl baxamos las per-
pendiculares BE,BE' 4las ‘rectas - AE, AZ es. evidente
que tirando la potencia P del-cuerpo desde: 4 hicia B
le desviara de la recta AF"de una cantidad 'represe'nta:
da por FB., 6 por AE ; y de la recta AL de una can-
tidad expresada por: £ , 6. por B ; de sucrte'que por

el primer desvio el cuerpo se halla:en el mismo caso que .

si fuese impelido por una potencia representada por A,
y por razon al segundo desvio se halla en el mismo ca-
§o que si hubiera sido impelido por una fuerza repre-
sentada por AF. learpazsioh Lok \ 5
«\q1s 0S¢ dos potencias P y Q representadas por las par-
tes AB,AC impelen , 6 tiran de un; cuerpo A segun las di-
recciones AP, AQ , que formeh un: angulo’ qualquiera PAQ,
se moverd del mismo modo que si estuviera impelido ol
cuerpo por una fuerza unica representada por la diagonal
AD del paralelogramo ABDC. -1 - - By 2

| Y -

En esta: 'prqposicion pueden’ ocurrir dos ‘casos’, por-
que los ‘dos angulos PAD,0 4D son-agudos (fig. 111 ),
6 'el-uno esiagudo y el otro obtuso (fig. rr2). y
‘416  Caso L. No obrando las dos fuerzas P y Q en un
mismo sentido, nien sentidos directamente: contrarios, de=
ben en ‘parte. destruirse’, y en ‘parte juntarse:.'Y ‘como
(‘axiom. 22 )rdos:fuerzas no pueden destruirse , ni ménos
juntarse , interin no obren en'sentilo contrario 5 6 en
una misma direccion , las dos potencias P.y Q' pueden
considerarse ‘como las resultantes de quatro fuerzas, de
las quales dos obran en sentido contrario , '.rr-xiéntras’fflas
otras dos'obran ‘en:un misto sentido 5 pero-el cuérpsd
go puede ‘seguir mas:de un ‘camino (‘axtom. 1.%) ,-yéste

3egle; 1sler f}.gle‘ las;fuer'zAas que ‘causan el movimiento’;
pues ellas le impelen una.y otra en.un mismo sentido
i Tom, I Q sin

Hg

11X



210 COMPENDIO

Fig. sin que causa alguna se oponga 4 este movimicnto. Lue-

I1I -

‘presentada por la dxagonal AD:

go 1. las dos fuerzas-opuestas deben destruirse , pues de
lo contrario resultaria otro movimiento al cuerpo , y en-
tonces se veria precisado a seguir «dos caminos 4 la par,
lo .que-es 1mp031b1e

417 22 Lasidos fuerzas que causan el movimiento de-r
ben ser perpendiculares 4 las -otras 5 porque: si-esta‘pros
piedad ‘no se verificase 5 el cuerpo tendria ; fuese en un
sentido , fuese ‘en sentldo contrario , un: movimiento pa-
ralelo a la linea recta , sobre la qual caen, las direccio-
nes de las fuerzas opuestas , y estas:fuerzas:no podrian
ser totalmente: destruidas; lo que se opone 4 todo lo que
acabamos de: establecer ( axiom. 3. ). it

418 - Estas son las dos condiciones- 5 a las quales de-
be satisfacer la expresion de la resultante de las dos fuer-
zas AB y AC. Aclarémoslo.
- Tirese por el punto. A4 en ‘el: plano en que estan las
potencias la recta- EG perpendicular 4 la-diagonal 4D

y concliyanse los dos rectangulos AEBF, AGCH ; sus

poniendo ahora que por la fuerza 4B se substituyan
las dos fuerzas A, AE, y por la fuerza..4C las dos fuer-
zas AG, AH , las dos fuerzas ‘AF .y . AE representarin
respectwamente (414 ) lasicantidades que da fuerza 4B
desvia el cuerpo: de- las rectas '‘EG"y:AD 3 y-del .mismo
modo expresaran las fuerzas 4G, AH las cantidades'que
la fuerza AC desvia el cuerpo de las rectas EG y 4D.
Si examinamos.con atencion la figura verémos, desde lue-
go: que Jos triangulos AGC, 4CH yi BFD. son totalment
te iguales 5 y que por.consiguiente tambien’ han:de ser
iguales los lados 4Gy BF, AH y FD., pero AE—=BF;
luego AE=AG , esto es 5. las dos fuerzas: se destruyen;
de suerte que de las quatro fuierzas en que habiamos-des-
compuesto las 4B y .AC, solo quedan. para.el movimien-
%o las dos fuerzas AH y «AF i pero «AH == FD:; luego
wAH+ AF — AF+FD=AD. Luego-las dos fuerzas pro-
puestas 4B, AC se pueden reducir i una: sola fuerza re-

| ’-lrj’.._('la-‘

; paralelogramo adyacentesa dicha' diagonali- .
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' 419 ¢ Caso T, Tirese por el punto Alarecta EG que
ésté en el plano de las potencias, y sea perpendicular 4
la diagonal AD ', y formense los rectangu!os AEBF,

AHCG Haciendo consideraciones analogas a las’ del’ cas

so anterior § verémos que en vez de las-fuerzas 4By AC"
podemos’ Substituic las quatro fuerzas AE, AF; AG, AH;
que de todas éstas las AE y AG por i uales y directas
mente opuestas se han de destruir ( axtom. 2.°) , y solo’
causan el movimientolas fuerzas AF y AH | pero éstas
obran en sentidos’ contrarios ;'y ademas AH—=DF; Tie-
g0 (412! Il ) al cuerpole’'moverd ‘una fuerza réprésen-

Fig

II2

tada por AF—AH=AF-=DF—A4D > que. tambten e la '

dlagonal luego &c. -
Estando en un mismo plano 1os tados AB, AC’ y

la diagonal del paralelogramo, se ve que dos fuerms qtié.

concufren en un punto'y su resultante tamblen -deben

>
‘. SAs

estar'en un plano. :
“420 De esta proposicion se' deduce S que si dos
fuerzas son' representadas por dos lados contiguos de un
paralelogramo’, se puede’substituir en su lugar una fuer-
za expresada por la diagonal del mismo paralelogramo
c0rrespond1ente 14" dichos® lados ;¥ que reciprocamente
en lugar de-una fuerza dnica ‘expresada :por la diagonal
se ‘pueden substituir dos’ expresadas por los - lados de el
42t -21° Que si tenemos dos fuerzas P ¥y Q exprcsa~
das por los lados AB,AC de: un' paralelograiho ; y-que-
remos ufia ‘tercera! fuerza §' quk haga- equ1hbr10 con ellas,
contintaréinos ' el paralelograrno ‘ABDC , tirarémos: la
diagonal AD";'la que ‘prolongarémos ‘hasta .5 hacmndo

AS=AD v ASsera magnitud de”lafuerza’s'y
hara equilibrio con las fuerzas Py O, ‘obrando' en* una
direccion AS pues'es igual y opuesta & la resultante 4D,
422 3.° Que estando las potencias P, Q, s ¥ Su resul<
tante expresadas por los lados 4B, AC' yyla dmgonal
AD , dichas tres'fuerzas seran'como estas lingas ;6 por
ser AS=AD seran P Q wiAdBy ACy P S s AB* AD;
Oz’ y

113
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Fig. y Q8 AC: AD ;6 abreviando la expresion P: Q3 &

3 AB: AC sy AD; 6 por seri: AC=BD; P2 Q:S::1«4B: BD
: AD, que nos da & conocer que dos fuerzasy su resul-
tante 5 0..dos fuerzas. , g otra tercera fuerza que haga
equilibrio con ellas, pueden representarse por-los tres lados
de un tridngujo. Y como en el tridngulo los lados son
proporcionales 4 los senos'de los 4ngulos opuestos ( tom.L
658 ),sera P: Q¢S 1 sen.. BDA: sen. BAD : sen. ABD.
Pero, sen. BDA = S.en CAD (tom ;1. 423) =sen. CAS
(tam.1'644): sen. BAD —sen. BAS,ysen..ABD=—sen.BAC
( parrafo citado) , que haciendo las substituciones cor-
zespondientes ,. concluirémos’ con que son P: Q, =8 :: sen.
CAS : sen. BAS :sen. BAC , esto es., para que tres po-
ignrcigs.ﬂ qug estan en- un - mismo plana , 3y concurren en un
punto se equilibren , han de. sen entre sé como los senos de
los angulos formados por las direcciones de las otras. dos.

114 423 Side un punto qualquiera D tomado en la direc-

cion de la resultante AD — R de dos potencias P y Q se
baxan las perpendiculares DE,DF sobre las direceiones de
estas mismas potencias, y se:tira la recta ER , serdan P:Q
DR DB DE o Bl of Mignounil 76 adin whserig 19
.. Construyende el paralelogtamo ABDC seran. Pz Q
R dB:BD: AD(422) ; pero siendo rectos los an-
gulos AED, AFD, la circunferencia descrita sobre 4D
como didmetro- pasard; por, los. puntes'E y F, y sera el

- 4ngulo, BAD = ang. EFD (tom. L 522 )5(y ang. BDA

=ang. D:({Ez:éﬂ'g.; DEFE ; luego los tridngulos AI?D 5
DEF son semejantes, y tendrin sus: lados: proporciona-
Ies 5 pero las tres.potencias son como los lados del trian-
gulo. ABD: 5 luego tambienseran proporcionales 4 los,
del tridngulo DEF ,, coniilo que tendrémos P:Q: R—=S
SR DB RE .S O v st A B5s hridiiaes e

424 Stide estas tres razones tomamos las dos pti-
meras , tendrémos P : Q::: DF: DE. Donde se ve que
das dosipotencias B y Q. sen.recipracamente como las per-
pendicylares bayadas & sus direcciones desde un punto 1o-
tnado en la direccion de la resultante. i . 1 ‘”S"
: A i
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42¢ Si desde un punto F de'la fuerza O baxamos &
fas potencias P y R=3S las perpendiculares Fa Kb, s ti-
ra la recta ab ; y desde un punto E tomado en la direc-
cion de la fuerza P , se baxan 4 las direcciones delas
fuerzas Qy R las perpendiculares Ef; Eg , y se tira la
recta gf , resultaran dos tridngulos ‘Fab , Egjf semejan~
tes al triangulo 4BD, con que seran proporcionales P: R
=8 Fb:Fa,y0Q: R=S§:Ef: Eg;(lasemgjanza de los
triingulos se deduce ficilmente ; pues si sobre las rectas
AF y AE ; como didmetros , se suponen trazados dos
circulos, las' circunferencias pasaran - indispensablemente,
la primera porlos puntos @ y &, y la segunda por los
puntos £y g , de donde resultara ang. Fab = ing. DAC
=éang. BDA, y ang. aFb —ang. BAD, &c.).

\Asi en general dos potencias qualesquiera de tres que
se equilibran son reciprocamente coma las perpendiculares
baxadas a ellas desde un misma punto de la direccion de
da tercera. ¢ L8, | -
" 426  Las proporciones P: Q :: DF: DE,P: § :: Fb
:Fa,y Q:8u Ef: Eg, que acabamos de sacar; nos dan
PXxDE=QxDF,PxFa—8xFb,y QxEg=SxEf, donde
se ve que si tres potencias P, 0,5 estan en equilibrio,
los ‘productos de dos de ellas por sus distancias 4 un ‘pun-
to fixo tomado en la direccion de la tercera son iguales.
Los productos de las potencias por sus distancias 2 un
punto fixo se llaman momentos de potencias.

:~42%7 Supongamos ahora que pasando siempre las di-
recciones de las tres potencias P,R,0, por los puntos fi-
x0s E, D, F el punto A se vaya moviendo en la direc-
cion AS , es claro que los angulos BAD,BAC,D AC irin
decreciendo sucesivamente , y las rectas DE,DF' se iran
acercando 4 confundirse con la recta EF; de suerte que
quando el punto A4 haya llegado”al infinito ; los 4ngulos
BAD,BAC,DAC seran cero ; las direcciones de las po-
tencias seran paralelas; las rectas DE, DF'se habran con-
fundido con EF, seran iguales 2 ellas, y todas tres perpen-
diculares 4 las direcciones de las potencias. ¥ como: las

. 03 pro-
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Fig. propiedades demostradas en esta proposicion no depen-
den de modo alguno de la cantidad de los angulos que’

forman entre si las direcciones de las potencias , diré-
oS : que si dos potencias paralelas y su resultante son cor-
tadas. perpendioularmente por una recta , seran entre s
como, las partes de'la recta comprebendidas entre las di-
recciones:de las:otras 5 0 lo que.es lo mismo 5 cada potens
cia esta representada por la parte de la recta comprebens
dida entre las direcciones de las otras dos.. i

115 428  Asi, si-dos potencias P y Q obran con direccio-

nes paralelas en un cuerpo qualquiera , y tiramos la rec-
‘ta AB perpendicular 4 sus direcciones ; tendrémos P: Q
tR=8 2 DB AD : AB; pero si tiramos, una recta EF
que corte de qualquier modo las direcciones de 1as poten-
cias seran proporcionales DB: AD.: AB:: GF: GE : EF;
luego tambien seran P : Q : §:: GF : GE : FE ; que nos
manifiesta que siempre que dos potencias que-obran en di=
recciones paralelas , y su resultante , 6 potencia. que haga
equilibrio com ellas 'y sean cortadas por una lined recta de
qualquier modo 5 dichas potencias son entre si como las par-
tes de las rectas comprebendidas entre las direcciones - de
fas otras dos. e O e R asinuotogasny e ot 2 98
11429 1+ Luego 1.% si-suponemos queEF'sea una vara in-
flexible y sin masa , de cuyos extremos cuelguen dos pe+
sos , 6 tiren dos potencias con direcciones paralelas, serd
preciso para el equilibrio 1. que PXGF=0OxEG , esto es,
que los momentos de las potencias P 'y O sean iguales:
2.° que la potencia § que sostiene el sistema sea igual a
P+( , y paralela a las direcciones de las potencias : 3.°
estando en equilibrio las tres potencias P, Q y S, cada
una de ellas indiferentemente puede considerarse como
que hace: equilibrio: con las otras dos , (6 como que es
igual y directamente contraria 4 la resultante de las otras
dos. Considerando, por exemplo, la potencia Q, baxo este
punto de vista , es evidente que esta potencia es paralela
4 las dos componentes P y 8 5 que ella estd situada mas
alls del punto D al lado de la mayor fuerza § , que obra
i e - en

LAE) ORf
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en el mismo sentido ‘que la fuerza menor P, y que es

jgual 4 la diferencia de las componentes ; pues la equa-

cion S=P+0, da Q=8—P. La posicion del punto B 4 que
estd aplicada la potencia Q la hallarémos siempre que se

conozca el punto D por medio de la equacion PxAD=0,
xDB , pues de ella sacarémos DB —2x4D : sila po-

tencia que hace equilibrio con las otras dos fuese P, ten-

3 ) x DB
driamos por las mismas reglas P=§—0,AD=>=~"
En fin , teniendo presente que estas potencias son'pro-
porcionales 4 las partes de la recta comprehendida en-
tre las direcciones de las otras, no tendrémos. §1lﬁcm1-_
tad alguna en conocer qualquiera de las potencias, ni
el punto 4 que debe aplicarse para que se werifique el

equilibrio.
Qjiestiones sobre Ja composiciony resolucion de las fuerzas.

* 430 L Hallar la resultante de dos fuerzas P y Q que
estdn en un plano represeptadas por las rectas AR,AQ que
concurren: en un punto A. . 185 ¥ 250DLIIE 115

. Sobre las rectas AP y AQ, , como lades contiguos,
tricese el paralelogramo APRQ,, tirese la diagonal 4R,
y esta linea expresard la resultante de las dos fuerzas
Zg% . Qiestion 1L Hallar Ja resultante de las fuerzas
P,Q,S , que estdn en un mismo. plano:, representadas por
das rectas Pn , Qu , Sz 5 y:que son inclinadds entre si.

' Prolénguese la potencia Q' hasta que encuentre en
la potencia P ; témese OQ=ut ; y Ph=ztn:sobre th y to,
como lados contiguos, tracese un:paralelogramo zb, Do
y tirese la diagonal Dt 5 y:éstaes la resultante de . las
dos potencias P y Q. Prolénguese: la: resultante D' hasta
que encuentre la fuerza § prolongada en el punto 275
hagase Di=tV" , y Sx=Zu , y sobre XV y Il ; como la-
dos contiguos , tracese el. paralelogramo /Z7XR , y tirese
la. diagonal Z7R ; y esta linea sera la: resultante que se

: : ' 04 bus-

Fig.
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busca : fiindase esta practica en lo dicho ( 420'). Para

encontrar una fuerza que ponga el sistema en equilibrio
se prolongara RZ” hacia el punto 7, haciendo la prolon-
gacion =R, y tendrémos la fuerza , que obrando en
la direccion: RZ”, hace equilibrio con todas las demas po-
tencias. :

Si. las potencias fuesen mas se hallara la resultante
por un método semejante. :
432  Qiestion IIL. Hallar la resultante de dos fuerzas
paralelas Py Q que estdn en un mismo plano ; y tienen
unA miswmia direccion. ' ] 2611 ooy

~ Sumense las dos potencias P y Q' y se tendr
el valor de la resultante R. Para conocer el punto D

por donde pasa férmese la siguiente proporcion P+Q=
R P s AR RD. ‘

Si las fuerzas paralelas tuviesen direcciones encon~-

tradas, como P y S, y quisiéramos la resultante 0, es-
ta fuerza seria igual §—P (429 ). Para conocer el punto
B por donde pasa dirémos P : §—P=Q :: AD : DB: '
433 :Si las fuerzas paralelas , cuya resultante se pide,
fuesen muchas, y estuviesen en un' mismo plano, se ha=
llara la resultante de dos de ellas; despues se buscaré la re-

sultante de esta resultante hallada, y otra fuerza qualquiera,

Y se continuara de este modo hasta encontrar una sola fuer-
za Unica , y ésta es la resultante de todo el sistemna, '
434  Qiiestion IV Descomponer una fuerza AP en otras
dos. que produzcan el mismo-efecto que ella.
Para resolver esta qiiestion basta trazar sobre ARy
como diagonal , un paralelogramo qualquiera, y los lados

contiguos al punto A serin las fuerzas que se piden; pero

interin no se dé la' posicion y:-magnitud de una de las fuer-
zas , la qiiestion admite una infinidad de soluciones; pues
sobre la recta AP se pueden trazar una infinidad de pa-
ralelogramos diferentes , como D ABP, t AnP , &c. : pe-
ro si se mnos dice, que la una fuerza esté sobre la recta
<Im 5 y representada por 4D , la qiiestion solo’ admite

una solucion, que serd la que dé el paralelogramo DABP. -

Si
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Si ‘cada una de las fuerzas AD; 4B s¢ descompone en Fig.

otras dos , quedari la fuerza P.A resuelta en quatro fuer-
zas ; y siguiendo las mismas reglas; se podra resolver en
quantas s¢ quiera , colocadas si conviene en distintos

planos, i . 88
CAPITULO IIL

De los momentos y su aplicacion para la
composicion'ry descomposicion de las fuerzas,
oy determinacion de los centros de gravedad.

"435 S'i desde un punto E tomado en el plano de dos fuer-
zas componentes P y-Q ,y su‘resultante Ry ‘que concurren
en un punto A , se baxan a sus direcciones AP, AQ, AR

- das perpendiculares EF,EG,EH , se verificara que el mao-

mento de la resultante es iguul & la suma 6 @ la diferencia
de los momentos de las componentes , segun que el punto E

¢ayga fuera (fig. 120) , 0 dentro ( fig. 121 ) del dngulo

BAC, estoes , QxEG+PXEF=RxEH ,6 D x EG—Px
EF—=RxEH. Construyendo el paralelogramo ABDC so-
bre las direcciones de las potencias se tendrd P: Q: R:: AB
¢ BD : AD ; tirese la recta AE , y sobre esta linea, co-
mo didmetro , describase la circunferencia AMEG, que
pasara’ precisamente por los puntos E,G,H , por ser rec-
tos los angulos EFA, EGA, EHA'; tirense las cuerdas
EH, HG y del punto B la BK paralela & AE que en-
cuentre en A la recta AR , 6 su prolongacion AS. Los
dos tridngulos ABK,EHF seran semejantes 5 porque el
angulo ABK es igual 4 su alterno EAF', y éste igual al
angulo EHF', por tener su vértice en la circunferencia,
y abrazar un mismo arco ; ademas son iguales los 4ngu-
los BAK,HEF por la misma razon. Luego sus lados nos
darin la siguiente proporcion' #B: EH :: AK : EF |y

por consiguiente 4B X EF —HE x AK. Los triingulos

DBK,EHG tambien son semejantes por la misma razon
: que

I20
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que los otros 5 con'lo que tendrémios DB : EH :: DK
:EG, 6 DB xEG=EHx DK. P
- 436 Sumando ahora una con otra estas dos equacio.
nes tendrémos BDXEG+ABxEF =EHx(D K+ AK) para
la figura 120 , y restando la primera de la segunda 2Dx
EG—ABXEF—=EHX(DK—AK) para lafigura 121. Pero
DX+AK=AD , y DK—AK=AD ; luego haciendo las
substituciones correspondientes , tendrémos para el pri-
mer caso BDxEG+ABXEF=EHXAD;y para el segun-
do BDXxEG—ABXEF=EHxAD 5 &c. y 6 poniendo por
AB, AD y AClas fuerzas P, R, y reduciendo las dos
expresiones 4 una sola por medio del signo * , tendré-
mos por ultimo OxEG=PxEF=RxEH. El signo -+ pa-
ra quando el punto E cae fuera del angulo PAQ , y el
signo — para quando dicho. punto cae fuera del mismo
angulo. ' ;v

437 -Si el punto E estuviese dentro del angulo Q,AR, ;

en este caso el momento de P seria positivo , y el de @
negativo (fig. 121 ), y la expresion que antes era QxEG
—PxEF—RXEH s¢ transformaria en PX EF—QxEG=
Luego 1.° Si 4 la resultante R sele opone'una fuer-
za § igual y directamente opuesta , el ‘sistema-estara en
equilibrio. P ke gedtiin e
2.° Si suponemos que pasando siempre las potencias
por los puntos P,Q,R el punto A4 se vaya desviando mas
hasta el infinito , de suerte que las direcciones de las
potencias sean paralelas , las rectas EF, EH, EG seran
perpendiculares 4 las direcciones de las potencias, y:se
confundiran en una sola linea EG (fig. 120) , 6 FG
(fig. 121). 5 i olgal
438 Supongamos que la recta £G 6 FE sean dos varis
llas inflexibles , y sin masa, sujetas en el punto £, sin mas
accion que la de girar el sistema alrededor de este punto;
desde luego se manifiesta que en (fig. 120) las dos po-
tencias P y O intentan hacer que el sistema ‘gire de .iz+
quierda: 4 derecha , y en (fig. 121) la potencia P.mtel:;

¥
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ta hacerle girar de derecha‘a izquierda , y la potencia'Q Fig.

de izquierda 4 ‘derecha. @ .

439 Luego 1.° quando dos potencias Py O con di-
recciones paralelas obran en un cuerpo 6 sistema de cuer-
pos , silas dos potencias intentan hacer que el sistema
‘gire hacia una''misma-direceion , la'suma: de los mo-
mentos de estas potencias es igual al momento de la re~
sultante ; pero quando las potencias intentan hacer que
el sistema girc hicia direcciones encontradas , ‘el mo-~
mento de la resultante es igual 4 la diferencia de los mo-
mentos ‘de las componentes: = A xS E&BKD sup crpsny

21440 22 Como cada una'de las potencias componen-
tes P y O se puede mirar como la resultante de otras
‘muchas fuerzas , sean’ 6 no ‘paralelas , dirémos por re-
gla . .general que sea el que fuere el mimero de fuerzas
‘que obran en ‘un sistema de cuerpos’, el momento'de la
resultante es igual 4la suma'é diferencia de los momen-
tos de las: componentes ; segun que éstas intentan hacer
que el sistema gire hicia una misma direccion , ¢ hacia
direcciones : encontradas. L

441 3.° Si'la resultante pasa- pof el pﬁhto.ﬁxo.i‘,'el :

amomento de esta fuerza ha de ser Cero, y ‘en este ¢aso ten-
drémos: OxG H—PxFH=0 , 6:lo 'que es lo-mismo., Ox
GH=PxFH , esto ¢s , los momentos de las fuerzas com-
Ponentes son iguales ; de suerte que silas potencias son
Tuchas , siempre que la resultante pase per el puinto fixo
E; la suma de las-potencias que intentan hacer que el sis-
tema gire hicia una direccion , es igual 4 la suma de los
momentos de -aquellas potencias que intentan hacer que
gire en direccion contraria. ‘
" 442 4.° Si por.el punto E tiramos una recta qual-
quiera EX que no sea paralela 4 las direcciones de las
potencias ;' 'y de: los /puntes ' FyH,G tiramos las rectas
FV,HT,GX que. sean’ paralelas entre s, y vayana en-
contrar-la recta £X de qualquier modo , sera OXGX+P
XEFLV = Rx HT. Basta considerar que ;son proporcionales
£G:GX:: EH:TH:: EF: EV » ¥'que en la equacion

122
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OxGE+PxEF—=RxEH se¢ pueden substituir unas lineas
por otras , y tendrémos la equacion propuesta QxGX=
PxFV = RxHT , que nos dice , que quando los momen-
tos de muchas fuerzas paralelas se refieren a una recta,
6 -4 un exe , el momento de .la resultante tambien es
ignal 4 la. suma 6 diferencia de: los momentos de las
componentes. R lnnigs aba

Y si por el punto E tiramos la recta En paralela 2
XG que encuentre las potencias ( prolongandolas si fue-
se necesario ) en los puntos d, m,n , probariamos: igual-
mente que OxEn* PXEd—RxEm. i 2

Habiendo explicada 'ya la teoria de los:momentos, nos
resta hacer algunas aplicaciones a4 la composicion de las
fuerzas (sin embargo de haber dicho lo bastante en otro
lugar ) y determinacion de los centros de gravedad.. .

443 Qiiestion 1. Determinar. por medio de los momen-
tos la resultante de muchas fuerzas paralelas icolocadas
en un mismo plano 5 3 que obran en un mismo’ sentidy,
igualmente que el punto por donde pasa.

Sean las potencias P,S,Q,Z : tirese una recta MD
que‘las corte perpendicularmente (-aunque podria con-
tarlas de qualquier modo ), por io:dicho en los parrafos
anteriores tendrémos llamando R ésta resultante RXMr
= PXM.A+SXMB+QxMC+LxMD. No hay duda que
si en esta equacion conociéramos el valor de R, tendria-
mos hallado el ‘de Mr con dividic por R los dos miem-

bros de la equacion. Para conocer estal resultante: refi-
ramos: los momentos 4 otro punto qualquiera 2V de la

misma recta, y tendrémos RxNr—=PxNA+SxNB+Q X
NC+L*ND , restando esta equacion de la anterior, sés
A Rx Mr—RXNr=PXM A—PXN A+5XMB—-S x NB+
OXMC—QXNC+LAMD—LxND-, 6 1o que es lo mis~
mo, R(Mr — Nr) =P x (MA—NdA)+SMB —NB)+
Q(MC—NC)+ L(MD—ND), 6 RXMN=PXMN=+S %
MN+Q X MN+L*MN ; 6 suprimiendo el factor co-
mun , MN,R=P+8+Q+L , que nos dice , gue la re-

sultante de muchas fuerzas paralelas situadas en un mis-
mo
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mo planory v que obran en' una misma direccion , es igual’’
a la suma de las componentes. Hallado  por este medio el
valor de la resultante , conocerémos el punto por donde
pasa con dividir por R=P+S+Q~+L los dos miembros
de-la primera ‘equacion’ ;'con 1o’ que tendrémos Mr—

PXMA—4-S x MB —+~Q x MG + Lx MD Te ‘nos’ dice teligaih
Pte§ QL. » que mos dice , que para

ballar la distancia & que pasa la_resultante del punto
fizo M se divida la suma de los momentos de todas las
potencias referidas al mismo punto por la suma.de las
Qushigs potenczas. o o0 st Tt R e T
t Si los momentos se; reficiesen 4 un_ punto  to-

mado_entre las direcciones de las ‘potencias , como. en
este caso las potencias Py S intentan hacer que el sis-
tema gire en una direccion, y las potencias O y Z en
direccion contraria , los momentos de estas ultimas po-
tencias deberian sefialarse con signo contrario al que
lleven. los momentos de las otras ; de suerte que si

....... :

4 éstas les damos el signo negativo , las otras lo han
de Hevar positivo , y asi.tendrémos zu
QX Cu-L X Di—S x Bu—Pxdu_ .~ i
445 Si alguna de Ias potencias obrase en direccion
contrariala’sefiatarémos ‘con el signo negativo , aunque
todas las | potencias intenten hacer que el sisterna gire
bacia upa misma direccion , como se verificaria si el
punto fixo se tomase en medio de las potencias.
446 Luego por regla general , sea el que fuere el ni-
mero de potencias , que con direcciones paralelas, ya  si-
gan  una misma  direccion o .direcciones encontradas
obran en un cuerpo 6 sistema de cuerpos la distancia 4
que pasa la resultante de todas ellas , respecto de un
punto, fixo , es igual @ la suma de los momentos de Iz po-
#encia que intemtan hacer girar al sistema hdcia una di-
reccion , ménos. la suma de los momentos de las que inten-
tan bacerle girar en direccion contraria » partida por la
Suma de las fuerzas que obran hdcia una misma direccion,

—
m——t 0 100000880000 000 00000880

menos ka suma de das que 0bran en direccion tontraria.

Qiies-
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Fig. .44y - Qiiestion IL. Hallar. la resultante de quarro Fuera
125 zas paralelas PyS,Q,L0 5 que. estan en-distintos planos-y y

obran en una misma direccion ., y tambien el punto  pop
donde pasa la resultante. % il
- ~Supongamos;las direcciones: de las potencias perpens
diculares al plano, del papel 5 y ‘que sean B,C, D;E'los
puntos donde la encuentra : imaginense” en este plano
dos ‘exes AK,AF perpendiculares entte si, y desde los

untos B,C, D, E tirense 4 los exes las perpendiculares
BY,BX,CT,CF,DG,DZ,EK,EH. Como las ‘direcciones
de las potencias son paralelas, la resultante ha ‘de ser
indispensablemente igual 4 la suma de las componentess
bastara pata convencernos de esta verdad considerar que
cada dos fuerzas componentes tiene una resultante igual
4 la suma de las dos, y que se halla en el mismo pla-
no- que ellas. Por lo que hace 4 la defiermingcion‘ del pun-
to por donde pasa la resultante , si suponemos que éste
sea R, y baxamos 4 los exes las perpendiculares RT, RS,
la distancia 4 que pasara la resultante del exe 4F(443),
sérd =5'R =" “Ax+ji?ﬁaf27Lx'4K - Y por la mis-
ma regla hallarémos que la distancia d'que la’ resultan-

SIS

te pasaf{a_’ii del exe AK 's'c‘r.éf".T_."{ :::, s

i

F.ele “'?f&%ﬁi"‘““”. Luego si sobre el exe AKX
tomamos AT=S'R , y AS'=TR,y en'los puntos T y &
levantamos las perpendiculares TR, §"R ‘que “se corten en
el punto R , éste serd el punto por donde‘pasa la res‘uk
tante, el qual suele llamarse centro de fuerzas. Si ‘el pun-
to A donde se encuentran los exes cayese entre las di-
recciones de las potencias, en este ‘caso habria momen-
tos positivos y momentos negativos , y la suma -dg':'ﬂgs
unos seria igual 4 la suma de los ‘0tros., siempre. que el
punto 4 se confundiese con el punto R. Luego 1.°la su-
ma de los momentos de las potencias quando éstas se
refieren al centro de fuerzas es cero : 2.° para hallar el
centro de fuerzas de muchas potencias paralelas se ima-
ginaran dos rectas perpendiculares entre’si (aunque pl:’iz;
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den formar qualquier: angulo:)-se hallardn los- momen-
tos-de las potencias respecto de cada linea J se dividiran
por la suma de las potencias , y: los quocientes seran
las distancias 4 ‘que se halla el centro de.cada uno de
los exes , el que se determinara del modo que dexamos
dichoinunioppinoset sigeiin ol as sncsmus o senpiteb
448 Quando :las fuerzas ji.cuya resultante se busca
no:son: paralelas:, y estan ‘en distintos planos , se des-
compone cada fuerza.en: otras dos , procurando que: la
una deiellas esté en-un-planosy "y la otra en otro que
sea perpendicular 4 aquel ::se halla:la: resultante ' de las
fuerzas iparalelas que ‘hay en cada uno de;los planos., y
queda el sistema reducido 4-solas dos fuerzas, y éstas
se-podran - reducit: & una:sola’, siempre que. prolongadas
se encuentren en un punto;.pero de mo. encontrarse 5 el
sistématendra dos. resultantes.; : o cuiris enioldnen ries
wiplicacion. de los:-momentos: paradeterminar . los centros
evpatnseag sl envisuidesgrdvedads) o ;

FN D e
i -

‘01449 Hemos dicho sen':otro. lugar ‘que;todos los: cuer-
pos 'son' pesados.Abandonadosi ellos;mismos descienden
siguiendo ‘unas direcciones.que caminan al eentro: de la
tierra. :Las partes integrantes de que se componen son
unos« cuerpecitos: pequeos , que tambien son pesados.
Todo! cuerpo finito ‘puede considerarse como. un sistema
de)una infinidad:de cuerpecitosy liados - entre si..de  tal
suerte que todos ellos forman un sole rcuerpo. Y camo
el'punto-dondel van'a concurrir las direcciones de todos
€stos cuerpecitos 5 esto es 4 el centro de la tierra, €sta co-
locado 4 una distancia muy grande. respecto- de la: ex-
tension que el cuerpo ocupa en Ja:superficie de la tierra,
podemos considerar, sin cometer error sensible » todas las
direcciones! de la;gravedad-como paralelas entre si.:
- ~En efecto se encuentra: que siendo el radio de la tier-
1a,de cerca de 1500 leguas de:20 al grado!, una distan-
cia-de 3y varas tomada en la:superficie de la tierra, sub-
£Y ten-
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tende un 4ngulo:'que apénas es:deun segundo.

450 ' Se sabe por los fendmenos astrondmicos que un
mismo cuerpo no-pesa igualmente 4 diferentes distancias
del centro de‘la tierra,, y que la- pesantez de un cuer-
po que: se desvia‘6 se aproxima al.centro: de la tierra,
disminuye 6 aumenta en la misma razon que aumenta 6
disminuye el quadrado-de la distanciad dicho centro,
Pero esta variacion de pesantez no puede ser sensible en
los cuerpos ‘que la Estatica considera , porque estos cuer-
pos estan todos colocados 4 ‘distancias del centro, que
no difieren sensiblemente las: unas . de las otras.

451 Por'cuya razon considerarémos: la:pesantez: de
cada molécula de la materia como una fuerza constan-
te , y las direcciones de la pesantez de todas las’ partes
de un mismo cuerpo 6 sistema'de cuerpos , como  que
son paralelas entre si ; y por.tanto la teoria que: dexa-
mos establecida sobre la composicion y descomposicion
de las fuerzas paralelas la aplicarémos: & los cuerpos pe-
sados , tomando en lugar de las fuerzas las pesanteces
de las partes de un mismo cuerpo. -

- 452 Se Hama linea werticalila rlinea «que::sxgluen;-.los
cuerpos’ que ‘caen ‘4 impulsos e la ‘pesantez s y: linea bo=
rizontal'se Hama una‘linea perpendicular a/lahotizontal:
plano vertical y un plano que pasa por una linéa .verti
cal 5y plano borizontal j un plano al qual son perpendi=
culares las direceiones:de”la pesantez 56 lo que.es qum{s-
mo 5 aquel ‘al ‘qual s¢ puedentirar :crios‘:lsineas.»éhonzonf
tales) qile -5 10UBtERN2 D4 BAGAGH BOA ROLDI SUD STIRLE
453~ Esto'supuesto , sean l?,‘C,rD,_E' los icuerpos: gle—-
mentales que ‘componen Un- Mismo! ‘sistema 5 'y supon=
gamos que las fuerzas paralelas P;S,0,L sean las pesan-
teces ‘que - obran'‘todas' en ‘una’ misma i 'direccion’ , ‘ten=
adbéripgt ¢ ldiange NONID TSIHAG) R (ISI0BIAN00 A0IRIROT
1.5 Eli’peso total del sistema es igual 4. la suma de

fos pesos elementales ‘de que se ‘compone’,  pues la resul-
tante detodas las fuerzas es igual 4 P+S+Q~+L (443)
2% Qualquiera -posicion que se..dé al sxscema‘iconser;

v
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va su peso total , pues cada cuerpo elemental lo conser-
va tambien , pero el peso total es =4 la:suma de los pe-
sos particulares ; luego , &c. , :

3-° Si conservando las partes del sistema sus respec-
tivas distancias le damos varias posiciones , las direccio-
nes del peso de todo el sistema se cortarin en un mis-
mo punto. Este punto , al qual hemos llamado centre
de fuerzas paralelas , le lamarémos tratando de los cuer-
pos centro de gravedad.

454 Por esta nocion que dexamos dada del centro
de gravedad se infiere , que si se suspende un cuerpo
por un cordon , cuyadireccion prolongada pase por este
punto , el cuerpo quedara inmévil en qualquiera situa-
cion que se ponga : en todo cuerpo 6 sistema de cuer-
pos existe un tal punto, estoes, un punto por donde
pasa la resultante de todos los impulsos con que la gra-
vedad obra en todas sus partes ; de suerte que suspen-
der el cuerpo en la direccion de este punto, es lo mis-
mo- que destruir la resultante , y por esta razon el cuer=
po queda inmovil. : :

455 Pero no es preciso para destruir la resultante
que el cuerpo se haya de suspender ; lo mismo sucede
apoyando el cuerpo. en la direccion de la vertical que
Pasa por su centro de gravedad. Por esta razon puede un
edificio desplomarse sin caer hasta cierto punto , esto es,
hasta que la vertical esté si sale 6 no de su base ; pues
en saliendo, como esta fuerza no queda destruida , ha de
producir: su efecto derribando el edificio. Lo mismo nos
sucede 4 nosotros : podemos ladearnos sin caer , interin
nuestra vertical no salga de los pies ; pues en saliendo,
sin remedio hemos de caer. Quando subimos una cues-
ta nos'inclinamos hacia delante , y quando la baxamos -
hicia atras. Estas posiciones nos son precisas para sostener
la vertical, y preservarnos por este medio de caer. El vola~
tin se mantiene en la maroma miéntras esta sostenida di
cha linea : un cuerpo que descansa sobre un plano en un
solo punto no puede caer , si la vertical pasa por el pun-

Lom. II, P to
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to de contacto'; ‘pero si el ‘cuerpo toca al plano en
dos puntos , las verticales tiradas por estos. dos puntos,
y la que pasa por el centro de gravedad han de estar ¢n
un mismo plano. :

456 De lo qual se deduce ‘un 'método muy sencillo
para hallar el'centro de gravedad «de un cuerpo de figu-
ra quizlquieraill i éomiot 1l 1R ¢ o

‘Suspéndase este cuerpo por medio de un cordon que
se sostenga sucesivamente por dos puntos diferentes; pro-
16nguense mentalmente hacia lo interior del cuerpo’ las
dos- direcciones del cordon ; y el punto donde se cortan
serd el centre de gravedad del cuerpo. . (05 i 10

457 - Quando el cuerpo’ cuyo centro se busca -por es-
te método es tan grande que no sea facil colgarlo, se
hari de la misma materia otro mas pequefio semejante &
él'; se hallara el centro del cuerpo” pequefio; y: por la
posicion “que tenga en €ste , s¢ podra‘facilmente hallar
laitdeticuerpotgrande: <L aviuoub Bl o oomis v sk

+Todas las propiedades.que ‘dexamos explicadas delos
momentos de las fuerzas paralelas , que obran en un
mismo ‘sentido ;' se verifican en un sistema ‘de cuerpos
sumiso 4'la accion ‘de:la- pesantez: Apliquémosla> para
determinar los centros de gravedad. < b oL

by
e o

458 ‘Sea un mimero ‘qualquiera de pesos P,Q,R,S en-
filados por medio de una varilla inflexible y sin:masa,
si consideramos 'todo el peso del sistema , como’ reuni-
do en un punto G'; y referimos los' momentos & un'jpun=
to 'E tomado en la ‘misma varilla , .tendrémos envirtud
de'lo dicho (447 ) PXPE +QxQE+*RxRE*+SXSE=
(P+Q+ R~+S8)GE,. los signos positivos para la primera
figura , y los negativos para la segunda. a
459 No puede quedarnos duda acerca de esto'con=
siderando'los cuerpos como otras tantas fuerzas parale-
las , cuyos momentos se refieren’'d un punto fixo.

Si ‘dividimos los dos miembros de laequacion’ por
la suma de los pesos , tendrémos la distancia EG a que
estd el centro'de gravedad ‘del punto £, 'que serd igf_ua;
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4 12 suma de los momentos de los pesos partida por la
suma de las masas. Pero si el punto E cayese sobre G,
esto es , si los momentos se refiriesen al centro de gra-
vedad como em este caso, el momento de todo el sis-
tema 6 el segundo miembro de la equacion es cero, ten=
drémos PxPG+0OxOG=RxRG+S5xS5G : despues de pa-
sar las cantidades negativas al segundo miembro : que
nos da 4 conocer que respecto el centro de gravedad la
suma de los momentos de los cuerpos que estan a un la-
do es igual 4 la suma de los. momentos de los cuerpos
que estan al otro lado. ' . pinl gisvelE o8

- 460 Si tiramos otro:exe qualquiera ES', y las para-
lelas entre si Pp, Qg , &c. por ser proporcionales PE: O F
:GE.: RE : SE:: Pp: Qg +Gg : Rr: Ss, substituyendo
unas lineas por otras en la equacion , tendrémos PxPp
+0x0q*=RXRr£85XSs =(P+Q+R+5)%XGg , que con-
cuerda con lo'dicho (453 ): que suponiendo que el exe
ES pase por el centro, serd PXPp+QXQq=RXRr +
SXSJ‘. .

461 Todo lo qual nos manifiesta, que si se consideran
{os momentos de muchos' pesos, y el del: sistema reuni-
do al centro de gravedad , por razon 4 uniexe 6 a un
plano , la suma & la diferencia de los momentos -de 'estos
pesos serd igual al momento del sistema s y si el exe 6 el
plano de los momentos pasa por el centro de gravedad, la
suma de los: momentos de> los pesos que estdn @ un lado
serd igual @ la suma de los momentos. de los que estan al

.otro lado. Por estas propiedades se encuentra en: todos

los casos el centro de gravedad de un sistema de cuer-
pos , como lo'dexamos explicado. :

" 462 Se hace mucho uso en la Mecénica delos cen-

tros de ‘gravedad , y por tanto es indispensable tener

presentes los métodos que se” han explicado: para deter-

minarlos.” Estos suponen , como se ha visto , que un sis-
tema , 6 un cuerpo considerado como tal , es: compues-
to de’ partes aisladas, de las'quales cada una se consi-

dera como reunida 6 concentrada en un solo punto,
r2 que
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que es su centro de gravedad particular.

463 Pero todos estos métodos , aunque ciertos en la
teoria , no son susceptibles de precision en la practica;
porque siendo sumamente vastas las partes de un'siste-
ma , no podemos considerar que cada una de ellas esté
reunida en un punto ; ademas que la irregularidad fre-
qiiente de las: figuras , y muchas veces las de los pesos,
quando éstos no son homogéneos en toda su extension,
no permiten hallar los centros particulares de gravedad,
sino es por - aproximacion.

464 Hay un gran ndmero de cuerpos, cuyos cen-
tros de gravedad se pueden determinar con solo el au-
xilio de la Geometria , tales son los cuerpos homogé-
neos , cuya figura esta ajustada 4 una ley de continui-
dad , como el triangulo , quadrado, circulo , elipse, ci-
lindro ; prisma , esfera ; esferoyde , &c. ; en éstos el cen-
tro de gravedad es el mismo que el ‘de la figura. De
suerte que-la Geometria y la Mecanica pueden auxiliarse
mutuamente para determinar este punto. _

465 Hemos dicho que la pesantez de un cuerpo se
puede ‘mirar como reunida en el centro de gravedad;
pero para medir esta fuerza es preciso atender 4 la ca-
‘lidad de 'la:materia del cuerpo. Por exemplo , dos esfe-
Tas , la una de oro.y la otra de plata de un mismo dis-
metro no pesan igualmente: sus pesos , con corta dife-
rencia, son como 19 4 10. Es evidente que el peso de un
“cuerpo homogéneo es tanto mayor quanto lo es su vo-
himen , y que contiene tantas mas partes pesadas quan-
ta es mayor su densidad. Por consiguiente , si llamamos
G el volimen de este cuerpo p, su densidad 6 pesanzez
especifica 5 es 4 saber , el peso de una parte suya (por
exemp. de una pulgada cibica ), de las quales podemos
-considerar compuesto el cuerpo ; el peso absoluto , 6
‘total de él serad representado por el producto GXp. En el
exemplo que hemos propuesto de las esferas: los volime-
-nes G son los mismos , pero- las pesanteces especificas
£ son como 19 y 10. Luego si los. pesos absalutos las
o ; i L%

N
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expresamos por Py Plsera P: Pl GX 19 GX10:: 19
: 10..El peso ‘que tiene un cuerpo quando se prescinde
de su volimen se Uama peso absoluro ; y sezllama peso
espectfico & gravedad especifica el que tiene an~cuerpo de
un volimen determinado. » i ia

466 Qiiestion Il. Hallar el centro de gravedad de la

linea recta y perimetros rectilineos de las figuras.

Fig.

Dexamos dicho (464 ) que el centro de gravedad de-+

un cuerpo homogéneo es el mismo que el centro de fi-
gura ; luego si suponemos una linea recta como uni-
formemente pesada en toda su longitud , esto es , sisu-
ponemos que sea-una linea fisica compuesta de partes
mmateriales , aunque €stas sean muy. pequefas , siendo:
homogéneas , estara su centro de gravedad en medio
de ella : aunque en esto no puede ocurrir duda , con~
viene que lo demostremos, :

Sea la recta AB cargada de pequefios pesos iguales
en toda su longirud ; si se la suspende de su medio C
por un hilo , 6 de otro 'qualquier modo , quedari en
equilibrio , porque cada dos puntos colocados 4 igual
distancia del punto C tienen su centro de gravedad en
este punto; de donde se deduce que la resultante de to-
dos los pesos que forma la linea 4B esta dirigida se-
gun la vertical KC. Supongamos que se incline la recta:
AB hasta la posicion a6 ; la resultante de todos los pe-~
s0s se dirigira tambien segun la vertical ‘AC. Luego el
punto C de la linea es su centro de gravedad. .

467 Conocido el método de hallar el centro de gra-
vedad de la linea recta, no tendrémos dificultad en encon-
trar el del perimetro de un poligono qualquiera. Propon-
gamonos primero hallar el centro de gravedad de dos
lineas que forman un 4ngulo’ qualquiera ABC,

Hcllense los centros m y n de los lados del angulo
(466 ), y tirese la recta mn. Considérese el peso de es-
tas lineas reunido en sus centros particulares de grave-
dad, y digase despues AB+BC: AB = mn: mG 5oy el
punto G hallado por esta proporcion es el centro de gra-

P3 ves
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vedad pedido. No tendrémos duda acerca de esto si con-
sideramos que los pesos de las'lineas reunidos en sus cen-

tros particulares nos presentan un sistema  de fuerzas pas

ralelas (447 ), cuya resultante ha de pasar indispen-
sablemente por un punte G 5 determinado’ del modo

-que hemos visto.

463 2.° El del perémetro de un tridngulo ABC. Ha-
llese €l centro de gravedad ‘de los lados A4B,A4C , como
en el caso anterior , y sea O este ‘centro ; hallese el cen~
tro § de la recta BC, y tirese 1la‘0S : hecho esto for-

mese la “siguiente proporcion AB +BC + AC: BC:: SO

:0G, y el punto G esel centro que'se pide.

469 3.2 Elde un quadrilatero qualguiera ABCD. H=
llése el centro de sus lados A4B;AD (468) , y sea éste Q:

hdllese igualmente el de los lados BC,CD', y sea éste P;
tirese la recta OP , y digase despues AB+BC+CD+DA
v AR¥AD 3 OF 1 PG , y Glesielcentros "o 4 554

470 4.0 El del perimetro. de un poligo

paralelegramo , es facil inferir que coincidé con el cen-

tro de figura ) : dividanse todos los lados por medio, y .
tirense lasirectas S, nr : bisquese el ‘centro ‘de ‘grave- |
dad O de los lados AR, AE (467 ) igualmente que el

de los' lados BC,CD, y tirese la recta ap ; busquese el
cenfro de gravedad Q de los quatro lados E4, AB, BC,

- CD (469), y tirese la recta Q¢ : hecho esto digase des-

133

pues AB+BC+CD+DE+AE: ED:: qt:Gq,y Gesel
centro que se pide. Por.las mismas reglas se hallard el
centro de gravedad del perimetre de qualquiera figura .

rectilinea. GOl enay )
471 Qiiestion I Hallar el centro de gravedad de las
figuras planas rectilineas. . = i ne
Busquemos primero ‘el centra de gravedad de un tridn-

gulo ABC. Dividanse loslados AC;BC en dos partes igua-

les con: las rectas 4p, Bn , y el punto G donde éstas se

cortan es el centro de gravedad. Porque’si‘consideramos

ia

0 42 Bl g no irkegular
- ABCDE (digo poligono irregular , porque el del poligono .
regular , igualmente que. el del triangulo equilatero y.
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12 area del tridngulo compuesta de una multitud de ele-
mentos 6 lineas fisicas paralelas & 4C ( porque las lineas
matematicas , COmMo que No tienen materia , NO estan su-
jetas 4 las leyes de la gravitacion, y por tanto no pue-
den tener centro de gravedad ) todas ellas tendran sus
centros particulares en la recta Bz ; y si consideramos
del mismo modo que la area del triangulo se compon-
ga de lineas paralelas 4 BC, tambien tendran sus cen-
tros en la recta AP. Luego si suspendemos el triangu-
lo de un cordon que pase por Bu,se mantendrd inmd-
vil , y lo mismo sucedera si lo suspendemos: de un
cordon que pase por <p. Luego el punto G (454) es el
centro de gravedad. . 34 indit g :
472 Para encontrar quanto dista este punto del wér~
tice A tirarémos la recta sp 5 la qual sera paralelad A8
por estar divididos por medio - los lados AC' y BEY
con lo que resultaran los tridngulos semejantes Cpn,CB A,
y PGn , ABG. Los primeros nos dan Cp: CB zpn:.ADB,
y los segundos pn: AB :: Gp : AG 5y suprimiendo la ra=-
zon ‘comun Cp: CB: pG 2 AG 5 pero Cp=31CB, luego
=32 = 2 4P, Este resultado nos enseiia
que para hallar el centro de gravedad de un triéngu}o,
se tire desde uno de los vértices una recta que divida
el lado opuesto por medio , se tome en esta recta ( con-
tando desde el vértice ) las dos terceras partes de ella , y
el punto donde terminan es el centro que 'sﬁe,‘pid_e.‘ s
473 2° La de un quadrilatero ABCD. Tirese la dia-
gonal BD , y quedar dividido en. dos triangulos ; ha-
llanse los centros 0.y p de estos tridngulos (471 ), . tis
rese la recta op ¢ hecho esto, digase despues, el quadrila-
tero ABCD : al triangulo ABD :: op: pG ', y el punto G
hallado’ por este medio-es el centro de gravedad. T
474  Luego el centro de gravedad de un paralelogra-
mo ABCD coincide con ‘el centro ge figura ; porque si
tiramos-las diagonales AC,BD  tendsémos. que el cen-
tro del triangulo A4BD estara en. ulr)l punto O de la rec~
d Dis 4 : ta
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- igualmente | que la piramide esté compuesta de elemen-
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t1 AG , tal que sea 4o =3 4G, y por la misma razon
estara el punte p, centro de gravedad del triangulo BDC
en la recta (G, y & una distancia Cp del vértice igual
430G ; pero como los tridngulos son iguales , ha de es-
tar op dividida por medio en G, esto es , en el punto
de concurso. de las diagonales.

475 3° El de un poligono qualquiera ABCDE Divi-
dase en tridngulos con las diagonales ER,EC , y hallen-
se:los centros de gravedad o, p ,¢ de cada uno de ellos
(471 ) ; tirese la recta op, y digase = el quadrilitero
ABCE : es al triangulo ABD :: op : ps ; hecho esto tire-
se la recta 8¢, y:digase : el poligono es al triangulo
EDC :: 859:GS , y G es el centro de gravedad del po-
ligonois Giaug wies £y o
* " Por la: misma regla se' hallars el centro de gravedad
de otro poligono'mas compuesto. ; :
47674, Bl'de un circulo. Con atender 4 la simetria
de esta ‘suserficie se hace patente que es el mismo que
elide sipfipura e o 5 v ‘
&7y - Question ). Hallar ¢l centro de gravedad de ak

gunos sélidos. .+

El de una piramide triangular SABC. Hallense Ios
eentros de gravedad de los tridngulos ABC,SBC, y ti-
rense desde los vértices opuestos las rectas AF, SE, que
se cortaran precisamente en un punto G, por hallarse
en- el plano del triangulo ADS , y el punto G es el cen-
tro de gravedad dela piramide ¢ para demostrarlo con-
sidérese la piramide compuesta de una infinidad de ele-
mentos paralelos & ABC : todos ellos tendran sus cen-
tros particulares en la recta SE , y si se suspende la pi-
ramide por un cordon que pase en la'direccion de’ esta
recta quedara inmdvil ; y asi el ‘centro de la piramide ha
de estar en algtin punto 'de la recta SE. Si consideramos

- tos paralelos ‘ak tridngule SBC , todos tendran sus cen-

tros' en la tecta AF 5 'y si se euelga la piramide pot un
cordon que pase poresta linea ; tambien quedara »'inmciil—f
{ vil,
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vil 'y por” taato 's¢ ha d¢ hallar en' ella el centro de Fig.

la piramide’; 'y como hemos visto-que tambien debe ha-
llarse en la recta SE , ha de estar precisamente en el
punto G donde se ‘cortan. = | 0 bty
478 Para conocer ‘la posicion de estepunto- tirense
las rectas SD,AD, £F, y tendrémos los triangulos se-
mejantes DEF, DAS y EGE, ASG : los primeros dan
DE :DA:: EF: AS, ylos segundos BF': AS:: EG :§G,
y por una igualdad de razones DE : 4D :: EG: SG,
pero ED = 132- 5 luego EG ::93E = fff Esto' nos
manifiesta que el centro de gravedad de la piramide se
halla 4 los $ de la recta tirada desde el vertice al cen-
tro de gravedad de la base contando desde el vertice.
Por el mismo método se¢ hallara el centro de gravedad
de otra piramide qualquiera , y tamb13en la de un cona.

'Hasta aqui no hemos hecho uso 'de los momentos
para hallar los centros de grayedad por parecerme ser
mas sencillo el que he seguido ., pero en las qiiestiones
que sigan nos es mas cémodo apelar 4 ellos.

479 Qiiestion IV: Encontrar el centro de gravedad
de un arco de circulo AOB. .
- Desde luego se infiere que dicho centro ha de estar
en algun punto del radio CO, que divide el arco en
dos partes. iguales ; fixemos su pesicion por medio de los
momentos , para lo qual concibamos que el arco 408
esta dividido en una infinidad de partes mn , que se pue-
den mirar como unas pequefas lineas rectas, cuyos cen-
tros particulares de gravedad cstaran en medio de ellas.
Y refiriendo los momentos de estas partes pequefias al
diamétro EK , sera el 'momento de la resultante igual 4
la'suma de los momentos particulares de los pequefos
arcos «( 461 ). : & >

‘Sea g el centro de gravedad del pequefio arco mn, y
desde Tos ‘puntos A, Bm,n,q baxense al didmetro las per-
pendiculares AV, BZ,mx,ny,q% 5 tirese mr paralela al dia-
metro'y y tirese ‘el radio Cgq 5 los dos triangulos nrm 4
BURL €295
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Czgq , que tienen los lados perpendiculares. cada uno al
SuUyo , son semejantes oy dan mn : mr=xy 2 Cg=C0 :
Luego mnxqz=xyxC0O : ¢l mismo razonamiento, y la nns.
ma conclusion tiene lugar para los demas dun\ntos del
arco AOB ; de .donde se deduce que la suma de todos
los momentos mnx gz es igual al producto de la linea
finita 27Z, 6 A8 por CO. Con lo que tendrémos 40B x GC
== ABxCO, y por consiguiente GC = et
nos manifiesta que la distancia del centro de gravedad
de un arco de circulo al centro del circulo es igual al
quociente del producto de la cuerdd sy el rad1o dividi-
do por el arco,

480 Qiiestion V. Hallar el centro de gravvdad G
de un sector de circulo ACBO.

Este centro debe estar sobre el radlo C0, que divide
al sector en dos partes 1gudles > nos resta saber en que
parte de €l se halla este punto.

Para lo qual imaginarémos que el sector ABC esti
compuesto de una infinidad de triangulos como Cmin;
sea ¢ el medio de la base de este triangulo , y tirese el

radio Cg , sobre el qual se tomari la C¢ =75 y gf >

punto # sera el centro de gravedad del pequeno tridn=
gulo Cmn. Desde los puntos A,B,myn,q tirense al diame-
tro HK , que supondrémos paralelo a la cuerda 4B, las
perpendlculares AV,BZ MXNY5G% 5 Y tirese mr paralela a
la misma cterda, El momento del triangulo Cmn potr

razon al didmetro HA estard expresado por —°L x

mnx CO
2

tu, O por ser tu:::«-qz s Y.CO =Cqg? x— g%

Pero 2 causa de los tmngulos semejantes mrn Czq 8.
7 xqz_xyxC’O Luego cl momento propuesto sera.. '

—_—2

2% X xy, Luego la suma de los momentos de to-
dos fo3 tridngulos: elementales que componen el sec-

———2

tor es—x—-VZ' 6 o “E

0l peto esta suma es

igual
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lgual (46 1) 4 ACBOx CG , ¢s 4 saber ,

285
AOBx(O
R

; 2 REL AOB
CG : luego tendrémos la mguxenteequamon —~:£9 x

CG 0. ;‘”B , que nos da CG = ”—Z;{—B ;
Conocido el centro del 'sector LZCBO ,y hallando el

del triangulo ACB', se determinara facﬂmente el del seg-

mento AB0 , cor151derando que el momento del segmen-

Fig.

10 por razon al centro es igual 4 la diferencia de los mo-

mentos del sector 'y del tridngulo. e o

. 481 Qiestion VI. Hallar el centro de gmvedad de un

tronco de' pirdmide de bases paralelaso ABCDEMHIK L.
‘Desde luegorse infiere que suponiendo que S ABCD sea

‘140

la piramide entera , y: tirando del vértice § al:centro de

ravedad ‘¢ de'la base lairecta S¢:y pasara indispensa-
glemente por el centro:g”.del poligono HIKLN 5y si sus-
pendemos ‘el tronco, segun ta direccion §¢,; s¢manten-
drd inmdvil ', y ast su centro.de-gravedad-ha de estar
en un punto 7 de esta recta ; perocomo este: punto se-
ria- dificil ‘de ‘encontrar de un: modor directo , por la difi-
cultad de:ballar otro. punto: de suspension yacudirémos
4 los momentos. Y .asi'llamarémos &' larsolidez de la pi-
ramide entera , 's la piramide afiadida, serd S~ la del

tronco 5,y considerando los .momentos de estos tres séli-

dos:con relac10n al vértice ', tendrémos S'x5.Sq =sx3 8¢’
=+ (S=—¢) X:S7 5, 6 bien §x 2 .S‘q-——sx-” $g=(§ —s) xSr
(tom. 1. 336 )., Y POT CONSIgUIEnte S7 == .cersrrerene
Sx38q—sx318q4
§—s
centro de gravedad del tronco. :

» ‘que nos da 4 ‘conocer el punto 7,

Del equzl:brzo en las maquma&.

482 T odo agente de qualqulera. naturaleza' qiié' ' seq -

no contxeue en’’si mas. de ‘una;‘cierta :medida dé fuerza,

que 06" es capaz de ‘aumentar realmente. Pero se puede
v

L al-
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alterar una misma fuerza , de suerte que produzca mu-

‘chos efectos , que aunque todos ‘tengan el mismo valor
absoluto , difieran por razon de los elementos ¢ facto=
res que li componen. -

Esto es,. si llamamos M x ¥ una fuerza , siendo M
la masa del cuerpo que mueve, 'y #7la velocidad que le
comunica’, podemos hacer que conservando M X2 su va-
lor absoluto, se aumente uno de sus factores quanto se
quiera , con tal que el otro disminuya en la misma razon,

483 Este es el objeto general de las maquinas: en
unos casos las usamos para 4mover un gran cuerpo, lo
que conseguimos: dandole una velocidad muy pequefa,
y en otros nos acomoda que: un cuerpo tenga una gran
velocidad , y para ello nos es indispe«;able disminuir
el cuerpo. ddioy Job thissin o0,

484 Las méquinas conocidas son infinitas, y cada
dia se aumenta' su nimero ;- pero todas ellas se reducen
& cinco especies , ‘que son : Ja magquina funicular , la pa-
danca , la polea , el vorne oy el plano inclinado.

A éstas se las llama maguinas simples , 7y las que se
componen de la combinacion de dos ¢ mas de éstas, se
llaman mdquinas-compuestas. Tratarémos de cada una de
las .rhaquinas 'simples en particular, y de las: maquinas
compuestas solo tratarémos de la rosca , la' cuna , las
irdeudas y ruedas dentadas : de estas quatro maquinas,
las dos primeras son tan‘sencillas , que muchos Autores
Ias incluyen-en €l nimero de las maquinas simples.

CAPITULO 1V.
De las mdquinas simples.

De la maquina funicular.

485 Ltamase maquina funicular aquella en que solo
se hace uso de cuerdas para sostener un peso, O para

contrabalancear muchas fusrzas. La teoria de esta mia-
; qui-
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quina es tan extensa , que seria exceder los limites de Fig.
este Compendio si la tratasemos toda ; por cuya razon I41

nos cehirémos solo 4 tratar primero del equilibrio entre
las potencias quando son tres que estdn en un mismo pla~
no, y tiran de otros tantos cordones atados de un mis-
mo nudo : 2.° quando las potencias siendo mas de tres
estan en un mismo plano , y obran en otros tantos cor-
dones atados de tres en tres en un mismo nudo.

486 En quanto a lo primero sean tres potencias P,0,S,
que estin en un mismo plano, y obran en otros tantos
cordones atados en un mismo nudo A4, y exprese AB
la potencia O,y AC la potencia §'; construyendo so-
bre estas partes el paralelogramo ABDC, y tirando la
diagonal AD, sera preciso para que haya equilibrio, que
la fuerza AD resultante de las dos potencias s y O sea
igual y diametralmente opuesta & la potencia P, que es
lo mismo que decir que las tres potencias han de estar re-
presentadas por los lados contiguos y diagonal de un pa-
ralelogramo formado sobre sus direcciones : en virtud de
lo qual tendrémos P: Q : 8 : AD : AB: AC=BD , 6
(422) P: Q8 usen. QAS :sen. SAR: sen. AR, que
nos dice que para que estas tres potencias estén en equili-
brio , ban de ser entre si como los senos de los dangulos for-
mados por las direcciones de las otras dos.

Luego 1.°, si las potencias tiran de los extremos de
una cuerda que abraza un apoyo fixo , 6 el contorno
de una curva 6 polea serin precisamente iguales ; por-
que habiendo equilibrio , es sefial que la cuerda no se
corre 4 ningun lado ; pero esto no puede verificarse si
las potencias son desiguales. Luego ; &e.

Siendo las potencias iguales, lo han de ‘ser los 4ngu-
los QAR,RAS , cayos senos son sus medidas , y la re-
sistencia , 6 presion del apoyo en este caso sera 4 una
de las potencias , como sen. QA4S : sen. £ Q A4S.

2.° En vez de la potencia P se puede substituir un
peso qualquiera , y la razon de las potencias al peso que
han de sostener sera la misma que dexamos averiguada.

En
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3.2 En vez de las potencias Q, y S podemos consi-

14[3 derar. dos apoyos fixos como dos clavos que tienen su-

jetos los extremos de la cuerda.
497 - En quanto d lo s:gundo , sean A,P,S,Q,H cin-

144 co potencias que tiran de otros tantos cordones atados

de tres en tres en los nudos B,C, D: que todas estén
en un mismo plano, y las potencias A4,H sean 6 pue-
dan ser dos apoyos fixos. Ya que todo el sistema esti
en equilibrio , lo estard cada una de sus partes ; y asi
tomando solo la parte A4PCB , y mirando la tension
del cordon BC como una potencia I' que tira en la di-
reccion BC , tendrémos que A4: P: T :: seno PBC': sen,
ABC : sen. ABP (422 ) ; y haciendo lo mismo con ca-
da una de las partes BSDC, COHD , tendrémos la re-
lacion que las cinco potencias guardan entre si para que
el sistema esté en equilibro. ; _
Prolénguense las direcciones de los cordones BC y
CD : supongamos que la fuerza § esté expresada por CF,
y tracese el paralelogramo CdF% , la tension del cor-
don CD sera Cd , y la del cordon BC sera Cb ; la po-
tencia P y la tension del érden BC obran contra la po-
tencia 4 , y asi han de tener una resultante en la di-
reccion ABG. Por la misma razon la potencia Q,,y la
tension del cordon CD obran contra la fuerza H, y han
de tener una resultante en la direccion HDG. De suer-
te que la resultante de las quatro potencias P, Cé, Q,Cd,
6 de las tres P,5,0 es la misma que la de los cordones
extremos ; y como esta resultante pasa por el punto G,
si suponemos que sea R esta fuerza , obrari en una di-
reccion ZGR , y sera tal que se verifique 4 : H: R :: sen.
ZGH : sen. AGZ : sen. AGH. De todo esto se deduce,
que sea el que fuere el nimero de potencias que estan en
un mismo plano , y obran en. otros tantos cordones ata-
das de tres en tres , todo el sistema se puede reducir al
de solas tres potencias unidas en un mismo punto , que
sera aquel en que se encuentran las direcciones de los
cordones extremos. : - :
Lug-
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- 488 Luego. si consideramos una cuerda como un po- Fig.
ligono de una infinidad de lados cargada en toda su ex- 145

tension de unos pesos pequefios , COMO 1, 71, p, &c., cuya
suma sera igual al peso de la cuerda ; y por los extremos
Ay H tiramos las tangentes 4X,HX que concurran en
un punto X, y por este punto tiramos la vertical ZXR,
quedara el sistema reducido al de tres potencias que cbran
en las direcciones XH, XA, XR. Esta ultima:sera la re-
sultante de todos los pesos pequefos , y como es para-
lela 4 las direcciones de ellos ha de ser igual 4 su suma,
y ha de representar el peso de la cuerda ; luego llaman-

do R ; éste pésorserd R 1.4 vHusen adXH s sen. ZXH

ssen. AXZ, £11851 { 13 i O W OTWIRN S G BIHD

489 Esto supuesto nos serd. facil averiguar el esfuer-
z0 que pasa 4 una ‘miquina quando el agente obra en
ella por 'medio de una’ cucrda pesada. Sea- P 'la: poten=
cia_quetira del extremo: P-de una. cuerda que'ise:comu=
nicai 4 una maquina porrel otro extremo .4 : por los ex-
tremos de la cuerda tirense las tangentes 4X, PX , y
por el punto X donde se encuentran: la vertical ZXR,
y: férmese la siguiente  proporcion:: La potencia P es:4
la fuerza que pasa 4 la maquina , como sen. AXZ -al
sen. ZX'P; de suerte ‘que segun.que ‘el angulo ZXp sea
mayor é menor que AXZ ;:asi el esfuerzo que pasa ala
miquina ser4d mayor 6 menor que la potencia P. Todo
esto nos manifiesta: que ‘un agente :que no pueda mover
una tiquina directamente:, tal vez podrd moverla si co~
munica: su esfuerzo por medio de una cuerda. 151
490" Concluirémos esta teoria manifestando-que por
grandes que sean las potencias que tiran de los extre-
mos ‘de una cuerda , cuya posicion: no sea vertical , no
la pondran en linea recta. Para ‘manifestarlo tirense: por

los extremos ‘de ‘las ‘cuerdas las: tangentes A X, HXS, y

por €l punto X donde se cortan la vertical RXZ ; si llas
mamos R el peso de la cuerda, y 4 y H las potencias
que tiran de sus extremos ; por lo dicho antes sera H:R
ssen, AXZ visen. AXH —sen. SXA4. Pero quando:la
e eee e T e cuer=

147
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Fig. cuerda toma la posicion horizontal A4H , el seno del 4n-

148

gulo AXH es cero , y el sen. del 4ng. AXZ es —al ra-
dio , que lo podemos expresar por la unidad. Y entén-
ces la proporcion se reducea H:R ::1:0; pero1:q
2200: I, que nos manifiesta que para que la cuerda no
pandee , ha de ser su peso nulo , 6 las potencias que ti-
ran de ella infinitas ; pero uno y otro es imposible, lue-
go la cuerda ha de pandear.

De la palanca.

491 La palanca es'una barra inflexible #B recta §
curva , de hierro U otra materia dura qualquiera, la qual
sirve para levantar pesos 6 equilibrar las potencias por
medio de un punto fixo C , llamado apoyo, alrededor del
qual puede girar con libertad , y en cuyos extremos se
colocan las potencias que se han:de contrarrestar , 6
bien sean dos pesos , 6 ya sean un peso y una potencia,
que para lo que es del equilibrio viene a ser lo mismo,

Para determinar las condiciones del equilibrio en es-
ta méquina supongamos dos potencias P y O que obran
en los extremos de una palanca 4B sostenida sobre un
apoyo C', por medio del qual se equilibran , y suponga-
mos que sus direcciones son obligiias , y estin en un
mismo plano ; si prolongamos estas direcciones hasta
que se encuentren en un punto D , y suponemos que
AD,BD sean dos cuerdas atadas en un punto D , sefa-
lamos las fuerzas por las partes DF,DE , construimos
el paralelogramo DFGE , y tiramos la diagonal DG,
quedara el sistema reducide 4 una maquina funicular de
tres potencias que estin en un mismo plano ,y obran en
otros tantos cordones atados en un mismo nudo (486 ).

Luego para que se verifique el equilibrio sera preciso

que: la resultante de estas fuerzas se destruya , 6 po-
niéndole otra R igual y contraria , 6 lo que es lo mismo,
dirigiéndose la resultante al punto de apoyo. De suerte
que la carga de apoyo debe mirarse como una fuerz:!
Y

LS
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igual y contraria 2 DG. Luego comparan’db entre st las dos Fig,

potencias Py Q, serd (422) P: Q,:: sen. CDB:'sen. CD A,
esto es , como los senos de los angulos formados  por

‘las direcciones: de la otra poténcia y la resultante. De

suerte que si eon-un radio DC , haciendo centro en D,
trazamos el arco OCS ; y desde el punto-C baxamos 2
las direcciones de las potencias las perpendiculares CH,

CK , estas lineas seran los senos de los 4angulos 4DC,

BDC , yseran P : G, :: CK: CH ; esto es, las potencias
que se equilibran en una palanca estin en razon inversa

de las distancias -al punto de apoyo , 6 lo que es lo;mis-

mo , los momentos de las potencias han de ser iguales;
porque la proporcion P: 0 :: CK: CH nos da PxCH=0,
xCK. ; : ; '

492 Pero quando las direcciones de las potencias son

paralelas , como sucede quando de los extremos de la
palanca cuelgan dos pesos M y IV, las rectas CH, CK s¢
confunden con los brazos de la palanca , y en este caso
tenemos P : Q :: CB : CA, esto es , las potencias parale-
las que se equilibran por medio de una palanca recta es-
¢dn en razon inversa de los brazos de la palanca.

493 Como las tres cosas principales que se conside-
ran en una palanca , a saber, la potencia , la resistencia
¥ el apoyo pueden combinarse de distintos modos, de
aqui proviene la division que se hace de la palanca en
1.2/2.°y 3.2 género. La palanca del primer género es aque-
lla en que el apoyo estid en medio, la potencia en un ex-

tremo , y la resistencia en el otro. Palanca del segundo .

género es aquella donde el apoyo estd en un extremo,

la potencia en otro extremo , y la resistencia en medio;

y palanca del tercer género es aquella en que el apoyd
€sta en un extremo, la resistencia en otro , y la poten-
cia en medio. De estas palancas puede ser ventajosa la
primera ; la segunda lo es siempre , excepto el caso en
que sea tan larga , que su peso supere la fierza ‘del

agente ; pero la del tercero siempre es desventajosa, y

asi esta palanca jamas se usa

ara vencer grandes pe-
Lom. 1T, . e 2

SOS
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's0s , como ‘sucede con las anteriores , y solo se aplica

para arreglar ciertos  movimientos , como hace el te-

xedor. ¢0] ;
494 < Hemos tratado de la palanca sin atender 4 su

peso’, del que no podemos prescindir en muchas oca-

siones , el qual ‘se ‘considera como otra fuerza aplicada

en su centro de gravedad , y en estos casos la palanca
queda reducida & un sistema de tres potencias, dos de
las quales intentan hacer que el sistema gire hacia una
direccion, y la otra pretende hacerle girar en sentido

~ contrario. Y por:tanto la suma de los momentos res-

152

pecto el apoyo de las que intentan hacer que el sistema
gire hacia una direccion , ha de ser igual al momento
de la otra potencia. Esto es, sillamamos // el peso de
la palanca , y ‘suponemos que las direcciones de las po-
tencias sean ‘paralelas para mayor facilidad , serd QxA4C
=M xCG+PxCB, _

495 Si en la palanca se equilibrasen muchas poten-
cias , 6 muchos  cuerpos , la suma de los momentos
de los que intentarian hacerle que girase hacia una di-
reccion seria igual a la suma de los que intentasen ha-
cerle girar en direccion contraria. De suerte que si en
el equilibrio de muchas potencias por medio de la pa-
lanca ignorasemos el valor de qualquiera potencia 6 dis-
tancia 4 que estaba del apoyo , lo hallariamos facilmen-
te con substituir una incdégnita por aquella cantidad
desconocida , igualar unos con otros los momentos,
y despejar la incégnita en esta equacion.

Entre las maquinas que se refieren 4 la palanca, las
mas principales son el peso , 6 balanza y la romana,
de las que trataré , aunque sea” con brevedad.

De las balanzas.
496 La balanza , miquina destinada & pesar las mer-
cancias , es compuesta de una barra recta AB , 4 cayas
extremidades estan pendientes con cordones dos platill%?

.
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Cy D, en los que secolocan las mercancas que se quie-
ren pesar: dicha barra lleva en su centro un exe 4y, que la
atraviesa perpendicularmente, y cuyas extre{mdadps en-
tran y giran con libertad en los ojos construidos en una
caxa grande EAf ,que sostiene la maquina. Las extremi-
dades del exe no tienen la figura cilindrica , tienen un
corte romo en la parte inferior que lude con las armas,
lleva una aguja fg , que esta en la caxa quando Ja barra
esta horizontal , y que sale de la caxa quando la barra
esta inclinada 4 qualquiera lado:

Es claro que la balanza es una palanca del primer
género. Quando se quiere hacer uso de esta maquina se.
coloca en un platillo el género 4 cuyo peso se desea co-
nocer 5y en el otro se ponen unas pesas, que ya de
antemano son conocidas , hasta que se verifique el equi-
librio , y por este medio se viene en conocimiento de
lo que pesa el género. gl sewesy £ 10521 :
¢+ 49% ' Para que un.peso sea exacto .es necesario que
sus dos brazos sean igualmente largos , que si forman
entre si;algu angulo 4 la parte superior 6 a la inferior,
éste sea tan grande , que los dos brazos puedan consi-
derarse como que estan en linea recta ; pues si el an-
gulo es muy sensible-quando tiene ¢l vértice hacia aba-
X0 ; la balanza es tan ligera que con dificultad se puede
pesari-en ella 5 ¥ -si el vértice esta hacia atriba es-muy
pesada , y tampoco se pueden pesar €osas delicadas. En
el primer caco las balanzas se llaman /Jocas , y en el se-
gundo pesadas. Tambien es preciso que los brazos sean
s6lidos para que no se doblen , pues de suceder esto po-
dria quedar un hrazo mas corto que otro , y no es me-
nos esencial que gire con lib:rtad alrededor de su exe.

498 Aunque los brazos de una balanza sean desigua=
les , puede conocerse el peso de una mercancia  practi=
cando lo siguiente : sin embarazarnos en, examinar qual
es el menor brazo de;una balanza, que suponemos ser
falsa , en el uno de los platillos , por exemplo en D,
pondrémos la mercancia O que qlgrémos pesar, y. ob-

2 : sére
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tran con libertad en ‘unos ojos hechos en‘una’ caxa, den- Fig
tro de la qual esta la polea. s9lot]
Llamase polea fixa aquella que no sube ni baxa con
el peso que ha de mover, y polea movil se llama aque- 153
Ha que sabe y baxa con el peso. La polea‘fixa no nos 1354
trae otra ventaja que poder variar las direcciones 'de las 153
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Fig. sérvese el peso P con quien se equilibra : traspisese la
mercancia @ al platillo C, y véase con que peso P’ se ,
equilibra : multipliquese P.por P’ y del producto PxP
extraygase la raiz quadrada , y se tendri el peso exéce-
to de Q.

153

Porque el primer equilibrio da PxA4E=0, x BE (492),
y ¢l segundo da Qx #E=P'x BE. Dividiendo la prime-
ra equacion por la segunda , tendrémos -Ié :‘% 5y
por ultimo PxP'=Q",y V(PxP')=Q. B ;

De la romana.

~ 499 La romana es una especie de balanza ‘de brazos
desiguales ,-en la qual un mismo peso puede hacer equi-
librio con muchos pesos desiguales , y por esta razon se
puede poner el peso a diferentes distancias del punto de
suspension : dicho peso se llama comunmente pilon + este
cuerpo se coloca en el brazo mas largo, y en el brazo
mas corto se coloca el género que se quiere pesar , para
lo qual suele llevar en este brazo un platillo 6 un gar=
fio: el brazo mayor estd dividido en partes iguales, y
por la distancia que hay desde la division donde se co-
Ioca el peso hasta el punto en que se empezé 4 dividir, se
viene' en conocimiento ‘de lo que pesa el género, funda-
dos en aquel principio general de la palanca 'y en el qual
se manifiesta que dos pesos que se equilibran estin en ra-
zon reciproca de las distancias del punto de apoyo (492).

De la polea.
590 Polea 6 garrucha se llama un cilindro ABH de

un diametro arbitrario, y de poco grueso , el qual en
su circunferencia lleva un carril 6 ‘canal para que pue-

~da entrar una cuerda , de cuyos extrenios tiran dos po-

tencias , 6 una potencia y un peso La polea gira con
libertad por medio de un exe que la atraviesa 'perpen-

dicularmente en su centro , y los extremos de éste en-
: Y o A

potencias ; pues en quanto al “esfuerzo , no ‘¢s posible
nos proporcione ventaja alguna : para manifestarlo pro-
Iénguense las direcciones de las potencias hasta que se
encuentren en un punto ‘G 4 representen las partes AG,
BG estas potencias: constriyase el paralelogramo AGBX,
y tirese la diagonal GK , los radios 4C,BC , y la cuer-
da AB ; desde luego se manifiesta que el tridngulo 4CB
es isosceles , y semejante 4 los triangulos GAK, GBK,
pues tiene los lados perpendiculares a los de éstos'y; y poe
tanto seran iguales los angulos AGA,; BGK 5 pero-las po-
tencias son como los senos de estos 4ngulos ; luego las
potencias son iguales. Y asi es indispensable que para que
Ia ‘potencia se equilibre con un peso de 20 arrobas ha-
ga un esfuerzo de las mismas 20 arrobas.

50t ' Pero no sucede asi conla polea movil, porque 154

como en ésta el un extremo de la cuerda esta fixo en A,
¥ el otro tira de la potencia , si hacemos la misma cons-
truccion ' que en el caso anterior , serd P: Q :: DG: HG;
¥ por ser semejantes los triangulos DHG,LCCEP : Q) :: DC
*DE , esto es, como el radio 4 la subtensa del arco que
abraza la cuerda , que siempre que éste sea mayor- que
60.°, ha de ser la potencia inferior al peso. Pero si supo-
nemos que las direcciones de las potencias sean parale~
las , en este caso la subtensa DE se confundird con el
didmetro , serd igual 4 dos radios, y es el caso en que
la-potencia‘ produce el efecto maximo , y P : Q = el ra
dioes al diametro , 6 como r : 2. Por cuya razon, quan-
do se quiera que una potencia que mueve un cuerpo
por medio de upa polea produzea el mayor efecto , se
ha de procurar que las direcciones de las potencias , 'y
el peso sean paralelas. El efecto que la petencia ‘na pro-.
€13 Q3 duz-
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Fig. duzca de este modo , no lo producirad de otré alguno en

la polea. ’
: ’ Del torno. :

502 El torno 6 cabzstante es una miquina compues-
ta de un cilindro y una rueda que tienen el mismo exe:

155 una potencia P yaplicada 4 la: circunferencia de la rue-

da ; obliga 4 la cuerda que sostiene el peso O, 4 envol-
verse alrededor del cilindro , y por consiguiente levanta
el peso O que’ cuelga de su extremo. El cilindro lleva en
sus extremos dos espigas ¢ manecillas que descansan so-
bre -dos' apoyos. : :
~ Quando el cilindro de esta maquina es horizontal se
llama propiamente torno ; pero quando es vertical , se
llama cabestante. Las: condiciones del equilibrio son las
mismas en una posicion que en otra. Averigiemos qua-
les son éstas. ; :

503 Sea el circulo DEH el plano de la rueda , que
siempre es perpendicular al cilindro que la atraviesa;
AB el exe del cilindro, P la potencia que mueve la ma-
quina-tirando en una direccion EP tangencial 4 la cir-
cunferencia de la rueda , y cuya direccion supondrémos

para mayor facilidad que es vertical ; CE un radio de;

la rueda tirado al punto de contacto E ; O, el peso que

se quiere mover por medio de la cuerda Q0 que toca la:

superficie curva del cilindro en un punto O ; SO una
perpendicular baxada desde el punto de contacto O al:

exe del cilindro. Esto supuesto , imaginese que por el

radio C'E, y el exe 4B del cilindro pase un plano EXMN,:
que por ser horizontal pasara por el punto O cortando
el cilindro en la parte posterior por la OZ ; y tirese la
recta OF , que cortara el exe del cilindro en un punto %
Las rectas EC, OS que estin en un mismo plano, y son
perpendiculares & 4B , son paralelas entre si ; y por tan-

to seran semejantes los triangulos EnC , OSn , y de sus:

lados sacarémos la siguiente proporcion En: On :: CE : 0S;

pero por otra parte tenemos que OnE es una palanca.

del

vid
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del primer género 5 cuyo apoyo esta‘en ', la potencia Fig.

en B, y la resistencia en O, y asi han de ser P: Q2 On
:nkE (492) 5 luego por una igualdad de razones P : (0]
. 08 : EC; esto es'y para que se verifique el gqu,lhbrxo
en el torno , ha de ser la porencia a la resistencia 0 peso,
como- el wadio del ¢ilindro aliradio de:la -rueda. Luego
quanto menor sea el radio del cilindro 4 y mayor: el de
la rueda:, tanto mayor efecto producird una misma po-
tencia’; bien que se- moverd con mas lentitud , y nosex-
ponemos 4 que el cilindro siendo muy delgado.se rompa.
so4 + Hemos supuesto que el radio. CE era horizon=
tal 3 pero; desde’ luego se infiere que las: condicionesdel
equilibrio han' de ser las mismas, ‘aun quando se le dé
otra posicion ; pues qualquiera que esta sea , siempre han
de ser constantes las rectas EC; 8O, Cn, Sn, En,n0.5 ¥y
los; triangulos que ‘resulten iguales 4 los triangulos CEn;
0Sn;' 'y como tambien son constantes Py QO , siempre
serds Pz Q,:: §0: CE. No todos los tornos suelen llevar
tueda , muchos de ellos llevan unas palancas ; pero estas
equivalen 4 los radios de la rueda, y ellec‘lulhbmo es el
mismeds rnlpothnisaisa 6194 , 5 aeo .
v ¢ vommai nuies oo Del brici'dogate

R HID 3-SR BIH -3 £ y 2B 2OrRIe

505 El cric escuna maquina que se refiere 'al torno:
se compone de una caxa de madera 4B , de una barra
dentada NV 5 y de un pifion armado 'de alas ‘como g
El pifion:se> mueve -pot: medio de un .manubrio 6 cigiie=
fia: SP.- Quando se mueve el pifion ;sus 'alas,engargans
tan en los dientes de la barra ; ¥ sdliendoésta;! levanta
qualquier peso que se coloque en €l ;5 para lo quales in-
dispensable que el extremo B-de'la maquina esté apoya-
do en ftierra. - faesiloseoorlg Is slslsisq B92 819

Las condiciones ‘del equilibrio ‘en;esta-maquinassorn

las ‘mismas que las del torno , porque es evidente que la
cigiieha en. este ‘caso’ traza un circulo conisu movimien-
to que equivale 4 la rueda del torno, y: el pibon: hace
oficio de cilindro -y asi llamando P la potencia 5 0 la

Q4 re-

s
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resistencia’ que opone la barra , el radio del pifion 7, ¥
el del circulo que traza la cigiiena R, sera P: Q:: r: R,

Del plano inclinado.

506 . Llamase plano inclinado aquel que forma un 4n-
gulo agudocon. el horizonte, d'lo:que es-lo mismo, aquel
que ni‘es horizontal ni:vertical 5 cuyo perfil es' repre-
sentado por «IB. Si desde el punto B , el mas elevado
del plano , baxamos la: perpendicular ' BC que encuentre
en un: punto C la horizontal AC; la recta BC se llama
labaltara del plano ; y la' AC su base. Supongamos: un
cuerpo G puesto sobre un plano, y sostenido por 'una
potencia P que tira de €l en una direccion GP dirigida
a su centro de. gravedad ; representemos. el peso . del
cuerpo por la vertical GM 'y llamémosle Q5 y la po-
tencia expresémosla ‘por la parte GO de su direccion; y
constriyase el paralelogramo GOMN , y tirese la dia-
gonal GV, que por ser la resultante de las fuerzas GM
¥ GO sera la que comprimira el plano, y estard en el
mismo que ellas , y ademas serd perpendicular al plano;
pues de otro modo no podia el cuerpo estar inmévil; y
€sta es una circunstancia precisa para que el cuerpo se
mantenga en equilibrio.. Comparando ahora entre si-es-

- tas ;potencias , y llamando GIV,F' sera P: Q::GO:GMP

159

1 KGO GN,Q  F ::GM: GN. De la primera de es-
tas proporciones , da qual 'nos sitve - para. comparar la
potenciaicon el -peso del euérpo , sacamos tambien P: 0
s sem MGV : sen. NGO (422 ) + y -estas son las condis

ciones del equilibrio en el plano inclinado. ;
507 -Pero. si suponemos quela direccion de la poten-
cia sea paralela al plano, el angulo NGO serairecto, y
swysenoi serd ek mayor detodoslos senos y € igual al ra-
dio 1y quesi de Hamamos Ry tendrémios P : Qi sen.
MGN : R ;:.pero da ltima de: estas dos razones es la
menon posible supuesto: que el angulo MGN es agudo.
Luego tambicn la razon de P : Q serd la menor po-
3 b} ten-
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sible. Luego la menor potencia que ha de sostener un Fig.

cuerpo sobre un plano inclinadeisera aquella cuya  di-
reccion sea paralela al plano. Pero hemos visto que P:
# MN =G0O: MG ; y por otra parte tenemos que los
triangulos GMN , ABC , cuyos lados son perpendicula-
res son semejantes., y sus:lados nos dan M N : GM :: BC
: AB. Luego por una igualdad de razones P : Q:: BC
: AB , que nos manifiesta que quando la direccion de
la potencia es paralela al plano, es quando produce el
efecto maximo , y en este caso la potencia y el peso son
como la altura del plano a su longitud.

1508  Supongamos ahora que la potencia tire en una
direccion paralela 4 la base del plano. Como en este ca-
s0 son tambien semejantes los tridngulos MGV, 4BC,
sera MN=—GO : MG :: BC: AC , y como tambien tene-
mos Ri::Qxw MN : MG , suprimiendo-la razon comun,
sera P: Q = BC: AC, esto esi, quando la potencia tira
del 'cuerpo en una direccion ‘paralela 4 la base, la po-
tencia y el peso del cuerpo son como la altura del pla-
no a su base. En este caso la potencia puede ser igual
al peso , puede ser mayor , y tambien menor que €l :
lo mismo :sucede en el primer caso ( 506), donde la
potencia puede tener-tal direccion que sea. MG=GO;: pe-
roen el segundo caso siempre es la potencia menor que
el peso.

B Io 10 sl bbb LUk 0 b V.

De las mdquinas compuestas.

De la rosca.

509 La rosca es un cilindro de ‘madera 4 otra mate-
tia sélida como 4B, el qual tiene en su circunferencia
tallado un filete en forma espiral : este sélido se intro-
duce en otro llamado zuerca., cuya concavidad tiene un

IC=

160
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rebaxo, en el qual se ajusta larosca; de suerte'que el
filete de la'rosca , y'la concavidad de la tuerca se pue=
den mirar como molde uno' de otro. Una vuelta com-
pleta del filete se llama espira 6 paso de la rosca , y el
intervalo que hay de una espira 4 otra medido por una
recta paralela al exe delarosca, se llama paso de la ros-
ca. La rosca AR 'se mueve por una palanca CP , en
cuyo extremo se aplica una potencia : esta potencia, ha-
ciendo que la rosca gire alrededor de la altura, la obli-
ga 4 que suba 6 baxe trepando ¢ baxando por el filete
de la tuerca. Desde luego se infiere que si en el extre-
mo de la rosca ponemos un cuerpo qualquiera al baxar
ésta , la comprimira siempre que la tuerca esté fixa , y
por el contrario , si el cuerpo estd asido al extremo de
la rosca quando ésta suba , lo levantard. De suerte que
la rosca sirve para dos fines, .que son para comprimir
los cuerpos, 0 para levantarlos. . SEALE

g10 Para manifestar las condiciones del equilibrio
en esta maquina , supongamos que ABCD sea una par-
te dec la rosca correspondiente @ una espira‘, y que cor-
tando su' superficie por el lado 4B la desarrollamos,
nos- resultara ‘un rectangulo CMND , cuya-altura'CD
serd: la’ base ‘de la rosca , DM la lespira’, y ' DN la cirs
cunferencia: del cilindro sobre que esta cehida la rosca.

e suerte que la rosca resbala por el filete de la tuer-
ca lo mismo que por un plano inclinado. Y asi, lla-
mando O, el peso de ‘la tuerca quando pasa por el filete
de la rosca, 6 el de la rosca quando baxa por la tuer-
ca (pues para el equilibrio viene a ser lo mismo ) como
la potencia obra en una direccion paralela 4 la base,
si 4 ésta la llamamos R , y la suponemos aplicada inme-
diatamente al cuerpo, sera (508)R: Q = MN: ND, 6 R
: Q:: CD : ciccunferencia 8D = circunferencia 0Q; pero
la potencia no se aplica’ inmediatamente al punto O, s¢
aplica 4 un punto P extremo de la palanca OP. De

suerte que llamando esta dltima fuerza P, sera P : Q.

00 : OP = cir. 0Q : cir. OP. Si- multiplicamos ordena:
da-
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damente una por otra, las dos proporciones R: Q :: CD Fig,

s cir. 0Q, y P2 R« cir. 0Q : cir. OP , sera P: 0 :: CD
: cir. OP , que nos manifiesta que para el equilibrio en la
rosca ha de ser la potencia a la resistencia O peso , como
el paso de la rosca 4 la circunferencia “que: traza:la pa=-
lanca. Con atender 4 que -el pasorde la rosca sicmpre es
muy pequefio , y la palanca de bastante longitud , se in-
fieren los prodigiosos efectos de la rosca. Esta maquina
es compuesta , pues participa de la palanca del segundo

género , y del plano inclinado.. o S
De la cufia.

s11  La cufia ordinaria es un: cuerpo de hierro , u
otra materia solida , el qual tiene la figura de un pris=
ma triangular : EG es el corte de la cuna: ABCD la ca=
beza : ABGE,DCGE son las caras ; y DAE , BCG son
dos triangulos que dan 4 la cufa la figura de un pris~
ma triangular.

La cuba se puede mirar baxo dos aspectos diferen~
tes , €Sto es , como una maquina que sirve para levan=

tar los cuerpos, ¢ como maquina destinada & rajarlos:
la considerarémos de uno y otro modo. ;

Del equilibrio en la cuna en quanto se destina a separar,

¢ levantar un cuerpo de encima de otro.

512 En la cufa interin que eleva un cuerpo es pre-
ciso considerar dos potencias , la una que retiene el peso
R , segun la direccion CO , y la otra que empuja la
cufia segun la: direccion PE , la pesantez del peso R,

y la potencia que le tira segun CO, producen una re-

sultante perpendicular al plano inclinado 4D ; pero esta
resultante , siendo obligia al plano DA sobre el qual la
cufia esta puesta, ha de producir dos esfuerzoss-el uno
que comprima el plano BD , a quien es perpendicular
ex una direccion £z, y el otro que arroje la cufa fue-

; ra,

563
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ra, segun la direccion En, y este es el esfuerzo que ha
de destruir la potencia , segun la direccion PE. Luego
si miramos DB D como otro plano inclinado , cuya base
sea la recta dB paralela 4 4D , 6 perpendicular 4 CX,
podrémos: mirar la cufa como  otro cuerpo sostenido
sobre el plano ‘inclinado BD por una potencia que lla-
marémos P. Esto supuesto , si llamamos R el peso de la
cuna, y F' el esfuerzo segun CE , sera (506) R: F':: AD
¢ DB ;y si desde el punto D baxamos al plano dB la
perpendicular Dd , ésta sera la altura del plano Dd:
como la potencia P , que sostiene la cuba sobre el
plano DB , tiene una direccion paralela 4 él , sera F
:P:DB:Dd (507), 6 por ser semeantes los triin-
gulos ADB ;, DBd, F: P :: AD : AB ; multiplicando
ordenadamente los términos de esta dltima proporcion
por los de R :F:: AD: DB, y haciendo la reduccion,

sethnRit Pl AD i DB xAB ,é invirtiendo P R:: DB

—_—7

x . AB: AD ,que nos manifiesta que la potencia es al peso
del cuerpo que se quiere levantar, como el rectingulo for=
mado sobre lo largo de la cara y grueso de la cuna es
al quadrado de su longitud. hizii

La primera de las dos proporciones que hemos sa«
cado varia segun que la direccion .de la potencia que.
sostiene el cuerpo sobre la cufa sea paralela al plano,
6 a su base.

De la cuiia destinada a rajar los cuerpos.

513 Quando por; medio de esta miquina se quiere:
abrir un cuerpo se coloca sobre él de suerte que el corte
siente en aquella parte por donde se ha de empezar a
hendir , y se le da con un martillo en su cabeza en la
direccion PD, haciéndole 4 fuerza de golpes que se in-
troduzca en el cuerpo. Para’determinar el equilibrio en

esta maquina supongamos que ¢l impulso que le comu-:

Bl=
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nica ‘el martillo 4 'la cufia , 6'ya sea unpeso. que se -1

ponga sobre ella’y que para el caso es lo mismo, sea P,
y expresemos esta fuerza por la recta CS. Esta fuerza
se descompondrd precisamente en otras dos CL,CH per-
pendicalares & las caras de la cufia , y que serin las
que intentaran separar una de otra las dos partes /N0,
HGO del cuerpo , destruyendo la resistencia que en el
punto x donde llega la’ tendidura oponen 4 su separa-
cion. Esto supuesto, constriyase el paralelogramo HCLS,
y llamese L la fuerza que obra en la direccion CZ ,
sera P : L:: OS5 : CL, 6 por ser semejantes. los tridngu-
los:ADB ;- CSLy P L AB:: BD. Pero. si-baxamos
desde el punto G la: perpendicular GX 4 la recta CL,
6 su  prolongacion , tendrémos que AGR seri una
palanca angular , cuya potencia estid aplicada en X,
la resistencia en R ( esta resistencia se puede mirar
como la- que opondria una cuerda 6 liston, como TR
que uniese las dos partes del cuerpo) 5 y 4 la qual
llamarémos R , y el apoyo en G. Luego sera L : R
2GR : GK , y multiplicando esta proporcion por la an-
terior , y suprimiendo la Z en la primera razon P : R
2 ABXGR: DB x GK ; y éstas son - las condicionestdel
equilibrio en la cuba quando se mira como instrumen-
to destinado 4 hendir los cuerpos. Qualquiera se hara
cargo que ‘quanto mas estrecha y larga sea la cufa,
tanto mayor efecto producira, y que la base del cuer-
po ha de estar sostenida. Pero si miramos la imposibi-
lidad de apreciar la resistencia que oponen las fibras 4
su separacion, que en cada especie de madera es dis-
tinta , y que ésta varia ain en una misma calidad , se-
gun est¢ mas 6 ménos curada , deducirémos que Ia
teoria de la cufia, quando se destina 4 hendir los cuer-
pos , ha de ser imperfecta. _
514 Supongamos que MNO,HGO sean dos cuerpos .
unidos , los quales se quieren separar por medio de una
cuba, ya sea que ésta obre solamente por su propio
Peso, 6 ya sea que obre por un peso extrafio que se le
v pon-
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ponga’ encima el cuerpo HGO no puede oponer ‘al mo-
vimiento mas resistencia que la que le permita: su pro-
pio peso; y ast, suponiendo que sea g su centro de gra-
vedad , y considerando su peso como una fuerza ¥
que obra en la direccion &V, la palanca que antes era
KGR ahora sera KGY , y la resistencia ya no -estard
en R sino es #7; de suerte que substituido en la dltima
proporcion ¥ en lugar de R , y G/ en lugar de GR,
sera P: V' ABxGV: BDx GK. Gk

s15 El que eximine con atencion este dltimo re-
sultado conocera facilmente el efecto de que es capaz
un cuerpo pesado en figura de cuna entre otros dos cuer-
pos , Si estos no estan muy a.segurados : la robustez que
necesitan los pilares que sostienen un arco, pues las do-
belas de éste son otras tantas cubas , que sin mas _fge:r-
2a que su propio peso , trabajan en destruir el edificio:
lo mismo dirémos de las bévedas y los terraplenes que
obran contra los edificios. T

De las troculas.

£16  Llamanse tréculas un conjunto de poleas, unas
fixas y otras movibles , enlazadas con una cuerda. Las
poleas fixas estan colocadas en una barra fixa HK, de suer-
te que ‘todas estan en un mismo plano ,y las poleas mo-
vibles estin colocadas del mismo modo en otra barra
DE , solo que ésta sube y baxa con el peso que ha de

levantar. En el extremo P de la cuerda que abraza las

oleas se coloca. una potencia , que tirando de ella, obli-

- ga 4 la trécula movil & que'suba y lleve tras si el peso

R que se quiere levantar.
Sin mas que atender 4 la figura se echa de ver que
el peso R esta distribuido igualmente en todos los cor:

. dones ; porque de no verificarse , la tension de - todos

no seria igual , y la maquina no estaria en equilibrio:
esto es , subiria del lado que los cordones estuviesen mas

ticantes , y baxaria del lado que estuviesen mas ﬁox%s.
e
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De suerte que la tension de los cordones P, 1, 2,3, &c.
ha de ser precisamente igual. Esto supuesto , suponga-
mos que las direcciones de los cordones sean obligiias
respecto del horizonte ; y atendiendo 4 la polea A4, pro-
Iénguense las direcciones de los' cordones hasta que se
encuentren en 27 : tirense a los puntos de: contacto los
radios Ao, At , la cuerda oz ,'y la vertical 47, Es
claro que la parte de peso que sufre la polea A estara
expresado por of , y la que sufren los: cordones por los
radios Ao , At ( 5o1), esto es , la fuerza que el cor=
don 1 emplea para sostener el cuerpo , estara represen-
tada por A0, 6 lo que es lo mismo , por:eliseno del
angulo Aro —sen. A%, es 4 saber, por el seno del 4n=
gulo que forman las direcciones del cordon con lawver-
tical 5 y como podemos hacer'la misma consideracion
respecto-los' demas cordones , dirémos que la potencia
serd 'd la suma de los esfuerzos que hacen los cordones
para sostener el peso , como la tension de un cordon a la
suma de los senos que los cordones forman con la ver-
tical 5 6 los cosenos que forman con el horizonte. Asi, lla-
mando # una de estas tensiones, serda P : R ¢ : sen,
AVt + sen. AV 0 +sen. , &c., 6:P: R ¢ cosen. Vro
+cosen, ot + cosen. &c., que quando son pardlelas las
direcciones de los cordones , los cosenos de los 4ngu-
los que éstos' forman con el horizonte son' cero, y los
senos iguales al radio ; y como: la tension: del cordon
P es expresada tambien por el radio es P:R:1: 14=
I+1+4, &c. , esto es', como la unidad 4 tantas unida=-
des como cordones rematan en las tréculas movibles ;
y asi para que esta maquina produzca el mayor efecto
se han de colocar las poleas de suerte que las direccio-
nes de los cordones sean paralelas. j
Las tréculas no suclen eolocarse como se manifies
ta en la figura: es costumbre ponerlas de modo que las
varas en que estin las poleas sean verticales , y se con-
sigue que los cordones sean paralelos con hacer las po~
leas de didmetros desiguales. Pero las condiciones dél
equi-
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Fig. equilibrio son las mismas en un caso que en otro.

De las ruedas dentadas.

167 - 517 :Las! ruedas: dentadas tienen su  circunferencia

divididaien un cierto nimero de dientes iguales , € igual-
mente distantes los unos de los otros. Quando se jun-
tan muchas de estas ruedas de modo que las unas obren
sobre las otras por medio de un esfuerzo que tira 4 ha-
cerles rodar, se tiene la maquina compuesta de ruedas
dentadas. ! : ;
Supongamos una maquina de éstas compuesta de
quatro ruedas dentadas ; que cada una , excepto la pri-
mera , obra en la rueda inmediata por medio de un
pifton armado tambien de dientes y colocado en su exe,
con la qual se quiere mover un peso R-que: cuelga de
una cuerda que arrolla en un cilindro , tiene ¢l mismo
exe que la rueda , por medio de una potencia P que
obra en una direccion M¥ tangente a la rueda A : para
hallar la razon que en esta maquina tiene la. potencia
con el peso , la irémos exdminando por partes; paralo
qual , atendiendo 4 la rueda 4 , encontrarémos que al
moverse encuentra en el punto en que engargantan los
dientes de su pifion con los de la rueda inmediata C' una
resistencia que: tiene que  superar la potencia P : exa-
minando  la-segunda rueda , encontrarémos tambien
que quando se mueve tiene que superar la resistencia
que la:rueda £ le opone en el punto en que engarganta
con su pifion. La misma consideracion podemos hacer
respecto de las demas ruedas hasta la dltima , 4 cuyo
movimicnto se opone el peso R. Luego cada rueda se
puede mirar como un torno particular ; y asi, llaman=
do Xy Z, ¥ y N:los radios de las ruedas, los de sus

pifiones correspondientes &, 2, #, 72, ¥ las resistencias que -

experimentan en los puntos en que los dientes de sus
pifones - tocan los dientes de las ruedas inmediatas
B, D, E, Ry tendrémos respecto de la primera rueda
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P: B a2 X ,respecto deilasegunda Bt D 23/ Z, res-
pecto de la tercera D: Firu: 27, y respecto de la quarta
Ft: R :n: V. Multiplicando unas por otras estas quatro

proporciones , y suprimiendo los factores comunes en

los términos de la primera razon, .serd P: R:ixxz X u
Xn: X XZXF XN 4 que nos manifiesta ‘que en esta ma-
quina la potencia es 4 la resistencia , como el producto
de los radios de los pifones al producto de los radios
de la rueda. Luego si suponemos que los nimeros de los
dientes de las ruedas sean iguales:; y que tambien sean
los. de:los piftones , ‘tendrémos P : R :: a*: X*, que ha-
ciendo ¥=6 , y X=30, esto es, dando 4das ruedas cin=
co veces mas dientes que a los pifiones’, sera £ : R ::
:5% i I :625 Luego prescindiendo ‘del rozamiento y
rigidez de/la cuerda, la fuerza de un hombre por me-
dio de esta maquina puede contrarestar la de 625 hom-
bres.: Basta -esto;:para’ conocer : el prodigioso  efecto de
esta maquina, y que con multiplicar las ruedas se po=
drd conseguir aun :mayor efecto , si los exes sobre que
estriban , ydos «dientes con que se enlazan pudiesen re-
Sistit, o1 A i CRT
Consideraciones sobre las mdquinas.

518 El que se ve empleado en la construccion de
una maquina para producir un efecto determinado debe
procurar que €sta sea la mas simple , pues en qualquie-
ra ocasion se debe preferir la maquina ménos compues-
tad la mas compuesta, aunque para mover aquella se
necesite emplear alguna mayor fuerza que para mover
ésta ; y las maquinas compuestas estan expuestas a fre-
qientes quiebras , y son costosas de construir y de man-
tener. Qualquiera que esté enterado del modo con: que
se encuentra la- razon que tiene la potencia con la re-
sistencia en las maquinas de que hemos tratado, no ten-
dr dificultad en conocer 4 poco mas ¢ ménos el efecto
de que es capaz otra maquina qualquiera simple, 6 com-
puesta. Digo 4 poco mas ¢ menos por la imposibilidad

Tom. 11 R de
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de poder calcular 4 punto-fixo da fuerza que pierden,
asi: por: el’ rozamiento ; como' por la rigidez de las
cuerdas , teniendo presente el esfuerzo de que es capaz
el agente que la ha de mover. Las maquinas son mo-

vidas por un hombre, una caballeria, el agua, 6 el viento,
519 Para que los que se dedican a la maquinaria ten=

gan algun conocimiento sobre los efectos de que son
capaces ‘estos agentes , les doy las siguientes noticias.
Quando una maquina ha:de ser movida por un hom-
bre debe disponerse ésta de suerte que el esfuerzo que el
hombre haga se¢a de 20 4 25 libras :'siendo mayor aguan-
tard muy poco el trabajo.. 084

El que ha de hacer una caballeria menor , debe re-
gularse de 50 4 60 libras.. 4 :

“El que ha de hacer una caballeria mediana , de 100
4 120 libras. 213008 MOy BRINESTEL 8105 ok

Y el que ha de hacer una caballeria. mayor; de 180
4 200 libras. 0 e S BITL RS

De suerte que una caballeria mayor que ha de estar
seis horas moviendo una maquina , sea ‘noria. ; taho-
na , carro , &c. , produce el mismo efecto que ocho
hombres. SHBE '

520 Los otros agentes, como el agua y el viento, se
emplean por lo regular en los molinos. Los que se dedican
2 esta especie de maquinas deben saber: 19 que segun ob-
servé Bellidor , la resistencia que una muela de molino
opone ‘a su nacimiento por razon del grano que ha de
moler ( pues las partes de éste equivalen 4 unas cufias
pequenas , que introducidas entre las dos muelas se opo-
nen al movimiento ) es 5% del peso de la piedra.

2.2 Que la fuerza con que el agua detenida en un
estanque , saliendo por una abertura , choca perpendi-
cularmente en' una superficie , es con corta diferencia
igual a dos veces el peso de una columna de agua que
tenga por base la superficie de la abertura, y de alto la
distancia que hay desde el centro de gravedad de ésta
a la superficie del agua , ¢ lo que es lo mismo, al pecsio

: ; s

L4
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de una columna ‘doble de la que hay sobre la abertura.
- 3.° Que la fuerza con que un-viento capaz de andar
24 pies por segundo choca en una superficie de un pie
quadrado , equivale con corta diferencia a un peso de
18 onzas. 881 SO

4°. Que la fuerza con que el ayre choca en una su-
perficie crece como el quadrado de la velocidad.

5.° Queel efecto de que es capaz una muela de me-
lino estd en razon compuesta del peso que tiene, la ve-
locidad con que se mueve , y los dos tercios de la lon-
gitud de su radio.: 358 50N : i

6.° Que de la fuerza que hace el viento en las ve-
las de un molino: solo 'se! emplea-en hacerle girar una
parte de él , que es poco mas del tercio. En efecto, como
el ayre choca 4 la vela con bastante obligiidad , pues
el plano de ésta forma con la- direccion del viento un
angulo que en la parte mas proxima del exe de las ve-
las tiene cerca de 60° , y va aumentando sensiblemente
hacia ‘su extremo ,:la fuerza con que choca el viento
se ha de: descomponer en dos, una que 'mueva las ve=
las, y otra que las impela contra la fabrica.' De estas
dos fuerzas, siempreies menor la que: produce el movi=
miento'}, ¥y viene 4 ser como ;5 de la fuerza absoluta
con que’ choca el viento. = gk

7.° Que para que el rozamiento de una méiquina sea
¢l menor posible se procure que las espigas de los exes
6 piezas que tienen que moverse sean dehierro - los
apoyos ‘6 buques en que se mueven de bronce; pues se
ha observado que el rozamiento entre cuerpos de una
misma materia , como hierro con hierro , &c. es ma-
yor que entre cuerpos de distintas materias; como hier-
ro con bronce, &ec. 1 1ol i M £

521 Todos estos conocimientos son hijos de la expe=
riencia , y ‘aunque’ no‘ sean ' exdctos , son' lo suficiente
para que qualquiera que se dedique 4 la maquinaria
pueda formar juicio de los efectos de que es capaz una

. mquina , no olvidando ( como he dicho' en otro lugar)

Rz que



o

260  COMPENDIO"
que las méaquinas nunca aumentan la fuerza , esto es,

no producen mas efecto que aquel de que es capaz la -

potancia que la mueve. Lo que sucede es , que para
mover un gran.peso lo hacemos por medio de una ma-
quina tal que le comunique una velocidad muy peque-
fia 50y por la contraria, quando queremos que un. cuer-
po tenga una’ velocidad muy grande , es indispensable

que su masa 'sea muy pequena. Esto supuesto , propon- -

gamonos resolver ‘algunas qiiestiones acerca de ello.
522  Qiiestiond. Dado el. peso de una muela de molino
determinar la fuerza que necesita hacer el agua , 0 el
vienta:para omeverlits snsil sun 31951 sl b sl )
Hemos dicho'( §20:) que la‘fuerza: que emplea una
piedra de molino .para moler los granos es con corta di-
ferencia igual 4 5% del peso de la piedra. Luego si supo-
nemos que la piedra pese 145 arrobas , dividiendo este
numero  por 35 , el quociente 5 manifestara que la fuer-
za que ha de hacer' el agua ¢ el ayre, prescindiendo del
rozamiento , ha .de equivaler 4 un peso de cinco ar-
robas. Pero el rozamiento no es un elemento que no
merezea la mayor atencion en las maquinas ,y lo peor
la dificultad , ¢ mas bi¢n imposibilidad , -de:apreciarlo
principalmente’ en las maquinas. -Algunos Autores de
Mecanica tratan de este punto‘con alguna)extension,
y ensehan ‘el ‘modo de-apreciarlo ; pero todos los resul-
tados: son ‘teéricos , que discrepan mucho en la practica.
Quanto mas: compugestas ‘son:las maquinas 5 mayor: es’
el rozamiento. Yo soy de:opinion; que en las maquinas
grandes y como los molinos , se regule la fuerza del ro-
zamiento por la mitad de la presion, 6 4 lo ménos por el

tercio : y por: tanto en nuestra. giiestion considerarémos -

esta fuerza como equivalente 4 un peso de 2% arrobas:
sumando esta cantidad: con las:g :arrobas anteriores,
tendrémos que la resistencia:que  opone al: movimiento
nuestra muela es de 7% arrobas ; pues en estos calculos
siempre se ha de pecar por carta de mas. Luego si apli-
camos 4 la circunferencia de la muela una fuerza con;o

la
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la que acabamos de calcular , la -moverd y hars moler.
Pero si esta fuerza se la comunicamos por medio de
un rodete 6 rueda de alas que sea de un radio doble
de los  de el de la muela , bastard un esfuerzo de 4
arrobas para moverla : viendo que su velocidad serd tam-
bien la mitad ménos , y siendo la cantidad de movi-
miento en este caso la mitad de lo que era antes, ha
de ser al doble menor el efecto que produzca, esto es,

~ sisdntes molia 4 fanegas de grano por hora , ahora no

molera mas que la mitad.

523 Esto nos da 4 conocer que un agente aun mas
pequefio puede mover una muela de molino por muy
grande que sea , pero la velocidad de ésta sera tal que
no molera los granos. Para que una piedra de 6 4 % pies
de diametro produzca un buen efecto, es preciso que
en un minuto dé de 30 4 40 vueltas 4 lo ménos, y si
la piedra es de 4 a 5 pies de didmetro, ha de dar por lo
ménos 6o vueltas en el mismo tiempo.

524 Luego deben disponerse los molinos de tal modo
que las piedras se muevan con bastante velocidad , y
sean de bastante magnitud para que muelan qualquiera
especie de granos en bastante cantidad. Conocida por
este medio la fuerza que se necesita para mover la muela,
se ve si el agente que la-ha de mover (520) es capaz de
producirla , si no se disminuye el peso de la piedra qui-
tandole de lo ancho 6 de lo grueso , 6 uno.y otro; pero
siempre con la precaucion de que no quede tan pequefa
que no sirva : puestas muelas en igual velocidad muelen
a4 proporcion de su peso. En los molinos de cubo 6 ro-
dete , como el agua tiene una caida muy grande ,y 4
la piedra la mueve con mucha velocidad , suele darsele
& ésta de 70 4 8o arrobas de peso ; pero en los molinos
que se mueven por medio de unas ruedas de alas muy
grandes , y la velocidad de las piedras es muy pequefia,
es preciso que las piedras pesen al doble, por lo ménos,
que en las anteriores : sabi2ndo medir el volimen de
una piedra se hallara facilmente su peso, teniendo pre-

R3 sen-
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sente ‘que un pie cibico de las piedras que se gastan para
los ‘molinos , pesa alrededor de 170 libras.

525 La velocidad con que el agua ha de comunicar
4 una maquina para que produzca el mayor efecto de
que es capaz ha de ser él tercio de la velocidad con que
se mueve el agua , y lo mismo sucede respecto del ayre;
y asi, calculada la velocidad de qualquiera de estos dos
elementos , se podra conocer muy bien ‘el efecto del

molino. ¥

526 Quando el choque del agua no es suficiente
para mover un molino se dispone la maquina de suerte
que el agua obre por su peso y por el chogue : esto se
consigne de dos modos ; el 1. y mas ventajoso es el
de una rueda de alas metida en una caxa ¢ canal con-
céntrico, con la circunferencia de la rueda y las alas de
ésta tan ajustadas al canal , que no les quede mas hol-
gura que para poderse mover. Y el segundo es valerse
de una rueda de caxones; pero en estas ruedas la ve-
locidad del agua se desperdicia , y ademas el choque de
ella no se hace sobre uma superficie plana ; lo que no
sucede en el caso anterior , y por tanto aquel métoda
debe preferirse a éste. ' ; ‘

527  Qiestion II. Dado el peso de-una muela de moli=
no o su velocidad y didametro , y la cantidad de grano que
wuele en un tiempo determinado 5 encontrar quanto molerd
en el mismo tiempo otra muela cuyo peso , velocidad y did=
metro sean conocidos. :

Se sabe por experiencia que una muela de 6 pies de
didmetro y 4ooo libras de peso, dando 50 vueltas por
minuto , muele al pie de 100 fanegas en 24 horas. Lue-
go para saber quanto molerd en el mismo tiempo otra
muela de -5 pies de diametro y 2000 libras de peso,
dando 6o voeltas por minuto , formarémos la siguiente
proporcion’ ( 520 ) 4000X 24X 50+ 100 fanegas :: 2000 X
20 X 60 : co fanegas — 50 fanegas , y este es el numero
de famegas que en las 24 horas molera la muela pro-

uesta.
3 Si

DE 'MATEMATICAS. 263

Si la muela propuesta solo tuviese 4 pies de didme-
tro , pesase 880 libras, y diese 40 vueltas por minuto,
determinariamos 1o que moleria en 24 horas diciendo:
4000% 24 % 50 =4800000 : 100 : 563200 : co = 12 fane-
gas con corta diferencia. :

Por las mismas reglas hallariamos que una piedra
de tahona de 60 arrobas de peso , 3 pies de didmetro,
y que da 60 vueltas por minuto , muele cerca de 24 fa-
negas de trigo por dia , que es lo mismo que acredita
la experiencia. )

Solo resta para concluir este capitulo decir alguna
cosa sobre el rozamiento , manifestando las ventajas 6
desventajas que de €l nos resultan en los usos dela vida
civil. :

Del roxamienta.

528 Todos los cuerpos que conocemos en la natura-
leza son porosos , aunque en la mayor parte de ellos la
simple vista no los perciba: los buenos microscopios nos
no lo manifiestan ; de donde proviene que quando dos
cuerpos , aunque sean los mas tersos , descansa uno so-
bre otro , € intentamos hacer que el de arriba resbale por
la superficie del otro, experimentamos alguna resistencia,
La fuerza que hacemos para vencerla es lo que llama-
mos fuerza del rozamiento. Si las superficies en que se
tocan no estuviesen acribilladas de asperezas y cavida-
des , no habria rozamiento , y se moverian un cuerpo
sobre otro sin la menor resistencia ( pues la gravedad
en este caso es una fuerza muerta , incapaz de producir
efecto alguno ) ; pero introduciéndose las asperezas del
uno en las cavidades del otro, nos obligan 4 efectuar
una fuerza capaz de romper las puntas que se han en-
lazado , 6 desviar uno de otro los cuerpos en una di-
reccion perpendicular 4 las superficies que se tocan.

529 Hay rozamiento de primera y segunda especie:
el rozamiento de primera especie es el que experimen-
tan los cuerpos que resbalan uno en otro. Y rozamiens

Sia R 3 to
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to de segunda especie es el que padecen los cuerpos que

S¢ mueven rodando sobre otros cuerpos , como el de Jas

ruedas de los carruages : este dltimo rozamiento es de
tan poca consideracion que no merece llevarse en cuen-
ta , y solo merece la atencion el de Ia primera espe-
cie. Este es el que echa por tierra toda la tedrica de
las miquinas , y la causa de que los primeros modelos
no produzean en grande los efectos que se esperaba,
Como en los modelos las piezas pesan poco , las aspe-
rezas de las unas no se introducen lo suficiente en las
cavidades de las otras , y de aqui es que el rozamiento
- 8e opone poco 4 los efectos que se quiere que produzea,
Pero en las miquinas en grande, donde las piezas que
s¢ tocan son de mucho peso, resulta un rozamiento
aun mayor que lo que se podia esperar. Los que se
dedican 4 inventar maquinas no deben despreciar esta
noticia.

530 Se disputa sobre si el rozamiento es proporcio-
nal 4 la presion que los cuerpos causan por razon de
Su peso , 0 a la extension de la superficie que presentan,
La experiencia manifiesta que es proporcional & la pre-
sion; pero no sabemos si los cuerpos de que se valié-
ron para ello ‘tenian las superficies con toda la exten-
sion' que se necesitaba ; pues es regular que para exi-
minarlo se valiesen de cuerpos manuables y no de ma-
sas enormes. Yo me persuado que la presion sea la que
mas contribuya 4 aumentar el rozamiento s pero no
confesaré que sea la tdnica. Y éste creo sea principal mo-
tivo de que la tedrica®y la prictica en érden al roga
miento discrepen una de otra. Bossuz y Henry , el prime-
10 en su Mecanica , y el segundo en el suplemento que
hizo del Compendio de Don Benito Bails, tratan muy
bien del rozamiento en las maquinas ; y por lo que hace
4 Henry , e tratando del torno » dice quanto se puede
desear ; PEro como uno y otro toman 4 la presion por
unico elemento, no me" conformo en seguirlos. Y sin
embargo aconsejo 4 qualquiera que procure verlos.

; uan-
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t Quando una méquina es compuesta de ruedas y
linternas solo la experiencia puede dar 4 conocer su ro-
zamiento , y lo mismo sucede en Ilas troculag donde. la
rigidez de las cuerdas es otro obstaculo no ménos dificil
de calcular que el rozamiento ; pues aunque i primera
vista se conocg que quanto ménos delgado sea el cilindro
6 polea donde se arrolla la cuerda , y mas flexible sea
ésta , tanto ménos sera su rigidez , no tenemos medio
conocido para calcularla = para conocer en un torno,
tréculas y algunas otras maquinas , la fuerza del roza-
miento y rigidez de la cuerda (‘si la hubiese) todo jun-
to, en la parte que se ha de aplicar la potencia se iran
poniendo varios pesos hasta que la maquina esté si se
mueve 6 No' se mueve , y SUPONgamos que este peso era
m : hecho esto se le irdn quitando poco & poco los pe-
sos que se pusiéron hasta que' la maquina llegue &
estar en ¢l estado mas préximo al movimiento en sen-

tido contrario, y sea n lo que se le quité , serd =

la fuerza del rozamiento y rigidez de la cuerda 5 sila
hubiese ; y asi, si suponemos m=12 libras , y n—4 libras,
sera 2 libras la fuerza del rozamiento y rigidez de Ia
cuerda ; y como el peso que queds ala maquina des-
pues de rebaxar 7 es m—n—12—4=—8 sgerd 8+2—=101a
potencia que en la maquina hace equilibrio con la re-
sistencia. ! :

532 Aunque el rozamiento perjudique en las mi-
quinas en otras muchas ocasiones , nos favorece presen-
tandonos las mayores ventajas. Si no fuera por €l nos
seria moralmente imposible el andar , el ponernos de pie
quando estamos sentados 6 echados ; pues no pudiendo
€xecutar estos movimientos sin tomar una posicion obli-
qia, indispensablemente habiamos de resbalar: no cogiéra-
mos en la mano cosa alguna que al instante no se escurrie-
s¢: no podriamos hacer uso de las herramientas cortan-
tes, como tixeras , navajas , &c.; pues éstas no son otra
€0sa que unas sierras armadas de dientes muy sutiles,

que
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que se introducen en los poros de los cuerpos , y no
pudiendo resbalar por su.trabazon hacia atras, hienden
el cuerpo. :
£33 Siino fuéra por el rozamiento no podriamos
destruir el mismo rozamiento frotando unos cuerpos
con otros :no conseguirfamos que las piezas de una
maquina estuviesen fixas : no podriamos hacer uso de
los: tornillos ; ni ménos el que un caballo en el picadero
diese vueltas al rededor de un punto fixo; pues tenien-
-do el caballo precision de inclinarse hacia el centro de
-movimiento -para destruir la fuerza centrifuga que ad-
quiere ; tomaria una posicion obliqiia respecto del hori-
zonte , y precisamente habia de caer ; ni tampoco con-
seguiriamos que un carruage baxase por una cuesta,
aunque se atasen las ruedas. : , ;
534  El rozamientc es la causa: de que -una esfera
que se mueve por un plano inclinado baxe rodando y
no resbalando. La fuerza que le comunica la gravedad
pasando por ‘su centro de figura se descompone en dos,
una perpendicular al plano, que queda destruida , y otra
paralela al mismo plano , que esla que produce el mo-
vimiento ; pero como ésta pasa por el centro de gra-
vedad de la esfera , se ha de distribuir igualmente en-
tre todas sus partes. Luego si no hubiese rozamiento, mo-
viéndose 'todas las partes de la esfera con igual veloci-
dad, ha de baxar resbalando. Pero como el rozamiento
es una fuerza que mueve la esfera a lo largo del plano,
y obra en el punto de contacto, de aqui es que las pat-
tes de la esfera mas proximas 4 este punto pierden gran
parte de su velocidad ; y como las que estan mas dis-
tantes de dicho punto pierden ménos , 6 no pierden nin-
guna , han de avanzar mas que las otras , obligando &
Ja esfera 4 que gire alrededor de su centro de gravedad.
525 [En los carruages se encuentran las dos especies
de rozamiento juntas , una en la rueda quando voltea,

y otra en la parte interior del cubo ', donde descansa-

¢l exe: para convencernos de que es cierto basta con-
Ak si-
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siderar que la parte’ en que el exe y el cubo luden avan-
7a tanto como un punto tomado en la circunferencia,
lo que no sucederia si el exe no resbalase dentro del
cubo 3, pues es claro que trazando uno de los puntos en
que se tocan un circulo menor que el que traza un pun-
to de la circunferencia de la rueda debe avanzar meé-
nos , pero avanza lo mismo; luego , &c. '

CAPITULO VL
De los principios genemles del mov-vz'mz'énto.‘

536 Ei movimiento presenta muchos aspectos, y se
puede considerar baxo diversas razones. Los metafisicos
meditan sobre su naturaleza : los fisicos contemplan sus
efectos , los estudian , y son la historia de sus produc=
ciones : los matematicos consideran el movimiento como
una  magnitud que es susceptible de diversos grados de
aumento y diminucion.

537 Dexamos dicho (391 ) que un cuerpo se mueve
en tanto que pasa de un'lugar a otro : si en esta tras-
lacion el cuerpo anda en tiempos iguales espacios igua~
les , se dice que su movimiento es uniforme ; pero si por
qualquier causa el cuerpo aumenta 6 disminuye su velo-
cidad , el movimiento se llama movimiento acelerado , 6
movimiento retardado ,y en general movimiento variado.

538 El movimiento, sea la que fuere su naturale-
2a , puede ser rectilineo 5 6 curvilineo : es rectilineo quan-
do el movil sigue siempre la misma direccion, y curvilineo
quando el movil muda 4 cada instante de direccion,

539 Todo cuerpo es indiferente. por si mismo al re-
poso 6 al movimiento : por tanto, um CUerpo que esta
€n reposo conservara eternamente su lugar , si alguna
causa -externa no lo saca de €l ; y puesto en movimien-
to, se movera eternamente si algun obstaculo no le hace

il
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parar: esta ley esta confirmada por la experiencia.

540 De la misma indiferencia se deduce que todo
cuerpo debe oponer 4 su mudanza de estado, sea para
que se mueva estando en reposo, 6 sea para que pare es-
tando ‘en movimiento, una fuerza proporcional 4 la masa,
¥ -esta resistencia se llama fuerza de inercia.

En efecto ya que un cuerpo no puede mudar de es-
tado , interin no sea excitado por algun agente exterior,
y €l ha de consumir en el agente tanta fuerza como ha
recibido , debe resistir 4 mudar de estado con una fuer-
za que se puede considerar como que es igual y con-
traria 4 la que ha perdido el agente ; pero no hay ra-
zon alguna para creer que dicha fuerza resida mas bien
en una particula que en otra. Luego ella debe ser co-
mun 4 todas las moléculas ; y asi la inercia total
es igual 4 la suma de todas las inercias particula-
res , y por consiguiente proporcional i la masa del
cuerpo.

541 Se ha creido por largo tiempo entre los esco-
lasticos que la inercia era un efecto de la pesantez de
los cuerpos ; pero la experiencia manifiesta que estan en-
gafados; pues si dexamos caer un cuerpo libremente, y
le damos con'la mano um impulso hicia abaxo, tam-
bien experimentamos resistencia , y ésta no puede pro-
venir de la gravedad , pues el impulso favorece esta
fuerza l¢jos de serle contraria. Tampoco se puede atri-
buir la inercia al ayre, porque este elemento no retar-
da la caidade los cuerpos al principio de su descenso
sino de un modo insensible , especialmente si el cuerpo
contiene en poco volimen gran cantidad de materia,
como sucede con una bala de plomo , &ec. !

542 De suerte que la inercia es una propiedad esen-
cial de los cuerpos , y absolutamente independiente de
su-pesantez. Tambien podemos decir que la inercia es
un medio para que los cuerpos se comuniquen el movi-
miento ; pues es claro que si quando impelemos un cuer-
po, €ste no resistiese , no tendriamos sobre que exercet

nues-

i
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nuestra fuerza , y el cuerpo se:moveria por si mismo,
lo que es imposible. i thiie o

De qualquiera modo que se quiera trocar el estado
de movimiento 6 de reposo de un cuerpo, se reduce todo
4 vencer la inercia que se dexa sentir en qualquier sen-
tido , siguiendo siempre la razon de la masa.

543 De lo dicho: se infiere que un. cuerpo que ha

recibido ‘un impulso qualquiera , siempre que en su ca-
mino no encuentre obsticulo alguno, se moveri eter-
namente con un movimiento uniforme siguiendo una li-
nea recta , que es la direccion en que fué impelido; por-
que en virtud de la inercia , €l debe seguir el, camino
que se le sefala sin poder por si mismo acelerar , 6 re-
tardar el movimiento , ni ménos mudar su direccion. Y
ast los cuerpos en movimiento siempre siguen ¢ afectan
seguir. la direccion rectilinea , y solo se apartan de ella
obligados por algun obsticulo. :
- 544 Todo movimiento producido por una fuerza
tinica , y que es por consiguiente rectilineo , se llama
movimiento simple. Tal es el que recibe una bola quan-
do es chocada por otra bola.

Y se llama movimiento compuesto aquel que resulta de
la accion simultanea de muchas fuerzas en un mévil.
Tal es el movimiento de una bomba en tanto que es
producido 6 alterado por la fuerza impulsiva de la pol-
vora , por la pesantez , y por la resistencia del ayre.

545 Qualquiera que sea el nmimero , las cantidades
¥ direcciones de muchas fuerzas que obran sobre un
cuerpo’, €l movimiento que le causan puede conside-
rarse como simple a cada instante ; porque las fuerzas
obran en upa misma linea recta , 6 sus direcciones for-
man angulos. En el primer caso , si todas las fuerzas
obran en un mismo sentido , producen el mismo efecto
que produciria una fuerza dnica igual 4 la suma de to-
dos. Y si obran en sentidos contrarios produciran el mis-
mo efecto que una sola fuerza igual 2 la diferencia.

En quanto 4 lo segundo , el efecto resultante de to-

das
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dasilas fuerzas tambien puede considerarse igualmente
como producido por una fuerza dnica ; porque sea un
cuerpo 4 impelido por las potencias Py O, cuyas di-
recciones forman un angulo, y capaces de hacerle cor-
rer en un mismo tiempo los espacios 4B, AC, este cuer-
po correra la dirgonal 4D (420) del mismo modoque
si solamente estuviera impelido por una sola fuerza re-
presentada por 4D , interin que las potencias P y 0
son expresadas por 4B y AC. Obre una tercera fuerza
sobre el movil ; en combinando esta fuerza con la fuer-
za AD del mismo modo que se combinaron las fuer-
bas A4B,A4C , encontrarémos que el cuerpo serd movido
del mismo modo que si estuviese impelido por una sola
fuerza expresada por la diagonal del segundo paralelo-
gramo, y asi sucesivamente ; luego el movimiento del
cuerpo podra considerarse 4 cada instante como pro-
ducido por una fuerza unica , que es la resultante de
todas las fuerzas que obran en €l en este mismo instan-
te , lo que se determinard por lo dicho (430).

546 Hemos supuesto que 4 cada instante las fuerzas
concurrian en un mismo punto , 6 que la extension del
cuerpo sobre que obran es infinitamente pequena, y por
tanto puede mirarse como un punto. Pero si el cuerpo
tuviese una magnitud sensible , y las fuerzas no fuesen
aplicadas 4 un mismo punto de la masa , podrémos con-
siderarle como un sistema de muchos cuerpos pequefos
solicitados al movimiento por diferentes fuerzas , y estos
cuerpos materiales tendran distintos movimientos , de
los que se tratara mas adelante , hablando por ahora
del movimiento de un cuerpo simple , ¢ considerado
como un punto movil.

547 Quando un cuerpo describe en virtud de tan-
tas fuerzas como se quieran una curva AMD , si ima-
ginamos que esta curva esté dividida en una infinidad
de partes Mm, mn, ng ,-&c. iguales, 6 desiguales, cada
una de estas partes podra considerarse como una pe-
queha linea recta descrita en virtud de una fuerza uni-

ca,
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ca , que es la resultante de todas las fuerzas que actuan
en este instante sobre el mévil. En efecto , supangamos
por exemplo que 4 cada punto de la curva el mévil sea
impelido por dos fuerzas , la una paralela y la otra per-
pendicular al exe AB , y que las lineas infinitamente
pequeias M7, Ms representen los espacios que estas fuer-
zas le hacian correr separadamente en un mismo instan-
te , el mévil trazara por la accion simultanea de estas
dos fuerzas la pequefa diagonal Mm del paralelogra-
mo Mrms. Del mismo modo en llegando el movil & m,
si las dos fuerzas que le impelen son capaces de hacerle
andar los pequefios espacios mu, mz en un mismo instan-
te, describira por el concurso de estas fuerzas la peque-
fa diagonal mn , y asi sucesivamente ; donde se ve ‘que
el mévil andard el pequefio espacio Mm , como si estu-
viera impelido por una fuerza representada por M, y
que correra el espacio mn del mismo modo que si estu-
viera impelido por otra fuerza tnica expresada por mn.
548 Luego en general todo movimiento puede con-
siderarse ‘como compuesto de movimientos rectilineos, ¥
como producido 4 cada instante por una fuerza unica,
que es la resultante de todas las fuerzas , 4 las quales
el movil esta realmente sometido. Considerarémos pues
los movimientos rectilineos , deduciendo que la misma
teoria es aplicable 4 los movimientos curvilineos. :

Del movimiento uniforme.

549 Cinco cosas hay que considerar en todo movi-
miento , 4 saber , el espacio que corre el mévil , la dj-
reccion del movimiento , la velocidad, 1a masa del cuer-
Po, y la fuerza que produce el movimiento. De estas
cantidades ninguna es absoluta , todas son relativas 4
otras de su misma naturaleza , que sirven de unidad.
Asi la ciencia de las® propiedades generales ‘dél movi-
miento se reduce 4 comparar las circunstancias de un
Movimiento con las de otro movimiento , en el qual

son
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son consabidas. Empezarémos & comparar los movimien-
tos uniformes ; pues sobre ser los mas simples , son:
ellos 4 quien se refieren todos los demas.

550 En rigor no existe: movimiento alguno que sea
uniforme. Conocemos en la naturaleza una porcion de
agentes que procuran alterarle. Por exemplo , un relox
el’ mas perfecto no tiene jamas un movimiento unifor-
me ¢é igual. La resistencia del ayre , el frotamiento y
desigualdad de la graduacion de sus piezas , &c. son otros
tantos obstaculos que alteran la regularidad del movi-
miento, Pero nosotros prescindirémos de todos estos obs-
taculos considerando el movimiento uniforme.

551 + Los espacios c(/)rrz‘dos por dos cuerpos que se mue=
wen uniformemente eStan en razon compuesta de las velo-
cidades y tiempos. ' : ‘

Sean respectivamente E y e los espacios corridos, T
y ¢ los tiempos en que se han corrido, y Z7 y u las ve-

locidades. Por lo dicho ( 393 ) serd 77— = g 1o

E e

~, y comparando estas expresiones 2 :ui: i 5

de donde sale E : e :: T : ut. Multipliquemos extremos
y medios en esta proporcion , tendrémos Eut—e/ T, que
es una férmula , por medio de la qual se halla facil-
mente la relacion de las cantidades que incluye.

552 Luego si los espacios corridos son como los cubos
de los tiemipos', las velocidades seran como los quadrados
de los mismos tiempos ; pues siendo por el supuesto B
se: T3 : 3, multiplicando extremos y medios , sera £z

—eT". Dividiendo por esta equacion la férmula Eut =

B : : > 4
eI'?” ,'y haciendo la reduccion , tendrémos - — -+,

que nos da u: F i g2 2 T ;

553 En los movimientos uniformes las fuerzas motrices
son en general como los productos de masasy wvelocidades,
6 lo.que es lo mismo , estdn en razon compuestd de masas
Y velocidades. ’

Siendo la fuerza motriz la causa del movimiento, 1(113.
e
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de ser indispensablemente proporcional 4 la cantidad de
movimiento  que produce. Pero la cantidad de movi-
miento es el producto de la masa por la velocidad, pues
no podemos dudar que el movimiento es tanto mayor
quanto lo es el nimero de particulas que se mueven, y
mayor la velocidad con que éstas caminan. De suerte
que la cantidad total de movimiento esta en razon com-
puesta del numero de particulas que se mueven , y la
velocidad con que se mueven. Luego si llamamos F'y
las fuerzas motrices , M y m las masas que mueven, y
V' y ulas velocidades que les comunican, serd F': f:: MV
¢ my, Si multiplicamos extremos y medios , tendrémos
Fmu — fMV” , que sirve para determinar la razon de
qualquiera de dos cantidades de una especie. Dividien-
do esta formula , por la que sacamos (552 ) Eut —=elT,

tendrémos % = ’f—;f s 0 FTme—=frME , que tambien

nos sirve para determinar otras muchas propiedades del
movimiento uniforme.

Del movimiento uniformemente acelerado 6 retardado.

854 Dexamos dicho (540) que un cuerpo puesto en
movimiento se moveri eternamente siempre que no
haya obsticulo que se le oponga ; luego un movimien-
to no puede acelerarse, 6 retardarse sino por la inter-
vencion de una nueva fuerza constante 6 variable , que
obre sin cesar en el mévil , en el sentido de su direc=
cion , 6 en sentido contrario.

555 Esta nueva fuerza, que 4 cada instante impele
al movil para acelerar 6 retardar su movimiento, se
Nama fuerza aceleratriz , 6 fuerza retardatriz. Cada
grado de velocidad que ella comunica ¢ destruye 4 cada
instante en el movil es infinitamente pequefio ; porque
en un tiempo finito , que es la suma de una infinidad
de instantes , la velocidad entera que produce la fuerza

aceleratriz , 6 destruye la retardatriz , y que es la suma
Tom, II. : S de
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~ de todos los grados de velocidad producidos , 6 destrui- -

dos 'de un ‘tiempo 4 ‘otro', es una cantidad finita queé
tiene por elementoslas partes infinitamente pequenas,

556 De donde se deduce la distincion que se debe
hacer ‘entre‘la” fuerza de un cuerpo que 'se mueve con

un' movimiento actual y finito , y la tuerza aceleratriz

¢ retardatriz. La primera que causa la accion de que el
cusrpo. es capaz , y que se puede llamar fuerza de percu~
sion , es infinito respecto de la segunda , que es una

simple  presion. 'Se. puede considerar la fuerza de percu-.

sion como la suma de¢ una infinidad de presiones ‘acu-

muladas durante un tiempo finito. Asi, si un ‘cuerpo’

que 4 impulsos de su gravedad desciende de una al-
tura de 45 pies de Paris , la fuerza con que se ha-
llara en el dltimo instante ‘de su descenso, ¢ el pro-
ducto de su masa por la velocidad , serd la suam de
todos los impulsos que durante el tiempo dz su caida
le.'habra comunicado la pesantez multiplicada por la
masa.

557 Estaes la razon por que un martillo con sus gol-
pes dintroduce un ‘clavo en un cuerpo', lo ‘que no con-
sigue un gran cuerpo privado de movimiento. El golpe
del martillo -es una fuerza finita que se valda por el pro-
ducto de su masa , y la velocidad finita con que se mue=
ve. Lo que el peso destituido de movimiento local es
una fuerza infinitamente 'pequena que se vahia ‘por el
producto de la masa ,'y una velocidad infinitamente pe-
quena. ; )

558 Como Ias fuerzas aceleratrlces 6 retardatrices
pueden variar segun una infinidad de leyes diferentes,
hay una infinidad de diferentes movimientos uniforme=

mente acelerados 6 retardados. Y ast deducirémos varias -

formulas que scan aplicables 4 qualquiera de ellos.
539 Ya gue el ‘movimiento: uniformemente acelera~

0, & retar
cxdad recibe en tiempos iguales incrementos , 6 ‘decre=
mentos iguales , se deduce que en el movitiento uniforme=
: . , men-

ado de un cuerpo es aquel donde la velo~
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mente acelerado las velo-idades son como los 2iempos en que Fig.

se han adquirido. Supongamos por exemplo que un cuer-
o A al fin del primer minuto haya adquirido un gra-
do de velocidad , al fin del segundo minuto habra ad-
quirido otro - grado de 'velocidad mas , al fin del ter-
cero. otro , 'y asi  sucesivamente. Luego la velocidad
adquirida al fin de dos ‘minutos 'sera doble de la que
adquirié al fin de un minuto , y la que habra adqui-
rido al fin de tres' minutos sera tripla de la que ad-
quirié_al fin del primero 3 y-asi de los demas. De suerte
que: siendo las velocidades ‘adquiridas como los: tiempos
en que 'se adquiriéron , han de:ser como los nimeros
1,2, 354, 55 &c. oL
560 ° En el movimiento unzformemente acelerados los
espacios corridos por un cuerpo A son entre st como los.
quadrados de los ‘tiempos que ha empleado en correrios.
Supongamos que -una, secta A& represente el tiempo
durante el qual se mueve Un cuerpo con movimiento
uniformemente ‘acelerado : que esta recta esté dividida
en ‘una infinidad de partes infinitamente pequefas, &
iguales entre:si, como . 4B,BC; CD, &c. , las quales re-
presenten: los instantes 1gua1es en que el tiempo se:ha
dividido:: que sebre los puntos de d1Vls1on se hayan les
vantado las perpendiculares BG,CH , &ec. que sean en-
tre si como las velocidades adqumdas durante los tiem-
pos AB, AC; AD, &c. Una vez que en este movimien—
to las Veloc1dades adquiridas son como los tiempos,
serd AR :0AC: =BG CH 5 AGH 2} 5 AD 2 t CH:z DI,
y ‘asi sucesivamente. Luego 51 hacemos pasar ‘una h—
nea por los puntos .4, G, H, I, esta linea seri rec-
ta, y las figuras ABG AC'H ADI, &c. seran unos
trlangulos rectangulos semeymtcs Sic, el triangulo AFM
tendrd por '.elementos: las rectas. BG , CH, DI , &c..
(pues las superficies las podemos rmrar como com-
puestas de una infinidad de lineas) ; pero como las pe-
queiias lineas 4B, BC, CD , &c. representan los ins-
tantes de tiempo, y. las velomdades durante cada uno
52" de

170
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de estos instantes se puede consilerar como uniforme,
Y ademas en el movimiento uniforme los espacios cor=
ridos por un mismo cuerpo son como las velocid tdes. Si
suponemos que el espacio corrido en el primer instante
AB con la velocidad BG sea igual 4 BG , el espacio
corrido en el segundo tiempo BC con la velocidad CH,
sera — C'/ , y asi de los demas. Lu-go los espacios cor-
ridos durante los instantes A8,BC,CD , &c., que com-
ponen el tiempo total 4F , seran iguales a las rectas
BG, HC, DI, &c. , es 4 saber 3 4 la suma deé los clemen-
tos del tridngulo AFM , y por consiguiente a todo el
triangulo. Por la misma razon los espacios corridos du-
rante los instantes que componen el tiempo AD seran
iguales al triangulo 4DI. Luego los triangulos AFM,
ADI expresan los espacios que el cuerpo anda durante
los tiempos AF, AD ; ¥ como sabemos que los triangu-
los semejantes son como los quadrados de sus lados ho-
mologos 'y sexd AFA: ADI :: (AFY) : (£D) ; esto es,
los espacios son como los quadrados de los tiempos. Y como
Ias velocidades son proporcionales 2 los tiempos , zam-~
bien serdn los espacios como los quadrados de las veloci-
dades ; y tiempos y velocidades 5 como las raices quadras
das de los espacios. G £33

561 Si por los puntos G,H,I, &ec. tiramos las rectas
GX,HZ,IN paralelas 4 AF , y por los puntos B, C, D
las rectas BN, CZ , DX paralelas 4 AM , quedara el
tridngulo AFM dividido en una multitud de triangu-
los iguales todos al’ tridngulo ABG. Y* como el espacio
andado en la primera parte de tiempo 4B es el trian-
gulo 4BG, los trapecios BGHC , CHID , DIMF', &c.
‘expresan los espacios andados en las otras unidades de
tiempo iguales 4 1a primera ; pero el trapecio BGHC
contiene tres triangulos iguales al tridngulo ABG : el tra-
pecio CHID contiene cinco de estos mismos tridngulos,
y el trapecio DIMF contiene siete , &c. Luego el espa-
cio que anda el mévil en el primer instante es como I,
el que anda en el segundo es como 3, ¢l que anda e;
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el tercero como 5, y como % en el quarto instante ; gue
nos manifiesta que los espacios que anda un mévil con mo-
vimiento uniformemente acelerado durante las unidades de
tiempo AB,BC,CD, DE, &¢. son coma los nimeros impares
1,35 55 7> 9> &c. O30T :

562 Para hacer mas general esta teoria del movi-
miento uniformemente acelérado: nos resta deducir va-
rias formulas que sean aplicables & qualquiera de estos
movimientos ; para lo qual llamemos p la velocidad que
adquiere un mévil que se mueve con movimiento uni-
formemente acelerado despues ‘de haber: caminado un
segundo , y u la velocidad que adquiere en un tiempo 2.
Por lo demostrado ( 560) sera 1:2:p:u=—1pt, y esta
expresion es una de las férmulas que se buscan.

563 Sea AF—#, y FM—u, representando el triin-
gulo AFM el espacio que anda el mévil en el tiempo z,
para conocer este espacio bastaria medic el triangulo
AFM, con lo que tendrémos AFM:AF»-"ZF—'M , 0 1la-
mando e el espacio , y haciendo las substituciones cor-
respondientes e—-<, que es otra formula. Subs~
tituyendo en esta equacion en lugar de  , su valor pe
tomado . de la anterior , serd e—=%. | con lo
que babrémos encontrado tres formulas , que son u = pz,

2 r s
e=% ,y e=% ,.que cada una de por si 6 com-
binadas , sirven para conocer la relacion que tienen unas
con otras las cantidades que son elementos del movi-
miento uniformemente acelerado. De la primera equa-

1 PR ) 3 % it oe
cion sale ¢ — —, de la segunda sz — % , que

igualandolos uno con otro, y despejando la #, sale u—
V(2¢p) y w*=2¢p , sacando tambien de la tercera equa-

cion el valor de # , tendrémos t:}/(i; »Ysienla
misma equacion e=—=""" ponemos por z su valor &
sacado de la primera equacion , serd e ::'12%. Otras
: S3 mu-
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muchas equaciones podriamos  deducir « despejando en
cada una de las quatro primeras. el valor de cada una-
de las cantidades que incluye ; pero me parece son sufi-
cientes las que hemos dicho para quanto se nos pida so-
bre el movimiento uniformeme-nte acelerado.

- 564 La cantidad:p que hemos dicho era la veloci-
-dad - que adquiria un: movil despues de caminar un se-
gundo con movimiento uniformemente acelerado es lo
que comunmente se llama la fuerza aceleratriz : de la

variacion de ella depende la de todas las cantidades ele- |

entales del movimiento que produce ; de suerte que
en esta especie de movimiento para averiguar sus cir-
cunstancias se debe conocer de antemano el valor de p.
Si admitimos que p’y #/5 ¢/, %' sean la fuerza aceleratriz,
tiempo , espacio y velocidad de otro movimiento uni-
formemente acelerado , pero distinto del primero , nos
resultaran otras féormulas analogas 4 las de aquel 5 y por
medio de unas y otras nos serd sumamente facil. cono-
cer qué razon tienen entre si los espacios , tiempos y
velocidades , siempre que se conozcan p’ y p’ ; porque
comparandolas entre si, tendrémos: - i :

1.° Para los espacios e : ¢’ :: £pz? 2 3p't”%

'2.° Para los tiempos 7 : ‘"z‘.' ::"\/(_’Tf ) v ( 95—)

2.2 Para las velocidades # : %' ::.V (2ep) : V (2¢'p).

Hagamos aplicacion de toda .esta doctrina determi-
nando las circunstancias del movimiento de los cuerpos
que descienden libremente, y de los que se mueven por
planos inclinados.

Del movimiento libre de los cuerpos pesados.

g65 Siendo la gravedad 6 pesantez la fuerza que
anima los euerpos que descienden libremente , y sabien-
do que ésta es upa fuerza aceleratriz constante ,-que en

tiempos iguales comunica 4 un movil iguales grados de
ve-

2
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velocidad , el movimiento libre de los cuerpos pesados
ha de ser uniformemente acelerado ; y asi para-deter-
minar sus circunstancias nos valdrémos de las formulas

£ 2 .
Mem e e = i e i e =% siempre que sea co-

nocido el valor de'p.
* PSS 7Y) . i -

566 La equacion e—= % nos dice que el espacio
que anda un movil que se mueve con movimiento uni-
forme acelerado en un tiempo es la mitad de lo que anda-
ria en el mismo tiempo con movimiento uniforme con la
velocidad u; pues en este caso el espacio es e—uz (552). Lue-
gosi al cabo de un tiempo z la fuerza aceleratriz dexase de
obrar , el cuerpo se moveria con un movimiento uni=
forme , y la velocidad adquirida durante las aceleracio-
nes le obligaria 4 andar en el mismo tiempo un espa~
cio duplo de e.. Y como p es la velocidad que adquiere
un grave despues de haber descendido un segundo, serd
preciso que ella le obligue a andar en €l otro segundo
inmediato un espacio duplo de lo que anduvo; y como
por otra parte sabemos que la velocidad es el espacio
andado en una unidad de tiempo , en conociendo lo
que un grave anda en el primer segundo de su descen-
0, tendrémos conocido p. Se sabe por experiencia , y
mas adelante se explicara , el modo con que se ha ha-
llado que un cuerpo & quien el ayre no hace una re-
sistencia sensible anda en el primer segundo de su des-
censo I5 pies de Paris , y una décima ¢ solamente 135
pies , despreciando el quebrado ; luego p=30 pies Al fin
de este capitulo se incluye una tabla de los espacios que
anda un mévil en distintas. unidades de tiempo. Esto
supuesto , propongamonos resolver las qiiestiones si-
guientes. ; :

L. Hallar la velocidad que adquiere un grave despues de
baber descendido quatro segundos. La equacion u—p¢, ha-
ciendo p=30,7=4 , nos da #==30X4=120 , y éste es el
nimero de pies que el grave podria andar por segundo,

S4 des-
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despues de haber descendido libremente por espacio de
4 segundos.

Il Determinar el espacio que anda un grave en 3 segun-
dos. La formula e=" , haciendo p—= 30,y r=38,

AR T 1o T P LIRS i s
nos‘dae—*2>4— 960, que es el nimero de pies que

anda el cuerpo en 8 segundos, :
UL Hallar la altura de donde ha de caer un grave para

adquirir una velocidad de 1000 pies por segundo. En la £op-

mula e:’i:; se pondrd por i, 1000,y POr p 30,y
tendrémos e = 12°5%°°° — 16666 2.

IV. La altura de donde ha de caer un cuerpo de 4
arrobas para que produzca un efecto equivalente & 400
arrobas. Dividanse las 400 arrobas por 4 arrobas y sal-
dra 100 al cociente. Hecho esto por la formula anterior
bdsquese la altura correspondiente 4 100 pies de ve=
locidad , y se tendri e="%°2° =166, que es la altura
de donde ha de caer el cuerpo para que produzca el
efecto que se desea. En efecto las 4 arrobas por los 100
pies de velocidad producen las 400 arrobas.

567 Quando se arroja un cuerpo de abaxo arriba en

una direccion vertical , el movimiento de este  cuerpo

es uniformemente retardado. Y asi como en el movi-
miento uniformemente acelerado los grados de wveloci-
dad que adquiere el movil siguen la serie de los niime-
ros naturales 1,2, 3,4, 5, &c., tambien la siguen en el

retardado , pero tomada al revés; pues en éste pierden

los grados de velocidad que se adquieren en aquel.

568 Las formulas que hemos deducido para el mo-
vimiento acelerado son aplicables para el retardado , pero
con la diferencia de que el espacio que en aquel ha de
baxar el movil para adquirir una cierta velocidad , en
éste ha de subir para perderla , y la p, que en uno es
positiva , en otro es negativa. Hechas estas advertencias
no hay necesidad de detenernos en tratar del movi-

miento uniforme retardado. yi8
% Del
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: ) insikind Fig.
Del movimiento de los cuerpos por planos inclinados.

5§69 Represente la recta 4B un plano inclinado vis- 171
to de perfil , cuya base es 4C y la altura BC : sea G
un cuerpo que resbala 4 lo largo de este plano por su
propia pesantez , y represente la vertical GR el espacio
que esta fuerza le hacia andar en un instante , si es-
tuviese libre 6 1a fuerza con que intenta moverlo, y des-
compongase en dos GK y GH una perpendicular y otra
paralela al plano. De estas dos fuerzas la GA es des-
truida por el plano, y solo causa el movimiento la GH.
Si respecto de los demas instantes que dure el movimien-
to hacemos la misma descomposicion de fuerzas en cada
uno de ellos, hallarémos una fuerza paralela- al plano, é
igual & GH , que seri la que cause el movimiento. Lue-
go el cuerpo se halla animado 4 cada instante por una *
fuerza aceleratriz representada por GH ,y asi su movi-
miento ha de ser uniformemente acelerado. ‘

570 Para hallar las circunstancias de este movimien-
to , y aplicarle las formulas halladas ( 564 ), solo nos
resta conocer el valor de la fuerza aceleratriz , 6 mas
bien qué relacion tiene con la pesantez, Para esto sea p
€l efecto de la pesantez en una unidad de tiempo, por
exemplo un segundo , y sea p' el efecto de la fuerza ace-
leratriz que mueve el cuerpo por el plano en el misma
tiempo, serda GR : GH : p: p', pero por la semejanza de
Ios triangulos HGR,ABC es GR : GH :: AB : BC. Lue-
0 por una igualdad de razones es AB: BC:p:p’, que
nos manifiesta que en el plano inclinado la pesantez ‘es &
la fuerza acele arriz como la longitud del plano & su

altura. De la misma proporcion sale p'—px %f—;, que
es la expresion de la fuerza aceleratriz.

571 Comparémos ahora uno con otro los movimien-
tos de los cuerpos que se muevan libremente el uno 4
lo largo del. plano inclinado'; y el otro por la vertical

BG,
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Fig. BC, que es su altura, para deducir la razon que tie-.

nen entre si los espacios que andan , los tiempos en que

son andados , y las velocidades que adquieren ; para lo -

qual harémos uso de las forimulas establecidas ( 565), y
resolverémos las siguientes  qiiestiones. .

572 L Hallar en qué razon estan los espacios que
andan en un mismo. tiempo dos cuerpos que Sse mueven , el
uno por la vertical BC , y el otro por el p{ano incli-
nado BA. Si llamamos ¢ y’¢’ los espacios , # y #' los tiem-~
pos , y las fllx;rzas aceleran:ices pty T tendr_emos (/5925)
evei 22 122, y suprimiendo 5 por ser igual 4 7,

y poniendo porp’suvalorpxﬁ;%(s'zl)e:e"::p:p

x 22 pxBA: pxBC it B4 : BC, que nos manifiesta
que los espacios andados en un mismo tiempo son como la

724/ongz'tud del plano @ su altura. Luego si desde el punto

C baxamos a la AB la perpendicular CD , sera BD el
espacio que habra andado el cuerpo que se¢ mueve por
el plano miéntras el otro anda BC ; pues los triangulos
semejantes A/BC,BCD nos dan BC: BA :: BD : BC. Y
asi , si sobre BC, como diametro , trazamos una cir-
cunferencia , pasara por el punto D por ser recto el an-
- gulo BDC. Lo que nos da 4 conocer que si desde _f:l
punto B se dexan caer dos cuerpos , €l uno por el did-
metro vertical BC, y el otro por la cuerda BD , am-
bos llegan 4 un mismo tiempo a la circunferencia.

573 1L Hallar los tiempos que tardan los mismos cuer=-

pos en andar los espacios BCy BA. :
Las formulas citadas nosdanz: #:: v/( 25 ) \/(-’;‘—),
6 poniendo por e y ¢ sus iguales BC' y BA , y por p'su

valor (571)¢: ¢ \/(l’;) : V('ﬁc ) - ‘/(%9)

AB

: ‘/( izigzc) - ‘/(éG ) \/(B.; )it BC: BA , que nos
dice que los tiempos son como los espacios que andan.

1L
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874 Il ‘Determinar las velocidades con que los cuer-

pos legaran a la horizontal.

i llamamos # y # estas velocidades , las formulas
u=V (2ep) , y #=V (2¢p"), poniendo por p’ su valor, y
por "y elos suyos BC'y BA, nos daran u: u' :: V(BCxp)

: V(BAxpx35) i V(BCxp): V/(BCxp) it 111, que

nos manifiesta que los dos cuerpos llegan con una misma
velocidad a ia horizontal AC.

Del movimiento variado de qualquier modo.

575 Quando una fuerza qualquiera obra sucesiva-
mente en un Cuerpo puesto en movimiento , su veloci-
dad ha de ser indispensablemente alterada , aumentan-
do ¢ disminuyendo segun que la fuerza sea aceleratriz,
¢ retardatriz , el cuerpo ya no se movera uniformemen-
te , y si con un movimiento acelerado ‘6 retardado.

576 Pero la fuerza aceleratriz , 6 retardatriz que
obra en un cuerpo para acelerar 6 retardar su movi-
miento puede variar segun una infinidad de diferentes
leyes 5 luego indispensablemente ha de haber en la na-
turaleza una infinidad de especies de movimientes va-
riados. :

577 Luego para tratar de esta materia conla ge-
neralidad que se requiere nos - es indispensable el re-
curso de nuevas formulas diferentes de las que conoce-
mos para el movimiento uniforme , y - uniformemente
acelerado ¢ retardado. Estas formulas, aunque genera-
les en estos movimientos , no tienen aplicacion al mo-
vimiento variado sino en el caso de considerar que los
efectos los producen en tiempos infinitamente pequefios.

578 Nada se hace por saltos en la naturaleza : una
cantidad que varia no pasa de un estado 4 otro sino
por todos los grados posibles de aumentacion 6 diminu-
cion. Tal es el 6rden que siguen en su variacion las can-
tidades geométricas ¢ algebraycas. Las fuerzas acelera-

tri-
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trices 6 retardatrices , los tiempos , los espacios,
las velocidades , y en general todas las' cantidades
que la Mecanica considera estan ajustadas al mismo
6rden ; asi las relaciones que tienen unas con.otras estas
cantidades pueden ser sometidas 2 la Geometria y al
calculo. =) : .

579 Sea la que fuere la ley , segun la qual varia con-
tinuamente una fuerza aceleratriz 6 retardatriz, pode-
mos considerar que por un instante su variacion se hace
al principio 6 al tin de dicho instante , y que ‘por con-
siguiente durante dicho intervalo de tiempo la fuerza
sigue constante ; de suerte que si este instante le supo-
nemos dividido en una infinidad de partes iguales, el
movimiento durante cada instante sera uniformemente
acelerado , donde se ve que todo movimiento variado le
podemos considerar como uniformemente acelerado du-
rante un instante.

580 Luego las férmulas del movimiento uniforme-
mente acelerado 6 retardado , aunque no tengan lugar
en el movimiento variado , de qualquier modo nos con=
ducirdn para determinar nuevas férmulas generales que
con facilidad nos den 4 conocer la relacion de las can-
‘tidades que’ entren como elementos en' estos movimien-
tos , considerando el espacio corrido y el tiempo por
correr como cantidades infinitamente pequefas.

£81  En el movimiento uniformemente acelerado se
demuestra que los- productos de las fuerzas aceleratrices
absolutas que animan los méviles , multiplicadas: por' los
tiempos en que estan obrando , son entre si como los
productos de las masas por sus velocidades finales , 6
mas bien el producto de la fuerza aceleratriz absoluta
por el tiempo de su aplicacion igual al producto de la
masa por su velocidad final. Luego si llamamos E la fuer-
za absoluta aceleratriz' , &' retardatriz que anima a un
cuerpo , # su masa, s el espacio que andari en un tiem-
po ¢, y u su velocidad al fin del movimiento , tendré-
mos la equacion Ed¢ =+ mdu , ¢l signo positivo para

: quan-=
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quando la fuerza sea accleratriz , y el negativo para
quando sea retardatriz. ‘

582 Porque en efecto , siendo la fuerza E seguida,
ella da un pequeno impulso al mévil durante cada ins-
tante ; luego esta fuerza multiplicada por la duracion
de su aplicacion debe ser proporcional 4 la pequefia can-
tidad de movimiento que preduce 6 que destruye ; esto
es, al producto de la masa por el incremento de la ve-
locidad. :

583 Si dividimos los miembros de la equacion por
m se transformard en = dt— == du, 6 suponiendo que

la razon de E 4 m sea p ; y substituyendo esta cantidad
en la equacion , tendrémos pdz—=du , enla qual p es
la fuerza aceleratriz 6 retardatriz simple ; pere como en
esta equacion no se halla comprehendido el espacio s,
nos es indispensable recurrir 4 otra férmula que lo com-
prehenda , para lo qual debemos considerar que la va-
riacion que padece # de un instante 4 otro es una can-
tidad infinitamente pequena ; de suerte que miéntras el
cuerpo anda el espacio infinitésimo ds en un tiempo d#
podemos considerar la velocidad constante , y por la na-

turaleza del movimiento uniforme tendrémos y— j—’,
2
ds

~de la que sacarémos dr — .

584 - Si substituimos en la equacion anterior el valor

de dr se transformard 22 —=du , 6 pds —+udy.

Otras muchas férmulas podriamos deducir solamen-
te con diferenciar y combinar una con otra las dos que
s¢ han sacado ; pero basta lo dicho para quanto s¢ nos
ofrczca tratar en este Compendio.

CA-
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CAPITULO VIIL
Del c%ogue de los cuerpos.

585 Se distinguen en general tres especies de cuerpos;
4 saber , los cuerpos duros , los cuerpos &landos , y los
cuerpos eldsticos. :

Un ‘cuerpo €s duro , y su dureza es perfecta quan-
do tiene una rigidez inflexible que no cede 4 ninguna
fuerza por grande que sea. i

Un cuerpo es blando , y su blandura es. perfecta
quando muda de figura por la compresion , y permanece
en el estado 2 que se ha reducido , aunque cesen de com-
primirlo. ’ i ;

Un cuerpo es elastico , y su elasticidad es perfecta
quando varia de figura por la compresion, y se restituye a
su primer estado asi que cesa la fuerza comprimente.

En la naturaleza no existen dureza , elasticidad , ni
blandura perfectas : todos los cuerpos participan mas ¢
ménos de estas tres qualidades ; pero nos es preciso ad-
mitir por via de hipdtesis la existencia‘de cuerpos per-
fectamente duros, elasticos y blandos para establecer la
teoria - del choque.

586 ~ Tratarémos primero del choque de los cuerpos
duros suponiendo que su dureza es perfecta, despues de
los cuerpos elasticos', sea la elasticidad 6 no perfec-
ta. Los cuerpos perfectamente blandos pueden: refe-
rirsea los elasticos- suponiendo que la elasticidad es in-
finitamente pequefa ; pero verémos que la ley del cho-
que de los cuerpos blandos es la misma que la de los
cuerpos duros.

587 Antes de entrar en esta matetia observarémos que
en quanto al efecto de la percusion es indiferente que los
cuerpos se muevan sobre un plano horizontal , 6 sobre

otro plano qualquiera ; porque siendo infinita la fuer-
zZa
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za de percusion respecto de cada accion instantinea y Fig.

sola de la pesantez, es claro que los efectos que resul-
ten del choque mituo de los cuerpos son los mismos
que-la’ pesantez obre 6 no en los cuerpos. Todas las va-
riaciones que la pesantez puede producir en las veloci-
dades de 'los cuerpos son anteriores 6 posteriores 4 las
que se producen por la percusion. Pero sin embargo,
para la mejor comprehension imaginarémos que los cuer-
pos se mueven uniformemente sobre. planos horizontales
perfectamente lisos , que destruyen por consiguiente el
efecto' de la pesantez', y no ‘ocasionan ningun roza-
miento. Ademas supondrémos que los cuerpos son esfé-
ricos y homogéneos ; -pues aqui solo tratamos del mo-
vimiento progresiva de los centros de gravedad , y no
de los movimientos de rotacion alrededor de este punto.
588 Como los centros de gravedad de los cuerpos
que se chocan pueden moverse en una misma linea, 6
en lineas diferentes, de aqui es que el choqne se divide
en directo ¢ indirecto: el primero tratarémos con alguna
extension , y del segundo nos cehirémos 4 lo mas pre-
ciso. Todo lo qual se manifiesta por medio de las siguien-
tes qliestiones, <

: Del chogque directo.

589 1 Dado un cuerpo duro, A que va a chocar con
0iro cuerpo duro B , que se mueve directamente delante de
¢l con menor velocidad , encontrar- la velocidad de los dos
suerpos despues del chogue. ; ‘

. Siendo la materia impenetrable , es claro que apénas
¢l cuerpo A4 (que llamarémos cuerpo chocante) alcance
al cuerpo B (que llamarémos cuerpo chocado), que esti
en su misma direccion , obrara sobre él empujandole has-
ta que los dos tengan una misma velocidad. Enténces
la accion de un cuerpo en otro que dura muy poco
tikmpo cesard , y los dos se moverin unidos uno 4 otro
como si fueran una sola masa ; pues no hay resorte al-
guno en ellos que los obligue 4 separarse. 38
; Ade-
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Ademas de esto , por las inercias particulares los dos
cuerpos resisten a la mudanza de estado que el choque
ha producido en sus respectivos estados ; y esta resisten-
cia es tal, que la cantidad de movimiento ganada por el
cuerpo chocado B es igual 4 la cantidad de movimiento
perdida por el cuerpo chocante A4 Luego sillamamos 27
la velocidad del cuerpo A4 antes del choque , # la del
cuerpo B , tambien antes del choque , y » la que ten-
dran los dos despues del choque, es evidente que la ve-
locidad que A pierde por razon del choque es F—x , y

la que gana B,»—u, la cantidad de movimiento que
pierde el cuerpo 4, es A(F—x), y 1a que gana B,B(x—u);

pero estas cantidades han de ser iguales ; luego A(f"—x)

. AV 4B
— Bx(x—u) , de donde sale ¥ —=-==2* , que nos

dice que la velocidad comun de los dos cuerpos despues
del choque es igual 4 la suma de sus cantidades de mo-
vimiento dividida por la suma de las masas.

590 Substituyendo en las expresiones F—x , y ¥—u
3 1 : ¢ . B(V—un)
en lugar ‘de «#'su valoryserd Ve—w—"—=0r , ¥

( BZ—n) , AV—y)

AT —) . y comparandolas serd =——- : S

X—u_ e )
2 B: A : esto nos dice que la velocidad que gana
un cuerpo , y la que pierde el otro estin en razon in-
versa de sus masas. :
¥ e . AV 4=Bu g
5g1 De la equacion s —=75~ sale (4+Blr=
AV +Bu , el primer miembro de esta equacion es la can-
tidad de movimiento de los dos cuerpos despues del cho-
que, y el segundo miembro la cantidad de movimien-
to que tenian antes de ¢él, que confirma lo que dexa-
mos dicho de que la cantidad de movimiento que pier-
de un cuerpo es igual 4 la que gana el otro.
592 Si el cuerpo B estuviese en reposo su velocidad

u seria cero, la velocidad con que se moverian los dos
AV
cuerpos despues del choque ¥ =— —— la que per-

de-

593  Pero si los dos cuerpos siguiendo una misma di-
reccion caminan al encuentro uno de otro , siendo la
v’elpudad de £ mayor que la de B, la velocidad de este
uh’tlmo cuerpo respecto de la del otro sera negativa. Y
asi las formulas que acabamos de sacar nos servirin en
este caso con trocar el signo de « ; en virtud de lo qual
tendrémos que la velocidad con que estos cuerpos se mue-

$ AV—Bu .
ven despues del choqL;eVes ¥ =" 5 la que pier-
(F—~—u) S5 :
de el cuerpo chocante —a=5 » ¥ 1a que gana el cho-

A(V—=u) .
cado ) que si comparamos una con ofra es=

tas dltimas expresiones serdn como B: A.

594 2.* Dado un cuerpo. eldstico que va & chocar con
oiro cuerpo tambien eldstico , que se mueve delante de é]
6 que viene al encuentro s determinar las velocidades a’e;
los dos cuerpos despues del choque.

Supongamos los cuerpos privados de elasticidad pero
que ‘en lugar de ésta se coloque entre ellos un resorte
ACB , que se comprime quando los cuerpos se en-
cuentran , y que se extiende luego que cesa la ac-
cion de un cuerpo sobre otro. Esto supuesto , sea ACB
el estado natural del resorte, 6 la extension ,que toma
quando esta libre , y supongamos que en virtud de Ia
percusion se reduce al espacio ach. Si los dos cuerpos
fuesen perfectamente elasticos 56 lo fuese el resoF;te
interpuesto entre ellos, en cesando la percusion se res-
tituird 4 su estado primitivo ; pero de no tener una per-
fecta elasticidad no volvera 4 la primera posicion‘ Is)ib
¢ que tomard otra DCE. Supongamos 3 i v

. . » para dar toda
fa generalidad posible 4 la qiiestion , que el resorte tome
la posicion indeterminada DCE. En el caso en que el re-
sorte vuelve 4 su primitivo estado 4CPB 1a fuerza elis-

tic: igual 2 1; i
dT oenj. ‘}5}.“‘1 a la fuerza que produce la percusion. Pezg
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- - BV . .
_deria €l cieVrpo chocante ,"~ , y la que ganaria e} Fig.
chocado “=.
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en el caso presente la primera fuerza no es mas de una
parte de la segunda. Sea en general £, la razon
de la elasticidad 4 la percusion sera p = o siempre que
los cuerpos sean duros 6 blandos , y serd —1 quando sean
perfectamente elasticos ; de suerte que todos los valores
de p estarin entre los limites © y 1. :

595 Esto supuesto observarémos que en el instante
en que los cuerpos se encuentran obra el uno sobre el
otro del mismo modo que si fueran perfectamente du-
ros. Miéntras ellos se empujan los resortes se contraen,
y - la percusion no fenece hasta que ellos dos tienen una
misma velocidad , y en un mismo sentido. Enténces Ia
elasticidad entra en exetcicio, y produce un nuevo efec-
to en direcciones contrarias a las velocidades de los dos
cuerpos. Este doble efecto de la percusion y la elastici-
dad se produce en un tiempo , que por muy cOrto que
sea, se pueden distinguir en €l dos partes, una relativa
& la percusion , mediante la qual el resorte se comprime,
y la otra relativa 4" la elasticidad , durante la qual el re-
sorte se dilata. ; 8

596 Sea A el cuerpo chocante , esto es , €l que tie-
ne mayor velocidad quando caminan en un sentido, ¢
el que tiene mayor cantidad de movimiento quando se
mueven en sentidos contrarios 5 B el cuerpo chocado,
77 la velocidad de A antes del choque en el sentido MN,
# la velocidad de B en el sentido MV, 6 VI ; es cla-
ro que la velocidad de A4 despues del choque sera la velo-
cidad 77 ménos la velocidad que pierda; y que la velo-
cidad de B en el sentido M2V seri la velocidad que ha-
bra ganado * la primitiva. Pero primero, en virtud de
la percusion , el cuerpo A pierde una velocidad repre-

sentada por Bx%) (590)5 y en virtud del re-
sorte , como éste le empuja en el sentido A , pierde

(V=zu).,
1

una nueva velocidad representada por p.B —=—+;

pues

la percusion y la elasticidad estan en razon de 1: p. ¥
SicE e : asi
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asi el cuerpo A pierde en todo una velocidad expresada

B(F==») p-B(V=zn) . (1=4=p) X B(V =) i

por BZE0 bl set = b= Luego lawe

locidad despues del choque en el sentido /N serd

(1=4—p)B(¥V'==0)

Ve e \ : :

2.° En virtud de la percusion el cuerpo B gana

en el sentido AN una velocidad representada por......

AVE9 (590), y en virtud del resorte quando se

extiende debe ganar en la misma direccion otra veloci-
; : p- AV ==x) ‘ o

dad expresada por: £ == Y asiel cuerpo B gana

en el sentido MN una velocidad igual 4 ...ceciceiions

.—_"+in——’;$"‘. Luego la velocidad del cuerpo B des-

pues del choque en el sentido MV estard expresada por

Cotep) BPoEw) g '

_ A—4~B " ; : :
598 Estas férmulas son susceptibles de una infinidad

de aplicaciones. Pero es preciso considerar en estas apli-
caciones , 1.° que el cuerpo chocado B marchara despues .
del choque en sentido del cuerpo chocante A ; no pue-
de haber duda en ello quando los dos cuerpos se mue-
ven en un mismo sentido : por lo que hace quando sé
mueven en sentido contrario tampoco puede ocurrirnos
duda alguna , considerando que en este caso llamamos
cuerpo chocante al que tiene mayor cantidad de movi-
miento , y que por esta razon debe llevar al otro por
delante. _

599 2.° Que el cuerpo chocante puede retroceder y
volver hicia atras , lo qual sucedera siempre que la ve-
locidad de este cuerpo despues del choque salga una can-~
tidad negativa. s

600 Enterados de esto, supongamos en nuestras for-
mulas 1.° que p—=0 , 6 que el resorte despues de la per-
cusion quede reducido al estado acé , que es el caso de
los cuerpos blandos. En este caso saldra como en los
cuerpos duros que las velocidades de 4 y B despues del

T2 cho-
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choque son iguales, y se expresan por ‘izf:fg“_. :
601 2.° Quep—1, que es el caso de los cuerpos
7 . . B(V- 1 u
eldsticos ,B(La velocidad de A es 77— 2129 | v [y
2 —=u)
de B es ‘_A—-;—_r t U, :
602 Si multiplicamos los cuerpos 4 y B cada uno
por la expresion de su velocidad despues del choque , y

se suman los dos productos , saldrd la suma AF—.....
GoA=p)dB(Vgw) .\ (1p) AB F—u) st :
T e ian S e e B e P Burdess

pues de hacer la reduccion. De donde resulta que des~
pues del choque la cantidad de movimiento del sistema,
y la velocidad del centro de gravedad en el sentido del
cuerpo chocante son las mismas que 4ntes del choque ;
porque si llamamos « la velocidad del centro de grave-
dad antes del choque, y Z la velocidad que tiene des-

pues de choque , rendrémes las equaciones (.4 +B) x—=
AV==Bu

AVEBu, Yy &« ==y 5(A-+B)Z=AV*>Bu,y
Z — AVEB ' '
T SUARSE
603 Si se multiplica cada uno de los cuerpos por Jos
quadrados de sus velocidades. despues del choque , y se
Juntan los productos , saldrd la suma ..o

(=P)B(F==u) \2 ! (1mimp!) A=) .
-d(y‘— ——v——z_—"_B-*_—-—) '+‘B\ I——P‘;{_'_B—‘— ill)z, €X=—

presion que se reduced 477+ Bu* — (=28 g0
que si hacemos p—1, se reduce 4 4F*+ Bu*. Lo que
nos manifiesta que la suma de los productos de los cuer-
pos por los quadrados de sus velocidades es la misma
antes que despues del choque. Y esto es lo que se llama
fa conservacion de las fuerzas vivas ; porque por fuerza
viva se enticnde el producto de la masa de un cuerpo
por el quadrado de su velocidad ; pero quando p no es
igual 1 , se tiene en virtud del choque una pérdida de

1 =p2AB(V==n)2
fuerzas vivas expresada por L&%&f’_—_—_.

Asi
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604 - Asi en el choque de-los cuerpos perfectamente Fig.

elasticos se verifica la' conservacion de las fue.rgas.vwas;
ro en 'los cuerpos que no tienen una elasticidad per-
focta sale en virtud del choque una perdl_dg de f"qe;za,‘.:‘_quev-
: mayor quanto menor-es p. :
eséggto La Zant?da‘d P 5 ‘que ‘representa-lairazon de la
elasticidad a la percusion , se puede determinar en cada
caso por una experiencia inmediata. Para lo qual no
hay mas que igualar'la expresion ‘general de la veloci~
dad de uno de dos -cuerpos dgspuesi_;}g 4chvg:qu.e” con 1@‘_
velocidad que tenga réalmente , y sacar de esta equa-
cion el valor:de p. Supongamos qq_’e_‘loys:crios_,r.c;ne_;po_sb A
y B sean iguales, y que B estc en reposo ed ¢l instante
hoque: . ‘4
gel6§6oqEn haciendo A—B , y =0 enlas férmulas que
hemos hallado para las velocidades despues de choque,

FritaT f 2T MR o e dap G
la velocidad de A serd ¥/— 5325, y la de B =2,
Sean @ y & las velocidades que reaflmir-ntpe’ t_xe;z?i I%s_,tos
cuerpos despues del choque , serd a—=V— -, ¥

S b Oflsyrion sutle ponbmpifimiziab otaiksun Jg
b= P, las quales dan p=1-— 5y p= 5 —1,

y asi se conocera por medio de qualquiera de estas dos

" expresiones el valor'de p. .-

. Del choque indirecto de los cuerpos.

' 607  Esta materia es muy vasta ».y asi solo nos ce-
fiirémos a resolver alguna qué otra giestion para que
qualquiera pueda formar idea de esta especie de cho-
que ; para lo qual nos es preciso anteponer los siguien-
tes lemas. ‘ :

1.2 Si expresamos por I el radio de las tablas, y por
A y B dos angulos qualesquiera’, el seno ( A+B)es=
sen. A% cos. B +sen. Bxcos. A, y cos. ( A+ B)=cos.
e Xcos. B—sen. 4 sen: B. :

Siendo la suma de dos angulos dezr un. tridngulo BC’f
3 e
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suplemento del i tercero ;esto es: A+ B =180 — ACB,
nguese que sen: ACB =sen (A+B). .
608 * Porlo demostrado (Trlgon practica) es AC': sen B

s 4B sen. ACR — 4. jf:" e ==sen. (A-—i—B) Si nramos
la! CD perpendicular al lado‘/lB , tendrémos BC: CD :: R
3 sen B ;R"“D , suponiendo* por ahora €l radio —R.
Sx substxtuunos el valor de sen, B en la equacmu

anterlor 5 SErd, sen, (d—l—B)__.R’;gZ—%E , 6 por ser

dB:BD—_t—AD, sern., (Arp — iR cacEbi i ian

ACx'BCl:piviy i ACK B

—_%enA BD. __~ cos.B CD . sen Bl 4D 4
Pero AC R R T R ‘B‘c"—— T AC—'

LUCgO seno (A-l—B) . sén. A’ xcos B;sen Bixcos. A __'

sen, A xcos B + sen. B X cos. A Con hacer R=1.
609. Por lo que hace al coseno recordarémos que el
quadrado del coseno' de :un' dngule- qualquiera ‘s’ igual
al quadrado del radio ménos el quadrado del $en0, Lue-
g0 cosen (A+B) o= R’ — sen (A-!—B) L S T

OrEds ap. 49p

S

R4— sen. ’AXcos B-——z senA cos. AXsen BXcos _B-- sen’BXcos A

B 2
substltuyendo por os. ’B R *B; y por sen.? B—

R* — cos.* B, conSIderando que R —-R2 (sen.? A
€0s.? A) es 1gua1 4 cero, tendremos cos.? (A+B).__

* A X cos.* B— 2 sen. A COS. A sen. B. cos. B+sen AXsen B

R'z EiE : 3 )

que extrayendo!'la raiz quadrada y suprimiendo la R,
sale por dltimo cos. (A+B )= cos..A4 X cos. B-—sen A’x
sen. B. Luego , &c.

610 2.° Siun caerpo duro y esferzco A va a chocar
obliguamente 4 0ir0 Guerpo B que esta en reposo, de la mis-
ma
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ma’ especie y figura que él 5 la velocidad del cuerpo A des- Fig.
pues del ckoque serd d la veloczdad del. cuerpo. B, como
el seno total-es al coseno del angulo que forman entre si 176
las direcciones de las velocidades. :

Sea IAE la:direccion del cuerpo A4 antes del choque,
es claro que la percusion se hace al instante que:la dis=
tancia 4B de los centros de’ los cuerpos es; igual 4'la
suma de los dos radios. Tambien se infiere que esta mis-
ma linea sera la direccion en que se movera el cuerpo B
despues del choque. Séa AZ la direccion del cuerpo A4
despues del choque , y supongamos: que: durante Ja ac=
cion instantinea de la percusion los dos cuerpos corran
los espacios infinitafriénte pequefios Aa;, Bb ; tirese la recta
ab , que sera igual a AB” supuesto que los dos cuerpos
se tocan quando.corrénlos pequenos espacios Aa, Bb. Del
punto &, como .centro.con el radio &4 , tiicese el arco
infinitamente pequeno .4 entre los lados &4, bam , rés-
tese ordenadamente la equacion BA=ba de la equacion
bA=bm, y se tendri Bb—am. Esto supuesto el peque-
fio triangulo amA , que se puede considerar como un
triangulo: rectilineo .rectangulo en m (llamando R el ra-
dio ) da la siguiente proporcion Aa : am=Bb :: R : seno
aAdm = R :cosen.. BAF. Pero.Aa y Bb son. las velocida=
des de los dos cuerpos en el instante 6 fin del choque,
y por consiguiente las velocidades despues del choque;,
luego 1a velocidad del cuerpo A4 despues. del cboque es
4 la velocidad del cuerpo B como.¢el seno total es al
coseno del angulo que forman entre si las dlrcccmnes de
sus veloczdades ‘Hecho esto demoS soluc1oh E lds mgmen—
tes qiiestiones.

61r L. Dado un tuerpo duro A que va d chocar-con 17
oiro cuerpo duro. B que estden reposo., encontrar la ve-
locidad  de estos: dos cuer pos. despues. . del choque. ;
bupongamos que en el instante del choque se juntan
los centros de.los dos cuerpos-con la recta 4B, cuya
linea serd la direccion del cuerpo B despues del choque.

Sea AM la velocidad del cuerpo B, AF la velocidad

T 4 T el
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del cuerpo A antes del choque , y AE su velocidad
despues' del choque: Habiendo construido el paralelogra-
mo AEFH , advertirémos que la velocidad primitiva AF

puede descomponerse en otras dos AE,4H ; de suerte.

que; el cuerpo ‘chocante ‘esta en el 'mismo caso que si
quando - liegd ' A se viese ‘impelido ‘de dos velocidades
Ak, AH ;5 pero €l tiene realmente la velocidad 4E  des-
pues del choque Luego AH esla velocidad que pxerde,
y en virtud de la‘qual empuja al cuerpo B,y asi #H
ha decaer sobre la direccion 4B, con lo que tendré-
mos da- equacxon fundamental

AxfIH BxarlM

La veloc1dad dada AF She :V
Bl sénp totdll == 0. Carmes. cmo; = 1 !
¢ s El seno del angulo dado BAF
Supongamos Su coseno- : saoutshs "‘b
La veloc:dad mcogmta AE . =

| El seno del angulo mcogmto FAE eed] T %
Su: €oseno v-.t - . o=z

e ‘e ‘@ e

Srendo el angulo BAE = 41a’ sura de losodos angulos.
BAF , FAE'; tendrémos sen. BAE , 6 sen. AEF=az+
by 5 y COS.- BAE bz—ay (608'y 609).

El tr;éngulo AEF da sen. AFE , 6 sen. BAF—=a:

sen FAE—y ' AE=%  EF 6 AH — ——"’ . Por otre

lado tenemos .AM—AE xcos. BAE =% (bz—-—ay) que
substituyendo estos valores en la equacnon fundamen-

tal , se tendrd 22 — Bux(bz—ay), 6 Ay — Babz—

Ba’y , 6 bien (A+Ba’)y Babz 5 6 poniendo por z su
valor v (1———y s quadrando los dos miembros , y despe=

! ndo Ia b5l '
peja Y= V((A+Ba )V + Ba =b=)

El tnangulo .dEF da tambicn sen. AFE , 6 sen.
: BAF
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BAF—a: sen. AEF—(az+by) = AE=x: AF=V, y por Fig.

L SV 5 : : o
consiguiente ¥ — substituyendo en esta equa-
cion por y y  sus valores, y observando que a*+5*=—r1,
Uy ((A+Ba®) + B*a*b*)

A+B R

tendrémos por dltimo » =

conociendo por medio de los valores de y , 2, x la di--

reccion y velocidad AK del cuerpo chocante despues del
choque , se conocerd tambien la velocidad A4M del
cuerpo chocado ; pues AM — AE % cos. BAE, La expre-
sion de-esta velocidad en linea se encuentra baxando
del punto E la perpendicular EM sobre AB ; porque
en este caso es AM—=AE % cos. BAE.

612 II. Dado un cuerpo elastico A que va & cho-
sar obligiamente con otro cuerpo tambien elastico B en
reposo 5 encontrar las velocidades de estos dos cuerpos
despues del choque.

- Bisquense las velocidades AE,AM como si los cuer-
pos fueran duros. Por lo dicho (595) en el choque di-
recto de los cuerpos elasticos hemos visto que la veloci-
dad que gana el uno y pierde el otro son dobles de lo
que serian si fuesen cuerpos duros. Lo mismo sucede en
el choque obligiio. Luego si prolongamos EF de suerte
que sea Fe—2FE ,se-tira AE y se dobla A2 , las li-
neas Ae y 2.4M seran las velocidades que tendran estos
dos cuerpos despues del choque ; pues las lineas EF, 42
representan respectivamente la velocidad que pxerde y
la que gana otro siendo duros. Concluiré este capitulo
manifestando que

613 Q,uando un cuerpo esférico homogeneo perfecta-
mente eldstico choca obligiamente con un plano MN per-
Jectamente elastico 6 per. fectamente duro , se reflexa for-
mando el angulo de refiexion EAD = al de incidencia
BAD ; pero guando e} cuerqo no tiene una elasticidad per-
,;;ecm > € dngulo de reflexion es mayor que el de inci-
eniig,

Sea
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‘Sea BA la direccion y velocidad con que el cuerpo
choca al plano , baxese la perpendicular BC al plano,
y constriyase el rectangulo BCAD , cuyo lado 4D
se llama e/ cateto de incidencia. En vez de la velocidad
B A podemos substituir las velocidades expresadas por
CAy DA De estas velocidades la CA no produce otro
efecto que obligar al cuerpo 4 que ande en el mismo
tiempo el espacio AG=CA. Por lo que hace 4 la DA,
ésta es la que produce la percusion ; pero como el cuer-
po es elastico despues del choque , ha de retroceder con
una velocidad igual 4 A4D. Luego el cuerpo en el pun-
to B se halla animado de dos velocidades , una 4D y
otra AN ; luego se ha de mover en la direccion AE,

'y con una velocidad representada por esta linea , esto
‘es, por la diagonal de un rectangulo #GED=BCAD,
y asi han de ser iguales los angulos EAD,BAD. Pero
quando el cuerpo no es perfectamente elastico , la velo-
cidad DA no le hace retroceder hasta el punto D, sino
‘que llega solamente 4 un punto H , y el cuerpo en este
‘caso anda la diagonal del rectingulo HXG A , forman-
‘do el angulo AAH mayor que EAD =D AB. :

CAPITULO VIIL

Del movimiento de rotacion de los cuerpos
y-de los que se mueven por lineas curvas.

© 210 Del movimiento de rotacion.

- 614 Juando 4 un cuerpo se le da un impulso en una
direccion que pase por su centro de gravedad , todas
las partes del cuerpo se mueven con igual velocidad. No
tendrémos duda alguna acerca de esto si consideramos
que cada dos particulas colocadas & distintos-lados del
centro y 4 igual distancia de €l han de tener igual mo-
vimiento ; pero como todas las partes del cuerpo estcn

G
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ligadas entre si, ©.0 pueden dichas particulas moverse con Fig,

igual velocidad sin que las demas partes se muevan del
mismo modo. Luego si imaginamos una recta que’sea
perpendicular 4 la direccion de la potencia , y que pase
por el centro de gravedad del cuerpo , ésta se movera
paralela a4 si misma.

615 Pero quando la potencia no se dirige al centro
de gravedad : 1.° este centro se mueve del mismo modo que
si- estuviera colocado en la direccion de la potencia : 2.° b
cuerpo gira en el primer instante al rededor de su centro
de gravedad del mismo modo que giraria al rededor de:
un exe que pasase por este puntoy fuese perpendicular &
un plano que pasase por el cemtroy por la direccion de
la potencia. ,

Sea un cuerpo de figura qualquiera impelido por una
fuerza F', cuya direccion FX no pasa por el centro de
gravedad G. Por este punto y por la recta EX imagi=
nese un plano MAD que divida el cuerpo en dos par-
tes iguales , y tirese el exe G perpendicular al plano
(‘ésta recta nos la debemos figurar levantada sobre el
plano del papel 4 quien es perpendicular ). Represente-
mos ' por &4 el impulso de la fuerza , y su mitad BF
descompdngase en dos fuerzas FV , FO , que la una
como FV se dirija al centro G, y la otra FO sea pes-
pendicular 4 FA. Prolénguese FG haciendo GT=FG, y
témese 7Q — F/V. Imaginemos que la fuerza FNV esta
aplicada en el punto 7', y que esta representada por Z0;
¥y descompdngase -esta fuerza en otras dos TE, TZ ,la
una perpendicular y la otra paralela al exe XAGS.

616 Esto supuesto es evidente que el CUErpo es mo-
vido del mismo modo que si en lugar de ser animado
de la fuerza primitiva F.4 lo estuviese por las quatro
fuerzas BA, FO, TE , TZ; pero las dos fuerzas BATE,
siendo paralelas é iguales, y pasando 4 distancias igua-
les del centro G, tienen por resultante una fuerza GP
igual & su suma , y que pasa por el centro G. Ademas
de esto , siendo BA+TF=FA4 » Sera tambien GP—F.4;
4 de
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Fig. de donde se sigue que el centro de gravedad es movi-

do del mismo modo que si la direccion de la fuerza
pasare por ¢l : :
Las dos fuerzas FO,TZ son evidentemente iguales,
paralelas , y pasan 4 distancias iguales del centro de
gravedad G con direcciones opuestas. Luego ellas no pue-
den obligar al centro 4 que avance segun GX , segun
GS', ni segun otra direccion qualquiera. Luego el cen-
tro de gravedad ha de perinanecer inmdévil , y como
dichas fuerzas no se destruyen , el cuerpo ha de girar
al rededor de dicho centro. -
617 Lo que hemos dicho de un solo cuerpo dirémos

180 de un sistema de cuerpos qualquiera como 4,8,C,D co-

locados en linea recta , é impelidos por muchas fuerzas
paralelas , cuya resultante R no pasa por el centro de
gravedad. El sistema 4D tomara en el primer instante:
una posicion A4d girando al rededor de su centro. de
gravedad G ; pero sin embargo este centro habra andado
un espacio Gg, el mismo que andarta si el punto P por
donde pasa la resultante , y al.qual hemos llamado. cen=
870 de fuerzas , coincidiese con el de gravedad. . .

618 El angulo DAd , 6 GAg , que forman entre st

las dos posiciones distintas del sistema en dos instantes.
ir :mediatos, se llama dangulo giratorio ; y el punto 4, que.
en el primer instante podemos considerar como que se
mantiene inmovil , se llama cenzro de conversion. ‘

Un plano que pase por la recta RP y por el centro.

de gravedad del sistema , se llama plano giratorio , y
se llama exe de rozacion una linea que pasa por el cen-
tro de conversion , y es perpendicular al plano girato-
rio : tal seria una recta levantada en el punto .4 per-
pendicular al plano de la lamina. .
619 Y por dltimo lldmase radio de rotacion la distan-
cia_que hay del centro de gravedad al de conversion. i
620 Esto supuesto veamos como se determinan : I.
el espacio que ha andado el centro de gravedad : 2.° la

la cantidad del angulo giratorio: 3.° el radio de rotaci%I:l-

llamamos 4 éste dr, tendrémos 1 : dr :: 5
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En quanto 4 lo primero debemos considerar que la fuer-
za absoluta con que se mueve el sistema es igual 4 su
masa total multiplicada por la velocidad con que se mue-
ve su centro de gravedad , ¢ lo ‘que es lo mismo , al
producto de la masa y el espacio que anda en una uni-
dad de tiempo. Luego llamando § £ la fuerza tnica , 6
suma de fuerzas paralelas que obran el sistema S.F
la masa total 6 suma de las masas particulares de los
cucrpos A4, B,C, D , &c. , y e el espacio andado en una

unidad de tiempo, serd ex S.M=S.F y e =L ; pero

como el espacio Gg que buscamos no es andado en una
unidad de tiempo finito , sino es en un instante , si
Sif . i
St Gg_.

“4f(551), yésta es la expresion del espacio que

S
anda el centro de gravedad en'el primer instante del
movimiento , que se ve que es igual d la suma de 'las
Juerzas que obran en el sistema wmultiplicada por el tiem-
90 , partido todo por la suma de los cuerpos.
621 En quanto 4 lo 2.°, que es hallar el angulo gi-
ratorio , debemos advertir que éste no depende del mo-
vimiento de translacion que pueda tener el cuerpo , y
que por consiguiente debemos prescindir de él, y aten-
der solamente al movimiento de rotacion. Por lo que
hace 4 éste debemos considerar : 1.° que haciéndose al
rededor del centro de gravedad, los cuerpos que com=
ponen el sistema han de oponer al movimiento por ra-
zon de su inercia una resistencia proporcional 4 la suma
de los momentos de las potencias referidos al centro de
gravedad ; pero como el momento de una potencia
qualquiera es igual al producto de ella por la distancia
4 que pasa su direccion de un punto fixo, si suponemos
que una de las fuerzas paralelas que obran en este sis-
tema sea () y DG la distancia 4 que pasa del centro G,
scrd el momento de esta fuerza QxDG ; pero la fuerza
9 se mide tambien por su cantidad de movimiento, esto
€s,

Fig.
621
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es , por la masa D que mueve, y la velocidad Dd que

le comunica. Y asi el momento de la fuerza Q seri

tambien DxDG xDd : el momento de otra fuerza H .

sersa CxCGXCD ; pero GC 'y CD sen proporcionales con
Cec 'y Dd 5 luego los momentos de las potencias Q , H,

=2 =——2
&ec. seran como DxDG , CxCG , &c. , esto es , como Ios
productos delas masas por los quadrados de las distan-

cias & que estdn del centro de gravedad. Estos produc-

tos de masas por los quadrados de sus distancias a un
punto fixo se llaman momentos de inercia ; luego si la
suma de los momentos de inercia de todos los cuerpos
del sistema la expresamos por ', estard el angulo gira-
torio en razon inversa de esta cantidad. ~
~2.° Que quanto mayor sea la inercia de las poten-
cias , y mas diste la resultante del centro de rotacion,
tanto mayor angulo produciran. Y asi, llamando P la
distancia que hay del centro de fuerza al de gravedad
estara el angulo giratorio en razon directa de dtP xSf;

como hemos visto que tambien seguia la razon inm-

versa de la suma de los momentos de inercia , sera este

dngulo =-22x°L. Wb ¢ i bisat
" 622 Por lo que hace 4 determinar el gaghp de rota-
cion , ‘que es el tercer caso, se ha de dlylfllr el cami
no que anda el centro de gravedad por el angulo gira

o St 7 SRS DS et S
torio. Luego serd AG = =l 1Sl =y =412

suma de los momentos de inercia partida por el pro-
ducto de la suma de las masas, y la distancia que hay
del centro de fuerzas al de gravedad. Para la demostra-
cion basta considerar que si entre dos lineas que forman
un 4ngulo qualquiera trazamos desde el vértice varios
arcos , y dividimos sucesivamente la longitud de cz}da
uno de ellos por el valor del angulo, el quociente sera el
radio con que ha sido trazado cada uno de ellos.

Dl
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Del movimiento por lineas curvas.

623 Una sola fuerza es suficiente 4 obligar 4 un cuer-
po 4 que trace una linea recta ; mas para trazar una li-
nea curva es preciso mas de una fuerza ; y asi el mo-
yimiento curvilineo es compuesto ( 544 ). i

624 Si a uno de los extremos de una cuerda ata-
mos un cuerpo de figura esférica , y sujetando el otro
extremo 4 un punto fixo sobre un plano horizental obli-
gamos al cuerpo 4 que describa una circunferencia de
circulo sobre este plano al rededor del punto fixo , se
echard de ver que el cordon se ‘mantendra tirante , y
esta -tirantez sera tanto imayor quanto mas apriesa se
mueva’ el cuerpo. Y si el cordon se rompiese 5 el cuerpo
dexaria de voltear , y se moveria por una linea recta
tangente 4 la circunferencia en el mismo punto en que
se-hallaba el cuerpo quando se rompié la cuerda. De
lo que se deduce que el cordon en este caso hace el mis-
mo oficio que una potencia que 4 cada instante impé-~
liese el mévil dirigiéndolo hécia el punto fixo. La fuerza
que obra en un mdvil, dirigiéndolo 4 un punto.fixo, se
Nama fuerza centripeta , y es la que lo detiene ; y aquella
‘con que ¢l cuerpo intenta escaparse , se llama fuerza
centrifuga. ' i

625 los Gedmetras consideran las lineas curvas co-
mo unos  poligonos de una infinidad de lados. Y asi, si
suponemos Gue un cuerpo ande una curva A4BCD., con-
siderada como un poligono compuesto de los lados in-
finitamente pequefios 4B 5 £C, &c. al pasar el cuerpo
de un lado 4 otro parece debe perder alguna parte de
su velocidad. Determinemos sies cierto , y qual sea ésta.
Para lo qual supongamos que 4B sea el espacio que el

cuerpo anda en el primer instante en wvirtud de la ve-

locidad primitiva , y BE el espacio que la fuerza centri-
fuga puede hacer andar el. mévil en el mismo instante.
Si no fuera por la resistencia que el cuerpo encuentra

‘ : en

Fig.
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Fig. en el punto B , se moveria continuamente en la di-

reccion ABH con una velocidad capaz de: andar en el
mismo tiempo el espacio BH—B.A ; y si construimos
el paralelogramo BEHF podrémos substituir en vez de
la fuerza unica BH , que anima el cuerpo , las dos fuer-
zas BE y BF. Pero de estas dos fuerzas la BE se des-
truye por la resistencia que opone la curva. Luego al
cuerpo solo le mueve la fuerza BF ; y si desde el pun-
to 5, como centro con un radio BH » trazamos el arco
HC, la parte FC seri la velocidad que habra perdido
el cuerpo al pasar de un lado 4 otro, la qual es el seno
verso del angulo HBC ; y como este angulo es infinita=
mente pequeno por ser 4B y BF dos lados contiguos in~
finitamente pequefios de una curva FC » Y por consi-
guiente la velocidad que pierde el cuerpo en cada punto
de la curva es un infinitamente pequefio de segundo Srden;
porque 'siendo cierto que en un circulo el seno de un dn-
&ulbo es medio proporcional entre el didmetro y el seno verso,
siempre que el seno sea infinitamente pequefo , ha de ser
el seno verso un infinitamente pequefio de segundo drden,

626 Luego quando un cuerpo se mueve por una
curva , la velocidad que pierde durante su movimiento
es nula; porque habiendo demostrado que la velocidad
que pierde al pasar de un punto 4 otro de la curva es
un infinitamente pequefio de segundo ¢érden , aunque el
numero de puntos de la curva es infinito , la velocidad
que pierde en todos ellos no puede ser mayor que un
infinitamente pequefio del primer ¢érden , que siempre
es una cantidad despreciable. :

Propongamonos ahora resolver algunas giiestiones so-
bre el movimiento curvilineo.

627 L Suponiendo un cuerpo M que desciende & Io
largo de una curva AMB , la qual puede mirarse como
que es un canal de la figura que se representa , dentro
del qual se mueve el cuerpo , hallar la velocidad que ten-
drd al llegar al punto mas baxo B, donde su tangente
es horizontal, ' ;

Con-

\
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Considerémos la curva como un poligono regular de -
una infinidad de lados, é imaginemos que el cuerpo’ acaba
de andar el pequeno ladonA4, como al pasar al lado .Mmf
no pierde ninguna velocidad,, andara Mm con la velocidad,
que tenia en el puato M, si no obrase en ¢l la gravedad ;
pero esta fuerza como obra en una direccion vertical MQ,
solicita ‘al. cuerpo 4 que bake por esta linea , y si la ac~
cionide la gravedad la ‘expresamos por” MQ, v descom-
ponemos ‘esta fuerza en''dos , la una SM perpendicular
4 la curva , 'y la otra Mr que coincida en ella , es cla=
1o que sola: ésta acelera el movimiento', puesla otra la
destruye la' resistencia de la curva: Esto ‘supuesto tire-
8¢ por el punto m la vertical mr; y ‘comparando entre
sl los tridngulos semejantes Mrm, MtQ, tendrémos Mm
mrM_Q,Mt:-A%;zﬂ iz
_ 628 Esto supuesto -refiramos los diferentes puntos
de la curva 4 un exe vertical qualquiera BZ , y llame-
mos BP,x; PM,y 5 ¢ el tiempo., y-el arco BM,s. Seré
Pp=—mr=—dx; Mm=—ds (se sefialan estas. cantidades
con el signo negativo , porque al paso que crece el tiem-
PO 7 menguan la abscisa,y la ordenada). Sea p la velo-
cidad que imprime la pesantez en un segundo a un cuer-
PO que desciende libremente ,.1a que le comunicari en
un instante d¢ , serd pdz; por manera que sera la velo-
cidad MQ—pdr. Sea u la velocidad que tiene el cuerpo
al llegar 4 A7, el incremento de esta velocidad en el
tiempo d serd du , tendrémos pues Mr—du. Substituyen-
do ahora estos .valores en laequacion M — M%?;—lﬂf
saldrd du— pdt——""2—pdr x ryperodr==2%(583);
luego haciendo la. substitucion. y eliminando el denomi-
nador, tendrémos udu———pdx, cuya integral es ==
C—px, 6 u*=2C—2pyx. UDREED 5 :
629  Solo nos resta determinar la constante C para
que quede conocido el valor de %, para lo qual supon-

gamos que el, cuerpo empezé 4 descender desde un pun-

Fom, II, V to
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to «4 mas elevado que la horizontal que: pasa por:el pun-

to B, la cantidad BZ=6. No hay duda que quandola ves

locidad en 4 eracero era @=b; luego 0 =2C—2pb, y C=ph
Y por tanto u’=2pb—2px=2p (b—x)=2p x PZ. Pero si
un cuerpo pesado cayese de la altura 2p, el quadrado de
la; velocidad, que tendria al llegar al punto P seria (563)
2p X PZ, Lyego quande un cuerpo se mueve a:lo largo
de una linea curva qualquiera , la velocidad que tiene en
qualquiera de los puntos es la misma que si hubiese cais
do libremente de ‘una altura igual. Y asi el cuerpo: al

llegar al. punto B tendra la misma velocidad. que si hu=

biese caido de la altura vertical ZB ; y como no he=
mos -explicado- qual sea la maturaleza de la curva 5 eg
propiedad que conviene 4'todas: ellas. : i

630 Luego si un cuerpo cayese 4 lo largo de un arco
AD , tendra en el punto D.la misma velocidad que si
hubiese caido 4 lo largo'de FD, siendo AF horizon-~
tal y CD'vertical. Y 'por la misma ‘razon, si cayese 4
lo largo del arco BD', tendri en el punto D la misma
velocidad que si hubiese caido 4 lo largo del ED. Si des-
de los puntos E y F' dexdramos caér sucesivamente un
mismo cuerpo al llegar 4 D tendr4 velocidades , que
seran como las raices quadradas de las alturas. ¥ si qui=
siéramos que un mévil adquiriese una velocidad de’seis
pies por segundo , lo conseguiriamos con determinar -de
qué altura ha de caer un grave para adquirir una velo-
cidad de seis pies por segundo (566 ), y tomando en
la vertical DC una parte DF igual 4 la dicha altura,y
tomando un puntoC' mas arriba-de F, se atari un hilo
tan largo como CD , se colgara de €l un cuerpo , y: at-
rimandolo al punto 4, donde la perpendicular AF cor-
ta el arco, se dexara caer, y al llegar al punto D tendrs
la velocidad que se pide. ~

331 Luego si quando el cuerpo lega al punto B, dons

de -la tangente es horizontal , encuentra un ramo de la
misma i otra curva., subira por ella hasta encontrar la

borizonsal tirada por el punto de donde empezd d desc,en-
: der.
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der. Para ‘demostrarlo ‘supongamos que ‘el cuérpo- esté: Fig.

actualmente en“B donde’la altura x es =0 : si llamamos
77 1a velocidad que tendrd en“este punto , sera F2—2pb.
Supongamos  que ‘con esta 'velocidad subas4 lo largo de
la:curva BM" ;.discurriendo como 4ntes , tendrémos que
st velocidad ‘en-un punto M serd — du —pdt x =,
advirtiendo que # mengua al paso que 7, s, # crecen.
Substituyendo: en lugar de dr su valor % , como
hicimo$ antes , tendrémos wdu ==— pdx , é integrando
uu=2C'= 2px 5 pero-quando ¥=0; F=u 5 luego /> = 2C,
y como u*=2pb tambien serd 2Cz=pb ', y. por consiguien=
te u*—2pb—2px ; pero quandoe el cuerpo dexa de subir
€ =0 y 2pb—2px —0 , y por tltimo ¥=4 , que nos
manifiesta .que el punto'donde ¢l cuerpo habra llegado
en virtud de la velocidad adquirida quando descendid
al punto B es la misma que’ tenia en ¢l punto 4 des-
de" donde 'descéddic. 77 0971 2 RERIDOL :
632 IL. Determinar la razon que tienen la velocidad
primitiva y la fuerza central para que un cuerpo A sin
pesantez trace una circunferédicia de circulo. SVETY
Debiéndose mover el cuerpo por 1a ‘circunferencia; es
indispensable ‘que en cada punto de ella 'sean perpendi-
culares una 4 otra las: dos fuerzas. Para conocer qué ra-
zon deban ‘tener supongamos que AB sea el espacio que.

la: fuerza primitiva, 4 quien llamarémos fuerza de proyec-

¢ion , hiciese andar al mévil en’ un instante si no fuera
por la fuerza central ,.y que la linea 4D infinitamente
mas pequeia que 4B sea el espacio que la fuerza central,
obrando por si sola sin descontinuar , le haria andar al
mévil en el mismo- tiempo.-Siendo: 4B infinitamente
pequenapodemos  considerar la- fuerza: central. como que
obra paralela 4 si:misma e¢n dos instantes inmediatos. Lue-
gosi tiramos Bb paralelaa: 4D y construimos el parale-
logramo ABA D, sera preciso'que la cantidad 4B sea tal
que la parte Bb , que eslo que el cuerpo en virtud dela
fuerza centrifuga queradquicre sedesvia ; sea igual 4 la
I Y2 par=

184
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“iparte AD 45 que es lorque-la fuerza centripeta leaterca

al centro. Esto supuesto:,;si prolongamos el radio, . 4C
hasta qne encuentre la: ciccunferencia en E , tendrémos
por la naturaleza' del ' circulo, (D4): =(AB) = AD xDE;
pero siendo 4D, infinitaments,pequena’,de segundo Sr=]
den es DE—AE—2AC. Luego (48)'=.4D x2.4C. Sea
V la velocidad comunicada al movil en un segundo por
la fuerza de proyeccion , sera 4t la que le* comunicara
en un instante’,'y tendrémos 272dr*=(AB)*. 'Y si llama-
mos g la’'velocidad ‘que la fuerza central , obrandorsola
é igualmente 4’ ‘cada ‘instante e comunicaria: al mdvil
e un:segundoi,’ el espacio queiile haria andar en un
instante dz seria #- (563) , y por tanto serd 4D =

L Tlucperl e BE im0 gy Reg it Olinle

2
donde sale Ia proporcion g 3 77 77 AC , que 10s -
nifiesta que la velocidad de proyeccion es media propo:-
cional entre el radio y la_fuerza centripeta. L

.-633  Llamemos 4 la altura de donde ha de caer un
g . 3 3 > Vi

(566 ) y 2ph==F% ; cuya cantidad:substituida en l;.
equacion’ anterior ; la reduce 4 2phg X AC', de donde
sale ‘la siguiente ‘proporcion g = p 4 : %4 AC, que nos da
4 conocer que ‘para que un cuerpo-libre y sin pesantez
ande una: circunferencia de un. radio .conocido en virtud
de una fuerza dirigida' 4 su'centro y de una velocidad
primitiva , ha de ser la fuerza central 4 la. gravedad,
como la altura ‘de donde ha de caer un grave para ad-
quirir la velocidad de proyeccion es 4 la mitad del radio.
1634 Siendo: la- fuerza central sen:iqualquiera: punto
perpendicular 4 la direccion ide lasiproyeccion no cons:
pira ‘4’aumentar ni disminuir el movimiento! de: cuerpo,
y- asi éste-ha de’ser uniforme. i B potmpaini
Como en los movimientos curvilineos las fuerzas cen-
tripeta y centrifuga son iguales , -quanto hemos dicho
de la'primera seraplicara igualmente 4 la segunda ;y asi,
B si
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si suponemos que un cuerpo de una libra circule al ex- .

tremo de una cuerda de 5 pies con una velocidad dé
30 pies por segundo ', hallarémos la fuerza centrifuga
que adquiere , y con la qual intenta escaparse en la di-

teccion de la tangente correspondiente al punto donde

se halla el cuerpo con decir; 15 altura correspondiente
4 la velocidad 30 es'4 §, como la fuerza centrifuga es &
la pesantez. Luego estas fuerzas son como §: I5: 5:30
21:6; luego la fuerza con que el cuerpo de una libra
intenta desviarse del centro equivale 4 6 libras.

635 De la equacion 77> —gx AC sale g:Ej:aY

ya que g expresa la velocidad que la fuerza centrifu-

ga comunica al moévil en un segundo, serd gdt la
que le comunicard en un instante dz , y la cantidad
de movimiento que producira en el mismo tiempo Agdi=

AV 2d: S 5
—-=despues de substituir por g su valor. Luego si

llamamos F' esta cantidad de movimiento 6 fuerza cen-

paes gt de

trifuga absoluta , tendrémos F PRI Dl

e AL,
474 , llamando R el radio. Por las mismas reglas

1lamando 4 otro cuerpo, F’ su fuerza centrifuga , R’

el radio , y 77 la velocidad de proyeccion , tendrémos

Fl—=277% s 5 ‘comparando esta expresion con la
anterior , serd F: F'u 2724 ¥k, 20 . 277 1o
que nos da 4 conocer en qué razon se hallan las fuerzas
centrifugas de los cuerpos. HO
636 Sean Cy C’las circunferencias que trazan en los -
tiempos 7'y T’ , siendo sus movimientos uniformes, se-

tin ¥ =%y V'=<%< , y como en el supuesto de

ser — la razon del radio 4 la circunferencia , son

£ !/ ¢ R Vier'
ey Cicme R, seranhll Dera =ty Cuyas

valores substituidos por 77y 77 en la proporcion ante<

. b /. AR | AR, AR
rior , nos da por Gltimo F: F' it “pa= 3 “ppe— 75

V3 :
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: 9 Csto es, las fuerzas centrifugas estdn en ra-
zon compuesta directa de masas y radios , € inversa de
los quadrados de los tiempos. : ;

637 1L Determinar la curva que traza un cuerpo im-

185 pelido por una fuerza qualquiera en la direccion AG que

no-es vertical ., despues de quedar entregado a la acciin
de la gravedad. . :

1 8ivel cuerpo despues del -impulso que le da la fuerza
motriz no quedara sujeto 4 la accion -de la gravedad,
permaneceria moviéndose con un movimiento uniforme
y rectilineo en la. direccion 4G en que fué impelido.
Pero desde el instante que el cuerpo parte del punto 4
se halla solicitado de la gravedad en una direccion ver-
tical , la_que intenta desviarle de su direccion primitiva,
no permitiendole mantenerse sobre la recta 4G mas ‘dé,:
un instante , que es aquel en que el clerpo empezé 4
moverse'; de suerte que al cabo de un tiempo finito de-
terminado el cuerpo-no se hallard en el punto Q donde
debia encontrarse , sino es en otro punto M mas abaxo
habiendo descendido la cantidad Q7 : ademas de esto,
como el mévil se halla 4 cada instante impelido de do;
fuerzas que:l¢' comunican ; la una un movimiento uni-
forme , y la otra. uniformemente acelerado, ha de an-
dar una linea curva AMEB, cuya tangente en el pun-
to A esla recta AG. : LT -

638 Para determinar la naturaleza de esta curva é
igualmente las circunstancias del movimiento- del 'pro-
Yectil , supongamos que AC = 4 sea la altura de ‘don-
de ha de caer un grave para adquirir.la velocidad -de
proyeccion que se le comunicé al mévil en el sentido
AG, 40 —s el espacio que en virtud de la fuerza de
proyeccion andaria con movimiento uniforme en un
tiempo dr?terminado >y QM==z cl efecto de la gravedid
€n, un mismo _tiempo , por exemplo , en un segundo.
Como 40 y QM son los espacios que cada una de las
fios fuerzas , obrando de por si, haria anday al mdvil en
3 g : la
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la unidad de tiempo , serd AQ, la velocidad que le comu-
pica la fuerza de proyeccion , y 2QM la que le comu-
nica la gravedad (566 ); y asi tendrémos s : 22 = Vb
1Vz, y$* 4z% = b iz, que multiplicando extremos y
medios , nos sale s*—=4+z. A :
639 Perosi prolongamos C A hasta R haciendo AR=
QM , y tiramos RM , tendrémos que siendo AG tan-
ente de la curvay AR un diametro ; la RM paralela
4 AG ha de ser una ordenada de la curva , y AR=0M
la abscisa correspondiente. Luego s*==4h Xz es una equa-
cion 4 la parabola , por ser el quadrado de la ordenada
igual al rectingulo de la abscisa por una cantidad cons-
tante 44 , y asi la_curva que traza el proyectil es una
parabola. e i
640 Esto supuesto , refiriendo al exe 4B la natu~
raleza de esta curva ; 'y lamando AP =«; PM —y; tan-

~gente QAG=¢, y el radio =1, tendrémos por la propie~

dad del triangulo rectangulo AQP : 1:2 241 PO =tx;
OM=PQ ~PM; 6 z=tx—=y; (AQ) =(AP)" +(PO)s
52 Sa Pt w —4h2 )y 6 poniendo:por 2 su valor 2o —yp ;58 4=
82 =4h(tx —) .,y por dltimo x* (1 +2*) =4h(¢x —y).
Equacion 4 las ordenadas al exe , en la qual hemos he-
cho entrar la’ tangente del 4ngulo de inclinacion QAP
para determinar la direccion que se le ha de dar al pro=
yectil. +: HAOT
641 . Apliquémosla 4 la artilleria 5 y supongamos que
se quiere tirar una bala que vaya 4 parar al punto. E
con una carga de pdlvora determinada. Midanse la ho~
rizontal 4D y la vertical' DE , 'y supongamos que la
primera sea &y la segunda ¢,y considerémos que quan=
do es =6, y es =c¢ ; y haciendo las substituciones cor=
respondientes en la formula y y despejando lai#;ten—
drémq_s f== :? = = \{(4bf—4bc—b’). Luego al ca.;j
fion se le puede dar dos diferentes direcciones para he=,
rir un mismo ‘objeto.: IR

642 : Bien:que los valores de 2 no. pueden‘.se-r-;reglesi
Ao V4 mién-

L §
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miéntras 44* no sea mayor ¢ igual 4 ghc+5% En estos mo-

vimientos el angulo GAB se llama dngulo de la proyec-
¢ion 5 la distancia horizontal 4B amplitud de la proyec=
¢ion , y b la fuerza de la proyeccion. Hemos considerado
que el punto E que se quiere herir estaba sobre el ho-
rizonte , y en virtud de este supuesto hemos hallado el
valor de z ; pero como dicho punto puede estar en la
horizontal 4B, y tambien debaxo de ella, nos restan
aun otras dos soluciones de este problema , que las ve-
rificarémos con solo substituir en la equacion formula-
ria:en’lugar de ¢ cero, en un caso, y —cen otro , de

cuyos supuestos nos resultan las dos equaciones siguien-~
2 I 25

tes l’ --T:"g' t 'Z‘ ‘/(4b2 _b7~> 9 y t :T i ’z"-oolccnccuq
V(456 +4bhec—b%).) kot _ '

-1643 Supongamos ahora que dada la direccion del
proyectil , 6 el valor del 4ngulo # queramos detetminar
la velocidad de proyeccion , 6 lo qne es lo mismo , la
fuerza que le ha dé dar la pélvora para herir un punto
E. Despejarémos la 4 considerindola: como incdgnita, y

; p— Brlier)
tendrémos 4 — T s

que nos da 4 conocer la

altura de la qual debia caer el proyectil ‘para adéu?fib.'

una velocidad igual 4 la que le ha de comunicar 1a pol=
vora. Jaoay
< 644 Si los tiros se hiciesen en el horizonte séra 0320,
Y la equacion se reducird 4 5 — 2E22) | que nos
da b:(-,—_;‘_it—” xh 5 que si hacemos +— 1 , nos da
b=2h ,'que nos dice que quando los tiros son en el ho-
rizonte , y se hacen por una direccion de 45.°, 6en una
direccion 'donde la tangente del angulo es igual al ra-
dio , la amplitud es dupla de la altura de donde habia
de caer el grave para adquirir la velocidad de proyec-
cion. Nos resta probar que esta amplitud-es la maxima:
para convencernos de ello diferenciemos la expresion de
la ‘amplitud substituyendo por &,x , esto es , la equa-

clon

B I S PR
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i ¢ il Bl N b A . HRaci i¢ % C r‘
cion # =%k, 0 =13 3Y hamendo iih dl

s 7 3 tisie 2 AR Lot
ferencial =o', tendrémos ¢—-f 2= = V(4" +7"), -

‘‘‘‘‘‘

cuyo valor substituido en la equacion de 4, la trans=—

forma en b= %c+ % V(b* +¢?) , cuyos resultados nos
dan 4 conocer asi el angulo correspondiente 4 la menor
cantidad de polvora , como la velocidad de ésta.

645 Hemos :deducido la~ teoria de los proyectiles
considerando que los tiros se hacian en el vacio, y pres-
cindiendo de una infinidad de obstaculos que se oponen
4 su movimiento ; por cuya razon es i_ndispensable que
en esta especie de movimientos tropiecen 4 cada paso,
tanto la teoria como la practica con dificultades al pa-
recer insuperables, nacidas de la naturaleza de la gra-
vedad y resistencia del medio que atraviesan : aquella
obra continuamente en el movil con una fuerza que
varia en razon inversa del quadrado de las distancias al |
centro de fuerzas ; y aunque sus direcciones son per-
pendiculares 4 'la superficie , no'son paralelas entre si,
ni ménos concurren en el centro del elipsoide , sino es
muchas leguas distantes de €l , y la segunda opone 4 los
cuerpos una resistencia que sigue la razon compuesta de
sus superficies y el quadrado de las velocidades con que
se¢ mueven : de donde nace un tropel de dificultades para
sujetarlo a leyes ciertas. :

646 Tambien contribuye 4 aumentar el mayor nii-
mero de obstaculos la dificultad de construir los cuer-
pos de modo que el centro de gravedad coincida con el
de figura ; pues girando éste al rededor de aquel , la re-
sultante de todas las resistencias del ayre , que siempre
pasa por el centro de figura , ha de obligar al centro de
gravedad 4 que trace una curva compuesta de infinitas
curvaturas que le han de desviar insensiblemente de la
direccion del tiro, la mayor 6 menor humedad de la
pélvora quando se trata de las balas y bombas , la difi-
cultad de apreciar la fuerza inicial de la bala al salir del

ca~
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caiion , el modo de atacar; y la mayor é menor densi-
dad de la atmosfera. ; &t :

647 IV. Determinar. el tiempo de la caida de los gra-
ves por la cicliyde. : &3 } e
Sea DEB una'semicitloyde', ‘euyo circulo genes
rador sea GHIB'; GB 'su exe , y M el punto ‘desds
donde empicza 4 caer un cuerpo a lo largo'del arco ME;
y llamemos ¢l seno verso GP, 6, y'la parte PO,x. Por

la ‘propiedad «de-la cicloydel (255)isera - BE = 2B ; y .

lamando #» el ldiametro del circalo generador: ;- tendrés

-tnos-porvla propiédad del eireulo BI=V/ (ﬁnxin—‘—b-—-x-))f,'

'6 por ser BE = zB'I,‘ Rl.= 21/\71 X (n —b—x)), y'ua;

mando s ‘este arco 7y diferenciando ds = pE

Y Ia misma-éxpresiOfl con sighgi contrario es la diferen-

cial de ME. Por otra parce tenemos ( 583) que
de ;

z?t;—; g 563)'142:: 2 pe 5 g == {1 2p¢)'? que
substituyendo este valor en su lugar en la. equacion an-
terior, .sale dt':-,j%:_;)g pero enla primer{aveguaié
cion dr — %, de es la diferencial del espacio corn—
do realmente por el cuerpo en su cicloyde e igual ds,
y en la segunda w =V (2¢p); e expresa la altura vertical
de donde cae el cuerpo (563 ), y asi debe ser e =x.

ds

3 A ) ~ ; - B
Luego df — 5= 6 por ser ds en este caso =

- dd )ik baniigys B aia) v e
i e B il V(ix—bx —=xt ) Pero llaman-

do 7 el radio de un circulo y x el seno verso corres«
pondiente & un arco qualquiera , la diferencial del arcen
rdx

es igual 4 —=

Jireziy 5 ©StO es , igual al radio mul-
tiplicado por la diferencial del seno verso partido por
el seno. ;oh » , TGRS
648 Comparando esta formula ‘con el valor de d¢
nd - ha-

—ixln) s |
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hallarémos , que para que ésta se pueda referir 4 la otra

0 sreBa Pt Fiso e Jhe . 2V(n)
es preciso que sea 7 === luego dfi— Lo
w—b
-, Xxdx A0

, cuya integral es 5= e VO

V( (n—-«/y)x—xz)
multiplicado por un.arco de circulo, cuyo seno verso
Phsesas S N Son/(BE) arco PR |

: ot =T Tt % Eaa N 991?13
misma razon el tiempo 7’5 que tardard el grave en an-
¢ : L1198 1 J(GB) 1L PRB sha1io kg
ax todo. ¢l arcon B oi S5, Taeat pEn PEh0: SSIE
adltimo factores una cantidad constante:que expresa la ra-
zon de'la’ semicircunferencia de'tin circulo 4'su didmetro,
‘que llamando C''la- circunferencia y 1 el radio , sera 1C.
Luego T = V.68 - T :
X580 B i ’

1649 Y ‘cemo hemos visto”(631)'que un cuerpo que
desciende ‘por un arco’ MB de und ‘curva ‘qualquiera al
llegar al punto B tiene tal velocidad, que siencuentra
un ramo de la misma , 4 otra curva , sube por él hasta
encontrar la horizontal “Mm en ‘un'punto m , ‘dirémos
que ‘el tiempo «que ‘tarda ‘el ‘cuerpo-en ‘andar ‘toda la -
cicloyde MBm es 2T — C—j(f:). Luego 1.% si pres~
cindimos de la resistencia del medio del rozamiento , y
qualquier otro'obstaculo que -se' oponga: al movimiento
del ‘grave , saliendo .éste de punto # 4, no parara hasta
llegar-a m , y en llégando 4 este punto volvera 4 descen-
der , y ‘continuars ‘moviéndose  hasta llegar al' punto 47
de donde ‘partié '3’y ‘de este'modo no cesara de ir y ve-
nir continuamente : cada una de estas idas y venidas del
‘cuerpo se llama: una - oscilacion :2.° ‘que de qualquicr
punto de'la curva DB que descienda un cuerpo siem-
Pre tardard el mismo tiempp en:liegar al punto B, pues
- { ok dEgon Ll tiglcRy el ;

siempre sacarémos I'— - vw‘))' ' o
Bkl : - CA-

7} ——

es x y el radio
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De los péndulos simples y compuestos , y los
centros, de oscilacion y percusion.

630 Lismase péndulo una varilla flexible C7, la qual
tiecne un extremo fixo en un punto C ,al rededor del
qual puede ‘girar con dibertad , y en el otro extremo
lleva un cuerpo M. El péndulo puede ser simple 'y com-
puesto : es simple quando-asi ‘la varilla, como el cuerpo
que lleva en su extremo , tienen una inercia infinita=
mente pequena , 6 que puede considerarse como tal, y
compuesto quando la inercia es de consideracion , esto
es , quando la varilla tiene bastante cantidad de materia,
y la tienen el cuerpo-6 cuerpos que: dependen de ella.
Como quiera que sea 5 en la practica no puede darse un
péndulo simple como el que aqui hemos considerado:
sin embargo ‘se tiene por péndulo simple un cuerpo muy
pequeiio de figura lenticular 51y de una materia tal que
en poco volimen.contenga mucho peso , colgado de un
hilo muy delgado de alambre U otra materia. :

651  Para manifestar las condiciones del movimien-
to de los péndulos simples , advertirémos 1.°, que como
queda demostrado (631), quando un cuerpo desciende
4 lo largo deuna curva al llegar, al punto infimo  de
ella , donde la tangente es:horizontal, se halla con una
velocidad capaz de subir por:otro ramo de la misma
curva hasta encontrar la horizontal tirada por el pun-

to desde donde empezd 4 descender : 2.° que las evolu- |

tas de la cicloyde son otras cicloydes de las mismas di-
mensiones que ella (328): 3.° que desde qualquier pun-
to de una cicloyde que empiece 4 descender un grave,
siempre tarda un mismo tiempo en llegar al punto in-
fimo (648).

| Lue-

e msn o ey
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652 Luego si entre dos semicicloydesiguales (:"D,Cd Fig.

hacemos oscilar un p3ndulo simple CHM , cuya varilla 6
radio CH sea flexible y dupla del didmetro GB del cir-
culo generador , 1° este péndulo trazard con su movis
miento -otra cicloyde DBd igual 4 cada una de las evo-
lutas : 2.° desde qualquier punto M,E , &c. que empie=-
ce 4 oscilar el péndulo ; la expresion del tiempo que tar-
dara en llegar al punto B , y por consiguiente en.hacer
una oscilacion entera , sera siempre la misma. Esta he-
¢/ GB)
W)
pecto de otro péndulo que hace sus oscilaciones en otra
cicloyde , y donde la gravedad que lo anima sea distin-
ta, llamamos p’ esta gravedad , el tiempo 7" y el dia-
metro del circulo generador &V, tendrémos respecto de
CaLINY

N(2)

mos visto que es (649) 27 — . Luego si res-

este péndulo 27 = » y comparando una con

otra ‘estas expresiones de los tiempos, serd 2T : 2T’

. CV(@RY, CW(NY) Lnpe
SNy TNy 6 ha

s op. o N(363) . NGN)
0 T.‘T 2 FVEY Y

* TN Ha

_‘ciendo 2GB—a y s N=d/,T: P i‘f—“—) () que nos

PI
manifiesta que los tiempos en que hacen sus oscilacio-
nes dos péndulos de distintas longitudes y animados por
distintas gravedades ,'son como las raices quadradas de
la longitud'de los péndulos divididas por las raices qua-
‘dradas de las gravedades; pero el circulo generador de
una cicloyde se confunde sensiblemente con ella en el
vértice : de donde resulta que quando un péndulo hace
sus. oscilaciones en arcos ‘de circulo muy, pequefos , como

-de 2 4 3 grados , se:puede considerar como si se  mo-=
-viese en una cicloyde 5 y asi las formulas halladas para
~calcular el tiempo de las oscilaciones por arcos de ci-
.cloyde seran aplicables 4 los péndulos circulares , siem-
‘pre que éstas se hagan en arcos muy pequefos. . Luego
Jos tiempos con que dos péndulos simples circulares, %le

*di-
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diferente longitud , 'y animados por “distintas. graveda-

_des ‘hacen ‘sus oscilaciones ,seran ‘como las raices 'quas

dradas de los radios divididas por las raices: quadradas
de las gravedades. 2388 -1 ¢ 10U Gl
653 Luego si los péndulos tuviesen igual longitud §
Tadio estaran los tiempos e razon inversa de’las raices
quadradas de las pesanteces 6 gravedades; pues sera T
s T Vp: Vp' 5y si estuviesen' animados de una mis-
‘ma gravedad , seran los tiempos como las raices quadras
das de las longitudes de los péndulos , pues en este caso
tendrémos 7': 7" :: Va: Va'. ‘ ’ O
#''654 - Supongamos que 7 y-n' representen los nimeros
de oscilaciones que hacen dos péndulos de distinta lon-
‘gitud animados por una misma gravedad en un tiem-
‘po determina ‘o, por' exemplo de una hora. Dividiendo
Ja hora 6 3600" por el nimero de oscilaciones que
hacen cada una , tendrémos el tiempo que gasta cada
‘uno :de los enunciados pindulos en una oscilacion, por
manera quesserd T—=22 ,y T' = ¥2 y 7 7/ ;; 1

n n/

: 222 1 4 ¢ n. Pero hemos visto que siendo la gra-
vedad una misma' era:T: 7" :: ¥a ; V.da ; luego. por una
igualdad de razones ha de ser #':n::Va: Va', que nos
“manifiesta que los nidmeros de vibraciones'que hacen en
un mismo tiempo dos péndulos de diferente longitud, y
‘animados por una misma gravedad, son en razon in-
versa de las raices quadradas de sus longitudes, 6 lo que
“es lo mismo , las longitudes son en razon inversa de los
quadrados de los nimeros de oscilaciones que hacen en

un mismo tiempo.
~ Luego si un péndulo llevado 4 diferentes paises 'de
“la tierra no hiciese en qualquiera de- ellos el mismo ni-
“mero de oscilaciones en igual ticmpo, debemios inferir que
‘la pesantez no es una misma en todas las regiones. Por
medio del péndulo han conocido los' Matematicos quie es-
ta fuerza no es la misma en todos los paises: que en ‘el
“equador ¢s’la menor ; y desde esta linea hasta los’polos
b va
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va ‘creciendo. Observacion que ha dado motivo suficien-
te para creer que la tierra que habitamos no es perfec-
tamente esfériea ; pues si suponemos una masa qualquie-
ra esférica , y que todas sus particulas equidistantes del .
centro estén igualmente impelidas en las direcciones de
los radios por una, fuerza central , la reaccion mitua
de todas estas particulas se destruird, y la esfera con-
servara su figura. Pero si suponemos que esta esfera gire
al rededor  de wn didmetro , la fuerza central no
podrd subsistir la- misma en todas las particulas equi-
distantes: del centro : todas ellas adquiririn una fuerza
centrifuga tanto mayor quanto mas disten de los po-
los; y como las fuerzas centrifuga y centripeta son opues-
tas , pretenden destruirse una 4 otra. De donde resulta
que las partes mas proximas al Equador perderin ma=-
yor.parte de fuerza centripeta que las que estin cerca
de los Polos. Luego las particulas de la esfera ya no
pueden conservar el equilibrio , y asi se han de mover
acercandose unas y desviandose otras del centro , y obli-
gando 4 la esfera 4 que se convierta en un esferoyde
aplanado. ' A

655 La dltima propiedad que hemos deducido de.los
péndulos (654 ) de tener sus longitudes en razon inver—
sa de los quadrados de los nimeros de vibraciones nos
suministra un medio sencillo é ingenioso de conocer la-
longitud de un péndulo simple que senala los segundos,
esto es, que en cada segundo de tiempo haga una os-
cilacion. Para lo qual tomarémos un hilo de alambre
delgado y muy flexible , cuya longitud sea de tres pies
exactos , medidos con la mayor exictitud , y en su ex-
tremo colocarémos un cuerpo que en muy poco. voli-
men contenga la mayor cantidad de materia que sea
posible ; se hara oscilar este péndulo en un arco de cir-
cp‘lo muy pequefio; y se observard el nidmero de ostila-
ciones que hace en una hora, y despues se hari la si-

. guiente proporcion : 3600 numero de oscilaciones que ha

de hacer el péndulo que se busca es al nimero de oscila-
cig-
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¢iones observadas’y como la raiz quadrada dz la longitud

~del péndulo de observacion es ‘d*la raiz. quadrada’de I3

bongitud del péndulo que se busca , y quees el que ba de
. Lseraiar 1o segundos.

655 Hallada por este medio ‘la longitud del péndu-
lo sl bate los segundos en un pais' qualquiera , podré-
‘mos determinar facilmente el espacio que anda un gra*
‘ve 4 quien el ayre'no hace una resistencia sensible ‘en
el primer segundo de su descension , y para conseguir-
1o empecemos determinando ¢l espacio que anda un
grave miéntras el andulo hace una semioscilacion.

Para lo qual tomarémos las equaciones ¢ —y/ ( ;‘)

{ ’ C )
(564) y T'=240(649), 6 T=20, ha

2 \/(2177 2
‘biendo hecho GB =} a. Tgualando una con otra estas dos

,cxpresmnes del tiempo y quadrdndolas’, serei

c,;,, y e=5+. Pero como en el movimiento umfor..

me acelerado los espacios son como los quadrados de
los tiempos , siendo el tiempo que emplea el péndulo
en -hacer una oscilacion entera doble del que emplea en
bacer media oscilacion el espacio que ande el grave du-
rante una oscilacion , ha de ser quidruplo del que an-

c2a

daba durante la media oscilacion. Luego 4e —= =7,

substituyendo este valor por e en la formula r=v/(% )
tendremos r=v(5), =2y despejando lap

: P
e
sekdr p.o= =

, que substxtuyendo por # un se-

232 5 por a, que es una cantidad du-

pla-de la longitud del didmetro del circulo generador
‘469 , 5 lineas medida inglesa , que es la longitud del

gundo ; por C 255 555

péndulo simple que bate los segundos en Espafa , ten-

~2p,2/,que equiva-
len

drémos p=g, 3696 x 469,5=32 P

Ao s

AT Iy e
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len 430 p.2p. 2l , pie de Paris. Pero la altura que anda Flg

un grave en el primer segundo de su descenso es la mi-
tad de p (560) Luego un cuerpo que desciende libre-
mente , y.a quien el ayre no hace una resistencia sen-
sible, anda en el primer segundo con corta diferencia
15 pies 'y 1 pulgada de Paris, 6 16 pies de Inglaterra.
657 ' Dexamos dicho que el péndulo compuesto es
aquel en el qual se consideran muchos cuerpos coloca-
dos en linea recta , 6 de qualquier otro modo. Para
tratar del movimiento de este péndulo considerarémos
que todos- los cuerpos que. le coinponen estan en una
linea recta. Luego si en la varilla inflexible cargada de
cuerpos de que hemos tratado (618 ) suponemos que uno
de los cuerpos extremos que la componen tenga una
inercia infinita , la imposibilidad de mover este cuerpo
reducira la Varllla 4 un péndulo compuesto , en el qual
el centro de masas ser el centro de rotacion ; pues una
masa de inercia infinita reune en.si todas las masas par-
ticulares dela vara; y asi en el pendulo compuesto, la
féormula del angulo giratorio sefa la misma que la de

la vara libre (62 3 esto es P"‘sf ; pero advertiré-~

mos 1° que aqui P debe expresar la distancia del cens,
tro de fuerzas al punto fixo , y §' la suma: de los mo-~;
mentos de inercia de las masas tambien al punto fixo:
2? que como la fuerza que anima el péndulo es la gra-
vedad , siendo las fuerzas proporcionales 4 las masas, el
centro de masas ha de ser el mismo que de fuerzas : 3%
que como la gravedad obra en el péndulo en una di-i
reccion vertical , forma miéntras obra en éliun an-
gulo que varia por instantes ; y asi llamando m este!
angulo variable , la accion de la pesantez que obra per-
pendicularmente en el péndulo serd la accion absoluta;
de esta:fuerza multlphcada por ¢l seno de m; y como:
la fuerza que anima a cada euerpo para formar el an-
gulo: giratorio en un instante dado es la que resulta de
la accion de la pesantez desde el principio del movimien~
Tom., I1. X to

130



249 COMPENDIO :
to hasta este instante, ha de ser Ja potencia que obra en
el mismo instante Sfdz. sen. m , y la expresion del 4n-
gulo giratorio en el péndulo compuesto para un ins-
tante dado I sen, g — HE T n
constante. Y como en el péndulo simple no hay mas
de un cuerpo, el momento de inercia de éste, llaman-

dole /7, ha de ser M P*, y la expresion del angulo gira-

fde. Sdt. sen. m
MP. Y

torio para éste en un instante

658 Si para evitar equivocaciones llamamos P’ Ia dis-

tancia que hay en el péndulo simple desde el cuerpo

unico al centro de rotacion, y suponiendo que los 4n-

gulos giratorios , asi en el pendulo simple como en el
compuesto , sean iguales , 6 igualamos una con otra sus

expresiones , tendrémos =

donde sale P — ’i-ﬁzh , que si admitimos que la masa

del péndulo simple sea igual & la suma de las masas del
péndulo compuesto , nos manifestard que para hallar la
longitud del péndulo simple , cuyo angulo giratorio en
qualquier instante de su movimiento sea igual al del
péndulo compuesto en el mismo instante , se tome la
suma de los momentos de inercia del péndulo ¢ompues-
to referidos al punto fixo, y se parta por el producto
de las masas por la distancia que hay entre su centro
de gravedad'y el punto fixo : y el cociente nos dara:
la longitud del péndulo simple buscado. Estos des pén-
dulos: hardn ‘sus oscilaciones ‘en tiempos iguales , y se:
Haman 7#socronos. . ‘
659 Una vez hallada la longitud del péndulo sim-
ple isocrono con el compuesto , si sobre el péndulo com-
puesto se sefala un punto distante del punto fixo una
cantidad igual 4 la longitud del péndulo simple, y se
suponen reunidas en ‘€l todas las masas , el nuevo pén-
dulo que resulte serd tambien isocrono.con el compues-
R

-5 pues fes

Pfde. 8dt. sen. m _, fdr. 8dt. sen. m de'
sl

ey
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to , y dicho punto se llama centro de oscilacion.

660 Llamase centro de percusion de un cuerpo que
gira aquel punto en el qual se debia colocar otro cuer-
po qualquiera para que' recibiese de aquel la ma-
yor cantidad de movimiento de que es capaz; de don-
de se infiere, que el centro de oscilacion y el de per-
cusion en un cuerpo que gira al rededor de un punto fixo,
como sucede a un péndulo , han de coincidir uno con
otro ; porque el centro de percusion es el mismo que
el centro de fuerzas, esto es, aquel punto por donde

pasa la resultante de todas las fuerzas particulares que

obran en el cuerpo, cuya distancia al punto fixo es igual
4 la suma de los momentos de inercia de todas las par-
tes materiales del cuerpo dividida por la suma de los
momentos de inercia de todas las masas (621 ) ; pero el
centro de oscilacion se halla del mismo modo (658).
Luego el centro de oscilacion y el de percusion son uno
mismo. : :

661 Una vez que el centro de percusion se halla
dividiendo la suma de los momentos de inercia de las
masas referidos al exe de rotacion por la suma de los
momentos de las mismas masas, no tendrémos dificul-

tad alguna en resolver las siguientes qiiestiones sobre los.

centros de percusion.
662 1. Hallar el centro de percusion de un cilindro

gue se mueve al rededor de un punto A tomado en la ex-

gremidad del exe.

Considérese el cilindro como que estd compuesto de
una infinidad de hojas como MM'm'm , y sea AB —a,
AP=x , el radio PM —=r , y la circunferencia descrita
por este radio —p, es claro que sera Pp —dx y el cir-

culo MM'= —125 Multiplicando esta superficie por dx,
tendrémos la expresion del elemento MM'm'm— %’x
de,—= 2% | que multiplicada 1.° por # y despues

z Sochle P x xd: Pxx2d
por x*, nos dard las expresiones “*I= y — X2 |

X2 que

Fig.

188
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que la primera es €l momento de la masa, y la segunda el
momento de inercia del elemento MM M'm'm. Para tener
las' sumas de los momentos de las masas y de inercia

integrarémos estas expresiones, y dividiendo la 2.2 por:

Spry2dwx

a Z —
Ia 1., tendrémos St

== =+ #, 0 ha-

sda 3

]
"lﬁlwlt

ciendo #—a para tencr el centro de percusion de todo
el cilindro , tendrémos que el centro de percusion del
cilindro dista del punto .4 una cantidad = 2a.

663 Luego siempre que se quiera que un cuerpo que
gira al rededor de un punto qualquiera comunique 4 otro
cuerpo con quien va 4 chocar la mayor impresion de
que es capaz, se ha de procurar que el choque lo haga
en la direccion del centro de percusion ; y si el cuerqo
que gira es un prisma ¢ cilindro , y tiene el movimien-

to al rededor de uno de sus extremos, se colocara el

cuerpo chocado en la direccion de un punto del exe del

cuerpo chocante que diste del centro de movimiento.

una cantidad =3 de su longitud.

664 II. Hallar el centro de percusion de una e.gfem:
gwe gira al rededor de una recta EF perpendicular al ex-.

tremo del diametro AB.

Si llamamos 4B, 2a; AP, x; P, y; DC:AC",a;.

¥ la circunferencia descrita por DC al rededor del dia-

metro p, serd la circunferencia descrita por PM—

¥ 5 el circulo correspondiente al radio 25 el ele-
pytdx
2a

mento de la esfera

la distancia AP—x da la diferenciz] de los mo-

mentos de las masas 2" v myltiplicando por x*

2a J E :

la diferencial de los momentos de fuerzas, 6 momen-
o . ’ >

tos de inercia de las masas 222 : pero la equa-

cion del circulo da y*=24x—4* , que substituido este
. va~

» el qual multiplicado por -

superoy
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valor en las expresiones de los momentos que acabamos

2 i e % = P
de encontrar en lugar de y*, tendrémos %= = "E*&

y 2Lt | que integrandolas y- dividiendo Ia

2

S(2apx?de——pxtdae)

segunda por la primera , serd SO B oD

gapx4 < pxs 10apx 4 ——4px s

= Serr x'l A
e B 2 S el U Sl es
kil i g Sapx’— zpxt 40a—Ij%

5335 LEAAO . : : e
la distancia del centro de percusion del segmento esfé-
rico MAZ al punto . Para tener la de toda la esfera
i : 6042 ~——48a2%

harémos x=—2a , y tendrémos por tltimo e

;za 2
103

6
o A

X3  CA-
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DE LA HIDRODINAMICA.

‘663 Como-la Hidroditéimica ‘ed’ tin ramo en quien
eorren parejas su extension' y utilidad, no parece debia
tratarse sino muy extensamente ; no obstante , aten-
diendo 4 que su teoria estd fundada en experiencias, no
solo muy finas y delicadas , sino prolixas , porque este

ramo no les sea ageno 4 los jovenes que se.destinan
estudiar. las Matematicas por. este Compendio , quan-

do se apliquen al estudio de la Fisica, me cefiré sola-

mente 4 tratar aquellos puntos mas esenciales de ellas,
refiriendo algunos experimentos, y demostrando algu-

na que otra proposicion. . ,

La Hidrodindmica se divide en Hidrostdtica é Hi-
drdulica : la Hidrostatica trata del equilibrio de los cuer-
pos fluidos unos con otros, y con los sélidos sumergi-
dos en ellos: y la Hidraulica del movimiento de los mis-
mos cuerpos fluidos.

666 Llimase cuerpo fluido el conjunto 6 agregado
de particulas muy sutiles independientes unas de otras,
y perfectamente movibles hicia todas las direcciones.
De esta difinicion se infiere que no hay en la natura-
leza fluido alguno perfecto ; pues las particulas de qual-
quiera de los qué conocemos tienen tal coherencia en-
tre si , que procuran unirse unas a otras, como lo ma-
nifiestan las pequefias gotas de agua, 6 de otro licor,
como ¢l vino , aceyte , &ec. que se dexan caer sobre una

superficie horizontal : éstas siempre quedan en forma de -

esferitas ; lo que no sucederia si sus particulas no tuvie-
sen entre si alguna atraccion.

Los fluidos unos son incomprehensibles , como el
agua , el vino, &ec. ; y otros comprehensibles 6 elasticos,
como ¢l ayre, el vapor del agua , espiritu de vino , &c.

Thas Que
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Que el agua sea incomprehensible , 6 4 lo ménos de Fig

una comprehension imperceptible , lo acreditan varios
experimentos executados para el fin; con particularidad el

_que hizo la Academia del Cimento de Florencia , po-

niendo en una prensa una esfera hueca de oro ilena de
agua , la qual empezé 4 destilar por sus poros el agua
en el mismo instante que la prensa comprimiendo la
esfera disminuyé su voldmen.

CAPITULO X.
DE LA HIDROSTATICA.
Dl equilibrio de los fluidos incomprehensibles.

667 De 12 difinicion que hemos dado de los fluidos
(666 ) se- deduce : 1° que si se echa un licor qualquiera
en un vaso:de forma que no pueda escaparse, y se le
comprime en una: direccion qualquiera , la presion se co=
munica igualmente en todas las direcciones ; pues: de
no verificarse esto , no tendrian sus particulis aquella
perfecta movilidad que les suponemos.

. 668 Por manera que si en un vaso cilindrico AB
lleno de ‘agua hacemos una abertura en D, y le apli~
camos una potencia P, que obre por medlg de un ém-
bolo , la presion se comunicara igualmente 4 toda la su=

perficie interior ; y la presion que sufrird el émbolo serd
F —2 32

4 la que ocasionara en la base superior , como DG : 4L,

6 suponiendo DG=1, y AL=10, seran dichas expresio-
nes como I: 100 ; 'y sien vezde aplicar la potencia in=
mediatamente al émbolo, como lo hemos supuesto , la
aplicamos por medio de una palanca , se podra hacer
que el esfusrzo de un hombre prodiuzca en la base 4L,
6 en un émbolo rous ajustado al cilindro un esfuerzo

X 4 ca-

190
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Fig. capaz de levantar 6 comprimir qualquier” cuerpo coloca-~

191

19

(p]

do sobre HA : este es el mecanismo de 12 famosa pren-
sa hidriulica, cuya construccion la manifiesta la figura,

669 2. Quesi dentro de un vaso lleno de un fluide

que estd en reposo colocamos una particula solida qual=
quiera » , €ésta estara igualmente comprimida por el flui-
do en toda direccion; pues si en alguna parte de su su-~
perficie experimentase ménos presion , se escaparia por
aquel lado. ; :

670 3.° Que un fluido que no esta igualmente com-
primido en todas sus direcciones se dirige siempre hicia
la parte en que encuentra ménos resistencia.

671./4.° Que si en la base superior de un vaso de
qualquiera figura se hacen dos aberturas m y M,y por
ellas se introducen dos cuerpos Py P, cuyos pesos sean
proporcionales 4 las aberturas » dichos cuerpos estarin
en cquilibrio ; porque si suponemos que ¢l cuerpo p pese
la mitad de P , siendo m= %M, el nimero de particulas
fluidas' que comprime p ha de ser la mitad: de. las. que
comprime: P 5 luego' la superficie interior ‘del wvaso ests
jgualmente comprimida en'toda ‘su extension »-el fluido
€n 1eposo ;, 'y los cuerpos Py p en equilibrio. = &0 i

i 672 Si'los cuerpos p y P fuesen dos columnis:de um

mismo fluido , para que sus pesos sean proporcionales 4
las aberturas m y M habran de tener igual altura ; pero

' si'las columnas fluidas fuesen de diversos licores', comd

agua y mercurio , no podran temer sus pesos proporcio=
nales' § las aberturas si éstas no estin en razon directa
de sus gravedades especificas. j

Luego quindo dos columnas fluidas de diferentes
gravedades especificas,'y cuyos pesos sen  proporciona-
les 4 las bases se equilibran en un -mismo fluido , tienen

sus alturas en razon inversa de sus gravedades espe-
eificas, i

£

e ——
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Ta superficie de un licor que estd en reposo dentro de un

vaso entregado asimismo es horizontal.

£ 673 Supdngase el licor dividido en una infinidad de
columnas verticales , si‘las partes superiores d? todas
ellas no forman una superficie horicontal , estarin unas
particulas mas elevadas que otras , lo que no puede ve-
rificarse 5 pues por razon de su perfecta fluidez las mas
elevadas se han de mover descendiendo hasta igualarse
con las otras; y en este caso el fluido no esta en repo-
50, 1o que ‘es contra el supuesto. Luego, &ec. :

674 Luego si en un plano horizontal que toca la su-
perficie de la tierra, 6'es tangente 4 ellaz se c?cl-m un licor
qualquiera, todas sus particulas se moveran hacia el punto
de contacto, que es el ménos' distante del centro de la tier-
ra.2.° Sien un tubo recurvo se echa una cantidad de li-
‘cor qualquiera , éste se pondrd a nivel‘fn‘ los dos brazos
del tubo , aunque sean de desigual c_hametro , con tal
que alguno de ellos no sea tubo capilar. En esta pro-
piedad de los fluidos de ponerse 4 nivel estd fundado el
mecanismo deb nivel de agua ;-'y se demuestra tambien
€l poriqué, si en-las inmediaciones de un rio se abre un
pozo , el agua pasa al pozo , y sube hasta' nivelarse con
la del rio. : : : :

695 ' Si un vaso estd lleno de un licor , la presion que
sufre ‘el fondo del vaso es igual al peso absoluto de una
columna del inismo fluido , que tenga por base la misma
que el waso 5 y por altura la distancia que hay del fondo
al nivel de él. - :

Concibames el licor dividido ‘en una infinidad de ho-
jas horizontales, ¢ infinitamente delgadas : no hay duda
que cada hoja es un peso que carga las hojas inferiores,
Y por .consiguiente ¢l fondo del ‘vaso. : 4
- 676 El vaso tiene sus lados rectos como un cilindro

Fig,

193"

19,4

195,
199.

recto (fig. 164), 6 los tiene inclinados 4 la base como

un cono truncado directo

(fig. 190), 6 un cono trun-~
cado: inverso (fig/1195) =8¢ gl iGngg siy oS

Por
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677 Por lo que hace al primer vaso (fig. 194), desde
luego se ve que ¢l fondo esta comprimido por el peso
absoluto-de la columna fluida ABCD. v

178 Por-lo; que cotresponde al segundo ( fig. 196)

el licor ‘contenido en- el espacio AEBDCE es comprimi:
o por-el:peso de la- columna 4BCD , de tal modo,
que las presiones que causa 4 iguales profundidades son -
proporcionales 4 las superficies comprimidas , del mismo
modo . este licor resiste 4 la columna ABE, y la impele
contra las paredes del vaso con igual fuerza ; luego la
presion que el fiuido contenido.en los espacios 4E B, DCE
produce contra las partes £B ,CF del fondo son propor-
cionales a estas partes , y por consiguiente iguales 4 los
pesos de las columnas que tengan por bases £B y CF,
y por alturas .4B'6 DC. Luego la presion total del fon-
do es igual al peso de una columna fluida 'que~.te11ga
‘por base ¢l fondo EF', y por altura la distancia de este
fondo al nivel del liquido. : ‘ '

679 Para la demostracion en el tereer vaso (fig. 195)

'debemos considerar: no hay mas de;la ¢olumna A4BCDH
«que cargue el fondo BC , porque! el licor que-iesti en
el espacio ABE, DCF esti sostenidg en parte porla re-
sistencia de las: paredes del vaso ,'y en parte por la co-
lumna ABCD ; pero como la presion que ocasiona en
esta: columna la parte ABE , DCF se.comunica 4 todos
-1 los. puntos'de su superficie curva y en direcciones per=
-+ pendiculares 4 su exe, no puede de ningan modo au-
mentar 6 dismiouir su peso absoluto. Luego, &e.

680 De lo dicho en esta proposicion se deduce : 1.°
que sea la que fuere la figura de un vaso que contiene
un licor, la presion que sufre el fondo del vaso siem=
pre es igual al peso absoluto de una columna del mis-
mo fluido que tenga por base el fondo del vaso, y por
altura la distancia que hay de su fondo al nivel del
licor.

681, 2.° Que las presiones que sufren los fondos de
dos vasos que tengan igual Dase y altura , aunque sean
: : de

g

e

B = S
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de diversas figuras, llenindolos de un ‘mismo licor , son Fig.

iguales. :
682 ‘3.2 Que con una cantidad muy pequefia de
agua , 6 de otro fluido qualquiera ; se- puede producir
una gran fuerza , disponiéndola de tal forma , que sien=-
do un cilindro de un pie de didmetro y una pulgada
de grueso, y estando eerrado por la base superior , se
ajuste en ésta un cafion delgado y muy largo ; no hay
duda que la ‘presion que experimentard la base serd igual
al peso de una columna que tenga la misma base y al-
tura que el vaso, contando desde el fondo hasta el ex=
tremo -saperiortdel 'eafionsic 20k sup 7.1 2QMIERHOGUG
© 683 iVeamos ahora cémo averiguar la presion 6 fuer-
za que hace’elaghia contra un rectangulo vertical ABCD

197

198

que le podemos mirar-como lado de un estanque 6 bien

una cemipuerta-, conocida su longitud y latitud. Sea &1a
base'y y @ la alturavdel rectdnguloy y supongamos: su
superficie - compuesta ‘de una‘infinidad deselementos ver=
ticalesicomo ABEF ,y el fluido tambieh compuestorde
una infinidad de hojas horizontales. Las presiones: parti~
culares-‘que producen en el elemento ABEF , cada
una de: las'hojas fluidas formarmn: una progresion “aritmé-
tica j ‘cuyo ‘primer términoies cero y elailtimo @' luego

2esmsaey e hahovitn bl of) SRFETO P NOSEY 08 &)
la preston total serd (tom-Tn2 34/ n) n—tr
y eloesfuerzo: que el'agua:hard contra todo el rectin=
gulo , serd axkaxb—abx%a ; pero un *a expresa:lasdis<
tancia & que ‘estd: del nivel 4D el centro de: gravedad
deila superficie. Imegaiel-esfuerzo que haceel agiia cons
tra: lassuperficierABCD:es\ igual idbpesd absolutordeiuna
eolumnade agua que tenga por base:larsuperficie com=
primida’, y por altura la distancid :querhay de su centro
de-gravedad al nivel!del agua:lo mismo!sucede quan=
do la superficieestainclinada.s! shovsin ¢ : :

684 Si se quisiese el punto de la NSLii)er'ﬁﬁcie dBC_D; :

donde el agua:hace la mayor impresion , y que puede
mirarse como el centro de fuerzas de todos los impulsos
i que
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Ejgz que las diversas particulas del fluido exercen contra ella;

199

se buscara el centro de gravedad g de un triangulo BHC,
que tenga por base BC , y el vértice esté en: un-punto A
medio del lado 4D, : :

Del. equilibrio ~de Jos liquidos de diversas gravea’dde:x
: 151 ; especificas. :

685 Si dos licores ocupan en un tubo recurvo dos al-
*uras quelestén en tagon inversa de sus gravedadcs espe-
cificasy se equilibran.. - ' '

Supongamos 1.° que los b‘razos,.dei tubo CF,DK sean |

de igual.didmetro;; y que-ck espacio.que esta-ehcimade
la“horizontal LH. sea ocupado por el licor sque llena el
brazo CF , y que NH sea el espacio que lena el otro
licor en el brazo DK ; es evidente que el licor LCDH
estd-en:equilibrio- con/ el mismo por tener igual altura
en.los;dos brazes ; y solo resta que lo estén las colum=
nas KL, NVH, 1.o que se verificara siempre ‘que-tengan
igual peso ; pero como sus bases son! iguales por el su~
puesto_; .y ‘ademas las gravedades especificas; de: - pesos
iguales;estan en-razon;inversa- de sus volimenes , siendo
los volimenes como: las. alturas, tambien  han de ser €5+
tas en razon inversa de las gravedades especificas. :

" 686 2.° Siel brazo DX es mas estrecho que el bra-
zo CF', las gravedades absolutas 6 1os pesos absolutos de
las columnas “FL, VH serin entre si: como. sus - bases ;
pero-acabamos  de ver que siendo ighales las bases , los
pesos de las: mismas: columnas eran tambien iguales. Lue-
gosivlacbase:de la columna VA disminuye enuna ra=
zon dada ; su pesantez disminuird del mismo’modo. De

- suerte. que los’ pesos absolutos tambien seguirdn la razon

de las bases 3 luego ‘tambien: las alturas estin en :razon
inversa de las gravedades especificas 5 'y los: fluidos se
equilibramisfasarie gl oh oirie b sasivins oo i 930
687 - Qiestion. Hallar la gravedad especifica de dos
dicores. i o] Doty I omdy sl
: Si
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Si los licores no se mezclan , como sucede con el Fig,
agua y el aceyte , échese en el tubo recurvo FCDK el 199

uno de los licores , por exemplo, el mas grave hasta que
llene la mitad del tubo : échese el otro licor hasta que
el tubo esté casi lleno : désele una posicion tal que los
brazos de €l sean verticales , y por la extremidad infe-
rior Z del licor que ocupa ménos espacio en el tubo ti-
rese la horizontal LH : témense con un compas las al-
turas LFy HN : véase en qué razon estin , y en una
razon inversa estaran sus gravedades ‘especificas.

638 Pero si los licores cuyas gravedades se han de
determinar son de aquellos que se. mezclan , como el
agua y el vino , se echara primeramente en el tubo una
porcion de mercurio que llegue , por exemplo, 4 LH , y
despues los dos licores , el uno por la abertura F, y el
otro por la abertura X'; y las alturas LE\y HN esta-
ran en razon inversa de las gravedades especificas que
s¢ buscan.

De los fluidos elasticos.

689 Los fluidos elsticos son todos aquellos que se
pueden reducir 4 mayor ¢ meror voldmen sin alterar la
cantidad de su masa. o gl B &
Como estos fluidos, igualmente que los incomprehen=
sibles, se componen de particulas muy sutiles indepen-
- dientes unas de otras , todo quanto hemos deducido que
Sucede en ‘los fluidos' incomprehensibles (670, 673, 675,

676, &c.) debe verificarse en los comprehensibles,
Del equilibrio del ayre.

690 Aunque los fluidos elsticos son muchos , solo
tratarémos aqui del ayre y sus propiedades, por ser el
que mas espacio coge y el mas util para nosotros.

691 Este fluido tiene la propiedad : 1.° de ser elds
tico: 2.° pesado: 3.° de que la fuerza elistica del ayre
comprimido sca igual 4 la fuerza que causa su compre-

sion:
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sion : 4.° de comprimirse 4 si mismo con su propio peso:
5.° y que quando se reduce una misma masa de ayre
4 que ocupe diversos volimenes , estos volimenes estan
en razon inversa de las fuerzas comprimentes.

692 El que sea-elastico-se prueba llenando una ve-
xiga de ayre, en la que se notara que apretandola se
comprime y ocupa menor lugar ; y en cesando la fuer-
za que la comprimia , se restituye 4 su primer estado,

693 EL que sea pesado (aun quando se ignorase que
la pesantez es una fuerza universal que abraza toda la
naturaleza ) lo acreditan varios experimentos , en parti-
lar el de Torricelli , que es el siguiente. En un vaso A4
lleno de mercurio pdngase un canon AB de vidrio de
tres 6 quatro pies de largo , y hagase que por el cafion
arriba corra un embolo empezando desde la superficie A4
del mercurio; se notara que este fluido sube por el tubo
arriba hasta la altura de 28 pulgadas con corta diferen-
cia; y que no pasa de alli por mas que suba el embolo.-
Lo que nos da 4-conocer que quien obliga al mercurio
a que suba por el tubo arriba es el peso del ayre sobre
la superficie A4 del vaso ; y lo confirma el que thabiendo
hecho en B un agujerito para que entrase el ayre, el mer-
curio se precipito todo otra vez en el vaso. De esta ex~
periencia se deduce que el ayre pesa sobre los cusrpos
con una fuerza equivalente al peso de una columna de
mercurio de 28 pulgadas francesas. Y como hemos visto
(685 ) que dos fluidos que se equilibran uno con otro
tienen sus gravedades ‘especificas en razon inversa de sus
alturas , siendo las gravedades del agua y el mercurio en
razon de 1 4 14 ; para encontrar jla altura 4 que el peso
del ayre hara subir al agna por un cafion arriba , diré-
mos 1 : 14 :: 28 pulgadas : 28x 14 = 32 pies con corta
diferencia ; luego el agua por el peso del ayre puede su-

bir 4 la altura de 32 pies franceses , que hacen 37 pies.

de Castilla y algo mas.
694 En esto se funda el mecanismo de las bombas

para levantar el agua & ciertas alturas , y tambien el
7 me-

M e T L M
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mecanismo del tubo recurvo llamado siffon , como A4B0O Fig.
de brazos desiguales : quando se quiere hacer uso de este 200

instrumento para desaguar una cuba 4 otra vasija , se
introduce el brazo menor del siffon en la vasija que se
quiere desaguar ; y chupando por el brazo mayor , se
hace que salga todo el licor.

Para percibir la razon de esto basta considerar que
la fuerza que hace el ayre en la superficie del vaso VI
para levantar el fluido 4 lo largo del tubo 4B , y la que
el mismo ayre hace en O, para evitar su salida son igua-
les: si los pesos de las columnas 4B y BO fuesen igua~

les', habria equilibrio , y no saldria el fluido ; pero como

BO pesa mas que 4B, debe salir. B0

695 Que la fuerza elastica del ayre comprimido sea
igual 4 la que causa su compresion , se infiere de aque-
lla ley de la mecanica ( 406, €n que se prueba que
4 toda accion 'se opone una reaccion igual y contraria,
y tambien ‘de lo insinuado, tratando del equilibrio, en
que éste no puede verificarse si las fuerzas opuestas no
son iguales. ~

696 En quanto 4 que los diversos volimenes 4 que
se puede reducir una misma masa de ayre estin en ra-
zon inversa .de las: fuerzas comprimentes, se prueba del
modo ‘siguiente: « wh ah i ,

" Sea: ABC un tubo de wvidrio recurvo sellado herms-
ticamente en su-extremo C, y abierto en el otro extre-
mo 5 las:dos piernas 4D 'y CE' sean verticales , y el

tubo DE que los une horizontal ; la pierna menor EC.

ha de ser perfectamente cilindrica y de 12 pulgadas de
alto 5la-otra pierna DA ha de ser ‘mucho mas larga.
Echese en el tubo poco 4 poco una porcion de azogue
hasta que enrase con la linea DE , procurando que el
tubo DE se: mantenga horizontal 5 no hay duda que en
este caso el ayre encerrado-en el brazo £C esti en el
mismo: estado, qué: el-ayre exterior ; y.como-el peso del
ayre exterior equivale al de una columna de mercurio
de 28 pulgadas d¢ alto , dirémos que la fuerza que redu-

ce

201
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tado por una infinidad de planos horizontales , y que Fig.
la superficie convexd de la parte sumergida esté dividi- 202

336 COMPENDIO ,
Fig. c¢ ‘el ayre contenido en el espacio FC 4 una altura:de
- 12 pulgadas es ‘una fuerza equivalente ‘al peso- de una

columna de mercurio de 28 pulgadas. Contindese echan-|
do en el tubo las cantidades de mercurio correspondiente!
a-las alturas 14 pulgadas , 28 pulgads, 42 pulgadas, y se
notara que el ayre contenido en el espacio EC se re-
duce’ 4 unos ‘volimenes 5 cuyas alturas son 8 pulgadas,
6 pulgadas , 4% &c.7Liuego quando las fuerzas com-
primentes son 28, 28+14 ,28+28 , 28+42 ;6 lo que es
lo mismo , 28, 42 , 56, 70, &c. el ayre-encerrado en el
brazo EC se reduce 4 unas columnas de igual base , cu~
yas alturas son 12,8, 6, 4%, &c. y que por. lo mismo
han de ser como las alturas: De donde salen las siguien-
tes proporciones 28 : 42':: §3112; 28 :5601: 6112 5 28
$90is 4t sy S, : e

697 Pero tratando de las densidades de los cuer-
pos ( 390 ) hemos probado que ‘quando las masas de dos
cuerpos eran -iguales , sus’ densidades estaban ren’ razon
inversa de los volimenes. Luego ya que aqui los diver-
sos volimenes 4 que se reduce una misma masa de ayre
estan ‘en razon inversa de las fuerzas comprimentes, es-
tas mismas ‘fuerzas han 'de ser como ‘las densidades de:
dichos volimenes'de ayre , esto es, que eliayre se con-.
densa 4 proporcion de los pesos comprimentes : de don=
de se sigue, quesi suponemos que en'las diferentes ca-
mas de la atmdsfera no obra mas que la pesantez y
la elasticidad ', sus densidades ‘compondran una progre=
sion geometrica, | FIDOSTION Oy i ot
Del equilibrio de los cuerpos’ sdlidos sumergidos:en los.
: JSluidos. 18 :

603 ‘Quando un’ cuerpo sdlido estd sumergido en un
fluido , éste -intenta levantarle en“alto cow una fuerza
que tiene cierta relacion con el peso del cuerpo : wvea=
mos qual sea dicha fuerza. | £l

699 Concibames el solido sumergido 4MLB cot-
ta-

da‘en una infinidad de trapecios por planos verticales,
y al mismo tiempo’ perpendiculares 4 ellos.

700" Sea MNYZ (fig. 202 ) la base inferior y hori-
zontal de una de las hojas de que acabamos de hablar;
Ma 1a base de uno de los pequefios trapecios en que estd
dividida la superficie del cuerpo, y 4 cuyo trapecio le
llamarémos . Por el punto M figirese el plano verti=
cal AMDB (fig. 203 , que cortara el plano horizontal
en la direccion MY (fig. 202 ) perpendicular al elemen-
to Ma. Imaginemos que por el punto m infinitamente
préximo a M (fig. 203 ) pase otro plano horizontal my,
que representara la base superior de la misma hoja. Des-
de el punto MM levantese la vertical /P hasta la su=
perficie del fluido 4B. Por los principios establecidos
(686 ) sabemos que todos los puntos dela superficie
sumergida estan perpendicularmente oprimidos por fuer-
zas proporcionales 4’ la distancia del nivel 4B : y por
esta razon el trapecio x , cuya base es Ma (fig. 202), y
la altura Mm (fig. 203) padece una presion perpendicu-
lar , cuya expresion es Max Mmx MP. Represénte esta
fuerza 1la MF perpendicular 4 Mm , y descompongamos-~
la en dos MG y ME' , la una vertical y la otra hori~
zontal , haciendo la misma descomposicion ‘respecto’ de
las fuerzas con que el fluido obra sobre los demas tra~

 pecios, hallarémos que las fuerzas horizontales como ME

en nada contribuyen 4 levantar 6 baxar el cuerpo; por-~
que estando en un mismo plano , y siendo iguales y
opuestas se destruyen mituamente ; y por tanto las que
sostienen el cuerpo son las fuerzas verticales, como /MG,
y solo éstas hemos de calcular 5 ‘para lo qual de los
triangulos semejantes M Hm,MGEF sacarémos Mm: Hm
i ME 2 UG —=MExHn , 0 por ser MF — Max Mmx

Mm .

MP; MG — Mo Mnx VEXER — Max MPix Hnj; peto;

iilom. II. X es-~

J

37203
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este resultado es el peso de una columna fluida que ten-
ga por base el pequeno trapecio MaxHm , y por altura
MP. Luego la fuerza que el fluido hace para sostener
el cuerpo es igual-al peso de todo el fluido que el cuer-
po echa de su lugar , de donde se ‘deduce: 19 que el
peso absoluto del cuerpo , y el del fluido desalojado de su
lugar han de ser iguales: 2.° que la derivada de todas
las fuerzas particulares con que el fluido intenta levan-
tar el cuerpo ha de pasar por el centro de gravedad de
este ; pues de no verificarse , el cuerpo fluctuaria 5y
no estaria en'equilibrio.

701 Luego si llamamos M el volimen del cuerpo
fluctuante , p'su gravedad especifica , 2V el volimen del
fluido que' desaloja ( que es igual 4 la parte sumergida del
cuerpo ), y pla gravedad especifica de éste 5 sera p XM
el peso del cuerpo, y p'xV el del fluido , cuyo lugar
ocupa, conlo que tendrémos pxM=yp’xIV ; pero como
esta equacion debe subsistir para que se verifique el equi-
librio siendp P >p 5 sera M > N : siendo p=p', serd
M=N ; y siendo p>p' 5 no pudiendo verificarse que sea
M<I , -habra de ser pxM > p'N. De estas considera-
ciones resulta: 1.° que si el cuerpo tiene ménos grave-
dad que. el fluido', se mantiene sobre el agua sin cubrir-
se : 2.° que si tiene igual gravedad , se cubre todo,
s¢ mantiene imovil en qualquiera parte dentro del flui-
do : 3.° que quando tiene mayor gravedad , se precipi-

ta 4 lo hondo , y no puede sostenerse sobre el fluido:sin

el auxilio de alguna fuerza extrafa. :

702 De la equacion pxM=p'IN sacamos DisrplasadV,
M s que nos dice que quando el cuerpo fluctia sobre el
Jluido , la gravedad especifica de aquel es & la del Jluido,
como- el volumen de la parte sumergida es al volimen de
todo el cuerpo. ;

703 La misma equacion pxM=p'xV nos suministra
un medio para conocer la parte sumergida de un cuer-
Po, conociendo su peso absoluto , y la gravedad espe-

cifica del fluido.
Su-
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Supongamos que el peso fluctuante pese 20 libras, y
que cada pie ctbico de agua pese 70 libras , tendrémos
pxM=20=p'xV': solo nos resta haliar el volimen de un
cuerpo de agua que pese 20 libras, lo que conseguiré-
mos con la siguiente proporcion : %0 libras: 1 pie cu-
bicor= 1728 pulgadas :: 20 libras : V.= 493 5 pulgadas
cubicas. S

#0481 al volimen NV, que el cuerpo fluctuante tie-
ne sumergido en el fluido afiadimos la cantidad %7, serd
indispensable , si ha de subsistir el equilibrio, que al peso
absoluto pxA/ del mismo ‘cuerpo se le anada la. canti-
dad *'g, debiéndose verificar p x M Egmp' XN+ p' xn,
¢ restando ‘de ésta la equacion pXM=—pxV5 q = p'Xn,
gue nos dice que el peso anadido 6 quitado q es igual al
peso del volimen n del fluido que el cuerpo desaloja’de su
lugar.de masd de ménos que en el primer caso.

#05 Hemos visto que quando:la gravedad especifica
del cuerpo sumergido es'mayor que la del fluido , el
cuerpo se precipita al fondo; y- es necesario, si ha de
fluctuar , sostenerle por medio de alguna fuerza. Luego
si llamamos Q el peso que se le debe-anadir al uno de
los brazos iguales de' un, peso:que sostiene con el otro
brazo el cuerpo propuesto , sumergido enteramente - en
el fluido, debe verificarse que sea: Q =pXM—p'xIV 5 6
PXM—Q=p'x N , 6 multiplicando por.p ; p(px M —Q)=
PXp'X M , por ser en este caso M= ; de donde sacaré=
mos la siguiente proporcion: p:p’ iz px M : pxM—0Q, s
que nos manifiesta que la gravedad especifica del cuerpo
es d la del fluido , como ‘el peso absoluto del cuerpo es d la
parte del peso que pierde en el fluido ;5 y asi en cono=
ciendo la gravedad especifica de un cuerpo , su peso
“absoluto , y el peso que pierde en el fluido donde estd
enteramente sumergido , conocerémos la pesantez espe-
cifieandexcdiche sfuidesit sism S iomomenhi T 15 ¢ :

< 706 Supongamos que -l mismo cuerpo se meta to- . -~
davia en otro fluido , cuya gravedad especifica p” sea
menor que lasuya, y queel cont{(apeso que se ha de

2 po-
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Fig. poner para mantenerlo en equilibrio dentro del fluido DE MATEMATICAS. 341

sirve de lastre , y obliga 4 hundirse el instrumento una Fig.

sea O, tendrémos las dos equaciones siguientes O, — px
M—p'x M 5 3 O/ = px M—p"'x M O p')XM=pxi~Q , y
PXM=pxM—0' ; 6 multiplicando la primera equacion
por p” 5 y la segunda por p' , tendrémos PXp X M=

p:/’(po—Q,), Y pXp )X M=p')(pxM—0) , que nos da
P (Mxp—Q)=p' X(pxM—Q), y p: p” 22 p X M—Q s pX

M -0 5 lo que nos da 4 conocer que las gravedades es-
pecificas de los fluidos son entre si como las porciones que
pierde de peso en dichos fluidos un cuerpo sélido de ma-
Yor gravedad especifica que cada uno de ellos. :

707 La equacion Q=pxM—p'XM puede servir para
hallar el volimen A4 de un cuerpo sélido que se sumerja
enteramente en un fluido quando es conocida la gra-
vedad especifica de dicho fluido ; porque siendo p’ x M=
PX M—Q, ,'si del peso absoluto del cuerpo p XV resta-
mos elipeso Q' que tiene en el fluido, la resta P XM,
serd: el peso del volimen'del fluido que echa de su lugar,
el qual dividido por la gravedad especifica del fluido dari
el volimen del cuerpo.

708  Meétanse en un mismo fluido dos cuerpos de ma-
yor gravedad especifica que €l , y sean M y M’ sus vo-
himenes , p 'y p"sus gravedades ‘especificas, Q y O sus
contrapesos , yp“ la gravedad del fluido , tendrémos
PXM=p xM—Q, ;y o xM'=p! XM'—Q!; luego si supo-
nemos que los dos cuerpos pierdan partes iguales de sus
pesos en el fluido , 6 tengamos pXM —OQ=p' XM =0y
tendrémos tambien p” XM=p" %M’ 6 M=M' ; de don-
de sacamos que los cuerpos que pierden partes iguales
de sus pesos en un mismo fluido tienen iguales sus vo-
limenes.

: Del Hidrimetro.

cierta cantidad quando se le mete en un fluido ; en D
lleva otra ampollita llena de ayre , y sirve para que se
mantenga derecho sin'cabecear ; y en la parte 4D lleva
una escala. Sirve el hidrémetro para conocer entre va-
rios fluidos qual tenga mayor gravedad esférica , que
serd aquel donde se sumerja ménos , lo que se conoce
por medio de la escala que le acompana.

CAPLT ULO XL
 De la Hidrdulica.

Dexamos dicho que la Hidraulica es aquella parte de
la Hidrodinimica , que trata del movimiento de los flui-
dos en general. _

Si conociéramos la masa , figura y mimero de parti-
culas de un fluido , se .reduciria la determinacion del
movimiento de los fluidos 4 la de un sistema de cuer-
pecillos libres que obran unos en otros , y pueden ex-
perimentar la accion de alguna fuerza extrafa , como
la gravedad ; pero no siendo esto posible , nos cefiré-
mos 4 lo que ensefia la experiencia , y de aqui sacaré-
mos algunas conseqiiencias , que aunque no sean rigu~
rosamente exactas , son lo suficiente en la practica.

De Ia velocidad de las aguas que salen de los depdsitos
por aberturas horizoniales 6 laterales.

710 Sien un vaso M/CDXN qualquiera lleno de agua 2025,
s¢ hace una abertura horizontal 6 lateral PQ, , se ob- 200,

709 El Hidrémetro 6 pesa licores esun instoumens= , 2.8
servard : 1.° que todas las particulas , comprimiéndose

204 to de vidric, como 4B, que se compone de un tubo . .
largo, el qual en su extremo inferior lleva una ampo- unas 4 otras, se encaminan hicia la abertlura. con ve-
lita C'; en la qual s¢ ha echado un poco de azogue, que locidades verticales , € iguales hasta llegar 4 cierta dis-

: sir- | tancia de ella , que enténces , dexando su primitiva di-

| Y3 rec-
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5% ccomo los productos de dichas aberturas por las veloci- Fig.

dades de las evacuaciones. :
Para demostrarlo basta considerar que los prismas

342 /COMPENDIO
reccion , se encaminan con direcciones. mas é ménos
oblijidas 4 meterse por la abertura. :
711 2.°2 Que la vepa fluida al desviarse de:la aber-

STt

ST

tura una cantidad Pp—=1PQ, se contrae formando una es~
pecie de piramide truncada PQgp , y pasado , dicho tér-
mino vuelve 4 dilatarse: se ha averiguado que la area
de la abertura y la de la seccion de la vena fluida, donde
tiene su menor contraccion , estan en razon de 8: 5 , si
la abertura esta hecha en una pared delgada ; pero si
la pared del depdsito es gruesa , 6 el agua sale por un
cafion , entdnces dicha razon esla de 8: 6%,6 16: 13.

712 3.° Que considerando el fluido como que esti
compuesto de una infinidad de hojas planas , 6 curvas
como MN , HK , LX , éstas se van substituyendo suce-
sivamente unas a otras ; de forma que M baxa a ocu-
dar el lugar que tiene HK , y esta hoja el que tiene ZX
hasta llegar cerca de PQ , que entdénces como las par-
ticulas se atropellan por salir quanto 4ntes , acelerando
unas , y retrasando otras sus velocidades , ya no con-
servan las hojas su paralelismo. ) :

713 Luego si suponemos que miéntras del depésito
sale el pequefo. prisma fluido PQxy , la hoja MN del
fluido baxe hasta HK , sera MNXMH=PQ XPy ; pero
como MH'y Py son'los espacios que andan en un mis-
mo tiempo , la hoja MN , y el pequeno prisma PQxy,
seran las velocidades con ‘que desciénden ; y llamando 4
la base de la hoja, B la del prisma , #”la velocidad de
aquella, y v la velocidad de éste , serh 4 =Bv,y A4
s B v V7, esto es, las velocidades con que descienden
la hojay el prisma estan en razon inversa de sus bases.
Luego si la superficie MV es sumamente grande res-
pecto de PQ , la velocidad con que descenders la hoja
sera imperceptible.

714 Los volumenes PQgf (fig. 205) y PQxy (fig.206),
sean 0 no de la misma especie 5 que salen en el mismo tiem-
Po 5y con velocidades uniformes de los wvasos MCDN
(/ig. 205 5 200) por las pequeiias aberturas PQ, son entre

5i

PQgfy PQxy son los productos de sus bases PQ y PO

por sus alturas-Pf’, Py corridas segun el supuesto en

tiempos iguales ; por cuya razon han de expresar sus ve-

locidades. Luego ; &c.

- 2181 La velocidad de un licor al salir de un depdsito -
qualquiera MCDN por una abertura p:quena PQ es igual

& la que adquiriria un cuerpo pesado , si cqyese de la al-

tura wvertical y constante hQ de la superficie del fluido mas

arriba de la abertura. :

Manteniéndose: el vaso constantemente lleno, es evi-
dente que la fuerza que 4 cada instante impele al fluido
en la salida PQ, para que salga es el peso absoluto de
la columna fluida AQPS , cuya expresion sera llamando
p' la gravedad especifica del fluido AQ XPQOxp'. Luego si
suponemos que 4 cada instante salga un prisma fluido
PQ gof, sera la fuerza £QXPQ XP’, la que le obliga 4 salir.

Concibamos que en el tiempo que sale el prisma PQ gf,

‘otro pequefio prisma PQay impelido de su propio peso,

que sera PO, XQxXp', ande la pequena altura QO : estu
supuesto , si llamamos 27y v las velocidades con que se
mueven los prismas PQgf'y PQuxy , siendo las fuerzas
motrices como las cantidades de movimiento que pro-
ducen, sera 2QX POXp': POXQxXp' 2 PQof XV
: POxyxv :: PO xQgx¥ : PO xQxxv, 6 por ser Qg y
Qx proporcionales 4 las velocidades , 2 causa de ser es-
pacios andados en un mismo tiempo : hOXPOxp': POx
Qx xp':: PO XP* : PQ Xv* , que haciendo las reduccio-
nes, sale B0 T 0x 2 7% s 02 : ;
- 716  Sea u la velocidad que adquirirfa un grave si
cayese de la altura Q) , tendrémos ( 560) 40 Qx = u
:9*, y comparando esta proporcion con la anterior u*
svden % vty lnegellit= 1’ 5iopk =u;Peio Ves'la ve=
locidad con que sale el fluido , y # la que adquiere el
grave , descendiendo de la altura HQ. Luego, &c.

Y4 De
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717  De esta proposicion se infiere: 1.° que quando
el flutdo sale por la abertura tiene una velocidad tal,
que con ella podria volver & subir 4 la misma altura #Q;
2.° que si se continuase moviendo con esta velocidad , an-
daria el fluido un espacio duplo de £Q en el mismo tiempo
que emplea un grave en descender de dicha altura.

718 Quando la abertura es lateral , siempre que sea
pequeiia , se verifica todo lo"que acabamos de manifes-
tar respecto de le abertura horizontal , en quanto a la
velocidad que tiene el fluido al salir por ella.

719 Qiestion. Hallar una equacion que exprese la re-
Jacion que hay entre la cantidad del licor que sale de un
depisito qualquiera MCDN , que se mantiene constante-

mente lieno por la pequena abertura PQ , ¢l tiempo de la
evacuacion , 3 ia altura del fluide en el depésito.

Sea K la area de la abertura PQ, ; # el tiempo de Ia
evacuacion ; 4 la altura constante 40 del agua en el
deposito ;5 O, la cantidad de agua que ha salido en el
tiempo #; y ¢' el tiempo que necesita un grave en an-
dar una altura a : :

Ya que en el descenso de los cuerposgibres los espacios
andados son como las raices quadradas de los tiempos,
para hallar el tiempo que tardard un grave en caer de
la altura 4 , dirémos v/(a): V/(5) :: ¢ : -‘—}(‘:-; ; pero
durante este mismo tiempo debe salir del depdsito una
columna fluida , cuya -base sea la area X, y su altura
2b. Luego 2K% expresa’la columna ¢ cantidad de fluido

. N ()
que sale en el tiempo e
las cantidades de fluido que salen por una misma aber-

tura en los tiempos "YU\ y z son entre si como es-

Tambien es cierto que

. VO B AL S R
tos tiempos. Luego serd Tyt 2Kb Q=22

Y ésta es la férmula pedida , en la que @ y # siempre
son conocidas ; pues siendo ¢ = 15 pies , 2’ sera un se-
gundo ; pero las demas cantidades 2, &K, 4, ¢ pueden

' mi-
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mirarse 'sucesivamente como incdgnitas , y- despejando-

9 e
&

’ > t

las , tendrémos K — — ~n 1 £ = EC/Q(E) P D RS

()
ek )
tura, el tiempo de la evacuacion, y la altura del flui-
do en el deposito. : i i

720, Si respecto otro. depdsito qualquiera llamamos
K la area de la abertura horizontal , 7" el tiempo de
la evacuacion , 4’ la altura del fluido sobre la abertura,
y Q' la cantidad de fluido que sale en el tiempo 7,
22NN,

%

que nos dan 4 conocer la area de la aber-

tendrémos tambien Q' —

L, en la qual, des-
pejando sucesivamente la A" ,'la T y la #', tendrémos
otras quatro equaciones analogas 4 las anteriores , que
si las comparamos con aquellas, nos daran

¢! 2

Q¢ Qi ¥ENED 3 S ‘./(bl)

SR SITOR 3R 00 I B QIR Re 0
K:K aty/(ah) ° 2Twf(ak?) ** enf(h) ° Ta/(K)

° : .0 t’Q_ . —— ’_Q'_——-, &0 -—Q—— o ——E—Q'—{-— :
t L T .e —DKV(Q’I) i ZK’V(‘!”I) e v([l . K’M(I]l)

e s q,}z' ] Qj’t” 43 _.g,.._ 5 le—_
b:b : ﬁ,:ﬁ NeRE YTIRE fTERe)

las quales sirven para comparar entre si aquellas canti-
dades que se miran como elementos en las evacuacio-
nes de dos depdsitos que se mantienen constantemente
lienos', 'y 'cuyas aberturas son ‘horizontales ; porque
quando las aberturas son laterales se dexa conocer que
no todos los filetes fluidos salen con la misma veloci-
dad , pues no todos distan igualmente de la superficie
del agua ; bien que quando las aberturas laterales son
‘muy pequefias respecto de la superficie superior del de-
pdsito , pueden aplicarse las formulas sin error substan-
cial. Y aun quando las aberturas laterales sean de al-

gu-
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Fig. guna consideracion , siempre que la altura -del agua se
cuente desde el centro de gravedad de la abertura,(‘darén
las férmulas resuitados , que aunque no seran muy éxéc-
tos , lo serin lo bastante en la practica ; pero teniendo
siempre cuidado de no poner por A la area de la aber=
tura si'no'es los § XA, quando la abertura ‘esti hecha
en una pared delgada, 6 +3 XK , quando esta hecha‘en
una‘ pared gruesa, 6 ‘el agua sale por un ‘tubo aditicio

(%714 )5 pues aqui X" debe expresar la seccion dela vena .

fluida en su mayor contraccion,
De la distribucion de las aguas.

207  #21 Sea MNOP un depdsito que surte las aguas de
un aqiieducto, se trata de hacer 4 la pared MO varias
aberturas , por las quales salga. tanta agua .como entra
en el depdsito; y que ademas dichas aberturas tengan
entre si una razon dada , para que ‘por cada unasalga
la cantidad de agua que se desea. ; ‘

Sean tres las partes en que se quiere distribuir la
cantidad de agua que entra en el depdsito, las quales
tengan entre si la razon de los nimeros 5, 3, L, ¥ su-
pongamos que la cantidad que entra en el .depdsito sea
la que pueda salir por una abertura circular .4 de un
diametro:conocidos, es decir ; que la:cantidad que entra
en el depdsito sea tal , que dandole salida por la aber-
tuca 4 , se mantenga siempre en el depdsito 4 la altura
de la recta HK sin crecer ni anenguar. Para conocer
los diametros de las aberturas B, C, D 4 por donde ha
de salir el agua , suponiendo que €stas se-quieren cir-
culares , como es lo mas regular , dividase el ‘didmetro

.ab de la abertura A (fig. 208 ) en tantas partes iguales
.como exprese la suma de los. nimeros 5 , 3 , I 5 qué se-
ran 9: en los puntos I , 3, 5 levantense al didmetro las
perpendiculares 1¢, 3d , 54 hasta que. toquen;la circun-
ferencia en los puntos ¢, @, A ; por estos puntos tiren-
se las cuerdas ¢, db, hb , y éstas seran los diametros

: de
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de las abzrturas B, C, D, para que sé verifiqae que to-
das ellas juntdas-den tanta agua como entra:en el de-
posito. payots celiankaes a1y HIOgL :

722 Por el mismo método se distribuiria el agua en
mayortatimero “de) partescque tuviesen -entre: si- la razon
que se quisiese..

23 o Siilla abertura A fuese un  quadrado , y noun
circulo 5, 'como: podria suceder ,;siempre que: las abzrtu-
ras hubiesen  de -ser: tambien quadrosi,~no; tendriamos
nada que innovar en el mérodo;declarado ; quando to=
das elldas;eran civculds s pero si sucediese quersiendo  fa
abertura” 4 un quadrado, las otras hubiesen-de ser cir=
culos , se reduciria primero el quadradoiéa circulo por
mediode la siguiente proposicion : 154 superficie de un
circulo es - 196 quadrado.de su diametro 5 como> la su-
perficie de la aréa A es-al.quadrado del-diametro que le
corresponde , que extrayendo: lanraiz quadrada de- este
quarto término , sale-el diametfo deun circulo:de igual
superficie \que la abertura 4.  Gonocido 'este diametro
se hallan los de las otras iaberturas-8; €, Didel «modo
que dexamos - explicado ‘parraforanterior.ion 7 coo

724 Para medir Ja-cantidad de agua que -entraen el
depésito se suele  haeer una aberturarrectangulary 4-la
qual se aplica una compuerta que se sube 6 baxa hasta
que el agua se mantiene 4 unaaltura permanente en el
depésito , que ésta es la sefal cierta de que entra tanta
agua como sale. Pero como la abertura , por la qual se
desagua el dep6sito , por lo regular ‘suele ser un rec-
tangulo , y no un quadrado, es indispensable para ha-
cer la distribucion de las aguas reducirlo: primero 4
quadrado ¥: despues diccitculo. i sigoiiien sl s
-+ 725 En Jos repartimientos de:las aguas:se acostum-
bra hacer circulares las aberturas por:donde ha de sa-
lir el -agua , y se colocan de forma que:sus centros es-
tén en una misma linea horizontal : lo primero  porque
el  rozamiento que experimenta al salic el agua sea el
menor posible , y las aberturas no se atasquen con tan-
: ta
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Fig. ta facilidad con el légamo que suele traer el agua , y lo

segundo: porque. laivelocidad con

que sale el agua sez
una misma en todas las aberturas. i

. \Del chogue:ide los fluidos con. los cuerpos sélidos, -
726 Los fluidos chocan en los cuerpos sélidos, 6 los
cuerpos solidos: en ‘los fluidos ; quando un fluido choca
con un cuerpoisolido e pone en movimiento , si alguna
causa'no destruye:la-impresion que le hace con el choque;
pero’si un-cyerpo firme choca un fluido, €l pierde parte
de su velocidad,y su- movimiento es retardado. Y asi
los: fluidos ‘resisten 4 los cuerpos en movimiento.
Un cuerpo firme choca , por decirlo asi , en un ins-

tante con su masa , porque. estando todas sus partes

liadas no pueden avanzar las unas sin lHevarse tras si las
otras : el 'choque de: los fiuidos es diferente , ‘porque sus
particulas'se” dividen 4 la mas ligera impresion : las pri-
meras particulas chocan antes , y luego se retiran dan-
do'lugaria'las otras que la'siguen. ~ = - b

727 8i dos superficies.iguales'DC , dc ‘que estdn en

209, 1eposoty son <chocadas directamente spor dos distintas cor-
210 rientes de agua v 1:° las-impresiones que reciben son en-

tre s como bos quadrados de las velocidades : 2.° si las ve-
bocidades de los fiuidos son iguales,y tambien las superfi-
cies, las impresiones soniguales : 3.° si:lasvelocidades y las
superficies son desiguales , las impresiones que reciben estdn
en razon compuesta de las superficies y de los quadrados de
das velocidades. = :

En quanto 4 lo primero , supongamos que la veloci-
dad de la corriente 4B sea tripla que la de la veloci-
dad ab , y considerémos ‘en cada corriente ‘un solo fi-
lete como AF': af’; es evidente que del filete AF se des-
tacaran tres globulitos miéntras que del filete af se des-
taca uno solo. Esto supuesto, si se multiplican los tres
globulitos del filete ZF por su velocidad , que es como 3,
y el globulillo del filete af por su velocidad , que es

co-
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como 1., tendrémos las fuerzas con que cada filete cho- Fig,

cara su, superficie : que la del primero sera 9, y la de’l
segundo 1 ; pero el mismo nimero de filetes chocan i
una superficie que 4 otra ; luego las fuerzas con que di-
chas superficies 'son chocadas son.como g : I, esto es,
como los quadrados de las velocidades 3 y 1.

728 Para lo segundo 4 siendo los filetes 4F' y af mo-
vidos con la. misma velocidad , y ademas , siendo el
nimero de filetes que choca la primera superficie igual
al que choca la segunda superficie , por ser éstas igua-

_les , las) impresiones. que causen , 6 lo que es lo mismo,

las fuerzas con que chocan han .de ser. como. los nime-
ros de filetes, -y tambien comolas superficies ; pero és-
tas son iguales : luego dichos choques han de ser iguales.

72y En quanto a lo. tercero : sean las velocidades
de las corrientes como 3 : 2 , y las de las superficies DC
¥y de como 5: 7. Esto supuesto , si consideramos que en
las mismas  corrientes se pongan dos. superficies iguales
4 la unidad , las fuerzas con que las chocan seran como
9: 4 (%728). Pero siendo las superficies DC y dc , la una
cinco y la otra siete veces mayor que las superficies igua-
les 4 la unidad , las fuerzas con que las chocan son tam-
bien como g5: 1,y #7: I. Luego las fuerzas con que di-
chas superficies son chocadas estan en razon compuesta
deg: 4,y 5:%7,06lo que eslo mismo , son como 45
3P0 .

730 - Sidos superficies iguales DE , DC expuestas ¢
una misma corriente y da: DX directamente , y la DC en
posicion oblijiia o son chocadas por un mismo. fluido , la
fuerza del choque directo es a la fuerza del chogue obli-
qgio , como el quadrado del seno total es al quadrado del
seno. del dngulo BDC de la incidencia.

Siendo todos:los filetes de la corriente paralelos en-
tre si, el angulo BDC es igual & su alterno DCF. Lue-
go si tomamos DC 6 DE por seno total 6 radio, serd
DF el seno del angulo DCF', 6 de su igual BDC'; pero
DE mide el nimero de filetes que chocan directamen-

| te,

2II
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te , y DF el mimero de aquellos que chocan obliqiia-
mente. Luego si los filetes que encuentran la superficie
DC la chocan con tanta fuerza como los que ‘encuen=-
tran la superficie DE , las fuerzas con las quales la
corriente chocara estas dos superficies , seran entre ellas
como DE y DF, 6 como el seno total al seno” del 4n-
gulo DCF'; pero los filetes que ‘encuentran la super-
ficie DE la chocan con mas fuerza que los que encuen-
tran la superficie DC en'la misma razoun que el radio,
6 seno total es 4 el seno del angulo de incidencia : lue-
go la fuerza del choque directo es 4 la fuerza del choque
obligiio en razon compuesta del seno 'total al seno del
dngulo de incidencia , y de la fuerza. con que cada fi-
lete choca en la superficie directa ‘4 la fuerza con que
choca en la superficie obliqiia ; pero‘esta razon es tam-
bien como el seno total al seno de incidencia. Luego la
fuerza del choque en la ‘superficie directa ‘es 4 la fuerza
del choque en la superficie obligiia , como el quadrado

del seno total es al quadrado del seno de incidencia.

#31 Luego 1.° Si las superficies son desiguales , las

fuerzas con las quales son chocadas estan en razon com-

puesta de los quadrados del seno total',-y seno'de inci-
dencia, y la que’ tienen una con otra dichas superficies.

732  2.° Si dos' superficies desiguales son chocadas
obligiiamente por' un mismo fluido , las fuerzas con que
chocan estin tambien en razon compuesta de los qua-

“drados de los senos de incidencia y ‘las superficies.

723 3 ° Quando los fluidos que chocan los cuerpos
sean diferentes , debe llevarse en ‘cuenta sus densida-
des ; y en este caso las fuerzas de los choques estanen
razon compuesta de los quadrados de los senos , de las
superficies y de las densidades. al alugte Vs
" #34 ‘Para hacer mas perceptible esta teoria'y y po-
derla aplicar 4 algunos casos’, sean F'y flas fuerzas con
que uno 6 diversos fluidos chocan en- las superficies 2
v a, con las velocidades 7y u, D y d las densidades;
v s los senos de los angulos de incidencia , tendrémos

e

: DE MATEMATICAS. 2 S’ I
AXP?xS* XD : aXv* Xs* Xd :: F': £, Que quando las su-
perficies sean iguales se suprimirin A4 y a ; quando lo
sean las velocidades, 27y v 5 quando lo sean los angu-
los con que chocan los fluidos, la S y s y quando el
fluido sea uno mismo, la D y.d. Pero si uno de los cho-
ques fuese obliqiio y ‘el otro directo , se substituira en
este Ultimo en lugar ‘de'la S una R,

735 Hemos supuesto que los planos chocados esta-
ban en reposo; pero si tuviesen algun movimiento, ya
fgese en la direccion del fluido, ¢ en direccion contra-
ria , en el primer caso se debe substituir por las velo-
cidades 27y v las velocidades de los fluidos , ménos las
de los planos , y en el segundo caso las velocidades de
los fluidos 'mas las delos planos; suponiendo que los pla-
nos se mueven paralelos asimismo en uno y uno: caso.
Y asi, llamando '’ y' # las velocidades de dichos pla-
nos , la proporcion anterior tomari esta forma X': iE
2 AVEV P XS* XD :a(vEu) Xs? Xd. oo

736 Para hacer aplicacion de esta férmula en el
choque de los fluidos con los cuerpos sélidos , nos es
indispensable conocer la fuerza con que un fluido qual-
quiera , cuya gravedad especifica sea conocida , choca
directa i obliqiamente” contra una superficie determi-
nada. La adjunta tabla nos da 4 conocer el impulso del
agua contra una superficie de un pie en quadro cho-
cada perpendicularmente con diferentes velocidades.
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waw  Qiiestion L. Hallar la fuerza con que choca con

direccion perpendicular una corriente de agua , cuya ve-

Jocidad es de ocho pies, en una superficie de quince pies
quadrados que esta en reposo.

La formula F': f:: AP*8*D : av*s*d nos da , hacien-

2x F

“ip s que po-

‘niendo por F %3 libras , segun lo insinta la tabla , por @

15 pies, por 4 I pie, y suprimiendo v* y 7 porque

do las reducciones necesarias , f —

son iguales , sale f= 2 — 1125 libras, y éste

es el esfuerzo que dicha corriente hace contra una su-
perficie de 15 pies.

738 Qiiestion IL. Determinar la fuerza con que cho-
» ca

e e e
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ca contra una superficie de % pie quadrado que esta en
reposo una corriente de agua que la biere perpendicular~
mente con una velocidad de 30 pies por segundo.

’ av2F ik ; ,
La formula f=“ .- nos manifiesta tambien el
modo de resolver esta qiiestion ; solamente que comio

la velocidad 30 pasa los limites de la tabla , debemos

* tomar por # una velocidad que sea menor que 24, y

por F el nimero de libras que le corresponde; y asi,
haciendo 7= 6 pies , serd F'— 43 estas cantidades subs-
tituidas en la formula , y teniendo presente que v =30

: E a0
pies , a=5 y A4 =1, tendrémos = ¢ (f??()_é_:.(ﬂi i

L5—=2 65 libras. |
#39 - Qiestion 1IL. Hallar la fuerza con que una cor-
riente de agua choca obliguiamente con una superficie de 12
pies , siendo la velocidad del fluido de 16 pies, y el dn-
gulo con que encuentra 4 la superficie de 30°.
La proporcion AF*8*D : av*s*d . F:f nos da f=
e xF . pero siendo el dngulo con que choca el
fluido de 30°, su seno ha de ser la mitad del radio;
luego si hacemos s*=1, serd §*==}%, que haciendo las subs-
tituciones, y teniendo presente que segun la tabla, quan=

12%(16)" X § X43
36x1

do =6 pies es F:fq.g 5 tendrémos F=

= 9147 % libras.

740 Qiiestion IV. Determinar la fuerza con que el
ayre choca perpendicularmente en una superficie de 20 pies,
gue estd ‘en reposo con una velocidad de 30 pies por se-
gundo.

De la proporcion fundamental (%734 ) , €n que entran

: s avtd X F
las densidades de los fluidos , sale f= A e
Tom, II. : Z 20
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20X (30)*X43 X 345
30 |

densidad del ayre gt de la densidad D del agua , que
por ultimo sale /=26 libras con corta diferencia.

741 Son innumerables las qiiestiones que pueden re-
solverse por medio de estas formulas relativas 4 conocer
la fuerza con que los fluidos, con especialidad el ayre y el
agua, chocan en los cuerpos sélidos ; y aunque los resul-
tados que dan los calculos no sean. rigurosamente exéc-

: suponiendo que 77—=6 ; F'=43,yla

tos, lo son lo bastante para que los Arquitectos hidrau=

licos , 'y los ‘que se destinan 4 la construccion de las
maquinas movidas por el impulso del agua y el ayre co-
nozcan los efectos de que es capaz una corriente de es-
tos fluidos, y les den toda aquella solidez que se requiere.
742 El que quiera enterarse por menor é€n esta ma-
reria vea la Hidraulica de M. Bossut : en' ella encontrar,
1.° que quando una corriente de agua choca en los dos
lados iguales de un tridngulo isésceles que esta en repo-
so con una direccion ‘paralela 4 su altura ,« el impulso
que reciben los lados es al que recibiria la base , como
el quadrado de la semibase es al quadrado de uno de
los lados. . : = S ik
743 2.° Que el impulso que recibe un cilindro ver=
tical puesto en una corriente de agua es los dos ter-
cios del que recibira una seccion del mismo cilindro cor-
tado por su exe en direccion perpendicular 4 la corriente.
744 3.° Que el impulso con que el agua choca per-
pendicularmente en una esfera es la mitad del que recibe
un circulo maximo de la misma esfera que sea vertical , y
perpendicular 4 la corriente. :

De todo esto podran deducir los Arquitectos hidriu-
licos la forma que deben dar 4 los tajamares 6 machones
de los puentes, y las presas con que se atajan los rios con
el fin de levantar las aguas , para que mejor resistan al
grande impulso que les comunica.

745 El mismo Bossuz , tratando de los medios cc%ue
e
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deben adoptarse para mejor aprovechar el impulso del
agua en el movimiento de las maquinas , demuestra : 1.°
que para que una rueda movida por el impulso del agua,
6 del ayre produzca el miximo efecto, debe verificarse
que la velocidad del centro de impresion sea el tercio de
la velocidad del fluido. : ' '

746 2.° Que dando 4 una rueda de alas'de 244 30 de
éstas produce mejor efecto que quando se le da ménos,’

747 3-° Que las ruedas de caxones producen mejor
efecto que las ruedas de alas, y por lo mismo deben pre-
ferirse aquellas 4 éstas’ quando el ‘agua tiene suficiernte
eaida, i ity

748 - Las resistencias que un' mismo cuerpo encuentra en
un medio resistente son proporcionales & los quadrados de
las velocidades con que se mueven.

Supongamos al mévil dos velocidades, ¥y que la una
sea tripla de la otra, es evidente que con la velocidad tri-
pla correra un espacio triplo , lo-que’no puede executar
4 'ménos que desaloje un fluido tres veces mayor con tri-
ple velocidad ; pues debe correr en el tiempo que es des-
alojado delante del movil el mismo espacio que él. Luego
las resistencias que el mdévil encuentra son ‘entre si como
las cantidades de movimiento que comunica al mévil; pero
estos movimientos son entre si como los’ productos de las
masas 3 y 1 por las velocidades 3 y 1, 6 como (3)* : (1)
luego las resistencias que el mévil'encuentra son como los
quadrados de las velocidades. = « < -

De esta demostracion, y lo dicho (727), se deduce que
la fuerza del choque es la misma quando el fluido choca
en el cuerpo, que quando el cuerpo choca en el fluido.

749 > 8 dos esferas se mueven en un fluido con velocida-
des desiguales , las resistencias que ‘encuentran son entre sé
tomo los quadrados de las velocidades multiplicadas por los
quadrados de los diametros. ; :

Porque las resistencias son como los quadrados de las
velocidades multiplicadas por-las superficies, y las suparfi-
cies como los quadrados de los diametros.

Z2 Lue-
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750  Luego si las velocidades son iguales , las resisten-
cias son como los quadrados de los diametros; de forma
que si los diametros son como 3 y I, las resistencias han
de ser como 9 : 1 ; y como las cantidades de movimiento
de dichas esferas son como sus masas , quando las veloci-
dades son iguales, y ademas las masas son como los cubos
de los diametros, las cantidades de movimiento han de ser
como los cubos de los diametros , 6 como 27 : 1, Esto su-
puesto, si las resistencias fueran entre si como las cantida-
des de movimiento de los méviles , las dos esferas perde-
rian sus velocidades 4 un mismo tiempo. Pero como las
resistencias en la hipdtesi presente son como los quadra-
dos de los diametros, y la razon de estos quadrados es me-
nor que las de las solideces , se deduce que la razon de las
resistencias es menor que la de las solideces , 6 las canti-
dades de movimiento ,. 6 las fuerzas con que se mueven;
y asi la esfera grande tardara mas tiempo en perder su ve-
locidad que la mas pequefia ; de forma que la pequefia es-
fera encuentra una resistencia mayor que la que encuen-
tra la esfera grande. :

Esta es la razon por que una bala de fusil que pese
una onza corre mayor espacio que una bala de media
onza , una posta, y un perdigon , aunque’todas se dispa-
ren con igual cantidad de polvora.

De algunos métodos para medir la velocidad y canti-
dad de agua de los rios J canales.

Del tubo recurvo de Pitot.

#51  Este instrumento es un tubo de vidrio como 4B,
que tiene un recodo en G, y se mete verticalmente en la

212 corriente cuya velocidad se quiere determinar, colocan-

do la parte 4G en la direccion contraria de la corriente.
La altura GM, 4 la qual sube el agua en el tubo, es la que
proviene de la velocidad con que camina el agua en A;
porque manteniéndose invariable la altura G/, esdew-

en-

o,

e
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dente que la presion de la columna del agua’ MG hace Fig.

equilibrio con la fuerza que obra para que el agua suba en
la direccion A4GM , y que por conslguxevnte"la‘ lv_elgmdad
del punto A es la ‘misma que i el ‘agua erlwe'l mismo s.pgz,—
rage hubiese caido- de la alttra MG con 'meter. el ‘tubo
mas 6 ménos dentro del agiia , se déterminan las alturas

que corresponden 4 las ‘velocidades de los diferentes pun-

de las corrientes. it :
t0S | Del Reguladolr.‘ \ i

gs2  El Regulador es invencion de Guglielmini. Este
Autor propone que para medir la cantidad de agua de una
corriente se la cierre entre dos paredes yet:tlcales y para-
lelas , se allane bien el fondo del canal 6 rio ; y se ponga
una compuerta de una a‘otra pared, la’ qqa_l suba y baxe
con libertad. Verificadoésto ,-se baxa 6 sube la compuer-
ta hasta que el agua de la corriente sea cabalmeqte la que
pasa por la abertura rectangular que 'qpeda entre la com-
puerta , el fondo del canal y las paredes{; y' se determma
la cantidad de’agua por medio de la f:éfm'ula_ (719)- Pero
‘para que el resultado sea algo mas exacto, conviene d.IS'-
poner la compuerta de modo que la abertura por donde
sale el fluido sea un rectangulo de mucha base y poca al-
tura ; y se ha de tener cuidado quando se mida la altura
del agua sobre la abertura , de contarla siempre desde el

centro de ésta. = : e
No es precision que las dosparedes que sostienen la
compuerta sean de fabrica’; pueden servir tambien de
madera. : :
Del Barometro. :

533 Este instrumento ‘no es otra cosa que el tubo,
con el qual Torricelli averigud el peso del ayre, sqlameq—
te que se ha petfeccionado mucho, y se le ha aplicado a
una tabla vertical dividida en pulgadas, gmpezando desde
la superficie M N, que esta en el cubillo 6 ampolla AMN,
y subdivididas en lineas. Sirven esZtas graduaciones ng)a

p 3 -

213
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conocerlo que saube ¢ baxa el mereurio , a proporcion que
la presion de la atmdsfera sobre los cuerpos es mayor 6
menor. _ st :

754 - Siendo la elasticidad 6 fuerza espansiva del ayre
igual 4 la fuerza quele comprime (695) , i el resorte de
este fluido fuese contraido. por solo supeso 5 qualquiera
de estas dos fuerzas sostendrd el mercurio dentro del
tubo 4 una misma altura. Esta es la causa de que en un
quarto muy cerrado, ¢ debaxo de una campana grande,
s¢ mantiene el mercurio 4 la misma altura que si estuvie-
se al ayre libre. i _

755 . Para que el Bardmetro tenga la mayor perfeccion
es indispensable : 19 que el tubo .48 sea bien cilindrico,
¥y el vidrio tenga el mismo: grueso en toda su extension :
2.2 que el mercurio sea el mas. puro que se encuentre : 3.°
que en la parte superior del Barémetro no quede la me-
nor cantidad de ayre. :

756 Construido el Barémetro con estas precauciones,
es facil inferir que quanto mas baxo sea el sitio donde se
coloque, tanto mayor sera el peso de la atmdsfera, y tan-
to mas subird el mercurio. No obstante esto, se observa
que en un mismo sitio se experimentan muchas variacio-
nes en la altura del mercurio por razon de los diferentes
estados de la atmdsfera. El mercurio sube quando el tiem-
po ¢s bueno,, constante , seco , y, sin ayre; y baxa quan-
do el tiempo es vario , llovioso , borrascoso 5 Yy soplan
ayres fuertes ,, y la atmosfera esta cargada de vapores.
Si haciendo buen tiempo baxa el mercurio , es-sefal de
llover 6 hacer ayre ; pero al contrario , si estando el
tiempo llovioso sube el mercurio, es sefial de que se pon-
dra el tiempo bueno. Quando el mercurio baxa en el
Verano pronostica truenos ; y quando sube en el invier-

00, anuncia hielos. Estos son los hechos generales que

‘tiene acreditada la experiencia ; pero padecen algunas

excepciones , y. en algunos se experimentan efectos con-
trarios. o

757 Sec bace tambien uso del Barémetro para medlir

: a

T e
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diferencia de nivel entre muchos puntos de la superficie
delnstionatn:00 snil b Cavy. I odasl Y Evignt

Maraldi'y Casini, comparando muchas observaciones
de alturas medidas con el Barémetro con otras halladas
geométricamente, deduxéron que el Barémetro daba con
bastante exdctitud las “aleuras’ contadas desde el nivel
del mar hasta siete W'ocho' mil :pies de altura sobre dicho
nivel 5 dando pov la’primera linea que baxaba el mercii-
rio ‘71 pies, por la segunda 42, por la tercera 73 , y asi
sucesivamente. Pero como el mercurio se dilata con el
calor , 'y contrae con el frio 4 para que estos resultados
sean bastante exictos, se ha de tener sumo cuidado que
el temperamento “de la- atmésfera ‘sea uno' misto quan-
do se empieza la operacion y quando se acaba ,'lo que se
conoce por ‘medio de un bu:n Termometro.

De las Bombas.

- 758 TLas bombas son unos ‘tubos largos , ‘por los qua-
les sube el agua por medio de la presion del ayre ‘exte-
rior'u otra causa qualquiera.’ En todas las bombas’ hay
que distinguir tres partes ‘principales ; que son? el tubo
el embolo 5y las balbulas ' enel tubo hay dos'partes,
aquella- donde' juega el ‘embolo subiéndo y baxando ; que
se llama cuerpo de bomba ; y el tubo por el qual sube el
agua , que es mucho mas delgado que el anterior , y se
llama zubo’de atraccion. (OIE A%) B osurds 649 o
Las bombas son de tres lespecies 54 saber, atraentes;’
comprimentes'y mixktds ; estol €85 que son‘atraentes y com-'
primentes 4 un mismo tiempo. » ' :
759 La bomba atraente 6 aspirante es aquella don-
de el agua sube por sola la presion del ayre. Si el extre-
mo inferior del tubo 24C (fiz.'214) esta metido en un
depdsito’; y se levanta el embolo BF desde la superficie
del agua hasta la altura'de 37 pies de Castilla, de mane-
ra que en el tubo no quede la menor cantidad de ayre, el
agua se levantard a esta altura ; porque: el ayre exterior

Z 4 © gra-
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gravita sobre la superficie del agua en el depdsito con
una fuerza equivalente al peso de una columna de agua
de 37 pies de altura ; pero aunque el embolo se levante
mas de los 37 pies, el agua nunca sube mas que 2 esta di-
cha altura. ‘ :

#60 - Quando el embolo EF se levanta ; la balbula en
G se abre, y el agua entra ‘en el tubo; quando se baxa el
embolo , -se cierra la balbula G,y seiabre la balbula £;
que lleva el embolo , y el agua pasa-ala parte superior
del tubo; y quando se vuelve a levantar el embolo segun~
da vez, el agua que ha pasado 4 la parte superior de €l
sale fuera de la bomba.; . il - e stnstend  nass
%761 .. En las bombas comprimentes el cuerpo de bom-
ba AB (fig. 213) esta dentro del agua; quando se levan-
ta el embolo , €l agua que impele de abaxo 4 arriba la bal-
bula G la levanta y entra en el cuerpo de bomba, por la
propension que tiene 4 nivelarse; pero baxando de segui-
da el embolo , se cierra la balbula G, y el agua comprimi-
da se ve forzada 4 abrir la balbula H y pasar al tubo
N ; sise vuelve 4 levantar el embolo , el peso del agua
del tubo VM cierra la balbula H , que le impide a des-
eender), y enténces el agua que comprime la balbula G
entra como la primera vez en el cuerpo-de bomba , des-
de donde pasa al tubo MN quando al baxar el embolo
la, comprime. g X sefr gl e

#62  En las bombas mixtas el agua entra desde lue-
go en el tubo 4B (fig. 216) por aspiracion , €sto €s, por’
la sola presion del ayre ; quando se levanta el embolo; si
despues de esta primera operacion se baxa el embolo ,la,
~ balbula G se cierra , y la fuerza de la presion hace su-

bir el agua por el tubo VA , del qual no puede descen-
der ;. porque la balbula H , que se abre para que suba,
la. cierra el agua con (su; propio peso.. »

#63 . En las bombas atraentes (fig. 214) la bilbula E
se coloca por lo regular en la union del cuerpo de bom-
ba y tubo de atraccion ; pero siempre es preciso que el

tubo de atraccion tenga una longitud menor que 37 pies
; ¢
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de Castilla , pues de lo contrario no subiria el agua ;
pero como podria suceder que estando la bomba parada
mucho tiempo se secasen las balbulas , st acaso eran de
cuero (que es de lo que suelen hacerse ) , convendra que
sntes que la bomba’se ponga en movimiento se remojen
bien las balbulas. . S e !

%64 El que "quiera noticias mas circunstanciadas so-
bre el mecanismo de las bombas , vea la Hidrodiniamica
de Bossut ; pues yo concluyo esta obra, advirtiendo 4
los Maquinistas : 1.” que la fuerza que se ha de hacer
para poner una bomba en movimiento, sin contar el ro-
zamiento, es igual al peso do una columna fluida , que
tenga por base’ el embolo , y por altura la distancia que
hay desde el nivel del agua a la altura 4 que se quiere re-
montar ésta: 2.° que un pie ctbico castellano de agua
dulee pesa quarenta y seis libras , y un cilindro de Ia
misma agua , que tenga un pie de didmetro , y otro
pie de altura , pesa 15 % 46 libras con corta diferencia.

TA-
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‘T A B.I A
DE LAS GRAVEDADES ESPECIFICAS
e DE VARIAS MATERIAS |

Cmmo la~mayor parte de los que se dedican al
estudio S:dé;'lats Matemiticas es con,e.l_‘objeto d'ef'e's;;
tudiar la Fisica: Experimental » me ha parecido mas
4 proposito insettar en este Com_pend'iof.} la tabla si-
guiente. by . r
" Habiendo tomado por  término de 4compara-i
cion el peso de un volimen qualquiera de agua
llovediza , y expresado por la unidad, se han
buscado en fracciones decimales los pesos que en
igual volimen contienen otras diversas substancias ;
por manera que en conociendo lo que pesa un vo-
Iimen de agua pura, conocerémos el peso que en
igual voltimen contiene otra substancia qualquiera de
las que comprehende Ia tabla cop multiplicar la gra-
vedad especifica de esta substancia por el peso que
tiene el volimen de agua,

Oro

TABLA DE LAS GRAVEDAD. ESPECiF.

Oro fino 6 de crisol
Oro de una Guinea. . . . . .
Oro de un Ducado
Oro de un . Luis
‘Mercurio

---------------
--------------
...................
----------------

--------------------

Plata monedada. . Sk
Mercurio dulee sublimado tres
Cobre roxo , 6 del Japon
Cobre de Suecia. . .
Turbith mineral

---------
------------
-------------

---------------

Mercurio dulce sublimado quatro veces.
Cobre amarillo, 6 Laton
Acero templado

Reghlomarcial. o0 0 L0 D0

e e 8 8 Ne 8 8 e @@ eiviaseilelie iV TN,

Corrosivo sublimado. . . .
Lirargirio. de oro
Litargirio de Plata
‘Cinabrio de Antimonio
Vidrio de Antimonio.. .
Piedra Iman de Ungria

L R SR BT R A
............

S oY
.............

oooooooooooo

e S P S e

---------------------

Iman de Cerpho
Piedra Calaminar .
~Piedra azul de Namur. . .
Antimonio de Ungria
Antimonio de Alemania,

............

...........




364 . TABLA DE LAS GRAVEDADES

Antimonio de -Auverfa: .\ dirin. s el 11, 868
UL s oo it o e ARSI o BT s 4,015
Crotis Metallorum. .. « « » Swiodil i 545500
Piedra de Bolonia. . « . « o « crsiiiis il & 45496
Granates de Bohemia. . . « o « o o ool 4,360
Piedra Hamatita. . .. ... .. - Scaibs e el
Topacio falso.. v« « e oo v o oo an oo 4,270
Mina de Antimonio del Poitou.. . . .. . 4,215
‘Mina de hierro de los Pirineos. . . . ... 4,171
Granates. de Suecia. . . i i . lnch ol 3,978
Mina de Granates Marques1ta ....... 3,100
Arsénico blanco. « . el <Ta U et 3,695
Oropimienta. « - « « o =« 0o i sk uaieok
Zafiro del Oriente. « « « « « « o o us i1, 44125562
Pyrita vitriolica.. n e SeraivR ok 3512
Pizarra .azuly. caioug, oixcaatidie ‘oaluli Gitugsdo’
Malachite. s v - eba « e HORES o othasane, 3,490
Piamante. . -+ T e ol listiat. 485400
Diedra para amolar, de Lorena. . . . . . . 3,288
Albayalde. . v« v iw R T R
Vidrio blanco 6 crlstal S TR
Calamina de Issi. &« « - T e 3,108
BIEGUES. 5 v 5 cvimis o el 2 e ELIIAR O 3,088
‘Esmeril de la Isla de Najos. vion . e {3500%
Esmeril de Normandia. « . .« « . . . . . 32,038
Lapis-lazuli. o o v o o 2 4 harildne . ovisggiosy
Peridiote.. . . < '« <=+ . s o oGl 04, 35052
Jalque de la. Jamayca. . . . . e 80 O IE3I000
FOPACIO: « &ive s o o 4 SHSRI T, sla . e 2,712
Amiantho.. . - . . e TN S Sh0eiglR
Azufre roxo de quto ........ shail wdi008
Piedra Divina 6 nefritica. . « . « « + « o . 2,304
Piedra Iris. . e s g g o ab 2,882
c@repudiana. . o u e el v SSANIL 5 2,826
Piedra Hamatita de. Menorca. . .. . .. . 2,800
Talque de Venecia..... . & .uil. b ulnome 80
Esmeralda, . " ool alk iasusif, 8. Qg NSy

Bk g P

S

e
v ’
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Azdcar de Saturno. . . . .
Bol de Armenia. ... .. ..
Nitro concluido. .. . . ..
Cristal de Islandia.
Marmol. :
Marmol blanco de Itdlld :
Marmol negro de Italia. . .
Piedra Belemnita. . . . ...
Vidrio de Botella. .. . . ..
Jada, género de Esmeralda.
GBoral LOXO it o, .05 0 8
Eotal blanco: .. - oiea s
Cristal de Roca.

Pedernal. Joe
Jacinto, pledra prec1osa
Agata Onix. ... !
Vidrio comun.

Jaspe.s oo s
Guijarro de Eglpto S
Agata de Inglaterra. . . .
Piedra Judiyca. .. .. ..

Piedra 6 Guijarro ordinario. .

Barro de Marly. .. . . ...
Salenita.

Tartaro v1tr1olado. S e

Tartaro Emético.

Sal admirable de Glc-lu'ber
Gsteocolla. 7o i

Hueso seco de. carnero. . . .
Amatista , piedra preciosa.
Cardonica. s s vhie

Piedra negra de Irlanda. ..
Sal ‘de Gayac. . sz :

Sal artificial. s

Sal de (Aruela sﬂvestre

Sal wirgen. . ... .+ - o adkn
Iris , piedra preciosa. . . .

. ,‘{\ .
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2,745
2,727
2,723
2,720

2,718

: 2,707

2,704,

'- 2,075

. 2,666
: 2683
.2689

2,500

. 2,650
2,041
. 2,631
512,627

2,620
2 610
2,578

2,512

2,500
2,500
2,438
2,322
2,298

: 2,246

. 2,246
. 2,240
5232908
5 2521
. 2,180
12,105
2,349
s ]
..24148

232,143
. 25130



366 TABLA DE LAS GRAVEDADES
Freriny de-Xavon. ... ..

2,094
Escamas deiQstrary sl i <. 2,002
Tierra de.Pipas en Ruan.... ..., .03 3,088
Azufre de la Guadalupe. . . . DO
Azufre del Archipiélago. . . . 2,018
Tierra de-Lemnos. . .. &l . 2,000
Ladrille. . it 2,000
AThe VIvOF T s, SN0 5000
Nites. -5 <% Sl o U RC R ole o)
Crema de Tartaro. et 1,900
Viteiol blanco.s. . o0 5y v, : . 1,000
Vitriol de. Inglaterra. . . . . . 1,880
Agtatde Ciervo. i ... .. . 3 1,875
Astasde Buay.i: o L. i, > 1,840
Blabastro, - oo i kel waihaL VT80
PHAAR0: sn o vl 35846
Marfiloc .l o s . - 51,82k
Qrtffe.mineral. . io s o, . 1,800
Vitriol de'Ganteic. .. . i ORUSITR OgarE
Alambre. . o oL s ol g era
BOBRAX.. v i S pedt, FTyT A
Verde ararnbre. e £ % G SR,
Aceyte.de Vitriol. .. « ..., ; 1‘,7d0
Cafoal- humain; 5. 2o 5w v K L)
(010 o Sa Tl AR S . 1,004
Hueso de Buey ........ Sl . 1,650
Espiritu de Nitro rectificado. e ) e
Aceyte- de Tartaro.. » v.o v« o, . 409880
Bezat oriental. ... .. ..o 1,530
Bezar occidental, 5. 5y 1,500
Sal de asta de Ciervo. . . . 1,496
Sal Ammoniaco. . . . . 1,453
Ens de Mar sublimado una vez. . 1,453
— sublimado tres veces . 11,260
Mheleaiva v & i ) - H,450
Espiritu de Nitro Bezardico. SR aT
Goma Arabiga. . . . . . oet g B

Opio

i

§iv]

ff

St

S s e

" Acey-
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@i . 1,363
Agua fuerte doble. .. - . . . 1,341
Npee de locos. doii e, < 1,340
Espiritu de Nitro de Monsicur. Geoﬂ'roy 1,238
Madera de Guayac. . . .1 . 1,337
Goma Dragante. ... . .., . Rl ion »iaiabe
Espiritu de Nitro comun, . . . . . . . 1,215
Agua fuerte. oo o o 4 oon TdinE OB LG3HT4900
1 b N R e e ls 14280
Carhon, de tierra. o .« v« o i, . e E5240
ORI - NE0TA, o« o s u e s - disaizesh suunmal
o Regla v wis » BIBEBAN
Resina de Guayac SN b - 215200,
ATaAbACHE B ia i o . SUREJ oh. 912l
Espiritu de. Vitrol. what ab il ol 2o
RSEAMONed. .o o s.v w .o et Ch sb molidasz0b
Madera Nefritica. (o & . oot o w V51000
Madera de Cicotrino. . . . . . . . . . 1,174
Ebano.................1,177
L S e St s o wilitlieh gyRdy
Espxrltu de Seda ..... o e eie &307. Y ByDde
Espiritu de Sal. . svulbiesh ‘g4130
El mismo por aceyte de Vlt[‘lol ST
Sediment de sangre humana. . . . .. ... 1,126
Espivitu de Orina... . ... eneshO.oh 1,120
Colasde Pescado, ... < ... e e B
-Aceyte de Sasafrds. . ... . .. .owowil oL 1,004
~Decoccion de Genciana . . . . . .. ¢ 1,085
Decoccion de Vistorta. . . den i 1,073
Espiritu de Tartaro. . . . . s ier o GOGOYE
Lomo de Caballe... - .. ... L. SHow
Ineienso. & o av s v soie oy s s tuoe - UG
Tiexia de.potasas..’. . : Lo GHIHO60
Santal blanco. . ... .. stoud «d15% 05 2iy040
CAAmbAr, o L e ii e sl ;040
Sangre humana...... ae e el WBUETS0M0
Decoccion de Arum. . .. .. 1,036
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Aceyte de Canela. . 1,033
Aceyte de :Geroffle. « v ¢ o ol soun. 1,034
Nuez de -Gales. 1,034
Vino de Canarias. . . cHYiash usiriogn
Humor agrio de sangre humana ..... 1,030
Madera del Brasil. - 115080
HgLr < i £ 15000
Espiritu de. ambar S LI 0R0
Agua del Mar. ... ... ..o .« . 1,030
Orina. .. . . ..........1,030
‘Vinagre desuldda R Ry L )
Vinagre ordmarm SR AT o s R RO 1Y

Fieche .deVaea.. . o v e

. 51,030

Lieche .de Cabra. . . . ai i s lET,030
Laudanum, liq. de Szdenhan F TR il VT
PDecoccion de Quinquina. . ;1,024
L et U 1,019
Madera verde. ... .. 0 ¢ . onisoniloui § 1,004,
Aoun deuTio. o v a iy bl e 1,009 -
Agua de. lluvia... . A e
Agua de .pozo. ... ¢« s <. E0e0.0h 210,900
(Agua destilada. . . . ..ovoe L L2 11105993
Agua hirviendo. . . .. ok ) 508 B 01 0,963
Alcanfor: ... s P It ; . 0,996
Vino de Orleans er e . 0,996
Ming de Pontac. . % . o il o 0,993
Vino de Borgona 4 510,992
Gera amarilla, ... ¢ ensidnea Ll 5oi0005
‘Aceyte de Eueldo. ... ... < a0 00000,904
gRHSSOpOs i L e i ek 19105080
Sabina. . 4831 5% 00708

Ambar. o w0307

Comino. . ... i rEaten ok 0,975
Aceyte de Yerba R s . et 0,975
NI S e M e o
Elostada o nri i L vk 0008
Tanaisie. .. . b 1i0in00ub

- Oré-
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QLEBANO, o tiis. v ois o coies, o 8 8 mibeos 93940
Alcaravea. . . . . e Tyl R OO
Aceyte de Splcuard v aiee e 000
Romero R . o o
L0 . i o e, a0
QllVO e O e e A . 26705913
Genievre ou Cade N L e O
Madera de Campeche. .. . . . .« 0,03T
Garagon de Bncina. iei..i s, - 0,929
Elixir des proprietes avec le sel Volat. . . 0,939
Aceyte de Bino. ¢ o J4& I .0 50 0 o 05030
Aceyte de Nuez.". .. il N oG
Aceyte de simiente de Nabos. . . .. . 0,919
Tintura de Quinquina. e gt 10,000
Tintura de Goma Ammoniaca. . - . . . 0,899
Espiritn de. Miskieenr Coas ol it oo 0,895
Balsamo :desToltsarn s @ d L1 ni 0,896
AceyterdeNaran|® 0. i . G 0,388
Aceyte de Terbentina. ... i -vin aiiii; 0,871
Rania;de Encina, . . 0 . v {agiit i w0890
Tintura de Antimonio. . . 0,866
Aceyte de Nabos. . . .. sl 008
Tintura de Acero de Mynsmht ..... 0,853
Madera de Haya. ..o iy S0l i 0,064
Eentiseoi i hi i el SSe U] 0,849
Aceyte de Cera: oo ool 50,821
Santal ‘Citrin. . oo 10%e oo B e 0,809
Espiritu de Vino rectificado. . . . . . . 0,306

Espiritu de Vino ezheré. . . . . . . . .

0,732

Raiz de Genciana. R T o]
Fresno seco, elo et o ap 0,800
Quinquina. . . S RORE e DT O
Madera de Santa Luc1a O L S el
Tejo. v W e T
AICe 5eC0 % o Cine SNl 0TS
CirueloSego. 2. ¢ o vl L oW 50008
Cedioi.; o v vl i wis s 10018

Ol-
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