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(1)
PROLOGO.

Una vez que nos propusimos incluir en los tres pri-
meros Tomos de esta Obra toda la Matemaética Pura, 6
Especulativa que habia de llevar, era natural le tocasen
al tercero los asuntos de mayor elevacion. Pero como no
todos son ni pueden ser igualmente dificultosos , era pre-
ciso di¢semos el primer lugar 4 los menos elevados, aun
quando no sirvieran como de introduccion para la inteli-
gencia de los demas.

Por este motivo declaramos desde luego , bien que
con suma brevedad , los fundamentos de toda la tebri-
ca de las lineas curvas algebrdicas , llamadas con este nom-
bre porque se puede cifrar su naturaleza en expresiones
que no llevan mas simbolos que los que usa el Algebra
Cartesiana , sin incluir cantidad alguna infinitesimal , lo-
garitmica , trigonométrica , &c. Lo poco que sobre este
asunto publicamos estd sacado de una obra del célebre
Cramer , Ginebrino (1), que por su mucha claridad , tan-
to como por lo profundo de sus investigaciones, fue raci-
bida con general aplauso. Estos primeros principios pu-
diéramos tambien haberlos sacado de la Introduccion de
Leonardo Euler 4 la Analisis de los infinitos , en cuyo

Tom IIT. a3 to-

(1) Introduction a Panalyse des lignes courbes algelbriques. Par Gabricl Cra-
mer , Professeur de Philosophie &8 de Mathématiques ,&e. Un tomo en 4. Gi-
nebra 1750.
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tomo segundo trata con aquella maestria que es el carac-
ter distintivo de todos sus escritos , la misma materia que
Cramer ; pero su tratado nos parecio , por mas conciso,
mas dificultoso de extractar , y este fue el tinico motivo
por que dimos la preferencia 4 la Obra del Matemdtico de
Ginebra. A todo aficionado de buen talento , y bien radi-
cado en los diferentes ramos del célculo algebrdico , le
aconsejamos se la dé al tratado del Sr. Euler, leyendo
primero , si quisiere ('y acaso no le pesard ), un extracto
que de ¢l hizo el Traductor Francés del Algebra de Ma-
claurin (2). Aunque de talento, doctrina y destreza igua-
les dos Escritores , pueden sin embargo escribir sobre una
misma materia por rumbos muy distintos , sin. que en sus
obras se eche menos ninguna de las prendas que les me-
recen lugar 4 los escritos en la clase de cabales. Pero so-
bre que un lector , quanto mayor sea su penetracion , tan-
to mas gusta de tratados concisos , tiene tambien mas
cuenta echar mano de ellos , como no equivocasen sus au-
tores al tiempo de formarlos un escrito conciso con un
escrito oscuro 6 diminuto; porque al paso que se apropia
la doctrina que declaran , se le pega tambien, digamoslo
asf , al que estudia la"manera del autor :y nadie nega-
r4 que en igualdad de circunstancias un libro , sea el

que

(2) Traité & Algebre , & de la maniere de Pappliquer. Traduit de P Anglois de
M. Maclasrin , de la Societé Royale de Londres , Professeur de Mathématique
@ Edimbourg. Avec des augmentations tirées des Mathématiciens les plus célé-
bres. Un tomo en 4. Paris 1753,

BRODOGO. - I

que fuere su asunto , escrito con prudente laconismo lle-
ve algunos quilates de ventaja 4 otro donde esté todo tan
individualizado , y estén tan multiplicados los exemplos,
que pueda ser algo molesto 4 un lector que guste de me-
ditar. Los que buscaren acerca de estas curvas mucha
doctrina en poco papel , podrén acudir al Tomo primero
de las Instituciones analiticas de Ricati ; bien que dudamos
haya para contentarles obra tan buena como la que publicé
un docto Magistrado del Parlamento de Parfs (3) en un to-

" mito en 12. pequefio de unas 2 oo planas. En esta Obri-

ta tan apreciable como desconocida , hallarin muchisimo
que aprender los principiantes , y los que estuvieren im-
puestos en estas materias un primoroso prontuario. que les
servird para renovar 4 muy poca costa las especies , que
en tratados muy voluminosos hubieren aprendido.

A continuacion de los principios generales de la doc-
trina de las curvas algebrdicas , tratamos con alguna in-
dividualidad de las que se han hecho muy famosas con el
nombre de secciones cénicas , copiando los tres primeros
libros del tratado analitico que de ellas escribié el Mar-
ques del Hospital , Francés (4). A pesar de las tachas que
algunos -han querido poner 4 la Obra del Marques , es

Sy 4.'~ = sin
' (3) Traité des Courbes Algel}rz'que;. _Un tomo en 12. Paris 1%;6.
(4) Traié analytique des sections coniques , & de leur usage pour la resolution
des équations dans les problémes tant déterminés qu'indéterminés. Ouvrage

Pq:’tbume de M. le Marquis de PHospital , Academicien honoraire de P Acade-
n_zz"e Royale des Sciences. Un tomo en 4. Paris 1704
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sin duda alguna la mas cabal y perfecta que se ha pubii~
cado sobre este asunto, 4 lo menos por el método ana-
litico (5); repardndose al mismo tiempo en ella , como

en todo lo que sali6 de la misma mano , una elegancia de

construcciones que enamora , y una claridad y despejo
que no siempre se hallan en las Obras de los Escritores
que intentaron deslucirla. No porque se note un leve des-
cuido en una obra de considerable extension dexard ‘de
ser excelente , asi como no dexarémos de graduar de in-
signe 4 un escritor , porque dé en sus escritos alguna mues-
tra de que no fiue un hombre infalible (6).

El

{5) Hay sobre las secciones cénicas otro tratado analytico con el titulo si-
guiente : Traité analytique des sections coniques , fluxions & ﬁuente:.‘Az':ec un
essai sur les quadratures , & un traité du mouvement. Par M. Muller , Pro-
Jesseur de Mathématiques & PEcole Royalz de Volwich , traduit de I Angloie
par P Auteur. Un tomo en 4. Paris 1760. No se puede comparar esta obra
con la del Marques del Hospital por diminuta en lo que toca 4 las sec-
ciones conicas, y obscura en todos los puntos que trata su autor.

(6) Del tratado del Marques hace Saunderson , Ingles , en el Tomo II. de
sus Elementos de Algebra , plana 211 , el juicio siguiente:

Au moyen des trois derniers arti- “Por medio de los tres tiltimos arti-
cles le lecteur pourra se former
quelque idze de cequ’il faut entendre
par lieux géoméiriques , &3 de leur
usage dans la solution €8 dansla
construction des problémes géomé-

»»culos podri el lector formar algun
»concepto de lo que comunmente ila-
»»mamos lugares geomeétricos , y de su
27UsO para resolver y construir los pro-
»blemas ( cuestiones ) geométricos;
»pero no podra enterarse bien de es-
2>t0s asuntos , 4 1o ser que primero se
»»imponga en la teérica de las seccio~

iriques 3 mais 1l lui sera impossible
de se metire bien au fait de ces ma-
vidres , $'il wétudie avec soin les
sections coniques , qui sont les licus »ynes conicas, que son los lugares de
»»que se hace uso por lo regular para

la »la

gu’on employe ordinairement dans

PROLOGO. v

El haber declarado 4 nuestra satisfaccion las princi-
pales propiedades de las secciones cénicas, considerdndo-~
las como trazadas en un plano por um cuerpo que se mue=
ve con movimiento ajustado 4 ciertas leyes determinadas,

la construction de toutes les équa-
tions de plus de deux degrés. Je re-
comenderai pour cet effet la lecture
du Traiié des seccions coniques du
Marquis de PHopital : ouvrage
posthume: & la vérité , mais néan
moins ires correct @ un petit nom-
bre dendroits prés, dont quelques
uns , @ mon avis ,ont €€ censu-
v€5 trop sévérement ; surtour si Pon
considére qu’ils peuvent étre aisé-
ment corrigés , & qu’ils Pauroient
é1¢ sansdoute si Pauteur avoit vécu
assez longtems pour mertre la der-
niére-main a cet ouvrage. Ce Trai-
3¢ me parost plus clair , plus facilé
@ comprendre , & plus propre &
enseigner bien des choses en peu
de tems , qu'aucun autre qui me
Soit connu &3 je le recommande sur-
tout @ cedernier égard. Dans les
quatre derniers livres de cet ou-
vrage on trouve la matiére des lieux
geométriques , rélativement. a leur
construction &3 & leur usage, parfai-
tement bien approfondie , &, eclair-
cie par un nombre suffisant dexem-
ples. Enun mot, le plan de cet ex-

cel-

no
s71a construccion de las equaciones que
sspasan del segundo grado. Para cuyo
»fin le aconsejo lea el tratado de las
sssecciones conicas del Marques del
»»Hospital : obra poésthuma 4 la ver-
»»dad , pero sin embargo de eso muy
»correcta, 4 excepcion de unos po-
»7c0s pasages , que algunos han sido
»»criticados , en mi juicio , con sobra-
»»do rigor; y particularmente si nos ha-
»cemos cargo de que son muy ficiles
»»de enmendar , y que los hubiera en-
»»mendado sin duda alguna su autor
:»si hubiera vivido bastante para dar
»la Wltima mano 4 esta obra. Este
»Tratado me parece mas claro , mas

~ »facil de entender , y mas apropé-

s3sito para ensefiar muchas cosas en
2)pOCO_tiempo , que otro ninguno de
2]0s que conozco ; y por este ultimo
»»motivo aconsejo particularmente su
»lectura. En los quatro ultimos libros
»de dicha obra estd la doctrina de los
»lugares geométricos , por lo tocante

'2)4 sus usos y construccion , tratada
-»»con toda profundidad , y aclarada

»scon bastantes exemplos. En una pa-
»labra , el plan de este excelente tra-
V »ta-
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no podia de ningun modo dispensarnos la obligacion de
considerarlas tambien en el cono, de donde traen su nom-
bre y origen. Muchas investigaciones y obras matemati-
cas suponen el conocimiento de este origen , cuya decla-
racion va copiada del Curso de M. Bezout , porque le d4
4 conocer con mucha claridad , bien que con muy pocas
palabras. Finalmente , como la aplicacion de la Especula-
tiva 4 la Prictica, y tambien muchas cuestiones de Especu-
lativa piden que se tracen secciones conicas , proponemos
para esta operacion un método generalisimo que sirve para
todas tres , qual le hallamos en el tratado del Marques,
de donde hemos copiado lo demas.

" Entre varias estrafiezas con que tropieza el entendi-
miento humano en el estudio de las Matemdticas , es muy
notable la que manifestamos en el Tomo antecedente acer-
ca de algunos numeros imposibles de averiguar, siendo asi
que es facilisimo hallar el producto de unos por otros , y
tambien la razon que entre ellos hay. Pero otra singulari-
dad- hay enlazada con un punto que tratamos en este To-
mo , quando, declaramos como se sacan cabales pbr lineas
las raices de las equacmnes ; aun quando es imposible de-

ter-

cellent Traité est, @ tous égards, st »tado es 4 todas luces bien hecho y

bien fait &3 execuré avec tant defa- »executado con tanto despejo , clari-
cilité, de clarté &3 de jugement, que ~ »dad y juicio , que serfa de mi parte
ce serort une vanité inexcusable amoi- - »3vanidad muy culpable solo el pen-

de penser seulement pouvoir ajoditer »sar que pudiese afiadir algo 4 una

quelque chose d une piéce qussi finie.  »obra tan acabada’

PROLOGO. VII

terminar por numeros sus valores. Esta que podrd pare-
cer paradoxa , €s una proposicion muy evidente para quien
considerare que segun sean los valores numéricos de los
lados de un tridngulo rectdngulo , no habr4 camino algu-
no por donde hallar- cabal por ntimeros el valor: de su hi-
potenusa ; siendo asi que el determinarla por lineas serd
operacion facilfsima. El método que han discurrido los
Matem4ticos para resolver por Geometria las equaciones
determinadas superiores, consiste en suponer dos equacio—-A
nes indeterminadas 6 con dos variables , que cada una per-
tenezca 4 una seccion conica distinta, y en trazar des-
pues estas curvas por consiruccion , tomando las abscisas
de ambas en un ege comun : hecho esto, desde los pun-
tos donde las ‘dos secciones cénicas se intersecan se tiran
ordenadas comunes al ege , cuyas porciones desde el ori-
gen hasta los puntos donde dichas aplicadas le encuentran,
expresan los valores de las raices de la equacion determi-
nada que se ha de resolver. :
Hemos dicho que se han de trazar por construccion
las curvas cifradas en las dos equaciones indeterminadas
que se forman para la resolucion de la equacion fundamen-
tal ; porque mediante una equacion indeterminada se pue-
de trazar de dos distintos modos la curva que representa.
El primero (7) consiste en dar succesivamente diferentes,
valores 4 la una de sus indeterminadas, pongo por caso,
4 1a abscisa , con lo que la otra indeterminada se trans-

(7) Lo declaro en este Tomo pig. 12. for-
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forma en incégnita (8), y sacando sus valores con resol-

ver la equacion puesta en estos términos , la curva traza-

da con mano suelta por los extremos de todas estas orde-
nadas , serd la que iba cifrada en la equacion indetermi-
nada propuesta. Ll otro modo de trazar las curvas, que
llamamos por construccion, se reduce 4 hallar primero el
valor y la posicion de algunas de sus lineas principales ; y
hallados estos , en trazar la curva por un método funda-
do en la naturaleza y destino de dichas lineas. Con un
egemplo muy sencillo procurarémos darnos mejor 4 en-
tender. Dada la equacion de una pardbola, por egemplo,
es constante que con seiialar diferentes valores 4 la abs-
cisa irémos sacando diferentes valores de la ordenada , 6
distintas ordenadas , por cuyos extremos ha de pasar, y
trazarémos la pardbola. Pero si dada la misma equacion,
determino primero €l pardmetro , la posicion de su ege 4
didmetro , el dngulo que han de formar las coordenadas , y
sujetdndome 4 las condiciones que estas determinaciones me
impongan , trazo la pardbola por alguno de los métodos co-

no-

(8) De una cantidad incégnita 4 una cantidad indeterminada va la diferen-
cia de que el nimero de los valores de la primera es muy limitado , siendo
asi que la otra puede tener infinitos valores. En una equacion con dos in-
determinadas ¢ variables, pongo por caso , se sacarin para la una infinitos
valores por razon de que puede la otra representar una infinidad de can-
tidades distintas ; pero una vez que 4 la segunda variable se la sefiale un va-

lor particular , 6 determinado, la primera no podri tener ya mas valores 4
lo sumo, que quantas unidades tuviere su exponente.

R e gy
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nocidos , fundados en la naturaleza de estas lineas, esto serd

trazarla por construccion.

‘Este es cabalmente el método peculiar 4 los lugares
geométricos ; de modo que hallar el lugar geométrico de
una ‘equacion indeterminada pertencciente 4 una seccion
cbnica, 6 , lo que es todo uno, 4 una linea de segunda
orden (9), es trazar por construccion la seccion cénica
que en dicha equacion estd cifrada. Y una vez que , segun
deciamos poco ha , declaramos cémo se resuelven las equa-
ciones determinadas de tercero y quarto grado por la in-
terseccion de dos secciones cdnicas cifradas en las equa-
ciones indeterminadas auxiliares , el empefio estd 1.° en
formar estas equaciones auxiliares ; 2.° en averiguar qué
seccion cOnica representa cada una de ellas; 3.° en tra-
zarlas , sefialando las abscisas de ambas en una misma rec-
ta. Esto es cabalmente lo que declaramos sin apartarnos
un punto de la doctrina del Marques del Hospital.

Despues de formada la una de las dos equaciones in-
determinadas auxiliares , se saca la otra con suma facili-
dad ; pero la eleccion de la primera pide ‘algun pulso, por
el riesgo que se corre de que sea de tal indole que resul-
ten imaginarias las intersecciones de las dos secciones , que
determinan las raices de la propuesta. Nos tocaba , pues,
ensefiar como se precave este grave inconveniente, y no ha-
llamos cosa mas adequada 4 nuestro intento que copiar las

re-

(9) La razon de esto se hallar4 en este Tomo pig. 20.



X PROLOGO.

reglas y los egemplos que con el mismo fin trae Gabriel

Cramer en su obra citada.

- Ultimamente , como no hay modo mas acertado de
hacer perceptibles los preceptos tedricos que aplicarlos.§
casos practicos , y egemplos bien escogidos ; una vez sa-
tisfecho el reparo expresado , resolvemos algunas cuestio-
nes , asi determinadas , como indeterminadas , todas saca-
das del Tratado Analitico del Marques, 4 excepcion de
la que se dirige 4 hallar dos lineas medias proporcionales
entre otras dos lineas dadas , que copiamos de las Institu-
ciones de Vicente Ricati.

A pesar de lo mucho que nos mostramos preocupa-
‘dos 4 favor del tratado de las secciones cénicas del Mar-
ques del Hospital , de donde , segun queda dicho, hemos

‘sacado tambien la doctrina de los lugares ‘geométricos , y

la construccion de las equaciones determinadas de tercero

.y quarto grado ; hemos de confesar que toda esta doctri-
na estd tratada por un término mucho mas sencillo y des-
pejado en el Tomo IV. de los Elementos del P. Gherli,

donde la aplicacion del Algebra 4 la Geometria est§ ma-

gistralmente declarada. Es tanto lo que nos ha dexado sa-
tisfechos , que si hubiéramos de formar hoy dia este To-
mo tercero , sacarfamos gustosisimos todos los asuntos de
que hemos dado hasta ahora individual razon de la Obra
del Escritor Italiano. Ea ella est4 propuesta primorosa-
mente la tedrica de las curvas algebrdicas , hermanando
con tal destreza su autor el método de Euler con el de

Cra-

ke

- nocer diferentes caminos por donde llegar

PROLOGQ XI

Cramer , que, con extractar ambas Obras ha formado un
tratado preciosisimo. Los entendxmlentos answsos de co-
4 un mlsmo pa-
radero , hallardn en el tomo primero del Com}entamol de
M. Castillon 4 la Arismética universal de Newton , otro
modo de considelrakr los lugares geométricos , donde mani-
fiesta , entre otras cosas , aquel diligente Comentador , sif
guiendo las huellas de Euler (10), como por la natura-
leza de los factores d_e_l primer término de una equacion in-
determinada , se averigua 4 qual de las tres secciones c6-
nicas pertenece. Pero para trazar la seccion cénica cifra-
da en una equacion mdetermmada , no hay método nin-
guno que en punto de elegancm y sencillez pueda com-
petir con el de Herman, que con muchos , bién'que
muy merecidos elogios trae Vicente Ricati en sus Opts-

culos. l
Despues de todo lo declarado hasta aqui , solo nos
faltaba para concluir este Tomo engolfarnos en el célcu-
lo infinitesimal , cuyos dos ramos ‘priqcipales son el cél-.‘-’
culo diferencial , y el célculvo integral. Solo el nombre de
las cantidades que el cdlculo diferencial considera , espan-
ta 4 los principiantes ; y hombres ha habido de mucho
talento, y no menos doctrina , que le han mirado con
desconfianza. Porque como el objeto del céleulo diferen-
cial es , segun han dicho muchos , sefialar 1a razon 6 re-
: la-

(10) Introduct. in Analys. infin. tom. 2.
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lacion que hay entre los elementos infinitamente pequefios
de las cantidades finitas , y una cantidad infinitamente pe-
quefia parece incomprehensible ; experimenté desde su na-
cimiento este cdlculo no poca oposicion de parte de al-
gunos Mateméticos , y no hallé en los principiantes la
bacogida que tan justamente se merece , por no haber ma-
nifestado sus fundamentos como debieran sus promovedo-
res. La primera obra que se escribié de intento sobre este
célculo , fue tambien parto del Marques del Hospital (1 1);
y aunque se hallan en este escrito todas las circunstan-
cias que hacen recomendable todo lo que publicé este ilus-
tre Matemdtico ; es 4 saber , claridad en la explicacion,
: elegancia en las construcciones , y tino en la eleccion de
los egemplos , sin embargo no resuelve ninguna de las dudas
que suelen ofrecerse acerca de los fundamentos de la doctri-
na que declara.  Bien pudiera el Marques haberse tomado
_este trabajo 4 muy poca costa , pues tenia ya sentados estos
fundamentos Newton , inventor de este célculo (12) desde
el afio de 1687 por un término que no puede menos de
dexar satisfecho 4 todo lector de bien organizado enten-
dimiento (13).
El mismo descuido que el Marques del Hospital pa-
deci6 , tambien le padecieron los mas de los Mateméticos,

ue

,.(I 1) Analyse des infiniment petits pour Pintelligence des lignes courbes. (}’al

M. Y Marquis de PHospital. Un tomo en 4. Paris 1699. :
(12) Al mismo tiempo le inventd tambien Leibnitz en Alemania.

(r3) Véase su grande Obra Philosophie naturalis Principia Mathematica. !

W
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que despues de €l escribieron sobre este cdlculo ; alentan-
do su omision 4 algunos hombres poco afectos 4 este nue-
vo ramo de analysis , 6 poco enterados de la gran confor-
midad de sus resultados con las ilaciones del método geo-
métrico mas riguroso , para que escribieran contra su cer-
teza. Cabalmente los mayores tiros se le hicieron en el
mismo pais de su nacimiento, donde se publicé un libro
con el titulo irdnico de e/ Analista , cuyo autor se empe-
fi6 en desacreditar el cdlculo diferencial. Pero sali6 allf
mismo en su defensa el docto Maclaurin , Escocés (1 4),
manifestando sus fundamentos por el método de los anti-
guos Matemiticos , y aplicdndole de camino , igualmente
que el cdlculo integral , con suma felicidad y magisterio
4 muchisimos puntos de la Matem4tica mixta. Pocos es-
critos conocemos que acrediten tanto como la Obra de
Maclaurin la profunda doctrina y penetracion de sus au-
tores , y aconsejamos su estudio 4 todo aficionado que tu-
viere el noble deseo de ser matem4tico de provecho : no
solamente conseguird radicarse plenamente en los funda-
mentos del c4lculo infinitesimal , mas tambien lograr4 aca-
so adiestrarse en la prictica del método sintético , y po-
drd celebrarlo por mucha fortuna. _
Las dudas y contradicciones que se originaron de ha-
Tom. III, o ber

(14) A Treatise of Fluxions in ttwo Brooks. By Colin Maclaurin, Professor
of Mathematics in the Universiti of Edinburgh , and Fellow of the Royal So-
siety : dos tomos en 4. Edimburg 1742.
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ber andado tan descuidados los primeros matem4ticos que
escribieron sobre el cdlculo diferencial en declarar sus fun-
damentos , ha obligado 4 los que han tratado despues el
mismo asunto 4 manifestar quan seguro es el uso de este c4l-
culo, probando que no es nada ageno del método geométrico
mas riguroso. Asi lo egecuté M.Euler en el cap.3.del tomo
primero de su Célculo diferencial (15); M. D’Alembert

en sus Miscelaneas (16); Ricati en el tomo segundo de

sus Instituciones 3 y M. Cousin en sus Lecciones de c4l-
culo diferencial € integral (17). Pero quasi todos estos
escritores han seguido distintos rumbos en esta declara-
cion : Euler , de la consideracion de las diferencias finitas
pasa 4 considerar las diferencias infinitamente pequefias,
que mira como un caso particular de las primeras; Ri-
cati se empefia en hacer patente lo mucho que concuerda
el modo de discurrir de los antiguos en la medicion de los
espacios curvilineos con el que siguen los partidarios del
nuevo célculo, y tratando de la geometria del infinito , de-
muestra algunas proposiciones que son de muchisimo uso
en la aplicacion de los métodos recientes ; M. Cousin con-
si-
(x5) Institutiones calculi differentialis cum ejus usu in Analysi finitor um a;‘
doctrina serierum. Auctore Leonbardo Eulero &3¢, Dos tomos en 4. Petersbur-
80 1755. ]
(16) Melanges de Philosophie & Litterature.

(17) Legons de Calcul différentiel & de Calcul integral , par M. Cousin , de

P Académie Royale des Sciences , &8 Lecteur Royal en Physique ; dos tomos
en 8, Paris 1777,

Ry

=
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sidera los infinitamente pequefios como el limite de la ra-
zon entre las diferencias finitas (1 8) , y por ultimo
M. D’Alembert apea en pocas palabras , siguiendo y acla-
rando la doctrina de Newton , las dificultades que podrian
molestar 4 los principiantes. 5]

~ Por haber seguido M. D'Alembert las huellas de New-
ton , que considera el célculo diferencial como el cdlculo
de los limites de las razones, y por la brevedad y ma-
gisterio con que le ilustra , copiamos en una introduccion
lo que trae sobre este asunto en la citada Obra , sin mas
alteracion que afiadirle un pedacito sacado de Ricati (19),
que tambien consideré este punto por el mismo lado que
el Matemético Francés. Pero primero trasladamos del li-
bro quinto del tratado Analitico del Marques del Hospi-
tal algunas proposiciones muy fundamentales para aplicar
los nuevos cdlculos 4 la gebmetria ; por manera , que en
lo que dexamos sentado de intento en el Tomo II. acerca
del infinito , é infinitamente pequefio , y en lo que afiadi-
mos ahora en esta introduccion hay , si no nos halucina-

mos , quanto se necesita para proseguir con toda confianza,

y sin tropiezo alguno , el estudio del c4lculo infinitesimal.
Y dultimamente , si hubiere alguno que no se dé por satisfe-
cho , ni con lo que aqui publicamos , ni con lo que se ha-

: b2 B lla

. (18) En el capftulo segundo de su Obra hace acerca de los limites de las
cantidades algunas consideraciones sumamente luminosas en esta materia,
(19) Instit. Analytic. tom. 2.
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lla en las Obras citadas , acaso le satisfar4 mejor el P. Es-
carela en el tomo primero de su Fisica general (2 0), donde
propone y satisface por el método de los escoldsticos los
mas de los argumentos con que se ha procurado desacreditar
el cdlculo diferencial. En el tomo segundo de su Algebra re-
suelve Saunderson una cuestion de Geometria Elemental, y
hace acerca de su resolucion algunas consideraciones muy

fundamentales sobre este asunto , y muy dignas de leerse.
En lo que hemos dicho acerca del rumbo que han se-
guido algunos Matem4ticos para aclarar con toda evi-
dencia los fundamentos de este c4lculo, insinuames que
para explicarse 4 su satisfaccion acerca de las diferen-
cias infinitamente pequefias , esperaron sacar alguna luz
de la consideracion de las diferencias finitas. Este es el
motivo por qué trata de estas con algun cuidado el Sr. Eu-
ler en su Célculo diferencial , y es el tinico Matemético del
continente de Europa que sepamos se haya exercitado en
esta materia (2 1). Sobre el método de las diferencias fi-
nitas , que Taylor , Inglés , su inventor , llama método de
los incrementos , hay de Emerson un tratado de propési-
to (22), donde hace de este método , muy enlazado con
el

(20) Physica generalis methodo mathematico tractata. Auctore Foanne Bap-
tista Scarella , Clerico Regulari : tres tomos en 4. Brescia 1754+ §7-

(21) Los demas le han copiado , é extractado.

(22) The method of jncrements. Wherein the Principles are demonstrated 5 and

the practice thereof shewn in the solution of problems. Un tomo en 4. Lon-
dres 1763,
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el de las fluxiones, aplicaciones muy curiosas , que=-
x4ndose en su Prélogo de que ha tenido pocos partida-
rios (23)-

Hechos patentes los fundamentos del cdlculo diferen-
cial , ensefiamos cémo se diferencian las cantidades , sean
las que fueren , racionales, irracionales, logaritmicas , ex=-
ponenciales , trigonométricas, y déspues le aplicamos , co-
piando 4 M. Bezout , 4 Ia declaracion de algunos puntos
de la tedrica de las curvas algebrdicas , antes de dar 4
conocer la naturaleza de algunas curvas transcendentales

Tom I,

big 935¢ 0

(23) Oigamos cémo da esta quexa el mismo Emerson.

The inventor of the method of in-
crements 7vas the leanerd Dr.Tay-
lor, who , inthe yzar 1717, publis-
bed a treavise of that method 5 and
afterwards gave same farther esx-
planation of the same in the Philo-
sophical Transactions , as applied
to the finding the sums of series.
But as the Docior’s qUritings upon
this subject , are all in latin , and
have never been translated entires
and as bis way of wwriting , is 50
wery short and abstracted , as not
to be obvious 1o common readers
# bas bappen:d , that this elegant
me:hod of compitation bas la'n ever
since in obscurity , has besn vaad

by few , and improved by none,

«El inventor del método de los in-
sscrementos fue el docto Taylor , quien
s»»publicé en el afio de 1717 un trata-
»do sobre este método , y despues le
»aclard mas en las Transaccionss Fi-
»losdficas , aplicindole & la sumacion
»»de las series. Pero sobre que quanto
»Taylor escribié en este asunto esta
»en latin, y jamas se ha traducido
ssenteramente 5 es por otra parte tan
s»ssucinto y abstracto su modo de es-
sscribir , que no son ficiles de enten-
»sder sus escritos para el comun de
»»los lectores , y esta ha sido la causa
»»de haberse quedado desde entonces
»en la obscuridad este elegante méto- -
»do de calcular, habiendo tenido lecto-
s3res pocos , y promovedor ninguno.*
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0 mecénicas , y par;icularmente de las espirales (24).
Para representar su diferencial usamos la letra d, y no
un punto , conforme estilan los Ingleses , que llaman 1Ia
diferencial con el nombre de fluxion, y fluente 4 la can-
tidad finita , cuyo elemento es Ia diferencial. Seguimos esta
préctica por ser la de todos los Matem4ticos del continen-
te de Europa, y porque no estd expuesta 4 los inconve-
nientes de la otra.  Porque llamamos ( dice Euler (21598
»» diferenciales las diferencias infinitamente pequefias de que
»» aqui tratamos , suele llamarse cdleulo diferencial aquél
» CUyO obgeto es hallar las diferenciales , y aplicarlas 4
»» 10 usos para que se consideran. Los Matem4ticos In-
» gleses , entre los quales Newton fue el primero que usé
» €este cilculo , asi como Leibnitz lo fue en Alema-
» Dia, usan otros nombres y signos. Las diferencias in-
», finitamente pequefias , que nosotros llamamos diferencia-
» les , ellos las llaman comunmente fuxiones y algunas ve-
s> CeS incrementos 5 cuyos nombres, por ser de un latin

5, Mas

(24) De estas curvas espirales hay un buen tratado en el tomo segundo de
la Fisica de Escarela. :

(25) Quoniam differentias infinite parvas , quas hic tractamus , differentia-
lia wocamus , binc totus calculus quo differentialia investigantur atque ad usum
accommodantur , appellari solet calculus differentialis. Mathematici Angli
inter quos primum Newtonus eque ac Leibnizius inter (’crmanos hanc 710i
vam Analyseos partem excolere capit | aliis tam nominibus quam SIgnis utun-
tur. Differentias enim infinite parvas , quas nos differentialia vocamus potis-
simum fluxiones nominare solent , interdum quoque incrementa : que vr:ce.r uti

za”"o Jéimom ma 1.’ conve niu"n Iia quoque’ qu dﬁ 0l 7 @
g e:, as noran ,.l' ‘l.f ‘0771”’1051‘

ex-
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, mas castizo dan bastante 4 conocer las cosas que sig-
> mﬁcan. Porque una cantidad variable , que, al paso que
,, crece , va adquiriendo succesivamente  distintos valores,
, se puede considerar como que fluye 6 corre , y de aqui
si esyi quesiel nombre de fluxion , de que usé primero New-
ton para expresar la rapidez en el crecer, sirvio des-
,, pues por analogia para expresar el incremento infinita-
,, mente pequefio que la cantidad adquiere como flu-
,, yendo.
, Y aunque es cierto que seria estrafio el empefiar-
,, nos en disputar con los Ingleses acerca del usoy dela
»» significacion de las voces, y que perderiamos el pleyto en
,, el tribunal de todo juez que atendiese 4 la pureza del
,, latin , y 4 la propiedad de las expresiones ; sin embar-
,» go no hay duda en que por lo tocante 4 los signos lle-
,, vamos ventaja 4 los Ingleses. Porque ellos suelen sena-
,, lar las diferenciales , 4 quien llaman fluxfones , con pun-
» tos puestos enmma de las letras , de modo que la pri-
b4 5, Ie-
exprimunt. Quantitas enim variabilis crescendo continuo alios atque alios va-
lores recipiens tanquam fluens considerari potest , hincque vox fluxionis , que
primum ¢ Newrtono ad celeritatem crescendi adhibebatur , ad incrementum in-
finite parvum , quod quantitas quasi fluendo accipit , designandum analogice est
translata.:
Quamwuis autem circa vocum usum. arque definitionem cum Anglis discepta-

re absonum foret , nosque coram judice puritarem latine lingue , atque expres-
sionum commoditatem spectante facile superaremur 5 tamen nullum est dubium,

. quin Anglis ratione signorum palmam preripiamus. Differentialia enim , que

ipsi fluxiones appellant , punctis , que litteris superscribunt denotare solent,
ita
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e mer,a:.ﬂuxion de y la pintanasiy , la segunda y , la tet-
s cera y, y las demas 4 este tenor. Bien que este modo de
5, sefialar , que es arbitrario , no se puede reprobar quan-
»» do. sea tan corto el nimero de los puntos que sean f4-
»» ciles de contar ; no obstante , siempre que se hayan de
»» €scribir muchos , causardn no poca confusion , y mul-
» chos inconvenientes. La diferencial 6 fluxion décima,

sy por egemplo , serd muy molesta de sefialar de esta ma-

sene
ssen

,» Dera y , siendo asi que sefialada 4 nuestro modo d'%,
» Se percibe inmediatamente. Y casos suelen ofrecerse don-
s, de es preciso expresar érdenes mucho mas elevados ¢é
» indefinitos de las diferenciales, para los quales de nada sir-
3» V& el método de los Ingleses.

»» Usarémos , pues, nuestros nombres y signos , por-
» que aquellos se han connaturalizado con el uso en este

», pais,

v
e . . . . - » L .
stauty , iis significet fluxionem primam ipsiusy;y Auxionem secundam 5y flu-
xtonem vertiam , atque ita porro. Qui notandi modus , wi ab arbitrio pendens
. . - . . 2 !
etsi improbari nequit , si punctorum numerus fuerit parvus , ut numerando faci-
le percipi queat ;5 ta ; inscri
2 men si plur ; ; 1
l 'q 5 plura puncta inscribi debzant , maximam confusio-
nem plurimaque incommoda affert. Differentiale enim seu fluxio decima per-
quam incommode hoc modo y representaiur , cum nostro signandi modo d*°y
Jacillime comprebendatur. Oriuntur autem casus » quibus multo adbuc superio-
res differentialium ordines atque adeo indefiniti exprimi debent , ad quos An-
glorum modus prorsus fit ineptus.
Nostris igitur t ni 1gni.
i : i .am nominibus quam signis uwremur , quippe quorum illa in
Tires Tegromious jam sunt usy recepta , atque plerisque familiaria , hec vero

com-

A
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N

,, pais , y se han hecho familiares 4 los mas ,y €stos son
,, mas acomodados. Pero no por €so ha sido impertinente’
,, hacer memoria de los nombres y signos que usan los In-
» gleses , pues con esto facilitamos la inteligencia de sus
,, obras 4 los que las manejaren. Porque tampoco estin
,, los Ingleses tan arrimados 4 su estilo , que desechen y
,, se desdefien de leer las obras escritas por nuestro meé-
,, todo. Nosotros confesamos que hemos ieido sus escritos
,, CON SUMO gusto , y muchisimo fruto ; y se nos han ofre-
,, cido repetidas ocasiones de reparar que ellos tambien han
,, leido con aprovechamiento las obras de nuestros escri-
,, tores. Por lo que , aunque serfa muy del caso que unos
,, y Otros usfsemos un mismo modo de expresar nuestros
,, pensamientos ; sin embargo no es muy dificultoso el que
,, 10s enteremos todos de uno y otro , lo que basta por lo

,, menos para la inteligencia de las obras escritas por el

,, método ageno.”

Por lo que mira al modo de diferenciar , y 4 las mu-

chas
commodiora. Interim tamen non abs re erat Anglorum demonstrationes &3 sig-
nationes hic commemorare , ut qui eorum libros evolvun: , eos quogue intellige-
re queant. Neque enim Angli suo mori tam pertinaciter adberent , ut que nos-
tro more sunt scripta , prorsus repudient , nec legere dignentur. Nos quidem
ipsorum opera maxima cum aviditate periegimus , ex iisque summum Sfructum
percipimus 5 sepe NUmMero vro ctiam animadveriimus , ipsos nostratium scrip-
ta non sinz utilitate legisse. Quamobrem etsi idem ubique atque equabilis mo-
dus cogitata sua exprimendi maxime esset optandus , tamen non admodum est
difficile , ut utrique assusscamus , quanium quidem intelligentia librorum alie-

na more scriptorum postulat.
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chas aplicaciones que hacemos del cédlculo diferencial , he-
mos disfrutado tantas obras , que sin nota de pesadez
no podriamos detenernos 4 especificar lo que de cada una
hemos aprovechado. Bastard decir por mayor que todo
estd sacado del Marques del Hospital ,de Bougainville (2 6),
Thomas Simpson.(27), Emerson (28), Ricati (29), Be-
zout (30), el Abate Marie (31), y otros escritores que
luego nombraremos. .

Para la cabal resolucion de la mayor parte de las
cuestiones 4 que se aplican los nuevos cdlculos , no basta
considerar los limites de las razones de las cantidades fi-
;nitas , es tambien preciso determinar estas cantidades, sa-
cando su valor de las expresiones en que van cifrados di-
chos limites. Esta tltima operacion es de la incumbencia

del

(26) Traité du Caleul intégral , pour servir de suite & P Analyse des infini-
ment petits de M. le Marquis de PHospital. Par M. Bougainville le jeune:
Dos tomos en 4. Paris 1754. ‘ .

(27) The doctrine and application of fluxions. Containing ( Besides what is
common on the subject ) A numlzgr of new improvements in the theory. And
the solution of a wariety of new , and very interesting problems in different
branches of the Mathematicks. By Thomas Sympson. Dos tomos en 8. Lon-
dres 1750. .

(28? The doctrine of flusions: not only explaining the elements thereof 5 but
ab'o its application and use in the several parts of Matematics and naturdal Phi-
losophy. By Williams Emerson. Un tomo en 8. Londres 1757
(29) Institutiones Analytice. '

(30) Tomo 1V. de su Curso para los Caballeros Guardias Marinas.

(31) De sus Lecciones i i
es , cuyo titulo copiamos en una nota del Prélogo del
Tomo antecedente, :
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del cilculo integral , el ramo mas dificultoso de toda la
Matemitica Especulativa. El que atendiere 4 la importan-
cia de este cdlculo , echard de ver que nos hemos queda-
do muy cortos: nos conformamos sin quexa alguna con
este juicio , pues segun el plan que desde los principios
habiamos formado de todo este Curso , quisimos destinar un
tomo , y era el quarto , para tratar con la competente in-
dividualidad muchisimos puntos de.tan drduo asunto. Al
tiempo de poner por obra este pensamiento nos acobarda-
ron algunos recelos que hemos manifestado en el Prologo
del’ Tomo primero, y nos cefiimos en asunto de cdlculo
integral 4 los puntos mas precisos.

Sin embargo , sobre que nuestro tratadito de célculo
integral , bien que diminuto , basta para la inteligencia de
todos los tratados siguientes , tambien incluye la resolu-
cion de las principales cuestiones 4 que suele y debe apli~
carse en toda obra elemental como la nuestra. Nos lison-~
geamos con que atendidas estas circunstancias, no desdi-
ga de los tratados 4 que se sigue. Un autor que conside-
ra un objeto por el enlace que tiene con otros, dexa cum-
plidamente concluida su tarea siempre que toca todos los
puntos en que estriba la trabazon de su asuato con los de-
mas : solo al que escribe de propdsito sobre una materia
le toca incluir en su escrito quanto sobre ella hay que saber.

Es tan varia la indole de las cantidades cuya inte-
gracion se ofrece egecutar quando se aplica la Matem4-

tica Pura 4 la Mixta, que ha sido preciso apelar 4 recur-
08
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sos muy varios para integrar las cantidades diferenciales,
empefidndose los mayores calculadores de este siglo en bus-
car diferentes métodos de integracion, con la esperanza
de que suplan unos lo que otros no alcanzan. Aunque des-

de la invencion del cilculo diferencial se manifestd 1a ne-

cesidad del integral , y le adelantaron no poco los Mate-

mdticos de fines del siglo pasado, y principios del pre-
sente , es constante que sus mayores progresos los ha he-

7

cho de unos treinta aiios 4 esta parte. En Inglaterra Co-
tes (32), Maulaurin, y Thomas Simpson; en Francia
M.Clairaut , D’Alembert, Bougainville , Fontaine , el Mar-
.ques de Coandorcet , y los PP. Leseur , y Jacquier; en Ale-
mania el Sr. Euler ; en Italia la Sefiora Agnesi, Mr. de la
Grange , la familia de los Ricatis , y otros matem4ticos se
han dedicado con mucha fortuna 4 promover este ramo
de Analisis. De algunos de estos escritores hemos aprove-
chado lo que permitia nuestro intento ; pero 4 ninguno

te-

(32) La Obra de Cotes salib en latin con este titulo : Harmonia mzmsura-
rum , pero tan dificultosa , que un Monge Bznedictino , Inglés , se dedicé 4
aclararla , publicando de ella una traduccion francesa con este titulo : 4na-
lyse des mzsures des rapports €3 des angles 5 ou reduction des intégrales aus
logarithmes , €8 aux arcs ds cerclz. Par Don Charles Wulmeslzy | Benedictin
Anglais. Paris 1749. un tomo en 4. Esti escrita con suma claridad esta
obrz, y algo la hemos disfrutado. El autor del original, Cotes, murié de edad
muy temprana , dexando frustradas las grandes esperanzas que en su ex-
traordinaria penetracion y tino matemitico tenia fundadas el gran New-
ton , quien manifestando su sentimiento decia , que si Cotes hubiera vivi-
do , hubi¢ramos sabido algo.
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tenemos tanto que agradecer como 4 M. Bezout, de cuyo
curso hemos copiado lo mejor y mas dificultoso que sobre
este asunto publicamos , por lo bien digerido que trae lo
que nos hacia al caso, y porque en punto de elegancia y
claridad no conocemos autor ninguno elemental que le pue-

da competir.

En el c4lculo integral se hace patente la necesidad
de los métodos que propusimos en el Tomo II. para resol-

_ver las equaciones superiores ; porque la integracion de

las fracciones racionales , por egemplo , no se puede al-
canzar en muchos casos , conforme lo insinuamos , sin ha-
llar los factores de su denominador , 6, 1o que es lo pro-
pio , sin sacar todas sus raices , sean iguales , desiguales,
todas reales , 6 imaginarias algunas de ellas.

‘Tambien manifiesta el mismo célculo la precision de
acudir 4 la doctrina de las lineas curvas ‘, y esto sucede
siempre que tropezamos con aquellas diferenciales que no
sufren una integracion cabal , pudiéndose integrar todas
ellas con suponer la quadratura de una curva algebriica,
si la diferencial no llevare mas que un signo de integra-
cion, 6 de una curva mecénica, siempre que llevare mu-
chos. Y porque entre las curvas algebrdicas las mas fami-
liares son las secciones cdnicas , 4 su quadratura procurd
Newton reducir quanto pudo las integraciones de esta na-
turaleza , que se deben reducir particularmente 4 la qua-
dratura del circulo y de la hipérbola , por lo mucho que las
tablas trigonométricas y logaritmicas abrevian los cdlculos.
i Sin
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Sin embargo , como la rectificacion de muchas curvas
es mas facil de conseguir que su quadratura , aunque sea
envolviéndolas con un hilo , cuyo método mecénico pue-
de bastar en muchos casos ; tiene mas cuenta valerse de
este recurso para la integracion de las diferenciales que
no caben en la regla fundamental. Pero el reducir una
integral 4 la rectificacion de una curva algebriica es ope-
racion sumamente trabajosa, Juan Bernouli abrié para esto
el camino que otros Matemiticos han procurado allanar,
haciendo general la proposicion de Newton, y dando 4
conocer los tropiezos que lejos de abreviar las integracio-

» las harian mas trabajosas todavia siguiendo el mismo
camino.
~ Con motivo de ensefiar cémo se integran por apro-
ximacion algunas diferenciales , volvemos 4 hablar de las
series., declarando cémo se levanta 4 una potencia qual-
quiera una serie , ¢ un infinitinomio , cuya operacion es
sumamente dificultosa sin el auxilio del cilculo diferen-
cial (33). Los que hubieren llegado hasta esta parte de
nuestro Curso, podrdn acudir 4 una obra de Stirling , In~
glés (34), donde trata por un término nuevo algunos pun-
tos muy importantes de la doctrina de las series. Entre
‘ } otras

(33) Tambien ensefiamos cémo se halla el radical , de dénde se deriva
una serie propuesta , cuya operacion declaran poquisimos autores.

(34) Es obra original , y sali6 4 luz con este tltulo Methodus differentialis:
sive tractatus de Summatione €3 mterpolatzone serierum infinitarum, Auctore
Jacobo Stirling. Londres 1764. un tomo en 4.
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otras cosas ensefia como se transforma una serie que con-
verge muy lentamente en otra que converge con’ rapidez,
cémo se-suman las series que se derivan de la quadratu-
ra de las curvas , y otras muchas , que, sin que lo preven-
gamos, se conoce que son de muchisima importancia‘ para
la integracion de las cantidades. Pero como las series no
dan mas que valores aproximados, no hemos de apelar 4 este
recarso , sino despues de muy experimentada la ‘insuﬁcien-
cia de todos los demas ; y aun entonces conviene sacarlas
tan convergentes como sea posible , por no enredarnos en
célculos capaces de aburrir al mas infatigable calculador,
4 no ser que nos queramos contentar con valores que se
aparten mucho del verdadero. v '
Incluimos en este Tomo la Trigonometria Esférica
con la mira de que nos quedara mas lugar en el séptimo, ‘
que trata de Astronomia , en cuyas investigaciones hace
esta Trigonometria mucho papel ; y por no separarla de
las analogfas diferenciales que la completan , no's‘ aparta-
mos de la préctica general de todos los escritores , que
suelen juntarla 4 continuacion de la Geometria Elemental
con la Trigonometria Plana. A excepcion de algunas pro-
posiciones del Curso de M. Bezout, todo lo que pertenece
4 la resolucion ntimerica y gréfica de los tridngulos esféri-
cos es de M. Mauduit (3 5). De su obra hubiéramos copiado
tam-

(35) El titulo de esta obra esti copiado en una nota del Prélogo del To-
mo antecedente.
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tambien las analogias diferenciales , 4 no ser que habiendo
hecho el 4nimo de que fuese nuestra Astronomia un extrac-
to de la de M. de la Lande, nos estaba mas 4 cuenta apro-
piarnos todo lo que este insigne Astrénomo trae sobre el
mismo asunto enel tomo tercero de su Astronomia. Las pro-
porciones que resuelven los tridngulos , asi rectilineos , co-
mo esféricos , no pueden dar cabal el valor de la cantidad
que se busca, si en el cdlculo se desentiende el calcuiador
de la variacion que padece alguno de los datos ; pero sal-
drd verdadero su valor siempre que se llevare en cuenta
esta variacion , sea incremento , 6 decremento. Con todo
eso , habia sido general el descuido de todos los Matem4-
ticos en esta parte hasta que el célebre Cotes publicé un
escrito (36) con el fin de manifestar los errores que de

aqui se seguian en la Matemdtica Mixta , el qual se halla,

traducida en la Obra citada de M. Mauduit. Desde enton-
ces salen mucho mas ajustados 4 la verdad los célculos
astronémicos, y todos los autores de Astronomia suponen
conocida , ya que no la declaren , la doctrina de las analo-
gias diferenciales.

Finalizariamos aqui nuestro Prdlogo, si no tuviéramos
por indispensable satisfacer 4 muchisimos lectores, que no
contentos-con lo que publicamos de Matem4tica Especu-
lativa, desearen saber en qué libros hallarén doctrina que
mas quadre con sus fines 6 su gusto. Ya hemos insinuado

; mu-

(36) Con este titulo: De Erroribus in mixta Mathesi.
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muchas veces que no conocemos para el caso obra ningu-
na que pueda compararse con los Elementos del P. Gherli,
no solo por su claridad , mas tambien por la extension’
con que trata los asuntos. El estudio de esta Obra le acon-
sejamos 4 los que quisieren saber mucho , y mucho mas
sabrdn todavia si se alentaren 4 seguir otro camino, bien
que no tan corto, ni tan llano. Despues de estudiado el
Curso del P.Gherli , empéiiense en estudiar la introduccion,
el célculo diferencial , y el cdlculo integral de Euler (37);

Tom.III. ; ¢ y

(37) Institutiones calculi integralis. Auctore Leonbardo Eulers. Tres tomos.
en 4. Petersburgo 1768 ,69 y 70. :

De los elogios que he dado 4 las Obras de este gran Matematico siem-~
pre que se me ha ofrecido hacer mencion de algunahde ellas, se indicia
el sumo aprecio en que las tengo. No conozco otras mas apropdsito para -
el que deseare hacer solidos progresos en el estudio de las Matematicas;
la inventiva de su autor, su extraordinaria destreza en todos los ramos’
de la Analisis, la multitud de los asuntos que ha tratado, y la profun-
didad con que los desentrafia, preocupan a favor de los escritos que no:
se ha desdefiado de componer para los principiantes , de los quales han
sacado no poco, muchas veces callindolo , los autores de algunas obras
que he tenido presentes. Advirtiendo este dooto varon estar errada la re-'
sclucion de una cuestion que trae al tomo segunde de su cilculo inte-
gral, pdg. 426 , dice alli mismo pig. 429.

Correctionem horum errerum  La enmienda de estos errores se saca -
petere licet ex seq. probl. 154. w»de la cuestion §4. que estid mas adelante
dwm factores equales in equa-  »para quando se consideran los factores
tionem peculiarem conjiciumtur. . »iguales en una equacion particular, He te-
Malui Bauremn hunc correctionis  »nido por mas conveniente dexar al cui-
laborem industrie lectorum re-  »»dado de los lectores hacer esta enmienda,
lz'.'zqz}ere » quam hoc opus @ tali 1 que no quitar de mi tratado este descunido;

er- 2 pox
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y como tengan constancia hasta llegar al término de esta
carrera , podrin lisongearse con que ya no habrd para ellos
especie nueva en la Matem4tica Pura , ni tratado alguno

que pueda molestarlos.

errore liberare 5 sepe enim. plus
prodzst errores , in quos etiam
exercitatis incidere contingit,
conservari , quo melius harum
rerum studiosi addiscant quanta
circunspectione cavendum sit e
in ratiocinando hallucinemur ..
Quod ad factores imaginarios
attinet , integralium inde nato-
rum reductio facilius in genere
instituetur, unde in bis differen-
vialium gradibus determinatis,
non amplius immorabor. Facto-
res autem eguales hic data ope-
ra pro singulis gradibus accura-
dius persequi est visum , quia
supra nimis cito ad evolutionem
generalem properanti in insig-
nem errorem illabi contigit,quem
statim feliciter evitassem, si ea-
dem methodo ibi essem usus.
Hujusmodi autem wvitium circa
factores imaginarios hic non est

erri)ne:cendum,cum in hoc ne-
gotio mibil sub specie infinite
parvinegligendum occurrat. Ex
hoc autem fonte errores illi,quos
Supra commisi. sunt nati , quod

Vi~

Pero antes de estudiar el cilculo

149

»por-lo muy provechoso que suele ser de-
»Xar en las obras los yerros que cometen
»sus autores , aunque muy exercitados,
»4 fin de que los aficionados 4 estos estu-
»dios vean con quinta circunspeccion debe
s»proceder el que no quiera halucinarse al
»tiempo de discurrir” Y hablando de lo
mismo , pig.503.afiade: ¢ Por lo que mi-
»ra 4 los factores imaginarios , la reduc-
»cion de las integrales que de aqui se deri-
»van, sera mas facil de egecutar en gene-
»»ral , por lo que no me detendré mas tiem-
»po en considerar los casos particulares.
»»Pero en quanto 4 los casos en que hay fac-
»tores iguales, me ha parecido convenien-
»»te recorrerlos de propésito con mas cui-
»dado respecto de cada grado , porque por
sshaberme apresurado demasiado antes 4
»»sacar la evolucion general,cai en un error
»»muy grande , lo que no me hubiera suce-
»dido, si me hubiese valido entonces del
»»mismo método que ahora. Aqui no es de
»temer este tropiezo acerca de los factores
»imaginarios , porque no hay que despre-
»ciar cantidad ninguna en forma de in-
»finitamente pequefio. De esto se origi-
»né el descuido que padeci antes , des-
»cuido que pide sutileza el advertirlo 5y
2 pa-
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integral del Matemético Suizo , les tendrd muchisima cuen-
ta estudiar el de los PP. Leseur , y Jacquier (38) ; cuyo
tratado , sobre estar escrito con admirable método ,y su-
ma claridad , trae algunos modos de integrar, que no se
hallan en la Obra de Euler , y tambien podradn leer las Lec-
ciones de M. Cousin. Ha seguido este ultimo autor en su
tratado, para el qual ha disfrutado mucho las Obras de
Euler , un rumbo del qual aseguramos que se agradardn
no pocos lectores ; porque antes de ensefiar como se cofi-
sigue la integracion de algunas clases de diferenciales, pro-
pone las cuestiones de Matemitica Mixta de las quales
se originan , con cuyo artificio quita 4 varios métodos de
integrar los visos de abstractos , que tienen en los mas de
los escritores. '

Los aficionados que no llevaren miras tan sublimes,
podrin contentarse con el tomo IIL del Curso de Hennert,

; )t c2 IO Sque
vitium subtile quo clarius sub  »para hacerlo mas patente manifestaré
oculos ponatur , una cum neces-  »»ahora en qué consiste , y cémo se en-
saria evolutione hic evolvam. s mienda.”
iQuén rara es esta ingenuidad en los semisabios ! ‘El que mucho sabe,
sabe que le queda mucho que aprender;, 6 que estd cefiida dentro de.
limites muy angostos toda la sabiduria del hombre! Dichosos aquellos li-.
teratos que en pocos afios , en pocos meses, y solo con leer un prologo
se imponen en una facultad , sefialan 4 su antojo el lugar que correspon-
dia 4 cada facultativo y 4 sus escritos, y hablan y deciden confiados de
que mirindolos con especial predileccion los doté naturaleza del don de
nunca errar , ni en lo poco que saben, ni en lo mucho que ignoran.
(38) Elemens du caleul integral. Par les PP. Lescur & Facquier. Dos

omos en 4. Parma 1768,
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que compone un tratadito muy precioso de c4lculo infinj-
tesimal por el estilo Euleriano , que sigue el autor en to-

dos sus tratados. En Emerson hallardn unas tablas muy.
socorridas para integrar , y muchisimas aplicaciones 4 va-.

rios asuntos. Simpson , no solo trae mas doctrina todavia,
sino que en punto de claridad lleva tambien notabilisima
ventaja & Emerson ; y finalmente, en el Curso del Abate
Sauri (39), que se distingue poco de una traduccion de
las Instituciones de Ricati , estdn extractadas algunas obras
de c4lculo integral , que por su gran dificultad han teni-
do hasta ahora pocos lectores. En el tomo quinto de esfa
ultima obra vdn resueltas muchas cuestiones de Matem4tica

Mixta , y algunas de ellas pos el principio de la accion

minima , que abrevia mucho el camino de la verdad » Cuyo
principio es invencion de M. Euler , y aplica M. Cousin
en sus Lecciones 4 la resolucion de una cuestion de Ding-
mica muy sonada en este siglo , cuyo empeiio 4 su tiempo
dirémos en qué consiste. :

Ya que nos hemos detenido tanto en especificar los
principales asuntos que incluye este tomo » Tazon serd que

ha-

{39) Se hallan extractadas en el Curso del Abate Sauri las obras que so-
bre el cilculo integral han publicado en Francia M. Fontaine, y el Mar-
ques de Condorcet , ambos individuos de la Real Academia de las Cien-
cias. Pere se remontan tan alte estos insignes Matemiticos , que para mu-
chos ha de ser penoso el estudio de sus escritos, y por lo mismo es de
agradar el trabajo de los que como €l Abate Sauri , y los PP. Leseur
y Jacquier han procurado facilitar sy inteligencia 4 los principiantes,
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hablemos tambien de los que hemos omitido , 6 de in+
tento, 6 por olvido , y son la teérica de las cur=
vas de doble curvatura , el método inverso de las tangen~

tes , y la doctrina de las variaciones. Ninguna de estas

omisiones tiene disculpa , pues aun quando no nos tocara
internarnos en ninguno de los puntos omitidos , era indis-

pensable manifestar por lo menos sus fundamentos , una

vez que era mira y obligacion nuestra dar 4 la Nacion en
su lengua una obra que pudiese enterarla de los principa+.
les descubrimientos que ha hecho la Matem4tica de un
siglo 4 esta parte. No dexamos de conocer que si nos
empefidramos en cavilar , acaso no le faltarian 4 nuestro
amor propio razones 6 sofisterias con que disculpar estos
descuidos ; pero quédese el hacer tan honrado uso de Ia
dialéctica para aquellds escritores que tienen la particular
fortuna de contemplarse infalibles -6 irreprehensibles. A
nosotros , cuyas pretensiones no pueden ser tan sublimadas,
no nos queda otro recurso que enmendar, en lo que cabe,
nuestro’ yerro antes de rematar este Prologo.

Las curvas de doble curvatura son aquellas que ade-
mas de la curvatura particular 4 su contorno 6 perime-
tro, tienen la de la superficie sobre que estin trazadas;
tal seria, por egemplo, un circulo trazado en la super-
ficie de un cono. Sobre estas lineas publicé Clairaut 4 los
diez y seis afios de su edad una obra (40), por la qual

Tom. I11. ' 83 to-

(40) Recherches sur les courbes a double courbure. Paris 1731°un tomo en 4.
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todos los hombres grandes que habia entonces pronostica-
fon, y se verificd su prondstico , que aquel muchacho llega-
ria 4 ser uno de los mayores Matemiticos de este siglo.
El método inverso de las tangentes consiste en hallar
la equacion de una curva:por medio de la expresion de su
subtangente', normal , quadratura , &c. echindose de ver
que estas operaciones son las inversas de las ‘que propo-
nemos en este Tomo niim.37 1 y 56 4. Supongamos que <=
sea la expresion de la subtangente de una curva; por ser
%’- la formula general de la subtangente', serd i:— —= %‘-,
de donde saldrd 2y*dy —aydx , 2ydy — adx , é integran-
do sacarémos ffi: ax, 6 yy—ax , que es la equacion de
una pardbola cuyo pardmetro es a.
El célculo de las variaciones , invencion del ‘célebre
M. de la Grange, consiste en hallar las variaciones que pa-
decen cantidades compuestas’, como se quiera, de dos va-
riables % € y , siempre que la equacion 6 relacion primitiva
entre dichas dos variables llega 4 padecer una mudanza qual-
quiera infinitamente pequefia. Sea , por egemplo , la equa-
cion ax =y, que corresponde 4 una pardbola, cuyo pa-
rdmetro es @ , la abscisa x', y la ordenada y', y expresa
la relacion entre @ ¢y ; si en esta equacion hacemos una
alteracion infinitamente pequeiia ( y esto se puede ‘egecu-
tar de mil modos distintos ) si afiadimos , pongo por caso,
al pardmetro una cantidad infinitamente pequefia & , por
manera que dicho parimetro llegue 4 ser a —+da , es evi-
dente que 4 fin de que sea gy = el producto (s da)s,
se-
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serd preciso afiadir tambien 4 la variable y un im:f'e—
mento infinitamente pequefio &y , para sacar la equacion
variada (@ = da)x = (9 -+ dy)*, la qual discrepa i[’lﬁnita—
mente poco de la primitiva gy =— ax. Dicha equacion va-
riada corresponde 4 otra pardbola , cuyo parimetro es
a—-3da , la abscisa x , la misma que antes , y . la ordenada
y 3y que solo discrepa de la ordenada y correspondien-
te 4 la abscisa # de la primer ‘pardbola , una canti-
dad dy infinitamente pequeiia.
¢ Se considera , pues, dice Leonardo Euler (41),
,, en el célculo de las variaciones la relacion que hay , sea
»y 12 que fuere , entre dos variables qualesquiera , expre-
,, sada con una equacion qualquiera , por .cuyo medio se
,, determinan en virtud de cada valor particular. que se la
,,d4 4 &, los valores correspondientes de y , suponiendo
,, entonces que 4 cada uno de los valores de y se le afia-
,, den , sea como fuere , unos incrementos infinitamente
,, pequeiios , de modo que sus valores variados discrepen
,, infinitamente poco de los verdaderos que se deducen de
,, 1a equacion primitiva ; en este sentido se dice que va-
,, ria la relacion entre & é y, y dichas particulas infini-
,, tamente pequefias se llaman aiiadidas 4 los valores de y.
,, Pero es de suma .importancia tener presente que las va-
,, riaciones 6 incrementos que se conciben afiadidos 4 ca-
,, da valor de » , ni son iguales entresi, ni dependientes
¢ 4 55 UNOS

(41) Enel tom, III. de su cilculo integral , pig. 161 , ¥ sig
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»» unos de otros ; pendiendo tanto de nuestro arbitrio

»» todos ellos , excepto uno 6 algunos correspondientes 4

s» ciertos valores de y, se ‘pueden considerar como nulos '
»» Estas variaciones no guardan ley ninguna , ni la rela-

»» cion primitiva entre x é y influye en la determinacion
»» de estas variaciones , que hemos de considerar como en-
s, teramente arbitrarias.

» De aqui se evidencia que las variaciones son to-
» talmente distintas de las diferenciales , aunque ambas son
» infinitamente pequefias , y se desvanecen del todo ; por-
» que la variacion de y pertenece al mismo valor de - «,
s» siendo asi que la diferencial de la misma Y 6 dy, cor-
3» responde al valor de x aumentado » 04 v~ dx.

» Por la idea que hemos dado en general del cilculo
» de las variaciones , prosigue el citado autor » queda du-
5» doso de que sea de mucha utilidad »'Y asinos detendremos
»» 4 manifestar su origen, refiriendo con qué motivo se ha
»» inventado. Ha dado principalmente ocasion 4 este inven-
» to la resoluc:on de las cuestiones, cuyo objeto es deter-
», minar las curvas que gozan cierta ‘propiedad de m4ximo
» 0 minimo ; y por no obscurecer este punto proponiéndole

»» con mucha generalidad , nos pararémos 4 considerar la

s cuestion , que se dirige 4 hallar la linea curva , por la

» qual cae un cuerpo, con la circunstancia de que en el
s»- menor tiempo, posible  baxe desde un punto dado 4 otro
»» punto dado. La naturaleza de los miximos y minimos
sy €St4 manifestando desde luego que la curva ha de ser

» de

> que
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,, de tal naturaleza , que si en su lugar se substituyere
,, otra que discrepe infinitamente poco de ella , el tiempo
,, de la baxada serd de todo punto el mismo. Por consi-
,» guiente la cuestion se debe resolver de manera que mi-
,» rando como dada la curva pedida , el cdlculo quadre
,, tambien con otra curva que se diferencie infinitamente
,, poco de_ella, con el fin de calcular por este medio la
,, diferencia que resulta en la expresion del tiempo ; por-
»» que haciendo despues igual con cero esta diferencia , se
,, inferird la naturaleza de la curva pedida. Pero estas cur-
,, vas que discrepan infinitamente poco de la que se bus-
,, ca se determinan comodisimamente con suponer que 4
» las aplicadas correspondientes 4 cada abscisa se las afia-
,, den 6 quitan porciones infinitamente pequefias , 6 con
5, Considerar que padecen variaciones. Por lo comun
, basta considerar esta. variacion en sola una aplicada,
,, bien .que no tiene inconveniente alguno considerarla en
,, muchas , 6 en todas ellas , siendo siempre indefectible
», llegar 4 una misma resolucion. Por este medio, no solo
s, e hace mas patente la excelencia del método;, sino tam-
,», bien se consiguen mas completas las resoluciones de las
»» Cuestiones 4 que se aplica , de modo que se extiende
,» igualmente 4 cuestiones propuestas con otras circuns-
»» tancias.”
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INTRODUCCIO N.

) & A teorica de las lineas curvas compone un ramo

de lasMatem4ticas muy dilatado, cuya importan-
cia corre parejas con su estension. Si la mira principal con
que escribimos esta Obra no' sefaldra limites muy angostos

4 los tratados de que debe tegerse , nos empenariamos gus-

tosisimos’ en las investigaciones peculiares 4 este asunto;

pero 4 pesar de la obligacion que nos corre de cehirnos, no
podemos dejar de tocar como de paso los fundamentos de la
doctrina de las eurvas algebraicas : lo que en orden 4 estas

‘digéremos servird como de introduccion 4 lo que llevamos

dnimo de probar acerca de las curvas llamadas secciones co~
nicas.

2 Las lineas.curvas han de ser regulares para poder
servir de egercicio 4 una geometria rigurosa : quiero decir,
que han de ser detal naturaleza que se-puedan trazar en
virtud de una ley constante , que determine la situacion &
posicion de todos sus puntos. Toda linea regular tiene al-
guna propiedad uniforme que conviene igualmente 4 todos
sus puntos, y que no conviene sino 4 ellos , y esta propie-
dad constituye la naturaleza 6 esencia de dicha linea. La
naturaleza del circulo, por egemplo , consiste en la igual-

Tom 111, A dad
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lo mMoim!' M trazado desde el centro C con el radio CM, Fig.
se nos pida la equacion que espresa su naturaleza. Sefalo 4 2.

Fig. dad de sus radios , cuya igualdad distingue la circuinferen-
cia del circulo de otra qualquiera linea curva , y determi-

na la posicion de todos los puntos de la linea circular , fi-
jéndolos todos 4 la misma distancia del centro. |

3 El principio fundamental de quanto han escrito los
modernos acerca de las curvas consiste en espresar su esen-
cia por una equacion algebraica. En el plano en que estd
‘trazada una linea curva MM, se toma 4 arbitrio un punto
fijo A llamado e/ origen ,.por el qual se tiran 4 discrecion
dos rectas 4B, AD. Desde cada punto M de la linea MM,
se tiran rectas MP , MQ,, paralelas 4 las rectas 4B , AD
hasta que las encuentren. La una, como P 6 suigual 4Q,
se llama la Ordenada 6 Aplicadn : la otra , como MQ 6 su
igual AP, se llama la Abscisa. Por lo que, la recta AB se
llama /a Linea 6 el Ege de las abcisas,y la recta AD la Li-
nea O el Fge de las ordenadas,y el nombre de Coordenadas
se dd 4 la abscisa y ordenada juntas pertenccientes 4 un mis-
mo puntos MPy MQ, , 6 MPy PA, 6 finalmente MQ y
QA son las coordenadas del punto A, |

4  La propiedad peculiar 4 cada punto de una li-
nea regular (2 ) que constituye su caracter y dis-
tingue los puntos que la pertenecen de los que no son st~
yos , se reduce 4 cierta relacion entre las coordenadas que
s cifra en una equacion algebraica indeterminada , cuya
equacion se llama /a Egquacion de la curva , cuya naturaleza
espresa.

5. Supongamos que siendo dado poregemplo, el circu-

lo
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arbitrio el origen en el punto .4, tomo AB por la linea de
las abscisas , y 4D perpendicular 4 4B por la linea cilc las
ordenadas , y si desde un punto A tomado 4 arbitrio en
la circunferencia , se tiran P, MQ, paralelas § AD, AB,
serdn MP , MQ las coordenadas del punto /. Se me pi-
de, pues , la equacion indeterminada que esprese su rela-
cion de un modo general 5 esto es, que esprese no la rela-
cion particular de las rectas MP , MQ trazadas en la figu-
ra , sino la razon general que hay entre la ordenada y la
abscisa de un punto qualquicra de la circunferencia. Se
ha de sacar esta equacion de la propiedad que tiene cada
punto de la circunferencia mMim "M’ de estar 4 una dis-
tancia fija CM del centro C.

Pende, pues, esta propiedad de la longitud dada del
radio CM , y de la situacion dada del centro C. La situa-
cion del centro C respecto de las rectas 4B, AD , 4 las
quales se ha de referir todo , estd determinada con tirar
las rectas CF, CE paralelas 4 AB , AD. Porque siendo
dada la posicion-del centro C',y delas rectas 4B, AD,
ser4 tambien conocida la cantidad de las rectas CF', CE;5 y
reciprocamente , siendo dadas de posicion las rectas CE y
CF', estar4 determinada la posicion del centro C.

Representemos por letras estas rectas dadas » Yy llame-
mos CE ,a; CF, b5y el radio CHM, r. Representan, pucs,
las letras a , &, r cantidades constantes , que son siempre

A2 unas
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unas mismas en qualquiera punto de la circunferencia que
esté el punto A, por ser independiente su cantidad de Ia
eleccion del punto . Pero si representamos la abscisa AP
O MQ por la letraw, y la ordenada MP 6 A4Q por la le-
tray : estas dos leras & € p espresatdn cantidades varia-
bles. Porque como busco una equacion que convenga igual-
mente 4 todos los puntos de la circunferencia , esto es, una
equacion , que del mismo modo que espresa la relacion en-
tre las coordenadas AP , PAZ del punto M, esprese tam-
bien la relacion de las coordenadas AP, P'm’ de otro pun-
to qualquiera 7’ de la circunferencias es preciso que es-
prese indistintamente la letra & la abscisa AP, y la abs-
cisa AP', y en general una abscisa qualquiera, y ha de
espresar tambien la letra y la ordenada PJZ, y la orde-
nada P'wl, y en general una ordenada qualquiera : te-

niendo presente que x ¢ y espresan en la equacion las coor-

denadas de un mismo punto , bien que de un punto qual--

quiera.

Para darnos mejor 4 entender cifidmonos al punto 77,
Si su ordenada PM corta la recta CF en G , tendremos
GU— MP—PG=MP— CE—=y—a,y(CG=CF

—FG = CF — AP = b — . Pero por ser rectdngulo.

el tridngulo CGM , los quadrados de GM y CG juntos val-
drdn ¢l quadrado de la hypotenusa C, Luego (y —a)*—+=
(G )l = 19510 99— 289~ A = bb—— 2. b - dpip =
Esta equacion no es privativa del punto /M : conviene igual-

mente § otro punto qualquicra de la circunferencia , pongo

por
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y / .
: { Fig.
por caso , al punto 7. Porque respecto de este punto m , Lig

/ T a2 S i :
tenemos G =P —PG=mP—CE—y—a,y 2

CG/— FG' — FC = AP'~— FC—x—b. A masde
esto Cm/—CM —r. Luego la equacion (' G == (CG')*
=(Cm /Y= que se saca del tridngulo rectangulo CG'w, es-
presada analyticamente setd (y — a)* 4+ (» i b)* :'rr,
by — 2ay ——aa -+ &8 — 208 bb—=— rr, la misma
cabalmente que nos dio el punto /.

Representa , pues , analyticamente esta equacion la
naturaleza del circulo. Es de aquellas 4 quien los Analys-
tas llaman indeterminadas , porque contienen dos incogni-
tas , 6 por mejor decir dos variables;, cada una de las qua-
les tiene una infinidad de valores , pero que estan con tal
dependencia la una de la otra en virtud del enlace que en-
tre ellas representa la equacion , que determinada la una de
las dos variables , qﬁeda tambien’ determinada la otra. Si
queremos que en la equacion gy — 24y =+ 4d —= X¥ —
2bx — bb = rr , represente la variable # la abscisa deter-
minada AP que llamaremos ¢ , la equacion indeterminada
se transformard en estotra igualdad determinada yy — 2ay
- aa == ¢¢ ——2bc =~ bb — rr , en la qual y , que ya no
es variable, sino incognita , espresa cl valor de la ordenada
determinada P, Y si le diéramos 4 » el valor d , que su=
pondremos ser el de la abscisa AP'; 1a equacion indeter-
minada se transformaria en estotra determinada gy — 24y
g ~— dd — 2bd = bb = rr , donde y , que y4 ¢s de-

[ f
terminada , representa la ordenada P
Tom IIL. A3 Po-
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6 Podriamos representar por una equacion mas sen-
cilla la naturaleza del circulo , fijando en otro punto el ori-
gen. Si le sefaldramos en el centro, siendo siempre las coor-
denadas perpendiculares entre si, la abscisa & seria CP , y
la ordenada , seria P 5y como en el tridngulo rectdngu-
lo CPM, los quadrados de las coordenadas son iguales al
quadrado del radio , sacariamos para el circulo la equacion
XX~y =11, Oy == 11— xx.

7  Sacarfamos tambien para representar la natura-
leza del circulo una equacion mas sencilla que la prime-
ra (5 ), sila sacdsemos de otra propiedad de la mis=
ma curva. Consiste en que la perpendicular P/ baxada des-
de un punto M (L.474 ) del circulo 4 la linea AB , es
media proporcional entre las dos partes 4P y PB. Llama-
xémos , pues , 4B , a3 AP, x5 PM,y ;serd PB — AB—
«AP=—a-— x5y pues suponemos AP: PM :: PM : PB,
serd , substituyendo en lugar de estas lineas las letras que
las representan , & : y :: » : @ —a 5 de donde saldrd multi-
plicando estremos y medios gy = ax — xx , que tambien
espresard la naturaleza del circulo.

8  Puede, pues, ser representada una misma linea
por equaciones diferentes , cada una de las quales la repre-
senta, digamosloasi , con distinto respecto. Consiste en gran
parte la Analysis de las curvas en determinar de tal modo
la posicion de los eges , que resulte para espresar una curva,
1a equacion mas sencilla , 6 la mas adequada al intento que
lleva el calculador.

An-
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o Antes de pasar adelante conviene prevenir que Fig.

hay curvas regulares , cuya naturaleza no se puede espre-
sar por una equacion analytica.

Supongamos , por egemplo , que sobre el didmetro AB
se trace un circulo ADB, y que bajando desde cada punto
de la circunferencia una perpendicular DP al didmetro 4B,
se la prolongue hasta A1 de modo que sea P igual al arco
correspondiente 4D : la curva AMC que pasare por todos
los puntos M, serd regular por ser trazada en virtud-de una
ley constante. Sin embargo no es posible cifrar su natura-
leza en una equacion algebraica', porque considerando co-
mo abscisas los senos versos AP, no se conoce medio algu-
no algebraico para espresar su relacion con los arcos AD,
& con las ordenadas PAZ que son iguales 4 estos arcos , cu=
yo valor no se puede hallar exactamente.

A esta especie de curvas las llamamos Curvas #rans=
cendentes , mécanicas ‘& irracionales : para distinguirlas de
aquellas que podemos representar por equaciones algebrai=
cas , por cuya causa las llamamos curvas algebraicas , geo=
métricas 6 racionales. Para las curvas transcendentes es in-
dispensable una especie de analysis conocida con los nom=
bres de cdlculo infinitesimal , diferencial 5 calculo fluxio
nario & cdlculo de las fluxiones 5 de que trataremos mas}adc-
lante.

1o La diferencia esencial que hay entre las cur-
vas geométricas y mecénicas , se percibird mucho mejor
quando hubiéremos tratado de unas y otras; por ahora nos

Ag ce-
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Fig. cefiirémos 4 especificar algo mas , aunque sea 4 costd de

una repeticion , las sefiales caracteristicas de las curvas al-
gebraicas. Es algebraica una curva 1.° Quando las dos co-
ordenadas AP , P son dos lineas rectas finitas que con-
curren en un punto P donde forman un 4ngulo dado APM.
2.° Quando la una de las coordenadas AP empieza cons-
tantemente en un punto fijo .4, y se toma en una sola
linea ZPP’; y la otra ordenada PM , P/ es siempre pa-
ralela 4 si misma. 3.°Quando su equacion puede no llevar
mas que dos incognitas x é » , que representan las coorde-
nadas , y no contener sino especies que representen canti-
dades finitas. 4.° Su equacion ha de espresar la relacion
entre cada punto de la curva cuya equacion es, y cada pun-
to de la linea recta 4 la qual se refiere la curva: de modo
que para cada punto de la curva sea siempre una misma
la equacion.

11 Quanto declaramos en esta introduccion debe
solo ‘entenderse de las. curvas algebraicas que distingtimos
en finitas, infinitas , y mixtas. Una curva es Infinita quando
tiene ramos que se estienden -al infinito , como las curvas
A,B,C,D, E, F. Es Finita una curva quando estando
ceflida en un espacio limitado vuelve sobre si, ora no dé
mas que una vuelta ; como el circulo 11 como ‘el dvalo G,
ora se anude , y vuelva 4 anudar muchas veces como
un 8 , 6 como las figuras 4 ; I, K , L, M. Finalmente 4H1a
Uamamos Mixta quando. despues de haber: dado algunas
Vueltas en un espacio finito donde se dobla » ‘artroja- por

fin

S
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fin ramos al infinito , como N, 0, P, Q.

12 Todas estas inflexiones y curvaturas, y en ge- 8.

neral todas las singularidades de las curvas algebraicas, es-
tan tan fielmente cifradas en la equacion que espresa su na-
turaleza , que la curva trazada en el papel nada ofrece 4la
vista que no pueda leer en su equacion el que supiere des-
cifrarla. Sucede atin que halla la Analysis en una curva cal=
culando su equacion, singularidades que nunca podrian ave-
riguar los sentidos por otro camino.

Para enterarse del modo con que representa una equa-
cion el contorno de una linea , es menester considerar que
la abscisa que es cero en el origen , v4 creciendo por todos
los grados imaginables hasta el infinito , asi positivo, como
negativo. La letra # que representa la abscisa, tiene pues
succesivamente una infinidad de valores diferentes positi-
vos y negativos. Substituidos estos valores unos despues de
otros en la equacion indeterminada de Ia curva , la transfor=
mar4n en otras tantas equaciones determinadas en que no
habrd mas incognita que p , cuyos valores serdn las raices
de dichas equaciones. Estos valores O raices espresan las
ordenadas que cotresponden 4 cada abscisa. Por lo que, tie~
ne cada abscisa en su estremo una 6 muchas ordenadas, se-
gun tiene una 6 muchas raices la igualdad en que se trans-
forma la equacion de la curva , quando se substituye en ln-
gar de « el valor de la abscisa. Como la linea curva pasa por
todos los estremos:de estas ordenadas, tendrd tantos ramos

quantos fucren los valores de » en la equacion. Y quando pue-
de
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de el Algebra hallar estos valores , por ellos se conoce st
los ramos 4 que pertenecen son finitos 6 infinitos, qual es
su direccion y posicion: en una palabra, quanto tienen de
notable.
Ast la equacion del eirculo dada arriba ( 5 )
I —= 20y ~= 04 = X% — 208~ bb=—1rr, 6 yy—2ap
= a0 =11 —bb ~ 2bx — xx, 6 (y—-a)"::rr——:
bb ~~ 2bx — xx, tiene dos raices ¢ valores diferentess
es 4 saber @ V(17 —bb—~+ 265 — xx), y 4 —\/ (rr—=b5
—+ 20%— xx). Por lo que, cada abscisa AP — x ticne dos
ordenadas y=— PM 6 PM'. Tiene pues la curva dos ramos
que son las dos semicircunferencias , la superior mMm'm" 5
y la inferior mM'm”, La primera pasa por los vértices de
todas las ordenadas PM —y iguales 4 @ =~ V/(rr— b —=
268 — xx) , y la segunda por los estremos de todas las
ordenadas PM' =y iguales 4 @ — V/(rr — bb — 203
— ).
Pero en estotra equacion indeterminada xx ~~ 6o —t=

'§aa — 6ay = o, no tienc mas que un valor =
< a. Por consiguiente cada abscisa de la curva que repre-
senta esta equacion no tiene mas que una ordenada. Hablan=
do con propiedad no tiene la curva mas que un ramo ' pero
€ste ramo se cuenta por dos , porque se estiende al infinito
4 la parte positiva y 4 la parte negativa.

i 13 No solo indica la equacion de una curva el
numero de sus ramos, sino que sefiala tambien su posicion.
Los valores positivos de & representan abscisas positivas, y

los
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los valores negativos de x representan abscisas negativas. Fig.

Asimismo los valores positivos de y representan ordena-
das positivas , y los valores negativos de y representan
ordenadas negativas. Es uso comun , aunque arbitrario y,
libre , tomar las abscisas positivas 4cia la derecha, y las
negativas 4 la izquierdas las ordenadas positivas encima
del ege de las abscisas , las negativas debajo. El 4ngulo
BAD se llama el Angulo de las abscisas y ordenadas posi-
tivas 6 el Angulo de las coordenadas positivas , porque qual-
quiera de los puntos de la curva que se hallare en este dn-
gulo , tendrd positiva su abscisa y su ordenada. Por la mis~
ma razon BAd es el Angulo de las abscisas positivas y -de
las ordenadas negativas; DADb el Angulo de las abscisas ne=
gativas y de las ordenadas positivass y finalmente dAb se
llama el Angulo de las abscisas y ordenadas negativas, 6 el
dngulo de las coordenadas negativas.

14 Quando puede resolver la analysis la equacion
de una linea curva , sus raices manifiestan la posicion de los
ramos de dicha curva,y sefialan en qué 4ngulo 6 en qué 4n-
gulos caen estos ramos. Quando en una raiz siendo positivas
las & , lo son tambien las y , el ramo que dicha raiz repre-
senta, est en el dngulo de las coordenadas positivas s pero si
las & positivas dén y negativas, estd el ramo en el 4ngulo de
las ab abscisas positivas, y de las ordenadas hegativas. Silas
¥ negativas hacen positivas las » , estd el ramo en el 4ngulo
de las abscisas negativas y de las ordenadas positivas s pero si

4 las & negativas corresponden » negativas , estd el ramo
en

)
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en el dngulo de las coordenadas negativas,

As, en la curvarepresentada por la equacion #x—— 6 ax
~ 54— 64y =0, 6 y == ~+ & ~+ >4, manifiesta
la equacion que en el origen donde & es cero, el valor de
es = a. Es pues 4o — L4 el valor de la primera ordenada.
Suponiendo despues x positiva , se echa de ver que 4 me-
dida que v4 creciendo , los términos =y « crecen tambien
sin que disminuya el término constante -5 de donde resul«
ta , que creciendo la abscisa & , la ordenada J =% 4+«
~~ @ que es positiva , crece tambien, Luego del lado de
las abscisas positivas no tiene la curva mas que un ramo ad,
que estd todo entero en el 4ngulo de las coordenadas positi«
Vas, y que saliendo del estremo a de la primera ordenada
Aa, se aparta al infinito del ege de las abscisas , y del ege
de las ordenadas.

Para conocer el curso de esta misma linea 4cia el lado
de las abscisas negativas, haremos 4 negativa, cuyo supues-
to transforma la equacion y = X —-x — a en J =
% =+ Za. Donde se ve que mientras fuere # menor que 64,
= no aumentard tanto el término constante -—g—a , como le dis-
minuird el término negativo — x. V4, pues, menguando al
principio la ordenada y , 4 medida que crece ¥ negativa, de
modo que y, que en el origen era L , disminuye hasta ser
cero , en llegando 4 ser & igual 4 @, Porque entonces y es
6 — @ —+ La=— 0. Si se toma pues la abscisa negativa
<E igual 4 a, la ordenada de esta abscisa serd cero , €sto
¢s la curva aE pasard por el punto E del ege de las absci-

sas.
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sas. Si prosiguiere creciendo la abscisa « 4cia la parte nega- Fig.

tiva , llegardn 4 ser negativas las ordenadas , y lo son hasta

que llegue 4 ser ¥ == 5a — AI. Entonces vuclve 4 ser la

ordenada igual 4 cero, y =5% — 5a —+ Sa=—o. la

curva , despues de haber pasado por debajo del ege de las
abscisas hasta cierto término , vuelve 4 subir , y corta di-
cho ege en el punto I distante 5a del origen A. Prosiguien-
do en crecer la abscisa #, siempre del lado negativo, vuelve
4 ser positiva la ordenada y , y llega 4 ser igual 4 la prime-
ra ordenada Ag — —Z—a, quando ¥ vale 6a. Creciendo des<
pues siempre & , el término positivo = es mayor que el tér-
mino negativo — & , y V4 siempre creciendo la orde-
nada y 4 medida que crece la abscisa , de donde resulta el
ramo infinito Jm que sc aparta al infinito del uno y otro

ege.

Se har4 facilmente cargo de todo esto, y verd paten-

temente el curso de la linea , el que substituyese succesiva-

mente en la equacion y == Z ~=& — Sa , diferentes valo-.

res en lugar de ¥ , como 34, 24 ,8,0 —a,—2a, — 34,

—4d,— 5a,— 6a,— 7a &c. y verd que 4 estas abs-
cisas corresponden las ordenadas 5<a , 354, 24, %2, 0,
~— 5@, ——3a; — +a4,; 0, +a, 2a. Hecho este célculo,
podrd trazar por puntos la porcion de la curva que coge
desde la abscisa 34 hasta la abscisa — 74, quiero decir,
que podrd determinar once puntos de la curva , bastante
inmediatos los unos 4 los otros , para que sea facil trazarla
con alguna exactitud , tirando con mano suelta una linca

cur-
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curva por estos once puntos. Para cuyo fin , despues de tiri-
das dos rectas AP, A4Q que se corten, si se quiere, 4 dngulos
rectos , en el punto 4 donde estard el origen, se tomardn en
el ege de las abscisas 4P, 4 mano derecha , tres partes AB,
BC, CD iguales 4 la recta dada @ , para sacar las tres abs-
cisas positivas AB=—a , AC=—=2a,y AD=—=13a, y 4
mano izquierda siete partes tambien iguales, para determi-
nar las siete abscisas negativas AE—-—a, AF —— 24,
AG=r—=3a,: AH = qa sidl.=~Lisai;cAL =
~ 6a; AM — — 7a. Por los.puntos D, C;'B ; E; F;
G,H,I,L, M sctirardn paralelas 4 4Q , que serdn las
ordenadas de dichas abscisas , y se las dar4 la longitud cal-
culada haciendo Dd = 5<a,Cc == 354, Bb —2a , Aa
—=la, Ff=——4a,Gg—=— %a s Hh—=— —a, Ll—
— a4, Mm = 2a. Lospuntosd ,¢,%,a,E,f, g, b, I,
I, m determinados de este modo, son otros tantos puntos de
la curva, que representa la equacion y == = ~+ x —+ %a ,0
%% =+ 6ax —— 544 — 6qy — 0 5 y como estin bastante
proximos los unos 4 los otros , si fuere muy corta la recta a,
se manifestard bastante la forma de la curva , trazando una
linea por todos estos puntos.
15 Si consideramos la curva cuya equacion es xxy
axx

= 24xy — axx¥ —aay — o , 63’:::1-;—?,:_?“?:

a (d ——)*, hallarémos que ¥=—=o0 d4 tambien y—o, de

donde se infiere que pasa la curva por el punto A. Si to-
mamos despues succesivamente' varias abscisas, todas posi-
tivas, mayores las unas que las otras, esto es, si # v4 siem-

pre
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pre creciendo , el numerador y el denominador del que- Fig,

brado —— crecerdn tambiens pero crecerd el numerador
4 proporcion mas que cl denominador. Por lo que, el que-

- —Z- ) ordenada y irdn
brado — y el valor a(a _H) de la Y
creciendo de suerte que el ramo 4B que estd 4 la parte
de las abscisas positivas , se halla entero en su parte su-
perior respecto de la linea de las abscisas, de la qual se
v4 apartando mas y mas. No se aparta sin embargo al in=
finito , sino solo de un intervalo igual 4 la linea recta da-
da a. Porque aun quando fuese # infinita, se deberia, con-
siderar como igual 4 ¢ —+w ( I.183),y w, que es sicm=

* Yt serfa ictual 4 a()? —a.
pre “(::I:;) , seria igual 4 a(=)" = a.

. . ¥
Del lado de las abscisas negativas es mas singulat el

curso de esta curva. Para seflalarle, supondremos ¥ nega-

tiva en la equacion xxy —— 24xy — axx ——ady — O
de la curva, con lo que se transformard en xxy — 2axy

Z o S x 14
——gxx = aay — o ‘que se reduce 4 y —a (—=)*0

a (—"—)L segun fuere ¥ menor 6 mayor que 4. Veamos
X—a

desde luego que ordenadas corresponden 4 las abscisas me-

nores que 4. Se echa de ver que quanto mas creciere ¥, tan-

pd £ X
~to mas crecerd el numerador del quebrado ——, y men-

guard cl denominador. El aumento del uno y la diminn-
cion del otro contribuyen para que aumente el quebrado.
Por consiguiente la ordenada y —a (ﬁ?}z crecerd con la
abscisa , pero con tal rapidez que llegard 4 ser infinita quan-
do la abscisa # = AC llegare 4 ser igual 4 a. Porque enton-
cesy=—=CDes—ua (;ﬁ; » —Z°: pero una cantidad fini-

fa
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ta a’ dividida por o representa el infinito (1. 180), por-
que el cero 6 por mejor decir una cantidad infinitamente
pequefia cabe una infinidad de veces en una cantidad fini-
ta. Siendo despues la abscisa # mayor que @, la ordenada
Piz= a(ﬁ—;}‘ serd al principio 'excesivamente grande, pot
ser. excesivamente pequeho el ‘denominador @ —a. Pero 4
medida que creciere &, crecerd tambien el denominador y
aun ‘con mayor proporcion que el numerador, de suerte que
menguard la fraccion'y con ella la‘ordenada y. Sin embar-
go no llegard sino hasta cierto punto esta diminucion s por-
que en llegando 4 ser infinita la abscisa, el denominador
# — a se deberd considerar como (IL 183 ) igual al nume=
tadot #.'Es 5 pues ; ‘entonces p==d(=)* == 4. :Este ramo
EF de la curva que corresponde 4 las abscisas negativas
fnayores que a; viene pues desde el infinito acercdndose al
ege de las abscisas: pero nose acerca mas que de la canti-
dad a.” Todo el curso de la linea es ; con ‘poca diferencia
qual se representa en BADEF que ha sido trazada por pun-
tos en virtud del cdlculo de las ordenadas cuyo resultade
es el signiente, 4
T 3
2

’3‘“1 % %‘a) a, 9a, iﬂf: 9a, 44, —?{a’
16  Aunque los dos ultimos egemplos estdn ceidos

d) O’
4 casos particulares , nos autorizan sin:embargo para in=-
ferir dos consecuencias cuya generalidad se viene 4 los ojos.

1.° Una linea algebraica pasa por el origen, quando
es tal su equacion , que el supuesto de ¥ == o di y—o,

7’

Q

& == inf.3a, 20, 4, 0;—taj——d,—34,—a,—1+d,— 20, — 3.0, —ilfi.|

p— 9
,y e do i'aa’ d'.
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6 esy — o una de sus raices; 6 quando en el supuesto Fig,

de y— o0, es & = o una de sus raices.

Por egemplo, si en la segunda equacion ( 15 )
2XY == 24xy — axy —+ aay = o hacemos ¥ == o, se re-
ducird 4 aay =— o , cuya raiz es y — o. Luego 4 la absci-
sa cero , quicro decir en el origen, corresponde la ordena-
da cero. Es, pues, ninguno el tamafio de la primera orde-
nada , se reduce 4 un punto , y la curva que por precision
ha de pasar por el vértice de todas las ordenadas , pasa por
el origen.

Perox — o d4 y—o , siempre que la equacion de
una linea no lleva término alguno constante , en que no esté
ninguna de las indeterminadas & ¢ p. Porque si en dicha
equacion hacemos ¥ — o, todos los términos que llevaren
x desaparecerdn , y todos los términos que quedaren estardn
multiplicados por » , pues suponemos que no tiene término
ninguno que no lleve 6 & 6 . Por consiguiente todos los
términos que quedaren desaparecerdn en el supuesto de y=—=o.
Forman , pues , una equacion que tiene una raiz y = o.
Luego 4 la abscisa # ==o corresponde por lo menos una
ordenada y == o. Luego finalmente toda linea, en cuya
equacion no hay término alguno constante , pasa por el
origen. :

17 . 2.° Para hallar en que puntos una linea algebrdica
corta el ege de las ordenadas,no hay sino suponer en su equa-
cion w==o. Los valores de » que se sacaren de¢ la equa-~
clon que diere este supuesto, determinardn los puntos don<

 Tom.III, B ' de
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de la linea corta el ege de las ordenadas.

Asi , en el egemplo propuesto ( T 4 ) con hacer x—o
en la equacion y — £ -+ & —+ 24, resultay = +a. Por
cuya razon no pasa la curva por el origen A, pues ¥=—=o0
no dd y = o pero pasa por el punto @ de la linea de las
ordenadas que estd 4 la distancia Aa = +a del origen,
porque ¥ = o di y = ~a. '

Del mismo modo para averiguar en que puntos una li-
nea algebraica corta el ¢ge de las abscisas , se buscardn los
valores de & en la equacion despues de transformada en otra
con  suponer y = 0. '

En la misma equacion y == 2 — & — 2a O 5& —=
6ax —+ 5aa — 6ay = o , si hacemos y =—= o , saldrd xx
—+ 6ax —+ 5aa, que tiene dos raices, es 4 saber ¥ ——a,
y ¥ — — s5a; por donde se echa de ver que encuentra
la curva el ege de las abscisas en dos puntos E, Is esto
es cn los estremos de las abscisas AE——a, y Al =
—5a. '

18  Pende pues la posicion de los ramos de una li-
nea curva de sus abscisas y ordenadas, segun fueren  posi-
tivas 6 negativas, y manifiestan en qual de los quatro 4n-
gulos de las coordenadas estdn. Pero merecen tambien. ser
atendidas estas ordenadas aun quando las suministra imagi-
narias la equacion, y seflala que son imposibles. En: este
caso desaparece la curva en todo el espacio 4 que corres-
ponden las ordenadas imaginarias. Desaparece enteramente
0, por mejor decir, no representa la equacion curva algu-

na,

=T

B e
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na, quando son imaginarias todas sus raices.

19 Una sola equacion puede representar el conjunto
d sistema de muchas lineas trazadas sobre un plano. Esto
sucede quando la equacion es el producto de muchas equa-
ciones racionales que representan diferentes lineas que tie-
nen un mismo origen y unos mismos eges. Porque si or-
denamos muchas equaciones de modo que su segundo miem-
bro sea cero, y las multiplicamos unas por otras; su pro-
ducto formard una equacion que tendrd por raices las raices
de todas las equaciones de cuya multiplicacion resultare.
Luego ya que cada raiz de una equacion indeterminada
espresa un ramo de la linea que representa dicha equacion
(12 ), el producto de muchas equaciones representard
la curva que tendrd todos los ramos de las lincas parti-
culares cuyas equaciones hubieren formado el producto.
Representard , pues , el sistema de todas las espresadas lis
neas.

20 Por consigniente quando pudiere resolverse una
equacion en otras equaciones racionales, serd la linea que
representa , el sistéma de diferentes lineas. Pero quando
fuere irreductible una equacion, quando no tubiere divi-
sor alguno racional , la linea que espresare deberd consi-
derarse como una sola linea , aun quando tubiese ramos
separados los unos de los otros.

21 Las lineas algebraicas consideradas analyticamen-
te se dividen en varias ordenes , segun varian los grados
de sus equaciones, cuyos grados penden, del mismo modo

B2 que

Fig.
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Fig. que en las equaciones determinadas, del grado 4 que as-

ciende el término mayor de la equacion. Pero como en
las equaciones de las lineas algebrdicas hay dos indeter-
minadas x € y, el grado de cada término se regula por la
suma de los esponentes de las potencias de x é y. Los tér-
minos que no tienen sino constantes en que no hay ni
x niy, son del grado cero. Los que no tienen sino una
% sin g, 0 una y sin & , pero en los quales esta jndeter-
minada puede estar multiplicada por un coeficiente 6 una
cantidad constante qualquiera, como 4y O cx, son térmi-
nos del primer grado. Los términos del segundo grado son
aquellos en que estd xx, xy O yy. Pero x5,, XX 5 X9y, 3
son los términos del tercer grado &c.

22  Se puede pues formar respecto de cada orden de
lineas una equacion general que represente todas las lineas
posibles de dicha orden, las quales se dividen y subdivi-
den despues en géneros y especies segun varfan los coe-
ficientes que multiplican los términos de dichas equacio-
nes, La equacion @ —= 4y —=cx — o espresa la natura-
leza de las lineas de primera orden, porque no hay en
ella término alguno que pase del primer grado. La equa-
cion a — 4y —+ cx —+ dyy — exy —+ fxx = o representa
las equaciones de segunda orden, porque no contiene tér~
mino alguno que pase del segundo grado.

23 Una cosamuy particular hay que considerar acer=
ca de esta division en ordenes de las lineas algebréicas,y
es que es tan fija y constante la orden de cada curva, que

no

T

T
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no se muda;, aunque se represente por la equacion que se Fig.

quisiere. Quiero decir, que aunque se pueda espresar una
linea curva por una infinidad de equaciones diferentes, se-
gun se mudan el origen y la situacion de los eges; no
obstante , son siempre de un mismo grado estas diferentes
equaciones, y debe por consiguiente ser siempre de una
misma orden la curva.

24  Porque como es arbitraria ( 3 ) la posicion y el
origen de la linea de las abscisas, se puede mudar siem-
pre que se quiere esta posicion; de.donde resultan ( 8 ) di-
ferentes equaciones , que representan todas una misma
curva. En muchisimos casos es de suma importancia trans-
formar , segun los fines que lleva el calculador, la equa-
cion de una curva en otra equacion que esprese la rela-
cion de otras coordenadas de la misma curva., Declararé-
mos en general como esto se puede egecutar.

Supongamos que siendo /N una linea algebrdica cu-
ya naturaleza estd cifrada en una equacion qualquiera, que
sefiala la razon que hay entre las coordenadas AP y P,
se pida una equacion que esprese la razon entre otras coor-
denadas, como BQ y QM, en el supuesto de ser dados
de posicion los origenes 4 y B, igualmente que los eges
AP ; AHs5 BQ, BI. Por los puntos BQ estremos de la
abscisa BQ), se tirardn las rectas BC, QE paralelas 4 AH,
¥y que rematen en AP; y las rectas BD, QF paralelas &
AP y que rematen en PJM. Llamemos AP, x5 PM, y;

BQ, 25 QM, us AC, m5 BC, n. Fuera de esto, como to-
TomIII. B3 dos

v
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Fig. doslos 4ngulos de los tridngulos BQG y MQF son dados, es

tambien dada la razon de sus lados, porque una vez que
son dados los 4ngulos, son conocidos sus senos, cuya ra<
zon es la misma que hay (L 67 1 ) entre los lados opuestos
4 dichos 4ngulos. Espresemos la razon entre BQ v BG
por la razon de 1 4 p. Luego BG — pz, porque I:p::
BQ: BG — pz. Espresemos la razon de BQ) 4 QG por 1: g,
en cuyo supuesto serd QG == gz. Si espresamos la razon
de QM4 QF por 1: 7, ylade QM & MF por 1: 5, OF
setd — ru, y MF — su. Luego por set AP = AC—+ CE
UL BP == AC~~ BG—=QF;; iy por sersPM = PD ==
DF -+ FM — BC =+ QG -+ MF, tendrémos x == —+pz
71, é y—=n—+gz—su. Donde sucede que segun fuere la
posicion de los origenes 7, B, y de los eges AP 5l AH:;
BO, BI, algunas de las cantidades representadas por las le-
tras m, n; P, 457, s pueden ser negativas. Pero sea como
fuere, si en la equacion que espresa la razon de las coor-
denadas x, w , se substituye m — pz——7ru en lugar de s
v 7 == qz—+su en lugar de y, la transformada que espre-
sard la razon entre 2 y # , serd del mismo grado que la
propuesta, y serd siempre de la misma orden la curva que
representdre.

El que hiciese estas substituciones en la equacion del
circulo xx ——yy=—rr ( 6 ), sacard una equacion del mis-
mo grado que esta, que representard por consiguiente una
curva de segunda orden, qual es el circulo,

- 25, Resulta, pues, de todo lo dicho ( 24 ) que
pis
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pudiendo variar de infinitos modos, conforme quisiéremos, Fig.

la posicion del ege y ¢l origen de las abscisas A4, se po-
drd representar una misma curva per und infinidad de equa-

cioness por lo que, no sc puede inferir que pertenezcan 4

distintas curvas dos 6 muchas equaciones propuestas, por-
que tengan distinta forma, bien que las curvas distintas
tienen siempre equaciones diferentes. Pero suministra la
analysis medios infalibles para decidir si pertenecen 4 una
misma curva 6 4 distintas , equaciones diferentes que espre=
san la razon que hubiere entre unas coordenadas.

26  Por lo mismo que no muda degrado (2 3)la equa~
cion de una linea algebraica , aunque se les dé 4 sus cootde-
nadas la posicion que se quisiere , sesigue que una linea no
puede ser cortada por una recta , Sino en tantos puntos a lo
mas , quantas unidades hay en el esponente de su ordens esto
es, en un mimero de puntos igual al que expresa la orden de-
la curva + que una recta no puede cortar , por egemplo, una
linea de primera orden sino en un punto , una linea de se-
gunda orden sino en dos puntos &c.

Porque siempre podemos tomar dicha recta por ege de
las abscisas O de las ordenadas si no lo fuere ya s y por esta
transposicion de las coordenadas no muda de orden la curva.
Hecho esto, para hallar todos los puntos donde la curva en-
cuentra la recta, que supondremos ser el ege de las ordena-
das , se ha de suponer la abscisa x ignal 4 cero ( 17 )
y las raices  de la equacion que proviniere de este supues-
to determinardn todos los puntos donde la recta encuentra

B4 la
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la curvas pero el mimero de estas raices no puede sef mas
yor que el niimero de las unidades que espresa el' mayor
esponente de y , y este mayor esponente no puede ser ma-
yor que el esponente de la orden de la curva (21 Yz
luego no puede la reeta encontrar la curva sino en tantos
puntos 4 lo mas quantas unidades hay en el esponente de
la orden de la curva.
27 Es muy posible que la encuentre en menos puntos,
y tambien que no la encuentre en ninguno. Porque en el su-
puesto de ser # == o, puede muy bien suceder que y tenga
su mas alto esponente inferior al de la orden de la curva:
puede suceder que esta equacion’ teriga algunas o todas sus
raices imaginarias; de donde resultan intersecciones imagi-
narias que no existen : puede- suceder que dos ¢ muchas
raices reales de la equacion sean iguales 5 en cuyo caso dos
6 muchos puntos de interseccion se confunden en solo uno.
Seca, por egemplo, el circulo MEF trazado desde el
centto € con un radio CM =—r , y cuya equacion llaman-
do % la abscisa CP, y u la ordenada P es 2z —— uu = r7.
Se pregunta jen quéntos puntos encuentra su circunferencia
la recta 4B que pasa por los puntos 4 y B de los eges
CA, CB, cuyas distancias del origen son C4=—=a,y CB
=64 ¢ Llamemos 4B, ¢, y por causa del tridngulo rectdn-
gulo ACB, tendrémos ¢ == aa —+ bb. Si tomamos 4B por
ege de las ordenadas, considerando 4Q =« como la abscisa
del punto M,y QM —y , paralela 4 AB , como su orde-
nada, tendremos (‘24 ) u = I% y yr=—mae—a—+ZL
La

T T RS AL I
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Ta substitucion de estos valores de z y # en la equacion Fig.

2ax

22 = uu — rr', la transforma en x& — 24x -+ aa —+ —
2oay 2oy 4 B9 — pp & (porque aa ~ bb —cc) en
cc cc
zieyicis ey — :
pX — 20% — dd -+ —= Y gy =rr, que espresa

la naturaleza del circulo respecto de las coordenadas AZQ

y QM ,6 x ¢ y. Sien esta equacion SUPONEMOS ¥ == 0,

2aay
c

minan las intersecciones del circulo MEF, y de la. rec-

ta AB.
Esta equacion es de igual grado que la orden de la cur-

se reducird 4 aa — —+ gy —rr, cuyas raices deter-

va. Puede, pues, un circulo cortar una recta en tantos pun-
tos quantas unidades hay en el esponente de su orden, esto

es en dos puntos : esto se verifica quando las dos raices
aa=t= A/ (a4 —aacc—~rrec) . s . aa—t=a/ (rrcc—aabb) de late

=50 = :
cion aa — 22 —— yy — rr son reales; porque estas raices
<

qua-

espresan las dos ordenadas primitivas 4E , AF', por cuyos
estremos pasa la circunferencia. Pero quando son imagina-

rias estas raices,lo son tambien las intersecciones. Esto su-
aabb

’ ’ b
cede quando rree << aabb , 6 rr < ==, 07 < =5 esto es

quando el radio » =—=CM es menor que %, que es la perpen-
dicular CD” tirada desde el punto C 4 la recta 4”B”. ( El
signo < puesto entre dos cantidades significa que la que
estd del lado dela punta es menor , y la otra mayor). En-
tonces las intersecciones F' y E-desaparecen : la recta no
corta mas el circulo. Si estas dos raices llegan 4 'ser iguales,
como quando rree=—= aabb , 6 r=— “C—b, quando el radio C/M
¢s igual 4 la perpendicular CD’ 5 entances los dos puntos

de
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Fig. de interseccion se confunden solo en uno, y el circulo no

3.

encuentra la recta 4'B sino en solo el punto D,

28 Ya que una recta no puede cortar una linea de
primera orden, sino en solo un punto ( 26 ), lalinea
algebraica de primera orden no puede ser curvas porque una
curva puede siempre ser cortada por una recta en mas de un
punto. Luego no bay mas linea algebraica de primera or-
den que la recta.

Todo esto se confirma considerando las equaciones de
esta orden que no pueden tener mas de tres términos, 4,2y,
v ex. Pero pueden tenerlos 6 todos tres ,6 solos dos , 6 solo
uno , de donde nacen tres casos distintos.

29- CASO L Quando es completa la equacion de
primera otden , esto es, quando tiene sus tres términos, se
pucde siempre suponer que el término constante a es positi-
Vo, y estd solo en el primer miembro. Los otros dos términos
by y ex componen el segundo miembro ; en el qual pueden
ser O positivos O negativos. Sea 4B la linea de las absci-
sas , v AD la de las ordenadas , formando una con otra un
dngulo qualquiera DAB.

1.° Si en la equacion reducida 4 la forma que acaba-
mos de decir & y ¢ son positivas , y fuere la equacion @ ==
by —+ cx , representard una recta. Para determinar su posi-
cion basta hallar dos de sus puntos (l.264 ) , aquellos,
por egemplo , donde corta los dos eges. Hallaremos el uno
haciendo £ == o , y el otro haciendo y = o. Si hacemos
& =0, la equacion @ = by —+ cx se reduce da =14y, 0

J
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= 7

s e . 7 a 5 . 3
4 la parte positiva AE igual 4 -, que s una quarta pro- 13

porcional 4 la linca 2, 4 la lineaa ,y 4 la linea que se to-
ma por unidad , y estaré determinado el punto E , donde la
recta que se busca corta el ege de las ordenadas ( 17 )
Si suponemos y = 0 , la equacion 4 — by ~+ cx se reduce
§a—cx, O ¥— —: de suerte , que tomando en AB ege
de las abscisas 4 la parte positiva ,la AC igual 4 =, que cs
quarta proporcionald¢,ay I, quedard determinado ¢l pun-
to C donde Ja recta que se busca corta el ege de las absci-
sas. Solo falta tirar la recta CE ,y serd la linca que re-
presenta la equacion a4 = 4y ~+ ¢4.

’ Porque si desde un punto qualquiera de dicha recta se
tira una paralela 4 4D, se determinard una abscisa x y una
ordenada y. Dicho punto se puede romar O en la parte EC,
6 mas alls de €, 6 mas alld de E. 1.°Sifuere /7 el pun-
to entre Ey C, la abscisa AP —«,y la ordenada P/ —y
son ambas positivas. Los tridngulos semejantes CAE , CPM
dén CA; AF:: CP:PM ,estoes =: 2= :
@ __ e — 9 ¢ ransponiendo 5, multiplicando por 4z,
y dividiendo por 4, a = 4y -+ cx. 2.° Si se tomare el
punto 7 mas all4 de C, la abscisa A4p = es positiva, y la
ordenada pm — —y negativa. Los tridngulos semejantes
CAE, Cpm dén siempre CA: AE :: Cp:pm , 0 =1 5118
—Z:—y. Luego ™ — %2 ——%, que sc reduce tam-
bien 4 a—4y 4 cx. 3.° Si se roma el punto m’ mas alld de

=< —x:y. Luego

. : (i
E , laabscisa Ap'——uxes negativa, y la ordenada p m'=y
es

¢ Se tomard , pues, en cl ege de las ordenadas 4D, Fig.
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es positiva. Los tridngulos semejantes CAE , Cp'm’ dan tam=
bien CA : AE :: Cp : 'l esto €S, =1 g 1l — a1y,
6 —F 2 =%, que tambien se reduce 4 a= by cx.
2.° Si by ¢ fueren negativas , la equacion serd a =%
~—by — ¢x 5y suponiendo # = o , tendremos @ —— by,
a

0 y= — 5 =.AE negativa 5 y haciendo y =— o , ten-

a

dremos a =—= —cx , 6 & —— = AC tambien negativa.
Y probariamos como en el caso antecedente que EC esla
recta que represenm la equacion @=—-— %y —cx.

3°  Si fuere & positiva y ¢ negativa, la equacion se-
t4 a = by — cx. Haciendo # — o, tendrémos a — by,
0y =+ = AE positiva; pero haciendo y = o , tendré-
mos a ———ocw, 6 ¥ == — L = AC negativa,

'4° Finalmente, si fuere 4 negativa, y ¢ positiva, la
equacion serd @ =—=-— 4y —+cx , y hallaremos que el su-
puesto de ser w— o d4 y — + = AE negativa, y que

a

del supuesto y — o sale ¥ =< = AC positiva.

c

Luego en general, si fuere completa la equacion de
primera orden, y se la diese esta forma a— == by + o
suponiendo @ positiva, se verificard que:

Si & y ¢ fueren ambas positivas, la recta EC subten-
derd el 4dngulo de las coordenadas positivas: si & y ¢ fue-
ren ambas negativas, subtenders EC el dngulo de las coor-
denadas negativas: si &, coeficiente de Y, fuere positiva,
y ¢, coeficiente de «, fuere negativa, EC subtender4 el
dngulo de las ordenadas positivas y de las abscisas nega-
tivas: si &, coeficiente de y, fuere negativa , y ¢, coeficiente

de
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de #, positiva, EC subtender4 el 4ngulo de las abscisas po- Fig.

sitivas y de las ordenadas negativas.

30  Caso II. Sino tubiere la equacion de primera
orden mas que dos términos , serd preciso que alguna de
las cantidades a, 6 &, O ¢ sea cero.

1° . Sia fuese cero, 4y = serdn cero : serdn nulds
las partes AC, AE tomadas en los dos eges, y la recta
EC pasard por el origen ( 16 ). Sin embargo estas par-
tes AC, AE gnardan aun quando se desvanecen, su razon
de -4 %, 6dec 4 b cuya circunstancia determina la po-

sicion de la recta representada por la equacion == 4y Z=ex

== o. Porque si tomamos A¢ —c¢ en el ege de las absci-:

sas, y Ae ==& en el ege de las ordenadas, ambas posi-
tivas 0 ambas negativas, si tubieren & y ¢ distintos signos:
pero la una positiva y la otra negativa, si tubicren y ¢
un mismo signo, y se tira la recta ecs AM tirada parale-
lamente 4 ec por el origen A, serd la recta cifrada en la

equacion == 4y 2= ¢x = o. Porque si bajamos la ordenada

P, los tridngulos semejantes APM, Aec darén siempre
AP BMeiiiAes Aé 50 %y s 256: =m ey deidonde resulta
= iex 0 byt cx =0,

Q .
2 Sithi==.0: ser§

a
: 3
finita la recta 4D, est4 el punto D 4 una distancia infi-

nita deA4,y la rectaCE que saliendo del punto C v4 4 encon-
trarse con 4D en el infinito, serd (. 3 2 6) paralela 4 AD.
Serd pues la recta que se busca CE paralela al ege de las
ordenadas. Con efecto, qualquiera punto 2 que se tome

de

infinita. En el caso de ser in«

16.

Teon
Tk,
Iy.
16.

17+

I 8‘-»
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—t



30 ELEMENTOS

Fig. de dicha recta, la abscisa 2ZQ es siempre una misma, igual 4

(8]

AC—="%. Esto mismo.est4 diciendola equacion ¥ ===,
6 a === cx, 4 cuya forma se reduce la equacion gencral
en virtud del supuesto & == o.

3°  Del mismo modo ¢==o hace que -, esto es AB,
sea infinita. Estd, pues, 4 una distancia infinita del punto B,
y la recta que saliendo desde E encuentra AB en el infi-
nito , la es paralela, Se tomard , pues, en ¢l ege de las or-
denadas 4JE— ===,y sc tirard EC paralela al ege de
las abscisas. Cada punto M de dicha recta tiene su orde-
nada PJ igual § AE=—=z=4, y es representada por la
equacion y ===, 6a—==4y, en la qual se transforma

—_— 7>

la equacion general @ === 4y == ¢x, en virtud del supues-
to ¢ == 0.

31 Caso III. Si la equacion de primera orden no
tubiese mas que un término, no serd 4 buen seguro, el
término @, porque tendrfamos 4 = o, equacion imposible,
por ser o una cantidad dadas serd pues el término by O cx.

1° Sifuese 4y =— o la equacion, tendrémos y = o
que representa no mas que el ege de las abscisas. Las ot-
denadas 4 este ege scrdn ctro, tomese en €l la abscisa
que se quisiere.

2% Si fuere la equacion ¢x = 0, tendrémos ¥=—0,

ue representa el ege de las ordenadas, 4 cada punto del
qual corresponde una abscisa nula 6 igual 4 cero.

32 Todo el empefio de los Aralystas en la teori-

ca asi de las curvas algebraicas como de las demas, se di-

Tl=

-
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rige 4 conseguir:su descripcion , porque este suele ser el
paradero de todo problema geométrico. Pero como son mu-
chos los puntos 4 que debe atender indispensablemenre'el
que desea trazar una curva, 6 los que le pueden mani-
festar su figura , este es el motivo de ser tan vasto este
ramo de la aplicacion del Algebra 4 la Geometria. Para la
descripcion de las curvas coadyuva infinito 1°. saberlas ti-
rar una tangente. 2° saber en que parte de su curso tienen’
la mayor & menor ordenada. 3° qué variedades padece su
curvatura. 4° el numero y especies de sus ramos &ec. Bien
que todos estos puntos se pueden declarar por los méto-
dos analyticos que hemos propuesto , s¢ aclaran sin em-
bargo con mucha mas brevedad estos y otros de no me-
nor importancia por métodos fundados en principios que
propondremos en otro lugar. Sobseseéremos, pues, por aho-
ra en estas discusiones, y solo indagaremos con el socor=
ro de la Analysis cartesiana las propiedades de las curvas
algebréicas conocidas con el nombre de sccciones conicas.
Son estas curvas las que resultan en la superficie de

un cono recto cortdndole con un planos y aunque pueden
resultar varias secciones, segun varia la direccion del pla-
no sccante , por Secciones ¢onicas entendemos’ particular~
mente las que se originan en la superficic del cono cor=
tado con un plano que ni pasa por el vértice, ni es pa=
ralelo 4 la base del cono. Las que asi se forman no:son
mas que tres, €5 4 saber la ‘Pardbola, la Elipse y la Hy=
pérbola , cuyas propiedades podriamos demostrar O conside=
rdn-



32 ELEMENTOS

Fig. rdndolas en el solido del qual traen su origen, 6 sicando de

2 I.

una propiedad conocida 6 supuesta de cada una de ellas una
equacion que nos guidra para inferir todas las demds. Pe-
ro tomaremos otro rumbo , que sobre ser ignalmente segu-
r0, quadra mejor en nuestro entender con las miras que lle-
vamos.

De Ila Pardbola.

33 Si le aplicamos 4 un plano una regla BC, y
una escuadra GDO, de modo que la una GD de sus piet-
nas se mantenga arrimada 4 dicha regla , y atamos el un ca-
bo de un hilo FMO del mismo largo que la otra pierna DO
de la escuadra , al estremo O de dicha pierna DO, y afian-
zamos el otro cabo en un punto qualquicra F de dicho pla-
1no , que est¢ al mismo lado de la escuadra respecto de la
regla 5 y si despues hacemos que el lado DG de la escuadra
corra 4 lo largo de la regla BC, teniendo siempre tirante
el hilo con un lapiz M, y su parte MO arrimada , y como
pegada 4 la otra pierna OD de la escuadras la curva AMX
que trazare el lapiz en virtud de este movimiento , serd una
porcion de pardbola.

Si se pasa la escuadra al otro lado del punto fijo F, se
describird del mismo modo la otra porcion AMZ de la mis
ma pardbola: de suerte que la linea XAZ serd toda una
misma curva, que llamaremos Pardbola.

34 Lalinea BC, en la qual el borde inferior de
la regla inmobil BC toca al plano y al lado DG de la es=
cuadra GDO , sc llama la Directriz, '

El
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35 El punto fijo F del plano se llama el Focus de la Fig.

pardbola.

36  Sidesde el punto fijo F sele tira 4 la directriz BC
una perpendicular FE que encuentre la pardbola en el pun-
to A , la linea AF prolongada indefinitamente 4cia F', se
llama el Ege de la pardbola.

37  Lldmase Pardmetro del ege una linea p quédru-
pla de AF.

38  Sec llaman Ordenadas al ege todas las lineas ti-
radas como MP , desde los puntos de la pardbola perpen-
dicularmente al ege, y se llaman Didmetros todas las lineas
como MO tiradas paralelamente al ege desde los puntos de
la pardbola. -

39  Se llama Tangente en un punto de la pardbola
una recta que no la encuentra sino en dicho punto , y que
continuada 4cia ambos lados jamds corta la curva, y cae
§ la parte de afuera.

40 De la definicion de la pardbola se sigue 1.° que
si por uno qualquiera J de sus puntos se tira al focus F
una linea F7 , y se la tira 4 la directriz BC una perpen-
dicular #D, siempre serdn iguales una con otra las rectas
MF, MD. Porque si del lado OD de la escuadra, y del hilo
OMF que lees ( 33 ) igual, se resta la parte comun
OM, es evidente que siempre serdn iguales una con otra las
restas MD , MF.

Hrs e
paralela 4-la directriz BC , y desde un punto qualquiera /4

TomIII, : (@ ' de

Que si tiramos una linea recta qualquiera KX

2%T%
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Fig. dela pardbola la MK perpendicular 4 KX, y la recta MF
21. al focus, siempre serd una misma la diferencia 6 la suma

KD de las dos lincas MF , MK 5 esto es , la diferencia
quando el punto M cayere debajo de KX , y la suma quan-
do cayere encima.

42 3.° Que la parfbola divide en 4 4 la FE en
dos partes ignales. Porque si suponemos que el punto M coin~
cida con el punto A , la MF coincidird con AF, y la MD
con AE , cuyas linecas serdn por consiguiente iguales, una
vez que siempre €s MF—MD ( 40 ), esté donde es~
tuviere en la pardbola el punto /4.

43  4.° De aqui se saca un método para trazar una
pardbola XA4Z en cl supuesto de ser dados su ege AP , su
origen A4, y su pardmetro p. Porque si tomamos en el ege
AP 4cia ambos lados del punto A las partes AF , AE ca-
da una igual 4 la quarra parte de su pardmetro p, y por el
punto E tiramos la indefinita BC perpendicular 4 EF'; si
aplicamos el borde inferior de una regla 4 dicha linea BC
que hace oficios de directriz, y trazamos una pardbola XAZ
conforme hemos dicho ( 33 ) por medio de una escua~
dra ODG , y de un hilo FMO igual 4 la pierna OD, de
manera que el uno de sus cabos esté afianzado en el fo-
cus F', y el otro en el estremo O de la misma pierna , se
viene 4 los ojos que dicha pardbola serd la que se pide.

Se viene tambien 4 los ojos, que quanto mas larga
fuere la picrna OD de la escuadra, y el hilo OMF — 0D
- ( 33 )5 mas grande serd tambien la porcion, de la pa-
14~
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rdbola que se trazare 5 por manera que se podrd trazar tan
grande como sc¢ quisicre haciendo que la pierna OD dela
escuadra , y el hilo OMF sean mas largos.

44 5.° Sidesde un punto qualquiera 27 de la paré-
bola se tiran una ordenada MP al ege , y una recta MF al
focus F, es evidente que dicha linea MF — AP —+ AF,
una vez que MF —MD —AP + AE, y que ( 42 )
AR ="AF

45 El quadrado de una ordenada qualquiera MP al
ege AP es igual al producto del pardmetro p multiplicado
por la parte AP del ege que estd entre su origen A,y el
punto P donde la ordenada encuentra dicho ege: quiero decir
que (MP)* = p x AP.

Llamaremos  la lined conocida AF;x, la indeter-
‘minada AP ;5 éy, la indeterminada P/ 5 tendremos , pues,
MF— ( 44 ) m—+u%,yPF—x—m, o m— %,
segun cayese el punto p debajo 6 encima del focus I\ En am-
bos casos ¢l tridngulo rectdngulo MPF di (MF)* — (MP)*
= (PF)?, esto ‘€S mm —= 2m% —— XX =3y —+ mim— 2Mm%
—+xx , de donde sacaremos 4mx — yy. Luego ya que por
lo dicho ( 37 ) p==4m,tendremos tambicn gy = px.

46  Es, pues;evidente 1.° que si llamamos p el pa-
rémetro del ege AP 5 &, cada una de sus abscisas AR sé Y
cada una de sus ordenadas correspondientes PAZ, siempre
serd yy — px. Y como esta propiedad conviene 4 todos los
puntos de la pardbola , y fija la posicion de dichos puntos
de suege AP se sigue que la equacion gy — p& espresa

Ca per=

Fig.

22
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perfectamente Ia naturaleza de la pardbola comparada con
su ege.
47 2.° Sitiramos dos ordenadas qualesquiera /P,

NQ, al ege; AP , sus quadrados serdn unos con otros , CO-
mo las partes AP , AQ del ege que cogen desde su origen
<1 & los puntos P y Q donde estas mismas ordenadas en-
cuentran el ege. Porque ( 45y 46 ) (PM)*:(QN)*::
PXAPpxd0 o ARAQD:

48
tiramos una paralela /P 4 sus ordenadas, esta paralela en-

3.° Sipor un punto qualquiera P del ege AP,

contrard la pardbola en des puntos M y M igualmente dis-
tantes por ambos lados del punto P, y no la encontrard

en mas puntos. Porque para que los puntos My M perte~

nezcan 4 la pardbola , es preciso ( 46 ) que cada uno
de los quadrados de cada P — » que estd al uno y otro
lado del punto P, sean iguales al mismo rectidngulo pux.

49

gue con evidencia que quanto mayor fuere AP—w«, tan-

4.° De la equacion ( 46 ) gy = px, se si-

to mayor serd tambien la ordenada P =y al uno y otre
lado del ege AP5 y por el contrario, que quanto menor
fuere AP — x , tanto menor serd tambien la ordenada PAZ
=y : de manera que quando AP fuere nula ¢ cera, cada
P al uno y otro lado del ege AP, tambien serd nula;
quiero decir, que quando el punto P coincidiere con 4, los
dos puntos de concurso M y M se confundirdn con dicho
punto. De donde se sigue
1.° Que si por el origen 4 del ege se tira una lined
' LL

T e
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LL paralela ‘4 sus ordenadas, dicha linea serd tangente Fig.

en A.

2.° Que por ambos lados v4 la pardbola alejindose 2 2.

mas y mas al infinito de su ege 4P , empezando desde su
origen A 5y que de este modo toda paralela como LA/ al
ege AP no encuentra la pardbola sino en solo un punto A4
y pasa por dentro de ella , una vez que dicha paralela se
mantiene constantemente 4 una misma distancia del ege.
50 5.0 Si desde un punto qualquiera A de la pa-
rébola se tira una paralela ML al ege AP, que encuentre
en L la AL paralela 4 sus ordenadas; es evidente que
tirando: MP; ALi==-PM ==y, 5 qué MLc=APL — »
= y;’ , por ser px = yy. De donde se sigue que las rectas
ML, ML 6 y;y-, %’ tomadas al uno y otro lado del ege 4P
son iguales una con otra, quando los puntos Z y L estdn
igualmente distantes del punto A5 y por lo mismo, que
si una linea qualquiera /7 que remata en la pardbola estd
dividida en-dos partes iguales por el ege en P, serd pa-
ralela 4 la linea LZ, esto es que serd ordenada al uno y
otro lado del ege. Porque si tiramos las paralelas ML,
ML al ege AP, es evidente que LLZL estard dividida por
el medio en A, una vez que MM lo estd ‘en P; luego las
rectas ML, ML serén iguales una con otra, segun acabamos
de probar, y por consiguiente M7 serd paralela 4 LL. -
51 6.° Una vez que todas las perpendiculares P
al ege AP, que por ambos lados remaran en la pardbola,

estan divididas (48 ) por el medio en P, se sigue que

. TomIIlI, C3 el

22'
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el ege divide la pardbola en dos porciones enteramente
iguales, y colocadas del mismo modo cada una 4 un lado
distinto del ege. Porque si dobldramos 4 lo largo del ege
el plano en que estd trazada, de forma que se juntasen sus
dos partes, es evidente que coincidirian exactamente una
con otra las dos porciones de la pardbola.

52  Si por el origen A del ege AP se tira una linea
recta qualguiera AM ‘en qualquiera de los dos angulos que
forman el ege AP y la linca LL paralela d sus ordenadas;
dicha recta AM encontrard la pardoola MAM en otro pun-
to M.

Tomemos en la AL 4 qualquiera lado del punto A4
la parte 4G igual al pardmetro p del ege, y tirémos GF
paralela al ege AP, que encuentre la AM, prolongada si
fuere menester, en el punto F's tomemos en la AL al mis-
mo lado donde cae la A respecto del ege AP, la parte
AL igual 4 GF, y tiremos LM paralela al eges el pun-
to M donde LM encuentra la AM, serd uno de los pun-
tos de la pardbola MAM.

Porque si tiramos /P paralela 4 AL, los tridngnlos
semejantes ( L.460 ) FGA, APM dardn FG 6 AL 6
PM+GA 5 AP P y‘ por consigniente (PAM)* =— AP x
GA—AP x p 5 luego la linca PM serd ( 46 ) una
ordenada al ege AZP.

53 Envirtud de esto se echa de ver 1°que'si en
el supuesto de ser dado el ege AP de una pardbola MAM
con su pardmetro p, tiramos por el origen A del ege en

qual-
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qualquiera de los dos 4ngulos PAL, PAL que forman el Fig.

ege AP y la linea LL paralela 4 sus ordenadas, una rec-
ta qualquiera 405 se echa de ver, digo, como se podrd
hallar el punto 7 donde la recta ADM encontrard la pa-
ribola MAM.

s4 2° Que no hay mas linca (49y52)quela
L AL paralela 4las ordenadas al ege AP que pueda ser tan-
gente de la pardbola MAD en el punto A origen.del eges
porque no hay mas linea que esta que junte las dos cir-
cunstancias de pasar por el punto A,y de mantenerse
fuera de la parsbola, aunque se lo prolongue infinitamente.

ss Si por un punto qualquiera M de la pardbola
se tiran un didmetro MO, una ordenada AP al ege AP,
y una recta JMT que corte en el ege AP, prolongado mas
alla de su origen, la parte AT — AP todas las rectas
como NO, tiradas desde los puntos de la pardbola para-
lelamente 4 MT, que rematan en el didmetro MO, se lla~
man Ordenadas 4 dicho didmetro.

56 Una linca ¢ tercera proporcional 4 AT y MT,
se llama el Pardmetro del didmetro HO.

57 De aqui sc sigue 1° que si llamamos » la in-
Yeterminada. AP 6\ AT 5iser& (T == g% por—seri Al
sV s WL g,

s8 2.° Por razon del tridngulo rectdngulo MPT sers
(MT )= (PT )~ (MP)* 6 gx — 4x5—+px; de donde sa-

caremos ,.dividiendo por &,g==4% —+ p; quicro decir que el

pardmetro ¢ de un didmetro qualquicra /70 es mayor que el
Cs pa-

249
2.2

2t
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pardmetro p del ege, del quadruplo de 4P — x.

59 3.° Sidesde el punto /M se le tira al focus F' la

recta MF, resultard MF ( 44 ) — AP -+ AF. Pero
siendo ( 37 ) el pardmetro del ege, p = 4 AF, el parime-
tro del didmetro /0 serd (58 ) g = 4 AP —+ 4 AF;
lnego el pardmertro ¢ de un didmetro qualquicra 20, vale
quatro veces la linca MF tirada desde su origen A/ al
focus F.

6o - El quadmdo. de una ordenada qualquiera ON al

» didmetro MO es igual al rectdngulo del pardmetro q por la

parte MO de dicho didmetro, que estd entre su origen M y
el punto O donde le encuentra la ordenadas quiero decir que
(ON)* == q x MO.

Tirarémos la ordenada NVQ, al ege AP , que encuentre
en R al didmetro MO , y tiraremos la OH paralela 4 /P
llamaremos AP 6 AT, x5 PM 6 RQ,y; OR 6 HQ, as
MO 6 PH,bs los tridngulos semejantes (L 461 ) TP,
ORN dardn esta proporcion TP : PM:: OR: RN , 6 subs-
tituyendo en lugar de estas lineas sus valores, 24: p:: a:
RN — Z, Sentado esto,

Ya que NQ =RQ—RN—y— 2,6 NQ—RN

2% 2

—RO—=2 — 9,y A0 = AH — HQ — & +b—a, '

quando el punto NV cae al otro lado del ege AP respec-
to del didmetro MO y por el contrario NQ —RQ —+ RN
=y +2,y AQ = AH —+ HQ —ux b —a, quan-

X

do cae al lado opuesto: tendremos (QN)* = yy == 2 4~

aayy JUSEESS *
e,y AQ —x -~ b= a,esto es, — en el primer caso,’

Y.
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y —+ en el segundo. Pero (47 ) AP: AQ,:: (PIM)? Fig.

(QON)*, 6 substituyendo sus valores, & : & —+ b=ia
Sy CON Y=gyt %1 == 22, Luego comparando uno
con otro estos dos valores de (QNV)*, saldrd la equacion
gy e 2 — gy & 2 4 2, de donde se sacard,
borrando en ambos miembros gy == 2=, dividiendo por gy,
y multiplicando por 4ax,(OR)* — aa = 4bx ;5 pero los
tridngulos semejantes JPT, NRO dan (CPL)%: GOR )
(MT): (ON)* 6 455: 4bx:: q%: (ON)* by =1
x MO 5 luego &c.

61 De aqui resulta visiblemente 1.° que quanto pro<
bamos ( 45 ) respecto del ege AP, sus ordenadas y su
pardmetro , se verifica igualmente en un didmetro qual-
quiera MO, sus ordenadas ON, y su pardmetro ¢. Pero
como de lo probado ( 45 ) se infiere todo lo que digi-
mM0S ( 4 6.enn5 4) y subsiste del mismo modo, sean 6 no
rectos los 4ngulos AP M sse sigue que si en lo que alli digi-
mos imaginamos que en lugar de ser el ege la linea AP,
sea un didmetro qualquiera cuyas ordenadas sean las rec~
tas PM, QN , y su pardmetro sea la linea p, serd tambien
cierto en este supuesto; se demostrard del mismo modo.

62 2.°

Comio son tambien verdaderas las dos propo-
siciones demostradas ( 49 y 54 ) quando la linca AP en
vez de ser el ege es un didmetro qualquiera, como MO se
infiere que la linea MT paralela 4 las ordenadas ON 4 di-
cho didmetro, es tangente en /M, y que no hay mas linea
que esta que pueda tocar la pardbola en el punto A De

don-

255
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donde resulta que por un punto dado de una pardbola no
puede pasar mas que una tangente.

63 3° Infiérese de aqui, y de lodicho ( 55 ) que
si por un punto qualquiera /7 de una pardbola tiramos una
ordenada MP al ege AP,y una recta MT que corte en
el ege prolongado mas alld de su origen A la parte AT
— AP ; la linea MT serd tangente en M. Y reciproca-
mente , si la linea MT fuere tangente en A, y tiramos la
ordenada MP al ege, serd AT = AP.

64 4° Sienlodicho (55 y 56 ) suponemos que
la linea AP en vez de ser el ege sea un didmetro qualquiera,
cuyas ordenadas sean las rectas P4, QN echaremos de
ver que todo serd tambien verdadero en este supuesto, y
se demostrard del mismo modo , y basta para percibirlo
considerar la figura, en la qual los tridngulos semejantes
dan las mismas proporciones que en el caso de ser AP
el ege.

Por consiguiente es tambien verdad lo que deciamos
poco ha (63 ) quando AP es un didmetro y no el ege,
y podemos considerar el ege como un didmetro que forma
dngulos rectos con sus ordenadas.

65 Si por un punto qualquiera M de una pardbola
se tira una ordenada MP al ege, y una perpendicular MG
4 la tangente MT que pasa por el punto Ms la parte PG
del ege serd constantemente igual d la mitad de su pardme-
tro p, quiero decir que PG = —p-

Porque de los tridngulos semejantes TPM, PMG sa-

ca-

e ey
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caremos! TP PV 2 PAL: PG festoiies) 3% 21yt £ i PG Yig:

_—:_-yg; — -;— p, despues de substituido px en lugar de 3y
6 29:8 |

66 Si por un punto qualquiera M de una parabola,
tiramos al focus F la recta MF , un diametro MO , v la
tangente TMS s los dngulos FMT, OMS que forma la tan-
gente TMS respectivamente con la rectd ME, y con el did-
metro MO, seran iguales. :

Porque si tiramos el ege AP que encuentre en T la
tangente TS , y la ordenada MP al ege; sertd (63 )
TA 4+ AF— TF = AP.+ AF = MF ( 44 ). Por
consiguiente el tridngulo TEM serd isosceles, y por lo mis=
mo el 4ngulo FTM, 6 su igual OMS' serd igual al dngulo
FMT.

67 = De aqui se infiere que la tangente TMS pro-
longada al uno y otro lado del punto de contacto M , se
aparta de la pardbola por la parte de su focus F'; y como
sucede lo mismo esté donde estuviere el punto de contacto
M, se sigue que esta curva es toda concava al rededor de
su focus F.

68  Cuestion I. Dado un didmetro AP con la tangen-
te LAL que pasa por su origen A , y su pardmeiro s ballar
un didmetro BQ_que forme con sus ordenadas un dngulo igual
al dngulo dado K , su origen B , y su pardmetro.

Tiremos por el origen A del didmetro dado lalinea AE
que forme con dicho didmetro al uno o al otro lado, el 4ngu-
lo PAE igual al 4ngulo dado K,y busquemos ( 53 y 61 )

en

2.7

2 8.
29.
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Fig. en dicha linea ( prolongada al otro lado de A4, quando no

25

estd dentro de alguno de los dos dngulos PAL , PAL)
el punto M donde encuentra la pardbola , tiraremos por el
punto del medio Q, de la linea A, una paralela QD al di4-
metro AP , que encuentre la tangente AL en el punto Dj
y partiremos QD por ¢l medio en B. La linea BQ, serd el
didmetro que buscamos, cuyo origen serd el punto B, y el
pardmetro una tercera proporcional 4 BQ, y QA.

Porque 1.° Una vez que la linea A1 estd dividida por
el medio en el punto O, por el didmetro BQ, , serd ordena-
da (. 5o y 61 ) al unoy otro lado de dicho didmetro;
y por ser paralelas-las lineas BQ,, AP , el dngulo BO A que
forma el didmetro BQ, con su ordenada Q A serd igual al 4n-
gulo P.AM igual al 4ngulo dado &, 6 su suplemento. 2.° El
puntodel medio B de la linea QD serd el origen ( 63 y 6 4)
de dicho didmetro , por ser 4Q, su ordenada. 3.° El pard-
metro del didmetro BQ, es la tercera proporcional ( 60 )
4 BOy QA

Si el 4ngulo dado & no fuese recto , se podrian tirar al
uno y otro lado del didmetro AP dos distintas lineas AE,
que formasen con el didmetro dado 4ngulos iguales al 4n-
gulo K 5 se podria, pues, resolver de dos modos la cues-
tion propuesta , advirtiendo. que si la una de las dos lineas
AE se confundiese con la tangente AL , el mismo didme-.
tro AP resolverd la cuestion. Pero si el 4ngulo K fuese rec-
to, como no se puede tirar mas que una linea AE que for-
me con el didmetro AP un 4ngulo recto , no admiriria la

cues-
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cuestion mas que una resolucion, y el didmetro que se bus- Fig.

ca seriaclege ( 64 ).

Es de reparar que los dos didmetros BQ, , BQ que re-
suelven la cuestion quando el dngulo A no es recto , estdn
colocados de un mismo modo al uno y otro lado del ege
AP , y que sus pardmetros son iguales: esto ya lo mani-
fiesta la misma construccion , suponiendo que el didmetro
dado AP sea el ege, y tirando dos lineas AE , AE al
uno y otro lado. Porque los tridngulos recténgulos A LM,
ALM, y ADQ , ADQ son iguales y semejantes; por
consiguiente las lineas AD , AD 5 DQ, , DQ 5 sus mita-~
des BQ , BQ, sy las ordenadas QA , QA serdn iguales; vy,
( 60 ) por lo mismo serin tambicn iguales los pard-
metros.

‘69  Resulta, pues, '1.° que no hay mas que un di4-
metro que forme con sus ordenadas dngulos rectos , y que
por lo mismo no puede haber mas que un ege. 2.° Que
siempre se podrdn hallar dos didmetros distintos que formen
con sus ordenadas 4ngulos iguales 4 un dngulo dado, con
tal que este no sea recto 5 y que estos dos didmetros estardn
en situacion semejante al uno y otro lado del ege, y que
serdn iguales sus pardmetros.

70  Cuestion 1. Dado un diametro, su pardametro, y
Ia tangente que pasa por su origen , trazar Ila parabola por,
un movimiento continuo,

Resolveremos esta cuestion de dos modos.

L Siel didmetro dado fuese el ege , trazariamos la pi-

ré-
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rdbola en virtud de lo dicho ( 43 )5 pero sino o fue-
re, supondremos que sea MO el didmetro dado, y THMS la
tangente que pasa por su origen M. |

Sentado esto , en el didmetro /0 prolongado mas all4
de su origen A, tomaremos la parte /D igual 4 la quarta
parte de su pardmetro , y tiraremos una perpendicular inde-
finita DE 4 MD. Tiraremos MF' que forme con la tangen-
te TS un dngulo FMT igual al 4ngulo OJS 5 'y toman-
do MF igual 4 /D, trazaremos en virtud de lo dicho ( 3 3)
una pardbola, cuya directriz sea la linea DE, y el focus el
punto F', y serd la que corresponde.

Porque 1.° Por ser la linea MO perpendicular 4 I
directriz DE, serd paralela al ege , y serd por consiguiente
un didmetro ( 38 ). 2.° Lalinea THS serd ( 66 )
tangente en M. 3.° El pardmetro del didmetro MO se«
4 ( 59 ) quadruplo de M/F.

II. Seca AP el didmetro dado, y LAL la tangente que
pasa por su origen A. Estosupuesto, en el didmetro 4P pro-
longado mas alld de su origen A4 , tomaremos la parte AG
igual 4 su pardmetro , y tiraremos la recta indefinita DGD
que forme con AG el 4ngulo AGD igual al dngulo GAL,
y del mismo lado; haremos correr la recta indefinita DM
4 lo largo de GD , manteniéndose constantemente paralela &
AG , de modo que con su estremo D se lleve el lado DA
del dngulo DAM igual al dngulo GAL , y mobil en su vér-
tice al rededor del punto fijo 4. La interseccion continud
M de la linca DM y del lado AM trazard en virtud del

¢s=
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espresado movimiento la pardbola que se pide.

Porque si tiramos MP paralela 4 AL , las lineas MP,
GD sern iguales , pues ya que el dngulo AP} 0 GAL es
igual al 4ngulo AGD , estarén igualmente inclinadas entre
las paralelas GP , DM Pero los tridngulos AGD , MPA
son semejantes , porque el dngulo MPA b6 GAL es igual
al 4ngulo AGD, y el 4ngulo PMA 6 MAL cs igual al
dngulo GAD , pues si de los 4ngulos iguales GAL, DAM
restamos el mismo 4ngulo DAL , los residuos serdn iguales,
Tendremos , pues , 4G : GD — P :: PM: AP,y porlo
mismo GA x AP — (PM)*:luego MP es ( 60y 62 )
una ordenada al didmetro AP , cuyo origen estd en A , el
pardmetro es la linea 4G , y LAL la tangente,

Si el didmetro AP fuese el ege , las lineas GD , AL
serian paralelas , y seria mas facil demostrar la operacion;
porque se viene 4 los ojos que G serd entonces igual 4 P,
y que los tridngulos rectdngulos AGD , MPA son seme-
jantes 5 luego AG : GD=—PM :: PM: AP ,y AGx AP
= (B,

71 Cuestion IIl. Dado un didmetro AP con su pa-
rdmetro , y la tangente AL que pasa por el origen A del
didmetro s trazar la pardbola, 0, Jo que es lo propio, hallar
quantos puntos se quisieren de dicha curva,

L. En el didmetro AP prolongado mas alld de su
origen .4, tomaremos la parte 4G igual 4 su pardmetro,
dividiremos 4G en dos partes iguales en el punto.D, y tira-
remos una recta indefinita AF perpendicular 4 4G 5 desde

' el

Fig.
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¢l punto C tomdndole donde se quisicre en la D4 inde-

finitamente prolongada 4cia A4, como centro > Y con el

radio CG trazaremos un arco de circulo PF que corte ¢l
didmetro AP y su perpendicular AF en los puntos P, F,
Por el punto P tiraremos una paralela MPM 4 la tan-
gente AL, en la qual tomaremos al uno y otro lado las
PM, PM iguales cada una 4 AF. Practicando lo propio
hallaremos tantos pares de puntos M quantos quisiéremos;
la linea curva MAM que por ellos trazdremos serd la pas
rdbola que se pide.

Porque como todos los arcos PF pasan por el mismo
punto G, y tienen sus centros en la linea G4, prolongada
si fuere menester 4cia .4, tendrdn por didmetros las lineas
GP; y de la propiedad del circulo (1474 ) sacaremos
(AFy = GA x AP. Pero, segun suponemos, cada P/M es
igual 4 su correspondiente AF, y tambien paralela 4 Ia
tangente AL que pasa por el origen A del didmetro AP;
luego serd ordenada ( 60 y 62 ) 4 dicho didmetro. Por
consiguiente la pardbola que se pide ha de pasar por todos
los puntos M que la operacion determina.

Se echa de ver que se puede tropezar al trazar las
porciones de la pardbola que cogen desde uno de los pun-
tos hallados al otro; pero tambien es cierto que serd de
muy poca consecuencia la equivocacion , si fueren muy
inmediatos los unos 4 los otros los espresados puntos.

IL. Por un punto qualquiera Z de la tangente AL
tiraremos una paralela indefinita ZE al didmetro AP; en

ClUs

DE SECCIONES CONICAS. 49

‘cuya paralela y ‘en el didmetro AP prolongado mas alld Fig.
de su origen A, tomaremos las partes. L&, EE; EE &c. 35-

AF ,FF , FF &c. todas igualesunas con otras,y del tamafio
que quisiéremos. Determinaremos en LE el punto M, tal que

LI sea tercera proporcional al pardmetro’ dado del did-

metro AP,y 4 la porcion AL de la tangente. Desde los
puntos A, M tirarémos finalmente las lineas AE , AE,
AE &c. MF, MF, MF &c. y los puntos de intersec=
cion N, N, N &c. de cada AE con su correspondiente
MF | estatdn en la 'pardbola que se ha de trazar.
Porque si por el punto M y por uno de los puntos

N tiramos las lineas MP, NQ, paralelas 4 la tangente AL,
y llamamos AP, x5 PM=— AL, y 3 AQ,us QN, z;de
los tridngulos semejantes NQA, ALE ; y MPF, NQF in-
feriremos las dos proporciones siguientes QN : QA :: AL:
LE, estoes z: u:: 9: LE—=AF =225y MP: PF—
PA—#—AF--'NQ_- QF — 0A —+ AF, 0 »: x—+—’-‘y—
R ,muluphcando los estremos y los medios , saca-
remos zgy -+ i’ — ¥z —+ uy, que con borrar uy en cada
miembro , y multiplicar por 2, se reduce 4 uyy — xzz,que
d4 esta proporcion % :u::3y:220 AP: AQ:: (MP)*:(NG)%,
Pero como en virtud de la construccion el quadrado de AL
O P es igual al rectdngulo de la porcion 4P del didmetro
dado por su pardmetro, serd por consiguiente P/ (6 0.y 6 2}
una ordenada al didmetro AP,y ON serdotra( 47 y 61).
Luego el punto IV serd uno dec los de la pardbola que estdn
al un lado del didmetro AP; los que estin al otro lado

Tom.I1L. Do se
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las partes iguales LE, EE &c. AF, FF &c. al otro la- <
1 D
do de los puntos Z, A. o l B
Si en lugar de ser uno de los datos el pardmetro de]l | A

Fig. se determinardn tomando en las rectas indefinitas LE, AF, ! T

didmetro AP, lo fuese uno de los puntos M de la pardbo- | 9
las bastaria tirar por dicho punto una paralela indefinita |

LE al didmetro AP, y concluir la operacion del mismo |

modo que antes.

De la Elipse.
72 - Siaseguramos’ en un plano los dos cabos de up
36- hilo FMfen dos puntos ', £ que estén menos distantes

¢l uno del otro que lo que coge el hilo de largo , y man-
tenemos siempre tirante este hilo con un lapiz 47 5 hacien- F
dole dar al lapiz una vuelta al rededor de dichos dos pun- F
t0s , de modo que vuelva 4 parar al mismo punto desde el ‘, S N Zj
qual empezo 4 moverse , trazaremos en virtud de este mo- Fi
Vimiento del lapiz una linea curva que llamaremos Elipse. ' \

73  Los dos puntos fijos' F y £ se llaman los dos

Focus.

74  Lldmase primer Ege O Ege mayor una linea Aa
que pasa por los dos focus F' y £, 'y remata por ambos la-
dos en la elipse.

75 El Centro de la elipse es un punto C, que divide
por el medio el primer ege Aa.

76  Llamamos segundo Ege , 6 Ege menor una linei

Bb , tirada por el centro C perpendicularmente al primer

ege Aa , que remata por ambos lados en la clipse.
Los
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77 -+ Los dos eges juntos Aa , Bb se llaman Conjugados;
de modo que decimos del primer cge Aa que es conjugado
al segundo Bb 5 y reciprocamente del segundo: B4 decimos

que es conjugado al primero Aa.

.+ .78 - Las lincas como MP; MK , tiradas' desde los pun- -

tos MM de la elipse , paralelamente 4 uno de los eges , y que
rematan en el otro ege , se llaman Ordenadas 4 este ultimo
ege. MP es una ordenada al ege Aa,y MK al ege Bb.

79 Una linea tercera proporcional 4 los dos eges, se
llama Pardmetro del ege , que es el primer término de la
proporcion. Asi, si el primer ege Aa es al segundo Bb , co-
mo este mismo Bb es 4 una tercera proporcional p , esta
linea p serd el pardmetro del primer ege. ‘

80 Lldmanse Didmetros todas las lineas rectas que
pasando por el centro C rematan por ambos lados en la
elipse.

81  LaTangente en un punto de la elipse es una rec-
ta que no la encuentra mas que en dicho punto, y que
continuada por ambos lados , jamds entra dentro , antes: st
cae de la parte de afuera.

82  Si imaginamos que los dos focus F y f, y el
centro C se junten en solo un punto , se transformard la
elipse en un circulo cuyo radio serd la recta CM igual 4 la
mitad del hilo CMC atado por ambos cabos en el 'punto C
que serd el centro. Luego podremos considerar que el circu-
lo es una especie particular de elipse , cuyos dos focus se
confunden con el centro 5 por manera que todo quanto

D2 de-
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demostraremos ‘en’ adelante acerca de la elipse , haya entre
sus focus la distancia que hubiere ; se podrd tambien apli-
car al circulo en el supuesto de ser nula la expresada dis-
tancia. BB . chy
83 'Delodicho (72 ) se sigue '1.° ‘que si desdé
un punto qualquiera 7 de la elipse se tiran 4 los dos focus
F, flas rectas MF , MF; siempre serd una misma su suma,
pigrque esta serd siempre igual 4 lo que coge de largo el
hilo. Las dos lineas MF , M, '/ se llaman Radios vectores.
84 2.° Quando ¢l punto M cac en A, se viene
los ojos que MF' se confunde con AF, y Mf con Af;
del mismo modo quando el punto A/ cae en a , tambien
se viene 4 los ojos que MF se confunde con aF » Y Mf con
af. Tendremos , pues, AF — Af,60 2 AF - Ff — aF
=+ af', 6 2af —+ fF'; y por consiguiente AF — af; de don-
de se infiere
, 1.° Que la suma de las dos rectas MF » Mf siempre es
igual al primer ege 4a, por ser 47 =~ MF— Af+ AF
= Af —+ fa. _
2.° Que el centro C divide por el medio la distancia
Ff que separa los focus | porque CA — AF 6 CF = (Ca
= iafc0:CF; }
85 3.° Sidesde el estremo B del segundo ege Bb, ti-
ramos 4 los dos focus F, £ las rectas BF,Bf; es evidente ;uc
serdn iguales los tridngulos rectdngulos BCF', BCf, y que
por lo mismo la hypotenusa BF sers igual 4 la otra hypo—
tenusa Bf'5 y por consiguiente BF 6 Bf = CA 6 Ca, una

VCz

T T

S e

DE SECCIONES CONICAS. 53

vez que ( 84 ) BF— Bf=2Aa. Del mismo modo Fig.
probaremos que F& 6 ¢f = CA 6 Ca. De aqui conclui- 3 6.

remos
1.° Que el centro C divide por el medio el segundo

ege Bb 5 porque los tridngulos rectingulos F'CB , FCb se-
rdn iguales teniendo iguales las hypotenusas FB,Fb,yel
lado FC comun.

2.° Que el segundo ege BB siempre es menor que el
primero A , porque su mitad BC', que es uno de los lados
del tridngulo rectdngulo BCF', serd menor que su hypote-
nusa BF que es igual 4 la mitad CA4 del primer ege Aa.

3.° Que si desde el uno B de los estremos del ege
menor Bb como centro, y con un radio BF igual 4 CA,
mitad del ege mayor Aa , trazamos un circulos este circu-
lo cortar4 el ege mayor en dos puntos F'; f que serdn los
dos focus de la elipse.

86  4.° Sillamamos CA 6 BF ;¢ 5 CF, m 5 el tridn=
gulo rectingulo BCF' dard (BC)* == tt — mm. Pero AF
— ¢ —m,y Fa=—1t—m, por consiguiente AF x Fa
=— tt — mm. - De donde resulta claramente que el quadra-
do de la mitad CB del ege menor Bb , es igual al rectdn-
gulo de AF x Fa partes del ege mayor que cogen desde
el uno F de los focus 4 cada uno de sus estremos A, 4.

87 - 5.° Y4 podriamos si quisiésemos trazar una clip-
se , con tal que fuesen dados sus dos eges. Porque una vez
determinados por lo dicho ( 85 ) en el ege mayor.4a,
los focus F', f, s¢ asegurardn en dichos focus los cabos de

Tom.III, D3 un
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un hilo FMF tan largo como el ege, cuyo hilo servird para
trazar ( 72 ) una elipse , que serd evidentemente Ia
misma que se pide
88 Sisele tira una ordenada MP al primer ege ¢ ege
mayor Aa , y se toma en €l la parte AD = MF , serd CA:
CEy €R : Ch: ‘
Llamemos CA ,#5CF ,ms CP, x; P,y y-CD:yz
Consideraremos dos casos diferentes que pueden ocurrir.
CASO L Quando el punto P estd mas arriba del cen-
tro C. Como siempre es menor PF que Pfs se sigue que
ME 6 AD sers menor que Mf 6 aD s por esta razon AD
OMF—t—z,aD 6 Mf—=t~+=z,FP =m—x,0
% — m (segun estuviere mas arriba 6 mas abajo que el fo-
cus £ el punto P), Pf= & —+ m. Esto supuesto, los tridn-
gulos rectdngulos MPF , MPf dén tf — otz — 22 =9
TR — 2mX == X%,y I~ 282 —— 28 == 9y — mm
—+ 2mx—+xx. Luego si restamos ordenadamente cada miem-
bro de la primera -equacion de los de la segunda , resulta-
14 412 = gmy , de donde sacaremos CD — z— =
CASO 1L Quando el punto P estd mas abajo que el
centro C. Como siempre es PF mayor que Pf; se sigue
que MF 6 AD serd mayor que MF 6 aD : por esta ra-
zon 4D 6 MF—t 4 z,aD b Mf—=1t — 2z, PF=
X—=m, Pf—g—m, O m—ux( segun estuviere ¢l pun-
to P mas abajo & mas arriba que el focus £). En estos stt=
puestos’, de ‘los tridngulos rectingulos MPF', MPF, se sa=
CAUI — 202 ~= 2R 2= gy = mim == 2105 —— XX y YA
20z

e R
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o f2 = 22 == Y —+ mm — 2mx == &x. Luego si restamos Fig.

ordenadamente cada miembro de la segunda equacioln de
los de la primera , resultard 472 = 4mx, ¥ de aqui CD
—z = . Por consiguiente en ambos casos se verifica que
£ wigsestoes, que CA: CF:: CP: CD.

8o  Se sigue, pues, que si llamamos €A 6 Ca,t;
CF 6 CF,m 3y CP., % s siempre setd MF =—= ¢ — =,y Mf
— t -+ "%, quando el punto P estuviere mas arriba del .cen-
tto C5:y por el contrario , saldrd JMF — ¢ — 2,y Mf
—¢—"%, quando estuviere mas abajo.

9o El quadrado de una ordenada qualquicra: MP. al
ege Aa, es al recrdngulo de las partes APy Pa de di-
cho ege , como el quadrado de su conjugado Bb: es al qua-
drado del ege Aas quiero decir que (PM)*: AD x Pa:: (Bb)*:
(A i )

Sentado lo mismo 'que poco ha (89 ), sienla
equacion #7 == 218 —= 28 == Yy —— mm 2o 2ma —— %x-que
hallamos ( 88 ) por medio del tridngulo rectdngulo MPF,
substituimos en lugar de = su valor =, sacaremos #£)y ==
th —stin —— mmrt —- mmxx., 'y de aqui la. proporcion
WYt wx ey th = mm: 5, esto es (PM)* . AP x Pt
(BCY: (CARi(Bb )i Aa)s

91 | Sisobre el ege mayor A2 como didmetro tra-
zamos un circtilo , y llamamos 2¢ el otro ege Bé , serd por
la propiedad (I.474) del circulo (PN)* — AP x Pa; lue-
go. (PM)* : (PN)* ::.(CB)* : (CA)* :: ce + tt. Por consi=

guiente PM: PN ::¢c: ¢
D4 De
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De lo dicho ( 90) sacaremos varias consecuencias
muy fundamentales. '
92 1.7 Si tiramos una ordenada. MK al otro ege
Bb, es evidente que MK = CP=ux , v que CK = P}
=—=Jy. Pero ( 90') (PM)?* : AP x Pa :: (Bb)*: (Aa),
CStO €5 Jy: 0t — w5 i 4ec: 48275 y por consiguiente
:4ccxx:4;ctt‘— 431yy 5 luego sacaremos &% : cc — 3y ::
4rt: qee, O (MK BE x Kb vy (Ad)* 2 (BbY: 5 quic
ro decir que el quadrado de una. ordenada qualquiera K
»al ege Bo ,es al rectingulo de las partes BKy Kb de di-
d_m ege , como el quadrado de su’ conjugado. Aaces al
quadrado del ege B4. ' : ‘
93 2.° Sillamamos al uno qualquicra de los cges
;Aa, 225 su conjugado B, 2¢5 su pardmetro, p; cada una
df: sus ordenadas PM, y; cada una de sus abscisas €R;
&5 t2adrémos (‘9o ) (PAF)*: AP x:Pa:: (Bb)2u(Aa);
€Sto~es gy v dti——wwiigoes gty pr 2t = Aa , una vez
que ( 79 ) Aa: Bb:: Bb::pb at: 201t 20: p==ie
Multiplicando primero Jos estremos y medios de ‘la p;:)-
porc%on IY I == xx:: qec: 40t y-despues los dela pro-
porcion gy 7t — xx: p:o2¢,; sacaremos yy — co —= 2

it ?

Sy = — pri— 2% i
2y — Pt 5 Y como esta propiedad se verifica

2t

en todos los' puntos de la elipse; cuya ‘posicion determina
respecto de los ‘dos j ' i

: : eges comjugados' Aa, Bb, se sigue que
a equacion gy — e — L 4 gy — 1 ks

3 fq »o=rcc = Oy = pt — = espresa
perfectamente la naturaleza de la clipse comparada con
sus eges. '

Si

T
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© Si en lugar de estar en C ‘el origen de las abscisas «,
estuviese en A, de modo que x fuese AP, sexia AP %
Pa— 2t — %%, ¥ tendriamos gy 2fx — XX 40C:
4tt. De donde sacariamos gy = ~ (2¢¥—4&x), que espre-
sa la naturaleza de la clipse quando ‘estd en A el origen
de sus abscisas. i

En el mismo supuesto de contarse las abscisas & des-
de el eéstremo A del ege mayor, tendriamos )y : 2E8 — XX it
p: 2t, de donde sacarfamos yy=—= p¥'— XX que tambien
representa la naturaleza de la elipse. '

94  4.° Si multiplicamos los medios y los. estremos
de ‘la proporcion gy i1 98 ——w& 1 4001 41t que sacamos
poco hé ; resultard la equacion gy = £ (#t——xx) que, cn
el supuesto de ser ¢ ==¢, ¢ reducird 4 gy = tt — X%, que
pertenece al circulo. Luego un ctroulo se puede considerar,

como una elipse cuyos dos eges-son' iguales.

95 5.2 Si multiplicamos los mediosy los estremos
de la proporcion gy: 26¥ —— ¥¥: p: 27 que sacamos tam-
bien poco hé, saldrd 24yy == 27p¥ — px¥ que si supone~
mos que ¢ sea infinita ; se reducird (IL.183 )4 24y =—
21px O yy = px, que es la equacion de la pardbola. Lue=
go la  elipse no se distingue de una pardbola cuyo ege ma-
yor es infinito. [51ng

96 6.°Si tiramos dos ordenadas qualesquiera /P,
NVQ al ege Aa, habra entre: sus quadrados la misma ra-
zon que entre los rectdngulos AP x Pa, AQ x Oa de las

abscisas correspondicntes 4 diclias ordenadas; porque ( 90 )
(Bb)™:

Fig.
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(Bb)*: (Aa)*::(PMP 12 AP x Pa::(QN):AQ x Qas y
por consiguiente (PA)*: (QN)*:: AP x Pa: AQ x Qa.

97 7+ Sipor un punto qualquiera P del uno de
los eges conjugados Aa se tira una paralela MM al otro
ege Bb; esta paralela encontrari la elipse en dos puntos
M, M igualmente distantes por ambos lados del punto P,
y no la encontrard en mas. Porque para que los puntos
M, M pertenezcan 4 la elipse , es  preciso ( 93 ) que
cada uno de los quadrados de P =y tomada al uno y
otro lado del ege Aa, sca igual 4 una misma cantidad

98 8.° De:laequacion ¢ 93 ) gy =— cc——ﬁ‘ se
sigue que quanto mas va creciendo CP 6 # al uno yt:)tro
I’ado del centro C, tanto menor serd cada ordenada PM
O p 4 cada lado “del uno. qualquiera Aa de los eges; por
mane’ra que si CP 6 w fuere ignal 4 CA4 6 Ca — ¢, cada
PM o6 p serd nula 6 cero, y por el contrario, quanto me-
nor fuere CP 6 w, tanto mayor serd tambien cada orde-
nada PM 6 y 4 cada lado: del ege  Aa; de forma que. si
CP ¢ « fuere cero, cada' PM 6 g, que entonces serd
CB 6 Cb ==, ser4 la mayor ordenada. De donde se infiere

1.° Que si por los estremos B, & del uno de los eges
conjugados se tiran paralelas al otro ege, serdn tangentes
en dichos puntos. .

2.° Que la clipse se va apartando cada vez mas pot
ambos lados del uno qualquiera 4z de los dos eges, em-

ezandc
pezando desde el estremo 44, hasta encontrar su conjugas
do
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do Bbs y despues se V4 acercando al mismo ege Aa, has-

ta que le encuentra en el otro estremo a.

99 9.2 De(93)yy=cc— 2 se sigue tambien
que si tomamos los puntos P , P ignalmente distantes por
ambos lados del centro C, las ordenadas PM, PM serin
ignales. De donde sc infiere evidentemente que si el uno
de los eges conjugados Bb divide por el medio en un pun-
to K que no sca ¢l centro, una linea qualquiera M4 que
remata en la elipse, dicha 21 serd paralela al otro ege
Aa. Porque si tiramos las paralelas MP, MP al ege Bb,
estard la PP dividida por el medio en C; por estarlo /78
en K,y por consiguiente serdn iguales las ordenadas P/,
PM, luego MM serd paralela al ege Aa.

oo 10.° Si imaginamos que el plano en que estd
frazada la elipse, se doble por el uno de los eges Bb , de
modo que lleguen 4 juntarse sus dos partes 5 es evidente
que las dos semielipses coincidiran exactamente una sobre
otra ; esto es, los puntos A, M &c. coincidirdn con los
puntos @, M &c. porestar ( 99 ) divididas por el me-
dio en C, K &c. todas las perpendiculares Az, MM &e.
4 dicho ege; de'donde se colige que los dos eges dividen la
eli pse en quatro porciones perfectamente iguales y uniformes
que no se diferencian unas de otras sino en su posicion.

to1 87 por el un estremo A del uno de los eges
Aa tiramos una recta qualquiera AM en el uno de los dn-
gulos aAL , aAL que forma dicho ege con la linea LAL

paralela & su conjugado Bb s dicha recta AM encontrard
tam-

Fig.

3:8.
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tambien la elipse en otro punto M.

Tomemos en' AL 4 qualquiera de los dos: lados de}
punto A la parte AG igual al pardmetro p del ege Aa,
y tiremos la GF paralela 4 dicho ege, que encuentre I
AN, prolongada si fuere menester, en F. Tomaremos en
la. AL y al mismo lado en que estd la linea AN respec-
to del ege Aa, la parte AL — GF, y tiraremos por el
otro estremo a del ege Za la recta aZ. El punto M don-
de la aL corta la AM, es uno de los puntos de la elipse.
; Porque si tiramos MP paralela 4 AL , y 1llamamos
A, 285 AG, ps GF 6 AL, a5CP , x5 PM, %5 de
los tridngulos semejantes AGF, MP.A, y LAa, MPa sa-
caremos 4G : GF:: MP : AP , estoes, p:a :: y: ¢t =+ g
s=2 e APy yi AL wda = PMi-aP;, 6 at 2F: iy

: P
L e A 21 igui i
== =~ == aP. Por consiguiente siempre tendremos AP
P AN Zlyy . .
X Pa—1tt — g0 — ~ - ora caiga el punto P mas arriba

del centro C, ora caiga debajo 5 y de aqui sacaremos yy
= - pt —"=Z. Luegoserd PM ( 93 ) una ordenada al
ege Aa , y por consiguiente el punto M serd uno de los
de la elipse MAM.

102 En virtud de esto , si dado un ege Aa de
una clipse AN con su pardmetro p, tiramos por el uno
< de los estremos de este ege una recta qualquiera AM
dentro del uno de los 4ngulos a AL , a AL que forma di-
cho ege con la linea ZAL paralela 4 su conjugado B&;
podremos hallar facilmente el punto M donde la ZAL
encontrard la elipse MAM.

Es
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1073 ' Es levidente tambien que’sold 1a’linea ZaZL pa- Fig:
ralela al ege Bb, puede ser tangente de la elipse MAM 40«

en el punto A4 que es uno de los estremos de su conju-

gado Aas porque no hay mas linca que esta que pasando
por el ‘punto A 'y prolongada por ambos lados, ni la en~
cuentre en otro de sus puntos , ni entre adentro.

104 El centro C divide en dos partes iguales todos
Jos didimetros como MCimi, y estos no encugntran la elipse
mas que en dos puntos M, m. : ¢

Si despues de tirada la ordenada AZP, y tomada Cp
igual 4 CP, tiramos la perpendicular pm que remate €n
el punto m de la recta MCms es evidente que por ser
iguales y semejantes los tridngulos CPM, Cpm, serd CM
igual 4 Cm ,‘y PM 4 pm. Pero como (- 99 ) son iguales
unas 4 otras las ordenadas que por ambos lados distan igual-
mente del centro C, y PM es una' ordenadas se sigue que
tambien pm serd una ordenada, y pot ‘consiguiente que ek
punto m es uno de los de la elipse.

Ademas de esto, es patente que si concebimos que
se-mueva desde. C 4cia "4 una recta ‘paralela al ege ‘Bb,
ta- parte-de dicha paralela; que ‘cactdentro del dngulo
ACM, ir4 siempre creciendo 4 medida que creciere CP,
y por el contrario, siempre ird menguando la parte de di-
chd paralela que estuviere entre el quadrante de elipse 4175
y el ege CA, quiero decir que la ordenada PAL'( 198 1)
ird siempre menguando ; de donde se sigue que la recta CHM

que’ pasa por ¢l centro, no encuentra la clipsc mas que
en

20,
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en un punto' A/ al ‘mismo lado del ege s 'y-lo mismo se ve-
rificaria respecto del punto m que estd al otro lado del ege.

105  Sipor un punto qualquiera M de una elipse
tiramos un didmetro MCm, una ordenada MP al uno qual-
quicra Aa de los dos: eges , y una recta MT , de forma
que CT sca tercera proporcional 4 CP y CA5 el didme-
tro §Cs paralelo & MI' se llama Didmetro conjugado al
didmetro Mm; y reciprocamente al didmetro Mm se le llas
ma conjugado al didmetro Ss 5 de suerte que los dos jun-
tos se llaman Diametros conjugados.

106  Todas las rectas que tiradas desde los puntos de
la clipse paralelamente al uno de dichos dos didmetros , re-
matan en el otro , se llaman Ordenadas 4 este ultimo. Asi,
NO paralela al didmetro S5 es una ordenada 4 su conjuga-
do Mm.

107
¢onjugados ; s¢ llama el pardmetro del didmetro que forma
el primer término de la proporcion. Asi, una tercera pro-
porcional 4 Mm y S's, serd el Pardmetro del didmetro M.

108 ' Luego si Hamamos CA4,2; CP , &3 PT ;s , se
¥é (108 ).CT 6% —s== sy asi sk ==tt — a5 =
APy % B

109

Ubna linea tercera proporcional 4 los didmetros

8% por los estremos M, S de dos didmetros conju-
gados Mm , Ss., tiramos dos ordenadas MP , SK 4 un ege Aas
la parte CK del ‘ege comprebendida eitre el centro ,y la una
de las ordenadas SK, serd media proporcional entre las dos
partes AP, Pa., en que divide el ege la otra ordenada MP:

quie-

BT
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quiero decir ‘que: serd (CK)* = APk -Pas :

Llamemos CA .2 3(@R w5 BT, 815 CKGm;:y ten=
dremos AP x Pa—tt — xx= ( 108 ) s¥, y AK
s Ka — tt — mm == sx — xx—mm , despucs de substituid9
en lugar de 7z su valor xx= 5. Sentado esto, Por la propie-
dad (96 ) ‘delaelipse serd AP xPa: AKx Ka :: (P]l.l)":
(KS)* :: (TP)* : (CK)* por razon de los tridngulos semejan=
tes TP, CKS. Substituyendo en esta proporcion los valores
amalyticos de sus términos ,152Carémos §x : S¥—+ xx——-.m;.n: .
ss : mm , y multiplicando estremos 'y medios, y transponien-
do, tesultard finalmente (CK)* 6 mm = 22225 = &
F-APR Pa.

110 Y4 que (CK)*— tt — xx , se sigue que(CA)*
5 (CKYy 08 AR o Kam=xaiuRero © 93 ) (CA G
(CB) :: AK % Ka : (SK), estoes, ¢ :cc:: XX : (SK)*
= 2y (CAY* : (CB) o1 AP x:Pa (P (071720 Tr e

tt 2

ccxx

th=—ix CPMD? zmcer—— =+
de los trisngulos rectangulos CPM , CKS , serd el quadra-
do (CM): 6 (CPY* == (PM)* = 45 = ¢cc —== , y ¢l
quadrado (CS)* 6 (CK)* =+ (KS)* = 1t — %% —+ =,
Luego (CM)* —=(CS )* = t¢ =+cc : quiero decir , que la
suma de los quadrados de dos didmetros conjugados quales-
quicra Mm , Ss es igual 4 la suma de los quadrados de los

dos eges Aa , Bb.

Fuera de esto , por razon

LET
digmetro Mm es al rectdngulo formado por las partes MO,

Om de dicho didmetro , como el quadrado de su conjugado
Ss

Fig.

4 1.

42,

El quadrado de una ordenada qualquiera ON al 4 1.

42,
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Ss es al quadrado del misme " didmetro Mm : quiero deczr que
(ON)* : : MO % Om. :.:"(Ss)*1: (Mm)2.+

Tiraremos las paralelas: VQ , OH al ‘ege Bb, y la pa-
ralela OR 4 su conjugado 4a , que encuentre en R la or«

denada NQ prolongada , si fuere menester = llamaremos

CP, %5 PM,95CAyts PT,is5 HQ ! OR | a5 CH, b,
Por razon de los tridngulos semejantes CPM, CHO,y MPT,
&VRO tendremos 1.° CP: PM:: CH : HO 6 RQ , esto es
%1y b0 HO O RQ =2, 2.2 TP: PM :: OR: RN;
a: RN ==, !
Sentado esto , ya que es siempre NQ la diferencia en-
tre RO=—2 oy RN —=% , y CQ es la suma'de CH — 5;
},r HQ — a, quando el punto N cae entre los puntos 7, S,
O m,ssy por el contrario siempre es NQ, la suma de RO
y RN,y CQ la diferencia entre CH, HQ, , quando el punto

N cae en otra parte, tendremos (NQ)?

ﬂﬂyy
=5y (CQl==aa =z 2ab —+ bb 5 estoes — 22, vy 2ab

sX
en el primer caso, y en el segundo —+ 2“5”

Pero ( 96 ) AP x Pa: AQ x Qa 6 (CA)‘-—— CCOR
(PM)* : (QN)* O substitnyendo sus valores analyticos,

t#— xx : #t — a0 == 2ab—bb :: QM=
etyy—aayy ‘—4—2ab_23——bbyy i <Q > 8

S Comparando uno con otro estos dos

valores de (VQ)*, sacaremos la equacion by 4 2abyy _y aoy
— ttyy—aayy == 2abyy—blyy e i 4
= —— , que, borrando en el un miembro

2aby
el término =22 'y en el otro el término == 2 que
es su igual “por ser ( 10 8 P el 1
diendo por gy , se reduce 4 Z. —l— L= ""‘—““'—ﬁ.

X%

QS

bbvy 2ab
— 20 g 2a0Yy
e L

5y = 2ab

X g s divis
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Si multlphcamos por xx ,y pasamos & al otro miem-

ttxx—aaxx—Dbbtt

== 5 multiplican-

rliaae b s

SSXX (—X%

do el primer miembro por ss¥x ,y el segundo por el qua-
drado de ## — xx valor de s (y para esto bastard mul-
tiplicar el numerador por # — %), sacaremos aaws ==
taw — aattxx — bbrt— ttx* —+— aax* —— bbitxx 5 bor-
rando en ambos miembros de la wltima equacion la canti-
dad aax*, transponiendo aaitxx , y dividiendo por ¥«
se sacard finalmente (HQ)* 6 (OR)* — aa=— 1t — %% —=
b — 22

Ahora pues , si llamamos 2 el semididmetro C// o
Cm ,tendremos por razon de los tridngulos seme)antes CPM,
CHO,CP.C.M..CH.CO,ox.z..b. co=—% <5 y pot
consiguiente M0 x Om — 28 — I’;”S— Pero los tnangulos
semejantes ORN , CKS dén (ON)*: (CS)* :: (OR)*: (CK)*®
.. MO x Om: (CM)?* 6 substituyendo en. lugar de los

bbee

quatro tltimos términos sus valores , ## — &% =+ bb— ¢

i — 2% :: ﬂ;”i‘—: zz , una vez que multiplicando estre~
mos y medios resulta un mismo producto : luego (ON)*:
MO x Om 22 (CS) : (CM)* = : (85)%: (Mm)*.
112 De esto inferiremos

1.° Que lo demostrado ( 90 ) respecto de los
dos eges Aa y Bb, se verifica tambien en virtud de
lo que acabamos de probar en dos didmetros conjugados
qualesquiera Mm , Ss. Pero como lo dicho en los numeros
D25,19% 596597 5 985097101, 102,y 18305
una consecuencia de lo demostrado ( 90 ),y se yerifica

TomIII, E igual-

o
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igualmente sea 6 no recto el dngulo ACB , se sigue , que
si en los numeros referidos suponemos que en lugar de ser
los dos eges las lineas Aa, Bb, sean dos didmetros conjuga-
dos qualesquiera , tambien serdn ciertos en este supuesto,
porque se demostrardn del mismo modo.
T g ;.° Como queda cierto lo dicho (98 y 103)
aun quando las lineas Aa, Bb en vez de ser los dos eges,
son dos didmetros conjugados qualesquiera como Mm, Ss;
se sigue que la linea MT tirada por el uno de los estremos
M de un didmetro conjugado qualquiera #m, paralelamen-
te 4 su didmetro conjugado s, es tangente en A,y que
ninguna otra linea mas que esta puede tocar la elipse en
dicho punto.

De donde se echa de ver que desde un punto dado
en una elipse, no se la puede tirar sino una sola tan-

gente.
: )

b & R
de inferir que si por un punto qualquiera 7 de una elipse,
tiramos una ordenada MP al uno qualquiera Az de los
dos eges, y despues de tomada del lado del punto P, la
'C'T tercera proporcional 4 CP, CA, tiramos la recta MT;
dicha T ser tangente en H. Y reciprocamente, si MT
fuere tangente en M, y tiramos la ordenada AP al uno
Aa de los dos eges, las partes CP, CA4, CT de dicho ege
estardn en proporcion geométrica continua.

115 4.° Sienloquedijimos (105,106 y 107)
concebimos que las lineas .4a, B4 no son los dos eges, sino

dos

De aqui y de lo dicho ( 111 ) se btle-
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Jdos didmetros conjugados qualesquicra s se echars de ver que Fige

son igualmente ciertas dichas proposiciones una vez que s¢
demuestran del mismo modo que antes, segun lo d4 4 en-
render claramente la figura , cuyos tridngulos semejantes da-
c4n las mismas proporciones que si fuesen Aa y Bb los
dos eges.

De donde se infiere 1.° que lo dicho ( 114 ) es
tambien cierto quando en lugar de ser la linea Aa un ege
es un didmetro qualquiera. 2.° Que en este supucsto los
didmetros conjugados Min, Ss pueden ser los dos eges, ¥
que podemos considerar los dos eges como si fueran dos
didmetros cénjugados que se cruzan 4 angulos rectos.

116 Si por un punto qualquiera de una elipse cupo
centro sea C, se tira una ordenada MP al uno Aa de los
eges, y una perpendicular MG 4 la tangente MT que pasa
por el punto M5 siempre estard CP con PG en la razon dada
del ege Aa d su pardmetro.

Porque si llamamos el semiege CA6CA,t; CP, x5
PM,y s tendremos ( 114 ) CT — £, y por consignien-
te PT — “—*. De los tridngulos rectdngulos semejantes
TPM, MPG sacaremos TP: P :: PM: PG ,6 =—=:
yiiy: PG =2_; de donde resulta la proporcion CP:
PG AP % Pasi PILY:, estoles p & ettt - ol
yys porque multiplicando estremos y medios sale un mis-

mo producto xyy. Pero el rectingulo AP x Pa es (933
al quadrado (PM)*, como ¢l ege Aa es 4 su pardmetro.

Luego &c.

E 2] RY]

44
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117  Sipor un punto qualquiera M de una elipse,

. tiramos una tangente TMS, y las MF , Mf a4 los dos fo-

cus ¥ y £5 los angulos EMT, £MS que forman dichas lineas
por ambos lados con la tangente TMS son iguales uno con
orro. : | :
Porque tirando las perpendiculares FD, fd 4 dicha
tangente 5 el primer ege Aa que la encuentre T, y la
ordenada P/ 4 dicho ege; y llamando CA4 o Ca, ¢; CF
6Cf, m; CP,x; tendremos MF : Mf:: TF 6 CT —
CF :Tf 6CT +~Cf,estoes ( 89 vy 114 ) t—
Zir 4+ Z—m: = - m, una vez que resulta un
mismo producto de la multiplicacion de los medios que
de la de los estremos. Pero los tridngulos semejantes TFD,
Ifd dan TF : If :: FD: fd. Luego la hypotenusa MF
del tridngulo rectingulo MDF serd 4 la hypotenusa JMf
del tridngulo rectdngulo Mdf , como el lado DF es al
lado df's y por consiguiente serdn semejantes los tridngu-
los MMDF' , Mdf. Luego serdn ignales uno con otro los 4n-
gulos FMD, fMd &6 FMT , S opuestos 4 los lados ho-
mologos DF, df. _

118 De aqui se evidencia que si se prolonga inde-
finitamente al uno y otro lado del punto de contacto M la
tangente THLS , dejard toda la clipse del lado de sus dos
focus F', . Y como esto se verificars esté donde estubicre
el punto A7 de la elipse , se infiere que toda la elipse serd
concava al rededor ‘de sus dos focus, y por consiguiente
lo serd tambien al rededor de su centro.

Si
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119 Si por el un estremo A de un didmetro Aa se Fig.
tira una paralela DAE d su conjugado Bb, que encuentre otros 46.
dos didmetros conjugados qualesquiera Mm, Ss en los pun-
tos D, B el rectdngulo DA x AE serd igual al quadrado de
la mitad CB del didmetro Bb; quierb decir que sera DA x
ABl== (€B)

Tirarémos, para probarlo, por los estremos A/, §' de
los didmetros conjugados Am, Ss, las ordenas MP, SK
al didgmetro Za ; llamaremos CA , ¢ 5 CB, c¢; CP, x5
PM, y; v tendremos ( 109 ) (CK)* = AP x Pa=—1¢
— %%, y por consiguiente AK x Ka 6 (CA)* — (CK)*
= xx.Pero. (' 1 1)U BCY s (CA* = (MPY: APR PA
& (CK)?;estoiesy corittin: yys(CR e <20 o Nol(CAP +
(CB) AR K (K o tes ot ax (RS et

144

Luego sacando las raices quadradas, resulta CA — 2y
KS — Z. Pero los tridngulos semejantes CPAM, CAD,y
CKSY,, CARdan CP APAL: 2G4 i AD 50 %6l yiis tisdD
— 2,y CK:KS::CA: AE,6L: = tets AB =
Luego DA x AE — cc = (BC)™.

120 Si por los estremos M, m,y ', s de los did- 4,
metros conjugados Mm, Ss de una clipse ,se tiran las rec- '
tas EH, FG y GH, FE respectivamente paralelas 4 sus
conjugados , quedar4 inscripta la elipse en un paralelogramo.
Vamos 4 probar que

Todos los paralelogramos circunscriptos d la elipse son
iguales unos con otros , € iguales al rectangulo de los dos eges.
Tirémos por el estremo M del didmetro Mm la MP, y

Tom II1. Ej por
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por el estremo § del didmetro §s , la $Q, ambas ordenadas
al primer ege #a. Llamemos este primer ege 27 5 al segun-
do Bb,2¢5 CP,x5 $Q,u Una vezque ( 114 ) CT —
< serd PT =22 |y en virtud de lo probado ( 110 )
seral(S 09 == uui== o= —’iftg)——a de donde sacaremos
despues de multiplicado todo por ##, traspasado y dividi-
do por ¢c, (CQY* = #tr — “2,

: Sentado esto, los tridngulos semejantes SQC, MPT
dardn (MP)*: (PT)*:: (SO )*: (QC)%; esto es = (£t —xx):

(e—ze)e 2.y ww

e ~ »de donde saldrd u—=-<-x, y por con-
siguiente CP: §Q: ¢: ¢. Por el mismo camino hallaria-
mos CQ: MP:: ¢: c. Luego CP: SQ:: CQ: MP:: #:v,
y los tridngulos SQC, CMP tendrén iguales sus areas,
Liiezor1® (80) = L(sp)—z. 2 OE =
~ Si tiramos la A4S, la superficie del trizngulo MCS
serd igual 4 la superficie del trapecio SQPM menos la su-
perficie de los dos tridngulos CPM, CQOS. Luego la su-
perficie del espresado tridngulo serd — = (SQ —+ MP)
(QC+CP)— -QC x SQ — LCP x mP —=-CQ xPM
—+ TCP x SQ =1 [+ (MPY ~+ £ (CPy* | =3 [£x
—({tt— (CP) )+ = (CP)‘] = — ¢t. Luego la superﬁccic
del paralelogramo CSEM —ct, y la del paralelogramo
total FEGH — 4¢t —g@c x 2. Por consiguiente todos
los paralclogramos circunscriptos 4 la elipse son iguales
unos & otros por ser iguales al rectdngulo de los dos eges.
121 Cuestion L Dados dos didmetros conjugados Aa,

Bb de una elipse con una recta MCm que pase por su cen-

1o
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tro Cs ballar los puntos M, m donde dicha linea encuen- Fig.

tra la elipse.
Tirarémos por el uno A de los estremos del did-

metro Aa, una recta indefinita AD paralela 4 su con-
jugado Bb, que encuentre en D la CM dada de posicions
por el punto A tirarémos 4 AD la perpendicular A0 —
CB,y por los puntos O, D la OD. Con el radio OA des~
cribiremos un circulo que cortard la OD en dos puntos &V, 7,
por los quales se tirardn las paralelas N, nm 4 la OC
que v4 desde el centro de la elipse al centro del circulo.
Los puntos /M, m donde dichas paralelas encuentran la
CD serin de la clipse , y determinardn por consiguiente
los estremos del didmetro MCm dado de posicion.

Porque si tiramos las paralelas 2P , NQ, 4 AD que
encuentren las rectas CA, OAen P y Q5 los tridngulos
semejantes CDO , MDN , y CDA,CMP,y ODA,ONQ,
dardn CA : :CPCD=:CM i OD tONw 0400 57 esto
esCA:CP:: 0A:0Q. Y por consiguiente si tiramos la
recta PQ, serd paralela 4 OC, y tambien 4 MN, que se-
gun suponemos €s paralela 4 OC. Luego las paralelas MP,
NQ, serdn iguales. Sentado esto, si'llamamos CA,2; CB
6 A0 6 ON ,¢5CP, x5 PM6 NQ,y; tendremos CA:
CP::04:0Q,6¢t:x::0:0Q==%. Y por razon del
tridngulo OQN recténgulo en Q, (NQ)* 6 (MP)*— (ON)*
— (0Q), esto es y*=—cc — ==. Luego MP scrd una or-
denada ( 93 ) al didmetro Aa, y por consiguiente el pun-
to M serd uno de los de la elipse cuyos didmetros conju=

E 4 ga-
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Fig. gados son las rectas 44, Bb, Pero por razon de las para-

lelas NM, OC, nm , el centro C divide por el medio la
M , ya que por la propiedad del circulo, el punto O dj-
vide del mismo modo 4 la Nn, Luego tambien el punto m
serd (104 ) uno de los de la clipse.

Si los didmetros conjugados 4a, Bb fueran los dos
eges , las paralelas CO , PQ se confundirian entonces con
las rectas CA4 , 40 que no serian sino una sola linea, y
€n este caso se resolveria ; y demostraria aun mas facil-
mente la cuestion.

122  Cuestion IL. Dados dos didmetros conjugados Aa,
Bb de una elipse 5 hallar los dos eges Mm , Ss 5y demostrar
al mismo tiempo que una elipse no puede tener mas que dos.

Tiraremos por el uno .4 de los estremos del didmetro
Aa la DE paralela 4 su conjugado B4, y la A0 perpendi-
cular 4 DE ¢ igual § CB. Tiraremos tambien la OC, y
por su medio F'la FG que la cruce 4 dngulos  rectos , y
que vaya 4 encontrar en G la DE , en Ia qual tomaremos
al uno, y otro lado del punto G las partes GD , GE cada
una igual 4 GO 6 GC. Por tiltimo, tirando las CD »CE , los
dos eges Mm , Ss estardn sobre estas rectas.

Porque una vez que podemos considerar ( 1 1 5 ) los
dos eges como si fueran dos didmetros conjugados , que
forman uno con otro un dngulo recto , encontrardn dichos

eges la recta DE en unos puntos D'y F, tales que el circu-

lo trazado sobre el didmetro DE > pasard por los puntos C

y O, pues siendo el rectdngulo DA x AE igual (119)

al
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al quadrade de A0 , serdn rectos los dngulos DOE , DCE. Fig.
Pero se viene 4 los ojos que es esto mismo lo que acaba- 438.

mos de hacer en virtud de la construccion , pues por ser las
rectas GO,GC, GE , GD iguales todas unas con otras , son
radios de un mismo cireulo. Pero como no puede haber en
la DE sino dos puntos que cumplan 4 un mismo tiempo con
las dos condiciones de que sea recto cada uno de los dngulos
DCE y DOE, sc sigue que los didmetros conjugado}s M,
§s que forman uno con otro un 4ngulo: recto, serén los
mismos eges , y que no pueden ser mas que dos.

Determinaremos su magnitud con tirar las rectas oD,
OE , y por los puntos Ny R en que encuentran el circu-
lo cuyo radio es OA , tiraremos las paralelas VI, RS.
Porque es evidente (( 121 ) que los puntos /7, S d(fn-
de encuentran las rectas CD , CE serdn puntos de la elip~
se cuyos didmetros conjugados son Aa y Bb , cuyos puntos
serdn por consiguiente los estremos de sus eges. :

123 Si quisiéramos hallar dos didmetros con;ug.ados
Mm, Ss que hiciesen uno con otro un 4ngulo MCL.Y' igual
4 un 4ngulo dado, dados otros dos didmetros conjugados
Aa , Bb 5se reducitia la operacion 4 determinar en la rect
ta DE dada de posicion , dos puntos D, E, tales que si
desde ellos tirdramos 4 los dos puntos O , C dados fuera de
esta linea las rectas DO, OE ,CD, CE , fuese recto el
ingulo DOE , y el dngulo DCE fuese igual al dngulo,
dado.

124  Cuestion IIL.  Dados los dos eges Aa, Bb de ;z';zd
elip-
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elipse 5 ballar dos didmetros conjugados Mm ,; Ss que formen
uno con otro el dngulo MCS igual d un dngulo dado.

Supondremos que los didmetros M, S's sean con efec-
to los que se piden , y que encuentren en los puntos D y E
la recta indefinita DE tirada paralelamente al ege mayor
Bb por el estremo A del ege menor Aa. Tiraremos desde
el centro C de la elipse, la CF que forme con DE en F el
dngulo CFE igual al 4ngulo dado #CS , y llamaremos C.A4,
# CB,c; AF, a5 AE , z 5de donde resulta 4D (119 )
= i{‘— » CE = V/(tt—+-=22) por razon del tridngulo rec-
tingulo CAE. Sentado esto,

Los tridngulos FEC , CED serfn semejantes, por te-
ner el 4ngulo en E comun , y el dngulo CFE igual por
construccion al 4ngulo MCS' 5 por esta razon FE : EC::
EC: ED, 6 z— a:V(tt +22):: V(@ —+22) 1 2 =+ <
Si multiplicamos los medios y los estremos de esta propo{r-'
cion, sacaremos la equacion 28 — az =+ cc — “7“ =it +-22;
que, borrando en ambos miembros zz, multiplicando despues
por 2, y dividiendo finalmente por @ , se reduce 4 zz —

CC——tt

22 = & = c¢c == 0. Si para abreviar hacemos =% =
25, se transformard la equacion precedente en gz — 242
~~cc=0, 6 22 — 2bz -+ bb —=bb —¢c ,de la qual sa-~
caremos 8—~4, 6 b—z = V/(bb—cx), y por consiguien-
te la incognita AE =— z —5 == V/(bb— c¢c). La construc~
cion que subministra esta ultima equacion es la siguiente.
Despues de prolongado el ege menor Aa hasta O, de
modo que 40 sea igual 4 la mitad CB del ege mayor; se ti-

ra-

e —
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rar

OF , CF, que concurran con DE en los puntos H , G *,
Describase desde O como centro, y con el radio OX igual
4 la mitad de GH, que es la parte de 4D prolongada, com-
prehendida entre G y H, un arco de circulo que corte DE
en los puntos X, K, y tomando en DE las partes KD,
KE cada una igual 4 KO, tirense por el centro Cde la
clipse las rectas DC, EC. Los didmetros Mm , Ss que bus-
camos , estardn en estas lineas.

Porque por razon de losdngulos rectos FAC, FCGGy
FAQ , FOH tendremos AG —= <, AH=—- 5y por con=
siguiente GH — “=— == 24. Luego el radio OK que es
igual 4 la mitad de HG, serd igual 455 y del tridngulo
rectdngulo OAK sacaremos AK —V/(bb —cc), y AE 6
KE== AK = b = V/(bb—cc), y AD 6 KD £ AK —
b == V/(bh — cc). Sentado esto , si multiplicamos el valor
de AE por el de AD , resultard AE x AD — cc = (CR)%
luego ( 119 ) son conjugados los didmetros Min , §s. Pero
AE ~= AD & DE x (AE— AF) 6, EF =26 x [ b=
V(bb—-cc)—a] — 2bb 5= 26V/(bb — c¢c) — 2ab = 2bb
= 24 V/(bb — cc) ~ t+ — cc, substituyendo en lugar de

2ab su valor cc —1t3 y por razon del tridngulo rectingulo

. CAE,

# No se han sefialado en las figuras los puntos 77y G sobre DE , porque

hubieran salido demasiado grandes ; ademas de que es muy facil concebir-
los puestos en su verdadero lugar.

4 CF , que forme con DE tirada paralelamente 4 B& por Fig,
el punto A, el 4ngulo CFE igual al dngulo dado. Tirardn- 49.
se tambien OF , y las rectas OH , CG perpendiculares & 5 o.
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Fig. CAE, (CE—=(AE)* 4 (CA}* = 285 T 25V/(8b — o)
49. =+ tt — cc = DE x EF'; de donde resulta FE : EC..
50. EC: ED. Y por consiguiente serdn semejantes los tridn-

gulos FEC, CED, por tener cl dngulo en E comun , y
los lados adyacentes 4 dicho 4ngulo proporcionales. Luego
cl dngulo J1CS serd igual al dngulo dado CFE.

Para conocer la magnitud CH, CS de los dos semidi4-
metros que se buscan 5 tiraremos las rectas OD, OF > ¥ por
los puntos &V, R donde encuentran el circulo cuyo radio
es 04, las paralelas NM , RS 4 OC. Porque se viene 4
los ojos ( 121 ) que serdn de la clipse los puntos 27,8
donde encuentran las rectas CD', CE , y que determinarén
por consiguiente los estremos de dichos didmetros. .

125 Dela construccion que acabamos de dar resul-
ta 1.° que para que sea posible la cuestion, es forzoso que
OK — == seamayor ¢ igual 4 40=—c ; porque 4 no ser
asi , el circulo que se trazare con el radio OK , o encontra-
rd la DE en punto alguno , cuya circunstancia es sin em-
bargo necesaria para la construccion. )

2.° Que quando OK fuere mayor que 0.4, siempre se
hallardn por medio de losdos puntos &, & dos diferentes di-
metros conjugados m,S's que resolverdn igualmente la cues-
tion; pero entonces el didmetro S de la fig.5 o serd igual al
didmetro Mm de la fig.4 9, y estard colocado del mismo mo-
do al otro lado del ege Aa, porque AE en la fig. 5 o esigual
4 4D enlafig.49. Y del mismo modo el didmetro Mm en
lafig.5 o es igual al digmetro s en la fig.49,y estd colo-

ca-
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cado del mismo modo al otro lado del ege A#a; porque 4D
de lafig. 50 esigual & AE de lafig. 4 9. Quiero decir, que
los dos didmetros conjugados diferentes Mm , Ss qt.le resuel-
ven igualmente la cuestion , estdn puestos de un mismo mo-
doal uno y al otro lado del ege Aa ,y que en las dos po-
siciones distintas , sus magnitudes se quedan las mismas.

3.° Que quando OK — 04 , los dos puntos de inter-
seccion KX , K coinciden con el punto de contacto 5y en
este caso todo estd reducido 4 tomar las partes A&, 4D
cada una igual 4 la mitad CB del ege mayor : de donde re-
sulta evidentemente que no admite este caso mas que una
resolucion, y que son iguales unos con otros los dos didme=
tros conjugados Mm , Ss que le resuclven.

‘126 Tambien es evidente que quanto mayor es AF
— @, tanto mayor es tambien el dngulo obtuse CFE dado,
y tanto mas mengua la linea OK = £== 5 por manera que
quando AF fuere la mayor posible , el 4ngulo obtuso CFE
ser4 tambien el mayor; y por el contrario la linea OK scrd
la menor, quiero decir , serd igual 4 40. Pero si en este
caso tirdramos las rectas Ba, ab , todos los tridngulos rec-
téngulos aCB , CAD , aCh , CAE serian iguales unos con
otros 5 por ser cada una de las lincas AE , AD igual 4 la
mitad CB 6 Cb del ege Bb, y por sexr CA igual 4 Ca. Lue-
go el 4dngulo ACM seria ignal al dngulo CaB, y ¢l dngulo
ACS al 4ngulo Cab 5y por consiguiente el dngulo dado MCIS'
0 CFE seria tambien igual al 4ngulo Bab. De donde se sigue

.1.° Quessi desde el uno de los estremos @ del ege menor
: Aa,

Fig.
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Aa , se tiran 4 los estremos B , & del mayor, las lineas aB,
ab 5 el dngulo obtuso dado CFE debe ser ignal 0 menor
que el dngulo Bab , para qtie sea ( 1245 ) posible la cues-
tion. '

2.° Que quando le es igual como en la fig. 5 1, no hay
mas que dos didmetros conjugados Mm, §s que la resuel-
van, y son iguales uno con otro.

3.2 Que en el caso de ser menor como en las figus
ras, siempre hay dos didmetros conjugados distintos que re-
suelven la cuestion : que estdn en situacion semejante al
uno y otro lado del ege menor , subsistiendo entre ellos

~uno mismo dicho 4ngulo, y que su magnitud se mantiene

tambien la misma en estas dos posiciones distintas.
127  Cuestion IV. Dados dos didmetros conjugados
Aa, Bb de una elipses trazaria con un movimiento continuo.
L. Se puede resolver esta cuestion buscando ( 122)
los dos eges, y trazando despues la curva por lo dicho(87)
II.  Tirarémos por el un estremo 4 del uno de los
didmetros dados A4a , una perpendicular AH al otro B4,
en cuya perpendicular ‘tomaremos al unou al otro lado del
punto A4 la AQ — CB. Y despues de tirada la CQ,, hare-
mos que corra la linea GF = HQ, con sus estremos 4 lo
largo de las lineas B4, CQ, prolongdndolas quanto fuere
menester al uno y otro lado del centro C, hasta que des-
pues de haber andado succesivamente los quatro 4ngulos
que estas lineas forman, se restituya 4 la misma situacion

en que se hallaba quando empezo 4 moverse. Si tomamos

G
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G ==2405] puﬁto M trazard en este movimiento Ia
clipse que se pide.

Porque si tiramos GP paralela 4 Q4, que encuentre
en P el didmetro Aa, y en O al didmetro Bb ;5 de los
tridngulos semejantes CHQ, COG,y CAQ, CPG inferi-
rémos CQ,: CG:: AQ = GM: GPL  HQ = GF=1GO.
Y por lo mismo la linea P ser4 paralela al didmetro Bé.
Sentado esto, llamaremos CA, ¢35 AQ 6:€B:6 -Chlsus GRS
x3; PM, p, v tendremos CA: CP:: AQ: GP, esto es,
72 x::c: GP == Y del tridngulo rectdngulo GPM sa-
caremos (PM)* — (GM)* — (GP ), quiero decir gy ==
e — “*%, Luego la linca P serd (93 Y 86 ) una orde~

Lt

nada al digmetro Aa de la elipse cuyos didmetros cosiju-

gados son las lincas Aa, Bb.

Si los dos didmetros conjugados Aa, Bb fuesen los
dos eges, es evidente que las lineas AQ, CQ se confun=
dirfan con el didmetro Aa, que seria el uno de los eges,
y que el punto H coincidiria con el centro C. Por consi-
guiente habriamos de tomar en este caso GF = CQ,, su-
ma 6 diferencia de los dos semieges C4, CB, para hacet
que corrieran sus estremos 4 lo largo de los eges Aa, Bb,
prolongados si fuese necesario.

Como las linecas Aa, Bb se cruzan 4 dngulos rectos
en el punto C's se sigue que, sca la que fuere la situacion
de la recta GF mientras corre 4 lo largo de dichas lineas,
el circulo cuyo didmetro fuese GF pasard constantemen=

te por el punto C'5 y que por consiguiente la linea CD
| ‘ que

Fig.
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que pasa por el punto D que estd en medio de FG, sicm-
pre serd igual 4 DF, porque las lineas CD , DF, DG siem-
pre serdn radios del espresado circulo. De aquf inferiremos
la descripcion siguiente

Sean dos rectas CD, DF' igual cada una de ellas 4 la mi-
tad de CQ suma 6 diferencia de los dos semieges CB , C4,
de tal suerte unidas una con otra ensu estremo comun D
que puedan dar la buelta al rededor de dicho punto, co-
mo las piernas de un compas al rededor de su charncla,
Afidncese el estremo C de la recta CD en el centro de
Ia elipse, y concibase que el estremo F de la ofra recta
FD se mueve 4 lo largo del ege Bb, llevandose consigo
la DC movil al rededor del punto fijo C. Es evidente que
si tomamos en la FD , prolongada si fuere menester , la
parte FM — CA , trazaremos en virtud de este movi-
miento del punto A7 la elipse que buscamos.

128  Cuestion V. Dados dos didmetros conjugados Aa,
Bb de una elipses ballar muchos de sus puntos.

I Por el un estremo .7 del uno de los didmetros da-
dos Aa, se tirardn la indefinita DAD paralela 4 su con-
jugado B,y la A0 perpendicular 4 AD ¢ igual 4 la mi-
tad CB del didmetro Bb; se tirard OC; y desde O como
centro y con el radio OA, se describird un circulo. He-
cho esto, se tirardn 4 arbitrio por ambos lados de CA

uantas linecas CD, CD &c. se quisierenss y desde los pun-
105 D, D &c. donde encuentran la D.AD , al centro O,
Las rectas DO, DO &cc. que corten la circunferencia del
cir-
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circulo en los puntos NV, N &c: se tirardn las N, NM Fig.

&c. paralelas 4 OC, que encuentren en M, /1 &c. las rec-
tas correspondientes CD, CD &c. en las quales se sefala-
rdn al otro lado del centro C unos puntos m, m &c. que
estén 4 la misma distancia de dicho centro que los puntos
correspondientes M , M &c. Es evidente por lo dicho
( 121 ) que la curva que pasa por todos los puntos 77,
M &c; m, m &c. hallados por este camino, tendrd por did«
metros conjugados las rectas Aa, Bb.

II.  Sobre el uno de los semididmetros CB , se senalardn
las partes CE, EE &c. pequehas ¢ iguales unas con otras,
de una magnitud arbitraria, y quantas cupieren en dicho
semididmetro; se le tirardn las perpendiculares ED, ED &c
que encuentren en D, D &ec. la circunferencia del circu-
lo cuyo centro sea C, y CB el radio. Se tirard 4B, y
por el punto E que estuviere mas cerca del centro C, la
EP paralela 4 AB, que encuentre CA4 en-P. En el did-
metro 4a se sehalardn al uno y otro lado del centro C
quantas partes PP, PP &c. iguales 4 CP cupieren en él;
por todos los puntos P, P &c. se tirardn las MPI, MP I
&c. paralelas al didmetro Bb, y en cada una de estas se
sefialardn al uno y otro lado de P las partes PM, PM
cada una igual 4 su correspondiente ED. La curva que
pasare por todos estos puntos serd la elipse que se pide.

Porque si llamamos CA ; ¢5 CB 0 CD, ¢; CP, %3

y PM ,y; tendremos en virtud de los tridngulos semejan-
tes-CAB ;:CPE , la proporcioniC4:-CB :.: CR: CF O
TomIII, - 15 &
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ticq s OBl =220 SpotataZon del tridngulo CED rec-
téngulo en E,(ED)* 6(PM)*—= (CD )*— (CE ), esto es,
3y = cc — == Luego PM serd ( 93y 112 ) una o
denada al didmetro A4a. Y como podriamos demonstrar lo
mismo respecto de todas las lincas PAZ, por haber siem-
pre una misma razon entre cada CP .y su correspondiente
CE, que entrc CA4 y CB; se sigue que la curva que pa-
sare por todos los puntos A hallados segun se ha dicho,
serd la clipse que se pide. '

De la Hypérbola.

'T29  Si enun punto fde un plano aseguramos el un
estremo de una regla larga /MO , de forma que pueda
moverse con libertad al rededor del mismo punto fijo f3
y en el otro estremo O de dicha regla afianzamos el cabo
de un hilo OMF que sea menos largo que la regla, y que
esté atado por el otro cabo 4 otro punto F del mismo
planos si hacemos dar la buelta al rededor del punto f4
la regla fMO , manteniendo al mismo tiempo con el lapiz
M siempre muy tirante el hilo OMF, y su parte MO tan
arrimada 4 la regla como si la estuviera pegada , resultars de
este movimiento una curva A4X, que serd una porcion de
Hypérbola.

Si se pasa la regla al otro lado del punto F', se tras
zard del ‘mismo. modo 'la otra porcion A4Z de la misma
hypérbola.

Pero si atamos en F cl estremo de la misma regld,

of

DE SECCIONES CONICAS. 83

y en fel estremo del mismo hilo, trazarémos del mismo Fig.

modo otra curva xaz opuesta 4 la primera , y que tam-
bien se llama Eypérbola. Las dos curvas juntas se llaman
Hypérbolas opuestas.

130  Los dos puntos fijos F'y f se llaman los Focus.

131  El primer Ege cs una linea Aa que pasa por los
dos focus F' y f, y remata por ambos lados en las Hy-
pérbolas opuestas.

132  El Centro es un punto C'que divide por el me~
dio el primer ege Aa.

133 Sipor el centro C se le tira una perpendicular
indefinita Bé al primer ege Aa, y desde A4 como centro
trazamos con el intervalo CF un arco de circulo que la
corte en los dos puntos By &5 la parte Bb de dicha per-
pendicular se llamard e/ segundo Ege.

134 Los dos egesAa, Bb juntos se llaman Conjuga-
dos; por manera que el primer ege Aa se llama conjuga-
do al segundo Bb; y reciprocamente el segundo B& es
conjugado al primero Aa.

135 Las lincas MP , MK, tiradas desde los puntos
D de las hypérbolas opuestas paralelamente al uno de los
eges conjugados, y que van 4 rematar en el otro, se lla-
man Ordenadas 4 este ultimo ege. Asi, MP és una orde-
nada al primer ege Aa,y MK lo esal segundo Bb.

136 Una linea tercera proporcional 4 los dos eges,
se llama ¢l Pardmetro del que ocupa el primer lugar en la

proporcion. Asi, si hacemos que el primer ege Aa sea al
B2 se-
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segundo Bb como este segundo BJ 4 uni tercera propor-
cional ps esta tercera p serj el parametro del primer ege Aa.

137  Llamamos Didmetros todas las lineas que pasan
por el centro Cs los que encuentran las hypérbolas opuestas
se llaman primeros Didmetros , los que no las encuentran aun-
que se prolonguen al infinito, se llaman segundos Didmetros,

138  Unarecta que no encuentra una hypérbola mas
que en un punto,y que continuada por ambos lados no se
mete adentro, antes si cae de la parte de afuera, se llama
Tangente en dicho punto.

139 Elhilo FMOha de ser por precision mas fargo
6 menos largo que la regla /770 ( 129 )35 porque si
cogiera de largo lo propio que la regla, el lapiz AT tra-
zaria en su movimiento una linea cuyos puntos 1 esta-
rian todos 4 igual distancia de F' que de f; pues si del
hilo y de la regla restdramos Ia parte comun MO, los
residuos MF', MF serian siempre iguales el uno al otro.
De lo que resulta que el lapiz A1 trazaria una linea rec-
ta indefinita B4, perpendicular 4 la recta Ff que pasaria
por su punto del medio C,

140 Delo dicho (129) se sigue 1.° que si desde
un punto qualquiera 7 de la una de las hypérbolas opues-
tas tiramos 4 los dos focus F, £ las rectas MEFE, MFf, sa dife-
rencia siempre serd una misma. Porque serd igual 4 la di
ferencia que vd de la losgitud de la regla 4 la del hila.
Las dos lineas MF, Mf se llaman Radios vectores.

141 2.°Quando el punto /7 cacen A, es patente que

MEF,

TS
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JF se confunde con AF,y Mf con Afs y quando el Fig.

punto M cac en a, al tiempo de trazar la hypérbola
opuesta xdz, €s tambien patente que MF se c.onfundcf con
aF, y Mf con af. Luego ya que la diferencia de dlcha,s
dos rectas es siempre una misma , serd Af — AF.o
Ff — 2 AF — aF — af 6 Ef — 24f; y por lo mis-
mo AF — af. De donde resulta

1°.  Que el centro C divide por el medio la distan-
cia que hay desde el un focus al otro; porque CA—+AF
6 CF = Ca ~+ af 6 Cf.

2%  Que la diferencia que hay entre las dos rectas
MF, Mf es siempre igual al primer ege Aa; porque en
la. hypérbola XAZ, siempre se verifica que Mf— MF
=— Af — AF 6 Af — af5 y en su opuesta xaz, s¢ verl-
fica igualmente que MF — Mf —aF— af f’) aF — AF.

142 3° De lo dicho ( 133 ) inferiremos

1°.  Que el centro C divide en dos partes iguales el
segundo ege Bk porque los tridngulos rectdngulos ACB,
ACb, serin iguales, pues tienen iguales sus hypotenusas
AB, Ab, y el lado AC es comun 4 los dos.

2%  Que si tomamos en el segundo ege B&, la parte
CE igual 4 la mitad CA del primero, y tiramos.l-a hyj
potenusa AE 5 el segundo ege B serd mayor, igual o
menor que el primero Aa, segun fuere la recta CF ma-
yor , igual 6 menor que la hypotenusa AE ; porqtlle la
hypotenusa 44, tomada igual 4 CF', serd tambien entonces
mayor, igual 6 menor que la hypotenusa AE,

Tom III. r3 Que
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3.° Quesi al uno y otro lado del centro €' tomamos

en el primer ege Aa, las partes CF, CF iguales cada una
4 la hypotenusa 4B del tridngulo rectdngulo CARB, que
forman los dos semieges C.4, CB; los puntos F, f serén
los dos focus.

143 4.° Queddndose todo conforme hemos supues-
to, si llamamos CF' 6 AB,m; Ca 6 CA, t5 el tridngu-
lo rectingulo A4CB dard (BC)* — mm — ¢tt. Pero AF
—m—t,y Fo—m-1t; luego AF x Fa — mm —tt.
De donde se infiere que el quadrado de la mirad CB del
segundo ege Bb, es igual al rectingulo de AF por Fa,
que son las dos partes del primer ege Aa que estdn res-
pectivamente entre el focus F' y sus dos estremos A4, a.

144 5° Ya podriamos trazar las hypérbolas opues-
tas si fuesen dados los dos eges Az, B, y supiéramos
que el ege Aa ha de ser el primero. Porque empezaria-
mos determinando ( 142 ) en el primer ege Aa los dos
focus F', f°, despues afianzariamos en el punto ' el un ca-
bo de un hilo M0 , estando el otro cabo O afianzado en
el estremo de una regla OMf, mobil en su otro estremo
fal rededor del focus £, y que coja de largo lo mismo
que el hilo OMF, mas 6 menos ( 139 ) la linea A4
Si trazdramos por medio de esta regla y del hilo dos hy-
pérbolas opuestas X A4Z , xaz conforme ensefiamos (129)
es evidente que seria su primer ege la linea Aa,y la B
seria el segundo.

Quanto mas larga fuese la regla OJF, tanto mayores
sal-
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saldran las porciones de las hypérbolas opuestas ; de forma Fig.

que estd en nuestra mano trazarlas tan grandes como qui-
siésemos , valiéndonos de una regla, y de un hilo ambos
mas largos. .

145  Sidespues de tirada una ordenada MP al primer
ege Aa , tomamos en su prolongacion la parte AD — MF,
del lado del focus F quando el punto M estd en la hypérbola
XAZ , g del lado del focus £ quando esta en Su opuestd Xazs
serd CA : CF :: CP: CD.

Llamemos como antes CA4 6 Ca,ts CF 6 Cf, m;
CP,x; PM,ys;y CD,z: en el primer caso tendremos AZ?»
0 MF—z—1t, aD O Mf—=2—+t, FP—x—m O
m— x (conforme esté el punto P mas abajo ¢ mas arriba que
el focus F) Pf— & —+ m3y en el segundo supuesto, 4D o
MF—z—+t, aD 6 Mf —z—1t , FP —x—+m, Pf—
x —m & m—ux ,segun estuviere el punto P mas arriba
6 mas abajo del focus f.

Sentado esto , el tridngulo rectingulo MPF dard 22z
218 ==t == )y — &% == 2mx — mm 3 conviene & saber,
— en el primer caso , y —+ en el segundo; y el otro tridn=-
gulorectdngulo MPfdard 23 242310 == )y = ¥¥ *a2mx
~— mm , esto es,—+ en el primer caso, y — en el segundo.

Si restamos ordenadamente en el primer supuesto, la

primera equacion de la segunda , y la segunda de la pri-

mera , en el segundo supuesto , resultard 47z = 4mx; de

donde sacarémos CD = z— . Luego CA4:CF::CP:CD,

pues Z:m :: %2
Fg4 Es
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146 Espatente que si llamamos C4 & Cu o3 C’F
6Cf,ms; y CP,ux, siempre MF —=""—¢ v Mfi=
—+1#, quando el punto M esti en la hyperbola XAz cuyo
focuses F' ;5 y al contrario saldr4 MEF—="+¢,y Mf="=
— 7, quando M estuviere en su opuesta x4z , cuyo focus
es f.

147  El quadrado de una ordenada qualquiera PM gl
primer egeAa, es al rectdngulo de las partes AP y Pa de dj-
cho ege prolongado , como el quadrado de su con 1ugado Bb ,es
al quadrado del primer ege Aa: quiero decir , que (PM)>: AP
% Pa 2oi(Bb)2 si(An)2.

Caminando en los mismos supuestos de antes (14%)
si en la equacion 2z o= 228 -+t — gy —+= XX TE 2 m8 ~-mm,
que inferimos ( 1 4 5 ) del tridngulo rectdngulo MPF, subs-
titnimos en lugar de z su valor =%, siempre sacaremos estotra
U9y == mmxx — mmtt — trox —= ¢+, que reducida 4 pro-
porcion di 3y : ¥ — 22 :: mm— z¢ - tt, 6 (PM)* : AP
X Pa::(BC) : (CAY :: (Bb)*: (Aa).

De aqui podemos sacar varias consecuencias muy fun-
damentales.
' 148 1.° Sialsegundo ege B que llamaremos 2¢ e
tiramos una ordenada MK, es evidente que MK —CP =
Yy que CK— PM—y. Pero (PM)* : AP x Pa:: (Bb):
(Aa)*, 69y : ax—zz: 4¢c: 42t 5 por consiguiente 4.06x%
== 400t == 4ttyy 5 de donde resulta la proporcion xx : 4

THoc i 42t 4ec, esto es(MK )Y (CK) —~(CBY : : (Aad):
o P ==(CB)*::(Aa):

Quic~

DE SECCIONES CONICAS. 89

Quiero decir que el quadrado de una ordenada qual- Fig.

quiera MK al segundo ege Bb , ¢s al quadrado de CK mas
el quadrado de CB mitad del segundo ege Bb , como €l qua-
drado de su conjugado 44, es al quadrado del segundo egg
Bb. :
149

l2£ 5 4su conjugado Bb, 2¢; 4 su pardmento p s 4 cadaunade
sus ordenadas P, y; y 4 cada abscisa CP, & : siempre saca-
remos ( 147y 148 ) (PM)*: (CP)* o= (CA)* :: (Bb)*:
(Aa):::p:Aa, O yy: x5tk 12 4cc 488 22 p: 2F, PO sex
(136) Aa:Bb::Bb:p, b 2t:20:: 20: p—555 servi-
r4 el signo — quando el ege Aa fuere el primero, en cuye
(CA ))rvel
tectdngulo AP x Pa, que es su igual 5 y al contrario sex-
Mul~
tiplicando los estremos y los medios de la primera pro=

2.° Si al primero 1 segundo ege Aa le llamamos

caso podremos substituir en lugar de (CP)* —
vird el signo —+ quando Aa fuere el segundo ege.

porcion yy: wx == #£:: 40c: 4tt,y despues los de la segun-

dayy-xxxtt"p:

—pxx ___

=t —tmte ~ pt. Y como esta propiedad se Vcnﬁca igualmen-

ccxx

2¢ , Sacaremos yy == —— T CC , € Y

te en todos los puntos de las hypérbolas opuestas , y de-
termina su posicion respecto de los eges 5 se sigue que la
equacion gy =% 5= ¢cr , 6 gy == 5= 5 pt espresa per-
fectamente la naturaleza de esta curva comparada con sus
eges.

Si cont4ramos las abscisas & desde el vértice A , seria
AP x Pa — 2tx - xx , y sacarfamos gy = <= (224 — ¥%)

que tambien espresaria la naturaleza de la hypérbola.
En

<.
6 0,
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En virtud de este ultimo supuesto sacarémos I otk

—~axiipi o2t que dd gy —pr—+7 ) que tambien repre-
senta la hypérbola.

I50  3.°Sitiramos dos ordenadas qualesquiera /P,
NQ al ege Aa, es evidente que (MP)* : (NQ)* :: (CP) ==
(CA)* : (CQ) == (CA)*. Porque (P : (CP)* =(CA .
(Bb)*: (Aa)* :: (QN)* : (CQ)* o= (CA)*: Luego &c.

Tambien es de notar , que en'lugar de (CP)*— (CA)*
y de (CQ)* — (CA)* podemos substituir los rectédngulos
AP x Pa, AQ x Qa, que son sus iguales.

151 4.°Sipor un punto qualquiera P del uno de
los dos eges Aa , prolongidndole si fuere el primero, tira-
mos una paralela /P 4 su conjugado Bb ; encontrard
una hypérbola 6 las hypérbolas opuestas en dos puntos 4, 1
igualmente distantes por ambos lados del punto P, y no
las encontrard en mas puntos. Porque para que los puntos
M, M pertenezcan 4 una hypérbola, ¢ 4 las hypérbolas
opuestas , es forzoso ( 149 ) que cada uno de los qua-
drados de PJZ, que estin 4 cada lado del ege Az, sea
igual 4 una misma cantidad <= == ce.

ey

152 5.° Una vez que sy =% ==¢r, quanto ma-
yor fuere CP == contada desde el centro C, tanto mayor
serd tambien cada ordenada PM—y , contdndola desde el
ege Aa al uno y otro lado, y crecers al infinito; y al con-
trario , quanto menor fuere CP 6 & , tanto menor serd tam-
bien PM 6 y 5 por manera que si fuese CP — « igual 4
CA 6 Ca=¢, quando el ege Aa cs ¢l primero, PM 69

se-
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serd entonces nula 6 cero 3 y quando fuere CP= & nula 6

cero, siendo Aa el segundo ege, cada PJI que se reduce en-
tonces 4 CB 6 Ch=—c , serd la menor de todas las orde-

nadas PV que estdn al uno y otro lado del centro. De don-

de resulta claramente
1.° Que si por los estremos B, 5 del primer ege B

se tiran paralelas al segundo ege Aa , serdn tangentes en

dichos puntos,

2.° Que las hypérbolas opuestas se vén desviando mas:

y mas al infinito de sus eges conjugados , empezando desde
los estremos del primero 5 hay sin embargo entre €stos eges
la diferencia de que el primero encuentra cada una de las
hypérbolas opuestas en un punto,y prolongado pasa por
dentro de cllas,en lugar de que todo el segundo ege estd en-
tre las hypérbolas opuestas, y aunque se le prolongue al in<
finito , jamas las llega 4 encontrar,

153  6.° Tambien se sigue de ser yy — =5z ce que
si tomamos los puntos P , P 4 iguales distancias por ambos
lados del centro C, serdn iguales las ordenadas P, P
De donde resulta , que toda linea MM que remata en und
hypérbola 6 en las hypérbolas opuestas , y estd dividida en
dos partes iguales por un ege B& en un punto A que no sca
el centro , ser4 paralela 4 su conjugado «7a. Porque si tira=
mos las paralelas MP , MP al ege Bb, lalinea PP estarg
dividida por el medio en C , una vez que MM lo estd en K

y por consiguiente serdn iguales las ordenadas P/, P

Luego la MM serd paralela al ege Aa.
Si

FI (’..

te)
60,
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154  Siimaginamos que el plano en que estdn traza-
das las dos hypérbolas opuestas , esté doblado 4 o largo del
ege Aa, de forma que lleguen 4 juntarse sus dos partes ; es
evidente que quando Aa fuere el segundo , las dos hypérbo-
las opuestas coincidirdn exactamente una con otra ; esto es
los puntos B, M &ec. coincidirdn con los b, M &c. una vez’
que ( 151 ) todas las perpendiculares Bé , MM &ec. 4 di-
cho ege estdn divididas en dos partes iguales en C, P &c.

Por la misma razon quando el ege Aa fuere el primero,
coincidirdn exactamente una con otra las porciones de las
hypérbolas opuestas , que estdn al uno y otro lado de di-
cho ege. ;

I55  Sipor el centro C se tiran dos rectas indefinitas
CG , Cg paralelas 4 las lineas 45 , AB tiradas desde el es-
tremo 7 del primer ege A4a 4 los dos estremos B, & del se-
gundo, dichas dos rectas se llaman las Asymtotas de la hy-
perbola MAM 5 y si estas mismas se prolongan indefini-
tamente al otro lado del centro , se llamardn las asymtotas
de la hypérbola opuesta Mall.

156 El quadrado de la parte CG 6 Cg de una asym-
tota comprehendida entre el centro C, y el concurso de la
AB 6 Ab tirada por el estremo A4 del primer ege al es-
tremo B 6 & del segundo, se llama la Potencia de la hy-
pérbola MAM & de su opuesta Mall. i

157  Espatente 1.° que el 4ngulo GCg que forman

/ ’ =
las asymtotas , 6 su igual BAb , serd menor , igual 6 ma-

yor que un angulo recto , segun fuere ¢l segundo ege B

me-

DE SECCIONES CONICAS. 93

menor , igual 6 mayor que el primer ege Aa. Porque quan- Fig.

do el primer ege Aa es mayor que el segundo B&, su mirad
CA es mayor que la mitad CB del segundo 5y por consi-
guiente el dngulo CAB del tridngulo recténgulo CAB scrd
menor que un 4ngulo semirecto. Luego los dos dngulos igua-
les CAB , CAb que forman juntos el d4ngulo B.Ab, valdrin
menos que un 4ngulo recto. Los otros dos casos se prueban
del mismo modo.

158 2.° De la semejanza de los tridngulos BAb,
BGC resulta que la asymtota CG parte por el medio en G
la linea AB ,y que CG es la mitad de 4B , por ser BC la
mitad de Bb. Del mismo modo probaremos que la asymto-
ta Cg divide por el medio en g lalinea A4, y que Cg es
la mitad de A5. Luego todas las lineas CG, GA, GB, Cg,
gA , gb son iguales unas con otrass pues cada una de cllas
es igual 4 la mitad de una U otra de las lincas ABs,2 Ab,
que son iguales ( 133 )

159  3.° La potencia de una hypérbola es igual d In
quaria parte de la suma de los quadrados de los dos semi-
eges. Porque si llamamos CA , ¢35 CB, ¢35 CG,m, tendre-
mos (158 ) BA=— 2m,y el tridngulo rectingulo ACB
datd (AB)* = gmm = tt =~ cc. Luego (CG)* — mm —

4
160 Si por un punto qualguiera M de la una d de

la otra de las dos hypérbolas opuestas tiramos la recta Rr
perpendicular al primer ege Aa , encontrdndole en P, y que

remate en los puntos R p t de las asjz mtotas ; serd el produc-
7o

6T
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t0 RM x Mr — (BC)* —= al quadrado de Ia mitad del se-
gundo ege BD.

Llamaremos CA, 23 CB , ¢35 CP, x3PM, 95 v de los
tridngulos semejantes ACB, CPr, y ACh, CPR inferire-
mos CA:CBo Ch: CP :Pr o PR, estoes t e viPR
O Pr=— =. Luego RM—PR =PM —==y5y Mro Py

XX

== PM = < == y. Por consiguiente RM x Mr — ==—ypy

— cc = (BC)* o Pr, con substituir en lugar de 3 su va-

ccxx

lov (. 140 )i —o=tr,

u

161 De donde se sigue 1.° que (PM)* —= = —
es siempre menor que (PR)* 6 (Pr)* =<2,y que pot lo
mismo todos los puntos de las hypérbolas opuestas estin
dentro de los 4ngulos que forman sus asymtotas; por ma-
nera que ninguno de ellos puede estar dentro de los 4ngu-
los que estan al lado de aquellos.

162 2.°Si pot dos puntos qualesquiera 7, N de
una hypérbola , 6 de las hypérbolas opuestas , tiramos dos
lineas rectas Rr, Kk perpendiculares al primer ege , y que
rematen en las asymtotas ; es evidente que RM x Mr=
KN x Nk, porque cada uno de estos productos serd siem-
pre==(B@)4-liucgoRIM (KN a2y,

163  Sipor dos puntos qualesquiera M, N de una hy-
pérbola & de las hypérbolas opuestas , tiramos dos rectds
Hh, Ll paralelas la una 4 la otra, vy que rematen en 1S
asymtatas s tendremos HM x Mh = LN x NI

Porque si tiramos las rectas Rr , Kk perpendiculares
al primer ege Aa, los tridogulos MRH , NKL , y Mrb,
NE!
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NkI serdn semejantes ,por ser paralelos sus lados ca la uno
al suyo. Tendremos , pues , R : KNG HM BNy
Nk : Mr:: Nl: Mb, Pero ( 162 ) RM : KN :: Nk:
My 5 luego HM : LN :: Ni: M,y por consigniente HM
x Mbh = LN x NI,

164  Luego 1.° si suponemos que la linca NL para-

lela 4 MH pase por el centro C, 0 se confunda con CE es
constante que los dos puntos L, / coincidirdn con ¢l centro
€, en cuyo. caso serd LN x NI == (EC)* De donde se si-
gue que si desde un punto qualquiera £ de la una de las hy-
pérbolas opuestas se tira al centro €' la recta CE , y por
otro punto qualquiera /7 de la una 6 de la otra de dichas
hypérbolas , una linea M/Hb paralela 4 CE , que encuentre
las asymtotas en H y b, sexd (CE)* — HM x Mb.

165 2.° Si por un punto qualquiera N de la una de
las hypérbolaa opuestas , tiramos una recta L7, que remate
en las asymtotas , y que encuentre 4 qualquiera de las dos
hypérbolas en otro punto # 5 las partes LNV, /n de dicha rec-
ta que estuvieren entre los puntos de las hypérbolas, y las
asymtotas , serdn iguales una con otra. Porque si llamamos
LN ,a3 Nn, bsnl,c,setd LN x NI = ab 5z ac = HM x
Mb = Ln x nl=— be == ac : luego a =¢ 0 LN = In.

166 3.° Sien la ultima consecuencia suponemos que
la linea N que remata en las hypérbolas opuestas pase por
el centro C', 6, lo que es lo mismo, llegue 4 ser el primer
didmetro ED los dos puntos L , / coincidirdn con el centro
C, y setd NL—EC ,y nl =CD. De donde inferiremos

qic

Fig.
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que el centro € estd en medio de todo primer didmetro DE

167  4.° Quando dos rectas Mm , Nn paralelas re-
mataren en una hypérbola , 6 en las hypérbolas opuestas, y
encontraren una asymtota en los puntos H , L 5 serd MH
x Hm=— NLx Ln. Porque si prolongiramos , supuesto que
fuera preciso, dichas dos lineas, hasta que encontréran 4 la
otra asymtota en los puntos 4,7, las partes MH, mh, ¥
NL,nl serfan ( 165 ) iguales unas con otras; y por
consiguiente ya que HM x Mh —=—= LN x NI/ , scria tam=
bien MH x Hm = NL x Ln.

168 8% por dos puntos qualesguiera M , N de una hy-
pérbola o de las hypérbolas opuestas , tiramos dos rectas pa-
ralelas MH , NL que rematen en una asymtota sy otras das
rectas tambien paralelas Mh , N1, v que rematen en la otra
asymiota s serd HM x Mh = NL x NI,

Pruebase del mismo modo que la proposicion que
sentamos antes ( 163 ) j

169  Por consiguiente 1.°Si las rectas MH, Mp,y
NL, NI fuesen paralelas 4 las asymtotas ; los paralelogra-
mos MHCh, NLCI, y los tridngulos CHM , CLN que
son sus mitades, serdn iguales; por ser reciprocamente pro=
porcionales los lados de dichos paralelogramos que forman
los 4ngulos iguales HMpb , LN/

170  2.° Suponiendo lo mismo que en la ultima
consecuencia ; inferitemos que CH x HM — CL x LN;
porque en este supuesto Mh = CH ,y NI = CL. Esto
significa que si por dos puntos qualesquiera 47, IV de la

una
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uni, 6 de las hypérbolas opuestas, se tiran dos rectas MH, Fig.

NL oparalelas 4 1a una de las asymtotas , y que rematen
en la otra; siempre serd CH x HM — CL x NL, y por
consiguiente CH: CL:: LN: MH.

171 3.° Por ser el estremo A del primer ege uno
de los puntos de la hypérbola, y por ser paralela 4 la
asymtota Cg la linea 4B que corta en G la asymtota CG;
se sigue ( 170 ) que siempre sertd CH x HM — CG x
GA— (158 ) (CG)* esto es( 156 ), 4la potencia de la
hypérbola. Por consiguiente sillamamos CG ,m; CH, %3
HM, y; siempre serd xy — mm. Y como esta equacion se
verifica en todos los puntos de las hypérbolas opuestas, y
fija su posicion respecto de sus asymtotas 5 resulta que
xy — mm espresa la naturaleza de la hypérbola compara-
da con sus asymtotas.

172  4.° Deser MH—y — == resulta, que quan-
to mas crece CH — x, tanto mas mengua la HM — y;
por manera que si fuese & infinitamente grande, seria y
infinitamente pequefia, esto es nula 6 cero. Es, pues, evi-
dente que la hypérbola AM y su asymtota CH, prolon-
gindolas , se v4n arrimando mas y mas, de suerte que al
fin su distancia llega 4 ser menor que qualquiera cantidad
asignable s y que no obstante nunca pueden llegar 4 to-
carse, porque solo se juntarian en el infinito, al qual no
es posible que lleguen. Lo propio diremos de la otra
asymtota Cg.

173 5.° De quantas lineas pasan por el centro C,

Tom II1. G i
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Fig. 1° las que estdn como Aa dentro de los 4ngulos que for-

6 4.

man las asymtotas del lado de las hypérbolas, encuentran
4 cada una de las hypérbolas opuestas en un punto .4 6 a,
no mas; y prolongadas, pasan por dentro de dichas hy-
pérbolas. Porque por razon de los dngulos GCA, gCA y
de sus opuestos al vértice, es evidente que la linea Au
se v4 desviando mas y mas de ambas asymtotas , en lu-
gar de que las hypérbolas opuestas siempre se las v4n arri-
mando ( 172 ) masy mas. 2.° Las que estdn como B
en los dngulos del lado que forman tambien las asymto-
tas , jamds pueden llegar 4 encontrar las hypérbolas opues-
tas aunque se las prolongue al infinito , porque no puede
haber dentro de estos 4ngulos ningun punto de las hy-
peérbolas ( 161 ). '
r De donde se sigue ( 137 ) que todos los primeros
difmetros caen dentro de los 4ngulos que forman las asym-
totas 4 la parte de las hypérbolas, y que los segundos
caen en los dngulos de al lado.

174 6.° Sipor un punto qualquiera H de la una
de las asymtotas CE, se tira una paralela MH 4 la otra Ces
no encontrard la hypérbola mas que en un solo punto M;
y sise la prolonga, pasard por dentro. Porque se mantienen
todos sus puntos 4 la misma distancia de Ce , siendo  asi
que la hypérbola se la v4 arrimando ( 1 722 1ﬁas y mas.

175  7.° Deaqui resulta que si por un punto qual-
quiera A/ de una hypérbola, se tiran dos rectas indefini-
tas JMH, Mp paralelas 4 sus asymtotas Ce , CE;

To-
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1.2 Todos los puntos de la hypérbola su' opuesta Fig.

caerdn dentro del 4ngulo HAMp; por caer todos ellos
( 161 ) dentro del dngulo que forman las asymtotas, el
qual estd dentro del dngulo HMb.

2.° Las dos porciones de la hypérbola estardn en los
dos 4ngulos que estdn al lado de dicho 4ngulo; y por con-
siguiente ninguno de sus puntos estard dentro del dngulo
opuesto al vértice al dngulo HMb. ;

3.° Todas las lincas que como JMF estén dentro del
dngulo HMb , encuentran, prolongadas 4cia F', la hypér-
bola opuesta en un punto V,y pasan por dentro ; porque
se van desviando mas y mas de las rectas MH, Mb, y
por consiguiente de sus dos asymtotas que son paralelas 4
dichas lineas ; pero si se las prolonga 4cia el otro lado
del punto M, entran adentro de la hypérbola que pasa
por dicho punto, y no la buelven 4 encontrar mas. '

4.° Todas las lineas que como Ee estdn dentro de
fos 4ngulos colaterales al dngulo HMh , encuentran las
dos asymtotas de la hypérbola que pasa por el punto 77
por consigniente quando pasan por dentro de una de sus
porciones, la han de encontrar indispensablemente en algun
punto NV, pues van 4 encontrarse con la asymtota que
cac 4 la parte de afuera de dicha porcion.

176  8.° Sipor un punto qualquiera /7 de una hy-
pérbola , se tira una recta Ff que encuentre una de sus
asymtotas en F', y una de las asymtotas de la hypérbola
opuesta en f, y se la prolonga 4cia NV, de forma que v

G:2 sea

64.



Fig,

614.

100 ELEMENTOS

sea igual 4 FM5 ¢l punto IV serd uno de los de Ia hy-
pérbola opuesta, Porque la linea FF cae dentro del dngulo
HMp, y encuentra por consiguiente la hypérbola opuesta
en algun punto NV, segun acabamos de demostrar ( 175 ),
Luego (165 )&c.
, 2.° Si por un punto qualquiera 27 de una hypérbo-
la, se tira una recta Ee que remate en sus asymtotas , y
en dicha linea se toma la parte eN — EM; el punto N
serd tambien uno de los de dicha hypérbola. Porque Si
tiramos J7H paralela 4 la asymtota Ce, que remate en la
oFra en A7, tomamos en esta segunda asymtota la parte
CL igual 4 HE, y tiramos ZN paralela & HM; en vir-
tud de lo demostrado ( 174 ) encontrarf la hypérbola
en un punto NV, y por lo dicho ( 170 ) serd tal ei
punto N que CL 6 HE: HM:: CH 6 EL: LN ; por
lo que se echa de ver que la ZNV encuentra la hypérbo-
Ia en el mismo punto donde encuentra la recta Ee. Pero
por razon de las paralelas HM , LN, serd eN — EM,
por ser CZ = HE. Lucgo &c. |
177 Pfopongémoncs resolver la signiente cuestion:
Dadas las asymtotas CE, Ce de una bypérbola, tirar des-
de un punto M dado en dicha hypérbola la rangente DMd,
& demostrar que no se la puede tirar mas que una. ‘
Despues de tirada desde el punto dado A7 una pa-
ralela MH 4§ la una de las asymtotas Ce » que rema-
t¢ en el punto H de la otra asj;mtma CE, tomaremos,
en esta la parte HD — HC. Si por ¢l punto dado M ti-

Ia-
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: = - s : e
rimos la recta DM qué encuentre la asymtota Ce en un Fig.

punto d 3 1° la linca DMd encontrari la hypérbola en A
Porque por razon de los tridngulos semejantes CDd,
HDM , el punto M divide por el medio la recta Dd que
remata en las .asjmtotas, asi como el punto A estd en me-
dio de la CD. Pero si fuera posible que encontrase la hy=
pérbola en otro punto O, seria ( 165 ) Od =MD,y
por consigniente = MMd, esto es, la parte serfa igual al
todo; pero como esto es imposible, tambien lo es que la 1
nea DMd encuentre la hypérbola mas que en un puato /2
Ademas de esto, si pasira como Ee por dentro, es evi=
dente que encontrarfa en algun punto AV la porcion de la
hypérbola por dentrode la qual pasdra, pues irfa 4 encon-~
trar en un punto e la asymtota Ce, quecac ( 161 ) 4la
parte de afuera de dicha porcion. Luego es evidente que
la recta Dd no encuentra la hypérbola mas que en un pun-
to M,y que no se mete adentro, esto es, que €s tangen-
te en dicho punto. | :
2.° No hay mas linea que la DMd que pueda to-
car la hypérbola en un punto A4 porque si tomamos en
la asymtota CE la parte HE mayor 6 menor que HD,
y por el punto dado A/ tiramos la recta A/ que encuen-
tre en e la otra asymtota Ce, es evidente que, por ra-
zon de las paralelas MH, Ce, serd ME mayor 6 menor
que Me, pucs se ha tomado HE mayor 6 menor que HD
6 que. HC. Sentado esto , si tomamos en la parte ma-
yor Me el punto N , tal que Ne sea igual 4 ME, es
Tom III. G3 evi-
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evidente que dicho punto( 176 ) sers tambien uno de
los de la hypérbola, y asi la recta Ee no la tocar en

178  Hemos demostrado ( 172 ) que quanto maé
crece CH, tanto mas mengua HJ; de forma que quando
CH es infinitamente grande, HM es infinitamente pe-
queha , esto es , nula & cero. Pero quando CH es in-
finitamente grande , HD que es su igual, lo ha de ser
tambien; y por consiguiente las lineas D, HD » que por
no encontrarse sino en el infinito se pueden considerar co-
mo paralelas ( 1.326 ) , han de coincidir una con otra;
pucs en este caso se confundird el punto 44 con el pun-
to /H 3 quiero decir que si se prolongan al infinito Ia
asymtota CE y la hypérbola, podremos considerar la asym-
tota como una linca que toca la hypérbola en su estremo.
Lo mismo decimos de la otra asymtota Ce, que se puede
considerar como tangente de la hypérbola en el otro es-
tremo.

De aqui resulta que podemos considerar las dos asym-
totas como si fueran unas tangentes infinitas que’ tocan
las hypérbolas opuestas en sus estremos.

179 1.° Como no hay linea alguna sino Dd que
yendo & rematar en las asymtotas , esté dividida en dos
partes iguales en el punto A7; se sigue que si una recta
DMd que remate en las asymtotas de una hypérbola , la
er.xcucntra ¢n un punto M, que la divida por el medio,
dicha recta serd tangente de la hypérbola en dicho pun-

P ’
to. Y reciprocamente que estd dividida en dos partes igua-

les
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/ -
les-en MM una recta D4 que rematando en las asymto-= Fig.

tas de una hypérbola , la toca en dicho punto M.

180  2.° Sipor el punto de contacto /M de una tan- 65.

gente qualquicra DMd, que remata en las asymtotas CL,
Cl de una hypérbola , se tira un primer didmetro MCms
y por el punto m donde encuentra la hypérbola opuesta,
se tira una paralela Ee 4la tangente Dd , que remata en
las asymtotas en E y e; dicha linea serd tangente en m.
Porque ‘por sex ( 166 ) CM igual 4 Cm, serdn iguales
y semejantes los tridngulos CHMD, CmE. Luego mE serd
igual 4 7D. Del mismo modo probaremos que siendo igua-
les y semejantes los tridngulos CMd, Cime , scrd me igual
4 JMd. Por esta razon el punto m divide por el medio la
recta Ee, una vez que el punto M divide del mismo mo-

do la Dd. Y por consiguiente ( 179 ) scrd tangente en 7.

En virtud de esto se echa de ver que son paralelas
unas & otras las tangentes Dd, Ee que pasan por los es-
tremos de un primer didmetro qualquiera /4m; y que son
tambien iguales quando vdn 4 rematar en las asymtotas.

181  Lldmanse Didmetros conjugados , dos didmetros
Mm, Ss quando el uno de ellos S es paralelo 4 las tan~
gentes que pasan por los estremos del otro didmetro Mimn,
y le terminan en S, s las rectas JS, Ms tiradas parale-
lamente 4 las asymtotas desde el uno de los estremos M
del didmetro Mm.

182 Las lineas tiradas desde unos puntos de las
hypérbolas opuestas paralelamente al uno de los didme-

G4 tros

65.
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tros conjugados y que rematan en el otro » Se llaman
Ordenadas 4 este ultimo. Asi , VO es una ordenada al dis-
metro Mm.

183  Unalinea tercera proporcional 4 dos didmetros
conjugados, se llama el Pardmetro del didmetro que octi-
pa el primer lugar ea la proporcion. De todo esto se sigue

184  1.° Que tambien se verifica en los dos eges

lo que hemos dicho (‘181 ), y4 que (1 5.2 ) el segundo
cge es paralelo 4 las tangentes que pasan por el estre-
mo del primero ,y tambien remata ( 155 ) en dos rectas
tiradas paralelamente 4 las asymtotas desde el uno de los
estremos del primer ege. Se echa, pues , de ver que pode-
mos considerar los dos eges como si fueran dos didmetros
conjugados que forman uno con otro 4ngulos rectos.
185 2.° Como el didmetro SCs es paralelo 4 la tin-
gente DMd , que pasa por el un estremo D del didmetro
MCm ; y encuentra dicha tangente las dos asymtotas CD,
Cd de la hypérbola que pasa por el punto 4 s se sigue que
estd dentro de los 4ngulos que estdn al lado del dngulo DCd,
que forman los asymtotas de dicha hypérbola, y por lo mis-
mo que es un segundo didmetro.

De donde podemos inferir , que de los dos didmetros
conjugados MCm , SCs, hay siempre uno Mm que es pri-
mero,y otro s que.es segundo.

186  3.° El centro C est4 en medio del segundo did-
metro SCs , el qual es tambicen igual 4 la tangente DM,
que pasa por cl un estremo A del primer didmetro Mm , su

con-
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’ v *
njuga or causa Fig.
conjugado , y remata en las asymtotas. Porque p g

de las paralelas S, Cd y Ms, CD . isericCS==1Mds 5y
Cs — MD. Pero la DM4 estd dividida ( 179 ) por el
medio en el punto de contacto /. Luego &c.

187  4.° Dados dos didmetros conjugados Am:, Ss,
y sabiendo qual de ellos es el primer didmetro , bastard para
hallar las asymtotas CD , Cd tirar por el centro C' lineas
paralelas 4 las dos rectas MS', Ms, tiradas desde el un es-
tremo MM del primer didmetro Mm, & los dos estremos S, s
del segundo. » /

Y reciprocamente, dadas las dos asymtotas CD , Cd
de una hypérbola, y uno de sus puntos A/ ; bastard , para
hallar dos de sus didmetros conjugados MCm , SCs, tirar
la MH paralela 4 la una de las asymtotas Cd , que encuen-
tre la otra asymtota CD en H; y tirar, despues de prolon-
gada 4cia §, de modo que HS — HM, las ;ectas CcM, CS.
Porque si tiramos /D paralela & CS', de los tridngulos se-
mejantes CHS' , MHD , se seguird con evidencia que HD
= HC , por set M{H ==HJS's y por consiguiente (177)
serd MD tangente en 5 de donde hemos de inferir , que
( 181 ) las lineas CM, CS son dos semididmetros con-
jugados.

Es , pues, patente que dados de posicion y magnitud
dos didmetros conjugados JMm , Ss , y sabiendo qual de ellos
es un primer didmetro s se pueden hallar las dos asjmtotas
CD,Cd, y el punto M de la una de las hyperbolas opuestas.

Y reciprocamente , dadas las dos asymtotas CD, C@
‘ de

65-
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de una hypérbola , y uno de sus puntos s se hallardn dos
de sus didmetros conjugados Mm , Ss de posicion y magni-
tud determinadas , y sabremos qual de ellos serd un primer
didmetro, y serd el que pasare por el punto .

188  5.° Si fuese dado de posicion un segundo di4-
metro SCs ,y quisiésemos determinar su magnitud, y ha-
llar el primer didmetro Mm su conjugado s le tirarfamos
donde quisiésemos dentro del 4ngulo que forman las asym-
totas, una paralela. Z/ , que rematdra en los puntos L y /
de las asymtotas , y pot su punto del medio O tirarfamos el
primer didmetro CO, que encontraria la hypérbola en un
punto M5 y si por este punto tirdramos las rectas IS,
M paralelas 4 las asymtotas,es evidente por lo dicho (181)
que los puntos §', s donde encontrarian el segundo didme-
tro SCs dado de posicion , determinarian su magnitud, y,
que el primer didmetro MCm seria su conjugado. Porque si
por el punto M tirdramos la Dd paralela 4 L/, que remat4-
re en las asymtotas , estarfa dividida por el medio en el pun~
to M, por estdr dividida Z/ en dos partes iguales en el pun-
to O; y por consiguiente ( 179 ) seria tangente en M.

De donde resulta , que dado de posicion un segundo
difmetro SCs,

qllC no €s mas que una , 1gualmentc que la pOSlClOD. y mag—

estd determinada de tal modo su magnitud,

nitud del primer didmetro Mm su conjugado.

189  6.° Dado de posicion y magnitud un segundo

didmetro §Cs , su pardmetro , y la posicion de sus ordena-

das ; serd facil hallar la posicion y magnitud del primer did-
me-
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metro MCm , su conjugado, con su pardmetro. Porque si ti- Fig.

ramos pot el centro C una paralela indefinita 4 las ordena-
das al digmetro S's , sehalarémos en dicha paralela dos pun-
tos M, m que estén cada uno 4 igual distancia, y al unoy
otro lado respectivamente del centro C', de suerte que M
sea igual 4 la media proporcional entre el segundo didmetro
y su parimetro. Buscando despues una tercera proporcional
4 las dos lineas Mm ,Ss , es evidente ( 182 y 183 ) que
M serd el primer didmetro conjugado al didmetro Ss, ¥
que su pardmetro serd la espresada tercera proporcional.
190  El quadrado de una ordenada qualquiera NO al
primer didmetro Mm , es al rectdngulo formado por las partes
MO , Om de dicho didmetro prolongado s como el guadrade
de su conjugado Ss es al quadrado del primer diametro Mmz
quiero decir que (ON)* : MO x Om :: (S5)* (Mm)*.
~ Tiremos por el un estremo 7/ del primer didmetro M,
una paralela D4 al segundo didmetro 8 , que remate en las
asymtotass serd dicha paralela ( 181 ) tangente en M,
y estard ( 179 ) dividida por el medio en M. Por lo
que, si prolongamos la ordenada OV, que por lo dicho (182)
es paralela al didmetroSs , al uno y otro lado del didmetro
Mm , encontrard las asymtotas en dos puntos L , 7 que es-
tardn cada uno 4 la misma distancia del punto O. Sentado
esto , llamemos CHM 6 Cm, ¢35 CS 6 Cs, 6 (186) MD
6 Md,c; CO, x;0N, y; los tridngulos semejantes CALD,
COL darin esta proporcion CM : MD :: CO: OL 1 O/'5 cs-
toesz:cia: OL 10/ ==, Luego LN 6 LO =0ON=

cx
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Fige Zyp,y N/ 6 0lzz NO == < =z y; por consiguiente ZN

66.

X Nlz==2 — gy = ( 160 ) DM x Md— cc. Lue-
GOy ¥% ——tt 2 4ec : 4tt , 6 (ON)* : MO x Om :: (S5)%
(Mm)* 5 porque si multiplicamos los estremos y los medios
de esta proporcion,sacaremos 424y = 4.ccxx — 4.cctt , esto
es la misma equacion que antes = — gy = cc , despues
de divididos ambos miembros por 4##, y hecha la trans-
posicion correspondiente.

191  No hay duda alguna en que quanto hemos pro-
bado ( 147 ) acerca de los dos eges Az , B4 , se aplica en
virtud de la ultima proposicion 4 dos dismetros conjugados
qualesquiera Mm, Ss. Y como lo dicho ( 148...153 )
se funda en lo probado ( 147 ), y es verdadero sea
recto 6 no el dngulo ACB 5 se infiere , que si en aquella
proposicion , y las consecuencias que de ella inferimos
suponemos que las lineas A2 , Bé en vez de ser los dos
eges , sean dos didmetros conjugados qualesquiera , todo
serd verdadero en este ultimo supuesto.

192 87 dos tangentes qualesquiera DE , FG, de una
hypéerbola MA , que rematan en las as y mtoras , se cortan en
un punto Q5 los lados de los tridngulos CDE , CEG al re-

dedor del angulo comun C , serdn reciprocamente proporcio-

nales.

Si por los puntos de contacto M, A tiramos las pa-
ralelas MH , AL 4 la asymtota CG 5 serd cierto por causa
de la semejanza de los tridngulos CDE , HDM , que serd
CD dupla de CH , y CE dupla de HM 5 por ser DE (179)

du-
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dupla de DA Y de lasemejanza de los tridngulos CFG,LF A,
resultard ser CF dupla de CL, y CG dupla de LA, por ser
FG duplade F4. Pero ( 170 ) CH:CL::LA: HI
luego 2CH 6 CD:2CL 6 CF:: 2LA 6 CG : 2 HM 6 CE.
193 Infiérese de esta proposicion , que la recta DG

es paralela 4 la recta FE ; de donde se sigue :
1.° Que los tridngulos CDE, CFG son igualess porque

los tridngulos FDE , FGE son iguales, pues tienen una
misma base FE,y estdn entre las mismas paralelas DG, FE;
y si al uno y al otro le afiadimos el mismo tridngulo CEF,
resultardn los dos tridngulos CDE,CFG que serdn iguales.
2.° Que la linea DE est4 dividida en los puntos /M, O

en la misma razon que la linea FG en los puntos 4, O.
Porque si por los puntos de contacto tiramos la recta /A,
no hay duda en que serd paralela 4 las dos rectas DG, F'E,
pues divide por el medio las rectas DE, FG , que estdn en~
tre dichas paralelas. :
194  8ipor un punto qualquiera M de una hypérbola,
tiramos una ordenada MP d uno de sus primeros didmetros
Aa, el que quisiésemos ,y una tangente MT que le encuentre
en 'T;5 sera CP: CA :: CA: CT; previniendo que los puntos
P, T estan a un mismo lado respecto del centro C , quando
la recta Aa es un primer didmetros y al contrario estin
en distintos lados respecto del centro ,quando es un segundo

didmetro.

1.° Quando Ia recta A4a fuere un primer didmetro. Se
prolongard la tangente JT hasta que encuentre en D, E
las

67
6 80}
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Fig. las asymtotas CD , CG 5 y la ordenada P, hasta que en-

cuentre en 2V la asymtota CD : se tirar4 despues por el pun-
to A laAK paralela § DE, que encuentre la asymtota CG
en X,y latangente FG que remate en las asymrotas , y que
sertd ( 182 ) paralelad PM, y encuentra la otra tan-
gente DE en el punto O.

Sentado esto, AP estd con AC, 6 FN con FCen la
razon compuesta de FN 4 FD,6de OM 40D, 6(193)
de 0440G,6de EK § EG,yde FD4FC, 6 (193)
de EG 4 EC. Pero AT estd con TC' , 6 KE con EC en la
razon compuesta de EX 4 EG ,y de EG 4 EC. Luego AP:
AC:: AT : T C, por ser unas mismas las razones componen-
tes de estas dos razoness; y por consiguiente AP -+ AC 0
CP:CA::AT+TC 6 CA: CT.

2.° Quando [a recta Aa fuere un segundo didmetro.
Se tirard por el centro C la recta CK paralela 4 la ordena-
da P, que encuentre la hypérbola en B, y Ia tangente
MT en R,y por el punto de contacto M se tirard la MK
paralela 4 Aa 5 no hay duda en que CB serd el primer se-
mididmetro conjugado al segundo A4a, y por lo mismo MK
serd ordenada 4 dicho didmetro.

Sentado esto, si llamamos CA4 6 Ca,¢5 CB, ¢; CP
6 MK, x; PM 6 CK ,y, tendremos en virtud de lo quc
acabamos de demostrar en el caso primero, CR _—:fy‘— > 3
por consiguiente RK'6 CK'—CR = #~==. Pero los tridngu-
los semejantes KRM , CRT ddn KR : RC :: MX: CT, esto

CIVERECR G e gl vk f z
es o= T w: OT = = == -, substituyendo en lu-

gar
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gar de gy — ¢¢ su valor #2 sacado de la equacion gy == Fig,

e (148 y 141 ) : quiero decir , que CP:
CA::CA:CIL.

195 i por un punto qualquiera M de una hypérbola
cuyo centro es C , se tira una ordenada MP al uno ¢ al otro
ege Aa ,y una perpendicular MG a la tangente MT que pa-
sa por M s siempre se werificard que CP estard con PG en
la razon dada del ege Aa d su parametro.

Porque si llamamos ¢l semiege CA4 6 Ca, 5 CP 5 %5
PM, y; tendremos ( 194 ) CT= =5 y por consiguien-
te PT—= == | segun fucre Aa el primero 0 cl segundo
ege. Los tridngulos rectdngulos semejantes T PM , MPG
d4n TP : PM: PM: PG, 6 2F2: g 12 92 PG = =
de donde ‘sacaremos CP: PG :: (CP)* ==(CA)* : (PM)* ;10
w: 2L 1. 4w o pE3 g3 una Vez que resulta un mismo pro-
ducto xyy de la multiplicacion de los medios que de la de
los estremos. Pero (CP)*==(CA)* es 4 (PM)*, como (14 9)
el ege Aa es 4 su pardmetro, Luego CP estd tambien con

PG en la misma razon.

106 Si desde un punto qualquiera M de una hypér-
bola, se tiran & sus dos focus ¥ , £ las.rectas MF , Mf; I
tangente MT que pasdre por dicbo punto M , dividird en dos
partes iguales el angulo FME.

Porque si tiramos las perpendiculares FD , fi & 1a tan-
gente JMT'; el primer ege Aa que pase por los focus F', £ y
encuentre la tangente en T ; y la ordenada 2P 4 dicho eges

y llamamos CA 6 Ca,t; CF 6 Cf,ms CP, x 5 tendremos
MF;

69.
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Fig. MF :Mf::TF 6 CF—CT': Tf 6 Cf+= CT, estoes( 146

Y 194) T —t:Ftum— L im— 2 por ser igual
el producto de los medios al de los estremos. Pero los tridgn-
gulos rectingulos semejantes TFD , Tfd dan TF : TF : : FD:
Jd; luego la hypotenusa MF del tridngulo rectdngulo MDF,
serd 4 la hypotenusa MF del tridngulo rectdngulo Mdf, co-
mo el lado DF es al lado df, y por consiguiente serdn se-
mejantes estos dos tridngulos. Luego serdn iguales uno con
otro los dngulos FMD , fMd opuestos 4 los lados homo-
logos DF, df.

197  Deaqui resulta, que sf se prolonga indefinita-
mente por ambos lados del punto de contacto M la tan-
gente T, dejard toda la hypérbola A1 del lado de su fo-
cus interior . Y como se verifica esto mismo esté donde
estuviere en la hypérbola el punto M, se viene 4 los ojos
que toda ella serd concava al rededor de su focus interior F.

198 -« La diferencia de los quadrados de dos didmetros

. conjugados qualesquiera Mm , Ss es igual & la diferencia de

los quadrados de los dos eges Aa, Bb ;5 quiero decir , que se-
rd (CS)* ~— (CM)* ==(CB)* — (CA)* 6 (CM)* — (CS)*
= (CA4)* — (CB)~.

Si tiramos las rectas JS, AB, serdn paralelas 4 14
asymtota Cyg , y ademds de esto las dividird por el medio
en H 'y G la otra asymtota CG, porser ( 155y 181)
paralelas 4 dicha asymtota las rectas Ms, Ab,y estar dividi-
dos ( 186 ) por el medio en C los segundos didmetros 87,
Bb. Por esta razon, si 4 la asjmtota CG se le tiran las per-

pen-
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pendiculares AF, BE ; ML , K, resultardh los tridngulos Fig.
GAF,GBE,y HML, HSK ignales y semejantes. Senta~
do esto, llamaremos CG 0 (158 ) GA,m; GE 6 GF, a;
AF 6 BE, b5CH, x5 HM, y; y sacaremos CE=— m—a,
CF—m-—a,(CE): < (EB) 6 (CB)* = mm =~ 2am
—+ aa —+=bb, (CE)* 4 (FA? 6 (CA)* = mm — 2am —=
an =+ bb, y por consiguiente (CB)*— (C.A)*== gam. Pero
los tridngulos semejantes GAF , HML din GA : AF :: HM:
ML 6 KS , esto es,m: b vy MEO KS’:%; y GA:
GF i HM D HL 6 HK esto:es, imiiays HL 6 HE —
2, Luego CK = -+ 2, CL=ua—= Z; (CK)*~+ (AS)*
6 (CSY* == oo i 2L e 290 oy IO (@R (LFY 6
(O = e —— 22 200y B0y 5 o bor consiguiente
(CS)* — (CM)* 4—‘:‘1 = 4am, substituyendo en lugar de
xy su valor (. 171 ) mm. Luego (CS)*. — (CM)* =
(CB)* — (CA). ‘

Si el d4ngulo GCg que forman las asymtotas fuera agu-~
do en lugar de ser obtuso ,como lo es en la figura y lo
supone la prueba:de la proposicion; en este caso seria CK
mayor ‘que CE, y demostrariamos del mismo modo que
(CHM = (CS)* = (CA)* — (CB)* Pero si fuera recto
el 4ngulo GCg que forman las asymtotas, no hay duda en
que las rectas AB, JS serian perpendiculares 4 la asym-
tota CG , y por lo mismo-serian iguales el uno al otro
los dos semididmetros conjugados CHM, CS, como tambien
los dos semieges C4, CB. Y como en este caso la dife-
rencia de los dos didmetros conjugados Min, S5 es nula , y

TomIIl, H lo
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Fig. lo es tambien la de los dos eges 42, Bbs queda’ vétda-

73

dera en todos los casos la proposicion.

199  De aqui resulta claramente que un primer dif-

metro-qualquicra Mim serd menor, mayor O igual al segun-
do didmetro S su conjugado, segun fuere obtuso , -agudo
o recto el 4ngulo GCg que forman-las asymtotas,

200  ~E/ rectangulo de los-dos eges Aa, Bb es igual al
paralelogramo.de los didmetros conjugados Mm, Ss, quiero de-
cir. que sera Aa’x'Bb == Mm: x :Ss.

Por. lo dicho w(1 5 8)0C A =meA N wn \y \CPXPIMES
xy == mimn—= CNx NA,siendoCP, x5 y.PM,y ; de donde
sacaremos CN': CP:: MP +N.A, Luego los-tridngulos' OV A,
CPM tienen los: dngulos Py IV iguales, -por ser-paralelas
las lineas (155 y 181) AN y MP; y reciprocos los lados
que ‘los forman.  Si'desdeilos puntos M y 4 bajamos 4 las
bases de estos tridngulos, las perpendiculates Mp-5--An, los
tridngulos Ppdd 5 :NnA serén: semejantes , porque sobre te-
ner cada uno un 4ngulo recto en py n,tienen ¢l dngulo MPp
igual al 4ngulo ANn 5 luego PM 2 NA:: Mp: .An , y por
lo mismo CN:CP:: Mp:Any vy CN x nAd =—-CP x pM;
pero CN x niA es igual al widngulo: C:4P daplo-de ACN,
por ser. CP. == 2CN, y €P xpM es: duplo’del tridn-
gulo CPM — CMQ,, luego serd igual ‘al tridngulo:CHMR
duplo 'deCHMQ poriser CQ=—QR( porque los.tridngnlos
RDC y RMQdén \RC : RQ == RDRM 50y 'como: RM =
+RD: (165 )3 luego RO==CQ=—MP ) s luego el 'rec-
téngulo CBP4, de los semieges duplo del tridngulo CPM

‘ es
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es igual ‘al paralclogramo CSMR duplo deb tridngulo CHQ, Fig-

quie - forman: los: dos. semididmetros rconjugados: CS', CHMs
Luego tambien el rectdngulo’de los eges serd igual al rec~
tangulo de los didmetros conjugados.
201 Quandordos hiypérbolas opuestas 'tienen iguales
unorcon otro dos qualesquiera de sus didmetros conjugados;
6 quando es' recto el dngulo-que forman sus asymtotas , s¢
llaman Hypérbolas equilateras. . :

202  Luego si desde un punto qualquiera M de una

7 4

hypérbola equilatera; se tira utiaordenada MP 4 uno qual- " -

quiera Aa de sus. didmetros, serd (149 y 19 MR
(CP)*== (CA)*ses 4saber —; quandoAa fuere un primer did=
metro, y =+, quandofuere un segundo. Porque siempre serd
su igual el didmetro conjugado-al didmero Aa (199 ).

203  Supongamos dos hypérbolas opuestas AM, am,
cuyos eges sean larecta Aa el primero, y la recta Bb el se-
gundo; y supongamos tambien otras dos hypérbolas opuestas
BS', be cuyos eges sean al rebes la recta Bbel primero, y la
recta Aa ¢l segundo. Estas tltimas hyperbolas BS, bs se 1la-
man conjugadas 4 las dos primeras AN , am,y las quatro
juntas’ se llaman Hypérbolas conjugadas.

204 - Esevidente quelas rectas Ba ; Ab son paralelas,
porque las rectas Aa, Bb que rematan en dichas lineas se
cortan (132 y 133) por el medio en'C. De donde se si-
gue ( 155 ) que las asymtotas de la'hiypérbola BS con-
jugada 4 AM, son la recta CG asymtota de la hypérbo-
la. AM, y la recta Cgi que es laotra asymtota de la hy-

| H 2 pér-
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Fig. pérbola AM, prolongada indefinitamente 4cia C'; porque

pasan ambas lineas por el centro C, y son paralelas 4 las
dos rectas Ba , BA tiradas desde el estremo B del primer
ege Bb de la hypérbola BS 4 los dos estremos A, a del
segundo. Se ‘evidencia pues que las:dos rectas CG ; Cg pa-
ralelas & Ab; AB indefinitamente prolongadas: por -ambos
lados del centro C, son no solo las asyintotas de las hy-
pérbolas opuestas AM, am, sino tambien d¢ las otras dos

. BS, bs sus conjugadas,
vl

205  Si por un punto) qualguiera Y de una asymtotra
CG comun_d las dos hypérbolas AM, BS, se tira una pa-
ralela MS & la otra asymtota Cg s esta paralela encontra-
rd las dos hypérbolas en unos puntos M, S que estin &
iguales distancias por ambos lados del punto H. '

Porque 1.° Larecta MS encontrard ( 174 ) cada
una de las hypérbolas 4/, BS en un punto. 2.° Por ra-
zon de la hypérbola 477, el recténgulo (1171 ) CH x HM
= CG xGA,y por causa de la hypérbola BS, el rectingulo
CH x HS = CG x GB. Lucgo ya que (1 58) GB — G4,
sc infiere que CH x HS — CH x HM, y asi HS — HJ.

206  Resulta, pues, 1.° que si desde los puntos 7,

§' de las dos hypérbolas AWM, BS se tiran los didmetros
MCm , §Cs, que rematen en las otras dos hypérbolas arm,
&s; el didmetro Ss serd ( 187 ) el segundo didmetro
conjugado al primero Mm de las dos hypérbolas opues-
tas AN, ams y reciprocamente que el didmetro’ Mm ser el
segundo didmetro conjugado al primero s de las dos hypér-
bo-
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bolas BS , bs. Por consiguiente dos didmetros conjugados Fig.

qualesquicra Mm , s de dos hyperbolas opuestas AM,
am, son tambien dos didmetros conjugados de las otras
dos hypérbolas BS, &s sus conjugadas 5 con la diferencia

de que el primer didmetro /4m sc convierte en segundo, ‘

y al contrario, el segundo Ss se convierte en primero.

207  2.° Que las hypérbolas conjugadas BS', &s &
las dos hypérbolas AM , am pasan por los estremos &', §
de todos los segundos didmetros SCs de dichas hypérbo-
las; y reciprocamente, las hypérbolas AN , am pasan por
los estremos M, m de todos los segundos didmetros MCm
de las dos hypérbolas BS, bs sus conjugadas.

208  Cuestionl. Dados dos didmetros conjugados qua-
lesquiera , y sabiendo qual de ellos es el primero s o0 lo que
es ( 187 ) lo mismo, dadas las asjmtotas CD;¢CFade
una hypérbola , con uno qualquiera M de sus puntoss tirar
dos didmetros conjugados Aa, Bb que formen uno con otro
un dngulo igual @ un dngulo dado. ’

Despues de haber cortado en un circulo qualquiera
cuyo centro sea o, un arco de¢f capaz del dngulo DCF
que forman las asymtotas , tirarémos por el medio e de
la cuerda df, la recta ec que forme con dicha cuerda al
uno t otro lado el 4ngulo dec O fec igual al dngulo dados
y por el punto ¢, donde encuentra el arco def, tir/arémos
las rectas ed, ¢f. Hecho esto , tomaremos en las asymtotas
las partes CD, CF iguales 4 las cuerdas ¢d, ¢f: 'y des-
pues de tirada DF, tirarémos el segundo didmetro Bb pa-

Tom IIL. H 3 ra-
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Fig. ralelo 4 dicha linea, y el primer didmetro Aa que pase

por su medio E. Estos dos didmetros 4a, Bb formarén
uno con otro un 4ngulo igual al dngulo dado, y serdn
conjugados el uno al otro.

Porque el dngulo def es igual por construccion al 4n-
gulo DCF que forman las asymtotas ; y son por consi-
guiente iguales y semejantes los tridngulos DCF', dof', v
DCE, dce. Luego el 4ngulo BCa que forman uno con otro
los dos didmetros, serd igual al dngulo DEC 6 dec igual
por construccion, al 4ngulo dado. Ademas de esto, si por
el punto A4 que ,segun suponemos ,es el uno de los estre=
mos del primer didmetro A4a, tiramos una paralela 4 DF;
no hay duda en que dicho punto estard en el medio de
esta paralela, una vez que E estd en medio de DF', y por
lo mismo ( 179 ) serd tangente en 45 de donde se in-
fiere ( 181 ) que serdn conjugados los dismetros Aa, Bb.

Para determinar su magnitud', tirarémos por el punto
dado A7 una paralela MKL al primer didmetro Aa, que
encuentre la asymtota CD en K, y la otra asymtota CF
prolongada mas alld del centro C, en Z. Si tomamos C.4
media proporcional entre KM y KL, se viene 4 los ojos
( 164 ) que el punto A serd el uno de los estremos del
didmetro primero Aa; y asi, tirando las rectas 4B, ab
paralelas 4 las asjmtotas CF, CD, dichas rectas determi-
nardn ( 181 ) en sus puntos de concurso B, 4 la mag-
nitud del segundo didmetro Bé.

Como se pueden tirar dos lineas distintas ec, ec que

for-
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formen 4 ambos lados de la cuerda df dngulos dec , fec Fig.

iguales al dngulo dado, quando este dngulo no es rectos
se sigiie que siempre que ocurra este Caso, se podrén ha-
llar dos distintos didmetros conjugados Aa, Bb que resol-
verdn igualmente la cuestion, segun s¢ echa de ver en las
figg. 77 y 78. Pero es digno de notarse que los dlz'xmc—
tros conjugados Aa, Bb de la fig. 78 estdn en la misma
posicion, respecto de la asymtota CF', que los de la ﬁg..7 7
respecto de la otra asymtota CD , y que su magnitud
subsiste siempre una misma en estas dos posiciones dife-
rentes. Porque

1.° Tirando desde el centro o al medio e de la cuer-
da df, la recta oe, serd perpendicular 4 dicha cuerda, y
por consiguiente serdn iguales los dngulos oec , oec 5 por
esta razon si tiramos los radios oc , oc , los tridngulos
vec , oec que tienen el lado oe comun , los dngulos oec,
oec, y los lados oc, oc iguales unos 4 otros, tendrdn tam-
bien iguales sus terceros lados ec,es. Luego los tridngu-
los fec , dec , que tienen los lados ef;, ed, y ec, ec, y los
angulos fec , dec iguales , serdn iguales , y .scmejantcs;
luego el 4ngulo ecf 6 ECF de la fig. 78 es igual al dngulo
ecd 6 ECD de lafig.77 5 y asi, la posicion que tiene
el didmetro Aa de la fig. 78 respecto de la asymtota CF,

es semejante 4 la del didmetro Aa de lafig. 77 respecto

de la otra asymtota CD.

79"

7 8.
Tl

2.° Si tiramos en la fig. 78 la linea M7, que forme 78.

con la asymtota CF', prolongada 4cia el lado del centro C,
H 4 el
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Fig. el 4ngulo MIC igual al dngulo MLC 6 ECF de la fig.7 7;

s
. forme 4 qualquiera lado de la cuerda df un dngulo igual

se viene 4 los ojos que las lineas M7, Mk de la fig. 78
serdn iguales 4 las lineas ML , MK de la fig. 77 , una vez
que, segun suponemos , la posicion del punto A7 respecto de
las asymrotas es una misma en ambas figuras. Pero el 4ngu-
lo MIL suplemento del dngulo MMIC en la fig.78 6 de
ECF en la fig. 77 es igual al dngulo MKk suplemento
del dngulo ECD de la fig. 78 6 ECF de la figimias
por consiguiente en la fig. 78 son semejantes los dos tridn«
gulos LM!, kMK por tener el dngulo en M comun , é
iguales los dngulos en los puntos 7, X ; de donde se
saca LM : M| :: kM : MK. Luego LM x MK — IM
x Mk 6 LM x MK de la fig. 77. En lo que se mani-
fiesta ( 164 ) que son iguales los primeros semidi4-
metros CA, CA de las figg. 77 y 78. Lo mismo su~
cede con el didmetro Bb; porque penden su posicion y
magnitud de las del primer didmetro 4a al qual es con-:
jugado.

Como no se puede tirar mas que una linea ec que

al 4ngulo dado, quando este dngulo es rectos se infiere
que no puede haber mas que dos didmetros conjugados
«4a, Bb que formen uno con otro un dngulo recto , y que
por consigniente serdn ( 184 ) los dos eges. Pero siendo
en este caso isosceles el tridngulo dof 6 DCF » el primer ege
Aa dividird por el medio el dngulo DCF que forman las
asymtotas; por lo que se echa de ver que hallaremos la

P
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posicion de los dos eges , solo con tirar dos rectas Aa, Bb Fig.

perpendiculares la una 4 la otra , tales que la una Aa
divida por el medio el 4ngulo DCF que forman las
asymtotas ; hecho esto , se determinard su magnitud se-
gun acabamos de declarar respecto de los didmetros conju-
gados. '

Tambien se pueden hallar los dos eges del modo si-
guiente. Por el punto dado /M tirese una paralela M/H 4
la una de las asymtotas CF, y que remate en la otra CD
en H. Témese en la asymtota CD la parte CG igual 4

una media proporcional entre CH, HIM ; y tirese por el -

punto G una paralela AB 4 CF, tal que sca igual 4 cG
cada una de sus partes G4, GB. Es evidente que las li-
neas CA, CB serdn ( 171y 158 ) losdos semieges de
magnitud y posicion.

209 Se evidencia pues 1.° que no hay mas que
dos didmetros conjugados que formen uno con otro.un 4n-
gulo recto; y' que por lo-mismo no puede haber mas que dos
eges. 2.° Que siempre que quisiéremos podremos hallar dos
distintos didmetros conjugados que formen uno con otro
un dngulo igual 4 un dngulo dado, como no sea recto di=
cho 4ngulo; que los dos primeros estdn colocados respec=
to de la una asymtota del mismo modo que los otros dos
respecto de la otra asymtota 5 de donde se sigue que es-
tin puestos de un mismo modo al uno y otro lado de los
dos eges, una vez que los dos eges dividen en dos partes

iguales los 4ngulos que forman las asymtotas; y finalmen-
te

8 0"5
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te que su magnitud subsiste una misma en las dos posicio-
nes distintas.

210  Cuestion I. Dados dos didmetros conjugados
qualesquiera , y conociendo qual de ellos es el primero s & lo
que es ( 187 ) lomismo : dadas las asymiotas de dos hy-
Dérbolas opuestas , y uno qualquiera de sus puntos , trazar
dichas hypérbolas en virtud de un movimiento continuo.

I. Buscaremos los dos eges , conforme acabamos de en-
seflar ( 208 ), y trazaremos despues las dos hypérbolas
opuestas por lo dicho ( 144 ).

Il Sean Aa, B& los didmetros conjugadosdados, y A
el primero 5 6 si no,sean CG,Cg las asymtotas dadas , con el
punto A4, uno de las hypérbolas opuestas. Despues de tira=
da por el punto dado A4 una paralela 4G 4 la una de las
asymtotas Cg, y que vaya 4 rematar en el punto G de la
otra, se hard correr 4 lo largo de la asymtota CG, indefini-
tamente prolongada por ambos lados del centro C', una rec-
ta HK igual 4 CG , que se lleve con su estremo A una
paralela H 4 la asymtota Cg , ycon el otro estremo X
una recta A4 mobil al rededor del punto fijo 4. La intet-
scccion continua M de las'rectas AK , HM trazari en vir-
tud de este movimiento las dos hypérbolas opuestas que se
piden. |

Porque por razon de los tridngulos semejantes KHM,
KGA ,siempre serd KH 6 CG : HM:: KG 6 CH: GA, y
por consiguiente CH x HM — CG x GA. Luego el punto
A1 serd (171 ) uno de los de la hypérbola , que pasa por

el
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el punto dado A4 , y cuyas asymtotas son las rectas dadas Fig:

CG, Cg; 6 serd de la hypérbola opuesta.

211 Cuestion IIl. Hallar por medio de los mismos
datos que en la cuestion antecedente , quantos puntos se qui=
sieren de las hypérbolas opuestas.

1. Sean CD , CE las asymtotas dadas, y A ¢l punto
dado. Si tiramos por dicho punto £ tantas lineas D/E ,DE,
DE &c. quantas queramos , que rematen en Jas asymtotass
y tomamos en dichas rectas las partes EM , EM, EM &c.
iguales 4 4D , AD , AD &c. cada una 4 su correspon-
diente ; es evidente ( 176 ) 1.° Quelos puntos 27,77,
M, M, serdn puntos de la hypérbola que pasdre por el pun-
to A, quando los puntos E , E, E &c. cayeren debajo del
centro. 2.° Que las asymtotas de dichas hypérbolas serén
las rectas CD, CE. Luego si por todos los puntos V(/R/N/R
&c. que estdn dentro del 4ngulo que forman las asymtotas,
hacemos' que pase una linea curva , y otra por los puntos
M M, M ,&c.que estdn dentro del 4ngulo opuesto al verti=
ce al primero s dichas dos curvas serdn las hypérbolas opues=
tas que se piden. i@ 42 oyl

II. Sean las rectas Aa, Bb los dos didmetros conjuga-
dos dados > ¥ Aa el segundo. Senalaremos en el primer se-
mididmetro CB , prolongado indefinitamente 4cia B, quan-
tas partes CE, EE , EE &c. quisiésemos, con tal que sean
pequefias , €. iguales unas con otras. Tiraremos por el pun=
to E mas proximo al centro C, la recta EP paralcla 4 BA;

y en el segundo didmetro /4 tomaremos al uno y otro lado
del

8 2w
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Fig. del centro C, otras tantas partes CP, PP, PP &c. peque-

fias € iguales , como partes CE, EE, EE &c. hubiese. Ti-
raremos C'D perpendicular ¢ igual 4 CB, y por todos los
puatos P, P, P &c. las paralelas MPM , MPM , MPJ,
&ec. al primer didmetro B,y en cada una de estas toma-
remos 4 cada lado del punto P las partes PM, P cada una
igual 4 su correspondiente ED. Las dos curvas que pasaren
por todos los puntos A hallados por este camino , serdn las
dos hypérbolas opuestas que se piden. ‘

Porque si llamamos C.A,¢5 CB 6 CD,¢;CP %3 PM,y:
los tridngulos semejantes CA4B, CPE darén esta proporcion
CA:CB::CP:CE,6¢:¢:: 4: CE= 2. Y por razon del
tridngulo ECD rectdngulo en C, y cuya hypotenusa ED se
ha omitido por evitar la ‘complicacion de la figura , serd
(ED)* 6 (PM)* = (CE)*~+ (CD)* 6 yy==" _ ¢c. Lue-
g0 (149 y 191 ) larecta PM serd una ordenada al se-
mididmetro Aa, cuyo conjugado es el primero Bb 5 y como
segundo aplica esta demostracion 4 todas las lineas P/, una
vez que cada CP estd siempre con su correspondiente CE en
la misma razon que CA con CB , se sigue &c.

Qudndo son iguales tino con otro los didmetros conju-
gados , quierodecir ( 201 ), quando son equildteras las
hypérbolas que se piden ; es aun mucho mas facil la cons-
truccion. Porque tirando CD perpendicular é igual 4 CA,
y por un punto qualquiera P del didmetro Aa, una paralela
MMPI al primer didmetro Bé 5 bastard tomar en dicha linea
al uno y otro lado del punto P, las pattes PM, PM cada

una

Plazrie 79 i
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una igual 4 PD, para sacar dos puntos de las hypérbolas Fig.
opuestas. Porque si imaginamos tirada la hypotenusa PD en
cada uno de los tridngulos PCD, rectdngulos en C', siempre
serd (PD)* 6 (PM)* =(CP)* =+ (CD)* 6 (CA)sy por lo
mismo la recta PM serd ( 202 ) una ordenada al segundo

didmetro a , cuyo conjugada es ¢l primero B& su igual.

Formacion de las secciones conicas en el sdlido , vy considera-
 ciones sobre algunos modos de trazarlas.

212  Hemos dicho (32 ) que se llaman secciones
conicas las tres curvas , cuyas propiedades hemos declarado
poco ha, porque resultan de la seccion hecha deun cono rec-
to con un planos bien que no nos queda que decir acerca de
ellas, atendidos los fines que llevamos , nos detendremos sin
embargo otro rato en su consideracion, para manifestar co-
mo se originan con efecto de la seccion del espresado solido.
Y despues daremos un método muy util en la préctica para
trazarlas , que es un punto esencialisimo en esta materia.

Consideraremos primero la seccion del cilindro , € in-
dagaremos qué curva resulta de cortar este solido con un
plano. Desde luego se echa de ver, que si se corta un cilin-
dro recto ( lo prapio sucederd si fuere escaleno) con un pla- 857
no que pase por su ege, O por una linea paralela al ege,
dejard trazadas en la superficie del cilindro dos lineas rectas
paralelas M4, NB,y que la seccion del mismo sélido por un
plano paralelo 4 las bases , serd un circulo (L 558 )

213  Supongamos ahora que se corte un cilindro recto

por
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Fig. por un plano KRH, tal que ni sea paralelo 4145 bases; ni pas
8 5. se por cl ege, ni porlinea algana paralela-al ege , y que la

seccion comundel plano secante, y del plano de la base 4B
sea la recta Z. Tirese en esta base el didmetro 4B, tal que,
prolongado si fuere menester , encuentre perpendicularmente
la recta Z. Concibamosque por 4B y el ege del cilindro pase
cl plano AMNB; y reparemos en las dos lineas AM , BN,
que le terminan , los dos puntos &, A comunes al plano se-
cante, y 4 la superficie cilindrica. Tirese ]{H, y por un
punto qualquiera Zde esta linea, tiresc en el plano /M NB
la QZP, paralela é igual 4 4B. Imaginemos tambien que
por la recta QP pasa un plano QRP, paralelo 4 la base , de
lo que resultard , conforme hemos dicho', un circulo. La
recta RZ , interseccion comun del plano secante y del pla=
no QRP paralelo 4 la base, estd 4 un tiempo en ambos pla-
nos : luego ya que Z seccion comun del plano de la base,
-y del plano'secante es perpendicular 4 4B, la RZ intersec-
cion comun del plano secante y del plano QRP paralelo 4 la
basc , serd perpendicular 4§ QP, paralela 4§ 4B.

Sentado todo esto, llamaremos KZ , x5 ZR, y; 0Z , 3
KH,a; QP —= AB=—JIN=15. En estos supuestos la equa-
cion del circulo dard QZ x ZP == (ZR)* 6 bz — zz—uyy.
Los tridngulos semejantes HZP , QZK darén HZ : ZK ::
RES: 220, «6 HZuiis GG ZK 2 PZ + ZQ : ZQ;
estoes a: x::b b:” = Z(Q=—=z; substituyendo este valor de

bhx bbxx

% en gy —=br—zz, saldrd gy = ~= — ; reduciendo el

aa

segundo miembro 4 un mismo denominador , sacaremos
a
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bbx—>Dbbxx , bb : e ¥
e que se reduce 4 2-(ax — w) ,y por consiguien- Fig.

aa i)
teyy — %(ax—-—-—xx) que es la equacion caracteristica de
la elipse,, cuyo ege mayor es a, y el menor esb ( 93 ).

214  Del mismo modo demostrariamos que /a seccion
KRHRK de un cilindro escaleno, por un plano perpendicular &
AM, que tampoco serd paralelo @ la base , ni pasard por el
ege , serd una elipse.

215  Perosi el solido que se corta con un plano fie-
re un cono, resultardn distintas curvas, segun varidre la po-
sicion del plano secante. §i se corta el cono CHI por un pla-
no AMB , de modo que este plano encuentre los dos lados CH,
CI & un mismo lado respecto del vértice 5 la seccion AMM'B,
que resultare , sera una elipse. Hemos de exceptuar el caso en
que el plano secante formase con el lado CI el mismo dngu-
lo. que forma el otro'lado CH con la base, en cuyo caso la
seccion seria un circulo ;5 porque esto no. puede suceder sino
en el caso de ser la direccion del plano secante paralela §
la base del cono.

Quando el plano secante no encuentra el uno de los lados
CH sino prolongado , resulta la hypérbola AMM/, '

Finalmente la seccion que resultard serd dna pardbola
AMM/; i el plano secante fuese payralelo al uno CH de los
lados del cono. Son , pues , tres las proposiciones que hemos
de demostrar, <! :

1.° Si imaginamos que el cono CHI est4 cortado con
un plano , que pase por una recta tirada desde el vértice C'

al centro del circulo de su base; esto es, que pase por €l ege
del

36.

8 8.
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del cono, resultard de esta seccion el tridngulo BCD qﬁe
Hamaremos Tridngulo por el ege. Cortemos ahora el cono
por tres planos AMM', FMG , HM'I perpendiculares
& este tridngulo , de modo que los dos ultimos sean: pa-
ralelos 4 la base del cono. Las dos secciones FMG , HM'T
serdn circulos que encontrardn la seccion AMM en M
y M. Las intersecciones FG , HI de los planos de es-
tos circulos y del tridngulo por ‘el ege, serdn los didme-
tros de los mismos circulos. Las intersecciones P , P/
de dichos circulos con el plano AMM’ serén (L 548) per-
pendiculares al plano del tridngulo por el ege , y serdn 4
un tiempo ordenadas de dichos circulos, y de la seccion
AN .

Sentado esto, los tridngulos semejantes ZPG, AP'T dén
AP : AP :: PG P'T, y los tridngulos semejantes BFP,
BHP' dén PB: P'B :: FP: HP's si multiplicamos estas dos
proporciones ordenadamente , saldr4 4P x PB: AP'x P'B::
FPxPG: HP x P'I; pero por la propiedad del circulo sa-
bemos que FP x PG = (PM)*,y HP' x P'I = (P M)?;
luego AP x PB: AP x P/B =2 (PM)* - (P’ M)+ lucgo los
quadrados de las ordenadas de la seccion AMM son uno con
otro, como los productos de las abscisas 5 y como estas abs-
cisas caen 4 distintos lados tespecto de laordenada, serd 4
una elipse, y quando caen 4 un mismo lado, respecto de una
misma ordenada, la seccion es una hypérbola.

En virtud de los mismos supuestos, y por la naturaleza
del circulo , tendremos (PM)* == FP x PG , (P'M')* =

e
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HP'x P'I, 6 potque las paralelas PP FH SV R HP! dén Fig.
FP—HP', (P'M'y» —= FP x P'I; luego (PM)*: (P'M'y*:: 89.

FP x PG : FP xP'I::PG:P'I:: AP: AP/, por razon de
los tridngulos semejantes APG , AP'I 5 luego los quadrados
de las ordenadas tienen unos con otros la misma razon que
las abscisas : luego la curva es una parébola.

216 Delodicho (93y 149 ) consta , que si to-
mamos , asi en la elipse como en la hypérbola, el origen de
las abscisas en el vértice , pertenecerd la equacion gy — px
==~ 4 ambas curvas ; y como en el supuesto de ser infini-
ta 27, la misma equacion representa ( 95 ) la pardbo-
la 5 hemos de inferir que la equacion gy == px 5= == espresa
todas tres secciones conicas , en el supuesto de estar en el
vértice el origen de las abscisas.

217  Entre los varios artificios que se han inventado
para trazar las tres curvas , en cuya consideracion nos he-
mos detenido hasta aqui , hay uno, que en sentir de muchos
précticos, merece alguna preferencia respecto de los demds.
Consiste en mirar una seccion conica como el rastro de un
punto que se mueve por medio de un instrumento , estando
ajustado su movimiento 4 ciertas condiciones determinadas.

Aunque estd fundado, y se puede poner en précti-
ca ( 33, 72 y 129 ), este método de trazar las
secciones conicas , sin embargo no las pinta con toda la
exactitud que es menester. Porque como tiene el lapiz el
hilo de que se hace uso, mas 0 menos tirante en unos
puntos que en otros , no puede salir exacta la descripcion

Tom III. I de
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Fig. de la curva. Si en lugar del hilo se substituyese una ca-

denilla, bien podria ser que se mantuviera siempre igual-
mente tirante ; pero tampoco serviria este recurso pa-
ra trazar la curva, antes al contrario no'se trazarid sino
un polﬁgono de muchos lados, bien que pequefios,y serfa
el poljgono inscripto en la curva que se quisiere trazar.
Por estas consideraciones mereceria la preferencia algun
instrumento compuesto de reglas solidas y firmes, que no
padeciese los defectos que hemos ‘tocado.' Pero ‘como no
hay ninguno, que yo sepa, que pueda servir para las tres
secciones conicas , pues no le hay con esta circunstancia
para la hypérbola, hemos de acudir 4 otro artificio fun-
dado en la resolucion de lacuestion siguiente.

218  Hallar un método para trazar la que se quisie-
re de las tres secciones conicas, como sea dado su didmetro,
su pardmetro, la posicion de sus ordenadas, y se sepa tam-=
bien si el didmetro dado es primero d segundo ) quando la
curva fuese una hypérbola.

Si se hubiese de trazar una pardbola; sea AHL un
tridngulo isosceles, del qual el un lado 4H esté en el
didmetro dado AP, prolongado indefinitamente al uno Y
otro lado de su origen A, y el otro lado 4L esté so-
bre la tangente indefinita ZAL que pasa por el vértice 4.
Imaginemos que su base HZ se mueva siempre paralela 4
si misma, llevdndose por el uno de sus estremos Z la in-
definita L2 paralela 4 AP,y por el otro estremo H , la
linea HF paralela 4 AL, é igual al parimetro dado del

dia-
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dismetro AP, la qual se lleva tambien por su otro estre- Fig.

mo F la recta F.A mobil al rededor del punto fijo 4. La
interseccion continua /A de las dos rectas KA, LI tra-
zar4 , quando la linea HL se mueve dentro del dngulo HAZ,
y su opuesto al vértice, la pardbola MAM que se pide.

Porque si tiramos la ordenada #P al didmetro AP,
los tridngulos semejantes AHF, APM dardn AH 6 AL O
PM: HF :: AP: PM, y por consiguiente (PM)* — AP
x HF'; luego &c.

Quando los puntos F' y L estin 4 lados opuestos res-
pecto del didmetro AP , el punto A ha de estar mas arri-
ba del origen A del espresado didmetro.

Por lo que mira & las demas secciones , se practicard
lo propio, y no habrd mas diferencia sino en que la linea
LM que para trazar la pardbola , ha de ser paralela al
didgmetro Aa, se ha de mover, quando se trate de las de-
mds secciones, al rededor del punto a del mismo didme-

tro. Quando se hubiese de trazar la hypérbola , supone-.

mos que sea un primer didmetro el didmetro dado; porque
si fuese un segundo didmetro , hallariamos por lo dicho(1t 8 8)
el primero su conjugado y su pardmetro.
: Porque si tiramos JP ordenada al didmetro Aa, los
tridngulos 'semejantcs aPM , aAL y,y APM, AHF dén
aP:PM::ad: AL 6 AH; y AP: PM :: AH: HF. Si
multiplicamos ordenadamente estas dos proporciones, saca-
remos aP x PA: (PM)* ::ad x AH: AH x HF ::ad.
HF'5 luego ( 93,112,149y 191 )&c

L2 Pre-
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Prevenimos que en la elipse los puntos H, a han de
caer 4 partes opuestas respecto del punto 4, y 4 un mis-
mo lado en la hypérbola, quando los puntos &, ZL estdn
4 partes opuestas respecto del didmetro Za.

219  De esto se infiere lo que se debers hacer para
hallar el pardmetro HF de un didmetro dado A » quando
fuese dada su ordenada P, Porque 1.° en la pardbola
s¢ tomard en el didmetro AP la parte 4H — PM, v ti-
rando la linea HF paralela § P, y terminada en F por
la linea AN tirada desde el origen A4 del didmetro por
el estremo A7 de la ordenadas es evidente que la HF seri
el pardmetro del didmetro 4P.

2.° En las demds secciones , tirarémos por el uno de
los estremos @ del dimetro dado A4z la linea AW que
encuentra la tangente 4L, que pasa por el otro estremo
A, enecl punto L; y tomando en el didmetro 4 la par-
te AH — AL, tirarémos HF paralela 4 P/ » que encon=
trard en F la lineca AM, y ser el pardmetro del digme-
tro Aa.

220 De lo dicho sacaremos un método uniforme y
muy exacto en la prictica para zrazar por muchos puntos
una seccion cdnica. Le propondremos para la elipse, y serd
facil aplicarle 4 las otras dos secciones,

En la tangente AL , que pasa por el un estremo A4
del didmetro dado 4a, se tomars la parte AG igual 4 su

pardmetro, y se tirar4 la indefinita GF paralela 4 Aa; se
tiratdn por el punto 4 rtantas lineas rectas A5 s AF &e.

: quan-
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quantas se quisiere. En la tangente indefinita 4L se tomardn Fig.

las partes AL , AL &c. iguales 4 las correspondientes GF,
GF &c. y se tirardn las rectas aL , aL &c. Las interseccio-
nes M, M &c. de las rectas correspondientes F'. A, La; F A,
La &c. serdn puntos de la elipse cuyo didmetro es la li-
nea Aa, la tangente la linea AL,y el pardmetro del did-
metro Aa, la linea AG.

Para probar que la curva es con efecto una elipse,
titese F'H paralela 4 AG, y por el punto L la HL cor-
respondiente al punto F. El tridngulo HAL serd isosce-
les , pues AL — GF 6 AH segun suponemos , y HIF serd
igual al pardmetro del didmetro 4a; concuerda , pues, esta
construccion con lo dicho ( 218 ).

‘Como llegan 4 ser muy grandes las lineas GF, AL
quando se han de hallar los puntos A7 que estin inmedia-
tos al punto a3 podrdn servir para hallar estos puntos la
tangente a/ que pasa por el otro estremo @ del didmetro
Aa, y lalinea gf paralela 4 Aa, conforme lo estd dicien-
do la figura.

Si se tiran las ordenadas P, MP &c. paralelas 4 la
tangente 4L, y se prolongan al otro lado del didmetro Aa
hasta M, M &c. de modo que todas estén divididas en ‘dos
partes iguales por el espresado didmetro 5 es constante que
los ultimos puntos /M serdn tambien de la elipse.

Podria servir una misma abertura de compas GF 6
AL para sefialar en las lincas GF , AL tantos puntos
F, F &c. L,L &c. como se quisieres porque siendo en

Lom 111, 13 vir-
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virtud de esto iguales unas con otras todas estas partes, ca-
da GF seria ignal 4 la correspondiente AL , y este es el
fundamento de la demostracion.

De algunas otras Curvas algebraicas.

Ademds de las tres secciones conicas cuyas princi-
pales propiedades hemos manifestado, hay otras curvas cuyo
conocimiento es importante , por haberlas hecho famosas
los fines para que se inventaron , y el uso que de ellas
se hace en algunos casos particulares.

De las Pardbolas é Hypérbolas de varios grados , y par-
vicularmente de la Pardbola cibica.

221  Supongamos que representando a una linea da-
da, sea AC una linea recta indefinita cuyo origen esté en
el punto fijo 45 y AMPE una linea curva, tal que tiran-
do desde uno de sus puntos qualquiera 47 una recta JMP
que forme con la AC un dngulo dado APM , y llaman-
do AP, x; PM, y, sea siempre ax — yy; es evidente
(60 ) quela curva AMB serd una pardbola cuyo di4-
metro serd la linea . A4C, la recta PM una ordenada 4 di-
cho didmetro , y el pardmetro del mismo didmetro la li-
nea a, Pero si suponemos que la naturaleza de la curva
AMB esté cifrada en la equacion y3 — aax , O en esto-
tra ) = axx ; la linea curva se llamard Pardbola cii-

bica , 6 de tercer grado ( 21 ). Sila equacion fuere y*

=a’x, 6 y* — ax? , la linea curva AMB serd una Pa-
A
rd-

y
L
LN
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ribola de quarto grados y asi prosiguiendo.

222  Supongamos ahora que representando siempre
a una linea dada, sea 4C una linea recta cuyo origen esté
en el punto fijo A4,y BM una linea curva, tal que tiran-
do desde uno de sus puntos qualquiera A7 la recta A/P
que haga con AC un dngulo dado APM, y llamando
AP, x3 PM, y, sea siempre 4y —aa. Es evidente (17 1)
que esta linea curva serd una Hypérbola, cuyas asymtotas
serin la linea AC, y la linea AD paralela 4 PJM, y su
potencia serd ¢l quadrado aa. Pero si la equacion que re-
presenta la naturaleza de la curva BM fuere xxy = a?, la
linea curva seria una Hypérbola cibica & de tercer grado
( 21 ). Silaequacion fuere #’y—at, la linea curva BM
seria una Hypérbola de quarto grado ;5 y asi prosiguiendo.

223  Sentado todo esto , supongamos que represente
m un nimero entero qualquiera que sea el esponente de
la potencia de la linca AP 6 3 que tambien represente
n el esponente de la poténcia de la otra indeterminada y,
y para mas brevedad que a = 1; la equacion y" == %"
a" " que se transformard en 9" — «”, representard la na-
turaleza de las pardbolas de todos los  grados al infinito.
Los mismos supuestos transformardn la equacion &"y" —
a" " en &"y" = 1, que representard en general la natu-
raleza de las hypérbolas de todos los grados. :

224  Si por el origen fijo A4 de la linea AC tira-
mos una linea recta indefinita 4D paralela 4 P, y des-
pues de tirada MK paralela 4 AC, que encuentra 4D en

ig el

Fig.
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cl punto &, llamamos AKX, x; K, vs es evidente que
la indeterminada # que antes representaba la linea 4P 6
MK, serd en el nuevo supuesto y, pues AKX —=PM; y al
contrario y ‘que representaba P 6 AK, serd en el nue-
Vo caso &, pues KM =— AP ; de donde inferirémos.

1.° Que si la curva AMB fuese una pardbola vulgar,
serd su equacion gy = ax 6 xx—ay, segun la comparemos
con la linca A4C 6 con la linea 4D, y la equacion de la pa-
rébola cubica que es p3 = axy quando referimos sus puntos
4 la linea AC, serd &3 — aay quando los refieramos 4 la
linea ADs y en general,si la equacion de la linea curva
AMB fuese p"— x” 4" 7™ refiriéndola 4 la linea recta AC,
sérd &= oltiaT™ quando considerdremos s relac¢ion con
la linea 4D. Suponemos aqui que 7 es mayor que .

2.° Que la Hypérbola vulgar tiene siempre la misma
équacion %y == aa, ora se refieran sus puntos 4 la linea
AC, ora se refieran 4 la linea 4D ; que la equacion de la
hypérbola. cibica que es xxy — a?, quando se refieren sus
puntos 4 la linca AC , sers xpy —a?, refiriéndolos 4 la linea
ADsy en general, que la equacion de la hypérbola que es
&' y" == a"™"", quando se reficren sus puntos 4 la linea AC,
serd &"y" = a" ™", si los refiriésemos 4 la linea AD.

225  De aqui se sigue que hay dos pardbolas cubi-

~€as, siendo la equacion de la una I3 = aax 6 3= agy,

y la delaotra p3 = aww, & x3 — 43y s pero no hay mas
que una hypérbola ciibica xxy =— a3 6 &9y — a’. Porque
las indeterminadas & ¢ » no se pucden combinar sino. de

los
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los quatro modos espresados para representar las pardbolas Fig.
cibicas, y de los dos segundos para representar las h.y—
pérbolas ciibicas. Pero como las quatro primeras equacio-
nes pertenecen 4 dos curvas diferentes, y las dos segundas
4 una misma, se sigue &c. ,

226 Las lincas AC, AD son las asymtotas no solo
de la hypérbola vulgar, sino tambien de las hypérbolas de

infini i ideramos la equa-
todos los grados al infinito. Porque si consider q

am-—i—n
-+

i r T Oy = 1¢ representa
cion general ¥”y" —=a" " 0y — que rep

x.'ﬂ

la naturaleza de qualquiera hypérbola, quando se refieren
sus puntos 4 la linea A€; echaremos de ver que .qu:fnto
mas creciere &, tanto mas’ disminuird 3", y por consiguien-
‘te P menguard 5 de manera que siendo x infinitamente
grande, serd » nula 6 ceros quiero decir que l-a hy.pérbo-
la BM y la linea AC, prolo’ngndas ambgs a.1 1nﬁmt}o et
arrimardn mas.y mas ; hasta que por fin'se junten 4 una
distancia infinita, en cuya circunstancia consiste la esen-
cia de la asymtota ( 172 ). Si referimos los puptos de
la misma hypérbola 4 la linea 4D, en ‘cuyo supuesto se-

nom o m—en f e
14 AK, x,y KM, »5 rendrémos & 3" =='@ 0 ylizx
m—t=n X veid
——. Luego quanto mas creciere #, tanto mas menguard

x’l
/
¥ por consiguiente serd tambien la linea 4D asymtota de
la misma hypérbola. |
227  Tiremos ahori desde un punto dado 7 4 la
segunda pardbola cubica AMB cuya naturaleza estd cifra-
- da

95
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Fig. da en la equacion y} = aww, la tangente J/T.

Supondremos el arco MN infinitamente pequefio, y ti-
raremos VO, paralela 4 P37,y MR paralela 4 AC: el peque-
flo tridngulo MRN serd semejante al grande TP, pues po-
demos mirar ¢l pequefio arco MN como la prolongacion de
la tangente T, Sentado esto , llamaremos la subtangente
TP, sslarecta PQ O MR, e;5y de los tridngulos semejan-
tes TPM , MRN sacaremos RN — 2. Abora bien, si subs-
tituimos el cubode QN—=y—+ 2L en lugar de 3 en la equa-
cion y3 — aww , que representa la naturaleza de la curva
AMB ;5 y en lugar de xx el quadrado de AQ — x—e,re-
sultard la equacion pi —= 2L o 3ot 22— axy =
2eax — eed, que espresard la relacion entre 4Q y QN. Si
restamos la primera equacion de la segunda , y dividimos
lo que saliere por e, resultard 2 397 9 — aax
=+ ea. Borrando finalmente en esta todos los términos en
que estd e (IL18:3 )5 sale 2= 2aw,y por consignien-
te PT —=s== 2= 34 despues de substituido axx en lu-
gar de y’. :

228  Considerando con alguncuidado el tiltimo c4l-
culo, echaremos de ver que para llegar al resultado que
buscamos, basta substituir en lugar de una potencia de Y los
dos primeros términos de la misma potencia de y— L. Por-
que como todos los idemds estdn: multiplicados  por alguna
potencia de e, se han de despreciar (L1 85 ¥y HexBgs)
Lo propio sucede quando’en lugar de una potencia de
substituimos la misma potencia de & ~~e. Pero (ILgg) los

dos
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dos primeros términos de una potencia qualquiera mdex—+e Fig.

Ode (w—+e)" son &” —— mex” "5 y los dos primeros tér-
- . 1 /’
minos de una potencia qualquiera n dey —+=-, 0 de

ney”
-8

(y + if—)" son " —+

229 Por consiguiente lo que se ha de practicar para
sacar la espresion general de la subrangente PT de las pard-
bolas de todos los grados al infinito , se reduce & valerse
de la equacion general Yue=a"d " ,'qL1§ haciepdo d==1
es y"— x™, cuya equacion representa la naturaleza de to-

das estas parabolas.

W s T __
Se substituirdn en la equacion general 3" — " en lu
gar de y",los dos primeros términos de la potencia 7 de y 4=
s n 1 L ot .~ -
: ne ; o
2 esto es y'—+ G , v en lugar de #” los dos primeros tex
7 s

—

1

o : m (e & Zosot
minos de (# —e)”, esto es & —— mex”  , y resultard p" —+

n

sl — & —+mex™ ", restaremos la primera equacion de la

n

z ny m——1
segunda , dividiremos por e, saldrd S =m 5y por

bt ﬂyn i ]
n
consiguiente s =— o = %) despues de substituido en

lugar de 9" su valor &”.

230  Por ¢l mismo método sacaremos la espresion de
la subtangente de las hypérbolas de todos los grados al in-
finito.

‘Porque despues de practicada la misma preparacion,

que

95-
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Fig. que egecutamos respecto de las: pargbolas , substitulremos

23

96.

. ! i e
en la equacion general 47" — 4"+ que representa la re-

lacion entre AP y PM, en lugar de »™ los dos primeros

términos de i & Pae
(¥ — )5 esto es &~ mes™ ", y en lugar de

" los dos primeros términos de (y— L), estoes p” —

ﬂeyﬂ %

Y cgecutando la multiplicacion correspondiente , re=

: 7 n_nt n m-——I

sultard «”y" —- mey"x™ " T ABshauiiac

Uy e s : s

— U112

_— a . v - £
Restando esta segunda equacion de la primera, y

$ I . . g

dividiendo despues por ey”, saldrd ma™* — & __

mnex” T : _ mnex™ "

e e e Oy borrando el término~— — =" PoL

- 0L,
nE"

lodicho ( 227 ), sale por fin PT s— ——— 2"
"

e

231" Luego para tirar la tangente MT en un punto

9 4. dado A7 de una pardbola hypérbola , sea el que fuere su

grado , en el supuesto de ser la equacion de la pardbola
i R s T T e e o ) hypérbola, basta
tomar la subtangente PT — Z — AP del mismo lado que el
punto A , respecto del punto P quando fitere la curva una
pardbola; 6 del lado opuesto si fuere una hypérbola.

232 - Para declarar la generacion de la pardbola cu-
bica, supondremos dadas de posicion dos lineas rectas inde-
finitas BC, DE que se corten en el punto A4 , y en el 4n-
gulo BAD una parsbola AM de un grado qualquiera, cu-

U

DE SECCIONES CONICAS. ‘14¢

ya naturaleza es tal que tirando desde uno qualquiera de sus Fig.

puntos M la P paralela 4 DE , que encuentre BC enel
punto P, y llamando AP ,x; PJ, s la dada AB, 1 ;siem-
pre se verifique 4”7 == " s en cuya equacion espresan 7y 7
los esponentes respectivos de & éy , los quales serdn los que
se quisiere, con tal que siempre sea 7 mayor que 7. Ma-~
nifiesta la espresada equacion 1.° que siendo #==0, s tam-
bien y —o , y que quanto mayor fuere &, tanto mayor se~
r4 y.. 2.° Que la subtangente PT =—= —« ( 231 ) ¢s
siempre menor que &, pues sUPONEMOs que 7 sea MEeNor que
m. De donde se infiere , que la pardbola A4, sea el que
fuere su grado ,siempre pasard por el punto /75 que sc apar-
tar4 masy mas al infinito de la recta BC que consideraremos
como su didmetro , 4cia la qual estard su convexidad. Pero
como la curva AN, que estd en el dngulo DAB no es mas
que una porcion de la espresada pardbola , resta indagar en
qual de los 4ngulos DAC, CAE,E-4B, se ha de proseguirs
en cuya investigacion hay tres casos distintos que considerar,
I Quando el esponente 7 de la potencia de « fuere un
niimero par , y el esponente 7 de la potencia de y un nume-
ro impar , la raiz m de &” serd D= & , y la raiz » de »” solo
serd —+—2. Por consiguiente # podr4 ser positiva,y negativa,
pero y solo serd positivas luego la pardbola A/ se prosegni-
14 en el dngulo DAC , que estd al lado del dngulo BAD;de
suerte que si por un punto qualquiera X de la linea 4D , s¢
tira una paralela 4 BC, encontrard la pardbola MAM' en
dos puntos My M 'y que estardn cada uno 4 la misma distan-
cia

96.
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Fig. cia del punto &. Esta pardbola ser4 la vulgar cuya equacion

=S Tes

es ¥4 =4y , 0 ¥x —y , haciendo el pardmetro

1L Quando ambos esponentes m y n fuesen rtimeros
impares , la raiz m de &” serd solo 4 x , y la raiz # de N
serd solo —+~y. Pero como la equacion — ¥'=—=—y"esla
misma que " =", y.la raiz m de — 4" es —u, y la raiz

nde — " es —p 5 se inficre que 6 AP, éy 6 P po-

97 drd ser positiva , y negativa , con la circunstancia de que

quando AP fuere positiva, lo sers tambien P37, y al reves.
Por consiguiente la paribola 4 se continuari en el dngulo
CAE opuesto al vértice al d4ngulo BAD, én una posicion del
todo semejante , pero trastornada : de suerte que tomando
AP'— AP , y tirando P’ 1’ , que forme con AP’ el dngulo
APy’ 1gual al dngulo APM , la linea P/ encontrard la
porcion A’ que estd en el dngulo CAE , en un punto M
tal que P'M'—= PM. Esta curva se llama la primera pard-
bola cibica, y es su equacion &? == aay , 6 x’:y con ha-
Cersaissminy , :
III. - Quando el esponente m dela potencia 4™ fuese im-
par,y el esponente 7 de y” par; la raiz m de 4™ serd siempre
~ &,y laraiz n de y" serd == . Porque supongamos , por
egemplo que sea AN una segunda pardbola ciibica , cuya
equacion es == ayy 6 &3 —yy , es evidente que la raiz
" ciibica de & es solo #, y que la de 3y es ==. De donde re-
sulta, que la pardbola A4 se ha de continuar en el dngulo
B AE que estd al lado del 4ngulo BAD: de suerte que si por
un punto qualquicra P de la linea 4B , tiramos una parale-
la
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la 4 DE , encontrard la pardbola entera MAM’ en dos pun- Fig.

tos M , M’ que estarén 4 igual distancia del punto P.

Es constante que todos estos tres casos estdn cifrados
en la equacion & == " s porque sim y n fuesen ambos pa-
res, se sacaria de cada miembrolaraiz quadrada quantas ve-
ees se pudiera, con lo que se reduciria por fin la equacion
4 otra, en la qual el uno de los esponentes seria impar por
precision. Tambien se puede siempre suponer .que sz €5 ma-
yor que 7 porque si fuese menor , y tubi€ramos, por egems=
plo , aax —= »?, con referir los puntos de la pardbola AM 1
los de la linea DE , y llamar 4K, x5 KM , y , sacariamos
estotra equacion 3 = ayy, que tambien espresaria la natu-
raleza de la misma pardbola A7, en la qual m es mayor
que 7. '

De la Conchoide.- _ :
233" Supongamos que siendo BD; A H dos rectas in-
definitas que se cortan 4 4ngulos rectos enel punto A4, la DR
se mueva al rededor del punto B, que se'llama el Polo : de
manera que siempre pase sobrela GH , que llamaremos la
Directriz ; y que en qualquiera’ posicion que esté BD, sus
partes QM , AD y Qm, Ad &c. séan siempre iguales la una
4 la otra 5 la curva que pasare por todos los puntos 2, D,
M’ sexs la Conchoide superior ,y la que pasare por todos los
puntos mdn’ se llamard la Conchoide inferior.

234 Para sacar la equacion de esta curva, tirare-
mos la MP perpendicular § AH , y llamaremos AD=— Q M,
as AB, b5 PM,y; AP, ; del tridngulo rectdngulo QP

' sa-

9.9+
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Fig. sacaremos PQ:‘: Viea—yy), y AQ — & — V(aa—yyy.

Sentado esto, los tridngulos semejantes BAQ, , QPM darén
BA: AQ:: MP : PO, esto esbio—V(aa—yy):i:y:
V(aa— yyp): multiplicandd estremos y medios, saldrd xy—
YV (aa—yy) :bV(aa—yy); trasladando 4 un solo miems
bro todo lo que estd multiplicado por el radical , y reducien-
do, saldrd xy —= (6 <+ »)V/(aa—py),y quadrando x*y* —
(b—+yp)* x (aa—yy); esta serd la equacion de la conchoide
superior. '

235  Parasacar lade la conchoide inferior, tiraremos
la ordenada mF que llamaremos y , y serd « la abscisa 4F
QF setd V(aa — yy) ,'y AQ = x ~+V/(aa—yy). Sentado
esto, de los tridngulos semejantes Q4B , O, Fm , sacaremos
QA: 4B :: QF: Fm, 6 x +V/(aa—yy): b:: V(aa—yy):;
luego %y —+ yV/(aa — gy) = bV (aa— ) ; luego xy =
(6 —y)V(aa—yy), y quadrando , serd x*y* — (& — y)?
X (aa — yp) la equacion de la conchoide ‘inferior.

Es la conchoide una curva geométrica. Porque 1.°14
podemos concebir trazada por un movimiento continuo, con
suponer que la linea BD 6 BM pasa siempre por el centro
del circulo MHm , corriendo’ siempre dicho centro sobre
la directriz GH , y sefialando la interseccion continua M
una curva MDM'. 2.° La relacion entre cada punto M
‘dela curva, y de la recta GH se espresa exactamente por
una equacion , que es siempre la misma respecto de todos
“los puntos de la curva. 3.° Se verifica en la conchoide lo
dicho ( 10 ) acerca de las cutvas geométricas. Las

abs-
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abscisas positivas se toman en la linea AH desde A 4cia G,
y las abscisas negativas desde 4 4cia H ; las ordenadas MP
son todas paralelas 4 BA4. La directriz GH es el ege y D el
vértice de la curva. :

De la Cisoide.

236  Despues de trazado el semicirculo AHB , y ti-
rada la tangente indefinita BG, tirense desde el punto A4 4 [a
tangente, una infinidad de lineas 4G , Ag , que todas cor-
tardn la circunferencia del semicirculo. Hégase 4D — FG,
Ad — fz &c. lalinea curva ADd que pasa por todos los
puntos D, d se llama Cisoide , cuyo inventor fue Diocles,
Por medio delotro semicirculo se trazaria la otra porcion 4X
de la misma curva.

Para hallar la equacion de la cisoide respecto de uno de
sus puntos qualquiera D, tirarémos desde el punto D la per-~
pendicular DC 4 4B,y desde el punto F donde la DG
corta la circunferencia del ¢irculo , la F'E tambien perpen-
dicular 4 4B ; serd AC — EB, porque siendo paralelas las
dos lineas CD , EF, cortardn proporcionalmente los lados
AG , AB del tridngulo ABG ;5 pero en virtud de la cons-
truccion 4D — FG, serd, pues ytambien #C— EB.

Sentado esto, el didmetro 4B es el ege de la cisoides
A, su vértice ; las abscisas AC , AE se toman en el ege sy
las ordenadas CD , Ed son paralelas. Llamemos el ege AB,
asla abscisa A4C— BE, x; la ordenada CD , y ; ser4 AE
—AB —EBR—a—y, y (EF)— A4E x EB — ax
— x5 serd por consiguiente EF — V/(ax —xx).

Tom. 111, K Los
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Los tridngulos equidngulos ACD , AEF d4n AC: CD::
AE EF,estoes, &:y::a—ux: V(ax——x&). Luego mul-
tiplicando estremos , y medios , tendremos ay — xy —
xV/(ax — xx); quadrando ambos miembros, resultars a*y*
—2axyy + xxyy—= ax’— x*, y dividiéndolos por a —x,
sacaremos &% == ayy — x5y , que serd la equacion de la ci-
soide.

La cisoide pasa por el punto H , que estd en medio de
la semicircunferencia; porque si desde el centro C’ tiramos la
C'H perpendicular al didmetro, serd paralela 4 la base BZ
del tridngulo .4B L. Tendremos, pues, AC': C'B:: AH : HL,
pero AC'—C'B; luego AH—HL , y ser4 A uno de los
puntos de la cisoide.

Las razones con que hemos probado que la conchoide
€s una curva algebrdica , manifiestan que lo es tambien la
cisoide.

De los Lugares geométricos.

237 Toda linea que est4 cifrada en una equacion
qualquicra suele Ilamarse el Zugar de dicha equacion , de
manera que lo mismo es hallar el lugar de una equacion
propuesta, que trazar la linea recta 6 curva que represen-
ta. Por consigniente para hallar el lugar de una equacion
indeterminada , es menester , segun llevamos dicho ( 12 )
darla succesivamente varios valores 4 la abscisa x, con lo
que se transformard la variable y que es la ordenada, en
cantidad incognita , cuyos diferentes valores penderdn de

los
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los que se le dieren succesivamente 4 la abscisa x5 y la
linea recta O curva que pasare por los estremos de todos
los diferentes valores de la ordenada y, hallados por este
camino, serd el lugar de la equacion propuesta.

Es de suma importancia la doctrina de los lugares
geométricos, pues en ella estriba la construccion geomé-
trica de las equaciones. Pero como yd hemos declarado en
¢l tomo segundo de esta obra los métodos que sirven para
construir las equaciones del primero y segundo grado, nos
cefiirémos 4 tratar de los lugares geométricos cuya cons-
truccion es indispensable para-la resolucion geométrica de
las equaciones de tercero y quarto grado.

Como todos estos lugares representan alguna de las
tres secciones conicas de que hemos tratado, manifestaré-
mos su construccion por ¢l mismo orden que hemos guar-
dado en la investigacion de las propiedades de las espre-

sadas curvas.

De los Lugares pertenecientes @ la pardbola.

238  Sean dos rectas incognitas é indeterminadas
AP que llamarémos x5 PM, que llamarémos y e, m,
n, r, s lineas rectas dadas.

1.° Despues de tomada en la linea AP la parte 4B
—=m, tirarémos las rectas BE —n, AD —r, paralelas
4 PMy del mismo lado que ellas por el punto A la rec-
ta AE que llamarémos e, y por el punto D la recta inde-
finita. DG paralela 4 AE; en la DG tomaremos la parte

K2 DC
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DC = s 4cia P, y con el didmetro CG , cuyo parfme-

tro sca CH —p, y las ordenadas scan rectas paralelas 4

PN, trazarémos una pardbola C que coja 4cia el mismo
lado que A4P. La porcion de esta pardbola que estuviere
dentro del dngulo PAD, que forma la AP con la AD
tirada por el punto fijo A4 paralelamente 4 P/ y 4cia el
mismo lado, serd el lugar de la equacion general 6 for-
mula siguiente
I —— o By = gk — 27y 2 gy L
— L oy ps} o

Porque si desde un punto qualquiera / de dicha por-
cion de pardbola, tiramos la linea P que forme con AP
un 4ngulo dado 6 tomado 4 arbitrio 4APM , y que en-
cuentre las paralelas 4E, DG en los puntos F, G; los
tridngulos semejantes ABE , APF darin AB: AE :: AP;
AF 6 DG, esto es m: e:: x: DG =— =, Dardn tambien
los mismos tridngulos 4B: BE :: AP: PF, esto es m: n::
x: PF—%; y por consiguiente GM 6 PM — PF —
FG=y —=—r,y(CG 6 DG — DC =Z —u=
Pero la propiedad de la pardbola ( 60 ) di (GM)* =
CG x CH , cuya equacion se transforma en la formula ge-
neral propuesta, con substituir en lugar de las lineas sus
valores analyticos ;s luego &c.

2.° Por el punto fijo A tirarémos una recta indefini-
ta AQ paralela 4 P y del mismo lados tomarémos en
dicha linea la parte 4B —m, y tirarémos BE — n pa-
ralela 4 AP del mismo lado que PM, y por los puntos

in-
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indeterminados 4, E la linea AE que llamarémos ¢ y Fig.

tomando en la AP la parte 4D = r del mismo lado que

PM, tirarémos la recta indefinita DG paralela 4 AE, en

la qual tomarémos la parte DC = s tambien del mismo la-
do que PM. Concluida esta preparacion , con el didmetro
CG cuyo pardmetro sea CH=—p, y las ordenadas sean rec~
tas paralelas 4 4P, trazarémos una pardbola CH que coja
4cia el mismo lado que 4Q. La porcion de esta pardbola
que estuviere dentro del dngulo BAP, seré el lugar de esta
segunda equacion general 6 férmula
m
=
Porque si por uno de sus puntos qualquiera A7 tira-

X% —— 2y~ I gy —— 278 —+ ﬂy-—l—-rr} :
=0

mos la linea JQ paralela 4 AP, que encuentre las para-
lelas AE, DG en los puntos F, G ;serdn semejantes los
tridngulos ABE , AQF, y dardn las dos proporciones si-
guientes: 1.2 AB: AE :: AQ —=PM: AF = DG, esto
es,m:e:y: DG =2 2.° AB: BE:: AQ: OF, esto es,
m:ny: OF — 2, TLuego GM 6.OM — QF — FG —
$—2—ryCGo6DG —DC=2—; Y como la
propiedad de la pardbola di (GM)* =— CG x CH , sacaré-
mos la espresada formula, con substituir en esta wiltima
equacion en lugar de las lineas sus valores analyticos.

239  Acercadelas dos formulas que hemos dado con-
viene hacer dos prevenciones de suma importancia. 1.° En
la primera estd el quadrado gy sin fraccion, y en la segunda
lo estd el quadrado #x. 2.° En ambas formulas los quadra-

Tom.I11, K3 dos
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_ : 2i T 4 E. 2.° Quando BE— Fig.
Fig. dosxw é yp estdn con las mismas lineas, por manera que el AE =ézphesich didorliengtio R Bop o Qu :

quadrado =~ de la mirad de la fraccion 2 que multiplica el
rectidngulo xy, multiplica tambien el uno de los quadrados xx
6 g 5 de donde hemos de inferir que si el rectdngulo xy fal-
tase enalguna de las dos formulas, tambien faltaria el quadra-

do = 6 222 | porque en este caso serfa nula la fraccion 22,
mm mimn m

240  Sentado esto, seré facil construir el lugar de una
equacion dada, tal que no lleve el rectdngulo %y, y falte por
lo mismo uno de los quadrados xx & yy; 6 que si llevare el
rectdngulo xy, lleve tambien con unos mismos signos ambos
quadrados xx € gy, por manera que el quadrado de la mitad
de la fraccion que multiplicare &y sea igual 4 la fraccion que
multiplicare el quadrado de launa de las dos incognitas. Su-
ponemos que el uno de dichos dos quadrados est sin frac-
cion alguna.

Esto se conseguird comparando cada término de la equa-
cion dada con su correspondiente en la primera formula, si
Ilevare el quadrado gy sin fraccion; é con su correspondien-
te en la segunda formula , si llevare sin fraccion el quadra-
do wx. De la comparacion de dichos términos homologos,
se inferirdn los valores de las cantidades e, m » My Py7 5,8 quE
servirdn para trazar del mismo modo que antes una pargbo-
la que serd el lugar de la equacion propuesta. Pero ser4 in-
dispensable tener presente

241 1.° Que se podrd tomar la linea AB—m posi-

Io2. tiva y de la longitud que se quisiese. 2.° Siendo dadas las
103. lincas 4B —=m, y BE = n, scr4 tambien dada la linca

AE

n— o ,la linea AE se confunde con 4B, esto es con
AP en la construccion de la primera formula , y con A0,
en la construccion de la segunda 5 en cuyo supuesto serd
AB —m— AE — e, porque entonces coincidirdn los
puntos B, E. 4.° Quando fuere negativo el valor de algu-
na de las cantidades #n, 7, s, se deberd tirar la linea que re-
presentare del lado opuesto respecto de PAZ, pero se tirard
del mismo lado si fuere positivo , conforme lo hemos prac-
ticado antes (. 2.3 8 ).

242  Siacasoel valor del pardmetro CH —p fuese
negativo , deberd trazarse la pardbola en una direccion con-
traria 4 la propuesta (238 ' ): quiero decir 4cia el otro
lado respecto de AP ; para construir la primera formula , y
al otro lado respecto de A4Q, para construir la segunda. To-
do esto lo aclarardn los egemplos siguientes.

243  Cuestion L Construir el lugar de la equacion
yy — 2ay — bx —+—‘cc == o.

Como el quadrado gy estd en la propuesta sin fraccion,
nos valdremos de la primera formula ( 238 ),y de la
comparacion de los términos homologos sacaremos  1.° =
= 0, porque como la propuesta no lleva el rectingulo xy,
le podemos considerar como si le multiplicase cero 5 de don-
de sacarémos n==o0., y por consiguiente (- 241 ) m—e.
Borraremos, pues , en la formula todos los términos que lle-
van <, substituirémos en lugarde m su valore , y sacare-
MoS Jy — 27 — p& — 77 —+=ps = 0. 2.°De la compa-

Kg ra-
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racion de — 27y con — 24y, que son dos términos ho-
m(’)logos »Sacaremos 7 —= 4. 3.°De —py — - bx, saca-
remos p = b. 4.° Finalmente la comparacion de los térmi-
nos homologos que no llevan ninguna de las dos incognitas
¥ €y, dinrr - ps— ¢¢ >y substituyendo en lugar de r
y P sus valores respectivos a Yy &, sacaremos s — —
que serd negativa quando @ fiere mayor que ¢, segun su-
ponemos. Como de la comparacion de los dos primeros tér-
minos no sacariamos nada , hemos escusado compararlos,
Una vez determinados los valores de n,7,p, s, construire=
mos el lugar imitando la construccion de la segunda formu-
la( 238 ),y teniendo presente lo prevenido ( 2 7L R

Ya que BE—n=— o , los puntos By E coinciden, y
la linea AE se confunde con AP (:2141%) 5 por este moti-
Vo tiraremos por el punto fijo 4 la linea 7D = = a;pards
lela 4 PM, v del mismo lado » POr ser positivo su valor, Ti-
raremos despues DG paralela 4 4P »en la qual tomaremos
DC =" —__; dellado opuesto 4 PAL 5 porque s —
== que es un valor negativo.  Finalmente , con el di4-
metro CG , cuyo- pardmetro sea CH — P =204,y las orde=
nadas sean rectas paralelas 4 P/ » trazaremos una pargbo-
la.( 218 ),y susdos porciones OMM , RMS, compre=
hendidas dentro del dngulo P40 que forma la linea 4P
con la. 40 tirada paralelamente 4 P/ » ¥ del mismo lado,
serd el lugar de la equacion propuesta.

Porque si por uno qualquiera 27 de sus puntos tiramos
fa /P que forme con AP el dngulo dado 6 arbitrario APM,

¥
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y que encuentre DG en el punto G , tendremos G =y Fig.

~—a, 6 GM—a—y, segun estuviere el punto /M mas ar-
riba 6 mas abajo que el didmetro CGs y CG 6 DG -+ CD
== %= ey iporuloiimisme 1 G 160 )G =106
xCH , 6 yy— 24y ~+ aa= bx —+ aa—cc, 6 39— 2ay
— bx —|— ¢¢=—= 0 , que ¢s la misma equacion propuesta.
244  Si prolongdramos A0 al otro lado de A 4cia X3

'1.° la porcion indefinita SM de la pardbola, comprehendi-
da dentro del dngulo SAX, serfa el lugar de todos los va-
lores negativos de la incognita y, correspondientes 4 los va-
lores positivos de la otra incognita & en la equacion pro-
puesta. Porque si tomdramos AP mayor que AS , y tirdra-
mos P paralela 4 AX, y del mismo lado, que encuentra la
porcion SM en M 5 seria PM — — y , y por lo mismo la
recta GM 6 GP + PM=—a—y,y se sacaria del mismo
modo que antes la equacion propuesta, por medio de la pro-
piedad de la pardbola.

2.° La porcion RCO de la misma  parébela , que est4
dentro del dngulo T'40 opuesto al vértice al 4ngulo SAX,
serd el lugar de todos los valores positivos de la incognita
& en la equacion propuesta , correspondientes 4 los valores
negativos de la otra incognita & ; porque con hacer AP —
—— & ; se sacard la equacion propuesta.

3.° Si hubiere una porcion de dicha pirabola dentro
del dngulo TAX opuesto al vértice al dngulo P40, seria el
lugat de todos los valores negativos de la incognita y , cor=

respondientes 4 los valores negativos de la otra incognita .
Por

104
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Fig. Por manera que la espresada pardbola es el lugar cabal de to-

dos los valores ya positivos, ya negativos de la incognita g,
que corresponden 4 todos los valores positivos y negativos
de la otra incognita ¥ en la equacion gy — 24y — bx ==
€0 ==-0

Por donde se echa de ver que en este egemplo hay

104. dos valores positivos P, PM de la incognita y, que

corresponden 4 un mismo valor AP de la otra incognita
%, quando dicha linea es menor que A4S que hay un va-
lor positivo P, y un valor negativo — P/ quando AP
es mayor que 4S5 que no hay mas que un valor positi-
vo SV dey, siendo el otro cero , quando AP — AS;
que hay dos valores positivos P, PJM de la incognita
¥, correspondientes al mismo valor negativo — AP de la
incognita x , quando AP es menor que AT que dichos
dos valores llegan 4 ser iguales cada uno 4 la tangente
TC, quando 4P — AT'; y finalmente, que si tom4ramos
AP — — x mayor que AT, entonces la aplicada P no
encontraria la pardbola en punto alguno, y no habria por
consiguiente valor alguno positivo 6 negativo de la in-

cognita y , que pudiese corresponder 4 dicho valor ne-,

gativo — AP de la otra incognita & 5 quiero decir que
en este caso ambos valores de la incognita y serian ima-
ginarios.

Todo lo que acabamos de decir se aplica igualmen=
te 4 los demds egemplos que traeremos , asi respecto de la
parédbola, como respecto de las demds secciones cOnicas; por

ma-
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manera que la seccion conica que resultare de la construc- Fig.

cion, serd no solo el lugar de todos los valores positivos
de la incognita x5 sino tambien el lugar de todos los va-
Jores positivos y negativos de la incdgnita y, correspon-
dientes 4 todos los valores positivos y negativos de la otra
incognita #.
245  Cuestion IL. Construir el lugar de la equacion
yy-—i—-%{' xy—i—?;xx-}— 2¢y — bx —+— cc — o.
Por estar aqui sin fraccion el quadrado yy, usarémos,
como en la cuestion antecedente , de la primera formula

( 238 )5 y de la comparacion de los términos homélo-

b :
gos sacaremos I.° 2 —— 2 que di n — — &, hacien-
m a bb
Astaniey (o) T b Ay z e A
Hobmie=ta i o v ivn e S quelidd in =35
277 ——— .
3.0 r = —c¢;3 4.° 2L —=—1p, y por lo mismo

p= “b":z—bc , despues de substituidos en lugar de m, n,#

sus valores @, — &, —c. §.°rr =+ ps =cc, que d4
s = 0, con substituir en lugar de rr su valor cc. Una
vez determinados los valores de m, n,7, p, s, construire~
mos el lugar de la equacion propuesta imitando la cons-
truccion de la primera féormula ( 238 ) como sigue.
Tomarémos en la linea AP la parte 4B —=m = a;
tiraremos' las rectas BE — b —=-—n, AD —c=——17
paralelas & PJ/, y del lado opuesto, porquen =—=—154, y
7 — — ¢ son valores negativos. Por los puntos determi-
nados. A4, E tiraremos la linca ZE —e que es dada, y

por el punto D la linea DG paralela 4 AE. Hecho esto,
como DC =y es cero, ¢l punto C coincide con D, por
cu-

10§,
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cuyo motivo con el didmetro DG, cuyo pardmetro sea

—— g — . ab——2bc
DH = p — === y las ordenadas sean rectas paralelas

(4

& P, trazaremos ( 218 ) una pardbola ; su porcion O

que estd dentro del 4ngulo P.4H, donde suponemos que
han de estdr todos los puntos A7, serd el lugar de la equa-
cion propuesta.

Porque si por uno qualquiera de sus puntos M, tira-
mos la MP que forme con la AP el 4ngulo dado & arbi-
trario APM, y que encuentre las paralelas 4E, DG en
los puntos F', G; los tridngulos 4BE, APF serin seme-
jantes , y dardn las dos proporciones siguientes 1.° AB:
AE :: AP: AF — DG, estoes a:e::x: DG — &, 5.°

p
AB: BE:: AP: PF, 6 a: b::%: PF — ™, Luego G
=PM—+ PF+FG —y -+ 67”‘ —~+¢. Y como la propie-
dad de la pardbola d4 (GM)* — GD x DH , tendremos
yy—l—%’—xy—i—%xx —= 20y ——bw' ——¢¢ = 0 despues
de substituidos en lugar de las lineas sus valores analyti-
€os, y traspasados todos los términos al primer miembro,

246  Acerca de esta construccion hay que hacer al-
gunas prevenciones importantes. 1.° Si la linea AP no
cortdra la pardbola y no hiciera mas que tocarla, 6 estu-
biera teda fuera de la curva, se inferirfa que ninguno de
los puntos M que buscamos , podria estdr dentro del dngu~
lo PAH, conforme supusimos al tiempo de hacer la cons-
truccion; y no habria por consiguiente valor alguno posi-
tivo de la incognita y, que correspondiese 4 un valor po-
sitivo de la otra incognita &, fuese la que se quisiere su

lon-
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longitud. Esta prevencion es transcendental 4 todos los ca- Fig.

sos parecidos al propuesto, ast respecto de la pardbola, co-
mo respecto de todas las demés secciones conicas.
2iagsisnant: Strenvslugariideshacer iAB — m = a4
hiciéramos igual 4 otra cantidad distinta de @, fuese la
que fuese, los valores de BE —n, y AE — e serfan dis-
tintos 4 la verdad; pero las razones =, — permanecerian
las mismas; porque en el tridngulo A4BE ¢l dngulo ABE
es dado, y lo es tambien la razon del lado 4B al lado

n

i .
AE, que en este egemplo es — — —. Y como en los valo-

n e

res de p, 7, s no puede haber otras razones que —, —,
se sigue que dichos valores serdn ‘siempre unos mismas
qualquiera valor positivo que se le dé 4 la linea AB — m;
de suerte que hemos hecho m == a solo para que saliese
menos complicada la construccion.

248  Cuestion I, Construir el lugar de la equacion

B 2b ‘
xx-+—%bxy—t—;;yy—, 2cx+by——;iy_—_ ()]
Por llevar esta equacion el quadrado xx sin fraccion,

uso de la segunda formula ( 238 )3 y de la compara-

. r . ’ 2, 25
cion de los términos homologos saco 1.° =~ —= — =, que

i . geily O enm i e i
ddin'=—i—1, ‘con 'hacerm —=a: 27"~ Wypor sct

mm

m=—a, sale n=—= — b, lo mismo que antes. 3.° r = ¢.
4.0 2 = — 27”", que dd p— — fei, con substituir
en lugar de m, n, r sus valores respectivos a , — &, c.
5.° 77 = ps = o, porque la propuesta no lleva término
alguno conocido que se pueda comparar con el término
todo conocido 77 —+ ps de la formula ; de donde sacare~

mos
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T . ecc

MO$ & — — 2= == 75> con substituir en lugar de »'y p sug
valores ¢ y——feé. Una vez determinados los valores de
las cantidades m, n, r &c. construyo el lugar que se pide
usando de la construccion de la segunda formula , y te-
niendo presente lo prevenido ( ALY 2 o )

A este efecto tiro por el punto fijo .4 una linea in=
definita AQ, paralela 4 P, tomo en dicha linea la par-
te AB — m = a;y por el punto B tiro BE — b — —4
paralela 4 AP, y del lado opuesto 4 P/, por ser nega-
tivo cl valor de 5 y por los puntos determinados .7 , B tiro
la linea 4/E — e que es dada. Tomo en la AP la parte
AD — r —¢ 4cia el lado de PM » tiro la recta indefini-
ta DG paralela 4 AE, en la qual tomo la parte DC —3s

ecc

== del lado P24, Hecho esto,con el didmetro GC cuyo pa-
rdmetro es CH — % — — P, y las ordenadas lineas pa-
ralelas 4 AP , trazo ( 218 ) una pardbola que coja
(242) 4cia el lado opuesto & AQ,, por ser negativo el va-
lor de p::—%. La porcion OMR de esta pardbola,
que estd dentro del dngulo P.A4B , seri el lugar que se
pide.
Porque si por uno qualquiera 27 de sus puntos, tiro la
DO, paralela § AP, que encuentre las paralelas AE, DG
en los puntos -F, G, los tridngulos ABE y AQF serdn
semejantes. Tendremos pues AB: AE :: AQ — PM: AR
=DG, 0a: e:y; DG —=%. 2.> AB :BE :: AQ: OF,
esto es, a: by ,QF:::%. Luego GM — QM —+ FQ
—FC=4+%—¢, 6 GU=FG —FQ — QMU =
¢
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¢— 2 — x, segun 4 qué lado del didmetro CD estubic- Fig.

ecc

re el punto M5y la abscisa CG —= CD — DG — =X —
=2, Pero por la propiedad de la pardbola ( 60 ) (GM)*
— CG x CH , esto es &x —+ Ef—xy —i—-%i—yy — 208 —+ by

— 275‘3) = o despues de substituidos en lugar de las li-
necas sus valores &c.

249  Se viene 4 los ojos que si de la comparacion de
los términos homélogos resultase p = o, serfa imposible
la construccion de la pardbola. Pero entonces la equacion
propuesta podrd siempre bajar un grado, por manera que .
serd el lugar de una linea recta, y esto lo manifiestan las

formulas mismas ( 238 ). Porque si en la primera bor-

nn

ramos los términos que llevan p,sale yy— 3”% XY = —xX

2nr

=R MR W RS et,  Cnya . raiziiquadradaes

numn

Y —= —r=—0,069="2 ~r, cuyo lugar es una linea
recta que se construird por lo dicho ( 29 ).

250  Cuestion IV. Hallar el lugar de la equacion
XX — ay = o.

Por estar sin fraccion el quadrado wx en la propues-
ta, uso de la segunda formula ( 238 )5 y de la compa-
racion de los términos homologos saco 1.° 2 = o, por=
que falta %y en la propuestas n== o0 , y por lo mismo
2uins ym —e 22 —— —— 0, porque tambien falta g,
de donde infiero n — o. 3.° =0, porque no ticne la
propuesta termino alguno que lleve la primera potencia de
x5 por lo que, borrando en la férmula todos los términos
cn que estdn -y 7,y substituyendo en lugar de e su va-

lor
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lor m, resulta 8 — py ~ ps = o0, cuyos términos comw
pararé con los de la propuesta. 4.° de — py — — ay
saco p == a. 5.° Como no lleva la propuesta término al-
guno enteramente conocido que comparar con ps, se si
gue que ps — o, y que por lo mismo s — o. Una vez
determinados por este medio los valoresde n, 7, p, s , ser-
virdn para construir el lugar que se pide, imitando la
construccion de la segunda formula ( 238 ), y tenien-
do presente lo prevenido ( 241 ).

Porque BE —n —o, la linea AE coincide con AQ
tirada paralelamente 4 PA y del mismo lado, lo propio
digo de DG, porque AD —r = o. Pero ya que CD =
§ = 0, el punto C coincide con D que coincide con A4
segun acabamos de ver. Por consiguiente trazo una par4-
bola ( 218 ) con el didmetro A4Q, cuyo pardmetro el
AH =p=—a,y cuyas ordenadas scan rectas MQ, para-
lelas & AP 5y la porcion indefinita AM que estd dentro
del dngulo PAQ, es el lugar que busco.

Porque si por uno qualquiera A/ de sus puntos tira-
mos las rectas MP, MQ, paralelas 4 4Q, AP, tendremos
por la propiedad de la pardbola ( 60 ) (QM)* — AQ
x AH, esto es xx — ay, Yy #% — ay = o que es la mis-
ma equacion propuesta,

251 Es constante que si substituimos en la formu«
la general ( 238 ) en lugar de m,n, r, s, p los valo=
res que se hallaren comparando sus términos con los de la

‘equacion propuesta, sea la que fuere, con tal que tengd
las

Plara 160,
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las; condiciones . especificadas en la cuestion ', que la espre- Fig.
sada formula  se. transformard en la equacion propuesta;'y
-por; consiguiente que si tomamos dichos valores en la cons-
truccion de la formula, ‘el lugar de la férmula general se

transformard en el de la equacion propuesta. Luego &c.

De los Lugares pertenccientes d la elipse d al cireulo.

352  Sean dos lineas rectas incognitas é indetermi- 10 8.
‘nadas AP, que llamarémos &, y PM, que llamarémos s y
sean tambien m,n, p, r, s, ¢ lineas rectas dadas.

En la linea A#P: tomarémos la parte 4B = i3 y ti-
rando las rectas BE = n, AD = paralelas 4 P y del
mismo lado que ella , tirarémos por el punto A la recta
AE que es dada , y lallamarémos e y'pof el punto D, la
recta indefinita DG paralela 4 AE , en la qual tomarémos
la parte DC = s del lado  de P, y al uno y otro la=-
do del punto C,las: partes CX, CL cada una igual~4 #
trazaremos  despues ‘una elipse. ( 218 ) con ¢l didmetro
Lil&i=zr2 'y cuyo parémetro sea KH = p; y las ordena=
das sean rectas paralelas 4 P, La porcion OMR de la
espresada elipse, compreendida dentro del dngulo PAD que
forma la linea AP con la AD tirada por el punto fijo .4
paralelamente 4/ PAZ y del mismo lado, serd el lugar de
1a equacion general 6 formula que sigue

I = gy = T oy 27y = 2 gy

eep 2eps £t ;
A e e L PR
2mimne 2mt 2z J

== 22 )
( Tom.III, : )& Por-
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Porque si por un punto qualquiera 2/ de dicha por-
cion de elipse tiramos la /P que forme con AP el 4n-
gulo dado ‘6 arbitrario AP, y que encuentre las parale-
las AE, DG en los puntos F', G; serdn semejantes log
tridngulos ABE, APF, y sacaremos AF 6 DG =%,y
PF —=%. Tendremos, pues, GM—=y —= —r,y CG
— = — . Perola propiedaddelaclipse ( 112 y 93 ) d4
KL: KH :: LG x GK 6 (CK)*—(CG)* : (GM)*5 esto es,
2 putt —— s - B S gy Py oy e

L 2P Luego&e,

Sit et dlametro KL = 2¢ iy su pardmetro KH —p

2nr

—— XX = - gy T R e

firesen iguales, seria siempre (GM)* — LG x GK 5 y por
consiguicnte si fuese recto el dngulo CGM, la elipse seria
‘entonces un' circulo cuyo didmetror seria la linea &Z.
253 Es evidente que en' esta’ formula estin siem-
pre los quadrados yy y ax con unos mismos signos, y que
quando estd tambien el rectdngulo %y, el quadrado = de
la mitad de la fraccion 2 que multfplica dicho rectdngu-
lo, ha de ser menor que la fraccion 2= —

—L ‘que mul-
tiplica el quadrado xx. :

254  En virtud de esto serd facil construir el lugar
de una- equacion-dada’, en la qual estén los dos' quadra-
dos iy 'é 5y con los mismos: signos sih el rectdngulo” «7,
O con ¢él, de modo que el quadrado de la mitad de la frac-
cion que le mulriplica, sea menor que la fraccion que
maltiplica el -quadrado-xx. En todo esto- suponemos que
esteé sin fraccion el quadrado yy.

Pa-
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Para cuyo fi 'se cotejardn los términos de la equa- Fig.

cion propuesta con sus homologos en la formula gene-

‘ral (252 ) ,de cuyo cotejo se sacardn los valores de las

cantidades” m=; W, P75l syt oyicon lellos se:trazard

conforme: hemos dicho ( 252 ), y teniendo presente lo

prevenido «( 241 ), una ehpse que serd el lugar de la

-equacion’ propuesta.

%215 &1 Cucsuon L. Hallar el Zugar de la equacion yy

S XY~ = XX —— 2ay —+ bx = cc, en la qual el quadra-

do de — mztad de In fmcczon — O 1 que mulz‘zplzca Xy, es
menor gue la fraccion + que multiplica xx.
‘De la 'comparacion de los términos de la formula con

n

=1

sus homologos en la ipropuesta;; sacaremos 1.°
porque como no hay en este caso fraccion alguna literal que

-multipliquerel rectingulo ¥y le/podemos considerar’ como

-multiplicado por la unidad, y por consiguicnte si -'hacemos

— el ok O s E P
.m =—a, tendremos 7 e SR eie e idy o fide
donde sacaremos £ = "= — 22 substituyendo en lu-
. ¥

gar de m .y ‘n sus valores respectivos '@, — — @3 y por

3 o e L prme e S Aty o 2o I O 2nr, 2aps i

cofiSiguichte | pER THNG Y Pl ianasias i bijsy

substituyendo en lugar de m, n, 7, -& sus valores respecti-
2ac—2eb o te

VOS @y ——a, @, sale s = T, 5 0 — B2

. 3 2 Lt
== X =¢, y por lo mismo #£ == 55 —~ %——P’i._.ss
i gee — 22 despues de”substituido en lugar de £, r
aa t

“sus valores =, a, que hemos hallado. Una vez hallados
por este camino los valores m, n, 7, s, p, ¢, sc trazard la
clipse imitando la construccion dada ( 252 ), y tenien-

15+3 do
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do presente lo prevenido (( 241 ); del ' modo siguiente,
En la linea AP se tomard la parte 4B =— m =,
y tirando/paralelamente 4 Py del mismo lado la) 4D
=r=—a,y dellado opuesto la recta BE — La=ti=p
porque 7 == — = a'que es un valor negatjvo ;se’ tiracg
por el punto A la recta AE — e, que es dada; 'y por el
punto D la recta DG paralela 4 AE, en-la quali se:toma-
14 laviparte DOE= 2“':'””: = —s delilado opuesto ;4:P M
y al uno y otro lado. del punto C; las partes CX, CL cada

_dccee

una igual 4 # == V/(ss - gee —

aa

). Se trazar4 despues una
elipse ( 218 ) con el didmetro LK, cuyas' ordenadas sean
rectas paralelas 4 P,y cuyo patdmetro sea:lalinea KH —
P == Su porcion: OMR que: estd | dentro del dngulo
PAD, serd el lugar de la equacion propuesta.

- Porque 'si-por uno- de! sus: puntos: #; sea-cl que! fue-
xe, tiramos la linea PA/ que formé con AP: el dngulo da-
do 4 arbitrario 4PN, y que encuentre las paralelas AE,

DG en los puntos F, G serdn semejantes los tridngulos
“ABE, APF. Tendremos pues AB: AE =::AP: AF 6 DG,

esto es, a:eiw: DG=—==3 v AB: BE: AP: PF, %
a: ca: x: PF == —x. Por consiguiente GM =y - S
—a,y CG 6 DG —+DC = = —g, por ser DC =—— . Pero
la propiedad de la elipse (T12: ¥ 93 dd KL :"KH-~:
GEG 2 QALY est8 s s 0w

—_—
2¢e

2esx eexx

e L S DI Ky == 24y~ = xd — 0k

aa °*

=+ aa. Si en lugar de ## — sy s substituimos sus va-

4ecee 2ae—-2be

-lores respectivos 4re ===y~ == multiplicamos

des-
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despues los estremos y los medios , y dividimos ambos pro- Fig.

ductos por 2%, sacaremos la misma equacion propuesta.
256 Si acaso ss —+ gee fuese igual 6 menor que

<= el valor de # seria nulo 6 imaginario, y seria imposible
trazar la elipse que deberia ser el lugar de la equacion
propuesta. Y como dicha equacion incluiria por precision
algun absurdo , se sigue que ninguna linea podria ser su
lugar; quiero decir que todos los valores de la incognita y,
que deberfan corresponder 4 todos los valores positivos y
negativos de la otra incognita x, serian todos imaginarios.

Esto lo hace patente la formula ( 252 ) general,

porque trasladando algunos términos, se transforma en gy —

2pesx
2mt

2n an 2nr o Pli—pss

g St 4 5 e e B S IS Rt

cepxx

2mme 2
n 2 5

dey — —x — r ; y el segundo es el quadrado de # menos

en cuya equacion el primer miembro es el quadrado

el quadrado de s — =, multiplicado por la fraccion £. Es
evidente que si el valor del quadrado #¢ fuere nulo 6 nega-
tivo, serd negativo el valor del espresado segundo miembro,
y por consiguiente en ambos casos tendremos un quadrado,
esto es, el primer miembro igual & un valor negativo, que es
una contradiccion manifiesta.

257  Cuestion IL. Construir el lugar de la equacion
yy—l—--laixy —=Xx 4cy - fx —ag=—o; en el supues-
to (253 ) deser g%menor que la fraccion — 0 1 que
multiplica xx, esto es, de ser b menor que 2a.

De la comparacion de los términos de la propuesta con
sus homologos en la formula gentrali (<2402 Sisacarc

Tom. III, Ls mos:
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2 b .
mos 1.°2 — — = y haciendo m=—a , sacaremos n —

— 36 2.0+ L — 15 y substituyendo en lugar

mm 2mmt
Sy p — 4aa—bb
de m Yy n sus valores a Yy b sacarcémos Zee >y
4aat—H1t ORI _l LS bce—--afe LN
Di== e B = 2 Ce 4.. Sis== P A 5 5. t

V(ss e ““'*'““'”) de donde sacaremos la siguiente cons-
truccion.

En la linea recta indefinita 4P tomaremos la parte
AB — m=—a, y tiraremos paralelamente 4 P/ , y del la-
do opuesto las rectas BE — 26 ——n, AD — —= —r;
por el punto A tiraremos la recta 4/E—e, que es dada, y
por el punto D la recta DG paralela 4§ AE , en la qual to-

bce—'z.aﬁ.
4aa—

maremos la parte DC — s — del mismo lado que
PM , si fuere be mayor que 2af, conforme suponemos ; y
del otro lado, si fuese menor ; tomaremos despues al uno
y otro lado del punto C, las partes CK y CL igual cada

una de ellas 4 z — \/(ss g ““"'4“'”

) Hecho esto , traza-
remos (2 18) una elipse con el dlémctro Llie=pti;icuyas
ordenadas sean rectas paralelas 4 PM, y el pardmetro una

linea KH — p = =% gy porcion OR sers ¢l lugar

de la equacion propuesta.

Porque si por uno qualquiera de sus puntos 7 tira-
mos la recta MP que forme con AP el dngulo dado u at-
bitrario APM, y que encuentre las paralelas AE, LK en
los puntos F, G 5 sertd PF ==,y AF 6 DG — = 5 serd
pues MG = MP + PF + FG — y —+—;a——i—70, y CG
— T —s, 6s—=. Pero la propiedad de Ia elipse es que
LE: KH : LGx GK: (GM)* & 21 42= gy oo

2esx

a
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bbx:c

2esx eexx L 9y }

a

lugar de z‘t — 5, y s subsntmmos sus valores respectivos

e ”:‘—Z‘bf , multiplicamos despues los estremos y
4aa—> aa— .

medios , y dividimos por 2#, resultari la equacion pro-

puesta.
Siel angulo AEB fuese recto, el dngulo CG I lo serid
tambien; y el didmetro LK— 2¢ serfa igual al pardmetro

Kol = 4”;——1’“, pues ee = aa — —-bb , por ser rectingulo

el tridngulo AEB. En este caso la elipse seria un circulo,
’ ’ s 20 =BG X

cuyo radio seria la recta CK 6 CL——t — \/<ss A et

e o be—24f , 3

ag) , y DC—=s=-—;=, con lo que seria mucho mas sen

cilla 1a construccion.
258  Cuestion IIl. Hallar el lugar de la equacion
yy -+ xx —ax—o.

De la comparacion de los términos de la propuesta con
sus homologos en la formula general ( 252 ), sacare-
mos 1.°% = o, pues una vez que no estd el término xy,
le hemos de suponer multiplicado por cero; de donde saca=

o nn eep

rembs: 7 =10, yipotilomismom smembesr i == i1

mm

esto es L — 1, despues de substituidos en lugar de m y #
sus valores o y e,y finalmente p—2#. 3.°7r=o0 , por-
que una vez que en la propuesta no estd la primera poten-
cia de la incognita p , la hemos de suponer multiplicada por
cero; por lo que, si borramos en la formula general (2 5 2)
todos los términos que llevan = y 7, y substituimos en lu-
gar de ey £ sus valoresm y 1, se transformard en estotra
Y)Y %% — 258 — ¢t =+ §s == 0 , cuyos términos hemos de

Lg co-

_be ; T . .
¥~ o Si en Fig.
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Fig. cotejar con los de la propuesta. 45505 ==ay yis ==t

=-a.

5.8 —tt—o, porque no tiene la propuesta término
alguno enteramente conocido , y por lo mismo 12 — 55 —
~aa,y sacando la raiz quadrada, # == 2. Una vez deter-
minados estos valores , construiremos la clipse practicando
lo que sigue.

111, Ya que BE—=n==o0 , AE coincide con AP , que tam-

bien coincide con DG , por ser tambien AD=— r—o ; pot
manera que el punto D coincide con el punto 4. Por cuyo
motivo tomaremos en la 4P la parte AC— s =——a del
lado de P15y al uno y otro lado del punto C, las partes
CK, CL cada una igual 4 r — +4 (en el caso actual el pun-
to L coincide con A); trazaremos. despues con el didmetro
AK ( 218 ), cuyas ordenadas sean rectas paralelas 4
PM, y cuyo parfmetro sea la’ linca KH —p— M =a,
una elipse que seré el lugar de la equacion propuesta.

Porque si por uno qualquicra 47 de sus dos puntos tira-
mos la recta MP, que forme con AP el dngnlo dado 6 ar-
bitrario APM, tendremos (112'y 9 3) AK: KH :: AP x
PK: (PM), estoes, ai a2 ax — xx:yy.. De donde sale
JY = xx —ax— o. g%

Se viene 4 los ojos que si el dngulo AP/ fuese recto,
la elipse serfa un circulo cuyo didmetro seria la linea 4K
=1

259 Hay dos casos en que el lugar de la equacion
propuesta es un circulo.

1.° Quando ambos quadrados wx ¢ J estdn con los

mis-
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i i ion , que tam- Fig.
mismos signos , y sin quebrados en la equacion , q g

bien lleva el rectdngulo %y, siendo al mismo tiempo recto
el 4ngulo AEB. Esto sucede quando tirando AF per;.)en—
dicular 4§ PM , la razon entre PF y AP , que es la misma
que hay entre BE y AB , tiene por esponente la mitad de
la fraccion que multiplica el rectdngulo xy. El lugar de la
equacion serd en este caso un circulo , conforme hem.os. Vis~
to ( 254 ),y la misma formula general estd diciendo
el por qué. ’ |

Porque de la comparacion de los términos homfiogos
que llevan el quadrado xx , sacaremos esta equacion —- —=
I,_:,’,’u — 1 5 de donde saldri £ —=""—= — 1, porque el
tridngulo rectingulo ZAEB d4 mm— nn —~ce. Pero una vez
que el dngulo AEB es recto, el 4ngulo CGM que forma

¢l didmetro LK con sus ordenadas , serd tambien rectos y

por consiguiente por ser el didmetro ZK igual 4 su pardme-
tro AH , se infiere que la elipse serd en este caso un circulo,

2.° Quando los quadrados xx € 3y estdn ambos en la
propuesta con los mismos signos , y sin fraccion en la equa-
cion que no lleva el rectdngulo xy, siendo al mismo tiem-
po recto el 4ngulo API , su lugar siempre serd un circulo,
conforme hemos visto ( 2§58 ), y se prueba por la mis=
ma formula general.

Porque una vez que el rectingulo xy no estd en la
equacion propuesta , la fraccion = de la foérmula serd nu~
la 6 cero, y porlo mismo BE—=n=—o, ym=—ce De
donde resulta 1.° que el didmetro LK es paralelo 4 la linea

AP
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AP,y que por consiguiente siendo el dngulo CGM , que
forma con sus ordcnadas g 1gual al dngulo AP M ,ser recto,
2.° Que la fraccion 2= —- = que multiplica el quadrado
xx en la formula , serd £ y serd por lo mismo L =15 quie-
ro decir , que el didmetro ZX serd igual 4 su pardmetro K,
La elipse que es el lugar de la equacion propuesta, ser4 por
consiguiente un circulo en este caso. Y como entonces la
formula general se transforma en estotra
JY = XX — 21Y — 258 ~— rr]

e if} >0

i)
se podré , si se quisiere abreviar este célculo, hacer uso de
esta formula para hallar en virtud del cotejo de sus térmi-
nos con los de la propuesta , los valores de 7, s »Z, que
sirven para trazar el circulo , que ser su lugar.

De los Lugares pertenecientes d la hypérbola referida a sus
didmetros.

260  Suponiendo lo mismo que para la elipse (2 52D
con el didmetro LK = 2¢, cuyo pardmetro sea KH — p,
y las ordenadas sean rectas paralelas 4 PAZ, trazaremos
("2 18 ) una hypérbola 6 dos hypérbolas opuestas. Su por=
cion MO, 6 sus porciones comprehendidas dentro del 4n-
gulo PAD que forma la linea AP con la linea 4D, tirada
por el punto fijo A4 paralelamente 4 P/ y del mismo lado,
serd el lugar de esta formula 6 equacion general

Iy
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2y — Zay 4= — 27y —+ 2 rrl F
=10

ee, 2eps =l Et_t
= S
pss
2t

quando el didmetro LK fuere un pri-

2mme 2mt

[

en la qual serd —+ &
mer didmetro, y — & quando fucre un segundo didmetro. -

Porque si por uno qualquiera 77 de sus puntos tiramos
la linea MP que forme con AP cl 4ngulo dado O arbitra-
rio APM , y que encuentre las paralelas ZE , DG en los
puntos F, G s tendremos por la propiedad de la hypérbola
(149 y 191) KL: KH (CG)* =(CK)* : (GM)?, esto es,

2 peexx 2epsx PSS 4 Pt <
- — i Sy 12 2mt DI SR

L 2mmt
Ny — —xy——— 2ry — — %%~ ﬂx — rr. Luego &c.

Si el didmetro KL — 2¢, y su pardmetro KH — p
fuesen iguales , la hypérbola serd equildtera.

261  Seinfiere de lo que acabamos de decir 1.° que
los dos quadrados xx é 3y estdn siempre con signos difqrenf
tes en esta formula , quando no lleva el rectdngulo xy ;5 O
quando estd dicho rectdngulo , siendo 2 mayor que -
2.° que pueden estar con los mismos signos, pero con la
condicion de que esté el rectdngulo xy, y que el quadra-
do -~ de la mitad de la fraccion que le multiplica, sea ma-

yor que la fraccion - — & que multiplica el quadrado xu.

262  En virtud de esto se podrd construir cl lugar de
una equacion dada en que esten ambos quadrados xx €y
con signos diferentes , O con los mismos signos , con tal
que esté el rectdngulo wy , y que el quadrado de la mi-

tad de la fraccion que le multiplica, sea mayor que la frac-
cion

L3

ig.
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cion que multiplica el quadrado wx. Tambien supohemos
que el quadrado gy esté sin fracciones, conforme manifes-
tarémos en los egemplos.

26 3 Cuestion 1. Hallar el lugar de la equacion
yy =+ —xy—!-—x*c —+ 2cy— 2gx — hh = o, en e/ su-
puesto de ser el quadrado 2 = mayor que —}

De la comparacion de los términos homologos de 1a
propuesm con los de la formula general, sacaremos 1.° =

—_— 7, y por consiguiente, si hacemos m=—a, tendremos
n=—b 2°7L 2 —_ L luego £ = *—4
yp—-z——”‘_e“f’ 30 r = —e 4. %:—2& |
y substituyendo en lugar de m, n , r , £ sus valores respec-
tivos que acabamos de hallar , sacaremos s — fee—sse

= bb——af
S oSl saber+tt

quando el quadrado ss es mayor que 5= ““—“”h , ¥ — ¢ quan-

2rrt——2hht

— TS

do es menor , porque el quadrado #z ha de ser positivo; es-
tos dos casos son distintos. Una vez determinados los va-
lores de m,n,r, s, ¢, p, construiremos el lugar , imitande
lo que practicamos antes ( 260 ).

Tomaremos en la linea AP la parte 4B — a, y tira-
remos paralelamente 4 P y del lado opuesto las rectas
BE =b—=—n,AD=—c——r; por los puntos 4, E
tiraremos la recta AE =—¢, que es dada , y por el punto D
la recta indefinita DG paralela 4 AE, en la qual tomaremos
la parte DC= e:gb‘:—:;—f: — s del lado opuesto 4 PA, y al
uno y otro lado del punto C las partes CZ , CK igual cada
una de ellas § ¢ = v/ Css i ""’) 4 (”;2“_:‘7}“‘ --ss), se-

gun

-y ciiyo pardmetro seaslailinea KH=—p =
“mos una hiypérbola s previniendo ‘que LK ha de ser un pri-
~mer digmetro en el primer'scasé , y un-segundo didmetro en
el segundo caso 5 1a porcion O/ de la espresada hypérbola,
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el digmetro LK, cuyas ordenadas sean rectas paralelasd P4/,

2bhe—2eft | trazare-

serd-el lugar de la equacion propuesta.
Porque: si por uno qualquiera 4 de sus puntos tira-

:mos una ‘paralela PM 4 la AD ; que encuentre las lineas
IAB ;:AE ;DG enlos puntosoP, ;G serd PF — Z%, y
«AF =DG ==Z; y por.:consiguiente MG =y —i—lg e,
.CG 6 DG CD = <=, por ser CD——s. Pero la
‘,prop.vie‘dad de:lachypérbola-dd- LK KH ::(CG)* == (CK)*:

—2aft ecxx 2esx

b
(GM) estoes, 2 pigteE 'u e A==t AR A

»—f—.ry—l- LOYE-E -‘—xx —+ ——x ~+ ¢c 5y si en-lugar de ss 2= 72

E ccee—)—-ech/z —bhce —age
y s substituimos sus valores ICSPCCU\ (O] f __bZ:af "y

multiplicamos despues los estremos 'y los medios , y dividi-
mos por 2%, sacaremos la misma equacion propuesta.

i —cehh ! 4
264 ' Siacaso ss== 57— , el valor de#s serd cero, y

serd imposible la construccion'de la hypérbola. Pero eneste

.caso la equacion: propuesta bajard siempre de grado; por ma-

nera que su lugar no serd y4, como debiera , una 6 dos hy-
pérbolas opuestas; sino una 0 dos lineas rectas. Con-efecto

en el egcmplo propuesto -hemos reducido la equacion pro=
t=$8doée:

eexXx 2esx

puesta § esta p10porc1on ees bb—— af
: — - < : bor-

Y —+ ﬂxy - auxx + gy =2 = be e - cc 5 de lo que,

rando .## que es nulo , multiplicando los estremos y los me-

dios,

+ hh 'y (s
-gun- fuere s§ mayor 6 menor que <z=="~. Hecho esto, con Fig.

¥14s
II§.
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Fig. dios, y sacando de cada miembro la raiz quadrada ;" resyl-

b
tard ey — —= ~+ ec = <53’- —_ s) X V(b — af); y subs-
tituyendo en lugar de — 5 su valor b“'*"Jg“ 13y leldlCn-
~do ambos miembros por e , se sacar4 esta equacmn 1 abar

a

%/ (bb—af) _ag—-bc —b—~—/ (bb——af)
—_ = - —&-—V(bb__aﬂ,oy._ - XS
SRR o e e G Ml gl Gf) =
V=) » 9 hacer = = a7 oY =
d£+bL. EEs & § ATal ey n
e ¢, se transforma en estotra g = p — g

cuyo: lugar es una linea recta por lo dicho (- 29 ).
Larazon de esto se saca facilisimamente de la misma
formula general ; porque si en la espresada formula: general
borramos el término == £* en-que estd el ‘quadrado 77, que
suporemos == 0 , se transformaré » con trasladar. algunos
términos , y sacar la raiz quadradq, en estotra y — =& —r
— = s) (s — ;) £ que no lleva mas que
potencxas hnearcs de las incognitas w €y , y cuyo lugar:se-
rd por consiguiente lineas rectas.
265 Cuestion Il Trazar el lugar de la equacion yy
—XX —= 22y ~~ax—= 0.
De la comparacion de los términos homologos saca-
027y sl % ;
Yemos I1.°--=—= o0 ,porque falta el término xy; luego n=—o,
¥y por consiguiente m=—e. = 2.° L= 1 ; luego p = 2.
0 ey o 2}7: I
3 r==a gl e, yS=Za. 50 B
Ei o ; 2rre 3
—IT0i5'y portanto +tt_ss— ~~ ===—-aa, con subs-
. . 2 3 .
tituir en lugar de r,-;— » § 'sus valores respectivos —a, 1,
1 2 L . . 19, 7 .
a5 de donde inferiremos-que en el tltimo término de la
formula se ha de tomar — 72, y no -z, para que el valot

de ¢¢ sea positivo. Construiremos el lugar como sigue. -
Ya
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Ya que 4D —r==— a,tiraremos por el punto -4 pa- Fig.
-ralelamente 4 PM , y al lado opuesto la linea AD=—a;y I16.

como BE — n— o, tiraremos por el punto D la recta DG
paralela 4§ AP, en la qual tomaremos la parte DC = s =
—a del mismo lado-de P, y al unoy otro lado del punto
C las partes CL:;. CK cada una ignal 4 £ =V % aa. Despues
conel’ segundo didmetro LA, porque hemos tomado — #£
en el tltimo término de la formula , cuyas ordenadas sean
rectas paralelas 4 P/, y el pardmetro sca la recta KH — p
— 2¢ — LK, trazaremos una hypérbola , cuya porcion
O serh el lugar de la equacion propuesta.

Porque si por uno qualquiera /7 de sus puntos tiramos
una paralela MP & AD , que encuentre las rectas 4P , DG
en los puntos P, G tendremos MG =y —+a,CG 6 DG —
DC == 5 — —a , y por la propiedad de la hypérbola ZK:

H :: (CG)* =+ (CK)* : (GM)*, esto es 2¢: 2F i1 &¥x —
ax -l—%aa —+ tt: Yy =+ 24y ~+ aa, que se transforma
en la equacion propuesta con substituir %aa en lugar de 7z
Es patente que la hypérbola es equildtera.

266  Acerca de esta construccion hemos de conside-
rar que quando los dos quadrados xx ¢ gy se hallan con dis-
tintos signos y sin fraccion en una equacion en que no estd
el rectdngulo x5 su lugar siempre serd una hypérbola equi-
litera. Porque la fraccion - de la formula serd nula 6 cero,
y por consiguiente BE —n=—o,y m —e. Luego lafrac-
cion = — 2mm que multiplica el quadrado xx en la for-
mula llega 4 ser — £, y serd— £ 1; quiero decir , que

el
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Fig. el didmetro LK ser igual 4 su pardmetro KH ;6 lo‘que es

LT 7.

paralelamente 4

‘1o propio, la‘hypérbola serd: equildtera. Y como en este ca-
so la formula general se tranforma en estotra
Y —— &KX —— 20y ~ 25X —i-—fr}
persed' & domendo
— s
podré servir para Hallar los valores de 7, s, £, estos servirdn
para trazar la hypérbola equildtera, que serd el lugar de la

‘equacion propuesta 5 con lo que se abreviaré el cédlculo.

De los Lugares que pertenecen a la hypérbola comparada con

Sus asymtota.s‘.

267  Formemos con las dos lineas AP —x, P ==y

un éngulo arbitrario APM, y supongamos que m, n, p r,s

reprcsenten lineas rectas dadas. -
® Tomarémos en la linea AP la parte AB —m;y
despues de tiradas las rectas BE =—n, AD =, paralclas
4 PM y del mismo lado 5 tiraremos por; el'punfo Ala
recta dada 4E —e, y por el punto D la recta indefi-
nita DG paralela 4 AE , y tomando en ella las partes
DC ==+, CK = e 4cia el lado que coge AP, tirarémos
PM y del mismo lado la recta indefinita
CL, y la KH == p. Hecho esto, trazarémos (210 y 211)
entre las asymtotas CL, CK una hypérbola que pase por el
punto H, y serd el lugar de la formula siguiente
xy——xx—-———y—%—-——x—i—ﬂ‘—
C—rE— mp} i
Por-
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Porque GU =y — =2 —7r, (G =< — s,y Ia
propiedad de la hypérbola ( 171 ) dard CG x GM =
CKx KHO L — sy — T8 - 20 22 - pg—ep;

de donde sacaremos, despejando el término xy, y escri-
biendo en orden los dem4s términos , la misma formula.

° Por el punto fijo A tirarémos una linea indefi-
nita AQ, paralela 4 PM y del mismo lado que ellas y
despues de tomada en dicha linea la parte AB —m, ti-
rarémos BE = n paralela 4 AP y del mismo lado , y por
los puntos indeterminados A4, E la linea A4E,que llama-
rémos e; tomarémos en la AP la parte 4D — r del mis-
mo lado de PA/; tirarémos la recta indefinita DG para-
lela 4 AE , en la qual tomarémos las partes DC — s,
CK — e del 'lado que coge PM, y tirarémos paralelamen-
te 4 AP y del mismo lado, la recta indefinita CL , y la KH
= p. Trazatémos finalmente ( 210 y ‘211 ) entre las
asymtotas CZ, CK una hypérbola que pasard por el pun-
to H,y serd el lugar de la formula siguiente

Y =i e et (B gy bt =40,

— 7y — mp.

Porque si desde uno qualquiera 7 de sus puntos, ti-
ramos la MQ, paralela 4 AP, y que encuentre las para-
lelas AE, DG en los puntos F, G los tridngulos seme-
jantes ABE , AQF datén AB: AE :: AQ 6 PM: AF &
DG, estoes, m: e:9: DG =25y AB: BE:: AQ,: QF,
esto es, e R O ’% Luego GM — & — Z o,
CG =7 —s. Y como por la propiedad de la hypérbo-

T om.lII. M la

Figi

118.



178 ELEMENTOS

Fig. la CG x GM = CK x KH , sacarémos la misma Formuls

con substituir en lugar de las lineas sus valores analyti-
cos, y despejar el término wy. |

268  Se echa de ver 1.° que el término %y nunca
falta en ninguna de las dos formulas ( 267 )3 porque
como no estd multiplicado por fraccion ninguna, no se la
puede suponer nula para conseguir que desaparezca xy,
2.° Que no pueden llevar mas que ¢l uno de los quadra-
dos xx & g9, que se desaparecerd quando fuere nula [a
fraccion = que le multiplica.

269  Ya podremos hallar el lugar de toda equacion
que llevare el rectdngulo x4y, y ninguno de los dos qua-
drados xx ¢ 3y, 6 no mas que el uno de ellos.

Para conseguirlo, despejarémos la cantidad &y, y co-
tejarémos los términos de la equacion propuesta con sus cot-
respondientes en la primera formula, quando llevare el qua-
drado’ %%, y con los de la segunda, si llevare el quadra-
do 4y, y con los términos de qualquiera de las dos for-
mulas 4 arbitrio , quando no llevare ni xx ni yy. Del co-
tejo de los términos homologos inferirémos los valores de
las cantidades m, n, p, 7, s, que servirdn para trazar una
hypérbola entre sus asymtotas conforme hemos hecho po=
co hd ( 267 ), teniendo presente que se habrén de to-
mar en lados opuestos 4 AP 6 P las lineas cuyos valo-
xes fueren: negativos.

270 Cuestion L ;Qual es el lugar de la equacion

b
XYy XX S~ ioysseoy

& Por
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Por llevar la propuesta el quadrado x«, cotejo sus tér-: Figi '

n b

: . i (T o
minos con los de la primera formula, y saco 1.” — =——;

O ms

y sichago m==u; Sacarémmi= b512.”)-==1¢;:luegoiis ==

&

=, 3.° Z —r— o, porque en la propuesta no estd la pri-
- O mrs
mp — o, porque no hay en la propuesta ningun término
e irs, e silbre
constante 5 luego p == — —= —. Y como los valores de
APse=uma B Ei==msC ==l AD = 5, K H == p son

todos positivos , construyo el Jugar del mismo modo que.

antes (o2:6'7.2)
Porque GM =y — % —E .G 6 DG — DC =

a
X —=2C

——, y por la propiedad de la hypérbola serd CG xGM
— CK x KH , que serd la misma equacion propuesta, si
substituimos en lugar de las lineas sus valores analyticos.
271  Cuestion Il Construir el lugar de la equacion
xy—-}—%yy—cy——ff: 0.

Por llevar esta equacion el quadrado ypy, me valdré
de la segunda formula s y de la comparacion de los tér-
minos homélogos sacaré 1.° Z —=— L v i hago m=—aq,
tendek niz— a4, .50 Soiohiyns =001 o A
dsmpa=fF 507 p:%; de donde inferiré la siguiente
construccion.

Por el punto fijo A tiraré una linea indefinita A4Q
paralela 4 P/ y del mismo lado que ellas y despues de
tomada en dicha linea la parte 4B —m —a, tiraré
BE — b — — n paralela 4§ AP y al otro lado , y por los
puntos A, E la linca 4E — e. Tomaré enla AP la par-

M 2 te

ey AT
mera potencia de ¥, y por consiguiente r = —. 4.  — —

117,

119.
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Fig. te AD = r=c del mismo lado que P, y tiraré la rec.

ta indefinita DG paralela 4 AE, y porque coinciden uno

con otro los puntos C, D, por ser CD = s — o, tomo

en dicha linca la parte DK —e del lado que coge PM,
y despues de tiradas paralclamente 4 4P y del mismo la-
do la lineca KH —p— g, y la recta indefinita DZ, que
en el caso actual coincide con 4P, trazaré entre las
asymtotas DL , DK una hypérbola que pasard por el pun-
to H,y serd el lugar de la propuesta. '

Porque si por uno qualquiera 2 de sus puntos tiro
MQ, paralela 4 AP, y que encuentre en los puntos F', G
las paralelas 4E, DGs serd GM 6 MQ —+ QF — FG
el BT %1 —¢, DG 6 AF == 2, y por consiguiente
DG x GM =2 42 — 2= CK x KH =%, de
donde sacaré la misma equacion propuesta, con despejar
la cantidad «y.

272  Sila diéramos 4 la linea arbitraria 4B —
un valor distinto de @, tambien serian otros los valores
de CK—=e, y KH — P, pero serian siempre unos mis-
mos los valores del rectdngulo CA x KH = ¢p, y los de las
rectas 4D —r, CD = s; porque no hay en su espresion
sino las razones -, 2, 2, que son constantes, porque en
el tridngulo' ZBE ¢s dado el dngulo ABE , y es tambien
dada la razon — = % en el caso actual, cuya razon esla
que hay entre 4B =m, y BE = n. Y como. la hypér-
bola que ha de pasar por el punto H, ser4 siempre la
misma ( 171 ),sea la que fuere la magnitud de las li-

neas
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neas CK =¢, vy KH — p, con-tal que no varfe el rec- Fig:

tangulo CK X KH ; se infiere que se construird siempre
una misma hypérbola ; sea el que fuere el valor de la li-
nea AB.==m. = : i EGHHSR
273  Cuestion IIL' Hallar el lugar de la equacion
Xy — ay == bx <+ cc== 0. ‘ '
Por no llevar la propuesta ninguno de lfos dos qua-
drados xx é gy, estd 4 nuestro arbitrio valernos de la que
quisiéremos de las dos formulas generales. Nos valdremos,

- pues, de la primera, y cotejando sus términos con los: de

v o n P—— . 1 eum—— —— .
la propuesta; sacaremos 1.” — == 05 luego n=—o0, y m=—e;
0 ms

’ o] TR 5 ﬂ
haremos: mho=la:02. 213500 == dlig . niz=sse bsipuesye

Ci

c=0.4."rs —mp =—cc,y p—=-—5b— =, Una vez

a

determinados los valores de m, n, 7, 5, p, construirémos
el lugar como sigue. '

Por ser AD —r ==~ b, tirar¢émos paralelamente
8 PM y del lado opuesto la 4D — &5 y porser BE —
n == o0, tirarémos la recta indefinita GD paralcla § AP;
y tomando en esta las partes DC — s —a,CRzSei=x
m —a del lado que coge AP, tirarémos la recta indefi-
nita.CL, y la KH = b S —=——p paralela § Py,
del lado opuesto. Trazarémos despues la hypé‘rbola opueéa
ta 4 la hypérbola que pasare por el punto H ,y tuviere
por asymtotas las rectas CL, CK s su porcion indefinita O/

que estd dentro del dngulo PAS, que forma la recta inde»

finita. AP con la AS paralela 4 PM y del mismo ladoy

serd el lugar de la propuesta, } :
domII1, Mo Por-

120,
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Fig. Porque GM 6 PG ~+ PM =y —+ b,y CG 6 CD —
DG =—a— x5y por consiguiente CG x GM — ay —
%Y —+ ab — bx —=CK x KH —ab -+ cc, de donde saca-
remos la propuesta.

1] R |
IE|

i |

No hubiera servido trazar la hypérbola que pasaria
por el punto H 5 porque ninguno de sus puntos estaris
dentro del dngulo PAS, dentro del qual S¢ supone que
han de estar los puntos M.

274 Si acaso de la comparacion de los términos de

la formula con los de la propuesta resultare p — o , serfa

K 145 4

i

imposible trazar la hypérbola que deberia ser ¢l lugar de Ia

propuesta, pues seria nula su potencia que ha de ser igual
al rectdngulo pe. Peroen este caso siempre bajaria de grado
la equacion, y seria su lugar una linea recta; porque si
en la primera formula ( 167 ), por egemplo , borramos
el término mp , se transformard en xy — —ax — =y 4
=X — 1y -t

mrs

— 0, que despues de dividida por < —g
se transforma en g — == Zioihcuyodugar'cs (Saigi
una linea recta.

275  Resulta, pues, de todo lo dicho en este asunto

que no son mas que dos los casos principales que abraza;
el primero es quando la propuesta no lleva la cantidad

%y;5 el segundo es quando se halla xy en la propuesta.
En el primer caso hemos probado 1.° que el lugar

serd ( 240 ) una pardbola, quando no hubiere en la

propuesta mas que el uno de los dos quadrados 3y 6 #x.

2.% §i llevare ambos quadrados con el mismo signo , el
Iu-
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lugar serd ( 254 ) una elipse 6 un circulo. 3.°S8i lleva- Fig.
re los dos quadrados con signos diferentes , el lugar serd

( 262 ) una hypérbola & dos hypérbolas opuestas com-
paradas con sus didmetros.

En el segundo caso, es 4 saber, quandb la equacion
llevare la cantidad xy: 1.° el lugar serd ( 269 ) una hy-
pérbola entre sus asymtotas, si no llevare la propuesta nin-
guno de los dos quadrados #x € 3y, 0 no mas que el uno.
2.° Si llevare con signos diferentes los dos quadrados gy
y xx, el lugar serd ( 262 ) una hypérbola comparada
con sus didmetros. 3.° Si llevare los dos quadrados con
unos mismos signos, se desembarazard el quadrado yy de
la fraccion que le acompafnare, y el Iugar serd ( 240 )
una pargbola quando el quadrado de la mitad de la frac-
cion que multiplicare %y , fuere igual 4 la fraccion que
multiplicare »x5 una ( 254 ) elipse 6 un circulo, si fue-
re menor; y finalmente ( 2 62 ) una hypérbola 6 dos hy-
pérbolas opuestas comparadas con sus didmetros , si fuere

mayor.

De la construccion Geométrica de las Equaciones
del tercero y quarto grado.

276 Para construir las equaciones que no llevan
mas que una incognita, o lo que es lo mismo, para ha-
llar sus raices, introducimos en la equacion propuesta una
incognita mas , por manera que de ella se puedan sacar mu-
~chas equaciones que lleven todas las incognitas , y tales

Mg e
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1.0 ay = xk =+ bx, y quadrindola resultard a* —- Fig.

Fig. que haya por lo menos dos qualesquiera de dichas equa-

ciones, que lleven entre las dos todas las cantidades cono-
-cidas que hay en la propuesta; porque sin esta circuns-

tancia no serfa posible resultase la propuesta de eliminar

da nueva incognita que hubierémos introducido. Despues

-escogemos - entre todas las espresadas . equaciones dos las
mas sencillas de todas; construimos separadamente sus lu=
gares , y sus puntos de interseccion ddn las raices de la
jpropuesta, Pide mafia el introducir la nueva incognitas por-
que es menester que los lugares que salieren de la pro=
puesta , sean los mas sencillos que sea posible; por egems
plo,si la equacion fuere del quarto grado, serd indispen=
sable que los lugares de las equaciones que de ella se ori-
ginaren , no pasen del segundo grado; que entre dichos lu=
gares haya siempre un circulo que es el mas sencillo de
todos , y tambien una pardbola, una hypérbola equildte-
ra &c. Todo esto lo aclarardn las  proposiciones que: vas
mos 4 sentar.

Construccion de las Equaciones del tercero y quarto grade
pov medio del circulo y de una parabola dada. |

25 7 PropbngémbnoS construir la equacion &%~ 2 bx?
=+ acxx — aadx — &3f — o, siendo x la incognita; y 4,
&, ¢,d, f cantidades dadas; y sea p otra incognita, tal
que su rectédngulo por la dada a, sea igual al rectdngulo
de & —~ & por x. Sacaremos de este supuesto las equacio-
acs signientes. ;

1.

o by} = bbxx == aayy: si-en lugar de x* =~ 2543 subs-

titnimos su valor aayy — bbxx en la propuesta , sacare-

‘mos la siguiente equacion

2.-",5:y-—%xx-—i——f;xx—~dx-——-df: o7,  yisiven
esta substituimos en lugar de xx su valor ay — bx que

oy s Sl bb 5 (s} c : O

'dé la primera equacion; 1.° en — x5 2.7 €N —x45 3.7 en

B , resultardn las tres equaciones siguientes
aa a

ig.a‘yy-——%y—%—%xs—i—{—xx——dx-—af: 03
f4.ayy———%xx—l—cy—~bf—x——dx —af == o3 !

s iy -y —2Ly— Y w+ 2 o—de—af —o.
Si de la quinta y ultima equacion restamos la primera
&% ~= by — gy = 0, y despues se la afadimos; resulta-
rdn las dos siguientes: :
z6.ay‘y+cy—-%y+ay——xx—-bx———éfx—a—%’-x—dx—af':o‘;
7.2 gy =y — Iij’—‘y-—ay—i—xx ~-bx— éj—x—t—%x-—dx —af = 0.

‘Todo esto sentado , si suponemos que las incogni-
tas x é y sean dos rectas AP, PM que formen un dngulo
qualquiera APJ 5 no hay duda en que el lugar de la prime-
ra equacion serd ( 240 ) una pardbola;el de la segunda
ser4d una pardbola, nna elipse,6 una hypérbola, segun fuere
bb igual, menor, 6 mayor que dc; el de la tercera serd una
elipse que se transformard en circulo (258 y 259 )si
fuere ¢ = @, y el dngulo APM rectosel de la quarta serd

una hypérbola que serd equildtera ( 265y 266 ), si fuere

6 —asel de la quinta serd tambien una pardbolas el de la . *

sexta serd una hypérbola equilateras-y finalmente el lugar de
la

»
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la séptima ‘serd un circulo, si el 4ngulo AP fuese recto,
278  Sien la propuesta hubiere — 2443 y no
26 , seria preciso nudar en todas las equaciones los sig-
nos de todos los términos en que estd & con cl[mensioﬁ
Ampar; y si faltase el segundo término, se deberian borray
todos los términos que llevaren 4. Lo propio diremos de
los demds términos de la propuesta acerca de las letras
¢, d, f que llevan. Pero es de observar que 4 pesar de
todas las variaciones que pueden sobrevenir, el lugar de
la primera equacion serd una pardbola, el de la sexta um
hypérbola equildtera ; y el de la tercera siempre sers un

circulo, si fuere recto el 4ngulo API.

279  Hemos tomado la primera equacion wx — b
=y, y nogx —bx=—ay, 6 xx —ay; porque des-
pues de quadrada la equacion xx = bx — ay, los dos
primeros términos del primer miembro son los mismos que
los dos primeros términos de la equacion propuesta x* -+
2643 &c. De donde nace otra equacion c¢uyo lugar no es
mas que del segundo grado, y que combinada de diferen-
tes modos con la primera, sirve para hallar, segun hemos
manifestado , otras muchas cuyos lugares no pasan del
segundo grado, y se construyen facilmente, porque no lle-
van la cantidad xy; habiendo siempre entre ellas una,es
4 saber la ultima, que representa un circulo, en el su-

puesto de que forme & con y un 4ngulo recto.
280  Cuestion L. Hallar las raices de la equacion
propuesta x* == 2bx? - acxx— aadx — a’f —o , por
me=
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medio de un circulo 5 y de una pardbola.

Supondremos que x ¢ y sean respectivamente dos Ji-
neas rectas AP , PM, que formen una con otra un 4ngulo
recto AP 5 construirémos ( 240 ) primero la pardbo-
la, que es el lugar de la primera equacion ( 277 ), ¥
despues el circulo, que es el lugar de la séptima 5 sus inter-
secciones darén los diferentes valores de la incognita x , que
serdn las raices de la ‘equacion propuesta.

Para cuyo fin tomarémos en la linea 4P prolongada
al otro lado de A, la patte’ 4D = —b; por el punto D ti-
rarémos una paralela 4 PAZ, en la qual tomarémos la par-
1eDE = él’; del lado opuesto 4 PM 5 y con elege CD cu-
yo origen esté en C', y el pardmetro sea igual 4 la dada 4,
trazarémos una pardbola MCM. Hecho esto , tirarémos’ por
el ‘punto fijo A4 una paralela 4Q 4 P, en la qual tomaré-
mos la parte AB — —-a—+ ﬁ—f’; — —¢ ==z g para abreviar;
tirarémos paralelamente 4 AP la recta BE — —d == % Nes
4 saber, — % quando #AB==~+g , 6 quando ¢l valor de 4B
fuere positivo, -y — %g quando . dB — — g5 en la-inte~
ligencia de que tirarémos las dos lineas 4B , BE , del la-
do de P quando fuesen positivos sus valores , y del lado
opuesto quando fiiesen negativos. Llamando finalmente .4,
m 5 trazarémos desde el centro E ,y con ¢l radio EM ==
V/(mm — af’) un circulo 5 y tirando desde los puntos M

FIg.

T2 T'&

donde dicho circulo corta 1a pardbola, perpendiculares P

4 lalinea AP , las partes /4P de esta linea scrdn las raices
de la propuesta 5 es 4 saber, las positivas quando los puntos P,
: ca-
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mos en virtud de la propiedad de la parfbola la primera Fig.
equacion, y la séptima por medio de la propiedad delcirculo. T2 I.

Fig. cayeren del lado donde hubiéremos supuesto que.estd PDT al

2 2 1. tiempo ‘de hacet la construccion:, y-las megativas quando

cayeren del lado opuesto.

Porque si prolongamos A1Q, paraleta & AP , que ens
cuentre el.ege CG en'L 5 serd ML 0 AP -+ AD == x ~+
-—b, CL o MP +DCHJ;+
..._C'L X d, esto es ; X~ bx -

.5 y porla propiedad de la
pardbola tendrémos (ML)
bbb = —bb—+— ay, 6 4% =~ by == ay , que es la primera
equacion ( 277 ). Abora bien,si prolongamos EB has-
ta que se encuentre con P en R, y tiramos cl radio EJ%
del tridngulo recténgulo ER M sacarémos (EM)* == (ER)
~ (RM)* = (EB)* <+~ 2EB x BR —+ (BR)* = (PM}
~— 2 4B % PM —~ (AB)* == (EB)* - (BA)* ~ af por
construccion : quiero decir ,'que borrando en-ambos miems=
bros los quadrados (EB)*, (BA)? y substituyendo en lu=
gar de zAB su valor a — ﬁ — ¢,y en lugar de 2 BE su
6 b+ 5—-——d y en lugar de BR 0

aa

valor Z£ —d 6
AP y PM sus valores &€ v sacaremos la septlma equacmn

y si substituimos en esta en lugar de y su valor ——;———, que di

yy+qy—ay—~y+xx+[:x+ x——-

la primera equacion , y en lugar de gp el quadrado de' diz
cho valor , resultars la equacion propuesta &*— 24? ==
acxx —— gady —— a3f — o. Luego serd 4P una raiz posis
tiva de la propuesta. , .
- Si toméramos — x = AP ,y —y = PJM , quando
estas lineas estdn en los lados opuestos 4 los que hemos su=
puesto al tiempo de hacer la construccion ; siempre sacarfa=
mos

-

281  Es cvidente que podremos hacer que la cons-
truccion precedente sea general para todas las equaciones
del tercero y quarto grado, y que nos valdremos para ege-
¢utarla de una pardbola , cuyo ege tenga un pardmetro
igual 4 una linea dada a; 1.° si multiplicamos por su raiz
# la equacion propuesta quando fuese de tercer grado ;5 y to-
mamos ( 200 y sig.) una linea 25 igual 4 la suma de todas
las que multiplicaren #?, un rectdngulo ac igual 4 la suma
de los que multiplicaren xx, un cubo aad igual 4 la suma
de los que multiplicaren # , y finalmente la cantidad a%f
igual 4 todos los términos conocidos de la propuesta; 255%°St
mudamos en los valores de las lineas 4D , DC, AB, BE,
EM, que determinan la construccion de la pardbola y del
circulo , los signos de los términos en que estd & levantado 4
una potencia de grado impar, si hubiere —26x? en la pro-
puesta , porque hemos supuesto ( 280 ) que en la general
habia ~+ 24x%; y borramos todos los términos donde est4 &,
si faltare el término 24«3, porque entonces #=—— o ; practi-
cando lo mismo respecto de los términos en que estdn ¢, d, f3
13.° si tomamos dichas lineas del lado de P/ quando fueren
positivas,y del lado opuesto si filesen negativas. Serd, pues,
AD = == =} , es § saber , — =5 quando hubiere —- 25x%,
AR Lgie B L
=== g, es 4 saber, — L .quando hay = acax,y =3¢

2
quando hubiere —acxx; BE — == éf—

y =~ =& quando hubiere — 2447

b
=F —d, es 4 saber —-£
quan-
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quando AB =g,y hay -+ 26x%, 6 quando 4B —=—g v
hay — 24%%; y al contrario, - b{ quando 4B = —+-g,y
hay — 2%, 0 quando AB—— g, y hay —~24x%: quie-
ro decir ——5’} quando los valores de 4B, 4D fueren el uno
positivo y el otro negativo , y —— %— quando dichos dos va-
lores fueren ambos positivos 6 negativos; y tambien —~ —d

quando hubiere —aadx, y— —d si hubiere —~ aadx 5 y fi-

7

nalmente EM=— v/(mm == af) , es 4 saber —=af , si hu-
biecre— a’f, y — af’,'si hubiere - a’£ De donde saca-
remos la signiente construccion geométrica que es generall
para todos los casos.

Dada una pardbola MCM , cuyo ege es la linea CG y
¢l pardmetro — @ , y dédndola 4 la .equacion propuesta esta
forma x* == 2 bx3 =¢ acxx 5 dadé zziadf — b:;: tirarémos
una linea 4B paralela al ege CG, del qual esté 4 la dis-
tancia 54, del lado derecho de dicho ege quando hubiere
—+- 25x3 en la propuesta ; y del lado izquierdo quando hu-
biere — 2543, Por el punto .4 donde la linea 4B encuen-
tra la pardbola, tirarémos una perpendicular 4D al ege CGs

- y tomarémos en dicho ege las partes DF =— La , FG =

2CD , siempre del lado opuesto 4 su origen C, y la parte
GK == —c, 4cia su origen C si hubiere — acxx , y del la-
do opuesto si hubiere — acxx. Por los puntos determinados
A, F tirarémos la recta indefinita AF , y por el punto £
una perpendicular al ege, que encuentre AF en H 5 en cu<
ya perpendicular tomarémos la- parte HE — —d , del lado

derecho quando hubiere — aady , y del lado izquierdo si
hu-
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. / v
hubiere —— aadx. Hecho esto, trazarémos un circulo desde Fig.
el centro E,y con el radio EM = AE , si no estuviere en 12 I.

1a equacion el término a3f, esto es, quando no fuere mas que
del tercer grado s pero si fuere del quarto grado, llama-
remos AL , m,y tomaremos el radio EM —= V/(mm=caf),
es 4 saber , = af si hubiere — a@3f, y —af si hubiere
~— a3f, Finalmente desde los puntos #Z, donde este circulo
encontrare la pardbola dada , tirarémos lineas perpendicu-
lares MQ, 4 la  AB 5 seran estas perpendiculares las raices
de la equacion propuestas siendo las raices positivas las Mo,
que estuvieren del lado derecho de 4B, y las negativas las
que estuvieren del lado izquierdo.

Porque si prolongamos AKX hasta que encuentre la 4B
en el punto B, serd por construccion BK 6 AD ==
~b, es 4 saber — —4 quando hay == 26x%,y =+ —b quan-
do hay — 25x35 y por la propiedad de la pardbola, CD
=%, Lucgo DG 6 DF —+ FG = ¢a 1,y DK 6 4B
== Ligegedh 4 Lpem o gles 4 saber; = Zelquandorhay;
—— acxyx , y =+ —c si hubiere — acax; y el punto B es-
tard del lado de P quando 4B = —= g, esto ¢s, quando
fuere positivosu valor -, y del lado opuesto si fucre nega-
tivo. Pero de los tridngulos semejantes ZDF, ABH infe-
rirémos DF: DA :: AB: BH 6 —a:*=—b::5g: BH
e i %, es 4 saber, -+ éf— si fuerén ambos positivos ¢ nega-
tivos los valores de AD y AB; y— %1 si el uno fuere
positivo y el otro negativo. Por consiguiente BE — == f’-::-
== —d, es 4 saber, — ~d si hubicte — aadx , y —+ d si

hu-



Fig.

J22,

I121.

192 ELEMENTOS

hubiere — aadx ; y es de notar que el punto E estard def
lado de PM, quando fuere positivo el valor de BE , y del
lado opuesto si fuere negativo. Luego se podrd determinar
en todos los casos posibles por medio de esta construccion,
el centro E del circulo, conforme conviniere. ,

Si no llevare la equacion propuesta el segundo térmi-
no 25«3, las lineas AB , AF coincidirian con el ege CG;
de modo que los puntos 4, D coincidirian con el origen C,
pues == o. Por consiguniente el punto G coincidiria con el
punto F', y los puntos H, B con el punto K, con lo que
se hace mas facil la construccion general. Porque en este
caso bastaria tomar en el ege la parte CF == _a siempre
4cia dentro de la pardbola , y la parte FK =—=—¢, 4cia el
origen C quando hubiere - acax , y del lado opuesto si
hubiere — acxy : tirar KE=—-—d perpendicular al ege,
del lado izquierdo si hubiere = aadx , 'y del lado' de-
recho si hubiere —aadx; y concluir lo demds como en
la construccion general , teniendo presente que aqui EC
=117

Si faltare el término acxx , el punto K ‘coincidird con
el punto :si faltare el término aadx, el centro E del circu-
lo estard en H.

282  Podemos dar una construccion todavia mas seti=
cilla para las equaciones del tercer grado, con multiplicar=
las por la incognita mas & menos la cantidad conocida del
segundo término , es 4 saber , mas dicha cantidad , si el se-

gundo término llevare €l signo —; y menos dicha canti-
dad,
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dad, si llevare el sigho =+ 5 de donde resultard una equacion Fig.

del quarto grado despojada de segundo término.

‘Supongamos, por egemplo, que queramos sacar Ias rai-
ces de la equacion de tercer grado &% — bwx —+ apx =+ aagq
— o : la multiplicaremos por -5, y resultard la equa-
cion del quarto grado

xt —— apxx —— aagx —— aabg — o'
— bbxx —— abpx

que carece de segundo término. Nos valdremos , pues, de la
construccion que hemos dado para esta casta de equaciones
que no tienen ‘segundo término , y resultard CA ——as
e=2a+ - —<p, KE—=—d= 14 SIS el rae
dio del circulo EM = V/(mm— bg) 5 de donde sacaremos
la siguiente construccion.

‘Tiraremos al ege CD una paralela que diste de €l la
cantidad & 4cia la izquierda’, y que encuentre la pardbola
en el punto A : por el origen C del ege tiraremos la recta
CA ,y en el punto'O-que estd en medio de CA4 ; levantares
mos una perpendicular indefinita OG que encuentre el ege

‘en el punto'G.  Tomaremos en el ege'dcia su origen C la
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