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VIR ILEUSTRISSIME,

M Arronos  Euleriano
\ [eripto querere neceffe

neutiquamelfe, Mathe-
L maticarum Difciplina-
N | rum Cultoribus  fat

illi , varias earum partes novts e bumii-

m&w Jfic dluflraffe, ut indé merito clarif-

fimi

' Cofz/i‘m’ Sciunt utique

EPIST. DEDICAT. 111
fowi rerum in bis abffruftffimarum inter-
previs locun fii confe Cquistus. Quem quin
egregié tueatur , immo tollat fe altins quo-
que opere zﬂ/)oc, nemo dubitabit, certior
bifce factus, indulfiffe 'Y'c mibi, ut -
Slriffimo nomini Tuo dicatum publice
prodiret.  Pertinere autem hoc 1 me col
latum beneficium ad Auttorty decus pro-
be intelligens, Ipfe, ut eo uterer , lubens
conceffit 5 & cum in rem meam faciat
omnimodd , qui' neglexiffem 2

Ab by equidem, qm’ém Libros infcri-
bunt, fibi nefcio quid ideo deberi, pleri-
que taciié conflitunnt ; acceptaque beie-

ﬁcm quodammodo remunerari , ut fefe
Jere nexu liberent omni. Fgo vero fccm“
fentio.  Mihi certé merum eft beneficiun
patrons , quod [Criptorty aut excuforis

i opera
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opera i geinns honore condecorari patian-
tur. Hac mente utique Tibi, VIR L1-
LUSTRISSIME, anini (gmz‘g/yl ni fum-

e que obfervantice profeffioncim hifce pu-

blicam excipias, rogo.

Paratum promiumgue femper juvan-
dir litterarum _fludiy qui T novii , &
notus vel hoc nomine es cuicumeue in Re-
publica doltorum Furope totins non hoj-
])ifi Plurims oﬁbz'ér mecd etiam Conditio-
nty homines 4'Te affedtos fuiffe /ﬁn‘um‘
neceffe eft.  Nempe , tanguam Tibi uni
effet m/uﬂc”z‘um curare, ut floreant huma-
Hiin ingentum ZZ[Z/Z/‘&WZZ‘(?J'. [cieatice ommes,
hominumque in ufus adinvente artes,
ad fingulis infervientium artsfices etiam
Y'c demittere dignaris, vel ab illa fubli-
ntium rerum perfcrutatione , Ceelive ip-

oy
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fins Tib1 tam nota regione, ut que huc-

ufque mentes bommum meiy complebﬂm‘

Phanomena mimys imclledta , per Te

jam. grato tantium adwmirations fenfu

contemplentur , earumque canfas bﬂémm
perfpectas.

" Hine ille veluti ex condicto Academin-
rum Orbix eruditi concur (s, ut adleCtim
T cetui fuo confequerentur, ornamento
alids carituro tnfigni , quo ceeteras nol-
lent pree fe frui. Hine inprimiy Llflrif=

Sfimae Pariftenfis de 'T'e judicium , cum
ageretur de fucceffore fufficicndo in locun
emeriti Fontenellu, Viri, cupus ex ore
calamoque fluere Scientiarum Artiumagute
ommium exquifitiores divitie, elegamm’-

que univerfee perpetuo vife ﬁmz‘ &P vi-
debuntur dum_fani fenfus quicquam bis-
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mano ingenio-erit. 'Tibi, feilicet, Com-
wmicattarior um Academice confcribendorum
Provincia, cui praefectus ille erat , deman-
dabatur continuos quam., ut ornare din-
titks voluffes , dodti omnes optabant = hoc
uno minus dolentes Tc aliter cenfuiffe ,
quod aliiy Tibi magis placituriy, profu-
turtsque hilomims litteris in witiverfum
eruditionsy ingenitve thefauros impeinde-
res. Quodut adultimas ufque metas ho-
minum vite' pofitas: incolumis, florens,
arque beatus preefles , omi votorum con-
ventione precor. Vale! ‘ ‘

Dabam' Lavfanne die 1. Aprilis
Anni [Erz Dionyl, 1748,

PREF A

Apenumero animadverti , maxi-
| mam difficultatum partem , quas
| Mathefeos cultores in addifcenda
Analyfi infinitorum offendere fo-
lent, inde oriri, quod , Algebra
communi vix apprehenfa , ani-
mum ad illam fublimiorem artem
appellant ; quo fit, ut non folum
quafi in limine fubfiftant, {fed etiam
perverfas ideas illiug infiniti , cujus
notio in fubfidium vocatur, fibi forment. Quanquam
autem Analyfis infinitorum non perfectam Algebrz com-
munis , omniumque artificiorum adhuc inventorum co-
gnitionem requirit ; tamen plurimee extant queftiones,
quarum evolutio difcentiuim animos ad fublimiorem fcien=
tlam preparare valet, que tamen in communibus Alge~
bre elementis , vel omittuntur , vel non fatis accurate per-
tractantur. Hanc ob rem non dubito, quin ea, que in
his libris congefli, hunc defeGtum abunde fupplere queant.
Non folum enim operam dedi, ut eas res, quas Analyfis

; = NNl
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infinitorum abfolute requirit, uberius atque diftinctius ex-
ponerem , quam vulgo fieri folet; fed ctiam fatis multas
queeftiones enodavi , quibus Lectores fenfim & quaf: pree-
ter expectationem ideam infiniti fibi familiarem reddent.
* Plures quoque queftiones per preecepta communis Alge-
bree hic refolvi, que vulgo in Analyfi infinitorum trac-
tantur : quo facilius deinceps utriufque Methodi fummus
confenfus eluceat.

Divifi hoc Opus in duos Libros , in quorum priori 3
quee ad meram Analyfin pertinent , fum complexus : in
pofteriori vero, qua ex Geometria funt {citu neceffaria
explicavi, quoniam Analyfis infinitoram ita quoque tradi
folet , ut fimul ejus applicatio ad Geometriam oftendatur.
In utroque autem prima Elementa praitermiﬁ , eaque tan-
tum exponenda duxi , que alibi, vel omnino non , vel
minus commode tractata, vel ex diverfis principiis petita
reperiuntur. : i

In primo igitur Libro , cum univerfa Analyfis infini-
torum circa quantitates variabiles earumque Functiones
verfetur » hoc argumentum de Functionibus inprimis
fufius expofui; atque Functionum tam transformatio-
nem , quam refolutionem & evolutionem per {eries in-
finitas demonftravi. Complures enumeravi Functionum
fpecies, quarum in Analyfi fublimiori precipue ratio eft
habenda.  Primum eas diftinxi in algebraicas & tranfcen-
_dentes ; quarum ille per operationes in Algebra commu-
ni ufitatas ex quantitatibus variabilibus formantur , he
vero vel per alias rationes componuntur, vel ex iifdem
operationibus infinities repetitis efficiuntur. Algebraicarum
functionum primaria fubdivifio fit in rationales & irratio-
nales, priores docui cum in partes fimpliciores , tum in
factores refolvere ; que operatio in Calculo integrali ma-
ximum adjumentum affert ; pofteriores vero, quemadmo-
dum idoneis fubftitutionibus ad formam rationalem per-
duci queant oftendi.  Evolutio autem per feries infinitas

ad utrumque genus xque pertinet , atque etiam ad Fun-
Ctiones

2 R EFA T F O rx

(tiones tranfcendentes fiunma cum utilitate applicari {olet;
at quantopere doctrina de feriebus infinitis Analyfin fubli-
miorem amplificaverit , nemo eft qui ignoret. Nonnulla
igitur adjunxi Capita , quibus plurium ferierum infinita--
rum proprietates, atque fummas fum fcrutatus ; quarum
quedam ita funt comparate , ut fine fubfidio Analyfis
infinitorum vix inveftigari pofle videantur. Hujufmodi
Aeries funt, quarum fumme exprimuntur , vel per Loga-~
* rithmos vel Arcus circulares: qua quantitates cum {int
tranicendentes, dum per quadraturam Hyperbolee & Cir-
culi exhibentur , maximam partem demum in Analyfi in-
finitorum tractari funt folite. Poftquam autem a potef~
tatibus ad quantitates exponentiales effem progreffus, quee
nil aliud funt nifi pote}g)ates » quariun exponentes funt va-
riabiles ; ex earum converfione maxime naturalem ac foee
cundam Logarithmorum ideam fum adeptus : unde non
folum amphilimus eorwn ufus fponte eft confecutus, fed
etiam ex ea cunctas {eries infinitas , quibus vulgo ifie
quantitates repreefentari folent, elicere licuit : hincque adeo
facillimus fe prodidit modus Tabulas Logarithmorum con-
firuendi. Simili modo in contemplatione Arcuum circu-
larjum fum verfatus ; quod quantitatum genus, etfi a Lo~
garithmis maxime eft diverfum , tamen tam arto vincu-
o eft connexum , ut dum alterum imaginarium fieri Vi
detur , in alterum tranfeat. Repetitis autem ex Geome-~
tria quz de inventione Simuum & Cofinuum Arcuum
multiplorum_ac fubmultiplorum traduntur , ex Sinu vel
Cofinu cujufque Arcus expreffi Sinum Cofinumque Arcus
minimi & quafi evanefcentis , quo ipfo ad feries infinitas
fum d_edu&us : unde, cum Arcus evanefcens Sinui fio fit
eequalis ; Cofinus vero radio , quemvis Arcum cum fuo
Sinu & Cofinu ope ferierum infinitarum comparavi. Tum
vero tam varias exprefliones cum finitas tum infinitas pro -
hujus generis quantitatibus obtinui, ut ad earum naturam
perfpiciendam Calculo infinitefimali prorfus non amplius .
; T eflet
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effet opus. Atque quemadmodum Logarithmi peculiarem
Algorithmum requirunt, cujus in umverfa Analyfi fum-
mus extat ufus, ita quantitates circulares ad certam quo-
que Algorithmi normam perduxi; ut in calculo que
commode ac Logarithmi & ipfae quantitates algebraice

tractari poffent. Quantum autem hinc utilitatis ad refo-

lutionem difficillimarum queeftionum redundet, cum non:
nulla Capita hujus Libri luculenter declarant , tum ex
Analyfi mfinitorum plurima fpecimina proferri poflent ,
nifi jam- fatis effent ‘cognita , & indies magis multiplica-

rentur. Maximum autem hac inveftigatio attulit adju-

mentum. ad Funéiones fractas in factores reales refolven-
das; quod argumentum, cum in Calculo integrali fit pror-
fus neceffarium, diligentius enucleavi. Series poftmodum
infinitas , quee ex hujufmodi Funétionum evolutione naf-
cuntur , & que recurrentium nomine innotuerunt, exa=
mini fubjeci; ubi earum tam fummas quam terminos ge-
nerales, aliasqueiinfignes proprietates exhibui : & quoniam
ad hec refolutio in faCtores manuduxit, ita viciffim, quem-
admodum producta ex pluribus, imo etiam infinitis, fac-

toribus conflata per multiplicationem in feries explicentur,

perpendi. Quod negotium non folum ad cognitionem in-

numerabilium ferierum viam aperuit , fed quia hoc modo’

feries in producta ex infinitis factoribus conftantia- refol

vere licebat , {atis commodas inveni exprefliones numeri-="
cas, quaram ope Logarithmi Sinuum., Cofinunm, &’

Tangentium facillime {fupputari poffunt. Praterea quoque.
ex eodem fonte folutiones plurium queeftionum, quz circa
partitionem numerorum proE’oni' pollunt; derivavi; cujufs
modi queftiones fine hoc fubfidio vires Analyfeos fupera=
re videantur.  Hec tanta materiarum diverfitas, in plura
volumina facile excrefcere potuiffet; fed omnia; quantam-
fieri potuit, tam-{uccincte propofui, ut ubique fundamen-
fum clariffime quidem explicaretur, uberior vero ampli-
ficatio induftriee LeCtorum relinqueretur; quo habeant

' ; quibus
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quibus vires fuas exerceant , finefque Analyfeos ulterius
promoveant. Neque enim vereor profiteri, in hoc Libro
non folum multa dplane nova contineri ; fed etiam fontes
effe deteckos , unde plurima infignia inventa adhuc hauriri
queant. ]
Eodem inftituto fum ufus in altero Libro, ubi, que vul-
o ad Geometriam fublimiorem referri folent , -pertractavi.
ntequam autem de Sectionibus Conicis, qua alias fere
folx hunc locum occupant, agerem; Theoriam Linearuum
Curvarum in genere ita propofui , ut ad ferutationem na-
ture quarumvis Linearum Curvarum (cum utilitate ‘adhi-
beri poflet. Ad hoc nullum aliud fubfidium affero , pre-
ter aquationem , qua cujulque Lineee Curve natura.expri-
mitur ; ex eaque cum figuram , tum primarias:proprieta-
tes deducere doceo : id quod potifimum in SeCtionibus
Conicis preeftitiffe mihi fum vifus ; que antehac vel fecuns
dum 'foﬁun Geometriam vel per Xualyﬁn quidem , fed
nimis imperfecte ac minus naturaliter, tractari funt folitze.
Ex xquatione {cilicet generali pro Lineis fecundi -ordinis
rimum earum proprietates generales explicavi, tum eas
in genera feu fpecies fubdivifi; refpiciendo utrumhabeant
ramos in infinitum excurrentes, an vero tota Curva finito
fpatio includatur.  Priori autem cafu infuper difpiciendum
erat, quot fint rami in infinitum excurrentes , & cujus na-
turee fnt finguli ; an habeant Lineas rectas ‘afymitotas:, ‘an
minus, Sicque obtinui tres confuetas: Sectionum ‘Conica=
rum fpecies ; quarum prima eft Ellipfis, tota in fpatio fi-
nito contenta ; fecunda autem Hyperbola, que quatuor
habet ramos infinitos ad duas reftas afymptotas conver-
gentes ; tertia vero fpecies prodiit' Parabola duos habens
ramos infinitos afymtotis deiliituto's. Simili porro ratione
Lineas tertii ordinis fum perfecutus , quas, poft expofitas
earum proprietates generales, divifi in fedecim genera
ad eaque omnes feptuaginta duas fpecies NEwTo N1 re-
vocavl. Ipfam vero methodum ita clare deferipfi, ut pro
) quovis
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quovis Linearum ordine fequente divifio in genera facilli-

me inftitui queat; cujus negotii periculum quoque feci in
Lineis quarti ordinis. " His deinde, quee ad ordines Linea-
rum pertinent, expeditis, reverfus fim ad generales omnium
Linearum affeGtiones eruendas. Explicavi itaque metho-
dum  definiendi ‘tangentes curvarum , earum normales ,
atque etiam ipfam curvaturam, que per radium ofculi
eftimari {olet : qua etfi nunc quidem plerumgque Calculo
differentiali ablolvuntur, tamen idem per folam commu-
nem Algebram hic praeftiti, ut deinceps tranfitus ab Ana-
lyfi finitorum ad Analyfin infinitorum eo facilior reddatur.
Perpendi etiam curvarum pun@a flexus contrarii , cuf=
pides , puncta duplicia , ac multiplicia ; modumque ex-
polfui hec omnia ex sequationibus fine ulla difficultate de-
finiendi.  Interim tamen non nego, has queftiones multo
facilius * Calculi differentialis ope enodari pofle. Attigi
quoque controverfiam de cufpide fecundi ordinis , ubi am-
bo arcus in cufpidem coeuntes curvaturam in eandem par-
tem vertunt 5 camque ita compofuiffe mihi videor, ut
nullum dubium amplius fupereffe poffit. Denique adjun-
xi aliguot Capita , in quibus Lineas Curvas, quee datis
roprietatibus gaudeant , invenire docui; pluraque tandem
lIJ’roblemata circa fingulares Circuli feGtones {oluta dedi.
Quz cum fint ea ex Geometria , que ad Analyfin infini-
torum addifcendam maximum adminiculum afferre viden-
tur , Appendicis loco ex Stereometria Theoriam folidorum
eorumque fuperficierum per Caleulum propofui, & quem-
admodum cujufque fuperficiei natura per zquationem in-
ter tres variabiles exponi queat, oftendi. Hinc, fuperfi-
ciebus inftar - linearum in ordines digeftis , fecundum di-
, menfionum  quas variabiles in zquatione conflituunt na-
merum , in primo ordine folam fuperficiem planam con-
tineri oftendi.  Superficies. vero fecundi ordinis, ratione
habita partium in infinitum expanfarum , in fex genera

divifi; fimilique modo pro ceteris ordinibus divifio inftituj

; poterit.
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poterit. Contemplatus’ fum * quodué. intetfectiones dua-
rum fuperficierum; que cum plerumque fint curve non
in eodem plano fitz ; quemadmodum zquationibus com-
prehendi queant , monftravi, Tandem etiam pofitionem
planorum. tangentium , atque,;l:e&anuq“,;‘gggg ad fuperfi-
cies {int normales, determinavi. il

De cetero ; cum non pauce wres hic qceurrant ab aliis
jam tractatze, veniam rogare me oportet, quod non ubi-
que henorificam mentionem eorum, qui ante me in eodem
genere elaborarunt, fecerim. Cum ehim mihi propofitum
éllet omnia quam breviffine pertractare ; ‘Hiftoria cujuf-
que - Problematis ‘magnitudinem operis’ non - mediocriter
auxiffet. - Interim tamen plereque queftiones s que alibi
quoque folutee reperiuntur, hic folutiones ex aliis princi-
piis funt nacte ; ita ut non exiguam partem mili v111d1car¢ :
poffem. Spero aitem cum ifta, tumea potiffimum, que

rorfus nova hic proferuntur, plerifque, qui' hoc frudie
Sele&antur , hon ingrata efle futura; e

xx 3 INDEX
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ANALYSIN INFINITORUM.
LIBER PRIMUS;

Continens

Explicationem de Functionibus quantitatum va-

riabilium ; earum refolutione in Fa&ores, at-
que evolutione per Series infinitas : una cum
do&rina de Logarithmis, Arcubus circularibus,
corumque Sinubus & Tangentibus; pluribufz
que aliis rebus, quibus Analyfis infinitorum non
mediocriter adjuvatur,

Euleti Intvoduct. in Anal. infin. A



LIBER PRIMUS.

SR,

CAPUT PRIMUM
De FUNCTIONIBUS IN GENERE.

Uantitas conflans eff quantitas de«
terminata , perpetuo enmdem vals-
rem [fervans.

Ejufmodi quantitates funt nu-
meri cujufvis generis , quippe qui
cumdem ; quem femel obtinue-
runt , valorem conftanter confer-
vant : atque fi hujufmodi quanti-
tates conftantes per characteres
» indicare convenit, adhibentur lit
tere Alphibethi initiales 4, 4, ¢, &c. In Analyfi quidem com-
muni , ubi tantum quantitates determinatz confiderantur , he
littere Alphabethi priores quantitates cognitas denotare folent,
pofteriores vero quantitates incognitas; at in Analyfi fublimiori
hoc difcrimen non tantopere fpectatur, cum hic ad illud quan-
titatum  difcrimen pracipue refpiciatur , quo aliz conftantes,
aliz vero variabiles ftatuuntur. : D e

' 2 : 2. Quan-
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2. Quantiras variabilis off quantitas indeterminata fen #niverfa-
lis, que omnes omnino walores determinatos in ﬁ camp{eﬁ{ﬂur.

Cum ergo omnes valores determinati numeris exprimi queant,
quantitas variabilis omnes numeros cujufvis generis involvit.
Quemadmodum fcilicet ex ideis i_ndxvidu_on{rp formantur idez
fpecierum & generum ; ita quantitas van_ablhs eft genus , fukt
quo omnes quantitates determinatz continentur. HUJufmodl
autem quantitates variabiles per litteras Alphabethi poftremas
%5 55 x, &c. reprafentari {olent.

3. Quantitas varidbils determinatur , dum i valor quicungue
determinatus tribuitur. _

Quantitas ergo variubilis innumerabilibus modis determinari
poteft, cum omnes omnino numeros ejus loco fgbftxtue.rc liceat.
Neque fignificatus quantitatis variabilis exhauritur , nifi omnes
valores determinati ejus loco fuerint fubftituti. Quantitas ergo
variabilis in fe compleétitur omnes prorfus numeros, tam affir-
mativos quam negativos , tam integros quam f'n_w&o.s, tam ra-
tionales quam irrationales & tranfcendentes. Quinetiam cyphra
& numeri imaginarii a fignificaru quantitatis variabilis non ex-
cluduntur. ; ;

- 4. Funclio quantitatis variabilis  ¢ff expreffio analytica guomo-
docungue compofita ex illa quantitare variabili, & numeris feu quan-
titatibus conflantibus.

Omnis ergo expreffio analytica , in qua prater quantitatem
variabilem z omnes quantitates illam expreffionem componentes
funt conftantes , erit Fun&ioipfius z: Sic 44 32; 4z — g2z;

az+by(aa—zz); & ; &c funt Pun&iones ipfius .

5. Functio ergo quantitaris variabilis ipfa erit quantitas 'v.«zridil:lf.

Cum enim loco quantitatis variabilis omnes valores determi-
natos {ubftituere liceat, hinc Funéio innumerabiles valores de-
terminatos induet ; neque ullus valor determinatus excipietur,
quem Funétio induere nequeat, cum quantitas variabilis quoque
valores imaginarios involvat. Sic etfi hzc Funéio v/ (9 — 22),
numeris realibus loco z fubftituendis, nunquam valorem terna-

rio majorem recipere poteft ; tamen ipfi z valores imaginarios
tribuendo
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tribuendo ut 54/ — 1, nullus affignari poterit valor determinatus C ae. L

quin ex formula /(9 — z2) elici queat. Occurrunt autem non-
nunquam Furitiones tantum apparentes, qua , utcunque quan-
titas variabilis varietur; tamen ufque eumdem valorem retinent,
uti gl e T
a—23

tamen revera funt quantitates conftantes.

> qua, etfi fpeciem Fun&ionis mentiuntur,

6. Pracipuum FuniTionum diférimen in modo compafitionss , quo
ex guantitate variabili & quantitatibus conflantibus formantur po-
Sitnm efi.

Pendet ergo ab Operationibus quibus quantitates inter fe com-
poni & permifceri poffunt: quz Operationes funt Additio &
Subtractio s Multiplicatio & Divifio : Eveéio ad Poteftates &
Radicum Extraétio ; quo etiam Refolutio AEquationum eft refe-
renda. Prater has Operationes , qua algebraice vocari folent,
dantur complures aliz tranfcendentes, ut Exponentiales, Loga-
rithmice , atque innumerabiles aliz , quas Calculus integralis
{uppeditat.

Interim fpecies quedam Fun&ionum notari poffunt ; ut mul-
tipla 22 ; 325 [z; 42; &c. & Poteftates ipfius z, ut 2*;

1]

25 27; 27" ; &c. qua,uti ex unica operatione funt defum-

tx, ita exprefliones qua ex operationibus quibufcunque nafcun-
tur, Funéionum nomine infigniuntur.

7. Funitiones dividuntur in Algebraicas & Tranfiendentes ; ille
Junt s gus componuntur per operationes algebraicas [olas , ha vero
in quibus operationes tranfiendentes infunt.

Sunt ergo multiplz ac Poteftates ipfius = Fun&iones algebrai-
c®; arque omnes omnino exprefliones, qua per operationes al-
gebraicas ante memoratas formantur , cujulmodi eft :

n
L5 bzﬂﬂ;—_“ggi’f—_“; Qxig-eﬁgg;;fFun&ioncs algebraica
fepenumero nequidem explicite exhiberi poflunt , cujufmodi
Funétio ipfius 2 eft Z, i definiatur per hujufmodi xquationem
Z'=az22’ —b2* 2" +¢2’ z— 1. Quanquam enim hxc
3 xquatio
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Lis. I zquatio refolvi nequit; tamen conftat Z xquari expreflioni cui-

piam ex variabili z & conftantibus compofita ; ac propterea fo-
re Z Fun&ionem quamdam ipfius z. Cieterum de Funétioni-
bus tranfcendentibus notandum eft , eas demum fore tranfcen-
dentes, fi operatio tranfcendens non folum ingrediatur , fed
etiam quantitatem variabilem afficiat. Si enim operationes tranf-
cendentes tantum ad quantitates conftantes pertineant , Functio
nihilominus algebraica eft cenfenda: uti {i ¢ denotet circumfe-
rentiam Circuli, cujus radius fit =1, erit utique ¢ quantitas
tranfcendens, verumtamen he expreﬂiones c--2z'; ¢zt 4&° &ec.
erunt Fun&iones algebraice ipfius z. Parvi quidem eft momenti
dubium quod a quibu{dam movetur, utrum ejufmodi expreffio-

< . - w s o .
nes z Funionibus algebraicis annumerari jure poflint, nec-
ne; quinetiam Poteftates ipfius z, quarum exponentes fint nu-

meri irrationales , uti z ¥z nonnulli maluerunt Funétiones inter-
fcendentes quam algebraicas appellare.

8. Functiones algebraive [wbdividuntur in Rationales & Irrationa-
les : ille funt, fi quantitas wvariabilis in nulla irrationalitate invol-

vitur; he vero , in quibws figna radicalia quantitatem variabilem

afficinnt. ’

In Functionibus ergo rationalibus aliz operationes prter Ad-
ditivnem , Subtractionem , Multiplicationem , Divifionem , &
Eve&ionem ad Poteftates, quarum exponentes fint numeri in-
tegri, non infunt: erunt adeo 4+2z; 4—z2; 4z; ’% 5

a
4z’ — bz’ ; &c. Funétiones rationales ipfius z. - At hujufmodi
expreffiones Vz; 4 + /(44 — z2); J(a — 22 4+ 22):
aa—2V(aa—422 £ T :
= f}- z+ ) erune Funéiones irrationales ipfius z.
He commode diffinganinr in Explicitas & Implicitas,

Explicite funt, quaz per figna radicalia funt evolute, cujuf-
modi exempla modo funt data. Implicicz vero Funciones irra-
tionales funt qua ex refolutione zquationum ortum habent.
Sic Z erit Functio irrationalis implicita ipfius <, i per hujufmodi

®qua-
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zquationem 27 = 4z Z* — b&° definiatur ; quoniam va- Cap. L.

lorem explicitum pro Z, admiflis etiam fignis radicalibus, ex-
hibere non licet ; propterea quod Algebra communis nondum
ad hunc perfeétionis gradum eft evelta.

9. Functiones rasionales denno fubdividuniur in Integras ¢ Frac-
tas.

In illis neque z ufquam habet exponentes negativos, neque
exprefliones continent fractiones, in quarum denominatores
quantitas variabilis = ingrediatur : unde intelligitur Functiones
fra&as efle, in quibus denominatores z continentes, vel expo-
nentes negativi ipfius z occurrant, - Fun&ionum integrarum
hze ergo erit Formula generalis: 4 4 b2 +c2* +dz’ +e2*
=+ fz’ 4 &c. nulla enim Fun&io ipfius =z integra excogitari
poteft, quz non in hac expreffione contineatur.  Funétiones
autem fra&te omnes, quia plures frattiones in unam cogi pof-
funt, continebuntur in hac Formula:

a=tbzdc2® +d2} ezt F f2° + &

@ =4 6z - y2* -+ J2° + e2* 4 (2’ + &
ubi notandum eft quantitates conftantes «, &, ¢, 4, &c.
@y €, ¥, d5 & five fint affirmative, five negative, five in-
tegra five fraGe, five rationales five irrationales, five etiam
tranfcendentes , naturam Fun&ionum non mutare.

10. Deinde potiffimum tenenda ¢t Funtionnm divifio in Unifor-
mes ac Multiformes.

Fun&io autem uniformis eft, qua fi quantitati variabili z
valor determinatus quicunque tribuatur, ipfa quoque unicum
valorem determinatum obtineat. Funétio autem Multiformis
eft, quz, pro unoquoque valore determinato in locum variabi-
lis z fubftituto , plures valores determinatos exhibet. Sunt
igitur omnes Functiones rationales, five integr five fra&te ,
Fun&iones uniformes; quoniam ejufmodi exprefliones, quicun-
que valor quantitati variabili tribuatur, non nifi unicum valorem
prebent. Funtiones autem irrationales omnes funt multiformes;
propterea quod figna radicalia funt ambigua, & geminum valorem
involvunt. Dantur autem quoque inter Funtiones tranfeenden-

tes o




8 DE FUNCTIONIBUS

L1 Ltes, & uniformes, & multiformes : quin-etiam habentur Func-
——— tiones infinitiformes; cujufmodi eft Arcus Circuli Sinui = ref-

1IN G ENERE G
ticarum nafcuntur.  Quod fienim P, Q, R, & § denotent Car. I.

pondens; dantur enim Arcus circulares innumerabiles qui om-
nes ecumdem habeant Sinum. Denotent autem he littere P,
0, Ry 8,1 &, fingule Fun&iones uniformes ipfius z.

11. Functio biformis ipfius z ¢ff ejufmods Funitio, que pro quo-
wis ipfins 7 walore determinato , geminwm valorem prebeat,

Hujufmodi Funétiones radices quadrata exhibent , ut v (22
+zz ): quicunque enim valor pro z ftatuatur expreflio
v (22422 ) duplicem habet fignificatum’, vel affirmativum vel
negativum. ~ Generatim vero Z erit Functio biformis ipfius 2,
fi determinetur per mquationem quadraticam Z° — PZ +
Q = o: fiquidem P& Q fuerint Funétiones uniformes ipfius
z. Erit pamque Z=1 P+ vV (4 PP — Q ); ex quo
patet cuique valori determinato ipfius = duplicem valorem de-
terminatum ipfius Z refpondere. Hic autem notandum eft,
vel utrumque valorem Funéionis Z effe realem, vel utrum-
que imaginarivm. Tum vero erit femper, uti conftat ex na-
tura equationum, binorum valorum ipfius Z fumma == B
ac productum = Q.

12. Functio triformis ipfius z eft , que pro quovis ipfius z valo-
ve, tres valores determinatos exhibet. : :

Hujufmodi Funétiones ex refolutione quationum cubicarum
otiginem trahunt. Si enim fuerint P, Q , & R Functiones
uniformes, fitque Z* — P2 + Q Z Riz= o, etit &
Funo triformis ipfius &5 quia pro quolibet valore determima~
to ipfius = triplicem valorem obtinet. Tres ifti ipfius Z va-
lores unicuique valori ipfius = refpondentes, vel erunt omnes
reales, vel unicus erit realis, dum bini reliqui funt imaginarii.
Caterum conftat horum trium valorum fummam perpetuo efle
= P; fummam faétorum ex binis effe == Q_, & produttum
ex omnibus tribus efle = R.

13. Functio quadriformis ipfiss 2 ¢ff, gqua pro quovis ipfins 2
walore quatuor valores determinasos exhibet.

Hujufmodi Funétiones ex refolutione ®quationum biquadra-
ticarum

S Ji R

DR

Funétiones uniformes ipfius z, fueritque Z*— PZ' + Q Z' ———

“—RZ + § ==o0, erit Z Funéio quadriformis ipfius z; eo
quod cuique valori ipfius = quadruplex valor ipfius Z refpon-
det. Quatuor horum valorum ergo, vel omnes erunt reales,
vel duo reales duoque imaginarii, vel omnes quatuor erunt
imaginarii. - Ceterum petpetuo fumma horum quatuor valorum
ipfius Z eft = P, fumma fadtorum ex binis = Q , fumma
fa{i‘c_orum ex ternis = R, ac produGum omnium = §. Si-
mili autem modo comparata eft ratio Funétionum quinquefor-
mium & fequentium. :

14. Erit ergo Z Functio mulsiformis ipfius 7., qua, pro quovis
walore ipfins z, tot exhibes valores guot mumernus n continet ynitates;

Si Z definiatur per banc aquationem e N e i

ZVTE s RZVTA e s T L g =0

Ubi quidem notandum eft 7~ effe oportere numerum inte-
grum;* atque perpetuo, ut dijudicari poflic quam multiformis fit
Fun&tio Z iplius =, xquatio, per quam Z definitur, reduci
debet ad rationaliratem; quo facto exponens maxima potefta-
tis ipfius Z indicabit quefitum valorum numerum cvique ipfius
%z valori refpondentium.  Deinde quoque tenendum eft litte-
ras PiQ ; R, §, &c. denotare debere Funé&iones uniformes
ipfius z: fi enim aliqua earum jam effer Fun&io multiformis
tum Functio Z multo plures prxbitura effer valores unicuiqué
valori ipfius = refpondentes, quam quidem numerus dimenfio-
num ipfius Z indicarer. Semper autem , fi qui valores ipfius
fuerm_t imaginarii , eorum numerus erit par; unde intelligitur,
fifuerit # numerus impar , perpetuo unum ad minimum valorem
ipfins Z fore realem: contra autem fieri poffe . fi numerus »
fuerit par, ut nullus prorfus valor ipfius Z fit realis.

15. 8i Z cjufinodi fuerit Functio multiformis ipfius 7 ut perpetno
uonnifi unichm valorem exhibear vealew ; tum L Funclionem  uni-
fﬂrmem.ipﬁm z mentictur , ac plerumgue loco Functionis uniformis
o ztr}mrt i/ﬂf{)'ll.

Euleri Intr oduét. in Anal, infin. parv. B Ejul-
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Ejufinodi Funiones erunt §/ P, § P, § P, &c. quippe qua
perpetuo nonnifi unicum valorem realem prabent, reliquis om-
nibus exiftentibus imaginariis dummodo P fuerit Fun&io uni-
nt
fotmis ipfius z. Hanc ob rem hujufmodi expreflio P,  quo-
ties » fuerit numerus impar, Functionibus uniformibus annume-

rari poterit s five  fucrit numerus par five impar. Quod fi’

m

autem » fuerit numerus par, tum P”?  vel nullum habebit
valorem realem, vel duos; ex quo ejufmodi exprefliones

m

P”, exiftente »# numero pari, eodem jure Funétionibus bifor- -

. . 3 . 0 m .
mibus accenferi poterunt: fiquidem fractio — ad minores ter-

minos non fuerit reducibilis.
“16. Si fuerit y Funilio quecunque ipfius 2.5 tum vicifim 7 eri
Functio ipfins y. -
Cum cnim y fit Funéio ipfius =, five uniformis five multi-
formis; dabitur wquatio, qua y per = & conftantes quantitates
definitur.  Ex eadem vero #quatione viciffim z per y & con-
frances definiri poterits unde quoniam y eft quantitas variabilis,
z wquabitur expreffioni ex y & conftantibus con;poﬁt:e, erit-
que adeo Funtio iplius y. Hinc quoque patebit quam mul-
tiformis Funtio futura fit = ipfius y : fierique poreft ut ,
ctiamfi y fuerit Functio uniformis ipfius 2z, tamen = futura fit
Funétio multiformis ipfius 9. Sicfi y ex hac aquatione per 2
definfatut s y* ==ayz — bz z; erit utique y Funétio trifor-
mis ipfius , contravero z Functio tantum biformis ipfius y.
17. Si fuerint y & x Funitiones ipfius 25 erit quogue y Eun-
o ipfins X, & vicilfim X Funclio ipfins . ;
Cim enim fit y Funé&io ipfius = , erit quoque Funio ipfius
y: fimilique modo erit etiam = Funétio ipfius x, Hanc ob rem
Fundio ipfius y aqualis erit Functioni ipfius x; ex qua xquatio-
ne & y perx & vicevetfa x per y definiri poterit : quocirca

manifeftum eft effe 9 Funétionem ipfius x, atque x Funétion[gm
ipfius

s e

7 Z"‘“; o cg—_; - dz_—; +  &c. vel

I'N ‘G ENERE - R

ipfius y. S:epid]me quidem has Functiones explicite exhibere Cae. L

non licet ob defeGtum Algebra ; interim tamen nihilo minus,
quafi omnes @quationes refolvi poflent, hzc Funétionum reci-
procatio perfpicitur. Ceterum per methodum in Algebra tra-
ditam, ex datis binis 2zquationibus, quarum altera continet y
‘& =, altera vero x & =, per climinationem quantitatis = for-
mabitur una equatio relationem inter ¥ & y exprimens.

18 Species denique quedam Funclionum peculiares fant notande
fic Functio par ipfius 7. eft, que eundems dat walorem , five pro z

ponatur valor determinatus + k five — k.

Hujufmodi ergo Funétio par ipfiusz erit 2z z; five enim po-
natur z = - £, five & ==— k, cundem valorem prabebit
expreffio 22, nempe zz == 4 £4. Simili modo Functiones

“pares ipfius z erunt hax ipfius = poteftates 2*, 2¢, ', & ge-

v o it .
neratim omnis poteftas z , fi fuerit » numerus par, five af-
e m

firmativus five negativus. Quin etiam cum z”  mentiatur

Fun&ionem ipfius % uniformem, fi » fit numerus impar, pet-
biis

Apicunm eft z* fore Fun@ionem parem ipfius 2, fi » fuerit

numerus par, # vero numerus impar. Hanc ob rem , expref-
fiones ex hujufmodi poteftatibus utcunque compofite praebebunt
Funétiones pares ipfius z; fic Z erit Fun&io par ipfius =, i
fuerit Z a4+ b2t 4 ozt 4 dzf + &c, item fi fuerit Z
_oa bt et - d2® 4 & e

R T g e e Similique modo exponen-
tes fractos ipfius z introducendo , erit Z Funétio par ipfius =z fi

x z 2 4
fuerit Z=— a~+ b27 +¢c27 +dz7 &c. vel Z =— a +

F—

2 ARy 8
b 27 ¥ 7 . 5
apee o aab ik dz,;. Cujulmodi expreffiones, cum om-

2 SE 4
a+627 +yz = 4 J2
nes fint Funétiones uniformes ipfius 2, appellari poterunt Fun-
Ctiones pares uniformes ipfius z.

2 19. Func-
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19. Funtio multiformis par ipfins 2 ¢ft, quae etiam fi pro quo-
wis valore ipfins T plures exhibear valores determinatos, tamen eos=
dem valores prebet o [rve ponatur z ==+ Kk, five z — — k.

Sit Z ejufmodi Functio multiformis par ipfius =; quomam
natura Fun&ionis multiformis exprimitur per @quationem inter
Z & =z, in qua Z tot habeat dimenfiones, quot varios valores
complectatur s manifeftum cft Z fore Functionem multiformem
parem, {i in zquatione naturam ipfius Z exprimente quantitas
variabilis e ubique pares habeat dimenfiones. Sic, fi fuerit
2P =— a2 4 b 2P > erit 2 Fun&io bzformxs par prus z; fin
autem fit Z? — 42> 2> F b2*Z— ¢2* =—o0, erit Z Func-
tio triformis par ipfus 25 atque generatim, i P, Q. R, § &e.
denotent Functiones uniformes pares ipfius 2, erit Z Functio
biformis par ipfius = i it 2> — PZ + Q =—o0. At z etit
Funétio triformis par ipfiusz ifitZ’ — P2* + Q2 — R
== o, & ita porro.

20 Funtlio ergo , five uniformis five multiformis , par ipfins @
erii efufmodi expreffio ex quantitate variabili z & conffantibus con-
fata . in gua uhigue numerus dimenfionum ipfius 7. it par.

Hujufmodi ergo Fun&iones, prater uniformes quarum exem-
pla ante funt allata, erunt he expreffiones # + v/ (66— =z 2);

2
az x4 y(afat— b 2* ) item 227 ¥ (2° +¢ (a*—2*))
&c.

Unde parer Functiones pares ita definiri poffe , nt dicantur effe
Functiones ipfius 7.z.

Si enim ponatur y == z %, fueritque Z Fun&io quxcunque
ipfius y 5 reftituto ubique 2z loco y, erit Z ejufmodi Funétio
ipfius =, in qua z ubique parem habeat dimenfionum nume-
rum. Excipiendi tamen fonc ii cafus , quibus in expref
fione ipfius Z occurrunt vy : ac hujufmodi aliz formz, que,
falto y = 2z figna radicalia amittunt. Quamvis enim fit y 4
4/ 2y Funttio xpfus 7> tamen polito y == zz, cadem expref-
fio non erit Fundtio par ipfins z; cum fiat y 4 ¢ 2y == zz
+ =y 4. Excufis ergo his cafibus, definitio ultima Funétio-

num
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num parium etit bona, atque ad ejufinodi Funciones forman-Cae. L

das idonea.

21. Funtlio impar ipfius z ¢ff ejufmodi Functio, mjw valor , fi
loco z ponatur — z, fit quoqse mgnz/twt;. A

Hujufmodi Functiones ergo impares erunt omnes poteﬁates
ipfius =, quarum exponentes funt numeri 1mpares, ut &', &%

deltl i
2, 2l & itema et ; &c. tum  vero
m

etiam z” erit Fun&io impar, fi ambo numeri, 7 & » fue-
rint numeri impares. Generatim vero omnis expreflio ex hu-

jusmodi poteftatibus compofita erit Functio impar ipfius z; cu-
\ 5 / 3 }

jufmodi funt, 2z 442}

5

bz~ 7; &c. Harum autem Funétionum natura & inventio
ex Fin@ionibus paribus facilius perfpicietur.

22. 8i Funciio par ipfins 7 mulsiplicetur per 7 vel per ejufdem Fun-
ionem imparem quamcangue , productum erit Functio impar ipfins z.

Sit P Funétio par ipfius z, que idcirco manet eadem fi lo-

0 = ponatur — z; quod fi ergo in produ@to Pz, ponatur

— 2 loco =z, prodibit — Pz; unde Pz erit Funétio impar
ipfius z. Sit jam P Funétio par ipfius =, & Q fun&io impar
ipfius z; atque ex\Definitione patet fi loco =z ponatur — =z,
valorem ipfius P manere eundem, at valorem ipfius Q_ abire
in fui negativam — @ ; quare produftum PQ, pofito —
loco z, abibit in — P@Q , hoc eft in fui negativum; ent—
que ideo PQ Funétio impar ipfius z. Sic cum fit 24/ (24
+ =z ) funétio par, & =* Funétio impar ipfius =, erit produc-
tum 22> + 2° ¢/ (44 + zz ) Fun&io impar ipfius z; {imili-
adbzz_ axz- bzt :
a+Gzz° a +6z3
z.  Ex his vero etiam intelligitur, i duarum Fun&ionum P &
Q , quarum altera P eft par, altera @ , impar, altera per al-
teram dividatur , quotum fore Functionem imparem ; erit ergo
—% itemque —Q— Functio impar ipfius =.

Bz

—, . =5
14z az 5 item 2% 4227+

que modo & X

Funétio impar ipfius

23. i
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23. 8i- Functio impar per Fantionem imparens vel mulsiplicerur,
vel dividatur; quod refultat erit Funitio par. ;
Sint Q_ & § Functiones impares ipfius 25 ita ut, pofi-
to —=zloco =, Qabeatin — Q, &8 in — §; atque per-

fpicuum eft tam produtum Q §, quam quotum % eundem

valorem retinere , etidmfi pro = ponatur — =z ; ideoque effe
utrumque Funétionem parem ipfius z.  Manifeftum itaque por-
ro eft cujufque Funtionis imparis quadratum effe Fun@ionem
parem ; cubum vero Fanctionem imparem; biquadratum iterum
Funétionem parem, atque ita porro. '

24. 8i fuerit 'y Funtio impar ipfins 25 erit wicifim z Funthio
impar ipfins y. : :

Cum enim fit y Funétio impar ipfius 2 ; i ponatur — 2 Jo-
to z, abibit y in —y.. Quod fi ergo = per y definiatur , ne-
cefle eft ut pofito — y loco y, quoque = abeat in — 2 ; erit-
que ideo z Funétio impar ipfus y. Sic quia, pofito y = =?,
eft y Fun&tio impar ipfius z; erit quoque, ex zquatione 2=y

!
feu z = y*, = Funltio impar ipfius y. Et quia i fuerit y
= az+4b62*, cft y Funtio impar ipfius =, erit viciffim, ex
xquatione £z* + 4z == y, valor ipfius & per y expreflis Func-
tio impar ipfius y. A

25. 8i natura Functionis y per ejufinods aquationemn definiatur ,
7 cujus fingulis terminis numerns dimenfionnne, guasy &z occa-
pant conjunitim, [it vel par ubigue, wel impars: tum erit y Funcho
impar ipfius z.

Quod fi enim in cjufinodi aquatione ubique loco 2 feriba-
tur —z; fimulque — y loco y; omnes 2quationis termini vel
manebunt iidem , vel fient negativi, utroque vero cafu @qua-
tio manebit exdem. Unde patet — y eodem modo per — =
determinatum iri, quo + g per + =z determinatur; & hanc
ob rem, filoco z ponatur — &, valor ipfius y abibit in s
feu y eric Funetio impar ipfius z. Sic fi fuerit vel yy = 4y 2
4+ b2z + ¢; vel 2 4+ ayyz = byzz +cy + dz, ex
utraque @quatione y erit Functio impar ipfius z.

26, S§i

ITNs VG- B NUB R E ; 15

26. Si Z fuerit Funitio ipfius vy & Y Funio ipfins v ar- Car. 'L

gue Y codems modo definiatar per variabilem y & conflantes , quo

L definitur per waridbilem 1z ¢ conflantes; tum  he Funtiiones

Y ¢t Z wocantur Funitiones fimiles ipfarum y & 7. i

Si {cilicer fueric Z=—a4-bz+c2*> ; &Y=a+by+cy*, erunt
Z & T Fun&iones fimiles ipfarum 2 & y, fimilique modo in mul-
tiformibus, fi fuerit 2} —a225 Z24+6& TP ==ayy T + 6 ; erunt
Z & T Funiones fimiles ipfarum =z & y. Hinc fequitur, fi
T & Z fuerint hujufmodi Funétiopes fimiles ipfarum y & z; tumn
fi loco 2 feribatur y, Funétionem Z abituram effe in Funétionem
Y. Solet hxc fimilitudo etiam hoc modo verbis exprimi, ut
T talis Fun&io dicatur ipfius », qualis Funétio fit Z ipfius =.
Ha locutiones perinde occurrent, five quantitates variabiles =
& y a fe invicem pendeant, five fecus : fic qualis Functio eft
ay~+ by* ipfius y, talis Functio erit #(y+7) + & (y + #)*
ipfius y-+#, exiftente fcilicet & == y + #: tm qualis Fun&tio

abs e : gz bz b0
ft i P T ipfius =, talis Functio erit ey b
ipfius -;—; pofito y = —;—; Atque . ex his luculenter perfpi~

citur ratio fimilitudinis Funétionum . cujus per univerfam Analy-
fin fublimiorem uberrimus eft ufus. - Ceterum hzc in genere
de natura Funétionum unius variabilis fufficere poffunt; cum
plenior expofitio in applicatione fequente tradatur,

S e D
De tmmy‘brm;ztiane, Funltionum.

27, Uncfiones in alias formas transmutantur , vel loco gquan-
titatis variabilis: aliam introducendo , el eandem quan-

titatem wvariabilem retinendo.
Quod fi eadem quantitas variabilis fervatur; Fun&io pro-

pric mutari non poteft. - Sed omnis transformatio confiftit in
alio
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alio modo eandem Funéionem exprimendi , quemadmodum

ex Algebra conftat candem quantitatem per plures diverfas formas

exprimi pofle. Hujulmodi transformationes funt, fi loco hujus

Functionis 2 —322 4 2z ponatur (1 —2z)(2— 2 Y, vel

(a+z) loco &’ + 34424+ 34224 2, ve] -2 L
g

: 2

a:_ - loco Mzz 5 vely(1 4+ 22) + zloco

A A —

I
v (1+az)—z
que exprefliones, etfiforma differunt, tamen revera congruunt.
Szpe numero autem harum plurium formarum idem fignifican-
tium una aptior eft ad propofitum efficiendum quam reliqua ,
& hanc ob rem formam commodiffimam eligi oportet.

Alter transformationis modus, quoloco quantitatis variabilis =
alia quantitas variabilis y introducitur , quz quidem ad = datam te-
neat refationem , pet fubftitutionem fieri dicitur ; hocque modo
ita_uti convenit, ut Funétio propofira fuccinétius & commo-

- diusexprimatur , utifi ifta propofita fuerit ipfius = Functio , «* —

44’2+ 6aaz2—44z" +2*;filocon ~—— =z ponatur 4, -pro-
dibit ifta multo fimplicior ipfius y Fun®io y*: &, fi habeatur

-hae Functio irrationalis v (44 + zz) ipfius =, fi ponatur z

e ‘3“—2_;22’ > ifta Funétio. per y exprefla fiet rationalis =

’iﬂ—'t!—z—, Hunc autem transformationis modum in fequens

2
Capuyt differam , hoc Capite illum, qui fine {ubftitutione pro-
cedit ., expofiturus. ;

28. Funitio integra ipfius z [*penumera commode in faos falto-
res relolvitur , ﬁtyfze B productum transformatur.

Quando Functio integra hoc pacto in factores refolvitur, ejus
natura multo facilivs perfpicitur; cafus enim ftatim innotefcunt,
quibus Functionis valor fit ==o. Sic hxc ipfius = Funtio
6—7% -+ &' wansformatur in hoc produdtum (1-—=z) ( 2
——%)( 3+ =) ex quo ftatim liquet Funétionem propofitim
tribus cafibus fieri =o ; feilicet fi 2 ==1, & 2 = 2, & z
==-—=3, qua proprictates ex forma 6 — 7z 4z’ non tam

facile intelliguntur, - Ifiufmodi Factores, in quibus variabiles =

nulla
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nulla occurrit poteftas, vocantur Factores fimplices, ut diftin--Cae. IL

guantur 2 Factoribus compofitis, in quibus ipfius 5 - ineft qua-
dratum vel cubus, vel alia poteftas altior. Erit ergo in genere
f+g= forma Fa@orum fimplicium, f4 g2 + 4 2z forma
Fa&torum duplicium s £ 4 g2 4 b3z =4 i2? forma Fa&orum
triplicium, & ira-porro.; Perfpicuum autem ‘eft Factorem dupli-
cem duos compledti valores fimplices , Fattorem triplicem ‘tres
fimplices, ‘& ita porro. Hinc Funéio ipfius & integra, in qua

~exponens fumma poteftatis ipfius z eft ==, continebit # Fac-

tores fimplicess éx quo fimul, i qui BaGores fueririt vel dupli-
ces vel triplices; &c. numerus Fa&orum: cognofcetur.’ ‘
29. Faclores fimplices. Fundtionis cujufeungue integre Z. ipfins z

reperiuntur s fi Functio Z nibilo aqualis ponatur , argue ex has

equatione omnes ipfins 7. radices inveffigentur : [ingule enim _ ipfius
z radices dabunt toridem Factores fimplices Funétionis 7.

Quod fi enim ex @quatione’ Z==, ‘fuerit’ quapiam radix
z==f, erit z— fdivifor, ac proinde Factor Funiionis Z, fic
igitur inveftigandis omnibus radicibus zquationis Z = o , que
fint x==f, =g, z=4; &c., Fun&io Z refolvetur in
fuos Factores fimplices, -atque transformabitur 'in productim z
= (2 —f") (3 —¢) (3— 4) &c.:'ubi'quidem notindum
eft fi fumma poteftatis ipfius = in Z rion fuerit ‘coefficiens =
=+ 1, wmproductum (z—F) (2L ¢ &c. infuper per illum
coefficientem multiplicari debere. Sic fi fuenta s e
A BT e G T 0 et Z= A (a—f).(z—g)-
(z—4). &c. At i fuerit Z==A + Bz 4+ Cz* 4 Dz¥ 4 Ezt
~+ &c. atque @quationis Z==o radices & reperte fints f25 b; i3

&coeritZ—A(1— 21 —«?}(;——— -‘Z—) 8c. Exhisautem

viciffim intelligitur , ﬁFunéﬁonis Z Fator fuerit gin f> feu
1 — 25 tum valorem Fancionis in nihilum abire, fi lo-
€0 % ponatur £, Fa&o enim = =— ,-unus Fagtor z—f, feu
¢ =i Funétionis Z, ideoque ipfa Fun&io Z évanefcere debet.

Euleri Loirodudt. in Awal. infin, G 30. Faifo-
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30. Fattores fimplices ergo erunt wel reales, wel imaginarii; &
Ji Functio Z habeas Factores imaginarios eorum nnmerss femper erit
par.

Cum enim Factores fimplices nafcantur ex radicibus aqua-
tionis Z == o , radices reales prabebunt Fattores reales, & ima-
ginari® imaginarios ;. in omni autem aquationc numerus radi-
cum imaginariarum femper eft par : = quamobrem Fun&io Z,
vel nullos habebit Factores imaginarios, vel duos, vel quatuor,
vel fex; &c. Quod fi Funé&io Z duos tantum habeat Factores
imaginarios , eorum produétum erit reale , ideoque prabebit
" Factorem duplicem realem. ~Sit enim P = producto’ ex omni-
bus Factoribus realibus, erit productum:duorum Fa&torum ima-
ginariorum =— % ; hincque reale. Simili modo fi Funétio Z
habeat quatuor , vel fex, vel o&to &c. Fa&ores imaginarios
erit eorum produdtum femper reale : nempe @quale quoto, qui
oritar,: fi Fun&io Z dividatur per produGum omnium Fa&orum
realium. :

31, i fuerit Q producum reale ex quatuor Faloribus Jimplici-
bus jmaginariis.y tum idem. hoe productum Q_refolvi paseriz in duos
Fadores duplices reales.

_Habebit enim Q_cjufmodi formam &* 4+ Az’ 4+ Bz* 4 Cz
=+ D ; que fi negetur in duos Fa@ores duplices reales refolvi
~pofle,, refolubilis erit ftatuenda in duos Fadtores duplices imagi-
narios; qui hujufinodi formam habebunt zz— 2 (p4-9v —1)z
Frds/—1.& za=—2(p——9gyY—1)z+r—s/—1;
aliz enim dformé. imaginariz ‘concipi non poffint , quarum pro-
ductum fiag-reale s nempe == z* 4 Az’ 4 Bz* 4+ Cz+ D.
Ex his autem Fa&toribus imaginariis duplicibus fequentes emet-
gent quarior Faftores fimplices imaginarii ipfius Q,

L 2= (ot oDy oy —1—gp—r—s/—1)
IL. =2—(p+ gV—1)—/(pp+ 2p9y/—1—gg—r—sy—1)
I Lz~ (p—gy/ 1) +y/(pp — 299V —1— 49—+ s/—1)
1V.a—(p—av—1)—V(op—209Y—1—99—1+ sv—1)

Horum
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Horum Factorum mulriplicentur primus ac tertius in fe invicem, Cae. IL

pofito brevitatis gratia; ¢t =pp—g9—r, & u==12p9—s; erit- -
‘que horum Fadtorum produtum==zz—(2p— 2; f 2/ ()%
+ 27+ 99— PVt 2V(itFun) +v @t + #%); quod uti-
+ g9V —2t+o/(tt un) :
que cft reale.  Simili autem modo produ@um ex Faoribus fe~
cundo & quarto erit reale nempe == 2z— (2p4-y/ 2t2/ (1)) =
+pptg9+pVart oy (srdun) +/ (Lt un).
+ a9V —ar 42y (r1 4 un)
Quocirca produétum propofitum € , quod in duos FaGores
duplices reales refolvi pofle negabatur, nihilo'minus actu in duos
Faétores duplices reales eft refolurum.

32. Si Funitio integra Z ipfins 1 quoscungue habeat Faltores fim-
Plices imaginarios, bini femper ita conjungi poffunt , ut eoram pro-
ductum fiar reale. ;

Quoniam numerus radicum imaginariarum femper eft par ,
fit is==12#; ac primo quidem patet produétum harum radicum
imaginariarum omnium’ efle reale. - Quod fi ergo dux tantum
radices imaginarie habeantur , erit earum produétum utique rea-
le; fin autem quatuor habeantur Factores imaginarii, tum, uti
vidimus , eorum produ¢tum refolvi poteft in duos Fa&ores du-
plices reales forma fz 2+ g2+ 4 Quanquam autem eundem
demonftrandi modum ad altiores poteftates extendere non licet, -
tamen extra dubium videtur effe pofitum eandem proprietatem
in quotcunque Fatores imaginarios competere ; ita ut femper
loco 27 Faétorum fimplicium imaginariorum induci queant » Fac-
tores duplices reales.  Hinc omnis Funcio integra ipfius z re-
folvi poterit in Factores reales vel fimplices vel duplices. Quod
quamvis non fummo rigore fit demonfiratum, tamen ejus veri-
tas in {equentibus magis corroborabitur, ubi hujus generis Func-

tiones 2 462" ; 444" ez 4 SEhn” Tretl +“afz3n &c.

actu in_iftiufmodi Factores duplices reales refolventur.

Gz 33.
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33 8i Funclio insegra L , pofito z==a induai walorem A, &
pofito 2=Db , induat valorem B tum, loco z valores medios inter
a ¢ b ponendo, Functio L guosvis valores medios inter A & B
accipere potefl. 1 :

Cum enim Z fit Fun&io uniformis ipfius z, quicunque va-
Jor realis ipfi = tribuatur , Funé&io quoque Z hinc valorem rea-
lem obtinebit. Cum igitur Z, priore cafu z=— a4, nancifcatur
valorem A; pofteriore cafu z==46, antem, valorem B; ab A4
ad B tranfire non poterit, nifi per omnes valores medios trans-
eundo. Quod fi ergo zquatio Z— A =o habeat radicem
realem,’ fimulque Z— B==o radicem realem fuppeditet 5 tum
quatio quoque Z— C==o radicem habebit realem; fi qui--
dem Cintra valores 4 & B contineatur. Hinc fi exprefliones
Z—— 4 & Z— B habeant Fattorem fimplicem realem , tum

expreflio quecunque Z—C Factorem fimplicem habebit rea-

lem, dummodo C intra valores 4 & B contineatur.

34. 8i in Funitione integra L exponcns maxime ipfius T porefla-
tis fueris mumerns impar 20+ 1, tum ea Funtlio Z unicum ad
winimum habebis Factorem fimplicem realem.

Habebit fcilicet Z hujufmodi formam z2"+ I+a52n e '

7 D

8 - T 4oy 22”7 % 4 &ec. inquafi ponaturz==co;

quia valores fingulorum terminorum pra primo evanefcunt , fiet -

Z— (. )2”+ ''— o ; ideoque Z— oo Fa&orem fimpli-
cem habebit realem nempe z — 0. Sin autem ponatur 2 =
— o, flet Z= (— )2"+I ==~— o, ideoque habe-
bit Z 4+ o Faltorem fimplicem realem 2 + oo. Cum igitur
tam Z—oo, quam Z--o0 habeat Factorem fimplicem realem;
fequitur etiam Z 4 C habiturum effe Fa&orem fimplicem realem,
fiqnidem € contineatur intra limites 4~ e & — oo 5 hoc eft
fi C fuerit numerus realis quicunque, five affirmativus, five ne-
gativus. Hanc ob rem , faéto C'==o0, habebit quoque ipfa

Funtio Z Fa&orem fimplicem realem z——¢; atque quantitas ¢
v contine=

i T

FUNCTIONUM 5

continebitur intra limites 4~ o0 & — oo, eritque idcirco vel Cap. 11

quantitas affirmativa, vel negativa, vel nihil.

35 Functio igitur integra T, in gna_eXponens maxime poteflatis

ipfins 2 ¢ff mumerns impar, wvel unum habebir Factorem Jimplicem

realem rz;el'trr.r, vel quingue , wvel feptem re. 4
Cum enim demonttratum fit Funéionem Z certo unum ha-

bere Factorem fimplicem realem z — ¢; ponamus eam prete-

re aunum FaGorem habere z — 4, atque dividatur Pun&iopZ, in

qua maxima ipfius z poteftas fic z* ”+ i per (z—-¢). (z—d),

erit quoti maxima poteftas == 2*” "', cujus exponens
s ¥

cum {it numerus impar, indicat denuo ipfius Z dari FaGtore
fimplicem realem. Si ergo Z plures uno habeat Fa&ores fi i
plxces_ r?al.es, habebit vel tres, wvel ( quoniam eodem m(lgz
progredi licet ) quinque, vel feptem, &c. Erit fcilicet nu
merus Fa&torum fimplicium realium impar , & quia numer :
omnium Factorum fimplicium eft == 2 #4-1, erit numerus Falés
torum imaginariorum par. : :
36. Funitio imegra L, in qua exponens maxima poreflatis ip-
Jius 2 eff numerns par 20, vel duos habekis Faifores Sfimplices rea
les el guatnor , vel fex , vel re. :
Ponamus ipfius Z conftare Factorum fimplicium realium nume-
rum imparem 2 7 + 1; fi ergo per horum omnium produc-

tur;x dividatur Fun&io Z, quoti maxima poteftas erit —
N=——221m =1 - .
> cjufque ideo exponens numerus impar ; ha-

beklnt ergo Funétio Z praterea unum certo Factorem fimplicem
realem , ex quo numerus omnium Fa&orum fimplicium realfum ad
minimum etit == 2 m+2 , ideoque par; ac numerus FaGorum
1magn}arxor_um pariter par. Omnis ergo Funétionis integra Fac-
tores fimplices imaginarii funt numero pares ; quemadmodum
quidem jam ante ftatuimus.

37. 8% in Funiione integra 7 exponens masxime potefiaris ipfins
z ﬁ{e;} :;umerm ]71;;, atgue terminus abfolutns , fen conflans, Signe
— affecins , tum Funitio 7, ad minims

. m dios haber Fu 2
Plices reales. ol

C 3

Funttip
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Funétio ergo Z, de qua hic fermo eft, hujufmodi formam
: - an—— 2 :
habebit 22" -+ ¢z.2n $ +ce % i Cee +
vs— A. Si jam ponatur z= oo, fiet, uti fupra vidimus,
Z=— o ; atque, {i popatur z==o0, fiet Z =—— 4. Habebit

ergo Z— oo Fattorem realem = — o , & Z 4~ 4 Fa&orem =

z — o unde cum o contineatur intra limites — oo & +1_‘.,
fequitur Z 4 o habere Factorem fimplicem realem z — ¢, ira
ut ¢ contineatur intra limites o & eo. Deinde, cum pofito
z = -— ® , flat Z= oo, ideoque Z — oo Factorem habe-
at 2 4+ o, & Z4+ A FaGorem z + o, fequitur quoque Z

+ o Fa&torem fimplicem realem habere z 4 4; ita ut 4 intra :
‘limites o & co contineatur ; unde conftat propofitum. Ex

his igitur perfpicitur i Z talis fueric Functio, qualis hic cft de-
{cripta , @quationem Z==o0, duas ad minimum hab.ere deber.e
radices reales, alteram affirmativam , alteram negativam. Sic
@quatio haxc 2* + 3’ 4+ 62* + yz —aa=— o, duas habet
radices reales, alteram affirmativam, alteram negativam.

38. Si in Functione fracta , quantitas variabilis z tot vel plare:
habear dimenfiones in numeratore , quam in denominatere; tum zﬂtz
Funddio refolvi poterit in duas partes, quarum aliera eﬂ.FM’ﬁzd
integra, altera fraila; in cujns numeratore quantitas variabilis z
panciores habear dimenfiones quam in denominatore, ; :

Si enim exponens maxime poteftatis ipfius = minor fuerit
in denominatore quam in numeratore; tum numerator per de-

nominatorem dividatur more folito , donec in quoto ad expo-
nentes negativos ipfius z perveniatur; hoc ergo loco abrupta .

divifionis operatione quotus conftabit ex parte integra atque
frattione , in cujus numeratore minor erit dimenfionum nume-
rus ipfius = quam in denominatore; hic autem quotus Funétioni
propofite eft xqualis. Sic, fi hec propofita fueric Functio

1 2t
fratta e

, ea per divifionem ita refolvetur,

zz41)
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2t 422

——2z2-1
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tiones fradte, in quibus quantitas variabilis z tot vel plures ha-
bet dimenfiones in numeratore quam in denominatore , ad
fimilitudinem Arithmetice vocari poflunt fraGiones fpuria: 5 vel
Functiones fra&t® fpuriz, quo diftinguantur a Fun&ionibus frac-
tis genuinis, in quarum numeratore quantitas variabilis = pau-
ciores habet dimenfiones quam in denominatore. Funétio ita-
que fra&ta fpuria refolvi poterit in Functionem integram, & Func-
tionem fraftam genuinam; hacque refolutio per vulgarem di-
vifionis operationem abfolverur,

39- Si denominaror Funtionis fracite duos habear Falores inter
S primos; ium ipfa Funlio fracta refolvetur in duas fractiones
guarum. denominatores fint illis binis Factoribus refpedive aqnales.

Quanquam hac refolutio ad Funttiones fractas fpurias aque
pertinet atque ad genuinas, tamen cam ad genuinas potiffi-
mum accomodabimus. Refoluto autem denominatore hujuf-
modi Functionis fracte in duos Factores inter fe primos, ipfa
Fun&io reflolverur in duas- alias Fun&iones fadas genuinas ,

- ‘quarum denominatores fint illis binis Factoribus refpective zqua-

les; hacque refolutio , fi quidem fraGiones fint genuinze , uni-
co modo fleri poteft; cujusrei veritas ex exemplo clarius quam
per ratiocinium perfpicietur.  Sit ergo propofita hec: Funéiio
fracta {_—:2?_-!-_]:35{2;:;&2 cujus denominator 14-42* cumr fit
zqualis huic producto (14224 222) (1 — 224 222),
frattio propofita in duas fractiones refolvetur, quarum alterius
denominator erit 1+ 22422z, alterius 1 — 22 4 222 ¢ ad
quas inveniendas, quia funt genuine , ftatuantur numeratorés
illius = a -+ €2, hujus =9 4 Jz, eritque per hypothefin

1~

Cap.IL
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Lip, [ I—22+F322— a2  44Cz s 5
) I det _ 1422+ 222 r—a2z+422z °
dantur aétu he due fractiones, eritque fumma
Numerator Denominator -

Fa——2az+t2a2z
+Gz —28z24-2£2% I+ 424
dy F2yz2+2y22
+ Jz +2dz2z +2452°
Cum ergo denominator zqualis fit dénominatori fra&ionis pro-
pofitz, numeratores quoque xquales reddi debent: quod, ob
“tot litteras incognitas «, €, v, 4, quot funt termini equales
efficiendi , utique fieri, idque unico modo poterit : nancifci-
mur fcilicet has quatuor zquationes LR

1 ot y=1 IIL 2~ 26 429 424 =3

IL—2a+6+ 29 fd==——2 IV. 26 +2J)=—4.
Hincob a4y =1, & 64 J = — 2; aquationes IL. &
IIL dabunta — y=o0 & & — = -;—; ex quibus fit

I I
== — 7:—;;@:

2

= =3

s 5 ideoque fractio

— 2z 323 — 4z’

I .
propofita , transformatur in has duas

1+ 42t
AL S NEE
2 4 2 4

. Simili ; .
e e ey o Simili autem modo facile per:

{picietur refolutionem femper firccedere debere : quoniam fem-
per tot litter incognite introducuntur, quot opus eft ad nu-
meratorem propofitum eliciendum. Ex doérina vero fractio-
num communi intelligitur hanc refolutionem fuccedere non pof-
fe , nifi ifti denominatoris Factores fuerint inter fe primi.

q0. Funitio igitur fraita 5 e [ractiones fimplices  forme

= lvi poterit , quor Factores fimplices habet denominator
N imter [¢ inequales.
Repre-

BT QG T T 500 N 0 M 2§

Reptafentat hic fradtio '?\r{ Funétionem quamcunque fiattam

genuinam, ita ut M & N fint Funétiones integre ipfius z, atque
fumma poteftas ipfius z in M minor fit quam in N. Quod fi
ergo denominator N in fuos Factores fimplices refolvatur , hi-

- gams s e M .
due inter fe fuerint inzquales, expreflio ~ o tot fra&noncs re-

folvetur , quot Factores fimplices in denominatore N continen-
tur ; propterea quod quifque Factor abit in denominatorem frac-
tionis partialis.  Si ergo p — gz fuerit Factor ipfius N, is
erit denominator fractionis cujufdam partialis, &, cum in nu-
meratore hujus fractionis numerus dimenfionum ipfius z mi- -
nor efle debeat quam in denominatore p — ¢z, numerator
neceflario erit quantitas conftans. Hinc ex unoquoque Fa&ore
fimplici p — 4=z denominatoris N nafcetur fradtio fimplex
5—_’1—3; ita ut fumma omnium harum fraGtionum fic zqualis
fractioni propofite %{[—

Exemrirum

Sit, exempli caufa, propofita hec Funétio frata ;+ ”zf :

quia FaGores fimplices denominateris funt z, 1 — 2, &
1+ =z, ifta Functio refolvetur in has tres frationes fimplices
-—;1 e 2o - f__ 2 i _f_ e ;i Z’z‘f’, ubi numeratores conftantes
A, B, & C definire oportet. Reducantur hx fradtiones ad
communem denominatorem , qui erit' s — 2% ; atque nume-
fatorum fumma zquari debebit ipfi 1-4z2, unde ifta zquatio
oritur :
A+ Bz — Azz=—=1422=1+4024 22
+ Cz+4 Bzz
B CZ-Z.

Euleti Indroduét. in Anal. infin. parv. D quaz




o

26 DE TRANSFORMATIONE

quz totidem comparationes przbet, quot funt litterz inco-
gnite 4, B, C; erit {cilicet , : :
=
I ByiC—5,
e, — A4+B—C=r1:
Hincfit B— C=—12; & porro A=1; B=—=1 & (=

. 1 Z2 . .
— 1. FunGio ergo propofita 5 . 5 refolvitur in hanc fot-
I I o _ae . o
am — — . Simili autem modo. intelligitur
ma % a5 i st I+2z b

quotcunque habuerit denominator N Factores fimplices inter fe
inzquales, femper frattionem = in totidem fractiones fimpli-

ces refolvi. Sin autem aliquot Factores fuerint aquales inter

fe, tum alio modo poft-explicando refolutio inftitui debet.
41. Cum igitur quiliber Faclor fimplex denominatoris N [fip-

pediter fraikionem [implicem pro  refolutione Funitionis propofite

%/I——; offendendum ¢ff quomodo ex Faitore fimplice denominatoris N

cognito , fractio [implex refpondens reperiatur.
Sit p—gz Facor fimplex ipfius N, ita ut fit N=(p—42)§;
atque § Functio integra ipfius «; ponatur fractio ex Fattore

, & fit fratio ex altero FaGore de=

P— 9% orta =— &
Perds

3 . . Pluraa 2
nominatoris § oriunda == < > 1t u, fecundum §. 39., futurum

M A P M hi . P
o R e L e . Rl
ﬁtN P——-qz+ § (r— q2)S’ : S

G—ﬂ_i—_——-———ms que fraltiones cum congruere debeant, neceffe
eft ut M — AS fic divifibile per p— g2z; quoniam Functio
integra P ipfi quoto zquatur. Quando vero p— g2z Divifor

exiftic ipfius M —AS, hxc expreflio pofiro z =— -f—evancf—

cit. Ponatur ergo ubique loco =z hic valor conﬁans% in M
' &

- modo reperitur numerator A fradtionis quafitze

FUNCTIONUM 27

&S, etit M—AS=o0, ex quo fiet 4— %{;hocqueergo

‘ — s atque fi
ex fingulis denominatoris N Facoribus fimplicibus, dummodo

fint inter fe inzquales, hujufmodi fra&iones {implices- formen-
tur , harum fra&ionum fimplicium omnium fumma erit xqualis

Funétioni propofitae -%[[- =

EXEsmrius

‘Sic, fi in Exemplo pracedente :izzf, ubi eft M—1+-z2;

& N=z— 2z}, fumatur z pro Faétore ﬁmplic‘e; ey —

ik T g o .
1—=zz, atque frattionis fimplicis T hinc ortz erit numerator

ngal Ty B .
A= ek pofito z =0, quem valorem z obtinet fi
ipfe hic Factor fimplex 2 nihilo qualis ponatur.  Simili modo
fi pro denominaroris Factore fumatur 1 — 2, ut fit §=—2 4z

. 1422 :
erit 4—=-T"° £3G0 1— z-— it A——

i S 0..1—2z=—o0, unde erit ' A=—1i1, &
ex FaQore 1 — z nafcitur fragio —= ius denique

1 —z nafcitur fraftio ——.  Tertius denique Fa-

&or 1 42, ob S:z~zz,'&.A=;—ivz'z, pofito 14z
i :
==o0, feu 3=— 1, dabit d=—=-—1, & fraGtionem fim-

sli L e 2
plicem — T Quare per hanc regulam reperitur zi——"‘;?

- T2
=+

I—2

X
m , utante,

42, Funidio fradia hujus forme

-3 Cujns . mumerator
: LBy at)

P non tantam ipfins 2 poteflatem involvic quantam denominasor

Cp—Qqz)" > wranfimutari poreff in hujufmodi fractiones partiales

: D 2 A
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S : (g% i
Lin 1 A 1 B 4 o R 4K ;

n = % wil — 2 _— %
(rp—aqz)  (p—q2) (r—qz) b
. quATHI. Omninm Bumerarores fint quantitates conflantes.

Quoniam maxima poteftas ipfius =z in P minor eft quam
. el b . g . o -
2", erit 2" » ideoque P hujufmodi habebit formam s

el
e s T s B U 187
exiftente terminorum numero == #, cui @quari debet numera-
tor {imme omnium fra¢tionum partialium , poftquam fingule ad

eundem denominatorem ( p — g2)" fuetint perduct : qui nu=
merator propterea erit ==A+ B(p—4g2)+C (p—9q2)*
ijD (p—ga)id vce.. + K(p—yz)"—"l. Hujus ma-
xima ipfius = poteftas eft, ‘ut ibi, &', atque tot habentur
littere incognite A, B, C, ...... K, ( quarum numerus

eft = #,) quot funt termini congruentes reddendi. Quamob-
rem littere conftantes A4, B, C, &c. ita definiri poterunt,

e A
. i (P*‘qg-)” (p—q3)
— ot ———
(p—1q2) (p—aq2) (p—1q2)
+p—qz' Ipfa autem horum numeratorum invegtio mox fa<
cilis aperietur. : :
2. 8i Funionts fralie i denominator N Faitorem habeas
43 N i

(p—= qz)*, fequemi, modo fractiones partiales ex hoc Factore oriun-
g reperientur- ‘

Cujufmodi fraGtiones partiales ex fingulis FaGtoribus deno-<
minatoris, fimplicibus, qui alios fibi @quales non habeant , orian-
tur , ante cft oftenfum: nunc igitur ponamus duos Factores
inter fe effe zquales, feu, iis conjunétis , denominatoris N Fadto-
rem efle (p—gz)*. [Ex hoc ergo Faétore per §. preced.

4 B ne, N
(PT‘]Z)—z +P—:_§'z. Sit au—
tem

ut fiat Funéiio fradta genuina

duz nalcentur fractiones partiales ha

FU: N CiT 150 N0 M 29

tem N==(p— gz )*§, eritque M e i MR M\ s
Sl DAt 1 N (—a2°S (r—a2,"
} B

P P . . .
= i denotante 5 omnes fractiones fimplices jun-

&im fumptas ex denominatoris Fa&tore § ortas. Hinc erit 1;,

o Mo AS——Blp—g5)8 5 p T M—AS —B(p—35)§
e e (P— a7

= Fun&ioni integre. Debet ergo M— AS— B(p— 42)§

divifibile efle per (p—¢2)* : fit primum divifibile per p— ¢z,

atque tota expteflio M— A8 — B(p— g2) § evanefcer ,

pofito p— gz =0, feu 2 == —1:1-- ponatur ergo ubique %

loco 2, eritque M— A8 = o, ideoque A =— TM" fcilicet fra~

,&io’%{ » {1 loco z ubique ponatur B , dabit “valorem ipfius A
conftantem. Hoc invento quantitas M—AS— B(p—42)§
etiam per (p — g2)* divifibilis effc debet; feu X=45

B.§ denuo per p — ¢z divifibile effe-debet. ‘Poiito ergo ubi-

o Ay e : M—AS
e z—--¢rit —— —= BS, d el e e e Y
1 g p—gqa ideqqlie B (5= ot

— P‘—I qz( %—[v~A), ubi notandum eft, cum M — 4§ di-
vifibile fit per p—gz, hanc divifionem prius inftitui debere

quam loco z fubftituatur % Vel ponatr 2—45 '

3

A
: T : : e
eritque B == = pofito 2 == £ ; inventis ergo numeratori-
bus 4 & B, erunt fraQiones partiales ex denominatoris N
Faétore (p— g92)* ortz hz 4 Line
Lt *o—x, i

Extmine P e w1

Sit hac. propofita Funéio fra&ta ;TI(_I—_—:TZ{) erit, ob de-
B 3 ~ “nomina-




30 DE TRANSFORMATIONE ' :
L1e I nominatoris Factorem quadratum 2z ; S—1+23z2 & M—

5 x 1 A B :
- i— =z Sint frattiones partiales ex zz orte = i —8 erit

FEUENSCH TR 00 NG UM, 31

Ponatut N = ( 2— 92 )’S, fitque fraéio ex Fattore Sorta Cae. 1L
M—A8—B(p— g2)§— C(p—q2)°S§

oM BT : Gt =3
A= e poﬁt.o Fa&ore z oj hincque 4=1.
Tum erit M — A8 =— 232z quod divifum per Fa&torem

fimplicem z, dabit T' == — 2.2, hincque B= -z,; — I—__{_—_%, po-

fito 2 ==0 ; unde erit B=—o0 ; atque ex Factore denominatoris

5 . . . e I
2z orictur unica hzc fraltio partialis —.

ExeMmrpruwm IL -«

. . 2
Sit hac propofita Funétio fratta G (iF%)
ob denominatoris Fattorem quadratum (1—=)* , frationes par-

tiales ﬁnt(l___’zz)= e I_Ii.,,' Eric ‘erpo M=z’ & S=

%> cujus,

3 :
14-3%; idcoque A:—IA‘S{- _:;-:_;4, pOﬁtO I — 33 ==0,

feu z=1: unde it /==-. Prodibit ergo M— AS§—=

2
I I -
B e F e e o S0 S
disilindat Lo i g o ppar Mot
B R s 2 5 z3% = 5 1deo-
T __ —l————2a2? R
que B= = 2+2:++z s pofito” z==15 ira_ut ft"

—_1 : e I
B s frattiones ergo partiales quafitz funt LT
Lo {

e ;_3,_(—1 = z)' e
44. Si Fmé?z’om'sﬁaﬁg% denominasor N Falforem  habeas
(p=——qz)’ [equenti modo fraltiones partiales ex hoc Factore ori-

unde

A i 2 =
F—aqor T (p—aq2? + P

- repersentur.

Ponatur

= ——§~, etit P——

e (PR 0

= Fun&ioni integre. Numerator ergo M — AS§ —
B(p—g2) §—C(p—42)*§ ante omnia divifibilis effe
debet per (p—g2);5 unde is , pofito p — g2 =0, feuz==

ag- » evanelcere debet , eritque adeo M— 4S5 =o, ideoque
A= iS[ > pofito & = %. Invento hoc pacto A erit M—

4§ divifibile perp — g% ponatur ergo M———: Aj =T, at-
q.ue 'T*—B‘SL— C(p--—qz,) S adhuc per (p —72:)’ erit di-
vifibile ; fier ergo == o, pofito p ~— gz ==0; ex quo prodit
B— —3,1: pofito z =— % - Sic autem invento B erit T—B§

divifibile} per p — gz. Hanc obrem, pofito PT: qB f—

fupereft ut ¥— €S divifibile fi per p——gx; eritque ergo

3

V—C(CS§—=o, pofito p — gz =o, atque Cr:i;,poﬁ-

=5 ; : :
to z == -~ Inventis ergo hoc modo numeratoribus 4, B, C,

fraltiones partiales ex denominatoris N FaGore ( 2—4gz)} or-.

A B C
teeont ——0 o 2 4 C
(2— x)? 73 =192} + P—4qz

ExeEMrPL UM

Sit propofita hec frad: i %5 :
: p p. : a aPup&Io(I_z),(I_*_u),ex Cl=
jus denominatoris Facore cubico (1 —z)® oriantur h fractio-

nes partiales : = =+ B c

G o Erit er-

80 M —=z2z & §== 1+ zz; unde fit primum A=I—flf—z—z

pofito
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pofito 1 — z==o0 feu z==1; ex quo prodit z1—~f. Jam
M—A48 Lz —rt 1

: e SR Terip T = % 2
ponatur T' = i 5

EsiaAl] _~_‘
——-*-— > pofito % == r, ita utfit

142
= — L. Ponatur porro V= el BT
o I=r2 I—3

.._..;"_z

I? z; unde oritur B —

Cl‘lt

V —_'%Z—*"’,z‘zz
| e ——

==—--I— 2; unde ficr C— TV‘_—_

T2 2 It+2z

. I 0 .
pofito 2 =1, itaut fit C—=——. Quo circa frattiones

partiales ex denominatoris Factore (1 ~— 2 )" ortz erunt
g 1 1
a(1—=z)r  20—z"  4(1—z)
45. 8 Funitionis fraite —II-ZI/[—— denominator N Factorem habeat
A

('p — qu )n; Sfradtiones partiales hinc orte =
- (p—qz)
Bn_ i —— Zﬁqm'mi
(p—q2) (p—qz) 5

modo invenientur.

Ponatur denominator N=(p—g2)" 2, atque , ratioci-
nium ut ante inftituendo , reperietur uc fequitnr:

Primo A=— —IE, pofito z=—z-. Ponatur P .—_—1‘?[:52
Secundo B — — , pofito z== ‘5“ Ponatur Q =§:1;f
Tertio € = g, poﬁtoz:—’;—. Ponatur R — Ig:—-gi
ke 0 cipis R I
Quarto D = — = pofito z— T Ponatur S——p —
Quinto E— —-, pofito z= %. &c.
Hoc ergo modo fi definiantur finguli numeratores conftan-
tes

FUEN.G 104N HOLE G ’ 33

tes . A, B, C, D, . invenientur omnes fradtiones partiales, Ca . IL

quz ex denominatoris N.Fa&ore (p— g9z )" nafcuntur.

B X EUNGPE UM,

Sit propofita ifta Functio fraGa TS +_:’° . ¢x cujus deno-
minatoris Fatore 2 nafcantur hz fméhones partxalesif- -+ : %

+ -;,- 4~ —z—.'+~ 2-. Ad quarum numeratores conftantes inve-

niendos , erit M — 1 + 2z ‘atqu‘é =1 4 2 ; &
-‘Z— ==o0, Sequens ergo calculus heator.
; ; 2o 1
anum eﬂ:A_.—Z-: I+ a,Pof'[o,z,___,o,e]’g'(),zl—l.
M—AZ — % —3?
K4 s

P B A :
cundo B == =T bofito s==0; ergo B=o.

Ponatur P— = z— z z, Eritque fe-

Pe=—"R¥ 2z — .
Ponatur Q= ——= ==2"2% — 1 & eritque ter-
2
4 v I—z
tio C— %:m;—, pofito z=o: crgo C=1.
il v slviie S AUAEAEAL |
PonaturR:—_Q————Z EZrsd A - R0 el 2 giand
: — R —r—a2z s
erit quarto D = 7 po(‘to Z==0; €X quo
fit D——1.
5 — el 1.3 : 3
 Ponatur § ==& = =it z:"‘z = —z42z; erit
quinto E__.—-':-_-—-%zf, pofito 2 == o ; undefit E=—o,

on circa fmé’cxones partxalcs quzef te crunt he:
s + + a + =

- Euleri Insroduét. in dnal,infin. parv, E 46. Que-

&

b
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46, Qunacungue’ ergo propofira fuerie. Funidio rationalis  frads
M G FOcft s ;
X+ 4 SR modo in partes refolvetnrs atque in formam [im-
pliciffimarm tranfmutabitur. . /

Querantur denominatoris N omnes Fatores fimplices five
reales five imaginariis quorum qui fibi pares non habeant, {eor-
fim traGtentur & ex unoquoque per §. 41, fractio partialis erua-
tur. Quod fiidem Factor fimplex bis vel pluries occurrat, ii
conjunétim {umartut atque ex corum producto , quod erit po-

teftas forma (p—g2) ", querantur fraltiones partiales con-
venientes per §. 45, Hocque modo cum ex fingulis Factori-
ribus fimplicibus denominatoris erute fuerint frationes partia-
les, tum harum omnium aggregitum quabitur Functioni propofita

M . 3 . P . . . . s
2 nifi fuerit fpurias fi enim fuerit fpuria, pars integra in-
fuper extrahi atque ad iftas frattiones partiales inventas adjici
S B e =M i

debebit, quo prodeat valor Fun&ionis . in forma fimpliciflima

expreflus. Perinde autem eft five fractiones partiales ante exs
trationem partis integre , five poft quarantur. Exdem enim
ex fingulis denominatoris N Fattoribus prodeunt fractiones pat-
tiales, five adhibeatur ipfe numerator M, five idem quocun-
que denominatoris N multiplo vel auctus vel minutus; id quod
regulas datas contemplanti facile patebir. %

ExeEMPLUM

‘ Queratur valor Fun&ionis L S L o=dp fdmﬁé
: 2 (1 ——2) (143)
fimplicifima expreffus. Sumatur primum Fattor denominatoris
folitarius 1 4=, qui dat-gi-——=~—- et M= 1& 2=
2} — 2 z* 4 2°, Hinc ad frattionem l—i—z— inveniendam, erit

1 : i :
-, pofito &#==~— 1; ideoque fit 4 ==

A= —ee—
2l 22542

s

@

FUNC PR b WD 3 WNAT 30 3¢

: 1 5 : . s
gl atque ex Factore 1 4+ = oritur hec fradio partialis Cap. IL

e R €
pED Y Jam fumatur Fa&or quadratus (1—z)* qui dat

Bt Aty : :

i M=1, & Z =z’ 4 z*; pofitis ergo fraGtioni-

bus partialibus hinc ortis Gt -+ s, e A =
I

S A i mas jed ai M g

& =T = —
2 £ 258 = e I—2z
Sl i

== = I s

: e =1 +z+zz+—2- z’; eritque B==

P 1+2+224 —;—- 22

7: 2:3-1-2.4’ - 3 Poﬁto Zi= 15 Qrgo B =

L & fraGiones partiales quefitx

S

I i
2G—= T Ia—9'
Denique tertius Fator cubicus z* dat £~ == o; M —1 ; &

7 1 ——Bz —-z;—}— z'.  Pofitis ergcg fra&tionibus partialibus
his = + -y - i erit primum. A:%:-———I—
1 —2—2242%

pofito = = o; ergo A == 1. Ponatur P==2#—2 -, .

: P
& ~—zz, et Be== —-, pofito 2==o0; ergo B==1. Pona-: -

Sp £ IR E :
tur Q = ——— T=a =g et ,C»:"Z:POﬁtOz:-‘:o;

ergo € = 2. Hancobrem Fun&io propofita Z‘(Ilz—_—)’_(_—ﬁ
=)k

in_hanc formam refolvitur —,; 4 2 B2 LANE L)
i 0 relofvitte. o5 T R s i e
iy g nulla enim pars integra infuper acce- .

dit, quia fradtio propofita non eft fpuria.

. E s CAPUT
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Sl e EG
De transformatione Functionum per [ubflitutionem.

6. @ Si fuerit y Functio quecungue ipfins 7, atque 7 definiatur
4 a0 . 7 7 i,

per movam variabilem X, tum quogue y per x definiri poteris.

Cum ergo antea y fuiffet Functio ipfius 2, nunc nova quan-

titas variabilis » inducitur , per quam utraque priorum y & z
: ; . 1—23% I—

definiatur. Sic, fi fuerit y=— >, >°, atque ponatur z—

2 s fsra Sr IR L i +x

]
hoc valore loco = fubftituto , erit y = —22_ |
1= xx
ergo pro x valore quocunque determinato , ex eo reperien-
tur valores determinati pro z & y, ficque invenitur valor
ipfius y refpondens illi valori ipfius & qui fimul prodiic.  Uti fi
fit x== -;—, fiet z==—, & y==-%; reperitur autem quoque

31 5
o . . I
= cul expreflioni y @quatur , ponatur z=——-

Sumpto

y =—§"— , fiin :

Adhibetur autem hac nove variabilis introductio ad duplicem
finem : vel enim hoc modo irrationalitas, qua expreflio ipfius
yper z data laborat, tollitur; vel quando ob quationem al-
tioris gradus, qua relatio inter y & 2 exprimitur, non licet Fun-
¢tionem explicitam ipfius z ipfi y 2qualem exhibere, nova va-
riabilis x introducitur ; ex qua utraque y & 2 commode definiri
queat : unde infignis fubftitutionum ufuis jam fatis elucet, ex
fequentibus vero-multo clarius perfpicietur.

47. 8i fuerit y == /(a~+bz); nova variabilis x per guam
utrague 7. &y ravionaliter exprimatur, fequenti modo invenietur.

Quoniam tam z quam y debet efle Fundtio rationalis ipfius »;
perfpicuum eft hoc obtineri {i ponatur v/(# 4 bz)==6x : Fict

enim pfimo y==bx; & 4 4 ba==tbxx; hincque z:bxx«--—g-f
Quocirca utraque quantitas y & =z per Funétionem rationalem
ipfius x exprimitur 5 {cilicet cum fit y ==vy/(4+6z) flat z==bxx

— = erit y==4
= 3 Erl l}’-—’- Xe 48. S‘»

b
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i m:n X i
48. 8i fuerit y=(a+4bz) ' ; nova varidbilis x, per quam
tam y quam L rationaliter exprimatur 5 fic reperictur.
n mim e :
Ponatur y==x , fietque (2«4 42z) ~===x ideoque
7
1 1:72 7 X .=—u .
(a4b6z)  =x:ergoatbz—x &z:-_—_b e
ergo utraque quantitas y & z rationaliter per x definictur, ope
7
aye . s . Xym=—a
fcilicet fubftitutionis 2 = —
vis igitur neque y per z, neque viciffim z per y rationaliter
exprimi poffit; tamen utraque reddita eft Funétio rationalis no-
v& quantitatis variabilis » per fubftitutionem introduéta , fcopo
fubftitutionis omnino convenienter.
m:n
: ; a-+bz
. werit Y= (+——
A sl

riabilis X per quam uiraque y ¢& 7 vationaliter exprimatur.

. . L . .
Manifeftum primo eft fi ponatur y=x , quafito fatisfieri ;

> quz prabet y=x" +Quam-

5 Fequiritur nova quantitas va-

min
2 5 ad4bz i at bz 3
erit enim (= == rideoque =T ¥ ex qua
(f+gz) 3 q f- +g2- 2 q
= ;
zquatione elicitur z=="— fx que fubftitutio prebety==x""

gx —b
: : A . ,a+ Gy ”__ ailipy N
Hinc quoque intelligitur fi fuerit (7 £ 54 == o e

tam y quam z rationaliter per x exprefium iri, i utraque formula

Y n b3
ponatur = x™*"%; reperietur enim y==2"2"& z=— 'i’——ix- :
M —¢ gx—b
qui cafus nil habent difficultatis.

so. 8 fuerit y=+/ ((a+bz)(c+ dz)); fubflitutio idonea

invenietur 5 qua 'y ¢z rationaliter exprimuntur hoc modo.
Ponatur v/ ((a~+6z)(c+ dz)) = (a+ b2)x, facile enim
perfpicitur hinc valorem rationalem pro z efle proditurum ;
quia valor ipfius z per equationem fimplicem determinatur. Erit
3 ergo

Car.IIlL
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Liz. L ergo ¢4 dz:(a—&-éz)’f{x, hincque z—-. b;:_f_\j Quare
porto fiet 4 S Ib’fx——-___—d—j; & obyﬁ—:- V((a+62) (e +dz))
== (a+bz) x habebitur y = (—Iﬁlz—c;c_—__a:é)———x Funéio ergo

irrationalis y =/ ((¢+ &% ) (¢ 4 d = )) ad rationalitatem per-
C—axx
bxx —
g= L eDx sic, f fuerity = \/(44——-~~) Ve
(#—=z)); obb=-+41; ¢c=—=4a, d= —1, ponatur z =
aI_—l—- 2, eritque y = —
fignum \/ habuerit duos Fa&ores fimplices reales , hoc modo
reduétio ad rationalitatem abfolvetur; fin autem Factores bini
fimplices fuerint imaginarii, fequenti modo uri preftabit.

s1. 8it y=v (p-qz-rzz); arque requiritur [abflitutio
idonea pro z facienda, ut wvalor ipfius 'y fiat rasionalis.

Pluribus modis hoc fieri poteft, prout p & ¢ fuerint quan-
titates vel affirmuive vel negative. Sit primo p quantitas
affimativa, ac ponatur 2« pro p; etiam{i enim p non fit qua-
dratum, tamen irrationalitas quantitatum conftantium prafens
negotium non turbat,  Sit igitur

L y:\/(mz—kbz—i— ¢zz ); ac ponatur v/ (aa 4+ bz 4 czz)
—a 4+ xz; erit b 4 cx=—2ax + xxz; unde fit z =
b——28%, yim vero erit J==ad-xz== M__._ s ubi 2z &
X — ¢C XX —

y funt Fun&iones rationales ipfius x. Sit jam

Il. y=y/(aazz + bz+¢); ac ponatur V(n¢~z+éz+c)

X c
=—aztx; erxtéz-«i—c:zaxz.-{-xx,&z::bx e Tum

ducitur ope fubftitutionis = == , quippe que dabit

. Quoties ergo quantitas poft

— a¢ 4 bx —— axx
b — 2ax '

IIT. Si fuerint p & 7 quanrltatcs negativa; tum , nifi fit
99> 427, valor ipfius y femper erit imaginarius. Quod fi au-
tem filerit 793> 475 expreflio p4- g3 4723 in duos F'tc“tiprles
refolvi

autem fit y =4z fx=

PP RS § 0L T T 0N B, -39

refolvi potetit, qui cafus ad §. praeced. reducitur. Saapenume- CarllL

ro autem commodius ad hanc formam reducitur, y = Vv (4«
4+ (b+cz)(d+ez)); pro qua ad rationalicatem perdu-
cenda ponatur y ==« 4+ (b+c3) x, eritque d 4 ez == 24%

Fbxx—+ cxxz; unde ﬁtz e dm—nax —bxx

)&J':

cox—e
-——-ae—}-(cd-——be)x-—-‘ acxx
cxXo— e

poteft reductio ad hanc formam, y =/ (eszz 3~ (6 +c2)

Interdum conimodius fieri

(d+e2z)). Tum ponatur y=—s 24 (b4ca)x;eritdtez |

—saxz + bxxtcxxr &z :———-b—u , atque
: ! T e — 2ax —— XX
_ —ad=(be——cd) x ~— abxx
P sy 62 ax ——CXX >

ExXEMPLUM

Si habeatur ifta ipfius 2 Funéio irrationalis y==v/( T 1433
—23); quz cum reduci queat ad hanc formam y = v/(1—2
+33—23) =y (1—(1—2) (2 — 2 )); ponatur y==

1—(1—z)x, er1t~2+znﬁ—zv+xv~—xxa&
2 —2x = xx _ R g o e

sEREA Deinde- efti1” =t &

1——1-—(1———z)x._»ix_xx. Atque hi funt fere

It xx
‘cafus, quos Algebra indeterminata, feu methodus pr/m;ztm,
fuppeditat 5 neque alios cafus in his trattatis non comprehen-
fos per {ubftitutionem rationalem ad rationalitatem reducere lis
cet. Quocirca ad alterum fubﬁxtutmms ufum monftrandum
progredior.

52. 8i y ejufmodi fueris Fﬂué}’m zlbf ws 7 1t i f tay” +bz +cy

2° =0, invenire novam variabilem X , per quam valores 117/2_
rum y &z explicite affignari quetm‘ :
Quoniam refolutio a:qmtxonum generalis non h'lbetur, ex

v J‘

@quatione propofita 4 y* +lzz, + ¢y ==o0 neque y per

z neque
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L1z L zneque viciffim z per y exhiberi poteft. Quo igitar huic incom-
«in

. m.n .
- modo remedium afferatur ; ponatur y==x" &, eritque 4%

27 ézc SERY N s z”"*’é‘ ==o. Determinetur nunc ex-
ponens # ita ut ex hac @quatione valor ipfius = definiri queat:
quod tribus modis preftari poteft.

L Sit en==¢; ideoque » — £ erit, ®quatione per
@

36 divifa, 2 x® 4 6 4 cx?™ z"”_c'*.‘-"“ =— o; unde
i I
X @t ——— 5
orimrz.—:(—;—_L___’i‘)yn—G-}* 4, five
cx')/ﬂl 3

@

Pl ('_:ﬂ‘b)gﬂ'—wc+aa’ &
o 57 ]

6

ye=x (e by Gyt e,

i cx?™ '

e—#

IL Sit6=yn 4 dfeu » — ; erit, zquatione per

" (A 8 R .
zcdwlfa,ax"" 22" G+é + cx?” — o; unde oritur

7
B==( —b—cx” )am — ( '_5_59“57 ) Ao ad — Cy s
ax*™ ax®"
o nieCrend
atque y == TV (-__._b_:_‘.‘x__ ) aC—ud T
: L

IIL Sit an =g+, feu 2= Q_J__y; erit, quatione

2 e 1 A
per e divifa, 4 x4 0<° — P 0™ —0; nade otitur

( . ax“m—-ucym)c-—"‘n e

& ==

B RS VB S A T D5 OMREI 15 - 5o 4

i Y e MO
om0 S A — —
e )ac Cy a,J; atque
3
i i
j xm ("—axﬁb..:cx?’m) '“G cy ,d/J", 5

Tribus igitur diverfis modis erute funt Fun&iones ipfius x;
quz ipfis z & yfunt @quales, Praterea vero pro m numerum
pro lubitu fubftituere licet cyphra excepta ; ficque formule ad
commodiflimam - expreflionem reduci poterunt.

ExeEMPLUM

: Exprimatur natura Functionis y per hanc =quationem y?+2*
— f)2= o; atque quarantur Funtiones. ipfius x ipfis y & z
zquales.  Erit CIBO 4. == —= 0 W — —lac—n o ay
y=1; & & =—1. Hinc primus modus dabit, pofito m=—1 ,
x} 1 TR 3 = :
pe=l S e AL a0
) ¥ ( i) allvER e &
) = e quaum expreffionum utraque adeo eft ratio-
nalis. ' et
Secundus modus vero dabit hos valores :
{4 253

z:(ci?__"rx) ,&J:x(cx;l) he

s
e B i —o it
z —vlem—r )Ry == —V(cx—1)%
Tertius modus ira rem expediet ut fic

2= (cx —-x*)x;, &y = x(cx% —x )‘-‘3.

53. Hinc a pofferiori intelligitnr cujufmodi aquationes , quibus
valor FuniFionis Y per z determinatur , hoc modo novaws vayidbi-
lem X imtroducendy refolvi gueant,

Ponamus enim refolutione jam ‘inftituta prodiiffe has deter-
Euleri Introduct. in Anal, infn. parv. ~ F mina-

i ApIIL
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g ax¢'+bxc+cxy+ &e. Ao
minationes & == ( : )
A4 BaA4 x4 &
ax® 4 Irocc +cxy+ &e. )q:ri

A= B 4 Cx’ &

satque y=w

eritque y? =« 27 ; & hine

£ € V
x=yz_ P, Cum igicur fit <7 =% 3
loco x ejus valorem y = 2'F fubftiruamus ; prodibit ifta -
. ompr ay® z—“q"l’-{—byg z"c?"j’-tcyyz-yw—{— &e. :
By A+ By 2 # . Cy? 27" 1P g &

qua reducitur ad hanc A"? 4 Byt Z(r_-“Q)'?igcy.,
Bl e R e L ByC e S92

4oy s Y12 4 &, qua multiplicara per 2172 tranﬁt;'%t.
inhanc: A=%417)? | gr Jflaa——watr)p £07 o (gt
e +éycz(aq—-ﬁq):p+,yv z(vzq-—'ya):z’_*_&g
Pongrur 2417 ), 6299—C0 ) . "fet p—a—C;
g=—n,&r=—am—Em— an; arque nafcetur iﬁa\ xquatio :
Az B_y“ z.m_“m(“_n'a)—}— Cyv .zm_—m(a‘—’e)-}-&c.—-__.-
d}“-}-fb]: % ry'y z(w—_ y)n:ila—8) + &c. que
propterea ita refolvetur ut fit = i :
i 4 b S o oY Gl yeR— &
A4 Be Ox? - &e. ’

ox® + b5 do? o 8oy T Cn—ar

A4 BxPox’ 4= &ec.

y=x(

s ) o BT
Vel ponatu‘r“q;'r=m, &"ii——}ff«—— =7, eIt =0

——1

-

PER SUBSTITUTIONE.LM 43

o Mi &_{1_

7 w5igy S
fitp=ps g=—=m —0; &re—ewum—am4 an; atque
hac @quatio refultabit : ;
AT Bj’"' 2" +Cyv' z'um—y(m—-n):#—}_-&C.:d]d'
+éyc 2(a——C)(m—n):p + cy? z(«z—'ﬂ'(m——n):vu
+ &c. que ita refolvetur ut fit :

; »"
z=(4x“+bxc+cx7 - &c.),u HE = o 1 = &
A+ B - Cn' 4 &
071

ax"‘+bx’3+m7+&c.)m-

A4 Bx* 4 Cox ' - &e. % ;

54- 8iy ita pendear @ z ur fit ayy +byz 4+ czz + dy
+ ez ==o, fequensi modo tam Y q#am Zrationaliter per novam
variabilem x exprimetur. = '

Ponatur y — xz, erit divifione pet z facta :

#¥%% 4 bxz + cz+ dx 4 ¢ =0, cx qua reperitur
~TrdRe g e e
axw b b B o ST axx +bx 4= ¢

t vero ad formam propofitam reduci poteft hzc zquatio
inter] & z: ayy + by z4- c2z+dy + ez 4+ f=— o dimi-
nuendo vel augendo utramque variabilem certa -quadam quan-
titate conftante , unde & hac @quatio per novam variabilem
% rationaliter explicari poteft. ‘

§5. 8iy ita pendeat 2.z, ut firay’ +by zcyz® +dz>
teyy +fyz 4 gz2 == o5 fequenti modo tam y guam z
rationaliter per movam variabilem x exprimi poterif,

Ponatur y == x 2, & fada fubftitutione tora xquatio per zz
dividi poterit ; prodibit autem sx* = Fbxxnz 4 cxz 4 dz

= : = o — flo—g
Fexx + fx 4 g =o0. Unde oritur z"—nx'+bpcx+vx+d

) =x(

(A ——]

e’ fix oy

X qUO erit y=— e

3 Ex

] pinteolitint engps S
=" atque Zoe=pt Ll il (681
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44 DE TRANSFORMATIONE FUNCTIONUM

Ex his cafibus facile intelligitur quemadmodum zquationes
altiorum graduum , quibus y per = definitur, comparata efle de-
beant , ut hujufmodi refolutio locum habere queat. Ceterum
hi cafus in fuperioribus formulis §. 53. continentur: at, quia
formulz generales: non tam facile ad " hujufmodi cafus fepius
occurrentes. accommodantur , vifum eft horum. aliquos feorfim
evolvere. -

56. Siy ita pendeat 4 z u}ﬁi ayy + byz + crz=d

hoc mods utrague quantitas’y & T per novam variabilem X expri-

HELHT .

Ponatur y== %z, eritque (axx-+bx+c)zz=d,ideoque
s=y axx - bx = ¢ - axx == bx 4= ¢

Simili modo {i fuerit, #)’-+4y*z + g9z* + Az’ ==ey +- [z
polito y== xz, tota quatio per & divifa dabit (ax’ + bxx

+ ox --d) 22/ ==ex + f; unde oritur z =y W—ij;:»#—::i{c—x'i'd H
ex—f

&y=—=1xy e o e Hi autem: cafus aliique

fimiles refolutiones admittentes comprehenduntur in. fequente
paragrapho.

&y::x\/

Mg

57, SiY ita pendeat a'z ut fit aym—}-bym‘_"I z-cy el
+dym-——3 2 o &c, — “yn +Gyn-—-—— I . +yyn—'zz,,‘:
+ ynf—_a_z’ + &c. Sequenti modo tam 2 quam 'y commode per
novam wvariabilem % exprimetur. )

Sit y==xz, atque fada fubftitutione tota wxquatio- dividi
poterit per 2", fiquidem exponens # fit major quam#; eritque

1 8 xm-——z_i_ &e. ) LN i

(a.x_,m‘+ 5xm—f S
+6" ! 4 94”7 % 4 &c. unde obtinebitur

z.—_::

i

PYECRS B i T T UL OV N E AL 45
o ( axn +Cxu_1+yxn_.z+opxﬂ_;+&c. )I:(m——n) 5
ax” -+ bRl 4 cxm—_z-i— e =+ &c.
(ST T N T e T
e i P77 M—2 H—3 J '
ax ==bx =+ cx o} dx -} &c.

Hzc fcilicet refolutio locum habet , fi in @quatione naturam
Functionis y per z exprimente , duplex tantum ubique occurtit
dimenfionum ab y & 2 fumptarum numerus ; uti in cafu trac-
tato in fingulis terminis numerus dimenfionum vel eft m vel 7.

58. i in aguatione inter y & 7z triplicis gemeris dimenfiones
occhrrant ., quarnm [wmma tantum fuperet mediam , guantum hec
media infimans , ope refolutionss wquationis quadrate variabiles y &
z per novam X exprimi porerunt.

Si enim ponatur y =— x z, divifione per minimam ipfius =
poteftatem faéta, valor ipfius = per ¥, ope extractionis radi-
cis quadratz exhibebitur, id quod ex fequentibus exemplis
erit manifeftum.

Exegmrrum L

Sit 4y’ by z + cprz+de’ = 2ep9+ 255+ 2022+ by +iz;
ac ponatur y = xz: erit, divifione per z facta, (2x’+bxx
+ex+d) 2z =2 (exx+fx-+g)z+hx+i; ex qua few
quens ipfius z obtinebitur valor :

o et fio g v v ((exx o fiorbrg ) (ax® fbaoet ext-d)(heti))
_—_ ax®*+bxxtcxtd | 3 i
quo invento erit y =—=xz.

Exime2Lr oM. 1L

Sit 9 == 242°+ by +c2; ac, pofitoy = ¥z, erit X’ 2*=—=242%

¥ . 7 D6 5
+bx +¢; ex qua reperitur 2z == ~=— (“"t‘l’x +o?). g

il o/ Ca—se/ (aa=4-bx®—ex? ) V(a—/ (na-olc-bx Sfcxt))
T P x Ve .

o

E 3 EXEM:

Carp.III,




xe. -1

erit z ==

46 DE TRANSFORMATIONE FUNCTION. PER SUBSTITUT,

ExeMmepruwm IIL

Sit 3" ® == 24y2° 4-byz* + cx*, in qua cum dimenfiones fint
10, 7, & 45 ponatur y == xz;atque @quatio per z* divifa abibit
5 2axz’Fbx4c
in hanc: x*° 2°—= 2axz’+bx +cfeuz® — ::-,—_'; ;

ax =%V (aad=bx®+cxt)

unde invenitur iz} —

x
\:‘/(4_4:_}/(“.[:bx’+cx“))5 atque y =

5 ideoque

x
y(a(a “;'b"""”‘)) - Ex quibus exemplis ufus hu-

jufmodi fubftitutionum abunde perfpicitur.

CAPUT 1YV.

De explicatione Functionum per feries infinitas.

59. Um Fun&iones fratte atque irrationales ipfius z non
C in forma integra 44 Bz + C<*+ D=® 4 &c. con-
tinentur , ita ut terminorum numerus fit finitus, queri {olent
hujufmodi exprefliones in infinitum excurrentes, quz valorem
cujufvis Funétionis five fratte five irrationalis exhibeant. Quin
etiam natura Functionum tranfcendentium melius intelligi cen-
fecur, fi per ejulmodi formam, etfi infinitam , exprimantur.
Cum enim natura Functionis integra optime perfpiciatur , fi
fecundum diverfas poteftates ipfius = explicetur, atque adeo ad
formam A 4 Bz + Cz* + Dz + &c. reducatur, ita eadem
forma aptiffima videtur ad reliquarum Fun&ionum omnium
indolem menti reprafentandam ; etiamfi terminorum numerus
fit revera infinitus, Perfpicuum autem eft nullam Fun&ioncm
non integram  ipfius z per numerum hujufmodi terminorum
A+ Bz + Cz* + &c. finitum exponi pofle ; eo ipfo enim
Fun&io

PER SERIES INFINITAS 47

Fun&io foret integras num vero per hujufmodi terminorum fe- Car.IV.

riem infinitam exhiberi poffit, fi quis dubitet, hoc dubium
per ipfam evolutionem cujufque Funionis tolletur, Quo au-
tem hxc explicatio latius pateat, practer poteftates ipfius = ex-
ponentes integros affirmativos habentes , admitti debent pote-
ftates quzecunque.  Sic dubium erit nullum quin omnis Fun&io
ipfius = in hujufmodi expreflionem infinitam tranfmutari poffic ;

Az® + B =6 + C2¥ + D/zdﬂ =+ &c. denotantibus exponen- .
tibus @, €, ¥, & &c. numeros quofcunque.
60. Per divifionem antem._ continuam intelligitur Jrattionem
a et e it N 2 alz abhzl
- refolvi in hanc feriem infuitam — — 22 e
Y + GZ f .ﬁ @ “3 + q“!

aGlz' [ afts? : i :
= Cc. s que s cum quilibet terminus ad fo

. V4 .
quentem habeat rationem conflantem 1 : 6z > vocatur [eries geo-
&
metricd,
Poteft vero quoque hzc feries ita inveniri , ut ipfa initio

a
¢+GZ,M~A R

Cz* 4 D&’ 4- E2* + &c. atque ad ®qualitatem produce’nda%n
quarantur coéfficientes 4, B, C, D, &c. Erit ergo 4=
(«+6z)(A+Bz+ Ci' + Dz* + &c. ), & multiplica-
tione actu peracta fiet -

t=ad + aBz +aC3* 4+ aDz’ 4 aEz* 4+ &c.

+ 64z 4 €Bz2* 4 CCx* + €Da* + &c.
Quamobrem efle debet « ==« A4, ideoque 4= % » &coef-
ficientium uniufcujufque poteftatis ipfius = fumma nihilo aqualis
eft ponenda : unde prodibunt ha zquationes,

@B+ CA4d= o cognito ergo quovis coéfficiente
a C+6B = o facile reperitur fequens; fi enim
aD + €C == o fuerit coéfficiens termini cujufque =P
eE +CD=o0 & fequens = Q etitaQ +6P=0
&ec. five Q:“gf- '
: Cum

pro incognita habeatur : ponatur enim
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Lis L -- : 4 :
Cum igitur terminus primus A fic determinatus = £ ex g
aapom—. a

fequcntes.h‘rterae B, C, D, &c, definiuntur eodem modo,
quo ex divifione funt orti. Ceterum ex infpecione perfpicitur
a

@ +C63

inferie infinita pro

" . n ” .
inventa poteftatis =~ coéfficientem fo-

2

2 asi] )
re === “=—, ubi fignum + locum habet i # fic numerus-

@ g
par, fignum — autem fi # fit numerus impar: feu coéfficiens

a ,—0 *
erit —— " e
oa( a) 5

61. Simili mode epe divifionss continnate hec Fynlio ﬁaé}'d‘

a- bz ; SRR S
P ey e infinitam converti poteff.

Cum autem divifio fit tediofa; neque tam facile naturam
feriei infinite oftendat, commodius erit feriem quafitam fin-
gere :*_abtque modo ante tradito determinare. Sit igitur

atb3
m: A 4 Bz 4 Cz* 4 Dz? + Ez* 4 &ec.
multiplicetur utrinque per & - Gz - ¥ 2z, atque fiet
a+bz—=aAd4 2Bz F-aCz* 4 2Dz} —EaEz" + &c.

+6A4z - EBz* 4 CCz +EDz* + &c.
‘ g + yAz*+ yBzd 49 Ca* + &e.
; Hinc erit e 4 =— 4; « B4 ¢ 4 — & ; unde reperitur

ST Sk 2@ > ; :
= —~&B=—— 2o telique vero litterze ex fequen-

. . . 2
tibus 2quationibus determinabuntur :
aC+CB+y4d=—0o hinc ergo ex binis qui ¢
tinc. quibufque coéffi-
«aD+C6C+ 9y B==0s cientibus contiguis fequens reperi-

eE+CD+9C =0 wr. Sich duo coéfficientes conticui
«aF+CE+yD=—0 fuerintP, Q & fequens R, erit agR

Becs +6Q+yP =0 feu R——5¢—xF

L) . - . &
Cum igitur duz littere prime 4 & B jam fint inventa: fe-
quentes C, D, E, F &c, omues fucceflive ex iis jnvenien-

tur

PER SERITES I'NFINIETAS 49

fur , ficque reperietur Series infinita A + Bz+ Cz’++Dz'+4 &c. Car.1V. »

sl : + & .
Funéioni fra¢te propofite ;;_m—_f:—’;?“aequahs.

EXEMPLUM

Si fuerit propofita haec fradtio :I—z%z , huicque xqualis
fatuatur Series 4 4+ Bz +C2* 4+ D2* + &c. oba=—1;

b—tye—136——— 15y —~——gscitd—1;B=—3;
$um vero erit
C=B+ A quilibet ergo cotfficiens zqualis eft fum-
D=C+ B me duotum pracedentium ; quare fi co-
E =D +C gniti fuerint duo coéfficientes contigui
F—=E+D P&Q, critfequens R= P+ Q.
&c

Cum igitur duo coéfficientes primi 4 & B fint cogniti , fraio
5

1422 . - L GOR R
propoﬁtax——-—-iz-;d in hanc Seriem infinitam tranfmutatur

"
1432 4 42" +72° f112* 4 182° 4 &c., quanullo nego-
tio quoufque libuerit continuari  poteft.

62. Ex his jam fatis intelligitur indoles Serierum infinitarum,
in quas Fun&iones fratz tranfmutantur ; tenent enim ejufmodi
legem , ut quilibet terminus ex aliquot pracedentibus deter-
minari poffit.  Scilicet, fi denominator fractionis propofitz fue-
rit @ 4 Gz, atque Series infinita fratuatur

A+Bz+Cz' 4 ..... 3 +Pz”+Qz"+‘+Rz”+2+Sa”+3 +&c.;

quilibet coéfficiens Q ex pracedente P folo ita definietur ut
fite Q +6P —o. Sin denominator fuerit trinomium « -+ 6z~
vz , quilibet coéfficiens Seriei R ex duobus przcedenti-
bus Q & P ita definietur ut fitaR4+60Q+9P =0 5 fimili
modo {i denominator fuerit quadrinomium , ut @ 4 € 24~ yzz4=
d z* , quilibet coéfficiens feriei § ex tribus antecedentibus
R, Q & P ita determinabitur, ut fit « S+ 6 R+y Q+JP—o,

Euleri Introdudt. in Anal. infin. parv, G ficque




Lln. .

50 DE EXPLICATIONE FUNCTIONUM

ficque de ceteris. In his ergo Seriebus quilibet terminus de-
terminatur ex aliquot antecedentibus fecundum legem quandam
conftantem , qua lex ex denominatore fractionis hanc Seriem
producentis {ponte apparet. Vocari autem he Series 2 Celeb,
MOIVR £0, qui earum naturam maxime eft fcrutatus, fo-
lent recurrentes , propterea quod ad terminos antecedentes eft
recurrendum , fi fequentes inveftigare velimus. e
63. Ad harum porro Serierum formationem requiritur ut de-
nominatoris terminus conftans « non fit ==o : cum enim in-

3 . o e . a . <
ventus fir terminus Seriei primus A== -2, tum is, tum om-
@ bk

nes fequentes fierent infiniti, fi effet @ == 0. Hoc ergo cafu
exclufo ; quem deinceps evolvam , Fun@io fraGa in Seriem in-
finitam recurrentem tranfmutanda , hujufmodi habebit formam
o peha b gt ndi it

-5 ubi primum denomina-

I—az—G2"—y2’ — J2* — &
foris terminum pono = r, huc enim femper fractio reduci
poteft; nifi is fit ==o; reliquos autem denominatoris termi-

nos omnes tanquam negativos contemplor, ut Seriei hinc fors
mat® omnes termini flant affirmativi. © Quod fi enim Series re-
currens hinc orta ponatur 4 4+ Bz Cz* 4 D2’ + Ezt+ &,
coéfficientes ita determinabuntur ut fic

C—aB-CcA + e

D:4C+ ¢B o

E:u.D—}—CC—{—yB +JAt e

_ &ec. : T
Quilibet ergo coéfficiens zqualis eft aggregato ex multiplis ali-
quot pracedentium una.cum numero quodam , quem. nume-
rator prebet.. Nifi autem numerator in infinitum progredia-
tur, hxc additio mox ceffabit, atque quivis terminus fecun.
dum legem conftantem ex aliquot praecedentibus determinabi-
tur. Ne ergo lex progreflionis ufquam turbetur conveniet
i Functio-

PAESRCGSSEYRAINES INFINITAS §I
Funétionem fractam genuinam adhibere : fi enim fra&io fpuria Car.IV.
accipiatur, tum pars integra in ea contenta ad Seriem accedet
arque in illis terminis, quos vel auget vel minuit, legem pro-
greffionis interrumpet.  Exempli gratia hec fradio fpuria

PR . :
:—_}-_j_zz—_i— » prabebit hanc Seriem 1 4 324 422 =+ 62

+ 108" 4 168° 4262° 4 4227 4 &c. ubi a lege, qua quivis
cotfhiciens eft fumma duorum priecedentium , terminus quartus
62° excipitur. ,

64. Peculiarem contemplationem Series recurrentes meren-
tur, fi denominator fra&ionis , unde oriuntur , fuerit poteftas.

Sic, fiiftafra&io Claj‘ : : 5 in Seriem refolvatur, prodit

e+ 2aa, 4+ 3a% . 4 4a’a st sata, o4 &
+ b doab H3atb gl

in qua coéfficiens poteftatis 2” erit (74 1) " 4t 22”4, Eric
tamen hzc Series recurtens , quia quilibet terminus ex duobus
p_r:eccdcntibus determinatur , cujus determinationis lex peripi-
citur ex denominatore evoluto 1 — 2 w24 wwzz  Si pona-
tre==1&z==1, abit Series in ‘progreflionem arithmeticam
ge._neralcm 4+ (244+6) + (324 + 26) + (444 36) + &e.
cujus differentiz  funt conflantes.  Omnis ergo progreflio a-
rithmetica eft Series recurrens : fi enim fit '
A+B+ C+D+ E+ F+ &c. Pprogreffio arithmetica, erit
€=} Poiigpiprs s C—Bi EF—72D -0, &
65. Deinde hac fragio “Frates cb ——‘—I—'——='(I—-—a&z)_'3
(I—az)® ~ = (1—az)?
=14 3224 622> 4 102° 2% - 1y 'z* 4 &c. trans-
mutabitur in hanc Seriem infinitam :

a4 30-"“z - 6ata o4 10t iﬁ':{"a o &e,
T b 3ab it 642 20 e 10athi gt )
o ¢ + 3azc ~+ 6ac

G 2 in ¢



Lis. L in qua poteftas 2 cobfficientem habebit

52 DE EXPLICATIONE FUNCTIONUM

(;z+l)(n2+2) “n‘_ﬁ

n(n-b) s sl o f__”l‘"‘; )# =% . Quod i autem
1. 2 . HATER

ponatur e =1 & 2 =1, Series hac abibit in progreffio-

nem generalem fecundi ordinis , ¢njus differentiz {ecundae funt

conftantes. Defignet 4 4+ B+ C+ D + E + &c. hujul

‘

modi progreffionem , erit ea fimul Series recurrens, cujus qui-.

libet terminus ex tribus antecedentibus ita determinatur ut fit

D=—3C—;3B+4; E=3D—3C+B; F—=3E—3D+C&c.

Cum igitur terminorum in progreffione arithmetica proceden-
tium fecunde differentiz quoque fint @quales, nempe == o,
hac proprietas ' quoque ad progreffiones arithmeticas exten-
ditur.

S5 B oo hee Rasio-Acbbachicz Bde G

(1— az)* Sk
Scriem infinitam , in qua poteftas ipfilus z quacunque 7
hunc habebit coéﬁicicntem("‘l*' 1)) (i3 ) 8 sl

2. 3
Jn(n=1) S s

1z£ﬂ+l)(ﬂ+2)m"_15+.(_’i‘:_l—3 2‘.+,
) 95 2. 8

o2
(n—2

1("_“’)” &3 4 pofito ergo a=1 & z=1
X, L

hec Series in fe compleétetur omnes progreffiones algebraicas
tertii ordinis, quarum differentix tertiz funt conftantes ; ‘-omnes
ergo hujus ordinis progrefliones, cujufmodi fit 4+ B+ C4- D
+ E + F+ &c. erunt fimul recurrentes ex denominatore 1— 44
J 622 — 42 +2* ortz; unde erit E=4 D— ¢C+
4B— A5 F= 4E— 6D +4C— B &c., quz proprietas
fimul in omnes progreffiones inferiorum ordinum competit,

67. Hoc modo oftendentur omnes progrefliones algebraicas
cujuscunque ordinis , qua tandem ad differentias conftantes
deducunt, cefle Series recurrentes, .quarum lex definiatur ex de-

; S =TT . - 5
pominatore ( 1—=—2%) , exiftente # numero majore quam- is 5

qui ordinem progreflionis indicar, Cum igitur & A (at-b) "
: (at2b)

PER ' SERIES I'NFINITUS 53

Ca+26)" +(a+36)" 4 &c. exhibeat progreflio- CarIV.

nem otdinis 75 erit ob naturam Serierum recurrentium

1 B—

m m #i
o= —Z(atb) 4 202D

. zr) (a+26)

n(# e 1) (1=

DO gy b

-’If- (a+(n—1)8)" E(atnb)"s ubi figna fuperiora valent

{i » fit numerus par , inferiora autem fi # fit numerus impar.
Hzc ergo quatio femper cft vera fi fuerit » numerus integer
major quam . Hinc ergo intelligitur quam late pateat doc-
trina de Seriebus recurrentibus.

68. Si denominator fuerit poteftas non binomii fed multinomii,
natura Seriei quoquealio modo explicari poteft. Sit nempe haxc
frattio ! - — pto~

(I—az—C2* 2z —= 2% = &, )m+ =
pofita, erit Series infinita hinc nata -
3 +(m;[—l) i +(;:¢+1 X rz+2 Jo +(rrt+r)(m+2)(m+3) 2

(m=1) Gz,"
ECT N

&

e
(mt1) (mt2) Pl

+ +——- I‘———-———’2 2282 +&CQ

o C_m_-:-__l_) 5

Ad naturam hujus Seriei penitius infpiciendam , exponatur hae

Series per litteras generales hoc modo =

14+Az+B 2%+ Cz? ot Kz “_3+Lz.hz + M=z 1:--1+

Nz%pr&ec, ac quilibet coéﬂiéiens N ex tot procedentibus,

quot funt littere .G 9. &c. ita determinabitur uc fit: N

L mtn o 2mtn o, 3MFn amtn gy :

= a M- - ¢L e 7K+-——n &I+ &c.

que lex continvationis etfi non eft conftans , fed ab exponen-
te poteftatis = pendet, tamen: eidem’ Seriei alia convenit lex
progreffionis conftans, quam denominator evolutus prabet, na=

1 3 turte




54 DE EXPLICATIONE FUNCTIONUM PER SERIESCINFEINTTUTS 5%
Lis. 1 tur® Serierum recurrentium confentaneam. lila vero lex non : i ke e i )

oy e ARy

conftans tantum locum habet i numerator factionis fuerit Unis e — 1 1 -{: ot - 61+ac——~& xx
tas feu quantitas conftans ; fi enim quoque aliquot potefiates X, T W +' R A e l;nde
ipfius = contineret, tum illa lex multo magis fierct complicata, et y—-—% & oxt — :‘ +xtslndt g o3 “‘2 587+
id quod poft tradita calculi differendialis principia facilius pas &c. - Vel ponatur =z e Gl I—Tx;x ;un-
tebit. ~ ; o ;
5 ; ‘ . : S=— 02— IoX—j42xx— 178 x> — X" — &¢.
<69. Quoniam hatenus pofuimus primum denominatotis tere. de fit y : 4 17 LY &c

minum conftantem non efle =— o, ejufque loco unitatem col-
locavimus ; . nunc videamus cujufmodi Series otiantur, fi in
denominatore terminus conftans evanefear. * His cafibus ergo
Funétio frata hujulmodi formam habebit

a4+ b2 4 czz-+ e

iy —F =5, convertatur ergo, neele@o deno-
2 (I—az2—GC 22— &5¢. ) B0y LS

minatotis Fattore z, reliqua fraé‘tio;’ s A K o 1 in Se~

—az— G2° — &5,
riem recurrentem 4 4+ B z 4 Cz* + D 2} 4 &c. atque
. o atbztczz4 €. e i
manifeftum eft forc. M=) — 5 T B+Cz

+ D2* 4 E%’ + &c. Simili modo erie -2 24¢2° + &o.

25 (0 — az — 62" — &)

g ﬁ +?B +C+ Do+ Ex? + &c., atque generatim erit

a == bz c2* - &e. A By G
m A > + p A == ‘Tnﬁ + ) + m— +
z  (1=—a2—(z*——q2°— &) 2 2 2m ;

D L ; -
——; T &e. quicunque numerus fuerit exponens .
z

70- Quoniam per fubftitutionem loco 2 alia variabilis  in
Functionem fraam introduci, hocque pacto Functio fra&a quz-
vis in innumerabiles formas diverfas tranfmutari poteft; hoc
modo eadem Funétio frada infinitis modis per Series recurren-

tes explicari poterit, _Sit fcilicer propofita hazc fraftio y ==
Iz .

——— & per it = :

et Ser emrecurrentem y 1o 5

327 52 o 82t 4 &, ponatur = = —;- erit 9

==

“cujufmodi Series recurrentes pro y innumerabiles inveniripoiTunt.

71. Funtiones irrationales ex hoc theoremate univerfali
mn

in Series infinitas transformari folent , quod fit (P + 0 );

=P7+’%P nQ+_Z%"__’Q_P P Q+

n——~1n
b 3 = . .
P - QP - &c. : hi enim

« . . . W » o e e
termini , nifi fuerit - numerus integer affirmativus > Ininfini~

m(m——=n) (m——2n)
. 2 #. 3n

tum excurrunt.  Sic erit pro m & # numeros definitos forie
bendo. >

L5 & —t —3
(P+Q) =F + Lp 'Q—‘;_'—;P Q +
1..1.3' __'25:‘;_
2-4--5P Q) — &c.

Gl e S pois
b0 st g B Qb B 0
L3N g 4
2.4.6P L + &e.

L L4 — Sy
(Eoie Bt bo i p o

1 8
1. 2.4 i ¥ '__ :
3.6.19 R Q" ,&C
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<6 DE EXPLICATIONE FUNCTIONUM
IR B ——rh e Lo
@+Qy =BT ==F Folgm g
fo

1.4.7 P_T Qi + &c.

3.6.9

= = =t —f
(P+Q) = P’+—:—P o 1 G
2.1. 4 sl :
3.6.9 P 4 Qi ——-&Cl

&e.
2. Hujufmodi ergo Serierum termini ira progrediuntur ut

quilibet exantecedente formari poffit: fit enim Seriei, qua ex
m mo— ko

i k
(P + Q) * nafcitur , terminus quilibet = M P *  Q

m—C(kt1)n Fa:
% m — kn R e
erit fequens = =T MPR Q . Notan-
dum autem eft in quovis termino fequente exponentem ipfius
Punitate decrefcere , contra vero exponentem ipfius Q unitate

crefcere.  Quo autem hxc facilius ad quemvis cafum accom-
i

modentur , forma generalis ( P + Q)7 ita exponi poteft
b n m

P (1+ —Ql-;); : evoluta enim formula ( 1 -+ T? )_7 Serieque

m

refultante per P* multiplicata, prodibit ipfa Series ante data.

Tum vero fi » non folum numeros integros denotet, fed

ctian fra&os, pro  tuto unitas collocari poterit. Quibus fac-
tis, fi pro —%, que eft Functio ipfius z, ponatur Z, habebitur

(1+2 )m o +_ﬂli o m(m—1) 7t 4 w (m——x)(m:-z) VA

I. 2 Xoie 3
o &c. Ad fequentes progreffionum leges autem obfervandas
conveniet hanc formule generalis in Seriem converfionem n{(%-
tafle

S (m=—1) (m—2) (m—3)

==1

CPERSERIESADNEDN LTS o

B e v(;i_f——f: 1) b 42 )iy ;—IX”' gy, CarIv.
(1) (m=—2) (m==3) s, 1 4 SRS
(el g

73. Sit igitur pr;_mum( Z = « z, eritque (14az)
£ i 1 G gy Y e gy ATy OF I D TG
=14 > @ z -+ 1 3 a?in®

pr 8

= - : @’ z* 4 &c. Scribatur pro hac
Serie ifta forma generalis b g e o

1+ A+ Be' +C& i, + M £ No - e,
atque quilibet coéfficiens N ex pracedente M ita determinas
bitur ut fit N xt-”T_E @ MSIC, Pbﬁtén;—: 1, cum fic

I=——=1, erit N: A="""

M___,:A__:'m-—l
I

('7;~I) (=522 a* ; fimilique modo porro C="""24B
: - 3

BT (m—-}) (n%—z) (m=—3)" . . wetnin
= . «*’, uti Series ante inventa

2 3
declarat.

T i
- a; tum falto z=—=2, ob

o&,erit N=B— G a M =—
2

. 3 . . 125 Svrn 1
74. Sit Z=—az+Czz,eritque (14 az+ECzz) :
2 (m%l) (a z'+Gzz)'+'%:I)—%:'—2-) (az+6xz)* 4 &c.
Quod fi ergo termini fecundum poteftates ipfius'z difponantur

Hi1 s §

it (14 az+E622) = ;
T+ (_:(z;-L)%+ (_fgf_—fQ(_r;tﬁQ u.,zs_{_(m-lr)(mz /,:_3) R

2 208
+ et e 4 G000,k

‘Euleri Indrodui?. in Awal. infin, parv. - H - Sais



58  DE'EXPLICATIONE FUNCTIONUM
Lis.L Scribatur pro hac Sene |{ta forma generahs

— M i——
tur-ut fic N_ mn * M + ‘¢ L, unde omnes

' termxm cx prxmo qu1 oft 1, deﬁmrt poterunr Ent_.ncmpe

m—1
: A: T L2

(m—z) s (2m—-;2) e

B
il (’”js’ B+ (-—-_n_z’”j”c,{.
D

(m———4.)zc+ (2m—4) c B
4 4
&e.

75 Si-fuerit Z-—-zw,+Gz 4 y2®, erit (1+ @z 4
6z° ¥ 3 ’)m 1+ <m L) (22 +Cz* 4y’ )+j

(m—-—r)(m2 (mz_*_c., +yz 3) + &c., qua exprefls

i
fio, fi omnes termini fecundum poteftates ipfius = ordinentur,

abibit ‘in hanc Seriem ¥’

(m—— 1)

A\
Z
1+ e N T T-%%,

3
+(_rf__—_—___1_)_ Cat +(.__11\L3)2a5z’+&c !

=
(m'—l)
b

3

= r2

cujus lex progreffionis ut melius patefcat , ponatur ejus loco
1hdetBe* 40 K" LT A M N
cujus Seriel quilibet cocfﬁuens ex tribus antecedentibus ica deter.

migagr ut fit N == (m—"n:@ aM 4~ (2”’” el Sk <3m:”) y K.
i Cum

ARGl P TEMS LN
atque quilibet cociﬁcxens ex duobus antccedenubus ita deﬁme- A

D)2 s | YY),

b

A PUERRAS B ROINE 8 INFINITAS, 59
Cum i igitur pnmus terminus. fiv. == x, &) ameccdﬂntes nulh CaelV.
erit . : : i
ﬂt"—‘I
A= I

B (m—-——z) g (2141: 2) c :
c:(' g 3) B_}_(Z”?‘—?})GA_*_ (37;4—;—:3)

D= 4)aC!+(2m—'4-) B 4 ggnrj) yd o
4
B (m-—s—-i)“D_}_ (Ztns—g) cC Gm? 5)73
&ec,

6. lGéneraliter ergo fi ponatur ( 1aez+ €2’ -y’ 4

deriidde i -___1+Az.+Bz’+Cz’+Dz“+Ez‘+
&c. , hujus Seriei finguli termini ita ex praecedentxbus deﬁmen-
tur, ut fic ;

B__( 2)¢A+(2ﬂ1——2)c
(m—a) R +(2m Ve A+ (3m-——3)
3 3 SRR YA

D— (m4—4) aCi (2m—4) ¢B+ (3;1:—4) o) it (4.:41—4-)dﬂ

(=),

§
&ec.

quilibet fcilicer terminus per tot preecedentes determinatur ,
quot habentur litterz &, €, ¥, J, & in Funétione ipfius =
cujus poteftas in Seriem convertitur. ~ Ceterum ratio hujus le-
gls conyenit cum ea, quam fupra §. 68. ubi fimilem formam

=1 in Seriem infini-

(1r—wz— G2’ — g2} —&c. )
H: s tam
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L1s. T tam refolvimus ;i “enim-loco m feribatur =~ avque littere

—a, €, y, &, &c. negative accipiantur , Series inventx prof:
{us congruent. Interim hoc loco non licet rationem hujus pro-
greffionis legis a priori demonftrare, id quod per principia cal-
culi differentialis demum ‘commode fieti poterit ; interea ergo
{ufficiet veritatem per applicationem ad omnis generis exem-

pla comprobafle, = -+ -

» G AR DT Vii—w
3 ( L) ot : ) 3 A A et
 De Functionibus duarum pluriumve variabilinm.

- Uanquam plures hadtenus quantitates variabiles fu-
¢ mus. contemplati, ‘tamen er ita efant comparate,
ut ompes unius effent Funétiones , unaque determinata reli-
qua {imul determinarentur. Nunc autem ejufmodi confide-
rabimus quantitates variabiles, quz a fe invicem non . pen-
deant; ita ut quamvis uni determinatus valor tribuatur, reli-
qua tamen nihilominus maneant indeterminatz ac variabiles,'
Ejufmodi ergo quantitates variabiles , ‘cujufmodi fint x,y, 2,
ratione fignificationis convenient ; cum- qualibet> omnes valos’
res determinatos in f_e.éompleé’catur;; at, fi inter {e comparen-
tur magime “erunt - divetfe , cum, licet pro una z valor qui-’
cungue-determinatug fubftituatur, relique tamen x & y que;
lace ‘pateant, atque ante.  Difcrimen ergo inter quantitates va-
riabiles a fe pendentes, & non pendentes in hoc:verfatur, ut
prioti cafn, fi una determinetur , fimul reliqua determinentur s
pofteriori vero determinatio unius fignificationes reliquarum mi-
nime teftringat., . in o . R
. 78 Fupio ergo duarum pluriumve quantitazum variabiliam ,
Xy Y 256 expreffio. quomodocungue. ex. his quantitatibus com-
Z’.’ﬁ“' ! i e ol s T O 06 {0 Tt ohs el (o MRS 114 : i
Ira erit ° 4+ xy2 - a2? Funétio quantitatum variabilium |
triom x, 95z Hec ergo ‘Functio, fi una determinerur va-
iy = riabilis ,

.

PLURIUMVE VARIABILIUM 6

yiabilis, puta z, hoc eft ejus loco conftans numerus fubftitua- C4Ap. V.,

tur . manebit adhuc quantitas variabilis, fcilicet Funéio ipfa-
rum x & y.  Atque f{i, prater 2, quoque y determinetur, tum
erit adhuc Funé&io ipfius ». Hujufmodi ergo plurium varia-
bilium Fun&io.non ante valorem determinatum obtincbit ,
quam fingule quantitates variabiles fuerint f:letermina\‘tée. Cum
igitut una quantitas variabilis infinitis modis determinari Pof-
fit, Fun&io duarum variabilium, quia pro quavis determina-
tione unius infinitas determinationes fufcipere poteft , omnino.
infinities infinitas determinationes admittet. - Atque in Funéio-
ne trium variabilium numervs determinationum erit adhuc in-
finitics major; ficque porro crefcet pro pluribus variabilibus.

79. Hujufimodi Funiones plurium wvariabilinm perinde arque
Funcliones unins variabilis , commodiffime dividuninr in algebrai-
cas ac tranfeendentes. '

" Quarum illz funt, in quibus ratio compofitionis in folis Al-
gebrae operationibus eft pofita; he vero, in quarum forma-
tionem quoque operationes tranfcendentes ingrediuntur. In
his denuo fpecies notari poffent, prout operationes tranfcen-
dentes vel omnes quantitates variabiles implicant, vel aliquot,
vel tantum unicam. Sic ifta expreffio 2z 4+ ylog. z, quia
Logarithmus ipfius 2 ineft, erit quidem Functio tranfcendens
ipfarum y & &, verum ideo minus tranfcendens eft putanda,
quod i variabilis = determinetur , fuperfit Funtio algebraica
ipfius . Interim tamen non expedit hujufmodi fubdivifionibus
traGationem amplificari. T et

0. ' Funtiones deinde algebraice [ubdividumnr in rationales

& irvationales 5 rationales antem porro in integras ac fractas.

Ratio harum denominationum ex Capite primo jam abunde
intelligitur. Funétio fcilicet rationalis omnino eft libera ab om-
ni irrationalitate quantitates variabiles ,  quarum Funétio dici-
tur , afficiente ; hacque erit integra fi nullis fradtionibus inqui-
netur , contra vero fragta. Sic Fun&ionis integre duarum va-
fiabilium y & 2 heec erit forma generalis: @ 4-6y+yz+dy*+

e)z o £2t 4 92® 4 fy'z b oyr* 2 A &C Quod
- B = i
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62 DE FUNCTIONIBUS DUARUM
fi ergo P & Q denotent hujufmodi Functiones integras ; five

: S Tk :
duarum five pluriom variabilium, erit — forma generalis Fun-

¢tionum fractarum. Functio denique irrationalis eft vel ex-
plicita , vel implicita ; illa per figna radicalia jam penitus eft

evoluta, hec autem per zquationem irrefolubilem gxhibetur:
fic V erit Funétio implicira irrationalis ipfarum y & =, fi fue-

tit VP =(ayz24+3' YV + (2D V + 55 +2a92° a2,

81. Mulsiformitas deinde in his Funclionibus aque notari debet,
atque 17 w5, gue ex unica variabili conflant. :

Sic Funtiones rationales erunt uniformes, quia fingulis quan-
titatibus variabilibus determinatis, unicum valorem determina-
tum exibent. Denotent P, O, R, §, &c. Funétiones ra-
tionales feu uniformes variabilium x , ¥ =, eritque ¥ Fun&io
biformis carundem variabilium, fi fuerit /*— P V4 Q =—o;
quicunque enim valores determinati quantitatibus x, 1 &2
tribuuntur, Fanétio 7 non unum fed duplicem perpetuo ha-
bebit valorem determinatum. Simili modo erit 7 Fun&io
triformis fi fuerit /> — PV* 4 QV— R==o0: atque Funtio
quadriformis fi fuerit V*— P P +QV* — RV +§ —o:
hocque modo ratio Funéionum multiformium ulteriorum erit
comparata.

82. Quemadmodum fi Fun&io unius variabilis z nihilo =-
qualis ponitur , quantitas variabilis = valorem confequitar de-
terminatum vel fimplicem vel multiplicem; ita i Fun&io dua-
rum variabilium y & =z nihilo @qualis ponitur, tum altera va-
riabilis per alteram definitur, ejufque ideo Fum@io evadit ,
cum ante a fe mutuo non penderent.  Simili modo fi Funétio
trium variabilium x, y, =z, nihilo xqualis ftatvatur, tum una
variabilis per duas reliquas definitur , earumque Fun&io exif:
tit. Idem evenit i Funé&io non nihilo fed quantitati conftanti
vel etiam alii Functioni ®qualis ponatur; ex omni enim aqua-
tione , quotcunque variabiles involvat , femper una variabilis
per reliquas definitur earumque fit Functio ; duz antem mqua-

tiones
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tiones diverfe inter caldem variabiles orte binas per reliquas
definient , atque ita porro.,

-83. Funlionum autem duarum plurinmve variabilinm divifio
maxime notatu digna ¢ff in homogencas & heterogeneas.

Fun&io homogenea eft per quam ubique idem regnat va-
riabilium numerus dimenfionum : Fun&io autem heterogenea
eft, in qua diverfi occurrunt dimenfionum numeri. Cenfetur
vero unaquaque variabilis unam dimenfionem conftituere ; qua-
dratum uniuscujufque atque produ&tum ex duabus , duas;
produtum ex tribus variabilibus , five iifdem five diverfis ,
tres & ita potro; quantitates autem conftantes ad dimenfio-
num numerationem non admittuntur. ~ Ita in his formulis ay;
€z, unica dimenfio ineffe dicitur; in his vero ay*; €yz; o ?
duz infunt dimenfiones. :
tres; in his vero «y*; Cy’z; yy*2*; Jyz’; e2*; quatuor,
ficque porro.

inchis 2325 Cy*z; yya s da?

Cae. V.

84. Applicemus primum hanc diftin&ionem ad Funéiones -

integras, atque duas tantum variabiles inefle ponamus, quo-
niam plurium par eft ratio.

Funttio igitar integra erit homogenea in cujus fingulis terminis
idem exiffic dimenflonnm numerus.

Subdividentur ergo hujufmodi Fun&iones commodiffime fe-
cundum numerum dimenfionum , quem variabiles in ipfis ubi-
que conftituunt.  Sic erit 2y 4 Gz forma generalis Funé&io-
num_ integranum unius dimenfionis : hec vero expreflio «y*
+Cyz -+ y&* erit forma generalis Fun&ionum duarum dimen-
fionum, tum forma generalis Fanéionum trium dimenfionum
erit: @y>46y°s + yy2* 4+ J2’ 5 quatuor dimenfionum vero
hac: ay* 46’z + yp2* + Mz’ +ez*; & ia porro. Ad
analogiam igitur erit quantitas conftans fola « Funétio nullius
dimenfionis.

85. Funclio porro fraiia erit homogenea, [i ejus Numerator ac
Denominator fuerint Funitiones homogenee.

222+ P22 e Fundtio homogenea ipfa-

Sic hac Fra&io ay4Cz

FU
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rum y & z; numerus dimenfionum autem habebitur , i a nus
mero dimenfionum Numeratoris {ubtrahatur numerus: dimen-
fionum Denominatoris: atque ‘ob hanc rationem Fractio al-
lara eric Funttio unius dimenfionis. Hac vero Fradio

s s TRl ’ e s
¥ 2 ot Fun&io trium dimenfionum. Quando ergo in

yy +22 ? ! ! i
Nameratore ac Denominatore idem dimenfionum numerus in,

eft, tum Fraio erit Funétio nullius dimenfionis, uti evenit in
azz.. 6y} .

g2 O

. e i

fi igitur in Denominatore plures fint dimenfiones quam. in

Numeratore, numerus dimenfionum Fractionis erit negativus :

z 3 3 S e "
hac Fra&ione? T2’ Gl etiam in his 2 ;
)% 2

. . ‘g . % . : & :
fic 2 erit Fun&io — 1 dimenfionis : %j——, erit Funétio —3
z2 s b ot ~
. I . . . ¥
dimenfionum : ————— erit Fun&io — § dimenfiopum, quia
Y tayz

in Numeratote nulla ineft dimenfio. Ceterum {ponte intelli-
gitur plures Funétiones homogeneas , in quibus fingulis idem
regnat dimenfionum numerus, five additas five fubtrattas pre-
bere Funétionem quoque homogeneam ejufdem dimenfionum

: ; Gzz pyt — izt
numeri. Sic hec expreflio 4y 4~ 5 S S
i

e . y 2%
& 1ins dimenfionis : hec autem « 2 22
io uni k= = = ik

erit Funétio nullius dimenfionis. :
86. Natura Fun&tionum homogenearum quoque ad expref-
fiones irrationales extenditur. Si enim fuerit P Funétio que-

erit Fun-

cunque homogenea , puta # dimenfionum, tum /' P erit Fun- .

. . . 3 sie I . 7
&io —;—;— » dimenfionum; ¢ P erit Funétio i dimenfionum,
‘ 2

& gehcratim P’ erit Funttio £ » dimenfionum, Sic /(yy+22)

v 2
crit Fun&io unius dimenfionis; v (y° + 2’ ) erit Funétio trium
: ;

dimenfionum: (yz -+ 2% )Z erit Funéio ?3 dimenfionum : at=

que
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vyt 2z
ue ~
TEVO +45)
cum precedentibus conjunétis intelligetur hzc expreflio -—;—

erit Funétio nullius dimenfionis. = His ergo

sy (yyt22) y yVz :
T 2! AT ) + 2299+ V(¥ 43%) 35
Funéio homogenea — 1 dimenfionis. » ~

87. Utrum Funétio irrationalis implicita fit homogenea nec-
ne, ex his facile colligi poteft. Sit V hujufmodi Funétio im-
plicita ac V* + PV* +QV +R=o0, exiftentibus P, Q &
R Funtionibus ipfarum y & z. Primum igitur patet ¥ Fun-
&ionem homogeneam efle non pofle , nifi P, O , & R fint
Fun@iones homogenez. Praterea vero fi ponamus V efle
Fun&ionem # dimenfionum , erit 7* Funéio 2 #, & V7 Fun-

&io 3# dimenfionum ; cum igitur ubique idem debeat effe nu-

merus dimenfionum , oportet, ut P fit Funétio » dimenfionum,
Q Funétio 2# dimenfionum, & R Funéio 3# dimenfionum. Si
ergo vicillim lictere P, Q. R Fun&iones homogenez refl-

cae. V.

peétive #, 2#, 3» dimenfionum , hinc concludetur fore ¥

Funéionem # dimenfionum. Ira fi fuerit V° + (y*+2*) V?
+ 4y V—2"°—o erit V Fun&tio homogenea duarum di-
menfionum, ipfarum y & z.

88. 8i fuerit N Funciio homogenea n dimenfionum ipfaram y
& 2, in eague ponatur #bigue y ==z ,. Funitio U abibit in pro-

duclum ex poteflate & in Funifionem quandam wariabilis v.

Per hanc enim fubftitutionem y = #z, in fingulos termi-
nos tantz inducentur poteftates ipfius =, quante ante inerant
iptius 3. Cum igitur in fingulis terminis dimenfiones ipfarum
3 & z conjun&im mquaflfent numerum 7, nunc fola variabilis
z ubique habebit » dimenfiones, ideoque ubique inerit ejus

poteftas =" . Per hanc ergo poteftatem Funtio ¥ fiet divi-
fibilis & quotns erit Funtio variabilem tantum # involvens.
Hoc primum patebit in Funéionibus integris ; {i enim fit V=
@y’ 4+ €'z 4y y2* 4 Jd2?, pofito y== uz, fiet V=0’

Euleri Introduct, in Anal. infin. parv. I (a#’+
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; (a#’ +Cu* +yu +4). Deinde vero idem manifeftum eft ¢

fin. hi fimplices "erunt vel reales vel imaginarii,” hoc cft coéfficien- Car. V.

in fractis : fit enim V = ay+Ez , nempe Funétio — 1 di-

29+ 22 i
5 —T 1
mcnﬁoms, fato y = uz fiet V== S_z{[——T—_x)° Ncqug

etiam Fun@iones irrationales hinc excipiuntur , fi enim fit
oty iy dhse)
2V (2 2t

num; pofito y == #z , prodibit V== e

, que eft Fun&tio — %_ dimen(io-

Vi(u t1)
Hoc itaque ‘'modo Funéiones homogenex duarum tantum va-
riabilium reducentur ad Funéiones unius variabilis ; neque e-
nim poteftas ipfius =z, quia eft Factor, Funétionem  illam ip-
fius # inquinat. SR
89. Functio exgo homogenea N duarum varidbilinm y &z nubk
bius dimenfionis , pofito Y == WL , tranfmurabitur in Functionem
anice variabilis u puram. :

Cum enim numerus dimenfionum fit nullus , Poteftas ipfius.

z, qux Fanétionem ipfius # multiplicabit, erit 2° == 1; hoc-

que cafu variabilis = prorfus ex computo egredietur. Ira fi

. 2% 0 u I

fuerit = 22 faoy=—1z, otetur V= n st atque
: y—2 #—1I

in irrationalibus fi fit 7 :y;‘/-%&) pofito y =z

etit Ve=n—/(u#—1).

90. Funiio integra homogenea duwarnm variabilium y &'z, re-
folvi poterit in tot Faitores fimplices forma ay +-Cz . gquot ha-
buerit dimenfiones. ;

Cum ¢nim Funétio fit homogenea , pofito y== »z , tranfibit

in productum ex 2” in Functionem quandam ipfius # integram,
quz Funétio propterea in Fadtores fimplices forma «#+ € re-
folvi poterit. Multiplicentur finguli Factores hi per 2, erit-
que uniufcujufque forma au 2 +Ca==ay+G= ob #z =1}

Propter multiplicatorem autem 2", tot hujufmodi Faores
nafcentur quot expongns # contineat unitates; Factores autem

e/ (st 1) )

tes «, & € erunt vel reales vel imaginarii. f

Ex hoc itaque fequitur Funétionem duarum dimenfionum
439+ by = + ¢zz duos habere Fattores fimplices formze «y
+ €z ;5 Functio autem «y® + by*z +¢y 2* 4~ dz* habebit tres
Fadores fimplices formz ay 4+ £z ; ficque porro Funétionum
homogenearum integrarum 5 qua plures habent dimenfiones ,
natura erit comparata. ;

o1. Quemadmodum ergo hzc expreffio «y+ 6= continet
formam generalem Funétionum integrarum unius dimenfionis -
ita (2y+ 62) (yy+J=z) erit forma generalis Funé&ionum in,
tegrarum duarum dimenfionum : atque in hac forma (2y+6%)
(vy+d2) (ey - £z ) continebuntur omnes Functiones in-
tegre trium dimenfionum , ficque omnes Functiones integre
homogenez per produdta ex tot hujufmodi Factoribus «y4-€z
exhiberi poterunt, quot Funttiones ille contineant dimenfio-
nes. 1@t autem Fa&ores eodem modo. per refolutionem zqua-
tionum reperiuntur , quo fupra Factores fimplices Fun&ionum
integrarum unius variabilis invenire docuimus. Ceterum hac
proprietas Functionum homogenearum duarum variabilium non
extendicur ad  Fundtiones homogeneas. trium pluriumve varia-
bilium : forma enim generalis hujufmodi Functionum duarum
tantum dimenfionum; ‘qua eft @y + byz+ cyx + dxy + exx +
fz = generaliter non reduci poteft ad - hujufmedi  produétum
(ey+Cz+yx) (dy+ ez +&x); multoque minus Fun-
&iones plurium dimenfionum ad hujufmodi producta revocari
poflunt. iR

9. Ex his, qua de Fun@ionibus homogeneis funt dia,

- fimul incelligitur , quid fir Fun&io heterogenea: in cujus fcili-

cet terminis non ubique idem dimenfionum pumerus depre-
henditur, Poffunt autem Funiones  heterogenez fubdividi
pro multiplicitate dimenfionum , quz in ipfis occurrunt. . Sic
Fun@io bifida erit , in qua duplex dimenfionum numerus
occurrit, eritque adeo aggregarum duarum Funcionum homo-

2 genea-
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genearum , quarum numeri dimenfionum differunt; ita yf 4
2y°z* 4 yy + zz erit Funétio bifida, quia partim quinques
partim duas continet dimenfiones. Funétio autem trifida eft,
in qua tres diverfi dimenfionum numeri infunt , feu qua.in
tres Functiones homogeneas diftribui poffunt , uti y + y*2> 4
2t 4y —=z. '

Praterea autem dantur Fun&iones heterogenex frade vel
irrationales tantopere permixtz, qua in Funéiones homoge-
Poyloiboadys.

neas refolvi non poflunt julmodi fi
p » cujulmodi fun ohbis &

93. Interdum Funtio heterogenca ope fubfticutionis ido-
nex, vel loco unius vel utriufque variabilis fact, ad homoge-
neam reduci poteft; quod quibus cafibus fieri queat, non tam
facile indicare licet. = Sufficiet ergo exempla quadam atculifie,
quibus ejufmodi reduétio locum habet. Si fcilicet hac propo-

X ¥
fita fit Fun&io y° +2zy 49’2 + i poft levem attentio-
nem apparebit , eam ad homogeneitatem perduci, pofito z=—=
- - & -
xx: prodibit enim y* 4+ x*y 4 y*xx 4 | Funéio homogenea

s dimenfionum ipfarum x & 5. Deinde hzc Fun&io y +
%+ plex+y'x* 4= ad homogeneitatem reducitur po-

nendo x = = > prodit enim Functio unins dimenfionis y +

3 s
y?y =f i—z + % -+ 2z, Multo difficiliores autem funt cafus,
quibus non per tam fimplicem fubftitutionem ad homogeneita-
tem pervenire licet.

94, Tandem inprimis notari meretur Functionum integra-
rum fecundum ordines divifio fatis ufirata, fecundum quam or-
do definitur ex maximo dimenfionum numero qui in Fun&ione
m.e(h Sic xx 4 )+ 23+ 2y — a4 eft Functio fecundi ordi-
nis, quia dux dimenfiones occurrunt, Et y* 4 y2? — ay*z+

abyz —
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abyz — aayy + 6* pertinet ad Funiones quarti ordinis. - Ad Car. V.

hanc divifionem potiffimum in do@rina de lineis curvis refpici-
folet; unde adhuc una Funétionum integrarum divifio comme=
moranda venit. :

95. Supereft fcilicet divifio Fun&ionum integrarum in com-
plexas atque incomplexas. Funétio autem complexa eft, que
in Faétores rationales refolvi poteft, feu que eft productum
ex duabus Fun&ionibus pluribusve rationalibus; cujufmodi eft

y*— 2% + 242’ — 2byzz — aazz + 2abzy ~— blyy, quz eft

productum ex his duabus Funéionibus ( yy + 22 — a4z + by)
(yy— za+az—by). Ita vidimus omnem Funétionem in-
tegram homogencam, qua tantum duas variabiles complecta-
tar , effe Fun&ionem complexam, quoniam tot Factores {im-
plices forma «y- €= habet, quot continet dimenfiones. Fun-
&io igitur integra erit incomplexa , fi in Factores rationales re-
folvi omnino nequeat; uti yy+ 22z — «2, cujus nullos dari
Fa&ores rationales facile intelligitur. Ex inquifitione Divi-
forum patebit , utrum Funétio propofita fit complexa an in-
complexa.

CARU D VY
De Quantitatibus exponentialibus ac Logarithmis.

96. Uanquam notio Funétionum tranfcendentium in cal-

culo integrali demum perpendetur, tamen ante-
quam eo perveniamus , quafdam fpecies magis obvias , atque
ad plures inveftigationes aditum aperientes , evolvere conve-
niet. Primum ergo confiderand® funt quantitates exponentia-
les, feu Poteftates, quarum Exponens ipfe eft quantitas varia-
bilis. Perfpicuum enim eft hujufmodi quantitates ad Functio-
nes algebraicas referri non poffe , cum in his Exponentes nom

nifi conftantes locum habeant. Multiplices autem funt quan-
[5a titagcs
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L1s. L titates exponentiales, prout vel folus Exponens eft quantitas
variabilis , vel praterea etiam ipfa quantitas elevata; prioris’

cneris et &%, hujus vero 5° 3 quin etiam ipfe Exponens
g
z z

. . qe .. . . a
poteft effe quantitas exponentialis uti in his formis 4~ ; «* ;

P4
y” ; 7. Hujufmodi autem quantitatum non plura conftitue-
mus genera, cum earum natura fatis claré intelligi queat, fi pri-

mam tantum fpeciem «° evolverimus.
97. Sit igitur propofita hujufmodi quantitas exponentialis

4, que eft Poteftas quantitatis conftantis 2, Exponentem ha-
bens variabilem z. Cum igitur ifte Exponens z, omnes nu-
meros determinatos in fe complectatur , primum patet i loco

z omnes numeri integri affirmativi fucceflive fubftituantur, lo-

co 4 hos ptodituros efle valores determinatos 4™ ; 2* ; 4° ; a*;
4 °; &c. Sin autem pro z ponantur fucceffive numeri ne-

M . I I X )
gativi—1, ~—2,— 3.,&c.prodxbunt7; 53 T g &c.
ac, fi fuerit z=o0, habebitur femper #°=1. Quod fi lo-

. 5 I ok
co z numeri fralti ponantur, ut — ; —; —; 5 i—; _i— 5 &ec.

orientur ifti valores via; {/a; Jaa; Va; #a*; &c., quiin fe
fpe@ati geminos plurefve induunt valotes, cum radicum ex-
tractio {emper valores multiformes producat. Interim tamen
hoc loco valores tantum primarii , reales fcilicet atque affic-

mativi admitti folent; quia quantitas' 4° tanquam Functio uni-

formis ipfius 2z fpectatur. Sic 4 medium quendam tenebit
locum inter #* & 4*, eritque ideo quantitas ejufdem generis;
& quamvis valor & fit ®que s==—auya,ac =424y 4,
tamen pofterior tantum in cenfum venit, Eodem modo res
fe habet, fi Exponens = valores irrationales accipiat , quibus
cafibus cum difficile fic numerum valorum involutorum conci-

- pere,

e
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V7

pere, unicus tantum realis confideratur. Sic «
determinatus intra limites #* & 4° comprehenfus.

. e e
98. Maxime autem valores quantitatis exponentialis 4" a ma-
gnitudine numeri conftantis « pendebunt. Si enim fuerit #=1,
femper erit #° ==1, quicunque valores Exponentiz tribuatur;
fin autem fuerit 4~ 1, tum valor ipfius «* eo erunt majores,
quo major numerus loco z fubftituatur , atque adeo, pofito
o il . 3 . 2
2= o0, in infinitum excrefcunt ; fi fuerit z=o0, fiet 2~ ==1,
&, fi fit z <o valores £* fient unitate minores, quoad pofito
2= — o fiat £ ==o. Contrarium evenit fi fit 2 <1, ve-

rum tamen quantitas affirmativa; tum enim valores ipfius 2*
decrefcent , crefcente =z fupra o; crefcent vero, {i pro z nu-

. e . . . 36
meri negutivi fubftituantur.  Cum enim fit < 1, erit — 15

T : — :
pofito. ergo — == b; erit =4 °, unde pofterior cafus ex

priori dijudicari poterit.

99.Si fit 2= o, ingens faltus in valoribus ipfius & depré-
henditur , quamdiu enim fuerit = numerus affirmativus feu ma~
jor nihilo, erit perpetuo «° =o: fi fit z==o erit & =1y
fin autem fuerit z numerus negativus, tum 4* obtinebit valo~
rem infinite magnum.. Sit enim x==-—3 serit i =0 0 =
31;— — —;—, ideoque infinitum. Multo majores autem faltus oc-
current , fi quantitas conftans « habeat valorem negativum, pu-
ta — 25 tum enim ponendis loco = numeris integris valores

ipfius 4° alternatim erunt affirmativi & negativi , ut ex hac Se~
rie intelligitur /
e e B 50y e Yoy 08 X2 e e
gt 3;4 2‘;3« a4 ;4,-;:3”4‘, &e.

etit valor Cap. VI
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+;IE;'-—--§~; Ha -i—; i e e
Praterea vero fi Exponenti z valores tribuantur fra&i, Pote-

; 2 . Mt . !
ftas £° = (— 2)* mox reales mox imaginatios induet valo-
]

1]
res , erit enim 4% == ¥ — 2, imaginarium ; at erit &7 —
§—2==-— /2 reale: utrum autem , fi Exponenti z tri-
buantur valores irrationales, Poteftas «° exhibeat quantitates

reales an imaginarias, ne quidem definiri licet.
100. His igitur incommodis numerorum negativorum loco

. fubftituendorum commemoratis, ftatuamus « effe numerum

affirmativum, & unitate quidem majorem , quia huc quoque
illi cafus, quibus # eft numerus affirmativus unitate minor, fa-

cile reducuntur.  Si ergo ponatur 4* ==y, loco = fubftituen-
do omnes numeros reales, qui intra limites 4 o0 & — oo
continentur , y adipifcetur omnes valores affirmativos intra li-
mites + % & o contentos. Si enim fit z = oo erit y ==o0;
fis==oerty=1, & fi e =-— o fiet y =o. Viciffim
ergo quicanque valor affirmativus pro y accipiatur, dabitur quo-

que valor realis refpondens pro z ita ut fit £° ==y; fin autem
ipfi y tribueretur valor negativus, Exponens z valorem realem
habere non poterit.

P 0 2 . . .
Tor. Si igitur fuerit y == 4", erit y Funétio quadam ipfius
2, &, quemadmodum y a z pendeat, ex natura Poteftatum faci-
le intelligitur 5 hinc enim quicunque valor ipfi = tribuatur ,

valor ipfius y determinatur. Erit autem yy = «™%; y? =4 % :

. = #z : 12
& generaliter erit y° ==4""; unde fequitur fore y = 4*%;
! !
=2 I r— I e I —
:/y: e & «;-':4 § — = 22',’&-—-:1 <

¥y vy ’

& ita porro. Praterea, fi fuerit v — 4* erit vy = Puke: .
k)

X
—_—a

2 . o oe
> quorum fubfidiorum beneficio eo facilius valot

ipfius y ex dato valore ipfius = inveniri poteft,
E xE M-
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EXEMPLUM

Si fuerit #== 10, ex Arithmetica, qua utimur, denaria in
promtu erit valores ipfius y exhibere, fi quidem pro = numeri
integri ponantur.  Erit enim 10" ==10; 10> = 100; 10°—

10005 16*==10000; & 10°=1; item 10 = —==0,1;
—2 I —3 %

; = — ==0,0I; 10 =—=——0,001¢ fin au-

at 100 gt 1000 2

tem pro = Frattiones ponantur, ope radicum extra&ionis. va-

L v
lores ipfius y indicari poffunt : fic erit 10* =y/10 ==3,162277,
&ec.
102. Quemadmodum autem, dato nhumero «, ex quovis va-
lore ipfius z reperiri poteft valor ipfius y , ita viciffim, dato va-
lore quocunque affirmativo ipfius y, conveniens dabitur valor

ipus z, ut fit 4% =y ; 'ifte antem valor ipfius = , quatenus
tanquam Funétio ipfius y fpedtatur, vocari folet LOGARI-
THMUS ipfiusy. Supponit ergo doétrina Logarithmorum nume-
rum certum conftantem loco « {ubftituendum , qui propterea voca-
tur basis Logarithmorum; qua affumra erit Logarithmus cujuf

que numeri y Exponens Poteftatis 4° , ita ut ipfa Poteftas' &°
zqualis fit numero illi y ; indicari autem Logarithmus numeri

3 folet hoc modo Zy. Quod fi ergo futerit #* =y, erit g ==4:
ex quo intelligitur , bafin Logarithmorum , etiamfi ab arbitrio
noftro pendeat, tamen effe debere numerum unitate majorem:
hincque nonnifi numerorum affirmativorum Logarithmos realiter
exhiberi pofle.

103. Quicunque ergo numerus pro bafi Logarithmica « ac-

cipiatur , erit femper /1 =o0; fi enim inaquatione 4* =}, qua
convenit cum hac z=1/y, ponatury==1, erit £==0. Dein-
de numerorum unitate majorum-Logarithmi erunt affirmativi ,
pendentes a valore bafis «, fic erit/a==1; laa=—=2;la’=—3;

- Euleti Lutroduci, indnal, infn. parv. K la*t==4;

Car.VI
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la* ==4; &c., unde a pofteriori intelligi poteft, quantus ny.
merus pro baft fit affumtus, fcilicet ille numerus, cujus nga-
rithmus eft == 1, erit bafis Logarithmica.
unitate minorum , affirmativorum tamen,  Logarithmi erunt ne-

gativi; erit enim / S==_ oyt oyt -%3 ;
5ig a za a® 2

&c. s numerorum autem negativorum Logarithmi non erunt rea-

les, fed imaginarii, uti jam notavimus.
104. Simili modo fi fuerit /y == =z ; erit yy = 2.z;

1y’ =32; & generaliter /)" = #n 2z, feuly’ = nly,
ob =z = /y. Logarithmus igitur cujufque Poteftaris ipfius y
@quatur Logarithmo ipfius y per Exponentem Poteflatis multi-

licatoss fic erie Ll yimm b e L die il Lo e e
P it lyy y Asmumnifsodbes 4 E0,
= — —;— ly; & ita porro; unde ex dato Logarithmo cu-
jufque numeri inveniri poffunt Logarithmi quarumcunque ipfius
Poteftatum. Sin autem jam inventi fint duo Logarithmi , nempe

ly="2& lv=x: cum fit y=1a® & v =" erit ly=

¥ + z = [v 4 [ly; hinc Logarithmus Producti duorum nu-
merorum equatur {ummee Logarithmorum Fattorum ; {imili vero

modo erit / % ==z— x==1/y — /v ; hincque Loga-

rithmus Frattionis zquatur Logarithmo Numeratoris dempto Lo-
garithmo  Denominatoris , que regule inferviunt Logarithmis
plurium numerorum inveniendis , ex cognitis jam aliquot Lo-
garithmis. '

105. Ex his autem patet aliorum numerorum non dari Lo-
garithmos rationales, nifi Poteftatum bafeos 4; nifi enim nu-
merus alius & fuerit Poteftas bafis #, ejus Logarithmus numero
rationali exprimi non poterit. Neque vero etiam Logarithmus

ipfius £ erit numerus irrationalis ; fi enim foret /6— y/ #, tum

Vn 5 e . .
efTet'd " == b; id quod fieri nequit, fi quidem numeri # &
b rationales ftatuantur ;  folent autem imprimis numerorum ra-
: o tiona-

Numerorum autem -

EXPONENTIALIBUS AC LOGARITHMIS. 7§
tionalium & integrorum Logarithmi defiderari, quia ex his Lo-
garithmi Fraionum ac numerorum furdorum inveniri poffunt.
Cum igitur Logarithmi numerorum , qui non funt Poteflates
bafis #, neque rationaliter neque irrationaliter exhiberi queant,
merito ad quantitates tranfcendentes referuntur’,* hincque Loga-
rithmi quantitatibus tranfcendentibus anpumerari folent.

106, Hanc ob rem Logarithmi numerorum vero tantum pro-

_xime per Fra&tiones decimales: exprimi folent, qui eo minus 3

veritate difcrepabunt , ad quo plures figuras fuerint exadti. At-

que hoc modo per folam.‘ radicis quadrate extraé‘tiox.lcm cu-

jufque numeri Logarithmus vero proxime determinari poterit.

; : ' w1z
2

>

Cumenim, pofito /y == 2 & lv = x,fit IV v y==
fi numerus propofitus & contineatur intra limites 2* & 4’ > quo-
: ! AL

Sy - JeN 2k
rum Logarithmi funt 2 & 3, quaratur valor ipfius 4™ feu

]
vel Patd ; &at

continebitur, utrumvis accidat , fumendo medio proportionali,
denuo limites propiores ‘prodibunt, hocque modo ad limites
pervenire licebit, quorum .intervallum *data quantitate minus
evadat, & quibufcum numerus propofitus. 4. fine errore. confun-
di poffit.  Quoniam vero horum fingulorum limitum Loga-
rithmi dantur, tandem Logarithmus numeri é reperietur.

; . e ok
& Va, atque b vel intra limites 4* & 27

ExeEMPLUM
Ponatur bafis Logarithmica 4« = 10, quod ‘in tabulis ufu
receptis fieri folet; & quaratur vero tantum proxime Loga-
rithmus numeri 5; quia hic continetur intra limites 1 & 10
quorum Logarithmi funt o & 1; fequenti modo radicum ex-
~ tradtio continva inftituatur, quoad ad limites & numero propo-
S fito 5 non amplius difcrepantes petveniatur. "

K2



EXPONENTIALIBUS AC LOGARITHMIS 477

76 DE QUANTITATIBUS
Lie. L' A =1, oooooo; [A == 0, 0000000 fitaioe tematum Logarithmicorum erit infinitus..  Perpetuo autem in Cap.VI,
B =—10,000000; [B = 1, oococcco; C = AB duobus fyftematis Logarithmi ejufdem numeri eandem inter fe
€ =31 1692705 4 ==i0nsio5900000 ;. D ==y Bl fervant rationem, Sit bafis unius fyftematis — «, alterius
B =5 555808415 500l = QupsISetoe s sl =g BT == 4, atque numeri » Logarithmus in priori fyftemate = p,
g fr 2166?‘§:’ 5? =7 z. g;;:g:g.; gzsgg in pofteriori == g ; erit & — 7 & 62 = #; unde A

S ) L/ 3 T o 20 5 ot 2 i q
G 5,23309L 546G =0 nqr8yseo il —=w G =— 7 ; ideoque « = & 7. Oportetergout Fmé’do—;— conf-
I}I z "048800665‘;'_ : IIIII Ty 2’ Zebg i: : a4 jlY 0 “//I;g tantem obtineat valorem , quicunque numerus pro # fuerit af-
T A igzgégf e 6982‘ 85 s el fumtus.  Quod fi ergo pro uno fyftemate Logarithmi omnium
G g & g6 I’;’,‘ i ey 699 ; g’ b g numerorum fuerint computati , h'nc facili negotio per regulam
v %ash g A7 AT 6952 5081 VI S auream Logarithmi pro quovis alio fyftemate reperiri poffunt.
o G 45 991 ,,'7)__ i 5 ok 69 2421 s e VK‘N Sic , cum dentur Logarithmipro bafi 10, hinc Logarithmi pro
O Tk e = 6987304f P :\/NO quavis aliabafi, puta 2 , inveniri poffunt; quaratur enim Loga-
p i o 00;06) iy b aels e 69889745" B rithmus numeri # pro bafi 2 , qui fit == ¢, cum ejufdem numeri
Q B R 100 / s 69 285;5"1 %:\\//O # Logarithmus fit == p pro bafi ro. Quoniam pro bafi 10
g L0 =l ul eoveg | G e ke THRE W
$ = 4, 9998765 485 == o, 69_89\5925 T —4OS§ 0, 3010300: I == p: 4 ideoque g — o 3510300 =3,
T =4, 9999635 IT = o, 6989668; 'V —VOT 3219277. p, fi ergo omnes Logarithmi communes multiplicen-
5{/_: 55 0‘00038; IIII;/V: o> 5939;7;75 I/erv :gPTI;Z tur per numerum 3 , 3219277, prodibit tabula Logarithmorum

=4, 9999845 = oy 69%9687; == pro bafi 2. :
X =5 b 9993975 [X ==, 6989697; T =y V X’ 108. Hine fequitur duorum numerorum Logarithmos in quocun-
T == 5,/0000035 M =0, 6989702; & =V XI gue [§ffemate eandem tenere rationem.

Z =5,-006000; (Z =0, 6989700}

Sic ergo mediis proportionalibus ‘fumendis' tandem perventum
eft ad Z —= 5, cooooo, ex quo Logarithmus numeri 5 que-
fitus eft o, 698970 ; pofitabafi Logarithmica==10. Quareerit
proxime 10'9%c%0 — 5. Hoc autem modo computatus eft
canon Logarithmorum vulgaris @ BR1cGIo & ViACQUIOs

quamquam  poftea: eximia inventa funt compendia , quorum ope

multo expeditius Logarithmi fupputari poflunt. ;
107. Dantur ergo tot diverfa Logatithmorum {yftemata quot
varii numeri pro bali # accipi poflunt, atque ideo numerus fyf~
tema=

Sint enim duo numeri M & N, quorum pro bafi « Loga-
rithmi fint m & #, erit M = & & N=4": hinc fiet

m
. yn 7 L N VPR 45 i
4= M =— N , ideoque M == N"; in qua zquatio-
ne cum bafis 4 non amplius. infic , perfpicunm eft Frattionem
n s . . .
— habere valorem a bafi 2 non pendentem. Sint enim pro

alia bafi 4 numerorum eorundem M & N Logarithmi p &+,
il i s e

pari modo colligetur fore M == N ' . Erit ergo N*=N >
. # % . . g
hincque —7—' = £ feum: #» =n:v, Ia jam vidimus
4 ¥

K 3 iy
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in omni Logarithmorum fyftemate Logarithmos diverfarum cjuf-
dem numerj Poteftatum ut 3 & 5” tenere rationem Exponen-

tium m: #. L
109. Ad canonem ergo Logarithmorum pro bafi quacun-

_ que « condendum fufficit numerorum tantum primorum Loga-

rithmos methodo ante tradita, vel alia commodiori, fupputaffe. -
Cum enim Logarithmi numerorum compofitorum fint zquales
fummis Logarithmorum fingulorum Factorum , Logarithmi nu-
merorum compofitorum per {olam additionem reperientur. Sic,
fi habeantur Logarithmi numerorum 3 & 5, erit /15 =1/3+4
l5; lg5=213+ (5. Atque, cum fupra pro bafi4= 10,
inventus fit /5. == o, 6989700, praterea autem fit /10 ==1

erit £ %J ==/2 = l10 — /5, ideoque orietur /2 = 1—

0, 6989700 == 0, 30103003 ex his autem numerorum pri-.
morum 2z & 5 Logarithmis inventis reperientur Logarithmi o-
mnium numerorum ex his 2 & 5 compofitorum; cujufmodifunt
ifti 4, 8,16, 32, 64, &c; 20, 40, 8o, 25, 503 &c.
110. Tabularum autem Logarithmicarum ampliffimus  eft

ufus in- contrahendis calculis numericis, propterea quod ex ejuf~

‘modi tabulis non folum dati cujufque numeri Logarithmus, fed

etiam cujufque Logarithmi propofiti numerus conveniens repe-
riri poteft. Sic, fic, 4, ¢, £, g, 4, denotent numeros quof-

* cunque, citra multiplicationem reperiri poterit valor iftius ex-

v ccdiVe . :
reffionis ~— i i i
p nis r7=g > et enim hujus expreffionis Logatithmus

=2 lchid 4 L le—/f—-g-’lg-—- -;—!b, cui Los

garithmo {i queratur numerus refpondens, habebitur valor que-
fitus. - Inprimis autem inferviunt tabule Logarithmice digni-
tatibus atque radicibus intricatiffimis inveniendis , quarum ope=

rationum loco in Logarithmis tantum multiplicatio & divifio
adhibetur. :

ExEM-

ZXPONENTIALIBUS AC LOGARITHMIS %9
ExeMmerrum I

7 : -
Queratur valor hujus Poteftatis 22 : quoniam ejus ‘Loga-

richmus eft — _17; ¢ 2 , muliiplicetur Logarithmus binarii ex
e i o T
tabulis qui eft o, 3010300 per % hoc eft per— - I—z-erxt,

7
I2"* = o, 1756008, cui Logarithmo refpondet numerus

7
1, 498307, qui ergo proxime exhibet valorem 2'2,
ExemPrum IL

Si numerus incolarum cujufpiam provinciz quotannis fui parte

trigefima augeatur, initio autem in provincia habitaverint 100000 *

hominum , queritur poft 100 annos incolarum numerus. - Sit
brevitatis gratia initio incolarum numerus ==, ita ut fity =

.« e I *
100000 , anno elapfo uno erit incolarum numeras = ( 1+§5)n

Car.VL

= ‘-z—; #: poft duos énnos = (g% )*#: poft tres annos
3 31 Ioe
‘ .
== (550’ #> hincque poft centum annos == (;°) » =
SR . S i 31
(55) 100000 5 cujus Logarithmus eft == 100 g

? 100000, Ateft !/ -';% =1l31—/30=0, 014240439,

unde 100 / 3—; =1, 4240439 ,ad quem fi addatur /100000

==y, erit Logarithmus numeri incolarum quafiti = 6,4240439;
cui - refpondet numerus == 2654874. Peft centum ergo
annos numerus incolarum fit plus quam vicies fexies cum fe-
mifle major.

ExEM
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- rus hominum quotannis augeri debuerit,

80 DR 0 A N TR AT T BIUUS V0 9%
ExemezruwM IIL

Cum poft diluvium a fex hominibus genus humanum fit pro-

pagatum , (i ponamus ducentis annis poft, numerum hominum

jam ad 1000000 excrevifle , quaritur quanta fui parte nume-
Ponamus hoc tem.

. I . ko ;
pore numerum hominum parte fua — quotannis increvifle, at-
que poft ducentos annos prodierit necefle eft numerus homi-

1k 200 I+

%

nim —¢ = N6 —— 10000005 unde fit T =
aEE 5
1000000 (355 1o+ I+x I 1000000 I
( 6 )*". Erit ergo / %200 6 =200

I 4 . I4x __ 1061963

5, 2218487 = o, 0261092, ideoque e
1000000 == 61963 ¥, unde fit x = 16 circiter. Ad tantam

ergo hominum multiplicationem fuffeciffet, fi quotannis deci-
ma fexea fui parte increverint ; qua multiplicatio ob longzvam
vitam non nimis magna cenferi poteft. Quod {i autem eadem
ratione per intervallum 400 annorum numerus hominum crefcere
1000000 ___
166666666666 alcendere debuiffet, quibus fuftentandis uni-
verfus orbis terrarum nequaquam par fuiffet.

perrexiffer, tum numerus hominum ad 1000000.

ExeEmrrLum IV.

Si fingulis feculis numerns hominum duplicetur , quaritnr incres
mentum” annugm.  Si quotannis hominum numerum parte fua

I s e . |
~ ¢relcere ponamus, & initio numerus hominum fuetit ==’

e ¥ = x 190 9
crit is poft centum annos == ( ——) &, qui cum cffe de-
: o beat.

EXPONENTIALIBUS AC LOGARITHMIS. 81

: I
P e L T Lfeaion e Ty 4
beat == 2#, etit — — =2 &/ . — i [a =
. I x 100695 §
0, 0030103 ; hinc ho - Ioos9sis, ergo x ==

x ! 10000000
10000000

BN ,
quotannis parte {ua ;—L augeatur, Quam ob caufam maxime

144, circiters fufficit ergo fi numerus hominum

ridiculz funteorum incredulorum hominum objeGiones, qui ne-
gant tam brevi temporis {patio ab uno homine univerfam ter-
ram incolis impleri potuiffe. ‘

111, Potifimum autem Logarithmorum ufus tequiritur ad
ejufmodi @quationes refolvendas, in quibus quantitas incogni-
ta in Exponentem ingreditur,  Sic, i ad hujufmodi perveniatur

. X 0 . s
equationem &« == 4 , ex qua incognitz x valorem erui opot-
teat , hoc non nift per Logarithmos effici poterit. Cum enim

fit &£ —betit I = xla =15 ==lidcoque x —

l,—-ﬁ-, ubi quidem perinde eft, quonam fyftemate Logarithmico

utatur, cum in omni fyftemate Logarithmi numerorum « & &
candem inter fe tencant rationem. ;
: ¥ \

EXBMPL_UM I

Si numerus hominum quotannis centefima fui parte avgea-
tur; quaritur poft quot annos numerus hominum fiat- decuplo
major. Ponamus hoc evenire poft x annos, & initio homi-
num numerum fuiffe == #, erit is ergo elapfis x annis =

x
I01 . . E5a o) § :
(I—-OO) #, qui cum @qualis fit 107, fiet ( ——IOO) ——rok;

bugy Prodibit ita-

. 10T
ideoque ¥/ == =— / X = —
£OqHc 100 10 & [101 — /100

ques 1_0%2?0 = 231. Poft annos ergo 231 fiet homi-
Euleri Introduct, in dnal, infin. parv. L  num

‘Cap VL
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num numerus, quUOrum incrementum annuum tantum céntefimak
partem efficit, decuplo major; hinc poft 462 annos fiet centics,
& poft 693 annos millies major.

ExeMrruwm IL

” Quidam debet 400000 florenos hac conditione ut quotan-

“nis ufuram 5 de centenis folvere tencatur; exfolvit autem fin-

gulis annis 25000 florenos: quearitur poft quot annos debitum
penitus extinguatur. = Scribamus « pro debita fumma 400000 fl.
& & pro fumma 25000 fl. quotannis foluta; debebit ergo ela-

10 . 10
founoanno 2 4 — & ; elapfis duobus annis ( =22 )* g —
p D

100 10@
I0 a 2 . 10 (o]
1—6(—1 & — &; elapfis tribus annis (Ei)’ a—( :—og b -
I0 . . " 10
1Y § — &; hinc, pofito brevitatis caufa , 7 pro 1of , clapfis »

52 P p

100 100 8

annis “adhiic - debebitt 2% et s 4 X p T R

Gl B
........—LG"4——6(1+7z+n’+..‘.+n N
Cum igitur fit ex natura progreffionum geometricarum, 1+#+

X

X1 e = 1) 3
B e o2 = » poft x annos debi-

w
tor adhuc debebit #° 4 — %’ flor. , quod debitum nihilo

a
zquale pofitum dabit hanc @quationem #* 4 :-_..’-’-—l’—:-[_—b , feu
: n—

(2—1) 4" a=n" é—é‘,ideoque(é—m'—f-a)nx —

a= b —I1(b—(—1) ),
&73 — b——(T__—Iﬂ, undﬁ,ﬁtxv-——— T ; L%
Cum jam fitiad — 400000, b — 25000, # == % ) erit
(#7— 1) a=—120000 & b — (#— 1) 4 = 5000,atque

annorum , quibus debitum penitus extinguitur , numerus ¥ == -
/
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Jaso00——1l5000 [l § | 6989700 - . ! G
.___—E-—————— __IT—I iTaiiges Sr L E180 4 aliquanto mi-

Z I00 4 20 A
por quam 33; fcilicet elapfis annis 33 non folum debitum ex-

. . - - ;,-——
tinguetur , fed creditor debitori reddere tencbitur %————Q?

ek

21 33
(55:) 1500045000

21
P == 100000 (ZT))”- 500000

1

X 20
flor. Quia vero eft / Z—;— —0,0211892991, erit 1{2—2)3 [
0,69924687 s & /100000 (%)’ P =75, 6992469, cui refpon-
det hic numerus 500318, §; unde creditor debitori poft 33 an-
nos reftituere debet 318 i:— florenos. : s

112. Logarithmi autem vulgares fuper bafi == 10 extradli,
preter hunc ufum, quem Logarithmi in genere praftant, in
Arithmetica decimali ufu recepta fingulari gaudent commodo,
atque ob hanc caufam pre aliis {yftematibus infignem afferunt
utlitatem. Cum enim Logarithmi omnium numerorum , pra-
ter denarii Poteftates, in Fra&ionibus decimalibus exhibeantur ,
numerorum inter 1 & 1o contentorum Logarithmi intra limi-
tes o & I, numerorum autem inter 10 & Ico contentorum
Logarithmi inter limites 1 & 2, & ita porro, continebuntur.
Contftat ergo Logarithmus quifque ex numero integro & Fra-
&ione decimali; & ille numerus integer vocari folet CH A-
RACTERISTICA; Frattio decimalis antem M A NTIssA.
Chara&eriftica itaque unitate deficiet a numero notarum, qui-
bus numerus conflat ; ita Logarithmi numeri 785c9 Charaéte-
riftica erit 4, quia is ex quinque notis feu figuris conflat.
Hinc ex Logarithmo cujufvis numeri ftatim inrelligitur , ex quot
figuris numerus fit compofitus.  Si¢ numerus Logarithmo
7,5804631 refpondens ex 8 figuris conflabit.

113. Si ergo duorum Logarithmorum Mantifz conveniant,
Chara&erifticz vero tantam difcrepent , tum numeri his Loga-

2 nthm1§
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Lis L rithmis refpondentes rationem habebunt, ut Poteftas denarii

ad unitatem , ideoque ratione fignrarum, quibus conftant, con-
venient. Ira horum Logarithmorum 4, 9130187 & 6, 9130187
numeri erunt 81850 & §185000 ; Logarithmo autem 3,9130187
conveniet 8185, & Logarithmo huic 0, 9130187 convenit
8, 185. Sola ergo Mantiffa indicabit figuras numerum com-
ponentes, _quibus inventis, ex Chara&eriftica patebit , quot fi-
gure “a {iniftra ad “integra referri debeant, reliquz ad dextram
vero dabunt Fra&iones decimales.  Sic, fi hic Logarithmus fiie
rit ‘inventus 2, 7603429 , Mantiffa indicabit has figuras

5758945 5 Charadteriftica 2 autem numerum illi Logarithmo

determinat, ut fit 575, 8945; i Chara&eriftica effet o, foret

numerus 5, 758945 ; fin denug unitate minuatur ut fit — g,
erit numerus refpondens decies minor, nempe o, 5758945 ; &
Chara&eriftice -— 2 relpondebit o, 05758¢ 45 &c.: loco Cha-
ra&erifticarum autem hujufmodi negativarum — 1,— 2,—3,
&c. feribi folent 9.8,7, &c., atque {ubintelligitur hos Logarith-
mos denario minui debere. Hac vero in manduétionibus ad
tabulas Logarithmorum fufius exponi folent, :

EXEMPLUM

8i haec progreffio 2, 4, 16, 256, &c., cujus guifque termiﬂw,‘gﬂ
quadratum precedentis, continnetdr wfgue ad terminum  vigefinum
quinium ; quariiny magnitude bujus termipi #itimi. T ermini hu-
jus progreflionis per Exponentes ita commodius exprimuntur :
2%, 2% 2% 2% &c. ubl patet Exponentes progreffionem geo-
metricam conftituere , atque termini vigelimi quinti exponen-

z4 rw . . 3
tem fore 27" == 16777216, ita ut ipfe terminus quefitus fie

16777216 5 : 5 . .
= o I hjus ergo Logarithmus erit == 16777216. /2.

Cum ergo fit /3 = 0, 301029995663981195 , crit numeti
quaiici Logarithmus = 5050445,2 5973367, ex cojus Characte-
riftica patet numerum queficum more folito expreflum conftare
€x 5050446 figuris, Mantifla autem 259733675932 in tabu-

] ’ la
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la Logarithmorum quafita dabit figuras initiales numeri que- Cae. VI.

fiti, qua erunt 181858. Quanquam ergo ifte numerus nullo
modo exhiberi poteft, tamen affirmari poteft eum omnino ex
5050446 figuris conflare, atque figuras initiales fex effe 181858,
quas dextrorfum adhuc sos0440 figura fequantur , quarum
infuper nonnulle ex majori Logarithmorum canone definiri pof-
fent , undecim fcilicet figure initiales erunt 18185852986,

S L R B

De quantitatum exponentialium ac Logarithmorum
per Series explicatione.

114 Uia eft 4° =1, atque crelcente Exponente ipfius

4 fimul valor Poteftatis augetur, i quidem « eft
numerus unitate major; fequitur fi Exponens infinite parum
cyphram excedat , Poteftatem ipfam quoque infinite parum
unitatem effe fuperaturam.  Sit » numerus infinite parvus , feu
Fractio tam exigua, ut tantum non nihilo fit =qualis, erit

a® = 1 4+ U, exiftente "l quoque numero infinite parvo. Ex
pracedente enim capite conftat nifi b effet numerus infinite
parvus, neque w talem effe poffe.  Erit ergo vel J ==uw, vel
V> w, vel U < w, qua ratio utique a quantitate litrera 2
pendebit , qua cum adhuc fit incognita, ponatur b — # w,

ita ut fit 4% =1+ bw; &, famta 2 pro bafi Logarithmica,
erit w=/( 14 kw). '

EXEMPLUM

Quo clarius appareat, quemadmodum numerus # pendeat a

bafi 4, ponamus efle 2 = 10 ; atque ex tabulis vulgaribus
quaramus Logarithmum numeri quam minime unitatem fupe=
L3 rantis.,




Lis. L rantis, puta x +

86 'DE QUANTITATUM EXPONENTIALIUM

, ita ut fit # o=

I I Ay
1000000 foooooo  * - CHit

: 100000T & :
== { -———=—=0,000000 29 =—ua,
4G +Ioooooo) 1000000 2 43429 Hinc,
. I 2
ob B 4=y ‘60000106000, eHf = == 42423 g ipm
k 100000
100000

T — 2, 30258 : unde patet # eflc numerum finitum pen-
dentem a valore bafis 4. Si enim alius numerus pro bafi «

ftatuatur , tum Loganthmus ejuldem numeri 1 + #w ad prio-
rem datam tenebit rationem, unde fimul alius valor littere
prodiret,

115. Cum fic 4“’: 144w, erit 4'-“’=(1+éw)i , qui-

cunque numerus loco i fubftituatur. Erit ergo £ “ == t 4«
(i 1) 2 1(1'_'[)(’ 2)
g £t £ o 4 &

1= = T ¥ o
Qlod fi ergo ﬁatuatur i= 2, & z denotet numerum quem-~
@

cunque finitum , ob » numerum infinite pacvum , fiet i numerus

infinite magnus, hincque»== -2, ita vt fit » Fra&io deno-
3

minatorem habens infinitum , adeoque infinite parva, qualis eft

affumta,  Subftituatur ergo i loco w, eritque & = (1 +

k_z.) —14 = »(’Z’»—l—- 1(’. I) bz 1(;""‘2("‘;2) s o

l(z—I)(z —-—2)(z-—-3) A

TR TRV k2t 4 &,
ta fi pro # numerus infinite magnus fubftituatur, Tum vere
eft £ numerus definitus ab # pendens, uti modo vidimus.

que @quatio erit ve-

116.Cum autem ; fit numerus infinite magnus, erit Ty
3
patet enim quo major numerus loco # fubftituatur, eo propius
valorem Fractionis ~——
2

ad unitatem efle acceflurum , hinc {i
ifie

AC LOGARITHM. PER SERIES EXPLICAT. g8y

i fit numerus omni affignabili major, Frattio quoque
ipfam unitatem adequabit. Ob fimilem autem rationem erit

=2y '-—,—3 == 14 & ita porro; hinc fequitur fore
4

i—1 G 1t : : : i

S e = ~— ; & ita porro. is

2 2’ 3i 3% i 4’ P %

! ; S 2

igitur valoribus fubftitutis, erit a ==y +1‘ “+ k - s /}”; 3+
* ‘ . .
Ka' 4 &c. in infinium.  Hzc autem zquatio fimul re-

1. 2. 3. 4
lationem inter numeros # & # oftendit, pofito enim z =1,

ie==14 A 4+ X Koy Ly ke, arque
1123 1.2.3.4 g

ut 4 fit = 10, :necelfe cﬁ ut fit circiter # = 2,30258, uti

ante invenimus.

117. Ponamus effe 6 = 4" , erit, fumto numero « pro bafi

Logarithmica, 16 — #». Hinc, com- ﬁt b =A%, erit per Se-
quz l\‘n 2 k niz’ k3ntat

& 16253 _*: 1.2.3. 4.
&c., pofito vero /4 pro #, erxtlv =1+ k = /b + (!é) +

riem infinitam 6° = 1 4 22

k4 (ks o kg (lé * + &ec.. Cogmto ergo valore

1.2.3

lictere # ex dato va ore bafis 4, quantitas exponentialis quz-
cunque 4° per Seriem infinitam exprimi poterit , cujus termini
fecundum Poteftates ipfius = procedant. His expofitis often-
damus quoque quomodo Logarithmi per Serxes infinitas ex-
plicari poffint. -

118, Cum fit 42— 1 + # w, exiftente » FraCtione infinite
parva, arque ratio inter « & # definiatur per hanc aquatio-

nemae =—rg1 4+ = Ii -+ kz 4 Ikza-i—&c., fi 4 fumatur pro

aﬁLooarlthmxca erit o == l(x-]—ém)&zw_l(x—}—»ém)e

ant=-

f—=1: Cap, VIL
£
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Manifeftum autem eft, quo major numerus pro 7 fumatur , ed
magis Poteftatem (1 + £w Y unitatem efle fuperaturam; atque.

ftatuendo i == numero infinito ; valorem Poteftatis (1+4w)’ ad
quemvis numerum unitate majorem afcendere. Quod fi ergo

ponatur (1 F b)) =14 x, erit Z( 1-x) =—ia, unde, cum
fit iw numerus finitus, Logarithmus fcilicet numeri 1 4 », per-,
{picuum eft, 7 efle debere numerum infinite magnum , alioquin
enim # » valorem finitum habere non poflet.

119. Cum autem poficum fit (1 44a) =1 +x, erit 1+
g I I
ba=(1+x) & l’w:::([—l—-x)i—-x, unde fit 7 o ==
x

-;Z(( I+x)—i—~ 1). Quia vero eﬁiw:l(x—{-x),erit:_

1

I(14x L (1 +x)7 ——-—j;, pofito z numero inﬁxﬁte
magno. Eft autem (1+x)7: S T?x-l-(§"—_—l,)x‘+’

; i 20 :
1(i—1) (2i—1 )x: 111G ——11) (2i—1)(3i—1) x* F &¢,

e ) Lo 2400 300 Cd

< . : e | i je T 2
Ob i autem numerum infinitum, erit =— =—; 21— =,

21 2 3 3

 §

3:i—1 3 . oy i ; x XX 4

— s X = T ————
o . > &c.; hincerit i (1 +%) e ik

903 x4

I X 3
ey -+ &c., & confequenter /(14 %) =—Ii—(—l—- —

% 5% i x* : : ;
- + 5 — 7 + &c.), pofita bafi Logarithmica == # ac
denotante # numerum huic bafi convenientem, ut fcilicet fig
k k* k?
i o By e U il 2
bbb o ¢ e
‘120. Cum igitur habeamus Seriem Logarithino numeri 1+4%

®qualem, ejus ope ex data bafi # definire poterimus valorem
numerk

4
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numeti 4  Si enim ponamus 1 +-x == 4, ob /a4 = 1, erit Car.VIL,

a—;—I S (4—;-]’) 2 (a'—a-l)i ____-Q——I)" T &C. ),

i el e OF) (a— 1)} ;
1 2 + 3 &7

+ &c., cujus ideo Serici infinite valor, fi ponatur

I
1=T(

hiﬁcque habebitur # =

Ca=rat
4 - . -

4== 10, circiter cfle debebit == 2, 302585 quanquam diffi-
- . . ¥ $ 3

culter intelligi poteft effe 2, 30258 = ,—SIL — 9_;. il s 2
) : 3

9% 5 . aris S . ; B0

i + &c.; quoniam hujus Seriei termini continuo funt majo-

res, neque adeo aliquot terminis fumendis fumma vero propin«

qua haberi poteft : cui incommodo mox remedium afferetur.

121. Quoniam igitur eft 7(1 4+ %) = _;{(%_Ezi"f-

3 E
’;—— &c. ), erit, pofito » negativo, /(1 —x ==~ L

k
x® 3 xE
( i:_ e ia- G iy &c. ). Subtrahatur Series pofte-
' L e A% X

rior a priori, erit{(14-%x) — (1 —x) =/

x x? xf x7 I—xl+x &
ok g £ = + = + &c. ). Nunc ponatur e
siga ] a1 S . et A==
?t ﬁtx_3 e ob‘sla =— 1eht k — z‘(a\_l_l—[-
3"(4 +:§, g”( : +II j, =+ &c. ), ex qua mquatione valor

numeri # ex bafi 4 inveniri poterit. Si ergo bafis « ponatur

: 3 5 7
= J10erit k=2 (19_1 -+ *.',;'1’ - s—i—l, -+ 7—%,- -+ &c.), cu-
jus Seriei termini fenfibiliter decrefcunt, ideoque mox valorem
pro # fatis propinquum exhibent.

122. Quoniam ad fyftema Logarithmorum condendum ba-
fin & pro lubitu accipere licet, ea ita affumi poterit ut fiae
é==1. Ponamus ergo efle # =1, eritque per Seriem fupra

Euleri Introduct, in Anal, infin. parv. M (116)
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- Ly ipiil 1 1

(116) inventam,a=1+4 — + — + Y o5 1.2_3,4+&°'5->

ui termini , fi in fractiones decimales convertantur atque
a@u addantur , . prebebunt hunc valorem pro 4 ==
2,71828182845904523536028, cujus ultima adhune hota ve-
ritati eft confentanea. Quod i jam ex hac bafi Logarithmi
conftruantur; ii vocari folent Logarithmi nasurales feu hyperbo.
lici, quoniam, quadratura hyperbole per. iftiufmodi: Logari-
thmos exprimi poteft. Ponamus autem brevitatis gratia pro.
numero hoc:.2,718281828459 8&c. conftanter litteram e, qua-
ergo denotabit -bafin Logarichmorum® naturalium. feu. hyperbo-
licorum, cui refpondet valor litter® k=—=1; five hac littera ¢

: . 4 T 1
quoque  exprimet fummam hujus Seriei 1 + — 4+ — &

I b g
= — 4 &c¢. in infinitum..

1.2.3 1834 g

~ 123. Logarithmi ergo hypetbolici hanc habebunt: proprie-
tatem , ut numeri 1 + » Logarithmus fit == . denotante «.

quantitatem infinite parvam ,- atque cum: €x hac proprietate va-
lor # — 1 innotefcat, omnium numerorum Logarithmi hyper-
bolici exhibeti poterunt.  Erit. ergo, pofita e pro. numero fus

ra invento, perpetuo E=1t+2 + -Z—;.+i+-—£— + &c
P O BEIPENC Sy 1.2 2.3 1.2.3:4 i
ipfi vero Logarithmi hyperbolici ex his Serieb
: 2 23 4.
nibus efy /(1 X)) — X — il ARt
qo : (+_|_) 2':{—3- 5 4'7..*— 9’{
x ! e 200020, 2% P it
= ; - =04 = 4t c
e + &L &L —— I“+3‘\+.s+7~1—9+&.,
quz Series vehementer convergunt ,. fi pro x ftatuatur fractio
valde parva: ita ex Serie pofteriori facili negotio inveniuntur

Logarithmi_ numerorum unitate. non multo majorum. Pofito

x¥

Tl te 3 2 2 2
Pins Joo e A s s 2 peindson
namque X s_,erlt % / — r - M,f-i- ”sv-l-

2 A S an b
7€§?+&c.,&fa&o,x_—_ 7",em Z ;i -+ T + 5_7,+
i 2
e

us invenientut ,,

AC LOGARITHM 'PER' SERIES EXPLICAT o1
; : Blmgod Sugaod e

: is T o = 5.9 *
sirh o, Ex L ogarithmis wevoshamm fraGiontm reperiens

I

2 T Aale
21 Le faltox— — jeritl
7~77+ B L T

tur Logarithmi numf:‘rorurq_inﬁygggpr_um , erit enim ex. natura
Logarithmorum /-2 +{-‘;—:'/;; tum / _‘_z’__i_'lz_»____-lgi.&
2l2==/4; porro./ §T+ Z 4;;“15 ; lz+13 = L6531
23 =1g;58 /2 +25§I’l‘10n g0 ai Tl Sn

ARG

.g_‘iu 3

fdd NE ! i B __.'

E%Emenum

“ Hinc Logatithmi hypefbdlici numerorum ab 1 ufque ad 10
ita-fe habebunt , ut fit o2 s artaling (B ren!

00000 OOOOOT M

‘=0, 00000 06060 00000

"lz, ':_—_ 0, 593"{4_ 4‘71-80‘;5‘ 59945 30941 72321 3
3 == 1, 09861 '22886 68109 69139’ 4520
14 == 1, 38679"43611 19890 61883 4464 113
45 ==, 60943 79124 34100 37460 07593 o
/6 == 1, 79175 94692 2805§ 00081 24773

“l7 == I, 945971 01490 55313 30510, §4639

8 533, QAR A XS RIERE Y 22825 1098k, o
lg == 2, 19722 45773 36219:38279 04905 "
lio ==5035254 <5o‘9<19x—94o45.,'6840{-4'79.91}1.%-

Hi feilicer Logarithmi omnes,ex fuperioribus tribus Sericbus
fane deducti, prater /7, quem: hoc. compendio fum affecutus.
Pofui nimirum in Serig pofgriori m= ~ ficqueobtinni/ 22—

erig polieriosty w75 o legnashiinnl o

!%3 ==0, 0202027073 175194484 _17';3“2340,.,_qu; {ubtractus a

’-502}15 +lz=v__,3,9I20230054‘281460586187508, rclinciui’t
lgg, cujus femiflis das £7.1 )\ (o 9 0% wsgdin :

s’ 124, Do-

Car.VIL
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124, Ponatur Logarithmus hypérbolicus ipfius 1 + % fen

I(14x) =y; erit y— ~9:—: — %:-i— 3;1—~ %—*—&c..sum.

to autem numeto 4 pro bafi Logarithmica, fit numeri ejufdem

‘14 x Logarithmus = erit, ut vidimus, v = % (o— et
at P Sy = y
T + &c.) == <~ ; hincque # == <=3 exquo com-

modiffime valor ipfius'# bafi 4 relpondeps ita definitur ut fic
®qualis cujufvis numeri Logarithmo \hyperbalico divifo’ per Lo-
garithmum ejufdem numeri ex bafi 4 formati. Pofito ergo nu-
mero hoc==4, erit v==1, hincque fit # = Logarithmo hy-
perbolico bafis «. In fyftemate ergo Logarithmorum commu-
nium -, -ubi eft 4i== 10, erit # == Logarithmo, hyperbolico
ipfius 10, unde fit #=—=12,3025850929949456840179914,
quem valorem jam fupra fatis prope collegimus. Si ergo fin-
guli Logarithmi- hyperbolici per hunc numerum # dividantur,
vel, quod eodem redit , multiplicentur per hanc fra&ionem deci-
malem 0 , 4342944819932 518276511289, prodibunt Logari-
thmi vulgares bafi #—= 10, convenientes. . ;

3 Bris ke B B iy
125 Curh HE)’”“I'{"T T 1.2.3 +6;c.,ﬁponaf

A

tur 27 ==¢° , erit;, fumtis Logarithmis hyperbolicis . yla =z,

quia eff o= 1, quo Zal%jﬁé 16co = fubfiituto , erit &2 = 1 +
/i LSO NBNS oy QL ABE ERNTR S2UQT o= ‘ Z
2 I‘z +y——*1——32)—» 2 ot yl—%%; ~+. &e., unde quelibet quantitas

exponentialis ope Logarithmorum hyperbolicorum per Seriem
infinitaim ‘explicari poreft. - Fum-vero, denotdnte ; numerum
- RAEAA R e O AT o T figter e et e G Ty s
infinfre’ magnunt’,” tam’ quantitates expanentiales quam-Loga

s PR A St W R e e e (O SN T Y e Py B N ¢
rithmi pet! Pore@aRs” expori “poffint* Erie‘enim ¢ == Crid-

B ',‘hlnc ubd yet ¢ '1’1"-]"'47—{3' i, deinde pro- Logatithmis hy-
% 5" Hicg S de pro Log _
2O (80281887 03RE2 28700 oy o A

T '.'f*('f.

y 2

700

i
¥

perbolicis habetur l(bx +x) =i(( 14 x9)
g R B tero

R i‘);7~DC£ﬁ;‘
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tero Logarithmorum hyperbolicorum ufus in calculo integrali Car.VIL

fulius demonftrabitur.

@R FPUE IR
De quantitatibus tranfeendentibns ex Circulo ortis.

126. Off Logarithmos & quantitates: exponentiales con-

fiderari debent Arcus circulares cornmque Sinus &
Cofinus , quia non folum aliud quantitatum tranfcendentium ge-
nus conftituunt , fed etiam ex ipfis Logarithmis & exponen-
tialibus , quando imaginariis quantitatibus involvuntur, prove-
niunt , id quod infra clarius patebit.

Ponamus ergo Radium Circuli feu Sinum totum effe= 1,
atque fatis liquet Peripheriam hujus Circuli - in numeris ra-
tionalibus - exafte exprimi non pofle , per approximationes
autem inventa eft Semicircumferentia hujus Circuli efle =
3, 1415926535897932384626433832795028841971693993
751058209749445923078164062862089986280348253421
17067982 1480865132723066470938446 +» pro quo nume-
ro, brevitatis ergo , feribam 7, it ut fitr = Semicircumferen-
tiz Circuli , cujus Radius =11, fen 7 erit longitudo ‘Arcus
180 graduum. : , L

125, Denotante z Arcum hujus Circuli quemcunque, “cu-
jus Radium - perpetuo -affumo == ;. hujus - Arcus z confide-
rari potiflimum folent Sinus & Cofinus, - Sinum avitem: Arcus
= in pofterum hoc modo indicabo , fiz. A. 2, feu tantum fiz. z.
Cofinum vero hoc modo ¢ofs A. =, feu tantum ¢oft 2. Ita,
‘cum 7 fit Arcus 180° , etit fin. or=—o0; ¢gf.0o 7 =15 &

Jin., —;—71’-——— T cqﬁ%w—::o; in =05 tfi x —="==1}
fin. —2—71':— Yisicdf. %-w:::o,'ﬁn. 2 ==0; &otf2m=1.

Omnes ergo Sinus & Cofinus intra limites 4+ 1 & —- 1 con-
3 tinen-
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CoRi . I $
tinentur, Erit autem porro ¢of z = fin. ( Sr ezl e

i I
o Eo—rr e -z—f,r——z) s atque (fin ) + (eofiz ) =1,
Prater has denominationes notande funt quoque ha: tung. =,
qux denotat Tangentem Arcus z ; cot. = Cotangentem Ar-

cus &3 conftatque efle tang, 2z = fim 2 B pop e
: - cofz . %
g QU omnia ex Trigonometria funt nota.

128. Hinc vero etiam conftat i habeantur duo Arcus y &
=, fore fin. (y4-2) == finy. cof.z4-cof y fin. %, & cof: (y+2) ==
cof’y. cof. z — fin. y. fin. ., itemque fin. (y—2) == finy. cofiz —
€of y. fin. z & cof . (y— =) == ol y.cof .z + fin. y. fin. 2.

. . I ) »
Hinc loco y fubftituendo Areus = s —2~?r, &e., erit

ﬁn.(%w+z)=+ -
caf.’(_—;—w+z)=——ﬁﬁz.z
fin. (# +r)——/fin.z

Jin ( —;—7;-—--‘,): +-cof % ‘:
cq/‘(%—r—z):::+ﬁnz £
_/iﬂ. ( 7 —z)_: +_/¢';z.z,

of (7 +)=-—fz | cof. (7# —2)==—""vyf’x
ﬁn.(-;—w—}-z):—coﬁz ﬁn.(-i—'r-_——z.)_—.::———.;g/:z

EX CIRCUNL OO0 RTLS : 95
Si etgo » denotet numerum integrum quemcunque erit

(P a2y = aof'z
af (BT pz) = — fin.2

fi. (47":77'7r+z,) =i 2

Wf (P E2nte) =—afx
Jin. (‘W_':}_f_}.z,).:: — cofiz

W (B 2y = 4 fins

ﬁn.(ﬂ;}ﬂ'r-{-z): + finz
af (¥ ta) = + af

ﬁm(w;‘;l 7 —2) == 4 cofiz
woft (P w2y =4 fins
ﬁn.(‘l’————;lj—'zrmz) = o fin.%

coﬁ(ﬂl:-—zw—-—-z)'—_———afz
e
o (¥F2 e iz
Jin (2 —— iz

: t¢(4’~—zj4ﬂ~z) = -+ ¢ofz

Quz formulz verz funt five # fit numerus affirmativus five ne-

gauvus mteger.,

129. Sit froz=—=p & cofiz = gerit pp+g9=—1; &
fin.y=m; cofs y==2; ut fit quoque mm + n» == 1; Ar-

cuum ex his compofitorum Sinus & Cofinus ita fe habebunt.

Jin. 2 =1p

cof. e/

of (L7t z)= +finz

Jin. (27 z)= fin.z
ofe Camts)=+ il s

of (Lr—o)——finz

JSin. (2% —z)=—fin.%

ofi (27 —z)= +fix

fin. (p2)== mqg-4np cof:(y +z) = ng—mp
fin. (29 =2) == 2mmg(m—mm)p | cof-(2y-4-2) ==( 12— 2P
Jin. (3y =z) == (3mn*— ) q + | eof.(3y+2) =’ — 3m*n) g —-
(nP=—zm*n) p (3mn* —m?*)p =
&c. &e.

Arcus ifti z, y4+ 2, 2942, 37+ 2, & in arithmetica:
progreffione progrediuntur ; eorum vero tam Sinus quam Co-
finus progrefionem recurrentem conftituunt , qualis ex deno--
minatore, 1 — 2 #X 4 (mm-nn) xx oritur; eft enim 3
¢ 174

Car i
VIIL
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fin. (ay42) =2afin. (y +2)— (mm—~+nn)fin.z five
Sfin. ( 2y+ 2) ==2¢0fy. fin.(y4z) — ( fin.2); atque fimili modo
cof.( 29+ = ) ==2¢6[%y. cof y+=z) — ¢of z.Eodem modo erit potro
fin(3yF-3)=rcofy.fim.(2y+z) —fin(y+= ) , &
cof(39+2) ==2cofy.co[(2y+5) —cof (y+2), itemque
Jin. (4 +2) ==2cofy.fin.(3y+2) — fin.C2pt+3), &
cof. (4y +=) =200(y. cof.(3y+2) ——cof(2y+2) &e.
Cujus legis beneficio Arcuum in progreffione arithmetica pro-

gredientium tam Sinus quam Cofinus quoufque libuerit expe-

dite formari poffunt. :
130. Cum it fin. (y+ 2 ) = fin. y.cof. 2+ ¢of. y fin. = atque
Sin. (y — ) == fin.y. cof.x — ¢of. y. fin.% , exit his expreflioni-
bus vel addendis vel fubtrahendis :
o yref s . (y423)4fin.(y—2z)

2
cof. y.fin. == ﬁ"-<y+z>—2—ﬁn. (3—2)
Q':Iia porro eft “’/-' ()’ +z) =w/.'y. m/.‘z-—ﬁa.:y.ﬁn, z, atque
cof/(y—= ) =cofy. cof. z + fin.y. fin. z, erit pari modo -
ooy tafeom e LY ——8) heof (3 3)

2
— 0f(y—2) —cf (y+3)
fny fin.z = : s

I

- Sit y= 2z = — @, erit ex his poftremis formulis :

2
(coff —v)'=
(ﬁﬂ -;—'D)z:

I4-cof v A
2 ’&Mj:zv—*v 2

1— cofiw 1 1— cofw
— L & i =) T
5 > & fin = v >

unde , ex dato Cofiny cujufque anguli reperiuntur ejus femiflis
Sinus & Cofinus.

131. Ponatur Arcus y + 2 =4, & y—zx==b; erity =
a—20

]

b ; 5 v, : .
T & a= » quibus in fuperioribus formulis fubfti-

tutis’

EX CLRCAL 0 DR LS - 97
tutis, habebuntur he =quationes, tanquam totidem Theorc-
mata. '

fira + fin b == zjz';z.“—-g—bcq.'“—_—b

2
' a+b F ]
ﬁ”. A ﬁ”. 6 g 2 ‘?/:'_2—“ ﬁ”. T

ofa 4~ cofib = 2 af“—':lnm“_:l

wfb — coffa= 1 fin “T! gy
ex his porro nafcuntur , ope divifionis , hac Theoremata
: +
fn. - fin b 3% a-4-b c

——————s tang. —-—" cot, a___——b=ta_ng_._’_
Jm.a— fm.b 2 2 = a—ib

- s Fange~——
. a i a-t b
cofa =+ cofb g 2
Jn.a 4 fin. B __ a—1b
cof. b—cofla ~ o] 2
Jira— finb a—b
cofa = cofib T e 2
ﬁn.a—-ﬁn.é___ a-b
cof b— cofLa = o 2
Tl el g s
Ex his denique deducuntur ifta Theoremata
a4 finb __ coflb— cofa .
cfia =4 cof b fma— fin b’
fin.a = fin b cofia 4 cof b a—5b o
Jm.a— fin. b cofs b——cofla ( cos. S )
fin.a =+ fin.b cofb—cfa re=lnh
Jor.a— fin. b cofacofib (rarg. 2 )

132. Cum fit ( fin. z)* + (cofsz)* = 1 erit, Faloribus
famendis, (cofeat-V—1.fn &) (eofs 5— 4 — 1. fins)==1;
qui Fatores , etfi imaginarii , tamen ingentem praftant ufum in
Arcubus combinandis & multiplicandis. Quaratur enim pro-
du@tum horum Fa&orum (¢ofs 2 + v/~ 1. fin. 2) (¢cofs 3o+ ¥ — 1.
fin.ydacreperietur cofly. cofiz — Sy finzA-(cofy. fin. ~fim.y.cof 2)

uleri dmroduét. in Anal, infin. parv. N 14

Caep.
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Liz. I ¥ — 1. Cum autem fitcof. y. :aj.'z~ﬁn.y‘ﬁn.z=;g/,‘ (942
& cofy. fin. = + fin.y.cofs x==fin. (y+ =) erit hoc produdum -

Ceof g+ —1finy. Jeof 2y - — 1. fin. 2 )==0of. (y 42 )4
Y —1.fin. (9+2)
& fimili modo

(cof y— ¥—1.fin.y J(oof. & —Y— 1. fin. &) == cof . (y 4-2) —
¥ — 1 fin.(3+z) : ; . ! )
iem

(eoff x &V — 1.fin.x) (cof iy — 1.finy) (coff 2t
V—1fir.2) = af (x +y+2)FV —1.fin(x+y+7)

133. Hinc itaque fequitur fore (cofl 2+ v/ — 1. /inz)* —
cof. 254V —1. fin. 23, & (eof zk—1. fin. x ) ==cof 32+
vV —1, fin 3z G =
ideoque generaliter erit (e 24V —1.fin. 5 )'= cof uz
V— 1. fin.ns: T

Unde, ob fignorum ambiguitatem , erit

rofnz:.( cof 24V —1. ) +(me /1, ﬁn.z)n&

2 ;
Jinn g (BTN 1 fin ) — (aof a1 fina)”

A4V —a
Evolutis ergo binomiis hifce erit per Series:

# 7 e 3 ;
afnz—;—(coj.'z.)-—u—gf.————zl)(coj:z) (fin.z ) +
ﬂ(’:'"——lz? Ql*‘*?)(ﬂ"'*?o ) (m/;z)ﬂ-—q' ( fim. z- s
B(n—1)(n—2)(n~—3) (n—4)(n— s 6

T 62 . 3 5 4 .n ;4. (ns _T)>(f"f:z) :
(fin. 2 ) + &c., &
ﬁn.»z:%(mf.‘z) ﬁ;z.z;~—"..(_"—‘)("—_2}

: I . 27 i 3
Ceofzy T Cmayt g =D (=2 — )5 —4)
: R B g e

]

(eofz) (fin.z )t —= &c.
¢ 13 4

EX CIRCHPL 0 0IRTISE D, An 9.
134, Sit Arcus z infinite parvus; erit fir. z = 2 & cof 2CA L.

==1: fit autem » numerus infinite magnus, ut fit Arcus » 2
. . as g s ] -
finitz magnitudinis, puta, zz==w; obfin. 2 = 2= - erit

o e e

'Ul, - 'U+ :

oof v=1 r.z’+ T2 e 3.4;.5.6
v v} L
VT — + &c. Da-
Jin T 2.3 1.2.3.4.§ 1.2.3.4.5.6.7 1

to ergo Arcu v, ope harum Serierum ejus Sinus & Cofinus

inveniri poterunt; quarum formularum ufus quo magis pateat,

ponamus Arcum v effe ad quadrantem, feu 90°, ut » ad #,feu

efe v — 2, Z; Quia nunc valor ipfius # conftat, fiisubi-
/3 2

que fubftituatur, prodibit

fin. A. %’— 90% —

-+ PR §7079632679483966192313216916
3 : :

= 7;% 0, 6459640975062462536557565636
) ) =

- ’-Z—,— 0, 0796926262461670451205055488
m? ' : :

— = 0 00468175413531868810068546327
+ = 0, 000160441184787359821872660%
— —. 0, 0000035988432352120853404580
4 =5 0 0060000569217;;’241;9675268;17:x
= e OF 0060000006688035109811467224“

=+ —57. 0, 0000000000060669357311061950

N 2 : -2
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-

b

+

I

19

10°

S

n
m:!

o
)

”3
ml

23°
a5

8 x

-
m??

7;2_7'-
m*?

n?

O
0,

0,

9

I,

I

-

O,
O

O,

205

e

0000000000000437706546731370
0000000000000002571422892878
©000000000000000012538995403
00000000000000000000515 64550
0000000000000050000000181239
0000000000000000000000000549

" °
atque cof. A. — 90°=
n
0000000000000000000000000000

2337005501361698273543113745
2536695079010480136365633659
02086348076335:9608730516364
ooég1926027483942658024x7158
0000252020423730606054810526
0000004710874778818171503665
coodoooo63866030837918722408
00006000006565963 11497947230
0000000000005294400200734620
0000000000000034377391790981

©000000000000000183599165212

£X CIRCULO ORTIS.
24
+ z’-;,—,, 0, 0000000000000000000820675327
26
?;17‘" -0, .0000000000000000000003 115285
m*
2z
3

4
35¢ O 00Q00000C0DO000OBEO0000000026

iox

+
e

2

+ 9, 000000000000000000000001016§

=

|

=

~Cum igitur fufficiarSinus & Cofinus angulorum ad 45° nof-
fe, fragtio -';i femper minor erit quam -;— > hincque  etiam

o . wm 0 ' .
ob. Poteftates frationis = Series exhibitz maxime conver-

gent, ita ut plerumque aliquot tantum termini fufficiant, pre-
cipue , fi Sinus & Cofinus nonad tot figuras defiderentur.
135. Inventis Sinibus & Cofinibus inveniri quidem poffunt
Tangentes & Cotangentes, per analogias confuetas, at quiain
hujufmodi  ingentibus numeris multiplicatio & divifio vehe-
menter cft molefta, peculiari modo eas exprimere convenit. Erit

ergo
Sl i v} v* o7
fang: S a v .. 133 +}.2.3.4.7 1.2 3....7+&C'
e vt 2°
T2 TUR T TEo et
A T L vt g
& o v = PR 1 z+ 1.2.3.4 1.2.3....6'_-,'—&(:'
o s o7 :
Y l23 T ias4y Lagor o

Cacpr.
VIIE
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fi jam fir Arcus v =2 90o° erit eodem modo quo ante

S m m
tang. A.; 90° = S0t A S —

2, 6366197723675 | + Hona, 6366f9772367$

nn=-rnn m

o

T23. 95 0000000000045

" P L) :
T O 2975567830597 | L' O 3183098861837
m? m

e 9 0186886502773 | — Sre 0, 2052888894145
i m? :

+ o5 0, 0018424752034 | — 5 @ 0065510747882
! m 3 R

i 57+ 0510001975800714 § —— w0 #9100034502935545
wn’ B o2 ) m? : LA

o n_’ 0, 0000216977245 ST 0, 0000202791060
s 5l o’ v

-+ it 05 0000024011370 | — —5. 0, 0000012366527
mt m'!

+ 57340 0000002664732 | == ~.;. 05 0000000764959

s ainavaos Sty 0-Uguunsq s ilslom »

+ 35 0, 0000000295864 | — 3t O3 0000000047597
mi? : ‘ m'S

4~ 577 O» 0000000032867 [ ~T= —73. 03 0000000002969
m? 3 vt .

+~?—;;.‘o, QG00G00003635T | ~—— sl 0, CO00000000IYS
e : m'? d

7 7Ei. 0, 0000000000405 | — 573 0> 0000000000011

mz; i

o

Eis

=5 9O QQ0000000C00y

quarum Serierum ratio infra fufius exponetur,

136, Ex fuperioribus quidem conftat, fi cogniti fuerint
omnium angulorum femire&to minorum Sinus & Cofinus, in~
de fimul omnium angulorum majorum Sinus & Cofinus ha-

beti, Verum fi tamtum angulorum 30° minorum habeantug
: Sinug

venit. Cum enim fit tang. (244) =

EXCILRCURO ORTLS: 103

Sinus & Cofinus , exiis, per folam additionem & fubtra&io- Car.
nem, omnium angulorum majorum Sinus & Cofinus inveniri V 111

S0 1 S
poffunt. Cum epim fit iz, 30° = =3 it pofito y = 30° ex

(130) ¢ofiz == fin. (30+2) + fin. (30 — 2z); & fin. & =—
¢of. (30 —2)— ¢cof. (30+z), ideoque ex Sinibus & Co-
finibus angulorum z & 30 — =, reperiuntur fiz. (30 +z) ==
cof'z — fin. (30 — z) & ¢cof (30 +2) =1c0f. (30 — 2) — fin.z,
unde Sinus & Cofinus angulorum a 30° ad 60°, hincque omnes
majores definiuntur, :

137. In Tangentibus & Cotangentibus fimile fubfidium ufu
tang. -a - tang. b
I — fang. a.tang. b’
cot. a —— tang. &

erit
2 tang. y
tang. 24 == i S ot 2.a.
I — tang. a.tang. a 2
unde ex Tangentibus & Cotangentibus Arcuum 30° minorum
inveniuntur Cotangentes ufque ad 60°.
Sit jam # == 30 — & erit 24 = 60 — 26 & cot. 20—
tang. (30~ 26); erit ergo tang. (304 26) —
€0t (30 =— b ) — tang. (30— b . .
3 2 : el ), unde etiam Tangentes Ar-
cuum 30° majorum obtinentur.
Secantes autem & Cofecantes ex Tangentibus per folam fub-

. . . i I
trationem inveniuntur; eft enim coffc. z=— cot. - B0tz

& hinc fee. 2 == cor. (45° — -;— 2} — tang. z. Ex his ergo
luculenter perfpicitur, quomodo canones Sinuum conftrui po-

tuerint,
138. Ponatur denuo in formulis §. 133, Arcus £ infinite
parvus, & fit » numerus infinite magous 7, ut iz obti-

» o E .
neat valorem finitum v. Erit ergo s —=1v; & 2 = =Ty

unde fiz, z = {— & cofi = == 15 his fubftitutis fit coft v'==

G+



7/

Pinpe il

104 DE QUANTATIBUS TRANSCENDENT.
i i

z

(I+“{_\/_i"_"_1) +(1-—’”—3/——_~‘—‘)

% 3 arque ﬁn. - —

'u\,/_i:-r )!-—(x»——- 'u\,/i-—-x )’
2y —1

(x+

. In Capite autem

i
ptacedente vidimus effe ( 1 + % ) ==¢° , denotante bafin

Logarithmorum hyperbolicorum : feripto ergo pro 3 partim
vy — 1 pattim — v ¥ — I erit ¢off v =
STWETE L At PR o Sy

2 24 —1

&finv=

Ex quibus intelligitur. quomodo quantitates exponentiales ima«.

ginariz ad Sinus & Cofinus Arcuum realium reducantur. Erit

MY raemen s § B —
viin Ik TP =cofl v/ —1finv&e B =
cofi v —V — 1. fin. v.

139. Sit jam in iifdem formulis §. 130. » numerus infinite

x . P < e .
parvus, fen » = — » exiftente 7 numero infinite magno, erit
- A Lkl RRt sl
cofonz = cqf. S ==1 & fin. 1z _ﬁ”7 =78 Arcus

enim evanefcentis = Sinus eft ipfi aqualis, Cofinus vero
z

= 1. His pofitis habebitur
xr I

I=(coﬁz+ x/——-I.‘ﬁ;z.z,)_i + (cof z—=—1¢/ —--I.ﬁn.z)—i-&
2

}_z(;ﬂ'of:z‘i"\/——- I.‘ﬁn.z)_;—-— (cofs 3=—y/ == 1. fin. 3) T‘ a

H : 2 : ;
mendis autem Logarithmis hyperbolicis fupra (135 ) oftendie
I I

—= T

mus effe /(x4-%)==i(r +x)—i_ —i, 1'c:u;/"'-——-=x—{~ -:—/j,
polito

EXVpNRIC UL O o TS, T 10§

pofito yloco 1+ x. Nunc igitur , pofito loco y, partim cof z 4~
y — 1. fin. & partim cof. 2—+/ — 1. fin. %, prodibit 1 ==

1 +—I,I—{(afz+\/-——1.ﬁﬂ.&)+ I +—}—1(coﬁz—x/—-1.ﬁn,z) =

= :
=1, ob Logarithmos evanefcentes; ita ut hinc nil fequa-
tur. Altera vero zquatio pro Sinu fuppeditat :

Biey
T 24/ — 1
S [Co/.'z-}-\/———-l.ﬁﬂ.z
2y 1 cf.z— ¢ — L [z
admodum Logarithmi  imaginarii ad Arcus circulares revo.
centur.

S s

140. Cum fit o T g % Arcus = per fiam Tangen-

ideoque = » unde patet quem-

5 : / L
tem ita exprimetucut firz = __% _ 1 St e Sy

2y —— 1 I—/— 1. tans.3’
5 . 1. I+ 2% ox? 25t
pra vero. (§. 123 ) vidimus effe e +T+_-T+

tang. 2

7
2—;— + &c. . Polito ergox = y/ — 1. tang. 2, fiet z =—
§ I

" (mng.z)’ A% Q””.é; 2)* _ Ceang.2)" + &ec..

Si ergo po-
namus razg. £ ==¢, ut fit z Arcus, cujus Tangens eft #, quem
ita indicabimus A sang. ¢, ideoque erit 8 = A rang. 7.~ Co=

. - 3
gnira ergo Tangente # erit Arcus refpondens 2 = —i“—“ Lo
: 3
1 z’ 1 G
g 4 i &c.. Cum igitur, fi Tangens # zque-
tur Radio 1, fiat Arcus z == Arcui 45° feu z =— Z, erit
4
7 I I I . ;
Vi e 3 -+ o — 4 &c. , que eft Seriesa LE1B-

NITZ10 primum producta, ad valorem Peripheriz Circuli
exprimendum, g

141. Quo autem ex hujufmodi Serie longitudo Arcus Cirs

Eunleri Introduct, in dnal, infin. parv. 0 culi

—;— U cofix +/~—1. fin. z) — -—f:—-l(afzm\/—-l.ﬁ'n. z)

Ca'p’
VIII
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Lz L cyli expedite definiri poffit, petfpicuum eft. pro Tangente’;‘:

fractionem fatis parvam fubftitui debere, Sic ope hujus. Seriei
facile reperictut longitudo Arcus z, cujus Tangens # zquetur

?16’ foret enim ifte Arcus &= -II—O — 5—0%5 e &c.,
cujus Serici, valor per approzimationem. non- difficulter in fra-
&ione decimali exhiberetur.. At vero ex tali Arcu cognito
nihil pro longitudine totius Circumferentiz concludere licebit,

° % . o 3 I
cum ratio, quam Arcus, cujus Tangens eft = o ad totam.

Peripheriam tenet, non fit aflignabilis.
ripheriam indagandam , ejufinodi Arcus queri debet, qui fit
fimul pars aliquota. Peripheriz, & cujus Tangens fatis exigua

commode exprimi queat. Ad hoc ergo inftitutum fumi folet

I

Arcus 30°% cujus Tangens eft == —-, quia minorum Arcuum.

V3’ 5
cum Peripheria commenfurabilium Tangentes nimis fiunt irra-
; Sl ALMEH g
tionales. ~Quare, ob Arcum 30° = = s et = T
I 7 I R
BRETHN SO U T et
3..3\/3'+ 5.3°V3 : 1 3.3 530

2V 3 4 &c., cujus Seriei ope valor ipfius # ante exhibitus in-

credibili labore fuit determinatus.

142. Hic autem labor eo major- eft, quod:primum. fin-
guli termini (int irrationales, tum vero quifque tantum, circi--
ter ; triplo {it minor quam przcedens. Huic itaque incommodo -

ita occurri ‘poterit: fumatur Arcus 45° feu —Z cujus valor, etfi

b . I I
per Seriem vix convergentem 1 — = 4 e S
exprimitur, tamen is retineatur, atque in duos Arcus 4 & &

difpertiatur ut fit. a4 b= i’— = 45°. Cum igitur fit zazg.

tang. a - tang. b i
X~ tang. a.tang. b €rie s — t;mg,,?_ tang.
| ‘ tang. 4:

(4+6) = 1=

Hanc ob rem ad Pe-

pang.a+tang. b & tang. b=

EX CIRCULO ORTIS 107
I — tang.a
I - tang.a
e g

5 erit fang. b e hinc uterque Arcus 4 & 4 per Se-

. Sit nunc rang. 4=

riem rationalem multo magis , quam fuperior,  convergentem
exprimetur , corumque fumma dabit valorem Arcus Z-; hinc
. L3 i 4.
itaque eric

2 8 T : e X T ' 3,

7= 4 4 IV.Z 322 =+ §5.2° 7_,;77 = ;E‘y — &c, i
I I I 1 % }

| B o b i

L 13 3.3% 53 7.37 937 biiegt

hoc ergo modo multo expeditius Tongitudo femicircumferen-
tiz 7 inveniri potuiffer, quam quidem faGum eft ope Seriei
ante commemoratg., ;

Ul D U Tt
De inveftigatione Factorum trinomialinm.

143. Uemadmodum Faores fimplices cujufque Fun-

&ionis integre inveniri oporteat , fupra quidem
oftendimus hoc fieri per refolutionem aquationum. Si enim
propofita fit Funétio quacunque integra « -4 €z 4 y 2* 4=
d%’ +ez* 4 &c., hujusque quarantur Facdtores fimplices for=
mz p — gz, manifeftum eft, fi p — 4z fuerit Falor Funétio=

nis @« +62 -4y 2* 4 &c. , tum, pofito z;ﬁ, quo cafu Fa-

&or p — g2 fit = o, etiam ipfam Funé&ionem propofitam eva-
nelcere debere. Hinc p— gz erit Fa&or vel divifor Fun-
Gtionis @ €24y 2* + dz’ + e z* + &c. ; fequitur fore hanc

; Bt . exprel

Cap. -
V.I1L.
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2 3 4
expreflionem m~+§ql’ + 15; + ?’T + E—;;— ~+ &c.=o. Un-
de viciffim , {i omnes radices £ hujus zquationis eruantut, fin-

gule dabunt totidem Fadtores fimplices Functionis integra pro-
pofite @+ €2 + y2* + J2* -+ &c,, nempe p—gz. Patet
autem fimul numerum Fa&orum hujufmodi fimplicium ex ma-
xima Poteftate ipfius z definiri.

144. Hoc autem modo plerumque difficulter Fa&ores ima-
ginarii erauntur, quamobrem hoc Capite methodum peculiarem
tradam. , cujus ope” fepenumero Factores fimplices imaginarii
inveniri queant. Quoniam vero Factores fimplices imaginarii
ita funt comparati, ut binorum produ&tum fiat reale , hos ip-
fos Factores imaginarios reperiemus, fi Factores inveftigemus
duplices, feu hujus forme p — gz + rzz, reales quidem fed
quorum Fadores fimplices fint imaginarii, Quod fi enim Fun-
&ionis & + 62 4~ p2* 4+ Jz* 4 &c., conftent omnes Factores
reales duplices. hujus forme trinomialis p— g2 +rzz, fimul
omnes Factores imaginarii habebuntur.

145. Trinomium autem p — gz + r 2z« Fa&ores fimplices

habebit imaginarios , fi fuerit4p#~ gg feu zvqpr <1 Cum
igitur Sinus & Cofinus -Angulorum fint unitate minores, fot-

mula p— ¢z 472z Fa&ores fimplices habebit imaginarios fi

firerit 25—-; = Sinai vel Cofinui cujuspiam Anguli. Sit ergo
a;jﬁ_——: oofcA@, feu g==2 ¥ pr. cof{ P, atque trinomium

#— g%+ rzz continebit Factores fimplices imaginarios. Ne
autem irrationalitas moleftiam faceffat , affumo hanc formam
pp— 2pq%.cof @+ g9%%, cujus Faltores fimplices imagi-
narii erunt hi, gz2—p( ¢/ O+ ¥ —1. fin @) & 92 — F
Ceofe@—  — 1. fin. ©). Ubi quidem patet {i fuerit cof” @=
=41, tum: ambos Factores , ob fin. @ = o, fieri equales &

teales.
146. Propofita ergo Functione integra « + 6z 4 yz*4J="+
&1:"?)

FACTORUM TRINOMIALIUM 7108

&c. , ejus Fadtores finplices imaginarii eruentur, i determi- Cap.IX,

nentur lictere p & ¢ cum Angulo @, ut hoc trinomium
pp—2p9%00[ @+ 9957 fiat Factor Functionis. Tum enim
fimul inerunt ifti Facores fimplices imaginarii g2—p (¢o/® +
y— 1.fir. 0) & gz—p (e0fi@—+ —1.fin.0). Quam

ob rem Funéio propofita evanefcet, fi ponatur tam 2= —Z— ><

(cof @+ —1.fin.§) quam 2= %—(ccf@-——«/—— 1./in.©).
Hinc, facta fubftitutione utraque , duplex nafcetur aquatio, ex
quibus tam fractio L quam Arcus ¢ definiri poterunt.

147. He autem fubftitutiones loco = faciende, ctiamfi pri-
mo intuitu difficiles videantur , tamen per ea, qua in Capite
precedente funt tradita , fatis expedite abfolventur. Cum enim

fuerit oftenfum efle (oof/ @+ v —1.[in.@ Y =—cof n0tV—1X%
fin.n®, fequentes formulz loco fingularum ipfius =z Potefta~ -
tum habebuntur fubftituende.

pro priori Factore pro altero Fa&tore
s =Ll oty—1fin. O Licof: o—y—1fin. )
Ft— %}(afz(b-}-\/f—l Sfin2@)| == —’é—,(cd.’z@-—-\/——l.ﬁn.z@
3
v = a3 0+y—1fin 30 == (o 50—y —1/n30)

4 4
vt = L a0tV —1.fin4®) Lo/ 40—y —1:/in-49)
&e. &ec.
Ponatur brevitatis gratia % =, faltaque fubftitutione fequen~

I

I

I

tes duz nafcentur zquationes..
 Sadlrnaf® dyrraf2d +Irhaf 3P FE&)
siew %a-Hrfr’ -io{‘ﬁn‘cp+zr‘\/ —1.fm2g+dr?V —-I.ﬁn.gqb—}—&c.}_
o {z—l— Cr.co. @ +Hyrt coﬁ;q) +j7;; cuﬁ}(};qﬁ-}- io%
— 1 —CrV — 1= gty — 1 2 — —1.fin-3¢ —. &c.
Cry =1 find—yrty émivcp 3y . Q.qod'i
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148. Quod fi hx duz @quationes invicem addantur & fijh.

trahantur , & pofteriori cafu per 2 V—1 dividantur, prodibunt
hz duz xquationes reales :

0 == a +Crug @0+ yrico 20+dr'cofl30 + &c
o = Crfin. @+ yi’ fin. 20+ dr fin, 30 + &

qua ftatim ex forma Funionis propofite

e+ 62 4+ yz* 4= I2* + ezt - &
formari poflunt, ponendo primum pro unaquaque ipfius = po-

(] 7 . 1 7 . .
teftate = =7 cof 2@, deincepsz .=r .fin. »¢. Sic enim
ob fir. o =0 & ¢of 0o P=1., pro z° feu 1 in termino com

ftanti priori cafu ponitur 1, pofteriori autem o. Si ergo ex

his duabus 2quationibus definiantur incognite » & @, ob 7=
'%_ > habebitur Factor Funétionis trinomialis gp — 2p9z. cof. ¢ +
g99z%, duos Fatores fimplices imaginarios involvens.

149. Si @quatio prior multiplicetur per fin. » ¢ ; pofterior
per cofo m P, atque producta vel addantur vel fubtrahantur ,
prodibunt ifte duz aquationes : .

o==a, fin.m Q+Crfin.(m4+1) D+ yr*fin.(m42)+

, I’ fin. (m+ 3) P + &c.

o=uafin.mP+Crfin.(m-—1)P+yrfin.(m=—2)d+
v fin. (m—3) & 4 &e. :

Sin autem aquatio prior multiplicetur per coff m ¢ & pofte- .

rior per fin. m @ , per additionem ac fubtraGionem fequentes
emergent equationes.

o==a.cof mP+Cr.cof (m—1) P+ yr*. cof (m—2) P+ -

drieofl (m—3) P + &c. ‘
o==a.cofim Pt Cr.coll (m41)P +yrivcei(m+2) P+
Irioof. (mA3) P 4 &e. '
Hujuf

FACTORUM TRINOMIALLIUM 1088

Hujufmodi ergo duz- zquationes quecunque conjun&a deter- CAP: IX..

minabunt incognitas » & @ ;- quod cum plerumque pluribus
modis fieri poffit , fimul plures Factores trinomiales obtinen-
tur , iique adeo omnes, quos Funétio propofita in fe com-
plecticur. : -

150. Quo ufus harum regularum clarius appareat , quarums-
dam Funétionum fepius occurrentium Factores trinomiales hic
indagabimus,. ut eos, quoties occafio poftulaverit , hinc depro-

o sl . 7 " o
mere liceat. Sit itaque propofita hzc Fun&io 4" + z°, cujus:

Factores trinomiales forma gp — 2p92.c0f” & 494~ 2 determinari

oporteat; pofito ergo r== —‘Z-, habebuntur ha dua zquationes :
5 n ¥

o= 4 4+ 1 wof nd & o=r".fin. ¢, quarum pofte-

rior dat fin. @ = o ; unde erit z @ Arcus vel hujus forme

(244 1) 7 vel 2 47, denotante 4 numerum integrum. Cafus

hos ideo diftinguo, quod eorum Cofinus fint differentes; priori

enim cafu erit cof0 (24 + 1) 7 ==-— 1 pofteriori cafu autem
eof- 2 km =+ 1. Patet autem priorem formam #Q== (24+1)r

fumi debere , quippe qua dat co/. 2P =———1, unde fit o=14
— ", hincque porro r = 4= JqL. Erit ergo p=—u, =1,
& @ :Q‘—kj’}lﬁ , unde Funtionis «”+4 2" Fador erit.
an — 247, cof. (—?—&:SL)—” + =z, Cum igitur pro # nume-

rum quemque integrum ponere liceat , prodeunt hoc modo plu- -
res Factores, neque tamen infiniti , quoniam fi 2 441, ultraz-
" augetur , Factores priores recurrunt , quod ex exemplis clarius:

patebit, cum fit ¢cofl (27 +.@) == ¢4/l ¢. . Deinde fi » eft
numerus impar , pofite 24 + 1 = #, erit Factor quadratus’
a2+ 24z + 3% neque vero hinc fequitur quadratum (2 +2)*"

effe Fattorem Fun&ionis & + 2", quoniam ( in §. 148) uni--

ca. zquatio refultat , qua tantum patet #+ z effe Divilorem
G formula ¢

"’
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L1 I formule & 4- & 5 que regula femper eft tenenda quoties wj’d]}
fit vel- -1 wel — 5 ion

ExeEMPL UM

Evolvamus aliquot cafus, quo ifti Fa&tores clarius ob ocu-
los ponantur , atque hos cafus in duas clafles diftribuamus ,
prout # fuerit numerus vel par vel impar.

Sin—1 Si n = »
Formula Formulz
2+ z 4 4 2
Factor eft Fa&or eft
4+ 2 a + =

Si» = St n =
Formul= Formula
2t 2} At

Factores funt

Fa&ores funt

44-—-242&.ca/§—§—x+zz a;z—-z¢z.co/.‘%7r+ 3%
4+ z 44—242..:‘9/.'%—1-%25
Smi==iy Sihi=—=VE
Formulz Formulz
a' + zf a’ L.zt

Fa&ores funt
X
M——zm.mﬁ-—s— 7T 4+ 3z

44-—-2_42,.:0/.'—2- w4 2%

£ 4 z

Fadtores funt

1
aa ~— 2 az.0f. = Aoeh
44--24&.:0].'—%- 7+ 23

44-—241&.0[-% e S

Ex quibus exemplis patet omnes Fa&ores obtineri, fi loco
&%+ 1 omnes numeri impares non majores, ‘quam Exponens
#

FACTORUM TRINOMIALLU M 113

', fubftituantur, iis vero cafibus quibus Fafor-quadratus prodit, Cap, TX.

tantum ejus radicem Faétoribus annumerari deberel]
151. Si propofita fit hec Fun@tio 4" — 2", ¢jus Fa&or
trinomialis ctit pp — 2 pg 2. 000 @ + g425%, fi pofito r==
. n ; .
—;L , fuerito=—4a" — ;f”. cofin®& o=— ;. fenn @, Erit crgo

iterum fin. #® =0, ideoquen @ = ( » f 41 ¥ wvel no—
2 #7. Hoc autem cafu valor pofterior fumi debet , ut fit cofen®

=41, uidito=d" —," & Fii—— % = « Ha-

bebitur itaque p=a; g=—=1; & ¢ — 24&”; unde Faftor

trinomialis formule propofitz erit =44 —= 2 4 2. cof’ 2"—5%'  w
z z; qua forma, fi loco 2 # omnes numeti pares non ma-
jores quam» ponantur, fimul dabit omnes FaGores; ubi de Fac-
toribus quadratis idem eft tenendum quod ante -monuimus.
Acprimo quidem, pofito # = o , prodit, Factor 4 4— 242427,
pro quo vero radix #— =z capi debet. Similiter, fi » fueric
numerus par & ponatur 2 #==7,, prodit 4 442 42422, unde

patet 2 + = efle diviforem forme .* — 3% . :
= Eik B Mip piviy

Cafus Exponentis » ut ante tra®ati ita fe habebunt , prout
# fuerit numerns vel impar vel par. :

Evleti Indroduct. in Anal. infn, parv. "~ P <




Lixn. L

114 DE INVESTIGATIONE

SiihrpE0g St n = 2
Fotmulz Formule
a— 2 A —— x?
ipfz erit Factor Fa&ores erunt
& — z - A — z
a 4+ =z
Formule Formule
P a* — 2%
Fa&ores erunt Fa&ores erunt
h — & — Z
3
aa——zaz.:q/.'-;— m 423 4#—24z.cqﬁ%—w+zz
’ ‘ F il e
Sitpi==1 Si # = &
Formulz Formule
8 — 2z PAZEL
Fa&ores erunt Faltores erunt
2 —'2 el
S e 2
44-—24z.caf.'-—s—w+zzr 44——24z.caf.'?r+zz
a8 — zaz.m‘?ﬁ% 7+ zz | 42 — 2az.cof -g;~t+z%
4 4+ =z

152. His igitur confirmatur id, quod fupra jam innuimus,

omnem Funétionem integram, {inon in Fatores {implices reales,
tamen in Fattores duplices reales refolvi poffe. Vidimus enim

3 w . - . 7 4
hanc Functionem indefinitz dimenfionis &~ 4 z

femper - in

Fattores duplices reales f? prater fimplices reales, refolvi poffe.
u

Progrediamur ergo ad

n&tiones magis compofitas,, uti: @+

£+, cnjus quidem, fi duos habeat Faores formz

yw -+ 02", refolutio ex pracedentibus abunde parer, Hoc

o S 7] 2n
ergo tantum erit efficiendum , ut forme 2 + 6z J ¥z 2

n
eo cafu, quo non habet duos Factores reales formz 4 62 ?

refo-

FACTORUM FRINOMINALI UM Irg§
refolutionem in Fadtores reales, vel fimplices vel duplices , do-
ceamus. i

153: Confideremus ergo hanc Funionem : «*" — 24" 2" x

oofs g+ A que - in duos Fa&tores forma n 4 62" reales
refolvi nequit.  Quod fi ergo ponamus hujus Fun&ionis Fac-
torem duplicem realem efle pp — 2292 ¢ofl 0 + 9922,

pofito » == —1;—, duz fcqu_cnt_es. xquétiones erunt»reﬁ)lvendae:

an
D=

— 24" el g ;ojfzz@{—rz’z, cofi2n @& o ——
2d 1 cof g fin. n® +r2'".ﬁm 220. Vel, loco prioris @=
quationis fumatur ex §. 149, (ponendom== 2 #), hxco=—
A finoam @ — 24" 1 cof. g fin. n® , quz cum pofteriori
collata dat r = 4; wm vero etit fin. 22 @ =2 ¢of. g. [in.n 0
Avelt fin. 22 @ = 2 fin. & @. ¢of: # ¢. unde fit cof. n @ =
cof g. At eft femper co/l (2 kn +g) = cof g, ex quoha-
betur 2 Q= 2k7 + ¢ & O = -2-1‘?;—:—’?. Hinc ergo Fac-

tor generalis duplex forma propofitx erit = 24 — 2 42. cofs
Bl g

n
omnes numeri pares non majores quam # fucceffive fubftituan-
tur, uti ex applicatione ad cafus videre licebit.

+ zz; atque omnes Fa&ores prodibunt, fi pro 2£

ExXeEMPLUM

Conﬁdcremus ergo cafus quibus.zeft 1, 2, 3, 4, &c.,ut
tatio Factorum appareat.  Erit ergo

Formulaz
‘& —— 3 gz, cof g+ zz
Unicus Fa&or
dd — 24z cof ¢ + £z
Formuie

4 — 24°2% cof g + x*
p

2 Faéio-

CarlX.
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DB ENAK B8R RG AE LLOINE Bt
Fadores duo

) ———zaz.cqf g + g

4a — 222 m/ el L fcu dat24% cof’ ~-+zz)

an —2 4%, cof

A Furmulae ot
a ~——24'2. cof g + 2°
‘Fa&ores tres _ :

aa -—-zaz.. coj.'—g- + 2*

28 — 3 azcoflZT ¢ 3g+z

7"+F+ 52
Formulae

& —aatiztcf g 4 gt

Fattores quatuor:

a4 ~—2 4z cof —i— + 2z
d/l-—~zdz¢'6f‘ €t 2y
27r+ Jo 2z
Aad — 205, co/4 ——g—[-zz fer a4 4= 222, mf~g—+az

Formuiaa
—a a2 aoflig Ha"°
Fattores quinque

da ~—2az.cof.

410

aa -—zaz.tof.'—i- + 2z

27—,
44 — 2 azv.cof. ‘g+zz
aa -——zaz.af'm—‘-ﬂ—}-zz
£a -——2az;.c’.nj.'4'——- +z,;;
3 <

47r+g

AL — 2 4z00[——2

-+ zz
Con~_

A
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Conﬁrmqtur ergo etiam his exemplis omnem Fun&ionem in- Cae.TX

tegram in Faltores reales, five fimplices five duphces, refolvi
pofle. '
154. Hinc ulterius progredi licebit ad Funé&ionem hanc

WREC 9 277 e 292, qua certo habebit unum Facto-

rem realem forme s 4 42" , cujus igitur Factores reales, vel
fimplices vel duplices , exhiberi poffunt; alter vero multipli-

" 2n b
cator forme « 4+ x =~ 4 A 2", utcumque fuerit compararus,
per §. praeced. pari modo in Faftores refolvi poterit. Deinde

hec Funttio & + €2” + 3 27442 40| cum perpetuo

habeat duos FaGores reales forma hujus 4 +6 2° 4+ + %%

fimiliter in Factores, vel fimplices vel duplices, reales refolvitur.
. . . qe n 1
Quin etiam progredi licet ad formam « 4 62" + ¥ 2 s
n
d et 4 £ qua, cum certo habeat upum Fa&orem
n . .
forme » + 0 =z~ , alter Fattor erit formz pracedentis; unde
etiam haec Funétio refolutionem in Factores reales, vel fimpli-
ces vel duplices, admittet. Quare fi ullum dubium manfiffet
circa hujufmodi refolutionem omnium Funétionum integrarum ,

hoc nunc fere penitus tolletur.
155. Traduci vero etiam poteft hac in FaGores rcfolutxo

ad Series mﬁmras; fcilicet , quia vidimus fupra effe 1 4 T B

e -+

L b & ==¢"; at vero efle * =
123 1.2.3.4 e

(14 —ﬁ- ), denotante 7 num'erum inficitum , perfpicoum eft

x’+

1.2 1.2.3

finitos (' mplxces inter fe xquales nempe x +——~ At fi ab ea-
!

dem Serie primus terminus dematur , erlt—~ + — -1— Ts +
Pi3 &e.

Serxcm 14+ — + -+ &c habere Fa&ores in-

-
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Kooy ie——tedifTr

i ]
“ . _y=—(14+=)—1, cujusformz cum §,
z
x s
151 comparate, quo fit ¢ == 1 + —; n=i& s =1,

Fa&or quicunque erit == (14 E ) —z2 (r+ i)zq/.‘i&
1 , unde, fubftituendo pro 2# omnes numeros pares , fimul
omnes Fa&ores prodibunt. Pofito autem 2 £ = o prodit Fac-

tor quadratus :i,%“, pro quo autem tantum ob rationes allegatas

. - alloe
radix X fumi debet, erit ergo x Factor expreflionis & —1.
: a
quod quidem fponte patet. Ad reliquos Faftores inveniendos
. 2 . .
notari oportet efle, ob Arcum Tk » infinite parvum , cofc

2 k —_1— —kk')m’ ( 134 ), terminis fequentibus, ob 7 nu-

merum mﬁmtum , in nihilum abeuntibus. Hinc erit Facor qui-
g +4U\’”’x atqueadeo formae” — 1

i it

libet =
e Lot x X
eric divifibilis per r + — + i k,
=—ux (14 —-+ = 3-}— 1234_+8cc.), prater Fadto-
rem ¥ , habebit hes infinitos ( b _i_ g 4’;’07,) o -2.5-+
SRyt S ko N e b ) &
.3
156 Cum autem hi Fa&ores contineant partem mﬁmte pat-
vam X, qua, cum in fingulis infit, atque per mulnphcano-
i

. Quare expreffio ¢*— 1

nem omnium , quorum numerus eft —-z,producat terminum —

omitti non poteft. Ad hoc ergo incommodum vitandum
se—X

eonfi deremus hanc cxprefﬁonem et —¢ =

(I+—)—'(I——) ——2( 123'i“u?'ﬁ‘l“&"-)
eft

FACTORUM TRINOMIALIU M. Iy
3

I-——-—+.__.h

eft enim e
1.2 1.2.2

+&c.; quecum

A5 T, comparatadatn:;,a_x+ Sy —ne
z

unde hujus expreflionis Fador erit =— 42 — zaz.uy.‘ —k T+

gz:—.z—}—g‘,’%’c-—-—ﬁ(b—-"g) cof 2’1 ‘WK

ﬂm_ ob coff r
* divifibilis erit per 14

J
2kiw7r Funéio ergo e’ —
X x ) ] .
’ili e ubi autem termi-
nus % tuto omittitur , quia etfi per ; multiplicetur , tamen
manet infinite parvus. Preterea vero ut ante, fi # =0, erit

primus Factor =x. Quocirca, his Factoribus in ordinem re-
x w—t

daais,eriri:_g_".- —_x(x +—)(1+—)( + =)
4

(ITIGW 123 1234.§+

e + &c. ). .Smgulis {cilicet Factoribus per multiplica-

tionem conﬁanns ¢jufmodi formam dedi, ut per actualem mulw
tiplicationem primus terminus x refultet.
—

e+e
2

157. Eodem modo cum fit =7 -} h.}_

z z
x x
i 68 i G o i)
o=
1.2, 3 4 Ssemine 2
nis cum fuperiori «”+4 2 comparatio dabit # =

hujus expreflio-
14 = 5
2

x - o ®
Z==1— — &a—i;:eritergo Fa&tor quicunque =—20—242 %

cof. 21"2-171'-—}—&25:2—]—2%:——2(! —-—‘%c)cqﬂ"ilﬁm Ett

aytem

Cap. IX.
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(2ft41
autem m/‘ l‘+ i —%ﬂ unde fotma Fa&o-

. . X 2 )" . .
ris erit = 41'—32— = (;k—j;z ) » evanefcente termino cujus de-
nominatot eﬁ i*.  Quoniam ergo omnis Factor expreflionis
XK :
+ + 1.2, 3 4
1 + zxx quo Fattor inventus ad hanc formam reducatur ,

dividi debet per (ikj:—z)f— :-hinc Factor forma propofitz erit

4.x%
G k1) w
nientur , fi Ioco 2 # = 1 fucceffive omnes numeri impares
fubfticuantur. Hanc ob rem  erit

x —
e e xx x°
2 x+ +1234+1.2.3.4.7.6

» €x ecoque omnes Factores infiniti inve-

+ &c. =

g qux 4xx _4xx
(I + 7r7r)<1+ 97r-7r> ( ; +2$7r7r)(1+ 4-97r7r) s

# 158. Six flat quantitas imaginaria, formule he exponen-
tiales in Sinum & Cofinum cujufpiam Arcus realis abeunt.

z2y —1 — 24 —I
Sit enim ¥ =2z ¢/ — 1 ; etit v =
’ I ;
2} 2! 27 &
g A EaE 3.4.5_1.2.3....7_*" gt

quz adeo expreffio hos habet Faétores numero infinitos

sl )G e "‘)(r 22y (— 2E

Arw T I 571';7' 2577

&c., feu entﬁn.z:z(x_'_’i)(l.{.._;)(,___z_”)
Cr )(I*~)(I+—)&c. Quoties ergo At-

cus z 1m ef’c comparatus, ut quxfpmm Fattor evanefcat, quod
fitfize—=0,ss="hbnr; z==4 27, & generaliter iz

k7, denotante 4 numeram quemcunque integeum 5 fimul Sie
nus

+ &c, hujufmodi formam habere - debet -

FACTORU M"® 1"1{ INOMIALT U A, f2¢

dus ejus Arcus debet effe =2 o quod; quxdem_ ita patet, ut Car! X,

hinc iftos Factores a pofteriori értere licuiffet,

z e .

‘x/‘ Tagteay” Ui 00 :
= = cof Z5

cmquoqueafz*(x____)(I.._..‘Lzz)<l 4-zz )
; 27 wa
433 i
( et ) &,y feu, his Fa&onbus v binos refolvendxs, :

cit quoquccq/'z-—(x—-——)( +-—)(!-—- 7‘)(1+“')
(x— )( +-—)&c., ex qua pari modo patet, f fuerit

== + ("‘é’“ Ty
ercuh lzquet.

159. Ex §. 152. ctiam inveniti poflunt Fa&ores hu;us ex<
prcﬂ'omsc ~—20fig4e | x-—z(:——-mfg+ i

1-
= &c ). Tranfit enim hac expreﬂio in hanc/»

Simili modo, cum fit ¢ <

fore cofz == 0, id quod etiam ex X natura

1234

(r-{- .-_-_,) —26fgh(1 — i) = unae.cu.m illa form:;'

comparata dat 24 == i; 4 =— 1+-.-, &z.-_z——-——,unde :

fiﬁor quicunque hujus. formule eric = 4, —_ 202 of.
~_’7‘-__€+az_-..2+___~2(1_____) e/‘2(2k7r4—g)
z

at eft mj‘iﬂﬁl*:_gj__, 2(2’i7r+~g)

ll
feu hujus formae AL
’ .

Si
2 f;go expreﬂ' o pet 2 ( L — cof: & ) dividatur, utin Seric infinia-
tminus conftans fit == 1 » etit, fumendis omnibus Fa&ori-

buS’ e” —2cof. o -}-‘e
2(1—cofg)

Euleti burodus, in Anal, nfin. parv. Q

5 unde Fa&or
erit == 4”" L M

—

“‘““‘“‘”‘“*G‘:;"-”zw

(e
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LIBI(I+m)(I+M)(I+(4 +g):)

__—————),)(1+(6 + ),)&c.. Atque, fi loco

1+
,xponatur zy — 1, erit i"f‘ c;j‘ifg—(x__z Y14 .E )

(x—Q—' )(!+27,_..g)( ] +27r+g)
2z

(I"—4 __g)(l"l" g)&c""“l lz(l-—-—cofg)+

X 5 . Hu-

4(?-—-cof T . 6(1—cof g) o ;

;us adeo Serief' 1n 1nﬁnnum continuate Fadores omnes cog-
nofcuntut. :

160. Commode etiam hujufmodi Funéionis e i + ¢
Facores inveniri omnelque aﬂignan po{funt Tranfmutatur enim

¢ il
) qua comparata

in hanc formam(1+b+x) + (1=

cum forma 4’+ z’ Fa‘&or‘em habebit 2« ——zaz.caj' o

denotante » numerum 1mparcmf' valeat fi ignum fupenus con-

tra vero numerum parem Cum “autem , ob 7 numerum infinite-
% "’;”7'” erit Facor ille generahs,
21

+ac"
(b —c+ 2% >,1:

magnum, fit co/sZ —l_— =r
Ly b
=(a~— 2)* 4 ”—f—’—raa. At hoccafuerita =1+ =

..._z) —

&
&4z—1+b+c+bc+(6_b)x X%, ideoque Fa-

ii

&or erit per ii mulnphcatus == (6 — &)+ 4(5——-—:):: +

qxxtmman, negledtis terminis per 7 vel /i divifis, quoniam

jam omnis generis termini adfunt, pra quibus hi evanefcerent.

Termino ergo conftante ad unitatem per divifionem reducto
4(b—c)x 4 4w

etic Fadtor == 1 4 - mrwt(b-—c)*

161. Nune,

FAcr‘o&UM TRINOMIALIUM. 125

. Nunc, quoniam in omhfbus ‘Fa&oribus terminiis con- Car X,

ﬁans eft =1, ipfa Fun&io ¢ +x+e . per e)ufmodl
conftantem dividi debet, ut terminus conftans fiat = 1, feu
ut ejus valor , pofito ¥ = o, fiat =1 ; talis Divifor erit
i b +x + ‘c-——-a?
3 #ipne

Factores numero infinitos exponi poterit. Erit ergo , i va
lear fignhum fuperius atque m dénotet numerum impatem ,

b
T S 4(5—e)r+4:m) G 4h—=c)xF4xx |
'4r7r+@—ﬂ)‘ sma+ (=0t

¢ + ¢ , & hanc obr rem expreﬂ' o hzc per

¢ = +
e e :
4(b—c)xtgxx
( * Nar+ (b —c)?
leat, arque idco m denotet numerum parem, - cafuque m=o
b % cT— N
radix Facoris quadrati ponatur ; erit - 7 i :. =
e —¢
2. 4(b — c)x -+ 4o 46 — )% F4oex
(T e ) ik S l)
367r7r F(h—c) :
162. Ponatur 4 = o, quod fine demmcnto univerfalitatis

) &e. 1' in autem ignum mfenus vas

T 7 P i, !
fieri poteft , eritque = SR S PG, o L3
1 +ec VI e w1
(I___4.cx+4.xx>( L 4cxd4xx * & SR
L o : e L e '1___;
e 2x 4ex + 4xx 4£.x'+ 4xx
=(1— == —_— R e R e ——a ik ora s
( )< 477w tcc )<‘ I167x 7 4 cc)
(x_4cx+4acx ) & T ?
P, con ]am ponatur ¢ negativum, atque
X - € —
habqbuntur ha due zquationes: £ 1 ___ c'f — =
14 ¢
2 e
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R i o

o

£ o —

S

e, e

(x+4““‘"4"">( +

L f

X'-‘—‘E

167 7=t cc

gertiam , ac ‘prodlblt

toy loco 2, eritque

(14
(1+

(1+
Cr

20y o 24y 2049y 200+
frl-cc)( 97 7r+cc)( +97r7r+r:c)(I 257 7r+€0)
Z-%———w ) & “Multiplicetur prima forma per quat-
zx— ———zx+e By —C
tam , “erit "p:odu'&um e foTme . RO TTP po-
; ‘ ; g —p
. % . & y +f___ s 0 |
natur y pro 2%, eritque e T =
e R ke
_ 294 2cy ke /1 2wy
)(I 7r+cc)< +47r +GC)(' 97r7r+cc) :
a:év +_;vy NE i_;i'_:‘__l_’%) &c.. Si fecunda forma
W [

per quartam multlphcetur 5

+cc

(1 +“+“x>( +4“‘+4’“‘>t +_«~40“+4”“>&c,

2§77 4 c¢

S (s +—><:+i——~——”"+““>

4 A + ce
ggx—l—i’z’:) &c.. Multxphcetur forma prima per
C
+E + ! _te__; ponatur ve-
: 2 + + SRt i
""-I‘- T + e _c=____’(.t___2_ey_ﬂﬂ)

-Er+e +e".

¥ s w4

prodibit. eadem zquatio mﬁ quod

€ capxendum fit negauvum 5 erit ncmpe

ot —_c ol -«g____ _ y 2"3’+5’y
‘ e__e____c - (I )(f+m,_+“)
. o 2ey-19Yy Qcy+yy o 2ey vy
('17:-—-:4#7;__‘_”)( + +”)( : 1677 ~+ N)_
= 20y 4y 2c;u+vv
(1 + ZS—L—-——”F +“)( i iy =3 &c.. Muluplxcetur dcu
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—p

ol
sique forma fecunda per quartam etitque £t

=5 e =t CARIN

2—:- c.*b-—e_—c
Lo ooy Bk Loy 200 yy 2¢y 9y
(I ,'t-c*_)(x 471'7r+cc)( +4-'n-7r '1-60)(I 157r7r+60)
‘ Lo ol 6 AR RG P 2.¢5 -+
(r+ 167r.7r+cc>( 5 367;-1—}-66)( 15 367 +cc)

163.  Ha quatuor combinationes nunc commode ad Cir-
culum transferri po{Tunt 5 ponendo =g y/—1 &y=—vV—1:

A e Tl =2 v; S
b e 2y ~—1.fn. v g efV '.'l-.»,e——g\/—l
—-—zu}fg o SR _g‘/*lwz V — 1. fin.g. Hinc
prima combinatio dabit %‘%ﬁ =1 — ﬁﬁ?o'j_g)
e i o LR O G e
e R
.(1+__——-§ér’;':_22)( ;i:_:z)&c.w(x%-—*g )
it E G o) O )
'-(x——aﬁ‘r_,_g )(I—Bw- g)( + ) Bk ==
] vf(x-—(—,'a_:ga) (2 — (—w‘_i_*ﬁ;)(l— (_;_W_v___v_g):)
Yite +g},)(z ,—S—W-”_E_—g;, ) &c.. Quarta vero
combmat:o dat mi% —: e ey ;.z,—?-zcoj_'.' 'g)—v*-‘
.1-23,4(1;—@3) 1.2 G(f—coj'g)+&c.=(l;—~§§)
€1+ 2gv—-——7)'u)(x D pin —= )(I+2g1;:_”_’“)

daw—gg" . A-war-—'gg IGW@""gg
: 3 g G e
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(rasn gy &c.:(x—f)(!+£)(l+—3~g)w

16mw—L8
(I——'Z-w:-g)' TR +g)( +4ar—g)
i iy = £ r f-g;;z’——*_f,g;zl
(1— (z;_ig\z)( HW”—-——_——”_—?—;.)( w)&c--
Secunda combinatio dag P2t/ j€+£ el f"g m—_fn—g+ »
ey e O 2
L L
=(r+—)(r+ - Her =i o ey

v
‘ I— ——)(1—
Ac fumto v neg'mvo prodlt tertia combinatio. :
164. Ipfe vero etiam exprefliones in §. 162. primum “in-
vente ad Arcus circulares traduci poﬁ'unt hoc modo: cum fit

e T (e e e T
1+;c z-j-e Fe
il 5 __'_"c’ , fi ponamus =g  — 1'&
24 ¢ e
¥ ==zV/— 1, hzc expreffio abit in hanc ﬂi'l:_iﬁ-_w
oofe 3 +ﬁ:_‘§_{;}z Erit ergo ( ob I_f:‘;‘ = rang. — £)

éaj:z+tdng.—g.fn.z=x+ —x_tmg —;-g _.1_2 12

4. + Z_’ 1an —“g—'—&Co

1.2.3 g——g+1234 1.2. 3.4 gz‘p“
4oa—iz e NPT St L SO
( +ww"“£§ (1 +9 fa-——gg)c e £)<:+

.FACTORUM T}{I-NOMIALIUM. 127
23
e St )(I -—~+g)( 1+ )( 3w+g)
(1 +§;:k)< e +g)&c Slmlh modo altera ex-
preflio, fi Numerator & Denominator per 1 —e¢ °

-G
L ek

—

multi=

— e C—x

&t —c
~

; 2—e ~—¢

fato ¢ =g y/mny & x == 21, dy@r—af(g—2)

i W cofip
. g. o1 2. . 2
eof g —TRESTE o g 2 gl ergo coflz—

plicetur, abit in

; qua,

I—cof g tang. 3 &

cot. —gﬁn z~—1-—--‘;‘—cat —g&;i;; b .1_2_350, et
i_ e 2 ] 4o2——422
1,234 18: gc'”' Sk &e— (""‘“)( +4wa__gg)
; 4862—422 423 — 432 s 22
(i mW-—gg)( s 3653-——“)&““( e )
{1 s -

27‘, g)( 21+g i *—g)( 22 +g)&c

Quod fi ergo ponatur = 22 feu z*T v ; habebitur

ﬂf;f(g’-; ):__,,;,/;_‘w T tanp. X g.ﬁn. e R
e _”g)c o
afwf(g-;'v) ——ay.'—- it "”f-“g-ﬁ”' _2- =
;::g;fgi_(_; w)(rf-—;w—__—g)( +I )&c,
—W— .-.2. --wt.—g.ﬁ:z.-:w:
s ) s il zw-i-g)( T g
Sin. ‘(g+'v)

S g

Car. IX,
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I

f{“" L fin. L(g+v) = Lfy—}-cai. _I..g. fime — v =
> 2

fin. g i3 T A
) 0 ) v : v
(I+?)<I_—2w g)(l +2w+g)<1*4— "“g)&c'

Quorum Fa&orum lex progreflionis fatis eft fimplex & uni-
formis ; atque ex his expreflionibus per multiplicationem oriun«
tur ex ipfe ; que §. pracedente funt invente.

G AP TN

De ufu Factorum inventorum in definiendss
[wmmis Serierum infinitarum.

165. QI fuerit 1 4+ Az + Ba* +Cz* +Ds* + &c. —
; (1+az) (1+6z) (14+yzs) (1 +JI2) &c., hi
Fatores, five fint numero finiti five infiniti, fi in fe aGu mul-
tiplicentur , illam expreflionem 1 + Az4 Bz*+ Cz’ + Dz* +
&c. , producere debent. Equabitur ergo coéfficiens A fummsz
omnium quantitatum e+ € +y + J+¢ + &c.. Coefficiens
vero B xqualis erit {umma produdtorum ex binis , eritque
B—=—abCt+ay+ad+Cy+6d+ yd+ &c.. Tum vero
coéfficiens C zquabitur fumma produttorum ex ternis, nem-
pe erit C= aly+aCd+Cydtayd+ &c. Atque
ita porro erit D = fummz productorum ex quaternis, E =—
fummz produorum ex quinis, &c., id quod ex Algebra
communi conftat.

166. Quia fumma quantitatum & 4+ € 4+ ¢ + &+ &c.;
datur una cum fumma produ&orum ex binis , hinc fumma

Quadratorum &* +6* 4+ 9* 4+ J* 4+ &c., inveniri poterit,
quippe quz zqualis eft Quadrato fumma demtis -duplicibus
productis ex binis. Simili modo fumma Cuborum, Biquadra-
- torum & altiorum Poteftatum definiti poteft: fi enim ponamus

P

IN DEFINIEND. SUMMIS SERIUK: INFINIY. i85

P=a+CHqoy+ dde 4 da
Q="+ C 45+ J* fe® f g,
R =’y " o &c.
S = a* -t ot o e &,
T = @’ +C' o' I e &,
Viema® o 6 hog o d e it
- ke :
Valores P, Q,R,S, T, V&e fequenti modo ex cogni-

isd, B, C, D; ,-&C' s detérminabtintur. -

i

- P= A4 ‘
Q:../YP&ZB‘
l];:ﬁQ—« BP+ ;¢
= AR — BQ+ CP — 4D
T= A5~ B+ (Q — DP¥ sE
V=AT — BS + CR— DQ + EPls 6F
- &c.

:1uura1ru.mt formulatum veritas examine inftituto facile agnofcie
¢ nterim tamen in calculo differentiali fum igo!

; : i fummo cum rigor
demonfirabitur, . et

er. _Cx:um igitur fupra ( §. 156. ) invenerimns effe :

[ ——

==X{(1I Lx '-———-x ——x‘
2 . ( 123 " 12345 + 1.2..-...7+&c')=
FOP Rl B2 5o g By e
( xx7r7r b o ) L SF ) ( e 167m")
4 ——Y&c., erit § 4 X% = et
X zsy;w) 7’ +1.2.3 + 1.2.3.4.5 g 3,,_,,7'!‘
Co == (1 +a_c__s_c I g S bl xx
; . 7m')( +47r7r)(1+97r7r)(1+vig;ri)&c.
ONAtUr ¥x ==z 2, eritque 1 =+ X7 Ty
. A 1.2.3 1.2.3.4%

3 ! » o
oo ¢S e W )
Euleti Inrodust, in Apal, infin. parv, R | (i

Cap. X,

- meom—
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Lip L (i + X 2) &c.. FaGa ergo applicatione fuperioris regule ad lem. Quo.autem valor. harum: fummarum - clarius ' perfpicia- Car. X.
L a5~ ke iAo 7r4;— e o tur , plures hujufmodi Senerum fummas commodxon modo

hunc cafum , erit A= 716’-"-- B= —;C= = 4~_OiD== 362850 ~ expreflas hic adjiciam.. - :

&ec.. ond fi ergo ponatur . - B .

1l o o e g S 4G, =obad digi

e d &c. I 1 I I S I
P—’+4+9+*6+ + Tl et p b b e e
P = &c. $ * P
S s
I x e R B . Gt ! i b e
=I+E+;—;+"igs+2§!+36’+ e ]+—;—"'+‘§i+-:-.g+%+&c.: %w‘

1 1 1 Lonyt &c. : ; o

S:1+?+;;+1'6‘+25"+36"+ : = Rlin x+z—{—o+§%+;}%+s—lﬁ+&c._— .-g-vr"

E 1 ¥ I 2 I 9
=1t mt gt Tae T - 1 g F Sk g e S
&, I I o 35
atque harum litterarum valores ex 4, B, €, D, &c. dctcr- 1+5m + 5o+ o + mh&e 35 e
° 1 ;
_ minentur; prodibit 1+ o+ 2o Ioas gl 3617 16
3 4 § ; Iy
¥ b3 I
L= ;GI Iekrd ehtgmnich 4t”-+ S'_U+&c T3 B2nn f*i?i@ix::
S aaEn S B 2 s owt cpadaagy
Q,‘—* 90‘ zo 4.:0 S'"+&C'TI 23 2 2! o w
el ,I_ o el R SeBhANIa Ly
e EZ:-'- I +2:,1. + 322 4.23‘ s=;+ &C-— 1‘2.3."23- 5 3 w
o AL _I I 2%
i 9450 1+ o= “ it "' + 4% 5“+&C'"— 2. g e A
— T regigaodss ‘
9355§ : 273 !
&c.. 2 l y d z : PX)
T x g ey l+ 278 ot u e u == z.s F&e = I'-ET_—'——_;?‘
e 2 - < e 8. s e 1ac forma o #He Do vrac s e
168 Patet ergo omnium ISenerum infinitarum-in : 75977927
generali’ 1 +-i 4 -I;' e &c.., contentarum., quonesa I
2 2 . - s "0y &
‘. fierit numerts pars ope Peripherix Clrcuh  exhiberi pofle s Hucufque iftos Poteftatum ipfius » Exponentes artificio ahbdx
) exponendo continuare licuit, quod ideo hic adjunxi, quo
habebit cnim femper fumma. Seriei ad #" rationem raufel:; > q R Serici
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Xosadd
Lz L - Seriei fractionum:- pnmo mtmtu perquam irregularisor i

gDoL MGU SIS &
TR T
eft ufus.

169. Traacxhus.éodem; modo. ;Equatiqﬂcmi §: 157 ifvens:

, &c. in plurm‘us occafionibus eximius.

tam , ubi erat < +e .-—-r-}~’“"-l-l;34_--i-»ﬁ_a.—ig,;—.s:-is*:T
&c.,._..(t+4m)(1+ 49”')( +:$::)( +4xx)&c..
Pofito ergo : Iz4z-+”344,zz+
——6—-—472,’-{—856., (l+-‘5)(l+-—-z)(x+-—z)

(1 g 2 = ) & Undc falta apphcatronc, erit. A= = IAZ_;]. ; "?

— __.75:_____ 76 —- -—‘—7‘(.__.__._., &C.. uod ﬁ cra_
B, T2 3ATAE cf'_"x_.z,.a... 4% Q°
go ponamus; . = :
P—wpndl el g l + -'— -F &c..

> 27 ' ;

B . = —= - &ec..
Q T o g~ o + ;+. o
Ri: I+ 91 Igﬁwf- i+ 3+&Cp
S?=X+; + 4+ 494+ 4+&C°

&c..
teperientut fequentes pro. P @, R:, §, &c.; valores::
' I 2‘8:_ i 2 .7{:

B wal B ae o
R IS e 0 gl

: DBl N T 123,07 229
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T

|

7936 owl ipeoion383700 it
Ty g pEx ; G v Rt
223632;6 ikt

T e e

170.. Ezdem fummz Poteftatum numeérorum imparium inve--
niri poffunt ex fummis precedentibus , in quxbus omnes numerlvE

occurrunt;. fi. enim fuerit M =— 1 4 __n SR

{ 2 3" 4’? :
> 7 : - . o o 1 M I
.;;4_‘ &c. , erit ubique, per7 mulnphcando, 727 +

oo +
4
res. contmcns > fi.a priori- fubtrahatur., rclmquct NUMmeros: jm-:

-+ — 4 &c., que Series numeros tantum pa-,
8

pares ; eritque ideo M — ——’g- — 2” M 1-{«'..—1-”.-!-'“
3 2 e

~— =42 + &c., de fi' autem Series -2£ blS fums=-

i 2

a fubtrahatur ab M figna prodxbunt alternantia , crxtque M—

Fmemm ©

2 M: - 2 —

= ik 1 1
T s i N T M el ESrs S
2-- 2. 2 3. i

Per tradita ergo preecepta. fummari poterunt hae:

5
Seties- :
i Sl e U M L S R Y
2" e, Wit "
G T T S SRR O
3 5 7 9 11

Si quidem  # fit numerus par-, atque fumma erit = A=" exi.-
ftente 4 numero rationali.

171 Praterea. vero expreffiones §. 164 exhibitz fimili mo--
3 doo

Car. X
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- do Series notatu dignas fuppeditabunt. Cum enim (it c¢/? -‘— v+

e éf-f’* LT'=(Jr+w___g)( —-m
(14 2’W____g) &c. , fi ponamus v == —:— @ &:g~——1—1rem
(Lot )(I“—"_l_m)(!"i‘an__m)( 3n+m)
(I+7n__,m)( 7,,_*_,,,) &e. “‘”f’— - "’:‘g
"—;Z" 7. xZn——Ij-,?; mg.?n-———:_:%z s m
tang. '1;—;"5 + Z——f—rg—%—n—; + &c.. Hac expreffio infinita cum
§. 165 collata dabit hos valores A = -2 rang. %; B=
] 4
:42:;0::%.mng.?;—:, —:ZI%TS_W-; : =
§ .

Z—TEES_W' Mﬂg.n—;—:r- &c. Tum vero erit @ = ———
¢ =i e T R
L = — — . .
w;;zr.n ‘Hinc ergo aci onJ;m §. 166 fequentes Series exo-

rientur,

K= ,7.1_7,“'";;—;-:4: 3ni-m 3n:i—m+$n—im sn+m+&c'
Q= (T—L—W + fsith et e
m i 1 1 1

e (”“‘I‘m)’-—(n—i-m)’ Gn—m)*  (3ntm)? *

1

(5n——m)’ Sk

o=

IN DEFINIEND, SUM.MIS SERIER. INFINIT. 1x3%

1 1 I CarX.

fii= (n—m)* + (n+m)" aa (3n——m)* (3n=m)* 5 :i-

1
T + &c.

iz, : sy AL I e 1

T= =y "ot T G G

1 ;
e &,

T . T 1 i

l(71'——714) (n+m/ Gn—m)* ~ (3n+m)® ~

(§n—m) + &
&c.
Pofito autem zang. —;3 = £ erit, uti oﬁendxmus,
P=—= A — Ii’ﬂ' e 117"
27
Q (’(.k.’*'l)”"’r St M
4nn 2. 4 nn
R — U{’+1{)W s (61("1"6/'\)1
2. 4. 6. n®
S_(ak‘+4kk+r)vr (24K' 4328 +8)7*
2.4.6 3nt

T o— (3k’+$k’ +2k)7r (320k* +2004* + 80k) #*

9 6 n* 2. 4.6. 8. 10u*

173. Pari modo ultima forma §. 164; ¢of. lfu-l— cot. %gx

ey S v s
fr. —'v——(1+ )(z rsias Xt~ +g( 47,___._g,,)‘
R e
(1 +47r+ )&c Sx ponamus z =~ 7, ¢ = — & &
sang.. 7T = ¥, b o, -—g:-—,; , dabit g 2% 4 k
PPN X manx alx ata® ¢
A 515_17— I+2nl{ 2. 4nn. 24_671% 2468n*+
xdTX
2.4. 6.8, 105k Tt == 1k _)(I* X +2n+m>

(g
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o x i . 3
(1 ——471—"7%) (1 + W’) &c, . Comparatione ergo cum
forma generali (§. 165 ) inflituta erit 4 = ;T_’t; B =
n
e v s
AR g e T oy b B R e B S I
S i R== 2.4.6.8 % E 2.4.6.8.x0n% ’

oA Qn‘; 2. 4.61* k
C . I
&c.; ex Fattoribus vero habebitur &« — =0 € —

——=T

20— "

Lol

=t d= e == — L &e
Y= km T e Anhwe

174. Hinc ergo ad normam §. 166. fequentes Series forma-
buntur, earumque {ummz affignabuntur

1 1 1 re 1
2114 214 4n—ms 41118

i
P> — &c.
P
1 I

ey 1 23 .,
Q= m* + (2n—m)® + (21 4 m)*" + (4n—m)* +

I

Cantmy T &
R X X R
= wm® (an—m)? + (2ntm)t (4n——m)® +
1 &
Gnbmy @
S I : | 1
Fe= m* + (2n—m)* + (2nm)* £ (41n—m)* +
s ‘
Cangm)* + &
xS 1 ; L o X
§— m? (z.n——m)i’+ (zntm). ~ (4ne=—m) +

) B
(471 +"""“m>,' s o) &C-
- &,
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He autem fumm=z P, Q, R, S, &c ita fe habebunt

P =rradisnut = L
21k 2 nk
g (Wt D ra _ (2t2kb)a
s kR e
P OB = (€6 k) =
: 8 n? &’ _ 2.4. 61 &
S (K T akht3)a® ° (2g 4 g2kkF34°) "
8 ut k* 2. 4. 6. 8 u*k*

4
T—(28+5kk+3)a*  __ (1204200kk+ 80 &*) o
M 2 274.6,8 107" k5% ¢
Y = CRHI 30k 4 19)x® _ (720+1440k4-816k4 496k )m
; 960 n°* £° ey 2. 4.6. 8. 10. 12.1° ®

&e.

175. Series ifte generales merentur ut cafus quofdam parti-
culares inde derivemus, qui prodibunt fi rationem 7 ad # in
numeris determinemus.  Sit igitur primum m =1 & n= 2,

e w ; -
fiet # = ramg. = = ramg. 45° = 1, atque ambz Seric-

rum claffes inter fe congruent. Erit ergo

. 1 1
LB R e B T
:T 3+'i 7+9 e
T =Il+mF N+ k&
8 R TR ) <
¢ Foh I I R
{3—2~—~x-—'3—;—+s—.~7-,+;,———-&c.
x* 1 1 1 ‘
5 == Dibiagrte wxichige b i ke,
i Al 1 I 1 1
T el i
— I I
b6 Inhinerh ce i senin okl
&c. . Fibiag

Harum Serierum primam jam fupra (§. 140) elicuimus , reli-
Quarum ille, qua pares habent Dignitates, modo ante (§.169)
Euleti Lnsroduct, in Analy infin. parv. S fune
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L1# T fune erute ; ceter®, in quibus Exponentes funt numeri impa-
~——— res, hic primum occurrunt. Conftat ergo omnium quoque ifta-
rum Serierum: :
Tonlprt foba o nfinle C gl R o
I = ~oux + et 2t T 2t &e.
= (00 7 9 :
fummas per valorem ipfius affignari pofle.

176. Sit nunc 7 =1, #==33 erit # == tang. —’ér- ==

tang. 30° == ‘;—3, atque Serics §. 172 abibunt in has

I 3 |

e i T

2 bk pa it

S o g g B
' &c., “five

o= —-_—; L 4 R e

42}2: S ?4——;— +—§— +-—I’;, +-Ifs— +‘&c-

i o f‘4»;?+ =T O

in his Seriebus defunt omnes numeri. per ternarium divifibi-
les: hinc pares dimenfiones ex. jam inventis deducentur :hoc

modo. Cum fit

e : T i T < -
=1+t pt o +Ti+&0': erit
e Ee s o
G . 3‘+ et o T xz‘v+ i T

qae polerior Serics continens omnes nUmeros per ternarium
S “divifie

L
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divifibiles , fi fubtrahatur a priore , rémanebunt omnes numeri €A2-X.

non divifibiles per 2 : ficque erit L R S I -
1 1 I; 3‘ e 54—_?~I+'2_‘+
o = = G5 o3 + &c., uti invenimys. = |

177. Eadem hypothefis m=1, »—3, & # = X g

§. 174. accommodata has prebebit fummationes

o L 1 T :

== L — et S I b

24/3 $+ 7 n+;'§“‘“;+‘;;-—&c.
T I I : I .

72 =1+ = 2 bR = X I I

B 3 o 7" T 1—3;+AI‘,§‘:‘+';§:'+ &ec.
B et e T e B T Leha

f8\/3 i g 7’ [Il 133 _ I‘? + 2_9_; "__&C.

&e.
in quarum denominatoribus numeri tantum impares occurrunt
exceptis iis, qui per ternarium funt divifibiles. Ceterum pares
dimenfiones ex jam cogpitis deduci poflunt , cum enim fit

—!—7:-':: _X:_ _i I I .
3 I + 3.. + $‘+ _7'5+ éT +&C., erit
LW:L 3__ = I

3. 3‘+9‘+155+£?.'+&C.=T::—

cr]uige t§ex;:}els,omnes numetos impares per 3 divifibiles continens,

1 {ubtraharur a_,fupenore, relinquet Seriem quadratorum: nu-

merorum imparium per 3 non divifibilium, eritque & '
TSt

o e T T T
— =1 + = — — pomi :
5 ,_s‘+_7‘+n‘+13'+&c'
fb!78. Si Series in§. §, 172. & 174 inventz vel addantur vel
i} tr:Ahan,tur » obtinebuntur aliz Series notatu. dignz. Eric fci-
T e s ‘ 59
2n 2nk w + H—111 e 28— m s
2 = b
on-fin
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X .
kg +&C <kk+ >7r-at cltitEE—rapp I el
antm nk : 2.1
g d
in. — i
; b— ——,unde- ¥ =2/
‘.f___ &I+f (0/'7”77 3_ c+&.’i f
271 2n
cof FEE f;z. ”, _quo valore fubftituto habebimus
n
g e S e S X
3 o ft__-g_ m + i 72 o= 12 211-—-~m-+ 2n-{-m+
n
I T . &c.  Simili modo per fubtraitionem
39— 2 3n ‘ -

. @ k'm'__(l-—-]{k)vw ¥ ¥ I ;
el —m — 2 == e T —— e —
2nk’  2mn 2k m w—n  pin

: HEE T - &c., at efk
29—, - ontm. 3w 3 Hmfm it et
wrar
ok o sy e
= tang. 2. — —=tang. — == hinc erit
T — kk L2 on 3 e’
",
zr 50_/: .12?:
n______:l___l~+l‘______l_r_+l'_~
W, m——m o inem oH—— 112 211,
# ﬁn. — :
n
+ &c..  Series Quadratorum & altiorum Poteftatum:

3n—-m
hinc ortx facilius per differentiationem. hinc deducentur infra.

179. Quoniam cafus, quibus m = 1 &z == 2 vel 3, jam, .
p :
evolvimus, ponamus m==1 & n==4; erit fir. —n—” ;

ﬁﬂ 2
2;,/2

1*_— \7_2 &« ”f'Z; s ‘% Hinc itaque. habebitus
o AP e LB S o
+ 3, 7 + 9. + 1 13

&,

ﬁWﬁ

v

IN DEFINIEND. SUMMIS' S'ER'_IER_ INFINIT. rv4r

I
2.

VG —in) b o= \/(

14 2.
V(Z—:\/T) i

8(\/2-—1)
Sit nunc. m = 3& n=28, ent%"--;_— & fin.

Hinc itaque erit
Lt

7, &afg—”~s/( :

‘7—2%_-— ; ac prodibunt he Serles
4v<2+v2)

8(v2+ A
180. Ex his Serlebus pet combmanonem nafcuntur

w::_-}- —+ — +_______1__.___

o
i
G = -1—'+ 1—9 + &c..

B T

I

s | it

I
I

]3» Iy 7
sy (2o=yfa . 7 G0 g e e R
S e
o o —177——-‘—1—91+&c
vr(\/(4+2\/2)+\’2—1) g oyee v g i s v
13 z = I.3- If 75 2
BT Ty S S i T9,+ &c.
S 3 ;r(\
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7:'(\/(4"!" \/2)—\/2+1)__1 ,__,__+ + _._.-_.L._.
1 g 2!
-I—I-+—I-§—"'?;.+—'“"‘“+&fc
r(\/a+r+s/(4——2\/2))__.l+ +____+_._‘
8 ; 7
I 1
‘—I-I—*-——l-é"—‘rs-‘i“—"r};"}"&c-
r(\/2+1"—'\/(4—"2\/2)),_l,______1_ e e __+ .._I_+
3 y Qs
——+._-.-_+————IL9——-—&C.

Sumh modo, ponendo #==16 & m vel 1 vel 3 vel 5 vel 7,
ulterius pronredl licet , hocquc modo fumme " reperientur  Ses
gy

3 P |

I
rierum 1., re , &c., in quibus fi gnorum +

& -— vicifficudines alias leges fequant ur.
181. Si'in Seriebus §. 178 inventis bini termini in unam
fummam colligantur , erit

2 Ty e b 21 2m 2 m
z f . m:— G - I —tmin 4in = Wi 9{171 — N
2 “2 m 5
LEH = 1 1m + &, ;
; ideoque
1 N 1 . 1 8c
nn——mim 4nn = 0 4 o n _;_.mm B
i 3 =
o 2 m 7”‘.
2 m #. fn.; SRR
12
Altera vero Series dabit
7r - e i 2m 21 2m ks
wtang. K b S mz—-—mm Airi—etitii Gt —— Bt
7t
&c.
hincque

i :
‘Si in " hac Setie fitz —
.ob . tzwg ba == 0, erit femper, mh it #=—=0,

-que impar = 2441, ob

i | :
:115—(2!{_-[— l)' +
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hincquersnoifubat iatl
I 1 1 1
<l i1 &c. T o TR T
un—min AIn =1 1% Sup=——ini 2.mm
- ,

3 MR LART. — T i
Ex h1s autem con;uné'tls nafcitur hae

m
tang. —w
31 23

2 + & ==

2 §mn—st- - 4mn
‘1 & 7 numerus par. quicunqie == 2 £}

i i

QHH —— i

iz

1

25 — 4Rk

T, Tl g

in autem in 1lla Seric fiat n=2 & m f'uerxt numerus qulcun-

S— o, er1t

-+

(2k+1)'

ma

5 tdﬂg .

i
(2k+ OF k&G = 2+ 1
“182. Multiplicentm Series mventaefper zn fitque %“‘—-—"}J,_,,‘

‘habebuntur iftz forma

I I -X

. — c.
X—=pp 4 —prp + 9 —iPP 16_‘“1’1’ + &
“ar ix
2p fpw . 2pp ; J ,
T 5y ST 5 T3 ‘0 I 4 gdRr
1—pp ' 4—pp = 9—pp. . .16 ? ;
1 S e e & Y, Qi
o m . WSit pp ==a\iatque .nafcenturvhae Series
I atons X L X B I § 7w a ’_.__L
1—a G0 + 9—a 16——u+&c'_ 2a.fin. 7;\/11
1 3 | R iaar T ayfa’
1—a e f—a +:.9-—.a\+ +&c'_ El—~2amng7r\/a'

‘Dummodo ergo « non fuerit numerus negativus nec quadratus
vinteger , fumma harum Serierum per Circulum exhiberi poterit.

1183,
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183. Per reductionem autem exponentialinm imaginariorum
ad Sinus & Cofinus Arcuum circularium fupra traditam pote-
rimus quoque {ummas harum Serierum affignare: fi # fit nume-

{ ) o X —T
TUS negativus. Cum enim fit ¢ v :mf,‘x‘_.;_ v —1%
Jin. % e et cofs x —— 4/ — 1. fin. %, erit viciffim,

Tzl by
Bk el & fin.

pofito y v —1x loco x; coffy f — 1= =

.
S ";7—_?,1- Quod fiergos =—~b& =
b, Vb

w i/ b, eriteof. ) — b=
Pt TS

2y —1
e—-—-w_\/b_____e?r\/l’

& fin. w | —b=

; ideoque tang. w Y — b=

rﬁ/—"'b

. Hinc erit —X
CERE  a e
—om b : wV —b =
VgV T g w b
ce TVt umVh e i

. His ergo notatis , erit

e—er_cWVb
I

L]

X I T B, | s
e S ey Pt ak
e , L

(VoY

I 5 1 I Al
¥+b+4+b+9+b+16+b+&° =
(ewt/b_{__e—?r\”’.)w\/b———‘_

zb(tqrrv&___e———'ﬁr\/l’) 2 b

duci poffunt ex §. 162, adhibendo eandem methodum . qlg:
1

‘Eedem he S;rics de-

.
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in hoc capite fum - ufus.
Sinuum & Cofinuum Arcuum - imaginariorim ad quantitates,
exponentiales reales, non mediocriter illuftratur

2 ! C > hanc expli-
cationem alteri preferendam duxi.

Gl s Byold ;T L
De alize Arcunm 4tqﬂ_c Sinmum_expreffionibus
it o

Uor_niam fupra ( 158.), denotante = Arcum Cir-
culi quemcunque , vidimus effe fin, £ =z (1 —

2% 2% 232
=il (€ e S DTG T e e

184.

7T 4o ¢

(I"":%i)(1——%)(1—%)(1—%)'&&,1)0-
namus effe. Arcum &= "7, etit fin, "g:mn_”(;—:i: )
(I.“%)(l%%)(lﬁl—’%:)&c.,&mff ’:: T =
(x——“-‘ﬁ’l’)(x~%’}:)(1—:’;’n’3)(x'——-— :;ZZ) &e. .

Vel ponatur 2 # loco #, ut prodeant ha exprefliones
mr My, 4nn——nm - 16un——mum 3611 —— mm s
in, = =_2, ; :
f 27 211( 4nn )( [ I16nn )( 36nn e
ME___ (IR QT N - 2SHH—UNE . AOHI—t o, . .
ofy ——== . : ) (Y=
f 2n- ( nu )( nn )( 2§ nn ')( 49nn )&C"
quz, in Fatores fimplices refolute, dant :
fr. =X
2n

— "7
T

GHn—-m
oyt

2n—in 2m -t fir——mt 41 +-m
T Lk Gl

Euleti Tntroduit, in Anal, infin. parv. ¥ eofe

~Quoniam yero hoc pa&o reductio Cir. X,
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Lis. L F R e ) S an—m 3nt=m §H=——m1
cdf. _z_ri—(_n—)CT)( 3n ¢ 3n ).( §n )

( L——"s j"‘ Y &e.

Ponatur »—m loco m quia eft fin:

cof. (_Z’._'_:nﬁ)_”::ﬁn 1"2—3’ , provenient he’ exprefliones.
n

fq/‘ ”—’Z_—_,-((n—;nm)ﬂ')("':‘nm)C 371_"1)(371‘*"7”)

R o 4n
(o
LB A (A (R )

ot St &
185. Cum igitur pro’ Sinu: & Cofinu Anguli ';—'1; binz ha-

beantur exprefliones , fi ex inter fe comparentur dividendo ,

el gt RaE (g v B 8
Ak 4'6'6'8'8'&':"
e (g 2. 2.4 4. 6. 6. 8. 8 10, 10. 12. I2. |

o o RGO s T B e quae el
IdeOqUE o a8 0 To% B AR s ¢ u 9

e I
gt Iy

expreffio pro Peripheria Circuli, quam W ALLISIUS invenit
in Arithmetica infinitorum. Similes autem huic inpumeras ex-
preffionics exhibere licet ope primz _expreflionis pro Sinu 5 ex
ea enim deducitur fore:

R R TR LYY
B L 2 n 211——-m)( 2ﬂ+m) ( 47.1—m)( 4n+m)( 66— e

qua, pofito - =1, prabet illam ipfam W A LLISII formulam.

P
St

(n=——m)mr __ mr
” =_.cof- = &.

~Quod fi Expreflio Wallifiana dividatur per illam ubi %=
L ' n
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Sit ergo 2 == = =1 e
go — 2,ob_/iiz.4.~7r-——-\7-5,cr1t
e v R e e DI R (o (o

13 5 . 7. 9’;‘;’—]—3.’1{'17'
= I I .

—— —,Obﬁﬂ.? oy — ?,cnt

£5

Cae. XI,

3
(8u. 6 13 X2 13, IR 24
2 N 7 Al L a3 155,090 28

>

=

s 2.2.6.6.10.10.14.1
erit ¢z= 4.14.18.18.
: 1,370 9 LT3 150 709 &c.

o 186. Qanlam Tangens cujufque Anguli xquatur Sinui per
ofinum dl.Vlf:O 5 Tgmgens quoque per hujufmodi Fa&ores in-
finitos exprimi poterit. Quod fi- autem prima Sinus expref-
fio dividatur per alteram Cofinus expreffionem , erit B

My m D=1} 2n-+m —_ ¢ -

fang. — — = ( )( ) 4i——m 4u-m

gcz ; L e ai"_'" ( 3n—+m ) (_Sn—m)
My - n—m, ntm.  3n—m

éot, = (——=)( nt-m | , §p—m
28?@' m 2H—% 2n+m)(41’1"“'m)<4.12+m)

Simili modo autem Secantes & Cofecantes exprimentur

S, %:( 7 )(E-hin)(

Nt

3n 31
e

(sn{_:_m) &c.

cofer T L 3n 3
f 2” {n”‘ Czn_7n)(2ﬂ+1n) (4"‘_71—”1)(4”:-’”1)
(

61 —— 1 ) &c.

frl:; autem alterz Sinuum & Cofinvum formule combinentur ,

T g tang.
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mwx___ 7w " 1(2n—m)  3(2n = nr) ; 3(47:———:7:). e
TN w3 et 2(ntm)" 2(3n—m) " 4(3n )
mr o ow p—m I(n-dm) 3(3p—m) 3(3n-+tm) &
ot —— == — : —— o e
2% n 2 m 2(2n——in) ~2(2n 4(47
T e /3 271 2n 3 4.7 . 4n i&c.
ifec. 271 7 n—m ndm Im—m 3ntm §p——m
mx __ 2 7 2m. - 2n 4n 41 ;
Mﬁf.——-——;. i dn——m 2nem | 4 —im 4t m

187." Si loco mfcriﬁgtur k, fimilique modo Anguli %—: Sinus
& Cofinus definiantur, ac per has expreffiones ille priores di-
vidantur , prodibunt iftz formule

i, : E i b
Co2nuoll moan——m ontm  4n " 44 sy
gvr— k tan——hk ' ondek’ gn =k 4n 4k 3
ﬁ” 27 .
{ i :
S 5.—3:__ o 2n==—m onm 411-——1;1.4n+ﬂ[:. &
e + . B}Z—k'-an-'l- k' §H—
e = ; Ty P P—t
PR T e O o R L e N Lt U ), &t
e e Lt e e
@ g m—tit§ 1 =il N, 3H—I (3n+m cgﬂn—-m) &t
i T ( k X an—k )G -+ k) w—RS K &
B ;
: 2n

Sumto ‘ergo pro %31: cjufinodi Angulo cujus Sinus & Cofinus

. . . v o W Qo
dentur , per hos licebit alius cyjufcunque Anguli == Sinum &
Cofinum ‘déterminare.

: Viciffim igitur hujufinodi expreffionum , qua ex Fa-
188. Vicifim igisur huj P S &oribus
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Storibus infinitis conftant , valores veri vel per Circuli Perj- Car. XI

pheriam , vel per Sinus & Cofinus Angulorum datorum affig-r
nari poflunt , quod ipfum non parvi eft momenti, cum etiam.
nunc aliz methodi non conftent , quarum ope hujufmodi pro-
ductorum infinitorum valores exhiberi queant. Ceterum vero
hujufmodi expreffiones parum utiliatis afferunt, ad valores cum

ipfius = tum Sinuum Cofinuumve Angulorum g pet approxi-

mationem eruendos.  Quanquam enim ifti FaGores 7. —

4 T I ) . . ¥
e - Negias =i Z’S) &c. , in fra&tionibus deci-
malibus non difficulter in {e multiplicantur , tamen nimis mule
termini in computum duci deberent, fi valorem ipfius = ad
decem tantum figuras juftum invenire vellemus.

189. Pracipuus autem ufus hujufmodi expreflionum, etfi in-.
finitarum , in inventione Logarithmorum verfatur , in quo ne-
gotio Fatorum utilitas tanta eft, ut fine illis Logarithmorum
{upputatio effet difficillima. Ac primo quidem,-cum fit 7 —

1 /

4(‘1"-;)(1—2—5

tithmis , dr==Vg 4701 — 2y (X ol
R it PRUCESET O

)(1— 4’;) &c. , erit, fumendis Loga-

BesveldamlaomiG— ) i - G

— &c. , five Logarithmi communes five hyperbolici - fi-
mantur.  Quoniam vero ex Logarithmis hyperbolicis vulga-
tes facile reperiuntur, infigne compendium adhiberi potet;it
ad Logarithmum hyperbolicum ipfius » inveniendum,
190, Cum igitur, Logarithmis hyperbolicis fumendis s it
+

x% i
z 5 i —&e¢.; {i hoc mode

finguli termini evolvantur, erit
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I50 DEAL TS " ARCUUM 4 T°QUE
r—— leyeth E e G ] — &c.

9 Figiih T TR

g e i fat s

i By g 3. 25 4. 25
o0 o mas e meitis eslor ool

L 49 249" 349 44

&ec.

In his Seriebus numero infinitis verticaliter de_fccn@endo. ejus-
modi prodeunt Series, quarum fummas fupra jam invenimus,
quare fi brevitatis gratia ponamus

A=I+—3%+ %;-i- éi+’;'i+&c'

At s ot oot

€=y 4 L o

D ==t b gl By it
&ec.

I ——a
etit g =lg—(A—1)— —;—(B—I)——a-(C'——x)

Z(D—1)— &
E‘}‘t ‘vero, fummis fupra inventis proxime exprimendis,

1, 23370055013616982735431
I, 01467803160419205454625
§ 65 00144707664094212190647
1, 00015517902529611930298
', 00001704136304482550816
1, 00000188584858311957599
I, 00000020924051921150010
I, 0000000232371573791567°

QT EE N

W00
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I, 00000000258143755665977
I, 00000000028680769745558
I, 00000000003186677514044
1, 00000000000354072294392
I, 00000000000039341246691
I, 00000000000004371244859
I, 00000000000000485693682
00000000000080053965957
I, 00000000000000005996217
I, 00000000000000000666246
T, ©0000000000000000074027
1, ©0000000000000000008225
I, 060000000000000000009T 3
1, 00000000000000000000TI0T

18100 1 8

Ngwq%w;@mozghh~

Hinc fine tzdiofo calculo reperitur Logarithmus hypetboli-
cus iplius 7 == 1, 14472988584940017414342, qui fi mul-
tiplicetur per o, 43429 &c., prodit Logarithmus vulgaris ip-
fus 7 == 0, 49714987269413385435126.

191. Quia porro tam Sinum quam Cofinum Anguli anE

expreffum habemus per Fa&ores numero infinitos , utrinfque
Logarithmum commode exprimere poterimus. Erit autem ex
formulis primo inventis S :

4nn 16un

Car. XI.

lﬁn.z—‘?;’f—:lw+15”¥:-i+'1(x-— ’L’")+1(In_ﬂ)+ :

mam >
1(1—.—'3614;1) &y

My _ mm __mm o omm
bof o E D (L Byt

onmn
mm
4 n e Y ey

Hinc primum Logarithmi hyperbolici , ut ante, per Series
maxime convergentes facile exprimuntur. Ne ‘autem prater
necefli-
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L1z L neceffitatem Series infinitas multiplicemus ;, terminos priotes Leof: Ty ‘ L
a¢u in Logarithmis involutos relinquamus,* eritque “aw = lr—m) Ll ntm) =1/ CarXI
: L S L 1 1 :
lﬁ”'z_[%zh'*'[m—*—l(z”*m)_}-Kw+m)—18_-3[ﬁ' . a3t Al %7+&c.)'
mm m* b e ] w5y j ; o R PRnEL 2
e o e 2__-——.167'71-+ Rl 3-‘6’11‘ 4_——‘16411‘ &ec. 2}1: ( g% o= —5_4 of= '7'4‘, - ? -+ &c. )
mm m* Ty i i AR &ic. e P lGRey ot
T 36m 236m' 336 4360 anb it * ok ok Bre)
mm mt S T &c m o1 TE P 5
T B4m - .64t 3.6 4.64%n° : 4;;"( 3¢ + 5 3= 7 + gt &ec. )
; &ec. . - .
mr __ SERE RO e | 5 i T -
deof: = =/(n—m)t+i(ntm)—2[ln Serxemfn poﬁenfymm modo ante (§. 190 ) fumma funt exhibi-
_mmmoocosmlovcosyamtioos (Emies T g, te; priores Series quidem ex his derivari poffent, at, quo fa-
s A 30T A5t cilivs ad wfum  transferri queant , earum fummas pariter hic
mm m* m® m Laaiieg adjiciam, :
L 24 o 4% 3 21
297 2'2%«”4 3'“:” dean 193.  Quod fi ergo , brevitatis gratia , ponamus
m m by m nps i R m % s &C.
aomi  2.49°n* 3.49°1° 4.49%n* e : : :
& to= o i ke,
etk : : RSO I i
192. Occurrunt ergo in his Seriebus fingule Poteftates pa- £ = = rig + =+ _81—" & B
. 1 inlicats i - I i :
res ipfius ~, qu font mulnpl]x;a.ta: per Series ;. quarum fum y= 3+ L+ _;_‘ 4 %- < B
mas jam fupra affignavimus. LErit nempe - bl : s :
e : gt r eyt
l_/;};,ﬂ:lm-l—l(m—-m)+l(zﬂ+m)-—3ln+l_7r—18 C &
2n
erunt fumma in numeris proxime expreffe ha :

mm, 1, 1 I sl b A
____;;(—4—.'1‘ T —8_',+ o T 12‘+&c)
2 4 2 r
+%<%+%+_§7+%+% + &c. ) O, 4I123351671205660911810
. 7 05 06764520210694613696975 i

O, OI589598534350701780804 .
0, 00392217717264822007570

©> 00097753376477325984898

©, 00024420070472492872274

Lot Euleri Lntroduct, in Anal. infin. parv, Y 1

m® ¥ g __T__ T ..I_.
N R ST

1 B I 1 T
— i B g i)

IR

Ir
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0,
0,
0,
Oy
O,
Oy
O,
O,
0,
O,
O,
Q,
o,

0,
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00006103889453949332915
0000TI§25902225127269977
00000381471182744318008
00000095367522617534053

00000023841863§95259154.

0000000596046483283 1555
00000001490116141589813
00000000372529031233986

00000000093132257548284
00000006023283064370807

ooooooogpo5820766091685
00000000001455191522858

©00000000000363797880710
00000000000690949470177
00000000000022737367 544
00000000000005684341886

06000000000001421085471L

00000000000000355271367

reifque {umme in ratione quadrupla deflcrefcunt..
194. His ergo in fubfidium vocatis, erit.

lﬁ”'% — Im+ L an—m)+lantm)— 3l +iz—I138

mm

-— &C..

2!

oy

T

m* I om®
2 G o) o

Lo 22— [ )+ U m ) — 3 12

._.Zﬂyha;..r)a_

un

quoniam igitur Logarithmi /. & /8 dantur, erit.

T
5;&(7“';&)'

En':;(B:_—I)—‘;;LZ{(C —_— 1 y— &C...

Eogarith-

SINUUM EXPLICATIONIBUS INFINITIS.
Logarithmus byperbolicns Sinus Anguli -’-?-:-— g0t/
¥

»lm+1(:u-—-m)+l(z»+m)-3lrn

Q
v

93471165583043575410

16123351671205660911
00257260105347306848
00009531844783567260
00000398179316205501%
00005019425295461196
Q000Q001001328748812
Q00000000§3404135618
oooooooooozg;4859658
ooocooooooor61f97979
oooooooooooo§9097690
$0000000000000516827
ooooooodooooeoc296o7

Q0000000000000001703

00000000000Q0000C099

Q00000000000 E000000F

_\/ 2
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At

Car. XI.

e
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m op i
At Logarithmus hyperbolicus Cofine Ang. — = 99 =
(n—m) 4 l(ntm)—2 L

Hior

9,

o,

Q5

o)

O,

—5 O

Qs
i
iy
h)
Q5
<)
05
SF)
95

0,

£3370055013616982735
00733901580209602727:
0004823 5888031404063:

00003879475632402982:

00006340827260896510.

0000003143?809718659x

000000029891§0274450

00000000290464467239

00000000028682639518:

00000000002868076974:

00000000000289697956
00000000000029506024
00000000000003026249

©0000000000000312232

00000600000000032379 -

00000000000000003373

000000000000000003 52
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—_ Tfn—s. SR Rleetielelelsiclelolelolelelolelslob CAP' X1

e

~ ~3i- 95 00000000000000000004
n

195. Si ifti Sinuum & Cofinuum Logarithmi hyperbolici
multiplicentur per o, 4342944819 &c. , prodibunt corundem
Logarithmi vulgares ad Radium == 1 relati. - Quoniam vero
in Tabulis Logarithmus Sinus totivs flatui folet == 1o » quo Lo-
garithmi tabulares, Sinuum &-Cofinuum obtineantur , poft mul-
tiplicationem addi debet 10. Hinc erit : ;

Logarithmus tabularis~ Sinus Anguli % 90° =
l.m+l(zn‘—-—m)+1(2;z+m)‘—3liz

95 §94059885702190

= % 0, ©70022826605901
m*

T T4 95 O01I17266441661

5T E O 000039229146453

3: . 0, 000001729270798

"
mt® :
T % ©s 000000084362986
mll-
Sl ) O .9990000?4348715.
m'*

SFF 95 0000000002313
T i O, 000000000012659
T3 950000000000067072,

=% 0, 000000000000039

VY 3 : ; Logas-
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158 o tangentium , & Secantium , Cofecamiumque, quamobrem pro Cap, XI.
Lis L Logarithmus tabularis Cofinus Anguli e e = : his peculiaribus formulis non erit opus. ~Cetérum' notandum
R / m)+i(ntm)—2in §| cft numerorum m, m, m—m, nt-m, & Logarithmos

(8= . - , hyperbolicos accipi oportere , cum Logarithmi hyperbolici Si--
e Gl : #  nuum Cofinuumque quaruntur, volgares autem, cum rales
+ S e sy s S ope pofteriorum formularum funt indagandi. Praterca m « »
— —3- 0, 101494879341892 denotat rationem, quam Angulus propofitus habet ad Angu-
et i »3 lum reftum ; ficque:," cum Sinus Angulorum femireéo majorum
~ie g Oy O3TE eI i zquentur  Cofinibus Angulorum femire&o minorum ac vi-
& ¢ 1 it - . W ¥ < v . -
— 0} 000209485800017 B cifim, fra%io 5 Dunquam major accipienda erit quam — |
n i -
¢ : : ! o hancque ob rem! terminiilli multo magis convergent, ut femif
m . . emiffis
el 000016843348597 e = LSl
R gt SRERaA8Y k| inftituto fufficete poffic.
g o), :00000T480153586 1 197. Antequam hoc argumentum relinquamus , aptiorem
n”; ; §8  aperiamus modum Tangentes & Secantes quorumvis Angulorum
1 & . - » Sy .
— " 0; 000000136§02272 4 inveniendi , quam Caput pracedens fuppeditar. Quanquam
7z ' enim Tangentes & Secantes per Sinus & Cofinus determi-
— ™. "0, 00000001298171§ | nantur; tamen hoc fic per divifionem., que operatio in tan-
;‘;m : > ‘ tis numeris nimis eft operofa. Ac Tangentes quidem & Co-
—icres 'Os 00000000126 147X tangentes jam fupra (§. 136.) exhibuimus , verum illo loco
T : ; ; rationem formularum reddere non licui uam huic Capiti.
m 0000124767 - > (] p
SpEne O fl  refervavimus. f ,
shs o , : ‘ 198. Ex §. 181. ergo primum exprefli
e mw 0, 000000000012456 » ! 98 % .18 8o p : s Ionem = Tlangente
s : . Anguli 5, ™ clicimus. Cum enim fic - ~ o
il 722_1 . 0, 00Q0C000000IZ§E q - i - mmz-—mm : 9717:}1—- wmin
;ZM ; 25— m g e 4mn el o 2alndious
1 , o5 SRR : . ] ) 27
e n—:_: 9, ooooo@ocooo 28 - oo 1 ; o i i o
""" 0, 000000000000013 L @ Cm—m | 9m—mm T 2ur— m Lo cutm !
BE> j : 1 1 1
‘ deinde fic ni nin 5 Ansrt e 131172 i 9un win + G
: . W " 7179 st 3 — =
196. Harum ergo formularum ope mvemnl poflunt LoEa- : W i i ,
. o m - H‘ 9 Wb b SRR e A —— =3 b Lo

rithmi Sinuum & Cofinuum quorumvis, Angu o.ru_r{)x ta& Cg- -\ s = @, fi pro # foribamus 24 crit

perbolici quam vulgares , etiam ignoratis ‘P%S [S_mx iy il Vo e 22 1 + ! :

finibus. Ex Logarithmis autem LSmuunﬁn;‘fc Tomut:_rgmp Co ‘on’ T mam = 4nu —mm . Enm—mm T

; i i i ngentium, 0= -
inveniuntur Logarithmt 1a : , il
lam fubtcadtionem inveniuntus Log e , o

3611 ~—— iz
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et 4 &c.). Convertantur ha frattiones , prater pri-
36m 1 = M

mas, quippe qua facile in computum ducuntur , in Series in-,

finitas , erit

w i

n
| — e ——————
e 2n 1 —

F
"
3

5
4 o m m* m &e.
<t ;'-(327‘1 =+ 34,1: - 36?5 s )
4 m " b3 5
+ ;—(73;1 * %0 e §5°u’ fhybe.)
iy e + &c. )

m m®
7 N7

7"713 1 7"11’
&e.

i # 2 : mmn _4._

Giip e il P M &e.
——— —7;(4;11 44;13 + 46715 + )

2 m’
e

m?

3
— A (s e &)
&c,

198. At ex valore ipfius = cognito reperitur
318309886183790671537767926745928724

7r . » . .
deinde hic ezdem Series occurrunt , quas fupra litteris A,
B, C, D, &C.J & a,6, Y
¢rgo notatis, erit

I

—_— == 0,

A 2 E 4+ 2 x
& w

ni —— 7 n

! 2 ml . 4 e
—j'r-(B--I)+’—;—.§'r—(C-——_l)+—?ﬁ.;(D 1) &c

m A
tang. = pae—

Deinde erit pro Cotangente L

4, &c., indicavimus. His

SINUUM EXPLICATI,ON'IBUS INFINITIS. 161

n 2 4mu T m o .4 I
b, — == — , — e R e e, ——-(m——-—';
2n m @ dimm—mm n T 27
3 5 7
m 4 ¢ I n 4 T &
R S — ) . —(y— — ) — &,
ST e ( ot D) Shaee T (y 25) )

atque ex his formulis nate funt expreffiones , quas fupra’
(8§.135.) pro Tangente & Cotangente dedimus; fimul vero
(8. 137.) oftendimus, quomodo ex Tangentibus & Cotangen-
tibus inventis per folam additionem & fubtra&ionem Secantes
& Cofecantes reperiantur. . Harum ergo regularum ope uni-
vetfus Canon Sinuum, Tangentium & Secantium , eorumque
Logarithmorum multo: facilius. fupputari poffet, quam quidem
hoc a primis conditoribus eft factum.

C v AR W SR Xulid.
De veali Funitionum fractarum evalutione.

199. T Am fupra, in Capite fecundo, methodus eft tradita
- Funétionem_quamcunque frattam in tot partes refol-
vendi quot ejus denominator habeat Fadtores fimplices ; © hi
enim prebent denominatores fractionum illarum partialium. Ex
quo manifeftum eft, i denominator quos habeat Fa&ores fim-
plices imaginarios , fractiones. quoque inde ortas fore imagina-
rias : his ergo cafibus parum juvabit faGionem realem in
imaginarias  refolviffe. . Cum igitur oftendiffem omnem- Fun-
ctionem integram , qualis eft denominator cujufvis. fracionis,
quantumvis Factoribus fimplicibus imaginariis fcatcat , tamen
in Faétores duplices, fen fecundz dimenfionis, reales femper re-
folvi poffe ; hoc modo in refolutione frattionum quantitates
Imaginarie evitari poterunt, fi pro denominatoribus fra@iopum
partialium non Fattores denominatoris principalis fimplices, fed
duplices reales affumamus. :

200,

Euleri Tntroduct. in Anal. infin. parv. X
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i ; M ;
200, Sit igitur propofita hac Fundtio frafta 7 5 ex qua

N 3
tot fractiones fimplices fecundum methodum fupra cquﬁlt‘am
eliciantar, quot denominator. N habueric Factores {implices
reales. Sit autem, loco imaginariorum, hac cgpre{.ﬁo Pl
2pq%0ofs O+ qq% % Falor iplios N5 &, quoniam in hoc ne-
gotio ‘numeratorem & denoml_flatorem in forma evoluta cou-
templasi oportet , fit hec fractio propofita

i Baeki€ stk Bt A Eatds e camalgl S R
(pp— 2pas f® + 9222, (et Cadiyzrz Fd2°+ &),
ac ponitur fractio! partialis ‘ex denominatoris Factore! pp —

i A4 az
2pq%. cof. @+ ggz% oriunda hec: 57— 2pie o O F 242%

quoniam enim variabilis # in denominatore duas habet di-
menfiones , in numeratore unam habere poterit , non vero
plures;; alias enim integra Funétio contineretur , quam feor-
fim elici oportet. : ’ ¢

201. Sit, brevitatis gratia, numerator 4 + Bz 4 Cz : + &c.
=— M & alter denominatoris Fadtor = + 62+ vz +_&c.
— Z; ponatur altera pars ex denominatoris Factore Z oriun-

M—RBRZ—nrZz
2P — 2pgz.60f @ + 9923 ‘
preflio Fun&tio integra ipfius & cffe debet, idecoque necefle eft
ut M — A Z — A3 Z divifibile fir per pp—2p9z.c0/. @ +9922.
Evancfcet ergo M — AZ— Kz Z, i ponatur pp — 2p43%

da— %, eritque ¥ == oaquE X

: Lo, »
cofs @+ gg2% = o, hoc eft (i ponatur tam z = o (cof 0+

v’--x.ﬁz.@)quamz:% (cof@—y — 1. fin. @) it

2o F erirque 2" =f" (eof n0+ —1. finn §). Duplex
ergo hic valor pro = fubttitutus duplicem dabit zquationem
unde ambas incognitas: conftantes A & A d_cﬁmrc licet.

202. Fadta ergo hac fubftitutione, xquatio M == AZ +

A Zz evoluta hanc duplicem dabit ®zquationem ok

FRACTARUM EVOLUTIONE 163
A+ Bfcof 0+ Cfcof2 @ + Df? cof: 30+ &e. e
i(Bﬁﬁﬂ.q)—l—C]j’.'ﬁn. 20+ DF fin304+&c)yYy—1§ ?(H-

il A(¢+Gﬁaﬁ<p+yﬁaf2¢'+a‘f’.af3(p+&c.)
3+ A(Cffin 0ty ff- fin 2 0+F fin. 30 + &c. Y Y —1
3 ¥ A Cafico®+Cf cofs 20+ i3 0 + &c. )
L A Caffim0+Cf fin 209 fin 30+ &c. ) ~— 1

Sit, ad calculum abbreviandum ,

A+ Bf.cof .0+ Cflcofs 2 04 Df* cof 30 + &c.
Bf. fin. 0+ Cf. fin.2 0+ Df* fin. 3 ¢ + &c.
« - CL e 0+ froof 20+ IF ol 3 0 &
Cf. fin. Oty fin.2 @+ I f fin 30 + &c.
af.cof O+ Cff.cof 2D 4 v [ .cofs 30+ &e.
affin. 0+ Cff.fin.2 @ +yf° fin. 30 + &e.

eritque , his pofitis,

PPy —1=AQ+AQy—14+AR+ARY—1.
203. Ob fignorum ambiguitatem he duz oriuntur @qua-

tiones ,
P=AQ4+4R
P.— AQ ~ AR

(R

P,;:pp*e"d

- ex quibus incognitz A & A ita definiantur, ut fic

. PrR— PR _Pog—prQ
A G ie g
Propofita ergo frattione 4
P 5 (pp—2p92.cof @+ gq22) 2
per fequentem regulam fratio partialis ex ea oriunda
A4 az P T -
TR S definietur. - Pofito f= - ,‘& evo

lutis fingulis terminis, fiat vt fequitur,

2] pofite
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L1B. L pofico =" cof n P, fitm M =P
' v B == f" finndsfit M

..... 2 =f" wofind, fit 2 Q

..... &.n':fn Jinon s fit . 2 = Q
.....znzfn.cq/.'nqb,ﬁt sh =
e =f"finngp, it zZ =R

Invmns hoc modo valeribus P, Q, R, P, Q, R erit

_____PR""‘-PR , PQ ——
i QR—-QR’&A'_'Q,R——QK

ExegMmrpruwMm L

Si fuerit propofita hac Fun&tio fratta -Ifzzz)(l o
ex qua partema denominatoris Factore 1 — % + 22 oriun-
dam definire oporteat, qua fit __i%}z Ac primo qui-

dem hic Facor, cum forma generalipp — 2pq%. cof P +992%

comparatus,dat p =1, g==1 & ¢ef.$ == —;— , ‘unde fit

0~ o= % Quia itaque et M =223 Z=1+4"

& f= 1-etit J
P———- cof. w e 2 3 P =

1
Q= I+cof— mo= = Q=-—-5—/zj

"chof?—}—mf:—?: R e

“Ex his invenitur A = — 1; & A = o, ideoque fractio
e b . .
: -~ , hojufque complementum erit
quxﬁtacﬁl___z__i_zz, julg p ‘
3%

FRACTARUM EVOLUTIONES ¢ 165,

llfi#f, cujus denominator 1 +2* cum habeat‘Fa&ores %ﬁ"’
1+2V 2422 & 1— a\/ 24 2z2, refolutio denuo fufcipi l
poteft; “fic autem ¢ =— -4— & priori:cafu f = — 1 pofte-

gioti f = + 1.

EoxaEad peTruiahs T

“Sic igitur -propofita *hac fractio refolvenda
Iz 422
- (1ay2=422) (L —24 24 22)
R etit M= 14z + zz; & pro priore Fatore habebitur

f=—1; 4):-{-, & .Z=—1—23V 242z, undeerit

Pe—e=rx— ca]:1+caf.‘2'—7i—=’\/z\/jl

e z _hy_t:g

b e +f” VS

Q=I+\/2fﬂf +€0f——~— 2

Q= +x/z.ﬁn.7 -+ Jin. —;—== )

‘R :—:1].—'1—\/2.61’_/."2—7-—,00/.'15———-

R fm—ms/zfﬂ————ﬁ :—sz
“Ex his reperitur QR — QR -——~4\/z &
k=it I » & A==o unde ex denominatoris’Falore

242

I +2 v/.2 +=z2 hec orietur frakio partialis (-___‘)_L‘*’l?'

1 242423

~alter .autem  Fa&or dabit fimili modo hanc (__.—_—-——-—‘/2+ HE
(s

. 242+ 2%

irlinc Fundli :
unctio primum propolita (I——z+zz)(1+z*) refol-
X" 2 s wirar
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Hi o, —1 Va—1):2y2 . (V212
; Vit hi‘s 1—2+23 +(I+Z\/ 2423 1— 24/ 22
ExemrpruM IIL
Sit propofita hec fractio refolvenda
1haedEe. o
(I——-%z.-}—zz)(l-}-zz—}—gzz)
Pro Fa&ore denominatoris 1 — —?— z 4 zz oriatur ifta fraltio
Aaz : AR S
e et eritque p ==1; 9=1; ¢coft P = ; ,und.c \
f—1; —142z4+22; Z=—1+2z21+3%=% Quia

vero hic ratio Anguli ¢ ad re¢tum non conftat, Sinus & Co-
finus ejus multiplorum feorfim debent inveftigari. Cum fit

caﬂcpz‘:—;em fin. qb:—?—

:aﬁzCP:-%; ﬁn.ch"-:%%'

0%345:——]:‘;'; ﬁﬂ.3¢=§%;

hinc fit

e
P == 2 -—3— = %:%
O =l L2 %+3-2—7§'=§%
i e T
il

; _ §3400 __ 2136
l@QO_ClllC IQ,R'::"QR w 57‘-57 B El‘go

FRACTARUM EVOLUTIONE R
o IBG e b L SO e g Cawn
A 2136 178’ A 2IoBE o 78" XIL
Quare fractio ex Factore 1 — —%— z 4 zz oriunda erit
9(17-~52): 178
I —3Ziz4z2z
Quaramus (imili modo fractionem alteri Fa&ori refpondentem
citp=1,9=—V3 &af o= L egofm— I,
M—=14224 zz & Z =1 — %z;-}-zz. Fiet
autem. ;, ob cofs D =il il & — Y2
Al E e T
:¢2¢=-——;—, Jind D = L;/?
Aiing 5 y 3
£0, ——— 15 ==
3P p it 3 55 Sn
«confequenter
V3 ://3 2 3 3 9 :
Ros 2 2 1 2v2 M
P = — 3 —. =
x/sa V3 siie 3 Hirind
SR I 1 I 64
=14+ = .— — ==
Q ﬁga ://3 i 3 3, 45 /
s St 3 A e I e AU
+i\/3 V3 & 3 3 45
R s s R R T e
V3 V3 5.3 3 3V3 33 135
B TN E O T aNa YT SR A0 T og
V3 'y3 537 3 33" 33T 138
s /
ideoque QR — QR =— %;—25 fiet ergo
A (EOD .t 28 _. §40 . 13§
AR R L T i T )
Fra&io
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. L-j—-Zz-{-zzi : o
1—2z2+423) (11t 22+ 323)
9(otzemrifia) £ 178y 158 HB7R) 78] &
1—3z+tz2 I+ 2%+ 322
204. Poffunt autem valores litterarum R & R ex litteris
Q & Q definiri, cum enim fic
== +Cf coff P+ yfricofi204 If i cof 3P &e..
G — Cf fine &y 2. fin. 2 @4 If°. fin. 3 P &e.
erit
Q.cofid — Q- find ==a. cof D+ 5 ficof.2D 4y [*.cof 3 + &,
ideoque R = F( Q. cof( P — Q. fin. )

deinde erit

Fra&io ergo propofita ¢

folvitur in

ergo R =F(Q: fin @ +Qef D)
Ex his porro fit -
QrR — QR =(Q Q.+ Q)f fir. ¢
PR—PR=(PQ+rQ)ffir.® +(PQ—rQ )fcfd

eritque ‘confequenter:

e RO RO S G 200 Bay. O
T T QQ4ee | QQ+tqa . @
Po+4+rQ :

AFT T Q%o D

Quare ex denominatoris Faltore pp — 2p g z.cofl P + g4z
nafcitur ifta fractio partialis. '
(PQ+rQ) fifm ¢ +(Pa—2Q) (fofd——=2)
(7 — 27950+ 9732) (QQ+ Q) £ fin @

feu, ob'f=~€_— , hzc
(PQ+rQ)p fir- $+(PQ—PQ)(paof & —gz)

(22 — 2pg%.0[ @ + 9932 ) (QQ+QQ)p.fin ¢~
205. Oritur ergo hzc fractio partialis ex Functionis propo-
M

Fa&tore ' denominatoris:

b o —apqraf & Fagaa)Z

pp — 2p9%. ¢of- P+ 9922 ,atque lictere P, P, Q & Q
fequenti modo ex Fanétionibus M & Z inveniuntur:
' poﬁtg

Q. i1} + Q. cof:}D == a. fin. @ +Ef. fin.2® 4y ff. fin. 3¢ 4 &c.

FRACTARUM EVOLUTIONE - 169

(il
pofito 2" == %z— cofind, fit M = P,
g o ,
& & ==ty

& pofito 2" == -11“— fin. 8, fit M —»,
q :

Fis &2 =0
ubi notandum’eft Funciones M & Z, antequam hxc fubfti-
tutio fiar, omnino evolvi debere, ut - hujufmodi habeant for=
mas. -
M= A+ Bz+4Cz*+Dz* + Ez*+ &ec.,
& Z = a +0z+y2" 4 H2* 4 e2* + &

eritque ideo

P—=ALB —Z—.nfgb-{—C-—E—i.w/.‘zcﬁ-}-Di—j. cof: 3 @ + &e.

P = B%—ﬁ».cp+c-§—;ﬁmz ¢+D-§;. ﬁn.3 ¢ + &c.
= a+€—§-.:fajf¢+y-§;.ctg/.'z¢+4}—2—:. rof;c]):—l— &c.
Q —= G—Z—ﬁn.c})—f-yi; ﬁﬂ.2¢+a"-(7;—:.ﬁn._3 @ -+ &c..

™206. Ex pracedentibus autem intelligitur hanc refolutio=
nem locum habere non poffe, fi Funéio Z evndem Fafiorem
PP — 2p9%.00/ ® 4 ggzz adhuc in fe complettatur ; hoc
enim cafu in @quatione M= A Z+ A Zz faéa fubflitutione

2= fT_Z( of n Pty —1. fin. ), ipfa quantitas Z eva-

nelceret , nihilque propterea colligi poffet.  Quamobrem, fi

S M { bt
Fun&ionis frade ~; denominator habeat Faélorem ( pp —

2p g %60/ Q+ 9922 )* vel altiorem Poteflatem, pecutiari opus

erit refolutione. Sit igitur N = (pp— 2p9%.60f 0 +qg22) 7 5

atque ex denominatoris Fattore (pp — 2py2.60/ @ 4 gg22 )*
orientur. hujufmodi du fradtiones partiales :

Euleri Ltroduc, in Anal. infin. parv. Y A+
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Ad az oD B - B2 ¥
(0p— 2pqzco @+ g9z )* * pp—2p 9% O+ 9922”

wbi litteras conftantes A, A, B, B determinari oportet.
207. His pofitis, debebit ifta expreflio
M—(A4Ar2)Z—(BI-82)Z( pp—— 2pg2.co & +q923)
(2p —2pqzcof Oqqz2)?

efle Fun&tio integra , & hanc «ob rem numerator divifibilis
erit per denominatorem. Primum -ergo hac expreffio M —
Az — Az z divifibilis efle debet per pp — 2pq2.00[ @ +
¢92%; qui cum fic cafus pracedens, eodem quoque modo lit-
tere A & A determinabuntur.

= ,
‘Quare,, pofito 2" == —1-’7—’ cofing, it M = P,
: e 5

Lis T

&z = N:

&, polito &’ == i)n—-.ﬁﬂ.;e'm, it M =7,

i S Z=—'N.

'Hifque fa&is fecundum regulam fupra datam, erit

A___PN-I—PN Px —2N ol @
! =T N:.+Na N1+N-:. '»ﬁn.@ A

Py N g

- NN Cpfm@

268. Inventis ergo hoc 'modo A & &, fiet
M—(A%82)Z _ Fyn@io integra, que fit =P atque

P 2pgz. co_/fq) -+-qgz2 ! : : '
:Epe_r:eﬁ P?xt P— ngz — Bz z divifibile evadat per pp —

2pq%.00 0 + gg%z, qur exprefio cum fimilis fit prace-

A == —

denti ,
= 7 ”‘ - %
jpolito & == 'i’;z_.,.aj.' a®, vocetur P = R,
q

n
&, polito &' == Jlu. fin.n®, vocetur Pr== R erit
- B=

FRACTARUM EVOLUTIONE e L

B RN 4 rN +/RN — RN wf0
NI+NL N1+N=, .ﬁﬂ-$
Ry +rN q
N +n* " p/md’
209. Hinc jam generaliter concludere licet quomodo re=
folutio inftitui debeat, fi denominator Funétionis propofitz

1—;[[—, Faltorem habeat (pp ~— 2242.¢0/" @ 4 9922 )k: fit enim

B =— —

N=(pp— 2p4z. ?eﬁCP +gzzz)& Z ,, ita ut hxc refolvenda fit
Functio fradta = j

: ; —
(pp==2pgze0[P +qq22) Z

Przbeat ergo —Fa&or denominatoris (g2 — 2pg2. cof- @ + gqz=. ﬁ

has partes:
Asaz : B+sz =
3 =
(39— 2pge o G b aa)’  Cor—2p05 of. @ + 22
__CHcz D+nz

. e TE +&Ca
(PP—ZMZ.COJ.quZZ)k > (pp'—*zpqz.coﬁ¢+qqzz)k 3

®

Jam, pofito 2" = —P-; cof.jad, fit M = M,
i 9
; & Z2 = N;
@ ;
&, pofito &' = L, finnd, fit M = m;

q
& Z2 = N;

MN cof & ‘
. @

< oerit
___ MN - mn , MN =
A= N w - N
— Myx4uN . g
N*4- N2 " p @
M—(A+42z)2
Pp—zppz.coﬁqo-l-q#zz
2

I

=P; atque,
pofito

Deinde vocetur
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7"
pofito 2’ = —‘1-’—;. cofom@y fit P == Py
9

&,paﬁto &= 1’—-« fnnd, it P =23

Lirs. L

crxt
B = PN 4=p% H N == p N wf @
N N'+n " o @
’ PN 4 *N q

= TN g
g P~—(B4-82)Z ’ ;

fi ocetur = ‘ :!2 atque
Tum vocetu pp— zpqz. 0/ 4 gqz% et

o
pofito 2% == L, cofn @, fit Q = Q. -
q

&, pofito M == _p;' finwdy it Q == Q3.
erit

: QN4 aw :

S e

|

B e s N O_N S ke
NN pfug
Porro vocetr — 2= (CFc2)Z . R aque

P — 2pgz.cof. P 4= q9zz

iz

pofito P 2;;— woffnds it R=R;

q
&, pofito 2 == _p_n_ Jinad, fit R = Rs
4 :
@it
™ . RN & rw RN ==1RrN ef &
D‘—— N"+N"+ N2+N2J‘ﬁn'¢

__R¥ 4 =rN q
Nidh N ° pfing’

D

hocque

 FRACTARUM EVOLUTIONE. SeeaAmn

hocque modo progredmndum eft donec ultime fractionis ; Ca 2.
<ujus denominator eft pp — 2pg = cofcp -+ 99%%, nume- XL

rator fuerit determinatus,
ExeEmMPLUM

‘Sit ifta propofita Fun&io _'ﬁa&a-
% . 2
Crea22 (T a%):

«ex. cujus denominatoris Faore (1 +25 )‘ onantur hae fra-
iones partiales , o

Ad-az BR<+382 C+cz D+Dz
(14 22)* +(1 +zz}a+ (r +zz)‘+ I = z2
‘Comparatione ergo inftituta , etit p=1, g=1, ) P=0;

ideoque ¢ == f— 7, porroque M—--z—-—z’ &Z=1 +z‘*

Hinc erit M ==0; M=1; N-——z, 'N--_o, &/"n
Hinc 1taque invenitur &

\A——__' % 0 = 0 & A 1. 5
{ __!_____S
ergo A+ Az==g; hincque P—_..?‘: 2;+;z Y =2,
& P =0, P = 11 funde reperitur . .
I 3 s
B=o,&B ...::—2— i
Aiee ' 23100 g T
E]’ 0:B + Bz S3= .l.z& = _'i___——iz____if_zn—-
g ] Ui, T2 Q— {3 I5+aia’-'- oHIONSH
—x—z——r 2
2 pLEL
wnde' ' Q =0 & Q= o, ergo
C=o0 & C = o, hincque R = —
it 53
E ot el e
122 2
T R
wrgo R == o3 R == — — unde fic
. 1
D=o&p= 75

X 3 Quan-




174 DE REALT FUNCTION. FRACTAR EVOLUT.

Lis. L Quamobrem fractiones quefite funt he

Z % 2 . N 3

T + S ke Reliquz vero fra-
D g K (Dfpa)Z_

&ionis numerator cft = § o e .._.——‘—4-!.-}—*
— 2z 4 2° :

ATty

210. Hac ergo methodo fimul innotefcit fradtio comple-
menti, qua cum inventis conjun&ta producat fractionem pro-
pofitam ipfam. Scilicet fi fractionis

(pp— 2pq% o9 + 922" Z

inventz fuerint omnes fraGiones. partiales ex Faftore (pp—
2pq9% cofP +qu.z‘)[‘ oriunde, pro quibus formati funt
valores Funétionum P, Q , R, §, T, fi harum litterarum
Series ulterius continuetur, erit ea, quz ultimam . qua opus

eft ad numeratores inveniendos, fequitur, numerator reliqua
fractionis denominatorem Z habentis ; nempe, {i #="r, erit

teliqua fraio’ - § i £ =3, erit reliqua fattio 75 fik==3,

At ok A
T %, que crgo erit —

erit ea -%-, & ita porro. Inventa autem hac reliqua fraitione

denominatotem  Z habente » ea per hias regulas ultetius refolvi
poterit. '

CAPUT
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(P T R U e XI.II.'

De Serichus vecurrentibus.

411, A D hoc Serierum genus, quas MOIVR ZUs 7e-

currentes vocare folet, ‘hic refero omnes Series .

«que ex evolutione Functionis cujulque fracte per divifionem

actualem inftituta nafcuntur. Supra enim jam oftendimus has

Series ita effe comparatas , ut quivis terminus ex aliquot pre-
cedentibus fecundum legem quandam .conftantem determine-
tur, que lex a denominatore Funéionis fradtz pendet. Cum
:autem nunc Functionem quamcunque ‘fractam ‘in alias impli-
ciores _refolvere docuerim , thinc Series quoque recurrens in
:alias ﬁmpli.ciores refolvetur. In hoc igitur ‘Capite propofi-
tum eft Serierum recurrentium cujufvis gradus refolutionem im
fimpliciores exponere. ‘
212.  Sit propofita ifta Funéio fratta -genuina

c &t bz G-z dzt 4 &c.

P———gz——622 = y2ti—.Jz'— &o

«que per divifionem evolvatur “in *hanc Setiem recurrentem
A4 + Bz 4 Cz* + Dz* + Ez* + Fz* 4 &,

cujus cotfficientes quemadmodum -progrediantur , fupra eft
oftenfum. Quod fi jam Functio illa frada reflolvatur in fra-
tiones fuas fimplices , & wnaquzque in Seriem recurrentem
uevolvatqr » ‘manifeftum eft fummam omnium harum ‘Serierum:
iex fractionibus partialibus ortarum xqudlem effe debere Se-

iriel recarrenti..

A 4 Bz 4 Cz* 4 Dz¥ 3 Ez* Fas + &c.

Fractiones ergo partiales., quas fupta invenire docuimus., da-

‘bunt:

C ¥
XIIL




196 PE SERTEBUS

L1z Lbunt Series pattiales; quarum indoles ob- fimplicitatem facile

; ¥ i e
perfpicitur 5 omnes autem Series_partiales junctim fume pro
ducent Seriem’ recurrentém propofitam ; unde & hujus natura

penitius - cognofcetur. : Filley 2
213. Sinc Seties recurrentes ex fingulis fractionibus pattia=

libus orte he. »
a + bz +czzﬁ 4+ dz¥ o+ ez® 4 &c
2 4 bz 4+ cdzz 4 dz* 4 €z* + & :
a’ 4 b’z 4 2z o d'2° + e,"z," + &ec.
2 b b e o d 2 £ &2t F &
&¢.. »
Quoniam hz Seties jun@im fumtz equales effe debent huic
A+ Bz + Czs -+ Dz + Ez* + &c.,

necefle eft ut fie

A=a +a + a7 +a7 + &ec.

B="b+4+b + b + b+ &e.

C == 0 b ¢ sbicl ¢ &

D=d+d +d +d” + &
&e.

Hinc, fi fingularum Serierum ex fradionibus partialibus orta-
- : . o Lty s
rum definiri queant coéfficientes Poteftatis z° , horum fumma

! 3 ; - /A . 5
dabit coéfficientem Poteftatis =~ in Seric recurrente 4+ Bz+
C=z* ‘(+‘ D:2? 4 &c.

214. Dubium hic fuboriri poflet, an, fi duz hujuftmodi
Series fuerine inter fe xquales

A+4Bz4-Cz* 4Dz 4-&c.=A+ Bz +C&* + D24 &,
ncceﬂ'a;Io inde fequatur, - coéfficientes {imilinm Poreftatum ip-

fius % inter fe effe ®quales; feu an fit 4 = A; %:Eé’
—— 3

tur. Ac primo quidem patet fraGtionem : =1

RECURRENTIBUS 177

C=C; D=D; &c.. Hoc autem dubium facile tolletur, Car

fi perpendamus hanc xqualitatem fubfiftere debere quemcun-
que valorem obtineat variabilis z. Sit igitur z=—o0, arque
manifeftum cft fore 4 == A. His ergo terminis @qualibus
ntrinque fublatis, ac reliqua’ quatione per z divifa, habebitur

B+ Cz + Dz* 4 &c. = B + Cz 4 Dz* + &c.;

unde fequitur fore B==B: fimili autem modo oftendetur effe .

C=C; D=D, & ita porro in infinitum.
215. Contemplemur ergo Series, quz ex fra®ionibus par=
tialibus , in quas frattio quapiam propofita refolvitur, oriune

st dare Seriem
A+ Apz + Ap'e® + Ap'z’ + &c., cujus terminus
generalis eft Ap”z"; hxc enim expreffio vocari folet sera

minus generalis , quoniam ex ea, loco » numeros omnes fuca
ceffive {ubftituendo , omnes Seriei termini nafcuntur. Deinde

ex fractione » oritur Series A+ 2Apz 4 3Ap*2* -

S

(1—p3)

4Ap*z’ 4 &c., cujus terminus generalis eft (s41) Ap” = ”.

Tum ex fra&ione U——‘Apa)‘ oritur Series A + 3Apz -4

6Ap*s* + 10Ap’ 2' + &c., cujus terminus generalis eft

(x4 1) (nt2)
I. 2

prabet Seriem hanc A+4Apz + &g—ktﬁ Ap*at +

n n . o
Ap "z, Generatim autem fractio

(x ——pz)f : :

‘KL!/\" o Ii(’i ) Ap'z® +&c., cujus terminus generalis eft
(n;{.- I )(n:—Z)(n;,_,;,)_. Sk : ((n+-li——]—)t) Ap”z”. B
ipla- autem Seriei progreffione colligitur hic idem terminus ==
L(}{I..-}-I,;Z(l{-i-'-:) ...... :'(R+Z~—TI)APnz71: he vt

Euleri Introduct. in Anal, infin. parv. Z pxprcmq

XIIL




17  ‘DE SERIEBUS ‘ Y RECURRENTIBUS 179
. Lis. Lexpreflio illi eft aqualis, id quod multlphcatxone pet crucem ‘ Ob denominatorem =— (r—22)(1— - 32 ) tefolvitur CA e,

iy ateb“’ fices eaut. fractio in has I__I“ o _2 P quibus fit terminus ge- --—H ;
3B G et n-l—I). co(tb—1)==1.2.3..0o (f——-I)é... (l'-{-n«-—l) pevills 2 A e Coqtns s Yo",
‘qua eft zquatio identica. ' o ~ :

- 216. Quoties ergo in refolutione Funttionum fa&arum ad ExeMmprpruMm LI

hujufmodi fractiones partiales ———A—‘-—k pervenitur , toties Se- I

(l-—pz) nvenire teyminum gmemz’em Strlll étgm 1 + 32 e 42 +

riei recurrentis ex illa Fun&ione fra&ta orte A+ Bz 4 Cz* 4 | 72’ +112° +182° +292° - 472" + &c., g4 aritur ex evo-

Dz’ + &c., terminus generalis affignari poterit, quippe qui Litions ﬁaﬁzom: ek 7 -

erit fumma terminorum generaliom Serierum, qua ex fractio- _ —i—u

nibus partialibus nafcuntur. — '
Ob denominatoris Fagores 1 — (LFEV 5y, o -
2

ExeEmMpPprum L 42 £l
i Ko e i Vi1

e = :
Invenire terminnm generalem Serici vecurrentis 5 que ex hae ( 3 W)z, per refolutionem prodeunt = =, g
S g
fraltione ——————— nafiitur. z (T)z
LA e ]
Series hinc nata eft 1 4oz - 2224227 4 62% 102" 2 g i 3
222° 4 4227 4 863" + &c.. Ad coéfficientem poteftatis e > € et terminus generalis ==
generalis 2" inveniendum , fractio I—;Lz-_:'_—_f“—m refolvatur in e o g .
: 40 SRV e
2 ' ; ‘ : 3t 2 2L 5 n
: - 3, unde oritur terminus generalis quafitus ( 2 ) +( T ) e
I + % F— 22 v
; : o =
('3'(“—1) +—L»2n)‘zn= —2%2: ubi fignum + : ExeEMmMPLuUM IV.
valet i »fit numerus par, fignum — fi » fit impar. Invenire serminam generalem Seriei hujns
ExemPrumnm IL 1 Haatb)z 4 (2? a+ab+Ba)zz+ (o a+a’b+2a&+6b)z’+&m
Drvenire terminum generalem: Seriei vecurremiss que oritur ¢x que orituy ex f'wlutiam ﬁdé?imi: arfrbs
‘ e it ; / L — gz — Bz2°
[raitione —____I——_i_wi—-, Jew Seriei hujus 1 + 4z +142° - : -
I Sz 4 6zz Per refolutionem oriuntur he duz fiadiones:

3 4 S5 5
462} 4 1462° + 4542° + &c. Ob Z - o




180 DR S B R LEBAURS

Lig. L (a(aekV(wadaC))+2b):2 (aa0a0) i
e , I__(u+\’(§:+48))z . :
(a(dfms+4G)—~¢)—f.217\!2'*/(¢¢+4c) 5 B
I__(m—\/(:a—*-ﬁl-g));
5 aite e a(V (eaf4B)4 )+ 2b
terminus generalis erit VG 18

('¢+\/<¢¢+4B) i s(V(eat+4B8)—a)—2b
- :

o 2y (eat48)
(q—*{/(aa—l-z].ﬁ) )n S

= ; €x quo omnium Serierum re-

- currentium , quarum quifque terminus per duos pracedentes

determinatur , termini generales expedite definiri poterunt.
ExemrrumMm V.

~ Invenire terminum generalem bujus Seriei 1+ z4 227+ 22°
32 +32° 4+ 42° + 427 + &c., qua evitar ex fralfione
I 1 )

Y —7 =zt e O = Y
Quanquam lex progreflionis primo intuitu ita eft manifefta
ut explicatione non indigeat, tamen fraltiones per refolutio-
14 Li

Lt 2
nem ot —= = o % % dant hunc termi-
e U e
n i

num generaIem%(n-}-x)z"-}--i- :;”+%(-—.—1_) P

2n e % % .
ks bl fignum fuperius valet i » fuerit numerus

par, inferius fi » fuerit impar.

217.  Hoc pa&o omnium Serierum recurrentium termini
generales exhiberi poffunt , quoniam ommes fractiones in hu-
jufimodi fractiones partiales fimplices refolvere licet. Quod fi
autem expreffiones imaginarias vitare velimus, fepenumero
ad hujufmodi fractiones partiales pervenietur

Ao

RECURRENTIBUS 181
A +sz . A+ sz L &
1 — 2p2.0.Q 4+ pp2z P (1 —2pzc0 0Fppaz):
A=+ Bpz

,» €x quarum evolutione cujufmodi
(1—2p2.cof. @ 4 pp22z) ‘
Series nafcantur videndum eft.  Ac ptimo quidem, ob

cofn =2 coff P.cofl (B—1)P — ctf. (»— 2) @, fra&io
e .

evoluta dabit

T —2pacf 0Fppaz

At 28pz.cof @+ 2App2z.cofi2g + 2Ap*2.cof30 F 2Ap*2* cof 400
4 Appzz., 4 28p'at.cf @ F 28p*et cof2p
e + Aptat. &

cujus Seriei terminus generalis non tam facile apparet.
218. Quo igitur ad fcopum perveniamus, confideremus has
iduas Seriés

Ppz. fin. @ 4 Ppal. fin. 20 4 Ppi2%. fin. 30 == Pp*2*. .40 - &e.
L+Q7% o/ @+ Qp*a*. cof 20 - Qp’a’.cof 30+ Lp*2t.cof 40 4 &c.

qua duz Series utique nafcuntur ex evolutione fra&tionis, cujus
denominator eft 1 — 2pz2.00/ P 4 pp22.  Ac prior qui-
) Ppz [ @
e o f——— 2p2. c0f. @+pp2z
— QP2 cof. Q :
ST z,ﬁz Addantpr h; dux fra-
e O+ Ppa. fm. @ — Qp3z ¢ @ .
&iones , .atquc fumma > e T dabit
Seriem cujus terminus generalis erit = (P fin.#0 4+ Q cof'np)
n o n . » ! A+ B Pz
P &i..Liat autemn h?c fraltio pfopoﬂtx T
zqualis, erit Q=A, & P—= Acot.9 + Broféc.d. Serici ergo
A ; A= Bpz- %
ex hac fraftione —— T orta terminus genera-

Acof @finn@+Bfmn@+ Afin @.col n@ n un

dem oritur ex hac fra&ione - > pofterior

vero ex hac

lis.efit == e P
Afn(nt+ 1O ++RMmud n n
P Z .
Jfin. @ )
Loa 219. Ad

Cap
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182 DE SERIEBUS
219. Ad tefminum generalem inveniendum, fi denominae

tor fractionis fuerit Poteftas, ut (1—2p2. co/ P+ ypzz)’i cof=

veniet hanc fra&tionem refolvi in duas etfi imaginarias
a b

PSS e (1 —(eof-p—y—1.fir @)

quarum fimul {umtarum terminus generalis Seriei ex ipfis orta erit

(n+1)(11+2)(71+3) ........ (n4-h— I) (C

(n+1)(n+z)(n+3) (n+k
2, ST

Sxt .¢+6—f’,¢—-—-6—-

o ndHv—1finnd) 4" & +
(cqf»@b-—-—¢-———1 Jin.nd) bp" z.

V—1I 24/
Pee Ji_‘/"___l____rg , eritque hac expreffio

(n+IXn+2)(n+3) .......... (n-k— (ffﬂfﬂ@'f“g B n(I))Pn &"

2. CEEIE R (h— 1)

tcrmmus generahs Serici, qu® oritur ex his fractionibus
I.

f + 2y —1

<x——<cof<z>+v——-x P

feu qua oritur ex hac fraGione una

f~tkfpz.cof i+ li(l{ I)fpaz'z cafqu k(k-.I)Ck—Z)ﬁ,;zs. cof30

_‘f__" 2\/-——Ig

&ec.
kopz.finp— l((k gP 2% fin2d+ 1{:& Ii”(’{;)gp s ﬁ”.gcp :
C(1— 2p2.00(® +ppzz)k
22 - Pofito ergo # == 2, erit Seriei ex hac f'ra&lonc

f*--wz (f.col. &b —pg.fin. @) +pm (f. cof 2 — g.fin. 29 )

(1— 2p2. cof. P+ppz2z)*

ortz terminus generalis == (#+41) (f° caf nd +g.fin.nd)p" P
b
At Seriei ex hag ﬁaétxonc gy wﬁ T , feu hac

s

cafim (n41)P n n

—-_' ut ft,;——f_v.:_ﬁ_g&

(s p— 1. ot
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g Zap; cof+t P+ appzaz
(r— 2pz.cof. O+ ppaz)® =
e Addantur he fra&iones invicem, ac

ponatur 4 + f=A; 24.cof/® + 2fico/D ———zg.ﬁn.q) ——B
& 2+ ficei2@ — g. fin. 2P = o, hinc erit g =

orte terminus generalis eft: =—

BA2Acf P T A4-Bef A+Bcofd>&f‘_‘
2 fin. @ P 7 T — cof2 : 4)2 ( ijq} 4}
Acofi2gd — B eof @ Bfn. ¢ 4 A fin.2
Ty e AT o
rem Seriei ex hac fra&ione ArbBre

(T2 cf. =+ 17 " i
A -+ Beof

minus generalis eft —(———7_/‘” (741)0.0" 2 2 (1)

(B fin. @. fin.nd +Afn 20.finnd) — Bcofd) cofn — Acof.2Q.cofncp)

2 (fin.@ )"

R W i3 uz—r—I)(Am/'(n-}-z)q)-}-Bcof(n-{—1)4)) 7 n+‘
? BTRY 2 (fm. )*
LA+ Beof}) fin. (n 1) St :

2 (. @) Py .
Ce(mtez)fin b 1)O—2(a1) i (rt3) D) o 7 ey
2 (fin. §)* '
(L(rt2)fin.o®— Lafin.(n+2)P) B?n " Eft ergo
2(fin. @ )*

ifte terminus generalis quafitus =
(n+3)fn(n+l)¢—(n+1an(n+3)¢A ot

4 nd ) _
(2 ) ”'"f;ﬁ‘ﬁ";f)”m(”'*'z) P Bp"s": Serici qua oritur ex
fractione sl Y

(1= 2pa.cof- @ + ppaz)*’
2271, Sit #==3 , eritque Seriei ex hac fraione orta

[3p2.( foof-@o—g fin. @) F3pp22  feof2d—g.fin.2)—p=( feof. 3¢—gfin 30 )

(1 —2p2.c0/.P = ppaz)*

terminus generalis == (L:_I—(H'—i) (feof nd g finn®)p" <"
; Deinde:



Lis 1 5 A 5 :
" Deinde Seriei ex fra&ione

DE SERIEBUS

a-tbpz
(1 — 2pa.co P + ppaz)*’

184

4 — 2apz. cof. D+ apprz
+ bpz —2bpprzol® 4 bpa’
(1 —2pz.cof: @+ ppz2 )’
. (n4=3) fin. (n4=1) @ — (nt1) fin. (ut-3)
neralis eft LC )

ap =
(nd2)firn® —=nfin.(n+2)Q ;. n o i
2 (o) bp Addantur hz fia

&iones ac ponatur numerator == A,crit a+f = A
3focof . @—3¢ fin.0+24.00[ D —b=—=0, 3f.0o[20—3g.fin.20 42

ortz terminus ges

n "

— 2b.60[(p — 0; & b= fieofi3d —g.fin.39, hinc erit 4=

£AE20— (30— SO PIIND _ iy ving 0
f—2f.(fir.$)*. Deinde reperitur {— S o e i

cof-§ P—2¢0/:30 +c0/.¢
&4+f~—A: 2g.(fin. ) tang. @ — 2 f(fin.P)* 5 ergo
=8P —ff D, o qmbus tandem oritur

2<fn<1>>' = T o

fa= A fim. cz>~—2ﬁn 3P+ s¢) __ Aleof-p—2c0f 3+ cof 74>)
16 (fin.@)" 16 (fn )

ob 16 (fin®)* = fin5d— sfn 3P 4 10fin.d, erit 4=—

A(9finp—3fin3P) g p_ A(—/n20+fmn2d) __  Eq

16 (fm.)? 16 (fin.@ ) 4
autem 3.0 —/fin.30 == 4( fin. @)’,crg04——4<f o Quo-
circa erit terminus generalis (z + 1) (” + 2) Pie”
A(fn(n+r)cz>—zfn w+nm+ru rn+q)¢) +

16 (fm.@ )?
At Ltk 3)fin (st 1) o —G@+ D) fin(n+3)P)
3 / T 16 )
Ap 2

16 fin.)? ((”‘t‘})(”;l‘f)ﬁ”.(”_{_ 5 >¢—
fin (o3¢ 4 EFLOED) 4 (4450,

2(n+1)(n+s')
T i

222. Ses

feu ex hae -

Jin.(n4-4) 0—

RECURRENTIBUS.
Seriei ergo qua oritur ex hac fradtione

A4 Bpz
(1 — 2pz.cof @ +Mzz)’

terminus: generalis erit hic

Ap i ¢ '
o (fnzqa 5 (GG g g 1y At D 0D o

fﬂ-(ﬂ+3)¢+———~—~( 2t L) OE2) o (rt5) @)

Bp 2"
T (fon. qD 2 (
Atque. ulterlus progredxendo Scnex, qua oritur ex hac fratione

A+ Bpz
(T = el oF77:2)"
‘terminus generalis erit hic

181
‘222,

( n+4)(ﬁ+3) fn n = 2"(1” ': 4) Jin(n42) 04

Ap” 2" <f+7>< +6) (n45
(Gj__(j)m(@)?((’ ) ”2 . )f” (ﬂ+1)¢——
301+ 1) (4 7) G+ 6 3f71+r)<n+2xn+7)

T 2 3 f” (k30 o 2. 3
Sin(nt5) — <"+‘””f”<”+”ﬁn (»+7)8)

Bp's" (a4 & (n¥5)(nt4) :

64.( fin. @ )7( = I, 12. Z fin.n® —

371(71-{-6) n+q)f”(”+z)¢+ 3n(7;+r)(n+6‘)

I. 2.

7z(7zf‘IiFn+2)f” (ﬂ+6) 45)

Ex his autem expreflionibus facile intelligitur , quemadmo-
dum forma terminorum generalium pro altioribus dlgmtanbus
progrediantur.  Ad naturam vero harum expreffionum peni-
tius infpiciendam notari convenit ‘effe

Aa

Euleri Indrodust. in Anal. infin. parv.

Jing

Captd
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186 DE SERIEBUS:

fin, D ==l
4 d) = 3find— [in.3P
16(fin. @) = 10fin.d— S5fin. 3+ fin.5¢
64 (find) == 35inP—21fin3 P+ 7fin.5P— fin.7P
256(fit D) ==126fin.0—84fin 3P +36/in. s D—9/in.70+/in.99.
s e

223. Cum igitur hoc pacto omnes functiones fratz in
rationes partiales reales refolvi queant,. fimul omnium Serie-
rum recurrentium termini generales per- expreffiones reales ex-
hiberi poterunt. Qiod quo clarius appareat, exempla fequen--
tia adjun&a funt. ; ;

E.x EMb1 u-mk

. I —
E:«:f'raé’clom‘3~(I__‘z>(I A e e

I
I—2—2z 2"+ 25— 3%
1+zh22 43274 42t 5254 724 8274 108 - 122° +-&ec.;.
cujus terminus. generalis- defideratur. "Fra&io propofita fecun-

, otitur ifta Series recurrens:

. I
dum Facores ordinata fit SRR e e
. . . I I
refolvitur in has fraQiones &l 1(—— oy -+ = o+
17 1 (2 )___ :
ZO—9 F.alira T ity Huum primg
———_ dat terminum generalem Gl Dea) L
GE—2)° I 2 6
M_*_lz——————ﬂi—z z’;l: fecunda 4(1—:“‘,5-)—, dat n—_:l s tertia
e i L7 ! Sl s S
g Ry datﬂ@ FQUANER. oy dat 5 (—1) =.

Quinta:

RECURRENTIBUS. 187

ey ‘ 2 4z
‘Quinta vero ———— = comparata cum forma
9(14+2+4 22) P :

_ A+Bpz

I ~—2pz.c0[.P =+ ppzz
Al 32_ b ——— —-91—-, unde oritur terminus generalis
EE 2 fin.(n1)P—fin.nd (__I)n " 2 4 fin(n1)Q —— 2fnn®

(218)dat p=1; @:?’- ESirdo:

9 fin. @ 9v 3
4finnt1) Ze s finn Z
(—1) & = S 2 (==1y7" Col-
ligantur hz' exprefliones omnes in unam fummam, ac prodibit

Seriei propofit terminus generalis quafitus = (22 + Z- 4

2
LA o
ey S o
72 -8 T g8 -
na fuperiora valent fi » numerus ' par ,” inferiora fin impar.
Ubi notandum eft fi fuerit » numerus forme 3 m fore
4fin. = (nt 1) —2fin — P ;
SWip

2", ubifig-

2 :
=i?; i fuerit » =

; =
3m 1 erit hec expreffio == - 5 s at fin=3m+2 erit

. S § . ; o
ifta expreflio = - > prout # fuerit numerus vel par vel im=
par. Ex his natura Seriei ita explicari poteft, ut

Aa 2 ; it
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fi fuerie terminus generalis fiturus fit
n=6m+o (’:—;’+~:-+,x)z,"
ne=—=—6m-4 1 (’:___’21’_}__%_!_;%)2’7;
n=— 6 m -} 2 ,%+%+%)zvt
n==16m+3 (- el
n=6m-+ 4. (711_:'*'"”?'*'-‘::‘)*”
»= 6.mt 5 (Eloprhipinta gl

Sic, fifuerit # = 50, valet forma # == 6 m ~+ 2, eritque termi.

nus Seriei == 2342°°
ExsMpLuMm IL

: 1242z
Ex fr_a&mne ms
14 224 3224 32° F 48* + 52° 4 62° - 627 472t F-&e.
chjus terminum- generalem invenire oportet. - Fratio propofi-
142+ 22
e PRGN
-quz propterea- refolvitur in has fractiones partiales

ta ad hanc formam reducitur

3 3. 1 ntrbas i
i— tgo—a T s+ 1)

ima ——3-_ i neralem 22T 1 ¥

L R e dat terminum generale P o

fecunda 8‘-"‘72:?) dat—% 2 tertia dat ‘;(——-1)"{1; &

k t forma hbbils ;

quarta — = comparata cum sy
)t

di,i,t_}’::-—-'lsfﬂﬁ¢=o;&@= —;w; s Gl

oritur. hzc Series recurtens-
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: ‘ : . Car
B—= +% » unde fit terminus generalis == ( — % S, —;~ XI;I.

(n41) 7+ i— Jin. —;— nw)z'. Quate colligendo erit tet-

minus generalis quafitus == ( —i- » + —;-) P —18— g

—;“ (fim. -;— (”+I)W~—ﬁn. —i- naw) s, H’incA

fi fueric erit terminus generalis

(—z— 7y o
(% # -+ %)}:” :
3 i yae

(—4‘ mik e )4

32 e
(4»+-4).

= 4 m -+ o
B== 4 m -+ 1

A== 4 m ~ 2

n= 4 m -+ 3

Ita, i =50, valebit #==4 w2, eritque terminus ==
39%°°. :

224. Propofita ergo Serie recurrente, quoniam illa fractio
unde oritur , facile cognofcitur , ejus terminus generalis {ecun-
dum pracepta data reperietur. Ex lege autem' Seriei recur-
rentis , ‘qua quilque terminus ex ptacedentibus ‘definitur, fta-
tim innotefcit denominator fractionis, hujufque Faftores prabe-
bunt formam termini.generalis, per numeratorem enim tantum -

coeflicientes determinantur. - Sit' nempe propofita hac Serics
recurrens :

A+ Bz + Cz* 4+ Dz 4 Ez* 4+ Fz% + &c.,-

cujus lex progreflionis, qua unufquifque terminus ex aliquot -
pracedentibus determinatur , prabeat hunc fractionis denomi-
patorem 1 — @z — Gz* — ¢z*. Ita ut fit D =« C +
G.B:j—'y.d_; E—aD46C+yB; F—=aE4ED+9C;
OALY s &5 s
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&c., qui multiplicitores @, + €, +y 2 MOIVR 20 fealum
relationss  conftituere ‘dicuntur. Lex ergo progreflionis pofita
elt in fcala relationis , atque fcala relationis ftatim prebet de-
nominatorem fractionis, ex cujus refolutione propofita Serics

recurrens oritur. - :
225. Ad terminum ergo’generalem, feu coéfficientem Po-

teftatis indefinite =" , inveniendum , queri debent denomina-
toris 1 — az-—62* — 9z’ Faftores vel fimplices vel du-
plices, fi imaginarios vitare velimus. Sint primo Fatores fim-
plices omnes inter fe inequales & reales hi (1 —p2) (1—¢2)
(1 — rz); atque fractio generans Seriem propofitam refol-

B

=t 4t oy + = unde Seriei terminus

I =¥
generalis erit (Ap” + Bg"+ C+”)2". Si duo Faftores
fuerint xquales nempe g ==p, tum terminus generalis hujuf-
modi erit ((Az+B)p" + C/)" , &, § infuper fuerit
r == g ==p, erit terminus generalis (A#*+Bsr+C )% ans
Quod fi vero denominator 1 — @z —62* — 9y z* duplicem
habeat Factorem, ut fit = (1 —p 2 ) (1 — 24z.00/. 4 g432)

tum terminus generalis erit= (A7"+ 2 ”‘("+f2 %+Cﬁ Lot

vetur in
I

Cum igitur , pofitis pro # fucceflive numeris o, 1, 2, prodire
debeant termini 4, Bz, Cz*, hinc valores litteratum A, B; C

determinabuntur. :
226.  Sit fcala relationis bimembris, feu determinetur

quifque terminus per duos pracedentes , ita ut fit

» C=wuB —6d; D=—=aC—~—€6B; E=al~—CcC; &c.,

atque manifeftum eft Seriem hanc recurrentem, qua fit

A4 Bt CoP Do LB 4 0 b TP an+] + &c.y
oriri ex fractione cujus denominator fit 1 — « & -~ 6z2. Sint
hujus denominatoris Faltores ( 1 —pz) (5 —42) erit p+

9:"_1'

; R ECURR'E‘N T FRU'S, 0 i
g==a & pg == G : atque Serici terminus generalis erit
(A" +Bg )=" Hinc falton = o, erit A= A+ B ;
& fato n==1 etit 4 —=Ap+Byg; unde fit 45— B —
Alg—p) &A= i e B —dir t

= q .Inyentis au-
tem valoribus A & B, erit P— A /' +B5" &Q_‘—:A},”"EI 4

B9”+I. Tum vero erit AB=—= B8 ——24B4+¢644
2 2 46— cza 2
227.  Hinc deduci poteft modus quemvis terminam ex
unico praecedente formandi, cum ad hoc per legem }vrbore{-'
fionis duo requirantur. Cum enim fic A

5

P= Ap"+Bs & Q= App" + By 4"
erit G
P1—Q=A(1—0))"& Pp— Q=B (p—yp "
multiplicentur ha exprefliones in fe invicem ; eritque
Ppe— G +9PR+QQ-—AB(p—4) ;" ) = o.
At eft :
Prg==ea;i pg=6; (p —9) = (p+9) — 4pq =
aa— 46 &p" 9" =€". Quibus fubftitutis habebjtur

€P* —aPQ+ QQ~= (44— adB BB)C", feu-

00— 0PO 4 CPP n A
3 By——mmd == 6" qua cft infignis proprictas Se--

rierum recurrentium , quarum quifque. terminus per duos pree--
cedentes determinatur. At cognito quovis termino P, erit fe--

quens Q— % a P —H/((‘;* 2*—C)P* 4+ (B — a2 AB L

€44)¢™), qua exprefiio , ctfi fpeciem irrarionaliatis pree fe

fert ,,

CA'P.,,.
X1
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Lis I fere, tamen femper eft rationalis, proprerea quod termini ir-

rationales in Serie non occurrunt.
228. Ex datis porro duobus terminis contiguis quibufvis

7 n b§ . .
Pz & Qz T commode affignari poteft terminus multo ma-

gis remotus Xz*”. Ponatur enim
X—fP*+¢PQ —#4ABc” . Quoniam eft
P—=Apy" +By" &Q—=App" + Bg. 4" atque
X=Ap""+ B4*"; erit ut fequitur ‘
FP=FAY" +fB4"" + 2 fABE”
gPQ—=¢A'rp" +sB'9.4"" +gABa c”
—#AB " = — 45 ABE”
X: APZH +B72”

Fict cigo f+gp = i f+gg= 5 & h=12f+g=

do gt wBam & gppn  Apverbic A
un:cg BAB(P"“ D &f:f\%?—‘ﬂ' Ate{‘cf -
LA apeliphEattd Sial [ear

bR S e o) Ergo f = 3=

ot A B o db—— e B g
Ll s feo f= pp— 5 ycaa

A 2B A ey (
8= iAo e
Eritque ergo
> (B dG——eB) P Bi(2B— 54 ) PO, ~ Al
X BB— 2dB+CAdd ACT
Simili vero modo reperitur

X o (264 —(az—28)B)P*+(2B—a M0* _ 2 BE
a(BB—adBACAd4d) )
His conjungendis per eliminationem termini 6" repericur
X _ (6A—aB)P*+2BPQ0— 400
§=3 BB—adBt 644 ;

229. Si
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229. Simili modo, fi ftatuantur termini {equentes

Ad Badiorein o LB N R
XZZTI‘_*_ Tzz‘n + 1 s Zzzn+2 :
erit

z -G (Gd?émiiﬂz_f_gé{; AR'R‘,&, ObR=¢Q._°'GP'

erit
Z_—'—r:;cA1»'+zC(Mz——B)PQ+cms-——(auz——c)ﬂ)gz
= ~  BB— «adB+ (A4 BE
At eft
Z—al —CX, etgo T = M; unde fit
(-1
T ='—GBP +2CAIJQ_+¢(B—QA)Q_Q’ SiC igirur

B B =i d AdB46c44
porro ex X & 1" definiri poterunt fimili modo coéfficientes po-

411’ & z4'”+ 871’ z8"+l :

I . .
teftatum =z 5 hincque ipfarum =

& ita porro.
EXEMPLUM

Sit propofita ifta Series recurrens
1432448 +72 F 1184 182 .. ... P Qz"+l+&c.;

cujus cum quilibet coéfficiens fit fumma duorum praceden-
tium , erit denominator fractionis hanc Seriem producentis
I— 2 — %%; 1d€0qUe a==1; 6—=—1; & A—713;

B—3 unde fitt BB = o 4B + 6 AA=75; ex quo
otictur primum Q = £+ V(PP + Bor——1) 9

2
IM: ubi fighum fuperius valet, i » fir nu-

2
merus par , inferius {i impar. Sic, i » =4, ob P == 11, erit
Euleti Inrodwit, in Apal, infin. parv. Bb (D)=
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Lis. 1 o 1144/ (saz1420) 1T :_ a5 ks g Hote BRE.
: 2 :

o = A PP4-5P0— ;

ficiens termini .::2_” fit X, erit X= .‘L.ig_.Q____!LQ,

——4.121 «+ 6. 198—324

ergo

Poteftatis z* coéfficiens erit == =76.

§
By {5 PP 20 ) erit Q0 ==
: :

——PP=2--Py/(§ PP—-20)
2 z

Cum autem fit Q =

3PP*:‘IO+1;‘/“PP12°) ; ideoque X =
Ex termino ergo Serici quocunque Pz", obtinentur hi

P4y/(sPP20) w1 o T—PPFo A4 PY(sPP20) 27
PV (S PE20) A
2 5 2

230. Simili modo in Sericbus recurrentibus , quarum qui-
libet terminus ex tribus antecedentibus determinatur , quivis
rerminus ex duobus antecedentibus definiri poteft. it enim
Series hujufmodi recurrens '

ApBokCo Dt i d Pl + 0T L R

cujus fcala relationis fit @, — €, 4 ¥. feuzqux Or:atur‘ €x
fractione cujus denominator = 1 —az+€2* — 2", Quod
fi jam termini P, Q , R eodem modo per Faétores hujus

denominatoris, qui fint (1—pz) (1 —g%) (1— #3)
7 M (4
exprimantur, ut fit P = A+ B +Cr5Q=A~App +

Bg.4"+Cr. /& R=—=Ap*p" +Bs* " 4~ Cr.v" 5 ‘ob
Cphgkr=a;pptprtgr==_c & pgr=yv. reperie-

tur hac proportio
—24Q] p2 o (@a$6) Q) —(ab—y) &

R 4 gl’% R (af+39)PQ ¢ R +(ay HECIPLT T
oy B e 89 T 0
Y

i

e ——20&3} cr (224 c)p*)
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: ~— (a6 —y ) B?

__<1G+3y)AB> (& +(“?+GG)AB" \

+ ay 4% el ZGyA‘B' I.
yy A%

Pendet ergo inventio termini R ex duobus precedentibug P
& 2 a relolutione zquationis cubicz. ;

231. His de terminis generalibus Serierum recurrentium no-
tatis , fupereft ut earumdem Serierum fummas inveftigemus.
Ac primo quidem manifeftum eft fummam Seriei recurrentis
in infinitum extenfe zqualem efle fradlioni ex qua oritur: cu-
jus fractionis cum denominator ex ipfa progreflionis lege pa-
teat , reliquum eft ut numeratorem definiamus. St itaque
propofita hxc Series

+ G4

A+ Bz 4 Cz* + Dz' - Ez* 4 Fz; 4+ Gz° 4+ &c.,

cujus lex progreffionis prebeat hunc denominatorem 1— ws
62" — vz’ +dJ2* Sumamus faGionem fumma Serici in in-
st bz ez’ d2?
A2 + 3 42 €X qua
: .I-—agz-'l-b.?a — gz’ +d2
@im Series propofita oriri debeat, erit comparando

finitum @qualem effe =

4= A

b6 —= B — oA
¢=C— aB 4 C4
d=D — «C + 6B — y A4:

Hinc erit fumma quafita

A'F(B'——m/l,)z-}-(c—-—aaB-!-Bd)z"i— ‘o

1—az+B2*— 2>+ J2*

(D—aC+ BB — y4)2z°.
1—az+ [B2° — y3¥ + Jz*

232. Hinc facile intelligitur quemadmodum Seriei recu-
rentis fumma ad datum terminum ufque inveniri debeat,

Bb 2 Qua-
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Qraeratur {cilicet Seriei modo affumte fumma 1d tcrmmurﬂ
P =", atque ponatur

s=A+ Bz 4 C:* + D=’ + Ez* +

quoniam hujus Seriei fumma in infinitum conftat,

: n .
.o+ Pz" ]
“quaratut

. . n
fumma terminorum ultimum Pz
qui fint

t:Q'1+I+R "+2+Sz"+3+T n=+ 4 4 &k

in infinitum fequentium ,

hxc Series pet 'z *F T divifa dat Seriem recurrentem propo-
fite ®qualem , cujus propterea fumma erit + =

Q"' 4 (R—a@) "2 g —aR+aQH ¢
I—= a2z B2° — y2* 4 Izt

(T—aS +8R—yQ)="T4
I— gz B2 — y2l4dz*

Unde orietur fumma quafita s =
4+ A4+ (B—aA)Yz+(C—aB4L4) 2* +
1—az+4 Bz" — g2’ 4+ Ja*
(D —al 4+ BB—  A)%’ -%—Q_z11+x s
I— az- B2* — 52° +d2*
(R—-oaQ)z7l+2 (S~-&R+BQ_)%n+3
1——az+4 021 — y2irt 3t

(T—a85+AR —yQ) 2T
1—azt 82" — g2’ £ 27

Quod fi crgo fcala relationis fuerit bimembris

@y T

233

RECURRENT LB US o o - gloy

, =B Setiel A 4 B Car fuD2d onini g P,

AI—'*-' (B—ad)% fimma erit

itur fraétione
qua oritur ex fi: SpEEie

4 BB e O B iR gy A2
I—:&z—l—-,@zz

At e(’c, ex natura Serxex, R=a Q-~ 2Py unde prodlbxt fumma

A Bush o Qz”+‘+eP palis

I——~¢z+f3zz. i

EXEMPLUM.,

Sit propofita Series 1432+ 43* +72* 4-... .. 4 P2"
ubieft e=1; B==—15 Md=—1;B==3; erit hujﬁsfumma
14 22— bl P e i

.+ Pofito vero .z == 1 ;

o e b
erit fumma Seriei 1434 4+ 7+ 11 +"'..,!..;,:' +.P=
P+ Q— 3. Summa ergo termini ultimi & fequentis ter-

nario excedit fummam Seriei.
Pty/ (s PP20)

Quia vero eft Q —

erit fumma Seriei 143F4+7F 114 ik
j e 3[’—-—6—{—\/(;1’1’4—20)

Ex folo ergo termino ulti-

mo fumma poteft exh1ber1.

Bb'y - CAPUT

Cap
X LT
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A0 iy,
S De multzplszzoﬂe ac a’rwf lone _dngulorum.

234. S It Angulus , vel Arcus, .in Circulo cujus Radius

1, quicunque ==z; ejus Sinus = ¥; Cofi-
nus ==y, & Tangcn_s ==fyerit xx - gy=— 1 & t =
=. Cum igitur, ud fopra vidimus; tam Sinus quam Cofi-

nus Angulorum 2; 225 3%; 42; 5z; &ec., conftituant Se-

riem recurrentém cu;us fcala relationis eft 2y, — 1; primum
Sinus horum Arcuum ita fe habebunt
fnooz = o
i 1o — a%
fim. 25 = a2Xxy
fin 3% = 4%y — ¥
fin. 4z ==""Bxyt = quy
fin.5z = 16%* — 12xy* + &
. 65 == 3'zxy‘ —132xy} 6xy
Jin: 7ol 16 4y L 8o x‘] + 40t —— x
Sin. 8z = 128%)7 ~—= 192x9° + ‘Goxy’ “Lioxy
hinc concludxtur fore

[my==x( ¢alge bt 24 s S e gt g
71——3)(71—4) e Yl e ("*4)/ n=S)n6) | n—7 n—y

I. ‘T 2. 3 7 +
("“"7)(""—6)”'—'7)(7!—'8) N=——9 31—

R T * v, — &c.)
235. Si ponamus Arcum zz=r; erit fin.mz— fir s ==

fn. (@ ==s) == fin. Qardes) = fin. (35 -—1s) &c., hi

enins

. f;ﬁ
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enim Sinus omnes funt inter fo azquales. Hmc obtinemus
plures valores pro %, qui erune™ +( : *

f”- 27;-;-}-5 fﬂ 37:'—-—-: S 4@;1-{»-: - &C. ,

qui ergo -omnes xquationi inventz. mque convemunt Tot
autem ‘prodibunt diverfi pro  x valores , lquot numerus  #
continet unitates , qui propterea erunt radices @quationis in-

- ventz. Cavendum ergo eft, ne valores qualés proiifdem ha-

beantur , quod fiet dum alternz tantum expreffiones affuman-
tur. Cogmus igitur radicibus a:quatloms a‘ pofteriori, earum
comparatio cum terminis @quationis notatu dignas prabebit
proprictates. Quoniam autem ad hoc wquatio , in qua tan-
tum x tanquam incognita infit, requiritur, pro y fis valor
4/ (1 —xx ) {ubftitui debet 5 unde duplex operatio infticuen-
da erit’, prout # fuerit vel numerus par vel impar.
236. ’Sit # pumerus impar , quia Arcuum -— %, 4=z, 4 37,

+ 525 &c., differentia eft 2z ; hujufque Cofints = 1 — 2%,

“erit progreﬂioms Sinuum fcala relationis hee 2 —— XKy = 1.

Hinc erit

B e e 1+B

i =N %

Jin 3z = gk — g% L e

fin. 55 = 5% — 20%° 4 16%°

fin. 7z = gx —  §6x° 4 112%° — 64x7

fin 9% =" oxy—— 120%% <k a3ax? =Isgex’ L asgx’
; crgo ' ;

Sfom, n2=— #x —
4 e 12 3 R

n(nn—1)0Unn'— 9) (pni— 25)
x7 &C.,
1. 2. 3. 4 5.6_7 = v

fi quidem . fuerit mumerus impar. Hujufque mquatxoms rad:cé:s

funt

n{nn—m) o +rz(nn-‘—:1)(mz—9)x5__

Car
X1V
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funt fin. 25 fin. C2Z s fim A2 =) finn T 2D
Sfin.( -8-:-' H =) &e., qna‘rum_._numer'.us ‘el #

237. Hujus ergo mquationis

wx L ae—1)%* T D )t O

°‘=”_I'—_ﬁn.75 R R B ST TR R AR i
I 7 bl elleg < :
ET-——’C— » ( ubi fignum fuperius valet fi # unitate ‘deficiat a
. 1z : :
multiplo quaternarii, contra. inferius; ) Fadtores funt (1—-—)
: : finz
G = )Cr - ) &c., ex quibus con-

fu (20 (e
cluditur fore : ;
n LGN 19v 1w 133 I I

o T e (27 1) i 4y ()
&c. , donec habeantur # termini. : Tum vero produétum omnium

72— 1

. — 2 I
erit 4= s

% Sin.zfin.( E}-?—f—z.), fin.( %—}—z).ﬁn.(i’f—r +2z)&c:

feu fin.nz — ;-zn—ljn.z.ﬁn. ( %‘?—hz hilinal 4‘—:- -+ z )%

Sfin.( 6@ 1 z) &ec.. Et, quia terminus penultimus deeft, etit
n 3 e

o Lxfinet fin (2T x ) fin. (AX +-2) + fin (CF 4 ) &e.

ExeMPLuM I

Si etgo. fuerit # = 3,-prodibunt he @qualitates
o = fin % + fir. (120° & &) + fits ( 240° + 2 ) = fin.z+
fin (60 =) —fim. (60 & ). o

. 34
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3 X I 1 YT IRGT
fuz Jma T (o0 T o) jur T
I X

fin. (60 —3z) T fm. (60 + 2)
fin.3z = — 4 fin. 2 fin. ( 120 + %) fin. ( 240 4 z )=
4 fin. & fin. (60— z ). fin. (60+2).
Erit ergo, uti jam fupra notavimus,
Jn. ( 60 + 2 )= fin.e+fin. (60— ), &
3 cofée. 3= ¢oféc. x + cofec. (60 —z ) — cofé. (6042 ).

EXEMPLUMAL
Ponamus efle » ==, atque prodibunt hz xquationes:
0" == fin, z+ﬁﬂ.(—?—w+z).+ﬁn.(—;£7r+z)+
o Exta)+fm (L apo)
few o = fin. 2 + fin ( —?-w-l-z) + fin. (%—z-—-z)—-—
fin € = Tohe)—firn( 2w z)
fen o =Jin.s + fir. ( = w—2)—fn(—atz)+t
o (2 mtz)—fin (Zx—2)
deinde erit

5 I X I

frse . el Blin—e) = lirr
: I

I
i Gr—o T fm (Ex 1) ,
fin. 52 = 16 fin. z'ﬁ”'(';"”t—‘z)-ﬁﬂ'(—;-—ﬂ—hz)x ,
ﬁn.(-?-r-—-"z)./z‘n.(.?_yr_].z)

Euleri uroduét. in dnal, infin. parv. Cc Exewm-
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Exsemreaum T1L

Hoc modo, fi ponamus # == 2 m - 1, erit

o == fin. & fin.( %————z)-——ﬁn.( -Z;--}-z)_,ji,g,(%?’_.z)*;

fir. (ZZ by fin (32 ma) — fin (3 ) — .k
Jin. ( %w*—z)fi;ﬁﬂ~(%7r+z)

ubi figna fuperiora valent fi » fit numerus impar, inferiora fi
fic par. Altera quatio erit hec.

2 ot - SN z ai
g
I I I
ﬁ”(z—,?‘—z) ﬁ”(“zz'f‘z) ﬁn(a—:f-——z.)

I x —— I

ﬁn.c’i;f’-+z>

9 0000

S P74 2 ) f (2T —g)

quz ad Cofecantes commode transfertur.
productum :

Tertio habetur hoe

Jin. z. fin.( %:1; -£). i %—}-z).ﬁﬂ. (ZT;E —2z)%
ﬁn.(ag+z).ﬁﬂi'(ia-——z). fin. ( 3—:5 + Jeds
S (ZF—2) fr (%F 2 ).

fin nz=2""

238. Sit #z nunc numetus par, & quoniam-eft y=—=1/ ( 1 — %X)

& cofl 25 = 1 — 2 xx, ita ut Seriei Sinuum fit fcala rela-
tionis, ut ante, 2. — g4 ¥, = I, elit ’

fin
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. CAP

fin, 0 z =
n 2 m—— 3 xV (1—xx)
firqmie— (4% 8 x’)\/(l—-fxx)
fir. 6 2 = (6x—32x +32x5") ¥V (1—xx)
fin. 8 &= (85— 8o’ + 192 x° — 128%7 )y (1—x%)
& &generahter
el n(nn—4) = n(mt-—-4)(nn——16)
ﬁ;z.’;sz._(nx—— Vg B e 12345 ]
#(nn=——2.)(nmr——16)(in~—36) Vg + R e ) VA1 —x)

1.2. 338 56/ 7
denotante » numerum quemcunque parem.
239. Ad zquationem hanc rationalem efficiendam fumantur
utrinque quadrata, ac prodibit hujufmodi 2quatio

—2 R
(fin. nz )* ::nﬂxx_—l-—Px*-{-Q_.x‘—}-....—zz.n X
n niL
feux -———22——12—: X x -+ (fn.nz) =

cujus Equationis radices erunt tam afﬁrmauve quam negative ;
Scilicet 4= fin. z 5 + fin. ( —Z— — z )% fin ( ""_;15‘_' goiE )iy

+ fin. ( B—Zf —2z); + fin (Ai;z? -+ z ) &c. Sumendo omnino

# hujufmodi exprefﬁones. Cum igitur ultimus terminus fit pro-
ductum omnium harum radicum, extrahendo utrinque radicem
quadratam  erit

fir. nz=+ 2" Iﬁrz.z.ﬁ';z.(—”——-—-z).ﬁ».(ﬁ.+£) X
oo —z) +e«..5 ubi, quibus cafibus utrumvis fignum

valeat , ex cafibus particularibus erit difpiciendum.
ExegMriLumMm

Subftituendo autem pro # fucceffive numeros 2, 4, 6, &c.
& eligendo # Sinus divegfos erit.

C c 2 f;’l
4

XAV
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Lre T ] =il ﬁ”, A ﬁiz. zZ
—————ﬁn.zz:zﬁﬂ.z.ﬁn,(—g—' ==z ) g

e zﬁn.z.ﬁn.(_:-'} —z)

fin 3 & = 4 fin5fin (T fin(Z- 4 2)

fin 4 % =—"8 s &ﬁh.(—}——fz).jin, (1;— +z)ﬁn,(if —z)

5 B =16 i zﬁn(—’;—-—-—z,)ﬁ”(% +Z)ﬁﬂ-(?-;£ ~EhEyse
| ﬁ”~(-2?7’ + z)

Jin. 6 & == 31 fin. & fin (2 — 2) fin( Za) fir (T — )

fin. 47 = 8ﬁn.z,ﬁ‘;z.~'( % — 2).fin. (—z—'-!-z)ﬁg.(-:—: —g)

ﬁiﬁ. 6% ==732finzfin( %u—-zj.ﬁn.(—:—-}-z')ﬁn. (%r—-z)x
fi CF ) fin G —x)

fin. 8 = == 128, z,/i;z,(—zs—'- —-—z)ﬁ:z.(-—%'- + z).fin.( %’-——z)x

Sin ( gs—w +z). fn. (%’—-z).ﬁn.( %+z)ﬁn, (‘183" Ly
240. Patet ergo fore generatim 2 =
.2 5= 2" i (F ) o )i, (2 et Lt el (Sl

&c.
2 1
fon. 7”+z)fn.(37:£—z)ﬁn.(i—j+z).....ﬁz. (-7—2)
242. Cum deinde fit 5 ;i zn’;zz 2¢0f/ w2, Cofinus Angu-

fi » fuerit numerus par.  Quod fi autem hec. cum fuperiori i : ¢

. . afe | 1 ili Imentur-
ubi # erat numerus impar, comparetur tanta fimilitudo adefle lorum multiplorum fimili modc_)r per Factores expr
deprehenditur, ut utramque in unam redigere liceat. Erit ergo, 3
five # fuerit numerus par five impar, wofix = 1 fin( T &)

|

, e el
Jinnz=2""" .5 fir () fr. (T finf gy | T 2= 2 S (E— ) fin (X F2) :
A = & _2— = ;
o (EE A BT —2) fr(3 1 2) & “Lasispse b el brp bl Fioy £
; eof 42 == Sﬁn.(%-z).ﬁn.(%+z}.ﬁn.(2§ez)x

[

donec tot habeantur Faltores, quot numerus » continet unic

3@ )
tazes.. fin. (Sre a9
241. Expreffiones ifte, quibus Sinus Angulorum multiplo= ; = = i amul
rum per Factores exponuntur, non parum urilitatis afferre pof- | of 55 = 16 fin.( S e S D (G5 me
funt ad Logarithmos Sinuum Angulorum multiplorum invenien- : I 3_.2-+ S sz a3
dos , itemque ad plures exprefliones Sinuum per Factores s quales S el [ a

fupra (s. di i ; i ; :
pra (§- 184 ) dedimus, reperiendas. Erit autem & generaliter

o Ce 3 af;

-

0
Sw
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~ fn 7. (7 —2).fir( = +2). f f”(—— — &)
3w b

ﬁﬂ(ﬁ-f-%).ﬁﬂ.(a T-—-!'.)&'.C.,

afnz::-

quoad tot habeantur Fadtores quot numerus # continet uni-
tates.

243. Eedem expreffiones prodibunt ex confideratione Co-
finuum Arcuum multiplorum , f{i énim fuerit cofl z ==y, erit
ut fequitur ; ;

6ofioz = I
cof 1z = 'y
cof2% = 2)p — 1
cofizzi=— aqy’ — . 3y
AL A% ekl o B h
SLds == I8 200 rhieiSE
cof 6z == 32§° ~—— 48}' ey o 1
cof 7% == 64)7 — 113y} + 56y — 7y
& generaliter.
Co meton FEGH iy =y 12 wln —13)
faj.'nz%z o 2 5 4 —
zn__7y7‘_~4 n(n—;—-4.2) (n—5%) n—-—7jn-——6+
n(n——5)(n=—6)(n"=7) n—g n—3
SR SO = J i oo
:ujusb equationis , cum fit cof e — cof (27 — B2) =

cof(2xtnz) =cof (4ntunz)=cfi(67xtnrz) &c,
erunt radices ipfius y ha: ool = ; eof ( 2—7-r+z.),- cof. (4—7r +z )5
cof. (—l’ +z) &ci s quarim formulatum tot diverfe funt pro
y ehgend:c quot dantur ; dantur -autem tot , quot # continet

: umtatcs.

244. Pri-
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244! Primum ‘igitur pater, ob terminum fecandum deficien- C A,

tem excepto ca{u nz== 1, fore fummam harum radxcum olm-
nium =o. ' Eritergo: 100 g fov ng i

o=coj-'z+ cofo( %?-z)+te/f(%;+z)+wﬁ(%a——z)+
wf("fi’-;-z) i &c.,'

£ _
famendo tot terminos quot # continet unitates : H:ec autem
zqualitas {ponte fe offert fi » fit numerus par, cum quivis
terminus ab alio {ui negativo deftruatur. Contemplemur ergo
numeros impares, umtate exclufa , eritque , ob ¢gffv=—=—

cofs ()

o ==6ef5 == cof (T — &) —iof (T )

o=czfz—~nf(——~z>——mf(-+z)+af<--z)+
aof (°F

o~—cefz—wf<~-—z)~—«ef<——+@+:¢<———@+
(%7 +z)~—~caf<3—’f—'—z)—~~wf(-—+ ¥

& generaliter, fi fuerit » numerus impar quicunque , erit

o=c¢z-—~reﬁ<—;£~z>-creﬁ(—jf~+z)+c¢(2—”—aHi—-
cofi( 22 ) — oo (22 —2y— oo BT 4 2) +
of (22— ) eof (27 +2) — &c.s

fumendo tot tcrmmos, quot numetus # continet unitates :
oportet autem 7 efle numerum impatem unitate majorem , uti.

jam monuimus..
345, Quod!
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245, Quod ad produGum ex omnibus attinet, variz qui-
dem prodeunt cexprefliones , prout # fuerit aumerus vel ime
par, vel lmpantcr par, vel pariter par : omnes autems compre-
henduntur in expreflione generali (§.242.) inventa, fi finguli
Sinus in Cofinus tranfmutentur : Erit fcilicet

cofe x== 140fz

eofo2z = zaf(——-{—z)cq/'(———z)

f 38 =400/ CZ +2)cofs &F —=2). oz
wfi4e= 8o/ T +2).cof: 3X
cof (5 —%)

-—z).cqﬁ(i;—+z)><

afsz..._16cqf(47r+z)mf(4_7f__z),0f( + 2%
co/.‘(—s— —z )64 %
& generaliter
o8fc nz = 2" eof:
mj.'(n-:—‘fza'+z). ag[.'(n——s @—2)%

) &c.,

fumtis tot Fa&oribus, quot numerus » continet unitates.

246. Sit » numerus impar, arque aquatio incipiatur ab
unitate , erit

o=—1 1’—”—- + &c., ubi fignum fuperius valet fi » fuerit

numetus 1mpar formae 4m -3, inferius fi » == g4 m— 1.
Hinc eric

+
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I I
+ cofz, cof_.z
ey 1 N
cofBz cof'z w/:(_zar__z) ay:(% S
5 T 1 I
=15 i i -
cofi5z cof.z coj.'(%——wz) “y’.(zs-__*_z)
= e
Wf (B —2) * af(Z o)
& generaliter , pof to n=2m -+ x 5 Crit
L e ) I I
oofmz " cofl(2mt E 5
of:(em+1)z j.(—%’-r—}-z) c‘q[.'(l;ivr»——g)
I i) I 4
cef(m 7r+z) cof( et — r—z)
I i 1 i

wf(m 7r+z.) wﬁ(m—z

=)

T — &ec.
cf (BB aqs)

fumendis tot termlms, quot z continet unitates.

247. Cum ergo fit c_o:I[T:J == fée.v., hinc pro Secantibus in-
fignes proprietates deducuntur , erit nempe
Jee. === itk
3fec.35 = for. (T )+ foc.( R )=k (%"’+z)
sfec, 55 == ﬁc.(%;r—}— z)~+/éc.(2§1'—-—z) — fee, (-:-_r;-—}—z)——

Jor. (&) foo (g #)

Euleri Iniroduct, in Anal.infin. parv. Dd 7 féc,
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: . '
Lie. L o2 9z ::_/Ec.(%r—[—z)—{—ﬁc.(%rv——-z)——ﬁc. (_;"—{-u;)_,_
)+ firlEeb v bk i bt g
ﬁc( = +z) '

ny (3
& generahtcr , pofito s==z2m-+1, ent

afec. nz = fec. -1’—7r+z>+ﬁr-<-i”'— T g
fo (T b —fer (" w — ) +
See. ("‘ 7f+z)+ﬁf('—‘—w—z) S
ﬁc-(—-3vr+a>—- a2 — ) +
fel"Emta) d ek fl 2

=k

248. Pro Cofccantibus autem erit ex §. 237.

cofec. m == coféc.z

360fec. 35 = cofec.z + caﬁc.(zg——-—z)—mﬁ"t.(g— +z)

seofec. 5a == cofée.z + wsz-(%w—@——nﬁf-({- e
mﬁb.(%#z)—i— t‘qﬁv.(%—r—}-z)

+ eofeo( T-— o) — cofec.(T +2) —
eofec. (2T —=)+eofie.( T + =)
e ec.(g*z)f—z‘yéc.(%’_+ z)

Teofee, 7o == coféc. &

& generaliter , ponendo #=—=2m+1, erit

. oofecs
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#.00fec. 8z = coféc.x -+ coféc.( %—z)-*c%c.(~+z)_. }((3?‘1;

mﬁc.(g;lzr —2z)+ cajéc.(%z_—{_z) 4
cofee.( 3T —z)—cofe (32 +2) —
) -T-cnﬁ'c.("—:?mz)imﬁc, '”_I_l._ 2)

ubi figna fuperiora valent fi  fuerit numerus par, mfcuoraf
a {it impar. :
249. Cum fit, uti fupra vidimus , cof nzb /=1, fin. my ==
(coff ety — 1. fin2)", erit cofinz ==
(cofiz v — 1. fo1.2)" +(cofz~—-x/'-—1 finz)"

2 &fﬂnz,—
(cof.z o/ — 1. finz ) 2—;/——{50{2-—-‘ V_ Vi B

Ceof a4 — 1. fimz) — (cofs 2 o4/ =~— 'I.fﬁn.?,'):
(cofizt/— 1. m.z)"\/ — 14-(cof z—A/—1 fin.2)" A/ —I

e 2
Ponamus zang, z == &

cofiz

_....‘ (1—_. zv____l')u

tang .ns =—

==z, efit zang. 1% ==

(4 sy —i)
(T sy =T =l e e
tur Tangentes Angulorum multiplorum fequentes

, unde oriuti-

tang, & == ¢
z
tang, 22 =——= I—-Z—-tz: :
s
tang. 3z = f_t_m :
t— 41
Gt = Tft—gf.ﬁ
tang. 52 == e L)

I xott-}-gz*
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& generaliter
A #(n-1)(n-2) t,:+11(;51)(n~2)(n-3)fn—4j PRI |
rang.nz == TR e Gt T T
E n(n—1) nn—1)(n—2)(n-3) 4 &e.

e

£z ——
2 s =k o marTEE

Cum jam fit zang. nz==tang. (@ +nz )= tﬂfag.(zw+nz) —
tang. (3 @+ nz ) &c., erunt valores ipfius #, feu radices 2qua-
tionis, ha, tang.z 5 tang. («Tn— + %) 5 tang.( %’-}—A Y t/z;zg.(if +2);

&c., quarum numerus eft z.
250. Quod fi zquatio ab unitate incipiat, ert

7t nln —— 1)t (=1 )2t e
ol ) + ( ) - + &Cu-
tang. nx ) SO I. 2. 3 fang.nz

OB
Ex comparatione ergo cobfficientium cum radicibus, erit

2 Got. e == cot, &+ m.(% +z)+ M-(Zg +z)-1 M-(gf +2)+
r4=2)

H——1

cat.("i;+z)+.......+wt.( n

deinde erit fumma quadratorum harum ~ Cotangentium om-

. " age .
pium =— —2" _ — 5, fimilique modo ulteriores Potefta-
(i nz ) 3

tes. poffunt definiri. Ponendo autemloco # numeros definitos..
erit..
cot. 2 = o0t %

200t 2% = Got.% - €ob.( %—-}- z)

cof. % m.(§+z) +cat.(vg-;f,+ £y

|

360£.3%
L3 2w
4008, 41 == C01.% 4 cot.(T+ z) 4 cot. ( . +4-z) +
mr.(%r Fz)

5 co%y,
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S0k, 5% == Z. <
§cot. § cot,% + cot. ( : F2)+ mt.(-?—}—z)—{-
wt.(gTW+z)+wt.(4L;£+z).

251. Quia vero eft cor. v== ——cot. (7 — u ), erit

COL % —: Coti
260t 2% == C0t.% — cof, (Zm —
(T.—=)
3004, 3% == cot.& — cot. ( Z-—— % cot. € -2
: ( 3 Sl s _0f-( 7 +z)

400t 4% == ot &z — cot.(—%—z)-l—wt.(-i;— iz Y=
m.(%”—-;)
500t 5% == ¢0t.% —— cor.(lg—-—z)+wt.(—:—+ Z ) ——

ot (2T —z) oo (22 4 2)
J 5
& generaliter

RCOFBE == C0}.& ~— m-,(%——z‘)'-}-cat.(z« 2y —
n
2= ‘ 2
oor. (= —z)F ot (S5 8 )=
3w 3
cai.(;--f—z.)-{—mt.(—f +z) —
&ec.

donec tot habeantur termini , quot numerus # continet uni-
tates.

252 Incipiamus zquationem inventam a Poteftate fumma ;
ubi primum diftingendi funt calus , quibus # eft vel numerus
par, vel impar. Sit » numerus impar, # == 2 m < 1 erit

Did-is b
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Lie B 25— ptang. Tiee= O . :
-t — 3Mt.tang. 38 — 3t = faMg. 3% — O
' — sttuaang. §x — 1ot A Totttang.sat§i—tang.53==0

& generaliter

i ; 15 oA
tu‘—"‘”tn tﬂﬁg.ﬂz S yeie s wials s enle # 8 0 +tdﬂg. HnZ ——= 0

ubi fignum fuperius — valet, fi » fit numerus par, inferius
4 fi m fit numerus impar. Erit ergo ex coéfficiente fecundi

termini

tang. & == tang.z
3tang. 35 == tang-% + tang. ( %—-{-Z)-{—Mﬂg_(%}-i- z)
stang. 55 == tang. & -+ tang. (3;— +z)4-tang. ( %—?+z) S
» rang. ( »3;5 +2)+ zang. ( ‘L? +z)
&G

253. Cum igiur fit rang. v==—rtang. (x —wv), An-
guli recto majores ad Angulos recto minores reducuntur , erit-

que
tang. & = tang.z -
3tang.3% == 1amg.s — tang. ? ~—2) 4= tang. ( —;— +2)
SHAng.5% == tang.zs ~— vang.( ?—-— 2 ) +-tang. (—? +z)—
tang. (??”‘*——- z) = tang.( ESZ{ +2)
Frang. 7% == lang.x — tang.( —775 _—‘z) -+ z‘ztfzg.( % -+ z)‘ e
: d idﬂg.(gg%‘zj—*#t}zﬂg.(%’f gyl
g (T — =) 4 1ang. (PF -2
: & gene-

4cC DIV'I-S.ION‘EAAN.G.EU;L"OI{UM’. LR

& generaliter 5 fi # == 27 = 1, ‘erit

niangHG = idng.a G M@,(nv% — ) -danp. (-Z; Fz) =

g (2T —x)tpang. (2% 4oy

i

tang.( %ZE —z) 4 Lo, daigs ey

1478 (ZE ) - tang ("2 4 3.

254. Tum vero produ&um ex his Tangentibus omnibus

etit == tang. »x , propterea quod per fignorum negativo-
rum numerum alternatim parem & imparem , fuperior figno-
rum ambiguitas tollicur.  Sic erit

fdﬂg'- z :‘ Mﬂg‘.:’. ; §

1ang.3% == rang.z. tang. (—735—— ). tang.( -3;— +z)

14ng. 52 == tamg.z. tang. ( ;5 — )i tang ( 3;— + 2).tang. (2—: —z}x
tang. ( 2?7;' +z)

& generaliter, iz = 2 m—+1, erit

vang. 5z == tang.z. tang. —:’-1'- — ). tang.( -;:—-I+ z).mﬂg.(-if —2)%
tang. ( %7‘: +2).2ang. ('%:-—z) C i e G

tang. (‘"—jﬂz—z).tdng.( m—-: Tz,

255. Sit jam » numerus par , atque, incipiendoa Poteftate
fumma, erit

# 4 2t c0t.2z — 1 = o
't 42’ 0ot 4% — 611 — groot4% + T = o

Galpd
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& generaliter s fi 2= 2m, erit

_——I —— iy
"’ COL. BT soacoannanrsons o fi ] o

ubi fignum fuperivs — valet i m fit numerus imgar ), inferius
+ fi m fit par. Comparando ergo radices cum coéfficiente fe-
cundi termini, erit

— 2 Ot 2% == tang. % 4 tang. ( —”2_ +z)

— 4 00t. 47 == tang.z + tang. ( —Z——i—z)+mng.( 243+’z)+
mng.(g—:r—{—z)

—— 6 Cot. 6% ==tang. % = tang. ( l:—+z)+¢4;gg, (2,62‘+z)+.
mg.(a—g+z)+mg. (”Lgi-{-z)-{_

tang. ( 7?@- +z).
&ec.

256, Cum fit tang. v==——rtang. (=—v ), fequentes
formabuntur ®quationes

2 £0t. 22 ==~ tang.z - tang.( —7;— —z)

4008, 4% == — tang 2+ rang ( %———-z) — tang. ( l;_ g e
tang. ( ?f' —3)

6 101, 6% == — tang.x + tang.( = —=z)— tang. (- +9)+
1ang. ( 2?7-—-—2;) — tang. (%S»T-i-z) +

mng.(a—g——-z)
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& generaliter , i #=2m, erit

#.00b: B& == —— Iang.2 =+ tang. ¢ ,—'z': —2) — tang. L:’l +2) +

tan (Eg-——z)—-— fdng.(z.'ﬁ’.'.{,_z)_{__
S 7

7

Mﬂg.(a—:l'-——z) — t;wg. ( %?-{-z)-h

CEaad g r¢ng.(’%’—~z);

257. DPer has formas iterum ambiguitas produdti cx omnis
bus radicibus deftruitur ; eritque idcirco

1= tang. %, tang. ( 3;-—-—- z)
1 == zang. 2. tang. ( %:—-—-—-Z.).Zdﬂg.( —'Z—-}- z).tang. ( 2—;'3 —_z)
1= tang.z. tang.( % — 2z )tang. ( EG +z).rang. ( 2—:—1——@ X

tang. ( 27:5 =z ).tang. ( 3?@-__z )
! &,
Harum vero equationum ratio ftatim fponte in oculos incut-
rit, cum perpetuo-bini Anguli reperiantur, quorum alter eft
alterius complementum ad reétum. Hujufmodi ergo binorum
Angulorum. Tangentes produéum dant =— r; ideoque om-
nium productum unitati debet effe zquale.

258. Quoniam Sinus & Cofinus Angulorum progreffio-
nem arithmericam conftituentium Seriem recurrentem prebent,
per Caput pracedens fumma hujufinodi Sinuum & Cofinuum
quotcunque exhiberi poterit. Sint Anguli in arithmetica pro- -
greflione ‘

ayatb,ad-2b, 0435, af-4b, a5k, &

& quaratur primo fumma Sinuum horum Angulorum in infini-
tim progredieatium 5 poratur ergo :

Euleri Indroduét. in Anal, infin. parv. Ee 5=
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s==fin. atfin. Ca=4b )+ fin.Cad=20) 4 fin. (a=} 35) + &e.
& quia hec Series eft recurrens , cujus fcala relationis eft

2 ¢of.b5 — 1, orietur hec Series ex evolutione frattionis, cu-
jus denominator eft 1 — 2z.00/.6 +xz, pofito z=1. Ipfa

Snat-z (fin. (a-b ) — o fin acofb) 5
1 — 22.c0/ b+ 23 > quare,
faGo z— 1, erit s == i at-fin (et b) — 2fmacof b __

% —=2c0lb
fina— fin. (a=—0) ol o e
) ob fimacolb == fin(a+b )+ fin.(a—1b).

Cum autem fit fin. f—fin.g==12 my.'f':g. fin. f-: L erit

vero fratio erit ==

! b § I
fin.a— finla—b) = uof.'(a———z— b)ﬁn.vj b: &1—cof b=
a0 2 cofi(a—1Lb) :
sl e e el s — ot
alime s o 2 b
259. Hinc itaque {umma quotcunque Sinuuny, quoruny
Arcus in-arithmetica progreffione incedunt , affignari poterits
quaratur nempe fumma hujus progreffionis

fir. a - fin(atb) Ffin. (a =28 ) - fin(ad=38) +ovevecer = finn.(aforib).
Quia fumma hujus progreffionis in infinitum continuatz eft
cof (a~—1%b)
2 fin L b
finitum hi : '
Jin(at-(r10B) - fin: Cat-(m g 2) 6) - fin. (a = (=t 30b) =+ &

cof (a+-(nt- L )é) 5 6

, confiderentur termini ultimum fequentes in in-

quia horum Sinuum fumma eft == hxc
2fin. % b
a priori fubtrahatur, remanebit fumma quafita. Scilicet, fi fuerit
s=fmatfim(a-tb)=tfm (a4 2b) F e Ffiniatenb)s.
it e (o ==2b)=—cff (a+ Cr+1)0) 0
2 fin. kb i
finlat+Lnb)finl(n+1)b i
fin Lk 2 260. Paril
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260. Pari modo , fi confideretur fumma Cofinuum, atque
Poﬂﬁ.tul‘ " ;

s==uof.acof: (a40b)cof (a~2b) +cof (af 30) 4 &
in infinitum, crit;r 2 “ +z£ cif_(;’:'cobf) b—-: ;ioﬁ ) , pofito
z=1. Quare, ob 2cofia.cofb=—1cof.(a— b)+cof:(a+5), fiet
e fa—cof(a—10) Ai.pn ofof— cofog— gﬁ;;,f_‘?*‘.é s

2(x—cofb)
fin. g ';_f, unde erit oo/ a——cof(a— ) = — 2fin.(a— -;— 6)%
Sfin. —; b, & ob 1— o/l = 2(/2'”.—;- by, erit s —=—
/-i”'—(z-%iz—&—). Quare, cum fimili modo fit hujus Seriei

of (e - (o 1. 08) - of-Ca b (5F-2)B) - ofiCa - (5 3)8) o S

fumma fit =—ﬁ”‘("+(”+%)£), i hxc ab illa fubtra-
: 2 fin.tb

hatur , relinquetur fumma hujus Seriei

s == cofsat-cof.(a-b)+cof.(aF=2b)Fcof-(at=3) e . veieuses Fcof-(atnb)

eritque 5 == — fin(a—18) tﬁﬂlgﬂ-!_(” +1y4)
cof (a-+Lnb)finlt(n+1)b ‘
fin.tb :

261.-Plurime aliz queftiones circa Sinus & Tangentes ex
principiis allatis refolvi poffent ; cujufmodi funt, fi quadrata,
altiorefve Poteftates Sinuum , Tangentiumve fummari debe-
rent, verum quia hac ex reliquis #quationum fuperiorum coéf-
ficientibus fimiliter derivantur , iis hic diutius non immoror.
Quod autem ad has poftremas fummationes attinet , notan-
dum eft quamcunque Sinuum Cofinuumque Poteftatem per
fingulos Sinus Cofinusve explicari pofle, quod, ut clarius per-
fpiciatur , breviter exponamus.

Ee 2 262. Ad

C e

0, B
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262. Ad hoc expediendum juvabit ex pracedentibus hazc
Lemmata depromfiffe

ofinafins == cof (s — 2) — cofi(a o-2)
200fa.finz == fin.(a = 2) = fin.(a——2)
2fm.acof.z = finla 4 2) =t fin. (ae—2)
2¢ofia.cofiz == cof.(a ——2) = cof(a = 2z)

Hinc igitur primum Poteftates Sinuum reperiuntur

Ve S

2(fm.z)* == 1 =—cof 2%

4 fin.z)% == 3finz—— [i1.3%

8(fn.z)* = 3 —4cof:25 + cof 4z
16( finn z)* == 10fmn.z——5[in.35+[in.5%
32(fimz)* == 10 — I5c0f.22 4~ 6cofi4z == ¢0[:6%
64(finz)V == 35fina—— 21fim.32 = 7fin.5z — fin.7% :

128(fin.z)* == 35 — §6c0fi22 == 28c0/.42—— 8cof. 62 == cof: 8%

256(fin.z)7 == 1236fimz—— §4/n.3z == 36fiir.5z3—— 9fn.7% == fin: 9%.

: , &e.
Lex, qua hi coéfficientes progrediuntur, ex unciis Binomii ele-
vati intelligitur, nifi quod numerus. abfolutus in Poteftatibus
paribus femiffis tantum fit ejus, quem unciz prabent.

263.. Pari. modo Poteftates Cofinuum definientur

e S S
2(cofiz)* =1 - cof2z
4(cof2)* == 3c0f2tcof3z
8(ee2)* == 3 = 4eof 2z 4 c0fL42
16(4'0].2.\)’ == 1000/-3 4~ 5c0/-32 4= cof. §2
gzécaﬁzg: == 10 - 15¢0/.22 -t 6cof 42 - c0/ 6%
44 c0f.2)" =

35cof.x~F21c0f:32 4~ 7¢0f.§% = cof 7%

: &e.
Hic ratione legis progreffionis eadem funt monenda que citca
Sinus notavimus..

CARPUT
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ClAPIHLT XY

De Seriebus e¢x evolutione Factorum ortis.

264- SIt propofitum productum ex Faoribus, numero five
finitis five infinitis, conftans hujufmodi

(4az) (04FC)@F92) (1) T4e)(14£2) &,
quod, fi per multiplicationem actualem evolvatur, det
1+ Adz+4Bz* +Cz* 4+ Dz*+ Ez° + Fz2° 4 &c.,

atque manifeftum eft coéfficientes 4, B, G, D, E, &c.,
ita formari ex numeris «, €, y,d> e, &, &c., ur fit

= a+C+y+d+e+E+ & = fumma fingulorum:
= fumma Fa&orum ex binis diverfis '

= fumme Fa&orum ex ternis diverfis

= fummz Fa&orum ex quaternis divetfis.

. = fummz Fa&orum ex quinis diverfis

&c..

donec petveniatur ad produdtum ex omnibus.
265, Quod fi ergo ponatur z==1, productum hoc

(‘1 Fa)(148) (14 9) (1) (14+¢) &

zquabitur unitati cum Serie- numerorum omnium , qui ex his’
@, €, ¥>d, e; &c., vel fumendis fingulis, vel duobus pluri--
bufve diverfis in fe multiplicandis, nafcuntur, Atque fi idem:
numerus duobus pluribufve modis refultare queat, etiam idem’
bis pluriefve in hac numerorum Serie occurret,
266. Si- pondtur. = — 1 , productum hoc
j e (1=
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(1—a)(1—G)(1—y)(1—4) (1 —¢) &

quabitur unitati cum Serie numerorum omnium, qui ex his
@y 6>y, d5 e, &, &c. vel fumendis fingulis, vel duobus plu-
ribufve diverfis in fe multiplicandis , nafcuntur; ut ante quidem,
verum hocdifcrimine, ut ii numeri, qui vel ex fingulis, vel ter-
nis, vel quinis, vel numero imparibus nafcuntur, fint negati-
vi, illi vero, qui vel ex binis, vel quaternis, vel fenis vel
numero paribus refultant , fint affirmativi.

267. Scribantur pro @, €, ¥ »d, &c., numeri primi omnes
253, 557, 11, 13, &c., atque hoc produttum

(+2)(@+3)(1+5)@+7) (+ 1D +13) & — P

quabitur unitati, cum Serie omnium numerorum vel primo-
rum ipforum , vel ex primis diverfis per multiplicationem or-
torum. Erit ergo

P = rtat3+s+6+7+rotritz+igtrs+174 &y

in qua Serie omnes occurrunt numeri naturales, exceptis Po-
teftatibus , iifque qui per quamvis Poteftatem funt divifibiles,
Defunt fcilicet numeri 4, 8, 9, 12, 16, 18 &, quoniam

fu_ng vel Poteftates, ut 4, 8, 9, 16, &c., vel per Poteftates
divifibiles ut 12, 18, &ec. :

268. Simili modo res fe habebit, fi pro «, ¢, ¥, &', &c..

l?ote&atcs quzcunque numetorum primorum fubftituancur, Sci-
licet fi ponamus

P=(14+- )+ 00+ 0+ )1 +-L ) &,
gl g 5 7 I
erit enim multiplicatione inftituca :

P=y+ S Lp D DX 1y
% 3 5 6 i 10 1X
&ec,

in

|

.
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in quibus fractionibus omnes occurrunt numeri préter illos qui Car.
vel ipfi funt Poteftates, vel per Poteftatem quampiam divi- X V.

fibiles. Cum enim omnes numeri integti fint yel primi vel
ex primis per multiplicationem compofiti , hic ii tantum nu-
meri excludentur, in quorum. formationem idem numerus pri-
mus bis vel pluries ingreditur.

269. Si numeri «,€, ¥, d, &c. , negative capiantur, ut
amte (266.) fecimus, atque ponatur

Pe==(1— =) (1 —5) (31— ) a——)1——)
3 5 o II

2
&Co, T erit

T 1 1 1 1 1
P:I_"—;z——;*_é T T Ul 'Ln'_—'{z.-

2 3 5 6 - 10 11

I 1 :

S e T

13 15

ubi iterum, ut ante, omnes occurrunt numeri prater Potef~
tates ac divifibiles per Poteftates. Verum ipfi numeri primi,
& qui ex ternis, quinis, numerove imparibus conftant, fig-
num habent prafixum — ', qui autem ex binis, vel quater-
nis, vel fenis,' vel numero paribus formantur, fignum ha-

. . . I e
bent 4-. Sic in hac Serie occurret terminus ~——,quia eft 30=—=
”

30 a
2. 3. 5, neque adeo Poteftatem compleétitur , habebit vero:

. . I o - .
hic terminus — fignum —, quia 30 eft produdtum ex tribus:
30
numeris primis.
“270. Confideremus jam' hanc expreflionem

l N
(1 — az2)(1—62)(1 = 92) (F—Jdz) (1 =¢2) &

que per divifionem. aétualem evoluta prabeat hanc Seriem::
Tt




§ 30 )

I I
(1-—'2-)(1—"?)
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1+ Az+ Bz'+ C2° + Dzt 4 Ez* + Fef 4 &e.

atque manifeftum eft coéfficientes 4, B, C, D, E, &c.,
fequenti modo ex numeris «, &, y, , ¢, &c., componi, ut fit

A == fumme fingulorum :
B =— fummw Fa&orum ex binis ]
C — f{ummz Fa&torum ex ternis { non exclufis Fa&ori-
D — fumm=z Factorum ex quaternis j bus iifdem.
&c. e §
s71. DPofito ergo = = 1, ifta expreflio

I

(1—a)(1—C)(1—qy)(1—J)(1—¢) &

aquabitur unitati cum Serie numerorum omnium, qui ex his
a, 6y 95 &5 ¢, &> &c., vel fumendis fingulis, vel duobus
pluribufve in fe multiplicandis, oriuntur , non exclufis 2qualibus.
Hoc ergo differt ifta numerorum Series ab illa, que (§.265.)
prodiit, quod ibi Factores tantum diverfi fumi debebant, hic
autem idem Factor bis pluriefve occurrete poffit. Hic fci-
licet omnes numeri occurrunt, qui per multiplicationem. ex his
@; 6, ¥, d> &c., provenire poffunt. :

272. Hanc ob rem Series femper ex terminotum numero
infinito conftat, five FaGorum numerus fuerit infinitus , five
finitus.  Sic erit : :

I I I I
R T 3 + = -+

T —

I I
= - P -+ &c.,
2 ' :
ubi omnes numeri adfune, qui ex binario folo per multipli-
cationem oriunturs feu omnes binarii Poteftates. Deinde erit
I

I X ot 1 I
8+9+m+-l—;+—1-8-+&c.,
ubi

=Lt e e

EVOLUTIONE FACTORUMIORTIS  3s¢

ubi alii aumeri non' occurrunt , nifi qui ex his duobus » & 3 ¢ 4%
per multiplicationem originem trahunt ; fen qui alios Divifores X V.

prater 2 & 3 non habent.
273. Si igitur pro @, €, ¥, ', &c., unitas per fingulos om-
nes numeros primos {cribatur , ac ponatur

P £ _
1 1 1 I YRET 1 :
O =D D e d e
ﬁct 5 "y
228 L Aty a2 gL 1 L £ha
Pissqdp—s PIGEI. 0 o S ol SRR I on
I
= + &c.,

ubi omnes numeri tam primi, quam qui ex primis per multi-
plicationem nafcuntur , occurrunt.  Cum autem omnes numeri
vel fine ipfi primi , vel ex primis per multiplicationem oriundi,
manifeftum eft, hic omnes omnino numeros integros in deno-
minatoribus adefle debere. G : :

274. Idem evenit, fi numerorum primorum Poteftates
quacunque accipiantur : fi enim ponatur

P= )
(1— ) — ) — =) (1— =) (1— )&,
2 3 5 At 11
fiet
Pe=rp L 4l Lyl b 2t
) 3 4 5 6 7 8”
; el ‘

ubi omnes numeri naturales nullo excepto occurrunt. - Quod
fi autem in Factoribus ubique fignum = ftatuatur, ue fit
P= —
; I I :
Cr+ = )1+ =)+ )0 =)0 =) &,
2 3 ), 7 i
erit

~Buleri Introduci. in Awal, infin. parv. Ff P=
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B2 oty i i i i Bt omis sl
ST 7 e (AN 61# n i
2 3 4 5, 7
X I
71+ ’?"‘— &C 3

ubi numeri primi habent fighum — ; qui funt producti ex duobus
primis, five ii{dem five diverfis, fignum habent +; & generatim,
quorum numetorum numerus Factorum primorum eft par, fighum
habent 4, qui autem ex Factoribus primis numero imparibus

. . I
conftant, habent fignum —~—. Sic terminus: -.0b 240==
s 240
2.2.2. 2. 3. §, habebit fignum 4, cujus legis ratio pefcipitur

ex §. 270, {i ponatur & ==~ I.
275. Si hec cum fuperioribus conferantur, nafcentur bine
Series quarum produ¢tum. unitati @quatur. Sit enim

P—= : L !
— S—yer— Iy )G L) &a,
% Ch 5 7 II
&
Q= (1— ) (1— D)(1— ) (1— —)1— -1 ) &,
2 3 i 7 1X :
t it
P=i+4 - +—+—+—+—+ _ +=+
2. 3 4 § 6. Z: 8
, s ,
O e | e
( 5 6 10 ir
(269 ), atque manifeftum eft fore PQ = 1.
276.. Sin autem- popatur
= I
i 1 I 1 I I
(PR = )t =00+ — )= Y&,
2, 3 § e 1L

E"z Mt

EVOLUTIONE FACTORUM ORTIS Dok

Gtk L0+ L0GH DXEE L0 0t (55

i I
erit
L i Bjo Lo iareige Vo BB Cl el 5
Lol A : ;
9" ;
I b X b4 G b | (1
S G a ol S Sl e R s il
zn 3: : s.n 6'" 7:; Io" IIn
&c,

fimilique modo habebitur PQ ==1. Cogpita ergo alterius
Seriei fumma, fimul alterius innotefcet. -

277. Viciffim porro ex cognitis fummis harum Serierum J
affignari poterunt valores Factorum infinitorum: Sit. nimirum

M=:1+ =+ —+ =+ —+ = + =+ &
2 3 4 2 6
Ne=1+4— + = + 5 +— + —+ + F &
: 2”3 e

27z

4 7
eritque
M=— . |
(— S)(— =)Ly — Dyi— L ) &
& 3 5 7 1
N: . z
(1— D0— Da— Da— 2 a—-L ) &
2 7 11

3 §
Hine per divifionem nafcitur :
o . ;
IT=(1+ -!,")(1-}-—1—,;)(1-{— —I;)(x—f- .I—n)(x-i-- -5;;.) &
2 3 5 7 1

I

Ff 2 denique

4




At Logarithmus numeri infinite magm o0 1pfe eﬁ mﬁmte mag-
RS, €x quo erit
M=
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Lan) L .t denique vero erit e i Al a - 1 C AP
COMM__ 2P 3 kT 57 41 +1 Y1 T & Hincob-j?::—“%=o,ﬁet
N n # ST : 5 :
2'——1-3_—1 § . e 0__«_[“—;—%-—%-{-%—«—%-}-—}6““——-%4‘
Ex. cognitis. ergo M & N, preter valores horum pmdué’corum, iy
{fummea harum Serierum habebumur EPIR T
Tum vero in produéis habebitur
I I I I i I I i3
T e TR e IR R Rt s R G e e A
! %y L 3”‘-_ g" : 5 77; 10" II M= — L
&e. (I——)(IM-JCI——* )(I——'—)(I-—-—)&C-,
I I I b T I I
E:I-——-——z;-————-;’-l————;z e g -+ it —unde fit
% B 9 b0 i Br B Sios TN IR 1 RS &e. .
LS ST B T E R T T
s A ‘ ; &
y I"-» x5 E 8 ¢ I I I :_I._iii_IEE.E_I_S&C
T T v i e e .o % o T e e e R
2 3 10 1T » : ;
¢ ' Deinde per fummationem Serierum fupra traditam erit
N it I L Ay Sl S PR 1
ﬂ_—t A ,z—-_n+._h # P 7 n " 1 I L
ARl T R b &4 i N——!+ - =+ + 6z+'7—¢+,_&c-=-*=
oy I 3y ‘Iw i e i
”97: + G o ‘- ’iéz, hinc obtmcntur ifte fummae Serierum
ex quarum combinatione multe aliz deduci poffunt. i B Sl bR 4 X 1, 1 B
i TF 2% 32 5 6 e 10 Tjs
EkEMPLUMI i . ! ‘i‘c', = - : ;
=3 o
' , ; I Lo e e e L e e R
Sit # = 1, &, quoniam fupra demonftravimus efle, i * 3 7& 2 g . o
g A 4 = Eis 6 :
I8 = _o£_+x__+ic_+_9_c_+gc_+&c erit, po- el s Al A Bt e
Ry s e S 2 3»+4 5, tce % g T
fito x—1, l——— loo~——1+ + Ll + +&c. gl et et
I-—F 9 10 11

Denique pro Fa&toribus orietur
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i z— .31 s.:‘ 72 [y :

6 T gt gidy S ol R oo ¢ s
feu

rw i 25 49 121 169 &

8 ' 24 18 120° 163

rx, L4
6 3
M N 5
& ST "
»0b N oo feu =0 habebitur

w:j— 4-.1'._8_..1_2.1_4.'_—1—8.-2—0-&(:-)
2 3 5 e B & e e 5.
feu
S I L g S R0 B e B W SR T T
SIE BT T e ol v e e
atque
e B ol 580 B R34 TR T30 T
T T o G
feu
o___.__'___l__i_}__,i_._ﬁ:_?__.?__&c,,
BB boB it B i 9 S1G ?

quarum fradionum (exccpta prima ) numeratores unitate de-
ficiunt 2 denominatoribus , {umme autem ex numeratoribus &
denominateribus cujufque fradionis conftanter prebent nume-
0s primos, 3, 5, 7, 11,13, 17, 19, &c.

ExEMPruMm IL

Sit # = 2, eritque ex fuperioribus

M—r$5 b £ L% d g b L& ="F
; Y I =t
Nei+tm+S+adn+a +7,+acc =
Hinc primo iftz Series fummantus

£ 3 \ 6

S el

T L eV ) I I AL T Sl
ST P 3% 5 + 62 7‘+ 10° T DA
&ec.
90 1 1 i 1 1 1 I
£ 2—*_?’“5.*_,_’6_"—?_}_ 10* T
&ec.
Iy o 1 1 1 1 a L oy I
W’_"——I+2~é+32+$i+?'+7‘+10=.+ 11
&ec.
aw 1 I 1 1 AT S ST
5T T e st et
I 1
;z —I—-;'O—,, &ec. ,

r 0t 3% §* i 117
6 a'—1 " 3P—1 g*—7 ' PP——1 11°—1 ot
LA e L 7t ShiEsE s
90 2*f—1 " gt gt—1 "t —1 T it —1 "
19 21 g1 i1 71 11’+4a
S g 3, ST e e =l T . &C--)
T 2 g% s 7 1L
feu
X d 9028 49 TTal iTeg e
1 R T e T e e
&
PR e R i sl s s ,
il < 5 . . 5 e
2 2 —1 " 3% —1 a1ty | IIt—p
: five
i:_i__j__{_g'Zf 6—I 87 &C,
2 3o IARNIRA 60 Sl
vel.
At SRS T3 ose el
PEER VL T T T

In his fractionibus numeratores. unitate fuperant denommatores,ﬁ
fi mul vero fumn prabent quadrata numerorum primotum 3%,
;, 2 7 2 II e &Cp

/

ExEM=



LIB;I;—:

B DB SERTEBUS "'B%

ExXsmprum 1I'EL

Quia ex fuperioribus valores ipfius M tantum fi # fit nu-

merus par, aflignare licet, ponamus # =4, eritque
I I I I I %
M:I+;+?+;;+T,,+'61+&.C.= -

S0
Ne—=t+S+ 5+ o+t 5+ & a
= — — ~— — o=
P T 9450
Hinc primz fequentes Series fummantur
50 gt i gila L Eleiagl igps 1 g o Liaa i b
B 2% it e s 6* 7* 10* 11t
&c. - _
94305 2otk = e T
o I 8 3* 5 = P 7 ot 157 =
=
10y loepesliap 10 L = ! i
Gt T 3‘*+ s‘f+ 6"+7"+Io*+11".
&ec.
= I I 1 1 T 1 I
T “;f—?+ LT S S i
1
— &
D:inde etiam valores fequentium produ€torum obtinentur
at o met e i lat o 05 Hlh g g Vb
90  ot—1 " gt—1  §t—1" 7 —1  1t—r1°
o at o U SN s U (R
9450 2 —r1 '3 —1° *—1 7' —p1'11*—1° :
o e e L
ST e TR S T R Y .
& =
PR P e e e G0 L 2
6 2f—1 "3t —1' gt —1 g1 art—1

feu

39 __4r 313 1201 7321

34 49 312" 12007330
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. in his Fa&oribu§ numeratores unitate fuperant denominatores, C a .
fimul vero fumti prebent bi-quadrata numerorum primorum im- X V.

pariumizi e 7 Ui p ol &6,
278. Quoniam hic fummam Seriei

)
4 b

ad Factores reduximus,v ad Lo
licebit, Nam , cum fit

M=i+—+ - +-L £ L L
: 2 3 ¢" :

garithmos commode progredi

M= —— . -
(— 00— ) (— Ha— Ly— Ly &,
2 3 7?’ 7? lln
erit

WMesie e e e T ek o ) o
2 3 I

I(1— =) —&c..
7

Hinc , fumendis Logarithmis hyperbélicis, erit

ot 55 e
1M:+I(_ﬂ+_—u+ .{;;.}...I_’;—}-%-f-&c)
T R Al
t(Et et S S F S s

‘z (g 5 7 I

(G T+ L L Loy oge)
§ 7 I

Fo( =+ DL L g
45 o 57 ¥ 74n 5 )
C.

Quod fi infuper ponamus

Euleri Tntroduét. in Anal, infon. parv. Gg
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an Lins i 1 1 B Wi
N= ’+"‘;;:+ +——z;,+‘-§—;;,+ sm+&cw
ut fit
ot 3 . I
N s I
(e ;)(:———2—”)(:———2—”)(1~ :
2 3 II
fier, Logarithmis hypérbolicis fuimendis o

1N=+I(_+ +“‘j;+
7

+ —4;; -+ -—Zz + &c.)

oy oL
+J—+3+

§
1

X
+—3—<~g,, s o +“?,= + &e. )
2 3 5 7 1X :

P § T ke S
+:},—< 2812 o mu + + 7 + 3” e )
&c.

Fx his conjunis fiee /M — —;— IN —

‘(n 3;1 5” 771 e
ety T 2ot I &)
et e AL A T
3 ! 1
1V ch e Uil B e
o 5 ( §7 s 47 75” =+ IIS” Lk )
1 1 1 1 i S B
+?( 7n+~?z+——7n+ 77n+ 7n+&c')
€. ;
.3;7,9.St
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afi0h Bin =1 et M=z gl s e

= Jow, & N:’—i"—’; hincque erit l.l&&'—_——-—;- l'?'—;i

i

+

-l

lH '-'!IH
s o e
‘4]"‘ A3 | “{,IH -J‘H

(5]
~ ~

D\‘l_. k?ljn Nwlo-i N‘n

RN

Ji=E =
+
et Ll
+ o+
g
g o
St

+ &c.)

n’

+-—7+&C‘)

(58]
=

-
.

=
| =t

gt o
= -nlu u.l‘.-t

£ R
e
e

Verum hz Series, pteter primam ; non folum fummas ha.
bent finitas, fed etiam cunélz fimul fumtz fummam efficiunt
ﬁmtam eamquc fatis parvam unde necefle eft ut Seriei prime

Sl — +&c., fumma fit infinite mag-
m quantmte fclhcet faus parva deﬁmet a Logarlthmo hyper-
bolico Ser1e1 I + F =+ — + — ko= den

380. Sit m==2; erit M= 2% & N= =, unde fit
90

zln---ls—--x( S H e a*-i ,+ +&c.)

\DH

I
s k&)
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Lis L

417;-—199#—“-}- 1 (“DI:I; e b
Bl o
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I
Besads !

1
7.
P
7
1

n.+_i‘5 7:—¢+—I’_+&C.)
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T
e &c. )

L
o )
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P e &c. )

281. Quanquam lex, qua numeri primi progrediuntur , non

conftat , tamen harum Serierum altiorum Poteftatum fumma.

non difficulter proxime affignari poterunt. Sit enim hec Serics

M=14+-L 344 L+ 4 = &
2 5 6

3 4 7
&
sty T3 Y i v T
SR e
2 3 . i 11 13
erit .
Sl M g W
7 £} 7z 7z i
6 Baiiig 10
& ob
O I T 1 1 1 =
e e e T s L0
2 2 4 ) 8 10 12
erit
el M ¥ I 1 i A
B=Mecoduns el 0 B
2 9 15 21
eu
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S Mo L fyapRidensran o O A RISIE - DR
2” 3 971‘ Ifn ‘2(1" an RV
Lﬂ e
27
& ob
M(i— —)—f==" of Lo ot &
3 371 ” ]7 21
erit
= AL sl el g
S§=(M—1)(1 (11— —)+— Lo
' 2 3 6 25
1 1
e — &,
35 45

Hinc . ob datam fummam M , valor ipfius § commode in-
venitur, {i quidem # fuerit numerus mediocriter magnus.

282. Inventis autem fummis altiorum Poteftatum, etiam
fumme Poreftatum minorum ex formulis inventis exhiberi pof-
funt, Atque hac methodo fequentes prodierunt fumme Se-
11C1

b § i § I I ¢ i e =
L e e o
7
2 3 5 ek 11 13 17

fi fic erit fumma Seriei

B2 O, 452247420041232
7= 43 0, 076993139764252
#n = 63 0, 017070086850639
7 — 23 0, 00406140536651%
# == 10; 0, 000993603573633
7 == 123° 0, 000246026470033
W == 14; 0, 000061244396725
T =t .0, 000015282026219
# = 383 0, 000003817278702

g3 7 ==
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B2 12055 e O, 000000953961123
no== 22; 0, 000000238450446
n == 24; 0, 0000000596083184
® — 26; 0, 0000000149015§5

i —% 0, 000000003725333
#» == 30j 0, 000000000931323
7= 323 0, oqooéoooongSgo
n = 34; 05 0000000000§8207
# — 36; 0, 00C0000000I4551I

relique fumme parium Poteffatum in ratione quadrupla de-

crefcunt.

283. Hec autem Seriei 1 4~ —l; o e o S,
73 (24 iz

- . . . . 4
in produétum infinitum converfio etiam directe inftitui poteft
hoc modo : fit

5
&ec., {fubtrahe

X oyt oy 1 1 |
el e Mol Sl il e S
2 2 4 6 g

erit
I
(—)d=1+—=+ =+ = + L 4. Lige
2 2
2 3 § 7 9 11
== B: fic {ublati funt omnes termini per 2 divifibiles,
2 !
fubtr. — B= -—+4 =+ =+ -L 4 &,
3 3 Gl
erig
< :
(1——B=14+— +— +-= + L L& =C:
3 5 b 11 130
fic infuper fublati funt omngé termini per 3 divifibiles,

{ubte,
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fobtr, = €= L4 L4 L4 Lo, S
§ 5 25 - 03 55 ;
erit

(11— C=1+ =+ — + = + = + &,
5 7 1X 13 ol

fic fublati etiam funt omnes termini per 5 divifibiles. Pari
modo tolluntur termini divifibiles per 7, 11, reliquoique nu-
meros primos ; manifeftum autem eft fublatis omnibus rermi-
nis, qui per numeros primos divifibiles fint, folam unitatem
relinqui. Quare pro B, C, D, E, &c., valoribus reftitu-
tis tandem orietur

A YN S e e e B T
2 11

3 § 7
unde Seriei propofite fumma erit ==
' 1
A== - >
b | I I I i §
Croserelipis il s — = T —)&c.s
2 3 e " 11
feu
2n iz 7 7% ”n '
Ae—= = . 3 e < 7 2 «&c.
A 7 @ n 74
9 —JI 3 =—I § =—I. 7 —I I1 —I

284. Hzc methodus jam commode adhiberi poterit ad
alias Series , quarum fummas fupra invenimus, in producta
infinita convertendas. Invenimus autem fupra ( 175.) fum-
mas harum Serierum

I I X X I 1
et K oh eyt e b L e
3 5 7 5 oA
. . . % 7
fi » fuerit numerus impar, fumma enim cft = N& & va-

lores ipfius N loco citato dedimus, Notandum autem eft
: cun¥
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L1z L cum hic tantum numeri impares occurrunt, eos qui fint for~
mx 47+ 1 habere fighum 4, reliquos forme 47 — 1 fie

goum —.  Sit jgitur

iz i3
3 5 771 97: a5 13; Iin
&ec.
_.I_.‘ TEvl I I I ; I = i
T h —,——, + — — &c., addatr,
2 3 2 Iy LT D ;
erit ‘ ‘ :
-_I.. [ 5 I I T I
(=Dl 1~ et ath omnth —sidea;
) 7 11 13 17
e G I T 1
W s, TRas e == o fibtrahathr
~erit
Y i3
I— ) B==tegl st o X et Rl
( ~)B=1 - L+ —, + —, —&e=G

7 L 13 17
ubi jam numeri per 3 & 5 divifibiles defunt,

I L I 1
o T e e U o e Saddatur
Z i 49 77 -
erit
1 1 : :
’ I VA T I 1 . :
(1:+ 7”)0——!'——17"}- —71+ e &G v D
; 13 17 }
ficetiam numeti per 7 divifibiles funt fublati
1 I
FP= ok o+ &, addions
II Ir 121
erit
I : T . ;
(r+ —)D=:4.L 4 % . &c. =FE
X e o1 17 : ;

Auferendis
autem

fic numeri per 11 divifibiles quoque funt fublat.

~raes

e

EVOLUTIONE FACTORUM ORTIS. 24

gutem hoc modo reliquis numeris omnibus per reliquos nu--

meros primos divifibilibus , tandem prodibit

A+ )1— L)1+ ) D) a— =) &e=1,
3 I3

5 &7 IX
feu
”7 2 7 2 "
ST i 1
A= 7 ; l: 'v.1;7 s 7 E 13 %
3 41 § —x 7 41 II A1 I3 = L
” A

17
e o &Ca,
17 ~— 1

wbi in numeratoribus occurrunt Poteftates omnium numetotum
primorum, quz in denominatoribus infunt unitate five aucte
five minutee , prout numeri primi fuerint formz gm— 1,
vel 4 m—+ 1. :

285. Pofito ergo »=1, ob 4= %. erit

L TR i A e B i T
i AR el B el ol Mt (el S i S .9
4 4 4 8§ 12 12 16- 20 24

{upra autem invenimus efle
wr o4 30 ha e xa %l gl e ol Ceans
6 g '24 4.6 68 1012 12:%4 16,18 18.80 %

Dividatur fecunda per primam & orietur

T I e el LR

3 T 3 iipihliE e AD T S g
feu

S A 0 2 v S o (e e Qﬁ&c

%7 .3 6o 6 10 aASRIAE ea

ubi numeri primi conftituunt numeratores, denominatores ve-
ro funt numeri impariter pares, unitate differentes a nume-

Euleri Introduét. in Anal. infin. pare. Hh ratoti-

Camis
XIV.




e L

B LTS b i i ne s Sl

ratoribus. Quod i hac denuo per primam f dividatur , eric

e AL X2 L0 e DR Rel
DESI6R 06 Y YO AT TR LR 802
fen
2=i.3.i.i.f.—8—.3—9.1—2—.&c;,
I Fw 230y o9 Ll

- "qua fraGiones oriuntur ex numeris primis imparibus 3,5, 75

11, 13, 17, &c., quemque in duas partes unitate differentes.
difpefcendo, & partes pares pro numeratoribus, impares pro
denominatoribus fumendo.. .

286. Si he expreffiones cum Fullifiena comparentur

@ 2 2 & 46,76, §. 8. 10. 10. 12 Sec
2 T 3 iaian R SO0 TiTeaT i
- {fen
Mot 3.3 NS Tl SR Bl LT ;
7 2. 446" 6 .8 g 10 10718 S5 ;
cum fit

FI.TIT  15.13
et e
TO. 12 " 12. 14

illa per hanc divifa dabit
2 319" 1o TALPT 252y |
325 92 19I5 2L OO e
o §.10 " 14.16 20122 24.26
ubi in numeratoribus occurrunt omnes numeri impares non.
primi. ;
: 3
287 Sit jam n==3 erit 4= ;Lz', unde fit
e 3% 53 ¥ 112 13° 175 :
32 41t —r1 P 1 13— P
&c.. At ex Serie

2"?_——— +.I_+,—I—+-I— oB L 4 &c
Sk o i
' =7 fit
&
945

SNaeinedE oy Lo it
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7‘_'0 Sabn 2® ) 36 s6 : ‘76 118 ]354 CAP.:
PTG CHP 1 Y1 13°—1 el
: &ec. , feu : !
72‘6 S, 36 s.ﬁ 75 : Il‘~~ 139 &C e
960  3°—1 §°—1  7'—1 Sl TR0 e 0
que per primam divifa dabit
i el i 7! Wl xletl
e DS G D R R T e e 17741
&c. S

! X 3
hac vero denuo per ptimam divifa dabit

S e A e o U § G B e 178 1

53— 1Lt a—1 "33 17 R »
&ec. , {eu

62 172 666 1098 g -

— <y

63" 171 665 " 1099

16_ 14
=3

-

que fraétiones formantur ex cubis numerorum primotum ims
parium, quemque in duas partes unitate differentes difpefcendo,
ac partes pares pro numeratoribus , impares pro denominato-
ribus {umendo.

»88. Ex his expreffionibus denuo nova Series formari pof-
funt , in quibus omnes numeri naturales denominatores con=

ftituunt.  Cum enim fit

A A Ay 5 Lo 11 13 Log

Fya TP e v e ST el
erit

Rl L 3

==

(+ D1+ 5)— D)t Dk Pia— )&,

unde per evolutionem hxc Series nafcetur

Ty SRR SR T E e NI RETIDE (RIEE PNt T
EoTBNAT g 3+4v+5—i;—‘6'7>78+
_I__.__'I__&C" : :

9 10 U] T T

Eah =2 ubi
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Lig.I ybi ratio fignotum ita eft comparata, ut binarius habeat — .,
e » an'e 3. .
numeri primi forma 47— 1 fignum —; & numeri prim;

formez 4 m 4 1 fignum +4; numeri autem compofiti ea ha-
bent figna, qua ipfis ratione multiplicationis ex primis con-

. . - L 1
veniunt. Sic patebit fignum fra&ionis 55— > ©°b 60 =

P SRR

2.2. 3.5, quoderit— . Simili modo porro erit

1

unde orietur hxc Series

it a Rl i
2 e Soat ATy
Sk
9+IO&C"

ubi binarius habet fignum -; numeri primi forme 4 m —1
fignum —; numeri primi forme 4+ 1 fignum +; & nu-
merus quifque compofitus id habet fignum , quod ipfi ratio-

ne compofitionis ex primis convenit, fecundum regulas mul-

tiplicationis.
289. Cum deinde fit
7 1

®y
I

; 1 I 1 _]_' 1

(=X ) G 0+ D s
erit per evolutionem

Loy e b — o — &e.,

»
w
-y
3
\o
i
b
St
w
=)
-

ubi tantum numeri impares occurrunt , figna autem ita funt
comparata, ut numeri primi forme 47— 1 fignum habe-
ant 4; numeri primi form® 4 » + 1 fignum — ; unde fi-
mul numerorum compofitorum figna definivntur. Binz porro
Series hinc formari poflunt, ubi omnes numeri occurrunt ,
erit fcilicet

A —=

D D—DOF D HDO— D) e,
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I

CAr.

(— Da— D)t De— Da— L)+ 2y &eey XV

=

unde per evolutionem oritur

X

‘ Lot el ol L
s dliioly -l obe b s

2
o
9 10 ?

ubi binarius fignum habet 4 ; numeri primi formz g4m—1
fighum +; numeri vero primi form@ 4m- 1 fighum —.

Tum vero etiam erit -

I

I I I I I 1
£y eyl G st | Gty @ a6 plmo o

RSP
3

unde per evolutionem oritur

& I I I 1 I ¥
— I————— gy —— — . V— — — S t—
R st b e iraine F oo
I I
-9—-!—;;&&,

ubi binarius habet fignum — , numeri primi forme 4m— 1
fignum <+, & numeri primi forme 4 m + 1 figoum — .

290. Poflunt hinc etiam innumerabiles aliz fignorum con-
ditiones exhiberi , ita ut Seriei

3

I
B i g e 2y
fumma affignari queat. Cum fcilicer fit
s X
I i § I I I
G—=Ja +—3 )(Iw-;)(1+—;)(x+a) &c..
Hh 3 Multis

7
2



~ Multiplicetur hac expreffio per

246 DE SERIEBUS EX

Lin 1 I #

8 R
3 — g, etit
¥
Iom— —

3

1

G X it £ )LD () e
&

w ==

I T
2 6 8
1 I T
75 - = &ec.,

2 XL g oL it Sl
7= 1+ +3+4+$+ =

ubi binarius fignum habet -5 ternarius +-; reliqui numeri
primi omnes forme 47— 1 fignum — ; at numeri primi for-
m& 4m-+ 1 fighum + ; &unde pro numeris compolitis ratio
fignorum intelligitur. Simili modo, cum fit

I

F o—
I E I I I
(I_—_z )1 ;‘)(I-l" - Xz 7)(I—‘I—I) &c.
. o oghe ;

multiplicetur per S o= 2, erit

E Y _‘.—_L 2 ;

§

37 i

T I j
R e G G Gt Sy G b I
unde per evolutionem oritur

37 e L 2L T Lr 4l
= .1+2+3+4+$+6+7+8+
= + &, :

9 0
ubi binarius habet fignum +; numeri primi forme 4m —1
fignum + 5 & numeri primi form® 47 4 1, preter quind-

tivm , fignum ~—.
291.P0£
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291. Poffunt etiam innumerabiles hujufmodi Series exhibe- %% P

ri, quarum fumma fit = o, Cum enim fit
s b T TR T
3 R T D B v
erit
I
°

(i 2 )k 2k )G D =) 1o ) Bes

" unde, ut fupra vidimus, oritur i
I I I ik i ¥ I -
g lat EaL et b T
2 3 4 5 i 6 7 8.
I 1
5 - T &e. ,

ubi omnes numeri primi fighum habent — ; compofitorum-
que numerorum figna regulam multiplicationis fequuntur. Mul-

iy o
tiplicemus autem illam expreffionem per - =3 etit
Lt
2
pariter
r
o= =

(1= D)+ 2 )E+DG+ 0+ 5 ) &

" unde per evolutionem nafcitur

. I T I 1 I I I
O-—-Il+—£‘— 3 +_4‘ 5 5 7+"8‘+
XL &,
9 10

ubi binarius habet fignum <; reliqui numeri ptimi omnes fi-
gnum — .. Simili modo quoque erit

Q="




Lie L

448 D E-S'ERTEB USEX
I

o ol
ok oS e Bk Taa
unde oritur ifta Series :

I ¢ X I S o I I
Q=== —_— e —_—— _—— —_— —

it 3 +4+ S P o 8+

1 3

- — L &,

9 10

ubi omnes numeri primi, prater 3 & 5, habent fignum — .
In genere autem notandum eft, quoties omnes numeri primi,
* exceptis tantum aliquibus, habeant fignum —, fummam Serici
fore = o. Contra autem quoties omnes numeri primi, ex-
ceptis tantum aliquibus, habeant fignum +-, tum fummam Se-
riei fore infinite magnam.

292. Supra etiam ( 176.) fummam dedimus Seriei

= iR e b
2 4 i 10 ir
1
—";'z &C-;
13
fi fuerit » numerus impar : Erit ergo
P O X 1 1
-—r'zA_'— _1—!+ _—71——n+ ——"'&C.,
2 % 4 10 14
que addita dat
% S 7 11 13 17
Lo B T Reg
n 7 [ "
19 23 25
i g I
— T . --I—~--—— s &c. , addatur 3
e 7z n #
5 g7~ ogs T gy ey
erit
C —

S
.33
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R S N e A R S % ot HE ALt
=014 ,Z)B—-I'i‘—; = - W = e X V.

IS Ll Ao g g 1:9 ;
— 8
” A
23 ; ]
: S e g S ;
—I;z c ::-—I; + — == — 4 &c., fubtrahatur,
° 7" 7t il Gty
: erit
; 1 1 :
D:(I*——-—)C:I—-“*;'}‘ Sy —I-;-—-&C..
11 15 i 19

Ex his tandem -~ fiet
AG+ )0+ D (r— =) ) a— =) &=,
g 5 i ' 13 :

ubi numeri primi unitate excedentes ‘multipla fenarii habent
fignum — , deficientes autem fignum . Eritque

7 7 7 : Z% ‘1311
d = n2 5 12' . ;7 o . n - &co
P E Al g W 18—

293. Confideremus cafum #z =1, quo A= ; 3 2>

etitque
gl

s NP &C.y
T, 6B TR S AR 18
ubi in ‘numeratoribus poft 3 occurrunt omnes numeti primi »
denominatores vero ‘a numeratoribus unitate difcrepant , funt-
que omnes per 6 divifibiles. Cum jam it

? : 13,1
LRI e bR S B L 13-13 &,
6 3 8 4.6 68 10.12 12. 14
erit , hac expreffione per illam divifa,
ﬂ;‘_/_g .i Z L —lj IZ‘ -1—2': &C-o

Lol S o
2 i

A0 TR g e 16 20

Euleti Indroduét. in Anal. infin. parv. Ii ubi
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ubi denominatores non funt ‘per 6 divifibiles, Vel erit
L s R s R

A S G T e L TR

2 Sl sl e e )

3‘/3:= e o b g &C.w'

quarum hac per iilam ‘divifa dac i

w66 13 nlaaigs s g

BliEe 4 8 R TRE dosaR

feu
g s B I i o
3‘—— 5 4. S . 7. 3 -I_O‘II.&C"'

ubi fingul® fra&iones ex numeris primis 5, 7, rr, &, for-
mantur , f{ingulos numeros primos in duas partes unitate difs
ferentes difpefcendo , & partes per 3 divifibiles conftanter pros
numeratoribus: fumendo. < :

294. Quoniam vero fupra vidimus effe

v: e E e R B &c. .
fen
. S VS Lo S 8 G S R L) ,
38 TR LT 20.&6.,
fi fuperiores —7— & -27_ per hanc dividantur, orietne
/ P 2‘/38 3\/3P ) orietur
M3 2 -4 8§ Jo pI4isiGs
2 4. 13 9'9'15115'&6"
Vi3 Seisin” SE g cioRp AR R &

It priori expreffione fractiones formantur ex numeris primis fors-
mz 12 - 6 4 1, in pofteriore ex numeris primis forme
12m =41, fingulos in duas partes unitate difcrepantes difpef-
cendo', & partes: pates: pro numeratoribus , impares vero pro-
denominatoribus. fumendo.
295.. Contemplemur_ adhuc. Seriem fupra inventam ( 179) 5,
que. ita progredicbatur:
iy

£V OLUELON BN FACTORU M ORITIS. 35t

ot el Al G TSR B U R R p L B Dt w O e

2 T F TN a7 i ob Eatea s T T BV
= . 3 I e & I 1
-5—.4——-—3-'1-—_17 zr+27+_§

=
&c.: fubtrahatur

i I T T -r’”»'i'wl_
(e ol s Samegh om ki gyibs ok g

; &c. — B , :
I ¥ X I I
— Bim—— e ' o =— &c:addatut, eri
§ e L 35 +,W atufr, erit

) ol b 1 51 o |
(1'}‘._5‘),3:1—'7— +}—I"~;3f+ I—7-&C.=C:

ficque progtediendo tandem petvenietur ad

&z

4 1 I . e | ) G
7 (e S X e i iir e

1 I i
(I—" i‘;")( 1"""‘;‘9—) &Co -f——-'I,

ubi figna ita fe habent , ut numerotum  primorum formz
gm—+ 1, vel §m—43, ﬁgna fint — ; numerorum primorum
vero formx §m+-5, vel §m--7, figna fint . Hincita-
que erit : e

e Rl e

e o o L
=

3.
2 8 10 14 16 1R 0h

T
2¢2
ubi omnes denominatores vel divifibiles funt per 8, vel tan-
tum {unt numeri impariter pares. Cum igitur fic

Jei b THng 1 e 19 - B8 g

QG i W 00 P

St TR Ay IO ueasl

10 iIg Saag T 1850 2D e
&
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252 DE SERIEBUS EX EVOLUTIONE FACTORUM. ORTIS:
T 3.3 §.§ 7.7 IX.II 113, 13'-‘ &e.s

"8 2.4 4.6Li6.8 40. 52 112, 14" .

: erit,
7T 3 5 [AeE R TG R B o) 2 &, -
L 2 2 Tl ey LG,
2y 2 4 4 6 12751 18 fe} 22

ubi nulli deneminatores per 8 divifibiles occurrunt, pariter
pares vero, adfunt , quoties unitate differunt a numeratoribus,.
Prima vero per ultimam divifa dat.

FoE 6 w6 G T L TT

b ey
=2 2 :

=i e = !
4. 5. .7 8 9 12

)

que fraGtiones formantur ex numeris primis , fingulos in duas,
partes unitate difcrepantes difpeflcendo, & partes pares, (nifi:
{int pariter pares) pro numeratoribus {fumendo.

296. Simili modo reliqux Series, quas fupra pro - expreffio--
ne. arcuum circularium- invenimus € 179, ¢ fég4. ) in Factores
transformari poffunt; qui ex numeris primis conftituantur. Sic-
que multz aliz infignes proprietates tam hujufmodi Fa&orum,.
quam Serierum infinitarum etui poterunt. Quoniam vero pra-
cipuas hic jam: commemoravi ,. pluribus evolvendis hic non-
immorabor.. Sed ad: aliud huic affine argumentum. procedam..
Quemadmodum: fcilicet . in-hoc. Capite numeri; quatenus: pet:
multiplicationem oriuntur , funt confiderati, ita in fequenti ge-
neratio numerorum per: additionem :perpendetur. .

CAPUT
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€ AP U T XVI
De Partitione numerorum.

297, P_Ropoﬁta-ﬁt ifta expreflio

Cr4x%2) (r+ xC;) (14xY2)(1 +x°’z) (1+x°2) &c.;

que cujufmodi induat formam, fi per multiplicationem evol--

vatur , inquiramus. Ponamus prodire-

1 + Pz 4+ Qz2* 4+ Rz’ + §2* + &c.,

atque. manifeftum eft P fore. fummam Poteftatum: :

el P + x¥ + xa"—i—_ x* + &c. .. Deinde Q eft fumma Fa--

&orum ex binis Poteftatibus! diverfis, feu @ erit aggregatum'
plurium Poteftatum ipfius »; quarum Exponentes funt fumme:

duorum terminorum diverforum hujus Seriei .

iy G vy Jyileni B o iy &G

Simili modo R erit aggregatum Poteftatum ipfius », quarum:

Exponentes funt {fummea: trium- terminorum diverforum:  At-

que § erit aggregarum Poteftatum ipfius », quarum Expo--
nentes funt famma: quator terminorum diverforum - ejufdem”

Seriei, @, €5 ¥, d5 2, &c., & ita porro.

208. Singule hz Poteftates ipfius x, quain valoribus li--

terarum P, Q , R, §, &c., infunt , unitatem pro coéffi--

ciente habebunt , . fi quidem earum Exponentes unico modo ex:
Li 3 ay 6as
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@; Gy, &, &c., formari queant : fin aurem ejufdem Pote-
ftatis Expovens pluribus modis poffit effe fumma duorum ,
trium,, pluriumve terminorum Seriei ¢, 6, ¥, &, &, &c., tum
etizm Poteftas illa coéfficientem habebit, qui unitatem toties
in fe complectatur. Sic, {i in valore ipfius Q. reperiatur N " ,

indicio hoc erit numerum # effe N diverfis modis fummam
duorum terminorum diverforum Seriei @, €, ¥, &c.. Atque
fi in evolutione Fattorum propofitorum occurrat terminus

n 7t . e . . o . . .
N x" 27, ejus coéfficiens N indicabit quot variis modis nu-

merus # poflit efle {umma m terminorum diverforum Seriei
@5 6y s sEs S,_&c.
299. Quod fi ergo productum propofitum

(14 x%2) (1 +xcz)(£+x7z)(1+xé\z) &c. ,

per multiplicationem veram evolvatur, ex expreflione refulean-
te ftatim apparebit, quot variis modis datus numerus poffit effe
fumma tot terminorum diverforum Seriei @, 6, v, &, ¢, &, &,
quot quis voluerit. Scilicet, {i quaratur quot variis modis nume-
tus z poflic efle fumma 7 terminorum illius Seriei diverforum,
in expreffione evoluta queri debet terminus x” 2" , ejufque

coefliciens indicabit numerum quafitum.
300. Quo hxc fiant planiora , fit propofitum hoc produ-

&um ex Fatoribus conftans infinitis

(rdx2)( 145" 2) (1422 2) (1 +x*2) (r+ #°2) &,

quod per multiplicationem a&ualem evolutum dat

143
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ez (xdxttx® ot oaf bt x? o & 2 &) Caw
bzt (xF A xt2x’ 4R 2e b3x? 4 3xt g’ g’ gt &e) XV
+2.‘(X‘ +x7+2x8 +3x; +4x1>0+$xn +7xn. +8x”+lox”+&0-)
Bty m e oS o2 e s PG oI JE e o8 8 EAE o SESRG £ CH)
oS (e 2 T 3t gt 7 o P13 P 8 P&
R C s = e a7 it - B S E e nr e s SE s oV EE o o i s L)
B L B R s STt vt o @ gl T8 S Sl S0 CUE S W)
B S I e MR Sl DS LS D O LD PP W1
&c.

Ex his ergo Seriebus ftatim definire licet quot variis modis
propofitus numerus ex dato terminorum diverforum hujus Se-
riel 1,2,3,4,5,6,7,8, &c., numero oriti queat. Sic,
fi quaratur quot variis modis numerus 35 poflit effe fumma
{eptem terminorum diverforum Seriei 1,2, 3,4, 5, 6,7, &¢C,,
queratur in Serie =7 multiplicante Poteftas »**, ejufque coéf-
ficiens 15 indicabit numerum propofitum 35 quindecim variis
modis effe fummam feptem: terminorum Seriei 1,2, 35 4, 55
6575 .8 &c.

301. Quod fi autem ponatur s == 1, & fimiles Poteftates
ipfius » in unam fummam conjiciantur » feu, quod codem re-
dit . fi evolvatur hzc expreflio infinita

(1) () () (T4t ) (145" ) (1+x°) &y
quo faéto orictur hec Series

14 x4 s 4250 foxtH3at 4 460 sx7 4 6x° + &e. ,

ubi quivis coéfficiens indicat, quot variis modis Exponens:

Poteftatis ipfius x conjunéte ex terminis diverfis Seriei 1; 2.

3 45 556,75 &c., per additionem emergere poffit.  Sicap-

parct numerum § fex modis per addiionem diverforum nu-
merorum produci, qui funt.

8
8
8

+ 4+

U

B A

HEjegT e ¢
4= 2. s T

bl

8
8

ubi:




256 "DE PARTITIONE

Lig. I ubi notandum eft numerum propoficum ipfum fimul computari
debere, quia numerus terminorum non definitur, 1deoque uni=

NUMERORT M ‘agy
minorum i Serie @ G, ¥i» &5 65 &c., contetitdrum | ptodum Cap
queat. Hoc igitur pacto quaftio pnon, quam ante ¢ famus con- XVE

tas mde non excluditur.

302. Hinc igitur intelligitar , quomodo quifque numerus
per additionem diverforum numerotum producatur. . Conditio
autem diverfitatis omittetur , {i Fadtores illos ‘in denominato-
rem tranfponamus.  Sit igitur propofita hec expreflio

1

(1 —«%2)C ——xcz)(x——xyz Jexr— xJ‘z)( 1 — x%%) &c.,
quz per divifionem evoluta det

I+ Pz 4 Q2" 4+ R2® 4+ §z* 4 &c..

Atque manifeftum eft fore P aggregatum Poteftarum ipfius x,
quarum Exponentes contineantur in hac Serie

a> 6, v, d5 e Er 15 &c.,

Deinde Q erit aggregatum Poteftatum ipfius » , quarum Ex-
ponentes fint fummz duorum terminorum hu;us Seriei, five
eorundem five diverforum. Tum erit R fumma Poteftatum
ipfius x, quarum Exponentes ex additione trium terminorum
ilfius Seriei oriantur; & § fumma Poteftatum , quarum Expo-
nentés ex additione quatuor terminorum in illa Serie conten-
torum formantur , & ita porro.

303- Si igitur tota expreffio per fingulos terminos explice-
tur , & termini fimiles conjunétim exprimantur , intelligetur
quot variis modis - propofitus numerus z per additionem
terminorum, five diverforum five non diverforum , Seriei «, €5
¥>ds e, £, &c., produci queat. Queratur fcilicet in ex-

. om - r " 0 .
preflione evoluta terminus » =z , ejufque coéfficiens , qui fit

N, ita ut totus terminus fit == N«" 2, atque coéfficiens N

indicabit quot variis modis numerus # per additionem  ter-
minorum

* templati , fimilis refolvetur.

304. Accommodemus hzc ad cafum mpnmxs notatu dx-
gnum fieque propoﬁta haec exprcfﬁo
o ,
(1—-——xz)( I—X 4)(1 e X z)(x == <;) I—X ~) &.c.

quae pet divifionem evoluta dabit

14z (x -+ +x 4o ot ol b ot a? o)
22 (x> 4 2x* +2x —+3x° +3x7 4 4x® +4.x =+ §x*’F-&e.)
=z (e ot 2 +3x +4! +s>u + 7xf = 8x ' Tow’ *-&c.)
2t ot S 2x° 307 G5 60 - ox! T T " P &)
~+-2° (x‘+«'+2x F3x° 5o’ 70" 100 *13n” P a8t P -&e.)
(28 (8 2x® -3x® +sx‘°+~x"+le“+14x”+209c”'+&c)
BT PRl oF ity SOE R S it o (E Rl BOERRE o) Bl St (o))
+z'(x’+x’+2x’°+3x"+§x”‘+7x”+mc“’+1§x"+22x”+&o)
&<,y

Ex his ergo Seriebus ftatim definire licet quot variis modis

: propofitus numerus’ per additionem ex’ dato terminorum: hujus

Seriei "1, 25 3,4, 5565 7, &c., numero produci  queat.
Sic, fi quaratur ‘quot variis modis numerus 13 oriri pofiit
per additionem quinquc numerorum integrorum , fpectatd
bebit terminus %'z’ , cujus coéfficiens 18 indicat numerum
propofitum 13 ex quinque numerorum addmone o&todecim
modis oriri pofle.

305. Si ponatur z==1, atque fi fimiles Potefhtes ipfius x
conjunctim. e¥primantur ,” hac expreflio

X : X ;
O—m (1— %0 — ) (1 — s (1) (1 — ) &0,

‘evolvetur in hanc Seriem -

Euleri Iniroduc?. in dnal. infiu. parv. Kk 1 4




248 DY RARLETIONE

Lisl g + w20t = 3t st ognd e px s 22kt &

in qua quilibet coéfficiens indicat , quot variis modis Exponens

Poteftatis adjunéte: per additionem produci queat ex numeris

integris , five =qualibus five inzqualibus. = Scilicet ex termino

11x° cognolcitur numerum 6 undecim modis per additionem

numerorum integrorum: produci poffe, qui funt

6 =16 6=3+ 14+ 1471

6= 5+ ¥ 6 =234 242

6 —= 4+ 2 6 — 2+ 3+ -1

6 — 4 + 141 6 =24+ 14+ 1414+ 1
6 =—=3 4.3 [l S o S s el
6 =3+ 2+1

ubi quoque notari debet; ipfum numerum propofitum:, cum:
in Serie numerorum 1, 2, 3,4, 5, 6, &C., propolita conti-
neatur, unum modum prabere..

306. His in genere expofitis, diligentius inquiramus in mo-
dum hanc compofitionum multitudinem. inveniendi.  Ac pri-
mo.quidem confideremus eam ex numeris integris. compofi-
tionem, in qui numeri tantum diverfi admittuntur, quam
prius commemoravimus. ~ Sit igitur in. hunc. finem propofita

hxs%exprcfﬁo, .
Z'=(1+ x2) (1 +%*2) (14-2'2) (1 +-x*2) (1 +5°2) & ;.

que evoluta & fecundum Poteftates ipfius = digefta prabeat

Zi = 1L P Qz* 4 R2> 4 §z* + Tz + &5

ubi methodus defideratur. has ipfits x Funiones P, Q, R,
&, T, &c., expedite inveniendi , hoc enim pacto. queftioni

propolitz’ convenientiffime fatisfiet. :
307: Patet autem, {i:loco = ponatur » z,. prodire

Cre

ergo , pofitoxz loco =, valor produti, qui erat Z, abibit in

NUMERORU M A« 259:

(1+22) (14%'2) (1 2% ) (b xSe) &e. = —2t CAP

14xz XVL

zZ

I+ x2 { |
Z =1+ Pz + Qz' 4- Re’ 4 §3* + &c.,

- erit

; ficque, cum fit

Ifxz = 1 4 Pxz 4 Qx*2*4 Rx’zi 4 Sxtz*4 &c.,

multiplicetur ergo adtu per 14 x %, atque prodibit
Z — 1 i Pxzoop Qx?z? >+ Rax?z? o} Sx*z* o &ec.
+ xz 4 Px'z* 4+ Qx*z’ + Rx*z* 4+ &c.,
qui valor ipfius Z cum fuperiori comparatus dabit
Pem o fos g B0 R:_:_;Q-L‘,; gouala g

I—x I Jm—— ]_.._x47

G5

Sequentes ergo pro P, Q. R, §, &c. , obtinentur valores

x

P—': ) Umrg i,

AR AR
2= ==
B = ey
§ == == ) (1)
T= (T —ux) (1 —&*) (—x? j(1—x*)(1—x7)

&e.

308. Sic igitur feorfim unamquamque Seriem Poteftatum
ipfius x exhibere poffumus, ex qua definire licet , quot va-
tiis modis propofitus numerus cx dato partium integrarum nu-
mero per additionem formari poffit. Manifeftum autem porro
eft has fingulas Series cfle rccurrentes, quia ex evolutione
Funétionis fratte ipfius » nafcuntwr. Prima fcilicet expreffio

Kk 2 B
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SEa
P—=
T

-, dat_ Seriem: geomerricam

PRI R S SE A s S
ex qua quidem manifeftum eft quemvis numerum femel 'in
Seric numerorum' integrorum “contineti. 2 :

309. Expreflio fecunda ‘ ¢

3 .
N el e hane iSeRem:
B (1r=—%%) .

2% o % 2t ohax® 4 37 3wt hge? axt e &e
in qua cujufvis termini coéfficiens-indicat -quot. modis Expo-
nens ipfius 'x"in duas partes- inzquales difpertiri-poffit.  Sic
terminus 4+° indicat, numerum ¢ quatuor modis in duas par-
tes inzquales fecari pofle. Quod fi hanc Seriem per »° divida-
e 3 e Dal - T

mus , prodibit Seriés, quam prabet ifta fraltio ——————3, »

M 5 P (—x)(1—x*)
que erit S1d0. oA y 195 ek
1+ & + 2x" + 2x% 4 gxt4 3054400 4¥"&c.,,

. oot .o o 1 ) . .
cujus terminus generalis fit = N+"; arque ex genefi hujus

Serici intelligitur coéfficientem N indicare’, quot variis modis
Exponens # ex numeris 1 & 2 per additionem nafci queat.

Cum igitur prioris Seriei terminus generalis fit = N"F3, de-
ducitur hinc iftud theorema.. o ;

Qiat variis modis  namerds N per, additionem ex numeris 1 &z
produci poteff » totidem-variis modis numerns W= 3 in duas paries
inxquales fecari poterit, S
x6

(1-—x)(1"—.’x2)(1~—'-x3) in Se-

gro. Expreflio tertia
riem: evoluta dabit :
P SR Ul P T T s SR D A L e oD &c.s:

i qua: cujufvis termini ‘coefficiens indicat quot variis modis:
Exponens Poteftatis » adjuncte in tres partes inequales difper-
tiri:

2

N U MERORUM 261
iy

tiri poffit. - Quod fi 'autem"haec ﬁg&io (l____x)(l___xzxj_;xg) X VL

evolvatur, prodibit haec Series
1+ x4 2x* 4 3%° +'4x"+ sx° - 9x° + 8x7 4 &c.,

cnjus terminus generalis fi ponatus — Nx”, coefficiens N in-
dicabit quot variis modis numerus 7z €x numeris I, 253, pet
additionem produci poffit. Cum igitur prioris Seriei terminus
generafis fit N e fequetur hinc iftud theorema.

Quot wariis modis numerds 0 per additionem ex mumeris 1,

2, 3, produci poteft, totidem wariis modis wamerds 0 4 6 in
tres partes inaguales [écari poterit.

10 -
311, Expreffio quarta e e gty
Seriem recurrentem evoluta dabit

P VB S PP S e o - o xt® o &c.,

in qua cujusvis termini coéfficiens indicabit quot variis modis
Exponens Poteftatis x adjunétz in quatnor partes inzquales-
difpertiri poflit. Quod fi autem hzc expreflio :

- - z1)(1 B TEEr) evolvatur, prodibit
SRS TR ok :

fuperior Series per »*° divifa, nempe

15 F2x 4 3x0 F 58T 6% -4-9?“ + 1147 o+ &c.

! /4 s d
cujus terminum generalem ponamus == Nx"; atque hinc pa-

tebit coéfficientem N indicare , quot variis modis numerus. #
per additionem oriri poffit ex his quatuor numetis I, 25 3
4 Cum igitur prioris Seriei terminus generalis futurus fie

== N’ T1°, deducitur hoc theorema.

Kki'g Quot
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Quot variis modss numerus 0 per addisionem produci potefl ex
numerss 1, 25 3, 4, totidem variis modis aumerus 0 =+ 10 in qitdt
tuor partes ingquales [ecari poterit.

312. Generaliter ergo, fi hzc expreffio

1
(@G ron (s S SRlile oot SRR S e -(1———xm)

in Seriem - evolvatur , ejufque terminus generalis fuerit ==

n %, . PO O] . . .
Nx", coéfficiens N indicabit, quot variis modis numerus #

per additionem produci poflit ex his numeris 1, 2, 3, 4
. . m. Quod fi autem hxc expreflio

m(m—41)
X5 2
- 7 i
(r—%) (1 —x*)(1—%*) . v oo .o (1—x )
in Seriem evolvatur , erit ejus terminus generalis —

n+m(m 1)
Nx 2 : atque hic coéfficiens N indicat quot va-

m (1)
2 AR

tiis modis numerus 7z in m partes inzquales fe-

cari poffit, unde hoc habetur theorema.
Quor variis modis numerns n per additionem produci poteff ex
wameris 1,2, 35 4 ., totidem modis numerns

m(m I . . . .
n- %—) in M partes inequales [ecari poterit.

313. [Ex pofita partitione numerorum in partes inequales,
perpendamus quoque partitionem in partes, ubi 2qualiras par-
tium non excluditur; que partitio ex hac expreflione origi-
nem habet

z I

o (1 —=—x2)(1 =~—x*2) (1——x2) (I — &%) (1 — x'2) &c..

e I T e

Ponamus evolutione per divifionem inftituta prodire
L ==

== R A e

R AR
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Z-=—1+4 Pz 4 Q2"+ Rz’ + 8§z* + T3’ 4 &c..
Perfpicuum autem. eft, fi loco. z ponatur xz, prodire

T
(1—x%2) (1 —x%2) (1—x*3) (1 —x'3) &c.
Fafta ergo in Serie evoluta eadem mutatione, fiet

= (1—uxz) Z,

(1—x2)Z=1+ Pxa+Qx’z* + Rx’z® + Fu*z* - &c..
Multiplicetur ergo fuperior Series pariiér‘ per ( 1~~x2), etitque

(1—xz)Zd=1+4 Pz 4 Qz* + Rz’ 4 §=* 4 &,

— wz— Pxz® ~— Qxz*— Rxz*— &c...

Comparatione ergo inftituta orietur
B

35 Q== o (e

I
unde pro P, @, R, §, &c., {equentes valores proveniunt..

x Qx o Rax
P 1—=xt’ S_—I'v-x‘

I——X

&c.y.

x
= I—x
7 xz
Q': (1 —x)(1=—xn%)
o3

T (—x)(a—x ) — %) S
5= b

T (a—ax)(r—x*) (1 —a' ) (1—x")

&c..

314. Expreffiones iftz a fuperioribus aliter non difcrepant;,:
nifi quod numeratores hic minores habeant Exponentes quam:
cafu pracedente, Atque’ hanc ob rem Series, qua per evo~
lutionem  nafcuntur, ratione coéfficientium omnino ceavenient,.
qua. convenientia jam ex comparatione ( §. §- 300. & 3°‘§-_)-=

peripi--
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Lz T perfpicitur , nunc vero demum ejus tatio intelligitur.  Hine
———crgo omaino fimilia theoremata confequentur , qua funt,

Quot waris modis wumerns n per additionens produci. poreff ex

nUmEris X 5 2 5 totidem modis namerns n - 2 in dias partes dif~

pertiri poterit,

Quot variis modis numerus 0 per additionem produci poseff ex
BUmeris T, 2, 3, folidem wiods numerus n - 3 in tres pares
difpertiri poterit. .

Quot variis modis mumerus 0 per additionems produci poteft ex
numerss 1., 2, 3, 4., totidem modis nRmerus N4 in quatior
partes difpertivi poterit. :

tque generaliter habebitur hoc theorema - ,

Quot variis modis numerns 0 per additionem produci poteft ex
BUMETSS T, 25 35« uen o oe M, Lotidens modis numerns n-m i
m partes difpertiri poterit. ’ S

315. Sive ergo quaratur quot modis datus numerus in m

partes inzquales, five in 7 partes, aqualibus non  exclufis , -

difpertiri poffic , utraque queftio refolvetur fi cognofcatur quot
modis quifque numerus per additionem produci poffit ex nu-
mers I, 25 35 4 «vvuess... m, quemadmodum hoc pate-

bit ex fequentibus theorematis, quz ex fuperioribus funt de-
tivata. :

- Numerus 0 tot modis in m partes inequales difpertivi poteff ,
: . m (m == 1 L. :
quot modis mumerus 11 =, —L—z-*'—) per additionem produci po-

seff ex mumeris 1,2, 3,4,........ m.

Numcjrw N, 70t modis in. M partes Jive <quales five inequales
difpertiri potefl quot modss mumerns n — m per additionens pro-
anci poteft ex mameris 1,3, 3,....... m -

Hinc porro fequuntur hx¢ theoremata.
Numerus 1 totidem modss in 1t partes inequales fecari poreft.

5 mim—r);
quiot midis wumerns n— LM —1) in M partes, frve aquales

five inequales , difpertitur,
Numerus 0 totidem modss inm partes, five inagquales five aquales,
. fecari

N-UMERORUM 265
Jecari potefts quot ‘modis namerss - M:I-) in M partes
inaquales difpertiri poreff. e
316. Per formationem autem Serierum recurrentium inve-
niri poterit, quot variis modis datus numerus # per additio-
nem produci poffit ex numeris 1,2, 3,+....0.. 2 Adhoc
enim inveniendum evolvi debebit fradtio

I
(I—x)(I—-—x‘-)(x———x’) o ahe o sl

atque  Series tecurrens continuari debebit ufque ad terminum

Nx", cujus coéfficiens N indicabit, quot modis numerus #

per additionem produci poffit €x numeris 1, 25 35455+ ..+ . 7
At vero hic folvendi modus non parum habebit difficultatis ,
fi numeri » & # fint modice magni ; fcala enim relationis,
quam praebet denominator per multiplicationem evolutus, ex
pluribus terminis conftat, unde operofum erit Setiem ad plures
terminos continuare.

317.  Hac autem difquifitio minus erit molefta, fi cafus
fimpliciores primum expediantur , - ex his enim facile erit ad
cafus magis compofitos progredi. Sit Seriei, qua ex hac fra-
&tione: oritur,

1

(I—x)((—x")Cr—x*) ... oy (I———xm)

. a 1 [
terminus ‘generalis == N« ; at Serici ex hac forma

"
X

& e 3 9. s hesE Ve ¥ 8 e &
(x ¥)(1—x*) (1 L) o (1 XY

= . . - n 1 oy . . .
ortz terminus generalis {it M x", ubi coéfficiens M indica-
bit quot variis modis numerus # —  per additionem produci

Euleri Introduél. in Anal. infin. parv. L pofit

Car.
XVL
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poffit ex NUMEHs X5 25 35 0w ..n 7 Subtrahatur pofte-
rior expreflio a priori , ac remanebit

i

(I—x)(x«-——x‘)CI—-x’).... )
atque manifeftum eft Seriei hinc orte terminum generalem fu-
wrum effe (N— M) 5" ; quare’ coéfficiens N— M indicabit

quot variis modis numerus » per additionem produci poffic ex
NUMELS T, 25 35 0eeeteas (M— 1)

318. Hinc ergo fequentem regulam  nancifcimur.

Sit L numerus modorum , quibus numerus z per additio-
nem produci poteft ex numeris I, 2,3,. 0000 (7 —1 ).

Sit M numerus modorum, quibus numerus z— # per ad~
ditionem produci poteft ex numeris 1,2,3, .0 cr vv 0 72

Sitque N numetus modorum , quibus numerus # per addi-
tionem produci poteft'ex numeris Ty 25 3, vvaue. . B

His pofitis, erit, ut vidimns, L=N— M; ideoque N=
L+ M. Quod fi ergo jam “invenerimus quot variis modis
numeti # & #—— m per additionem produci queant , ille ex nu-
MELS T, 25 35 «evses oo (—1) hic vero ex numeris 1,
2535 eeeusesnes m;s hinc addendo cognofcemus , quotva-
riis modis numerus # pet additionem produci queat ex nu-
Meris T, 25 3, +e.oese.-o # Ope hujus theorematis a
cafibus fimplicioribus, qui nihil habent difficultatis , continuo
ad magis compolfitos. progredi licebit , hocque modo tabula:
hic annexa eft computata, * cujus ufus ita fe habet.

Si quaratur quot variis modis numerus 5o in 7 partes inae

ne===d
ae (Ie—x

quales difpertiri poffit 5 fumatur in prima columna verticali nu--

merus 5o — 7'78_—_12 , in horizontali autem fuprema nume--

rus romanus V1I; atque numerus in angulo pofitus 522 in-
dicabic modorum: nurfigrum quafitum:

Sin. autem, queratur , quot. variis, modis numerus §o in 7
partes, five zquales five inequales . difpertiri poffit, in prima

columna:
% Vide Tab, page 275
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columna verticali fumatur numers 50— 7==47; cui in co-
lumna 7™ refpondebit numerus quefitus 8o46.

319. Series hujus tabulae verticales, etfi funt recurrentes ,
tamen ingentem habent connexionem cum numetis naturalibus,
trigonalibus , pyramidalibus , & fequentibus, quam paucis ex-
ponere opere pretium erit. ‘Quoniam enim ex fraftione

| I . e
= oritur Series 14-x 2t i +
(L—x ) (1T— xx) At chan b e
5 1 1 1 2y
%% - &c., ac proinde ex frattione ha
$aosncis P )

g %" F2x® 4 2x* 4 3x° +34° + &c.. Si dure he Se~
ries addantur , nafcitur ifta ;

1+ 2% + 3% + 407 5x* ok 6% 7R A &y

divifionem oritur ex fraGioné Ao 2 s s s ot
que  per (1—x) (1 —xx)

i I ; 55 { . .
i unde patet Seriei poftrema terminos numericos
Seriem numerorum naturalium conftitnere. Hinc ex Serie ta-
bule fecunda addendo binos terminos proveniet Series nu-
merorum naturalium , pofito » == 1.

ihrd2t2434+3F4F4+F5+5 6 +6 +&e
Td24+3+4+5+ 64748+ 94104 11 4 12+ &a

Viciffim ergo ex Serie numerorum naturalium {uperior inveni-
tur , fubtrahendo quemgque terminum Serici {uperioris a termi~
no inferioris fequente.
320. Series verticalis tertia oritur ex fractione

I h i
(I——x)(r———xx)(l—oc’f (I*—x)z PO
F(_I':—)?)I @_—'9‘:;)‘&‘1’23 POT manifeftum eft, fi primo Se-
tiei illius terni termini addantur, tum bini hujus nova Seriei
denuo addantur , prodire debere numeros trigonales, id quod
¢x fchemate fequente apparebit

Cum autem fit

Lls_ 14
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114243 g 5 7 48 Frotrafrat16-Frg &

14+ 2+ 4+ 6 49 12+ 164 20425+430+36+42449 &,
1434641 o+15+21+28+ 3644545 5+66+78+91 &..

Viciffim autem apparet quomodo ex Serie trloonahum erui

debeat Series fuperior.

321

' I b (1) (T et (T Fedront- )

(1—x)(1—xx)(1—x")(1 — x*)° (x—x)(x—axx) (1—x*)(1—x*)
1

= G—a"

addantur, tum in Serie refultante terni, denique in hac bini,

prodibit Series numerorum pyramidalium uti ex fequenti cal-
culo videte licet:

r = 1 2+ 3+ 5k 64 o T1E 154 18 234 274 &e
1+ 2 4 76234 314 414 534+ 674 834 &
L 4 34 7413-422-434+504 7ot 9512516142034 &e..
1 - 4-4+104204-35456484F12041654-2204+286-F364F &c.

Simili autem modo Series. quinta deducet ad numeros pyra-
midales fecundi ordlms, fexta ad tertii ordinis, & ita porro..

322 Viciflim igitur ex numeris figuratis ille ipfa Series,.
qua in tabulis occurrunt 5 formari poterunt, per opetationes,,

qua ex infpectione calculi fequentis fponte elucebunt..

Simili modo , quia Series quarta oritur ex fraftione

Si in Sene quarta primum- quaterni termini

R AN A S AT 5

et Cra I
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B2 gl dhdostis 40 603 78 o 9 M 1ol ek &
14+ 14+2+2+3+3+44+4+54+ 5+ & 11
X 3 6 o 10415 21 4 28 = 36 4 45+ 55 + &
12444 64 94124164204 25+ 30 4 &
1+ 1+ 244 34 4+ 5+ 7+ 810412 4 & I

T+4+ 10+ 204354564844 130+165+320+ &e
1434 7+13+224 34450+ 704 95+125+4 &o.
1-+24 4+ 7411416423+ 31+ 41+ 53+ &o
1414 24 3+ s+ 6+ oF 11t 154 184-&e IV

145415+ 35470 +126F2104330+495+715+ &e.

T-+4- 11424446 -+ 8o-+1304-200-+2954420+ &c

I+3+ 7414425+ g1+ 644 95-+136+1894 &

r+2+ 44 ghroob 185 29k 384 s3d grbo&e

thsrh 2 -bosid - ekl iosh a8 R g Tha SV
&¢.

In his ordinibus prnnze Series funt numeri ﬁgurati, unde fub-

trahendo quemvis terminum Seriei fecund2 a termino prima fe-
quente formatur Series fecunda.. Tum Seriei tertie bini ter-
mini conjunétim fubtrahantur a termino fequente Serici fecun-
dx , ficque oritur Series tertia; hocque modo- {ubtrahendo ul-
terius fummam trium , quatuor, & ita porro terminorum a

termino fuperioris Seriei fequente, formabuntur relique Series:

donec pervcmatur ad Seriem, qua incipit ab 14 14 2 &c.,
hzcque erit Series in tabula exhibita.

323. Series verticales tabulz omnes fimiliter incipiunt ,.
continuoque plures habent terminos communes ; ex quo intel--

ligitur in infinitum has Series inter fe fore congruentes. Pro-
dibit autem Series, que oritur ex hac fradtione

T

A=) (U * )% Ja—# )0~ )&

que cum fit recurrens , primum denominator fpectari debet, ut-
hine:

KR ey

Carp.
X VL




Lig. L hinc fcala relationis habeatur.
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nominatoris continuo in fe multiplicentur, prodibit
Tt e o T T E TS L2 2 * 6 — 035 S T i,

qua Series fi attentius confideretur, aliz Potef‘ntes ipfius x
adeffe non deprehenduntur , nifi quarum Exponentes . conti-
3nnit=n

neantur in hac formula 5 atque, fi » f{it numetus im-

par, Poteftates erunt negative ; affirmative autem fi » fuerit
numerus par.
324. Cum igitur feala relationis fit

+I)+I:0;O:"_

1,0,~— I,0,0,0,0,-1I,0,0,4 1,0, 0, &C.,

Seties recurrens ex evolutione fradtionis

I
=" (1% Y1+ ) J—* (1) &cs

oriunda erit hac

I x o8 4 3x° b gxt bgx® 11w’ 4 15x7 4 228°
30%” 4 42%"° 565" 4+ 775" 4 101X 4 135x°F
I76xx5+zsxxx6 +297x‘[7 +385x!8 +490x19+627x20+
7925 == Ioo2x*" o= 12504°% + 1570x°" &c..

In hac ergo Serie coéfficiens quifque indicat , quot variis mo-
dis Exponens ipfius x per additionem ex numeris integtis o-
riri queat, Sic numerus 7 quindecim modis per additionem
oriri . poteft, -

7= 7 =4+2-+1 7=3+1+14+1+41

7 =641 7=—4+14-141 | 7=—=2424-24-1

7=5+2 74 —= 242414141

7 =5-+141 | 7=3+2+2 7 =—2+4-1+14 14141

7 =413 7=3+24I1+1 | 7=1+1+41+1+41+1+1

325. Quod

Quod fi autem Facotes dee

i RN S T I
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325. Quod fi autem hoc produétum '

Capr
XVL

Cid2) (122 ) (1 #°) (1024 (1 F45) (14 %) &ecry =

evolvatur , fequens prodibit Series

14X o x’ pnt e ax® - ax® - 5x7 - 6x°F-8x 108"
&ei

in qua quifque cofficiens indicat » quot vatiis modis Exponens

ipfius‘» per additionem numerorum inequalium oriri poffi it

Sic numerus 9 ofto variis medis per addmonem €X numeris

inequalibus formari poteft,

D= 9 = 6+ z 4 ¥
SOl 9 =35+ 4

9 =7 9 ==y sl
gr== 6 4 2 9 =4+ 3 + 2

326. Ut comparationem inter has formas inftituamus, fic
= (1) (18" (YY1 ) (1—°) 8Cey
&

Q = (1 +0(r+2")r+x")(1 +4*) (1 +#° (145°) &e.y
erit
= (1—x*)(1— 2D (— ) (1—x ) (1—x" ) (1—=x"*)
&Ci s
qui Fa&tores cum omnes in P contineantur , dividatur P per
PQ, erit —;- = (1—&)(1—° )(1—x° )(1—&7)(1—«*) &C. 5.
ideoque
¥

Q= (r—%) (r—x)(a—%") (1—*") (1 — &°) &c.,

qua fradtio fi evolvatur, prodibit Series, in qua quifque coéf~
ficiens indicabit , quot variis modis Esponens ipfius x, per
additionem ex numeris' imparibus produci: poffit..  Cum igitur
hec expreflio qualis fitilli, quam in§. prxcedente contemplati
fumus , fequitur hinc iftud theorema.. o
uot:
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Quot modis datus mwmerns per addivionem. formari poteff. ex
omnibus mumeris integris inter [¢ inequalibus 5 totidem modss idem
numerds formari potevit per additionem €x mumeris tanium impa-
vibus o five aqualibus five inequalibus. :

327. Cum igitur, ut ante vidimus, fit

P:xmx—-x‘-i—x’-}—x’———x”*x‘ 5+x“+x"——x”——x’f“+
&c., erit, feribendo xx loco x,

PQ=—=1—u"—x*+tx" "t tmxtt o’ pattn’ &,
Quocirca erit hanc per illam dividendo
I____xz____x‘&_i_xlo_*_x!q—____xzé”x;o_l__ &C.

Q= I — x—%" 4 T x kU xt hat — &al.

. . . . I .
Erit ergo Series Q_pariter recurrens , atque ex Serie = otk

tur, hanc per 1—«* —x*4-%"° 4 x'* — x** &c., multipli-
cando. Nempe, cum fit ex (324 ), ——;; = f o doan ek
3%} - 5xt 755 F115° 4 1557+ 22x° 4 307 - &e.
i is multiplicetur per
I—x* —x* X0 et — &,
fiet :

1txtax b3xdbsatrx i’ r5x722x°4-30x° 4 &c
— gttt gt — 5x® — 7w _11x’ 15’ —&c,
— et — 2 X g7 gx? — g — &

: aut
2Axx? 2a’ 4 axt 307 480 4 5174 65" 8x° +&e,

= Hinc ergo, fi formatio numerorum per additionem
numerotum, {ive ®qualium five inzqualium conftet , deducetur
formatio nimerorum per 2dditionem numerorum inzqualium,
hincque porro formatio numerorum per additionem numerorum
imparium_tantum.

328. Reftant in hoc genere caflus quidam memorabiles, quo-
rum evolutio non omni utilitate carebit in numerorum paturd
cognolcenda.  Conlideretur nempe hxc expreflio b

T =X
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e e) (1) (1 at) (14 5*) (14" ) (1 4x**) &, Car.

in qua Exponentes ipfius » in ratione dup[a pfogrediuntur.
Hac expreflio fi evolvatur, reperietur quidem hac Series
8 S R ol S R ST ST A S S T

quoniam vero dubium effe poteft, utrum hxc Series in infi-
nitum hac lege geometrica progrediatur, hanc ipfam Seriem
inveftigemus.  Sit igitur

B (1+x)(z+x?)(x+x")(1+-,x')(x+x‘}‘v) &c.;“

ac ponatur Series per evolutionem oriunda

P==1Faxt Ox* 4 g = M* f e - Fx® fegx? - Ox® - &cy
Patet autem {1 loco x feribatur x x, tum prodire produdtum
(14-xx) (142 (142 (142" ) (14 %' &e = ;—_% :
fatta ergo in Serie eadem fubftitutione erit

s :
m:[-{-mf 4 Gx* - gx® = It R A R ol
multiplicetur ergo per 1 -+x, eritque

P=1~x-4 ux’+¢x’+6x;+Cx‘+yx‘+ g’ = It Ix® - &,
qui valor ipfius P fi cum fuperiori comparetur , habebitur
@==71; C==a; y==a; d==C; e==0; f=—1y; y==g; &,

erunt ergo omnes coéfficientes =1 , ideoque produétum pro-
pofitum P evolutum dabit Seriem geometricam

I x 0 b x? o oat w7 - &,

329. Cum igitur hic omnes ipfius x Potcftates, finguleque
feme'l occurrant , ex forma produ@i (14+%)(1+x2)(14+*) &y
{equitur, omnem numerum integrum. ex - terminis. progreflionis

Buleri Introduét, in Anal, infin. parv. M m geo-

.
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additionem formari poffe, hocque unico modo. Nota cft
hac proprietas in praxi ponderandi, i enim habeantur pondeta
1,2,4,8,16,32,&ec, librarum< his folis ponderibus om-
nia onera ponderari poterunt., nifi. partes libre requirant. Sic
his decem ponderibus, nempe 11b, 215, 4%, gt, 16 b .
326, 6415, 128 B, 256 153 51215, omnia pondera ufque
ad 1024 1b, librari poffunt, & fi voum pondus toz4 th, ad-
dacur omnibus oneribus ufque ad 2048 1, ponderandis fuf
ficient. s

330. Offendi autem infiiper folet in praxi ponderandi pau-
cioribus ponderibus , que feilicet in ratione geometrica tripla
progrediantur, nempe 1, 3, 9, 27, 81, &c, librarum pa-
riter omnia onera ponderari pofle , nifi opus fit fra&ionibus,
In hac autem praxi pondera non folum uni lanci , fed amba-.
bus, uti neceffitas exigit , imponi debent.. Nititur ergo ifta:
praxis hoc fundamento , quod ex terminis progreflionis geo-
metrice triple 1, 3, 9, 27, 81, &c., diverfis femper {u-
mendis per additionem- ac fubtraltionem omnes ‘omnino numeri
produci queant ; erit fcilicer..

I=r1

=T e OF =9
2 =37 6=—9—3 10 = g9+41
a—2 7E=9——3 41 LLic—= S5 Jim=n
4=—=3+ 1 8=—=o9—1 I2 = 9+ 3
&ec.. g

331. Ad hanc veritatem oftendendam confidero hoc pro-
dutum infinitum '

—]

(e 1 —}-xr)(x'-_. 3+ I +x3)(x7— 9+I+x9)(x._—z7+l+x27) &e.

:-P:

quod’ evolutum alias non dabit Poteffates ipfius x, nifi qua-
rum Exponentes formari poffint ‘ex numeris 1, 3, 9,27, 81, &¢.y

five:

85116, 325 &c., diverfis per

] ' =t
PIAZEIN LT Ll vwa anpr e B

59

A\ &
N - 0

|EE e

I 1 1
I 1 2 &
| T 2 3
oy
‘t 1 3 §
{3 4 7
1| 4 8
1 5 10
1 5 12
| S e A
Laliasklorm e
I |25 1 225
1|26 | 234
I |26 | 243
I} 27 252
I | 27| 261
1| 28| 271
1]28]| 280
1|29 | 290
1} 29 | 300
1.l:30 310
1|30 | 320
LB B s
I} 31 | 341
Il 32509392 1 ¢
1|32 363
1| 33| 374
1 | 33| 38%
1| 34 397
I | 34| 408
I | 35 | 420 ] ¢
T 1354321 ¢

Euleri Introdudt.
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T T e e A T A v v e X X1
1 1 I 1 I 1 1 1 1 1 1
2 X 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3| L] 3 3 3 3 3 3 3 3 3
4 1 3 4 § § § ) § § 5 i
11| 3 5 Ry 7 7 7 7 7 7
(i 4 7 9 10 11 ix 4T 11 11 II
e B0 e S R 13 14 1§ 15 1§ 1§ 1y
e g 5 10 I5 18 20 21 22 22 22 22
[ )E] e g 12 19 23 26 28 29 30 30 30
Io 'L 61 14 23 30 35 38 40 41 42 42
ir | I 6 16 27 37 44 49 52 54 55 56
y I i 08 B 23 (0 ) 34 47 58 6% 70 73 75 76

2 (o180 [ 0 | e 39 §7 71 82 89 94 97 99
3 (RE S 8 24 47 70 90 10§ 116 123 128 131
T5 41 8 27 54 84 110 131 146 157 164 169
16 (1 9 30 64. 101 136 164 186 201 212 219
I7 lex o033 72 119 163 201 230 252 26% 278
13 [ 1] 10 37 84 T41 199 248 288 318 340 359
19 | 1 | I0 40 94 164 235 300 392 393 423 445
Aol 195 G S5 44 108 192 282 364 434 488 §30 §60
)5 G M6 O 8 O § 48 120 221 331 436 52§ 598 653 695
22 | 112 §2 136 255 39T §22 638 732 807 863
23 | 1|12 56 150 291 454 618 764, 887 984 1060
24 | 1| 13 ] 61 169 333 §32 733 919 1076 1204 1303
2¢ | 1| 13 65 185§ 377 612 860 1090 1291 I445§ 1§86
26 |1 ]14} 70| 206 427 709 | 1009 1297 1549 1761 1930
27 | 1 | 14 75 22§ 480 811 117§ 1527 1845 2112 2331
28| o] 1y 8o 249 §40 931 1367 1801 2194 2534 2812
29 fr Q15| 85| 270 603 | 057 | 1§79 2104 2592 3015 3370
30 | 1|16 91 297 674 1206 1824 2462 3060 3§90 403§
31 | I JI6| 96 321 748 1360 [ 2093 2857 3589 4242 4802
32 | 1|17 102 351 831 1540 2400 3319 4206 j013 §788
33 | I | 17 ] 108 378 918 1729 | 2738 3828 4904 5888 6751
34 | ¥ | 18| 114 | 411 1014 | 194§ 3120 4417 §708 6912 7972
39 | 1| I8 | 120 | 441 | IIr§ | 2172 3939 §066 661§ 8o70 9373
36 |'1 | 19 | 127 | 478 | 1226 | 2432 |  40II §812 7657 9418 11004
87 | 1| 19| 133 §IX 1342 2702 4526 6630 8824 10936 12866
38 | 1|20 140 §51 1469 3009 {. §102 7564 10156 12690 15021
39 | T | 2077147 | 9§88 1602 3331 §731 8588 11648 14663 17475
40 | 1|21 | 154 | 6321 1747 | 3692 | 6430 9749 | 13338 | 16928 | 20298
AL {1 |21 | 161 672 1898 4070 7190 11018 1§224 19466 23§01
42 | 1| 22 | 169 | 720 | 2062 | 4494 | 8033 12450 | 17354 | 22367 | 27169
‘43 | 1 | 22| 176 764 2233 4935 8946 14012 19720 25608 31316
44 | 1 | 23| 184 | 816 | 2418 §427 | 9993 15765 22380 | 29292 36043
45 | 1 | 23| 192 | 864 | 2611 §942 | 11044 17674 | 25331 33401 41373
46 | 1 | 24 | 200 920 2318 6510 | 12241 1980§ 28629 38047 477420
47 § 1124 ] 208 | 972 3034 | 7104 | 13534 | 22122 | 32278 | 43214 54218
48 | 1 | 25 [ 217 | 1033 3266 | 7760 | 14950 | 24699 36347 | 49037 61903
49 | 1 |25 1225 | 1089 3507 8442 | 16475 37493 | 40831 §9424 | 7051§
L jo |1 26 | 234 | 1154 | 3765 | 9192 | 18138 | 30588 | 45812 [ 62740 | Bo2I§
; y1l T} 260 243 | A21Y 4033 9975 | 19928 33940 §1294 70760 91048
1§21 1| 27252 1285 | 4319 | 10829 | 21873 37638 | §7358 | 79725 | 103226
§3 | ¥ | 27 | 261 | 1350 4616 | 119720 | 23961 4163§ 64014 89623 | 116792
§4.-1 1 | 28 | 271 | 142§ 4932 | 12692 | 26226 46031 71362 | 100654 | 131970
55 | 1 |28 | 280 | 1495 | §260 | 13702 | 28652 | §0774 | 79403 | 112804 | 148847
56 | 1| 29 | 290 | 157§ §608 | 14800 | 31275 §9974 88252 | 126299 | 167672
§7 | 1| 29 | 300 | 1650 5969 | 17944 | 34082 | 61§75 97922 | 141136 | 188556
S8 [aans] 31051735 6351 | 17180 | 37108 67696 | 108527 | 157564 | 211782
§9 | 1|30 | 320 | 181§ 6747 | 18467 | 40340 (74280 | 120092 | 177586 | 237489
60 | 1 |31 | 331 | 1906 7166 | 19858 | 43819 81457 | 132751 | 195491 | 266006
61 |1 | 31| 341 (1991 7599 | 21301 | 47527 | 89162 | 146520 | 217280 | 297499
(7 55 0 B W B o 8056 | 22856 [ §I§08 97539 | 161554 | 241279 | 332337
63 | 1|32 363 | 2178 | 8529 | 24473 | 99748 | 106522 | 177884 | 267507 | 370733
64 11 | 33| 374 | 2280 | 9027 | 26207 | 60289 | 116263 | 195666 | 296320 | 413112
65 | 1| 33| 385 | 2376 | 9542 | 28009 | 65117 | 126692 | 214944 | 327748 | 459718
66 | 1| 34 | 397 | 2484 | 10083 | 29941 | 7028T | 137977 | 235899 | 362198 | §11045
67 | ¥ | 34 | 408 | 2§86 | 10642 | 31943 | 75762 | 150042 | 258569 | 399705 | §67377
68 | I | 35 | 420 | 2700 | 11229 | 34085 | 81612 | 163069 | 283161 | 440725 | 629281
69 | 1135 | 432 | 2808 | 11837 | 36308 | 87816 { 176978 | 309729 | 485315 | 697097
Mm 2 &4

Euleri Tntroduct. in Anal, infin. parv.
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N U MERORTU M T pae
five addendo five {ubtrahendo : num vero omnes Poteftates:pro- C
deant , finguleque femel, fic exploro. Sit

P=&c. Fox 3+bx_z+m-‘+l+mx‘+cxz St
Mt et e &y 3 o

manifeftum vero eft, fi x' loco » fcribatur, tum prodire

Cols intd : :
—E —hk e diF e et g’ &
—] ) i
P S 0 . :
Hinc igitur reperitur P == &c.

+ax—¢+ﬂx~;+ﬂx_z+ w1 x o axtt ax? e gxtie
G+ 6n° + B Fe,
que expreflio cum affumta comparata dabit
a=1;C=a;y—a;d==a;e= §; £=—6; &é., &

4= 135:4, C—=4& , d:d, e:é, &c. .
Hinc itaque erit

Pe=1+x Fx?Fu’Fxtda’fn’® fx? 4 &
-1 -2 - - -5 -5 -

SR LR ST R U R DR X o
unde patet omnes ipfius x Poteftates, tam affirmativas quam ne-
gativas , hic occurrere, atque adeo omnes numeros ex terminis
progreflionis geometrice triple , vel addendo vel fubtrahendo ,
formari pofle ; & unumquemque numerum unico tantum modo.

Mm 2 4 CAPUT
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276 DE USU SERIERUM RECURRENTIUM

C A P-U T XN EL

De ufus Serierum recurventiwm in - yadicibus aqua-
tionum indagandz;r. \

332, INdicavit Vir Celeh. Daniel BERNOULLI infignem
ufum Serierum recurrentium in. inveftigandis radicibus
equationum cujufvis gradus , in Comment. Acad. Petropol. Tomo
LI, ubi oftendit , quemadmodum cujufque quationis algebrai-
cz, quotcunque fuerit dimenfionum-, valores radicum wveris
proximi ope Serierum recurrentium affignari queant. Que
inventio , cum fepenumero maximam afferar utilitatem , eam
hic diligentius explicare conftitui, ut intelligatur , quibus ca-
fibus adhiberi poffit, Interdum enim prater expe&ationem
evenit, ut nulla ®quationis radix ope hujus methodi cognofci
queat.  Quocirca, ut vis hujus methodi clarius perfpiciatur ,
ex proprietatibus Serierum recurrentium. totum fundamentum ,.
quo nititur, contemplemur. » :
333. Quoniam omnis Series recnrrens ex evolitione: cu-"
jofdam. fra&tionis rationalis oritur, fit ifta fradtio

o abbzk c2¥ L 4z}t e2? o &
I—az — G2* — 95—t — &

unde oriatur fequens Series recurrens:
A 4+ Bz + Ce* 4 Dz* + Ez* 4+ F&b 4 &c.,.

aujus coéfficientes A, B, C, D, &c., ita determinantut
ur. fit:

mesrsinsT
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A: &
B =—aA+ 4
C =— aB + 64+ ¢ :
D=—=2aC + 6B 4+ 94 4+ 4
E —=aD 4 6C + yB + &4 + ¢

Terminus autem generalis, feu coéfficiens Potefiatis 27 s

venitur ex refolutione fradtionis propofite in frattiones fim-
plices , quarum denominatores f{int Fa&ores denominatoris
1 — az — 625 —y2? — &, uti (Cap. XIIL ) et
oftenfum.

334. Forma autem termini generalis potiffimum pendet ab
indole Fa&orum. fimplicium denominatoris , utrum fint reales
an imaginarii , & utrum fint inter fe inzquales & eorum bini
plurefve xquales. Quos varios cafus ut ordine percurramus,
ponamus primum omnes denominatoris Fa&ores fimplices cum:
reales cffe tum inter fe inzquales. Sint ergo Factores fimplices
denominatoris omnes (1—pz) (1—¢z) (1—72) (1—2) &c.
ex quibus fra&tio propofita in fequentes fractiones fimplices re-

A B C .
folvatur == + + o, o &c... Qui-
bus cognitis erit Seriei recurrentis terminus generalis =

3 =gz I—7z

Cxe,
XVIL

e e

Z (AP +B +C/" + D" + &c. ), quem ftatuamus:

: n L s Gli :
= Pz"; fic fcilicet P coéfficiens Poteftatis 2z~ , fequentium-

que Q, R, &c., ita ut Series recurrens fiat

ALBAC DA e R P T g

&c.

335. Ponamus jam z effe numerum maximum, feu Seriem:

recurrentem ad plurimos terminos effe continuatam; quoniam

numerorum inzqualium Poteftates eo magis fiunt inzquales ,-
quo fuerint altiores 5 tanta erit diverfitas in Poteftatibus

Mm 3 Ap
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A, B4, Cr*, &c., ut ea, que oritur ex maximo nume-

rorum p, g , r , &c., reliquas magnirudine longe fuperet, pra
eaque reliqua penitus evanelcant, (i # fuerit numerus plane
infinite magaus. Cum igitur numeri g, g, 7, &c., fint inter
fe inequales, ponamus inter eos g efle maximum; ac propte-

rea, fi # fit numerus infinitus, fiet P == Ap"; fin autem » fit
numerus vehementer magnus erit tantum proxime P == Ap".

Simﬂi vero modo erit Q == A })"'H , ideoque %: 2. Un-

de patet, fi Series recurrens jam longe fuerit producta, coéfli-
cientem cujulque termini per preecedentem divifum proxime effe
exhibiturum valorem maxima litterz p.

336. Si igitur in fradtione propofita

a-bz - c2* - d2* F &

I —az— §z* — gy 2’ — Jz* — &e.

denominator habeat omnes Factores fimplices reales & inter
fe inequales, ex Serie recurrente inde orta cognofci poterit
unus Fadtor fimplex, is fcilicet 1 — p 2, in quo littera » om-
nium maximum habet valorem. Neque in hoc negotio coéf-
ficientes -numeratoris 2, &, ¢, 4. &c., in computum ingre-
diuntur, fed quicunque ii ftatuantur , tamen denique idem ve-
tus valor littere maxime p invenitur, Verus quidem valor
ipfius » tum demum innotefcit , quando Series in infinitum
fuerit continuata ; interim tamen fi jam plures ejus termini fue-
rint formati, eo propius valor ipfius p cognofcetur, quo ma-
jor fueric terminorum numerus, & quo magis littera ifta p ex-
cedat reliquas ¢, », 5, &c.: perinde vero eft utrum hec ma-
xima littera p fuerit figno 4- an figno — affecta, quoniam

ejus Poteftates eque increfcunt.
337. Quemadmodum nunc hzc inveftigatio ad inventio-
nem radicum @quationis cujufvis aigebraica accommodari pof-
fit,

3
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fit, faris eft perfpicoum. Ex Fa&oribus enim denominatoris
Iz — Czr— yz' — et — &c., cognits facile
affignantur radices @quationis hujus

1 —az— 02 — g2t —dzt— & =04

ita ut, fi Fa&or fuerit 1 — pz, hujus @quationis radix una

futura fit z==— . Cum igitur ex Serie recurrente reperia-

tur maximus nimerus 2 , indidem obtinebitur minima radix

equationis 1 — az— G2’ — yz' — & ==o. Vel, fi
ponatur z == — ut prodeat hzc xquatio
m /it m——2 Hp—

X —aXx —GCx — X 3 __ &c.==o0,

ejufdem methodi ope eruitur maxima hujus wquationis radix
X == p.
338. Si igitur proponatur xquatio hxc

/3 Ut Bt

(1) eV
X —aX —Cx

LT g e,

quz omnes radices habeat reales & inter fe inzquales , harum
radicum maxima fequenti modo reperietur, Formetur ex coef~
ficientibus hujus ®quationis fractio

o bz Fc2t Fdz’ 4 &

I—az— 62> —y3z —dz"—&o.

Hincque formetur Series recurrens , affumendo pro arbitrio’
numeratorem , feu, quod eodem redit , aflumendo pro libitu
terminos initiales ; qua fit :

ﬂ+Bk+Cf+Dﬁ-h”“”v“+PJ+QJ+’

dabitque fractio % valorem radicis maxima x pro xquatione:
propofita, €o propius, quo major fuerit numerus

EXEM-

CaAp
XVII
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ExeMmMPruowm I

Sit propofita iffe #guatio XX — 3 X — 1 == o, cHjus ma-
Kimam vadicem inveniri oporteat.

s b o

Formetur fra&io xw-;-_'_—_i”z—ﬁ > unde pofitis duobus pri-

mis terminis I, 2 , orietur ifta Series recurrens
I, 25 7223576 25157829, 27384, &G

2738

erit ergo proxime wqualis radici xquationis propofitz

829
maxime. Valor autem hujus fractionis in partibus decima-
libus expreflus eft
3, 3027744
zquationis vero radix maxima eft = L'f—;—/-li =

35 3027756, ¢
que inventam fuperat tantum una parte millionefima. ~Cete-

rum notandum eft fra&iones % alternatim vera radice effe
majores & minores:

ExemprpruwMm IL

s

Propofita fir iffa equatio 3 x — 4%° = e

x Y radices

g s . . . X
exhibent Sinus trium Arcuum, quornm triplorum Sinus eff = =

Aquatione perducta ad hanc formam o =1 — 6% X +
8x* , guaratur hujus, ut in numeris integris maneamus , ra=

. b e . I
dix- minima , ita ut non opus fit pro x ponere = Forme-

tur ergo hzc fractio
abox - cxox
I — 6x X -4 8x?

ex qua fumendis pro lubitu tribus terminis initialibus o, 05 1,
-~ qu1a

o SR
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quia_hoc modo cal‘culus‘facillime expeditur, orictur haxc Se- C i v
ries recurrens, omittendis poteftatibus ipfius x quia tantum X V1L
coéfficientibus opus eft,

T —
©5 051565365 208; 12003 6912; 39808 ; 229248.
Erit ergo proxime ®quationis radix minima — 39802 =
; : 22924
II
]%9[ ==0, 1736515, qua propterea effe deberet Sinus anguli
10°; hic autem ex tabulis eft o, 1736482 , quem fuperat radix

i 33 ¢

inventa parte — 22— .. ‘ £ st
parte —==—. Facilius autem hec eadem radix in-

L )} .

veniri poteft ponendo ¥ ===y, ut prodeat aquatio 1—

39K+’ =o0, ex qua fimili modo tra&ata oritur Series

0,0, 1,3,9,26, 75, 216, 622, 1791, 5157 &c. 5

etit ergo proxime zquationis radix minima 5 = ;;7? T
. 7

199015 Il ! 4 .

Pt L ) unde fit x — - 7==10, 1736479, qui

valor decies propius accedit quam preecedens.
ExemPprLumM IIL

§i defideretur ejufdem aquationis prepofite o ==1— 6% % =

8%}, radix maxima.
3

Ponatur x = —g— » eritque y* XK —3y4f1=0. Cujus
#quationis radix maxima reperietur per Seriem recurrentem
cujus fcala relationis’ eft 0, 3, — 1, unde ergo oritur , fumtis
tribus terminis initialibus pro arbitrio,

I,1,1,2,255,4,1357,35,8,98, —11, &,

in qua Serie cum ad terminos negativos perveniatur, id indi=
Cio eft maximam radicem efle negativam, eft enim x=—=—

Euleti Indroduct. in Andl. infin. parv, Nn finm




Liz. Iﬁ%’ 70° == ——=0,9396926.
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Quare hujus |

atio in terminis
initialibus eft habenda, hoc modo

1—24-4—7414—25+49—89+172—316 +-605 — &¢.,

. — =560
ex qua erit y = -—g%;& x=.-—-6-—3;::——o,,957, quz &

veritate vehementer abludit.. : :

339. Ratio hujus diffenfus potifimum eft, quod zquati
nis propofite radices fint fin. 10°, fis. 50°, & — [in.70%, qua-
rum binz maximz tam parum a fe invicem difcrepant, ut in
Poteftatibus , ad quas Seriem continuavimus, fecunda radi.x
fin. 50° adhuc- notabilem teneat rationem ad radicem maxi-
mam , ideoque prz ea non evancfcant. Hincque etiam faltus
pendet , quod alternatim valores inventi fiant nimis magni &
nimis parvi: Sic , fumendo.

R BT6 pot S ST ISR TR s

e 172’ﬁtx———-x_7§,_“8—6~
Nam:, quoniam Poteftates radicis maximz alternatim flunt af

a, 918.

firmative & negativae , alternatim quoque Poteftates fecundx

radicis adduntur & tolluntur : quamobrem , quo: hzc difcre--

pantia fiat infenfibilis , Series vehementer ulterius debet con--

tinuari.

340.. Aliud vero remedium huic incommodo afferri po-

teft, tranfmutando aquationem ope idonex fubftitutionis in:

aliam formam , cujus radices fibi non amplius fint tam vicinz..
Sic, fi in zquatione o == 1 — 6x -+ 8x* cujus radices funt —
fin. 705 + fin. 50°, 4 fin. 10°, ponatur x =— y— I\, @qua-

tionis o == 8y° — 24y 4 18y — 1 radices erunt 1 — fiz70°%

14 fin 50" 1 4 fin. 10°; ideoque ejus radix minima erit 1—

fin. 70° 5 cum tamen hac fiz.70° eflet radix maxima xquationis
preecedentis ; atque 1 -+ fiz.50° nunc eft radix maxima, cum
Atque hoc modo quevis radix per -
{ubftirutionem in maximam minimamve radicem novae qua--
tionis tranfmutari, ideoque per methodum hic traditam inveniri:

poterit:.

fin.50° ante effet media.
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poterit.  Quia praterea in hoc exemplo fadix 1 — fiz. 70> Cae.

multo minor eft, quam bine relique, etiam facile per Seriem
recurrentem proxime cognofcetur, v : :

Exemprprum IV.

Invenire radicem minimam aguationis o == 8y* — 24yy +

18y — I , gque 4b wwitate fubtracia relinguet Sinum anguli 70°.
1 L

Ponatur y == — 3, ut fit 0= 2’ — 622+ 9z — 1, cujus

radix minima invenietur per Seriem recurrentem, cujus fcala
relationis eft-9, — 6, 1, pro radice autem maxima inve-
nienda {cala relationis fumi deberet 6, —9, 4+ 1. Pro mi
nima ergo formetur hzc Series —

I,1,1,4531,256, 2122, 175935 145861; &c.,

I;Ls?s: == o0, 12061483 & y =
0, 06030741, atque fin. 70° == 1 — y==0, 93969258, qua
a veritate ne in ultima quidem figura difcrepat.  Ex hoc ergo
exemplo intelligitur quantam utilitatem idonea transformatio
zquationis ope fubftitutionis ad inventionem radicum afferat,
& quod hoc pa¢to methodus tradita non folum ad maximas
minimafve radices adftringatur, fed etiam omnes radices exhi-
bere queat.

341. Cognita ergo jam quacunque quationis propofit2
radice proxime, ita ut, verbi gratia, numerus # quam mini-
me 2 quapiam radice differat, ponatur x — £—y feu ¥ —
¥+ #, hocque modo prodibit xquatio, cujus radix minima-
erit == x — £, qua igitur fi per Series recurrentes indage-
wr, quod facillime fier, quia hec radix multo minor erit»
quam cetere, {i ca ad # addatur habebitur radix vera ipfius
%, pro aquatione propofita. Hoc vero artificium tam late
patet , ut etiamf{i xquatio contineat radices imaginarias, ulum
fuum retineat. :

342. Imprimis autem fine hoc artificio radix cognofci ne-

Nn 2 quit 5

erit ergo proxime z =—

XVIL
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quit , cui datur alia 2qualis fed figno contrario affecta. Scili-

cet, fi zquatio cujus maxima radix p, eadem radicem habeat

—p » tum, etiamfi Series recurrens in infinitum continuetur ,
tamen radix hac p nunquam obtinebitur. Sit, ut hoc exemplo
illuftremus, propofirazquatio ¥* —x* — sx 4 5 =0, cujus
maxima radix eft /5, preter quam vero ineft quoque — 4/5.
Si igitur modo ante praferipto, pro. radice maxima invenien-
da, utamur, atque Seriem recurrentem formemus ex fcala re-
lationis 1, 4 5, —— 5, que erit

¥,2,3,8,13,38, 63, 188, 313, 938, 1563, &cC.,

ubi ad’ nullam rationem conftantem pervenitur. Termini vero.

alterni rationem zquabilem induunt, quorum fi quifque. per
pracedentem dividatur, reperietur quadratum maximz radicis ,
fic enim eft proxime § =— 1593 938 . 313 i

Pk W slat AR 61 ) CAOtiEs ofg0
termini tantum alterni fefe ad rationem conftantem componunt,
toties quadratum radicis quafitz proxime obtinetur. Ipfa au-
tem radix x ==/ 5 invenitur ponendo x ==y + 2 unde fir
I — 3y — 599 — )’ ==0, cujus radix minima cognofcetur ex.

erie
1,1, 1,9; 33, 145, 609, 2585, 10945 5 &€y &

2 ; s 2
Erit enim_proxime — IT)E%Z ==0,2361,4at 2,2361 cft pro--
xime = ¢/ 5, quz eft radix maxima @quationis.

343. Quanquam numerator fra&tionis , ex qua Series recur-
rens formatur, a noftro arbitrio pendet , tamen idonea ejus
conftitutio plurimum confert, ut valor radicis cito: vero pro-
xime exhll?eatur. Cum._ enim affumtis,.ut fupra, Factoribus de--
nominatoris ( 334.), fit terminus generalis. Seriei recurrentis ==

H 7 7. 71 < ane & .
z (Ap +Bg'+ Cr'+ &c. ), ifti coéfficientes A, B, C,
&c., per numeratorem fractionis determinantur ; unde fieri po-
teft, ut A five magnum five parvum valorem obtineat: priori

ca(u.,v rad_lx- maxima p. cito reperitur , pofteriore vero tarde.
Quin etiam numerator ita accipi poteft ur A prorfus evanefcat,

o
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quo cafi1, etiamfi Series in infinitum continuetur’, tamen nun-

quam radicem maximam p prebebit. Hoc autem evenit fi nu-
merator ita accipiatur, ut ipfe eundem habeat Faétorem 1—
%, fic enim ex computo penitus tolletur. - Sic, fi proponatur
zquatio ¥° — 6xx 4 Tox — 3 == o0 CUjus maxima radix eft
== 3, indeque formetur fractio :

3 e 302 ¥
1— 6z + 103" — 32°

ut Seriei recurrentis fit fcala relationis 6 , ~— 10, + 3

143, 8, 21,55, 144, 377, &c,

cujus termini prorfus non convergunt ad rationem, 1: 3. Ea-
dem enim Series oritur ex fradtione —————
1— 3z 422

maximam radicem w®quationis x* — 3x -4 1= o exhibet. .
344. Quin etiam numerator ita affumi poteft, ut per Se-
fiem recurrentem quavis radix @quationis reperiatur, quod fiet
fi numerator fuerit productum’ ex omnibus Factoribus denomi-
natotis prater eum, cui refpondet radix quam velimus.  Sic,.
fi in priori exemplo fumatur numerator 1 — 32 4- 32, fracio
I—32+22 : g
I —— 62 - 103" 32 : :
9,27, 81,243, &c., qua; cum fit geometrica, ftatim 'monftrat
radicem %= 3. Fraftio enim illa aqualis eft huic fimplici
a5
I — 32
tu afflumere licet , ita accipiantur , ut progreffionem geometri-
cam conftituant ; cujus Exponens zquetur uni radici aquationis,-
tum totam Seriem recurrentem fore geometricam , ideoque eam

2 ac propterea-

., dabit hanc Seriem recutrentem 1, 3,

ipfam radicem effe exhibituram, etiamfi neque fit maxima ne--

que minima. ;
345. Ne igitur, dum quarimus radicem vel maximam vel
minimam , prater expeétationem nobis alia radix per Seriem

recurrentem exhibeaturs ejufmodi- numerator debet eligi, qui’
N.n 3 cum:

.- Hinc apparet, {i termini initiales , quos pro: lubi--

CA e

XVIL
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vehementer magnus , duo cafus funt diftinguendi, alter quo 2 Cae.
eft numerus major reliquis 4, 7, &c., alter quo p non prabet X VIL
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L1z I cum denominatore nullum Factorem habeat communem’, quod

fiet fi pro numeratore unitas accipiatur , unde terminus primus:

Seriei erit ==1, ex quo folo fecundum fcalam relationis fe-
quentes omnes definiantur.  Hocque modo femper certe radix
xquationis vel maxima vel minima, prout fuerit propofitum
eruetur. Sic, propofita zquatione y® > — 39+ 1 =0, cuju;
radix maxima defideratur, ex {cala relationis o, 43, — 1
incipiendo ab unitate fequens oritur Series recurrens

IL—o+3 — I+9— 6428 — 27+ 90— 109+ 297
— 5177 1000 — 1848 of 3577 —— 6544 - &c.,

qua manifefto ad rationem conffantem convergit, oftenditque

Rt e L

radicem maximam efle negativam, atque proxime e _—?ﬁ'
§17

== — 1, 860676, quz cfle debebat =— — 1, 8679385 2.

Ratio autem fupra eft allata, cur tam lente ad vernm valorem

appropinquetur, propterea quod altera radix non multo fit minot

maxima , fimulque {it affirmativa.

346. His probe perpenfis, quz cum in genere tum ad exem.
pla allata monuimus, fumma utilitas hujus methodi ad invefti-
gandas @quationum radices luculenter perfpicietur ; artificia ve-
ro, - quibus operatio contrahi, eoque promtior reddi queat,
fatis quoque funt indicata ;5 ita ut nihil infuper addendum effer,
nifi cafus, quibus equatio vel radices habet ®quales vel ima-
ginarias , evolvendi fupereflent. Ponamus ergo denominato-
rem fractionis

o bz c2® 4 d2d o &

— 2
1 az—— 62" — ¢ 2} — J2* — &

habere Factorem (1—pz)*, reliquis Factoribus exiftentibus
I—4z, t—rz, &c. Serici ergo recurrentis hinc nate

terminus generalis erit = 2" ((z+1) A" + B PG+

&c. ), qua cujufmodi valorem it adeptura , fis fuerit numerus
* vehemen-

radicem maximam. Cafu priori, quop fimul eft radix maxima,
ob coéfficientem (74 1) reliqui “termini B s Cg“ &c. ,
non tam cito pre co evanefcent, quam ante: fin autem ¢ fue-
fit 5> 2, tum quoque tarde terminus (#+4- 1) Ap” pre Bg”
evanefcet , ideoque inveftigatio radicis maxime admodum eva-
det molefta. : :
ExemrPium L

Sir propofita aquatio X — 3 XX =4 4.== 0, cujus maxima ra-
dix 2 bis occurrit..

Quaratur ergo maxima radix hze modo ante expofito per
evolutionem. fractionis

&
I— 3z X4 42°
qua dabit hanc Seriem recurrentem
Y5 3595 235 57> 1355 3135 7115 1593, &c.,

ubi quidem quivis terminus per prarcedentem divifus dat quo-
tum binario majorem. Cujus ratio ex termino generali facil-

8 o . . . . e i/ /3 ..
lime patet, rejectis enim in eo terminis Bp~, Cg= &c. , erit

terminus poteftati " refpondens = (#4-1) A 7 +B 2 fe-
12

qlic.ns = (ﬂ+2)A}"+ "+ BT, qui per illum divifus-dat:

%_Ig 2> 2, nifi # jam in-infinitum excreverit.

EXEM:-
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ExeEmrruwm IL
Sit jam propofita aquatio X’ — XX — $X~—3 == o0, cujus
maxima radix == 3, religne due equales = — 1, & que-
ratur maxima radix ope Seriei. recutrentis , cujus fcala relatio-

 miselt 1, 4+ 5,4 3; unde oritur

Xyl Guldn: 47T 28 a2t 8 2 8c.o

que ideo fatis cito valorem 3 exhibet, quod Poreftates mino-
ris radicis — 1, etiamfi multiplicentur per #4-1, tamen mox
pre Poteftatibus ipfius 3 evanefcant. -

ExeMpivwMm IIL
Sin autem proponetetur @quatio x° 4 x¥ — 8x — 12=—0,

cujus radices funt 3, — 2, — 2, multo tardius maxima
fefe prodet. Orietur enim haxc Series

Iy —=1,9,— &, 65, 3, 457 " 2472345 4055, e 15

que adhuc longifime continuari deberet , antequam pateret ,
tadicem inde oriundam efle =—3.

347. Simili modo fi tres Factores effent zquales, ita ut de-
-nominatotis Faltor unus effet (1—pz)’, reliqui 1 — gz,
1 — rz, &c., Seriei recurrentis terminus generalis erit =—

zn((n—{-ll‘)(n-z-l-z) Apn—}- (#t1) BP”+ Cpn__}_ Dq” % Cr”&c.)
Si ergo p fuerit maxima radix , atque » fuerit numerus tantus,
ut Poteftates 4° , #” &c. pte p” evancfeant, tum ex Serie
recurrente orietur radix ==

;:(”+2)<iﬂ+§_2'A+(ﬂ+2)B+Cp
(241X n+2)A+@+1 )BFC?
que, nifi fit » numerus maximus & quafl infinitus, verum ip-

fius
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fius  valorem indicabit. Erit autem ifte radicis valor ==p+4 Ca e
' (XVIL

(74 z)H‘A—}—B 5
t(#+1)(#+2)A+(n+1)B+C

Quod fi autem p non fuerit radix maxima, tum inventio ma-
xime multo magis adhuc impedietur ; unde fequitur xquatio-
nes, qua contineant radices aquales, hac methodo per Series
recurrentes multo difficilius refolvi , quam fi omnes radices ef-
fent inter fe inzquales.

348. Videamus nunc quomodo Series recurrens in infinitum
continuata debeat effe comparata, quando denominator frac-
tionis habet Faores imaginarios. Sint igitur frationis

at bz=c2* 4 da® 4 &

I—az— 023" — ¢2’ — J2t — &,

Fatores denominatoris reales 1 — gz, 1—r2, &c., infu-
perque Fator trinomialis 1 — 2p2. ¢of. @ 4 pp2 2 continens
duos Factores fimplices imaginarios, Quod fi ergo Series re-
currens ex illa fraétione orta fierit

A+Bz4-Cz*+Dz? 4.....,.,..... +Pzn+Q§n+I s
erit, per ea que fupra expofnimus , coéfficiens P =

Afﬁn' (n'jr;:é@-*-g' g }?” +Cq”+ Dr" 4 &c.. Si igitur

numerus » minor fuerit , quam unus ceterorum ¢, 7, &c. ,
ita ut maxima radix aquationis

2 m——1

AT, ——
= s " 3

-——Gxnl_z-——yx ~— &c.=o0,
fic realis, tum ea per Series recurrentes eque reperietur , ac fi
nulle radices ineflent imaginariz. ‘ :

349. Inventio érgo maxime radicis realis per radices imagi- .
narias non perturbabitur, fi he ita fuerint comparatz, ut bi-
narum , qua Factorem realem componunt 5 productum non fit

Euleri Introduct. in Anal, infin. parv, Oo magis
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majus quadrato radicis maxima. Sin autem binz ejufmodi
infint radices imaginariz , ut earum produ@tum adequet vel
adeo fuperet quadratum maxime radicis realis , tum inveftiga-
tio ante expofita nihil declarabit, propterca quod Poteftas
2", pree fimili Poteftate radicis maximz nunquam evanefcic ,
etiamfi Series in infinitum continuetur.  Cujus exempla illuftra-
tionis caufa hic adjicere vifum eft. i

Exemprruwm L

Sit propofita aquatio x> — 3%~ §=="0, tujus radices ma-
Rimam invefligari oporteat.

Refolvitut hzc «quatio in duos Factores (¥ —2) (xx 4
2x-+2); unde unam habet radicem realem 2 & duas reliquas
imaginarias , quarum productum eft 2 ; minos quam quadratum
radicis realis. Quamob rem ea per modum haétenus traditum
cognofci poterit. Formetur ergo Series recurrens ex fcala re-
lationis 0, 4+ 2, + 4, quz erit :

Y50, 25454, 16, 245 A%, 112, 102 5 416, 832, &,
unde fatis luculenter radix realis 2 cognofci poteft.
Exewmrrvaidd
Propofira fir aguatio x* — gxx+ 8% — 8 ==0 , cujus radix
wna realis eff 2, binarsm imaginividrum produllum vere =— 4,
ddeoque aquale guadrato radicis yealss 2. :
Quaramus ergo radicem per Seriem recurrentem quod quo

facilius fieri queat, ponamus ¥ = 2y, ut habeatur j* —
29y + 29 == 1 =0, unde formetur Scries recurtens

£,2,2,0,0:,0,1,2,3,%,0,0,%, 3, 2, 1, &,

in qua cum iidem termini perpetuo tevertantur , nihil inde

alind

eansion
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aliud colligi poteft , nifi radicem maximam vel non effer rea-

Cae

lem , vel dari imaginarias , quarum produétum quale fic aut fu- XVIL

peret quadratum radicis®realis,
Ec Bovepin uaM- L EL
Sit jam propofita aquatio X* — 3Xx 44X — 2 ==0, (ujits

radix realis ¢ff 1, imaginariarum vero produciam = 2.
Formetur ergo ex fcala relationis 3, — 4, + 2, Seties

13,5 5 I:_7a Pl 15; —‘15:—3+i3 335 655 651 1, &C';

in qua cum termini modo fiant affirmativi , modo negativi ,
radix realis 1 inde nullo modo cognofci poterit.  Hujufmodi

. vero revolutiones femper oftendunt radicem , quam Series pra-

bere debebat, effe imaginariam ; hic enim radices imaginatie

poteftate funt majores quam realis 1. : '
350. Sit igitur in frattione generali produétum binarum ra-

dicum  imaginariartum 2 majus quam ullius radicis realis qua~

. . 1
dratum , ita ut pre p” relique poteftates g 5 &c. 5 eva
nefcant fi # fit numerus infinitus,  Hoc ergo cafu fiet P =

A fin.(n 1) Q4B i@ » & A fn(nd2)o+B.fin.(n D)o nfer
e 2 ’+Q)‘ P ?

. Q  Afmnt2)P4B fn(n4t1)Q

ideoque T Afmut1)d4Bfmnd 7 Quz ex-

expreflio nunquam valorem conftantem induet, etiamfi » fic

numerus infinitus. Sinus enim Angulorum perpetuo maxime

manent mutabiles , ita ut mox fint affirmativi mox negativi.

351. Interim tamen {i fradtiones fequentes R 5 fimili

modo fumantur , indeque littere A & B eliminentur, fimul nu-
merus # ex calculo egredictur ; reperietur enim Ppp+ R—

2Qp. cof.®, unde fit ¢of ¢ = %’\; fimiliter vero erit
] 2 cofe =

o
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_ 9pr+s

$h = oy

ratione ﬁ; ; = :SS—IQ\-:—_:«fg > ‘a»tql?e cof? CP =

TTT — PR (K —05) Quam ob rem fi Series recurrens

, ex quorum duorum valorum compa~

jam eo ufque fuerit continuata , ut pre p” reliquarum radicum
Poteftates evanefcant, tum hoc modo Fa&or trinomialis 1 ~—
2pz.00 4 pprz poterit inveniri.

352. Quoniam ifte calculus non fatis exerciratis moleftiam

creare poflet, eum totum hic apponam. Ex valore ipfius -%— in-

vento oritur AP.p.fin.(n+42) &+ BPp.fin.(n+1)0=
AQ finn(n+ 1) ¢+ BQ. fie. 9, unde fit

_ Qfmnp—Pp fir(n41P e i
S ACEN T Pari ratione erit =

Rfin. (n+1) d— Qp.fin(n+2)
Qpfn.(n+3)P—R Jum(n42)°
valoribus fiet

o ==Q0p.fin. nd. fin.(n+3 )P~ Q R. fin. 5} fin.( #+2)0—
P Qpp fir(n-1) . (143 )0—QQp.fin. (n+- 10 fn. (1)
QR. fin.(n+1)Q. fin. (n+1)P + PQpp.fin.(n+1)Q fin.(n+2)P.

Cum autem fit fin.a find — % ca/.‘(a—é)-———;—, cof. (a+6)
fiet o= % QRp. (eof 3P~ cof D) + % QR.(1—cof 20)+

% PQpp. (1 — cofi29) quz per —i— Q  divifa dat

(Pi/’]’- +R)(1— cof20) = Qp. (cof.D—cof3¢). Areflt
00/ P == co2P.cof.D + fim. 20 fin. P & cof 3D == cof-20.60/-D—
fin.20 fin.0 unde cofid — Bof 3P == 2fin.2Q.fin. = 4 find*X
of. P & 1 —cof.Q =12 fin.d*, ex quo erit Ppp + R=

2 Qpcof 0, Ko O == Qﬁ—-‘"i{ atque ¢gf P %%‘—S unde:

B

@quatis his duobus

Qp’

{uperiotes

b
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fuperiores valores prodeunt, {cilicet p ==y RR—0Q5 & vofip— X VIL

s QQ—PR,

2/ (Q*— PR) (RR— Q8)’

353. Si denominator fraftionis, ex qua Series recurrens
formatur , plures habeat Facores trinomiales inter fe ®quales,
tum, fpectata forma termini generalis fupra data, patebit inven-
tionem radicum multo magis fieri incertam. Interim tamen fi
una quacunque radix realis jam proxime fuerit detecta, tum
a@quationis transformatione femper valor ejufdem radicis multo
propior eruetur. Ponatur enim x =qualis valori illi jam' de-
teGto =y, atque nova aquationis quazratur minima radix pro

¥, que addita ad illum valorem prabebit verum ipfius x va-
lorem.

EXEMPLU M

Sit propofita ifta equatio X*— 3XX 4= X — 4 ==0 , CHjus unam
vadicem fere effe == 1 inde conflat , quod, pefito X == 1., prodit
X' — 3xx - sX— 4 =——1.

Ponatur ergo x== 1y, fieqque 1 —29—j°==0, unde
pro radice minima invenienda formetur Series recurrens, cujus
fcala relationis 2., 0, 4 1, qua erit

Ty2, 4, 95 20, 445 975 2145 4725 TO41, 2296 5, &C.\

unde radix minima ipfius y erit proxime ;—Zg—éz 05453397 »
ita ut fit x = 1, 453397, qui valor tam prope Vix alia me-
thodo xque facile obtineri poterit.

354. Quod i autem Series quacunque recurrens tandem
tam prope ad progreflionem geometricam _convergat , tm cxX
ipfa lege progreffionis ftatim facile cogrofei poterit, cujufnam
xquationis radix fic futura quotus qui ex divifione unis ter-
mini per precedentem oritur.  Sint : :

P, Q,

Qo .3
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1681.45 16813 §o43. . . Cae.
2408.60  2408.4 9632 0,52356° X VIL
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{ PO RS T &

erit ergo proxime z =

termini_ Seriei recurrentis a principio jam longifime remoti ,
ita uc cum progreflione geometrica confundantur ; ficque T'=
«84+E6R+ yQ + JP, feu feala relationis «, 4-¢, 4y

Ponatur valor fractionis _% —— -i;\; —xx; -—f}—::x’ &

— ==#%, qui in fupetiori @quatione fubfticuti dabunt »

xt = ax® +CaF gyux 4 4

unde patet quotum —PQ_ tandem prabere radicem unam aqua-
tionis inventz. Hoc vero & pracedens methodus indicat ,
preterea vero docet fractionem % dare maximam quatio-

nis radicem.

355. Poteft quoque hzc methodus inveftigandarum radi-
cum fzpenumero utiliter adhiberi, fi equatio fit infinita. Ad

quod oftendendum propofita fic aquatio % =z — —2’6—’- +

5 7

2 2% . . s v 1d

o =+ &c., cujus radix minima =z exhibet Arcum
2 e i E T

30 ,{eu Semiperipheriz Circuli fextantem, Perducatur ergo

zquatio ad hanc formam

3 L] 7
2 2 2
1—254 = 2 SR
3 60+2i20 &c.‘ o.

I:Img ergo formetur Series recurrens, cujus fcala relationis eft
infinita , {cilicet

I - 1
2y O, Y 3 :°5+ 55;03—2_526,0&(:-,\
eritque Series recurrens
23 44 1681 2408
T2 o e B SR
b :473 ] 3 2 60 3 45. o &C'i

3 erit

4

S E

At ex proportione Peripheriz ad Diametrum cognita debebat

3
: ‘ 100000
a vero difcrepet.  Hoc autem in hac =quatione commode ufu

venit, quod ejus omnes radices fint reales, atque a minima
reliquee fatis notabiliter difcrepent. Que conditio cum rarif
fime in aquationibus infinitis locum habeat, huic methodoad
eas refolvendas parum ufus relinquitur,

efle z==0, 523598, ita ut radix inventa tantum parte

Cia AP BN LT
De fractionibus continuis.

356. Uoniam in przcedentibus Capitibus plura, cum de

Seriebus infinitis , tum de produétis ex infinitis
Factoribus “conflatis differui , non incongrunm fore vifum eft,
fi etiam nonnulla de tertio quodam expreflionum infinitarum
genere addidero, quod continuis fractionibus vel divifionibus
continetur. Quanquam enim hoc genus parum adhuc eft ex-
cultum, tamen non dubitamus , quin ex eo ampliffimus ufus in
analyfin infinitorum aliquando fit redundaturus,  Exhibui enim
jam aliquoties ejufmodi fpecimina , quibus hzc expeétatio non
parum probabilis redditur. Imprimis vere ad ipfam Arithme-
ticam & Algebram communem non contemnenda fubfidia affert
ifta fpeculatio, qua hoc Capite breviter indicare atque exponere
conftitui.

357. Fra&tionem autem continuam voco ejufmodi fractio-
nem, cujus denominator conftat ex numero integro cum fra-
&ione , cujus denominator denuo eft aggregatum ex integro
& fra&tione , qua porro {imili modo fit comparata, five ifta
affectio in infinitum progrediatur five alicubi fiftatur. Hujuf-
modi ergo fractio continua erit fequens expreffio

&




o SHAT L
‘+é+l‘i__r vel #1 5+§—_Z__J‘
ctaxr-—1 2= vph
‘t ffac e

in quarum forma priori omnes fraGionum numeratores fint uni-

. tates,, quam potiffimum hic contemplabor , inaltera vero fot-

ma funt numeratores numeri quicunque.

358. Expofita ergo fra®ionum harum continuarum forma,
primum videndum eft, quemadmodum earum fignificatio con-
fueto more exprefla inveniri queat. Que ut facilivs inveniri
poflit, progrediamur per gradus, abrumpendo illas fractiones

primo in prima , tum in. fecunda, poft in tertia & ita porro fra-
&ione; quo factto patebit fore

a ==t
S __ab 1.
2 a T
AL, __abectatc
I Teaaa
s —abcd 4 abF ad +cd 4 1
‘+6+f~%“‘ g e
¢+ZI___[ =abcde+abe+adf+cde+nlzc+a+a+e
=y

bede 4~ betde +be41

&c.

359. Etfi in his fra@ionibus ordinariis non facile lex, fecun-
dum quam numerator ac denominator ex litteris «, 4, ¢, 4,
&c., componantur, perfpicitur , tamen attendenti ftatim pas
tebit, quemadmodum qualiber fractio ex precedentibus fore
mari queat.  Quilibet enim numerator eft aggregatum ex nu-
meratore ultimo per novam litteram multiplicato, & ex nu-

meratore

S A NN
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meratore penultimo fimplici : eademque lex in denominatori- Ca'e.
bus obfervatur. Scriptis ergo ordine litteris #, 6, ¢, 4, &c., XVILL

ex iis fra&iones inventz facile formabuntur hoc modo

Ao b ¢ d. e ,
B v ab 1 abcdade abedtabtadtcd+t 1
DL T T B bed=-b+4d

ubi quilibet numerator invenitur , fi praecedentium ultimus per
indicem fupra fcriptum multiplicetur atque ad productum ante<
penultimus addatur ; qua eadem lex pro denominatoribus va--
let. Quo autem hac lege ab ipfo initio uti liceat, prefixi

0 I . . . 3 .
fraCtionem — qu , etiamfi ¢ fractione continua non oriatur ,

tamen progreffionis legem clariorem efficit. Quelibet autem

frattio exhibet valorem fra&tionis continuz ufque ad eam litte-

ram , qua antecedenti imminet, inclufive continuata. '
360. Simili modo altera fra&ionum continuarum forma

L B
T ax

Al
€ &
‘+ i,

iF

dabit , prout aliis aliifque locis abrumpitur, fequentes valores

a i 4

= A )
’z+"b" ar b ~

P __abc = Gavs ac
“Hiopatege Bt

2 ¢ __abcd + Gad + acd F yab A4 ay
S rroy = bedt Cd + o5

a+ﬂ,
&Cy

Euleri Introduct. in Aval. infin. parv. Pp quarum
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quarum fraGtionum quaque ex binis pracedentibus fequentem

in modum invenietur

i d e :

b
o
’T’ bﬂd—l—Cd—I—-yb

G 3

&‘0‘1—: A

R T B
¥ J

361. Fradtionibus fcilicet formandis fupra infcribantur indi-

“ces 4, b, ¢; 4, &c., infra autem fubfcribantur indices «, €,

. . . . I
vy ds &c. .o Prima fradtio iterum conftituatur Syiey fecunda

£, tum fequentium quavis formabitur fi antecedentium ul-
X

time numerator per indicem fupra feriptum , penultimz vero
numerator per- indicem infra fcriptum multiplicetur & ambo
produta addantur , aggregatum erit numerator fractionis fe-
quentis : fimili modo ejus denominator erit aggregatum ex ul-
timo denominatore per indicem fupra fcriptum, & ex penultimo
denominatore per indicem infra {criptum multiplicatis.  Qua-
libet vero fra&tio hoc modo inventa prabebit valorem fractio-
nis continuz ad eum ufque denominatorem , qui fractioni an-
tecedenti eft infcriptud, continuatz inclufive.

362. Quod fi ergo hz fra&tiones eoufque continuentur
quoad fraétio continua indices fuppeditet , tum ultima fractio
verum dabit valorem fractionis continuz. Pracedentes fractio-
nes vero continuo propius ad hunc valorem accedent, ideo-
que perquam idoneam appropinquationem fuggerent. -Ponamus
enim verum valorem fractionis continua

Ll Sizefle =2
“+'b+f+'}’ :
4+ ¢+ &c.,

. - . ° I .
atque manifeftum cft fractionem primam — efle majorem
quam

. ab 4o . abc 4 Ca - ac aécd+€ad+¢cd+yab+¢y

e T
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o a . . ; . a G p.
quam x; fecunda vero - minor erit quam x; tertia «+ b_X’V% =

iterum vero valore erit major; quarta denuo minor, atque
ita porro hz fractiones alternatim erunt majores & minores
quam . Porro autem perfpicuum eft quamlibet fraftionem
propius accedere ad verum valorem x quam ulla praceden-
tium; unde hoc patto citiffime & commodiffime valor ipfius
proxime obtinetur ; etiamfi fractio continua in infinitum pro-
grediatur , dummodo numeratores «, €, ¥, 4, &c., non nimis
crefcant; fin autem omnes ifti numetatores fuerint unitates .,
tum appropinquatio nulli incommodo eft obnoxia. = = =
363. Quo ratio hujus appropinquationis ad verum fractio=
nis continuz valorem melius percipiatur, confideremus fractio-

num inventarum differentias. Ac, prima quidem ‘—é- pratet=
miffa , differentia inter fecundam ac tertiam eft = %—; quar-

ta a tertia fubtracta relinquit ; quarta a quinta fub«

custCocling
b(bc+G)
4Gy :
(bo+6€)(bed+Cd+y)’
primetur valor fractionis continuz per Seriem terminorum con-
fuetam hoc modo, ut fit

&ec.. Hinc ex-

trafta relinquit

a6 a.C'y ‘——&C.

x=a4 2 —
o b B(bete) T o Cbd+Cddah)

qua Series toties abrumpitur quoties frattio continua non in
infinitum progreditur. '

364. Modum ergo invenimus frationem continuam quam-
cunque in Seriem terminorum ., quortm figna alternantur ,
convertendi , fi quidem prima littera « evanefcat. ~ Si enim
fuerit :

L}

Pp2 x

Il
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£ = 5—
+ —_4‘_ 3
d+ ——— e e Ll
f + &ec. ,
erit per ea, que modo invenimus,
Yoty I TR 1 alby
ey

BTN J(bC+G)(bcd+Gd+yb)

O i et e st

Unde, fi «, €, y» &, &e. fuerint numeri non crefcentes, uti
omnes unitates, denominatores vero 2,6, ¢, 4, &c. numeti
mtegn quicunque affirmativi , valor f'raé’cxoms continuz expri-
metur per Seriem terminorum maxime convergentem.

365. Hisprobe confideratis, poterit' viciffim Series quazcun-
que terminorum alternantium in fraGtionem continuam conver~
ti, feu fraio continua inveniri cujus valor zqualis fit fumma
Seriei propof ite, Sit enim propof ita hzc Series

x:A—B+C’—-D+E-—F+&C.,

erit, fingulis terminis cum Setie ex fraétione continua orta
comparandis

a— % ; A : hincque a= A4,
e B ; wapBle
4 = ke unde fit G___A:B
_9_;_ vt . _Cd(betE)
B g : iR T e
2= : o“(éc+ €) & — De(bed+Cd+ob)
€ KidetCdetybetdbettd” = (w6 (C—D),
&c.'s

Bhe Ab

At, cuim fite= —r eritbe 6= AA—-:B 5 unde

Al

CONTINUIS.
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ACcd R B
?":(A—-B)(B o Porto fit bed 4+ 6d + yb == S VIIL
] Abcd AChcd ____ABbcd e
(GetQdtyb= 7= & @E—B—0 ~ G—BE—0 2
. Bod-cd bk Dde _
unde erit bt ry‘ = B——'C& J=— ZB_—_—C)—(E.?D) 3

CEef

fimili modo reperietur e ==

(C—"D;) (D —=1F)

& ita porro,

366. Quo ifta lex clarius appareat, ponamus cfle

b

bet €

bed +GCd—+ yb
6cde+ Cde+ ybhe 4 dbe + 6
b
b

YNLEP

ﬂ I Il I

erit ex lege harum expreffionum

Pe + €
Qd + yP
Re + Q.
SE+ ok
Tg+£8
&ec. .
Cum igitur his adhibendis litteris fit

Q,
R
§
T
v

R RS

e ¢G+ aC‘y__uC.yJ‘_l_wC‘yo"e

P PO T OR RS ST
367. Quoniam ergo ponimus efle

— &C.s

w=A—B+4+C—D+ E—F + &,

erit
A‘,’z ——%—5 == .AB
Pp 3

5
Al
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B e B Y
R T s g
Gty P o B CR
B R AR
Do g @ g DS
e DU A R o
EovtieRe e KT
D00 M s 7 DR
&c &c.
Porro vero differentiis fumendis habebitur
PQ Q Q
B pr =blle pi)iiiand . Bl
e PR, R
C__D_:ﬂ&c'y(s——'J'Q) :ac'y& :CK}
ORS 08 S
Dl F— 459/5’(7"—5&)::4@20"]"__%
RST R e
&ec. &c, &c.

Si bini igitur in fe invicem ducantur, fiet

e 1{ ABcd
Bl sk L oo BCed 0
(5—0O)(C—D) BCde, 5 5 & Q—(B"—CXCJ-C—D)
e IR 7R CDle
(C—DXD—E)=CDef s & & ==t
&c
Unde, cum fit P==4; Q — ZI_‘Z;“AAEB’ erit
a = Ab
£ — _Béc_
A4—PB °*
y = ACcd

(4—B)XB—C)

CONTINUIS ' 303

J\ e BDde
(B—— C)(C—D)
$a CEef
T (C—D)(D—B)
&l
368. Inventis ergo valoribus numeratorum « G, ¥, 4, &e,,
denominatores &, ¢, &, e, &c., arbitrio noftro relinquuntur :
ita autem eos aflumi convenit, ut, cum ipfi fint numeri inte-
gri, tum yglores integros pro «,€,y,d, &c., exhibeant.
Hoc vero pendet quoque a natura numerorum A, B, C, &c.,
utrum fint integri an frafti. Ponamus effe numeros integros,
atque quafito fatisfiet ftatuendo

b — 1 o« — A
e —=A— C 6 — B
d = B — .C unde fit y = AC
e —C — D d = BD
f=D—E ¢ — CE
&c. &c.

Quocirca , fi fuerit,
x—=4A4Ad—B+C—D++ E — F 4 &,

idem ipfius x valor per fraltionem continuam ita exprimi po~
terit , ut fit

A
1+A_

Nie—=

BD CE

B B
-—C+
C OF 5e—nf &,
369. Sin autem omnes termini Seriei fint numeri fradti ,
ita ut fuerit
I 1 sl I x I
A A F e p R

habebuntur pro «, &, y, &, &c. , fequentes valores

o8 —=
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Lin L i Ll biey b E e el fod
““"‘A’c_‘B—A”’ (B-—-.A)(C-—-B)’
e C*de DPef

— (C=B)(D—0)' *T (D—cC)(E—D)® ¥

Ponatur ergo ut fequitur

b — A ; @i=——rr

¢ =B — 4; 6 — AA
d=C — B ; ¥y — BB
C'_—=D"'_'C) J=Cc

&c.,
eritque per frationem continuam

I e

i o

ii

B% cc
PG b

ExeEMPrum L

Transformetur hac Series i:g/z'nim
s -—+ ————+ -—-—&C-.

i fraltionem continwam.

Edtetgo d—1, B==32,C=—=3; D_q., &c., atque,

cum Seriei propofitz valor foe=s , erit

=t

L2 =

b=

I

T ot
Fioo

++

ExeEmMmrrLrum IL

Transformetur hac Series infinita

-h[.,

R RN

CONTINTUIS i 30§
: Cae
Tem1— - — 2 4 = —& XV
4 L= 3 = T - L 5 3 ‘
ubi w denotas peripheriam circaliy cujus diameter =1, in fra-

cHonem contingam.,
Subftitutis loco 4, B, C, D, &c., numetis 1, 3, 5,
75 &Gy 5 OriCtUL

que eft expreffio, quam BROUNCKER Us ptimum ptro qua-
dratura circuli protulit.

Exemrrum IIL

Sit propofita ifta Seties infinita

+ &c.;

Eo Loter il
e L ke ot 4 2n T + 3n
que, ob d=m; B=m+»; C=m-+ 272; &c.,in hanc
fractionem continuam mutatur

1
P mim , 3
P B i a2 2
85 5 —;q:(’” ~+-21) (m-3m)*
n - &c.
ex qua fit, invertendo,

Euleri Introdni?, in dual, infin. parv. Q.q i
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nm
e (m+n) )’ (m4-21)*

l— — ==
X e 7;1-!-271)"
n + &e..

¢

ExemeprumMm LY:

Quoniam, fupra §. 178., invenimus efle

oo, 7
chﬁ. i

i r e e
# fin. moa T T p—m I el ) e L
7 ; :
&c.

erit, pro fratione continuanda, A =m; B = n— m; Ci==
ntm; D=2n—m; &c., unde fiet

r /- ma

T ST ;+ (1——m)*, z
n_fin. _”’Tﬂ‘ Z ;z-——2m+ i +< 't::i(z;z—nz) ()

e B2~

&c.
370. Si Series propofita per continuos Faftores progredias
tur , ut fit

I T
X T oee— om—— —
el Ab’+

I

I I -
ABC a8cp T ZmcpE &%

ABCDE

tum prodibunt fequentes determinationes

”___'_b;_G G B T e L e Bed

A7 —B——:;""”‘(Js—-:)(c—-i)
e Cde > A Def
ol (C—1X(b—1)’ 7 (D—x)(E—-x)’&c”‘

fiat ergo ut fequitur,,

b= A3

EEPOYNETC N U ES: 307

b = A; o == ¥

¢c = B — 1; Cr——n

d=C — 15 y =B

e =D — 1; gi=— (0

f—=FE — 1; e =D

ey
unde confequenter fiet
X i A
A+ B
B—I+C—1+ CI+ D
E—0 14 &c.
Exemrruwm L
Qloruam » pofito ¢ numero cujus Logarithmus eft = 1;
fupra invenimus effe
. - 1 T 1 T L
b gl e 3 i 1.2.3.4.'—&(:"
TR

1 T I 1 :
o o aam v g

hxc Series in fraGionem continuam convertetur ponendo
A=2x1, B—2, C— 3, D=—4, &c quo ergo facto

habebitur
P il
Sr e U e D
1 +2+ 3_
' kg
§ + &c.y
unde , afymmetria initio rejecta, erit
z r
s 2
e—1 14 3
DS
§ -+ &c.
Q.= ExXEM-

XVIIL
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Exemprum LL
Invenimus quoque arcus, qui radio @qualis fumitur, ¢ofi<
num efle eemy et il o 1 -+ ! >

2 2 C2.12 2.12.30 2212, 9056 -
e Sierpofiat A=y 2B—0n, Q=2 D100
E=756, &c., arque Cofinus arcus qui radio zquatur, po-
natur == x; erit i

K == ——I
e IET—” 30
29+§7+&C->
(S
1 §
g
u+29+5o
55 =+ &c.

371. Sit Series infuper cum geometrica conjunéta ; Icilicée

$¥=dA4-— Bz 4 Cz* — Dz’ Ez* — Fz' 4 &c.

erit :
= Ab; ¢ :‘_—_Ii“—zsy.._: ACcdz s
A== 04 (4—B2)(B—Cz)’
= BDdez s CEefz
5 &e.d

T B—=—GY(0—Dz) T (C—Da)D— E)

Ponatyr nunc

b == 13 = A
f:d-—.Bz; C:Bz
ge=Be 0y g s
= U B d= BD=z;

CONN LN ULS: 369
. A B‘ > Caep
o e Z
Lok e £ BDz

372. Quo autem hoc negotium generalius abfolvamus, po-
aamus cffe e .
ki, gpadd gl A A R U R
b L % T how VB + >

fietque , comparatione inftituta ;

AV g ACMicdyz & -
s G’_‘AM?.Z-» By’ ¥ (dMz—BLy)(BNa—CMy) g
Sy BDN*deyz o

== (BNz— CMy)(C0z—DNy)’ 2
fatuantur valores &, ¢, 4, &c.; fequenti modo
bi=— L; erit a=— A
¢ — AMz — BLjy} ¢=— BLLy

4 = BNz — CMy; y == ACMyz

¢ = COz — DNy; == BDN*yz

= DPz — EOy; e = CEO‘*yz

&, e,
unde Series propofita per fequentem frattionem continuam
exptimetuf

A X
x== 7 BLLY  4ouMyz

L+ i—BIyt BDN Nyz

BNz—CMy+ C0z— DNy4 &e.

373. Habeat denique Series propofita hujuimodi formani

e ABy ABCy* ___ABCDy" s
"—T'—Lm+LMN‘z‘ LMNOZ,"+&"

/
atque fequentes valores prodibunt

Qq 3 =

X VIIL
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W Ak e Caiih dnua tranfmutari poteft in Seriem infinitam , cujus fumma per f‘f’xlrl'l
—_ L’ Mz—By YT (Mz— By (Nz—5) ° methodos cognitas inveftigari queat, tamen plerumque iftz Se- ?
s DNdeyz e KRN R0 fyn ries tantopere flunt intricate , ut earum fumma, etiamfi fit fatis
T Na—0)0za—Dy)’ f T {0z — Dy)( Pz —=Ey) fimplex, vix ac ne vix quidem obtineri poffit.

375. Quo autem clarius perfpiciatur , dari ejufmodi fradtio-
nes contintias, quarum valor aliunde facile affignari queat ,
etiamfi ex Seriebus infinitis , in quas convertuntur, nihil ad-
"modum colligere liceat, cenfideremus hanc fractionem conti-

&c. ,

ad valores ergo integros inveniendos fiat

bl=—:T s erit w——id s
SE ey fuam :
d= Nz — Cy; y = CMyz s D .
¢ == Oz — Dy; d=— DNjy=z 2+2+;‘;F‘&C
f= Pz — Ey; ¢ = EOyz .
&ee. : &e. cujus omnes denominatores funt inter fe @quales ; fi enim hinc

modo fupra expofito , fractiones formemus

Unde valor Seriei propofitz - ita exprimetur, ut fit °

Az e O, 2, 2 25 2, 2., 2
e i Lyz 7 [o] i & 2 5 12 29
Lyt oo C My 3 : plglis e S 29 .
Mz —By+ ——2> _ . DNyz &2 W R SR R He T g o 0 5

Ng—Cp 4 —————
T 02— Dy 4 &c..
Hinc autem porro oritur hxc Series

Vel, ut lex progreffionis ftatim a principio fiat manifefta, erit

i ¥ ) § I } oo
é—A)‘:Lz—Ay-{- 8Ly CMyz %= ok _27_—'{._{'.+ 5.12 12, 29 + 59_.5'0*-&“"
0z—Dy+-&a. vel, fi bini termini conjungantur , erit
374. Hoc modo - innumerabiles inveniri poterunt fraGiones f , 2 > 2
continue in infinitum progredientes, quarum valor verus exhi- & e R e
beri queat. -Cum enim , ex fupra traditis, infinitz Series , qua= ' T el
. tum {umme conftent, ad hoc negotium accommodari queant, I 2 2 : -
- Unaqueque transformari poterit in fraGionem continuam', cu- YEew R e
jus adeo valor fumme illius -Seriei eft 2qualis. Exempla , ‘ : )
quz jam hic funt allata , fufficiunt ad hunc ufum oftendendum : j Quin etiam , cum fie
verumtamen optandum effer , ut methodus detegeretur , cujus
beneficio, fi propofita fuerit fracio continua quecungue , ejus ' B . + &c..
valor immediate inveniri poffer. Quanquam enim fia@io con- bR AR R Sle T 3

tinua |
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I I I I
+T 2.2.7+2. S s T 29+&c"
eri¢
I ¥ I
202 +s. 29"—12.70

= I &
oy

&¢. ,

que Series etiamfi vehementer convergant, tamen vera earum
fumma ex carum forma colligi nequit.

376. Pro hujufmodi autem fractionibus continuis, in quibus
denominatotes omnes vel funt zquales , vel iidem revertun-
tur ; ita ut ea fratio, fi ab initio aliquot terminis truncetur ,

toti adhuc fit zqualis, facilis habetur modus earum fummas ex-

plorandi. In exemplo enim propofito , cum fic

i
X = I
2+2‘-I I
s T
; 1 i .
erit & == 2¢—;€,xdeoqu«': X fax=—1& x4 1 =/ 2; ita

ut valor hujus fractionis continua fic ==+/ 2 — 1. Fractiones
vero ex fractione continua ante erute, continuo propivs ad
hunc valorem aceedunt, idque tam cito, ut vix promptior mo-
dus ad valorem hunc irrationalem per numeros rationales pro-
xime exprimendum, inveniri queat. Eft enim /2 — 1 tam

] ¢ “r .
prope = 7_2 > ut error fit infenfibilis : namque, radicem ex-
trahendo, erit

Y2 —1 == o, 41421356236,
atque
29 g8l ;
7o T 95 41428571428,
ita ut errof tantum in partibus centefimis millefimis confiftas.
377. Quemadmodum ergo fractiones continuz commodiffi-
mum fuppeditant modum ad valorem v/ 2 appropinquandi, ita
indidem

a

C ONTINUT 8- 313
indidem facillima via aperitur ad radices aliorum numerorum C a v,
proxime inveftigandas.  Ponamus hunc in finem XVIIL
;%
X = I
a4 i Ly
a-}= T X
a4 &,
erit & == —~ - & xxtax =1, unde fit x = _;_,,.;,

; V(1 + -i—-ad):: -‘—/-(—‘1‘-1—'*124):—" Hzac ergo fra&io cons

tinua inferviet valori radicis quadratz ex numero a2 + 4 in-
veniendo. Hincque adeo fubftituendo loco « fucceffive nu-
meros I, 2, 3, 4, &c., reperientur v/5; /25 V135 4/5;

V295 /105 V535 &c., perdudis fcilicet his radicibus ad for-

mam fimpliciffimam : erit ergo

b i LR SR (R SR ¢
Ll e s E e Loyt
I.' I b 2 > 3, s! 8 ’&C"‘—‘ 2
25 2 2, 23 2, 2

00 s ey ST o iy
I: 2’ 7 £} IZ, 2 3 70:&C--——"v'2 b 4
35,32, .32 3, 3, 3 _

O uX 8 Xe 88 109 o il WG
%3 10271337 10803608 e TRvtRGEs
4 4> 45 45 4, . 4

Ok X it X0 G230y e
I 7"4": 17372, 3057 1292, &c. -_,V'f 3

&

notandum autem eo promptiorem effe approximationem , quo
major fuerit numerus «: fic in ultimo exemplo erit y/5 =2
305
1292

1
1292. 5473

. ‘ . slie 11262
minator fequentis fractionis ;—;éa

» Ut error minor fit quam » ubi 5473 eft deno-

Euleti Indrodudt. in Anal. infin. parv. Rt = 590 Hoc



Lis L

314 DE FRACTIONIBUS

378. Hoc vero modo aliorum numerorum radices exhiberi
nequeunt , nifi qui fint fumma duorum quadratorum. Ut igitur
hec approximatio ad alios numeros extendatur , ponamus effe

X

X — I

et
b .{..zx—l :
o s B
AT &y
L erit
pra e Moo o el i =
e = o : L ideoque axxJaby =4,
-+
: &
L g Danliog _|__b_ ‘__—-alv-l—\/(aalib-{—qab)
x—-——?éi\/(‘;bé‘ ¢)—" 4 22
Unde jam omnium numererum radices inveniri poterunt.Sit,verbi
: oo /14.1 —
gatia, =2, b==17; eritx == Elani gy ’

‘ 3
at valorem ipfius x proxime exhibebunt fequentes fractiones

e

i et et e
3, 6457516 at revera eft 4/7 ==2,64575131; ita ut error mi-
nor fit quam 1_&)(3)&3?3“

379. Progrediamur autem ulterius ponendo
1

Erit ergo proxime

e e RS -
= —T

a+b+

T

ﬂ‘+ 2= g__

nl.—,
-

erit
UL | S - = __bm_j-é_ﬁ_t_l___
ﬂ+;j_‘c_r_~x a1 bx_"‘i:bﬁ—"l"‘l (ab=1)x = abc + a o3

unde (4b+1)xx+ (abotar—b+tec)x=tbc+ 3 atque

kA=

00 NVERNY ESe o 315

g —obo—adh—ct Y ((abedakbbo)hg)  Car,
— , 5 . il XAV TEL

2(ab+1)

ubi quantitas poft fignum radicale pofita iterum eft fumma duo-

rum quadratorum , neque ergo hac forma radicibus ex aliis
numeris extrahendis infervit, nifi ad quos prima’ forma jam fuf-
fecerat.  Simili modo fi quatuor littere 4, 4, ¢, 4, continuo
repetite denominatores fractionis continuz conftituant , tum ea
plus non inferviet quam fecunda ; qua duas tantum litteras con-
tinebat, & ita porro. : T

380. Cum igitur fraGtiones continua tam utiliter ad extra-
&ionem radicis quadratz adhiberi queant, fimul infervient qua-
tionibus quadratis refolvendis; quod quidem ex ipfo calculo eft
manifeftum , dum % per zquationem quadraticam affectam de-
terminatur.  Poteft autem viciffim facile cvjufque wxquationis
quadrate radix per fraGionem continuam hoc modo exprimi.
Sit propofita ifta zquatio

Xx==uax 46,

b . ; . :
ex qua, cum fit x==a 4 = {ubftituatut in ultimo tetmino
loco x valor idem jam inventus, eritque

X ==a -+ -—b—- b

: s
x
fimili ergo modo procedendo, erit per frattionem continuam
infinitam : :

b
—— T b
X 4+ P = T
a4 &,

qua autem, cum numeratores b non fint unitates, non tam

commode adhiberi poteft.
381. Ut autem ufus in arithmetica oftendatur , primum no-
tandum elt ompem fradionem ordinariam in fraétionem con-
Rz tinnam
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: L : CONTINUIS 317
> > tinuam converti poffe. Sit enim propofita fra&io x —= % S : e Ib N : XCVAI IPi
in quafic 4> B; dividatur A4 per B, firque quotus — » & | Ao il '
refidoum C; tum per hoc refiduum G dividatar precedensdi- - . f+ &
vifor B, prodeatque quotus 4 & relinquatur refidoum D, = | ExemrprumMm L
per quod denuo precedens divifor C dividatur ; ficque hxe ‘ : . 1461 . . .
operatio, quz vulgo ad maximum communem diviforem ny- ‘ Sit propofita ifta fradio e s qua fequenti modo in fra&io-

nem continuam tranfmutabitur , cujus omnes numeratores erunt

merotum A & B inveftigandum ufurpari folet, continuetur .
; unitates. Inftitvatur fcilicet eadem operatio , qua maximus coms

donec ipfa finiatur ; fequenti modo

v : munis divifor numerorum 59 & 1461 queri folet.
B)A(« i : §9) 1461 (24
C)B(s : -_ 118
DYC(e - 281
EYD(d : : : - 236
~F &c., 1 ’ 45) ig( 1
eritque per‘naturam divifionis %) i;(a

,Y o - f 3)14(4
A=4B o4 C; unde £ —44-L; # : 2=

B | 230

=460 4 D; —emb e 2 et %
C c B b "Iy 1)2(2
c Sk

C'-_—:;D.*_E)- _g_=;+_£.’ .2_:_— i < 3 (o]

. Bar b e _% Hinc ergo ex quotis fiet

MO Lo
D—JE + F; %:d'l‘%"i: - 79hl4+1+§—¢1“1
D i 4+ =
d+ i P X —
&c, 8¢, &c. ‘
: : : mMmPpLUM IL
hinc, fequentes valores in pracedentibus fubftituendo, erit el ;
gaond o ¢+—§ e R T Sy aofpaTiry Fra&iones quoque decimales eodent modo tranfmutari po-
B bE b il terunt; fit enim propofita
: D : 141421356

unde tandem x per meros quotos inventos #,by¢,d, &c . Va=1, 41421050 e igogToo;o"

{equentem in modum exprimetur, ut fic unde hzc operatio infticuatur

K== Rzris 100000000
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100000000 | 141421356 | X
82842712 | 100000000 | 2
17157288 41421356 | 2
14213560 34314576 | 2
2943728 7106780 | 2
2438648 5887456 | 2
505080 1219324 | 2
418738 1010160 | 2
&ec. 209364

Ex qua operatione jam patet omnes denominatores effe 2 , atque
I
adeoeﬂ”eVz:I-}-z_{__r__I
2=t
2+ T
it e

. - . - . - e

cujus expreffionis ratio jam ex fuperioribus patet.

ExeEMmMprum IIL

Imprimis vero etiam hic attentione dignus eft numerus ¢, cu-
jus logarithmus eft =1, qui eft e == 2,718281828459, unde

oritur ©

I .
=— 0, 8591409142295, quz fralio decimalis, fi
{uperiori modo tratetur , .dabit quotos fequentes

8591409142295 | 10000000000000 | I
8451545146224 8591409142295 | 6
139863996071 1408590857704 | 10
139312557916 1398639960710 | 14
551438155 9950896994 | 18
550224488 9925886790 | 22
1213667 z5010204
&c.

fi 1&; calculus exattius adhuc, affumto valore ipfius ¢, ulterius
continuetur , tum prodibunt ifti quoti
Y, 65 Ton T SRt cae L 80 2 &,

qui, demto primo, progreionem arithmeticam conftituunt, unde
patet fore €1

CONTINUIS 7 319 -

@ e ¥ e T - CAP.
2 X + 6+1:)+ T . XVIH.
Fs iy grema—
1'4‘+18+ = + &L_. .
Giloy

cujus fractionis ratio ex calculo infinitefimali dari potelt.

382. Cum igitur ex hujufmodi expreffionibus fractiones etui
queant, quz quam citiffime ad verum valorem expreffionis de-
ducant, hec methodus adhiberi poterit ad fractiones decimales
per ordinarias fractiones , qua ad ipfas proxime accedant , ex-
primendas. Quin etiam, fi fradtio fuerit propofita cujus nu-
merator & denominator fint numeri valde magni, fractiones ex
minoribus numeris conftantes inveniti poterunt que , etiamft
propofite non finc penitus aquales, ramen ab ea quam minime
difcrepent. Hincque problemaa WALLIsIO olim trattatum facile
refolvi poteft, quo quaruntur fraltiones minoribus numeris ex=
prefle , qua ram prope exhauriant valorem fractionis cujufpiam
in numeris majoribus propofite, quantum fieri poterit numeris
non majoribus. Fractiones autem noftra hac methodo ortz ram
prope ad valorem fractionis continue, ex qua eliciuntur, ac-
cedunt, ut nulle numeris non majoribus confantes dentur qua
propius accedant.

ExezMPLUM L

Exprimatur ratio diametri ad peripheriam numeris tam  exi-
guis, ut accuratior exhiberi nequeat, nifi numeri majores ad-
hibeantur. Si frattio decimalis cognita

3, 1415926535 &C.,

modo expofito per divifionem continuam evolvatur, reperiern=
tur fequentes quoti ;

Sini s oot Ly s X e SR & 5 T 1 e
ex quibus fequentes fractiones formabuntur ,
2 dirar 833 Gdie 10333 e

R i e (g T MR CoD e
fecunda fractio jam oftendit cffe diametrum ad peripheriam ut

T 3 3
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Lre. L 1:3, neque certe numeris ‘non majoribus accuratius dari po<
terit.  Tertia frattio -dat rationem Archimedeam 7: 22 , at
quinta Merianam qua ad vetum tam prope accedit, ut error
1‘1_3_—;3_10_2' Ceterum he fradtiones alternatim
vero funt majores minorefque.

minor fit parte

ExempruwMm IL

Exprimatur tatio diei ad annum folarem medium in numeris
minimis proxime. Gum annus ifte fit 3654, 5%, 48', 55”,.
. .o . . 20 .
continebit in fractione annus unus 365 g sigg dies. Tantum
ergo opus eft ut hec frattio evolvatur , qua dabit fequentes

quotos ‘ ] l

P il b5 i U o o R M
unde iftz eliciuntur fradtiones

o R Sy g T e fieg R IR

T4 4200 BRSladh e dcel a B LS
Hor® ergo cum minutis primis & fecundis, qua fupta 365

= dies adfunt, quatuor annis unum diem circiter faciunt, unde

calendarium Julianum originem habet. Exa&ius autem 33 an-
nis 8 dies implentur, vel 747 annis 181 dies; unde fequitur
quadringentis annis abundare 97 dies. Quare, cum hoc inter-
vallo calendarium Julianum inferat 100 dies, Gregorianus qua-

ternis feculis tres annos biffextiles in communes convertit.

FINIS TOMI PRIML







