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DE FUNCIONES EN ESTUDIANTES DE
BACHILLERATO

Matias Arce y Tomas Ortega

Este trabajo trata sobre el concepto de funcion, basico en el Analisis
Matematico, y, en particular, su representacion grafica. Nos centramos
en aspectos relacionados con la forma; es decir, el trazado de dicha
representacion. Analizamos las representaciones graficas de funciones
existentes en los cuadernos de matematicas de estudiantes de varias
aulas de 1° de Bachillerato. Encontramos deficiencias en el trazado de
graficas que se repiten en un alto numero de estudiantes, relacionadas
con los conceptos de funcion y asintota, con el uso de las escalas en los
ejes del diagrama cartesiano y con las caracteristicas de algunas
funciones. Ademaés, discutimos sobre las limitaciones técnicas y las
dificultades didacticas y cognitivas que pueden dar lugar a su aparicion
y hacemos algunas recomendaciones didacticas al respecto.
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High school students’ deficiencies in plotting graphs of functions

This paper deals with the concept of function, basic in mathematical
analysis, and, in particular, with its graphical representation. We focus
our attention on plotting graphs of functions. We analyzed the graphical
representations of functions found in mathematical notebooks of high
school students. We encountered several deficiencies related to the
concepts of function and asymptote, the use of scales in diagram axes
and the characteristics of some functions. Besides, we discuss the
technical limitations and the didactic and cognitive difficulties that may
promote their emergence, and, make some didactic recommendations for
teachers.
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El trabajo que aqui se expone esta encuadrado dentro de un proyecto de
investigacion mas amplio que se esta llevando a cabo en la Universidad de
Valladolid y que estudia los cuadernos de matematicas (de ahora en adelante,
cuadernos) de los alumnos de 1° de bachillerato. Esta es una fuente informacion
poco estudiada en Didactica de la Matematica. El proyecto de investigacion se
enmarca dentro del bloque de Analisis Matematico. Busca establecer diferentes
perfiles de elaboracion y uso del cuaderno en los alumnos, y posibles relaciones
entre estos perfiles y el rendimiento académico.

A lo largo del andlisis de los cuadernos de los estudiantes participantes y
aunque no era un objetivo de la investigacion global, nos sorprendié la presencia
de una gran cantidad de deficiencias, algunas muy frecuentes, en las
representaciones graficas de funciones. La importancia del concepto de funcion,
basico en andlisis matematico, y sus diferentes representaciones hace que
consideremos relevante dar a conocer esta problematica y reflexionar sobre los
motivos que pueden propiciarla, aunque creemos que son necesarias
investigaciones especificamente dirigidas a conocer cuéles son las causas reales
que provocan estas deficiencias y proponer situaciones adaptadas para su
revision y reajuste (Azcarate, 1995).

Para Castro y Castro (1997), las representaciones son “las notaciones
simbdlicas o graficas, especificas para cada nocion, mediante las que se expresan
los conceptos y procedimientos matematicos asi como sus caracteristicas y
propiedades mas relevantes” (p. 96). Estas pueden ser externas (con un soporte
fisico tangible) o internas (imagenes mentales formadas de los objetos
matematicos), relaciondndose la generacion de unas y otras a través del proceso
de visualizacion. Duval (1993) sefiala que los sistemas de representacion son el
motor para el aprendizaje y el dominio de un concepto: el conocimiento de varios
sistemas de representacion y la capacidad para pasar de unos a otros enriquece la
imagen o esquema conceptual de un concepto (“concept image” en términos de
Tall y Vinner, 1981), la estructura cognitiva que un individuo asocia al mismo.
Los alumnos suelen confiar en sus imagenes conceptuales para la resolucién de
problemas (Vinner, 1991), apareciendo, en ocasiones, conflictos entre la imagen
conceptual y la definicién del concepto, como en el estudio de Kidron (2011)
sobre la asintota horizontal.

En ocasiones, las representaciones elaboradas por los alumnos contienen
errores, desajustes, que pueden revelar caracteristicas 0 componentes erroneos.
Los errores, normales y naturales en los procesos de ensefianza y aprendizaje,
han sido objeto de investigacion constante en Educacion Matematica, aunque
desde aproximaciones e intereses diferentes (Rico, 1995). El trabajo de Rico
contiene algunas clasificaciones de errores propuestas por diferentes autores.
Socas (2007) da una clasificacion de las dificultades en el aprendizaje de las
matematicas que son las que, en definitiva, provocan los errores. Una de las
cinco categorias que Socas establece se refiere a las dificultades asociadas a la
complejidad de los objetos matematicos, que pueden estar ligadas a la naturaleza
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abstracta del concepto, como entidad conceptual, o a la manipulacion simbdlica,
a un nivel sintactico. Este autor establece tres estadios progresivos de desarrollo
en la adquisicion de un sistema de representacion: semiotico, estructural y
auténomo.

Leinhardt, Zaslavsky y Stein (1990) analizan los diferentes tipos de tareas y
las ideas equivocadas (misconceptions) mas recurrentes en los alumnos sobre las
funciones y sus gréaficas. Estudios sobre la interpretacion, comparacion o
construccion de graficas tanto en situaciones contextualizadas y no
contextualizadas enfocan las concepciones de los estudiantes en estas cuestiones
(Deulofeu, 1995; Dolores, 2004; Fabra y Deulofeu, 2000). Destacan ciertas
tendencias significativas en el alumnado: la discretizacion de funciones (atencion
excesiva a puntos relevantes y su ubicacién), la representacion de funciones
continuas sin ser continuas y, coincidiendo con Leinhardt et al. (1990), la falta de
percepcion de la nocion de covariacion, de dependencia entre las variables.
Destacamos también el trabajo de Pecharroman (2008), donde se disefia un
modelo de ensefianza para las propiedades globales de las funciones a través de
sus graficas.

OBJETIVOS

El estudio se centra en el sistema de representacion grafico de las funciones.
Analizamos las representaciones externas del concepto que encontramos en los
cuadernos de varios grupos de alumnos de Bachillerato; focalizamos la atencién
en su forma; y estudiamos si la representacion gréfica refleja las propiedades y
caracteristicas de la funcion representada. Socas (2007), al hablar de errores,
hace hincapié en la presencia de esquemas cognitivos inadecuados. En nuestro
caso, pudiera ser que las incorrecciones encontradas en las representaciones
graficas de algunos de los alumnos no estuvieran provocadas por la presencia de
esquemas inadecuados, sino por la poca atencion o precision al trazar la grafica,
no reproduciéndose adecuadamente las ideas y propiedades existentes, lo que
puede ser fuente de dificultades para el aprendizaje (Ortega, 1998). De ahi que
prefiramos utilizar la palabra deficiencias para estas incorrecciones, que pueden
estar causadas por diferentes motivos.
Los objetivos planteados son los siguientes.
¢ Detectar las deficiencias mas frecuentes en el trazado de las gréficas de
funciones.
¢ Reflexionar sobre las limitaciones tecnicas y las dificultades didacticas o
cognitivas que pueden ocasionar estas deficiencias.
¢ Recomendar acciones didacticas que puedan paliar estas deficiencias.
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METODO

En el estudio participaron 29 estudiantes de 1° de bachillerato de dos centros
distintos: un instituto pablico de un barrio de Valladolid (dos aulas, de la
modalidad Cientifico-Técnica y de Ciencias Sociales) y un colegio privado-
concertado situado en las afueras de la ciudad (un aula de la modalidad
Cientifico-Técnica). Las tres aulas, elegidas por disponibilidad, tenian un
profesor de matematicas diferente y un nimero reducido de estudiantes (10 por
cada aula, aproximadamente). Todos ellos participaron en este estudio salvo una
minoria que no tenia cuadernos.

En las aulas participantes, la docencia desarrollada fue la natural de los
profesores, sin directrices ni intervencion por parte del equipo investigador.
Pedimos elaborar al docente de cada aula un diario de clase donde explicara
brevemente la docencia desarrollada (desde el punto de vista tanto tedrico como
practico). Los investigadores actuaron, algunos dias, como observadores en el
aula. De la informacién de diarios y observacion extraemos que el blogue de
Analisis Matematico s6lo se completo en el aula de bachillerato de Ciencias
Sociales. El tema de derivadas no se completo en las otras dos aulas. El docente
del aula de bachillerato de Ciencias Sociales solia dejar tiempo en la propia clase
para el trabajo del alumno en las tareas propuestas, que iba revisando y
finalmente corregia de manera grupal. En las otras dos aulas, la docencia se
centraba en el desarrollo de la teoria y la correccion de ejercicios. Los alumnos
desarrollaban su trabajo personal fuera del aula casi siempre. Ninguno de los tres
profesores revisaba los cuadernos de sus alumnos, salvo las revisiones visuales
del primero, mientras trabajaban los alumnos en el aula.

Los documentos utilizados para realizar el analisis fueron las fotocopias de
los cuadernos de los alumnos pertenecientes a este bloque. Utilizamos como
técnica de investigacion el analisis de contenido (Bardin, 1996; Krippendorff,
1990), técnica de interpretacion de textos capaces de albergar un contenido que,
leido e interpretado adecuadamente, nos permite conocer mejor diversos aspectos
y fendmenos (Andréu, s.f.). La técnica es especialmente adecuada para analizar
material poco estructurado (Krippendorff, 1990) como los cuadernos y su
principal objetivo es pasar de la mera descripcion de un texto a su interpretacion
y a la formulacion de inferencias, teniendo en cuenta el contexto en que se
desarrolla el analisis. Bardin llama unidad de registro a cada uno de los
segmentos de contenido tomados como base para el analisis. En este trabajo,
cada una de las representaciones graficas existentes en las fotocopias de los
cuadernos fue una unidad de registro. Estas representaciones graficas fueron
analizadas independientemente de que fueran construidas por los propios
alumnos (en el sentido de Leinhardt et al., 1990, como generacion de algo nuevo
no existente) o transcritas de otro medio. Analizamos la correccién matematica
de cada representacion grafica, ayudandonos de la informacion contextual
(diarios y observacion varios dias en las aulas) para saber qué representaba cada
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una. En cada unidad de registro se indicaron las deficiencias mas notorias en la
representacion gréafica, es decir, aquellas que entendimos que podian dar lugar a
dificultades en la interpretacion del comportamiento de la funcion a partir
unicamente de la informacion de su representacion grafica. Utilizaremos, de aqui
en adelante, el término deficiencia para referirnos a estas deficiencias en las
representaciones graficas.

Una vez completado el estudio de las deficiencias en cada unidad de registro,
agrupamos aquellas mas frecuentes en cuatro categorias diferentes (generadas de
manera inductiva), que se explican en el préximo apartado.

DEFICIENCIAS FRECUENTES ENCONTRADAS EN EL ANALISIS

Sin pretender hacer una clasificacion exhaustiva, presentamos las cuatro catego-
rias diferentes en que agrupamos las deficiencias encontradas, y las ilustramos
con escaneos de las representaciones graficas de cuadernos donde se aprecia cada
uno de los tipos de un modo mas evidente.

Deficiencias relacionadas con el concepto de funcion

Una de estas deficiencias es el trazado de ramas que son practica o totalmente
verticales en funciones con ramas infinitas no asintoticas, como pueden ser las
funciones polinébmicas de segundo o tercer grado o las funciones exponenciales.
Se observo en 18 de los 29 alumnos (un 62%). La figura 1 ilustra esta deficiencia
en una funcion cuadratica.

|
Figura 1. Ejemplo 1 de deficiencias relacionadas con el concepto de funcion
La aparicion de este mismo comportamiento en ramas asintoticas en su proceso
de aproximacion a asintotas verticales (ramas asintoticas totalmente verticales)
fue frecuente, como indicaremos en el siguiente apartado. Dentro de esta catego-
ria, encontramos tambien, en nueve alumnos (un 31%), funciones donde se
representan valores del dominio con dos (0 mas) imagenes, al solaparse varios
trazados en la representacion grafica de la funcién. Especialmente se produce al
realizar las representaciones graficas de funciones definidas a trozos, en las que
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los estudiantes ignoran el dominio de definicion de cada parte. La figura 2
muestra este comportamiento, en el intervalo [1,3].

Figura 2. Ejemplo 2 de deficiencias relacionadas con el concepto de funcion

Deficiencias relacionadas con el concepto de asintota

Encontramos la mayoria de las deficiencias de esta categoria en representaciones
graficas de funciones con ramas asintdticas en las cuales no se produce un
acercamiento progresivo a la asintota horizontal o vertical. En 24 alumnos (un
83%) encontramos equidistancia entre la rama asintética y la asintota vertical a
partir de un determinado momento (deficiencia también relacionada con el
concepto de funcion, como indicamos en el apartado anterior). EI fenémeno de
equidistancia es algo menos frecuente entre una rama asintdtica y una asintota
horizontal (en 18 alumnos, un 62%). Ademas, en 10 alumnos (un 34%) hay
alguna representacion grafica donde llega a producirse, incluso, un alejamiento
entre rama asintética y asintota en la parte final de su trazado. La figura 3, donde
se representa una hipérbola y sus asintotas, muestra estos fenémenos.

~

Figura 3. Ejemplo 1 de deficiencias relacionadas con el concepto de asintota

Por otra parte, seis alumnos (un 21%) no dibujaron las asintotas existentes en
algunas de las representaciones graficas de sus cuadernos, lo que provoca una
dificultad para discernir el comportamiento de algunas ramas de la funcién a
través de la visualizacion de la representacion grafica. La figura 4, donde no se
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dibuja la asintota vertical existente en x = 2, ilustra este fendmeno. Ademas, hay
representaciones graficas en cinco alumnos (un 17%) donde la rama asintotica no
da sensacion de ser tal: al dibujarse ésta demasiado corta, bien quedandose muy
alejada de la asintota o bien acercandose a ésta con direccion inadecuada, dando
la sensacion de que la rama cortaria a la asintota si esta se prolongara.

—

|
Figura 4. Ejemplo 2 de deficiencias relacionadas con el concepto de asintota

Deficiencias relacionadas con la asignacion y uso de escalas en los ejes
cartesianos

Encontramos varias deficiencias de este tipo. En 12 alumnos (un 41%)
encontramos un uso de escalas no proporcionales (distinta unidad a lo largo del
eje) en alguno de los ejes de los graficos existentes. Este problema se concentra
en la clase de la modalidad de Ciencias Sociales, aprecidndose en siete de sus
ocho alumnos (un 87,5%), sobre todo en las representaciones graficas asociadas
con problemas de interpolacion lineal (figura 5).

426 . —
D

2
<

Figura 5. Ejemplo de deficiencias relacionadas con la asignacion y uso de
escalas en los ejes

La deficiencia més frecuente de este tipo (en 22 alumnos, un 76%) es la omision
de las escalas en los ejes coordenados en funciones donde si son necesarias para
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una representacion grafica precisa (por ejemplo, para hacer la representacion
grafica de una funcién dada su expresion algebraica). En su gran mayoria, la
omision esté relacionada con el uso implicito como unidad de la cuadricula de las
hojas del cuaderno. Observamos un uso, en general, poco critico de las escalas en
los alumnos, abusando de la escala con unidad el lado de la cuadricula, aunque
pueda ser mas recomendable utilizar otras unidades para visualizar mejor las
propiedades de la funcion.

Deficiencias relacionadas con las caracteristicas de las funciones
Encontramos en 10 alumnos (un 34%) deficiencias en el dominio de funciones

crecientes, como pueden ser y = +JXx 0 y =log(x), cuya representacion grafica

en la parte final del trazado de la rama infinita no asintética se realiza paralela al
eje de abscisas o, incluso, decreciente. Es cierto que la tasa de crecimiento que
tienen las dos funciones anteriores (en las que se detecta esta deficiencia) es cada
vez mas pequefia al aumentar x, pero un estancamiento tan pronunciado podria
producir confusién, al observar la grafica, sobre si la rama es infinita no
asintética o asintotica. En la figura 6 observamos esta deficiencia, ademas del
mal uso de las escalas.

Figura 6. Ejemplo 1 de deficiencias relacionadas con las caracteristicas de las
funciones

Otra deficiencia fue la representacion grafica de funciones cuadraticas en las
cuales la grafica tiene una forma pronunciada de “pico” en el entorno del vértice
de la pardbola. Se detecto en ocho alumnos (un 28%), siete de ellos
pertenecientes a una misma aula. En la figura 7 se evidencia esta deficiencia (en
la parte superior), que puede dificultar la asimilacidon posterior del concepto de
derivabilidad. Otro aspecto que puede oscurecer el comportamiento de la funcién
en un entorno del vértice de la parabola es la representacion del punto que marca
el vértice con un tamafio demasiado grande.
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Figura 7. Ejemplo 2 de deficiencias relacionadas con las caracteristicas de las
funciones

En la figura 7 también podemos observar las deficiencias, detectadas en seis
alumnos (un 21%), al representar la simetria respecto del eje de abscisas, de los

valores negativos de una funcion f para representar y = ‘ f (x)‘ :

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Establecemos varias causas para la aparicion de las deficiencias identificadas, de
diferente naturaleza, que requeririan un tratamiento distinto para su superacion.
¢ Pueden estar causadas por problemas del alumno al reproducir, a traves de
un deficiente trazado en la representacion grafica de la funcion sobre el
papel, el comportamiento o propiedades de la funcidén o sus elementos,
que el alumno tiene correctamente interiorizados en sus esgquemas
conceptuales.
¢ Pueden reflejar un desconocimiento de como se traducen ciertas
propiedades de la funcion en su representacion grafica.
¢ Pueden reflejar la existencia de errores en el esquema conceptual que el
alumno tiene de conceptos como el de funcion, asintota, o las
caracteristicas de determinados tipos de funciones.

El docente, a través de ciertos errores didacticos, puede provocar una mayor
aparicion de estas deficiencias. Por ejemplo, los picos en funciones suaves
pueden proceder de dibujar en la pizarra las ramas infinitas no asintéticas
partiendo de un mismo punto (como el vértice en una parabola).

Una funcion puede determinarse completamente a través de su
representacion grafica, pero existen dificultades, en algunas funciones, para
visualizar o extraer cual es su comportamiento o propiedades a través Unicamente
de su representacion grafica en papel; por ejemplo, para discriminar entre la
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existencia de una rama asintética o una rama infinita no asintotica en funciones
como y =log(x). Estas dificultades pueden magnificarse con un trazado poco

preciso, y pueden convertirse en un obstaculo si el alumno no tiene interiorizadas
las propiedades de un tipo o modelo determinado de funcidn en sus esquemas
cognitivos, lo que le puede llevar, en ese caso, a deducir propiedades incorrectas
al visualizar su representacion grafica. Como recomendacion didactica para los
docentes, sugerimos plantear tareas donde se proponga la formulacion de
propiedades de una funcion a través Gnicamente de su representacién grafica, con
la presencia de casos donde exista alguna de las dificultades comentadas, y que
posibilite la aparicién de estas limitaciones y su concienciacion sobre ellas.
Normalmente la representacion gréafica de una funcidon suele realizarse tras
estudiar sus propiedades. Con los mismos objetivos comentados, proponemos
también la utilidad de una vision retrospectiva, donde se estudie hasta qué punto
la representacion grafica refleja las propiedades conocidas de la funcion, y si esta
puede mejorarse. También pueden proponerse tareas por parejas donde se
intercambien representaciones graficas elegidas por el docente, y los alumnos
tengan que indicar cuéles son sus propiedades (solo con la informacion de su
representacion grafica) y compararlas con las propiedades reales de la funcion.
Para disminuir la problematica puede ser recomendable el uso de simbolos
graficos que caractericen y ayuden a discriminar las propiedades, como el uso de
la flecha en las ramas asintoticas.

Otra limitacion del papel es la imposibilidad de realizar zoom en una
representacion grafica para analizar el comportamiento de una funcién
visualizando una zona mas reducida o mas amplia. Estas representaciones son
posibles con el uso de Computer Algebra System (CAS), pero este puede
provocar alguna dificultad para el estudio global de funciones por una pérdida de
la idea de representacion cartesiana (cuando desaparecen los ejes), pudiendo,
también, crearse conflictos con la imagen mental de la grafica que tiene el
alumno (Leinhardt et al., 1990). Ademas, el efecto del pixelado al hacer un
“zoom” excesivo puede causar problemas relacionados con los conceptos de
funcion, asintota y discretizacion. Todo ello hace necesaria una instruccion
adecuada en su uso.

Las limitaciones del papel hacen que aumente la importancia de la eleccion
de la escala y sus efectos en la construccion de graficos. Coincidimos con
Leinhardt et al. (1990) en que un grafico no puede interpretarse completamente
sin tener en cuenta sus escalas, apareciendo las tareas relacionadas con el
escalado como un tipo de tareas a plantear a los alumnos en el estudio de
funciones y su representacion grafica. Hemos constatado en este analisis que los
alumnos no dedican demasiada atencion a las escalas. Destacamos la aparicion
frecuente de graficas sin escala, el uso abusivo de la escala implicita en la
cuadricula de la hoja y la utilizacion de escalas no proporcionales en algun eje
(deficiencias relacionadas con la asignacion y uso de escalas en los ejes
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cartesianos). Estas deficiencias pueden estan relacionadas con un déficit en la
concepcion global de las funciones que tienen los alumnos, causado por un
exceso en el uso de tablas de valores y la focalizacién de la gréfica en torno a
esos puntos (problemas de discretizacion ya comentados en los antecedentes).
Los cambios en la escala provocan ciertos cambios en el aspecto de una funcion,
que hacen que el trazado y visualizacién de sus propiedades y caracteristicas sea
méas o menos dificil. Las limitaciones del papel para la representacion grafica
hacen necesario escoger una escala razonable que nos facilite ese trazado y
visualizacion, evitando los efectos contraproducentes que puede tener la
consideracion de valores excesivamente grandes de abscisas y ordenadas (que
hagan los trazados de las ramas infinitas no asintéticas practicamente verticales u
horizontales) o el uso de escalas con unidad demasiado pequefia al trazar ramas
asintoticas (que favorece la aparicion de fendmenos de equidistancia,
deficiencias relacionadas con el concepto de asintota). Por ello, recomendamos a
los docentes proponer tareas donde los alumnos visualicen las diferencias que
provoca la eleccion de escalas en la representacion grafica de una funcién y
tareas donde, tras presentar una funcion verbalmente o a través de su expresion
analitica, se discuta cual es la escala mas adecuada para su representacion grafica
“Optima”. Este tipo de tareas también favorece la concepcion global del concepto
de funcion.

Debido a que el estudio de las representaciones graficas no era inicialmente
un objetivo de nuestra investigacion global, no podemos determinar, con los
datos recogidos, en qué casos nos encontramos ante errores de trazado, asociados
a la traduccion entre sistemas de representacion o errores causados por esquemas
cognitivos inadecuados. Consideramos necesario seguir investigando esta
problematica, con investigaciones especificas centradas en ella (estudios en aulas
con grabaciones y entrevistas a los alumnos) que nos permitan conocer las causas
que provocan estas deficiencias y la creacion de tareas o situaciones adaptadas
que nos permitan reajustar los esquemas cognitivos inadecuados en cada caso.
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